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Abstract

En este trabajo principalmente he explorado la existencia de dibujos validos
para grafos amigo-enemigo en el plano considerando las normas 1 e infinito.
Para ello hice un planteo de programacion lineal entera que resuelve tal
problema en el caso de la norma 1 con el que pude detectar los grafos de
a lo sumo 8 nodos sin dibujo valido y minimales. Para los grafos de a lo
sumo 7 nodos agregué una demostracién formal de lo obtenido. El trabajo se
completa con un analisis de los grafos estrella en (RY, ||-||o) y una observacién
sobre la clase de los grafos de boxicity a lo sumo 2.



Introduccion

“Ningin hombre es una isla.”

Vivimos inmersos en redes sociales y, como le sucede a todo lo que nos
rodea, queremos saber cémo funcionan. Desde los 50 que se intenta carac-
terizar estas redes utilizando grafos signados. Para ello se considera que en
un grafo donde cada persona es un nodo, una arista con signo mas dice que
esas personas tienen algun tipo de relacion social positiva, es decir que son
“amigos”, y una arista con signo menos representa una relacién negativa, o
sea, son “enemigos”. El hecho de que dos nodos no se conecten refleja el
hecho de que esas personas no se relacionan entre si o que de algin modo
son “indiferentes”, esta opcién no sera considerada en este trabajo.

En este marco se han buscado propiedades que definan a un grafo sig-
nado como representante adecuado de una red social. En ese camino se han
planteado distintos conceptos como el de los grafos balanceados y agrupables,
sin embargo resultaron ser estructuras demasiado rigidas para representar la
variedad de las relaciones sociales.

En 2011, A. M. Kermarrec y C. Thraves introdujeron un enfoque diferente
sobre el tema. La idea de fondo es que tendemos a relacionarnos con personas
hacia las que tenemos una valoracién positiva, es decir que tratamos de tener
mas cerca a nuestros amigos que a nuestros enemigos. Esto se traduce en
generar un dibujo donde los nodos “amigos” estén mas cerca entre si que los
nodos “enemigos”, a dicho dibujo lo llamaremos dibujo valido del grafo.

En 2012, M. Cygan, Marcin y Michal Pilipczuk y J.O. Wojtaszczyk lo-
graron demostrar que un grafo cumpliria esta condicién sobre la recta si y
solo si es un grafo de intervalos propios.

En esta tesis se analiza el problema considerando el dibujo resultante en
el plano, trabajando con la métrica dada por las normas 1 e infinito.

En el capitulo El problema presento el problema métrico original y desde
alli la evolucién hacia un problema de programacion lineal entera equivalente.

En el siguiente capitulo, El algoritmo, describo el planteo computacional
y doy un script en concreto para el armado del input necesario para resolver
usando Matlab. Corriendo este programa para los grafos conexos de hasta 8



nodos obtuve los grafos que no tienen dibujo vélido en (R? || - |1).

En el capitulo Los grafos doy demostraciones de existencia o no exis-
tencia de dibujos validos para diversos grafos. En principio muestro algunas
propiedades generales, una de las cuales permite cambiar el espacio de tra-
bajo de (R%, || - |[1) a (R?, ]| - |ls) que resulta mds cémodo para las demostra-
ciones. Con este cambio pruebo que los ciclos siempre tienen dibujo valido
en (R% | - ||oc) ¥ que con los grafos estrella se puede conseguir un grafo sin
dibujo vélido para cada (RY, || - ||« ), ésto tiltimo no necesariamente implica
que valga lo mismo para || - ||; st N > 2. Se completa con una seccién donde
demuestro la no existencia de dibujo valido para una serie de grafos de a lo
sumo 7 nodos.

En el capitulo final, Los extras, se define la nocién de grafo sin dibujo
valido minimal y se muestra que los grafos de la seccién Casos particulares
del capitulo anterior son todos minimales. O sea, dichos grafos son los tinicos
grafos sin un dibujo valido minimales de a lo sumo 7 nodos. Ademés se
agrega una lista de los tnicos posibles grafos sin dibujo vélido minimales
de 8 nodos. Para finalizar, doy algunas observaciones sobre dos grafos que
parecieran dar una familia sin dibujo valido pero al aumentar la cantidad de
nodos no resulta de este modo y, cerrando este trabajo, se muestra que la

clase de los grafos con dibujo vélido en (R? || - ||s) (v por equivalencia en
(R?,]| - |]1) estd propiamente incluida en la clase de los grafos con boxicity a
lo sumo 2.



El problema

Analisis del problema

En pocas palabras, el objetivo original es decidir si un grafo signado completo
tiene un dibujo vélido en (R?, || - ||1), o sea que cada nodo tiene més cerca
a sus nodos amigos que a sus nodos enemigos. Para facilitar la notacion se
nombraran los nodos del grafo original con niimeros naturales y los nodos del
dibujo en el plano a través de una funcion D que da la asignacién del nodo
i a la posicién p;. El conjunto de aristas positivas serd E1 y el de aristas
negativa sera £/~. De vuelta, en este trabajo no se considera la opcién “nodos
indiferentes”.

Problema 0. Dado un grafo G = (V,E) conV ={1,...,n} y
E=ETUE" ={(i,j):i# j} se quiere decidir si eviste D : V — RZ?
D(i) = p; inyectiva tal que ||p; — pjlli < ||pi — prll1 para cada @ y para cada
par j, k con (i,7) € ET, (i,k) € E~.

Ahora, dado que G es completo se tiene que, o bien (i,j) € ET o bien
(i,7) € E~. Por lo tanto, se puede considerar el grafo no signado formado
por todos los vértices de V' y las aristas positivas. A este grafo se lo llama el
grafo positivo de G, G = (V, E™) y salvo el caso de E~ = (), G ya no es
completo.

Entonces queda el problema equivalente:

Problema 1. Dado un grafo G = (V, E) conV = {1,...,n} se quiere decidir
si existe D . V. — R? inyectiva, D(i) = p; tal que ||pi — pjlli < llpi — pells
para cada i y para cada par j,k con (i,j) € E, (i,k) ¢ E.

Al planteo anterior se le puede sumar la condicién de que G sea conexo.
Esto se debera a la siguiente propiedad:

Propiedad. Sea G = (V,E). Si existe un dibujo vdlido para cada com-
ponente coneza de G en (R% || - ), entonces G tiene un dibujo vdlido en

(B2, - 1)



Demostracion. Sean G; = (V;, E;), coni = 1,..., N las componentes conexas
de G. Para cada G; existe D; : V; — R2, dibujo vélido de G, o sea que para
cada j7k7l € Vi con (]ak) € ki, (]J) ¢ E;, pj = Dz(])7 Pr = Dz(k) y
pi = Dy(l) vale |[p; — pell < Ilp; — pll

Como el grafo tiene finitos vértices, para cada i existe R; > 0 tal que
ok — pjll < Ri Vk,j € Vi, k # j. Entonces Im(D;) C Bg,2(c;) para algin
C; € R2.

En general, si se consideran p; = Dz(j) = D;(j) + ¢; = pj + ¢; para
i=1,...,Nyq €R? sigue valiendo que

125 = Bl = llpj — pell < llpj — mll = [|B; — Bl 5

para j, k,l € V; con (j, k) € Ej, (j,1) € E; por lo que D; resulta un dibujo
vélido para G; e Im(D;) = {p; + ¢ : j € Vi} C Bg,j2(ci + ;)

Eligiendo apropiadamente ¢;, se pueden obtener D; tales que

Im(D;) C Brj2(2iR,0) con R = max;— . y{R;}. Como se ve en la figura.
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Si ahora se considera D definido por Dly, = D, parai =1,...,N en-
tonces D resulta un dibujo vélido para G = (V, E). Veamos que esto es
efectivamente asi.

Sean j € V; v k,l tales que (j,k) € E'y (3,1) ¢ E.

SijeVyy(j,k) € E entonces k € V; por ser G; = (V;, E;) la componente
conexa a la que pertenece j. En cambio, podria pasar que [ perteneciera o
no a V;.

- Si ] € V; entonces j,k,l € V; con (j,k) € Ei(j,1) ¢ E; C E'y como
D = D; es un dibujo vélido en G; se tiene ||p; — pi|| < ||p; — pi]| como
se queria.

- Sil ¢ V; entonces [|p; — il < R < ||p; — pull ya que p ¢ D; y lo més
cerca que puede estar en los casos p; € D;—1 0 p;j € D;y1 ademds de
que pj, pr € D; C Brja(2iR,0).

]

Tenemos entonces el siguiente problema:



Problema 2. Dado un grafo G = (V,E) conexo con V- = {1,...,n} se
quiere decidir si existe D : V — R? inyectiva, D(i) = p; tal que

lpi — pilli < llpi — pelli para cada i y para cada par j,k con (i,5) € E,
(i,k) ¢ E.

Este planteo ya puede traducirse a un problema de programacion lineal
entera. Sin embargo, con algunas modificaciones mas se pueden obtener
mejores resultados computacionales.

Llamando r;; = ||p; — p;|j1 vale que (para cada ¢ fijo)

Ti; < Tik V(Z,]) € F < max {Tij}<rik
(i,))eE

Tij < Tk V<Z, ]{J) ¢ JIR=N Tij < (Egl)lélE{TZk}

Si se definen m; = min{r;; : (i,j) ¢ E} y M; = max{r;; : (i,j) € E}
la condicién r;; < ry V(i,7) € E V(i,k) ¢ E se puede reemplazar por

Esto se interpreta como pedir que, para cada p;, el mas lejano de sus
amigos esté mas cerca que el més cercano de sus enemigos.

Ahora, el calculo de maximos y minimos no se acomoda bien con planteos
de PLE. Por suerte, no son necesarios.

Volviendo un paso atras en la observacion queda

rij <ty V(i,j) € Ee (Zx}rj}?e)%{rij} <rpe3d >0 /(ng)zxeg{rij}%—ei < T

O sea que la eleccién del maximo M; se puede relajar. Lo mismo sucede
para el minimo m;. Lo que se busca en realidad es que valga

ri; < M; <m; < g

para algunos m;, M; € R.
Con este cambio el problema final seria:

Problema 3. Dado un grafo G = (V,E) conexo con V. = {1,...,n} se
quiere decidir si existen D : V — R? inyectiva con D(i) = p; y m;, M; € R
para t=1,...,n tales que

1. m; <l|lpi —pjlli V(i,7) ¢ E para cada i fijo.
2. M; > ||pi —pilli V(i,7) € E para cada i fijo.

3. M, <m; Vz:l,,n



Veamos que son planteos equivalentes. En primer lugar, si existen D, m;, M;
que cumplen las condiciones 1, 2 y 3 entonces

lpi — pjllh < M; < m; <||pi — pll1 para cada i fijo y para cada (i,7) € E e
(1,k) ¢ E; por lo que D resulta un dibujo vélido.

En segundo lugar, si se tiene un dibujo valido D y se definen m; y M;
como antes ya se vio que se cumplen las condiciones 1, 2 y 3.



El algoritmo

Planteo del problema

Se busca adaptar el problema a uno de programacién lineal entera (PLE), o
sea, se quiere transformarlo a uno en el que haya que buscar el minimo de
una funcion lineal f sobre un conjunto dado por las condiciones

IN <
S

IN 8y
STREVAN

ZEZ'GZ 1e€1

Variables

El vector de variables “Z 7 incluird

e 1;, parat = 1,...,n la primer coordenada de p;, siendo p; la posicion
asignada al nodo ¢ por el dibujo.

e y;, para i =1,...,n la segunda coordenada de p;.

o d

e, = |Ti — 1], para i < j.

o dy. = |y —y;|, para i < j.

e m;, M;, parai=1,...,n del planteo del problema, o sea

m; =min{r;; : (4,5) ¢ £} M, =max{r;; : (i,5) € E}.

® 014,02, para ¢ < j variables auxiliares binarias.



Cotas

Respecto de las cotas [ y i, algunas seran naturales desde el planteo original
mientras que otras resultaran de la necesidad de darle el formato requerido
al problema.

En primer lugar, la asignacién D(i) = p; podria darse en cualquier lugar
del plano. Sin embargo, como la cantidad de nodos es finita y ya se vio
que la existencia de un dibujo valido es invariante por traslaciones, se puede
considerar D C [0, K;] x [0, Ks]. Es decir que el dibujo se busca en el primer
cuadrante del plano y se imponen las cotas

.ngngl Ogyngg VZ:L,TL

K,y K, del orden de 2n resultaron suficientes pero podrian elegirse mucho
mas grandes para dar confianza en la respuesta del algoritmo.
Una vez fijadas K; y K> se tiene que

oogdxinglyOdeingg:

si 0 < a;,x; < K entonces 0 < |z; — z;| < K; y lo mismo sucede para
lyi — Z/j‘-

o 0 <my;, M; < K; + Ky

m; y M; son cotas para ||p; — pjll1 = da,, +dy,; € [0, K1 + Ky).
Por 1ltimo tenemos las variables auxiliares binarias que cumplen

o 0 < 0145,02;5 < 1 con dy45, 025 € Z

Condiciones

Volviendo al problema 3, se quiere decidir si existen posiciones p; = (x;, y;)
y numeros m; y M; tales que

a) dy,; + dy, = ;i — 2] + [y — y;| = [Ipi — i1
b) m; <|lpi —pilli V(i j) ¢ B

) lpi—pjlh < M; V(i,j) € E

d) Mi<m; VYi=1,....n

)

e) |lpi —pjlli > 0, ésto garantiza que D sea inyectiva.



y en caso afirmativo, encontrar dichas posiciones.
Veamos que esto puede expresarse como soluciéon de un sistema de la
forma AZ < b.

a) En general, |a — b| = max{a — b;b — a} también puede definirse como
la tnica solucién de
la—bl>a—10
la—bl>b—a
la—b<a—-b o la—b<b—a
Las primeras dos condiciones solo necesitan de una inversién de la de-

sigualdad. Para adaptar la tercer condicién se introducen dos nuevas
variables, § (binaria) y K € R suficientemente grande con las cuales se

la—bl < —a+b+ K¢
la—b <a—b+ K(1—90)
K debe ser tal que valgan |[a —b| < —a+b+ Ky la—b <a—-b+ K

plantea el siguiente sistema equivalente {

la—b < —a+1b
la—bl<a—-b+ K
la—b < —a+b+ K
la—bl <a-—10

siendo la primer inecuacién verdadera. Como ¢ es binaria, alguno de
los dos sistemas debe valer y asi alguna de las condiciones que no se

cumplen automaticamente se deben cumplir, de esa manera se recupera
la tercer condicién.

De esta manera si 6 = 0 queda { siendo la se-

gunda inecuacién verdadera y si 0 = 1 queda

En nuestro caso, para definir apropiadamente d,,, = [z; — x;| a través
de inecuaciones se puede usar la constante 2K;. Efectivamente, como
0 < z;,z; < K se tiene que tanto |r; — ;| como x; — z; y x; — x; son
menores o iguales a K por lo que

|$i—l'j|+l'i—$j §K1+K1 y |$Z'—1L'j|—|—l‘j—l‘i S K1+K1.

Es decir que vale que |z; — z;| < —z; + x; + 2K, y que

|.§L’i — Ij| S Ty — Ty + 2K1

Teniendo todo esto en cuenta y haciendo un razonamiento analogo para
dy,; se tiene que, definir d,,; = [z; — x|, es equivalente a pedir que se
cumplan las siguientes inecuaciones

1) —x; + Xy — dzij S 0.
i) @ —a; —d,,, <0.
111) Ty — Ty + dél?z‘j - 2K151U S 0.

9



y para definir d,,; = |y; — y;| se necesitan las siguientes inecuaciones

) —Yit+y;—dy,; <0
) yi_yj_dyij <0
vii) yi = yj + dy,; — 2K3055 < 0
) —yi 5+ dy,; + 2K302;; < 2K

De esta manera se tiene que |p; — pjll1 = du,; + dy,,.

En principio, esto deberia calcularse para 1 < 4,5 < n, pero como
lpi—pilli =0y [[pi —pjlli = |lp; —pill1 sélo se considerard 1 < i <n—1
y j >t para reducir la cantidad de variables en el problema.

Es inmediato de a) que queda

ix) mi—dy, —d,, <0 V(i,j) ¢ E.

Es inmediato de a) que queda
X) dy, +dy,;, — M; <0 V(i,j) € L.

Como la desigualdad M; — m; < 0 es estricta, no sirve para usar en
el sistema directamente. Esto usualmente se resuelve agregando una
variable € > 0 y cambiando la inecuaciéon por M; — m; + ¢ < 0.

En este caso no serd necesario agregar una variable sino que se puede
fijar € ya que la existencia de un dibujo valido no depende de la escala.
En efecto, si D : V' — R? inyectiva con D(i) = p; es un dibujo vélido
para G = (V, E) entonces D(z) = c.p; (¢ € R) también lo es, ya que

llepi = epjlly = lelllpi — psll < lelllps — pelly = [leps — epilly
V(i,j) € E V(i,k) ¢ E para cada i fijo.

Si existe un dibujo vélido con m; < ||p; — pjll1 V(i,5) ¢ E'y

M; > ||lpi—pjli V(i j) € E, vale que M; < m;. O sea que existe ¢; > 0
tal que M; —m;+¢; < 0. Por ejemplo, si se quisiera que ¢; valiera 1 para
todo i bastarfa con considerar D = ¢D con 1/¢ = min{e; : i = 1,...,n}.

Observemos que

mi = mind||p; — pjlly = (4,5) € E} = min{[lep; — epylly = (6,5) € E} =
= cmin{||p; — pjlli : (4,7) € E} = cm; ya que ¢ > 0. Andlogamente se
tiene que M; = cM;.

10



E~ntonces
Mz—m,—i‘l = cM,-—cmZ-—Fl = c(MZ—mz—i—l/c) < c.(Mz-—mz-—Fei) < 0.

Esto nos dice que por cada dibujo véalido que tenga el grafo, existe un
dibujo reescalado de dicho dibujo para el cual se puede pedir

xi) M; —m; < —lparai=1,...,n.

e) Con un anélisis similar al realizado en d) se reemplaza la condicién
Ipi = pills > 0 por [lpi — p;lly = 1y queda

xii) —dy,, —dy,, < —lparai=1,...,n.

Esto dice que si ¢ # j entonces D(i) # D(j), en caso contrario se
tendria ||p; — p;|[1 = 0.

Una observacion importante es que ya se tiene un sistema con restricciones
que sirve para encontrar un dibujo valido, en el caso de que exista. O sea
que alcanza con que el problema de PLE tenga una solucion factible para
que exista un dibujo vélido para G = (V, E) y viceversa independientemente
de la funcién lineal f a elegir.

Para obtener dibujos mas centrados hacia el origen utilicé la funcién
fla) =3 zi+y; > 0.

Otra opcién hubiera sido considerar las constantes K y K5 como variables
dentro del planteo con la condicién de que acotaran a x; e y; respectivamente.
En este caso se podria usar la funcién minimizante f = K;+ K5 para controlar
el tamano del dibujo.

Esto da mas flexibilidad a las cotas sobre las variables efectivas del pro—
blema pero también agrega variables e inecuaciones al planteo original gene—
rando un problema de mayores dimensiones.

Implementacién

Dado que diversos programas tienen comandos especificos para resolver pro—
blemas de PLE de la forma planteada con eficacia, me centraré en la des—
cripcién del armado de la matriz A que da las inecuaciones descriptas en la
seccion anterior.

Indexacion de variables

En el vector de variables se supone el siguiente orden:

11



1. Los lugares 1 a n corresponden a las variables xy,...,z, con x; en la
coordenada 7 para 1 <17 <n

2. Los lugares n+1 a 2n corresponden a las variables v, ..., v, con y; en
la coordenada n +1¢ paral <i<n

3. Los lugares 2n 41 a 2n + n(n — 1)/2 corresponden a las variables d,,,
paral <i:1<n—1,1<j.

Todas las variables que necesiten doble indexacién se ordenaran poniendo
primero las correspondientes a ¢ = 1, segundo las correspondientes a

1 = 2 y asi sucesivamente hasta ¢ =n — 1 con j desde 7 4+ 1 hasta n en
cada grupo. Por ejemplo, sin = 4 quedarian dy,,, dy,y, duy, s Augsy gy Aoy -

Entonces, en general, la posicion de la variable d,,; dentro del grupo
(dars -3 e,y ) serd (i —1)(2n — i) /24 5 — 0.

El primer sumando corresponde a todas las d
k+1 <1 <n que ocupan los

con 1 < k <i—1,

Tkl

—

11—

in—k’:n(i—l)— =n(i—1)—(i—1)i/2= (i —1)(2n —i)/2

1

B
Il

lugares anteriores.

El binomio j — 4 corresponde a las d,, con ¢ +1 <1 < j — 1 anteriores
a dg,; mas 1 de la posicion buscada.

Dentro del vector completo de variables, a d,,; le corresponde la coor-
denada 2n+(i—1)(2n—i)/24+j—icon 1 <i<n—1lyj=i+1,...,n.

4. Los lugares 2n4n(n—1)/2 a n®4n corresponden a las variables d,,; para
1<1<n-—1,7<j. Usando el mismo tipo de indexacion que en 3. la
variable d, = estd en la coordenada 2n+n(n—1)/2+(i—1)(2n—i)/24j—i
conl<i1<n—-1lyj=1+1,...,n.

5. Los lugares n? +n + 1 a n? + 2n corresponden a las variables m; para
1 <i<n conm,;en la coordenada n?> +n+icon 1 <i <n.

6. Los lugares n? +2n +1 a n? + 3n corresponden a las variables M; para
1 <i<n conm, en la coordenada n?> +2n +i con 1 <i <n.

7. Los lugares n> + 3n + 1 a n® + 3n + n(n — 1)/2 corresponden a las
variables d1;; para 1 <7 < n —1, ¢ < j. Indexando como en 3., 0y,
queda en el lugar n? +3n+ (1 —1)(2n —i)/2+j—tcon 1 <i<n-—1
yi=1t+1,...,n.

12



8. Los lugares n? + 3n + n(n — 1)/2 + 1 a 2n? + 2n corresponden a las
variables d9;; para 1 < i < n —1, ¢ < j. Indexando como en 3., dy;
queda en el lugar n? +3n +n(n —1)/2+ (i —1)(2n —4)/2+ j — i con
1<i<n—-1lyj=i+1,...,n.

Observacion. El problema tiene 2n? 4 2n variables.

Cotas

Siguiendo el orden indicado para las variables, el vector u que guarda las
cotas superiores queda

® U, ..., Uy Y Uzptl,- - Udnin(n—1)/2 iguales a Ky (v;,dy,;).

® Upil, .- Udn Y Udnin(no1)/241, - - - Un24n igUAls a Ky (ys,dy,,).
® U2 inil, .-, Up2y3, iguales a Ky + Ko (my, M;).

® Up2i3,01,. .., U2 0, iguales a 1 (0145, O2;5)-

Por el otro lado, el vector [ que guarda las cotas inferiores es
[=0e R+,

Script usando Matlab
Matriz del problema y término independiente

Se quiere generar el input del sistema AZ < b formado por las inecuaciones
i) — xii). Lo mas sencillo es trabajar en simultdneo cada fila de A y su
correspondiente coordenada en b, para eso se considera que A es [A]b].

En cada inecuacion aparecen a lo sumo cuatro variables, por lo que con-
viene partir de una matriz de ceros e ir modificando fila a fila esos pocos
coeficientes. Para hacer esto, es mejor conocer de antemano la cantidad
total de inecuaciones.

Las desigualdades de las formas i) a wiii) y xii) son n(n — 1)/2 cada
una y ademds hay n de la forma zi). Por separado, no se pueden contar las
inecuaciones de las formas ix) y z); sélo se puede acotar cudntas seran ya que,
para cada i = 1,...,n, la cantidad de nodos j adyacentes o no adyacentes
depende del grafo analizado.

Sin embargo, para cada ¢ se tiene que si j # i, o bien (i,j) € E y se
agrega la condicién z) o bien (i,j) ¢ E y se agrega la condicién ix). Esto
dice que, en conjunto, se tienen n(n — 1) inecuaciones para los casos iz) y
7). Esto da en total 5,5n? — 4, 5n filas.
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O sea que, para un grafo de n vértices, se tiene que resolver un problema
de PLE de 5,512 — 4, 5n inecuaciones con 2n? + 2n incégnitas de las cuales
n(n — 1) son binarias.

A continuacién presento un script que da la matriz [A|b] buscada
usando como dato la matriz de adyacencia de G y las constantes K; y K.
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function desig=desig(Ad,K1l,K2)
$Ad matriz de adyacencia del grafo
%K1 cota para las variables x
$K2 cota para las variables y

n=size(Ad, 1) ; $cantidad de vértices
N1=2*n"2+2*n; %$cantidad de variables
N2=5.5*n"2-4.5*n; %$cantidad de desigualdades
A=zeros (N2,N1+1); $matriz ampliada A b

ml=n* (n-1)/2; $numero usado varias veces
m2=2*n; %donde empiezan en X las dxij
m3=2*n+ml; %$donde empiezan en X las dyij
m4=n"2+n; $donde empiezan en X las mi
m5=m4+n; $donde empiezan en X las Mi
m6=m5+n; $donde empiezan en X las 0611ij
m7=1.5*n"2+2.5*n; $donde empiezan en X las 62i]
%1l -xitxj-dxij<=0 para i<j

k=1; %k es el numero de fila donde va la

%ecuacidén, por eso en cada paso se
%actualiza con k=k+1
i=1;
while k<=ml
while i<=n-1
for j=i+l:n

A(k,i)=-1; $-x1
A(k,3)=1; % x]j
A(k,m2+ (i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=-1; $-dxij
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;

end

%2 xi-xJ-dxij<=0 1i<j
k=ml+1l;i=1;
while k<=2*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(klj)=_l; A(k,1)=1;
A(k,m2+ (i-1)* (2*n-1i) /2+j-1)=-1;
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end 15



%3 xi-xj+dxij-2K1 81i3<=0 i<j

k=2*ml+1;1i=1;

while k<=3*ml

while i<=n-1
for j=i+l:n

A(k,J)=-1; A(k,1)=1;
A(k,m2+ (1-1) * (2*n-1i) /2+3-1)=1;
A(k,m6+ (1i-1) *(2*n-1i) /2+3-1)=-2*K1;

k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end
%4 -x1+xJ+dxij+2K1 611j<=2K1 i<j

%esta desigualdad tiene coordenada en b no nula
y se modifica la columna N1+1 de A
k=3*ml+1;i=1;
while k<=4*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(k,j)=l,‘ A(k,i)=-l,‘
A(k,m2+ (1-1) *(2*n-1) /2+3-1)=1;
A(k,m6+ (i-1)* (2*n-1i) /2+j-1)=2*K1;

A(k,N1+1)=2*K1; %b
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end
%5 -yityj-dyij<=0 1i<j

k=4*ml+1; i=1;
while k<=5*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(k,n+3)=1;
A(k,n+i)=-1;
A(k,m3+(i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=-1;
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end
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%6 yi-yj-dyij<=0 1i<j
k=5*ml+1l; i=1;
while k<=6*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(k,n+j)=-1;
A(k,n+i)=1;
A(k,m3+ (1i-1) *(2*n-1i) /2+3-1)=-1;
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end
%7 yi-yj+dyij-2K2 821j<=0 i<j
k=6*ml+1l; i=1;
while k<=7*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(k,n+j)=-1;
A(k,n+i)=1;
A(k,m3+(i-1) *(2*n-1i) /2+3-1)=1;
A(k,m7+ (i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=-2*K2;

k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;
end
%8 -yi+yJ+dyij+2K2 621j<=2K2 i<j

k=7*ml+1; i=1;
while k<=8*ml
while i<=n-1
for j=i+l:n
A(k,n+3)=1;
A(k,n+i)=-1;

(
A(k,m3+(i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=1;
A(k,m7+(1-1) *(2*n-1) /2+3-1)=2*K2;
A(k,N1+1)=2*K2;
k=k+1;
end
i=i+1;
end
k=k+1;

end
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%9 mi-dxij-dyij)<=0, i distinto de j
$se tiene que separar en dos casos ya que sbélo estan las
svariables de distancia para 1i<j
k=8*ml+1;
for i=1:n
for j=1:n
if i<j && Ad(i,j)==0
A(k,md+i)=1;
A(k,m2+ (1-1)*(2*n-1i) /2+3-1)=-1;
A(k,m3+(1i-1)*(2*n-1i) /2+3-1)=-1;
k=k+1;
elseif i>j && Ad(i,3)==0
A(k,m4+1i)=1;
A(k,m2+(j-1)*(2*n-3) /2+i-])=-1;
A(k,m3+(3-1)*(2*n-j) /2+i-3)=-1;

k=k+1;
end
end
end
%10 -Mi+dxij+dyij<=0, i distinto de j
for i=1:n
for j=1:n
if i<j && Ad(i,Jj)==1
A(k,m5+1)=-1;
A(k,m2+ (i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=1;
A(k,m3+ (i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=1;
k=k+1;
elseif i>j && Ad(i,j)==1
A(k,m5+i)=-1;
A(k,m2+ (3-1) * (2*n-7) /2+i-7) =1;
A(k,m3+ (3-1) * (2*n-7) /2+i-7) =1;
k=k+1;
end
end
end

%11 Mi-mi<=-1 1

for i=1:n
A(k,m4+i)=-1;
A(k,m5+1i)=1;
A(k,N1+1)=-1;
k=k+1;

end

o\
o
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%12 -dxij-dyij<=-1 i<]j
for i=1:n-1
for j=i+l:n
A(k, m2+ (i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=-1;
A(k,m3+(i-1)*(2*n-1i) /2+j-1)=-1;
A(k,N1+1)=-1;
k=k+1;
end
end

desig=A;
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Observacién

Si en las condiciones originales se admitieran las posibilidades de que dos
nodos fueran amigos, enemigos o indiferentes ya no se tendria un grafo com-
pleto signado. Sin embargo, podria considerarse un grafo completo pesado
en el cual, si los nodos i y j son amigos la rama (7, j) pesa 1, si son enemigos
(i,7) pesa -1y si son indiferentes (7, j) pesa 0.

Mas ain, podria analizarse la relacion amigo-enemigo-indiferente como
no necesariamente reciproca. En este caso, el grafo deberia ser orientado.

En todos estos casos se pueden repetir todos los planteos anteriores y en
el resultado final sélo es necesario cambiar la condicién
“(i,j) € E wvs. (i,7) ¢ E” por la respectiva condicién de decisién de los
problemas.

O sea que todas esas situaciones se pueden reducir a problemas de PLE.
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Los grafos

Preliminares

En esta seccién se veran algunas propiedades geométricas y de medida y su
adaptacion al problema de la existencia de un dibujo vélido.

Propiedad. Sean Py, P, € R? y T(x,y) = (v — y, v +y). Entonces
||P1 - P2H1 = HQl - Q2||oo con Q; = T(pz') para i =1,2.

Demostracion. Si P; = (x;,y;), entonces se quiere ver que
21 — @] + Y1 — yo| = max{|z1 —y1 — (22 — y2) s |21 +y1 — (22 +42)|} =
= max{|r; — 12 — y1 + ya|; [71 — T2 + y1 — 1l}

- Caso I |y —zo— v <|o1—za4+y1 —yo| yx1 —22+y1 —y2 >0
Es decir, [|Q1 — Q2]lcc = ¥1 — 22 + 1 — y2. Entonces
— 1+ 22—ty <r1—T2—Y1+ Y <1 — T2+ Y1 — Yo

De la primer desigualdad se tiene que z5 < x1, 0 sea que |r; — x3| =
r1 — To.

De la segunda desigualdad se tiene que y, < y1, 0 sea que |y; — yo| =
Y1 — Y.
Esto dice que, efectivamente,
Q1 — Q2lloc = 71 — 2o+ Y1 — Y2 = |21 — T2 + |11 — 12| = [|[ P — P21
- Caso 2: |2y —m =1+ <o —zo+yr — |y r1 — T2+ — 2 <0
Entonces
T =T+ — Y ST —Ta— Y1+ Y < —T1+ 22— Y1+ Y2
y se tiene que y; < yo y 1 < x5. Por lo que
Q1 — Q2lloe = =71 + 72 — 31 + 12 = [|P1 — P21
- Caso 3: |z1 — 2o+ — | < |1 —Zo— 4+l y 1 —2o—y1+ 32 >0

Entonces
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—T1+To+ Y1 — Y2 ST —To+ Y1 — Y2 ST — T2 — Y1+ Yo
y se tiene que y; < yo v 22 < x1. Por lo que
Q1 — Q2lloc = 21 — 22 — 1 + 42 = [P — Po|1.
- Casod [z —mo+y — | S vz —yi+ |y r — 22—y + 1y <0
Entonces
=Ty — Y1+ Y <1 —Tat+yi — Y2 < 1+ T2+ Y1 — Yo

y se tiene que yo < y1 y 1 < x5. Por lo que
Q1 — Q2llc = =21 + 22 +y1 — yo = || PL — P21

[
Esta propiedad permite, dado un dibujo valido en (R?, || - ||;), construir
otro dibujo vdlido en (R?, ||| ). Como ademaés la transformacion lineal que

se usa es inversible puede hacerse la construccién también en el otro sentido.

Proposicién. Sea G = (V, E) un grafo. G tiene un dibujo vdlido en
(R% || - |l1) sty sdlo si G tiene un dibujo vdlido en (R, - ||o0)-

Demostracion. Se consideran V' = {1,...,n}y
E ={(i,j) : i es adjacente a j}
=) Sean {p1,...,ps} los nodos del dibujo vélido de G en (R? || - ||1), o
sea que para i = 1,...,n vale que ||p; — p;|[1 < ||p; —pk|l1 para cada j tal que
(i,j) € E y para cada k tal que (i,k) ¢ E siendo p; = D(i) con D : V — R2
Si se definen ¢; = T'(p;) parat =1,...,ny T(x,y) = (x — y,x + y) vale
que [|pi — pilli = |4 — gillo < lgi — @rlloo = llpi — PrI]x
para (i,j) € E'y para (i,k) ¢ F paratodoi=1,...,nfijoy
¢ =T(p;) =T(D(i)) =T o D(i) = D(i) con D : V — R2.
Por lo tanto {qi, ..., ¢,} son los nodos de un dibujo vélido de G en
(R2> H ’ Hoo)
<) La demostracién es andloga dado que existe T (z,y) = (5%, 5%).
O
Gracias a esta proposicién, aunque el algoritmo esté preparado para de-
cidir sobre la existencia de dibujos vélidos para || - [|1, la mayorfa de las
demostraciones se hardn para || - ||o lo cual es menos engorroso.

Propiedad. La funcion |||« : R™ — R™ es invariante por simetrias respecto
de los ejes coordenados.
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Demostracion. Sea T'(x) = (t1(x1),ta(za), ..., to(z,)) con t;(x;) = z; 0

Como [t;(x;)| = |z;| = | — z;|, entonces
1T (2)lloo = max {[t:(z;)]} = max {|z;|} = [|2]lo
[
Propiedad. La funcion || - || : R? = R? es invariante por una rotacién de
90°
. i A= _ cos90° —sin90°| (0 —1
Demostracion. SiT(Z) = AZ con A = $n90°  cos90° ] = L 0 ]
Entonces T'(z,y) = (—y,x) ¥y
1T (2, y)lloo = max{| = yl; 2|} = max{|z]; |y[} = [|(z, )l
[
Propiedad. La funcién || - ||l : R* — R? es invariante por la simetria

respecto de la recta x = y.

Demostracion. Si T(z,y) = (y,x) entonces |[|T(z,y)||cc = max{|y|, |z|} =
12, ) lloo- O

De estas propiedades se deduce que, de existir un dibujo valido para un
grafo, éste no es tnico y que ademas se pueden suponer algunas condiciones
previas para la posicién de los nodos.

Propiedad. Sean p; = (x1,11), p2 = (z2,92) ¥
A = {min{z, 22} < x < max{zy, zo}; min{y;, yo} <y < max{yy,y2}}.
Sip € A entonces ||p = pilloo < lp1 = p2lloc ¥ [P — D2lloe < [Ip1 = P2l

Demostracion. En general vale que si a < x < b entonces

a<zr—a<b-—a |t —a| <b—a=|a—1D

por lo tanto
a—b<zx—-—b<0 |z —b] <b—a=|a—0b|
Sip=(z,y) € A entonces x estd entre x; y x5 e y esta entre y; e yp. Por

|z — @] < |z — 22
[y —yil < ly1 — val
max{|z — x|, |y — yi|} < max{[z; — 2|, [y1 — 12|}
O sea |[p — pillo < |lp1 — p2lloo parai = 1,2. O

lo anterior para ¢ = 1,2, con lo que

Definicién. Se dird que p = (z,y) estd entre p1 = (z1,y1) Yy p2 = (T2, ya) Si
p € {min{z1, zo} <x < max{wzy, zo}; min{y;, v} <y < max{yi, ya}}.
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Propiedad. Si se consideran py, p1 y p2 nodos en un dibujo vdlido tales que
e pg estd entre py y po
® Py Yy po son adyacentes

entonces py debe ser adyacente a py y ps.

Demostracion. Como py estd entre p; y pe vale que ||[po — pilloo < ||P1 — P2l
para i = 1,2. Dado que la arista (1, 2) estd en el grafo y éste tiene un dibujo
valido, las aristas (0,1) y (0,2) también deben estar en el grafo.

]

Definicién. Dado py = (xo,y0) se definen los cuadrantes desde p como
Cilp) ={T€R?*: 2 > 20,y > Yo} :
Co(p) ={T €R?*: 2 < z0,y > Yo}
Cs(p) ={T €eR?*: 2 < zo,y < o}
Cilp) ={T €R?*: 2> z0,y <o}

Ca(po) Ci(po)
?Po
Cs(po) Ca(po)

Propiedad 1. Sean py, p1, p2 € R? tales que p1,ps € Ci(po) para algin
1=1,2,3,4. Entonces vale que

1 — P2lloe < [IP1 = Polloe 0 |IP1 — P2lloc < [[P2 — Polloo

Demostracion. Dada la invarianza de la norma respecto a traslaciones y
simetrias respecto a los ejes coordenados se puede suponer p, = (0,0) e
i = 1. O sea que se quiere probar que si p; = (z1,y1) y p2 = (72, ¥y2) estan
en el primer cuadrante desde el origen entonces

91— Pallo < 91l © 121 = Pl < [l

Sea R = max{x1, 22, y1,y2} = max{||p1/[cc, [[P2lloc }-

Como |x7 —xg| =21 — 29 <21 < Ro|x; — 23] = =21 + 22 < 29 < R se
tiene que |r; — x9| < R. De la misma manera se prueba que |y; — yo| < R.

Entonces ||p1—p2||oc = max{|z1—z2|, |t1—12|} < Ry dado que R = ||p1]|c
0 R = ||p2|l se obtiene lo buscado O

La aplicacién de esta propiedad al andlisis de la existencia de dibujos
validos sera frecuente a través de la siguiente proposicion.

Proposicién. Sean pg, p1, po nodos de un dibujo vdlido. St py y pa son ad—
yacentes a py y ademds py, pa estan en el mismo cuadrante desde py entonces
p1 Yy po deben ser adyacentes entre si.

Demostracion. Es inmediata por la propiedad anterior.
Si |[p1—p2lleo < ||P1—Pollse con p1 v po adyacentes entonces p; y ps deben
ser adyacentes para que el dibujo sea valido. O
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Observacion. Otra forma de plantear lo anterior es decir que, si pg, p1 ¥
p2 son nodos en un dibujo valido tales que p; y ps son adyacentes a py pero no
son adyacentes entre si entonces p; y ps deben estar en distintos cuadrantes
desde py.

Proposicién. Sean py,p1,...,pr nodos en un dibujo vdlido. Si ademds se
supone que
® Di,...,Pr_1 Son adyacentes a po

 pw € Br(po) con R = max;=1,.._k-1{[[Po — pilloc }
entonces py, debe ser adyacente a pg.

Demostracion. Basta con notar que
Pk € Br(po) < ||[po — Pillee < R =||po — pil|loo Para algini =1,... k—1y
que p; es adyacente a py. O

Ahora, trabajar con Bg(po) puede ser dificil por lo que se busca algiin
conjunto mas manejable.

”

Definicién. Se dird que “p estd entre py,...,px 7 con p; = (x4, y;) Si
in {z.l<z< 1 omin {y) <z < -
pe{min {rf S v < max oo min yiy S o< max {y)

Propiedad. Sean p,po,p1,...,pr nodos en un dibujo valido. Si pi,...,px
son adyacentes a py y ademas p estd entre py,...,p, entonces py y p deben
ser adyacentes.

Demostracion. Basta con demostrar que

A={ min {z;} <z < max {z;}; min {y} <z < max {y;}} C Br(p)
i=1,...k i=1,..k i=1,..k i=1,... k
con R =max;—1,_x{|[po — pill~} ¥ usar la propiedad anterior.

p=(r,y) € A= 3 dyinizis /| w1 < v < 1y, Y <y <y
entonces

—R < —|Ipi, — polloo < —xiy — 20| < @3y — 20 < — 2

y o —a0 < xiy — T < T, — 20 < ||Dis — Dolloc S R

O sea —R < x — g < R, entonces |z — x| < R.

De la misma manera se obtiene que |y —yo| < R por lo que ||[p—pollec < R

y p € Br(po)-
0
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De esta manera se obtuvo un conjunto mas pequeno y que no depende de

la posicién del nodo py del que el resto es adyacente.
Ejemplo. Se considera el grafo G = ({1,2,3,4},{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4)}).

p3
Un dibujo valido para G seria p; = (1,0), po = (2,1),
ps=(1,2) y pa=(0,1).
Entonces ¢; = T'(p;) para i = 1,2,3,4 con P4 P2
T(xz,y) = (—z,y) también lo serfa por la invarianza de
T respecto de || - || oo-
p1
Mas en general, dados pq,...,ps los nodos de un dibujo valido para ese

grafo con p; = (;,y;) se puede suponer que

a) r1 < x3: si x3 < x1, considerando ¢; = T'(p;) con T'(x,y) = (—x,y) se
tiene que ¢; = (—Qii, Z/z') y

r3<x; < —x; < —x3. O sea que los ¢; cumplen lo supuesto.

b) y1 < ys3: como en a), usando T'(z,y) = (z,—y) se obtiene un nuevo
dibujo valido con la condicion deseada.

¢) |[p1 — psllee = 3 — x1: asumiendo las condiciones a) y b) se tiene que
lp1 — P3lloo = max{zs — z1,y3 — 1 }. O sea que la condicién equivale a
pedir y3 —y; < x3 — 1.

Si sucede lo contrario, se considera el dibujo vélido con los nodos ¢; =
(v, ;) que cumple lo pedido, ademés de mantener las desigualdades a)

y b).

d) En las condiciones ya pedidas, si R = ||p; — p3| entonces
pe{n<z<uwz, ys<y<y+R}y
pref{m <z <z, y—-—R<y<uy}l

Si se asume que valen a), b) y ¢) entonces

Br(p1) N Br(ps) ={z1 <z <z3, ys—R<y<uy + R}

En efecto,

v — 21| < x3 — 21
(x,y) GBR(pl)<:’\> <~
ly —y1| <3 — 1
T —T3<x—T1 <Tg— T T+ —r3<xT < T3
=4 ~
T —T3<Yy—y1 <Tyg—T1 Ty =23+ <y<z3—1+y
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, I <r<T3+Tr3—x
Ademés (z,y) € Br(ps) < " A
T —T3+Ys <y <T3—T1+Y3
Como x1+x1—x3 < 11y r3+T3—x1 > T3, la condicion que queda para x
esry < x < 3. Porotrolado, como y; < y3y R = ||[p1—p3llec = T3—21,
queda

y3—R=m1—m+yp<y<zz—z+y1 =y +R

Ahora, como ps y ps son adyacentes a p; y ps3, que no lo son entre
si, vale que po,ps € Bgr(p1) N Br(ps). Esto es inmediato, dado que

Ipi = p1lli < |lp1 — p3lloo ¥ Ipi — p3llt < [IP1 — 3l PaTR i =2,4.
Por dltimo, si se analizan las posiciones de ps y ps respecto de p; se

tiene que deben estar en distintos cuadrantes porque p; y ps no son
adyacentes entre si.

Por la simetria del grafo es indistinto cuél de los nodos queda en C(p;)
y cudl en Cy(p;). Eligiendo ps € Cy(p1) queda la condicién

pa€{r <z <z3, ys—R<y<uy}=DBr(p)N Brps) N Ci(pr)
Esto deja a ps € C1(p1) con la condicién yo > y; que todavia no es lo

buscado para ps. Si se observa que y; < ys, entonces py € Cs(ps3) y a
P2 s6lo le queda ocupar Cy(p3) por lo que yo > y3 v se tiene que

P2 €{r1 <x <w3,y3 <y <1+ R} = Br(p1) N Br(ps) N Cs(ps)

Ciclos

Proposicién. Si un grafo es un ciclo de n nodos entonces tiene un dibujo
vdlido en (R?, || - ||1) y por lo tanto también lo tiene en (R? || - ||o0)-
Demostracion. Los casos n = 3,4,...,7 se verifican facilmente de las si—

guientes figuras.

n==6 [

Lon DD

Cason = 2k con k > 4:
Se numeran los nodos de manera tal que la tabla de adyacencia del grafo

cumpla
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nodos adyacentes

P1 | P2, P3
P2 | D1, P4
D2j | Pagi—1)s Pagin) Para j =2,...,k —1
D2j+1 | P2(j—1)+1s P2(j+1)+1 bara j =1,..., k—1
P2k | P2(k—1); P2k—1
Esto hace que quede la mitad del ciclo numerada con nodos pares conec-

tados y la otra mitad con nodos impares, uniéndose estas mitades en las
aristas que conectan p; con ps y por CON Po_1.

P4 Ps ps P2k-3) P2y P21
p2 @ @ o—
P1 P2k
p3 L 2 @ L — 4
ps p7 Po P2k-3)+1  P2(k-2)+1 P2k-1)+1 = P2k-1

Con esta numeracién la siguiente asignacion da un dibujo vélido en

(R, - [l):

- D1 = (07 1)
- pa = (k—2,1)
-pyj=(—-1,2)paraj=1,...,k—1
- poyy1=(—10)paraj=1,....k—1
Veamos que las distancias verifican lo necesario.
i) m

Distancia a nodos adyacentes:

[p1 = P2l = 11(0,1) = (0,2)]1 =1

[p1 = sl = 11(0,1) = (0,0)], =1

Distancia a nodos no adyacentes:

p1—po;ll = 11(0,1)=(j=1,2)[s = | —1]+1 > 1paraj = 2,3,..., k—1

[pr = 2yl =1[(0,1) =G =LO) i =i -1 +1>1
para j =2,3,...,k—1

[p1 = parlli = [1(0,1) = (k = 2,1)[[y = [k —2[ > 2 ya que k > 4
Entonces se tiene que

lpr = p2lli, llpr = p3lli < |lp1 — pjl|1 para j > 4.
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ii) D2k

iii)

Distancia a nodos adyacentes:

D2k = D21y ll1 = [(k=2,1) = ((k=1) =1, 2)[x = [k=2—(k=2)[+1 =1
P2k = P2k—-1llt = [Ip2 — P2e-vyalli = [[(k = 2,1) = (k=1 -1,0)[L =1
Distancia a nodos no adyacentes:

|lpok—p2;ll1 = ||(k—2,1)—(j—1,2)|| = |k—j—1|+1paraj=1,...,k—2

P2k — p2jalls = (B —=2,1) = (j — L,0)|ly = [k —j — 1] + 1 para
=1, k-2

Como j < k—2setiene que 1 < k—j—1y |[pax—p2;l|1, [[P2r—P2j1 ]l > 1
para j =1,...,k—2.

Ademas, del punto anterior, vale que ||pox — p1||1 > 2. Entonces
[par — pillt < l[par — pjll1 si pax ¥ pi son adyacentes pero pay y p; no lo

SO1.

P2

Distancia a nodos adyacentes:

Ip2 = palls = 1 de i)

P2 = palli = [Ip2 — p22lls = [1(0,2) — (2 - 1,2)], = 1

Distancia a nodos no adyacentes:

I —paslls = 110,2) = (G=1,2)[s = [j—1/ = 2 > L paraj = 3,...., k—1
Ip2=pasialh = 10,2)~Gi—1,0) [ = [j—1]+2 > 1 paraj = 1,... k-1
b2 = paell = 1100.2) = (k= 2, 1)y = [k = 1] +1 > 1 por k > 4
Entonces

lp2 — pill1 < |lp2 — pjll1 si p2 ¥ p; son adyacentes pero ps y p; no lo son.

iV) P3

Distancia a nodos adyacentes:

Ips = prlly = 1 de )

Ips = psll = [Ip2.141 — p224alli = [[(0,0) — (1,0)[1 =1

Distancia a nodos no adyacentes:

1Ps = P2yl = [[(0,0) = (G = L,0)[L = |j —1| > L para j =3,... . k-1
Ips=p2;lls = 11(0,0) = ( =1,2)[L = [j —1[+2 > L paraj=1,.... k-1
Ips = paills = 1(0,0) = (k =2, 1)[ly = [k =2[+ 1> 1 por k > 4
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vi)

vii)

Entonces

lps — pill1 < |lps — pjll1 st ps y p; son adyacentes pero ps y p; no lo son.

P2(k-1)

Distancia a nodos adyacentes

1P2(6-1) = Page—2) |l = [|(F = 2,2) = (k= 3,2) [l = 1

1P2k-1) = Poklls = [I(F = 2,2) = (k= 2,1)[1 =1

Distancia a nodos no adyacentes

Ip26-1) = prll = [I(k = 2,2) = (0, )]y = [k = 2[+ 1> 1 por k >4

IP26—1) — P2yl = (B =2,2) = (1 —1,0)|s = |k —j — 1| +2 > 1 para
=1, k-1

1P2(k-1) = p2jlls = 1(k = 2,2) = (G = 1,2) L = [k —j — 1]
paraj=1,....k—3

Para j < k — 3 vale que 2 < k — j — 1 entonces

[p2e—1) = pilli < llpae—1) — pjlli si pae—1) ¥ pi son adyacentes pero
P2(k—1) Y Pj no lo son.

P2k—1

Distancia a nodos adyacentes

[pok—1 — parl| = 1 de ii)

IP2k—1—P2r—3ll1 = |P2(k—1)41—D2(k-2)41]1 = [|(F—=2,0)—(k=3,0)|[, =1
Distancia a nodos no adyacentes

[pok—1 = pojlli = [[(k =2,0) = (j = L,2)[i = [k —j — 1| +2 > 1 para
j=1,.. . k-1

lp2k—1 — p1ll1 > 1 de i)

1p2k—1 = p2jlls = (k= 2,0) = (j = LO)[L = |k — j — 1]
paraj=1,....k—3

Para j <k — 3 vale que 2 < k — 7 — 1 entonces

||p2k:—1 - pi||1 < ||p2k—1 - pj||1 si por—1 y pi son adyacentes pero por_1 y
p; no lo son.

D2j CODj:2,...,kZ—2
Distancia a nodos adyacentes

lp2; = P2+l =1 —1,2) = (4,2)i = L porque 3< j +1 <k -1
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viii)

ps; —pa-nlh = G —1,2)— (G—2,2)], = 1 porque 1 < j—1 < k—3
Distancia a nodos no adyacentes

lp2; — palli > 1 de i)

lp2; — parlli > 1 de ii)

Ip2j — Poms1llt = |G — 1,2) — (m — 1,0)|1 = [j —m| +2 > 1 para
m=1,...k—1

Ip2j = Pamllh = |G — 1,2) = (m = 1,2)[[y = |j — m| para
m=1,...,5—2§+2,... k-1

Sim < j— 2 entonces j —m > 2 > 1ysim > j+ 2 entonces
0>-2>j—m=|j—m|>2>1

Por lo tanto, para cada j vale que

1p2j = pilli < [P2; — pml1 81 p2; ¥ pi son adyacentes pero pa; ¥ pm 10 lo
j j j j

son.

Pajriconj=2... k—2

Distancia a nodos adyacentes

[p2j+1 — P2gry+alli = (G —1,0) = (4,0)[r = 1
porque 3<j+1<k—1

[P2j+1 — P2g—1y+1l = |G — 1,0) = (7 = 2,0)[[s = 1
porque 1 <j—1<k—-3

Distancia a nodos no adyacentes
lp2js1 — pilli > 1 de i)
|p2j+1 — parlli > 1 de ii)

1P2j+1 = Pamlls = [[(J = 1,0) = (m = L,2)[|y = [j —m| +2 > 1 para
m=1,...,k—1

[p2j+1 — Pamrilli = |(F — 1,0) — (m — 1,0) ||y = |j — m| para
m=1,....5—2j+2,... k-1

Sim < j—2entonces j —m > 2 > 1ysim > j+ 2 entonces
0>-2>j—m=|j—m|>2>1

Por lo tanto, para cada j vale que

Ip2j+1 — Pill1 < |[P2j+1 — Pml|1 81 P2j+1 ¥ pi son adyacentes pero pyji1 y
Pm 10 lo son.
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Caso n = 2k + 1 para k > 4:
Se numeran los vértices de manera tal que la tabla de adyacencia del grafo
cumpla

nodos adyacentes

P1 | P2, Ps

P2 | P1, P3

b3 | P2, P4

P4 | P3, Pe

Ps | D1, P71

P2;j | P2(j—-1), P2(j+1) para J=3,..., k-1
P2j+1 | P2(j—1)+1, Paj+1)+1 Para j =3,... .k —1

P2k | P2(k—1)) P2k+1
DPok+1 | P2k, P2k—1

Con esta numeracion de los vértices, la siguiente asignacion da un dibujo
valido en (R? || - ||1).

- ;1 =(0,0)
- p2=(0,1)
- p3=(1,2)
- par, = (2k — 3,2)

- pakt1 = (2k—3,1)
-pj=(2(j—-1),3)paraj=2,...,k—1

- P21 =(2(j—1),0) para j=2,... k-1

P2(k-3) P2x-2)  P2k-1)
P2k
P2k+1
L — L 4
p1 ps p7 Po P2k-3y+1 P2k-2)+1  P2(k-1)+1
La comprobacién es similar al caso n = 2k. O

Grafos estrella

Definicién. Se llama S,, al grafo estrella de n + 1 no-
dos. Si S, = (V,E) entonces V. = {0,1,...,n} y S
E={0,k):k=1,...,n} 6
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Caso R?

Observacidn. Si se considera en (R? || - ||«), €l grafo Sy tiene dibujo vélido.
p2 A p1
Por ejemplo, si pg = (0,0) p; = (1,1)
b2 = (_]-7 1) b3 = (_]-7 _]-) Ps = (17 _]-) Po
entonces ||po — pilleo =1l coni=1,... 4y >
lpi — pjllo =2 parad,j=1,...,4 i#j.
p3 P4

Proposicién. S5 no tiene dibujo vdlido en (R, - ||o0)-

Demostracion. Como py, p2, p3, P4 ¥ ps son adyacentes a py pero no son

adyacentes entre si deben ocupar distintos cuadrantes desde py.
Como hay 4 cuadrantes, no se pueden ubicar los 5 nodos. En efecto, si
pi,Dj € Cr(po) entonces son adyacentes entre si lo que da una contradiccion.
m

Observacién. En [4] se da un dibujo vélido para S5 en (R?,]| - ||2), més
precisamente se asignan a los nodos el centro de coordenadas y las raices
quintas de la unidad. En el mismo trabajo se demuestra que Sg no tiene
dibujo vélido en (R?,]| - ||2)-

Independientemente de la demostracién que se da en [4] se puede dar
otra con similitudes respecto a la hecha en la proposicién anterior, para eso
se necesita la siguiente propiedad.

Propiedad. Sip € {f € R? : ¥ = R(cosa,sina), R > 0,]|a| < 7/3} en-
tonces ||p — (1,0)|]2 < max{R, 1}

Demostracion. Se quiere ver que
a) lp—(1,0), < R*si R>1
b) lp—(LO); <1siR<1

En ambos casos

Ip— (1,0)]17 = |(Rcosa, Rsina)|3 = (Rcosa — 1)* + (Rsina); =
= R*cos’a — 2Rcosa + 1+ R?*sin’a = R> —2Rcosa + 1

a): R? —2Rcosa +1 < R? & 1 < 2Rcosa & 5;-— < R ya que para
|a] < /3 se tiene cosa > 0.

Maés especificamente 0 < 1/2 < cosa < 1. Entonces 20;5(1 <1<R
como se queria demostrar.
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b): R? —2Rcosa+1<1< R*—2Rcosa <0< R(R—2cosa) <0.

Como R > 0, lo anterior equivale a R — 2cosa < 0. Pero, como en a),
se tiene que 1/2 < cos v y entonces R < 1 < 2cosa y vale lo pedido.

]

Veamos ahora que Sg no tiene un dibujo valido en (R?, || - ||2).

Trasladando la propiedad anterior a un grafo con dibujo valido en
(R%, || -||2) queda que si p; y ps son adyacentes a py con py = (0,0), p; = (1,0)
v p2 € {(Rcosa, Rsina) : R > 0,|a| < 7/3}, entonces p; y pa deben ser
adyacentes entre si. En efecto, como ||p; —palla = |[(1,0) —pals < max{R, 1}
vale que

[p1 — palla < R =||p2ll2 = [[p2 — poll2 ©

Ip1 — palla < 1= |pill2 = llp1 — poll-

Esto sucede sélo si p; v po son adyacentes.

'
e

Como ademas || - ||2 es invariante por rotaciones y traslaciones, SN
lo anterior se puede generalizar para py cualquiera, p; tal que T‘f_ﬁ/_._ o
[po —pillz=1y Po D
p2 € {po+p:p=(Reosa,Rsina), R >0, |a— 5| < m/3} L
con p; — po = (cos a,sin ). 1
Por otro lado ya se vio que si py, . .., p, son los nodos en un dibujo valido

de un grafo, entonces Apy, Apo, ..., Ap, son los nodos de otro dibujo vélido

para el mismo grafo.

En conclusién, si dos nodos p; y ps son adyacentes a un tercero py pero no
son adyacentes entre si entonces el dngulo que forman (centrado en p) debe
ser mayor a 7/3. Esto dice que puede haber a lo sumo 5 nodos no adyacentes
entre si conectados a un sexto.

En efecto, si ay,...,aq son los angulos formados pa .
por los nodos enumerados en forma antihoraria se
tiene oy + - -+ + ag < 2. Pero «; > /3, entonces o b
a; + -+ ag > 67/3 = 27 lo que es un absurdo.  p, Rl VAL 1
o (04
4 0 6
Ps
Ps
Caso RV
Proposicién. El grafo Syn tiene dibujo vdlido en (RN || - ||o)

Demostracion. La siguiente asignacién corresponde a un dibujo vélido:
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- Se asigna el nodo central a py = (0, 0).

- Se asigna a cada nodo pq, . .., pyv una de las N-tiiplas cuyas coordenadas
(i i i —
son 1 o-1. O sea, p; = (z7,...,7y) con |z} = 1.

Como todas las posibles combinaciones dan 2V puntos distintos, cada
posible asignacion queda bien definida. Veamos que se corresponden con un
dibujo valido.

Como pg es adyacente al resto de los nodos cumple las condiciones de
distancia en forma trivial. Para el resto hay que ver que

le —p0||oo < sz —pj||oo paraj = 1,. .. ,2N con ¢ #.]

i = pollso = l1ps = Olloc = lIpifloc = max {|j]} =1

yeens

Ip: = pilloe = max {Jz — i} >0
pues la asignacion es inyectiva. Por lo tanto existe algin k tal que
|7}, — 23| > 0, como ademas xj, 7}, € {—1,1} vale |z}, — x| = 2.
Entonces [|p; — pjlle > |2}, — 27| =2 > 1 como se queria demostrar.

O
Proposicién. El grafo Syn 1 no tiene dibujo vdlido en (RN, || - ||s0)-

Demostracion. Supongamos que Sonq tiene un dibujo valido. Por invariaza
de la norma respecto a traslaciones se puede asumir que py = (0,0).

Generalizando la idea de cuadrantes, se considera RY = Uiil C con

Ch,={FeRY:2;,>0 si i€ly, ;<0 si i¢l}e

I, 1 < k < 2% todos los posibles subconjuntos de {1,..., N}.

Veamos que, para k fijo, si p;,p; € C entonces p; y p; deben ser adya-
centes.

Por la invarianza de la norma infinito con las simetrias respecto de los
ejes coordenados basta probar que si p1,p; € C = {7 € RY : 2, >0 i =
1,..., N} entonces p; y ps deben ser adyacentes.

Alcanza con probar que B

[P1 = p2lloc < lIp1 = Ol = [IP1lloc © [IP1 = P2lloc < llp2 = Olloe = [Ip2]l ya
que p; y pe son adyacentes a py = (0,0).

Sipr = (x1,...,2n) ¥ p2 = (y1,...,yn) entonces

Ipr — ol = max {lr—wl} (2>0 3>0)

e

y para cada i se tiene
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0< |z, —yi| =2 —ys < 2 = |25 < |[[p1]l ©

0<|zi —wil =y — 2 < ui = |yl <|Ip2lloo-

Por lo tanto |z; — y;| < max{||p1|leo, [[P2]lc} Vi =1,...,N. O sea que,
o bien [|p1 — paloc < [Ip1los (s [[P2lloc < [IP1ll0), 0 bien [[p1 — P2l < [|P2]loo
(si l[p1lloe < [p2]loo)-

Volviendo al grafo, como p;,p; para i # j e i,j = 1,...,2Y + 1 son
adyacentes a py = (0,0) pero no son adyacentes entre si, en cada conjunto
O} puede estar a lo sumo uno de los nodos. De esta manera habria 2V + 1
nodos para 2V conjuntos, lo que es un absurdo.

[l
Observacién. Dado que en (R?,] - ||2) se pudo adaptar el razonamiento
vélido para (R?, || - |l~), esto indicarfa que 3K (N)/Sk(n) no tiene dibujo

véalido en (RY || - ||2) usando un planteo similar al anterior.

Casos particulares

Grafo de 5 nodos

Proposicién. El grafo Ky 3 no tiene dibujo vdlido en (R% || - [|lo). 1

Demostracion. Se considera la numeracién de la figura y que existe un dibujo
vélido de nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,5.

e Por simetria en la estructura del grafo, para el subgrafo inducido por
P1, P2, P3 Y P4 Se puede asumir que:

a) |Ip1 —p3llec = R=23 — 21 € y3 > y1. D>
R . p3
b) pp e {1 <z <3, y3<y<uwyi+ R}
c)pe{n <z<zs, y3s—R<y<uy} pl? .........................
: P4
Entonces se tiene que pg € Co(p) 1 Calps) y
pa € Cy(p1) N Cs(ps). Br(p) N Br(psy)

36



e Como po, ps y ps son adyacentes a p; pero no lo son entre si, ocupan
distintos cuadrantes desde p; y debe ser ps € Ca(p1) U Cs(p1). De esto
se deduce que z5 < x7.

e Ademads ps, ps y ps también son adyacentes a p3. Por el mismo razo—
namiento se tiene que, como ps v py estan a la izquierda de ps3, ps; debe
estar a la derecha. Es decir z3 < 5.

Entonces queda el absurdo x5 < 7 < x3 < x5, por lo que no se tenia un
dibujo valido.
O

Observacion. En [4] se demuestra que este grafo tampoco tiene dibujo
valido en (R? || - [|2).

Grafos de 6 nodos

Observacion. Ya se demostro que el grafo S5 no tiene dibujo valido en

(B2, 1+ llo0)-

Proposicién. El grafo twin-Cs no tiene dibujo
vdlido en (R? ]| - ||s0)- 1 4

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y que existe un dibujo
vélido de nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,6.

e Por simetria en el grafo, para el subgrafo inducido por pi1, ps, ps ¥ ps
se puede asumir que:

a) |lp1 — pallc =74 — 71 = Reys >y Ds
b) ps € {r1 <z <y, ys<y<uy + R}

c) psE{m <z <wmy, ys—R<y<uy} p]?

Br(p) N Br(py
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e Como ps, ps v pg son adyacentes a p; y no son adyacentes entre si,
ocupan distintos cuadrantes desde p;. Dado que ps y pg toman los
cuadrantes a la derecha de pq, po debe situarse a la izquierda de p;.

e Una situacion analoga se tiene con ps, ps, ps v psa; de lo que se deduce
que p3 se ubica a la derecha de py.

En resumen, xo < 21y 23 > 24.

e De lo anterior resulta

|xo—23] = x3—22 > 4—22 > x4—21 = R = ||p2—p3llec > |22—23] > R

Dado que p; no es adyacente a ps ni a pg, en un dibujo véalido se debe
cumplir que
P2 — P3llee < [IP2 — Pslloo

y que
lp2 — P3lloo < P2 — Pslloo

por ser ps y ps adyacentes entre si.
e Por otro lado, como p, es adyacente a p; vy no a py se

tiene que py € Bgr(p1)-
Oseapye{oy —R<x<z, yn—R<y<wy+ R}

Caso 1: py debajo de py

Siy;—R < yo < y; entonces |ya—ys| < R, yaquey;—R < ys—R < y6 < 11
y-n<-p<R-y;porloquey —R-—y1 <ys—yp2<nu+R—-yy
—R<ys—1y2: < R.

Como ademds |z2 — x| = 26 — T2 < T3 — T2 < ||p2 — P3| se tiene que

[P2—p6lloc = max{|za—zs|, [y2—ys|} < max{||p2—psllcc, R} = [Ip2—ps/|o-

Esto contradice que p, es adyacente a ps y no a pg.

Caso 2: py arriba de p;

Siyr <yo <y1+ Rentonces |yo —ys| < R, yaqueys <y <ys <y + R
y—y1—R<—yp<—ypporloqueyr —y1n —R<ys =y <t +R—-up1y
—R<ys—1y: < R.

Como ademds |z2 — o5| = x5 — 22 < 3 — T2 < ||p2 — P3| Se tiene que

[P2—psloc = max{|zo—zs|, [y2—ys|} < max{||p2—ps|lc, R} = [IP2—ps/|o-

Lo que contradice que py es adyacente a p3 y no a ps. O]
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Proposicién. El grafo 3K no tiene dibujo valido | 4
en (R || - [|o)-

6 5

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura, o sea que los tnicos
pares de nodos no adyacentes son {(1,4),(2,5),(3,6)}. Supongamos que
existe un dibujo vélido con los nodos p; = (x;, y;).

® Do, P3, P5 ¥V Pe son adyacentes a p; v a py que no son adyacentes entre
si, 0 sea que

l2i = P1lloc < [IP1 = Palloc ¥ IPi — Palloo < |IP1 — palloo Para i =2,3,5,6.
Por lo tanto pa, p3, ps, ps € Br(p1) N Br(ps) con R = ||p1 — pal|o-

Dada la invarianza de || ||« por rotacién a 90° y simetrias respecto a los
ejes coordenados se puede suponer xy < x4, Y1 <ys, R=1x4— x1.

Esto implica pa, p3, ps,p6 € {x1 < v <4, ys— R <y <y + R}.

e Py v ps no son adyacentes entre si, por lo que ocupan distintos cua—
drantes desde py; y desde p;. Dada la simetria del grafo, se puede
suponer ys > Yy € Ys < Y.

e p3 v pg no son adyacentes entre si, por lo que ocupan distintos cua—
drantes desde ps y desde p;. Como ya se supuso la posicién de py y ps,
se deben analizar las dos posibilidades para ps y pg.

Caso 1: Y3 > ys, Yo <1 Dy Dy
Si ys < yg, entonces pg esta entre py, py y ps ad— s o p
yacentes a p3 y se tendria pg adyacente a ps.

Si ys < ys5, entonces ps queda entre pi, psy v pe p]. ........................

adyacentes a py y se tendria ps adyacente a ps. L ps ps
Caso 2: Y > ys, Y3 <1 P ps

Si ys < Y3 entonces ps queda entre pi, p4 y Ds ........................ . D4
adyacentes a pg y se tendria ps adyacente a pg.
Si y3 < y5 entonces p; queda entre py, pP3 vy ps plé ------------------------
adyacentes a py v se tendria p, adyacente a ps. ps D3
Como se tiene que, o bien p3 es adyacente a pg 0 bien p, es adyacente a ps el
dibujo no puede ser valido. O]
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Grafos de 7 nodos

2 3 4
Proposiciéon. El grafo de la figura no tiene dibujo
vdlido en (R?, ]| - ||oo)-

7 6 5

Demostracion. Se considera la numeracién de la figura
Supongamos que el grafo tiene un dibujo valido con nodos p; = (z;, y;)
parai=1,...,7.
e Para el subgrafo inducido por pi, po, p3 v ps se puede asumir
a) [Ip1 — pslloe = R =23 — 21, y3 > y1.
b)p2€{$1<l‘<$3, y3<y<y1—|—R}.

c)ppef{ri<z<xs, ys—R<y<uy} p1? """"""""""""

® Py, p3 v pr son adyacentes a py v no son adyacentes p7
entre si, por lo que ocupan distintos cuadrantes T e :
desde ps. Como p; y p3 estan en los cuadrantes =p 5
inferiores, se tiene que p; debe estar por encima G D
de po. O sea y7 > 1. :

® D1, p3 v ps son adyacentes a py v no son adyacentes Pr& _b4 """
entre si, con un razonamiento similar al anterior se l S ' """""

tiene y; < yy. ps

e Como ps y pr son adyacentes a pg, si p; esta entre ps y p7; entonces p;
debe ser adyacente a pg lo cual no es cierto para ¢ = 1,2,3,4. Por lo
tanto

pi ¢ {min{z;, 27} <z < max{ws, v7}; min{ys, y7} <y < max{ys,yr}}
parai=1,2 3,4.

Observando que y5 < y4 < y1 < ys < y2 < yr; se tiene que la
condicién que debe fallar es min{zs, 27} < z; < max{zs, .7} para
i=1,2,3,4. Esto dice que, para cada i = 1,2, 3,4, z; < min{zs,x7} 0
x; > max{xs, x7}. Entonces, o bien x; < x5 y x; < x7 0 bien x; > x5y
T; > Tr.
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Juntando todas las condiciones se vera que no hay combinacién posible
para las posiciones de ps, pg y pr-

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

T <1y T7 <1

- Si xg > x7 se tiene que, o bien p; esta entre
pe v pr (para yg < y1), o bien p; estd entre
ps ¥ Do (Para ys > y1).

Ambos casos dan una contradiccién ya que

p1 no es adyacente ni a ps ni a p; pero pg si : ® P
lo es. :

) :

- Si zg < 7 se tiene que, o bien p; esta entre pi @

P2y Pe (siys < yp) con ps vy pg adyacentes a ' op,
pr, 0 bien py estd entre py y pe (sl ye > y1) s fooe :
con py vy ps adyacentes a ps.

De vuelta, ambas situaciones dan una con-
tradiccion, ya que p; no es adyacente ni a ps
ni a pr.

Ty > X3y Ty > I3
Por la simetria en el grafo, este caso es andlogo al
anterior haciendo ocupar a ps el lugar de p;.

11 < w5 < g, 11 < w7 < g con xg = max{wy, T4}
- Si zg < 71 se tiene que, o bien p; estd entre | |
pe y Pr (si ys < y1) o bien p; estd entre ps
y pe (Sl Y6 > y1) v ya se ha visto que esto

genera una contradiccion. - :
B S . :

- Si xg > xo entonces, o bien p, esta entre pg
y pr (si ys < yo2) 0 bien py esté entre ps y pg s T
(si Y6 > ya).

- Como pg es adyacente a ps y p7 se tendria que ps 0 py es adyacente
a pg, lo cual es falso en ambos casos.
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- Six; < x4 < 10, pg NO puede estar entre pi, po v py ya que

{r1 <o <wo, wu<y<y}C B (p) para

r = max{||p1 — P2||loo, [[P1 — P4l }, Ps NO es adyacente a p; y pa y
P4 st lo son.

Esto deja sélo dos posibilidades: yg > y2 0 y6 < y4. Ahora, dada
la simetria en la estructura del grafo alcanza con considerar el caso
Y6 = Yo con x4 < 9 ya que el otro es analogo.

Como se tiene un dibujo valido, los nodos p1, ps v pg cumplen que
[p1 = p2lloo < [IP1 — Pél|co-

Si [[p1 — pelleo = |71 — x6| = 26 — 21 entonces

|21 — 22| < |lp1 — P2l < 26 — 21

O sea, 19 — 1 < ¢ — o1 y por lo tanto x5 < x4 que contradice la
hipétesis del caso. Luego, ||[p1 — pslloo = Y6 — ¥1 = |y1 — Ys-

Por otro lado, [[p1 — psllec > [IP5 — Pelloc > U6 — ¥s| = v6 — ys,
de lo que se obtiene ys — y1 > ys — y5. O sea que y5 > y1, lo que
nuevamente contradice las posiciones consideradas.

Caso 4: xg < x5 <13, x < x7 < T3 con xg=max{rs,zy}

Observando que

pe & {min{zg, 74} <2 < w3, ys <y <y} C Bi(ps)
con r = max{||[p2 — 3/l [[P4 — P3llec} (puesto que py
y ps son adyacentes a ps y pg no lo es) se deduce que .
g < min{xo, 4} 0 g > T3 0 Y < Y4 0 Yg > Yo. Veamos * P4
que todos los casos conducen a una contradiccion. ¢

- Tg < min{zy, 14}
Si yg > Y2 entonces xg < T ¥ P2 queda entre ps y pg por lo que
seria adyacente a pg. Si yg < Y2, cCOMO Tg < Ta, P2 queda entre pg
y pr v de nuevo seria adyacente a pg.

- Tg > T3
En este caso ps estd entre pg v pr (si ys < y3) 0 entre ps y pg (si
Ys > y3), por lo que serfa ps adyacente a pg.

- Yo < Y
De los dos casos anteriores se tiene min{xs, x4} < xg < x3. Pero
sl Tg estd entre Ty y Iy, COMO To, Ty < T7 YV Yg < Ya < Yo < Y7 vale
que, o bien p, esta entre pg y pr (si 4 < x6 < x3 < x7), 0 bien py
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estd entre pg y pr (si o < x5 < x4 < 7). Esto dice que ps 0 py
deberia ser adyacente a pg.

Por lo tanto max{zs, 24} < 26 < x3. En particular, 4 < x4 < x3,
entonces 0 < x5 — x4 < x3 — 4. O sea que |z — x4| < |23 — 24| <
lP3 — Palloo-
Como [|p3 — palloe < [[Pa — Pél|oos debe ser [[ps—pelloc = |ya —ys| =
Y4 — Ye-
Por otro lado, ||ps — p7llee < ||Ps — P4lloo, POT lo que
lve — y7| < ya — Y6 = Y7 — Ys < Y1 — Yo = Y7 < ys4 que contradice
que Y7 = Y2 > Ya.

- Yo > Y2
Analogo al caso anterior.

Proposicién. El grafo C; no tiene dibujo vdlido
en (R, | - [lo). !

Demostracion. Se considera la numeracién de la figura y que existe un dibujo
vélido de nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,7.

® 1o, p3 y pg son adyacentes a p; v a py que no son adyacentes entre si,
entonces

P2, D3, D6 € Br(p1) N Br(ps) con R = ||p1 — pa|co-

Por invarianza de || - ||o respecto de la rotacién a 90° y a las simetrias
respecto a los ejes coordenados se puede suponer que R = x4 — x1 €
Ys = Y1

Entonces po, p3,ps € {x1 <z <y, ys— R<y <y + R}.
e Py v p3 no son adyacentes a pg por lo que ocu- i p op
pan cuadrantes distintos desde p; y desde p4s. Por ........................ . p
la estructura simétrica del grafo se puede suponer :
p2,p3 € Co(ps) v p6 € Ca(pr). O sea, yo > ya, p .
Ys > Ys € Yo < Y1 1 p 5
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e p7 € Br(p1) y ps € Br(ps) por pr ! PP
adyacente a p; y ps adyacente a
p4 pero p; no adyacente a py.

Ps

p7

e Como py € Cs(py) y ps es adyacente a py pero no lo es a p,, entonces
ps ¢ Ca(pa).

® 3, P4, P V Pr son adyacentes a ps y p; no lo es, por lo tanto p; no
puede estar entre ps, p4, pe y Pr-

- Si pr € Cy(py) entonces p; estd entre pg y pr.
- Si pr € C3(p1) entonces p; estd entre p3 y pr.

O sea que pr € Ci(p1) 0 Ca(pr).

Por otro lado, si p; € Ci(p;) entonces ocupa el

mismo cuadrante desde p; que p3 pero sin ser ad—
yacente a p3 y con p; adyacente a p; y p3. Como P, Ps P4
esto no puede ser en un dibujo valido vale que P
pr € Cy(p1), més especificamente ) ’

;
pr € Cy(p1) N Br(p1)- Pe

Entonces p; € {z1 <x <z4, y1 —R<y<uyi}.

e p4 no es adyacente a p; por lo que no puede estar entre ps y p;. Como
pr € C3(py) se tiene que ps ¢ Ci(ps) y juntando con la condicién
anterior (ps ¢ Ca(ps)) se tiene que ys < Ya.

e 1, es adyacente a pi, ps v pr v no es adyacente a pg, entonces pg no
esta entre py, ps vy pr. O sea,

ps ¢ {min{zy, 24, 27} < v < max{zy,zy, 27}, min{ys, ys,y7} <y <
max{y,,ys,yr}} ={z1 <@ <3y, yr <y <w}

Como ya se tiene x1 < x5 < 24 € Yg < Y1 < Yy, debe ser yg < yr.

o ||ps— pslloo < ||P4 — 7|0 POTqUE py ¥ ps son adyacentes y py y pr no lo
son.

Si ||p4 - p7Hoo = |y4 — y7| = Yy, — Y7 entonces
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lys—vs| = ya—ys < ||[Pa—D6lloo < ya—y7 y queda y7 < yg que contradice
la conclusién del punto anterior.

Por lo tanto, ||ps — prllec = |24 — 27| = x4 — 7 (ya que p; € Bgr(p1) y
x7 < x1 + R =x4) vy se tiene

|24 — 22| = 24 — 22 < ||ps — P2lloc < ||[Ps — Prlloc = T4 — 7
= 7 < T2

Y |24 — 23] = 24 — 23 < |[ps — pslloo < [|Pa — P7lloc = 24 — 27
= T7 < T3

ya que py v p3 son adyacentes a py v pr no lo es.

D3, P4, P Y P7 son adyacentes a ps y p2 no lo es, entonces

p2 & {min{zs, x4, x6, 27} < & < max{wxs, x4, T6, 7}, min{ys, ya, ¥, Y7} <
y < max{ys, ya, Yo, yr}} = {min{zg, 27} < <y, ye <y <yst
Como 3 > x7; > min{ze, 7}, To < T4 € Yo > ys > Y, debe ser
Y2 > Y3.

lp7 — P2l < |lp7 — P3lleo POTque p7 y po son adyacentes y pr y p3 no lo
SOT.

Si Hp7 - p3Hoo = |3/7 - yg\ = y3 — Yy entonces

lyr—vy2| = yo—y7 < ||[pr—pslloo < y3—y7 y queda yo < y3 que contradice
la conclusion del punto anterior.

Por lo tanto ||p7 — psllec = |27 — 3| = 23 — 27 y vale

|27 — 22| < lp7 = P2lloe < T3 — 27 = 23 — 27 < 23 — 77

entonces o < @®3. En conjunto con condiciones anteriores queda
Ty < Tg < T3.

ps no puede estar entre pq, po, p5 v ps adyacentes a py, entonces

ps & {min{z, 29, x5, 26} < & < max{w, xs, x5, 6}, min{yy, Yo, Y5, Yo } <
r < max{yi, Y2, Ys, Y6 } } = {1 < = < max{xy,xs, 5, 6}, min{ys, y} <
y < 1ys}.

Como x4 > x1, x4 > X9, Ty > x¢ y Min{ys, ys} < Y6 < Ysa < Yo s6lo
puede ser

Ty > maX{I1,$2,ZE5,l’6} = Ty > ITx.

pr es adyacente a py y ps no adyacentes entre si entonces p, y ps ocupan
distintos cuadrantes desde p7.
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e p; es adyacente a p; y ps no adyacentes entre si entonces p; y ps ocupan
distintos cuadrantes desde p;.

e Por lo anterior ps ocupa distintos cuadrantes que p; y po desde ps.

Como py € Ci(p7) (por z7 < x2) vy p1 € Co(pr), es decir que p; y p2
ocupan los cuadrantes superiores desde p7, se tiene que ys < yr.

o ||p5s — palloo < ||P5 — P1lloo Y& que ps y py son adyacentes y ps y p1 no lo
son.
Si |lps = pillos = lys — w1l =41 — ys (Y5 < y7 < y1) entonces
lys — yal = Y4 — y5 < |lpa — pslloc <y1 —¥s
y seria y4 < y; lo cual contradice la suposicién inicial.
Por lo tanto ||ps — pi1lleec = |25 — 21| = 25 — 21 (ps € Br(pa)
y o5 > x4 — R =19).
Como ||ps — p1]lee < ||P5 — P1]loo se tiene
|3 — 21| < |lp3 — p1lleo < 75 — 71 .

Entonces x3 —x; < x5 — 11y 3 < 5.

Se vio que ||p3 — prlec = 73 — x7. Ademds [|p7 — psloo < [lP7 — P3lleo ya
que p7 y ps son adyacentes pero p; y ps no lo son, entonces
|27 — x5 < |lpr — pslloe < @3 — 27
= T5 —T7 < XTg — Ty = Ty < T3
lo que contradice el ultimo item. Por lo tanto el dibujo no era valido.
]

Proposicién. FEl grafo de la figura no tiene dibujo 6 2
vdlido en (R?, || - ||oo)-

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con los nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,7.

Considerando el subgrafo inducido por los nodos ps, ps3, ps ¥ p7 se puede
considerar que
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- R= ||p3 —p7||oo = T3 — T7.

- Y3 = Y7 p:
O . p3
- P2, pa € Br(ps) N Br(pr). :
’ ........................
Como la estructura del grafo no es simétrica, en p7 e
principio se deberian analizar los casos: i
Loy >yseys <yr Br(ps) N Br(p)

2. <yreys<ys. ) ) '
Como resultan ser casos analogos, sélo se desarrollara el primero.

® 1o, ps ¥ pg ocupan distintos cuadrantes desde p; ya que son adyacentes
a éste pero no son adyacentes entre si. Como p, y ps ocupan los cuad-
rantes a la derecha de pr, se tiene que xg < x7.

® p3, ps v pr ocupan distintos cuadrantes desde ps ya que son adyacentes
a éste pero no lo son entre si. Como p3 y p7; ocupan los cuadrantes
superiores, se tiene que Y5 < Yg4.

e p; no puede estar entre ps y pg porque no es adyacente a p3 v pg si lo
es. Como x5 < x7 < x3 € y7 < yz debe ser yg > yr, sino se tendria
Yo < Y7 < Y3.

e p; tampoco puede estar entre ps y pg por no ser adyacente a ps. Como
ys < ys < yr < yg y Te < T7, debe ser xy > x5,

Entonces x5 < x7 < 23 e y; <y < y3, 0 sea p; esta entre p3 y ps . Pero
ps ¥ p3 son adyacentes a p; y pr no lo es, por lo que el dibujo no puede ser
valido.

]

Proposiciéon. El grafo de la figura no tiene dibujo 6
vdlido en (R?, ]| - ||o)-

o0

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,7.

Considerando el subgrafo inducido por los nodos py, ps3, ps y pr se puede
considerar que
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- R= Hps —P7Hoo = T3 — T7.
- Y3 = yr.

- p2,pa € Br(ps) N Br(pr).

Caso 1: yy > ys e ys < yr pr®

Br(ps) N Br(py)

® p3, ps y pr ocupan distintos cuadrantes desde py;. Como p3 y p7 ocupan
los cuadrantes superiores se tiene que ys < Y4.

e En el grafo anterior se podia deducir que x4 < x7 del hecho que py no
era adyacente a pg. Si, en efecto xg < w7, las condiciones que llevaban
a una contradiccon también estan presentes en este grafo por lo que no
habria dibujo vélido. Por lo tanto se puede suponer que xg > x7.

® Py v pg son adyacentes a p; y no lo son entre si.
Dado que py € Cy(pr) se tiene que pg ¢ Cy(pr).
Si se agrega la condicién anterior sobre x4 se tiene
que
pe € {x > 27,y > yr}. O sea ps € C1(pr).

e p; v pr ocupan distintos cuadrantes desde pg ya que son adyacentes
a éste pero no lo son entre si. Hasta ahora se tiene que yg > vz,
Ye> Y1 >Ys, es decir que ps vy py ocupan los cuadrantes inferiores desde
ps. Como ademads p; € C3(pg), vale que ps € Cy(pg) v por lo tanto
ps € Ca(ps) y 6 < Ts5.

e Analogamente, pg v ps ocupan distintos cuadrantes desde ps con
Y6 > s, Ya > Ys ¥ Pe € C2(ps). Entonces py € C1(ps) y &5 < 4.

Entonces, como x5 < x4 < 23 € y5 < ys < Y3, ps esta entre p3 y ps
adyacentes a p;. Esto contradice que ps y p1 no son adyacentes y el dibujo
no es valido.
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Caso?:y4>y3ey2<y7 p7? ........................

Br(ps) N Br(ps)

Como en el caso 1 se considera xg > x7 ya que si g < x7 la inexistencia
del dibujo valido se verifica como en el grafo anterior.

® p3, ps v pr ocupan distintos cuadrantes desde py. Como p3 y p7; ocupan
los cuadrantes inferiores, debe ser ys > y4.

p ;
® pg v py ocupan distintos cuadrantes desde p;. . 4 ,,,,,, ops
Como py € Ci(p7) y ¢ > w7 (ps a la derecha :
de pr), debe ser pg € Cy(pr). e
P2
Ps
. P4 :
e D5 v pr ocupan distintos cuadrantes desde pg. A o D3
Como p; € Cy(ps) € ys > yg porque '
Ys > ya > yr, entonces p5 € C1(pe). Dy @
: P> Ps
o
Pe

e pg v py ocupan distintos cuadrantes desde ps. Como ps € Cs(ps) e
ys < ys (0 sea que estdn ambos en los cuadrantes inferiores con pg a la
izquierda) se tiene que py € Cy(ps) y €4 > @s.

Entonces x5 < 24 < z3 e y3 < y4 < Y5 y p4 queda entre p3 y ps, adyacentes

a p1. Esto contradice que py y p1 no son adyacentes y el dibujo no es valido.
m
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Proposicion. El grafo de la figura no tiene dibujo 6 2
vdlido en (R?, ]| - ||co)- 7

Demostracion. Se considera la numeracién de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (z;,y;) parai=1,...,7.

Considerando el subgrafo inducido por los nodos ps, ps3, ps y p7 se puede
considerar que

- R= Hps —P7Hoo = T3 — T7.
- Y3 = Y.

- p2,Pa € Br(ps) N Br(pr).

Caso 1: yo > ys € Yy < Yz p7?

Br(ps) N Br(py)

e p3, ps v pr ocupan distintos cuadrantes desde py. Como p3 y p7; ocupan
los cuadrantes superiores se tiene que ys < yy4.

e p1, p3 y pr ocupan distintos cuadrantes desde ps. pi
Como p3 v pr ocupan los cuadrantes inferiores se A
tiene que 1 > U, RERE
T oD
® p3y psno estan entre py, ps y pr que son adyacentes : P
a pg. Dado que z7 < 13, 77 < 14 € PT g
ys < ya < Yz < Yo < y; debe valer que S Hak
ry > max{zri, x5} y que x4 > max{xy, x5}, o sea
que 1 < x4y Ty < 4. ps

® i, ps v pr deben estar en distintos cuadrantes desde pg ya que no son
adyacentes entre si, esto no sucede si xg > x4 0 Yg > y1 0 Y < ys5. Por
lo tanto g < x4 € Y5 < Y < Y1.
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e pg ocupa un cuadrante distinto de p, desde pr, entonces pg ¢ Cy(pr).

e p; no debe estar entre py v pg (adyacentes a ps), como py € Cy(pr)
entonces pg ¢ Co(pr).

e p; no debe estar entre ps y pg (adyacentes a pp), como py € C1(p7)
entonces pg ¢ C3(p7)

e Resumiendo lo anterior, pg € Cy(p7)N{x < x4, ys <y <y} ={x7 <
r<xy, yr<y<u}

e p; no debe estar entre ps y pg ya que no es adyacente a ps v pg si lo es.
Como pg € C1(p7) e ys < yr vale que x7 < xg € y5 < yr < yg v debe ser
x7 < 5. Entonces ps € Cy(p7).

e p5 es adyacente a pg y no es adyacente a pr, entonces [|ps — pglloo <
1P5 — P7llco-

Si |lps — p7llos = |ys — y7| = y7 — ys entonces
1Ys — Yol = ¥ — Y5 < |IP5s — Pelloo < [IP5 — P7lloc = Y7 — U5
e ys < yr lo que contradice que pg € C1(p7), por lo tanto
1p5 — Prlloo = |75 — 27| = 25 — 27.

e p; es adyacente a py y no es adyacente a ps, entonces
|27 — 24| = 24 — 27 < |Ipr — Palloo < llp7 = P5lloe = 25 — 27
y se tiene x5 < z7, lo que contradice que ps € Cy(p7).

Como ||ps—p7|| no puede ser ni |z5—x7| ni |ys—y7| ya que ambas suposiciones

conducen a una contradiccién, el grafo no puede tener un dibujo valido.
Caso 2: yy > ys e yo < Yz

Resulta analogo al anterior. O]
1
Proposicion. El grafo de la figura no tiene dibujo 6 2
vdlido en (R? ]| - ||s0)-
5 4 3

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (z;,¥;)-

Considerando el subgrafo inducido por los nodos ps, ps3, ps y pr se puede
considerar que
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- R= Hps —P7Hoo = T3 — T7.
- Y3 > Yr.

- p2,pa € Br(ps) N Br(p7).

Caso 1: ys > ys € ys < Yy p7? """"""""""""

Br(ps) N Br(py)

® p3, ps vy pr ocupan distintos cuadrantes desde P
ps. Como p3 v py ocupan los cuadrantes su-

periores se tiene que y; < y4. Py : T

® Py, p3 vy py ocupan distintos cuadrantes desde | §p3
p2. Como p3 vy p7 ocupan los cuadrantes in- b
feriores se tiene que y; > ¥s. T

® Do, P4 ¥ ps ocupan distintos cuadrantes desde - i
p7, COMO Po v Py Ocupan los cuadrantes a la »s
derecha de p; entonces zg < 7. Ps

e p; no puede estar entre py v pe (adyacentes entre si). Como py € Cy(p7)
entonces pg ¢ Ca(pr). Agregando que xg < 7 se tiene que pg € Cs(p7).

De esta manera pg € Cs5(p7) v p2 € C1(pr), con lo que p; queda entre ps y pg
adyacentes a p;. Esto contradice que p; v p; no son adyacentes.

Caso 2: yy > ys e yo < Yz

Resulta analogo al anterior.

Proposicién. El grafo de la figura no tiene dibujo 0 2
vdlido en (R?, ]| - ||o)-
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Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (z;,¥;)-

Considerando el subgrafo inducido por los nodos psy, ps3, ps y pr se puede
considerar que

- R= Hps —P7||oo = T3 — T7.
- Y3 > Yr.

- p2,pa € Br(ps) N Br(pr).

Caso 1: yo > ys e yy < y7 p7? """"""""""""

Br(ps) N Br(py)

e p; no debe estar entre po, ps3, P4, P5 ¥ P ya que son adyacentes a
p1 y pr no lo es. Como x7 < Xo,x3,T4 € Yg < Y7 < Yo, entonces
x7 < min{xs, ¢}, 0 sea que x5 > T7 y Tg > T7.

® p, v pg estan en distintos cuadrantes desde p;, ya que son adyacentes
a p; pero no lo son entre si. Como py € Cy(p7) v x6 > 7 (0 sea ambos
a la de dercha de p; con ps abajo) se tiene que yg > yr.

e p3, ps v pr ocupan distintos cuadrantes desde py. Como p3 y p7; ocupan
los cuadrantes superiores, entonces ys < y4.

e p, no puede estar entre ps y pr, adyacentes a pg. Como p; € Co(py) €
Ys < ya, entonces ps € Cs(pr).
Por lo tanto ps € {7 < ® < x4, y < ya} ().

e py y pg ocupan distintos cuadrantes desde ps. Como y5 < y4, Y5 < Ys
(ambos en los cuadrantes superiores) y x5 < x4, se tiene que x5 > Tg.

e ps es adyacente a ps y pr no lo es, entonces [|ps — plloo < [[P5 — P7lloo-
Como

Yo — Y5 = |Ys — Y| > |Ys — y7| = yr — ys
porque yg > Y7, debe ser

||p5 _p7Hoo = ’935 - $7| =I5 — X7.
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Con esta tltima condicién se llega a una contradiccién, ya que p; es
adyacente a py y no lo es a p5. Entonces valdria

xy —x7 = |wa — 27| < |lpr = palloe < lp7 = pslloc = 25 — 27 = 24 < 25 10
que contradice (*).

Caso 2: yy > ys e yo < yr

Resulta analogo al anterior.

Proposicién. El grafo de la figura no tiene dibujo © 2
vdlido en (R?, || - ||oo)-

Demostracion. Se considera la numeracién de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (z;,¥;)-

Considerando el subgrafo inducido por los nodos ps, ps3, ps ¥ p7 se puede
considerar que

- R= ||P3 _p7||oo = T3 — I7.
- Y3 = Y.

- P2, P4 € Br(ps) N Br(pr).

Caso 1 Yo > Y3 € Ys < Yr p7? ........................

Br(ps) N Br(py)

e p3, ps vV pr ocupan distintos cuadrantes desde py ya que son adyacentes
a py pero no lo son entre si. Como p3 y p; ocupan los cuadrantes
superiores, se tiene que ys < yy.

e p, no debe estar entre ps v pr ya que son adyacentes a pg y ps no lo es.
Por un lado, p; € Cy(p4) y entonces ps ¢ Cy(py) y por el otro ys < y4
por lo que ps € Cs(py). O sea, x5 < x4 € Y5 < Ya.
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e p7 no debe estar entre py y pg adyacentes a ps. Como py € Cy(pr), se
tiene Pe ¢ Cg(p'])

Ademas py y pg ocupan distintos cuadrantes desde pr, por lo que
ps & Ca(pr).

e Para el caso en que pg € C1(p7), ademéds debe Ps

valer que pg no puede estar entre py y py (ad— | ;
yacentes a p1) y que p3 y pg ocupan distintos P2
cuadrantes desde p,. L D
Si Y < ya, lo primero implica xg > x5 v lo se- :
gundo xg < x9 generando una contradiccion. '
Entonces debera ser yg > y». Veamos que - ERRRERE ebPs
esto también genera una contradiccién y por  Ps oo SRR
lo tanto se tiene que pg € C3(pr). '

Yo > Y2 = Y6 —Ys > Y2 — Y5 =

= llps = pslloe = 45 — w6l = Y6 — ¥5 > v2 — Y5 = [y2 — s

Como por adyacencias vale que ||ps — pslloo < ||P5 — D2]lo, S€ tiene que
1p5 = pollec = |22 — 5],

- Si z9 > x5 entonces

Ty — x5 = [|p2 — psllec > [Ip2 — prllec = 27 — 22| = 22 — 27.
O sea que w7 > x5 y pr estarfa entre ps € C3(pr) v ps € Ci(p7).
Esto contradice que p; y ps no son adyacentes.

- Si 29 < x5 entonces

T5 — T2 = ||p2 — Psllee > [IP2 — D3lloc > |73 — 22| = 25 — 20.

O sea que x5 > x3, contradiciendo que ps € C3(py) (25 < x4 < x3).

® Py, p3 Y pe ocupan distintos cuadrantes Lo
desde ps. Como p3 y pg ocupan los ; P2
cuadrantes inferiores, se tiene que - Ps

Y1 > Ya.
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e p; y p3 ocupan distintos cuadrantes desde py. Como y1 > Yy, Y3 > ys ¥
T3 > T4 entonces €1 < T4.

e p7 no puede estar entre p; y ps ya que son adyacentes a ps y pr no lo
es. Como py € Cy(p;7) entonces p; ¢ Cy(pr). Si juntamos esto con la
condicién y; > yo queda que C(p7) vy &7 < 1.

® p; y ps ocupan distintos cuadrantes desde p;. Dado que y; > y; e
Y1 > Ys, Ps ¥ pr ocupan los cuadrantes inferiores. Por lo anterior se
tiene que 7 < 1 < 5.

e Se tiene que x5 < 7 < 1 < 5 < x4 € Y5 < ys. Como ps no debe
estar entre py y ps (adyacentes a pr), se tiene que y; < yg y queda
ps € Ca(ps).

Como también se tiene que x; < x5 € y; > ys entonces p; € Co(ps). Esto
no puede ser que ya que p; y pg ocupan distintos cuadrantes desde ps.
O

Proposiciéon. El grafo de la figura no tiene dibujo

4 6
vdlido en (R2, || - [loo)-

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (4, ¥;)-

® 1o, D3, P4, P5 Y Pe son adyacentes a p; y a pr, que no son adyacentes

entre si. Entonces

D2, D3, Pa, D5, P6 € Br(p1) N Br(pr) con R = ||p1 — prlleo

Por la simetria del grafo y porque py y ps no son adyacentes se puede

suponer
e e
- R= 7 — 1 ........................ ® p
: 7
s> :
Yyr = p], .........................
- p2 € Ca(pr) . P4
- pa € Cy(p1)
B(p) N B(p)
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e ps ¢ Ci(p1) pues ps y p2 no son adyacentes.

Ademds ps € Br(p1) N Br(p1) entonces x5 > x; Gt p6, D7
y ps € Ca(p1). |

e Andlogamente ps € Cy(p;) porque pg y ps N0 son p1§ ........................
adyacentes. P P

e p3 € Br(p1) N Br(pr), entonces x3 > ;.

Como ps5 v pg estan a la derecha de p; v p3 no ocupa los mismos cuadrantes

que ps v pe desde p1, se tiene que x3 < x; lo que genera una contradiccion vy,
por lo tanto, el dibujo no era valido.

]

5

Proposiciéon. FEl grafo de la figura no tiene dibujo q ‘

vdlido en (R? ]| - ||o0)- V

7

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe
un dibujo valido con nodos p; = (4, ¥;)-

Considerando el subgrafo inducido por los nodos py, ps3, ps vy pr y la
simetria del grafo se puede considerar que

R
- R:l|p5—p7||oo:x5—l’7 . ........................ .p5
- Ys = Yz
P
-1 >Ys P
- Y3 < yYr
B(p)NB(p)

® P2y ps son adyacentes a py y a ps, por lo tanto pa, ps € Br(ps) N Br(pr)

e p, v p1 estdn en distintos cuadrantes desde pr, en- P P2
tonces py € Ca(pr)NBr(ps)NBr(pr) y pa € Cs(ps). P P

e v py ocupan distintos cuadrantes desde p5 y
p2 € Br(ps) N Br(pr), entonces py € Coy(ps).
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® D, P5 ¥ pr ocupan distintos cuadrantes desde py. Como ps v p7 ocupan

los cuadrantes inferiores, debe ser yg > ys.

® g, ps vV pr ocupan distintos cuadrantes desde p3. Como ps y p7; ocupan

los cuadrantes superiores, debe ser yg < ys3.

Entonces vale que ys < y3 < y» < yg, absurdo. Por lo tanto, el dibujo no

era valido.

Proposicion. El grafo de la figura no tiene dibujo
vdlido en (R?, ]| - ||o)-

5 4

O

Demostracion. Se considera la numeracion de la figura y se supone que existe

un dibujo valido con nodos p; = (z;,¥;)-

ps es adyacente a py v a p; que no son adyacentes entre si, entonces

P6 Br(ps) N Br(pr) con R = ||ps — prl|o-

Ademads se puede suponer ||ps — prl|eec = 7 — T4 € y7 > y4 por invariaza
de la norma respecto a rotacion de 90° y simetrias sobre los ejes.

Caso 1: pg € Ca(pr) 4

B(p) N B(p)

e Como xg > x4 € yg > y7 > y4 vale que pg € C1(py).

e Como py no debe estar entre ps y p; (adyacentes a p;) ni entre p3 y pr
(adyacentes a po) y ademds p; € C1(py), se tiene que p3, ps & Cs(py)-

® D3, ps v ps ocupan distintos cuadrantes desde py4, entonces ps € Co(py)
y ps € Cy(py) o viceversa ya que pg € C1(p4) y ps, ps ¢ C3(ps). Ademas

p3, D5, Pe € Br(ps) por ser adyacentes a py.

Dada la estructura simétrica del grafo no es necesario

ps

Pe

analizar ambos casos y se considera
ps € C1(pa) ps € Co(pa) p3 € Cu(pa).

P4

p3
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e p; no puede estar entre p; y py (adyacentes a ps) ni entre py y py
(adyacentes a p3), entonces pq, p2 ¢ C1(p7).

e p; v py ocupan distintos cuadrantes que pg desde pr, entonces py, py ¢
Cy(pr) v se tiene y1, y2 < yr.

e p, no debe estar entre p; y ps ya que pg no es adyacente a p; vy ps si lo
es, entonces p; ¢ Cy(p4).

Como ademas p; es adyacente a p; y no es adyacente a py vale que
p1 € Br(pr) y &1 > x4. Esto implica que p; € Ci(ps) e y1 > ya.

Por tltimo, p; no puede estar entre py y py (adyacentes a pg), entonces
prE€E{zr<z<zr+R, ys<y<uyr}

e ps no debe estar entre ps y pr (adyacentes a p;), como x5 < xg < x7 €
Y7 < Yg entonces ys < Ys.

e pg es adyacente a py y no es adyacente a ps, entonces vale que
IP6 — Palloo < [IP6 — P5][oo-
Por lo anterior 0 < yg — y5 < Y6 — ¥a < ||p4 — P¢| 00, entonces

Hp6 _p5Hc>o = ’xG - 335‘ = Tg — T5.

Entonces se tiene que ||ps — pglloc = 6 — x5 < 1 — x5 < ||p5s — P1lloo, 10
que contradice que ps es adyacente a p; vy no es adyacente a pg. Por lo tanto
el dibujo no era valido.

Caso 2: pg entre py y pr P4 ' """"""""""""

Br(py) N Br(py)

e Como en el caso 1, p3,ps ¢ C3(py) y como sigue valiendo Ps [ P
ps € C1(ps) se supone ps € Co(ps) y p3 € Cu(pa). P4

p3

e También sigue valiendo que py, ps ¢ C1(p7) pues p; no debe estar entre
P4y p1 nientre py y po.
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e Como p; y po ocupan distintos cuadrantes que pg desde p; se tiene que
p1y p2 pueden estar en Cy(pr) o en Cy(pr).

e pg no debe estar entre p; y pr (adyacentes a py). Como y3 < ys < y7 y
xg < 7 entonces vale que xg < x3 (*).

re <3< w7 =>0<x3— 126 = |26 — 23| < 27— 26 < ||P6 — Prlloo
Dado que Hpﬁ_p7Hoo < Hp6_p3||007 se tiene que Hp3_p6Hoo = |Z/3—y6| =
Yo — Ys3-
Por otro lado, [y2 —ys| < |Ips — p2llec < [[P3 —Pslloc = y6 —y3. Entonces
Ys — Yo < Yo — s < Yo —Ys = Y2 < Y6 < Y7 = p2 € Cu(pr) vy
Zy < Ta(*).

e De ys < ys < yrsetiene 0 < ys—vo = Y2 —Ys| < y7r —y2 < [[p2 — D7 00-

Como p, es adyacente a p; y no a pg, debe ser ||p2 — pglloo = |22 — 26| =
Tg — T2.

Como p, es adyacente a p3 y no es adyacente a pg debe valer
P2 = P3lle < [IP2 = Pslloc = 6 — 72 ¥ en particular,
’[L’Q—$3| < Tg—Tg = T2 —Tg < Tog — Tz < Tg— Ta.

De la primer desigualdad se tiene z3 < xg, que contradice (*).

. . T3+
De la segunda desigualdad se tiene que x5 < > 5 S < 23, v por (**)
queda el absurdo z7 < xy < x3 < x7.
Por lo tanto el dibujo no era valido.
......................... . D7

Caso 3: = 04(p4) p4. ........................

Br(py N Br(py)

o Yo <Y1 <yry s < xg < Yr, entonces ps € C5(p7) e yg < yYr(*).

e Como en los casos anteriores, p3, ps ¢ C3(py)

® p3, ps vV pg ocupan distintos cuadrantes desde p4, en-i:
tonces ps y ps se reparten en Ci(py) y Co(ps). Po
la estructura del grafo alcanza con analizar el casoi P4] pg

ps € Co(ps) v p3 € Ci(ps), 0 sea s < zg(**). |
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ps no debe estar entre py y p; (adyacentes a pg), como x4 < x3 < 7 €
Y4 < y3 entonces debe ser ys3 > yr.

Como antes, p; no debe estar entre py y p; ni entre py y ps por lo que
P1, P2 & Ci(pr).

Ademas p; y p» no ocupan el mismo cuadrante que pg desde pr, entonces
P1, P2 & Cs(pr). O sea que p1,pa € Ca(pr) U Cy(pr).

ps no debe estar entre ps v p; (adyacentes a p;), como 5 < x3 < x7 €
Y3 > yr se tiene que ys < yYs3.

p3 no debe estar entre p; y ps ni entre p; v pr ya que no es adyacente
a ps ni a pr.

De lo anterior se deduce que p; ¢ Ci(p3) y p1 ¢ Ca(ps) (ps y pr estédn
por debajo de p3 por lo que p; no puede estar por arriba), entonces

Y1 < Ys.

[P1 = pslloe = |y1 — ya| = y3 — y1:

Si se supone lo contrario, como p; es adyacente a ps y no es adyacente
a p3, valdria que

r1 — 5 = |11 — 25| < [[p1 = Pslloe < |1 — P3llee = |21 — 23] =

=>r - <|r—x3| = —r3< -1 +x5 0 X —T3>T—T5=>
= T < “2& 0 I5 > T3

La segunda desigualdad contradice (**).

Suponiendo que vale la primera desigualdad, se tendria z; < ﬂ% < T3
y x1 < x3 < x7. Por lo que

0<z3—x1 <ax7—21 < ||p1 — prllee < |IP1 — P3lloc = T3 — 21 que es un
absurdo.

Como p3 es adyacente a py v no es adyacente a p; se tiene que
Ip3 — Palloo < ||P3 — P1llo- Por lo anterior queda

ys — Y1 < [Ips = Prlloe = y3 — 1 = Y1 < Ya(< yr) ().

Dadas las opciones previas para p; sélo puede ser p; € Cy(pr), entonces
Ty > xreyr < Yr.

Como x5 < xg < x7 < 1, entonces vale que x5 — 7 < g — 21 < 0y
|r1 — 26| < |21 — 5] < ||p1 — D5 |0

Por otro lado ||p1 — ps||e < ||[P1 — Psllo ya que p1 es adyacente a ps y
no a pg. Entonces ||p1 — pelloo = |11 — ¥s)-
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Por 1ltimo,

yr —y1 = |y1 — yr| <l — prlloo < P21 — P6lloe = y1 — Y6l

ya que p; es adyacente a p; y no a p.

Como y7; — y1 < |y1 — ye|, se tiene que o bien y; — ys < —y; + 31 0 bien
Y1 —Ye > Y7 — Y1

En el primer caso queda y; < yg, que contradice (*).

En el segundo caso queda y; > W(> Ys), lo que contradice que
IP6 — Pallos < [IP6 — P1lloo-

En efecto, si ys — ys < [[ps — Palloc < lIPs — Pilloc = v1 — Y6

entonces queda yy4 < y; que contradice (**%).

Con los casos 1, 2 y 3 se demostré que no hay posiciéon posible para pg,
por lo tanto el dibujo no era valido. O]
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Los extras

Grafos sin dibujo valido en R? minimales

Se considera minimalidad en el sentido de la menor cantidad de vértices
necesarios para que el grafo no tenga un dibujo valido. De alli que se use la
siguiente definicion.

Definicién. Sea G un grafo signado sin dibujo vdlido en R2. Se dird que
G es un grafo sin dibujo vdlido en R? minimal si cada subgrafo inducido
propio de G tiene dibujo vdlido en R2.

Todos los grafos que se han probado como sin dibujo valido son ademas

minimales en (R? || - ||1) v (R?%,]| - ||oc)- A continuacién se muestran dibujos
vélidos para los subgrafos inducidos propios (obtenidos al quitar un vértice)
de cada uno de ellos en (R?, || - ||;) obtenidos usando el planteo descripto en

este trabajo. Con esto alcanza para ver que todos los subgrafos inducidos
propios tienen dibujo valido ya que es una propiedad heredable.

2

L 4t1: LL% 2@: 2t1:
2 3 4 1 5 2 1 5 1 5 1 4
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Grafos de 8 nodos

En el capitulo Los Grafos se dieron todos los grafos de hasta 7 nodos sin
dibujo véalido minimales. En esta seccion se presentaran los tinicos posibles
grafos de 8 nodos sin dibujo valido minimales detectados a través del pro—
blema de PLE presentado en este trabajo. Junto a cada grafo se hallan
el valor de las cotas utilizadas para el tamano del dibujo y su matriz de
adyacencia.

00000110
00000101
00000011
K1=K2=150 00000011
00000011
11000000
10111001
01111010

00000110
00000101
00000011
K1=K2=100 00000011
00000011
11000001
10111001
01111110
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@ K1=K2=150
% i 5 K1=K2=100
@ K1=K2=50
é % K1=K2=50

K2=20
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00000110
00000101
00000011
00000011
00000011
11000011
10111101
01111110

00000110
00000101
00000101
00000011
00000011
11100001
10011001
01111110

00000111
00000110
00000101
00000011
00000011
11100001
11011001
10111110

00000110
00000101
00000101
00000011
00000011
11100011
10011101
01111110

00000111
00000110
00000101
00000011
00000011
11100011
11011101
10111110
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m K1=K2=100
[\:;Efiljfg;:/] K1=K2=150
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00001101
00000111
00000001
00000001
10000011
11000000
01001000
11111000

00001101
00000111
00000001
00000001
10000011
11000001
01001001
11111110

00001111
00000101
00000011
00000001
10000001
11000010
10100100
11111000

00001111
00000101
00000011
00000001
10000001
11000011
10100100
11111100

00001110
00000101
00000011
00000011
10000001
11000010
10110101
01111010
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K1=K2=150

K1=50
K2=30

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

00001111
00000101
00000011
00000011
10000001
11000010
10110101
11111010

00001110
00000111
00000011
00000011
10000011
11000001
11111001
01111110

00001111
00000111
00000001
00000001
10000110
11001001
11001001
11110110

00001001
00001001
00000111
00000111
11000011
00110001
00111001
11111110

00001011
00001010
00000111
00000110
11000001
00110001
11110000
10101100



{\\\\\<:::]:::>ﬂ////[ K1=K2=150
K2=17
@ K1=K2=150
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00001011
00001010
00000111
00000110
11000001
00110001
11110001
10101110

00001011
00001011
00000111
00000110
11000001
00110001
11110001
11101110

00001011
00001011
00000111
00000111
11000001
00110001
11110001
11111110

00001100
00001001
00000110
00000011
11000010
10100001
00111000
01010100

00001100
00001010
00000111
00000001
11000001
10100000
01100000
00111000
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K1=K2=100

K1=K2=100

K1=K2=100

K1=K2=50

K1=50
K2=30

00001101
00001010
00000110
00000011
11000001
10100001
01110000
10011100

00001110
00001001
00000111
00000011
11000010
10100001
10111001
01110110

00001110
00001001
00000111
00000011
11000011
10100001
10111001
01111110

00001111
00001001
00000110
00000011
11000010
10100001
10111001
11010110

00001111
00001010
00000111
00000001
11000001
10100000
11100001
10111010
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K1=30
K2=20

K1=K2=150

K1=K2=20

K1=K2=50

K1=K2=150

00001111
00001011
00000110
00000101
11000001
10110011
11100100
11011100

00001101
00001101
00000011
00000011
11000001
11000001
00110000
11111100

00001101
00001101
00000011
00000011
11000001
11000001
00110001
11111110

00001110
00001101
00000011
00000011
11000010
11000001
10111001
01110110

00001111
00001101
00000011
00000011
11000010
11000001
10111001
11110110
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K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=50

00001111
00001101
00000011
00000011
11000011
11000001
10111001
11111110

00001111
00001110
00000011
00000011
11000011
11000001
11111001
10111110

00001111
00001111
00000011
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11000011
11000001
11111001
11111110

00001111
00001110
00000101
00000011
11000001
11100011
11010101
10111110

00001111
00001110
00000101
00000011
11000110
11101001
11011001
10110110



K1=K2=100

K1=K2=50

Sin decision
para cotas
aceptables

K1=K2=150

K1=K2=100
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00001111
00001101
00001011
00000110
11100011
11010011
101111060
11101100

00010010
00001010
00000110
10000001
01000001
00100001
11100000
00011100

00010010
00001010
00000110
10000001
01000001
00100001
11100001
00011110

00010101
00001010
00000110
10000010
01000001
10100001
01110000
10001100

00010101
00001010
00000110
10000010
01000001
10100001
01110001
10001110
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K1=K2=50

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

00010101
00001011
00000110
10000010
01000001
10100001
01110001
11001110

00010100
00001101
00000110
10000011
01000010
11100001
00111001
01010110

00010100
00001101
00000111
10000011
01000010
11100001
00111001
011101160

00010101
00001101
00000110
10000010
01000010
11100001
00111001
11000110

00010101
00001101
00000110
10000011
01000010
11100000
00111000
11010000



EUSGEG=(R

81

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=100

K1=K2=150

00010101
00001101
00000110
10000011
01000010
11100001
00111001
11010110

00010101
00001101
00000110
10000011
01000011
11100000
00111000
11011000

00010101
00001101
00000110
10000011
01000011
11100001
00111001
11011110

00010101
00001101
00000111
10000011
01000010
11100001
00111001
11110110

00010101
00001101
00000111
10000011
01000011
11100001
00111001
11111110
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K1=K2=150

K1=K2=15

K1=K2=150

K1=K2=50

K1=K2=150

00010101
00001101
00000110
10000011
01000011
11100011
00111101
110111160

00010010
00001111
00001111
10000001
01100010
01100001
11101001
01110110

00010100
00001110
00001011
10000011
01100101
11001001
01110001
00111110

00010101
00001110
00001011
10000010
01100100
11001001
01110001
10100110

00010101
00001110
00001011
10000010
01100101
11001001
01110001
10101110
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K1=K2=100

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=150

00010101
00001110
00001011
10000011
01100100
11001000
01110000
10110000

00010101
00001110
00001011
10000011
01100101
11001000
01110000
10111000

00010101
00001110
00001011
10000011
01100101
11001000
01110001
10111010

00010101
00001110
00001011
10000011
01100101
11001001
01110001
10111110

00010101
00001111
00001110
10000011
01100001
11100011
01110101
11011110



K1=K2=150

4’1 K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=150
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00010101
00001111
00001111
10000011
01100001
11100011
01110101
11111110

00010111
00001111
00001100
10000011
01100001
11100011
11010100
11011100

00010111
00001110
00001101
10000011
01100011
11100001
11011000
10111100

00011010
00001110
00000011
10000101
11000011
01010001
11101001
00111110

00011011
00001110
00000011
10000101
11000010
01010001
11101001
10110110



D& E K
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K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=150

00011011
00001111
00000011
10000101
11000010
01010001
11101001
11110110

00011011
00001111
00000011
10000110
11000001
01010000
11110001
11101010

00011011
00001111
00000011
10000110
11000001
01010001
11110001
11101110

00011001
00001111
00000110
10000011
11000010
01100001
01111001
11010110

00011001
00001111
00000111
10000011
11000010
01100001
01111001
111101160



WHDDHD
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K1=K2=150

K1=K2=150

Sin decision
para cotas
aceptables

K1=K2=50

K1=K2=150

00011010
00001100
00000111
10000001
11000011
01100001
10101000
00111100

00011011
00001100
00000111
10000001
11000011
01100001
10101000
10111100

00011011
00001101
00000111
10000001
11000010
01100001
10101000
11110100

00011010
00001101
00000111
10000011
11000001
01100010
10110100
01111000

00011010
00001101
00000111
10000011
11000001
01100010
10110101
01111010



K1=K2=50

K1=K2=100

2
7
s
Zs

K1=K2=150

K1=K2=150
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00011011
00001110
00000101
10000010
11000001
01100011
11010101
10101110

00011011
00001110
00000101
10000011
11000001
01100011
11010100
10111100

00011011
00001110
00000101
10000111
11000001
01110011
11010100
10111100

00011011
00001111
00000101
10000110
11000001
01110011
11010100
11101100

00011011
00001111
00000101
10000111
11000001
01110011
11010100
11111100



K1=K2=150

K1=K2=100

4
A
N
M

K1=K2=100

K1=K2=50

00011110
00001011
00000111
10000011
11000101
10101000
11110001
01111010

00011111
00001011
00000111
10000010
11000101
10101000
11110001
11101010

00011111
00001011
00000111
10000010
11000101
10101001
11110001
11101110

00011111
00001110
00000011
10000100
11000001
11010011
11100101
10101110

00011101
00001110
00000111
10000001
11000010
11100001
01101001
10110110



A Ko e
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K1=K2=100

K1=K2=100

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

00011110
00001111
00000101
10000011
11000110
11101001
11011001
01110110

00011101
00001111
00000110
10001011
11010011
11100011
01111100
11011100

00011001
00010110
00001111
11000011
10100010
01100001
01111000
10110100

00011001
00010110
00001111
11000011
10100010
01100001
01111001
10110110

00011001
00010111
00001111
11000011
10100010
01100001
01111000
11110100



YRR
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K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=150

K1=K2=150

00011001
00010111
00001111
11000011
10100011
01100001
01111000
11111100

00011011
00010111
00001110
11000011
10100011
01100001
11111000
11011100

00011001
00010111
00001111
11000111
10100010
01110001
01111000
11110100

00011011
00010101
00001111
11000111
10100001
01110011
10110100
11111100

00011010
00010111
00001101
11000101
10100011
01110000
11001000
01111000



R B

91

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=150

K1=K2=150

00011011
00010110
00001101
11000101
10100011
01110000
11001000
10111000

00011011
00010111
00001101
11000101
10100011
01110000
11001000
11111000

00011110
00010011
00001111
11000111
10100011
10110001
11111001
01111110

00011111
00010101
00001110
11000010
10100001
11100011
10110101
11001110

00011111
00010101
00001111
11000010
10100001
11100011
10110101
11101110



7R
&
N4
N
&

K1=K2=100

K1=K2=150

K1=K2=150

K1=K2=100

K1=K2=150

00011111
00010101
00001111
11000011
10100001
11100011
10110101
11111110

00101110
00011011
10001101
01000111
11100011
10110011
11011100
01111100

00101111
00011111
10001010
01000110
11100101
11011001
11110001
11001110

00110111
00011111
10001111
11000110
01100011
11110001
11111000
11101100

00111110
00011111
10001111
11000111
11100011
11110001
11111000
01111100

Dos tipos de grafos sin dibujo valido que no se

generalizan

a) Se vio que los grafos de la siguiente figura no tienen dibujo valido.
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2 5
2 3 4
'
1 3 1 4 E 1
[
7 6 5
4 2 3
Esto no se generaliza a mayor cantidad de nodos como se ve en el
siguiente dibujo.

b) Se vio que los grafos de la siguiente figura no tienen dibujo valido.
2 3 2 3
1@ 4 | @ 4
5
6 5 T 6
Esto no se generaliza a mayor cantidad de nodos como se ve en el

siguiente dibujo.

8
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Relacién con boxicity

Dada una familia finita de conjuntos no vacios, el grafo interseccion de esta
familia se obtiene representando cada conjunto por un vértice y conectando
dos vértices por un arista si y sélo si los correspondientes conjuntos se inter-
secan.

Los grafos interseccién han recibido mucha atencién en el estudio de la
teoria algoritmica de grafos y sus aplicaciones ([3], [6]).

Un grafo de intervalos es el grafo interseccién de intervalos en una recta.
Un grafo de intervalos propios es un grafo que admite un modelo de intervalos
en el cual ningun intervalo estd contenido en otro. En [5] se demuestra que
un grafo completo signado es amigo-enemigo en la recta si y sélo si su parte
positiva es un grafo de intervalos propios.

Muchas generalizaciones del concepto de grafo de intervalos fueron definidas
en la literatura, entre ellas la definiciéon del parametro conocido como boxi—
city [2].

Para un grafo G, la bozicity se define como la minima dimensién d tal
que G es el grafo interseccion de cajas con aristas paralelas a los ejes Carte-
sianos en el espacio d-dimensional. En particular, un grafo tiene boxicity 2
si y solo si es el grafo interseccion de rectangulos con lados paralelos a los
ejes Cartesianos. Los grafos con boxicity uno son exactamente los grafos de
intervalos.

Mostraremos a continuaciéon que los grafos amigo-enemigo en el plano son
una subclase propia de la clase de grafos con boxicity 2.

Proposicién. Si un grafo tiene dibujo vdlido en (RN || -||) entonces es un
grafo interseccion de conjuntos de la forma {Z € RY : |7 — d| < K} con
acRY y K eR.

Demostracion. Sean el grafo G = (V, E) y las posiciones p; = (x;,y;) para
1 = 1,...,n de los nodos del grafo G en un dibujo valido. O sea que se
cumple para cada i fijo que
lpi — pjll < |lpi — pk|| para cada par (i, j) € E y para cada par (i,k) ¢ E.
Parai=1,...,n se definen

Mi = Imax i — Di
jnax lpi = pill}

R, ={7 e RY : |7 — pi|| < M;/2}
a) Si (i,7) € E entonces 1(p; + p;) € R; N Ry, por lo que R; N R; # 0
i) ||%(pz +pj) —pill = %”pj —pil| < %Mz = %(pz +p;) € Ri.
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i) |50 +p5) = pill = 5llpi = pyll < 3M; = 5(pi +p)) € Ry
b) Si R; N R; # 0 entonces (i, j) € E:
Sea T € R; N R;, entonces ||T — p;|| < M;/2y | — pj|| < M,/2.
Por lo tanto
I = psll < llpi = 2| + 17 — psll < 3M; + 5M; < max{M;, M;}.

En el caso que ||p; — p;|| < M; (el otro caso es analogo), por definicién
se tiene que

lpi — pjll < M; = k:g}ggE{llpi — pell} = llpi — pro |

con (i, ko) € E.

Como se tiene un dibujo valido, si ||p; —p;|| < ||pi—pw, || con (4, ko) € E,
también debe ser (i,7) € E.

De a) y b) se tiene que

(i,j) EE< RNR; #0
que es lo que se queria demostrar. O

Corolario. Si un grafo tiene dibujo vdlido en (R% || - ||) entonces es un
grafo de interseccion de cuadrados.

Demostracion. Es directa de la proposicién anterior ya que los conjuntos
{7 € RN : |7 — d]|oo < K} son cuadrados en R2. O

Observacion. Todos los grafos estrella se pueden representar a través de
interseccién de rectangulos y mas especificamente se pueden representar como
un grafo interseccion de rectangulos donde ningtn rectangulo esta contenido
en otro.

En efecto, si se considera el grafo S, de n + 1 nodos con el nodo central
po v el resto de los nodos que son sélo adyacentes a pg, se puede considerar
la siguiente representacion.

Pi P2 Pz [ el Pn-1 Pn

Po

Sin embargo, para cada N existe un grafo estrella que no tiene dibujo
valido en (RY, || - ||s), esto dirfa que la equivalencia en la recta con la clase
de los intervalos propios no se generaliza a mas dimension.
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Proposicién.

1.

La clase formada por los grafos con dibujo vdlido en (R? || - ||) estd
propiamente incluida en la clase de los grafos de grafos interseccion de
cuadrados.

La clase formada por los grafos con dibujo vdlido en (R%,|| - ||1) estd
propiamente incluida en la clase de los grafos de grafos interseccion de
cuadrados.

Las clases formadas por los grafos con dibujo vdlido en (R% || - ||lo) ¥
en (R2,||-||1) estdn propiamente incluidas en la clase de los grafos con
boxicity a lo sumo 2.

Demostracion. 1. Es inmediato del corolario y observacion anteriores.

2.

Es inmediato de 1., ya que un grafo tiene dibujo vélido en (R?,]| - ||o0)
si y s6lo si lo tiene en (R?, ]| - [|1).

. Vale por la inclusién de la clase de los grafos interseccion de cuadrados

con la clase de los grafos con boxicity a lo sumo 2.
O

Conclusiones y trabajo futuro

Dentro de este trabajo se ha analizado el tema de los grafos amigo-enemigo
en el plano desde distintos puntos de vista. Los resultados a remarcar son

que:

1.

Se pudo reducir el problema de decisién de existencia de dibujo valido
en el plano a un problema de programacion lineal entera.

Se obtuvo una lista concreta de los tnicos grafos de a lo sumo 7 nodos
sin dibujo vélido en el plano y minimales.

Se mostré que existen grafos sin dibujo valido (para norma infinito)
para todo RV.

. Se mostré la inclusion de la clase de los grafos con dibujo valido en el

plano dentro de la clase de los grafos con boxicity a lo sumo 2.
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Pero esto no es todo, amigos...

El tiempo de resolucién para un mismo grafo con distinta numeracién de
nodos fue variable aun para grafos pequenos por lo que se puede plantear
cuanto mas se puede mejorar, no solo el algoritmo en si, sino el sistema a
resolver dependiendo de la estructura de la matriz elegida para representar
al grafo.

Observando los grafos de 8 nodos que acorde al programa no tienen dibujo
valido en el plano, se puede observar que hay grafos que sélo difieren en una
arista. Esto dice que la relacién entre esos nodos no influye en la existencia
de un dibujo valido, entonces, ;jhabrd un concepto de minimalidad que tenga
esto en cuenta?.

Por 1ltimo, muchos problemas siguen siendo NP-completos en grafos de
boxicty 2, por ejemplo coloreo, conjunto independiente, recubrimiento por
cliques, pero son lineales en grafos de intervalos, con lo cual vale la pena
estudiar su complejidad en grafos amigo-enemigo en el plano siendo una
clase “intermedia”.
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