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3.2.1. La traza del calor en rectángulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4. Escuchando triángulos 51
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A los pibes del Conservatorio: Cristian, David H., Emi, Isra, Leo, por una amistad que
ya tiene 20 años y una pasión compartida por la música. En especial a David P. y Carlina
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Caṕıtulo 1

Introducción

La ecuación de onda es uno de los ejemplos más elementales dentro de las ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales. La misma nos permite, entre otras aplicaciones,
describir cómo es el movimiento de una cuerda o membrana vibrante.

Veremos a lo largo de este trabajo, que la búsqueda de soluciones para esta ecua-
ción, está ı́ntimamente ligada a la búsqueda de autovalores del operador Laplaciano (con
condiciones de borde Dirichlet homogéneas).

Este conjunto de autovalores recibirá el nombre de espectro, que calculado sobre un
intervalo en la recta, resultan ser las frecuencias que pueden óırse al hacer sonar la cuerda
que es modelada por ese intervalo. Desde la F́ısica o bien en la terminoloǵıa musical, nos
referimos a este conjunto como los armónicos de la cuerda.

Veremos que si dos intervalos de la recta poseen el mismo espectro, entonces ambos
intervalos tienen la misma longitud, lo cual caracteriza a esta región, a menos de una
traslación.

Uno podŕıa preguntarse si esta identificación entre una región y el espectro del men-
cionado operador, es válida enunciada para alguna clase de dominios en el plano. Puesto
en términos musicales, Marc Kac en su célebre art́ıculo [Kac66] se preguntó:

Si uno tuviera óıdo absoluto y escuchara un tambor, ¿podŕıa decir qué forma
tiene el mismo?

De esta forma, tomó impulso el área luego denominada geometŕıa espectral que tiene
por objetivo estudiar la determinación espectral de dominios en el plano y más en gene-
ral la determinación espectral de variedades diferenciales, en cuyo caso, el operador que
generaliza al Laplaciano, es el operador de Laplace-Beltrami.

Si la respuesta fuera afirmativa, esto podŕıa ser el disparador de una cantidad impor-
tante de aplicaciones. A modo de analoǵıa podemos pensar en las huellas dactilares de
un ser humano: dos personas distintas, tienen huellas dactilares distintas. Ante la nece-
sidad de saber si dos personas son esencialmente la misma persona, se pueden comparar
los registros dactilares. Si tales registros coinciden, entonces lógicamente la persona es la
misma y si tales registros no coinciden, entonces estamos ante dos personas distintas.

La determinación espectral de una clase de dominios es por śı misma un resultado muy
importante para geómetras y analistas, y tal como fuera ilustrado con la analoǵıa anterior,
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CAPÍTULO 1. Introducción

Figura 1.1: Movimiento de una cuerda con extremos fijos

podŕıa ser una herramienta con aplicaciones computacionales en materia de protección de
derechos de autor, indexación de registros en bases de datos e incluso procesamiento de
imágenes médicas [Nie+07].

Respecto a la pregunta de Kac, pasaron 30 años para que alguien pudiera dar una
respuesta. En esa oportunidad Gordon, Webb y Wolpert exhibieron en [GWW92], dos
poĺıgonos en el plano isoespectrales pero no isométricos.

Con estos ejemplos, la pregunta de Kac quedó respondida: no es posible con toda ge-
neralidad, reconstruir la geometŕıa de un dominio en el plano sólo conociendo su espectro.
Sin embargo, si supiéramos que la región pertenece a una clase de dominios, podŕıamos
restringir el problema a tratar de averiguar si dentro de esa clase de dominios, la región
queda determinada por su espectro.

De esta forma, existen casos concretos donde es posible responder afirmativamente la
pregunta de Kac y en este trabajo, intentaremos analizar algunas de las técnicas utilizadas
para demostrar esta conexión (siempre y cuando esto sea posible).

1.1. Caso unidimensional

Como motivación para entender la pregunta de Kac, vamos a ver un caso elemen-
tal. Consideremos una cuerda, sujeta a una cierta tensión uniforme en sus bordes, cuyo
movimiento se da en la dirección perpendicular a su plano original. Para modelar esto,
consideramos un intervalo Ω = [0, l] ⊆ R, y llamamos u : Ω×R>0 −→ R a la función que
nos indica el movimiento de la cuerda, en el lugar x ∈ Ω, a tiempo t ∈ R>0. La figura 1.1
ilustra este movimiento.

Sabiendo que u obedece a la ecuación de onda y que los extremos de la cuerda están
fijos, obtenemos:

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
si x ∈ (0, l) ,

u(x, t) = 0 si x ∈ {0, l} y t > 0 ,

(1.1)

(1.2)

donde c es una constante dependiente del medio f́ısico y de la tensión en los bordes.

Una posible forma de obtener soluciones para esta ecuación es a través del método
de separación de variables donde supondremos que u puede ser expresada como u(x, t) =
f(x)g(t).

Aplicando la ecuación a u(x, t) = f(x)g(t) obtenemos:

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
,

2



1.1. Caso unidimensional

⇐⇒ f(x)g
′′
(t) = c2f

′′
(x)g(t) ,

⇐⇒
f
′′
(x)

f(x)
=

1

c2

g
′′
(t)

g(t)
.

Como el término izquierdo sólo depende de x y el término derecho sólo depende de t,
esto implica necesariamente que existe una constante λ ∈ R tal que:

f
′′
(x)

f(x)
=

1

c2

g
′′
(t)

g(t)
= λ . (1.3)

Reescribiendo la ecuación para f vemos que en particular, estamos buscando f y λ tales
que:

f
′′
(x) = λf(x) .

Volviendo a (1.3) tenemos que:

f
′′
(x)

f(x)
= λ ,

1

c2

g
′′
(t)

g(t)
= λ ,

⇐⇒ f
′′
(x) = λf(x) , g

′′
(t) = c2λg(t) ,

⇐⇒ f
′′
(x)− λf(x) = 0 , g

′′
(t)− c2λg(t) = 0 .

Si tomamos f(x) = erx y g(x) = est para constantes r y s a determinar, se tiene que
son soluciones si y sólo si:

∂2

∂x2
erx − λerx = 0 ,

∂2

∂t2
est − c2λest = 0 , (1.4)

⇐⇒ (r2 − λ)erx = 0 , (s2 − c2λ)est = 0 ,

⇐⇒ r2 − λ = 0 , s2 − c2λ = 0 ,

⇐⇒ r = ±
√
λ , s2 = ±c

√
λ .

Si λ 6= 0, entonces tenemos dos soluciones linealmente independientes e
√
λx y e−

√
λx

para f . Como el sistema es de segundo orden, se tiene que las soluciones pertenecen a un
espacio vectorial de dimensión 2, y por lo tanto, está generado por las soluciones halladas.
Es decir, existen constantes a1, a2 tales que:

f(x) = a1e
√
λx + a2e

−
√
λx .

Análogamente, si λ 6= 0 tenemos dos soluciones linealmente independientes ec
√
λt y

e−c
√
λt para g y existen constantes a3, a4 tales que

g(x) = a3e
c
√
λt + a4e

−c
√
λt .

Si λ = 0 entonces, la ecuación (1.4) se convierte en:

f ′′ = 0 , g′′ = 0 ,

3



CAPÍTULO 1. Introducción

y la solución general es:

f(x) = a1 + a2x , g(t) = a3 + a4t ,

donde a1, a2, a3, a4 son constantes arbitrarias. Luego, las soluciones encontradas son:

u(x, t) =

{
(a1 + a2x)(a3 + a4t) si λ = 0,

(a1e
√
λx + a2e

−
√
λx)(a3e

√
λx + a4e

−
√
λx) si λ 6= 0.

Un detalle no menor es que si fi(x)gi(t) soluciona la ecuación de onda (1.1) entonces,
también lo hace

∑
i difi(x)gi(t), para cualquier elección de los di. Por otro lado, nos

interesaŕıa que la solución satisfaga la condición de borde (1.2), en particular esto ocurre
si y sólo si: ∑

i

difi(0)gi(t) = 0 para todo t > 0 ,∑
i

difi(l)gi(t) = 0 para todo t > 0 .

Si consideramos que los di son no nulos y que los gi(t) son linealmente independientes,
entonces tiene que ocurrir que fi(0) = fi(l) = 0 para todo i ∈ N.

Primero veamos el caso λ = 0. Vimos que en este caso, f(x) = a1+a2x. De la condición
f(0) = 0 se tiene que a1 = 0 y de la condición f(l) = 0 se tiene que a2 = 0. Luego f es la
función nula.

Ahora veamos el caso λ 6= 0. Luego f(x) = a1e
√
λx+a2e

−
√
λx. De la condición f(0) = 0

obtenemos que a1 + a2 = 0, es decir a2 = −a1 y de la condición f(l) = 0 obtenemos que

a1e
√
λl + a2e

−
√
λl = a1e

√
λx− a1e

−
√
λx = a1(e

√
λx− e−

√
λx) = 0. Como a1 6= 0, porque si no,

estaŕıamos nuevamente en presencia de la solución trivial, se tiene que:

e
√
λl − e−

√
λl = 0 ⇐⇒ e

√
λl = e−

√
λl ⇐⇒ e2

√
λl = 1 ,

y esto ocurre si y sólo si para un k ∈ N:

2
√
λl = 2kπi ⇐⇒

√
λ = k

π

l
i ⇐⇒ λ = −k2π

2

l2
. (1.5)

Reescribiendo tenemos que:

f(x)g(t) = a1(ei
kπ
l
x − e−i

kπ
l
x)(a3e

i ckπ
l
t + a4e

−i ckπ
l
t) ,

= 2ia1 sin

(
kπ

l
x

)[
(a3 + a4) cos

(
ckπ

l
t

)
+ i(a3 − a4) sin

(
ckπ

l
t

)]
,

= sin

(
kπ

l
x

)[
αk cos

(
ckπ

l
t

)
+ βk sin

(
ckπ

l
t

)]
,

donde αk = 2ia1(a3 + a4) y βk = −2a1(a3 − a4).

Podemos tomar como solución general de este problema a la siguiente expresión:

u(x, t) =
∞∑
k=1

sin

(
kπ

l
x

)[
αk cos

(
ckπ

l
t

)
+ βk sin

(
ckπ

l
t

)]
. (1.6)
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1.2. Reseña histórica del problema

Figura 1.2: El tono fundamental, el primer armónico y el segundo armónico. Funciones
obtenidas para sin

(
kπ
l
x
)

en los casos k = 1, k = 2, k = 3, respectivamente.

Adicionalmente, observamos que:

h(x) = u(x, 0) =
∞∑
k=1

αk sin

(
kπ

l
x

)
,

z(x) = ut(x, 0) =
∞∑
k=1

βk
ckπ

l
sin

(
kπ

l
x

)
.

Cuando hacemos sonar una cuerda, además de resolver el sistema (1.1), estamos impo-
niendo las condiciones u(x, 0) = h(x) y ut(x, 0) = z(x) para unas funciones determinadas
h y z, que si son lo suficientemente suaves (por ejemplo pertenecen a L2([0, l])), entonces
admiten un desarrollo en serie de Fourier que nos va a permitir encontrar los coeficientes
αk y βk deseados.

Notamos, que para cada t fijo, cada sumando de (1.6) es un múltiplo de sin
(
kπ
l
x
)

dando lugar a los llamados modos que pueden observarse en la figura 1.2.

Hay que remarcar que para encontrar soluciones a la ecuación de onda, tuvimos que
resolver el siguiente problema:{

f
′′
(x) = λf(x) si x ∈ (0, l) ,

f(x) = 0 si x ∈ {0, l} ,

que es la búsqueda de autovalores para el operador Laplaciano con condiciones Dirichlet
homogéneas.

Como vimos en (1.5), los autovalores son λk = −k2
π2

l2
y volviendo a la pregunta de

Kac podemos responder que: si conociéramos la sucesión de autovalores del Laplaciano,
entonces, podŕıamos dar la longitud de la cuerda. Más aún, alcanza con conocer el primer

autovalor pues en ese caso λ1 = −
π2

l2
y por lo tanto l =

√
π

−λ1

.

Tal como mencionamos anteriormente, una pregunta que surge a partir de este re-
sultado, es si esta correspondencia entre región y autovalores se sigue preservando para
regiones que modelen el parche de un tambor en R2.

1.2. Reseña histórica del problema

Tanto el caso unidimensional, como aśı también el hecho de que las bolas estén es-
pectralmente definidas, alimentan la esperanza de pensar que el espectro del Laplaciano

5



CAPÍTULO 1. Introducción

Figura 1.3: Dominios planares con idéntico espectro no isométricos

calculado sobre una región Ω ⊆ R2 defina su forma a menos de una isometŕıa en el plano.
Lamentablemente, esto no es aśı si la región Ω es arbitraria.

Ya en la época de Kac, Milnor mostró en [Mil64] con una demostración muy breve,
que existen variedades en R16 con igual espectro pero que no son isométricas.

En 1985, Sunada, exhibió en [Sun85] un método algebraico para encontrar variedades
de dimensión cuatro, con igual espectro pero no isométricas. Un año más tarde, Buser
pudo adaptar el método para encontrar variedades de dimensión dos isoespectrales pero
no isométricas. Para ese entonces, la pregunta de Kac, segúıa abierta pues, aún faltaba
saber qué ocurŕıa en dominios planares (es decir, en R2).

Fueron Gordon, Webb y Wolpert quienes en 1992, pudieron adaptar en [GWW92] el
método de Sunada para encontrar dominios planares isoespectrales que no eran isométri-
cos.

De esta forma, quedaba probado que la asignación dominio-espectro no era inyectiva.

Muchos de los investigadores que veńıan siguiendo el problema, cesaron en su interés
por continuar desarrollando esta área que Kac hab́ıa impulsado. No obstante, uno podŕıa
seguir preguntándose qué otras propiedades son invariantes por espectro o bien, cuáles son
las condiciones que hay que imponer para que un conjunto quede definido por el mismo.

En ese sentido, una de las variantes posibles se da cuando consideramos dominios
con borde poligonal. En esta dirección fue que Durso logró demostrar en [Dur88] que
los triángulos quedaban espectralmente determinados dentro de la clase de triángulos a
partir del análisis de las singularidades de la traza del operador solución para la ecuación
de onda.

Mucho tiempo después, Grieser y Maronna pudieron dar una demostración alternativa
de este hecho en [GM13]. La misma toma una idea que Kac hab́ıa sugerido, utilizando
la traza del operador solución de la ecuación de calor. Para manipular adecuadamente la
misma se emplea la expresión asintótica enunciada en [BS88].

6



1.3. Objetivo del trabajo

1.3. Objetivo del trabajo

El objetivo del presente trabajo es comprender y analizar con profundidad los resul-
tados exhibidos en [GM13].

Para lograr tal objetivo, describiremos en el caṕıtulo 2, algunas generalidades acerca de
los autovalores del Laplaciano con condiciones de borde Dirichlet homogéneas. A modo
de ejemplo, procederemos en la sección 2.1.4 a realizar el cálculo del espectro de un
rectángulo. Demostraremos cómo el espectro es invariante por traslaciones en la sección
2.3 para luego poder formular correctamente la pregunta de Kac en la sección 2.3.1.

En el caṕıtulo 3 analizaremos una herramienta clave para la demostración del resultado
principal, que es la estimación asintótica de la traza del calor en dominios con frontera
poligonal. En la sección 3.1 realizaremos la demostración de la misma asumiendo las cotas
demostradas en [BS88]. En la Sección 3.2, teniendo presente que tenemos el espectro del
rectángulo, daremos una demostración de esta expresión en este caso particular.

En el caṕıtulo 4 realizaremos la demostración del resultado principal, que es la deter-
minación espectral de los triángulos dentro de la clase de triángulos en el plano, basado
en las ideas de [GM13].

Por último, en el caṕıtulo 5, comentaremos el art́ıculo [EG17], que con las mismas he-
rramientas manipuladas en el Caṕıtulo 4, obtiene un resultado de determinación espectral
para una clase de poĺıgonos que incluye a los poĺıgonos regulares.

7
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Los autovalores del Laplaciano

Dado un dominio Ω ⊆ R2 (de ahora en más, un dominio será un conjunto abierto
acotado), consideramos el problema de encontrar λ ∈ R y una función u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω)
que cumplan las siguientes condiciones:{

−∆u =λu en Ω ,

u =0 en ∂Ω ,
(2.1)

donde ∆ := ∂2

∂x1
2 + ∂2

∂x2
2 es el operador Laplaciano. En caso de que el par (u, λ) diera

solución al problema, diremos que λ es un autovalor Dirichlet del dominio Ω y u será una
autofunción asociada a λ. Además, diremos en este caso que u es una solución clásica
del problema. Observemos que:

Por comodidad de ahora en más hablaremos de los autovalores del Laplaciano ne-
gativo tal como lo planteamos en (2.1).

Si (u, λ) es una solución, también lo es (αu, λ) para todo número α.

Exclúımos la solución trivial u ≡ 0.

Un detalle es que para encontrar soluciones no triviales, λ debe ser positivo, puesto
que si tenemos un par (u, λ) solución :

λ

∫
Ω

u2dV =

∫
Ω

(λu)u dV ,

=

∫
Ω

−(∆u)u dV , Utilizando que (u, λ) es solución.

=

∫
Ω

∇u · ∇u dV , Utilizando la primera identidad de Green.

=

∫
Ω

‖∇u‖2 dV , > 0

(2.2)
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Más aún, la desigualdad es estricta si u 6≡ 0.

Dejando de lado la condición de borde, (2.1) es equivalente a −∆u + tu = 0 con
t = −λ. En ese caso, podemos dar una formulación débil del problema preguntándonos si
existen u ∈ H1

0 (Ω) y λ ∈ R satisfaciendo∫
Ω

∇u · ∇v dx = λ

∫
Ω

uv dx para todo v ∈ H1
0 (Ω). (2.3)

Cada vez que u satisfaga (2.3), diremos que se trata de una solución débil del problema.
Lo interesante en este caso es que con las mismas herramientas que se utilizaron en la
ecuación (2.2) se puede probar que dada una función u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) es una solución
clásica si y sólo si es una solución débil.

Respecto de la regularidad, podemos decir que si el dominio Ω tiene frontera suave,
entonces, las soluciones débiles que encontremos en H1

0 (Ω), pertenecerán a C∞(Ω). La
demostración de este hecho proviene de aplicar el Corolario 8.11 del libro [GT01].

De esta forma, el problema clásico se puede debilitar y emplear todas las herramientas
que nos provee el Análisis Funcional para poder dar una respuesta definitiva a la existencia
de soluciones.

2.1.1. Formas bilineales

Resulta imprescindible introducir conceptos provenientes del Análisis Funcional para
poder dar una respuesta a la existencia de autovalores de nuestro problema 1. Uno de los
elementos principales para las formulaciones variacionales de los problemas de condiciones
de frontera son las formas bilineales. Dados dos R-espacios vectoriales V1, V2, una forma
bilineal en V1 × V2 es una función

a : V1 × V2 → R ,

satisfaciendo las siguientes propiedades:

(i) Para cada y ∈ V2 la función
x 7−→ a(x, y) ,

es lineal en V1.

(ii) Para cada x ∈ V1 la función
y 7−→ a(x, y) ,

es lineal en V2.

Si V1 = V2 decimos que a es una forma bilineal en V .

Algunos ejemplos:

El producto interno de un espacio de Hilbert es un caso particular de una forma
bilineal.

1Las siguientes secciones referidas a los planteos abstractos variacionales están basadas en el caṕıtulo
6 de [Sal08]. Aquellas demostraciones que se hayan omitido pueden encontrarse alĺı.
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Si Ω es un conjunto acotado de Rn,

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx+

∫
∂Ω

uv ds ,

es una forma bilineal en C1(Ω).

Es conveniente recordar que el espacio dual de un R−espacio vectorial V es el conjunto
de todos los funcionales lineales continuos de V en el cuerpo base R. Dos notaciones usuales
para referirse a este conjunto son V

′
o V ∗. Si u es un elemento de V podemos definir Fu

para todo v ∈ V de la siguiente forma:

Fu(v) = 〈v, u〉 ,

donde 〈·, ·〉 es el producto interno del espacio. Notar que Fu ∈ V ∗. Esto permite definir
una asignación

Φ: V → V ∗ ,

u 7→ Fu .

Si V es un espacio de Hilbert, esta asignación es biyectiva (a este hecho se lo denomina
teorema de representación de Riesz). Más aún, se trata de un isomorfismo isométrico entre
espacios de Hilbert. Este hecho, justifica la notación 〈u, v〉∗ para referirse a la evaluación
del funcional Fu ∈ V ∗, en v ∈ V , es decir, Fu(v).

Sea V un espacio de Hilbert, una forma bilineal a en V y F ∈ V ∗, consideramos el
problema de encontrar u ∈ V tal que

a(u, v) = F (v). (2.4)

Un resultado fundamental para poder justificar la existencia de soluciones es el siguiente

Teorema 2.1.1 (Lax - Milgram). Sea V un espacio de Hilbert. Sea a = a(u, v) una forma
bilineal en V. Si:

(i) a es continua, es decir, existe una constante M tal que

|a(u, v)| 6M ‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ V,

(ii) a es coerciva en V, es decir, existe una constante α > 0 tal que

a(v, v) > α ‖v‖2 ∀v ∈ V,

entonces existe una única solución u ∈ V del problema (2.4). Más aún, la siguiente
desigualdad se satisface:

‖u‖ 6
1

α
‖F‖V ∗ . (2.5)

11
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Observación 2.1.1. La desigualdad (2.5) garantiza la estabilidad de las soluciones ob-
tenidas del problema (2.4). Dicho en otros términos, puesto que el teorema nos asegura
que fijado un funcional F ∈ V ∗ obtenemos una única solución u(F ) ∈ V , esto nos da una
asignación

Sa : V ∗ → V ,

F 7→ u(F ) ,

que se encuentra bien definida. Adicionalmente, esta asignación es lineal. Para eso con-
sideramos: λ, µ ∈ R; F1, F2 ∈ V ∗; u1, u2 las soluciones correspondientes. Dada la bili-
nealidad de a, obtenemos:

a(λu1 + µu2, v) = λa(u1, v) + µa(u2, v) ,

= λ〈F1, v〉∗ + µ〈F2, v〉∗ ,
= 〈λF1 + µF2, v〉∗ .

Puesto que la aplicación Sa es lineal, alcanza con ver que es acotada para ver que es
continua, pero eso es exactamente lo que afirma la desigualdad (2.5). En particular, se
tiene que:

‖u1 − u2‖ 6
1

α
‖F1 − F2‖V ∗ ,

por lo que si los funcionales están “cerca”, las soluciones también lo están. Más aún,
mientras más grande sea la constante de coercividad α, más “estable” es el operador
solución Sa.

Una aplicación de Lax-Milgram

En la ecuación (2.2) vimos que los autovalores teńıan que ser positivos, es decir, para
admitir una autofunción que no sea trivial. El teorema 2.4 nos brinda otra posible jus-
tificación a este hecho. Consideramos aλ : H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) → R definida de la siguiente

forma:

aλ(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v dx− λ
∫

Ω

uv dx ,

Recordemos que la formulación débil de nuestro problema es (2.3). Reescribiéndolo en
términos de los objetos que acabamos de definir, nos interesa encontrar una u ∈ H1

0 (Ω) tal
que ocurra (2.4) tomando V = H1

0 (Ω), a = aλ y F ≡ 0. Supongamos entonces que λ 6 0.
Es claro que u ≡ 0, es una solución al problema. Para ver que es la única solución basta
chequear que estamos bajo las hipótesis del teorema 2.1.1 el cual afirma que la solución
existe y es única.
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Que aλ es una forma bilineal continua es fácil de verificar. Veamos que es coerciva:

aλ(u, u) :=

∫
Ω

∇u · ∇u dx− λ
∫

Ω

u2 dx ,

=

∫
Ω

‖∇u‖2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx ,

> C︸︷︷︸
>0

∫
Ω

u2 dx− λ
∫

Ω

u2 dx , Utilizando la desigualdad de Poincaré.

> (C − λ)︸ ︷︷ ︸
>0

∫
Ω

u2 dx ,

> (C − λ) (‖u‖L2)2 dx ,

> (C − λ)β︸ ︷︷ ︸
>0

(
‖u‖H1

0

)2

dx , Pues || · ||L2(Ω) y || · ||H1
0 (Ω) son equivalentes.

(2.6)
Luego, si λ 6 0, estamos bajo las hipótesis del teorema de Lax-Milgram, por lo que
existe una única solución de (2.4), que por unicidad resulta ser la trivial. Por lo tanto, si
queremos encontrar autovalores tiene que ser λ ∈ (0,+∞).

Espacios de Hilbert equipados o ternas de espacios de Hilbert

Hay que hacer mención a que en la formulación del problema de la ecuación (2.4) hay
dos espacios con los que estamos trabajando simultáneamente: un espacio de Hilbert V
donde buscamos soluciones u y por otro lado, el espacio dual V ∗ al que pertenece F . Sin
perder de vista que lo que queremos resolver es una ecuación diferencial con condiciones
de contorno, hay que mencionar que en este tipo de problemas aparece un tercer espacio
H con las siguientes propiedades:

(i) V ↪−→ H, es decir V está cont́ınuamente contenido en H. Esto significa que V está
contenido en H y además la inclusión IV→H es continua. Equivalentemente, existe
C > 0 tal que:

‖u‖H 6 C ‖u‖V ∀u ∈ V. (2.7)

(ii) V es denso en H.

Observación. En el contexto de las formulaciones débiles de las ecuaciones diferenciales
con condiciones de contorno, V suele ser un espacio de Sobolev, y H suele ser L2(Ω).

Usando el teorema de representación de Riesz podemos identificar H con H∗. Además,
podemos ver H dentro de V ∗. Para llegar a esa conclusión, fijado un u ∈ H, es suficiente
ver que el funcional Fu definido como

〈Fu, v〉∗ = 〈v, u〉H ∀v ∈ V, (2.8)

es continuo en V . De hecho la desigualdad de Schwartz y la ecuación (2.7) nos permiten
obtener:

|〈v, u〉H | 6 ‖v‖H ‖u‖H 6 C ‖v‖V ‖u‖H . (2.9)
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Luego la asignación u→ Fu es continua, de H en V ∗, con ‖Fu‖V ∗ 6 C ‖u‖H . Además, si
Fu = 0 entonces

〈u, v〉H = 0 ∀v ∈ H,

lo cual implica que u = 0, por la densidad de V en H.

Entonces, la asignación u → Fu es inyectiva y define una inclusión continua IH→V ∗ .
Luego esta identificación nos permite escribir:

〈u, v〉∗ = 〈u, v〉H ∀v ∈ V,

donde u en la izquierda es visto como un elemento de V ∗ y en la derecha como elemento
de H.

Finalmente, se puede ver que V y H son densos en V ∗, luego uno obtiene una serie de
inclusiones

V ↪−→ H ↪−→ V ∗ ,

donde las inclusiones son continuas y densas. La construcción mencionada (V,H, V ∗)
recibe el nombre de terna de Hilbert. Otros nombres aceptados en la literatura son espacio
de Hilbert equipado o terna de Gelfand.

Formas bilineales débilmente coercivas

Vimos que con el teorema de Lax-Milgram, pod́ıamos justificar la existencia y unicidad
de la ecuación (2.4) donde el problema implicaba una forma bilineal coerciva. La idea
ahora, es generalizar este concepto para tratar un grupo de problemas más amplio. Para
eso introducimos el siguientes concepto:

Definición 2.1.1. Una forma bilineal a(u, v) se dice débilmente coerciva con respecto al
par (V,H) si existe λ0 ∈ R y α > 0 tal que:

a(v, v) + λ0 ‖v‖2 > α ‖v‖2
V ∀v ∈ V, (2.10)

La forma adjunta a∗ de a está dada por:

a∗(u, v) = a(v, u),

obtenida intercambiando los argumentos en a.

Notaremos con N (a) y N (a∗) el conjunto de soluciones u y w de los problemas varia-
cionales:

a(u, v) = 0 ∀v ∈ V, y a∗(w, v) = 0 ∀v ∈ V.

Notemos que N (a) y N (a∗) son subespacios de V y juegan el rol de los núcleos de a y a∗.

Teorema 2.1.2. Sea (V,H, V ∗) una terna Hilbert, con V compactamente inclúıdo en H.
Sea F ∈ V ∗, y a una forma bilineal en V , continua y debilmente coerciva con respecto a
(V,H). Entonces:

14
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(a) O bien la ecuación
a(u, v) = 〈F, v〉∗ , (2.11)

tiene una única solución u y existe C tal que

‖u‖ 6 C ‖F‖V ∗ , (2.12)

(b) o bien
dimN (a) = dimN (a∗) = d <∞ ,

y (2.11) admite solución si y sólo si 〈F,w〉∗ = 0 para cada w ∈ N (a∗).

Para demostrar el teorema 2.1.2 hay que apelar a un hecho más general conocido
como la alternativa de Fredholm. Lo que el teorema último nos dice es: o bien (2.11) tiene
una solución única para cada F ∈ V ∗ o bien la ecuación a(u, v) = 0 tiene soluciones no
triviales. Las mismas conclusiones aplican para la ecuación “adjunta”:

a∗(u, v) = 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V.

Si w1, . . . , wd generan N (a∗), (2.11) admite solución si y sólo si se dan las siguientes
condiciones de compatibilidad

〈F,wj〉∗ = 0 j = 1, . . . , d.

Si se dan estas condiciones, la ecuación (2.11) tiene infinitas soluciones dadas por

u = u+
d∑
j=1

cjzj ,

donde u es una solución particular de (2.11) y z1, . . . , zj generan N (a) y c1, . . . , cj son
constantes arbitrarias.

2.1.2. Teoŕıa espectral para formas bilineales simétricas

Espectro de un operador compacto autoadjunto

Definición 2.1.2. Sea H un espacio de Hilbert, L ∈ L(H), e I la identidad en H.

(a) El conjunto resolvente ρ(L) de L es el conjunto de los números reales λ tales que
L− λI es biyectiva:

ρ(L) = {λ ∈ R : L− λI es biyectiva} .

(b) El espectro (real) σ(L) de L es

σ(L) = R \ ρ(L).

Observación 2.1.2. Si λ ∈ ρ(L), la resolvente (L− λI)−1 es un operador acotado.2

2 Esto es una consecuencia del teorema de gráfico cerrado: Si el gráfico de un operador lineal A : H1 →
H2 es cerrado en H1 ×H2 entonces A es acotado.

15
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Si H es un espacio de dimensión finita, entonces L se representa como una matriz con
lo cual su espectro está dado por los autovalores. Si por el contrario, H tiene dimensión
infinita pueden darse tres situaciones en relación a (L− λI)−1:

(i) Puede ocurrir que (L− λI) no sea inyectiva, con lo cual (L− λI)−1 no existe. Eso
significa que N (L− λI) 6= ∅ por lo que la ecuación

Lx = λx , (2.13)

tiene soluciones no triviales. En ese caso decimos que λ es un autovalor y las solu-
ciones de (2.13) son autovectores asociados a λ. El espacio vectorial generado por
los autovectores es el autoespacio de λ y lo notamos N (L− λI).

Definición 2.1.3. El conjunto σP (L) de los autovalores se L se llama el espectro
puntual de L.

(ii) Otra posibilidad es que (L − λI) sea inyectiva y que R(L − λI) sea denso en H,
pero (L−λI)−1 no sea acotado 3. En este caso, decimos que λ pertenece al espectro
continuo de L, que lo notamos σC(L).

(iii) La posibilidad restante es que (L− λI) sea inyectiva, pero R(L− λI) no sea denso
en H. Luego, λ pertenece al espectro residual.

Estamos en condiciones de enunciar el teorema central de esta sección:

Teorema 2.1.3. Sea K un operador compacto y autoadjunto de un espacio de Hilbert,
separable H. Entonces:

(a) 0 ∈ σ(K) y σ(K) \ {0} = σP (K) \ {0}.

(b) H tiene una base ortonormal {um} formada por autovectores de K.

(c) Si dimH = ∞, los autovalores distintos de cero {λm} pueden ser ordenados de
forma decreciente |λ1| > |λ1| > · · · , con λm → 0 cuando m→∞.

Este teorema caracteriza el comportamiento de los autovalores de los operadores com-
pactos y autoadjuntos, y esto es particularmente útil ya que muchas veces los operadores
definidos en los problemas variacionales abstractos pertenecen a esta clase, o bien sus
inversos lo son, con lo cual es una herramienta fundamental.

Espectro de una forma bilineal débilmente coerciva

Para definir el espectro y resolvente de una forma bilineal, consideramos una terna
de Hilbert (V,H, V ∗), con V inclúıdo compactamente en H. Vamos a suponer que H es
separable. Sea a una forma bilineal en V , continua, y débilmente coerciva. En particular
consideramos:

aλ0(u, v) := a(u, v) + λ0〈u, v〉H , (2.14)

3 En este contexto R(·) denota el rango o imagen del operador
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donde λ0 es tal que:

aλ0(v, v) = a(v, v) + λ0 ‖v‖2
H > α ‖v‖2

V ∀v ∈ V. (2.15)

Consideramos el problema de encontrar u ∈ V tal que:

a(u, v) = λ〈u, v〉H + 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V. (2.16)

El conjunto resolvente ρ(a) está formado por los números reales λ tal que (2.16) tiene
solución única u(F ) cualquiera sea F ∈ V ∗ y la función que a cada F le asigna la solución
u(F )

S(a, λ) : F 7→ u(F ) ,

es un isomorfismo entre V ∗ y V . Por otro lado, el espectro real de a es σ(a) = R \ ρ(a) y
el espectro puntual σP (a) es el subconjunto del espectro dado por los autovalores, o sea,
aquellos λ tales que la ecuación

a(u, v) = λ〈u, v〉H ∀v ∈ V ,

tenga soluciones u no triviales. Llamamos a ese conjunto de soluciones el autoespacio
asociado a λ y lo notaremos N (a, λ).

Observación 2.1.3. Como corolario del teorema (2.1.2) (“Alternativa de Fredholm” apli-
cada a formas bilineales), se tiene que σ(a) = σP (a).

Vamos a considerar Sλ0 ∈ L(H) definido como la restricción de S(aλ0 , 0) a H, es decir:

H V ∗ V H .
i1

Sλ0

S (aλ0 , 0) i2

Introducimos este operador pues existe una relación entre σP (Sλ0) y σP (aλ0) que pasare-
mos a describir. Antes, hagamos algunas observaciones:

Observación 2.1.4. 0 6∈ σP (Sλ0).

Demostración. Si existe F ∈ V tal que Sλ0(F ) = 0.F = 0, entonces ocurre:

aλ0(0, v) = 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V ,

0 = 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V ,

luego F ≡ 0.

Observación 2.1.5. σP (aλ0) ⊆ (0,+∞).

Demostración. Recordemos que σP (aλ0) ⊆ σ(aλ0) = R \ ρ(aλ0). Alcanza entonces con ver
que (−∞, 0] ⊆ ρ(aλ0). Para eso, veamos que si λ 6 0, entonces (2.16) tiene solución única
para ã = aλ0 , es decir:

aλ0(u, v) = λ〈u, v〉H + 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V, (2.17)
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⇐⇒ aλ0(u, v)− λ〈u, v〉H︸ ︷︷ ︸
Es una forma bilineal coerciva

= 〈F, v〉∗ ∀v ∈ V. (2.18)

Es claro que a(u, v) := aλ0(u, v) − λ〈u, v〉H es una forma bilineal en V × V continua.
Para ver que es coerciva, consideramos v ∈ V arbitraria y obtenemos:

a(v, v) = aλ0(v, v)− λ〈v, v〉H ,
= a(v, v) + λ0〈v, v〉H − λ〈v, v〉H ,
= a(v, v) + λ0 ‖v‖2

H − λ ‖v‖
2
H ,

= a(v, v) + (λ0 −λ︸︷︷︸
>0

) ‖v‖2
H ,

> a(v, v) + λ0 ‖v‖2
H ,

> α ‖v‖2
H ,

por lo que por el teorema de Lax-Milgram existe u ∈ V solución única para (2.18).

Observación 2.1.6. λ ∈ σP (aλ0) si y solo si µ = 1/λ ∈ σP (Sλ0). Más aún:

N (aλ0 , λ) = N (Sλ0 − µI) , (2.19)

y en virtud del teorema (2.1.2), 0 < dim (N (aλ0 , λ)) = d < ∞. Diremos que d es la
multiplicidad del autovalor λ.

Demostración. Si λ es autovalor de aλ0 , existe f 6≡ 0 ∈ V tal que :

aλ0(f, v) = λ〈f, v〉 ∀v ∈ V. (2.20)

Luego f ∈ V ⊆ H, y definiendo µ = 1/λ, la ecuación (2.20) es equivalente a

aλ0(µf, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ V, (2.21)

por lo que
Sλ0f = µf . (2.22)

De aqúı se ve que (2.20) es equivalente a (2.21), que a su vez implica (2.22). No obstante,
también es cierto que (2.22) implica (2.21), por lo que son todas equivalencias.

Una vez introducidos estos conceptos podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Sea (V,H, V ∗) una terna de Hilbert con H separable y V compactamente
contenido en H. Sea aa una forma bilineal simétrica en V , continua y débilmente coerciva.
Entonces:

(a) σ(a) = σP (a) ⊂ (−λ0,+∞). En particular, los autovalores forman una sucesión
creciente con λm → +∞ si hay infinitos autovalores distintos.

(b) Si uk, uj son autofunciones de distintos autovalores de a, entonces a(uk, uj) =
〈uk, uj〉H = 0. Más aún, H tiene una base ortonormal {wm}, donde cada wm es
una autofunción asociada a λm, para cada m > 1.
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(c) Si {wm}m>1 denota una base ortonormal de H formada por autofunciones de a,

entonces
{
wm/
√
λm + λ0

}
m

es una base ortonormal de V con respecto al producto

〈u, v〉Ṽ := a(u, v) + λ0〈u, v〉.

Demostración. Para ver (a), recordemos que Sλ0 ∈ L(H) está definido como la restricción
de S(aλ0 , 0) a H, es decir:

H V ∗ V H ,
i1

Sλ0

S (aλ0
, 0) i2

donde S(aλ0 , 0) ◦ i1 es continua y i2 es un operador compacto. Luego, Sλ0 es un operador
compacto de H en H. Por otro lado, por la simetŕıa de a, se tiene que Sλ0 es autoadjunto,
esto es:

〈Sλ0f, g〉H = 〈f, Sλ0g〉H ∀f, g ∈ H .

Para ver esto, definimos u = Sλ0f y w = Sλ0g. Luego, para cada v ∈ V ,

aλ0(u, v) = 〈f, v〉H y aλ0(w, v) = 〈g, v〉H .

En particular,
aλ0(u,w) = 〈f, w〉H y aλ0(w, u) = 〈g, u〉H ,

por lo que aλ0(u,w) = aλ0(w, u) y 〈g, u〉 = 〈u, g〉 podemos escribir

〈Sλ0f, g〉H = 〈u, g〉H = 〈f, w〉H = 〈f, Sλ0g〉H .

Luego, por el teorema 2.1.3 – teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos
– y puesto que 0 6∈ σP (Sλ0), se sigue que σ(Sλ0) \ {0} = σP (Sλ0) \ {0} = σP (Sλ0) y los
autovalores de Sλ0 forman una sucesión no creciente {µm} tal que µm −→ 0. En vistas
de la observación 2.1.6, λ ∈ σP (aλ0) si y solo si µ = 1/λ ∈ σP (Sλ0), por lo que σP (aλ0)
puede ser expresado como una sucesión creciente de autovalores {λ0

m} donde los mismos
se repiten de acuerdo a la multiplicidad de cada autovalor, con λ0

m −→∞. Para terminar
de probar la parte (a) basta con verificar que los autovalores de a son λm = λ0

m − λ0.

Para ver la parte (b), consideramos uk, uj, dos autofunciones correspondientes con λk
y λj respectivamente, con λk 6= λj. Luego

a(uk, uj) = λk〈uk, uj〉H y a(uk, uj) = λj〈uk, uj〉H .

Restando ambas ecuaciones obtenemos

(λk − λj)〈uk, uj〉H = 0,

por lo que 〈uk, uj〉H = 0 = a(uk, uj). Más aún, considerando la parte (b) del teorema 2.1.3,
H tiene una base ortonormal {wm}m>1 de autovectores correspondientes a {λm}m>1.

Para ver (c), observamos que 4

a(wm, wk) = λm〈wm, wk〉H = λmδmk ,

4En lo que sigue δmk es la delta de Kronecker.
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por lo que

〈wm, wk〉Ṽ = a(wm, wk) + λ0〈wm, wk〉H ,

= λmδmk + λ0δmk ,

= (λm + λ0) δmk .

Esto muestra que
{
wm/
√
λm + λ0

}
m

es un conjunto ortonormal en V para el producto
interno 〈·, ·〉Ṽ . Para ver que es una base, alcanza con mostrar que el único elemento en V
ortogonal a todos los wm es v = 0. Para eso consideramos v ∈ V y suponemos que

〈v, wm〉Ṽ := a(v, wm) + λ0〈v, wm〉H = 0 ∀m > 1.

Puesto que a(v, wm) = λm〈v, wm〉H , se tiene que

(λm + λ0)〈v, wm〉H = 0 ∀m > 1,

y puesto que (λm + λ0) ∈ σP (aλ0) y 0 6∈ σP (aλ0) se tiene que para cada m > 1

〈v, wm〉H = 0.

Como {wm} es una base en H se tiene que v = 0.

2.1.3. Existencia de soluciones para el problema espectral

Nos interesaŕıa poder escribir (2.1) como un problema abstracto de autovalores y
utilizar todas las herramientas provistas en la sección anterior para autovalores de formas
bilineales en espacios de Hilbert equipados.

Introducimos la forma bilineal a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R:

a(u, v) :=

∫
Ω

∇u · ∇v . (2.23)

La misma es una forma bilineal continua:

|a(u, v)| 6 ‖u‖H1 ‖v‖H1 ∀u, v ∈ H1
0 (Ω), (2.24)

simétrica:
a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ H1

0 (Ω), (2.25)

y además es coerciva, pues:

a(u, u) =

∫
Ω

∇u · ∇u , (2.26)

=

∫
Ω

|∇u|2 , (2.27)

> C

∫
Ω

|u|2 (2.28)

> C ‖u‖2
L2(Ω) , (2.29)
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utilizando la desigualdad de Poincaré, en particular una forma bilineal coerciva es débil-
mente coerciva con λ0 = 0.

Recordemos que hab́ıamos visto que la búsqueda de autovalores del Laplaciano es
equivalente a : ∫

Ω

∇u · ∇v = λ

∫
Ω

uv , para todo v ∈ H1
0 (Ω),

que reescrito en términos de la notación introducida es

a(u, v) = λ〈u, v〉L2(Ω), para todo v ∈ H1
0 (Ω). (2.30)

Para utilizar lo visto en la sección anterior veamos que
(
H1

0 (Ω), L2(Ω), (H1
0 (Ω))

∗)
es

una terna de Hilbert:

La inclusión H1
0 (Ω) ↪−→ L2(Ω) es continua y compacta5.

H1
0 (Ω) es denso en L2(Ω). Puesto que C∞0 (Ω) ⊆ H1

0 (Ω) ⊆ L2(Ω) y dado que el
conjunto C∞0 (Ω) es denso6 en L2(Ω) también lo es H1

0 (Ω).

L2(Ω) es separable7.

Teniendo en cuenta estas observaciones, podemos aplicar el teorema (2.1.4) a la forma
bilineal a obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.1.5. Si Ω es acotado:

(i) Existe una base ortonormal {wm}m>1 de L2(Ω) formada por autofunciones del ope-
rador Laplaciano con condiciones homogéneas.

(ii) Los autovalores correspondientes {λm}m>1 forman una sucesión monótona creciente

0 < λ1 6 λ2 6 . . . 6 λk 6 . . .↗∞ ,

donde cada autovalor aparece tantas veces como la dimensión de su autoespacio
asociado, esto es, una cantidad finita de veces.

(iii) El conjunto
{
wm/
√
λm
}
m>1

es una base ortonormal de H1
0 (Ω) con respecto al pro-

ducto interno:
(u, v)H1

0 (Ω) = (∇u,∇v)L2(Ω) .

Observación 2.1.7. Dado un autovalor λk, el término multiplicidad, hace referencia a
la dimensión del autoespacio asociado al mismo.

Definición 2.1.4. El teorema 2.1.5 nos dice que fijado un dominio Ω podemos obtener
la sucesión de autovalores Dirichlet (λk)k∈N, la cual denominaremos el espectro de Ω que
denotaremos σ(Ω) := (λk)k∈N.

Observación 2.1.8. La mayor ventaja de las herramientas vistas en esta sección es
que fácilmente permiten estudiar otros tipos de problemas de autovalores (por ejemplo el
espectro del Laplaciano con condiciones de borde Neumann), donde alcanza con definir
adecuadamente la formulación débil del problema y probar que los espacios que jueguen el
rol de (V,H, V ∗) conformen una terna de Hilbert, con V compactamente inclúıdo en H.

5Este es el teorema de Rellich, una demostración puede verse en [Agh07].
6Puede verse una demostración de este hecho en el Corolario 9.8 de [Bre11].
7Para mayor detalle puede consultarse la Sección 4.3 de [Bre11].
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2.1.4. Cálculo del espectro del rectángulo

Generalmente, el cálculo de σ(Ω) no suele ser sencillo, pero a modo de ejemplo reali-
zaremos el cálculo del espectro de un rectángulo.

Consideremos l, h ∈ R. Vamos a trabajar en la región

Ω :=
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈ (0, l), y ∈ (0, h)
}
,

que es el interior del rectángulo de lado l y altura h. Nos interesa encontrar una función
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) que cumpla

−∆u(x, y) = λ2u(x, y) , (2.31)

y además queremos que

u(0, y) = u(l, y) = u(x, 0) = u(x, h) = 0 , (2.32)

para 0 6 x 6 l, 0 6 y 6 h.

Observación. La razón por la cual consideramos λ2 en lugar de λ en (2.31) es porque
sabemos que los mismos serán positivos y de esa forma se puede simplificar la notación a
futuro.

Vamos a proponer encontrar alguna solución mediante el método de separación de
variables, por lo que suponemos que u(x, y) = X(x)Y (y) con las condiciones

X(0) = X(l) = 0, Y (0) = Y (h) = 0.

Sustituyendo en (2.31) obtenemos que

Y
′′
(y)

Y (y)
+ λ2 = −

X
′′
(x)

X(x)
= µ2 ,

donde µ es una constante que introducimos.

Sea ν2 = λ2 − µ2, tenemos que resolver estos dos sistemas de ecuaciones de una sola
variable: {

X
′′
(x) + µ2X(x) = 0 ,

X(0) = X(l) = 0 ,
y

{
Y
′′
(y) + ν2Y (y) = 0 ,

Y (0) = Y (h) = 0 ,
,

y las soluciones son:

X(x) = Am sinµmx, µm =
mπ

l
,

Y (y) = Bn sin νny, νn =
nπ

h
,

(2.33)

donde m,n ∈ N. Como λ2 = ν2 + µ2, tenemos que

λ2
mn = π2

(
m2

l2
+
n2

h2

)
, m, n ∈ N ,

X(x)Y (y) = Cnm

(
sin

mπ

l
x

)(
sin

nπ

h
y

)
, m, n ∈ N, Cnm ∈ R.
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Llegamos a la conclusión de que esas son todas las autofunciones que pueden obtenerse
mediante separación de variables. Nos preguntamos ahora si puede existir alguna auto-
función que no provenga de hacer este procedimiento y en ese caso, haber quizás omitido
algún autovalor.

Para dar una respuesta a este hecho recordemos que
{

sinµmx
‖sinµmx‖

}
m∈N

es una base del

espacio de Hilbert8 L2([0, l]), y análogamente
{

sin νny
‖sin νny‖

}
n∈N

es una base de L2([0, h]). Una

consecuencia de esto es que,
{

(sinµmx)(sin νnx)
‖{(sinµmx)(sin νnx)}‖

}
m,n∈N

es una base de L2(Ω), cuestión que

veremos a continuación.

Para poder justificar este hecho, mostraremos que toda función f ∈ L2(Ω) podrá
ser aproximada por productos de funciones en variables separadas y luego, que cada
una de estas puede ser aproximada por elementos del R-espacio vectorial generado por{

(sinµmx)(sin νnx)
‖{(sinµmx)(sin νnx)}‖

}
m,n∈N

.

Recordemos el teorema de Stone Weierstrass:

Teorema 2.1.6 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio métrico compacto y el conjunto

C(X,R) = {f : X 7→ R : f es continua} ,

dotado con la norma del supremo ‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|.

Sea A una subálgebra unitaria de C(X,R), es decir, que contiene alguna función cons-
tante distinta de 0, decimos que separa puntos si para cada par x e y en X, existe una
función p ∈ A tal que p(x) 6= p(y). Luego A es densa en C(X,R) si y sólo si A separa
puntos.

En particular, como [0, l] × [0, h] con la métrica subconjunto de R2 es un espacio
métrico compacto, consideramos A el álgebra generada por

{f(x)g(y) : f ∈ C([0, l]), g ∈ C([0, h])}

Es claro que la función constante

1 : [0, l]× [0, h] 7→ R ,

x 7→ 1 ,

pertenece a A. Aśı mismo, si tomamos (a1, a2), (b1, b2) ∈ [0, l] × [0, h], consideramos las
funciones:

f : [0, l] 7→ R,

x 7→
x− a1

b1 − a1

,

g : [0, h] 7→ R,

y 7→
y − a2

b2 − a2

,

f.g : [0, l]× [0, h] 7→ R,

(x, y) 7→
(x− a1)(y − a2)

(b1 − a1)(b2 − a2)
.

En efecto, f y g son ambas funciones continuas, f.g(a1, a2) = 0 y f.g(b1, b2) = 1,
f.g ∈ A, luego A separa puntos. Por el teorema 2.1.6, A es denso en C([0, l] × [0, h],R)

8Una base en un espacio de Hilbert es un sistema ortonormal completo.
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con la métrica del supremo. Esto significa que para todo elemento f ∈ C([0, l]× [0, h],R),

existe una sucesión {fn}n∈N ⊆ A tal que fn
‖·‖∞−−−−→ f . Lógicamente esto implica que la

sucesión también converge en L2(Ω) pues:

‖fn − f‖2
L2 =

∫
[0,l]×[0,h]

|fn − f |2 dxdy ,

6
∫

[0,l]×[0,h]

‖fn − f‖2
∞ dxdy ,

6 ‖fn − f‖2
∞

∫
[0,l]×[0,h]

1 dxdy ,

6 ‖fn − f‖2
∞

∫
[0,l]×[0,h]

1 dxdy ,

6 ‖fn − f‖2
∞ lh −−−→n7→∞

0−

Luego A
L2(Ω)

= C(Ω,R) y C(Ω,R)
L2(Ω)

= L2(Ω). En particular A
L2(Ω)

= L2(Ω).

Sea:
B′ := {(sinµmx) (sin νny)}m,n∈N ⊆ L2(Ω).

Nótese que B′ es un conjunto ortogonal, en particular si a cada elemento lo dividimos por
su norma, nos queda un conjunto ortonormal en L2(Ω) que llamaremos simplemente B.
Nos gustaŕıa ver que span(B) es denso en A provisto de la norma de L2(Ω) y en ese caso
B seŕıa una base de este espacio de Hilbert. Como span(B) = span(B′) por comodidad
en la notación veremos que span(B′) es denso en A. Para probarlo, alcanza con ver que
cada elemento del conjunto generador de A:

{f(x)g(y) : f ∈ C([0, l]), g ∈ C([0, h])} ,

puede ser aproximado por elementos de span(B′).

Sabemos que existen {ak}k∈N, {bj}j∈N ⊆ R, tales que

SfM =
M∑
k=1

ak sinµk x
L2

−−−−→
M→∞

f

SgN =
N∑
k=1

bk sin νk y
L2

−−−→
N→∞

g .

Sea L un número natural, consideramos

SfL · S
g
L =

L∑
p,q=1

apbq (sinµp x) (sin νq y) .

Afirmamos que SfL · S
g
L

L2

−−−→
L→∞

f.g.
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Observación 2.1.9. Podemos reescribir SfM de la siguiente forma

SfM =
M∑
k=1

ak ‖sinµk x‖L2((0,l))

sinµk x

‖sinµk x‖L2((0,l))

,

donde el interés de esta escritura es que la base utilizada es ortonormal. Luego:∥∥∥SfM∥∥∥2

L2((0,l))
=

M∑
k=1

∣∣∣ak ‖sinµk x‖L2((0,l))

∣∣∣2 , Usando que la base utilizada es ortonormal,

6 ‖f‖2
L2((0,l)) , Utilizando la desigualdad de Bessel.

Teniendo en cuenta esto último, se tiene que∥∥∥f.g − SfL · SgL∥∥∥
L2(Ω)

6
∥∥∥f.g − SfL.g∥∥∥

L2(Ω)
+
∥∥∥SfL.g − SfL.SgL∥∥∥

L2(Ω)
,

6
∥∥∥(f − SfL).g

∥∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥SfL.(g − SgL)

∥∥∥
L2(Ω)

,

6
∥∥∥f − SfL∥∥∥

L2((0,l))
‖g‖L2((0,h)) +

∥∥∥SfL∥∥∥
L2((0,l))

. ‖g − SgL‖L2((0,h)) ,

6
∥∥∥f − SfL∥∥∥

L2((0,l)︸ ︷︷ ︸
−→0

‖g‖L2(0,h) + ‖f‖L2((0,l)) . ‖g − S
g
L‖L2((0,h)))︸ ︷︷ ︸
−→0

.

Como SfL · S
g
L son elementos de span(B′) = span(B) esto demuestra que span(B) es

denso en A y por lo tanto en L2(Ω), lo cual termina de justificar por qué B es una base
de L2(Ω).

Supongamos que existe una autofunción no trivial Φ ∈ C1(Ω)∩C(Ω) ⊆ L2(Ω) distinta
de las mencionadas en (2.33). Luego, como B es base de L2(Ω), se tiene que existen
{dj1,j2}j1,j2 ⊆ R tales que:

Φ =
∞∑

j1,j2=1

dj1,j2(sinµj1 x)(sin νj2 y). (2.34)

Notemos que:
dj1,j2 = 〈Φ, (sinµj1 x)(sin νj2 y)〉 = 0, (2.35)

puesto que según los resultados de la sección anterior, autofunciones asociadas con dis-
tintos autovalores son ortogonales en L2(Ω), lo cual implica que Φ ≡ 0 contradiciendo el
hecho de que la solución era no trivial.

2.2. Isometŕıas

Consideremos la siguiente

Definición 2.2.1 (Isometŕıa). Una transformación h : Rn → Rn se llama isometŕıa o
movimiento ŕıgido si para cualquiera dos puntos x, y ∈ Rn ocurre que

‖f(x)− f(y)‖2 = ‖x− y‖2 . (2.36)
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(a) u(x, y) =
(
sin 1

2x
) (

sin 1
2y
)

(b) u(x, y) =
(
sin 1

2x
)

(sin y)

(c) u(x, y) = (sinx)
(
sin 1

2y
)

(d) u(x, y) = (sinx) (sin y)

(e) u(x, y) =
(
sin 3

2x
) (

sin 1
2y
)

(f) u(x, y) =
(
sin 1

2x
) (

sin 3
2y
)

Figura 2.1: Primeras 6 autofunciones en [0, 2π]× [0, 2π].
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Ejemplo (Traslación). Fijado u ∈ Rn, definimos tu(v) = v+u. Se verifica inmediatamente
que ‖tu(v)− tu(w)‖ = ‖v − w‖.

Definición 2.2.2. Dados conjuntos A,B ⊆ Rn, decimos que son isométricos o congruen-
tes si existe una isometŕıa h : Rn → Rn tal que h(A) = B.

Notación. A ∼ B .

Observación. ∼ es una relación de equivalencia.

Lema 2.2.1. Una isometŕıa se escribe de forma única como la composición t ◦ k donde
t es una traslación y k es una isometŕıa que fija al 0.

Demostración. Sea h : Rn → Rn una isometŕıa. Si h = tw ◦ k, donde tw es la traslación
por un vector w y k es una isometŕıa que fija al 0, se tiene que para todo v ∈ Rn ocurre
h(v) = tw(k(v)) = k(v) + w. Si v = 0, entonces tenemos que h(0) = w, por lo que w
está determinado por h. Luego k(v) = h(v) − w = h(v) − h(0), entonces k también está
determinado por h y es una isometŕıa. Del mismo modo, si h es una isometŕıa, definimos
t(v) = v+h(0) y k(v) = h(v)−h(0), luego t es una traslación, k es una isometŕıa que fija
al 0, y h(v) = h(0) + k(v) = tw ◦ k, donde w = h(0).

Lema 2.2.2. Para una función h : Rn → Rn son equivalentes:

(i) h es una isometŕıa y h(0) = 0,

(ii) 〈h(x), h(y)〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ Rn.

Demostración. Recordemos que
‖v‖2 = 〈v, v〉.

Supongamos que h satisface (1). Luego para cualquier par de vectores v y w en Rn,

‖h(v)− h(w)‖ = ‖v − w‖ . (2.37)

Tomando v = 0, obtenemos ‖h(v)‖ = ‖v‖ para todo v ∈ Rn. Elevando ambos términos
al cuadrado y escribiendo en términos de productos internos se tiene

〈(h(v)− h(w)) , (h(v)− h(w))〉 = 〈(v − w) , (v − w)〉. (2.38)

Distribuyendo,

〈h(v), h(v)〉 − 2〈h(v), h(w)〉+ 〈h(w), h(w)〉 = 〈v, v〉 − 2〈v, w〉+ 〈w,w〉. (2.39)

Observemos que 〈h(v), h(v)〉 = ‖h(v)‖2 = ‖v‖2 = 〈v, v〉 y análogamente 〈w,w〉 =
〈h(w), h(w)〉. Cancelando los términos en (2.39) obtenemos que−2〈h(v), h(w)〉 = −2〈v, w〉
por lo que 〈h(v), h(w)〉 = 〈v, w〉.

Supongamos que h satisface (2), luego

〈h(v), h(w)〉 = 〈v, w〉, (2.40)
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para todos los v y w ∈ Rn. Por lo tanto

‖h(v)− h(w)‖2 = 〈(h(v)− h(w)) , (h(v)− h(w))〉,
= 〈h(v), h(v)〉 − 2〈h(v), h(w)〉+ 〈h(w), h(w)〉,
= 〈v, v〉 − 2〈v, w〉+ 〈w,w〉,
= 〈(v − w) , (v − w)〉,
= ‖v − w‖2 ,

por lo que ‖h(v)− h(w)‖ = ‖v − w‖ y h es una isometŕıa.

Corolario 2.2.1. La única isometŕıa que fija el origen y la base canónica de Rn es la
identidad.

Demostración. Sea h : Rn → Rn una isometŕıa que satisface

h(0) = 0, h(e1) = e1, . . . , h(en) = en.

El lema 2.2.2 afirma que
〈h(v), h(w)〉 = 〈v, w〉,

para todo par de vectores v, w ∈ Rn. En particular si consideramos un vector v ∈ Rn, y
tomamos por w a los vectores de la base canónica e1, e2, . . . , en, se tiene que

〈h(v), h(ei)〉 = 〈v, ei〉,

y como h(ei) = ei,
〈h(v), ei〉 = 〈v, ei〉.

En particular observamos que

h(v) =
n∑
i=1

〈h(v), ei〉ei =
n∑
i=1

〈v, ei〉ei = v.

Como h(v) = v y v era arbitrario, se tiene que h es la identidad.

Definición 2.2.3. Sea U ∈ GLn(R), decimos que es ortogonal si cumple U−1 = U t.

Observación. Las matrices ortogonales forman un subgrupo multiplicativo de GLn(R) y
lo notaremos On.

Lema 2.2.3. Si A ∈ On, la transformación hA : Rn → Rn definida como

hA(v) = Av ,

es una isometŕıa que fija el origen.

Demostración. Que hA(0) = 0 es claro. Para mostrar que hA es una isometŕıa, por el lema
2.2.2 alcanza con ver que

〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉 ,
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para todo v, w ∈ Rn. Puesto que vale para cualquier A ∈ Rn× n y v, w ∈ Rn que

〈v, Aw〉 = 〈Atv, w〉 ,

tomando v = Aw se tiene,

〈Av,Aw〉 = 〈At(Av), w〉 = 〈(AtA)v, w〉 = 〈v, w〉 ,

en donde utilizamos que At = A−1.

Observación 2.2.1. En particular sabemos que si U ∈ On, v, w ∈ Rn:

〈v, w〉 = 0⇒ 〈Uv, Uw〉 = 0 . (2.41)

Lema 2.2.4. Dada A ∈ Rn×n satisface (2.41) si y sólo existen c ∈ R, U ∈ On tal que
A = cU .

Demostración. Si A = cA′ donde A es ortogonal, entonces

〈Av,Aw〉 = c2〈A′v, A′w〉 = c2〈v, w〉,

por lo que si 〈v, w〉 = 0, ocurre que 〈Av,Aw〉 = 0.

Rećıprocamente, si A ∈ Rn×n satisface (2.41), como e1, . . . , en son ortogonales, se tiene
que Ae1, . . . , Aen también lo son, por lo que las columnas de A son ortogonales. Veamos
que tienen la misma longitud. Notar que ei+ej ⊥ ei−ej si i 6= j, como la matriz preserva
ortogonalidad y por linealidad se tiene que Aei +Aej ⊥ Aei −Aej, en particular se tiene
que

0 = 〈(Aei + Aej) , (Aei − Aej) = ‖Aei‖2 − ‖Aej‖2 ,

de donde obtenemos
‖Aei‖ = ‖Aej‖ .

Luego, todas las columnas de A tienen la misma norma, la llamamos c. Si c = 0,
luego A = 0 = cIn. Si c 6= 0, entonces la matriz (1/c)A tiene una base ortonormal en
sus columnas, por lo que es una matriz ortogonal. Luego A = c ((1/c)A) es un múltiplo
escalar de una matriz ortogonal.

Lema 2.2.5. Toda isometŕıa h : Rn → Rn que fija el origen tiene la forma h(v) = Uv
para alguna matriz U ∈ On. En particular h es lineal e inversible.

Demostración. Por el lema (2.2.2) se tiene

〈h(v), h(w)〉 = 〈v, w〉 ,

para todo v, w ∈ Rn. En particular si v = ei, w = ej, se tiene que

〈h(ei), h(ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δi,j.

Es decir que los vectores h(e1), . . . , h(en) son vectores ortogonales de norma 1.

Sea A ∈ Rn la matriz que tiene al vector h(ei) en la i-ésima columna. Como sus
columnas son vectores unitarios ortogonales, se tiene que AtA = AAt = Idn. Por lo tanto,
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su transformación lineal asociada es una isometŕıa en Rn y además, por construcción
se tiene que A(ei) = h(ei) para todo i. Más aún, sabemos que A es inversible. Ahora
consideramos la isometŕıa A−1 ◦ h. Sabemos que fija 0 y que fija la base canónica. Por
el corolario (2.2.1) se tiene que A−1 ◦ h = Idn, y por unicidad tiene que ocurrir que
h(v) = Av.

Teorema 2.2.1. Dada U ∈ On y w ∈ Rn la función hU,w : Rn → Rn dada por:

hU,w(v) = w + Uv ,

es una isometŕıa. En particular, toda isometŕıa en Rn tiene esta forma con únicos U y w.

Demostración. Es claro que hU,w(v) = w+Uv es una isometŕıa, pues es una composición
de una traslación y una transformación ortogonal las cuales son isometŕıas.

Para ver que cualquier isometŕıa de Rn tiene la forma hA,w para algún par (A,w),
consideremos una isometŕıa h : Rn → Rn. Por el lema (2.2.1) se tiene que h(v) = k(v) +
h(0) donde k es una isometŕıa en Rn que fija al 0. Por el lema (2.2.5), existe A ∈ On tal
que k(v) = Av para todo v ∈ Rn, luego

h(v) = Av + h(0) = hA,w(v),

donde w = h(0). Por último, si hA,w = hA′,w′ , evaluando en 0, obtenemos que w = h(0) =
w′. Luego, Av + w = A′v + w, de donde obtenemos que A = A′.

2.3. Conjuntos isométricos y espectro

Tras haber introducido el concepto de espectro, nos preguntamos qué grado de relación
existe entre Ω y σ(Ω). Por ejemplo, cómo dependen los autovalores de la geometŕıa del
dominio. Este es el objeto del área denominada geometŕıa espectral.

Nuestro primer objetivo es ver cómo se comporta el laplaciano con las isometŕıas y
por lo tanto ver cómo se comporta el espectro frente a isometŕıas.

Lema 2.3.1. Sean Ω1,Ω2 ⊆ Rn abiertos, f ∈ C2(Ω2) y una isometŕıa h : Rn → Rn donde
h(Ω1) = Ω2. Luego

∆(f ◦ h) = (∆f) ◦ h.

Antes de realizar la demostración de este lema, notamos que dada g una función
cont́ınua en D, se tiene que g ≡ 0 en D si y sólo si, para toda ϕ ∈ C1

0(D) tenemos que:∫
D

gϕ dV = 0.

Si no fuera aśı, consideramos P tal que g(P ) 6= 0, por ejemplo g(P ) > 0, y por lo tanto,
g > 0 en una bola suficientemente pequeña Bε centrada en P . En ese caso, consideramos
ϕP ∈ C∞0 (Bε) positiva por lo que gϕP > 0 para todo punto en supp(ϕP ), luego 0 =∫
D
gϕP dV =

∫
supp(ϕP )

gϕP dV > 0 obteniendo una contradicción.
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Demostración. Puesto que queremos ver ∆(f ◦ h) = (∆f) ◦ h, por la observación basta
con ver: ∫

Ω1

∆(f ◦ h)ϕdV =

∫
Ω1

[(∆f) ◦ h]ϕdV. (2.42)

Observación 2.3.1. Recordemos que gracias al lema 2.2.1 tenemos que existe un punto
v ∈ Rn y una matriz U ∈ On tal que h(x) = v + Ux, por lo que la matriz jacobiana de h,
Dh(x1, . . . , xn) es U. Además, detDh = ±1.

Desarrollando el lado izquierdo de (2.42) y utilizando una de las identidades de Green
tenemos: ∫

Ω1

∆(f ◦ h)ϕdV = −
∫

Ω1

∇(f ◦ h) · ∇ϕdV ,

= −
∫

Ω1

[((∇f) ◦ h)U ] · ∇ϕdV ,

donde en la última igualdad utilizamos la regla de la cadena y la observación 2.3.1 para
afirmar que ∇(f ◦ h) = ((∇f) ◦ h) ·Dh = ((∇f) ◦ h) · U . Además, utilizando el teorema
de cambio de variable para la isometŕıa h vemos que:

−
∫

Ω1

[((∇f) ◦ h)U ] · ∇ϕdV = −
∫

Ω2

[
((∇f) ◦ h ◦ h−1)U

]
·
(
(∇ϕ) ◦ (h−1)

)
|det Dh−1| dV,

= −
∫

Ω2

[(∇f)U ] ·
(
(∇ϕ) ◦ (h−1)

)
|det Dh−1| dV,

= −
∫

Ω2

[(∇f)U ] ·
(
(∇ϕ) ◦ (h−1)

)
dV,

donde utilizamos que |det Dh−1| = 1 por ser h−1 una isometŕıa.

Desarrollando el lado derecho de (2.42) se obtiene que:∫
Ω1

[(∆f) ◦ h]ϕdV =

∫
Ω2

[(∆f) ◦ h ◦ h−1](ϕ ◦ h−1) |det Dh−1| dV,

=

∫
Ω2

[(∆f)] · (ϕ ◦ h−1) dV,

= −
∫

Ω2

(∇f) · ∇(ϕ ◦ h−1) dV,

= −
∫

Ω2

(∇f) ·
[(

(∇ϕ) ◦ (h−1)
)
U−1

]
dV,

= −
∫

Ω2

(∇f) ·
[(

(∇ϕ) ◦ (h−1)
)
U t
]
dV.

donde nuevamente utilizamos las identidades de Green y el teorema de cambio de variables.
Ademas, utilizamos el hecho que si h(x) = v + Ux, su inverso h−1(x) es U−1v + U−1x,
luego su matriz diferencial es U−1 que también es U t por ser U ortogonal.

Hemos visto que (2.42) es equivalente a probar:∫
Ω2

[(∇f)U ] ·
(
(∇ϕ) ◦ (h−1)

)
dV =

∫
Ω2

(∇f) ·
[(

(∇ϕ) ◦ (h−1)
)
U t
]
dV,
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CAPÍTULO 2. Preliminares

pero esto es cierto puesto que para cualquier matriz A ∈ Rn×n y vectores v, w ∈ Rn ocurre
que:

〈(vA), w〉 = (vA)wt = v(Awt) = v(wAt)t = 〈v, (wAt)〉.
Tomando v = ∇f , A = U , w = ((∇ϕ) ◦ (h−1)) se obtiene el resultado deseado.

Lema 2.3.2. Dos conjuntos isométricos tienen el mismo espectro.

Demostración. Nuestra intención aqúı será ver que los dominios isométricos tienen esen-
cialmente el mismo conjunto de soluciones, desplazadas v́ıa la isometŕıa de un dominio en
el otro.

Esto también implica que la multiplicidad de los autovalores es la misma. De otro
modo, si alguno de los dominios tiene para un determinado autovalor una mayor mul-
tiplicidad, se puede trasladar al otro dominio el conjunto linealmente independiente de
autofunciones llegando a una contradicción.

Sean Ω1,Ω2 ⊆ R2, tales que Ω1 ∼ Ω2. Sea SolΩ el conjunto de soluciones del problema
ya conocido por nosotros:{−∆u(x) = λu(x) si x ∈ Ω,

u(x) = 0 si x ∈ ∂Ω.

(2.43)

(2.44)

Sea h : Rn → Rn, definimos:

SolΩ(h) = {u ◦ h | u ∈ SolΩ} .

Recordemos entonces que nuestra intención es demostrar SolΩ2(h) = SolΩ1 . Como
dijimos antes, Ω1 ∼ Ω2 existe h : Rn → Rn isometŕıa tal que h(Ω1) = Ω2. Consideremos
una u ∈ SolΩ2 , veamos que u ◦ h ∈ SolΩ1 . Verifiquemos primero (2.43).

−∆(u ◦ h)(x) = −(∆u)(h(x)),

= λu(h(x)),

= λ(u ◦ h)(x),

donde utilizamos el lema 2.3.1 en la primera identidad.

Para ver que (u◦h) se anula en el borde del dominio, procedemos de la siguiente forma:
como h es un homeomorfismo, ∂Ω2 = h(∂Ω1) y ∂Ω1 = h−1(∂Ω2), entonces si x ∈ ∂Ω1,
existe algún punto y ∈ ∂Ω2, tal que h−1(y) = x. Luego, (u ◦ h)(x) = (u ◦ h)(h−1(y)) =
u(y) = 0 pues u ∈ SolΩ2 , y ∈ ∂Ω2, lo cual prueba la condición (2.44).

Hemos visto entonces que SolΩ2(h) ⊆ SolΩ1 . Para ver SolΩ1 ⊆ SolΩ2(h), consideramos
ũ ∈ SolΩ1 . De manera análoga a la demostración de la primera inclusión, se tiene que
(ũ ◦ h−1) ∈ SolΩ2 . Luego ũ = (ũ ◦ h−1) ◦ h ∈ SolΩ2(h).

2.3.1. La pregunta de Kac

Diremos que dos conjuntos que tienen el mismo espectro son isoespectrales. De esa
forma, lo que afirma en particular el lema 2.3.2 es que dados A,B ⊆ R2 se tiene:

A ∼ B ⇒ σ(A) = σ(B) .
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Luego si N denota la colección de dominios acotados con frontera suave a trozos en R2

yM := N�∼ es la colección de clases de equivalencia de dominios en el plano congruentes
según un movimiento ŕıgido, queda bien definida la siguiente aplicación:

Υ :M−→ RN ,
Ω −→ σ(Ω) = (λ1, λ2, ..., λk, ...),

(2.45)

que a cada dominio le asigna el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet ho-
mogéneas.

Luego, desde el punto de vista matemático, la pregunta a la que se refiere Marc Kac
en [Kac66] es si la asignación Υ es inyectiva.

2.3.2. Algunos resultados espectrales

Puesto que no existe una expresión global para el espectro calculado sobre una región
arbitraria, determinar si Υ o una restricción de ella a una subcolección de dominios,
es inyectiva, requiere cierto conocimiento de aquellas propiedades geométricas que sólo
dependen del espectro. Las llamamos invariantes espectrales.

En ese sentido, un resultado clásico es el siguiente:

Lema 2.3.3 (Fórmula de Weyl). Sea Ω ⊆ Rn definimos

N(λ) = #{n | λn 6 λ},

la cantidad de autovalores Dirichlet de Ω (contados con multiplicidad) menores o iguales
a λ. Entonces:

ĺım
λ→∞

N(λ)

λn/2
= (2π)−n ωn Vol(Ω),

donde ωn es el volumen de la bola unitaria en Rn y Vol(Ω) la medida de Ω.

Para una demostración de este hecho puede consultarse [Wey11], [Wey12]. En [Str08]
puede verse la demostración para R2 y R3 aśı como también algunos ejemplos.

Del lema (2.3.3) deducimos que fijado el espectro, y la dimensión del espacio, podemos
calcular la medida de Ω. En particular, dos dominios isoespectrales del plano, tienen que
tener necesariamente la misma área.

Notación. Notaremos por λk(Ω) al k-ésimo autovalor Dirichlet calculado en la región Ω.

Otro resultado clásico donde podemos notar la relación que existe entre la forma de
un dominio y el cálculo de sus autovalores es el siguiente

Teorema 2.3.1 (Desigualdad de Rayleigh-Faber-Krahn). Sea Ω ⊆ Rn un dominio y sea
B la bola centrada en el origen con Vol(B) = Vol(Ω). Luego, λ1(Ω) > λ1(B). Más en
general, la igualdad es cierta si y sólo si Ω ∼ B c.t.p.

Esta desigualdad nos permite llegar al primer resultado de la caracterización de una
clase de conjuntos según su espectro.
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Notación. Sea x ∈ Rn, R ∈ R. BR(x) = {y | ‖x− y‖2 < R}.

Corolario 2.3.1. Sea Ω ⊆ Rn abierto acotado, R ∈ R>0 y BR(0) ⊆ Rn tal que σ(Ω) =
σ(BR). Luego Ω ∼ BR.

Demostración. Dado que σ(Ω) = σ(BR), por el lema 2.3.3, se tiene Vol(Ω) = Vol(BR).
En particular, R está uńıvocamente determinado. Por otro lado, como σ(Ω) = σ(BR),
obtenemos que λ1(Ω) = λ1(BR), y debido al teorema 2.3.1, ocurre que Ω ∼ BR c.t.p.

Esto significa que si un dominio arbitrario en Rn, tiene el mismo espectro que una
bola, entonces, es una bola a menos de un movimiento ŕıgido del plano.
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Caṕıtulo 3

La traza del calor

Entre las herramientas más importantes para determinar la relación entre la geometŕıa
de Ω y su espectro σ(Ω) encontramos a las trazas. ¿Qué es la traza de un operador en
este contexto? Esencialmente es una generalización a espacios de Hilbert, del concepto de
traza de una matriz en espacios de dimensión finita. En esta ocasión para el problema
espectral del Laplaciano trabajaremos con la traza del operador solución de la ecuación
de calor a la que llamaremos simplemente traza del calor.

Definición 3.0.1. Un operador lineal acotado A definido sobre un espacio de Hilbert
separable H se llama de clase de traza o de traza finita si para alguna base ortonormal
{ek}k de H la suma de términos positivos:

‖A‖1 = tr |A| :=
∑
k

〈(A∗A)1/2 ek, ek〉 ,

es finita.

En ese caso la suma:
tr A :=

∑
k

〈Aek, ek〉 ,

es absolutamente convergente y es independiente de la elección de la base ortonormal.
Este valor se denomina traza de A. En [Sim79] pueden encontrarse las demostraciones de
estas propiedades aśı como el marco general sobre teoŕıa de trazas.

Por ejemplo, si H tiene dimensión finita entonces, cualquier operador definido sobre
él es acotado y es de traza finita. Más aún, en ese caso la misma coincide con la traza de
una matriz que represente al operador en una base dada.

Cuando hablamos de la traza del calor, podemos decir que su utilidad para proveer
una conexión entre la geometŕıa del dominio y su espectro reside en que la misma puede
calcularse directamente desde el espectro, o bien, por integración del núcleo del calor
sobre el dominio. Adicionalmente, la misma tiene una estimación asintótica para regiones
poligonales que es de gran interés para obtener resultados en estos dominios.

El núcleo de la ecuación del calor, es un objeto que nos permite encontrar soluciones
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a la ecuación del calor, recordemos que la misma es
∂u

∂t
−∆u = 0 si x ∈ Ω y t ∈ R>0 ,

u(0, x) = f(x) si x ∈ Ω ,

u(t, x) = 0 si x ∈ ∂Ω ,

(3.1)

(3.2)

(3.3)

donde f(x) representa la temperatura inicial para cada punto x y u(x, t) es la función que
nos dice la evolución de la temperatura a tiempo t para el punto x.

Sea {uk} una base de L2(Ω) formada por autofunciones del Laplaciano con condiciones
Dirichlet homogéneas. Para cada k ∈ N, notamos por −λk al autovalor asociado a uk

1 .
Consideramos entonces e−tλkuk la cual podemos verificar fácilmente que es solución de las
ecuaciones (3.1) y (3.3) . Como {uk}k∈N es una base de L2(Ω), se tiene que existen coefi-
cientes {ak}k∈N tales que f =

∑∞
k=1 akuk, más aún ak =

∫
Ω
uk(x)f(x)dx, luego podemos

escribir la solución a la ecuación del calor de la siguiente forma:

u(t, x) =
∞∑
k=1

ake
−tλkuk(x),

=

∫
Ω

∞∑
k=1

e−tλkuk(x)uk(y)f(y)dy.

La función H(t, x, y) =
∑∞

k=1 e
−tλkuk(x)uk(y) es llamada el núcleo del calor.

Supongamos que t ∈ R>0 está fijo. Podemos definir un operador solución:

et∆ : L2(Ω)→ L2(Ω) ,

f →

∫
Ω

∞∑
k=1

e−tλkuk(x)uk(y)f(y)dy .

En particular, podemos tratar de calcular la traza del calor es decir, la traza de este
operador:

h(t) = Tr et∆ , (3.4)

=
∞∑
k=1

〈et∆uk, uk〉 ,

=
∞∑
k=1

∫
Ω

(
et∆uk

)
(x) uk(x)dx ,

=
∞∑
k=1

∫
Ω

∫
Ω

∞∑
j=1

e−tλjuj(x)uj(y) uk(y) dy

uk(x)dx ,

=
∞∑
k=1

∫
Ω

e−tλkuk(x) uk(x)dx ,

1El signo menos es para que λk sea positivo
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=
∞∑
k=1

e−tλk

∫
Ω

uk(x) uk(x)dx ,

=
∞∑
k=1

e−tλk .

Además, ∫
Ω

H(t, x, x) dx =

∫
Ω

∞∑
k=1

e−tλkuk(x)uk(x)dx ,

=
∞∑
k=1

∫
Ω

e−tλkuk(x)uk(x)dx ,

= h(t) ,

(3.5)

donde en la primera identidad se intercambian la serie con la integral debido al teorema
de convergencia monótona notando que la serie es de términos positivos, por lo tanto la
sucesión generada por las sumas parciales es creciente. La tercera identidad ya la hab́ıamos
mostrado en la ecuación (3.4).

Estas dos deducciones nos proporcionan información muy útil respecto al problema
de nuestro interés. La ecuación (3.4) nos dice que el cálculo de la traza de calor sólo
depende del espectro del Laplaciano (por lo tanto es un invariante espectral). Mientras
que la ecuación (3.5) nos dice que podemos obtener la traza integrando el núcleo del calor
en Ω.

3.1. Estimaciones asintóticas de la traza del calor

Ha sido de gran interés el estudio de formas alternativas de representación de la traza
de calor y la influencia que la frontera del dominio tiene en la misma. De hecho se sabe que
si Ω ⊆ R2 es un dominio con frontera suave, o más en general una variedad Riemanniana
de dimensión 2 compacta, y t↘ 0 [MR15]:

Tr et∆ ∼
∞∑
j=0

ajt
−1+ j

2 . (3.6)

Cada coeficiente aj se obtene como suma de dos integrales: una integral sobre Ω de algún
polinomio sobre la curvatura Gaussiana K y sus derivadas covariantes, y una integral
sobre la frontera ∂Ω de otro polinomio sobre la curvatura geodésica κ y sus derivadas.
Las fórmulas para estos polinomios puede ser complicadas o bien desconocidas, aunque
se sabe que los primeros coeficientes son:

a0 =
1

4π

∫
Ω

1dA =
1

4π
|Ω|, a1 = − 1

8
√
π

∫
∂Ω

1ds = − 1

8
√
π
|∂Ω|, (3.7)

y

a2 =
1

12π

(∫
Ω

K dA+

∫
∂Ω

κ ds

)
, (3.8)
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donde | · | significa área del dominio o longitud de su frontera según corresponda.

Casi el mismo resultado se tiene si la frontera de Ω es suave a trozos. Para ser más
preciso, supongamos que ∂Ω es una unión finita de n curvas suaves, βi : [0, 1] → R2 con
i = 1, . . . , n − 1 donde βi(1) = βi+1(0) es decir que βi une con βi+1 (los ı́ndices deben
ser tomados mod n) en el vértice vi con ángulo interior γi ∈ (0, 2π). En este caso, las
expresiones para a0 y a1 siguen iguales, pero:

a2 =
1

12π

(∫
Ω

K dA+
n−1∑
j=0

∫
γj

κ ds

)
+

n−1∑
j=0

π2 − γ2
j

24πγj
, (3.9)

Que el término a2 teńıa una expresión que depend́ıa de los vértices era un hecho al que
se haćıa referencia en [Kac66], aunque la expresión que aqúı presentamos puede verse en
[Che83]. Un caso particular es el siguiente

Teorema 3.1.1. Sea Ω ⊆ R2 un dominio con frontera poligonal, con n vértices y ángulos
γi para i = 0, · · · , n− 1. Sea h(t) la traza del calor, definida en (3.4). Si t→ 0:

h(t) =
|Ω|
4πt
− |∂Ω|

8
√
πt

+
1

24

n−1∑
j=0

(
π

γj
− γj
π

)
+O

(
e−

c
t

)
, (3.10)

para una cierta constante c > 0 que sólo depende del dominio.

Observación 3.1.1. Dadas f, g : R → R decimos que f ∈ O(g(x)) cuando x tiende a
cero, si existen M > 0 y x0 > 0, tal que si |x| 6 x0 entonces |f(x)| 6M |g(x)|.

Idea de demostración. La demostración de este teorema excede los alcances de este
trabajo. La misma requiere de la prueba de múltiples cotas técnicas, que pueden verse en
detalle en [BS88].

No obstante, podemos mencionar que la misma se basa en aproximar el núcleo del
calor sobre los puntos del espacio ubicados en la diagonal, puesto que en vistas de la
ecuación (3.5) la traza del calor a tiempo t es exactamente

∫
Ω
H(x, x, t) dx.

Por lo tanto, trataremos de estimar correctamente H(x, x, t) según la región de Ω que
estemos observando:

(i) En la región cercana a un vértice se puede emplear la estimación conocida para el
cono.

(ii) En la región cercana a la frontera pero lejana de los vértices se puede utilizar la
estimación conocida para el semiplano.

(iii) En la región alejada de la frontera se puede utilizar la estimación conocida para el
plano.

Asumiendo la notación anterior, una definición de estos conjuntos es:

Bi(R) = {x ∈ Ω | d(x, vi) < R} ,
C(δ, R) = {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) < δ, x 6∈ ∪i Bi(R)} ,
D(δ, R) = {x ∈ Ω | x 6∈ C(δ, R), x 6∈ ∪i Bi(R)} ,

(3.11)
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3.1. Estimaciones asintóticas de la traza del calor

Figura 3.1: La figura muestra los distintos conjuntos propuestos para estimar el núcleo
del calor. En las secciones amarillas se utiliza la estimación para conos. En las secciones
azules mediante la estimación para semiplanos. En la superficie punteada se utiliza la
estimación para planos.

donde las constantes R y δ son las necesarias para que las estimaciones funcionen. Una
ilustración de estos conjuntos se puede ver en la figura 3.1.

En efecto, supongamos que Ω tiene frontera poligonal, y que tiene vértices P0, . . . , Pn−1,
con ángulos interiores γ0, . . . , γn−1. Por otro lado, consideramos Wi el cono que resulta
de fijar el vértice Pi y considerar la extensión en forma de semi-recta de los segmentos
adyacentes Pi−1Pi, PiPi+1 (donde los sub́ındices deben ser tomados módulo n). Wi es el
cono de ángulo γi, centrado en Pi.

Notación. Antes de proseguir, recordamos que exp(z) := ez. Usaremos indistintamente
ambas notaciones según sea conveniente, con la única ventaja de que la notación exp
permite leer más claramente el exponente.

De ahora en más,

γ = mı́n γi ,

R =
1

2
sup

{
y | Bi(y) ∩Bj(y) = ∅ para todo i 6= j,

n−1⋃
k=0

Bk(y) ⊆ Ω

}
.

(3.12)

Luego, podemos considerar Hγi(x, x, t) el núcleo del calor para la región Wi evaluado
en su diagonal, que podemos integrarlo en la bola Bi(R) ⊆ Wi, dando lugar a:

hγi(t;R) =

∫
Bi(R)

Hγi(x, x, t) dx . (3.13)

En efecto, según [BS88, Teorema 2], para hγi como en (3.13) se tiene que si t > 0

hγi(t;R) =
γiR

8πt
− R2

2πt

1∫
0

e−R
2y2/t(1− y2)

1
2 dy +

π2 − γ2
i

24πγi
+ Aγi(t) , (3.14)
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CAPÍTULO 3. La traza del calor

donde de acuerdo a [BS88, Corolario 3] se tiene que:

|Aγi(t)| 6


γi
8π
e−R

2/t, si 1
2
π < γi 6 2π ,

3π2

64γ2
i
e−(R sin γi)

2/t, si 0 < γi 6 1
2
π.

(3.15)

Por otro lado, en [BS88, Lema 6] se demuestra que, si x ∈ Bi(R):

|HΩ(x, x, t)−Hγi(x, x, t)| 6
1

πt
exp

(
−R

2

2t

)
. (3.16)

De acuerdo a [BS88, Lema 7], si x ∈ C(1
2
R sin 1

2
γ,R) se obtiene∣∣∣∣∣HΩ(x, x, t)−

1

4πt

(
1− exp

(
−d(x, ∂Ω)2/t

))∣∣∣∣∣ 6 1

πt
exp

(
−
R2 sin2(γ/2)

8t

)
, (3.17)

y de acuerdo a [BS88, Lema 5], si x ∈ D(1
2
R sin 1

2
γ,R)∣∣∣∣∣HΩ(x, x, t)−

1

4πt

∣∣∣∣∣ 6 1

πt
exp

(
−
R2 sin2(γ/2)

8t

)
. (3.18)

Notemos que:

Ω = D
(

1
2
R sin 1

2
γ,R

)
∪

(
n−1⋃
i=0

Bi(R)

)
∪ C

(
1
2
R sin 1

2
γ,R

)
. (3.19)

Luego, aplicando (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19):∣∣∣∣∣∣∣∣ h(t)−
∫

C( 1
2
R sin 1

2
γ,R)

1

4πt

(
1− e(−d(x,∂Ω)2/t)

)
dx−

∫
D( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

1

4πt
dx−

n−1∑
i=0

hγi(t;R)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

H(x, x, t) dx −
∫

C( 1
2
R sin 1

2
γ,R)

1

4πt

(
1− e(−d(x,∂Ω)2/t)

)
dx−

∫
D( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

1

4πt
dx−

n−1∑
i=0

hγi(t;R)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

C( 1
2
R sin 1

2
γ,R)

H(x, x, t)− 1

4πt

(
1− e(−d(x,∂Ω)2/t)

)
dx+

∫
D( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

H(x, x, t)− 1

4πt
dx

+
n−1∑
i=0

∫
Bi

H(x, x, t)−Hγi(x, x, t) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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6

∫
C( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣∣∣H(x, x, t)− 1

4πt

(
1− e(−d(x,∂Ω)2/t)

) ∣∣∣∣ dx+

∫
D( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣∣∣H(x, x, t)− 1

4πt

∣∣∣∣ dx
+

n−1∑
i=0

∫
Bi

|H(x, x, t)−Hγi(x, x, t)| dx,

6

∫
C( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣∣∣H(x, x, t)− 1

4πt

(
1− e(−d(x,∂Ω)2/t)

) ∣∣∣∣ dx+

∫
D( 1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣∣∣H(x, x, t)− 1

4πt

∣∣∣∣ dx
+

n−1∑
i=0

∫
Bi

|H(x, x, t)−Hγi(x, x, t)| dx,

6
∣∣C(1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣ 1

πt
e

(
−
R2 sin2(γ/2)

8t

)
+
∣∣D(1

2
R sin 1

2
γ,R)

∣∣ 1

πt
e

(
−
R2 sin2(γ/2)

8t

)

+
n−1∑
i=0

|Bi(R)| 1
πt
e−

R2

2t ,

6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t). (3.20)

Utilizando en (3.20) la expresión (3.14) y que (3.19) es una partición de Ω se obtiene:∣∣∣∣∣ h(t)− |Ω|
4πt

+
1

4πt

∫
C(

1
2
R sin

1
2
γ,R)

e−d
2(x,∂Ω)/t dx+

nR2

2πt

∫
1

0

e−R
2x2/t(1− x2)

1
2 dx

−
n−1∑
i=0

π2 − γ2
i

24πγi
−

n−1∑
i=0

Aγi(t)

∣∣∣∣∣ 6 |Ω|πt e−(R sin 1
2
γ)2/(8t). (3.21)

Lo cual implica∣∣∣∣∣ h(t)− |Ω|
4πt

+
1

4πt

∫
C(

1
2
R sin

1
2
γ,R)

e−d
2(x,∂Ω)/t dx+

nR2

2πt

∫
1

0

e−R
2x2/t(1− x2)

1
2 dx

−
n−1∑
i=0

π2 − γ2
i

24πγi

∣∣∣∣∣
6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)| . (3.22)

Calculando la integral∫
C(

1
2
R sin

1
2
γ,R)

e−d
2(x,∂Ω)/t dx =

|∂Ω|(πt)1/2

2
−
∫ ∞

1
2

(R sin γ
2

)

e−x
2/t|∂Ω| dx

− 2nR2

∫ 1
2

(sin
1
2
γ)

0

(1− x2)
1
2 e−R

2x2/t dx .

(3.23)
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Luego,∣∣∣∣∣ h(t)− |Ω|
4πt

+
|∂Ω|
8
√
πt
−

n−1∑
i=0

π2 − γ2
i

24πγi

∣∣∣∣∣
6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)|+
|∂Ω|
4πt

∫ ∞
1
2
R sin

1
2
γ

e−x
2/tdx

+
nR2

2πt

∫ 1

1
2

sin
1
2
γ

(1− x2)
1
2 e−R

2x2/t dx ,

6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)|+
|∂Ω|
4πt

∫ ∞
1
2
R sin

1
2
γ

x
1
2
R sin

1
2
γ
e−x

2/tdx

+
nR2

2πt

∫ 1

1
2

sin
1
2
γ

(1− x2)
1
2 e−R

2x2/t dx ,

6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)|+
|∂Ω|

4πR sin 1
2
γ
e−(R sin

1
2
γ)

2
/(4t)

+
nR2

2πt

∫ 1

1
2

sin
1
2
γ

(1− x2)
1
2 e−R

2x2/t dx ,

6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)|+
|∂Ω|

4πR sin 1
2
γ
e−(R sin

1
2
γ)

2
/(4t)

+
nR2

2πt
e−(R sin

1
2
γ)

2
/(4t) . (3.24)

En vistas de (3.15), si 1
2
π < γi < 2π:

|Aγi(t)| 6
γi
8π
e−R

2/t 6
2π

8π
e−R

2/t 6
1

4
e−R

2/t , (3.25)

y si γi 6 1
2
π:

|Aγi(t)| 6
3π2

64γ2
i

e−(R sin γi)
2/t 6

3π2

64γ2
e−(R sin γ)2/t , (3.26)

donde γ denota al menor de los n ángulos, según establecimos en (3.12).

Será de importancia recordar las siguientes propiedades:

Lema 3.1.1. Sea f(t) ∈ O
(
e−

c1
t

)
, g(t) ∈ O

(
e−

c2
t

)
, con c1, c2 > 0, cuando t tiende a

cero, entonces:

(i) fg ∈ O
(
e−

c1+c2
t

)
,

(ii) f + g ∈ O
(
e−

mı́n{c1,c2}
t

)
,

(iii) 1
t
f ∈ O

(
e−

c1
2t

)
,
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3.1. Estimaciones asintóticas de la traza del calor

(iv) 1√
t
f ∈ O

(
e−

c1
2t

)
.

Demostración. (i) Sea |f(t)| 6 C1e
− c1

t para t < t1 y |g(t)| 6 C2e
− c2

t para t < t2. Luego

|fg| 6 C1C2e
− c1

t e−
c2
t = C1C2e

− c1+c2
t , si t < mı́n{t1, t2}. Luego, fg ∈ O

(
e−

c1+c2
t

)
.

(ii) Sean f, g como en el ı́tem anterior. Si t < mı́n{t1, t2}:

|f + g| 6 |f |+ |g| 6 C1e
− c1

t + C2e
− c2

t 6 (C1 + C2)e−
mı́n{c1,c2}

t

Luego f + g ∈ O
(
e−

mı́n{c1,c2}
t

)
.

(iii) Con las definiciones del ı́tem anterior, tenemos que
∣∣1
t
f(t)

∣∣ 6 1
t
C1e

− c1
t = C1

(
1
t
e−

c1
2t

)
e−

c1
2t .

Si viéramos que 1
t
e−

c1
2t está acotado por un cierto B para t cerca de cero, entonces,∣∣1

t
f(t)

∣∣ 6 C1Be
− c1

2t . Para hacer eso, calculamos el limite de:

ĺım
t→0

1

t
e−

c
2t .

Utilizando la regla de L’Hôpital:

ĺım
t→0

1

t
e−

c
2t = ĺım

t→0

1
t

e
c
2t

,

= ĺım
t→0

− 1
t2

− c
2t2
e
c
2t

,

= ĺım
t→0

2

ce
c
2t

,

= 0,

por lo que efectivamente, fijado B > 0, existe δ > 0 tal que si t < δ, entonces∣∣1
t
e−

c
2t

∣∣ 6 B. Luego, si t < mı́n{δ, t1}, se tiene
∣∣1
t
f(t)

∣∣ 6 C1Be
− c1

2t .

(iv) Tomando t < 1, tenemos que 1√
t
6 1

t
. Luego, 1√

t
f(t) 6 1

t
f(t). Utilizando el ı́tem

anterior se ve que 1√
t
f(t) ∈ O

(
e−

c1
2t

)
.

Volviendo al problema original, nos interesa dar un orden de convergencia asintótico
para

∑n−1
i=0 |Aγi(t)|. En ese sentido, suponemos que la frontera de Ω tiene k ángulos in-

teriores menores o iguales a π/2 y n − k ángulos mayores a π/2. Luego, según (3.25) y
(3.26):

n−1∑
i=0

|Aγi(t)| 6 k
3π2

64γ2
e−(R sin γ)2/t +

n− k
4

e−R
2/t .

Si k = 0, entonces

n−1∑
i=0

|Aγi(t)| 6
n

4
e−R

2/t ,
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= O
(
e−R

2/t
)
,

= O
(
e−(R sin

1
2
γ)2/t

)
,

por ser R2 > (R sin 1
2
γ)2.

Si k > 1, entonces

n−1∑
i=0

|Aγi(t)| 6 k
3π2

64γ2
e−(R sin γ)2/t +

n− k
4

e−R
2/t ,

= O
(
e−R

2/t
)

+O
(
e−(R sin γ)2/t

)
,

= O
(
e−(R sin γ)2/t

)
,

= O
(
e−(R sin

1
2
γ)2/t

)
,

por ser γ 6 π
2

y en ese caso R2 > (R sin γ)2 >
(
R sin 1

2
γ
)2

.

Entonces, cualquiera sea el valor del ángulo menor del poĺıgono se tiene que:

n−1∑
i=0

|Aγi(t)| = O
(
e−(R sin

1
2
γ)2/t

)
. (3.27)

Luego, recordando (3.24), aplicando el lema (3.1.1) y la desigualdad (3.27)∣∣∣∣∣ h(t)− |Ω|
4πt

+
|∂Ω|
8
√
πt
−

n−1∑
i=0

π2 − γ2
i

24πγi

∣∣∣∣∣
6
|Ω|
πt
e−(R sin 1

2
γ)2/(8t) +

n−1∑
i=0

|Aγi(t)|+
|∂Ω|

4πR sin 1
2
γ
e−(R sin 1

2
γ)

2
/(4t)

+
nR2

2πt
e−(R sin 1

2
γ)

2
/(4t) ,

= O
(
e−(R sin 1

2
γ)2/(16t)

)
+O

(
e−(R sin 1

2
γ)2/t

)
+O

(
e−(R sin 1

2
γ)

2
/(4t)
)

+O
(
e−(R sin 1

2
γ)

2
/(8t)
)
,

= O
(
e−(R sin 1

2
γ)2/(16t)

)
.

Luego quedó probado que para un t pequeño:

h(t) =
|Ω|
4πt
− |∂Ω|

8
√
πt

+
n−1∑
i=0

π2 − γ2
i

24πγi
+O

(
e−(R sin 1

2
γ)2/(16t)

)
. (3.28)

�

3.2. Estimación asintótica de la traza del calor en el

rectángulo

En esta sección verificaremos la estimación del teorema (3.10) para el caso particular
de la traza del calor en un rectángulo.
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Las siguientes notas se basan en [Ver15], donde puede encontrarse esta demostración,
aśı como otras análogas para dominios tales como el triangulo equilátero y el triángulo
rectángulo isósceles.

La estrategia a desarrollar consistirá en expresar la traza en términos de algunas
de las funciones Theta de Jacobi (que presentaremos a continuación) las cuales tienen
propiedades asintóticas útiles para nuestro propósito.

Antes de probar el resultado, introduciremos algunas herramientas.

Teorema 3.2.1 (Fórmula de Sumación de Poisson). Sea f : Rn −→ R, tal que:

f(x) =
∫
Rn f̂(ω)e2πix·ωdω , f̂(ω) :=

∫
Rn f(x)e−2πix·ωdω ,

donde además, |f(x)| 6 A(1 + |x|)−n−δ y |f̂(y)| 6 A(1 + |y|)−n−δ para algún A, δ > 0.
Entonces: ∑

m∈Λ

f(x+m) =
∑
m∈Λ

f̂(m)e2πim·x , (3.29)

en particular si x = 0, ∑
m∈Λ

f(m) =
∑
m∈Λ

f̂(m). (3.30)

Aqúı Λ es el reticulado de enteros Zn.

Lema 3.2.1. Para las funciones Theta de Jacobi:

ϑ2(q) =
∑
k∈Z

q(k+ 1
2

)2

,

ϑ3(q) =
∑
k∈Z

qk
2

,

en particular si q = e−a con a > 0

ϑ2(q) =

√
π

a

∑
k∈Z

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)
=

√
π

a
+O

(
−π

2/2

a

)
, (3.31)

ϑ3(q) =

√
π

a

∑
k∈Z

exp

(
−π

2

a
k2

)
=

√
π

a
+O

(
−π

2/2

a

)
. (3.32)

Demostración. Vamos a mostrarlo para ϑ2. Definimos q = e−a y f(x) = exp
(
−a(x+ 1

2
)2
)
.

Esta función pertenece al espacio de Schwartz por ser una función Gaussiana reescalada
y trasladada, por lo que f(x) =

∫
Rn f̂(ω)e2πix·ωdω. La transformada de Fourier de esta

función es

f̂(ω) =

√
π

a
exp

(
−π

2

a
ω2

)
exp

(
2πi

1

2
ω

)
.

Esta función también pertenece al espacio de Schwartz, por lo que estamos en las condi-
ciones de aplicar la fórmula de la sumación de Poisson.

Luego,

∑
k∈Z

exp

(
−a
(
k +

1

2

)2
)

=
∑
k∈Z

√
π

a
exp

(
−π

2

a
k2

)
exp

(
2πi

1

2
k

)
,
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lo cual implica:

ϑ2(q) =

√
π

a

∑
k∈Z

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)
.

Veamos ahora el comportamiento asintótico. Puesto que:

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)
= (−1)(−k) exp

(
−π

2

a
(−k)2

)
,

se sigue que

ϑ2(q) =

√
π

a
+ 2

√
π

a

∞∑
k=1

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)
.

Luego, basta ver que∣∣∣∣∣2
√
π

a

∞∑
k=1

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)∣∣∣∣∣ 6 C exp−π
2/2

a
,

para algún C > 0, cuando a tiende a 0.

Usando la serie geométrica vemos que:∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=1

exp

(
−π

2

a
k2

)
,

6
∞∑
k=1

exp

(
−π

2

a
k

)
,

=
exp

(
−π2

a

)
1− exp

(
−π2

a

) .
Si a < π2

ln(2)
, se tiene que exp

(
−π2

a

)
< 1

2
y 1− exp

(
−π2

a

)
> 1

2
, por lo que:∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)∣∣∣∣∣ < 2 exp

(
−π

2

a

)
.

Para acotar
√

π
a
, usamos que 1√

a
6 1 + 1

a
6 e

1
a 6 e

π2

2a , implicando√
π

a
exp

(
−π

2

a

)
6
√
π exp

(
−π

2

a

)
exp

(
π2

2a

)
=
√
π exp

(
−π

2

2a

)
. (3.33)

Luego,∣∣∣∣∣2
√
π

a

∞∑
k=1

(−1)k exp

(
−π

2

a
k2

)∣∣∣∣∣ 6 2

√
π

a
· 2 exp

(
−π

2

a

)
6 4
√
π exp

(
−π

2

2a

)
.

La demostración para ϑ3 es análoga tanto para la primera igualdad de (3.32) como
para el comportamiento asintótico. Respecto de la primera identidad de (3.32) podemos
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mencionar que puede ser demostrada sin apelar a la fórmula de sumación de Poisson,
empleando ciertas relaciones y la ecuación del calor [Cou03]. En el citado art́ıculo se
exhibe que para probar

ϑ3(q) =

√
π

a

∑
k∈Z

exp

(
−π

2

a
k2

)
,

podemos considerarH ⊆ C el semiplano superior del plano complejo dado por los números
complejos con parte imaginaria positiva y la siguiente serie:

θ(z, τ) =
∑
k∈Z

exp
(
2πikz + πik2τ

)
, (3.34)

que converge localmente para z ∈ C y τ ∈ H, definiendo de esa forma una función
holomorfa en C×H.

Esta función satisface algunas relaciones:

θ(z + 1, τ) = θ(z, τ), (3.35)

y
θ(z + τ, τ) = exp (−2πiz − πiτ) θ(z, τ), (3.36)

que pueden verificarse directamente de la definición. Además, satisface la siguiente ecua-
ción de calor :

∂2θ

∂z2
= 4πi

∂θ

∂τ
. (3.37)

Si definimos Λ(τ) = Z + Zτ , el ret́ıculo generado por 1 y τ se sigue que fijado τ , la
función θ(·, τ) es la única función entera satisfaciendo (3.35) y (3.36) a menos de algún
múltiplo por un número complejo [Cou03, Teorema 1.1, Corolario 1.2]. Es decir, si f
satisface (3.35) y (3.36) entonces, existe c ∈ C tal que f(z) = c · θ(z, τ).

Luego, definimos la siguiente función que resulta ser entera:

ϑ(z) = exp
(
πiτz2

)
θ(τz, τ), (3.38)

la cual satisface ϑ(z + 1) = ϑ(z), y

ϑ(z − 1/τ) = exp (−2πiz + πi/τ)ϑ(z). (3.39)

Observando que si τ ∈ H, se tiene que τ̃ = − 1
τ
∈ H, podemos utilizar el corolario

mencionado en este caso y obtenemos que ϑ(z) = c(τ) · θ(z,−1/τ). Tomando τ = i y
z = 0, encontramos que c(i) = 1. Más en general, la ecuación de calor para θ nos permite
obtener una ecuación diferencial para c(τ) de la cual el autor obtiene:

θ(z,−1/τ) =
√
−iτ exp

(
πiτz2

)
θ(τz, τ), (3.40)

lo cual es conocido como la identidad modular para θ. Luego, para demostrar la igualdad
del lado izquierdo de (3.32) tomamos z = 0 y τ = iπ

a
, aplicamos (3.40) y obtenemos:

θ

(
0,
−a
iπ

)
=

√
π

a
θ
(

0, i
π

a

)
, (3.41)
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pero tomando q = e−a, el lado izquierdo de (3.41) es

θ

(
0,
−a
iπ

)
=
∑
k∈Z

(
e−a
)k2

= ϑ3(q), (3.42)

y el lado derecho de (3.41)

θ
(

0, i
π

a

)
=
∑
k∈Z

eπik
2iπ
a =

∑
k∈Z

exp

(
−π

2k2

a

)
, (3.43)

probando la identidad buscada. Puede verse en [CT05] un argumento similar para otras
funciones Theta.

Vamos a utilizar el siguiente resultado.

Lema 3.2.2. Sea g(x) =
∑

n>1 e
−xn2

, luego

g(x) =
1

2

√
π

x
− 1

2
+

√
π

x
g
(
π2x
)
.

Además, si x > 0 se tiene:

g(x) =
1

2

√
π

x
− 1

2
+O

(
e−

π2/2
x

)
, (3.44)

cuando x tiende a 0.

Demostración. Primero notemos que 2g(x) + 1 = ϑ3(e−x), por lo que usando el lema
(3.2.1), obtenemos

2g(x) + 1 =

√
π

x
+O

(
e−

π2/2
x

)
,

de lo cual se deduce que :

g(x) =
1

2

√
π

x
− 1

2
+O

(
e−

π2/2
x

)
.

Para obtener la otra identidad del teorema, aplicamos (3.32) de lo cual se obtiene:

2g(x) + 1 =

√
π

x

∑
n∈Z

e−
π2

x
n2

,

=

√
π

x
ϑ3(e−

π2

x ),

=

√
π

x

(
2g

(
π2

x
+ 1

))
.

De aqúı se obtiene que

g(x) =
1

2

√
π

x
− 1

2
+

√
π

x
g

(
π2

x

)
.
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3.2.1. La traza del calor en rectángulos

Vamos a suponer que tenemos un rectángulo de lados L y H. Según lo calculado en
la sección (2.1.4), el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet homogéneas es:

λm,n = π2

(
n2

L2
+
m2

H2

)
, (3.45)

para m,n > 1. Por lo tanto, la traza del calor en esta región es:

h(t) =
∞∑

m,n=1

e
−π2

(
n2

L2 +m2

H2

)
t
.

Usando que esta serie converge uniformemente, y el hecho que eab = eaeb podemos
reescribir h(t) como:

h(t) = g

(
π2

L2
t

)
g

(
π2

H2
t

)
,

donde g es la definida en el lema (3.2.2). Luego usando la relación vista en la ecuación
(3.44):

h(t) =

1

2

√
π
π2

L2 t
− 1

2
+O

(
exp

(
−π

2/2
π2

L2 t

))1

2

√
π
π2

H2 t
− 1

2
+O

(
exp

(
−π

2/2
π2

H2 t

)) ,

=

(
1

2

L√
πt
− 1

2
+O

(
exp

(
−L

2

2t

)))(
1

2

H√
πt
− 1

2
+O

(
exp

(
−H

2

2t

)))
,

=
1

4

LH

πt
− 1

4

L√
πt

+
1

2

L√
πt
O
(

exp

(
−H

2

2t

))
− 1

4

H√
πt

+
1

4
− 1

2
O
(
e−

H2

2t

)

+O
(

exp

(
−L

2

2t

))
1

2

H√
πt
− 1

2
O
(

exp

(
−L

2

2t

))

+O
(

exp

(
−L

2

2t

))
O
(

exp

(
−H

2

2t

))
,

=
1

4

LH

πt
− 2(L+H)

8
√
πt

+
1

4
+O

(
exp

(
−H

2

4t

))
+O

(
e−

H2

2t

)
+O

(
exp

(
−L

2

4t

))

+O
(

exp

(
−L

2

2t

))
+O

(
exp

(
−L

2 +H2

2t

))
,

=
1

4

A

πt
− P

8
√
πt

+
1

4
+O

(
exp

(
−H

2

4t

))
+O

(
e−

H2

2t

)
+O

(
exp

(
−L

2 +H2

2t

))
,

=
1

4

A

πt
− P

8
√
πt

+
1

4
+O

(
exp

(
−H

2

4t

))
.
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Caṕıtulo 4

Escuchando triángulos

4.1. Escuchando todo el espectro de un triángulo

En lo que sigue veremos por qué los triángulos quedan espectralmente definidos según
la demostración de [GM13].

Antes de poder enunciar este teorema, tenemos

Lema 4.1.1. Dada una función f : (a, b) −→ R, suave, que satisface alguna de las si-
guientes condiciones:

(a) f es estrictamente monótona,

(b) f es estrictamente convexa,

(c) f es estrictamente cóncava,

no puede tener 3 ceros distintos.

Demostración. (a) Supongamos que x e y son dos ceros distintos de f . Luego f(x) =
0 = f(y) con x < y o y < x lo cual contradice la monotońıa.

(b) Como f es estrictamente convexa, se tiene que f
′′
(x) > 0 para todo x ∈ (a, b). En

particular esto implica que f ′ es estrictamente creciente. Tomemos ahora x1 < x2 <
x3 tales que f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0. Por el teorema de Rolle, existe c1 ∈ (x1, x2)
tal que f

′
(c1) = 0. Análogamente, existe c2 ∈ (x2, x3) tal que f

′
(c2) = 0. Luego

c1 < c2 y f
′
(c1) = f

′
(c2) = 0 lo cual contradice la monotońıa de f

′
.

(c) Si f es estrictamente cóncava, −f es estrictamente convexa. Como los ceros de f
son los mismos que los de −f , aplicando el item anterior nos queda que f no puede
tener tener tres ceros distintos.

Lema 4.1.2. La función G(x) = 1
sin2(x)

− 1
x2 es estrictamente creciente y estrictamente

convexa en el intervalo (0, π).

51
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γ

β

α

(a) El espacio de ángulos de un triángulo.

α

γ

β

e

(b) Una curva de nivel de g.

Figura 4.1: El gráfico del conjunto D ⊆ R3.

Demostración. Para demostrar este hecho observamos que

1

sin2 x
=

∞∑
k=−∞

1

(x− kπ)2
. (4.1)

Lo cual se obtiene derivando la serie de la cotangente.

Esto implica que G(x) = 1
sin2 x

− 1
x2 =

∑
k 6=0

1
(x−kπ)2 . Como cada sumando 1

(x−kπ)2 es

estrictamente convexo en (0, π), se tiene que G también lo es. Más aún, G(x) es regular
cerca de 0 y también es par, por lo que G

′
(0) = 0. Puesto que es estrictamente convexa,

eso implica que G′(x) es creciente, en particular positiva en (0, π), lo cual termina de
probar que G es estrictamente creciente en ese intervalo.

Antes de enunciar el siguiente lema es preciso introducir notación y realizar las si-
guientes observaciones.

Sea
D = {(α, β, γ) : α, β, γ > 0, α + β + γ = π} ⊆ R3

>0 . (4.2)

Este conjunto, representa a todas las posibles elecciones de los ángulos de un triángulo.
Cada punto en él, representa a un triángulo a menos de una dilatación.

En la Figura 4.1 se puede observar el gráfico de D en R3. Más aún, se puede observar
en la Figura 4.1b que:

Las ĺıneas punteadas representan a las elecciones de ángulos tales que el triángulo
resultante es isósceles.

El centro e representa a los triángulos equiláteros.

Toda otra elección que no esté en una de las ĺıneas punteadas será un punto no-
isósceles.

Las ĺıneas punteadas definen seis subconjuntos conexos, los que llamaremos cámaras.
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Lema 4.1.3. Sean f, g, h : R3
>0 −→ R definidas de la siguiente forma:

f(α, β, γ) = cot
α

2
+ cot

β

2
+ cot

γ

2
,

g(α, β, γ) =
1

α
+

1

β
+

1

γ
,

h(α, β, γ) = α + β + γ .

Valen las siguientes afirmaciones:

(a) La función g es estrictamente convexa en R3
>0.

(b) Los gradientes ∇f , ∇g, ∇h son linealmente independientes en todos los puntos
no-isósceles de D.

Demostración. (a) Para probar que g es estrictamente convexa calculamos su Hessiano.

Hg(α, β, γ) =

 2
α3 0 0
0 2

β3 0

0 0 2
γ3

 .
Como el mismo es definido positivo para todo (α, β, γ) ∈ R3

>0, esto implica que g es
estrictamente convexa.

(b) Primero calculamos los gradientes:

∇f = −1

2


1

sin2 α
2

1

sin2 β
2

1
sin2 γ

2

 , ∇g = −

 1
α2

1
β2

1
γ2

 , ∇h =

 1
1
1

 . (4.3)

Supongamos que hay un punto no-isósceles (α, β, γ) (es decir, que α, β, γ son distintos
dos a dos) y coeficientes R, S, T no todos nulos, tales que R∇f + S∇g + T∇h = 0. Es
decir:

− R

2


1

sin2 α
2

1

sin2 β
2

1
sin2 γ

2

− S
 1

α2

1
β2

1
γ2

+ T

 1
1
1

 = 0. (4.4)

Es claro que R y S no pueden ser simultáneamente 0, pues en ese caso T = 0. Entonces
consideramos la función:

F (y) = −R
2

1

sin2 y
2

− S 1

y2
+ T, (4.5)

que según la ecuación (4.4) tendŕıa tres ceros distintos en el intervalo (0, π): y = α, y =
β, y = γ. Para ver que eso no puede ocurrir probaremos que la función F es estrictamente
monótona o estrictamente cóncava o estrictamente convexa en este intervalo, dependiendo
de los valores R, S, T y lo cual contradice el lema 4.1.1 que afirma que la función no puede
tener tres ceros distintos y de esa forma conclúımos que ∇f , ∇g, ∇h son linealmente
independientes.
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Caso R 6= 0 :

Recordemos el lema 4.1.2 el cual afirma que la función G(x) = 1
sin2(x)

− 1
x2 es es-

trictamente creciente y estrictamente convexa en el intervalo (0, π). Esto implica que
si consideramos la función GC(x) = 1

sin2 x
− C

x2 en el intervalo (0, π) la misma resulta
ser estrictamente creciente si C > 1 y estrictamente convexa si C 6 1. Esto es porque
GC(x) = G(x) + 1−C

x2 y la función HC(x) = 1−C
x2 tiene por derivadas:

H
′

C(x) =
−2 + 2C

x3
, (4.6)

H
′′

C(x) =
6− 6C

x4
. (4.7)

Luego, si x ∈ (0, π) y C > 1 se tiene que H
′
C > 0 por lo que en ese caso HC es creciente,

probando que GC es creciente en ese caso. Por otro lado, si C < 1 y H
′′
C > 0 se tiene que

HC es convexa, con lo que GC es convexa en ese caso.

Reescribamos F de la siguiente forma:

F (y) = −R
2

(
1

sin2 y
2

+
S

2R

1(
y
2

)2

)
+ T , (4.8)

F (y) = −R
2
G− S

2R

(y
2

)
+ T , (4.9)

por lo que hay para F tres posibilidades:

(i) Si − S
2R
> 1, F es estrictamente monótona en (0, π).

(ii) Si − S
2R
< 1 y R

2
< 0, F es convexa en (0, π).

(iii) Si − S
2R
< 1 y R

2
> 0, F es cóncava en (0, π).

Caso R = 0 :

En ese caso:

F (y) = −S 1

y2
+ T,

F
′
(y) =

2S

y3
,

por lo que F según el signo de S resulta ser estrictamente creciente o estrictamente
decreciente en (0, π). Con esto concluye la demostración del lema.

Sean α, β, γ los ángulos del triángulo.

Proposición 4.1.1. Una terna (α, β, γ) de reales positivos, tales que α + β + γ = π, está
uńıvocamente determinada (a menos de una permutación) por los valores de:

f(α, β, γ) = cot
α

2
+ cot

β

2
+ cot

γ

2
, (4.10)

g(α, β, γ) =
1

α
+

1

β
+

1

γ
. (4.11)
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Demostración. Si consideramos que dos puntos de D se relacionan, si y sólo si, un punto
se obtiene por permutación de coordenadas del otro, podemos decir que cada cámara es
un conjunto de representantes. De hecho, cada una de ellas se corresponde con un orden
de las coordenadas, por ejemplo, la que se ubica abajo a la izquierda se corresponde con
el orden α > β > γ o α > β > γ si inclúımos los bordes.

La idea es ver que la función f es estrictamente monótona en la intersección entre las
superficies de nivel nivel de g y la restricción α + β + γ = π.

Definición 4.1.1. Sea f : Rn → R, f se dice estrictamente convexa si

∀x1 6= x2, ∀t ∈ (0, 1) : f(tx1 + (1− t)x2) < tf(x1) + (1− t)f(x2) .

Definición 4.1.2. Un conjunto W ⊆ Rn se dice estrictamente convexo si dados dos
puntos x, y ∈ W se tiene que el segmento

L(x, y) = {tx+ (1− t)y | t ∈ [0, 1]} ,

está contenido en W y L(x, y) ∩ ∂W = {x, y}.

Como g es estrictamente convexa, G6s = {p ∈ R3
>0 | g(p) 6 s} es estrictamente con-

vexo si s > 0 y su frontera es Gs = {p ∈ R3
>0 | g(p) = s}. Puesto que el valor de g es

invariante por permutación en las coordenadas de p, G6s y Gs son invariantes por permu-
tación de coordenadas. Además, estas propiedades se mantienen en la intersección con el
plano α + β + γ = π.

Observamos que cuando una de las coordenadas de p ∈ R3
>0 tiende a cero, g(p) tiende

a infinito. De la desigualdad de la media aritmética-armónica se tiene que

3

(
1

α
+

1

β
+

1

γ

)−1

6
α + β + γ

3
, (4.12)

por lo que si consideramos que α + β + γ = π esto significa

g(α, β, γ) =
1

α
+

1

β
+

1

γ
>

9

π
, (4.13)

y la igualdad sólo se da si α = β = γ = π
3
.

De esto último podemos decir que

Si s < 9
π
, Gs ∩D es vaćıo.

Si s = 9
π
, Gs ∩ D = {e} = {(π

3
, π

3
, π

3
)}. En particular, vemos que el punto e queda

determinado por el valor de g sin necesidad de apelar al valor de f .

Si s > 9
π
, Gs ∩D es una curva cerrada que encierra a e.

Respecto de este último ı́tem, podemos considerar el arco de la curva Gs∩D que queda
encerrada en cada cámara. Vamos a querer probar que f es estrictamente monótona a lo
largo de cada uno de estos arcos. De ese modo, el valor de g individualiza en qué curva de
nivel se encuentra (α, β, γ) y luego fijada una cámara, el valor de f termina de mostrar
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M
α
2

r

Figura 4.2: Demostración de: A = rP
2

y cot α
2

+ cot β
2

+ cot γ
2

= 1
r
P
2

que sólo hay una posible combinación de (α, β, γ) que puede corresponderse a cada valor
posible de f(α, β, γ).

Supongamos que f no es estrictamente monótona en ese arco de curva. Luego si p y
q son los puntos isósceles, existe un punto r que es punto cŕıtico de f a lo largo de la
curva. Luego, por el teorema de los multiplicadores de Lagrange, ∇f(r) tiene que ser una
combinación lineal de ∇g(r) y ∇h(r) lo cual contradice al lema previo. Esto concluye la
demostración.

Teorema 4.1.1. Un triángulo es determinado (a menos de una isometŕıa), por su área
A, su peŕımetro P y la suma R de los inversos de sus ángulos.

Demostración. En base a las proposiciones y los lemas ya demostrados anteriormente el
procedimiento para identificar a un triángulo según A-P-R se divide en dos partes.

La primera parte es determinar los ángulos del mismo. Para ello, utilizamos las iden-
tidades geométricas que se observan en la Figura 4.2 de las que se deriva:

P 2

2A
= cot

α

2
+ cot

β

2
+ cot

γ

2
= f(α, β, γ). (4.14)

Por otro lado, tenemos R que es la suma de los inversos de los ángulos, o bien, lo que
anteriormente denominamos g(α, β, γ) = 1

α
+ 1

β
+ 1

γ
. Utilizando la Proposición (4.1.1) esto

identifica la terna (α, β, γ) a menos de una permutación.

El segundo paso es construir un triángulo con los ángulos obtenidos, donde fijamos un
lado de longitud 1 (ver Fig. 4.3) y mediante una dilatación de este triángulo, buscamos
uno tal que coincida el peŕımetro con P. Más formalmente, definimos la función P̃ que
dados tres puntos p1, p2, p3 ∈ R2, obtiene el peŕımetro del triángulo generado por ellos:

P̃ : R2 × R2 × R2 −→ R,
(p1, p2, p3) −→ ‖p2 − p1‖+ ‖p3 − p1‖+ ‖p3 − p2‖ .

Sea a ∈ R>0, definimos la transformación lineal:

ga : R2 −→ R2,

(x, y) −→ (ax, ay).

Consideramos el peŕımetro de un triángulo obtenido por la aplicación de ga a los puntos
obtenidos en la primera parte del proceso: (0, 0), (1, 0), (v1, v2) ∈ R2.
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4.1. Escuchando todo el espectro de un triángulo

y

xα β

γ

1

Figura 4.3

El mismo es

q(a) = P̃ (ga(0, 0), ga(1, 0), ga(v1, v2)) = P̃ ((0, 0), (a, 0), (av1, av2)), (4.15)

= ‖(a, 0)‖+ ‖(av1, av2)‖+ ‖a(v1 − 1), av2‖ ,
(4.16)

= a+ a ‖(v1, v2)‖+ a ‖(v1 − 1), v2‖ , (4.17)

= a (1 + ‖(v1, v2)‖+ ‖(v1 − 1, v2)‖)︸ ︷︷ ︸
constante positiva

. (4.18)

Luego, q(x) : R → R es una función continua. Además, q(0) = 0, y si x → ∞ entonces
q(x) → ∞. Como q además es monótona creciente por tener derivada positiva, se tiene
que fijado P > 0, existe un único a, tal que q(a) = P . Luego, existe una (única) dilatación
tal que se obtiene el triángulo con los ángulos y peŕımetro deseados.

Sea I la colección de triángulos en R2. Consideramos I�∼ el cociente por la relación
de equivalencia ya mencionada anteriormente: A,B ⊆ R2, A ∼ B si y sólo si A y B son
isométricos.

Corolario 4.1.1. La aplicación [τ ] ∈ I�∼ −→ σ(τ) ∈ RN está bien definida y es inyectiva.

Demostración. Que la aplicación está bien definida se debe al teorema 2.1.5 que garantiza
la existencia de espectro y al lema 2.3.2 que garantiza que el espectro no depende del
representante de [τ ] sobre el que se calcule σ(τ).

La aplicación resulta ser inyectiva puesto que

Según la estimación asintótica de la traza del calor vista en el teorema 3.1.1 y usando
que en un triángulo

∑3
i=1 αi = π, queda que si t→ 0:

h(t) =
A

4π
t−1 − P

8
√
π
t−

1
2 +

π

24

3∑
j=1

1

αj
− 1

24
+O

(
e−

c
t

)
,

=
A

4π
t−1 − P

8
√
π
t−

1
2 +R

π

24
− 1

24
+O

(
e−

c
t

)
.

Como σ(τ) permite calcular h(t), h(t) viene dada por A,P,R y A,P,R caracterizan
a τ a menos de una isometŕıa, queda probado el teorema.
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4.2. Escuchando parcialmente el espectro de un

triángulo

Vimos cómo una estimación asintótica de la traza del calor, nos permit́ıa identificar a
cada triángulo en el plano con un espectro distinto.

La demostración si bien logra el objetivo buscado, tiene la desventaja de requerir
del conocimiento completo del espectro para poder realizar tal identificación. Esto tiene
sentido desde el punto de vista matemático, pero esconde desde el punto de vista f́ısico
serias dificultades.

Para ser más espećıficos, supongamos que quisiéramos desarrollar un dispositivo que
pudiera reconocer un triángulo a partir de su sonido. La primera dificultad es que el
dispositivo tendŕıa que almacenar un conjunto infinito de valores proveniente de escuchar
el espectro ı́ntegramente. La segunda dificultad es que la incidencia de las frecuencias altas
en la onda resultante es baja, con lo cual son dif́ıciles de óır o percibir por un artefacto
electrónico.

En ese sentido, tenemos el siguiente teorema en [CD89]:

Teorema 4.2.1 (Chang-DeTurck). Sea T0 un triángulo en el plano. Existe un entero n,
que sólo depende de los primeros dos autovalores del espectro de T0 tal que si T1 es otro
triángulo cuyos primeros n autovalores coinciden con los de T0, entonces todos el espectro
coincide.

Desde ya, el teorema asegura que alcanza con comparar una cantidad finita de auto-
valores, aunque tal cantidad depende de los triángulos. En [AF11] se plantea la siguiente

Conjetura 1 (Antunes-Freitas). Un triángulo queda determinado por los primeros tres
autovalores del espectro.

La misma se sustenta en cierta evidencia numérica, pero no hay una demostración
formal de este hecho hasta el momento.
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Caṕıtulo 5

Escuchando poĺıgonos

En la búsqueda de un resultado que extienda lo visto en el Caṕıtulo 4, podŕıamos
preguntarnos qué ocurriŕıa si en lugar de restringirnos al caso de triángulos pensáramos
en otro tipo de poĺıgonos.

En ese sentido, es destacable el resultado probado por Enciso y Gómez-Serrano en
[EG17]. Este caṕıtulo se basa en el citado art́ıculo y tiene por finalidad ilustrar cómo las
herramientas e ideas desarrolladas en el caṕıtulo anterior pueden utilizarse para demostrar
teoremas de caracterización espectral en otro tipo de dominios con frontera poligonal.

Antes de mencionar el resultado principal de esta sección, recordamos la siguiente
definición:

Definición 5.0.1. Un poĺıgono se dice circunscriptible o circunscribible si todos sus lados
son tangentes a una circunferencia.

Adicionalmente vamos a introducir el siguiente concepto:

Definición 5.0.2. Un poĺıgono se dice semi-regular si es circunscribible y sus ángulos
son todos iguales o bien hay exactamente uno mayor al resto.

Nuestro objetivo de ahora en más, es mostrar que los poĺıgonos regulares (aquellos
en los que todos los ángulos son iguales y todos los lados de la misma longitud) son
determinados tanto por el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet como aśı
también por el espectro del Laplaciano con condiciones Neumann, dentro de la clase
de dominios convexos con borde suave a trozos. Más en general, el resultado vale para
poĺıgonos semi-regulares.

Teorema 5.0.1. Sea Pn un poĺıgono semi-regular de n lados. Si Ω es un conjunto en el
plano, convexo y acotado, con frontera suave a trozos con vértices rectos y su espectro
Dirichlet o Neumann concide con el de Pn, entonces Ω es congruente a Pn.

Recordemos que un dominio en el plano se dice suave a trozos si su frontera es una
curva C∞ a excepción de una cantidad finita de puntos que los llamamos vértices . Asumi-
mos que los vértices son rectos , en el sentido de que en un entorno del vértice, la frontera
es recta (es decir, la curvatura es 0). Es importante destacar que en el caso del problema
inverso espectral para dominios poligonales, consideramos la restricción del problema a
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la clase de regiones con frontera suave a trozos, ya que un dominio con vértices no puede
ser isoespectral a un dominio con frontera suave [LR16].

La idea clave es probar el resultado para poĺıgonos convexos, es decir, si P es un
poĺıgono convexo isoespectral a un poĺıgono semi-regular de n lados Pn, entonces P y Pn
tienen que ser congruentes. Una estimación asintótica de (3.4) para el caso de un dominio
suave a trozos, con m vértices (rectos), es

hDir(t) =
|Ω|
4πt
− |∂Ω|

8
√
πt

+
1

12π

(∫
∂Ω

κ ds+
m∑
k=1

π2 − θ2
k

2θk

)
+

√
t

256
√
π

∫
∂Ω

κ2 ds+O(t) , (5.1)

donde θj ∈ (0, 2π) es el ángulo interior en el j-ésimo vértice y κ es la curvatura en el borde
en cada punto donde el mismo sea diferenciable. La razón por la que esto es suficiente
para demostrar el teorema 5.0.1 es que observando la ecuación (5.1), podemos deducir que
si un cierto dominio convexo con frontera suave a trozos y vértices rectos, es isoespectral
a un poĺıgono semi-regular, tiene que tener al término de orden

√
t igualado a 0, por lo

que su curvatura debe ser cero, en aquellos puntos donde la frontera sea diferenciable.
En ese caso, la frontera del dominio es poligonal y por lo tanto reducimos el problema a
analizar si los poĺıgonos semi-regulares quedan espectralmente determinados dentro de la
clase de poĺıgonos convexos.

Para lograr este objetivo vamos a recordar la estimación asintótica para la traza del
calor con condiciones Dirichlet:

hDir
P (t) =

|P |
4πt
− |∂P |

8
√
πt

+
S(P )

24π
+O(e−c/t) ,

donde |P | y |∂P | denotan el área y peŕımetro de P y

S(P ) :=
m∑
k=1

π2 − θ2
k

θk
.

En el caso de cambiar las condiciones Dirichlet por Neumann, la traza del calor se define
como

hNeu(t) :=
∞∑
k=1

e−µkt ,

para la que vale una fórmula idéntica al caso anterior a excepción de un cambio de signo
[MR15]:

hNeu
P (t) =

|P |
4πt

+
|∂P |
8
√
πt

+
S(P )

24π
+O(e−c/t) .

En lo que sigue, probaremos que los poĺıgonos semi-regulares pueden caracterizarse
como aquellos que maximizan un funcional dado por los 3 parámetros que aparecen en la
estimación presentada: área, peŕımetro y la función S(P ). Tal como se realizó en la sección
anterior, podemos considerar que el poĺıgono tiene peŕımetro igual a 1. Si no fuera aśı,
tras hacer aplicar una dilatación podemos reducir el problema al caso |∂P | = 1. Esto nos
deja como parámetros a los valores |P | y S(P ). Definamos los poĺıgonos maximizantes:

Definición 5.0.3. Diremos que un poĺıgono convexo P con peŕımetro unitario es maxi-
mizante si para cada otro poĺıgono convexo Q con peŕımetro unitario y S(Q) = S(P ) se
tiene que |Q| 6 |P |.
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Figura 5.1: Gráfico de los pares (|P |, S(P )) para 20.000 poĺıgonos convexos con peŕımetro
unitario generados al azar. La ĺınea punteada se corresponde con poĺıgonos semiregulares.

Como motivación para entender el problema se ilustra en la figura 5.1 los pares
(|P |, S(P )) sobre 20.000 poĺıgonos convexos de peŕımetro 1 generados al azar con métodos
de Monte Carlo. Sobre estos valores fueron diferenciados los puntos correspondientes a
poĺıgonos semi-regulares.

Teorema 5.0.2. Un poĺıgono convexo de n lados es maximizante, si y sólo si, es cir-
cunscriptible y todos sus ángulos son iguales o bien existe exactamente un ángulo mayor
al resto. Más aún, si P y Q son dos poĺıgonos como los mencionados no congruentes,
posiblemente con distinta cantidad de lados, entonces S(P ) 6= S(Q).

Demostración. Vamos a probar que si un polinomio P es maximizante, entonces tiene que
ser de esa forma. Más aún, el maximizante queda determinado por el valor de la función
S.

Observamos que en la búsqueda de poĺıgonos maximizantes, podemos restringirnos a
la clase de poĺıgonos circunscriptibles. Este es un clásico resultado de L’Huilier [LHu82],
del cual hay una extensión a poĺıgonos en la esfera por Steiner [Ste42], la cual afirma que
entre todos los poĺıgonos convexos de n lados con peŕımetro unitario con ángulos dados,
sólo aquel que está circunscripto a un ćırculo tiene el área mayor.

Luego, podemos escribir todos los parámetros en función de los ángulos interiores del
poĺıgono θ1, θ2, . . . , θn puesto que el mismo se encuentra circunscripto a un ćırculo. Como
|∂P | = 1:

S(P ) =
n∑
k=1

π2 − θ2
k

θk
, |P | = 1

4

(
n∑
k=1

cot
θk
2

)−1

.

Vamos a fijar el valor de S(P ). Observamos que la función S en el poĺıgono regular
de n lados toma el valor 4π n−1

n−2
. Más aún, para cualquier poĺıgono P , siempre existe un

s > 2 tal que S(P ) = 4π s−1
s−2

. Para demostrar esto recordamos que la suma de los ángulos
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interiores de un poĺıgono satisface

n∑
i=1

θi = (n− 2)π. (5.2)

Con esto en consideración, vemos que la condición

S(P ) = 4π
s− 1

s− 2
,

es equivalente a
n∑
k=1

1

θk
=

1

π

(
n+

2s

s− 2

)
. (5.3)

En este punto hay que tener en cuenta la desigualdad entre la media armónica y la media
aritmética, que establece que si x1, . . . , xn son reales positivos entonces

n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

6
x1 + . . .+ xn

n
, (5.4)

obteniéndose la igualdad entre ambos términos únicamente si x1 = x2 = . . . = xn. To-
mando θ1, . . . , θn ∈ (0, π)n y recordando que son los ángulos interiores de un poĺıgono,
tenemos la siguiente cadena de desigualdades

n
1
θ1

+ . . .+ 1
θn

6
θ1 + . . .+ θn

n
,

⇐⇒
n2

1
θ1

+ . . .+ 1
θn

6 θ1 + . . .+ θn,

⇐⇒
n2

1
θ1

+ . . .+ 1
θn

6 π(n− 2),

⇐⇒
n2

π(n− 2)
6

n∑
k=1

1

θk
,

⇐⇒
1

π

(
n2

n− 2
− n+ n

)
6

n∑
k=1

1

θk
,

⇐⇒
1

π

(
n2 − n(n− 2)

n− 2
+ n

)
6

n∑
k=1

1

θk
,

⇐⇒
1

π

(
2n

n− 2
+ n

)
6

n∑
k=1

1

θk
. (5.5)

Luego, si definimos g(x) : (2,∞)→ R, g(x) :=
1

π

(
2x

x− 2
+ n

)
se ve que

g(n) 6
n∑
k=1

1

θk
.

Entonces si consideramos
∑n

k=1
1
θk

una función sobre los θk, se tiene que:
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Figura 5.2: Un poĺıgono circunscriptible

Im
(∑n

k=1
1
θk

)
⊆ [g(n),+∞).

Como ĺım
x→2+

g(x) = +∞, por la continuidad de g se tiene que [g(n),+∞) ⊆ Im(g).

De los ı́tems anteriores se deduce que Im
(∑n

k=1
1
θk

)
⊆ Im(g).

Luego, existe un s > 2 tal que:

S(P ) = 4π
s− 1

s− 2
.

Volviendo a la motivación inicial y recordando que queŕıamos caracterizar a los poli-
nomios maximizantes, consideramos el siguiente problema.

Problema Ps,n. Maximizar la cantidad(
n∑
k=1

cot
θk
2

)−1

,

con (θ1, . . . , θn) ∈ (0, π)n bajo las siguientes restricciones

n∑
k=1

1

θk
=

1

π

(
n+

2s

s− 2

)
,

n∑
i=1

θi = (n− 2)π .
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Veamos que hay una única solución a este problema, la cual viene dada por un poĺıgono
circunscriptible de dse lados, cuyos ángulos son todos iguales o bien existe exactamente
uno que es mayor a los demás. La demostración es por inducción en n.

El caso base es n = dse = mı́n{k ∈ Z | s ≤ k}, puesto que utilizando la desigualdad
(5.5) y la Ecuación (5.3) se tiene:

1

π

(
2n

n− 2
+ n

)
6

1

π

(
n+

2s

s− 2

)
,

⇐⇒
n

n− 2
6

s

s− 2
,

⇐⇒ s 6 n,

⇐⇒ dse 6 n.

Teorema 5.0.3 (Teorema de las variables iguales). Sean a1, . . . , an (n > 3) reales no
negativos, y sean 0 6 x1 6 · · · 6 xn tales que

x1 + x2 + . . .+ xn = a1 + a2 + . . .+ an,

xp1 + xp2 + . . .+ xpn = ap1 + ap2 + . . .+ apn,

donde p es un número real, p 6= 1. Sea f(u) una función diferenciable en (0,∞) tal que

g(x) = f
′
(
x

1
p−1

)
,

es estrictamente convexa en (0,∞) y sea

Fn(x1, x2, . . . , xn) = f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn),

si p 6 0, entonces Fn es maximal para 0 < x1 = x2 = · · · = xn−1 6 xn, y es minimal para
0 < x1 6 x2 = · · · = xn−1 = xn.

Observación 5.0.1. Sean 0 < α < β. Si la función f es diferenciable en (α, β) y la fun-

ción g(x) = f
′
(
x

1
p−1

)
es estrictamente convexa en (αp−1, βp−1) o (βp−1, αp−1), entonces

el teorema anterior sigue valiendo para x1, . . . , xn ∈ (α, β).

Tanto el teorema 5.0.3 como la observación (5.0.1) pueden verse con detalle en [Cir07].
Cabe aclarar que se pueden enunciar las versiones correspondientes a f̃ estrictamente
cóncava, aplicando los teoremas anteriores a f = −f̃ que resulta ser estrictamente convexa.
Entonces para probar que los únicos maximizantes son aquellos donde todos los ángulos
son iguales o hay exactamente uno distinto y es mayor al resto, alcanza con aplicar el
teorema 5.0.3 y la observación (5.0.1) para el caso de p = −1 viendo que

g(x) := f ′(x−
1
2 ),

sea cóncava en el intervalo (π−2,∞), donde

f(x) := cot
x

2
.
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Puesto que

g(x) =
1

cosx−
1
2 − 1

,

su derivada segunda es

g′′(x) = −2 + cos x−
1
2 − 3x

1
2 sinx−

1
2

16x3 sin4(1
2
x−

1
2 )

.

Para ver que g′′ es negativa, alcanza con probar

z (2 + cos z)− 3 sin z > 0,

para todo z ∈ (0, π).

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 6, centrado en 0, se ve que si z ∈ (0, π),

z (2 + cos z) = z

(
3− z2

2
+
z4

24
− z6

720
+

1

5040

∫ z

0

(z − ζ)6 sin ζ dζ

)
,

> z

(
3− z2

2
+
z4

24
− z6

720

)
,

y con un razonamiento análogo

3 sin z < 3z − z3

2
+
z5

40
,

si z ∈ (0, π). Juntando ambas cotas obtenemos que

z (2 + cos z)− 3 sin z >
z5

60
− z7

720
,

lo cual es estrictamente positivo en este intervalo. Luego el caso base n = dse queda
probado.

Veamos el paso inductivo. Para eso consideramos un n tal que el único poĺıgono ma-
ximizante para el problema Ps,n′ para n′ < n es el poĺıgono mencionado y veamos que eso
sigue siendo válido para el problema Ps,n.

Usando multiplicadores de Lagrange, vamos a querer encontrar mı́nimos de

F (θ1, . . . , θn, λ1, λ2) :=
n∑
k=1

cot
θk
2

+ λ1

(
n∑
k=1

1

θk
− n

π
− 2s

π(s− 2)

)

+ λ2

(
n∑
i=1

θi − (n− 2)π

)
,

en donde fijados (λ1, λ2) se satisfaga que (θ1, . . . , θn) ∈ (0, π)n tal que se realicen los
extremos. Como en cualquier otra búsqueda de extremos de una función continua en una
región compacta, podemos diferenciar el caso en que los puntos se encuentren en el interior
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de (0, π)n y en ese caso sean puntos cŕıticos, o bien se encuentren en la frontera de esta
región.

Supongamos que esos puntos están en la frontera de (0, π)n. Hay dos posibilidades: o
bien θi = 0 para algún i o bien θi = π para algún i. En el primer caso, la función F se
iŕıa a +∞ y por lo tanto no seŕıa un mı́nimo. Por otro lado, si tuviera un mı́nimo en un
punto de la forma

(θ1, . . . , θi−1, π, θi+1, . . . , θn), (5.6)

entonces el Problema Ps,n se reduce a tener un mı́nimo en un punto de la forma

(θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn),

del problema Ps,n−1, donde vale la hipótesis inductiva.

Luego, alcanza con conocer cómo son los puntos cŕıticos de la función F en (0, π)n.
Derivando respecto de θi, verificamos que si hubiera un extremo en (θ1, . . . , θn) entonces
para 1 6 i 6 n,

0 =
∂F

∂θi
(θ1, . . . , θn, λ1, λ2) = Φ(θi, λ1, λ2) ,

donde

Φ(z, λ1, λ2) := − 1

2 sin2 z
2

− λ1

z2
+ λ2 .

Luego la función Φ(·, λ1, λ2) tiene n ráıces, pero esta función es la misma que aparece en
la ecuación (4.5) donde hab́ıamos analizado las distintas posibilidades para los parámetros
y dimos por conclusión que independientemente de los valores de λ1 y λ2 la misma pod́ıa
tener a lo sumo 2 ceros en el intervalo (0, π). Esto implica que si (θ1, . . . , θn) es un punto
cŕıtico, entonces los ángulos θi pueden tomar a lo sumo dos valores.

Hecha esta observación, supongamos que los valores son θ̄1 y θ̄2, de los cuales hay k
y n− k copias de cada ángulo. Podemos reformular el problema Ps,n como maximizar la
función (

k cot
θ̄1

2
+ (n− k) cot

θ̄2

2

)−1

,

con (θ̄1, θ̄2) ∈ (0, π)2 sujeto a las restricciones

k

θ̄1

+
n− k
θ̄2

=
1

π

(
n+

2s

s− 2

)
, kθ̄1 + (n− k)θ̄2 = (n− 2)π .

Lo interesante aqúı es que k y n pueden ser expresadas como funciones de θ̄1, θ̄2 y s
obteniendo:

n(s, θ̄1, θ̄2) =
2(s− 2)π2 − 2θ̄1θ̄2s

(s− 2)(π − θ̄1)(π − θ̄2)
,

k(s, θ̄1, θ̄2) =
2θ̄1(θ̄2s− (s− 2)π)

(s− 2)(θ̄2 − θ̄1)(π − θ̄1)
.

66



Con esto podemos olvidarnos de las restricciones y minimizar la función

Gs(θ̄1, θ̄2) := k(s, θ̄1, θ̄2) cot
θ̄1

2
+ (n(s, θ̄1, θ̄2)− k(s, θ̄1, θ̄2)) cot

θ̄2

2
, (5.7)

con (θ̄1, θ̄2) ∈ (0, π)2.

Lo primero que decimos es que k y n − k tienen que ser ambas mayores o iguales a
1. Para verlo, supongamos que k = 0, eso implica que θ̄2 = s−2

s
π, con n = s cuando s es

entero, o sin solución de otra forma. Ahora, como estamos suponiendo que n > dse + 1,
entonces este caso lo descartamos. Análogamente n− k > 1.

Dadas las simetŕıas del problema uno puede suponer θ̄1 > θ̄2. De ah́ı en más, con
la información obtenida se puede establecer una región Ss donde la función alcanza sus
valores mı́nimos cuya frontera está dada por los siguientes segmentos [EG17, Pág. 9]

ΓSs1 :=

{
θ̄1 =

(s2 − s− 2)π

s2 + s− 2
− 4π2(s− 2)

(s2 + s− 2)(θ̄2(s2 + s− 2) + π(−s2 + s+ 2))
,

θ̄2 ∈
[
0,
s− 2

s
π

]}
,

ΓSs2 :=

{
θ̄1 ∈

[
s− 1

s+ 1
π, π

]
, θ̄2 = 0

}
, ΓSs3 :=

{
θ̄1 = π,

[
0,
s− 2

s
π

]}
.

Tras un análisis del comportamiento de las derivadas parciales de Gs respecto de θ1 y
θ2 se llega a que:

mı́n
(θ̄1,θ̄2)∈Ss

Gs(θ̄1, θ̄2) = Gs

(
π,
s− 2

s
π
)
.

Más aún, el mı́nimo sólo se realiza en (π, s−2
s
π). Como vimos que tanto k como n − k

eran mayores o iguales a 1, el hecho de que (π, s−2
s
π) sea el único punto que minimice

la expresión (5.7) implica que alguno de sus ángulos está igualado a π, y en ese caso,
procedemos al razonamiento ya realizado en los ángulos que teńıan la forma presentada
en la Ecuación (5.6), donde pod́ıa aplicarse la hipótesis inductiva.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que los poĺıgonos semi-regulares están
espectralmente determinados en la clase de poĺıgonos convexos. Luego, tenemos el siguien-
te corolario:

Corolario 5.0.1. Sea Pn es un poĺıgono de n lados, circunscriptible cuyos ángulos son
todos iguales o bien hay exactamente uno mayor a los demás. Si un poĺıgono convexo P
tiene el mismo espectro Dirichlet o Neumann que Pn, entonces es isométrico a él.

Para finalizar, tenemos la siguiente observación

Corolario 5.0.2. Sea Ω es un dominio con frontera suave a trozos, con bordes rectos. Si
Ω tiene el mismo espectro que un poĺıgono, entonces Ω es un poĺıgono.
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CAPÍTULO 5. Escuchando poĺıgonos

La justificación de este hecho se debe al comportamiento asintótico de la traza del
calor. Se sabe que en el caso de la traza del calor Dirichlet la misma viene dada por
[BG90]

hDir
Ω (t) =

|Ω|
4πt
− |∂Ω|

8
√
πt

+
1

12π

(∫
∂Ω

κ ds+
m∑
k=1

π2 − θ2
k

2θk

)
+

√
t

256
√
π

∫
∂Ω

κ2 ds+O(t) ,

donde θk ∈ (0, 2π) es el ángulo interior en el k-ésimo vértice y κ es la curvatura en cada
punto donde la frontera es diferenciable. En el caso de las condiciones Neumann la traza
del calor viene dada por [MR15]

hNeu
Ω (t) =

|Ω|
4πt

+
|∂Ω|
8
√
πt

+
1

12π

(∫
∂Ω

κ ds+
m∑
k=1

π2 − θ2
k

2θk

)
+

5
√
t

256
√
π

∫
∂Ω

κ2 ds+O(t) .

Luego, en el caso de que el espectro de Ω coincidiera con el de un poĺıgono, se tiene
que el término de orden

√
t debeŕıa anularse lo cual implica que∫

∂Ω

κ2 ds = 0 ,

es decir que la curvatura de la frontera de Ω es cero, con lo cual la misma sólo tiene
segmentos, por lo que concluimos que Ω es un poĺıgono.

Con este resultado, junto al corolario 5.0.1 puede concluirse el teorema 5.0.1.
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10.2307/2047071. url: https://doi.org/10.2307/2047071.

[Che83] Jeff Cheeger. ((Spectral geometry of singular Riemannian spaces)). J. Dif-
ferential Geom. 18.4 (1983), 575-657 (1984). issn: 0022-040X. url: http:
//projecteuclid.org/euclid.jdg/1214438175.

[Cir07] Vasile Cirtoaje. ((The equal variable method)). JIPAM. J. Inequal. Pure Appl.
Math. 8.1 (2007), Article 15, 21. issn: 1443-5756.

[Cou03] Wim Couwenberg. ((A simple proof of the modular identity for theta fun-
ctions)). Proc. Amer. Math. Soc. 131.11 (2003), págs. 3305-3307. issn: 0002-
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págs. 850-857.

[Sal08] Sandro Salsa. Partial differential equations in action. Universitext. From mo-
delling to theory. Springer-Verlag Italia, Milan, 2008, págs. xvi+556. isbn:
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