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Capitulo 1

Introduccion

La ecuacion de onda es uno de los ejemplos més elementales dentro de las ecuacio-
nes diferenciales en derivadas parciales. La misma nos permite, entre otras aplicaciones,
describir cémo es el movimiento de una cuerda o membrana vibrante.

Veremos a lo largo de este trabajo, que la busqueda de soluciones para esta ecua-
cién, estd intimamente ligada a la bisqueda de autovalores del operador Laplaciano (con
condiciones de borde Dirichlet homogéneas).

Este conjunto de autovalores recibira el nombre de espectro, que calculado sobre un
intervalo en la recta, resultan ser las frecuencias que pueden oirse al hacer sonar la cuerda
que es modelada por ese intervalo. Desde la Fisica o bien en la terminologia musical, nos
referimos a este conjunto como los armdnicos de la cuerda.

Veremos que si dos intervalos de la recta poseen el mismo espectro, entonces ambos
intervalos tienen la misma longitud, lo cual caracteriza a esta regiéon, a menos de una
traslacion.

Uno podria preguntarse si esta identificacion entre una region y el espectro del men-
cionado operador, es valida enunciada para alguna clase de dominios en el plano. Puesto
en términos musicales, Marc Kac en su célebre articulo [Kac66| se pregunt:

Si uno tuviera oido absoluto y escuchara un tambor, ;podria decir qué forma
tiene el mismo?

De esta forma, tomé impulso el area luego denominada geometria espectral que tiene
por objetivo estudiar la determinacion espectral de dominios en el plano y més en gene-
ral la determinacion espectral de variedades diferenciales, en cuyo caso, el operador que
generaliza al Laplaciano, es el operador de Laplace-Beltrami.

Si la respuesta fuera afirmativa, esto podria ser el disparador de una cantidad impor-
tante de aplicaciones. A modo de analogia podemos pensar en las huellas dactilares de
un ser humano: dos personas distintas, tienen huellas dactilares distintas. Ante la nece-
sidad de saber si dos personas son esencialmente la misma persona, se pueden comparar
los registros dactilares. Si tales registros coinciden, entonces légicamente la persona es la
misma y si tales registros no coinciden, entonces estamos ante dos personas distintas.

La determinacién espectral de una clase de dominios es por si misma un resultado muy
importante para gedmetras y analistas, y tal como fuera ilustrado con la analogia anterior,
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Figura 1.1: Movimiento de una cuerda con extremos fijos

podria ser una herramienta con aplicaciones computacionales en materia de proteccién de
derechos de autor, indexacién de registros en bases de datos e incluso procesamiento de
imagenes médicas |[Nie+07].

Respecto a la pregunta de Kac, pasaron 30 anos para que alguien pudiera dar una
respuesta. En esa oportunidad Gordon, Webb y Wolpert exhibieron en [GWW92|, dos
poligonos en el plano isoespectrales pero no isométricos.

Con estos ejemplos, la pregunta de Kac quedé respondida: no es posible con toda ge-
neralidad, reconstruir la geometria de un dominio en el plano sélo conociendo su espectro.
Sin embargo, si supiéramos que la regién pertenece a una clase de dominios, podriamos
restringir el problema a tratar de averiguar si dentro de esa clase de dominios, la region
queda determinada por su espectro.

De esta forma, existen casos concretos donde es posible responder afirmativamente la
pregunta de Kac y en este trabajo, intentaremos analizar algunas de las técnicas utilizadas
para demostrar esta conexién (siempre y cuando esto sea posible).

1.1. Caso unidimensional

Como motivacién para entender la pregunta de Kac, vamos a ver un caso elemen-
tal. Consideremos una cuerda, sujeta a una cierta tensiéon uniforme en sus bordes, cuyo
movimiento se da en la direccién perpendicular a su plano original. Para modelar esto,
consideramos un intervalo Q = [0,!] C R, y llamamos u : Q X Ryy — R a la funcién que
nos indica el movimiento de la cuerda, en el lugar x € €0, a tiempo ¢t € Ry,. La figura 1.1
ilustra este movimiento.

Sabiendo que u obedece a la ecuacién de onda y que los extremos de la cuerda estan
fijos, obtenemos:

Pu 0%

R i 1.1

52— € 9.2 siz e (0,1), (1.1)
u(z,t) =0 size{0,i}yt>0, (1.2)

donde ¢ es una constante dependiente del medio fisico y de la tensién en los bordes.

Una posible forma de obtener soluciones para esta ecuacion es a través del método
de separacién de variables donde supondremos que u puede ser expresada como u(zx,t) =

f(x)g(t).
Aplicando la ecuacién a u(x,t) = f(x)g(t) obtenemos:
Pu 0%

o~ o2
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"

F@)g (1) = 62f (x)a(t)
(@) 14'()
7@) : ol

Como el término izquierdo sélo depende de x y el término derecho solo depende de t,
esto implica necesariamente que existe una constante A € R tal que:

fz) _ 1g'(t)
flz)  c?g()

Reescribiendo la ecuacién para f vemos que en particular, estamos buscando f y A tales
que:

!

!

— ). (1.3)

f(x) = Af(x)
Volviendo a (1.3) tenemos que:
f(x) 1g'(t)
flo) Egl)
= f(a )= fz), g'(t) = AAg(t)
= f(@) = Af(z) = g (t) = Ag(t) = 0.

Si tomamos f(x) = €™ y g(x) = e para constantes r y s a determinar, se tiene que
son soluciones si y solo si:

82 rT 82 st 2y st
52° — X" =0, 26 ¢ e =0, (1.4)
— (r?=XNe" =0, (s = c*N)e =0,
— ”?—-A=0, s2—AN=0,
= r=+vV\, s> =+eV\ .
Si A # 0, entonces tenemos dos soluciones linealmente independientes eV y e —Via

para f. Como el sistema es de segundo orden, se tiene que las soluciones pertenecen a un
espacio vectorial de dimensién 2, y por lo tanto, esta generado por las soluciones halladas.
Es decir, existen constantes aq, as tales que:

f(x) = a1V + ape VM

Anélogamente, si A # 0 tenemos dos soluciones linealmente independientes eVt y

emeV para g y existen constantes as, a4 tales que

g(x) = a3 ec‘[t+a e VAL

Si A = 0 entonces, la ecuacion (1.4) se convierte en:

f”:O, g”:O,
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y la solucion general es:
f(x) = a1 + asz g(t) = az + aqt |
donde a4, as, ag, as son constantes arbitrarias. Luego, las soluciones encontradas son:

(2.1) (a1 + asx)(as + aqt) siA=0,
u(x,t) =
’ (a1¥" + azeV2) (aze¥> + age V™) s\ £ 0.

Un detalle no menor es que si f;(z)g;(t) soluciona la ecuacion de onda (1.1) entonces,
también lo hace ). d; fi(z)g:(t), para cualquier eleccién de los d;. Por otro lado, nos
interesaria que la solucién satisfaga la condicién de borde (1.2), en particular esto ocurre
si y solo si:

Z d;f:(0)g;(t) =0 para todo t > 0,

Zdifi(l)gi(t) =0 para todo ¢t > 0 .

Si consideramos que los d; son no nulos y que los g;(t) son linealmente independientes,
entonces tiene que ocurrir que f;(0) = f;(l) = 0 para todo ¢ € N.

Primero veamos el caso A = 0. Vimos que en este caso, f(x) = a;+asx. De la condicién
f(0) = 0 se tiene que a; = 0 y de la condicién f(I) = 0 se tiene que as = 0. Luego f es la
funcién nula.

Ahora veamos el caso A # 0. Luego f() = a;e¥** +azeV*. De la condicién f(0) = 0
obtenemos que a; + az = 0, es decir as = —a; y de la condicién f(I) = 0 obtenemos que
aleﬁl + age*\al = aleﬁ” — ale*ﬁx = al(eﬁx *ﬁ‘”) = 0. Como a; # 0, porque si no,
estarfamos nuevamente en presencia de la solucién trivial, se tiene que:

VA ooV (g s VAL VAL, 62\@:1’

— €

y esto ocurre si y sélo si para un k € N:
s w2
2V = 2kmi < VA= hpi = A= —k2l—2 . (1.5)

Reescribiendo tenemos que:

-k -Bkﬂ't

F@)g(t) = ar(e 77 — e ) (age T 4 age T

. (k= ckm , . [ ckm

= 2ia; sin — (as + ay) cos Tt +i(as — a4) sin Tt ,
. km ckm . [ ckm

=sin | ==z | jay cos Tt + B sin Tt ,

donde ay = 2ia;(as + aq) y B = —2a1(az — ay).

Podemos tomar como solucién general de este problema a la siguiente expresién:

=S (452) frcn (B2) e (322)]

4



1.2. Resena histoérica del problema

‘ VG ‘ \/{ T ‘ \/ VG

Figura 1.2: El tono fundamental, el primer armonico y el segundo armoénico. Funciones

kr

obtenidas para sin ( ; x) en los casos k = 1, k = 2, k = 3, respectivamente.

Adicionalmente, observamos que:

k=1

Cuando hacemos sonar una cuerda, ademds de resolver el sistema (1.1), estamos impo-
niendo las condiciones u(z,0) = h(x) y us(z,0) = z(x) para unas funciones determinadas
h'y z, que si son lo suficientemente suaves (por ejemplo pertenecen a L?([0,1])), entonces
admiten un desarrollo en serie de Fourier que nos va a permitir encontrar los coeficientes

ar v By deseados.

Notamos, que para cada t fijo, cada sumando de (1.6) es un miltiplo de sin (k—“x)

l
dando lugar a los llamados modos que pueden observarse en la figura 1.2.

Hay que remarcar que para encontrar soluciones a la ecuacion de onda, tuvimos que
resolver el siguiente problema:

f(@) = M (x) siz € (0,1)
0 siz e {0,0},

que es la busqueda de autovalores para el operador Laplaciano con condiciones Dirichlet

homogéneas.
2
T
Como vimos en (1.5), los autovalores son Ay = —k2—2 y volviendo a la pregunta de

Kac podemos responder que: si conociéramos la sucesion de autovalores del Laplaciano,
entonces, podriamos dar la longitud de la cuerda. Més atin, alcanza con conocer el primer

2 /
T 7r
autovalor pues en ese caso \; = —z Y por lo tanto [ = W
—A1

Tal como mencionamos anteriormente, una pregunta que surge a partir de este re-
sultado, es si esta correspondencia entre region y autovalores se sigue preservando para
regiones que modelen el parche de un tambor en R2.

1.2. Resena histérica del problema

Tanto el caso unidimensional, como asi también el hecho de que las bolas estén es-
pectralmente definidas, alimentan la esperanza de pensar que el espectro del Laplaciano
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Figura 1.3: Dominios planares con idéntico espectro no isométricos

calculado sobre una regién 0 C R? defina su forma a menos de una isometria en el plano.
Lamentablemente, esto no es asi si la region €2 es arbitraria.

Ya en la época de Kac, Milnor mostré en [Mil64] con una demostracién muy breve,
que existen variedades en R con igual espectro pero que no son isométricas.

En 1985, Sunada, exhibié en |[Sun85] un método algebraico para encontrar variedades
de dimension cuatro, con igual espectro pero no isométricas. Un ano mas tarde, Buser
pudo adaptar el método para encontrar variedades de dimensién dos isoespectrales pero
no isométricas. Para ese entonces, la pregunta de Kac, seguia abierta pues, atn faltaba
saber qué ocurria en dominios planares (es decir, en R?).

Fueron Gordon, Webb y Wolpert quienes en 1992, pudieron adaptar en [GWW92] el
método de Sunada para encontrar dominios planares isoespectrales que no eran isométri-
COS.

De esta forma, quedaba probado que la asignacién dominio-espectro no era inyectiva.

Muchos de los investigadores que venian siguiendo el problema, cesaron en su interés
por continuar desarrollando esta area que Kac habia impulsado. No obstante, uno podria
seguir preguntandose qué otras propiedades son invariantes por espectro o bien, cudles son
las condiciones que hay que imponer para que un conjunto quede definido por el mismo.

En ese sentido, una de las variantes posibles se da cuando consideramos dominios
con borde poligonal. En esta direccién fue que Durso logré demostrar en [Dur88| que
los tridngulos quedaban espectralmente determinados dentro de la clase de triangulos a
partir del anélisis de las singularidades de la traza del operador solucién para la ecuacion
de onda.

Mucho tiempo después, Grieser y Maronna pudieron dar una demostracién alternativa
de este hecho en [GM13]. La misma toma una idea que Kac habia sugerido, utilizando
la traza del operador solucion de la ecuacion de calor. Para manipular adecuadamente la
misma se emplea la expresion asintética enunciada en [BS8S].



1.3. Objetivo del trabajo

1.3. Objetivo del trabajo

El objetivo del presente trabajo es comprender y analizar con profundidad los resul-
tados exhibidos en [GM13].

Para lograr tal objetivo, describiremos en el capitulo 2, algunas generalidades acerca de
los autovalores del Laplaciano con condiciones de borde Dirichlet homogéneas. A modo
de ejemplo, procederemos en la seccién 2.1.4 a realizar el calculo del espectro de un
rectangulo. Demostraremos céomo el espectro es invariante por traslaciones en la seccion
2.3 para luego poder formular correctamente la pregunta de Kac en la seccion 2.3.1.

En el capitulo 3 analizaremos una herramienta clave para la demostracion del resultado
principal, que es la estimacion asintotica de la traza del calor en dominios con frontera
poligonal. En la seccién 3.1 realizaremos la demostracién de la misma asumiendo las cotas
demostradas en [BS8§|. En la Seccién 3.2, teniendo presente que tenemos el espectro del
rectangulo, daremos una demostracion de esta expresién en este caso particular.

En el capitulo 4 realizaremos la demostracién del resultado principal, que es la deter-
minaciéon espectral de los tridngulos dentro de la clase de triangulos en el plano, basado
en las ideas de [GM13].

Por tltimo, en el capitulo 5, comentaremos el articulo [EG17], que con las mismas he-
rramientas manipuladas en el Capitulo 4, obtiene un resultado de determinacién espectral
para una clase de poligonos que incluye a los poligonos regulares.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Los autovalores del Laplaciano

Dado un dominio  C R? (de ahora en mds, un dominio serd un conjunto abierto
acotado), consideramos el problema de encontrar A € R y una funcién u € C?*(Q2)NC°(Q)
que cumplan las siguientes condiciones:

—Au =\u en €},
(2.1)
u =0 en 0N,
donde A = 62; 82; es el operador Laplaciano. En caso de que el par (u, ) diera

solucion al problema, diremos que A es un autovalor Dirichlet del dominio €2 y u serd una
autofuncion asociada a X. Ademas, diremos en este caso que u es una solucion clasica
del problema. Observemos que:

= Por comodidad de ahora en mas hablaremos de los autovalores del Laplaciano ne-
gativo tal como lo planteamos en (2.1).

= Si (u,\) es una solucién, también lo es (au, \) para todo nimero a.

» Excluimos la solucién trivial v = 0.

Un detalle es que para encontrar soluciones no triviales, A debe ser positivo, puesto
que si tenemos un par (u, A) solucién :

/\/UQdV:/(/\u)udV,
Q Q

= / —(Au)udV Utilizando que (u, \) es solucion.
Q

(2.2)

= / Vu-VudV Utilizando la primera identidad de Green.

Q
=/ IVul? dv . >0
Q
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Mas atn, la desigualdad es estricta si u Z 0.

Dejando de lado la condicién de borde, (2.1) es equivalente a —Au + tu = 0 con
t = —A\. En ese caso, podemos dar una formulacién débil del problema preguntandonos si
existen u € Hj () y A € R satisfaciendo

/ Vu-Vovdr = )\/ uv dx para todo v € Hg (). (2.3)
Q Q

Cada vez que u satisfaga (2.3), diremos que se trata de una solucién débil del problema.
Lo interesante en este caso es que con las mismas herramientas que se utilizaron en la
ecuacion (2.2) se puede probar que dada una funcién v € C?(Q) N C%(Q) es una solucién
cldsica si 'y solo si es una solucién débil.

Respecto de la regularidad, podemos decir que si el dominio €2 tiene frontera suave,
entonces, las soluciones débiles que encontremos en Hj (), pertenecerdn a C*(f2). La
demostracién de este hecho proviene de aplicar el Corolario 8.11 del libro [GT01].

De esta forma, el problema clasico se puede debilitar y emplear todas las herramientas
que nos provee el Anédlisis Funcional para poder dar una respuesta definitiva a la existencia
de soluciones.

2.1.1. Formas bilineales

Resulta imprescindible introducir conceptos provenientes del Anélisis Funcional para
poder dar una respuesta a la existencia de autovalores de nuestro problema *. Uno de los
elementos principales para las formulaciones variacionales de los problemas de condiciones
de frontera son las formas bilineales. Dados dos R-espacios vectoriales V;, V5, una forma
bilineal en V; x V; es una funcion

a:VixVo—>R,
satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) Para cada y € V5 la funcién
z— a(z,y)

es lineal en V.

(11) Para cada x € V; la funcion
y—a(z,y),

es lineal en V5.

Si Vi = V5 decimos que a es una forma bilineal en V.

Algunos ejemplos:

= El producto interno de un espacio de Hilbert es un caso particular de una forma
bilineal.

1Las siguientes secciones referidas a los planteos abstractos variacionales estan basadas en el capitulo
6 de [Sal0§|. Aquellas demostraciones que se hayan omitido pueden encontrarse alli.

10
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= Si ) es un conjunto acotado de R",

a(u,v):/Vu-VvdI—i-/ uvds
Q o0

es una forma bilineal en C*(€2).

Es conveniente recordar que el espacio dual de un R—espacio vectorial V' es el conjunto
de todos los funcionales lineales continuos de V' en el cuerpo base R. Dos notaciones usuales
para referirse a este conjunto son V' o V*. Si u es un elemento de V podemos definir F,
para todo v € V de la siguiente forma:

Fu(v) = (v,u) ,

donde (-,-) es el producto interno del espacio. Notar que F,, € V*. Esto permite definir
una asignacion

OV -V
ur— F, .

Si V es un espacio de Hilbert, esta asignacion es biyectiva (a este hecho se lo denomina
teorema de representacion de Riesz). Mds atn, se trata de un isomorfismo isométrico entre
espacios de Hilbert. Este hecho, justifica la notacién (u,v), para referirse a la evaluacién
del funcional F,, € V* en v € V| es decir, F,(v).

Sea V un espacio de Hilbert, una forma bilineal @ en V' y F' € V*, consideramos el
problema de encontrar u € V tal que

a(u,v) = F(v). (2.4)
Un resultado fundamental para poder justificar la existencia de soluciones es el siguiente

Teorema 2.1.1 (Lax - Milgram). Sea V' un espacio de Hilbert. Sea a = a(u,v) una forma
bilineal en V. Si:

(1) a es continua, es decir, existe una constante M tal que
|a(u, v)] < M |[ul ol Vu,veV,
(11) a es coerciva en V, es decir, existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) = a ||’ Yv eV,

entonces existe una unica solucion w € V' del problema (2.4). Mds aun, la siguiente
desigualdad se satisface:

1
Izl < ~A# - (2.5)

11
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Observaciéon 2.1.1. La desigualdad (2.5) garantiza la estabilidad de las soluciones ob-
tenidas del problema (2.4). Dicho en otros términos, puesto que el teorema nos asequra
que fijado un funcional F € V* obtenemos una inica solucion u(F') € V, esto nos da una
asignacion

S, V=V,
F—u(F),

que se encuentra bien definida. Adicionalmente, esta asignacion es lineal. Para eso con-
sideramos: A, € R; Fy, Fy € V*; uy, us las soluciones correspondientes. Dada la bili-
nealidad de a, obtenemos:

a(Auy + pug, v) = Aa(ug,v) + pa(ug, v)
= )\<F17U>* + N<F27 U>* )
= <)\F1 +MF27U>* .

Puesto que la aplicacion S, es lineal, alcanza con ver que es acotada para ver que es
continua, pero eso es exactamente lo que afirma la desigualdad (2.5). En particular, se
tiene que:

1
Jur — usl| < EHFl - By,

por lo que si los funcionales estan “cerca”, las soluciones también lo estin. Mds aun,
muentras mds grande sea la constante de coercividad o, mds “estable” es el operador
solucion S,.

Una aplicacion de Lax-Milgram

En la ecuacién (2.2) vimos que los autovalores tenian que ser positivos, es decir, para
admitir una autofunciéon que no sea trivial. El teorema 2.4 nos brinda otra posible jus-
tificacién a este hecho. Consideramos ay: H}(Q) x H}(Q2) — R definida de la siguiente
forma:

ax(u,v) ::/Vu-Vvdx—)\/uvdm,
Q Q

Recordemos que la formulacién débil de nuestro problema es (2.3). Reescribiéndolo en
términos de los objetos que acabamos de definir, nos interesa encontrar una u € Hj () tal
que ocurra (2.4) tomando V = H}(Q), a = a) y F = 0. Supongamos entonces que A < 0.
Es claro que u = 0, es una solucion al problema. Para ver que es la tinica solucién basta
chequear que estamos bajo las hipdtesis del teorema 2.1.1 el cual afirma que la solucion
existe y es unica.

12
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Que ay es una forma bilineal continua es facil de verificar. Veamos que es coerciva:

ay(u,u) = /Vu Vudx—A/qux,
0

/||VuH dx — /u2dx,

> / u?dr — X / u?*dz ,  Utilizando la desigualdad de Poincaré.
~~Ja Q

>0

E(C—A)/uzdx,
——JQ

>0

> (C =X (llull2)* der

2
> (C—=N)p (HUHH5> dx | Pues || - [[r2) ¥ [| - |3 () son equivalentes.
>0
(2.6)
Luego, si A < 0, estamos bajo las hipdtesis del teorema de Lax-Milgram, por lo que
existe una tunica solucién de (2.4), que por unicidad resulta ser la trivial. Por lo tanto, si
queremos encontrar autovalores tiene que ser A € (0, +00).

Espacios de Hilbert equipados o ternas de espacios de Hilbert

Hay que hacer mencién a que en la formulacion del problema de la ecuacién (2.4) hay
dos espacios con los que estamos trabajando simultaneamente: un espacio de Hilbert V'
donde buscamos soluciones u y por otro lado, el espacio dual V* al que pertenece F. Sin
perder de vista que lo que queremos resolver es una ecuacion diferencial con condiciones
de contorno, hay que mencionar que en este tipo de problemas aparece un tercer espacio
H con las siguientes propiedades:

(1) V < H, es decir V estd continuamente contenido en H. Esto significa que V' estd
contenido en H y ademas la inclusion [y _.g es continua. Equivalentemente, existe

C > 0 tal que:
lullg < Cllully, — YueV. (2.7)

(11) V es denso en H.

Observacion. En el contexto de las formulaciones débiles de las ecuaciones diferenciales
con condiciones de contorno, V suele ser un espacio de Sobolev, y H suele ser L*(Q).

Usando el teorema de representacion de Riesz podemos identificar H con H*. Ademas,
podemos ver H dentro de V*. Para llegar a esa conclusion, fijado un u € H, es suficiente
ver que el funcional F), definido como

(Fu,v) = (v,u)y Yo eV, (2.8)

es continuo en V. De hecho la desigualdad de Schwartz y la ecuacién (2.7) nos permiten
obtener:

(v, )| < il lully < Cllolly ull g - (2.9)

13
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Luego la asignacién u — F, es continua, de H en V*, con || F,|
F,, = 0 entonces

ve < Cu| ;. Ademas, si

(u,v)y =0  VYveH,

lo cual implica que v = 0, por la densidad de V en H.

Entonces, la asignaciéon u — F, es inyectiva y define una inclusion continua Iy _,y~.
Luego esta identificacion nos permite escribir:

(u,v), = (u,v) g Yv eV,

donde w en la izquierda es visto como un elemento de V* y en la derecha como elemento

de H.

Finalmente, se puede ver que V' y H son densos en V*, luego uno obtiene una serie de
inclusiones

Ve H<—=V",
donde las inclusiones son continuas y densas. La construccién mencionada (V, H,V*)
recibe el nombre de terna de Hilbert. Otros nombres aceptados en la literatura son espacio
de Hilbert equipado o terna de Gelfand.

Formas bilineales débilmente coercivas

Vimos que con el teorema de Lax-Milgram, podiamos justificar la existencia y unicidad
de la ecuacion (2.4) donde el problema implicaba una forma bilineal coerciva. La idea
ahora, es generalizar este concepto para tratar un grupo de problemas méas amplio. Para
eso introducimos el siguientes concepto:

Definicién 2.1.1. Una forma bilineal a(u,v) se dice débilmente coerciva con respecto al
par (V, H) si existe \g € Ry a > 0 tal que:

a(v,0) + Xollol? = allol? Vo eV, (2.10)
La forma adjunta a* de a esta dada por:
a*(u,v) = a(v,u),

obtenida intercambiando los argumentos en a.

Notaremos con N(a) y N (a*) el conjunto de soluciones u y w de los problemas varia-
cionales:

a(u,v) =0 Vv eV, y a(w,v)=0 YvelVl.
Notemos que N (a) y N (a*) son subespacios de V' y juegan el rol de los nicleos de a y a*.

Teorema 2.1.2. Sea (V, H,V*) una terna Hilbert, con V compactamente incluido en H.
Sea F € V*, y a una forma bilineal en V', continua y debilmente coerciva con respecto a
(V,H). Entonces:

14
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(a) O bien la ecuacion
a(u,v) = (F,v), , (2.11)

tiene una unica solucion u y existe C' tal que

[all < G F]

VvV > (212)

(b) o bien
dimN(a) = dim N (a*) = d < o0,

y (2.11) admite solucidon si y sdlo si (F,w), =0 para cada w € N (a*).

Para demostrar el teorema 2.1.2 hay que apelar a un hecho mas general conocido
como la alternativa de Fredholm. Lo que el teorema ultimo nos dice es: o bien (2.11) tiene
una solucién unica para cada F' € V* o bien la ecuacién a(u,v) = 0 tiene soluciones no
triviales. Las mismas conclusiones aplican para la ecuacién “adjunta”:

a*(u,v) = (F,v), YveV.

Si wy,...,wg generan N (a*), (2.11) admite solucién si y sélo si se dan las siguientes
condiciones de compatibilidad

(Fow)), =0  j=1,...,d.

Si se dan estas condiciones, la ecuacién (2.11) tiene infinitas soluciones dadas por

d
u=1u-+ E CjZj5
j=1

donde @ es una solucién particular de (2.11) y z1,...,2; generan N(a) y ¢1,...,¢; son
constantes arbitrarias.

2.1.2. Teoria espectral para formas bilineales simétricas
Espectro de un operador compacto autoadjunto
Definicién 2.1.2. Sea H un espacio de Hilbert, L € £L(H), e I la identidad en H.

(a) El conjunto resolvente p(L) de L es el conjunto de los niimeros reales A tales que
L — \I es biyectiva:

p(L) ={N € R: L — Al es biyectiva} .
(b) El espectro (real) o(L) de L es

o(L) =R\ p(L).

Observacién 2.1.2. Si A € p(L), la resolvente (L — X\I)~' es un operador acotado.?

2 Esto es una consecuencia del teorema de gréfico cerrado: Si el gréfico de un operador lineal A : H; —
Hy es cerrado en H; x Ho entonces A es acotado.

15
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Si H es un espacio de dimension finita, entonces L se representa como una matriz con
lo cual su espectro estd dado por los autovalores. Si por el contrario, H tiene dimension
infinita pueden darse tres situaciones en relacién a (L — \I)~%:

(1) Puede ocurrir que (L — AI) no sea inyectiva, con lo cual (L — A\I)~! no existe. Eso
significa que N (L — M) # ) por lo que la ecuacién

Lz = \z (2.13)

tiene soluciones no triviales. En ese caso decimos que A es un autovalor y las solu-
ciones de (2.13) son autovectores asociados a A. El espacio vectorial generado por
los autovectores es el autoespacio de A y lo notamos N (L — \I).

Definicién 2.1.3. El conjunto op(L) de los autovalores se L se llama el espectro
puntual de L.

(11) Otra posibilidad es que (L — AI) sea inyectiva y que R(L — AI) sea denso en H,
pero (L — AI)~! no sea acotado 3. En este caso, decimos que \ pertenece al espectro
continuo de L, que lo notamos o¢(L).

(1) La posibilidad restante es que (L — AI) sea inyectiva, pero R(L — AI) no sea denso
en H. Luego, X\ pertenece al espectro residual.

Estamos en condiciones de enunciar el teorema central de esta seccidn:

Teorema 2.1.3. Sea K un operador compacto y autoadjunto de un espacio de Hilbert,
separable H. Entonces:

(¢) 0 €o(K) yo(K)\{0} =ap(K)\{0}.
(b) H tiene una base ortonormal {u,,} formada por autovectores de K.

(¢c) Si dim H = oo, los autovalores distintos de cero {\,} pueden ser ordenados de
forma decreciente |A\1| = |A\1| = -+, con A\, = 0 cuando m — oo.

Este teorema caracteriza el comportamiento de los autovalores de los operadores com-
pactos y autoadjuntos, y esto es particularmente 1til ya que muchas veces los operadores
definidos en los problemas variacionales abstractos pertenecen a esta clase, o bien sus
inversos lo son, con lo cual es una herramienta fundamental.

Espectro de una forma bilineal débilmente coerciva

Para definir el espectro y resolvente de una forma bilineal, consideramos una terna
de Hilbert (V, H,V*), con V incluido compactamente en H. Vamos a suponer que H es
separable. Sea a una forma bilineal en V', continua, y débilmente coerciva. En particular
consideramos:

ax, (u,v) = a(u,v) + Ao(u,v)  , (2.14)

3 En este contexto R(-) denota el rango o imagen del operador

16



2.1. Los autovalores del Laplaciano

donde )\ es tal que:
ax, (v,v) = a(v,v) + Ao |Jvll5; = a||v]|} Yo eV. (2.15)
Consideramos el problema de encontrar u € V' tal que:
a(u,v) = Xu,v)y + (F,v), YveV. (2.16)

El conjunto resolvente p(a) estda formado por los nimeros reales A tal que (2.16) tiene
solucién unica u(F') cualquiera sea F' € V* y la funcién que a cada F le asigna la solucién
S(a,\) : F— u(F)

es un isomorfismo entre V* y V. Por otro lado, el espectro real de a es o(a) =R\ p(a) y
el espectro puntual op(a) es el subconjunto del espectro dado por los autovalores, o sea,
aquellos \ tales que la ecuacion

a(u,v) = Mu,v) g Yoel,

tenga soluciones u no triviales. Llamamos a ese conjunto de soluciones el autoespacio
asociado a A y lo notaremos N (a, ).

Observacion 2.1.3. Como corolario del teorema (2.1.2) (“Alternativa de Fredholm” apli-
cada a formas bilineales), se tiene que o(a) = op(a).

Vamos a considerar Sy, € L(H) definido como la restriccién de S(ay,,0) a H, es decir:

Introducimos este operador pues existe una relacion entre op(Sy,) v op(ay,) que pasare-
mos a describir. Antes, hagamos algunas observaciones:

Observacion 2.1.4. 0 € op(S,,)-
Demostracion. Si existe F' € V' tal que Sy, (F) = 0.F = 0, entonces ocurre:

ax, (0,v) = (F,v), YoeV,
0= (F,v). YoeV,

luego F' = 0. [

Observacion 2.1.5. op(ay,) C (0, +00).

Demostracion. Recordemos que op(ay,) C o(ay,) = R\ p(ay,). Alcanza entonces con ver
que (—00,0] C p(ay,). Para eso, veamos que si A < 0, entonces (2.16) tiene solucién tnica
para a = ay,, es decir:

ax(u,v) = Mu,v) y + (F,v), Yv eV, (2.17)

17
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= ax(u,v) — XMu,v); = (F,v), Yv e V. (2.18)

-~
Es una forma bilineal coerciva

Es claro que a(u,v) == ay,(u,v) — A(u, v) es una forma bilineal en V' x V' continua.
Para ver que es coerciva, consideramos v € V' arbitraria y obtenemos:
a(v,v) = ax(v,v) — Mo, v) 4,
= a(v,v) + Ao(v,v) y — ANV, v) 4,
2 2
a(v,v) + Ao vl = Al

= a(v,v) +( ) ol

Ao —A
~—
>0

> a(v,v) + o [|oll7,
>

por lo que por el teorema de Lax-Milgram existe u € V' solucién unica para (2.18). O

Observacion 2.1.6. A € op(ay,) si y solo si p=1/\ € op(Sy,). Mds ain:

N(axg, \) = N'(Sy, — pI) (2.19)

y en virtud del teorema (2.1.2), 0 < dim (N (ay,,A)) = d < oo. Diremos que d es la
multiplicidad del autovalor \.

Demostracion. Si A es autovalor de ay,, existe f # 0 € V tal que :
ax,(f,v) = A(f,v) Vv e V. (2.20)

Luego f € V C H, y definiendo p = 1/, la ecuacién (2.20) es equivalente a

ax,(uf,v) = (f,v) Yv eV, (2.21)

por lo que
Snof = if (2.22)
De aqui se ve que (2.20) es equivalente a (2.21), que a su vez implica (2.22). No obstante,
también es cierto que (2.22) implica (2.21), por lo que son todas equivalencias. H

Una vez introducidos estos conceptos podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.1.4. Sea (V, H,V*) una terna de Hilbert con H separable y V' compactamente
contenido en H. Sea a una forma bilineal simétrica en V', continua y débilmente coerciva.
Entonces:

(a) o(a) = op(a) C (=g, +00). En particular, los autovalores forman una sucesion
creciente con A, — +00 st hay infinitos autovalores distintos.

(b) Si ug,u; son autofunciones de distintos autovalores de a, entonces a(uy,u;) =
(ug,u;); = 0. Mds ain, H tiene una base ortonormal {w,}, donde cada w,, es
una autofuncion asociada a A, para cada m = 1.

18
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(¢c) Si {wm},,~, denota una base ortonormal de H formada por autofunciones de a,
entonces {wm/\/)\m + )\o}m es una base ortonormal de V' con respecto al producto

(u,v)y = alu,v) + Xo(u,v).

Demostracion. Para ver (a), recordemos que Sy, € L(H) esta definido como la restriccién
de S(ay,,0) a H, es decir:

donde S(a,,,0) oi; es continua y iy es un operador compacto. Luego, Sy, es un operador
compacto de H en H. Por otro lado, por la simetria de a, se tiene que .Sy, es autoadjunto,
esto es:

(Sxo f 9>H = (f, SA09>H Vf,ge H .

Para ver esto, definimos u = Sy, f y w = S),g9. Luego, para cada v € V,

(I)\O(U,, U) = <f7 U>H y CI,)\O(’LU,U) = <gaU>H :

En particular,
a>\0<u?w):<f7w>H y a)\o(wau):<gau>H s

por lo que ay,(u, w) = ay,(w,u) y (g,u) = (u,g) podemos escribir

(ks D =, 9) g = (fsw) gy = (f, %) i -

Luego, por el teorema 2.1.3 — teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos
— y puesto que 0 € gp(S),), se sigue que a(Sy,) \ {0} = op(Sy,) \ {0} = gp(S),) y los
autovalores de S, forman una sucesion no creciente {u,,} tal que p,, — 0. En vistas
de la observacién 2.1.6, A € op(ay,) siy solosi p = 1/ € gp(S),), por lo que op(ay,)
puede ser expresado como una sucesion creciente de autovalores {\2 } donde los mismos
se repiten de acuerdo a la multiplicidad de cada autovalor, con A2 — co. Para terminar
de probar la parte (a) basta con verificar que los autovalores de a son \,, = \? — \q.

Para ver la parte (b), consideramos uy, u;, dos autofunciones correspondientes con Ay
y Aj respectivamente, con A\, # \;. Luego

alug, uj) = Melug, ug) gy alug, uy) = Nj(ug, us) 4.
Restando ambas ecuaciones obtenemos
(A = ) (ups ug) y =0,

por lo que (uy, u;) ; = 0 = a(ug, u;). Mds atin, considerando la parte (b) del teorema 2.1.3,
H tiene una base ortonormal {wy,}n>1 de autovectores correspondientes a { A\, }rn>1.

Para ver (c), observamos que *

(Wi, Wi) = Ay (Wi, W) 7 = A O

4En lo que sigue 6,1 es la delta de Kronecker.
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por lo que

(Win, W) = AWy, WE) + Ao (Wi, Wie) gy
- )\mémkz + )\Oémk )
= A+ X0) Ok -

Esto muestra que {wm /N Am + )\O}m es un conjunto ortonormal en V' para el producto
interno (-, -){>. Para ver que es una base, alcanza con mostrar que el inico elemento en V'
ortogonal a todos los w,, es v = 0. Para eso consideramos v € V' y suponemos que

(V, W)y = a(v, W) + AoV, W)y =0  ¥Ym > 1.
Puesto que a(v, w,,) = Ay (v, W) 5, se tiene que
(Am +20) (v, W)y =0 Vm > 1,
y puesto que (A, + Ao) € op(ay,) y 0 & op(ay,) se tiene que para cada m > 1
(v, W) 5 = 0.

Como {wy,} es una base en H se tiene que v = 0. O

2.1.3. Existencia de soluciones para el problema espectral

Nos interesaria poder escribir (2.1) como un problema abstracto de autovalores y
utilizar todas las herramientas provistas en la secciéon anterior para autovalores de formas
bilineales en espacios de Hilbert equipados.

Introducimos la forma bilineal a : H} () x H}(Q) — R:

a(u,v) = / Vu-Vu. (2.23)
Q
La misma es una forma bilineal continua:
0, 0)] < full ol Vv € HYQ), (2.24)

simétrica:

a(u,v) = a(v,u), Vu,v € Hy(Q), (2.25)

y ademas es coerciva, pues:

a(u,u) = [ Vu-Vu, (2.26)
Q
= [ [Vul*, (2.27)
Q
>C [ |uf (2.28)
Q
> Clull7ag - (2.29)
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utilizando la desigualdad de Poincaré, en particular una forma bilineal coerciva es débil-
mente coerciva con Ay = 0.

Recordemos que habiamos visto que la busqueda de autovalores del Laplaciano es
equivalente a :

/VU-VU:/\/uv, para todo v € Hy(9),
Q Q

que reescrito en términos de la notacién introducida es

a(u,v) = AMu, v) 12q), para todo v € Hy(€2). (2.30)

Para utilizar lo visto en la seccién anterior veamos que (Hg(€2), L*(Q), (H}(Q))") es
una terna de Hilbert:

» La inclusiéon H}(Q) — L*(Q) es continua y compacta®.

» H}(Q) es denso en L*(9). Puesto que C°(Q2) € HI(Q) C L) y dado que el
conjunto C§°(£2) es denso® en L?(Q) también lo es H} ().

» [%(Q) es separable”.

Teniendo en cuenta estas observaciones, podemos aplicar el teorema (2.1.4) a la forma
bilineal a obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 2.1.5. 57 Q) es acotado:

(1) Eziste una base ortonormal {wn,},,-, de L*(Q) formada por autofunciones del ope-
rador Laplaciano con condiciones homogéneas.

(11) Los autovalores correspondientes {\,},,~, forman una sucesion mondtona creciente
0<)\1<)\2<<)\k</‘00,

donde cada autovalor aparece tantas veces como la dimension de su autoespacio
asociado, esto es, una cantidad finita de veces.

(i11) El conjunto {wn,/\/Am}, _, €s una base ortonormal de Hg(S2) con respecto al pro-
ducto interno:
(u, U)H&(Q) = (Vu, vU)L?(Q) .
Observacion 2.1.7. Dado un autovalor N\, el término multiplicidad, hace referencia a
la dimension del autoespacio asociado al mismo.

Definicién 2.1.4. El teorema 2.1.5 nos dice que fijado un dominio {2 podemos obtener
la sucesién de autovalores Dirichlet (Ag),cy. la cual denominaremos el espectro de €2 que
denotaremos o () = (Ap)en-

Observacién 2.1.8. La mayor ventaja de las herramientas vistas en esta seccion es
que fdcilmente permiten estudiar otros tipos de problemas de autovalores (por ejemplo el
espectro del Laplaciano con condiciones de borde Neumann), donde alcanza con definir
adecuadamente la formulacion débil del problema y probar que los espacios que juequen el
rol de (V, H,V*) conformen una terna de Hilbert, con V' compactamente incluido en H .

SEste es el teorema de Rellich, una demostracién puede verse en [Agh07].
6Puede verse una demostracién de este hecho en el Corolario 9.8 de |[Brell].
"Para mayor detalle puede consultarse la Seccién 4.3 de [Brell].
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2.1.4. Calculo del espectro del rectangulo

Generalmente, el cdlculo de (2) no suele ser sencillo, pero a modo de ejemplo reali-
zaremos el calculo del espectro de un rectangulo.

Consideremos [, h € R. Vamos a trabajar en la region
Q= {(z,y) eR*| z € (0,1), y € (0,h)},

que es el interior del rectangulo de lado [ y altura h. Nos interesa encontrar una funcion
u € C%(Q) N C(Q) que cumpla

— Au(z,y) = Nu(z,y) , (2.31)
y ademas queremos que
uw(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = u(x,h) =0, (2.32)
para0 <z <[,0<y < h.

Observacién. La razén por la cual consideramos \* en lugar de X en (2.31) es porque
sabemos que los mismos serdn positivos y de esa forma se puede simplificar la notacion a
futuro.

Vamos a proponer encontrar alguna solucion mediante el método de separacion de
variables, por lo que suponemos que u(z,y) = X (x)Y (y) con las condiciones

X(0)=X() =0, Y(0)=Y(h)=0.
Sustituyendo en (2.31) obtenemos que

Yy o B
Yo T T xw

donde p es una constante que introducimos.

Sea 2 = A\? — 12, tenemos que resolver estos dos sistemas de ecuaciones de una sola
variable:

X' (@) + p*X () =0, Y'(y)+ 7Y (y) =0,
X(0)=X(1)=0, Y YO)=Y(h)=0,
y las soluciones son:
mm
X(z) = Ay, sin py,x, o = -
(2.33)
nm
Y<y) = B, sin Uny, Vp = 77
donde m,n € N. Como \? = v 4 12, tenemos que
m?  n?
)\gnn:’/T2 l_2+ﬁ 5 m,nGN,
mm nm
X(2)Y (y) = Com <sin T:z) (sin 7y> , m,n € N, Cy,,, € R.
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2.1. Los autovalores del Laplaciano

Llegamos a la conclusion de que esas son todas las autofunciones que pueden obtenerse
mediante separacion de variables. Nos preguntamos ahora si puede existir alguna auto-
funciéon que no provenga de hacer este procedimiento y en ese caso, haber quizas omitido
algin autovalor.

sin HmT
Toin pma]

Para dar una respuesta a este hecho recordemos que { } es una base del
meN

espacio de Hilbert® L2([0,1]), y andlogamente {ﬁ} es una base de L?([0, h]). Una
" neN

(sin pm ) (sin vpx)
(sin pmz) (sinvp )}

consecuencia de esto es que, { T } es una base de L?(Q), cuestién que
m,neN

veremos a continuacion.

Para poder justificar este hecho, mostraremos que toda funcién f € L?*(Q) podré
ser aproximada por productos de funciones en variables separadas y luego, que cada
una de estas puede ser aproximada por elementos del R-espacio vectorial generado por
{ (s%numac)(s%nl/na:) } .

[[{(sin prm ) (sinvnz) }H| m,neN

Recordemos el teorema de Stone Weierstrass:

Teorema 2.1.6 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio métrico compacto y el conjunto
C(X,R)={f: X—R: f es continua},
dotado con la norma del supremo | fl|, = sup|f(x)].
zeX

Sea A una subdlgebra unitaria de C'(X,R), es decir, que contiene alguna funcidn cons-
tante distinta de 0, decimos que Ssepara puntos si para cada par x e y en X, existe una
funcion p € A tal que p(x) # p(y). Luego A es densa en C(X,R) si y sélo si A separa
puntos.

En particular, como [0,1] x [0,h] con la métrica subconjunto de R? es un espacio
métrico compacto, consideramos A el dlgebra generada por

{f(x)g(y) - f € C([0,1]), g € C([0,h])}
Es claro que la funcién constante

1:]0,{] x [0,h] — R,
rz— 1,

pertenece a A. Asi mismo, si tomamos (ay,as), (b1,b2) € [0,1] x [0, h], consideramos las
funciones:

PSR g [0 h =R fgi [0, x[0.h] >R
T —a Y — ao (x —a1)(y — az)

— , — , x,y) .

’ by — Y by — ay (:9) (b1 — a1)(ba — az)

En efecto, f y ¢g son ambas funciones continuas, f.g(ay,as) = 0y f.g(by,by) = 1,
f.g € A, luego A separa puntos. Por el teorema 2.1.6, A es denso en C([0,] x [0, h],R)

8Una base en un espacio de Hilbert es un sistema ortonormal completo.
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CAPITULO 2. Preliminares

con la métrica del supremo. Esto significa que para todo elemento f € C([0,[] x [0, h],R),

ll-lloo

existe una sucesién {f,}, .y € A tal que f, —— f. Légicamente esto implica que la
sucesién también converge en L%(Q)) pues:

1= FI = / fo— fI2 dudy.
[0,1]x[0,h]
</' 1fu — I dady,
[0,1]x[0,h]

<Mﬁﬂ&/ L dady,

[0,1]x[0,h]

<Mﬁﬂ&/ Ldzdy,

[0,1]x[0,h]
< ||fn_f||iolhmo_

N = —71.2(Q J— =
Luego AR C(Q,R) y C(9, R)L e L*(Q). En particular AR L3 ().
Sea
B’ = {(sin pon) (S0 V) b e S L),

Nétese que B’ es un conjunto ortogonal, en particular si a cada elemento lo dividimos por
su norma, nos queda un conjunto ortonormal en L?(Q2) que llamaremos simplemente B.
Nos gustarfa ver que span(B) es denso en A provisto de la norma de L?(£2) y en ese caso
B seria una base de este espacio de Hilbert. Como span(B) = span(B’) por comodidad
en la notacién veremos que span(B’) es denso en A. Para probarlo, alcanza con ver que

cada elemento del conjunto generador de A:

{f(2)g(y) - f € C([0,1]), g € C([0, h])}

puede ser aproximado por elementos de span(B’).

Sabemos que existen {ay }ren, {b;}jen C R, tales que

M

f . L?
Sy = g apsin ppr — f

M—o0
k=1

N 2

. L
S% = E bysinv,y — ¢ .
N < k kY Neoo g

Sea L un numero natural, consideramos

L
ST.89 = Z apby (sin p, ) (sinv, y) .

p,q=1

2
Afirmamos que S - 8¢ -2 f.g.
L—o0
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2.2. Isometrias

Observacion 2.1.9. Podemos reescribir S]@ de la siguiente forma

M I
. SIN iy T
STr= " ak|sin i x| 20 ) T 7
;:1 (O lsin g ]| 20,09

donde el interés de esta escritura es que la base utilizada es ortonormal. Luego:

st

M 2
oy = o | lsim sl oo
’ k=1

,  Usando que la base utilizada es ortonormal,

< HinQ((OJ)) : Utilizando la desigualdad de Bessel.

Teniendo en cuenta esto tltimo, se tiene que

Hf-g—Sf-SZ Ly S f-g—Si-gHLQ(Q)ﬂLHsf-g—sf-si .
<[5 =5Do) 0+ [550 - 5D)]
<[ = 5] o MMz + | 52| 1 = SElomy
<= 5] o Nllzcom + 1z -l = S0y
S ~ 0

Como S} - S son elementos de span(B’) = span(B) esto demuestra que span(B) es
denso en A y por lo tanto en L*(Q), lo cual termina de justificar por qué B es una base
de L*(Q).

Supongamos que existe una autofuncién no trivial ® € C1(Q)NC(Q) C L?(Q) distinta
de las mencionadas en (2.33). Luego, como B es base de L?*(f2), se tiene que existen
{djju};, ;, C R tales que:

o = Z dj, 4, (sin pj, ) (sinv;, y). (2.34)
J1,J2=1
Notemos que:
dj17j2 = <q)7 (Sin gy l‘) (SiIl Vija y)) =0, (235)

puesto que segun los resultados de la seccién anterior, autofunciones asociadas con dis-
tintos autovalores son ortogonales en L%(€2), lo cual implica que ® = 0 contradiciendo el
hecho de que la solucién era no trivial.

2.2. Isometrias

Consideremos la siguiente

Definicién 2.2.1 (Isometria). Una transformacién h : R* — R™ se llama isometria o
movimiento rigido si para cualquiera dos puntos x,y € R™ ocurre que

1 () = FW)lly = llz = wll,- (2.36)
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CAPITULO 2. Preliminares

(a) u(z,y) = (sin iz) (sin §y) (b) u(z,y) = (sin 32) (siny)

1

(e) u(z,y) = (sin 3z) (sin 1y) (f) u(z,y) = (siniz) (sin 3y)

Figura 2.1: Primeras 6 autofunciones en [0, 27| x [0, 27].
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2.2. Isometrias

Ejemplo (Traslacién). Fijado u € R", definimos t,,(v) = v+ u. Se verifica inmediatamente
que [[tu(v) = tu(w)[| = [[v = w].

Definicién 2.2.2. Dados conjuntos A, B C R", decimos que son isométricos o congruen-
tes si existe una isometria h : R™ — R™ tal que h(A) = B.

Notacion. A~ B .
Observacion. ~ es una relacion de equivalencia.

Lema 2.2.1. Una isometria se escribe de forma tunica como la composicion t o k donde
t es una traslacion y k es una isometria que fija al 0.

Demostracion. Sea h : R™ — R™ una isometria. Si h = t,, o k, donde t,, es la traslacién
por un vector w y k es una isometria que fija al 0, se tiene que para todo v € R™ ocurre
h(v) = ty(k(v)) = k(v) + w. Si v = 0, entonces tenemos que h(0) = w, por lo que w
estd determinado por h. Luego k(v) = h(v) —w = h(v) — h(0), entonces k también esta
determinado por h y es una isometria. Del mismo modo, si h es una isometria, definimos
t(v) =v+h(0) y k(v) = h(v) — h(0), luego t es una traslacién, k es una isometria que fija
al 0, y h(v) = h(0) + k(v) = t,, o k, donde w = h(0). O

Lema 2.2.2. Para una funcion h : R — R" son equivalentes:
(1) h es una isometria y h(0) =0,
(1) (h(z),h(y)) = (x,y)  Vo,y €R™

Demostracion. Recordemos que
2
[o]” = (v, v).

Supongamos que h satisface (1). Luego para cualquier par de vectores v y w en R”",

[7(v) = h(w)[| = [lv — w]]. (2.37)

Tomando v = 0, obtenemos ||h(v)|| = ||v|| para todo v € R™. Elevando ambos términos
al cuadrado y escribiendo en términos de productos internos se tiene

((h(v) = h(w)), (h(v) = h(w))) = (v —w), (v = w)). (2.38)

Distribuyendo,
(h(v), h(v)) — 2(h(v), h(w)) + (h(w), h(w)) = (v,v) — 2(v,w) + (W, w). (2.39)
Observemos que (h(v),h(v)) = ||R(v)|* = ||v|]|*> = (v,v) y andlogamente (w,w) =
(h(w), h(w)). Cancelando los términos en (2.39) obtenemos que —2(h(v), h(w)) = —2(v, w)

por lo que (h(v), h(w)) = (v, w).
Supongamos que h satisface (2), luego

(h(v), h(w)) = (v, w), (2.40)
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CAPITULO 2. Preliminares

para todos los v y w € R"™. Por lo tanto

>
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por lo que ||h(v) — h(w)|| = ||[v — w|| y h es una isometria. O

Corolario 2.2.1. La unica isometria que fija el origen y la base canonica de R™ es la
1dentidad.

Demostracion. Sea h : R™ — R™ una isometria que satisface
h(o) = O, h(€1) = €1y ..., h<€n) = e,.

El lema 2.2.2 afirma que
(h(v), h(w)) = (v, w),

para todo par de vectores v, w € R". En particular si consideramos un vector v € R”, y
tomamos por w a los vectores de la base candnica ey, es, ..., e,, se tiene que

(h(v), h(e:) = (v, ei),

y como h(e;) = e;,

(h(v), e:) = (v, &).
En particular observamos que

n n

h(v) = Z(h(v), ei)e; = Z(v, ei)e; = v.

i=1 =1
Como h(v) = v y v era arbitrario, se tiene que h es la identidad. O
Definicién 2.2.3. Sea U € GL,(R), decimos que es ortogonal si cumple U~ = U*.

Observacion. Las matrices ortogonales forman un subgrupo multiplicativo de GL,(R) y
lo notaremos O,,.

Lema 2.2.3. 5i A € O, la transformacion hy : R® — R" definida como
th(U> = Av )
es una isometria que fija el origen.

Demostracion. Que ha(0) = 0 es claro. Para mostrar que h4 es una isometria, por el lema
2.2.2 alcanza con ver que

(Av, Aw) = (v, w) ,
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2.2. Isometrias

para todo v, w € R™. Puesto que vale para cualquier A € Rn x n y v,w € R" que
(v, Aw) = (Alv,w) |
tomando v = Aw se tiene,
(Av, Aw) = (A"(Av),w) = (A" A)v, w) = (v,w) ,

en donde utilizamos que A! = A1 ]
Observacion 2.2.1. En particular sabemos que si U € O,,, v,w € R":

(v,w) =0= (Uv,Uw) =0 . (2.41)
Lema 2.2.4. Dada A € R™" satisface (2.41) si y sdlo existen ¢ € R, U € O, tal que
A=cU.
Demostracion. Si A = cA’ donde A es ortogonal, entonces

(Av, Aw) = *{A'v, A'w) = *{v,w),

por lo que si (v, w) = 0, ocurre que (Av, Aw) = 0.

Reciprocamente, si A € R™*" satisface (2.41), como ey, ..., e, son ortogonales, se tiene
que Aeq, ..., Ae, también lo son, por lo que las columnas de A son ortogonales. Veamos
que tienen la misma longitud. Notar que e; +¢; L e; —e; si ¢ # j, como la matriz preserva
ortogonalidad y por linealidad se tiene que Ae; + Ae; L Ae; — Ae;, en particular se tiene

que
0= ((Ae; + Aey) , (Ae; — Aes) = || Aes|” — [|Aes]|*

de donde obtenemos
[ Aei]| = || Aej]| -

Luego, todas las columnas de A tienen la misma norma, la llamamos c. Si ¢ = 0,
luego A = 0 = ¢l,,. Si ¢ # 0, entonces la matriz (1/c)A tiene una base ortonormal en
sus columnas, por lo que es una matriz ortogonal. Luego A = ¢((1/c¢) A) es un multiplo
escalar de una matriz ortogonal. ]

Lema 2.2.5. Toda isometria h : R™ — R™ que fija el origen tiene la forma h(v) = Uv
para alguna matriz U € O,,. En particular h es lineal e inversible.

Demostracion. Por el lema (2.2.2) se tiene
(h(v), h(w)) = (v, w) ,
para todo v, w € R". En particular si v = e;, w = ¢;, se tiene que
(h(ei), hle;)) = (ei, ) = bij-

Es decir que los vectores h(ey), ..., h(e,) son vectores ortogonales de norma 1.

Sea A € R" la matriz que tiene al vector h(e;) en la i-ésima columna. Como sus
columnas son vectores unitarios ortogonales, se tiene que A'A = AA* = Id,,. Por lo tanto,
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CAPITULO 2. Preliminares

su transformacién lineal asociada es una isometria en R™ y ademads, por construccion
se tiene que A(e;) = h(e;) para todo i. Més atin, sabemos que A es inversible. Ahora
consideramos la isometria A~! o h. Sabemos que fija 0 y que fija la base canénica. Por

el corolario (2.2.1) se tiene que A~ o h = Id,, y por unicidad tiene que ocurrir que
h(v) = Awv. O

Teorema 2.2.1. Dada U € O,, y w € R" la funcion hy,, : R" — R" dada por:
hyw() =w+Uv ,
es una isometria. En particular, toda isometria en R™ tiene esta forma con tinicos U y w.

Demostracion. Es claro que hy,,(v) = w+ Uv es una isometria, pues es una composicion
de una traslacion y una transformacion ortogonal las cuales son isometrias.

Para ver que cualquier isometria de R™ tiene la forma hy, para algin par (A4,w),
consideremos una isometria h : R" — R™. Por el lema (2.2.1) se tiene que h(v) = k(v) +
h(0) donde k es una isometria en R™ que fija al 0. Por el lema (2.2.5), existe A € O, tal
que k(v) = Av para todo v € R", luego

h(v) = Av + h(0) = hau(v),

donde w = h(0). Por ultimo, si ha ., = hay, evaluando en 0, obtenemos que w = h(0) =
w’. Luego, Av +w = A'v + w, de donde obtenemos que A = A’. n

2.3. Conjuntos isométricos y espectro

Tras haber introducido el concepto de espectro, nos preguntamos qué grado de relacién
existe entre  y o(£2). Por ejemplo, cémo dependen los autovalores de la geometria del
dominio. Este es el objeto del area denominada geometria espectral.

Nuestro primer objetivo es ver como se comporta el laplaciano con las isometrias y
por lo tanto ver cémo se comporta el espectro frente a isometrias.

Lema 2.3.1. Sean Q,Qy C R" abiertos, f € C*(y) y una isometria h : R — R"™ donde
h(€) = Qy. Luego
A(foh)=(Af)oh.

Antes de realizar la demostracién de este lema, notamos que dada g una funcién
continua en D, se tiene que g = 0 en D si y sélo si, para toda ¢ € C}(D) tenemos que:

/ gedV = 0.
D

Si no fuera asi, consideramos P tal que g(P) # 0, por ejemplo g(P) > 0, y por lo tanto,
g > 0 en una bola suficientemente pequena B, centrada en P. En ese caso, consideramos
op € C§°(B.) positiva por lo que gpp > 0 para todo punto en supp(ep), luego 0 =
Jp9epdV = [ ion 9P dV > 0 obteniendo una contradiccion.
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2.3. Conjuntos isométricos y espectro

Demostracion. Puesto que queremos ver A(f o h) = (Af) o h, por la observacién basta
con ver:

/QA(foh)de—/ [(Af) o BlpdV. (2.42)

1951
Observacién 2.3.1. Recordemos que gracias al lema 2.2.1 tenemos que existe un punto

v € R" y una matriz U € O, tal que h(x) = v+ Uz, por lo que la matriz jacobiana de h,
Dh(zy,...,x,) es U. Ademds, det Dh = +1.

Desarrollando el lado izquierdo de (2.42) y utilizando una de las identidades de Green
tenemos:

/ A(foh)pdV =— | V(foh) VedV
o1 ]

_ / (Vf) o U] - VepdV .

donde en la dltima igualdad utilizamos la regla de la cadena y la observacion 2.3.1 para
afirmar que V(foh) = ((Vf)oh)-Dh = ((Vf)oh)-U. Ademés, utilizando el teorema
de cambio de variable para la isometria h vemos que:

—/Q [(Vf)oh)U]-VedV = —/ [(Vf)oho h_l)U] - ((Vp) o (h7Y)) |det Dh™|aV,

Qo

_ _/Q (VU] - (V) o (k1) |det Dh~Y[dV,
== [ (vnUL- (ve) o 07Y) v,

donde utilizamos que |det Dh™!| =1 por ser h~! una isometria.

Desarrollando el lado derecho de (2.42) se obtiene que:

/Q [(Af) o hlpdV = / [(Af)ohoh (poh™t)|det Dh™t|dV,

Qo

= [ 1an-onav

_ _/QQ(w)-v«oohl)dV,

=~ [ (0 [(¥e)o ) 0 v
=~ [ 0 [(Fe)o ) 1) v

donde nuevamente utilizamos las identidades de Green y el teorema de cambio de variables.
Ademas, utilizamos el hecho que si h(z) = v + Uz, su inverso h™'(z) es U v + U™ 'z,
luego su matriz diferencial es U~! que también es U* por ser U ortogonal.

Hemos visto que (2.42) es equivalente a probar:

/Q (VHU]- (V) o (b)) dV = / (V1) (V) o () U] V.,

Qo
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pero esto es cierto puesto que para cualquier matriz A € R™*" y vectores v, w € R"™ ocurre
que:
((vA),w) = (vA)w" = v(Aw') = v(wA")" = (v, (WA)).

Tomando v =V f, A=U, w = ((Vy) o (h™')) se obtiene el resultado deseado. O

Lema 2.3.2. Dos conjuntos isométricos tienen el mismo espectro.

Demostracion. Nuestra intencion aqui serd ver que los dominios isométricos tienen esen-
cialmente el mismo conjunto de soluciones, desplazadas via la isometria de un dominio en
el otro.

Esto también implica que la multiplicidad de los autovalores es la misma. De otro
modo, si alguno de los dominios tiene para un determinado autovalor una mayor mul-
tiplicidad, se puede trasladar al otro dominio el conjunto linealmente independiente de
autofunciones llegando a una contradiccion.

Sean €,y C R?, tales que Q1 ~ Q,. Sea Solg el conjunto de soluciones del problema
ya conocido por nosotros:

—Au(z) = Au(x) six e, (2.43)
{ 0 si € 0. (2.44)

Sea h : R® — R", definimos:

Solg(h) ={uoh | u € Solg}.

Recordemos entonces que nuestra intencién es demostrar Solg,(h) = Solg,. Como
dijimos antes, €1 ~ €, existe h : R”™ — R" isometria tal que h(2;) = Q5. Consideremos
una u € Solg,, veamos que u o h € Solg,. Verifiquemos primero (2.43).

—A(uoh)(z) = =(Au)(h(x)),
= Au(h(z)),
= A(u o h)(z),

donde utilizamos el lema 2.3.1 en la primera identidad.

Para ver que (uoh) se anula en el borde del dominio, procedemos de la siguiente forma:
como h es un homeomorfismo, 9Qy = h(9;) y 02 = h™1(99,), entonces si x € 0Qy,
existe algin punto y € 98, tal que h™1(y) = z. Luego, (uo h)(z) = (uo h)(h 1(y)) =
u(y) = 0 pues u € Solg,, y € d€, lo cual prueba la condicién (2.44).

Hemos visto entonces que Solg, (h) C Solg,. Para ver Solg, C Solg,(h), consideramos
u € Solg,. De manera andloga a la demostracién de la primera inclusién, se tiene que
(Woh™') € Solg,. Luego & = (Woh™')oh € Solg,(h). O
2.3.1. La pregunta de Kac

Diremos que dos conjuntos que tienen el mismo espectro son isoespectrales. De esa
forma, lo que afirma en particular el lema 2.3.2 es que dados A, B C R? se tiene:

A~B=o0(A)=0(B).
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2.3. Conjuntos isométricos y espectro

Luego si N denota la coleccién de dominios acotados con frontera suave a trozos en R?
y M =7V /_ es la coleccion de clases de equivalencia de dominios en el plano congruentes
segun un movimiento rigido, queda bien definida la siguiente aplicacion:

T: M— RV,
Q— () = (A, Mgy oy Aky on),

que a cada dominio le asigna el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet ho-
mogéneas.

(2.45)

Luego, desde el punto de vista matematico, la pregunta a la que se refiere Marc Kac
en |[Kac66| es si la asignacion T es inyectiva.

2.3.2. Algunos resultados espectrales

Puesto que no existe una expresion global para el espectro calculado sobre una regién
arbitraria, determinar si T o una restriccion de ella a una subcoleccion de dominios,
es inyectiva, requiere cierto conocimiento de aquellas propiedades geométricas que sélo
dependen del espectro. Las llamamos invariantes espectrales.

En ese sentido, un resultado clasico es el siguiente:

Lema 2.3.3 (Férmula de Weyl). Sea Q C R" definimos
NA) = #{n | A < A},

la cantidad de autovalores Dirichlet de Q2 (contados con multiplicidad) menores o iguales
a A. Entonces:

N
)\11_{210 2 = (2m) 7" wy, Vol(Q2),

donde w,, es el volumen de la bola unitaria en R™ y Vol(Q2) la medida de Q.

Para una demostracién de este hecho puede consultarse [Weyll|, [Wey12]. En [Str08|
puede verse la demostracién para R? y R3 asi como también algunos ejemplos.

Del lema (2.3.3) deducimos que fijado el espectro, y la dimensién del espacio, podemos
calcular la medida de €. En particular, dos dominios isoespectrales del plano, tienen que
tener necesariamente la misma &area.

Notacién. Notaremos por A\ (£2) al k-ésimo autovalor Dirichlet calculado en la regién €.

Otro resultado clasico donde podemos notar la relacién que existe entre la forma de
un dominio y el célculo de sus autovalores es el siguiente

Teorema 2.3.1 (Desigualdad de Rayleigh-Faber-Krahn). Sea  C R™ un dominio y sea
B la bola centrada en el origen con Vol(B) = Vol(§2). Luego, A\ (2) > M\ (B). Mds en
general, la 1gualdad es cierta si y solo si Q) ~ B c.t.p.

Esta desigualdad nos permite llegar al primer resultado de la caracterizacién de una
clase de conjuntos segiin su espectro.
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CAPITULO 2. Preliminares

Notacién. Sea z € R", R € R. Bg(z) = {y | ||z — y||, < R}.

Corolario 2.3.1. Sea 2 C R" abierto acotado, R € Ry y Br(0) C R" tal que 0(Q2) =
o(Bg). Luego Q2 ~ Bpg.

Demostracion. Dado que o(2) = o(Bg), por el lema 2.3.3, se tiene Vol(§2) = Vol(Bg).
En particular, R estd univocamente determinado. Por otro lado, como o(§2) = o(Bg),
obtenemos que A (€2) = A\(Bg), y debido al teorema 2.3.1, ocurre que Q2 ~ Bg c.t.p. O

Esto significa que si un dominio arbitrario en R", tiene el mismo espectro que una
bola, entonces, es una bola a menos de un movimiento rigido del plano.
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Capitulo 3

La traza del calor

Entre las herramientas méas importantes para determinar la relacién entre la geometria
de Q y su espectro ¢(€2) encontramos a las trazas. {Qué es la traza de un operador en
este contexto? Esencialmente es una generalizacion a espacios de Hilbert, del concepto de
traza de una matriz en espacios de dimension finita. En esta ocasién para el problema
espectral del Laplaciano trabajaremos con la traza del operador solucion de la ecuacion
de calor a la que llamaremos simplemente traza del calor.

Definicién 3.0.1. Un operador lineal acotado A definido sobre un espacio de Hilbert
separable H se llama de clase de traza o de traza finita si para alguna base ortonormal
{ex}, de H la suma de términos positivos:

|All1 = tr |A] = Z((A*A)l/2 €k, €k
i

es finita.

En ese caso la suma:

tr A= Z<A€k, €k> s
k

es absolutamente convergente y es independiente de la eleccion de la base ortonormal.
Este valor se denomina traza de A. En [Sim79] pueden encontrarse las demostraciones de
estas propiedades asi como el marco general sobre teoria de trazas.

Por ejemplo, si H tiene dimensién finita entonces, cualquier operador definido sobre
él es acotado y es de traza finita. Mds atn, en ese caso la misma coincide con la traza de
una matriz que represente al operador en una base dada.

Cuando hablamos de la traza del calor, podemos decir que su utilidad para proveer
una conexiéon entre la geometria del dominio y su espectro reside en que la misma puede
calcularse directamente desde el espectro, o bien, por integracién del ntucleo del calor
sobre el dominio. Adicionalmente, la misma tiene una estimacion asintética para regiones
poligonales que es de gran interés para obtener resultados en estos dominios.

El nicleo de la ecuacién del calor, es un objeto que nos permite encontrar soluciones
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CAPITULO 3. La traza del calor

a la ecuacion del calor, recordemos que la misma es

ou .

E_AUZO sizeQyteRy, (3.1)
w(0,2) = f(z) sizeQ, (3.2)
u(t,z) =0 sixz e, (3.3)

donde f(x) representa la temperatura inicial para cada punto x y u(z,t) es la funcién que
nos dice la evolucion de la temperatura a tiempo t para el punto x.

Sea {uy} una base de L*(Q) formada por autofunciones del Laplaciano con condiciones
Dirichlet homogéneas. Para cada k € N, notamos por —\; al autovalor asociado a uy ! .
Consideramos entonces e~***uy, la cual podemos verificar facilmente que es solucién de las
ecuaciones (3.1) y (3.3) . Como {uy}ren es una base de L*((2), se tiene que existen coefi-
cientes {ay}ren tales que f = Y77 apuy, més atin a, = [, ug(z)f(x)dz, luego podemos
escribir la solucion a la ecuacion del calor de la siguiente forma:

o0

u(t,x) = Z are” Moy (),

= Z e—”kuk(fﬂ)uk(y)f(y)dy.

La funcion H(t,z,y) = > oo, e M ug(z)ug(y) es llamada el nicleo del calor.

Supongamos que t € Ry esta fijo. Podemos definir un operador solucién:

e LA(Q) — LA(Q)

= e M ug(@)un(y) fy)dy -

O k=1

En particular, podemos tratar de calcular la traza del calor es decir, la traza de este
operador:

h(t) = Tr '™ | (3.4)
= Z(emuk,uk> ,
=> / (¢"ue) (@) ue(w)da
- Z/ Ze_t/\juj(@uj(y) up(y) dy | up(z)dx |
=2 / e My () ur(w)de
k=1 JQ

'El signo menos es para que \j sea positivo
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3.1. Estimaciones asintoticas de la traza del calor

et /uk(x) ug(x)dzx |
1 Q

M]3

B
Il

= Ze’”’“ .
k=1
Ademas,
/H(t,x,x ) dx = Z ey (2)ug () de
Q O k=1
—Z/wwmmwm, (35)
k=1 "¢
= h(t)

donde en la primera identidad se intercambian la serie con la integral debido al teorema
de convergencia mondtona notando que la serie es de términos positivos, por lo tanto la
sucesién generada por las sumas parciales es creciente. La tercera identidad ya la habiamos
mostrado en la ecuacion (3.4).

Estas dos deducciones nos proporcionan informacién muy 1til respecto al problema
de nuestro interés. La ecuacién (3.4) nos dice que el célculo de la traza de calor sélo
depende del espectro del Laplaciano (por lo tanto es un invariante espectral). Mientras
que la ecuacién (3.5) nos dice que podemos obtener la traza integrando el nicleo del calor
en ).

3.1. Estimaciones asintoticas de la traza del calor

Ha sido de gran interés el estudio de formas alternativas de representacion de la traza
de calor y la influencia que la frontera del dominio tiene en la misma. De hecho se sabe que
si 2 C R? es un dominio con frontera suave, o més en general una variedad Riemanniana
de dimensién 2 compacta, y ¢ \, 0 [MR15]:

Ay atE (3.6)
=0

Cada coeficiente a; se obtene como suma de dos integrales: una integral sobre (2 de algtin
polinomio sobre la curvatura Gaussiana K y sus derivadas covariantes, y una integral
sobre la frontera 0f) de otro polinomio sobre la curvatura geodésica k y sus derivadas.
Las férmulas para estos polinomios puede ser complicadas o bien desconocidas, aunque
se sabe que los primeros coeficientes son:

_ —/1dA 10 0= 1ds = (3.7)

1
———09|,
8\/_ 90 8ﬁ| |

ar = 1 (/KdA+/mmds) (3.8)
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CAPITULO 3. La traza del calor

donde | - | significa area del dominio o longitud de su frontera segin corresponda.

Casi el mismo resultado se tiene si la frontera de €2 es suave a trozos. Para ser més
preciso, supongamos que 02 es una unién finita de n curvas suaves, 3; : [0,1] — R? con
i=1,...,n—1donde (1) = 5;+1(0) es decir que §; une con ;1 (los indices deben
ser tomados mod n) en el vértice v; con dngulo interior v; € (0,27). En este caso, las
expresiones para ag y a; siguen iguales, pero:

n—1
™ =
2= 127 (/ K dA+Z/ : ds) Z 24my; (3.9)

Jj=

Que el término as tenia una expresién que dependia de los vértices era un hecho al que
se hacia referencia en |[Kac66], aunque la expresion que aqui presentamos puede verse en
[Che83]. Un caso particular es el siguiente

Teorema 3.1.1. Sea Q C R? un dominio con frontera poligonal, con n vértices y dngulos
~i parai=0,--- ,n— 1. Sea h(t) la traza del calor, definida en (3.4). Si t — 0:

Q Q 1 4
h(t):" 0 1 (1 o

Ant 87l - —j> +O(e77) (3.10)

Vi T
para una cierta constante ¢ = 0 que solo depende del dominio.

Observacién 3.1.1. Dadas f,g : R — R decimos que f € O(g(x)) cuando x tiende a
cero, si existen M >0 y xo > 0, tal que si |x| < xy entonces | f(x)| < M|g(z)|.

Idea de demostracion. La demostracion de este teorema excede los alcances de este
trabajo. La misma requiere de la prueba de multiples cotas técnicas, que pueden verse en
detalle en [BS8S].

No obstante, podemos mencionar que la misma se basa en aproximar el nicleo del
calor sobre los puntos del espacio ubicados en la diagonal, puesto que en vistas de la
ecuacién (3.5) la traza del calor a tiempo t es exactamente [, H(z,z,t) da.

Por lo tanto, trataremos de estimar correctamente H (x, z,t) segin la regién de € que
estemos observando:

(1) En la regién cercana a un vértice se puede emplear la estimacién conocida para el
cono.

(11) En la regién cercana a la frontera pero lejana de los vértices se puede utilizar la
estimacion conocida para el semiplano.

111) En la region alejada de la frontera se puede utilizar la estimacion conocida para el
|)lall().

Asumiendo la notaciéon anterior, una definicién de estos conjuntos es:

Bi(R) ={z € Q| d(xz,v;) < R} ,
CO,R)={zeQ|dz,00) <, ©&VU; B(R)} , (3.11)
D(O,R)={ze€Q|x¢C(0,R), v ¢U; Bi(R)} ,
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3.1. Estimaciones asintoticas de la traza del calor

Figura 3.1: La figura muestra los distintos conjuntos propuestos para estimar el nicleo
del calor. En las secciones amarillas se utiliza la estimacién para conos. En las secciones
azules mediante la estimacion para semiplanos. En la superficie punteada se utiliza la
estimacion para planos.

donde las constantes R y 0 son las necesarias para que las estimaciones funcionen. Una
ilustracion de estos conjuntos se puede ver en la figura 3.1.

En efecto, supongamos que 2 tiene frontera poligonal, y que tiene vértices Py, ..., P, 1,
con angulos interiores 7y, ..., V,—1. Por otro lado, consideramos W; el cono que resulta
de fijar el vértice P; y considerar la extension en forma de semi-recta de los segmentos
adyacentes P;_1P;, P;P,.1 (donde los subindices deben ser tomados médulo n). W; es el
cono de angulo ;, centrado en P;.

Notacién. Antes de proseguir, recordamos que exp(z) := e®. Usaremos indistintamente
ambas notaciones segiin sea conveniente, con la Unica ventaja de que la notacion exp
permite leer mas claramente el exponente.

De ahora en mas,

v =min~; ,

1 " (3.12)
R = sup{y | Bi(y) N Bj(y) =0 para todo i # j, () Bu(y) € Q¢ -
k=0

Luego, podemos considerar H.,(z,z,t) el nicleo del calor para la regién W; evaluado
en su diagonal, que podemos integrarlo en la bola B;(R) C W;, dando lugar a:

h.,(t; R) = H., (z,x,t) dz . (3.13)

B;i(R)

En efecto, segin [BS88, Teorema 2|, para h., como en (3.13) se tiene que si t > 0

. ViR _ R_2
- 8wt 2nt
0

=7
247y,

Iy (65 R) e VL — )z dy + + A1) (3.14)
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CAPITULO 3. La traza del calor

donde de acuerdo a [BS88, Corolario 3| se tiene que:

—RQt |

Sﬂe / slom <7y < 2w,
A<y 1

647;?6’( sinyi)°/t. si0 <y < 5.

Por otro lado, en [BS88, Lema 6] se demuestra que, si z € B;(R):

1 R?
’Hﬂ(m,x,t) - nyi(.’ll',m,t)’ < Eexp _2_t )

De acuerdo a [BS88, Lema 7], si € C(3 Rsin 37, R) se obtiene

Ho (e, 1) — —— (1 — exp (—d(x, ) /1)) | < %exp< RSi“—W/Q)> |

7t 8t

y de acuerdo a [BS88, Lema 5], si « € D(3Rsin 37, R)

1 1 ( R? sin2(7/2)>

<—exp| —————4] .
7t 8t

‘HQ(J],[E,t) - R

Notemos que:

Q:D(%Rsin%% (UB ) Rsm 27,R) .

Luego, aplicando (3.16), (3.17), (3.18) y (3.19):

Lo (d@onie)\ .. 1
h(t) /m (1 e )d:zc m dz — Zh%tR ,

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

C(3Rsin $v,R) D(3Rsin 1v,R)
1 (- -
| [ H, 2 t) de — —(1— Wm/t dr— | X de ST (R
/ (z,2,8) d / 4mt t At OF ZO v (6 R)
Q C’(%Rsin%’y,R) D( Rsm2’yR B
< H(z,x,t) — = <1 - e(_d(x’aﬂ)2/t)) dx + H(z,z,t) — L dx
h T 4dnt o 4mt
C(4Rsin 1v,R) D(}Rsin 17,R)
n—1
—i—Z/H(x,x,t)—H%(:c,x,t) dx |,
=0
B;
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3.1. Estimaciones asintoticas de la traza del calor
H(z,z,t) — L (1 - e(*d@’amz/t)) dz

< d
/ 47t T /

C(%Rsin%%R) (lein %'y,R)

+Z/|Hxxt H, (x,z,t)| dz,

H(I,x,t)—m

=0 B;
< H(z,z,t) — L (1 - 6(_d($’89)2/t)) dz + H(z,z,t) — =
47t 4t
C(3Rsin 3v,R) D(4 Rsin 17,R)
+Z/|Hxxt H., (v,z,t)| dz,
i=0 B;
1 (_ R? Sin2(’y/2)> 1 (_ R2 sinQ(,y/Q))
< |C(3Rsin 37, R)| —e 8t +|D(3Rsin 7, R)| —e 8t
Tt Tt
n—1 2
i=0
< 19 —(rsin 1y2/s0) (3.20)

7t

Utilizando en (3.20) la expresién (3.14) y que (3.19) es una particién de 2 se obtiene:

At Art 1 1 2mt
C(5Rsin % ,R)

1
2 1
ney - 2 L et wont gy 4 ML / eI~ a?)2 da
2

n—1

- z; e SN

. @e_(Rsinév)Q/(St), (3.21)
Tt

Lo cual implica

1
1
h(t) ‘Q‘ 4+ —d2(x80)/t dr 4+ —— nR? e—R2x2/t(1 —{E2)§ dr
dnt  Art 1 1 2mt
C(iRsinﬁw,R)

Calculando la integral

1/2 00
/ e~ g, _ 1027 /1 71100 da
C(3Rsin57v,R) 2

2 -
(Rsin Z)
2 (3.23)

5 (sin 57) 1
- 2nR2/ (1—a?)2e B2/ gy
0
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CAPITULO 3. La traza del calor

Luego,

ol T —7;
h(t) — — !
(*) 47rt 8\/ Z 247y,

< Ee + Z| ’Yz | + 471-1; ,Rsinl,ye dx
2 2
2
nht , (1= a:Q)%e_RQ‘”z/t dx
27Tt 7sm§'y
Q — o0
< uef Rsin 1 'y /(8t) + Z ‘A% ’ 4+ =220 | | T 71'2/tdx
Tt i 0 4t Rsm 37 2Rsm2'y
2
nRk (1—1‘)% _R2g Q/tdl‘,

ot

smE'y
19 _(rin 142 — 0] e Lo
< _e—(R51n§'y) /(8t) + A, (D] + —"1 ¢ (Rsin5) /(4t)
mt Z’ (1) 47 R sin %7

TLR2 1
+
2mt

N[ =

(1 — %) 27

)
sm 57

Y] 1 i |09 —(Rsin 1’
< —(Rsin 57)%/(8t) § A (t (Rsin 2“/) /(4)
S e 45 (2)] 4%Rsin%’ye

2t
En vistas de (3.15), si 37 < 7; < 2m:
Ay (0] < JhenTl < Tl g S, (3.25)
ysiy < 5
(0] € St Bt (320

donde ~ denota al menor de los n dngulos, segiin establecimos en (3.12).

Sera de importancia recordar las siguientes propiedades:

Lema 3.1.1. Sea f(t) € O (6’671>, g(t) € O <e’c72), con c1,co > 0, cuando t tiende a
cero, entonces:
11-62)

() f+geO (6_7mfn{?,02})7

W) fgeo (e

) ifeo (),
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3.1. Estimaciones asintoticas de la traza del calor

(W) feO (e‘%l).

Demostracién. (1) Sea |f(t)] < Cre~ 7 parat <ty y |g(t)] < Coe™ 7 parat < ty. Luego
|fgl < C,Che~TFe T = C’l(]ge_clj%, si t < min{ty,ts}. Luego, fg € O (e‘cljs@).

(11) Sean f, g como en el item anterior. Si ¢t < min{ty,s}:

_ min{cq,co}

If +gl <|f]+ 9] <Cle_%+02€_% < (Cy + Cy)e ¢

Luego f+g€ O (e_%>

(1) Con las definiciones del item anterior, tenemos que Hf(t)‘ < %Cle_% =0 (%6_%> e 2,

. e, _a ’ .
Si viéramos que %e 2t estd acotado por un cierto B para t cerca de cero, entonces,
S ..
|%f(t)| < CyBe™ 2. Para hacer eso, calculamos el limite de:

A
lim —e ™ 2¢.
t—0 t

Utilizando la regla de L'Hopital:

|=

; - ; t
lim —e 2 = lim — ,
t—0 ¢t t—0 e2t

_1
, 2
= lim -~
t—0 _#eﬁ
; 2
= hm — ,
t—0 ce2t

:07

por lo que efectivamente, fijado B > 0, existe 6 > 0 tal que si t < ¢, entonces
He’i‘ < B. Luego, si t < min{d, ¢}, se tiene !%f(t)’ < CyBe .
(1v) Tomando ¢ < 1, tenemos que \/Lz < 1. Luego, %f(t) < $/(t). Utilizando el ftem
anterior se ve que \/%f(t) €O (e’fi).
O

Volviendo al problema original, nos interesa dar un orden de convergencia asintético
para S "|A,.(t)]. En ese sentido, suponemos que la frontera de Q tiene k angulos in-
teriores menores o iguales a /2 y n — k dngulos mayores a 7/2. Luego, segun (3.25) y
(3.26):

n—1

37T2 ; 2 n—=k 2
A (¢ <k —(Rsiny)?/t —R?/t )
;| '71( >| 64’726 + 4 €

Si k = 0, entonces
n—1 n
> 1A (0] < e
i=0
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CAPITULO 3. La traza del calor

()
O

( —(Rsin %7)2/15)

por ser R? > (Rsin 37)2.
Si k > 1, entonces
n—1
37T2 ; 2 n—k 2
A (t < k —(Rsiny)?/t —R?/t
Z| 'Yz( )’ 64726 + 4 € )
=0 (6_R2/t> + 0O < (Rsin~)? /t) ’

_ O( (Rsin~) /t) 7

-0 < (Rsin éfy) /t) :

por ser y < 7y en ese caso R?> (Rsin’y)2 > (Rsin %7)2.

Entonces, cualquiera sea el valor del angulo menor del poligono se tiene que:

n—1 1,
Y A1) =0 (e—msmw ﬁ) . (3.27)
=0

Luego, recordando (3.24) aplicando el lema (3.1.1) y la desigualdad (3.27)

47rt 247T%

U _(Rein 142 109 Y
< "7 —(Rsin 57) /(8t) + A (t 4 —(Rsmiw) /(4¢)
s Z‘ w ()l 47 R sin %’ye

nR 1,02
T o (Rsin37)7/(4t)
* 27Tt ’
-0 <6—(Rsin%’y) /( 16t)> +0O ( —(R51n2’y /t) + 0 ( Rsm2’y) /(4¢) ) + 0O <e—(RSin %7)2/(815)) ’
—0 <67(Rsin %7)2/(1&)) .
Luego quedé probado que para un ¢ pequeﬁO‘

2] |3Q! Z T — % ( —(Rsi 17)2/(161‘/))
S il Sin . .2
) Amt 247T% ‘ ’ (3:28)

O

3.2. Estimacion asintotica de la traza del calor en el
rectangulo

En esta seccién verificaremos la estimacién del teorema (3.10) para el caso particular
de la traza del calor en un rectangulo.
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3.2. Estimacion asintética de la traza del calor en el rectangulo

Las siguientes notas se basan en [Verl5|, donde puede encontrarse esta demostracion,
asi como otras analogas para dominios tales como el triangulo equildtero y el triangulo
rectangulo isésceles.

La estrategia a desarrollar consistira en expresar la traza en términos de algunas
de las funciones Theta de Jacobi (que presentaremos a continuacién) las cuales tienen
propiedades asintéticas ttiles para nuestro proposito.

Antes de probar el resultado, introduciremos algunas herramientas.

Teorema 3.2.1 (Férmula de Sumacién de Poisson). Sea f: R" — R, tal que:
f(l") = fRn ]E(w)e%riz-wdw ’ ]E(CU) — fRn f($)€72m.xwdw :

donde ademds, |f(x)] < A(L+]e))™" y |f(y)] < AL+ |y))™" para algin A,5 > 0.

Entonces: R ‘
Y fla+m)=>" fm)emme (3.29)

meA meA
en particular si x = 0,
Y fm)y =" f(m). (3.30)
meA meA

Aqui A es el reticulado de enteros 7.

Lema 3.2.1. Para las funciones Theta de Jacobi:

Ua(g) = g2,

kEZ

s(g) =Y q"

keZ

a

en particular si ¢ = e~* con a > 0

9s(q) = \E’;(—nkexp (-%2/@2) - \/§+ o (—”2&/2) , (3.31)
93(q) = \/ggexp (—%218) - \/§+ o (_f;/z) . (3.32)

Demostracion. Vamos a mostrarlo para v5. Definimos ¢ = e~y f(z) = exp (—a(as + %)2)
Esta funcion pertenece al espacio de Schwartz por ser una funcién Gaussiana reescalada
y trasladada, por lo que f(z) = [g. f(w)e*™“dw. La transformada de Fourier de esta

funcién es )
. 1
flw) = \/fexp <—7T—w2> exp (27rz'—w) :
a a 2

Esta funcion también pertenece al espacio de Schwartz, por lo que estamos en las condi-
ciones de aplicar la formula de la sumacién de Poisson.

1\? ™ w2 9 1
Zexp (—a <k + 5) ) = Z \/gexp <—;k’ ) exp (27”§k) ;
keZ keZ
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CAPITULO 3. La traza del calor

= \/gé(—l)kexp (—%2192) .

Veamos ahora el comportamiento asintético. Puesto que:

(1 esp (- ) = () e (- -r).
= \/§+ 2\/5:21(—1)’%;;1) (—%2/#) :
g kjl(—l)kexp (-%2162)

para algin C' > 0, cuando a tiende a 0.

lo cual implica:

se sigue que

Luego, basta ver que

Usando la serie geométrica vemos que:

2

o (2), se tiene que exp (—%) < é y 1 —exp ( ”—) > %, por lo que:

S oy (<2 | < 2o ().

2

1 s . .
Para acotar \/g, usamos que \/La <1+ % < ea < e2a, implicando

\/g exp (—”—) < Vrexp (—%) xp (;T—) Vaexp ( 2) (3.33)
p3 ¥ exp (——kQ) \/7 2exp( 2> 4\/_exp( ;)

La demostracion para 3 es andloga tanto para la primera igualdad de (3.32) como
para el comportamiento asintético. Respecto de la primera identidad de (3.32) podemos

Sia<

Luego,
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3.2. Estimacion asintética de la traza del calor en el rectangulo

mencionar que puede ser demostrada sin apelar a la férmula de sumacién de Poisson,
empleando ciertas relaciones y la ecuacion del calor [Cou03|. En el citado articulo se

exhibe que para probar
AOENESY ™12
3\q) = a exp T a ’
keZ

podemos considerar H C C el semiplano superior del plano complejo dado por los nimeros
complejos con parte imaginaria positiva y la siguiente serie:

0(z,7)= Z exp (2mikz + mik’T) (3.34)

keZ
que converge localmente para z € C y 7 € H, definiendo de esa forma una funciéon
holomorfa en C x H.

Esta funcion satisface algunas relaciones:

0(z+1,7) =0(z,71), (3.35)

O(z+7,7) =exp (—2miz — miT) O(z, 7), (3.36)

que pueden verificarse directamente de la definicion. Ademaés, satisface la siguiente ecua-
cion de calor:

%0 .00

Si definimos A(7) = Z + Zr, el reticulo generado por 1 y 7 se sigue que fijado 7, la
funcion (-, 7) es la tnica funcién entera satisfaciendo (3.35) y (3.36) a menos de algin
multiplo por un numero complejo [Cou03, Teorema 1.1, Corolario 1.2]. Es decir, si f
satisface (3.35) y (3.36) entonces, existe ¢ € C tal que f(z) =c-0(z, 7).

Luego, definimos la siguiente funcién que resulta ser entera:
J(z) = exp (witz?) 0(7z,7), (3.38)
la cual satisface ¥(z + 1) =9(2), y

Wz —1/7) = exp (—2miz + 7i/T) I(2). (3.39)

Observando que si 7 € H, se tiene que 7 = —% € H, podemos utilizar el corolario
mencionado en este caso y obtenemos que ¥(z) = ¢(7) - (z,—1/7). Tomando 7 = i y
z = 0, encontramos que ¢(i) = 1. M4s en general, la ecuacién de calor para € nos permite

obtener una ecuacién diferencial para ¢(7) de la cual el autor obtiene:
0(z,—1/7) = V=it exp (miT2%) 0(72, 7), (3.40)

lo cual es conocido como la identidad modular para 6. Luego, para demostrar la igualdad
del lado izquierdo de (3.32) tomamos z = 0y 7 = 77, aplicamos (3.40) y obtenemos:

9 (0, ;—:) _ \/ge (0%) , (3.41)
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CAPITULO 3. La traza del calor

pero tomando g = e~ %, el lado izquierdo de (3.41) es

9 (0, ;“) =3 ()" = 0s(9), (3.42)

keZ
y el lado derecho de (3.41)

2]
0 (O,ig) = kezze’”'k% Zexp ( i ) (3.43)

kEZ

probando la identidad buscada. Puede verse en [CT05] un argumento similar para otras
funciones Theta. O

Vamos a utilizar el siguiente resultado.

Lema 3.2.2. Sea g(z) =3 -, e_mg, luego

s 1
- —= 77 :c
x 2
Ademds, si v > 0 se tiene:
1 T ]_ 71'2/2
— ] 241 0(e = 3.44
o) =/ - 30 (%), (3.44)

Demostracion. Primero notemos que 2g(z) + 1 = 9J3(e” "), por lo que usando el lema
(3.2.1), obtenemos

cuando x tiende a 0.

2g(z) + 1 Z\/g—i-(?(e )
de lo cual se deduce que :
1 /7 1
o=y -5 o ().

Para obtener la otra identidad del teorema, aplicamos (3.32) de lo cual se obtiene:

+1_\/>Z 5

neL

. \/gﬁg(e—’f),
)

| \/? <7T2>
—— =+ =9\ — ] .
r 2 T T
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3.2. Estimacion asintética de la traza del calor en el rectangulo

3.2.1. La traza del calor en rectangulos

Vamos a suponer que tenemos un rectangulo de lados L y H. Segun lo calculado en
la seccién (2.1.4), el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet homogéneas es:

2 2
A = 72 ("— + ﬂ) , (3.45)

para m,n > 1. Por lo tanto, la traza del calor en esta region es:

h(t) = i o ()

m,n=1

Usando que esta serie converge uniformemente, y el hecho que e®

reescribir h(t) como:
w2 w2
hlt) = (L_t) g (Ft) :

donde g es la definida en el lema (3.2.2). Luego usando la relacién vista en la ecuacién
(3.44):

1 1 2/2 1 1 2/2

no)= | 5/~ 40 e [T Lz Lio(en(-Z2))).
2\ 5t 2 Tt 2\ 5t 2 Tt
Ve 1 )

= ¢%" podemos

_1LH 2(L+H) 1 H? 2 L?
i s +Z+O(exp<——t)>+0<e >+O(exp(—g
L? L* + H?
+ 0O (exp (_E>) + O (exp (_—Qt )) ,
1A P 1 H? 2 L?+ H?
—Zg—g—\/ﬁ—FZ—FO(eXp(—g))-i-O(e )—i-@(exp(—T)),

1A P 1, Jig
=—-———+4+ - xp| ——) ).
Amt sy/mt 4 P\ 7w
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Capitulo 4

Escuchando triangulos

4.1. Escuchando todo el espectro de un triangulo

En lo que sigue veremos por qué los triangulos quedan espectralmente definidos segin
la demostracién de [GM13].

Antes de poder enunciar este teorema, tenemos

Lema 4.1.1. Dada una funcion f: (a,b) — R, suave, que satisface alguna de las si-
gquientes condiciones:

(a) fes estrictamente mondtona,
(b) f es estrictamente conveza,

(c) f es estrictamente concava,
no puede tener 3 ceros distintos.

Demostracion. (a) Supongamos que x e y son dos ceros distintos de f. Luego f(z) =
0= f(y) con z <y oy <z lo cual contradice la monotonia.

(b) Como f es estrictamente convexa, se tiene que f () > 0 para todo z € (a,b). En
particular esto implica que f’ es estrictamente creciente. Tomemos ahora z; < 9 <
x3 tales que f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢; € (1, x2)
tal que f (c1) = 0. Andlogamente, existe ¢, € (a,23) tal que f'(cy) = 0. Luego
c1 <cyy f(c1) = f(cz) = 0lo cual contradice la monotonia de f .

(c) Si f es estrictamente concava, —f es estrictamente convexa. Como los ceros de f
son los mismos que los de — f, aplicando el item anterior nos queda que f no puede
tener tener tres ceros distintos.

O

Lema 4.1.2. La funcion G(z) = m — x% es estrictamente creciente y estrictamente

convezxa en el intervalo (0,).
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CAPITULO 4. Escuchando tridngulos

/y

«

(a) El espacio de angulos de un tridngulo. (b) Una curva de nivel de g.

Figura 4.1: El gréfico del conjunto D C R3.

Demostracion. Para demostrar este hecho observamos que

4.1
sin? Z :L’—lmr (4.1)

Lo cual se obtiene derivando la serie de la cotangente.

Esto implica que G(z) = —— — 5 = g;om Como cada sumando #77)2 es
estrictamente convexo en (0,7), se tiene que G también lo es. Més ain, G(z) es regular
cerca de 0 y también es par, por lo que G/(O) = 0. Puesto que es estrictamente convexa,
eso implica que G'(z) es creciente, en particular positiva en (0,7), lo cual termina de

probar que G es estrictamente creciente en ese intervalo. O

Antes de enunciar el siguiente lema es preciso introducir notacién y realizar las si-
guientes observaciones.

Sea
D={(a,3,7):a,8,7>0, a+B+y=m} CR,. (4.2)

Este conjunto, representa a todas las posibles elecciones de los &ngulos de un triangulo.
Cada punto en él, representa a un triangulo a menos de una dilatacién.

En la Figura 4.1 se puede observar el grafico de D en R?. M4s atn, se puede observar
en la Figura 4.1b que:

= Las lineas punteadas representan a las elecciones de angulos tales que el triangulo
resultante es isésceles.

= El centro e representa a los triangulos equilateros.

= Toda otra eleccién que no esté en una de las lineas punteadas serd un punto no-
1s0sceles.

= Las lineas punteadas definen seis subconjuntos conexos, los que llamaremos camaras.
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4.1. Escuchando todo el espectro de un triangulo

Lema 4.1.3. Sean f,g,h : R?; — R definidas de la siguiente forma:

fle, B,7) =cot%+cot§+cot% :

1 1 1
9(0475,’7):E+B+;7
ha,B,7v) =a++7.

Valen las siguientes afirmaciones:

(a) La funcion g es estrictamente convezra en R3 .

(b) Los gradientes Vf, Vg, Vh son linealmente independientes en todos los puntos
no-isosceles de D.

Demostracion.  (a) Para probar que g es estrictamente convexa calculamos su Hessiano.

Z 0 0
Hg(a7677) = 0 % 0
0 0 %

Como el mismo es definido positivo para todo («, 8,7) € R3, esto implica que g es
estrictamente convexa.

(b) Primero calculamos los gradientes:

1

1 sinl2 % % 1
Vf - _E sinzg ) VQ - - 52 ) Vh = 1 ’ (43)
sin12 % 1

[N

Supongamos que hay un punto no-isésceles (a, 3, ) (es decir, que a, 3,7 son distintos
dos a dos) y coeficientes R, S,T no todos nulos, tales que RV f + SVg+ TVh = 0. Es

decir:

| —

1
sin? & = 1
R ’ g
-3 ez | =S| = |+T( 1] =0 (4.4)
1
sinlzg 72 I

Es claro que R y S no pueden ser simultaneamente 0, pues en ese caso T' = 0. Entonces
consideramos la funcion:

R 1 1
F(y) = —— _S— 4T 45
(y) ot 9 + T, (4.5)

que segun la ecuacién (4.4) tendria tres ceros distintos en el intervalo (0,7): y = «, y =
B, y = . Para ver que eso no puede ocurrir probaremos que la funciéon F' es estrictamente
mondtona o estrictamente céncava o estrictamente convexa en este intervalo, dependiendo
de los valores R, S, T y lo cual contradice el lema 4.1.1 que afirma que la funcién no puede
tener tres ceros distintos y de esa forma concluimos que Vf, Vg, Vh son linealmente

independientes.
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CAPITULO 4. Escuchando tridngulos

Caso R#0 :

Recordemos el lema 4.1.2 el cual afirma que la funciéon G(r) = — :

—— — —5 €S es-
sin®(x) x

trictamente creciente y estrictamente convexa en el intervalo (0,7). Esto implica que
si consideramos la funcién Ge(z) = —%— — 5 en el intervalo (0,7) la misma resulta

ser estrictamente creciente si C' > 1 y estrictamente convexa si C' < 1. Esto es porque
Geo(r) = G(z) + 5F y la funcién He(z) = € tiene por derivadas:

/ —242C

Ho(w) = ——— . (4.6)
. 6—6C

Hew) = =—— . (4.7)

. . ! .
Luego, siz € (0,7) y C > 1 se tiene que H, > 0 por lo que en ese caso H¢ es creciente,
. . 7 .
probando que G¢ es creciente en ese caso. Por otro lado, si C' < 1y H. > 0 se tiene que
H¢ es convexa, con lo que G¢ es convexa en ese caso.

Reescribamos F' de la siguiente forma:

F@:—?(i +ﬁ.z>+T, (4.8)

(4.9)

Sl

por lo que hay para F' tres posibilidades:

(1) Si =& > 1, F es estrictamente monétona en (0, ).

R

(1) Si—5= <1y & <0, F es convexa en (0, ).

2
(1) Si—2 <1y & >0,F es céncava en (0,7).

Caso R=0:

En ese caso:

1

, 25

por lo que F segin el signo de S resulta ser estrictamente creciente o estrictamente
decreciente en (0,7). Con esto concluye la demostracién del lema. ]

Sean «, 3,7 los dangulos del triangulo.

Proposicién 4.1.1. Una terna (o, 8,7) de reales positivos, tales que o + B + v = m, estd
univocamente determinada (a menos de una permutacion) por los valores de:

fla, B,7v) = cot%+cot§ + cot %, (4.10)
1 1 1

gla, B,v) = —+ =+ —. 4.11

@B =g+ 5+ (1.11)
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4.1. Escuchando todo el espectro de un triangulo

Demostracion. Si consideramos que dos puntos de D se relacionan, si y sélo si, un punto
se obtiene por permutacion de coordenadas del otro, podemos decir que cada camara es
un conjunto de representantes. De hecho, cada una de ellas se corresponde con un orden
de las coordenadas, por ejemplo, la que se ubica abajo a la izquierda se corresponde con
el orden a > 8 >y o0 a > f > v si incluimos los bordes.

La idea es ver que la funcién f es estrictamente mondétona en la interseccién entre las
superficies de nivel nivel de g y la restriccién o + g + v = 7.

Definicién 4.1.1. Sea f : R® — R, f se dice estrictamente convexa si
Vg # 2o, Vt € (0,1) : f(txy + (1 —t)za) < tf(z1) + (1 —t)f(zq) .

Definicién 4.1.2. Un conjunto W C R”™ se dice estrictamente convexo si dados dos
puntos x,y € W se tiene que el segmento

L(z,y) ={te + (1 —t)y | t €[0,1]},
estd contenido en W'y L(z,y) NOW = {x,y}.

Como g es estrictamente convexa, G<; = {p € R3; | g(p) < s} es estrictamente con-
vexo si s > 0y su frontera es G, = {p € R3; | g(p) = s}. Puesto que el valor de g es
invariante por permutacion en las coordenadas de p, G« y G son invariantes por permu-
tacion de coordenadas. Ademas, estas propiedades se mantienen en la interseccién con el
plano a+ 3 +~v = .

Observamos que cuando una de las coordenadas de p € R% tiende a cero, g(p) tiende
a infinito. De la desigualdad de la media aritmética-armoénica se tiene que

1 1 1\"' _ a+p8+~
3(Z4-4-) 22T 4.12
<Oz+ﬁ+7) 3 (4.12)

por lo que si consideramos que « + 3 + 7 = 7 esto significa

1

g(a>ﬁ77) = a +

R (4.13)
m

™|~
2|

y la igualdad sélo se dasia = =+ =

coln

De esto ultimo podemos decir que

s Sis< %, Gs N D es vacio.

s Sis= %, GsND = {e} ={(3,%, %)} En particular, vemos que el punto e queda

determinado por el valor de g sin necesidad de apelar al valor de f.

= Sis> %, GsN D es una curva cerrada que encierra a e.

Respecto de este ultimo item, podemos considerar el arco de la curva G,N D que queda
encerrada en cada cdmara. Vamos a querer probar que f es estrictamente monodtona a lo
largo de cada uno de estos arcos. De ese modo, el valor de g individualiza en qué curva de
nivel se encuentra («a, 3,7) y luego fijada una cdmara, el valor de f termina de mostrar
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1

Figura 4.2: Demostracién de: A = rg y cot § + Cotg +cot 3 = -

Sl

que sélo hay una posible combinacién de («, [3,7) que puede corresponderse a cada valor
posible de f(«, 8,7).

Supongamos que f no es estrictamente mondtona en ese arco de curva. Luego si p y
q son los puntos isdsceles, existe un punto r que es punto critico de f a lo largo de la
curva. Luego, por el teorema de los multiplicadores de Lagrange, V f(r) tiene que ser una
combinacién lineal de Vg(r) y VA(r) lo cual contradice al lema previo. Esto concluye la
demostracion. O

Teorema 4.1.1. Un tridngulo es determinado (a menos de una isometria), por su drea
A, su perimetro P y la suma R de los inversos de sus dngulos.

Demostracion. En base a las proposiciones y los lemas ya demostrados anteriormente el
procedimiento para identificar a un triangulo segiin A-P-R se divide en dos partes.

La primera parte es determinar los dngulos del mismo. Para ello, utilizamos las iden-
tidades geométricas que se observan en la Figura 4.2 de las que se deriva:

P? a B Y
_ e A . 4.14
—2A—c0t2+cot2+cot2 f(Oé,ﬁfﬂ ( )

Por otro lado, tenemos R que es la suma de los inversos de los dngulos, o bien, lo que
anteriormente denominamos g(«, 3,7) = %4— % + % Utilizando la Proposicién (4.1.1) esto
identifica la terna («, ,7) a menos de una permutacion.

El segundo paso es construir un triangulo con los angulos obtenidos, donde fijamos un
lado de longitud 1 (ver Fig. 4.3) y mediante una dilatacion de este tridangulo, buscamos
uno tal que coincida el perimetro con P. Més formalmente, definimos la funcién P que
dados tres puntos pi, ps, p3 € R2, obtiene el perimetro del tridngulo generado por ellos:

P:R?*xR?xR? — R,
(p1,p2,p3) — |lp2 — 21|l + [lps — pal| + |lps — 2|l -

Sea a € Ry, definimos la transformacion lineal:

go : R — R?,
([E,y) — (ax,ay).

Consideramos el perimetro de un triangulo obtenido por la aplicacion de g, a los puntos
obtenidos en la primera parte del proceso: (0,0), (1,0), (vi,ve) € R2.
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Yy
»
a A, .,
1
Figura 4.3
El mismo es
g(a) = P(9(0,0), 9a(1,0), gu(v1,v2)) = P((0,0), (a,0), (avy, avs)), (4.15)
= |[(a, 0)[| + [[(av1, ava) || + [[a(vy — 1), aval| ,
(4.16)
=a+al(v,v)| +al(vy—1),v, (4.17)
=a (14 [[(vr, )| +[[(v: = 1, w)]). (4.18)

constante positiva

Luego, g(z) : R — R es una funcién continua. Ademés, ¢(0) = 0, y si x — oo entonces
q(x) — oo. Como ¢ ademds es monétona creciente por tener derivada positiva, se tiene
que fijado P > 0, existe un tnico a, tal que ¢(a) = P. Luego, existe una (dnica) dilatacién
tal que se obtiene el tridngulo con los angulos y perimetro deseados. O]

Sea T la coleccién de tridngulos en R2. Consideramos I/N el cociente por la relacién
de equivalencia ya mencionada anteriormente: A, B C R?, A ~ B si y sélo si Ay B son
isométricos.

Corolario 4.1.1. La aplicacion [T] € ., — o(1) € RY estd bien definida y es inyectiva.

Demostracion. Que la aplicacion estd bien definida se debe al teorema 2.1.5 que garantiza
la existencia de espectro y al lema 2.3.2 que garantiza que el espectro no depende del
representante de [7] sobre el que se calcule o (7).

La aplicacion resulta ser inyectiva puesto que

= Segun la estimacion asintotica de la traza del calor vista en el teorema 3.1.1 y usando
que en un triangulo Zf’zl a; = m, queda que si t — 0:

3

h(t)zit_l—it_%+ 3 ! i+(9(e‘%),

A 8y/1 U0 2

A P 1 v ]. c
St Db R 0k
i TeyE  Thm T (77

» Como o(7) permite calcular h(t), h(t) viene dada por A, P, Ry A, P, R caracterizan
a 7 a menos de una isometria, queda probado el teorema.

]
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CAPITULO 4. Escuchando tridngulos

4.2. Escuchando parcialmente el espectro de un
triangulo

Vimos como una estimacion asintética de la traza del calor, nos permitia identificar a
cada triangulo en el plano con un espectro distinto.

La demostracion si bien logra el objetivo buscado, tiene la desventaja de requerir
del conocimiento completo del espectro para poder realizar tal identificacion. Esto tiene
sentido desde el punto de vista matematico, pero esconde desde el punto de vista fisico
serias dificultades.

Para ser mas especificos, supongamos que quisiéramos desarrollar un dispositivo que
pudiera reconocer un triangulo a partir de su sonido. La primera dificultad es que el
dispositivo tendria que almacenar un conjunto infinito de valores proveniente de escuchar
el espectro integramente. La segunda dificultad es que la incidencia de las frecuencias altas
en la onda resultante es baja, con lo cual son dificiles de oir o percibir por un artefacto
electronico.

En ese sentido, tenemos el siguiente teorema en |[CD89):

Teorema 4.2.1 (Chang-DeTurck). Sea Ty un tridngulo en el plano. Existe un entero n,
que solo depende de los primeros dos autovalores del espectro de Ty tal que si Ty es otro
triangulo cuyos primeros n autovalores coinciden con los de Ty, entonces todos el espectro
coincide.

Desde ya, el teorema asegura que alcanza con comparar una cantidad finita de auto-
valores, aunque tal cantidad depende de los tridangulos. En [AF11] se plantea la siguiente

Conjetura 1 (Antunes-Freitas). Un triangulo queda determinado por los primeros tres
autovalores del espectro.

La misma se sustenta en cierta evidencia numérica, pero no hay una demostracién
formal de este hecho hasta el momento.
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Capitulo 5

Escuchando poligonos

En la bisqueda de un resultado que extienda lo visto en el Capitulo 4, podriamos
preguntarnos qué ocurriria si en lugar de restringirnos al caso de tridngulos pensaramos
en otro tipo de poligonos.

En ese sentido, es destacable el resultado probado por Enciso y Gomez-Serrano en
[EG17]. Este capitulo se basa en el citado articulo y tiene por finalidad ilustrar cémo las
herramientas e ideas desarrolladas en el capitulo anterior pueden utilizarse para demostrar
teoremas de caracterizacion espectral en otro tipo de dominios con frontera poligonal.

Antes de mencionar el resultado principal de esta seccion, recordamos la siguiente
definicion:

Definicién 5.0.1. Un poligono se dice circunscriptible o circunscribible si todos sus lados
son tangentes a una circunferencia.

Adicionalmente vamos a introducir el siguiente concepto:

Definicién 5.0.2. Un poligono se dice semi-reqular si es circunscribible y sus angulos
son todos iguales o bien hay exactamente uno mayor al resto.

Nuestro objetivo de ahora en més, es mostrar que los poligonos regulares (aquellos
en los que todos los dngulos son iguales y todos los lados de la misma longitud) son
determinados tanto por el espectro del Laplaciano con condiciones Dirichlet como asi
también por el espectro del Laplaciano con condiciones Neumann, dentro de la clase
de dominios convexos con borde suave a trozos. Mds en general, el resultado vale para
poligonos semi-regulares.

Teorema 5.0.1. Sea P, un poligono semi-reqular de n lados. Si ) es un conjunto en el
plano, convexo y acotado, con frontera suave a trozos con vértices rectos y su espectro
Dirichlet o Neumann concide con el de P,, entonces €2 es congruente a P,.

Recordemos que un dominio en el plano se dice suave a trozos si su frontera es una
curva C* a excepcién de una cantidad finita de puntos que los llamamos vértices. Asumi-
mos que los vértices son rectos, en el sentido de que en un entorno del vértice, la frontera
es recta (es decir, la curvatura es 0). Es importante destacar que en el caso del problema
inverso espectral para dominios poligonales, consideramos la restriccién del problema a
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la clase de regiones con frontera suave a trozos, ya que un dominio con vértices no puede
ser isoespectral a un dominio con frontera suave [LR16].

La idea clave es probar el resultado para poligonos convexos, es decir, si P es un
poligono convexo isoespectral a un poligono semi-regular de n lados P,, entonces Py P,
tienen que ser congruentes. Una estimacién asintética de (3.4) para el caso de un dominio
suave a trozos, con m vértices (rectos), es

pirgpy _ 1Y (%Y B / T — 0 Vi 2
PO = Sl 127 “dHZ 20, ) 2567 Jo " ds+0(1), (5.1)

donde #; € (0,2m) es el angulo interior en el j-ésimo vértice y & es la curvatura en el borde
en cada punto donde el mismo sea diferenciable. La razén por la que esto es suficiente
para demostrar el teorema 5.0.1 es que observando la ecuacién (5.1), podemos deducir que
si un cierto dominio convexo con frontera suave a trozos y vértices rectos, es isoespectral
a un poligono semi-regular, tiene que tener al término de orden /¢ igualado a 0, por lo
que su curvatura debe ser cero, en aquellos puntos donde la frontera sea diferenciable.
En ese caso, la frontera del dominio es poligonal y por lo tanto reducimos el problema a
analizar si los poligonos semi-regulares quedan espectralmente determinados dentro de la
clase de poligonos convexos.

Para lograr este objetivo vamos a recordar la estimacion asintotica para la traza del
calor con condiciones Dirichlet:

[Pl 1opP]  S(P)
At &/mt 24w

donde |P| y |0P| denotan el drea y perimetro de Py

N
S(P) =" 7 B

k=1

P (1) = +O( ),

En el caso de cambiar las condiciones Dirichlet por Neumann, la traza del calor se define

Ccomo
hNeu E :6 ;th

para la que vale una férmula idéntica al caso anterior a excepcion de un cambio de signo
[MR15]:

hll\ieu(t) — ﬂ—f‘ ‘8P| + S(P)

At 8wt 24w

En lo que sigue, probaremos que los poligonos semi-regulares pueden caracterizarse

como aquellos que maximizan un funcional dado por los 3 pardametros que aparecen en la

estimacién presentada: area, perimetro y la funcién S(P). Tal como se realiz6 en la seccién

anterior, podemos considerar que el poligono tiene perimetro igual a 1. Si no fuera asi,

tras hacer aplicar una dilatacién podemos reducir el problema al caso |0P| = 1. Esto nos
deja como pardmetros a los valores |P| y S(P). Definamos los poligonos maximizantes:

+O(e ).

Definicién 5.0.3. Diremos que un poligono convexo P con perimetro unitario es mawi-
mizante si para cada otro poligono convexo () con perimetro unitario y S(Q) = S(P) se
tiene que |Q| < |P|.
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Figura 5.1: Gréfico de los pares (|P|, S(P)) para 20.000 poligonos convexos con perimetro
unitario generados al azar. La linea punteada se corresponde con poligonos semiregulares.

Como motivacion para entender el problema se ilustra en la figura 5.1 los pares
(|P|, S(P)) sobre 20.000 poligonos convexos de perimetro 1 generados al azar con métodos
de Monte Carlo. Sobre estos valores fueron diferenciados los puntos correspondientes a
poligonos semi-regulares.

Teorema 5.0.2. Un poligono convexo de n lados es mazximizante, si y solo si, es cir-
cunscriptible y todos sus dngulos son iguales o bien existe exactamente un dngulo mayor
al resto. Mds aiun, si P y Q) son dos poligonos como los mencionados no congruentes,
posiblemente con distinta cantidad de lados, entonces S(P) # S(Q).

Demostracion. Vamos a probar que si un polinomio P es maximizante, entonces tiene que
ser de esa forma. Mas atun, el maximizante queda determinado por el valor de la funcion

S.

Observamos que en la busqueda de poligonos maximizantes, podemos restringirnos a
la clase de poligonos circunscriptibles. Este es un clasico resultado de L'Huilier [LHu82],
del cual hay una extensién a poligonos en la esfera por Steiner [Ste42], la cual afirma que
entre todos los poligonos convexos de n lados con perimetro unitario con angulos dados,
solo aquel que esta circunscripto a un circulo tiene el area mayor.

Luego, podemos escribir todos los parametros en funcién de los dngulos interiores del
poligono 61,6, ..., 0, puesto que el mismo se encuentra circunscripto a un circulo. Como

|OP| = 1:

n -1

e 1 (< 0
S(P):Ze—k, |P|=Z ZCOtEk

k=1 k k=1

Vamos a fijar el valor de S(P). Observamos que la funcién S en el poligono regular
de n lados toma el valor 4%2—:;. Mas aun, para cualquier poligono P, siempre existe un
s > 2 tal que S(P) = 4= Para demostrar esto recordamos que la suma de los dngulos
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interiores de un poligono satisface
> 0= (n—2)m. (5.2)

Con esto en consideracion, vemos que la condicion
s—1
5—2’

S(P) =4r

es equivalente a

"1 1 2s

En este punto hay que tener en cuenta la desigualdad entre la media arménica y la media

aritmética, que establece que si x1, ..., x, son reales positivos entonces
T LS - , (5.4)
pi S
obteniéndose la igualdad entre ambos términos tnicamente si ¥y = x5 = ... = x,. To-
mando 6y,...,0, € (0,7)" y recordando que son los dngulos interiores de un poligono,

tenemos la siguiente cadena de desigualdades

1 T )
n2
— OL+‘.+0L<01+. + 0,
1 n
n2
= - < 7(n—2),
P
1 n
n? "1
7(n —2) kzlek’
1 n? "1
<~ — — < —,
W(H—Q nn ;(Jk
1 {n?>—n(n-2) "1
<~ — < _
7r< n—2 n \;9k7
1{ 2n "1
<= — < — 5.5
W(n—2+n kzlek (5.:5)
1 2x
Luego, si definimos g(z) : (2,00) — R, g(x) ;:_< 2—1—71) se ve que
T\x—
"1
g9(n) < o
k
k=1

Entonces si consideramos » ;_, é una funcién sobre los 6y, se tiene que:
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Figura 5.2: Un poligono circunscriptible

= Im (ZZ:1 é) C [g(n),+00).

» Como lim g(z) = 400, por la continuidad de g se tiene que [g(n),+o0) C Im(g).

z—21

= De los items anteriores se deduce que Im <ZZ:1 %) C Im(g).

Luego, existe un s > 2 tal que:
s—1

P)=4 .
S(P) = dm——

Volviendo a la motivacion inicial y recordando que queriamos caracterizar a los poli-
nomios maximizantes, consideramos el siguiente problema.

Problema P,,. Maximizar la cantidad

n ‘9 -1
(g cot—k> ,
2
k=1

con (64,...,6,) € (0, 7)™ bajo las siguientes restricciones
—~1 1 2s =
— == 0; = (n—2)m.
;Qk 7r<n+s—2)’ Zzl (n—2)m
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Veamos que hay una tinica solucion a este problema, la cual viene dada por un poligono
circunscriptible de [s] lados, cuyos dngulos son todos iguales o bien existe exactamente
uno que es mayor a los demas. La demostracion es por induccién en n.

El caso base es n = [s] = min{k € Z | s < k}, puesto que utilizando la desigualdad
(5.5) y la Ecuacién (5.3) se tiene:

1 2n 1 2s
- +tn|<—-|\n+ ;
T\n—2 T s—2

n___s
<~ X )
n—2  s—2
S0 s < n,
= [s] < n.
Teorema 5.0.3 (Teorema de las variables iguales). Sean ai,...,a, (n > 3) reales no

negativos, y sean 0 < r1 < - -+ < x, tales que

T1+To+...+Tp =01+ A3+ ...+ Qpn,

b+t =dl+ad+ ... +d,

donde p es un numero real, p # 1. Sea f(u) una funcion diferenciable en (0,00) tal que
’ 1
g(I) = f (xp71> )
es estrictamente conveza en (0,00) y sea

Fn(fL’l, X9, ... ,a:n) = f(xl) + f(QJQ) 4+ ...+ f(xn),

sip <0, entonces F,, es maximal para 0 < x1 =9 =+ = xp_1 < Tp, Y €8 minimal para

O<t1 <Toa=+ " =2Tp_1=Tp.

Observacion 5.0.1. Sean 0 < o < 3. Si la funcion f es diferenciable en (a, 8) y la fun-
’ 1 .

cion g(x) = f (xp—1> es estrictamente convexa en (aP~1 BP71) o (BP~L, aP™Y), entonces

el teorema anterior sigue valiendo para x4, ..., x, € (a, f).

Tanto el teorema 5.0.3 como la observacién (5.0.1) pueden verse con detalle en |Cir07].
Cabe aclarar que se pueden enunciar las versiones correspondientes a f estrictamente
céncava, aplicando los teoremas anteriores a f = — f que resulta ser estrictamente convexa.
Entonces para probar que los inicos maximizantes son aquellos donde todos los angulos

son iguales o hay exactamente uno distinto y es mayor al resto, alcanza con aplicar el
teorema 5.0.3 y la observacién (5.0.1) para el caso de p = —1 viendo que

g(x) = f'(z72),

sea céncava en el intervalo (772, 00), donde

f(z) := cot g .
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Puesto que

su derivada segunda es

y 2 4 cosz™2 — 3x2 sinz 2
g ($) = - 401 L :
1623 sin*(5272)

Para ver que ¢” es negativa, alcanza con probar
z2(2+cosz) —3sinz > 0,

para todo z € (0, 7).

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 6, centrado en 0, se ve que si z € (0, ),

22 28 1 #

9 (3 2 Lt
2 (2+cos2) Z< > T 21 720 5040 J,

22 A 28
s34 -2
z( > " ; 720)’

y con un razonamiento analogo

(= 0 singdc) ,

23 2

3smz<3z—5—|—E,

si z € (0,7). Juntando ambas cotas obtenemos que

2° 27

2 _3sinz > o —
2 (24 cosz) 381nz>60 =20’

lo cual es estrictamente positivo en este intervalo. Luego el caso base n = [s] queda
probado.

Veamos el paso inductivo. Para eso consideramos un n tal que el tinico poligono ma-
ximizante para el problema Py, para n’ < n es el poligono mencionado y veamos que eso
sigue siendo valido para el problema P ,,.

Usando multiplicadores de Lagrange, vamos a querer encontrar minimos de

& Oy "1 n 2s
PO 00 h ) =S ot B pa (SO L0 25
' b ; 2 ! (; O, 7r(s—2)>

—f—)\g <i92—(n—2)7r>,

en donde fijados (A1, \2) se satisfaga que (0y,...,0,) € (0,7)" tal que se realicen los
extremos. Como en cualquier otra bisqueda de extremos de una funcién continua en una
regién compacta, podemos diferenciar el caso en que los puntos se encuentren en el interior
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de (0,7)™ y en ese caso sean puntos criticos, o bien se encuentren en la frontera de esta
region.

Supongamos que esos puntos estan en la frontera de (0, 7). Hay dos posibilidades: o
bien #; = 0 para algin ¢ o bien #; = 7 para algiin ¢. En el primer caso, la funcién F' se
irfa a +00 y por lo tanto no seria un minimo. Por otro lado, si tuviera un minimo en un

punto de la forma
(017---70i—1a7r7€i+17~-'70n)7 (56)

entonces el Problema P, ,, se reduce a tener un minimo en un punto de la forma
(017 s 79i—1a 0i+17 SR en)v

del problema P, ,,_;, donde vale la hipdtesis inductiva.

Luego, alcanza con conocer cémo son los puntos criticos de la funcién F en (0, m)".
Derivando respecto de 6;, verificamos que si hubiera un extremo en (64, ...,6,) entonces
para 1 <1 < n,

oF
0:_(017"'a0na)\17)\2):q)(eia)\la)\Q)a
00,
donde ) \
Bz, A, ) 1= — 2.
(2:A1, ) 281112% z2+ 2

Luego la funcién ®(-, Ay, Ay) tiene n raices, pero esta funcién es la misma que aparece en
la ecuacién (4.5) donde habiamos analizado las distintas posibilidades para los pardametros
y dimos por conclusion que independientemente de los valores de A\; y Ay la misma podia
tener a lo sumo 2 ceros en el intervalo (0, 7). Esto implica que si (04, ...,6,) es un punto
critico, entonces los dngulos #; pueden tomar a lo sumo dos valores.

Hecha esta observacién, supongamos que los valores son 6y y 65, de los cuales hay &
y n — k copias de cada dangulo. Podemos reformular el problema P, como maximizar la
funcion

0 6.\
(kcoté + (n — k) cot 5) )

con (#y,0,) € (0,m)? sujeto a las restricciones
k
0

— 1 2 _ _
+ - i <n+ S2>, kO, + (n—k)by = (n—2)m .

92 ™ S —

Lo interesante aqui es que k y n pueden ser expresadas como funciones de 61,65 y s
obteniendo:

= 2 2(s —2)m — 20,6,
(s —72)7(7r —0) (7 —0y)
. 201 (095 — (s — 2)m)
N (5—2)(52—51)(7r—9_1) ’
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Con esto podemos olvidarnos de las restricciones y minimizar la funcion

- 0 - - 0
G4 (01, 05) == k(s, 0y, 0,) cot 51 + (n(s,01,05) — k(s,01,0,)) cot 52 : (5.7)

con (01,0) € (0,7)2.

Lo primero que decimos es que k y n — k tienen que ser ambas mayores o iguales a
1. Para verlo, supongamos que k = 0, eso implica que f, = %7‘(‘, con n = s cuando s es
entero, o sin solucién de otra forma. Ahora, como estamos suponiendo que n > [s] + 1,
entonces este caso lo descartamos. Andlogamente n — k > 1.

Dadas las simetrias del problema uno puede suponer #; > 6,. De ahi en mas, con
la informacién obtenida se puede establecer una regién S, donde la funcion alcanza sus
valores minimos cuya frontera estd dada por los siguientes segmentos [EG17, Pag. 9]

s Lg _(52—3—2)7r_ 472(s — 2)
LU 2452 (5245 —2)(0y(s2 +5—2) + 7(—s2+5+2))’

RSN
_ s—1 _ — s—2
F‘ZSS = {916 L’—i—lm 7T:| ,9220}, ng = {9127, {O, . 77}}

Tras un anélisis del comportamiento de las derivadas parciales de G respecto de 61 y
0y se llega a que:

- _9
‘min G(6,,0) = G, (7r, S—n) .
(61702)635 S

Maés atin, el minimo sélo se realiza en (, %77) Como vimos que tanto k& como n — k
eran mayores o iguales a 1, el hecho de que (, %W) sea el Uinico punto que minimice
la expresién (5.7) implica que alguno de sus dngulos estd igualado a 7, y en ese caso,
procedemos al razonamiento ya realizado en los angulos que tenian la forma presentada
en la Ecuacién (5.6), donde podia aplicarse la hipétesis inductiva. O

Una consecuencia inmediata de este teorema es que los poligonos semi-regulares estan
espectralmente determinados en la clase de poligonos convexos. Luego, tenemos el siguien-
te corolario:

Corolario 5.0.1. Sea P, es un poligono de n lados, circunscriptible cuyos dngulos son
todos iguales o bien hay exactamente uno mayor a los demds. Si un poligono convexo P
tiene el mismo espectro Dirichlet o Neumann que P,, entonces es isométrico a él.

Para finalizar, tenemos la siguiente observacién

Corolario 5.0.2. Sea €2 es un dominio con frontera suave a trozos, con bordes rectos. St
Q tiene el mismo espectro que un poligono, entonces £ es un poligono.
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La justificacion de este hecho se debe al comportamiento asintético de la traza del
calor. Se sabe que en el caso de la traza del calor Dirichlet la misma viene dada por
[BGIO]

. Q  |o9l 1 ™22 Vi
thr t) = |_ I il B - / d k 2d t
@ ( ) 47Tt 8\/71"[,' + ]_27T < a0 fods + ; 28k + 256ﬁ o0 " S O( ) ’

donde 6 € (0,27) es el angulo interior en el k-ésimo vértice y k es la curvatura en cada
punto donde la frontera es diferenciable. En el caso de las condiciones Neumann la traza
del calor viene dada por [MR15]

Q|09 1 N 5Vt
hyeu(t _ b e 1 / d i 2ds+ O(t).
o (1) 47rt+8\/_77t+127r( o ‘H; 2 ) T mogm L, T OW

Luego, en el caso de que el espectro de €2 coincidiera con el de un poligono, se tiene
que el término de orden v/t deberfa anularse lo cual implica que

/ k*ds =0,
o0

es decir que la curvatura de la frontera de €2 es cero, con lo cual la misma sélo tiene
segmentos, por lo que concluimos que €2 es un poligono.

Con este resultado, junto al corolario 5.0.1 puede concluirse el teorema 5.0.1.
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