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Como leer la tesis

Los objetos matematicos llamados ordinales pueden ser vistos como una extensiéon de los
nimeros naturales. En particular, como una extensiéon transfinita del proceso de contar.

Los ordinales son, en cierto sentido, nimeros - son comparables, y se pueden definir ope-
raciones aritméticas sobre ellos - pero concretamente son conjuntos. Resulta que la coleccién
de todos los ordinales numerables es no numerable. Esto hace que sea imposible ponerles un
nombre a cada uno utilizando un alfabeto finito.

Sin embargo, en la literatura aparecen diversas notaciones que cubren parte de la coleccidon
de los ordinales. El objetivo de esta tesis de licenciatura consiste en explorar algunas de ellas.

La tesis en general no asume una competencia previa en el tema. Pretende ser lo mas
autocontenida posible, y uno de sus objetivos es poder ser entendida por un estudiante de
una carrera de Matemaética o de Computacion. Es conveniente tener algunos conocimientos
rudimentarios de topologia - en particular, de redes. De todas maneras, consideramos que
para entender las partes de la tesis que usan redes no hace falta poseer la intuicién que resulta
de trabajar en espacios topologicos insoélitos; basta con estar familiarizado con sucesiones.
Damos también algunos resultados basicos de la efectividad - en el sentido de Teoria de la
Computabilidad - de algunas notaciones presentadas. Las nociones de esa area utilizadas son
definidas y descritas al momento de ser utilizadas.

El[Capitulo 0|de la tesis esta separado en tres partes: en la primera, damos una introducciéon
histérica de los ordinales: la famosa historia de Cantor y su trabajo con las series de Fourier. En
la segunda parte, intentamos motivar la definicién misma de los ordinales, y los construimos
desde cero. La tltima parte tiene como objetivo mostrar las semejanzas y las diferencias con N,
y terminamos enunciando lo que seré el problema principal que atacaré la tesis: la construccién
de notaciones de ordinales para segmentos crecientes de los ordinales.

En el presentamos algunos ejemplos miniatura de notaciones para entender
el objetivo, y luego cubrimos dos notaciones: la Forma Normal de Cantor (FNC) y la Forma
Normal de Veblen (FNV), que se podria decir que son las que méas merecen el nombre de
“primeras” notaciones. Asi como con los niimeros naturales usamos exponenciacién en base
10 y sumas para notar ntmeros - y, eventualmente, todo ntimero podria ser notado usando
solamente la funcién 10%, la operacion 4+, y el numero 0, la FNC y la FNV utilizan en su
alfabeto ciertas funciones (de ordinales) crecientes que de alguna manera podrian considerarse
naturales. También damos codificaciones primitivas recursivas de estas notaciones. En parti-
cular, en la [Subsubsecciéon 1.2.2.2] damos una codificaciéon primitiva recursiva y biyectiva con
N de la Forma Normal de Cantor, distinta a la que se usa clasicamente.

En el [Capitulo 2] damos un esbozo de como se utilizan las notaciones de ordinales en la
rama de la matematica que se conoce como “Ordinal Analysis”, el anélisis ordinal de una teoria
axioméatica. No es el objetivo de la tesis ahondar en un caso de estudio concreto. En cambio, en
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el capitulo intentamos motivar algunas definiciones y transmitir algunas de las ideas utilizadas
en el area: resumimos como Gentzen demuestra la consistencia de la aritmética de Peano
utilizando lo que se podrian llamar ‘métodos finitistas’ junto con la asumpcién de que cierto
ordinal esta bien ordenado. Luego contamos cémo esto parece generalizarse a una definicién
del ‘ordinal de una teoria’, y por qué la definiciéon tiene problemas. Relacionamos esto con el
problema intrinseco del concepto de notacién de ordinales ‘canénica’ o natural y presentamos
algunos teoremas concretos cuyo objetivo es justificar esas afirmaciones. Este desarrollo incluye
un par de definiciones propias y demostraciones que fueron reescritas. Durante el capitulo,
también, presentamos la definicion moderna de ‘ordinal de una teoria’, que en algiin sentido
mide la ‘fuerza’, o el ‘poder computacional’ de la misma.

En el [Capitulo 3] presentamos un ejemplo de notacion de ordinales, debida originalmente
a Bachmann, que es fundamentalmente distinta a las otras dos. La diferencia esencial es que,
al contrario que la FNC y la FNV | la notacién de Bachmann no puede ser definida de manera
autdnoma y necesita de la existencia de ordinales que escapan a la notacion para definirse.
Este tipo de notaciones, que se llaman impredicativas, suelen ser mucho més poderosas que
las predicativas.

En el damos algunas conclusiones y presentamos posible trabajo futuro, inclu-
yendo algunas preguntas extra que fueron surgiendo a lo largo de la tesis. También menciona-
mos algunas conexiones de los ordinales con otras areas de las matematicas.

Hay, también, un apéndice al final de la tesis, donde damos una posible representacién
visual de los primeros ordinales. Ademas, a continuacion de la bibliografia se encuentra un
pequeinio glosario. La tesis incluye 22 dibujos, 16 de los cuales son originales.

La dependencia de los capitulos es la siguiente:

[Capitulo 2| [Capitulo 3|

Aclaramos que de todas formas algunos comentarios del necesitan la lectura
el

Advertencia. Exceptuando por supuesto a las demostraciones, la tesis a veces utiliza
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un lenguaje informal, que intenta ser ameno y llega a usar el humor. El objetivo de esto es
didactico: intentamos hacer al texto mas accesible, mas terrenal.



Capitulo 0

Introduccion

Desde el paraiso de Cantor, cuyas
puertas €l nos abri6, contenemos el
aliento. Sabiendo, no seremos
expulsados.

David Hilbert

0.1. Historia

Fue Georg Cantor quien nos abri6 las puertas de lo transfinito, hace casi 150 anos.

Como puede leerse en [Dau90, pags. 30-47|, donde se incluye una resenia historica y técnica
sobre la primera apariciéon de los ordinales, Cantor se encontraba estudiando las series de
Fourier. Mas especificamente, condiciones para tener unicidad en la representacién de una

funcion. ;Cuanto habia que pedir para que, dada una funcion f definida en [0, 27], si podia
oo

ser representada con una serie de Fourier g (an sen(n - x) + by, cos(n - x)), los coeficientes

n=0
an, by, de ésta estuvieran univocamente determinados?
o

Notemos que si suponemos que tenemos dos expresiones en serie de Fourier E (an sen(n-

n=0
oo

T)+bp cos(n-z)) y Z (a, sen(n-x)+b;, cos(n-z)) para una misma funcion, y las igualamos, y

n=0
[e'S)

pasamos restando, obtenemos una serie de Fourier Z ((an—ay,) sen(n-x)+ (b, —by,) cos(n-x))

correspondiente a la funcién nula. Esto dice que el problema que queria resolver Cantor era
equivalente a entender cuédndo una serie de Fourier que es constantemente cero tiene todos sus
coeficientes iguales a cero.

Ya habia algunos resultados parciales - Heine habia demostrado a principios de 1870 que
si f era continua y se pedia que la serie convergiera uniformemente entonces se obtenia uni-
cidad. Cantor, en abril del mismo ano, pudo extender el teorema, relajando la condicién de
convergencia uniforme por el de una convergencia puntual, cuando ni Dirichlet, ni Lipschitz,
ni Riemann habian tenido éxito. El matematico no se contenté con ese resultado. Se preguntd
qué sucedia si le permitia mas libertad a la serie. ;Y si ésta no era cero en todo punto, sino ‘casi
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siempre’? Cantor relajo las hipotesis del teorema, permitiendo en primer lugar no conocer los
valores de la serie en finitos puntos, y luego en conjuntos con finitos puntos de acumulacion.
Es decir, incluso si no se sabe si una funcién es cero en un conjunto con esas caracteristicas,
si la funcion tenia representacion en serie de Fourier entonces los coeficientes de ésta estaban
univocamente determinados, siendo todos 0. Si llamamos conjunto de excepciones al conjunto
donde no conocemos el valor de la funcion, entonces lo que hizo Cantor fue equivalente a pedir
solamente a dicho conjunto que su derivada - es decir, el conjunto de sus puntos limite - fuera
finita. Y por lo tanto, que su segunda derivada fuera vacia (al ser la derivada de un conjunto
discreto).

., Como relajar aun maés el teorema?

En una publicacion de 1872 [CanT72|, Cantor trabajo sobre una construccion de los nimeros
reales como identificaciones de sucesiones que hoy son las de Cauchy - y que él llamé ‘funda-
mentales’. En ese articulo, mencion6 que a partir de los racionales, a los que llamaremos, como
él hizo, conjunto A, por medio de la identificacién mencionada se puede derivar el conjunto B
de los reales. Sin embargo, la clave fue su comentario de que uno puede continuar el proceso
de derivacion para obtener a partir de B, un conjunto C, y asi seguir.

Cantor not6 que entre estas sucesivas derivaciones podian establecerse biyecciones, es decir,
que estos nuevos conjuntos eran todos equivalentes al de los reales. Sin embargo, resaltd
su importante diferencia conceptual - en el sentido de que eran objetos diferentes: dado un
elemento ¢ € L, alcanzado luego de A derivaciones sucesivas de A, Cantor lo entendia de
manera equivalente como un niimero, un valor, o un limite de tipo A, nimero natural que
media la longitud del proceso de derivaciones sucesivas necesarias para llegar a /.

Pero, jpor qué detenerse luego de finitos pasos? Fue en esta publicacién donde Cantor,
con una frase, marco el inicio de la apariciéon publica de sus ideas sobre lo transfinito: “El
concepto de namero, tal como es desarrollado aqui, trae consigo el germen de una necesaria y
absolutamente infinita extension”.

Esta idea germin6é 10 anos después en una generalizacién aun mayor de su teorema de
unicidad. Luego de considerar conjuntos de excepciones cuya segunda derivada fuera vacia,
un siguiente paso bastante natural era extender el teorema, permitiendo que la (v + 1)-ésima
derivada de éste lo fuera, con v € N. Si PtD) = @ (pero P(™) # (), Cantor llamaba al
conjunto ‘de tipo v’.

Se puede probar que un conjunto derivado P’ es cerrado, asi que contiene a su propio
derivado. Luego, a partir de v = 1, tenemos que P11 .= (P(“))’ C PW. Esto nos da una

cadena descendente de conjuntos, y Cantor definio P(*°) := N P™_ Y, si obtuvimos un
n<oo

conjunto no vacio, es natural continuar: P(**t1) sera la derivada de P(>). Siguiendo de esta
manera se pueden definir, para cada n € N, P(oo+n) y también plootoo) (como la interseccion
de todos los anteriores), al que podriamos llamar P(2) Esta construcciéon no tiene un fin
aparenteﬂ Cantor afirmé que se pueden generar conjuntos derivados descritos de manera
genérica como P(°0"mrteo" " tnn_ittoonitno) con ny, ... n.,r € Ng. Uno podria pensar que
esta forma polinomial abarca totalmente el asunto, pero esto es mentira. Como veremos més
adelante, continuando el razonamiento se podrian seguir hasta incluso 6rdenes mucho més
‘grandes’:

'En su momento, Cantor propuso la idea del infinito absoluto, mas grande que cualquier niimero transfinito,
y lo relacioné con Dios |Jan95|.
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ploes) ploo=) ploe=tn) pleo==) p(= )

y uno podria seguir, llegando tan lejos que necesitarfamos inventarnos una nueva notacién
para seguir trabajando con estos conjuntos.

Con la teorfa de los nimeros transfinitos desarrollada, Cantor pudo generalizar aun mas
su teorema de unicidad, permitiendo que los conjuntos de excepciones fueran de tipo v con
v un numero transfinito. Destaquemos que en efecto existen conjuntos de tipo v para todo
numero transfinito - sin haber formalizado esta nocién hasta ahora. Es decir, conjuntos que
necesitan derivarse v veces para llegar al conjunto vacio. La demostraciéon de este hecho se
puede encontrar en [BP05, Capitulo 3|, o de manera un poco méas compacta en [Sim14].

La idea de los nimeros transfinitos aparecié para medir longitudes de procesos no finitos.
Este aporte de Cantor, y muchos otros, fueron duramente criticados, llegando al punto de decir
que eran una “grave enfermedad, que infectaba a la disciplina”. Cierto matematico describid
a Cantor como un “charlatan, renegado, corruptor de la juventud” [DC89).

Quedémonos con el reconocimiento actual que hoy en dia tienen los aportes de Georg
Cantor, pero sin olvidar que todo cambio revolucionario - y méas en general, toda idea distinta
a la nuestra - puede generar rechazo. Ni Cantor se salvd de esto: en su momento describi6 a
la teoria de infinitesimales de sus colegas Stolz y du Bois-Reymond como “una abominacion y
un bacilo del célera de las matematicas”.

0.2. ;Qué son los ordinales?

0.2.1. Motivacion

Una primera motivacion para los objetos mateméticos llamados ordinales con los que vamos
a trabajar es que queremos una generalizaciéon de los ntimeros naturales. La descripcién que
desde pequenos a muchos nos hacen de N es que son ‘los niimeros que usamos para contar’.
Los ordinales nos serviran para eso, justamente: podremos contar conjuntos infinitos. Estos
conjuntos van a necesitar tener alguna propiedad: especificamente, van a necesitar estar bien
ordenados (en parte, para poder tomarle sucesor a cada elemento). Al contarlos, tendremos
una nocién de longitud para ellos, asi como Cantor media la longitud de procesos infinitos
de derivacién. Esta nociéon de tamano que definiremos es mas granular que la hecha usando
cardinalidad: veremos muy pronto que dos conjuntos bien ordenados, aunque sean numerables,
con nuestra definicién, pueden tener tamanos distintos. Y de este hecho se desprenderan
problemas bien interesantes.

Observemos lo siguiente: si consideramos que 0 € N (y haremos esto durante toda la tesis,
como si fuéramos de Computacion), entonces podemos identificar a cada namero natural con
el conjunto de los nimeros anteriores a él (excepto al 0, que lo pensamos como el conjunto
vacio):
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0~ 10
1~ {0} ~ {0}
2~{0,1} ~ {0,{0}}

3~ {0.1.2} ~ {0.{0}.{0. (0}} )

Estamos identificando a cada natural n con un conjunto de n elementos. Ademas, la cons-
truccién es recursiva: en cada paso simplemente agregamos como elemento al conjunto de
todos los niimeros anteriores. Si definimos la operacion sucesor S(z) := = U {x}, entonces el
conjunto de ntimeros naturales se puede identificar con el menor conjunto que contiene a () y
es cerrado por S.

La notacion del extremo derecho, con conjuntos vacios y llaves por todos lados, es un poco
molesta. Pensemos, entonces, que estamos usando a los ntiimeros naturales para ponerles un
nombre a los elementos que estamos construyendo. Es decir, digamos que n := {m € N:m <
n}. Usando intervalos, podemos escribir esto como n = [0,n). Notar que automaticamente
0:=10.

Ademas, podemos girar la cAmara y ver esta construccion al revés: no identificamos a cada
nimero natural con el conjunto de naturales menores a él, sino que cada conjunto de naturales
hasta cierta altura n nos define el siguiente ntimero, i.e., n + 1. Cada natural construido nos
permite armar el siguiente.

Como todos nos imaginamos, este proceso es infinito y siempre podemos llegar asi a un
ntmero natural nuevo. Y, si consideramos al conjunto N de todos los ntimeros naturales, ;qué
nos detiene de definir un nuevo ‘nimero’ que se corresponda con ese conjunto? (;Y luego,
incluso, seguir?) A este nuevo ‘ntimero’ se lo suele denotar w (se lee ‘omega’). Podemos tam-
bién considerar S(w) = w U {w} = {0,1,2...,w}, el sucesor de w, que merece el nombre de
w+ 1. Y, asi siguiendo, podemos obtener S(S(w)) ={0,1,2,...,w,w+ 1}, al que llamaremos
(w+ 1)+ 1, 0o mas bien w + 2. De esta manera, podemos conseguir ‘nameros’ cada vez mas

grandes: w+3,w+4,...,w+n,..., paracadan € N. Y nada nos impide considerar el conjunto
de todos esos elementos para obtener uno nuevo,
wH+w={0,1,2,...,w,w+1,w+2,...} (que podriamos llamar sugestivamente w - 2)

Y, continuando, w - 3 seria {0,1,2,...,w,w+1l,w+2,...,w-2.w-2+1L,w-2+2,...}

Y més adelante incluso tendriamos:
w-w={0,1,2,...,ww+1,...,0w-2,w-2+1,...,w-nw-n+1,...}

(iContinuard! E

Estos conjuntos recursivos que estamos construyendo comparten con los naturales varias
buenas propiedades: son transitivos y bien ordenados.

Definicion 0.2.1. Un conjunto T se dice transitivo si todo elemento de T es un subconjunto
de T. Es decir, siVu € t € T vale que u € T.

2Si quieren empezar a ver cémo continuara, pueden espiar el |Apéndice de MatchsticksL al final de la tesis.
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Notar que los conjuntos obtenidos son transitivos es inmediato, ya que cada nuevo conjunto
se obtiene de una de las siguientes maneras: la primera es agregando como elemento el conjunto
de elementos que habia hasta ahora, lo cual mantiene la transitividad (pues dicho elemento es
un subconjunto) o tomando unién de todos los conjuntos construidos hasta el momento (como
en el caso de w,w - 2, etc), y es trivial ver que unién de conjuntos transitivos es transitivo.

., Qué orden usaremos para ellos? Cada elemento nuevo construido es el conjunto de los
elementos construidos hasta ahora. Si consideramos el orden inducido por €, definiendo que
a < B < «a € [, entonces cada elemento nuevo es mayor que todos los anteriores. Notemos que
esto se corresponde con nuestra intuicion notacional (recordando que w representa el infinito):
vale, por ejemplo, que Vn € Nyw +n < w-2 < w -2+ 1. Ademas, este orden se corresponde
con el usual en (nuestra identificacion de) N:n <m < nem={0,...,m —1} (por ejemplo
4<8=1{0,1,2,3,4,5,6,7}).

0.2.2. Definiciones y un primer acercamiento

Estas dos propiedades nos alcanzan para trabajar. Pasemos a la definicién formal de un
ordinal - de von Neumann, que ya es la definiciéon estandar y es usada en cualquier libro de
texto, como por ejemplo [HJ99, Capitulo 6]:

Definiciéon 0.2.2. Un conjunto « se dice que es un ordinal (en inglés ‘ordinal’ u ‘ordinal
number’, si es:

s Transitivo.

= Bien ordenado por €. Es decir, € es un orden total sobre a, y ademds no exriste una
cadena infinitamente descendente de elementos de a - toda cadena descendente even-
tualmente termina.

Como adelantamos antes, para cada namero natural n, si k € £ € n (i.e. k < £ < n),
entonces k € n. Esto dice que los niimeros naturales son transitivos. Ademas, a todo natural
n # 0 lo estamos viendo como el conjunto {0,...,n — 1} C N, que es bien ordenado, asi que
cada natural es bien ordenado. Con lo cual, hemos probado lo siguiente:

Teorema 0.2.3. Todo numero natural es un ordinal.

Con la misma demostracion que para un natural, N es transitivo. Luego N es un ordinal.
El nombre que suele recibir, como dijimos, es w.

La definicién de ordinal se corresponde con la construccién que hicimos hasta ahora.

La construccién de los ordinales es intrinsecamente recursiva. Eso se lo debemos, en parte,
al siguiente lema:

Lema 0.2.4. Si « es un ordinal, entonces S(a) := aU {a} también es un ordinal.

Demostracion.
Veamos que S(a) = a U {a} es transitivo. Debemos chequear que si § € S(a) entonces
B C S(a). Separemos en casos:

» Si 8 # «, entonces f C « por la transitividad de a. Y siempre o« C S(«), asi que

B CS().

» El caso que queda es 8 = «, pero como dijimos, o C S(«) trivialmente.
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Por otro lado, S(a) esta bien ordenado por € - es mas, con « siendo su elemento mdzimo,
ya que todo 8 € S(«a), 8 # a cumple que 5 € a y por lo tanto es menor que .
Veamos que todo subconjunto no vacio P de S(«) tiene minimo. Sea P C S(a).

= Si a € P entonces P tiene elemento minimo porque P C «, que esta bien ordenado por
ser un ordinal.

= Si, por el contrario, & € P, entonces consideremos Py := P\ {a}. Si Py = 0, entonces
P = {a} y esta trivialmente bien ordenado. Si, por otro lado, Py es no vacio, entonces,
como Py C q, tiene un elemento minimo fy. Es decir, V3 € P, si 8 # «, entonces
Bo < B. Por otro lado, si f = « entonces Sy < « pues vimos que « era maximo. Luego

Bo = min P. O

A este tipo de ordinales - los que son de la forma S(«), para « otro ordinal - los llamamos
sucesores. Una notaciéon que nos resultard mas comoda es escribir a + 1 en vez de S(«). No
todo ordinal es un sucesor, como por ejemplo w. Una demostracion de este hecho es muy
simple: no tiene maximo. Se dice que w es un ordinal limite.

Definicién 0.2.5. Se dice que un ordinal « es un ordinal limite si no es 0 ni tampoco un
sucesor, es decir, si VB ordinal, tenemos que 0 < a # 8+ 1.

Es decir, distinguimos entre 3 tipos de ordinales:
s 0.

s Los ordinales sucesores.

= Los ordinales limite.

i Hace falta considerar todos los 8 # « en la definicién de arriba? Para el caso a = w, por
ejemplo, resulta intuitivo que éste no va a ser el sucesor de w + 1,w - 2 ni w - w, que son méas
‘erandes’. Bastaria entonces chequear que a no es el sucesor de un ordinal més chico para ver
si es un ordinal limite o no. Sin embargo, no sabemos qué significa que un ordinal sea més
chico que otro. Los ejemplos del comienzo nos adelantan que €, que en principio esté definida
como relacion dentro de cada ordinal, se puede extender formalmente a una relacién entre
ordinales:

Definicién 0.2.6. Dados «, 8 ordinales, definimos a < 8 si y solo si o € 3.

La pregunta que debemos hacernos es si la definicién de ordinal alcanza para forzar un
orden entre los ordinales - el que nos habfamos imaginado al construir a w,w + 1,w - 2,w - w,
etc.

Entonces, antes de seguir estudiando los ordinales limite, estudiemos un poco el orden de
los ordinales:

Teorema 0.2.7. [HJ99, Pdg 107] Como relacion entre dos ordinales, < tiene todas las pro-
piedades de un buen orden (sin serloﬂ.
Mads especificamente: sean «, 5 y v ordinales. Entonces:

1. < es transitiva. Es decir, st a < 8 < v = a < 7.

3iContinte leyendo para develar el misterio!
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2. Es total y antisimétrica. Es decir, siempre vale una (y solo una) de las siguientes: o < f3,
a=p0p8<a.

3. Todo conjunto no vacio de ordinales tiene un elemento minimo. En consecuencia, todo
conjunto de ordinales estd bien ordenado por <.

4. Para todo conjunto de ordinales X, existe un ordinal « ¢ X. (En otras palabras, el
‘conjunto de todos los ordinales’ no eziste).

Las siguientes propiedades de los ordinales, usadas para la demostracién de este teorema,
son fundamentales:

Lema 0.2.8. Si a es un ordinal entonces a & a.

Demostracion. Supongamos que « € «. Tenemos que « es un ordinal, asi que como conjunto
esta bien ordenado por €. Sin embargo, tiene un elemento, «, que cumple o < «, contradi-
ciendo la antisimetria de la relacion. Absurdo. O

Lema 0.2.9. Todo elemento de un ordinal o es un ordinal.

Demostracion.
Vamos a usar tanto que « es transitivo como ordinal, como que € es una relacién transitiva
en « por ser un buen orden. Sea 8 € a. Debemos ver que es transitivo y bien ordenado.

= Probemos que es transitivo: sean u € v € 5. Como 8 € a y « es transitivo entonces
v € a. Nuevamente, como « es transitivo u € a. Es decir, u, v, 5 son elementos de a.
Como € es una relacion transitiva, u € v € 8 implica u € 5.

= Ver que [ esta bien ordenado es incluso mas facil: como 8 C « por ser éste transitivo,
todo subconjunto de 5 es subconjunto de @ y por lo tanto tiene minimo. O

Observemos que esto dice que todo ordinal o cumple que a = {f : 8 es un ordinal y § <
a}ﬁ

Lema 0.2.10. (Una especie de vuelta de la transitividad) Si « y  son ordinales con o C 3
entonces a € 3.

Demostracion.

El espiritu del lema se corresponde con nuestra idea del comienzo de la seccién, que es que
construimos ordinales de a pasos, de manera recursiva. Si a > w, una representaciéon grafica
puede ser asi:

s

L | | |
(11 [ [ [

012 """ w o 3

Es decir, estamos apuntando a eventualmente probar que, si escribimos los elementos de
B de manera ordenada, después de todos los elementos de « viene, justamente, a.

Formalicemos la intuicion. Consideremos S\ a C . Queremos ver que « es el primer
elemento de ese conjunto, es decir, que si v := min (8 \ «), entonces v = a.

4Todo el tiempo estamos usando que < y € denotan lo mismo.
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» Para ver que v C «, supongamos lo contrario. Entonces existe un elemento 7 € v\ «.
Por transitividad de 8 vale que n € 8\ a. Pero esto contradice la minimalidad de -,
porque 7 € 7. Absurdo.

= Resta ver que @ C 7: sea § € a. Queremos ver que § € . Notemos que como « C (8
entonces § € 5. Ademaés, teniamos que v € #. Como el conjunto 3 esta bien ordenado,
en particular es un orden total. Si suponemos que ¢ ¢ « entonces v € § 6 v = §. Pero
en cualquiera de los dos casos esto implicaria que v € «, por la transitividad de «, que
es un ordinal por el lema anterior. Y esto es absurdo, pues v € 3\ a. O

Demostracion del[Teorema 0.2.7.

1. Transitividad de €: supongamos que o € Sy 8 € . Entonces, como 7 es transitivo,
a € v. No es casualidad, entonces, que la primera propiedad de los ordinales se llame
asi.

2. Antisimetria: debemos ver que no puede valer oo € A € a. Si esto valiera, por el item
anterior, tendriamos que a € a. Esto es un absurdo, por el

Veamos que, ademés, todo par de ordinales es comparable: sean « y 8 ordinales distintos
y consideremos v := a N B. Si v = «, entonces o C S y la contenciéon es estricta por
hipotesis. Luego, por el [Lema 0.2.9, a € . Simétricamente, si v = 8 = 8 € a. En
ambos casos resulta que son comparables. Resta ver que no puede ser que v # «, 3.

S t de. Ent C = € o. Anal t € .
upongammos que esto sucede ntonces 7y o « e Y (6% nalogamente, 7y ,B

Por lo tanto v € a N B =, que es absurdo por el

3. Ya sabemos que en un conjunto de ordinales todo par de elementos es comparable, es
decir, que el orden inducido por € es total. Veamos que ademas es un buen orden. Sea X
un conjunto no vacio de ordinales y o € X. Si aN X = () entonces debe ser el minimo,
pues Va # B € X, € «, asi que por el item anterior V3 € X,«a € §. (Por ejemplo,
consideremos X = {4,7,w}, y a =4 ={0,1,2,3}. Entonces 4N X =0 y 4 = min X).

Si, por otro lado, a« N X # 0, consideremos 1 := aN X C «a. Si n = «a, entonces 3 es
un ordinal. Si no, n C « = nE€a = 7 esun ordinal. En cualquier caso,

concluimos que 7 esta bien ordenado. Sea v := min 7.

El objetivo de este ftem es ver que X tiene minimo. Veamos que v = min X. Como
v € n = anN X, gratuitamente v € a. Sea § # «,B € X. Debemos ver que v € (.
Separemos en casos:

= Si € «entonces S € anNX y por lo tanto v € 5, porque v = min aN X.

s Si 8 € « entonces por el {tem anterior, o € 5. Como v € «, por el primer {tem del
teorema, v € 3.

4. Veamos que no hay un conjunto de todos los ordinales. Sea X nuevamente un conjunto

de ordinales y consideremos |J « la uniéon de sus elementos. Es muy facil ver que este
aeX
conjunto es transitivo. Ademas, es un conjunto de ordinales, asi que, por el item anterior,

todo subconjunto tiene minimo. Luego |J « es un ordinal. Consideremos 3 := S( U a).
acX aceX
Por el [ también es un ordinal. Veamos que es distinto a todo elemento de
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X, es decir, que es un ordinal nuevo. En efecto, supongamos que 8 € X. Entonces 8 C X

yporlotanto 5C |Jaop= U a
acX aeX

» En el primer caso, por el |Lema 0.2.10| tendriamos que 5 € |J a € ( U a) U
acX aceX
{U a}:S( U oz):B.
acX aceX

» En el segundo caso, f = |J a € S( U a) = 8.
aeX acX

En cualquiera de los dos casos tendriamos que que 8 € 3, lo cual es un absurdo por el

[Lema 0.2.8

Esto finaliza la demostraciéon del teorema. O

Chiste 0.2.11. « le dice a B: “Che amor, la relacion que tenemos no es muy simétrica. Yo
siempre te contengo cuando estds mal, pero vos nunca...”

B le responde: “Y qué pretendés, mird el|leorema 0.2.7.”.

Un comentario: el dltimo item del teorema nos dice que no se puede decir que los ordinales
forman un conjunto bien ordenado. Y la razon es la siguiente: no existe el conjunto de todos
los ordinales. Si existiera, entonces podriamos obtener un ordinal més grande que todos sus
elementos, uniendo a todos ellos y luego tomando el siguiente.

Ademas, la demostracién de que no existe el conjunto de todos los ordinales puede ha-
cernos recordar la clasica demostracion de que existen infinitos ntimeros primos. Por un lado
consideramos que hay solamente finitos primos. Por el otro, que los ordinales forman un con-
junto. Ambas propiedades controlarian de alguna manera la coleccién sobre la que predican.
Por un lado multiplicamos a todos los primos; por el otro, unimos a todos los ordinales. Y en
ambos casos sumamos 1.

En realidad, para ordinales por ahora decimos ‘tomar siguiente’ en vez de sumar 1, pero
pronto veremos que no es un simple juego de palabras: los ordinales gozan de ciertas opera-
ciones que son una generalizacion natural de las de N.

Usaremos la notaciéon < cuando o« < 8 6 a = . Analogamente, también usaremos los
simbolos >, > . Llamaremos ON a la coleccion de todos los ordinales.
Insistimos con que ON es una generalizacion de N:

Teorema 0.2.12. Los numeros naturales se corresponden con los ordinales que son finitos
como conjuntos.

Demostracion. Ya vimos que los naturales, vistos como conjuntos, son transitivos y estan
bien ordenados, y claramente son finitos. Basta ver, entonces, que todo ordinal que no se
corresponde con un ndmero natural (es decir, si no estd en w) entonces es infinito como
conjunto. Sea a ¢ w. Entonces, por la tricotomia de €, tenemos que a > w, es decir, que
o =w 6 a O w. En el primer caso « es infinito y en el segundo también, ya que como «
es transitivo, & 2 w y por lo tanto es infinito. (Notar que en general > se corresponde con
D) O

Se puede ver que los nimeros naturales representan todos los buenos 6rdenes finitos. Es
decir, que todo conjunto bien ordenado finito es isomorfo (via un isomorfismo de orden) a un
dnico ntmero natural.
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En Principia Mathematica [WR27|, Whitehead y Russel definieron originalmente a los
ordinales como el tipo de orden de un conjunto bien ordenado. Es decir, si definimos que dos
conjuntos bien ordenados son equivalentes si existe un isomorfismo de orden entre ellos, un
ordinal pretendia ser una clase de equivalencia de esa relaciéon. Sin embargo, como vimos, con
esta definicién las clases de equivalencia - es decir, los ordinales - no formarian un conjunto.
Se dice que forman una clase.

Pese a esa restricciéon técnica, los ordinales en efecto representan a los buenos 6rdenes. Los
naturales representan todos los buenos 6rdenes finitos. Los ordinales extienden esto de manera
muy natural:

Teorema 0.2.13. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo (via un isomorfismo de orden) a
un Unico ordinal.

Demostracion. Primero probemos la unicidad: supongamos que un conjunto bien ordenado X
es isomorfo a dos ordinales distintos « y 8. Por lo tanto « y 8 también son isomorfos. Ademas,
sin perder generalidad, podemos suponer a < .

Tenemos que existe f : @« — [ un isomorfismo de orden entre ellos. Veamos que esto no
puede ser posible, ya que « es un segmento inicial de j.

Ciertamente, f(0) = 0 pues si f(0) > 0, entonces tendriamos que Vv € a, f(y) > f(0) >0
y no habria ningiin elemento de a que podria ser enviado al 0 de .

Veamos que V7 € «, f(y) = 7. Si probamos esto ya ganamos, porque en ese caso f no seria
una biyeccion, ya que como o < 3 = aCf= fla)Cp.

[ es transitivo
Ya vimos que f(0) = 0. Supongamos, ahora, que existe algin elemento que no es enviado a

si mismo via f. Sea 7y := {7y € a: f(7) # v} el minimo del conjunto (no vacio) de excepciones.

Consideremos el siguiente esquema que ilustra el isomorfismo f entre « (arriba) y S (abajo):
a

A

| | |
[ [ |

0 «

o

21
R
e

Como f(y) = v Vv < 7, no puede ser que f(79) < 7. En efecto, supongamos que si.
Entonces f(f(7)) = f(70), pero como f es biyectiva, esto implica que f(y9) = 70, que es un
absurdo.

Por lo tanto f(y9) > 0. Como vy < a < 5 = =9 < B. Observando el dibujo, ;de donde
puede venir el elemento vg de 57 Como estamos suponiendo que f existe, hay un elemento
n € a tal que f(n) = 0. n no puede ser igual a -y por hipdtesis, asi que hay dos casos: 7 < 7
6 1 > 7p. Sin embargo:

= Yy <70, f(7) =7 <70 ast que n £ 0
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» Como f(y9) > 70, V¥ > 0 como f es isomorfismo de orden tenemos que f(v) > f(70)
luego 1 # 0.

iEsto es absurdo! Luego, como afirmamos, no existe tal f.

Daremos solamente una idea de por qué un conjunto bien ordenado cualquiera (W, <) es
isomorfo a algin ordinal. La demostracién de este hecho es un tanto técnica y por otro lado
no tiene el mismo flavour que el resto de la tesis; los detalles se pueden leer en |[HJ99, Pag
111].

Sea (W, <) un conjunto bien ordenado. Dado a € W, definamos W{a] :={b€ W : b < a}
la seccion de W por a. (Por ejemplo, si W = {0,2,3,7}, W[4] = {0,2,3}). Sea A := {a €
W : W]a] es isomorfo a algin ordinal}. Notemos que A es no vacio porque Wmin W] es
trivialmente isomorfo al ordinal 0.

Por lo probado al principio, si Wla] es isomorfo a un ordinal entonces éste es tnico. Lo
denotamos «.

Sea S = {aq : a € A}, i.e., el conjunto de ordinales isomorfos a alguna seccion de W.
Queremos ver que S es un ordinal y que en realidad A = W.

El conjunt(ﬂ S esta bien ordenado porque es un conjunto de ordinales. Ademas, es tran-
sitivo: si v € ag € S, sea ¢, el isomorfismo entre Wa] y . Sea ¢ = ¢, (7). Usando que ¢,
respeta el orden, se puede ver que la restriccion y co-restriccion de ¢, a ¢G|W[c] : Wle] — v
estd bien definida y es un isomorfismo, con lo que v € S. Por lo tanto, S es un ordinal, digamos
que S = a.

Se puede ver también, con un argumento similar, que Va € A,b < a = b € A, y que esto
implica que A =W 6 A = W|c| para algiun ¢ € W.

Si definimos f: A — a por f(a) = aq, resulta que f es un isomorfismo.

Supongamos que A = Wc| para algtin ¢ € W. Entonces Wc] es isomorfo a  y por lo
tanto ¢ € A, lo cual es un absurdo. Por lo tanto A = W y la misma f es un isomorfismo entre
Wy a. O

Volvamos a los ordinales limite (habiamos distinguido tres tipos de ordinales - el 0, los
sucesores 'y éstos). Ahora que sabemos que todos los ordinales son comparables, para saber si
un ordinal « es limite hay que chequear que V38 < a,a # (8 + 1. En efecto, si § > «, como
B+ 1 > B (porque el segundo es un elemento del primero por definicién) entonces por la
transitividad de los ordinales tenemos que 8+ 1 > « y por lo tanto no son iguales.

Ahora, jde dénde viene el nombre de los ordinales limite?

Aunque técnicamente no le podemos dar una topologia a la clase de todos los ordinales,
cada ordinal « tiene la topologia del orden inducida por €. Si recordamos que 0 y « son los
extremos del conjunto «, resulta que los abiertos basicos son [0, A1), (A1, @), ¥ (A1, A2), para
todo A\ < \g € .

Como cada ordinal « esta ahora dotado de una topologia, podemos hablar de convergencia:

Definiciéon 0.2.14. Sea o un ordinal. Se dice que una red de ordinales (B,),en C « converge
a un ordinal B si ¥ abierto U 3 B wvale que Jig € A tal que Yi > 1,58, € U.

Notar que todo ordinal es un espacio de Hausdorff, es decir, Vo € ON, tenemos que
V31 < B2 € a, existen Uy, Us abiertos tal que 31 € Uy, 2 € Uy y ademas Uy N Uy = 0.

5Entendemos que el hecho de que S sea o no un conjunto depende de la axiomatizacién que usemos, pero
éste no es un tema que se desee explorar en esta tesis.
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En realidad toda topologia del orden es Hausdorff, pero demos los abiertos en cuestiéon. Son
Uy :=10,p1+1),Us = [51 + 1,82 + 1]. Es bien conocido que una consecuencia de esto es que
toda red® tiene limite tnico.

Generalmente vamos a considerar redes indexadas por ordinales.

Ejemplo 0.2.15.

R, =N —w
n—oo

n oy =w+n——w+w=:w-2,donde w+ w y w -2 por ahora solamente son distintos
n—oo

nombres que le ponemos al conjunto {0,1,...,w,w+1,...}.

= Si oy, es una sucesion estrictamente creciente de ordinales tal que a,, — «, entonces
n—oo

« es un ordinal limite. En efecto, como la tnica caracterizacion que tenemos de los
ordinales limite es que no son sucesores, supongamos que « = 3 + 1 para algin ordinal
S. Tenemos que U = (3,3 + 2) es un abierto. Apelemos a nuestra intuiciéon notacional
para afirmar que 841 debe ser el tinico elemento de ese conjunto, pues si @ € U entonces
B < a < +2. (Demostrémoslo en la[Proposicion 0.2.16]) Por definicién de convergencia,
o, eventualmente cae en U. En particular, es eventualmente constante. Absurdo, porque
la sucesion era estrictamente creciente.

Notemos ademés que la cuenta de recién dice que si una sucesién converge a un sucesor,
entonces es eventualmente constante. En particular, esto sucede si el limite es un namero
natural, que siempre es sucesor.

Toda sucesion estrictamente creciente converge a un ordinal limite. ; Valdra la Vuelta?m

Lo prometido es deuda:

Proposicion 0.2.16. Sea a un ordinal. Entonces a+ 1 es el menor ordinal mayor que a. (Y,
como corolario, el inico ordinal entre « y a« +2 es aw+ 1.)

Demostracion. Probemos que todo ordinal 5 > « cumple que 5 > a4+ 1. Sea 8 > «. Entonces
a € (B: consideremos v € 8\ a. Como 7y € «, necesariamente vy > a.

Si v = a, ya ganamos porque entonces 8 2 o+ 1 = a U {a}. Si no, tenemos que a € vy <
b= a<f=a¢€fyganamos también. O

Otra caracterizaciéon muy util de los ordinales limite es la siguiente:

Proposicion 0.2.17. Sea o € ON. Entonces « es un ordinal limite si y solo si o = | S.
B<a
Ademds, en general vale que |J 8 = sup = lim S.
B<o B<a B<a

Demostracion. Supongamos que « es de tipo sucesor, y por lo tanto igual a o’ + 1, para
cierto ordinal o/. Entonces, por la [Proposicion 0.2.16, V8 < a,3 < o/, es decir, 8 C o/, y
por lo tanto o ¢ (. Esto dice que o/ ¢ |J 5. (Por ejemplo, consideremos w + 1. Entonces

B<a
U s={0jU{1}U - Uw=w)

B<w+1

https://es.wikipedia.org/wiki/Red_(matem%C3%A1tica)
"La respuesta, al final del capitulo.
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Para terminar de demostrar la proposiciéon, veamos que U B=supf=1limBC _a y

B<a
B<e fa —— v
‘\If’ 1 IIT

que si a es limite entonces ademéas IV C I:

» |J B Csupa:Sea e |J B Luego 38 < a tal que A\ € 3, o equivalentemente, A < 3.
B<a B<a
Pero por definicion de supremo, 5 < J 3, o, dicho de manera més compacta, 5 < sup «
B<a
(viendo a v como conjunto). Juntando todo obtenemos A < f < sup a = A < sup «, es

decir, A € sup a.

» sup o C lim a: como la red (3)g<q es creciente, su limite coincide con tomar supremo
del conjunto.

» sup a C a:sea 8 € sup a, es decir, § < sup a = 3¢ € a tal que £ > . Pero entonces
B8 < a, es decir, 8 € a.

» Si « es limite, entonces a« C |J f: sea u < «. Entonces, nuevamente por la [Propo-

B<a

sicion 0.2.16, u + 1 < «, pero como « es limite, la igualdad no puede valer, es decir,

1+ 1 < a. Llamando 8/ = p+ 1, tenemos que p € 8. Luego u € |J 5, como queriamos
B<a

ver.

Esto finaliza la demostracion. O

Ejemplo 0.2.18. Sea «ay, una sucesion arbitraria de ordinales. Definamos 3, = sup {ay : k < n}.

En otras palabras, 5, = |J ax. Entonces f3,, es convergente, es decir, existe un ordinal «
k<n
tal que B, — «. Esto, en realidad, ya lo probamos en la demostraciéon del altimo item del

[Teorema 0.2.7] Sin embargo, nos parece importante observar lo siguiente: si «, es creciente,
entonces [, = a,. Luego, toda sucesion creciente de ordinales convergeﬁ Y, nuevamente
revisando el item antes demostrado, converge a un ordinal a mas grande que todo «,,. Otra
justificacion, més topologica, es el clasico argumento de suponer que a < a,, para algin ng
y considerar el abierto (au,, any+1). Este ejemplo tal vez nos haga comenzar a sospechar lo
inabarcables que son.

El limite de una sucesion creciente de ordinales es tomar la unién de todos los ordinales de

la sucesién. Es decir, lim «,, = ay,. Motivados por el uso de Cantor de los ordinales para
) n n
n<w
procesos transfinitos, nos podemos preguntar qué sucede si cambiamos w por otro ordinal, tal

vez mas grande. ;Y si tenemos una familia de ordinales () ) indexada, no por todos los A < w,
sino por los menores a otro ordinal 57

No estamos haciendo méas que cambiar sucesiones crecientes por redes crecientes, indexadas
por el conjunto dirigido (es més, bien ordenado) .

Y, lamentablemente, toda red estrictamente creciente de ordinales también converge a un
ordinal nuevo. Con exactamente la misma demostraciéon que para sucesiones.

‘Sumarle 1’ a un ordinal nos da otro ordinal. Y toda red creciente de ordinales converge
a otro ordinal. Nosotros queremos operar con los ordinales, tratarlos casi como ntmeros -

8Repitamoslo una vez mas: jtoda sucesion creciente de ordinales converge!
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en inglés se llaman ‘ordinal numbers’ - y que la coleccion de ordinales sea cerrada por estas
operaciones tan poderosa&ﬂ complica el asunto. ; Como manejarlos? ;Cdmo pensar siquiera en

darle un nombre a todos?

9Manera formal de decir ‘que podamos crear ordinales a rolete’.
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0.3. Propiedades basicas

0.3.1. Los ordinales son parecidos a los naturales

Veamos si podemos extender las operaciones que conocemos de N a ordinales.
., Como definfamos la suma para ntimeros naturales? De pequenos tal vez aprendimos que
sumar era lo mismo que ‘juntar’:

gi oo

3 + 2 = 5

9
o
L

Formalicémoslo un pocﬂ Tenemos que 3 = {0,1,2} y 2 = {0, 1}; para sumar prime-
ro disjuntamos los conjuntos: consideramos los conjuntos {0} x 3 y {1} x 2, y los unimos,
obteniendo el conjunto {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1)}, que tiene justamente 5 elementos.

Probemos hacer lo mismo con ordinales:

Intento de definicion 0.3.1. Sean «, 8 ordinales. Entonces definimos a+ 3 como el ordinal
que resulta de hacer la union disjunta entre o y B, es decir, o+ := {0} x a U {1} x

. Esté bien definida la suma? Para nada, al menos por ahora.

En primer lugar necesitamos darle un orden al conjunto. ;Cual? Cuando definimos el
sucesor de un ordinal, teniamos que o+ 1 = a U {a}. El sumar 1 nos agrega un elemento més
grande que todos los anteriores. Si ahora lo miramos como la unién disjunta tenemos que en
{0} x aU{1} x 1 todos los elementos del primer conjunto son mas chicos que los del segundo,
y el orden que tienen coincide con el lexicografico.

Motivados por esto, démosle a a + § el orden lexicografico inducido por los 6rdenes co-
rrespondientes. Es decir: sean v # n € a + . Digamos que v = (y1,72),17 = (11, 72), donde
~v1,m € {0, 1}. Luego definimos el orden de la siguiente manera: v < n si y solo si vale alguna
de las siguientes:

By <m
Eyr=my 2 <1mn2

donde la comparacién entre 2 y 12 se hace con el orden de « o el de 8 segin corresponda.

En general vale que el orden lexicografico de dos buenos érdenes es un buen orden; no lo
probaremos aqui.

.,Obtuvimos un ordinal? Esa es la pregunta interesante. Para responderla, necesitamos
tener una mejor definicién - axiomatica - de producto cartesiano.

Tal definicién y un buen tratamiento del tema se pueden encontrar en |[Kunl4, Capitulo
1, Seccion 6]. Si tenemos z € X,y € Y entonces el par (ordenado) (z,y) se define como

{{z} {2,911}

10pero no tanto
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Notemos que todo par ordenado es un conjunto no vacio. Por lo tanto toda suma de
ordinales es un conjunto que no tiene como elemento al conjunto vacio. Y por lo tanto no es
transitivo! Luego no es un ordinal.

Para solucionar esto, le pedimos ayuda al [Teorema 0.2.13}

Definicion 0.3.2. Sean o, 8 dos ordinales. Definimos oo + 8 como el tnico ordinal isomorfo
a ({0} x aU{1} x B,<), con < definido como arriba.

Ahora que la suma de ordinales esta correctamente definida, podemos notar que S(«), lo
que ya habiamos empezado a llamar « + 1, coincide con efectivamente sumar 1.

Recordemos que la suma de dos ntimeros naturales también se puede definir inductivamen-
te:

n+0:=n
n+(m+1):=mn+m)+1

También podemos intentar generalizar esta definicién de suma.
Para ello, vamos a usar una nueva herramienta: induccién transfinita.

Proposicion 0.3.3. (Induccion transfinita) Sea P una propiedad que predica sobre los ordi-
nales tal que:
P(0) (1)
Va < 8, P(a) = P(8) (2)
Entonces, Yoo € ON, vale P(«).

Notemos el parecido con la inducciéon usual. En realidad, la primera condicién es conse-
cuencia de la segunda, pero la dejamos para que la similitud se note aun mas. La demostraciéon
es idéntica, salvo por un detalle:

Demostracion de la[Proposicion 0.3.5 Supongamos que existe 7 ordinal tal que no vale P(n).
Como con la induccion usual, queremos tomar el minimo de A := {a € ON : no vale P(«)}
y llegar a un absurdo. El detalle es que A puede ser una subclase, no un conjunto, y nosotros
s6lo sabemos que todo conjunto no vacio de ordinales tiene minimo. Sin embargo, notemos lo
siguiente: sea g € A. SiVy € A, < 7, ya estamos. Si, por el contrario, esto no vale, entonces
necesariamente existe y; € A tal que 7 < 9. Por lo tanto A N~y # 0, y es un conjunto, asi
que tiene minimo. Sea vy := min A N~y. Es facil ver que 79 = min A. En efecto, sea v € A.

s Siy <y, entonces v € ANy, asi que por definicion, vy < 7.
= Si, por el contrario, v > 7, entonces como g 3 Yo, tenemos que vy > vp.

Salvado este tecnicismo, sea ag := min A. Por definicién de minimo, Yo < «ag, vale P(a).
Entonces, por |2} tenemos que vale P(ay), lo cual es absurdo. O

Como distinguimos entre 3 tipos de ordinales (0, sucesor, y limite) usualmente vamos a
usar el siguiente esquema de induccién transfinita - equivalente al anterior - reemplazando ([2))

pory:
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Proposicion 0.3.4. Induccion transfinita (mdas facil de usar) Sea P una propiedad que predica
sobre los ordinales tal que:

P(0) (3)
P(a) = P(a+1) (4)
Si A es un ordinal limite y vale P(a) Yoo < A, entonces vale P()\) (5)

Entonces, Yoo € ON, vale P(«).

Estrenémoslo para dar una definicién equivalente de suma de ordinales:
Definicion 0.3.5. Sea a € ON y definimos recursivamente en el sequndo argumento:

s a+0:=a

» Para ordinales del tipo sucesor: o+ (f+ 1) := (a+ ) + 1

» Si X es un ordinal limite, a+ X := |J a+ B. Alternativamente, como los conjuntos o+ 3
B<A
son crecientes en B, o+ X\ := llgl’rr)l\a + .
<

Notemos que debemos ver que el resultado siempre es un ordinal, ya que no estamos
pasando por un isomorfismo. Esto se ve por induccién transfinita:

= o+ 0=« es un ordinal.

» a+(f+1) = (a+ )+ 1. Supongamos que o+ 3 es un ordinal. Ya vimos que el sucesor
de un ordinal es un ordinal, asi que ya estamos.

» Sea A un ordinal limite. Luego a4+ X = |J a+ . Como por hipotesis a+ 3 es un ordinal
B<A
V3 < Ay sabemos que la unién de ordinales siempre da un ordinal, estamos.

Por lo tanto, V38 € ON, a + S es un ordinal.

No lo demostraremos aqui, pero las dos definiciones vistas de suma de ordinales son equi-
valentes (y generalizan bien a la definida en N). Aunque la segunda es mas facil de usar en
una demostracién, conviene tener como imagen mental a la primera: la suma de ordinales no
es mas que la yuxtaposicion de los 6rdenes de los sumandos/I]

Ejemplo 0.3.6. Consideremos w+1y 14+w. Graficamente, tenemos lo siguiente (imagen tomada
del esclarecedor libro |[Rucl3|, lleno de buenas intuiciones):

A AAAA. .. AAAA ¢« -«
—— - -
1 + w - )
XXXX o o @ X XXXX o 0 0 X
——— —— g
w + 1 = w + 1

Observemos que en el segundo caso hay un elemento maximo, mientras que en el primero
no. Luego, al parecer, obtuvimos resultados distintos.

1 Otra manera de verlo, recordando la idea de los ordinales como longitudes transfinitas, es que o + 3 es
contar hasta a 'y luego contar 8 pasos mds.
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Veamos formalmente que lo son. w+ 1 es, por definicion, wU{w}. Tenemos que, Vo € w+1
tal que a # w, a € w, es decir, a < w.

Por otro lado, como w es limite, por la segunda definiciéon tenemos que 1 +w = J (1 +
n<w

n) = U (n + 1), donde usamos que la suma de ordinales finitos conmuta. Como se
I4n = n+1 2,

trata de una union creciente, es igual a limn 4+ 1 = w, que en particular no tiene maximo.
n—w

Entonces:
Advertencia 0.3.7. La suma de ordinales en general no es conmutativa.

La suma de ordinales, no obstante, goza de varias buenas propiedades, al igual que la suma
en N. Pensando a esta operaciéon como la yuxtaposicion de los érdenes de los conjuntos, uno
puede intuir por qué vale lo siguiente, e incluso extraer una demostraciéon formal:

Proposicion 0.3.8. Sean o, 5,7 € ON. Con la suma vale lo siguiente:
» 0 es el elemento neutro: aa4+0=04+a = a.
» Es asociativa: (a+ ) +v=a+ (8+7).

s Es mondtona en el seqgundo argumento: si « < = v+ o < v+ [. Si sumamos del otro
lado vale solamente que es débilmente mondtona: o + v < B+ . Para ver que no vale
< tomar, por ejemplo, vy =w y o, € N.

» Siy#0, B<B+y, v < B+

Vale la pena demostrar que la suma es débilmente monétona en el primer argumento.
Antes de eso, vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 0.3.9. Sean n1,m2 € ON tal que existe f :m — n2 tal que Yo < 5 € my, f(a) < f(B).
Entonces m < na.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que 73 € n;. Tenemos que f(n2) < 12, por
ser éste el codominio de f. Aplicando f a ambos lados, como la funcién respeta el orden, obte-
nemos f2(n2) < f(m2). Asi siguiendo, podemos obtener una sucesion estrictamente decreciente
de ordinales 179 > f(n2) > f2(n2) > f3(m2) > ..., lo cudl es un absurdo, porque 7 esti bien
ordenado. O

Demostracion de parte de la|Proposicion 0.3.8 Ahora si, probemos que la suma es débilmente
mondtona en el primer argumento. Queremos ver que si a < [, entonces a + vy < 5+ 7.
Observemos el siguiente dibujo. Por la primera definiciéon de suma, o + v es el tnico ordinal
isomorfo a {0} x @ U {1} x~ (arriba), mientras que 3+ se corresponde con {0} x 5 U {1} x~
(abajo).

Encajemos al primer conjunto en el segundo. Es decir, definamos f : a +~v — 8+~
inyectiva que ademas respeta el orden. Esto se puede hacer muy facilmente.

Como «a < f3, podemos inyectar a {0} x a en {0} x 3 (lineas grises) via la identidad.

El segundo ordinal de la yuxtaposicién « + 7 se corresponde trivialmente con el de 5+ v,
pues ambos son {1} x . Los biyectamos (lineas rojas) también via la identidad. Queda, tal
vez, un ‘hueco’, enfatizado en el dibujo con un mayor grosor de la linea. Este hueco, en el
fondo, simboliza si obtendremos una desigualdad o una igualdad.
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o T
] |
[ [ \
0 o+
| | | |
[ [ ! |
0 @ p B+
B 2l

Formalmente, sea g, un isomorfismo entre 0 x a U1 x vy a + 7, sea gg un isomorfismo
entre 0 Xx ULl X~vy B+, yseam:1Xxy—ylaproyeccion a la segunda coordenada.
n sin < a
B+malgs'(n) sin=a

Para ver que f respeta el orden, el tnico caso no trivial es considerar o < 11 < 12. En ese
caso, g5 (m), g5 (n2) € 1 x y, pero como ademas g, es isomorfismo de orden, tenemos que
gt (m) < g5t (n2). Por lo tanto, m2 (g5 (1)) < m2(g51(n2)), y si damos por sabido que la suma
es estrictamente mondtona en el segundo argumento, entonces obtenemos que f(n1) < f(n2).

Por lo tanto, por el a+y<B+7.

Definimos f(n) =

O

Definida la suma, definamos la multiplicacion.
Esta operacion no es mas que iterar la suma - pero al igual que con la suma, el caso en el
que el segundo operando sea un ordinal limite hay que tratarlo con cuidado.

Definicién 0.3.10. Sea o € ON y definimos recursivamente en el segundo argumento:

a-B+1)=a-f+a«

3

Si A es un ordinal limite, a- X := |J « - B. Alternativamente, - X := lima - B.
B<A B<A

Una definicién alternativa, equivalente, es la siguiente:

Oé'ﬁ = (Oé X Byglem/)

donde <j., es el orden lexicografico invertido - es decir, (aq, 1) < (ag2,82) < (B1 <

B2) V(b1 = B2 Aar < Pa).
Esto coincide, dicho informalmente, con ‘pegar’ 8 copias de a. Como era de esperarse, el
producto no es conmutativo:
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Ejemplo 0.3.11. Un dibujo, directamente:

iy Yy e cee W o0 o

N N’ S—— S——
2= 2 + 2 4+ 2 + L.. = w

DDDD'IC DDDDI.I DDDD.'.DDDD...
w*2 = w + w = w+ w

El producto goza de ciertas buenas propiedades y sufre la carencia de otras:
Proposicion 0.3.12. Sean o, 5,7 € ON. Con el producto vale lo siguiente:

» Es asociativo: (a-f)-y=a-(5-7)

» Vale una distributiva: a- (B+v) =a-+a-v

» No wale la otra distributiva: (14+1) w=2 - w=w#1l - w+l-w=w-2

n 0 es el elemento absorbente: 0-a=a-0=0

s leselneutro:l-a=a-1=«

s Es mondtona en el sequndo argumento: sia < B yvy>0=v-a <~-p. Es débilmente
mondtona en el primero: a-vy < -7y

s Cancelacion a izquierda: si « >0 y - 5=« -y entonces =1y

» Cancelacion a derecha no anda: 2 -w = w pero 2 # 1

s a-f=0=>a=0VvE=0

» Hay ‘division con resto’, es decir, existen unicos n,p € ON tal que a« =n - 5+ p.

A veces vamos a denotar « - § simplemente escribiendo «f, cuando lo creamos claro.
Le lleg6 el turno a la exponenciacion:

Definicion 0.3.13. Sea oo € ON y definimos recursivamente en el sequndo argumento:
s oli=1
» o =0f o

» Si A es un ordinal limite, a - X := |J of. Alternativamente, o - X\ = lima?.
B<A B<A

Proposiciéon 0.3.14. La exponenciacion, por su parte, también comparte algunas buenas
propiedades con la exponenciacion de naturales:
Sean «, B,y € ON. Luego para la exponenciacion:

» 0 es el elemento absorbente, como primer argumento (la base): si 0 < o = 0% =0

v 1 es el elemento neutro, como sequndo argumento (el exponente): 1 = «

s (@P)7 = alf)
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s P o = aft

» Es estrictamente mondtona en el sequndo argumento: siy > 1Aa < =% <~P. Es
débilmente mondtona en el primero.

» Vale cancelacion en el primer argumento: a > 1A of =¥ = = ~.

Tal vez parece que las operaciones definidas hacen lo que uno esperaria: al ser una genera-
lizacién de operaciones en N, comparten algunas propiedades y pierden otras, pero pese a eso
se portan relativamente bien. Esto es falso.

0.3.2. Los ordinales son distintos a los naturales

Es sabido que si a,b € N (o son cardinales) entonces a® se define como |{f : B — A}| con
|A| = a,|B| =b.

La exponenciacién de ordinales no coincide con esto. j Por qué no anda definir a la expo-
nenciacion de ordinales como el conjunto de funciones del exponente en la base? La razon es
bastante simple: necesitamos asignarle un buen orden a ese conjunto, y el natural no lo es.

Ejemplo 0.3.15. Consideremos {(ap)n<w @ ¥n < w,a, = 06 a, = 1}, un candidato posible
para 2“. Necesitamos darle un buen orden para definir como 2% al tnico ordinal isomorfo a
este conjunto. El orden natural es el que extiende al que tienen los ordinales de la forma 27,
es decir, el lexicografico. Sin embargo, con ese orden definido, {(1111...), (0111...), (0011...)}
es una cadena descendente infinita.

Con nuestra definicion de exponenciacion, 2¢ = |J 2" = w. (Notar que esto dice que la
n<<w

exponenciacion no se distribuye con respecto al producto: (2-2)* =4 =w # w? =w - -w =
2w . ow )

Esta diferencia con N, y con los cardinales nos da lo siguiente:
Advertencia 0.3.16. 2¥ es numerable.
Mas aun:
Advertencia 0.3.17. Si a, 3 € ON son ordinales numerables entonces o es numerable.

Antes de la demostracion de esto tltimo, un comentario: las operaciones que definimos, al
ser usadas, siempre nos devuelven explicitamente un ordinal. Es decir, conocemos sus elemen-
tos y podemos manipularlos. Jamas obtendremos de esta manera un ordinal no numerable.
Asumiendo la hipotesis del continuo por un momento sélo para generar intuiciéon, esto signi-
ficaria que le podriamos dar un orden explicito a un conjunto del tamano de R.

Los ordinales no numerables - que existen - son, en cierto sentido, inalcanzables. Profun-
dizaremos sobre esto méas adelante.

Demostracion de la[Advertencia 0.3. 17 Sea « fijo; probemos la afirmaciéon por induccién trans-
finita en B:

= Si B =0, es trivial.

» = F+1:aP =aP - a. Como ambos factores son numerables, y el ordinal producto
esta en biyeccién con el producto cartesiano, es numerable.
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= Paso al limite: supongamos que V3 < A, o es numerable. Tenemos que a* = J o es
B<A
numerable por ser unién numerable de conjuntos numerables.

Esto concluye la demostracion. O

Se puede ver [HJ99, Pag 123] que la definicion de o coincide (via isomorfismo) con {f :
B — « : f tiene soporte compacto}, dotado del orden lexicografico (invertido) para funciones.
Sigamos con antipropiedades bien antiintuitivas de la exponenciacién:

Proposicién 0.3.18. Eziste un ordinal [eq| tal que w® = &g.

Demostracion. ;Como deberia ser g9 para que w® = g7

w

Imaginemos que lo siguiente tiene sentido: definimos g = w*” | lo que serfa “w usando
la notacién estandar de la tetracion. Tiene sentido que w®® = g, porque lo tinico que estamos
haciendo es agregar un w mas abajo de todo, lo cual no cambia el hecho de que haya w ordinales
w puestos en torre.

Esto funciona. Pasémoslo en limpio, definiendo ™w inductivamente. %w := 1,(*tD .=
w("¥). Son todos ordinales. Es decir, "w es el siguiente ordinal:

w

oA

w (n — 1) veces

Sea g9 = |J "w; es un ordinal por ser union de ordinales (ver el [Teorema 0.2.7)).
n<w
Veamos que efectivamente w® = e:

.« ., . ., . . . n
Por definicion de la exponenciacion para ordinales limite, w® = | w(") Pero entonces
n<w
1
we = |J (1) = g, v estamos. O
n<w

. Es g numerable? Por supuesto: se puede ver inductivamente que Vn < w,” w es numerable,
asi que gg es numerable por ser unién numerable de ordinales numerables.

Maés aun, es un ordinal muy alcanzable: pronto exhibiremos todos sus elementos, y mos-
traremos que no es dificil hacer cuentas con ellos. Es tan facil, incluso, que es computable.lE

Por dltimo, mencionaremos que vale lo siguiente:

Proposicion 0.3.19. g es el primer ordinal « con la propiedad o = w®

e @ 2 L3 z .
Demostracion. Sea a = w® entonces a = w* > w® por la débil monotonia de la exponencia-
cion.

w

w/-/" veces

Continuando de esta manera, uno obtiene que Vn < w, o es mayor o igual a: %

Por lo tanto, a > €g. O

128, ley6 bien. Los ordinales son altamente recursivos. {No es de esperar que algunos sean computables?
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0.4. El problema fundamental

Hasta el momento venimos construyendo para arriba: con las operaciones bésicas podemos
armarnos nuevos ordinales numerables. Tomando unién numerable de un conjunto de ordinales
numerable obtenemos otro ordinal numerable.

., Cémo construir a todos los ordinales?

No se puede.

Sea w; := {a € ON : « es finito o numerable}. Se puede ver que este es realmente un
conjunto de ordinales (y no todo ON, por ejemplo). Una manera es asumiendo el principio
de buena ordenacién, que nos permite afirmar que existe un conjunto no numerable 5 bien
ordenado. Identificando a 8 con el dnico ordinal isomorfo a él tenemos necesariamente que
w1 < B (porque no puede ser 8 € wi, es decir, f§ < wy ) y por lo tanto w; C [ por la
transitividad de (5. Pese a que esta demostracién necesita el Axioma de Eleccién, dejamos
notado que wi se puede construir perfectamente en ZF. La demostraciéon se la debemos a
Friedrich Hartogs, y se puede encontrar por ejemplo en [HJ99, Capitulo 7].

Analicemos a w1. Por ser un conjunto de ordinales, esté bien ordenado, y ademés es tran-
sitivo ya que Vo € 8 € wy, como o C 3 por el[Lema 0.2.10] y S es finito o numerable, tenemos
que « también lo es. Luego wi es un ordinal. Ademaés, es un ordinal no numerable. En efecto,
si lo fuera, perteneceria a si mismo, lo cual es un absurdo.

Ademas, wi es el primer ordinal ni finito ni numerable. Supongamos lo contrario. Entonces
d8 < wy tal que 5 no es numerable. Por lo tanto 5 € w; = es numerable, lo cual es absurdoE

Lo que queremos dejar remarcado para finalizar el capitulo es lo siguiente:

Observacion 0.4.1. El conjunto de ordinales finitos o numerables es no numerable.

3Habiamos prometido responder la pregunta de si todo ordinal limite es el limite de una sucesién creciente

de ordinales. w1 no lo es, pues supongamos que a, ~ wi. Entonces |J an = w1, pero |J an es contable,
n<w n<w

absurdo. w; es un clasico contraejemplo de espacio secuencialmente compacto pero no compacto [SSS78| Pag
69], v esto es parte de la demostraciéon de la primer propiedad.
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Capitulo 1

Notaciones: de abajo hacia arriba

Somos esclavos del lenguaje.

Jacques LacarE]

Partamos de la base de que darle un nombre a todos los ordinales numerables es imposible
ya que el lenguaje es numerable, pero hay w; ordinales numerables. Al menos el nuestroE]

iEso lo vuelve un problema interesante! Ademas, no queremos sélo ponerles nombre. Quere-
mos poder manipularlos, compararlos, operar con ellos. Usarlos, més alla de saber que existen.
Se suelen usar los ntimeros naturales para inventarnos magnitudes finitas sobre objetos ma-
tematicos; queremos extendernos a magnitudes transfinitas. Queremos una notacién para los
ordinales, y que sea lo més efectiva posible. De eso se trata esta tesis: presentamos algunas téc-
nicas - las més bésicas - utilizadas con este fin, para segmentos crecientes de ON. ; Perderemos
efectividad a medida que aumentemos nuestro poder expresivo?

1.1. Primeros ejemplos

1.1.1. Un caso microscépico

Consideremos w - 2 = w + w. Por definicién, es el tnico ordinal isomorfo a dos copias
disjuntas de w. ;Cual es? (;Qué elementos tiene?) Por la monotonia de las operaciones, Vn €
wn<wtw=w-2,w+n<w-2 asi que C:=wU{w+n:n <w} cumple que C C w- 2.
Ademés, es facil ver que C'y w-2 en realidad son isomorfos. Basta armar un isomorfismo entre
C'y dos copias disjuntas de w (con el orden natural). Esto es claro: enviamos a los elementos
de la pinta n a la primera copia, y a los de la pinta w 4+ n, a la segunda.

Luego w-2={0,1,...,w,w+ Lw+2,...}.

Notemos que tenemos una notacién para todos los elementos. Usando el 0, el 1, el simbolo
de sucesor S, y w (y paréntesis), podemos expresar cualquier elemento del conjunto - notando
un namero natural n como S(S(...(S(0)...).

—_——
n veces

Aprovechdndonos de la asociatividad de las operaciones bésicas se puede ver que es fa-

cil operar. En efecto, si queremos operar con dos ordinales finitos ya sabemos qué hacer.

Lacan no se referia a los ordinales.
2Los Allatians de Ken Liu podrian.
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Supongamos que tenemos n < w,a > w, es decir, « = w + m, con m < w. Entonces
a+n = w+ (m+n), que ya es la notacion de un objeto del conjunto. Por otro lado,
n+a=n+(w+m)=Mn+w)+m=w+m, porque n + w = w (son isomorfos).

Si queremos sumar dos elementos de la pinta (w +n) y (w + m), obtenemos un ordinal
que no pertenece a w -2, yaque (w+n)+ (w+m)=w+n+w+m=w+ n+w)+m=
wtwt+tm=w-24+m>w-2.

Resulta ilustrativo analizar el producto: (w+n) - (w+m) = (w+n) -w+ (w+n)-m. Esto
vale por la propiedad distributiva a derecha.

(w4 n)-w no es mas que colocar w copias de w + n, una a continuacion de la otra.
Consideremos solo dos copias, es decir, que tenemos (w + n) + (w +n). Como antes, el n de la
izquierda es ‘comido’ por el w que queda a su derecha. Es decir, (w+n)+(w+n) =w+w+n =
w - 2 4+ n. Inductivamente, se puede ver que (w +n) -k = k veces =w -k + n. Ahora

(w+n)+-+(w+n)

bien, (w+n) - w = limw+n)-k=lmw-k+n=w-w+n.
(por def) k<w k—w

Entonces tenemos que (w+n)- (w+m)=w-w+n+w-m+n=w-w+w-m+m
Sabemos sumar y multiplicar pares de ordinales de w - 2, aunque a veces el resultado se
sale del conjunto, algo que no pasaba con los nimeros naturales.

1.1.2. Una notacién polinomial hasta w*

Un conjunto de ordinales cerrado por la suma y la multiplicacion es w”. Esto es facil
de chequear a partir de la monotonia de las operaciones, y otra forma de decirlo es que
Va, B < w?,a+f <w¥yademas a-f < w. (Se dice que w® es ‘Additively Indecomposable’
y ‘Multiplicatively Indecomposable’.)

Estudiemos a este ordinal. Como el exponente es un ordinal limite, w* = U w™. Sea P el

n<w
conjunto de polinomios con coeficientes de ntimeros naturales, y si tenemos cierto polinomio

P =ana" +---+ap € P, definamos P(w) := w"a, + --- + ag. (El orden de los factores de
cada sumando es intercambiado porque a;w’ = w'.) Veamos que w* = {P(w) : P € P}:
Veamos por induccion que w” = {P(w) : gr(P) < n}. Si n = 0 es trivial. Veamos el caso

inductivo. w"t! = w"-w = U w"-k. Esta es una unién creciente de conjuntos. Intuitivamente,
k<w
se puede entender a w”t! como el conjunto formado por w copias disjuntas de w” pegadas

una a continuacion de la otra. Tenemos la siguiente representacion de w1
w™ w" w"
~ ~—— " —— ~
| | | |
{ [ [ [
0 whtl

Por HI., w" = {P(w) : gr(P) < n}. Es decir, hay isomorfismo de orden entre ambos
conjuntos de ordinales. Hay que armar un isomorfismo de orden entre w"t! y CP"H! .=
{P(w) : gr(P) < n+ 1}. Este segundo conjunto también se puede ver como w copias de otro
conjunto; precisamente, de {P(w) : gr(P) < n} (jqué conveniente!), donde para cada copia
fijamos un coeficiente principal:

Sea CPP := {w"k + P(w) : gr(P) < n}. Claramente CP" := {P(w) : gr(P) <n+1} =
Ucer.
k<w
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Aplicando la H.I. a w}! y CP para cada k tendremos que w" ™! = {P(w) : gr(P) < n+1}.
Informalmente, si G : w™ — {P(w) : gr(P) < n} es el isomorfismo de la H.I., vamos hacer lo

siguiente:
w" w" w"
D R
{ [ [ [
0 wntl

CPn+1
l | | |
{ | | |

— _

0 cpp cpp  CPyp

Es decir, unir cada parte, que tiene la longitud adecuada, via el isomorfismo G. Formalmen-
te, el isomorfismo viene dado de la siguiente manera: sea o € w™ 1. Ubiquemos en qué copia de
w™ esta. Esto se puede hacer con la definicién lexicografica de producto, pero resulta ilustrati-
vo hacerlo con la definicion inductiva. Sabemos que Ak, < w tal que W™k, < a < W™ (ko +1).
Ademas, es facil ver que Vk, Fj, : W™ — [w"k,w"(k + 1), Fr(8) := w™k + 3, esta bien definida
y es un isomorfismo de orden.

Al isomorfismo de orden lo definimos como o — w"kq + G(Fy_ L(a)). Ver que respeta el
orden y es una biyeccién es poco interesante y no lo haremos.

Lo importante es que tenemos una notacién para todos los elementos de w®. No vale la
pena analizar la efectividad de la suma y el producto en este conjunto porque es demasiado
parecido al caso de w - 2. Si puede resultar curiosa la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.1. Dados p1 # p2 € P, decimos que p1 <p p2 si y solo si el grdfico de py
eventualmente queda por arriba del de py, es decir, si AM € R tal que p1(x) < pa(x)Vx > M.
(Es equivalente tomar x, M € R que en N). Con este orden definido ast, vale lo siguiente:

= <, es un buen orden.
v (P,<p) es isomorfo a (W, €).

Demostracion. El primer item sera corolario del segundo. Para demostrar este tltimo, ne-
cesitamos entender como se comparan dos elementos no nulos de w“ al ser representados
con polinomios. Ya sabemos que w¥ = {P(w) : P € P}. Sean a # [ € w", digamos que
a=w"ay+---+ag,B =w"by + -+ by, con ay, by, > 0. Separemos en casos:

» Sin < m, entonces acotando los exponentes tenemos que a = w"a, +w” tan_1 + -+
wai +ap < w'ap+w"an—1+- -+ wrar +whag = w" Yy 1 an—;. Ahora bien, > an—;
es finito, asi que w" Z?:o p—i < W'w = W <w™ < Wwmb,y, + -+ + by = . Mirando
los extremos de las desigualdades, esto dice que o < .

= Simétricamente, si n > m, entonces o > f3.
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» Si m = m entonces, como a # 3, existe (g = min{0 < i < n: ap_; # by—;}. Sin perder
generalidad, supongamos que an—;, < bp—i,. Es decir, si comparamos los dos polinomios
coeficiente a coeficiente, n — i es el exponente mds grande tal que a,—;, y b,—;, difieren.
Si ig = n es inmediato chequear que v < 3. Supongamos que ig < n. Entonces:

n—ig—1 n—ig—2

Op—ig—2 + -+ Qo

(1.1)

a=w"'ay+ -+ w”_i”lan,ioﬂ + w”_ioan,io +w Ap—ig—1 +w
<w'an + w0 g, o+ w00, + WO g+

+ wnii()ilan—io—Q +---+ wniioilao
=W+ WM a4 W Pan g + W (g1 + -+ Anig—2 + -+ ao)
<w'ap + -+ w”_i”lan,ioﬂ + w"_ioan,io + W1y, (1.2)
=w"ap + -+ wn_i0+1an—i0+1 + wn_ioan—io + wn—io
=w"an + -+ wniiOJrlan—io-i-l + w (an—io + 1)
< w"an + -+ wn_io+1an_i0+1 + wn—io (bn—io) (13)
=Wy 4+ Wn_io_‘_lbnfioJrl + w0 (bnfio)

< Wby A F WO,y W0, WO Y e b = B

(1.1)) vale porque w02 . w9 < w" %=1y por la monotonia del producto y la suma.

(1.2)) vale porque (an—ig—1+- - +an—io—2+---+ag) < wy nuevamente por la monotonia
del producto y la suma..

(1.3) vale porque an—;, +1 < b,—;, por hipétesis y nuevamente por la monotonia del
producto y la suma.

De los extremos da la cadena de desigualdades, obtuvimos que a < (3.

Resumiendo, obtuvimos lo siguiente:

aefen<mV(in=mAIl <iy<ntal que a, =bn,...,0n—ig+1 = bn—ig+1 ¥ An—iy < bpn—iy)

Definamos ese mismo orden sobre P. Es decir, para comparar dos polinomios p1, ps primero
comparamos el grado y, si tienen el mismo grado, desempatamos por el orden lexicogréfico en
los coeficientes (de mayor a menor). Llamemos a ese orden <. Es claro que (w¥, €) = (P, <,).
Y es un ejercicio sencillo de anéalisis (acotando y tomando limite) verificar que en realidad <,
coincide con <. 0l

Debajo presentamos a algunos ordinales - donde en vez de considerar las funciones de N
en N las tomamos como si fueran de R en R por motivos estéticos:



1.2. LA FORMA NORMAL DE CANTOR 29

Figura 1.1: Algunos ordinales representados con curvas. La imagen se corresponde con la Figura 42
de |[Rucl3|.

Nota de color 1.1.2. Notemos que en la también aparece 3w. Esto es porque no
tenemos por qué restringirnos a polinomios. El siguiente problema fue planteado por Skolem
y Tarski en 1956 |Sko56|: sea F el conjunto mas chico de funciones f : N — N que contiene
a la constante 0, la funcién x, y es cerrado por suma, multiplicacién, y exponenciacion. Si
extendemos <, a este conjunto de la manera natural:

(i) {Obtenemos un conjunto bien ordenado?

(ii) De ser asi, ja qué ordinal es isomorfo?

Como cuenta Levitz en |Lev78|, que el orden es total fue demostrado por Tarski y Saks (en
un resultado no publicado) y por Richardson en 1969 |Ric69|, donde también demostré algo
no trivial, que la igualdad de dos expresiones es decidible - es decir, que hay un procedimiento
efectivo para computarla (sigue abierto saber si el orden también es decidible). Usando el
paper de Richardson, y un teorema de grafos de Kruskal [Fef64], en 1973 Ehrenfeucht probo
que el conjunto esta bien ordenado |Ehr73].

Luego volveremos al problema.

1.2. La Forma Normal de Cantor

Sigamos extendiendo nuestro poder expresivo. Ya tenemos una notaciéon para todos los
ordinales debajo de w”. jHasta donde podremos llegar?

1.2.1. La base w

El siguiente teorema parece asesino:
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Teorema 1.2.1. (Forma Normal de Cantor) Sea 0 # o € ON. Entonces ezisten unicos
a>ap>ar> .. >ap € ONymy,...,m € w\ {0} tal que o = w* my + -+ +w** my. (Ylo
notamos « e w* my + -+ w my.)

iResulta que podemos escribir a todos los ordinales en base w! jEs eso una notacién de
ordinales; simplemente cambiar una base finita por una base infinita? ;Acé termina la tesis,
entonces, y el resto son paginas en blanco?

En realidad, el teorema sigue valiendo cambiando en el enunciado w por cualquier ordinal
6 > 1, con una demostracién idéntica. Por otro lado, hay una sutileza insalvable en el teorema.
Lo dejamos para reflexionar mientras hacemos la demostracion.

Para la demostracién del [Teorema 1.2.1] necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 1.2.2. (Resta) Dado o > 3, existe un unico ordinal v tal que o = 3+ 7. Es decir, la
resta de ordinales estd bien definida.

Demostracion. Definimos 4 := {n € ON : § < n < a}. Es decir, 4 es lo que le tenemos que
agregar al buen orden 3 para que tenga longitud igual a «. Notemos que tenemos que agregar
a 3, porque 8 & 3.

Como < coincide con €, 4 C a y por lo tanto esté bien ordenado. No es un ordinal pero lo
identificamos con el tnico ordinal v isomorfo a él, como ya hicimos alguna vez. El isomorfismo
entre 8 + v y « es natural: la identidad para los ordinales menores a 3, y el isomorfismo F'
entre v y 4 para los mayores o iguales a 3.

B 7
1 T N
| | |
0 Jij «
F
| | |
[ | |
o B o«
B ¥

Para ver la unicidad de =y, supongamos que existen v, > 7 tal que S8 +v1 = 8+ 7 = a.
Por la monotonia (estricta) de la suma en el segundo argumento, 8 + 1 > f + 72, lo cual es
absurdo. O

Lema 1.2.3. La funcion o — w® es inflacionaria (i.e. o < w®) y creciente.

Demostracion. Podemos probar ambas afirmaciones a la vez: veamos, por induccién en «, que
a<w¥yquesi f<a=wl<w®

» Sia=0,es claro que 0 < w® =1, y no existe < 0 asi que estamos.

» Sea a = 7+ 1 un ordinal sucesor. Veamos que a < w®. Como o = vy + 1,w® = ! =
ww. Es facil inyectar, respetando el orden, a w? + 1 en wYw. (Al elemento méximo
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lo enviamos al primer elemento de la segunda copia de w?.) Como inyectamos a un
ordinal en otro que es distinto (el primero es sucesor y el segundo es limite), tenemos
que w7 + 1 < wYw. Por H.I. y por la monotonia de la suma, v+ 1 < w? 4 1. Juntando
ambas desigualdades obtenemos lo deseado.

Para ver que es creciente: sea 3 < a = v + 1. Entonces § < v y entonces por H.L
w? < w?. Como w? se puede inyectar en w?t! = ww, tenemos que w? < Wt

s Sea « un ordinal limite. Entonces:

w* = U w? (1.4)

Esto implica:
YA < a,w? < w® (1.5)

y por lo tanto probar que a +— w® es creciente es gratuito para el caso limite. Ademaés,
por H.I., tenemos lo siguiente:

YA <o, ) < Wt (1.6)

Juntando y , obtenemos que VA < a, A < w®, y como o = sup A\, a < w®.
A<

O

Demostracion del [Teorema 1.2.1l Por las buenas propiedades de +, - como funciones de ordi-
nales, esta demostracion serd similar a ver que, dados n,b € N, n tiene una tnica expresion
en base b. La demostraciéon es presentada en forma de algoritmo recursivo:

Sea 0 # a € ON. Como a — w® es inflacionaria, tenemos que o < a +1 < wotth, Por lo
tanto, existe al menos algin ordinal siguiente 0 tal que o < w?*!. Sea 6 := min {é ra < Wity
el minimo con esa propiedad.

Veamos que ademas vale que w? < a. En efecto:

» Si # = 0 entonces trivialmente w® = 1 < a.

= Si 6 es sucesor, entonces no puede ser w? > a porque eso contradiria la minimalidad de
0 (podriamos tomar 6 — 1).

= Por otro lado, si # es limite, entonces, por la[Proposicion 0.2.17, 0 = }Rm% (. Por minima-
<

lidad de 6, Vf tal que 8 < 6, vale que a > w”t! > w”. Por definicién de exponenciacion,

W = Y = grré w?. Como Vf tal que B < 6, tenemos que w? < «, tomando limite
B<0 <

concluimos que w? < o, que era lo que queriamos ver.

Entonces tenemos que existe 6 tal que w? <a< WOt = . w, y por lo tanto:
In e w\ {0} tal que w? -m < o <w?(m+1) (1.7)
«Q
| | | | | | | |
[ [ [ [ [ | [ [
w? 1 w? .2 w? .3 w? m we(m+1) 0
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0 0

Si a = w” - m, esa es su forma normal. Si no, podemos restar: sea o/ := a — w’ - m.
Notemos que a > o’. De lo contrario, tendriamos que Wem < a <o y entonces
Wom=w - m+w -m<w? - m+a = a, por lo que w’ (m+1) < w? 2m < a, que es

absurdo por E|

Llamemos a1 = 6,mq := m. Como o = w*mq + o > w* > a1, tenemos

que a > «i. Repitiendo el proceso ahora con o, obtenemos as € ON,mg € w \ {0} tal
que o = w*my + o, con o > . Iterando este proceso mientras el excedente a(® # 0,
obtenemos:

/ /
a=w"m;+a,cona>a
o =w*?my +a”, con o/ >a”

/.

o = w*Bms + a(g), con o’ > a®®

a® es una secuencia estrictamente decreciente de ordinales, asi que el proceso termina, es
decir, 3k € N tal que a¥) = 0. Por lo tanto, & = ap = w™my + o’ = w*'my + w*2my + o’ =
e =wmy + w®me 4. w®my + 0.

Veamos que los exponentes aq,...,q estan ordenados de mayor a menor. Para ello su-
pongamos lo contrario. Sea jo el minimo 1 < j < k tal que existe 7 < j con o; > a;. Entonces
necesariamente jo > 2, y aj,—1 > «j,. Tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

ali0=2) = w¥o-1m 1 +wom, +alotD) > wom 1 +wom, +alot) = %o (my, 1+
mj,) + a0t > o (mj,_1 +my, ). Pero esto contradice , donde habiamos obtenido que
alio=2) < w*0=1(mj,—1 + 1), lo cual es absurdo. Esto termina de probar la existencia de la
Forma Normal de Cantor.

/ /

Para ver la unicidad, supongamos que w®'m + - - - +w**my, = wm) +- - -+wmj, y que

a1 # o). Por simetria, podemos considerar solamente el caso o) < ay. Tenemos lo siguiente:

V2 <i <K, w® < wall, por la monotonia de la exponenciacion. (1.8)

w < w®t, por hipotesis y por la monotonia de la exponenciacion. (1.9)
Por lo tanto:

! ! / ! ! /
wrtml 4+ w®2mh + -+ W my, < wtm +wmh + -+ wtmy, (1.10)

/
ay

A

ww

_ woc’l—‘rl
< @M (1.11)

< w4 wmy,

1.10) vale por (1.8)). Vale < si k¥’ > 1, pero no podemos asegurar eso.

1.11]) vale por (|1.9).

3No siempre vale que o — 8 < a. Un contraejemplo es w — 1 = w.
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Obtuvimos que w®im} +wml + - - - + wa;’m;{, <w* + -+ w%my, lo cual es absurdo.
Por lo tanto oy = o). Un razonamiento similar muestra que m; = m/.

Entonces podemos restar aymq a ambas casos para obtener w*?mo + --- + wW*my =
w"‘ém’2 oW mj,. Para terminar, procedemos inductivamente hasta probar que todos los
sumandos son iguales. No puede ser que k sea distinto a k' porque llegariamos que 0 es igual
a algo que no es cero. O

« oL ’ /
Proposicion 1.2.4. Sean a := w*my + -+ + w¥my, y o = wrm) + -+ + w*¥'my, dos
ordinales escritos en FNC. Entonces a < o' si y solo si valen alguna de las siguientes condi-
ctones:

» 35 <min{k, K’} tal que o < o, y Vi < j,a; = aj,m; = mj.
= 3j <min{k, &'} tal que my <mf;, y Vi < j,a; = aj, m; = m} y ademds a; = «

/,
i

» Vi <k o =al,m; =m), y ademds k < k.

Es totalmente similar a como comparamos ntmeros escritos en una base finita - notemos
que incluso hay finitos sumandos.

Demostracion de la[Proposicién 1.2.4. Sean o # o/ como en el enunciado. Veamos el si y solo
si.

<) Separemos en casos:

= Si 3j < min{k, &'} tal que a; < o, y Vi < j,a; = f,m; = mj, entonces sea jo el
minimo con esa propiedad. Si jo = k es trivial ver que a < /. Supongamos que jy < k.
Tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

a=wmy 4+ +wMotmj 1 + wWom, + wotimy 1 + -+ wmy
<wmy + -+ w0Ttmy g+ womyy + w0t mye gy + -+ w0t imy,
=wMmy 4 -+ w9 tmy 1+ womjy 4wt (myo 11 + - 4+ my)

w*my + - WM tmy, g+ wMomy, + wotw

IN A

wmy + -+ WMot my g + wMomy, +wo

(03 Qg — Qaj
wirmy + - + w0 tmy 1 + w®o (mj, + 1)
aj0+1

wrmy + - Fwotmy g +w

IN A

. o,

whrmy 4 - Fwoimy g 4w o
ror o, / o,
=wMmy 4 FwoTtmy g+ w o

< wallm/ + ..o+ wa;'()—lm/ —+ wa;'o —+ wa90+1m/ + .+ wa;gm/ = Oé/
= 1 jo—1 Jo+1 k —

= Si 35 <min{k, k'} tal que m; < ml, y Vi < j,a; = o, m; = mj y ademés a; = o, sea

nuevamente jo el minimo con esa propiedad. Nuevamente supongamos jy < k porque,
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de lo contrario, ver que o < o es trivial. Tenemos lo siguiente:

(03 Qg — Qg Qg (63
a=wrtmy 4 F WM,y A WM WO Mgy e W My,
o Qg — Qg Qg Qg
Sw 1m1+...+w Jjo 1mj0_1 +w Jomj0+w J0+1mjo+1+...+w Jo+1mk
(0% Qg — Qi Qg
= wmy + -+ w0ty g 4 womg, + w0t (M1 + -+ my)
<wMmy + - whoTtmy g+ w®omy, + w™o

=w™my + -+ w0t my g + w0 (my, + 1)
,.
Jo
,.
Jo

<wMmy 4wt my g + wom
/ ' o / o
= wa1m1 + it w ]Oilmjo—l + w iom

< wallm, “+ .o+ waéoflml. —+ wa;'om,. + wa;‘oJrlml. “+ ..+ wa;cm/ = O/
— 1 jo—1 70 Jo+1 k —

. . , / ’
» SiVi < k,a; = a,m; =m], y ademas k < K/, entonces o = w*rm) + -+ + w%mj <
WM, + -+ W%, + w4 4w mh, = o
1 k k+1 KT

En cualquiera de los tres casos concluimos que vale que o < o’.

=) La vuelta se ve por contrarreciproco. Si ninguna condicién se cumple, entonces es
facil ver que valen las hipétesis de la proposicién con a y o' intercambiados y por lo tanto
o < a. O
Ejemplo 1.25. w' < w+1l < w¥ < w¥-2 < w1 ev42 < w2

Caso 3 Caso 1 Caso 2 Caso 1 Caso 1

Entre paréntesis, mencionamos que la Forma Normal de Cantor nos da una caracterizacion

muy simple de los ordinales limite:

Proposicion 1.2.6. Sea 0 # o € ON. Entonces o es un ordinal limite si y solo si todos los
exponentes en su Forma Normal de Cantor son mayores o iguales a I.El)

a1

Demostracion. =) Veamos el contrarreciproco. Sea « i~ w my+- -+ w* my, con o =0

(solo el altimo puede ser cero). Entonces claramente « es un ordinal sucesor, pues o = w! mj+
e WM Imy g 4 my, = (woq my+ -+ wtmy_ +my — 1) +1.

<) Sien la FNC de a, ag > 0, entonces para ver que «a no es un ordinal limite podemos
ver que Yo/ < o, tenemos que o +1 < a.

Sea o/ < o'y digamos que o i~ wimy 4 -+ wa;c’mz,. Ahora separemos en casos:

= Si 35 <min{k, &'} tal que a; > o’ y Vi < j, a; = aj,m; = mj, entonces necesariamente

/
a;j > 0. Hay dos casos: si mj, > 1, entonces o/ +1 = wiml 4+ w* mp, + 1. Si
FNC

no, o i~ wrml 4+ W (m}, +1). En cualquier caso resulta que o’ +1 < a por el

Caso 1 de la|Proposiciéon 1.2.4] con el mismo j.

= Si 35 < min{k, &'} tal que m; <m/ y Vi < j,a; = aj,m; = m}, entonces aj > oy, > 0
por hipdtesis del enunciado asi que o/ +1 < a por el Caso 2 de la misma Proposicion,
con el mismo j.

4Es decir, si llamamos, y con razén, ‘digito de las unidades’ al coeficiente que acompaifia a w®, entonces éste
debe ser 0.
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» Sik <kyVi<K, a; =a,,mi =m], entonces o' +1=wm; +---+w%*mp +1 < «
por el Caso 1 de la misma Proposicién, con j = k' + 1, porque 1 < aygs + 1 por hipotesis
del enunciado.

Esto concluye la demostracion. O

1.2.2. Una notacion efectiva para todos los ordinales debajo de ¢

Hemos obtenido una manera de escribir a todos los ordinales en base w. j Por qué esta tesis
no se detiene aqui? ;No obtuvimos una notaciéon general? Pensemos que si los exponentes «; y
los coeficientes m; de la FNC de un ordinal « son siempre menores que «, podemos reemplazar
los a; por su forma normal e iterar esto sobre la FNC de cada exponente y coeficiente mientras
sean distintos de cero. Como los ordinales forman un buen orden eventualmente este proceso
deberia terminar.

Es decir, podriamos expresar a todos los ordinales o en funcién de 0,w, sumas y expo-
nenciaciones de manera finita. Pero, jvale que todos los ordinales son capturados por esta
notacion? jNo! Cierto ordinal irreductible resiste, todavia y como siempre, al invasor. En pri-
mer lugar, es imposible capturar a todos los ordinales, ni siquiera a los numerables, porque
las palabras que se pueden generar en el lenguaje antes mencionado son numerables, y hay no
numerables ordinales numerables.

En segundo lugar, tenemos un contraejemplo explicito: g, cuya notaciéon en FNC es w®0.
Antes de pasar al siguiente capitulo, donde intentaremos arreglar este pequenio gran detalle,
analicemos qué sucede debajo de €g. Por la [Proposicion 0.3.19) sabemos que Va < gg, los
exponentes de la FNC de « van a ser estrictamente menores que él. Como discutimos dos
parrafos atréas, procediendo recursivamente sobre estos exponentes y los coeficientes finitos
podemos expresar a todos estos ordinales con un lenguaje finito. Mas aun, la notacién es
primitiva recursiva:

Recordemos la definicion de funcién primitiva recursiva:

Definicion 1.2.7. La clase de funciones primitivas recursivas es la familia de funciones f :
N¥ — N mads chica:

» Conteniendo a las llamadas funciones iniciales O(x) := 0, S(x) = x+1, IT(z1,...,Ty) =
x; (conn>1eie{l,...,n})

» Cerradas por composicion, es decir, si f: NF =Ny g1,..., 91 : N* = N y son p.r., en-
tonces la funcion h definida como h(zxy,...,x,) = f(g1(x1,. ., Zn), -, gr(T1, ..., Tp))
es p.r.

» Cerradas por recursion primitiva, es decir, si ¢ : N**2 — N, f : N® — N son p.r.,
entonces la funcion h definida recursivamente en el dltimo argumento como:

o h(z1,...,%n,0):= f(z1,...,z,) (caso base).

o hizy,...,xn,t+1):=g(t,z1,...,2n,h(21,...,2p,t)) (caso recursivo).

también es p.r. E|

5Notemos que estamos haciendo recursién en el orden usual de N. ;No dan ganas de fijar otro orden para
N - uno isomorfo a otro ordinal numerable més grande que w - y definir un esquema recursivo de construccion
de funciones sobre ese orden? ;Coémo definir la recursion en los ntimeros que correspondan a ordinales limite?
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Las funciones primitivas recursivas son un subconjunto de las funciones computables to-
tales - es decir, las que se pueden programar en una computadora y tal que el programa
siempre termina. Hay, para remarcar, una diferencia entre las dos clases de funciones. Las
funciones computables totales no aparecen en la literatura definidas con un mecanismo efec-
tivo de construccion. Justamente al ser definidas como un subconjunto de todas las funciones
computables ni siquiera se puede usar un esquema de induccién estructural para razonar sobre
ellas. Por el contrario, las funciones primitivas recursivas son un formalismo constructivo que
no permite la indefinicién. Justamente, para garantizar esto, los esquemas de construccién
son, a primera vista, simples, rigidos (en la recursioén primitiva, practicamente sélo podemos
mirar un paso atras). Sin embargo, las funciones primitivas recursivas abarcan un conjunto
muy amplio de funciones, y practicamente todas las que programamos en la vida diaria (que
siempre terminen).

Tal vez convenga mencionar que para obtener el conjunto de funciones computables totales
“s6lo” necesitamos agregar un esquema de construcciéon: el de minimizacién propia, que no es
muy constructivo porque necesitamos saber a priori que nunca se indefine:

Proposicion 1.2.8. (Forma Normal de Kleene)[DSW94| Eziste una funcion L primitiva re-
cursiva tal que f : N® — N es una funcion computable total si y solo si existe un predicado

n + l-ario primitivo recursivo P(x1,...,xy,t) tal que f(z1,..,2y) = L(mz&z P(xq,...,2p,t)),
te
y ademds VYx € N 3t € N tal que vale P(x1,...,2n,t) (porlo que la funcion nunca se indefine).

1.2.2.1. Una codificaciéon primitiva recursiva

Pasemos, entonces, al primer teorema de efectividad de una notacién de ordinales:
Teorema 1.2.9. Consideremos g como conjunto. Entonces:

s Yo € g9, a se puede expresar de manera finita utilizando solamente la exponenciacion,
la suma, y los ordinales 0 y w.

» JE C N y un buen orden < sobre E tal que (E, <) es isomorfo a €y donde se puede
trabajar de manera efectiva. Es decir, la pertenencia a E es un predicado primitivo
recursivo y las siguientes operaciones binarias sobre codificaciones de pares de ordinales
dentro de E también son funciones primitivas recursivas:

e La comparacion.

e La suma.
Por comodidad, vamos a usar la siguiente version de la Forma Normal de Cantor:

Teorema 1.2.10. Sea 0 # « € ON. Entonces existen unicos a > a1 > ag > ... > ai € ON
tal que o = W + -+ + w**. (Y lo notamos o ~ w -+ w ). Mds aun, si gy > a,
FN

entonces o > Q.

;,Como hacerlo de manera uniforme para cada ordinal? ;Se obtiene una jerarquia no trivial de funciones al
permitir recursién primitiva sobre el orden correspondiente a cada ordinal? No volveremos a esto en este
capitulo, ya que s6lo usaremos la definicién usual de funciones p.r. para medir la efectividad de las notaciones,
pero consideramos que la pregunta es interesante. Una primera discusién al respecto puede encontrarse en
[Odi99, Pag 316].
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La demostracion del [Teorema 1.2.10] es trivial: para obtener la existencia, basta usar la
primera Forma Normal y desarrollar cada w® m; como m; sumas de w®. La unicidad se

obtiene de manera parecida a la del

Demostracion del [Teorema 1.2.9. El primer item ya esta demostrado (hay que aplicar la FNC
sobre « y luego recursivamente sobre los exponentes)ﬁ Dejamos algunos ejemplos a modo

. . 0 0 2 + 0 0 0
ilustrativo: 1 = w9, w? = w® T @ 4wl = " T @ T

A la codificacion (biyeccion) [.| : ¢g — N la definiremos recursivamente. [.| denota la
codificacion de listas y se puede leer sobre ella en [DSW94]:
» [0]:=0
s Sia = w4+ -+ w*, definimos [a] :=[1, [a1], ..., [an]].
o = imos o] = [1, o] . o]

Por lo argumentado inmediatamente después de la [Proposicion 1.2.6] la codificacion esta
bien definida (la definicién recursiva siempre ‘termina’). Llamemos E := {[a] : a € €p}.

Definimos [>] y [€] de la siguiente manera, donde n[i] denota observacion de listas, es
decir, n[i] devuelve al i-ésimo elemento de n, visto como lista (empieza en 1), y |n| devuelve
la longitud de n, también visto como lista:

s El operador igual es el de siempre.

s La pertenencia a E y la comparacién se definen recursivamente y de manera simultanea.
Para saber si n € E, basta chequear si n, visto como lista, cumple la condicién de estar
ordenada de mayor a menor:

nlelE<n=0V <n[0] = 1A (Vocpn0 <z = nfz] € B) AVycpy—10 < z =

nlx] [>] (nlz + 1] V nlz] = n[z + 1]))

Mientras que [>] sigue el criterio de comparacion enunciado en la [Proposicion 1.2.4] -
aunque el segundo caso no aplique a esta Forma Normal de Cantor alternativa:

a[>|bsa#0Na[e]|EAND[E]|EA <E|x<|a| 0 <A (Vyes y < |b] Aaly] = bly])A

(z > |b] V (a[z] [>] blz] V alz] = b[m])))

(Para a [>]b, pedimos que ademés ambos estén en E.)

Esto se corresponde con un esquema de recursion primitiva global doble llamado (en
inglés) double course of values recursion. Se sabe que el conjunto de funciones p.r. es
cerrado por este esquema, asi que los predicados son p.r.

6Si pedimos que las sumas se escriban de mayor a menor, se puede ver que la escritura es tnica.
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» a[>]bsal[>]bVa[>]by definimos andlogamente [<], [<].

» Entendamos como sumar ordinales en FNC’: si 81 > f5 entonces w? + wP = whf2 +
Wt (Bi=P2) — B2 4 (,B2,,(B1—P2) — w52(1 + w(ﬁ1—52))_

Es facil ver que 1 + w®1=52) s isomorfo a w(F1—52). Luego, tenemos que w’ + wf =
WB2(B1—B2) — B2+(B1—PB2) — ,B1

Esto nos dice que cuando queramos sumar dos ordinales en FNC’ (y escribir el resultado
en FNC’), los exponentes méas grandes devoran a los méas pequenos. Mas concretamente,

/ .
sean @ = wM 44w yp = wﬂl—i-"-—i—wﬁk’.SlakZBi,entoncesa—i—ﬁ =
FNC’ FNC’ FNC’

W 4w 4 wP o 4w Sino, sea t ;= min{t < k: o, < B]}. Sit = 1 entonces

a+pB = B.Delocontrario, « +f = w™ + - w1 4wl 4. 4w
FNC/ FNC/

Para expresar esto de manera primitiva recursiva, necesitaremos las siguientes funciones,
que son todas primitivas recursivas:

o Sub(a, k) := (a[l],...,a[k]) que dada una lista devuelve una sublista del tamano
requerido. Si k > |a|, rellena con ceros; si k = 0, devuelve la lista vacia.

e Union(a,b) := (a[l],...,a[|al],b[1],...,b[|b]]), que une dos listas.

e Si p(x) es un predicado primitivo recursivo, entonces podemos definir la siguiente
funcién de variables t,y, x1,...,T,:

, minimo ¢ < y tal que P(t,x1,...,2,) =1 , si existe tal ¢
ming<, P(t,z1,...,2,) := )

0 , 1 no
El predicado con que la usaremos es P(a, b, u,v) := alu] [<] b[v].

. {a—b ,sia>b
e a—b=

0 , en caso contrario

Union(a,b) , 81 P(a,b,|al,1) =0
Definimos a [+] b := , , A : ,
Union (Sub(a, min,<|q P(a,b,t,1)-1), b) , en caso contrario.

Esto finaliza la demostracion. O

1.2.2.2. Una codificacién primitiva recursiva y biyectiva

Observacion 1.2.11. Mencionamos también que uno podria definir un buen orden < sobre
todo N tal que (N, Z) & (g9, €), siguiendo la idea de [Cap8§], donde se codifican drboles con
una sola raiz a partir de nimeros naturales a partir de su factorizacion en nimeros primos.
Sean P y T el conjunto de nimeros primos y el conjunto de los drboles finitos no dirigidos
respectivamente. Sea p : N — P la funcion enumeradora de los nimeros primos. Entonces
definimos 7 : N — T recursivamente:

v 7(1) es el drbol de un solo nodo.

» Paran > 1, si la factorizacion de n es fi,..., f; entonces T(n) es el drbol cuya raiz es
adyacente a las raices de los drboles T(p~1(f;))
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Lo interesante es que la codificacion es biyectiva. Para entender mds facilmente la codi-
ficacion, conviene guiarse por las siguientes dos propiedades, fdaciles de chequear (aunque no
caracterizan completamente a la codificacion):

» Los drboles de una sola rama son codificados por la Primeth Recurrence [OFI[, definida
como aq = 2,y = play,).

» Si denotamos @ como el merge de dos drboles (identificando ambas raices), entonces

TIATA LA

Figura 1.2: Los primeros 15 arboles. Imagen tomada de [Cap88]|

Para definir el orden < sobre N, basta armar una biyeccion entre g y T . Los ordinales
debajo de g se pueden codificar fdcilmente con drboles si los presentamos de una manera que
llamaremos recursivamente ordenada. Un drbol aparece ordenado recursivamente si cumple
las siquientes dos propiedades:

s La altura de sus ramas aparecen en orden decreciente de izquierda a derecha.

w 5% a cada rama le quitamos la raiz entonces es el drbol vacio o aparece ordenado recur-
siwamente.

Si un drbol estd recursivamente ordenado, podemos hacer la siguiente identificacion (re-
cursiva) o : T — €g:

n Al drbol vacio lo identificamos con el ordinal 0.

s Si T tiene ramas 11,...,T,, definimos @\ el drbol correspondiente a quitarle la raiz a
cada T;: Entonces definimos o(T) = wT) 4 ... 4 o(Tn),
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w0
(a) El ordinal w*” + w*’ -2 4+ 0.

w940

(b) El ordinal v~ +3.

Figura 1.4: Dos ejemplos de representaciones de ordinales con arboles. Imégenes adaptadas a partir
de la Figura 3 de |[Cap88|.

Con lo dicho arriba finalizamos el analisis de la efectividad de la notacién inducida por la
Forma Normal de Cantor.

Nota de color 1.2.12. Continuando con el problema de Skolem mencionado en la
[color T.1.2] hablemos un poco més sobre los avances hechos para la segunda pregunta. ;A qué
ordinal es isomorfo F7

Se han hallado subconjuntos isomorfos a gy |[Lev75|[Mar73|, por lo que este ordinal es una
cota inferior. No necesariamente es una cota inferior estricta; pensar por ejemplo en w, que
es isomorfo a {2n : n € w}.

No es dificil hallar un subconjunto de F isomorfo a gy. Por ejemplo, sea F' C F, definido
como el menor conjunto que contiene al 0, x, y es cerrado por sumas, y no por la exponenciaciéon
sino por f ~ x/. Se puede ver que (I, <p) = (€0, €). El isomorfismo de orden viene dado
simplemente por reemplazar las x por w.

La conjetura (que sigue abierta) es que el ordinal asociado a F es efectivamente .

Aunque no definimos formalmente qué es una notacién de ordinales (esto no es nada
facil), tenemos una para todos los ordinales debajo de €y. Equivalentemente, podemos exhibir
un conjunto bien ordenado isomorfo a gg. Recordemos que al empezar no teniamos esto.

Habiamos construido al ordinal como lim "w. ;Cémo continuar después de o7
n—w
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1.3. La Forma Normal de Veblen

En esta seccién intentaremos arreglar los problemas que tiene la Forma Normal de Cantor
de manera ordenada. ;Cuales son los problemas de la notacion? Pues los puntos fijos de la
misma, es decir, los ordinales « que en base w se escriben como w?. Ya vimos que £y es un
ejemplo de ellos (y el primero). Pronto veremos que en realidad hay toda una subclase de
ON que son puntos fijos de la notacién anterior. Los ordinales de esta subclase reciben el
nombre de ‘nameros epsilon’ (en inglés ‘epsilon numbers’). Otro nombre menos usado, pero
mas traducible, es el de ordinales criticos (‘critical ordinals’).

1.3.1. Nueva tecnologia
1.3.1.1. Algunas definiciones nuevas

Queremos inventarnos una notacién nueva que si cubra a estos ordinales criticos. Una
buena idea es introducir un simbolo de funcién nuevo, que represente a una funciéon que los
enumere:

Definicién 1.3.1. Sea Y C ON. Definimos la funcién enumeradora de Y (y la notamos
Enumy ) de la siguiente manera:

_ El iinico ordinal isomorfo a 'Y, si 'Y es un conjunto de ordmaleéﬂ
= Definimos py := _
ON, en caso contrario.

s Definimos la funcion Cy 1Y — py inductivamente, como:
Cy(a):={Cy(§): £ €Y AE<a}

(Notar que no hace falta definir aparte el caso a = 0; automdticamente obtenemos el
conjunto vacio.)

s Enumy = C;l.

Cy

Figura 1.5: La funcion Cy. E|

"Existe por el [Teorema 0.2.13

8Casi se puede escuchar el ruido de la dinamitacion controlada.
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Una manera de entender que Enumy es la inversa de C'y es que Cy colapsa al subconjunto
Y de ON en py. Una imagen mental, dibujando a la semirrecta ON verticalmente por motivos
didacticos, puede ser la

Para la buena definicién de Enumy sélo hay que chequear que Cy devuelve siempre un
ordinal y que es biyectiva.

Lo primero se puede ver facilmente por induccién. Es inyectiva porque si a3 < ag =
Cy(ozl) € Cy(ag), es decir, Cy(ozl) < Cy(ag).

Chequeemos, por induccién, que la imagen de Cy es todo py: sea By € py y supongamos
que VB < Bo,3p € Y tal que Cy(£5) = . Queremos ver que entonces existe g, € Y tal que
Cy (§80) = Bo-

Notemos que {£g : 5 < fo} € Y. SiY no es un conjunto, ver que la contencion es estricta es
trivial. Si lo es, supongamos que son iguales. Entonces la aplicacion 3 +— £g es un isomorfismo
entre By e Y. Pero entonces Y = By e Y = py, y ademéas By € py asi que son distintos. Esto
contradice el [Teorema 0.2.13] lo cual es un absurdo.

Luego podemos tomar {3, := min{n € Y : V3 < fo,n > £g}. Por definicion, resulta que
Cy (§s,) = {Cv(&p) : B < Bo} ={B:B < bo} = o

Proposiciéon 1.3.2. Dado Y C ON, Enumy es la Gnica funcion f que cumple:

s Imf=Y.
» f es estrictamente creciente.
Demostracion. La demostracion puede hallarse en [Rat17b|. O

(Para qué nos sirven las funciones enumeradoras? Podriamos pensar que si Cr (por ‘Criti-
cal’) es la coleccion de puntos fijos de la Forma Normal de Cantor, podremos enumerarlos con
una funciéon Enume,. Si esta enumeracion pudiera indexar los puntos fijos de la FNC usando
stempre ordinales més chicos entonces podriamos aplicar recursion sobre esos ordinales mas
chicos, volviéndolos a expresar ya sea con Enumg, o directamente en FNC, hasta obtener el
ordinal 0, y asi podriamos cubrir a todos los ordinales usando solo un simbolo méas. Clara-
mente eso no se puede, ya que como dijimos, con finitos simbolos una notaciéon sélo alcanza a
expresar numerables ordinales. La funciéon Enume, debe tener innumerables problemas. jMés
que innumerables! Sus puntos fijos formaran otra clase propia. Estamos condenados a nunca
tener un éxito completo.

Demostremos lo argumentado arriba de una manera menos indirecta.

‘Normal’, segtin el matemético John Béaez, es un adjetivo que los matematicos usamos
cuando no bebimos suficiente café por la manana y no nos estamos sintiendo creativos - puede
significar mil cosas distintas[’]

Definicién 1.3.3. (Funcion Normal) Sea f : ON — ON una funcion. Se dice que f es normal
st es estrictamente creciente y continua.

La definicién de continuidad se da a partir de la topologia que le dimos a ON, y que f lo
sea equivale a que si (a,),ep es una red convergente, entonces lim f(«,) existe y f(limea,) =
lim f(«,). Por ejemplo: f(a) := 1 4+ « es continua pero g(a) := a + 1 no, ya que g no es
continua en w. Si esto parece poco intuitivo, recordemos que las operaciones estan definidas

%https://en.wikipedia.org/wiki/Normal#Mathematics
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haciendo induccién en el segundo argumento. Mas aun, el valor en un ordinal limite se define
justamente para que resulten continuas en el segundo argumento. Por ejemplo, o — w® es
continua. Y es facil ver que es estrictamente creciente, asi que es normal.

Definiciéon 1.3.4. (Club) Sea Y C ON. Se dice que Y es un club si:

» FEs cerrado (closed), donde aunque Y sea una subclase, que sea cerrado se define de la
manera usual: ¥(a,),en CY red convergente, tenemos que el limite estd en Y .

» Es no acotado en ON (unbounded ).

(Este si que es un buen nombre.)

., Coémo se relacionan un club y una funcién normal?

1.3.1.2. Relaciones importantes entre las definiciones

Teorema 1.3.5. Sea Y C ON. Entonces Y es un club si y solo si Enumy es una funcion
normal.

Para la demostracion, necesitaremos el siguiente lema, que nos permite chequear mas
facilmente si un conjunto es cerrado y si una funciéon creciente es continua:

Lema 1.3.6.
1. Y C ON es cermdﬂ sty solo si VU CY, U acotado, supU €Y

2. Sean p1 = [0,&1] y p2 = [0,&2] segmentos de ON, o posiblemente todo ON, y f : p1 — p2
una funcion. Entonces f es no decreciente y contmuﬂ sty solo si YU C p1, U acotado,

f(supU) =sup f(U).

Demostracion.

Antes que nada notemos que si tenemos una red («,),cp que converge a cierto ordinal «
entonces le podemos extraer una subred que converge por debajo.

En efecto, consideremos el intervalo abierto I := (0, + 1). Como este intervalo contiene
al limite de la red, que es «, entonces existe ¢y € A tal que ¢ > 19 = «, € I y en particular
a, <a.Sea N :={1€A:1> 1} Es facil ver que la red «, indexada por A’ es una subred
de «, que también converge a «.

1. =) Sea Y un conjunto cerrado, y U C Y acotado. Queremos ver que supU € Y. Sea
(v,),en una red contenida en U tal que ay, — sup U. Como (a,),ep C U e Y es cerrado,
supU =lima, € U.

<) Supongamos que YU C Y,supU € Y. Queremos ver que Y es cerrado. Sea (o,),ca
una red contenida en Y tal que o, — . Queremos ver que « € Y. Por lo argumentado
al inicio de esta demostracion podemos construir una subred (o), cp que converge al
mismo limite por debajo. Por lo tanto sup{c, : / € A’} = «. Entonces, por hipdtesis
tenemos que a € Y, que era lo queriamos ver.

108 Y es una subclase en vez de un conjunto, definimos que sea cerrado si y solo si toda red convergente
contenida en Y converge a un elemento de Y.
1184 p1 es todo ON, consideramos que f es continua si y solo si manda redes convergentes a redes convergentes.
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2. =) Sea U C pacotado. Veamos que f(sup U) = sup f(U). Podemos definir la red (o, ),crr
ya que todo conjunto de ordinales esté bien ordenado y en particular es dirigido. Es facil
ver que
ima, = supU, a quién podemos llamar «. Por hipdtesis, como f es continua, f(a) =
lim f(«,), pero como f es creciente
imf(a,) =sup f(a,), asi quef(supU) = sup f(«a,) = sup f(U), y estamos.
<) Supongamos que YU C p, U acotado, f(supU) = sup f(U). Queremos ver que f
es no decreciente y continua. Sea a < € ON. Tomando U := {«, 3}, tenemos que
f(B) = f(supU) =sup f(U) > f(a). Por lo tanto f es no decreciente.

Veamos que es continua. Sea (e,),ca una red tal que o, — « como antes. Repitiendo el
truco mencionado al comienzo de esta demostraciéon de ser necesario, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que la red converge por debajo. Sea U := {a, : ¢ € A}.
Entonces f(a) = f(supU) =sup f(U) = lim f(«,), donde en la altima igualdad usamos
que f es no decreciente. O

Demostracion del[Teorema 1.3.5.

=) Supongamos que Y es un club. Queremos ver que Enumy es una funcién normal. Sea
(a,),en una red contenida en el dominio de Enumy convergente a cierto ordinal a. Por el
podemos suponer que «, es estrictamente creciente, es decir, que ademis o =
sup{e, : ¢ € A}. Llamemos U ={a, : t € A} y f = Enumy.

Claramente supU € Y pues Y es cerrado. El objetivo es ver que f(supU) = sup f(U).
Como Va,,a, < «, y Enumy es creciente, tenemos f(supU) < sup f(U). Veamos la otra
desigualdad: sea o, < a(= supU). Entonces existe o,/ en la red, mayor que «,, y como f es
estrictamente creciente tenemos que f(a,) < f(e) < f(supU). Por lo tanto f(a,) < f(supU)
y entonces sup f(U) < f(U).

Claramente f es estrictamente creciente por ser una funciéon enumeradora, asi que es
normal.

<) supongamos ahora que Enumy es una funcién normal. Queremos ver que Y es un club.

» Sea o € Y. Entonces existe £, € ON tal que Enumy (¢,) = «. Como estamos suponiendo
que Enumy es una funcién normal, su dominio es todo ON. Por lo tanto, podemos evaluar
a la funcion en {, + 1y Y 5 Enumy (§, + 1) > Enumy (§,) = « porque al ser normal la
funcioén, es estrictamente creciente. Esto dice que Y es no acotado.

» Veamos que Y es un conjunto cerrado: sea (f,),cp una red en Y tal que 8, — f.

Queremos ver que 8 € Y. Por el podemos asumir que la red es creciente.
Llamemos o, := Enumy_l(ﬁb) y U :={a, : + € A}. Entonces existe a :=supU y § =
sup Enumy (U). Como Enumy es continua, § = Enumy (supU) = Enumy (a) € Y. O

Nota de color 1.3.7. La suma de ordinales se puede definir como una funciéon enumeradora.
En efecto, sea ON>, := {6 € ON : § > a}. Entonces se puede ver que:

a+ = Enumon.,, (8) : ON — ON>,

Para todo o € ON, tenemos que ON>,, es un club, asi que como corolario del teorema anterior,
resulta que la suma es una funcién normal en el segundo argumento - algo que ya sabiamos.
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La siguiente proposiciéon nos resultara 1til en lo que sigue:
Proposicion 1.3.8. Una funcion estrictamente creciente f : ON — ON es inflacionaria.

Demostracion.
Veamos por induccion transfinita en o que Voo € ON, f(a) < a

» f(0) > 0 trivialmente.

» Si f(a) > «, entonces f(a+1) > f(a) > a. Como a+1 = min{8 € ON : 8 > a},
podemos concluir sin temor que f(a+1) > a + 1.

» Sea o un ordinal limite y supongamos que VA < A, f(A) > \. Supongamos que f(a) < a.
Entonces existe A\g < « tal que f(a) = Ag. Pero f(Ag+1) > Ag+1 > Ag, lo cual es un
absurdo ya que contradice el hecho de que f es estrictamente creciente. O

Observacion 1.3.9. Y es subclase de ON si y solo si es no acotado en ON, i.e., Vy €
ON Ja €Y tal que v < a.

Demostracion.

=) Supongamos que Y es subclase de ON. Entonces Enumy : ON — Y es su funcién enu-
meradora. Sea v € ON. Entonces, como Enumy es inflacionaria, Enumy (v +1) > v+ 1 > ~.
<) Supongamos que Y no es subclase de ON; i.e., es un conjunto de ordinales. Luego exis-
te v := sup Y. Pero como Y es no acotado en ON,da € Y tal que v < «, lo cual es un

absurdo. O

Dada f : ON — ON, podemos llamar Fix(f) a la coleccion de puntos fijos de la funcion.
La que nos interesa es a +— w®. Consideremos p(a) = Enumpiy(qswe) (). Imaginemos que
incorporamos esta funcién como simbolo de nuestra notaciéon. Si a no es punto fijo de ¢,
entonces, por la|Proposicion 1.3.8, podemos expresar a ¢(«) con un ordinal mas chico (el ordinal
«). Pero si es punto fijo, caemos en el mismo problema que antes. Y, como adelantamos, esto
sucede.

1.3.1.3. Derivadas: como aumentar la velocidad

Definiciéon 1.3.10. Sea f : ON — ON una funcién normal. Llamamos derivada de f a
f' = Enumpiqyp.

Una motivacién de este nombre puede radicar en el hecho de que f’ fue derivada a partir
de f. f’ no cumple aditividad ni ninguna regla usual de las derivadas, pero si mide, en cierto
sentido, la velocidad de crecimiento de f, ya que f’ marca los tinicos puntos en los que f no
esta creciendo.

;Esta bien definida f’? ;Es la coleccién de puntos que enumera no vacia? jEs un club?

Proposicion 1.3.11. Sea f: ON — ON una funcion normal. Entonces:

1. f" también es normal.

2. f¥(0) es un punto fijo de f, como sucede con tantos teoremas de punto fijo. Mds aun:

a) f'(0) =0 ¢ f'(0) = f~(0).
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b) flly+1) = +16 f(v+1)=f(f(v) +1).

c) Si v es un ordinal limite entonces f'(y) = h’glf’(,u).
n<y

Demostracion.

1. Por el [Teorema 1.3.5 ver que f’ es normal es equivalente a ver que Fix(f) es un club.

Veamos que el conjunto es cerrado: sea a« € ON y (a,),ea C Fix(f) tal que a, — a.
Como Vi € A, o, € Fix(f), tenemos que f(«,) = «,. Como f es normal, es continua,
y por lo tanto f(a) = f(limea,) = lim f(a,) = lima, = «. Notemos que esto ademés
prueba 2 c).

Veamos que es no acotado. Sea oy € ON. Queremos ver que existe o, con a* > ay,
tal que o es punto fijo de f. Si ag es un punto fijo de f, ya estamos. Si no, definimos
recursivamente a,11 := f(ay). Como f es estrictamente creciente, tenemos que V/3 tal
que ap, < B < apt1, con n €N, f(an) < f(B) < flant1), es decir, apy1 < B < apyo.
Esto dice que 8 no puede ser punto fijo de f. Ademas, Vn € N, tenemos que f(ay) =
Qn+1, asi que ap4+1 tampoco puede ser punto fijo de f, porque f es inyectiva.

«, es una sucesion creciente de ordinales; sea o := lim ay,.

Fr

[ [ [ [ T

Por continuidad, f(a*) = f(limay,) = lim f(ay,) = lima,41 = a*.

2. a) Instanciando a « (el ordinal del item anterior) en 0 obtenemos que 0 es punto fijo
de f o f“(0) lo es.

b) Instanciando a «g en f’(y) + 1 obtenemos que f'(y) + 1 es punto fijo de f 6
(' (v) +1) o es.

¢) La definicion de f’ en el paso al limite es consecuencia inmediata de su continuidad.
Esto concluye la demostracion. O

Dejamos como comentario que escondido en lo anterior esta el hecho de que si f no tiene
dos puntos fijos a distancia 1y f(0) > 0, entonces f’(«) no es més que iterar f Enumgp(a)
veces, donde LIM es la coleccién de ordinales limite.

1.3.1.4. Algunas curiosidades

Ejemplo 1.3.12. No es dificil hacer un pequeno analisis de LIM := {a € ON : & es un ordinal limite}.
Veamos que LIM es un club.

» Veamos que es cerrado. Por el[Lema 1.3.6] para ver esto basta chequear que es cerrado por
supremos. Sea (o, ),ep una red creciente de ordinales limite, y sea « := sup{a, : ¢ € A}.
Queremos ver que « es un ordinal limite, asi que sea 8 < a. Veamos que f+ 1 < a. Por
definicién de supremo, 3¢9 € A tal que S < . Si oy, = @, o es un ordinal limite y no
hay nada que probar. De lo contrario, a,, < v asi que 8+ 1 < oy < .
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s Ver que LIM es no acotado es bien facil: sea o € ON. Entonces la sucesion «qg :=
Q, ap41 = a+ 1 converge al ordinal o+ w, que es un ordinal limite por lo argumentado
al demostrar que LIM es cerrado.

., Cual es el primer punto fijo de Enumyny? En la secciéon anterior, notamos que LIM =
{a € ON : « o w* my + -+ w** mi A ag # 0}. Es decir, LIM es el conjunto de los

ordinales que no tienen término independiente en la Forma Normal de Cantor. Notemos que
si o = w* my+ -+ w* my, con ay # 0, entonces podemos sacar factor comin w. Es decir,
vale que @ = w(w* ! my + - + w1 my, porque vale la distributiva a izquierda y porque
los exponentes son todos mayores o iguales a 1. Es decir, 8§ € ON, 3 # 0, tal que a = w - 5.
Inversamente, si 0 # 8 € ON, digamos que 3 e Wl my + -+ WPk my, con By, .., Bk > 0.

Entonces wf = wt! my + .-+ + w*! my. Como la Forma Normal de Cantor es tnica,
concluimos que la de wf no tiene término independiente, y por lo tanto wB € LIM. En otras
palabras, un ordinal es limite si y solo si es divisible por w.

(En realidad, no hace falta tanta tecnologia para probar esto. Se puede ver que la division
con resto de ordinales estd bien definida; en particular, Voo € ON, existen tunicos 3,p € ON
tal que a = wfB + p, con 0 < p < w. Mirando esta expresion, es inmediato notar que a es un
ordinal limite < p = 0 < « es divisible por w.)

Esto dice que Enumyp (o) = w-(14+«). { A donde converge la sucesion o := Enump i (0), g1 :=
Enumyn(a,)?

ap = Enumpn(0) =1

(1)=w
a9 = Enumpny(w) = w?
a3 = Enumpny(w?) = w?

oy =w"
Por lo tanto o, — w®. Y todo cierra: es facil ver que por definicion w* = w - w®.
Es peculiar que w” sea isomorfo a su subconjunto propio de ordinales limite.

Como curiosidad, y mas que nada para evitar que quede una intuicién errénea sobre la
operaciéon de derivacion por el nombre que ésta tiene, probemos lo siguiente:

Proposiciéon 1.3.13. Derivar no es aditivo.

Demostracion. Sea f(a) = w® g(a) == w- (1 + «). Ya vimos que las dos funciones son
normales, que f/(0) = &g, y que ¢’(0) = w®.

Veamos que f'(0) + ¢'(0) # (f + g)'(0). Para ello, podemos ver directamente que £y + w®
no es punto fijo de f + g. En efecto, (f + g)(eo + w*) = wor" +w - (1 4+ +w?) =
WO W f w4 weegFw-w? =e0-w’ FwHeg+w? > g+ wv. O

1.3.1.5. Una jerarquia transfinita de funciones cada vez mas veloces

Derivar nos da un mecanismo de construcciéon de funciones f(™ que crecen cada vez mds
rdpido, algo que resulta muy util si nos ponemos a pensar que para inventar notaciones mas
poderosas necesitamos funciones que cubran segmentos cada vez més extensos de ON.
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Pensemos que dada f una funcién normal, ON D Imf"t1) O Imf(") Esta extraccion
de puntos fijos recursiva forma una coleccién decreciente de clubs. Claramente nos gustaria
extender esta construccion a lo transfinito, como Cantor hizo con sus conjuntos derivados
segun la historia contada en pero todavia no sabemos si la intersecciéon de estos clubs
€s no vacia.

El siguiente teorema nos permite saltar a w y, en general, a cualquier ordinal:

Teorema 1.3.14. Sea f : ON — ON una funcién normal. Entonces C,, :== () Fiz(f™) es

n<w
un club. En otras palabras, si definimos f“)(a) := Enumc, (), tenemos una funcion normal.

Mds aun, si definimos el siguiente esquema de construccion:

- 1O = f

. flatl) = (f(a))' = EnumFix(f(w)

» Si A es un ordinal limite, definimos f) := Enum N Fie(f()
a<

entonces Yoo € ON, f(®) estd bien definida y es una funcion normal.

Demostracion. Por induccién transfinita:

f (0) = f es una funcién normal por hipotesis. Por otro lado, si suponemos que f (@) eg
normal, entonces, por la|[Proposicion 1.3.11] f(®+1) = f(a)’ es normal también.

El caso interesante es el paso al limite. Sea A un ordinal limite tal que Yoo < X, f(®) es
normal. Queremos ver que entonces f*) es normal. Por el [Teorema 1.3.5| esto es equivalente

a que fO) sea la funcion enumeradora de un club. Recordemos que f*) = Enum N Fix(f(@)-
a<

Para todo a < A, tenemos que o + 1 < A. Luego, por hipotesis inductiva, tenemos que
f(““) = EnumFix(f(a>) es normal y por lo tanto Fix(f(a)) es un club. Luego basta ver que ver

es que si Voo < A, Cy, es un club, entonces (] C, también es un club.
a<

C)\ es trivialmente cerrado por ser intersecciéon de cerrados.

Veamos que C') es no acotado. La demostracion usa fuertemente que todo conjunto de
ordinales tiene supremo:
Sea B € ON; definimos § := 3—1—1. Debemos ver que 38* > S con B € [ Cy. Sea [y := p.

a<
Para cada o < A, definimos 3 := min{y € Cy : v > fo} (existen porque los C, son no

acotados).
(Notar que esta vez no estamos representando a los C, con semirrectas, sino con puntos sobre
las semirrectas).
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Sube
hacia A Cp }

Cy |

[ 52
Cy |
Cy |

Bo =B

Definamos f; := sup{S§ : @ < A}. Nuevamente, como los C, son clubs, para cada o < A
podemos definir 5§ := min{y € C, : v > 1 }.

Sube
hacia A Cp } o P,
Ct E 8% B3
= [ B B
Co | B0 B¢
Bo =8 A1

Inductivamente, sea n < w y supongamos definidos 3,1, 37~ !Va < \. Entonces definimos
Br i=sup{fY_ :a <A}, y Y :==min{y € Cy : v > B}
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Sube
hacia A rITT S P ar | gt | o
02 } 2 2 2 2 2|
ﬁo 51 52 63 B4
Cl } 1 1 1 |51 1
/80 B1 B2 ﬂS ﬁ4
CO } 0 0 0 0 0
/30 /31 ﬁ2 53 ﬂ4
Bo =B B1 B2 B3 PBa

Sea [* := AlﬁI\T}u Brn. Para cada o < A, tenemos que, Vn € N, 87 < 8, < By, ;. Para cada a,

sea % = AILIL Br. Fijado «, por Sandwich tenemos lo siguiente:

/35 < Bn < 6?{-{-1 Vn € N
B < p* < B

Luego, para cada «, 8" = 8% Como cada C, es cerrado, entonces Va < A, 5% € C, =
B* € (N Cq. Y estamos, porque 5* > By > 3, que era arbitrario.

a<<
Sube
. C |
hacia A P e o o | o | o
CQ } 2 2 2 |52 2
Bo B1 By B3 Bi
Ol } 1 1 1 1 1
Bo B1 Bz B3 B
CO } 0 0 0 0 0
50 51 52 ﬂS /84
Bo =8 B1 B2 B3 Ba T

Esto finaliza la demostracion. O

La demostracion anterior es constructiva: es facil ver que V8 € ON, 8* = min{y € C) :
~v > (}. Esto nos permite dar un mecanismo recursivo para enumerar a C a partir de los

clubs C,.
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También se puede chequear que los conjuntos C, del paso al limite de la demostraciéon
anterior son una red decreciente (en el sentido de contencion) de clubs. Nosotros demostramos
que una interseccién arbitraria de clubs es un club; no usamos el hecho de que la intersec-
cion era decreciente. Nos podemos preguntar cuanto se habria acortado la demostracion si
hubiéramos usado este hecho.

Si definimos f§ como antes, obtenemos que forman una red creciente en « (porque son el
minimo de una red decreciente de conjuntos). Por lo tanto, si fijamos ag < A, B1 = sup{S§ :
a < AANa > ap}ty como este conjunto esta contenido en Cly,, que es cerrado, 1 € Cq,. Es
decir, Yoy < A, 81 € Cq, y por lo tanto 8* = 3. La demostracion, entonces, habria necesitado
dos figuras menos. Marquemos este argumento con una (%) porque lo usaremos dentro de unos
parrafos.

Por otro lado, el argumento del parrafo anterior nos permite armar una demostracién
alternativa del hecho de que interseccion (no necesariamente decreciente) de clubs es club via
la construccion de una familia {C’, : @ < A} de clubs decrecientes cuya interseccién también
es C. La consideramos interesante porque se trata simplemente de la version transfinita del
truco estandar usado para conjuntos indexados por niimeros naturales:

» Sea ) := (.
n CAJFI = COH—I N C&

» Siy < A es un ordinal limite, C7, := C, N () Ca).
a<ly

N C, = () Ca = Cy y ademas la familia es decreciente. Veamos que para cada o < A,
a<A a<
tenemos que C/, es un club.

» () es trivialmente un club.

» Supongamos que Vo < o < A, C?, es un club. Entonces, repitiendo el argumento de (%),
C,, es un club.

Esto en particular demuestra que C) es un club, que era lo que queriamos ver.

Lema 1.3.15. Si f es una funcion normal, entonces Yo < 8 € ON, Imf®) C Imf(®)

Demostracion.
Veamos que el lema vale para toda f normal, por induccién transfinita en 8 — «, para
B > «a. Es decir, haremos induccién transfinita en v, con v tal que 8 = o + 7.

» SifB=a+0,es trivial.

» Sea = a+ (y+1) y supongamos que Imf(*t?) C Imf(®. Como f(®+7) es una funcién
normal por el [Teorema 1.3.14] entonces aplicando la hipétesis inductiva a f(@+7) con
o =0,8 =1 (es decir, con 4/ = 1), tenemos que Im(f(@+MY C fla+7) es decir, que
Imf@t7+D) = Im f(8) C Imf(@.

= Supongamos que 8 = « + -, con v un ordinal limite. Entonces 8 también es un or-

dinal limite, y tenemos, por definicién, que Imf®#) = N FiXEnum(f(n>)- Como a <
n<pB
B, N FixEnum(f(n)) C FiXEnum(ﬂa)) = Imf@t) que por hipétesis inductiva esta con-
n<p

tenido en Im£(®, con lo cual también Im f#) C Imf(@). O
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Notar que en particular vale algo que tal vez resulte obvio: Va € ON, con a > 1, f(@
enumera puntos fijos de f.
Analogamente podemos demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.3.16. Sea f una funcién normal, y o, § € ON. Entonces (f(®)8) = fla+8),

Demostracion.
Veamoslo por induccién transfinita en j3:

= Si B =0, es trivial.

= Si =~ 4 1 para cierto ordinal v € ON, entonces tenemos que (f(®)#) = (fl@))(r+1),
Por definicion, esto es igual a ((f(®))7) ~ (flet) Como (fletM) = flatrtl) —

f (0‘+5), obtenemos lo deseado.

= Si 8 es un ordinal limite, entonces:

(£ = Enum N Fix((f@)N)
A<B

= Enum ;
N Fix(fe+2)
H.I. ALB

= Enum A Fix(f) (1.12)
A<a+8

= fl+h) 1.13

por def. f ( )

1.12) vale ya que () Fix(fWM) = (O Fix(f™)) n (N Fix(f(@tV)). Sea n < a
A<a+p n<a A<B

y Fix(f™) un miembro de la primera interseccién. Por el Fix(f) =
Imf*) D Imf(@*tD) = Fix(f(®), que es un miembro de la segunda interseccion.

Es decir, todo miembro de la primera intersecciéon es medio de la segunda, y por lo tanto

pueden ser eliminados, i.e., () Fix(f™)) N ( N Fix(f@+N)) = N Fix(fY).
n<a A3 A<B

(1.13) vale porque si /3 es un ordinal limite entonces a +  también. O]

1.3.2. Arreglando la Forma Normal de Cantor de manera sistematica

1.3.2.1. Las funciones ¢, de Veblen

El [Teorema 1.3.14] muestra que nuestro mecanismo de construcciéon de funciones progre-
sivamente méas poderosas no se acaba. Nuestro objetivo es ‘arreglar’ la notacién de FNC,
enumerando los puntos fijos de o — w® con una funcién 1, y los puntos fijos de ¢ con una
funcién o, y asi seguir.

Sea f = a+— w®, y definamos la jerarquia de funciones ¢, llamadas funciones de Veblen,
como @, = f(®. Llamamos Cr, a la imagen de ¢,.

Notar que ¢;1(0) = ¢¢. Para cada «, otro nombre que recibe ¢;(a) es 4 (y es un ‘epsilon
number’ 6 ‘critical ordinal’, como mencionamos al comienzo de esta seccion)

12Es usual este fenémeno de encontrar cierto ordinal que cumple una propiedad X y luego agregarle un
subindice porque hay todo un club de ordinales con la misma propiedad.
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El [Teorema 1.3.14] con esta f, dice que Vo € ON, estas funciones estan bien definidas.
En particular, cada funcion ¢, tiene puntos fijos. Esto dice que si queremos armarnos una
notacién nueva minimamente vamos a necesitar usar a todas las @q.

Figura 1.6: Los primeros conjuntos Cr, = Im(¢s). No hecho a escala.

Estudiemos a estas funciones ¢,,. Los resultados fueron obtenidos principalmente de [Rat17b].
Proposiciéon 1.3.17.

1. Sia < f= Crg C Crqa, como describe la[Figura 1.6,

2. Ya € ON, ¢, es inflacionaria.

3. Sia< B =Vy,0.(7) < @g(7). Es decir, Vv, la funcion o — @a(7) es no decreciente.
Demostracion.

1. Esel aplicado a o — w®.

2. o es normal asi que podemos usar la [Proposicion 1.3.8|

3. Notemos que @g(y) € Craq1 por 1, y como Crayq es la clase de puntos fijos de ¢,
tenemos lo siguiente:

valep(v)) = ¢p(7) (1.14)

Por el item anterior, ¢3(v) > ~. Por lo tanto, como ¢, es creciente, va(¢s(7)) > @al?)-
Juntando esto con [I.14] tenemos lo deseado.
U

1.3.2.2. Un criterio de comparaciéon

Si queremos armarnos una nueva notaciéon de ordinales usando las funciones de Veblen,
necesitaremos saber como comparar ordinales - tal como hicimos para la Forma Normal de
Cantor.

Proposiciéon 1.3.18. Sean a1, aq, 51, 82 € ON. Entonces:
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1. 0o, (B1) = va,(B2) vale si y solo si alguna de las siguientes condiciones se satisface:

a) a1 < az y Bi = pa,(B2)
b) a1 =0z y 1= P
¢) a1 > az Y pa,(B1) = B2

2. 0o, (B1) < Pay(B2) vale si y solo si alguna de las siguientes condiciones se satisface:

a) a1 < az Yy B1 < Pay(B2)
b) o =g y fr1 < P
c) a1 > az Y pa,(B1) < Ba

Notemos que siempre sucede que sé6lo vale una de las siguientes:
a) a; < g
b) a1 = ay

C) o] > 09

Luego podemos intercambiar la |Proposicién 1.3.18| por la siguiente, que es equivalente:

Proposicién 1.3.19. Sean aq, as, 81, B2 € ON.

a) En el caso en el que aq < aa, entonces:

1. (Pozl(ﬁl) = Pay (52> S B1 = Pay (/82)
2. 90y (B1) < ay(B2) & B1 < Ya,(B2).

b) En el caso en el que a1 = oy, entonces:
1. 90041(51) = ‘Ptm(B?) < P = Ba.
2. Ya,(B1) < ay(B2) & b1 < Pa.

c) En el caso en el que a1 > ag, entonces:

1. @a, (B1) = @ay(B2) © ©a, (B1) = Pa-
2. Paq (/61) < ‘:0062(/62) <~ Pay (/61) < 62'

Demostremos, pues, esta tltima proposiciéon. Esto o es dificil si recordamos coémo construi-
mos las funciones @pg:

Demostracion de la [Proposicion 1.5.19.

a) a1 < ag.
1. Entonces ¢q, (pay(52)) = @ay(P2) v por lo tanto:

D1 (B1) = Pas (B2) € Pay (B1) = Pay (Pas(B2)) © B1 = Pa,(B2)

donde la ultima equivalencia se obtiene porque las funciones de Veblen son estric-
tamente crecientes.
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2. Con el mismo razonamiento:

Pa1 (B1) < Pay(B2) & B1 < Pay(B2)

b) a1 = Q9

1. Trivialmente, @q, (81) = ©as (82) < @ai (51) = oy (B2) < L1 = B2

2. Por otro lado, va,(81) < @ay(52) < ©ay(B1) < @a,(B2) < B1 = B2 pues ¢q, €s
estrictamente creciente.

c) az < aj.

1. Entonces ¢q,(¢a, (1)) = ¢a,(B1) v por lo tanto, como en a):

Paq (ﬁl) = Pas (52) <~ Pas (‘10&1 (Bl)) = Pas (ﬁQ) <~ Pay (Bl)) = B2
2. Analogamente, @, (81) < ©ay(52) € @a,(B1)) < B2 0

Como la [Proposicion 1.3.19| es equivalente a la [Proposicion 1.3.18] ésta ultima queda de-
mostrada automaticamente.

1.3.2.3. El teorema principal
El siguiente teorema sigue el mismo espiritu que el

Teorema 1.3.20. (Forma Normal de Veblen) Sea B = w® € ON. Entonces existen tinicos
a,n € ON tal que B = pa(n), con a < B,n < B. Lo notamos [ Fﬁvgoa(n).

Pretendemos descomponer recursivamente a 8 usando ordinales mas chicos. A esta altura
deberia resultar natural adivinar que no siempre tendremos que a < f.

El desafio del enunciado es demostrar que 8 no es punto fijo de alguna ,, i.e., que es
verdaderamente atrapado por alguna de estas funciones.

Demostracion del[Teorema 1.3.20. Consideremos la funcion g +— ¢g(0). Es bien facil ver que
esta funcion es estrictamente creciente. En efecto, sea o < 3, entonces por la parte 2.a) de
la [Proposicion 1.3.18 como 0 es trivialmente menor que ¢(0) (pues 0 no es punto fijo de
Yo = a — w®), tenemos que ¢,(0) < ¢g(0). Por lo tanto la funcion cae en las hipotesis
de la |Proposicion 1.3.8|y luego es inflacionaria. Es decir, 5 < ¢3(0) y entonces, como ¢g es
creciente, 3 < ¢g(/3). Por lo tanto, si definimos C := {y € ON : 8 < ¢,(8)}, tenemos que
B € C. En particular, C' es no vacio.

Sea a := min C. Si a = 0 entonces 8 < g(/3). Ademés, estamos suponiendo que 3 = wé =
©0(&). Luego, como g es una funcién mondtona, necesariamente { < [ asi que esto en este
caso la Forma Normal de Veblen de a es ¢p(§).

Supongamos el otro caso, i.e., que a > 0. Como ¢ es inflacionaria y V{ < o, § € C,
entonces V& < a, B = p¢(B), ie., V§ < a, f € Cre. Esto dice - tanto si a es un ordinal limite
como si no - que B € Crqy. Por lo tanto In tal que S = ¢, (7). Afirmamos que n < B. En
efecto, como las funciones de Veblen son inflacionarias, tenemos que < ¢, (n), y por lo tanto
B > n. Si fueran iguales esto contradiria la definicién de «, lo cual es un absurdo.
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Para la unicidad, supongamos 8 = ¢4 (n) = ¢u (1), con n,n' < B. Como n < 3, no puede
ser que 11 = (1) y por lo tanto no se cumple el caso 1 a) de la [Proposicion 1.3.18| para
©a(n) ¥y @) (n). Analogamente, tampoco se cumple el caso 1 c). Por lo tanto debe cumplirse
2b) y por lo tanto a =o' yn =1/. O

1.3.2.4. El problema principal

La lectora avispada habra notado que el problema de esta forma normal aparece en el
subindice de las funciones ¢,. En efecto:

Definicién 1.3.21. Sea SC := {a : ¢.(0) = a} (por ‘Strongly Critical’) y sea I'g :=
Enumgc(B).

El siguiente teorema nos dice que tenemos un nuevo club de problemas:
Teorema 1.3.22. 3+ I'g es una funcion normal.

Notemos que este teorema es la version ‘Veblenistica’ de otro que dirfa que 5+ €5 es una
funcion normal. Recordemos que 8 +— eg es simplemente ¢1(f3), y enumera los puntos fijos de
a +— w®, i.e., los problemas de la notacién de Cantor.

Demostracion del[Teorema 1.3.24 Si vemos que la funcion la funcion 5 — ¢g(0) es normal,
entonces por la [Proposicion 1.3.11], su derivada, i.e., 8+ I'g, serd normal también.

Por la demostracion del [Teorema 1.3.20} la funcion 8+ ¢g(0), a quién llamaremos provi-
soriamente g, es una funcion estrictamente creciente. Falta ver que es continua.

Por el basta chequear que para todo U acotado, g(sup U) = sup g(U).

Notemos que como g es creciente, g(sup U) > sup g(U). Falta ver la otra desigualdad. Para
ello repetiremos una idea usada en el comentario que hicimos luego de la demostracion del
LLeorema 1.3.141

Sea ap € U. Como g es creciente, sup g(U) = sup{g(a) : a« € U} = sup{g(a) :a € UNa >
ap}. Ademés, como los conjuntos Cr, son decrecientes, para todo a > ag, g(a) = ¢a(0) €
Cra C Crq,. Por lo tanto, g(U) C Crq,, que es un conjunto cerrado, y entonces tenemos que
sup g(U)Crq,. Como ag € U era arbitrario, concluimos que:

Vag € U,sup g(U) € Crq, (1.15)
Ahora bien, por definicion, Crgupy = ] Cry. Veamos que ademéas () Cr, =
n<sup U n<sup U

() Cra,- La contencion C es obvia porque del lado derecho estamos intersecando menos con-
apeU
juntos. Veamos la otra contencion. Sea £ € (] Crq,, y sean < sup U arbitrario. Queremos ver
apeU
que § € Cry. Como 1 < sup U, por definicién de supremo existe ag € U con 1 < ap < supU.

Luego Cry, 2 Crq, > & Como 1 era arbitrario, concluimos que n € (| C'r,; y por lo tanto:

n<sup U
CrsupU = ﬂ Crao (116)
apgelU
Juntando (1.15) y (1.16]), obtenemos que sup g(U) € Crepu. Es decir, existe p tal que
supg(U) = @supu(p). Ahora bien, pgpu es una funcion creciente, asi que cualquiera sea

p, tenemos que g(supU) = psup(0) < wsupu(p) = supg(U). Esta era la desigualdad que
faltaba. O
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Notemos que si @ = ¢, (n) para algin n entonces necesariamente 7 = 0. En efecto, supon-
gamos que Ty > 0 tal que a = 4o (o). Como a funcion a — ¢, (0) es estrictamente creciente
(por la demostracion del [Teorema 1.3.20]), entonces es inflacionaria, i.e., & < ¢, (0). Pero ade-
més las funciones de Veblen 1 +— ¢, (n) son crecientes (por ser normales). Luego tenemos que
a < ¢a(0) < @a(no), lo cual es un absurdo.

En otras palabras, los puntos fijos de la Forma Normal de Veblen son exactamente los
puntos de SC.

Por otro lado, otra forma de caracterizar a los strongly critical ordinals es que son los
ordinales inalcanzables desde abajo por las funciones de Veblen:

Lema 1.3.23. SC={a € ON:a >0 y para cada par &,n, si §,n < «, entonces g¢(n) < a}

Otra manera de verlo es que los strongly critical ordinals son cerrados por las funciones

de Veblen.

Demostracion del[Lema 1.3.23. C) Sea « € SC, y supongamos que existen &, 7, con &,1 < «,
tal que @¢(n) > . Como a € SC, a = ¢o(0). Por la unicidad de la Forma Normal de Veblen,
necesariamente @¢(n) > ©q(0). Separemos en casos, segin la [Proposicion 1.3.18

a) a <&y a=pen). Esto es un absurdo ya que o > &, por hipotesis.
b) a = ¢y 0=n. Esto también es un absurdo.
c) a>£&y pa(0) <n. Esto también es un absurdo ya que tendriamos que o < 7.

D) Veamos primero que « es un ordinal limite. Notemos que « # 0 por hipotesis y que
ademas a # 1 porque g(0) = w° = 1.

Supongamos que « no es un ordinal limite. Entonces que o = v + 1 para algin v € ON.
Como « +— w® es inflacionaria, tenemos que v < w7, es decir, @o(y) > 7. Pero entonces, por
la [Proposicion 1.3.18] tenemos que 1(y) > v y por lo tanto ¢1(7y) > «a. Esto es absurdo ya
que 1,v < a.

Por lo tanto o es un ordinal limite. Entonces:

a < 0a(0) (1.17)
= lim s (0) (1.18)
<a (1.19)

vale ya que « — ,(0) es inflacionaria por la demostracion del [Teorema 1.3.20]

vale ya que o — ¢4 (0) es continua por la demostracion del[Teorema 1.3.22] y porque
vimos que « debe ser un ordinal limite.

vale porque, por hipdtesis, para cada < o tenemos que ¢g(0) < a.

Siguiendo la cadena de desigualdades, obtenemos que oo = 4 (0), i.e., & € SC. Esto finaliza
la demostracién. O
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1.3.2.5. El sistema notacional de Veblen

Si B = w® < T, entonces podemos aplicar el [Teorema 1.3.20|sobre 3 de manera recursiva,
como hicimos para la forma normal de Cantor:

1. Primero expresamos a 8 como ¢, (1), con a,n < 3.

2. Si a = = 0, paramos. Si alguno es distinto de cero, como es menor que I'g, podemos
repetir el paso 1 pero con ese ordinal.

3. Eventualmente, como estamos trabajando en un buen orden, el proceso termina, y [
queda expresado en funcién de los simbolos ¢ y 0.

La construccion anterior sirve solo para iméagenes de la funcion o — w®. { Como extenderlo
a todo I'y?

Corolario 1.3.24. (Forma Normal de Veblen, version completa) Sea oo < I'g. Entonces [ se
puede expresar de manera finita usando solamente los simbolos +, v, y 0.

Demostracion. Sea f < Iy, y digamos que « e w4 - + w*. Si a cada uno de los

sumandos le aplicamos el ‘algoritmo’ anterior, obtenemos lo deseado. O

Observacion 1.3.25. Si en el|Corolario 1.53.24], pedimos que la expresion de «, que mecesa-
riamente es de la forma:

Q= 9051(71) +oot SD,Bk(’Yk)
pedimos las hipdtesis extra:

. 9051(71) > 2 Qoﬁk(’wf)'
» Para cada i tal que 1 < i < k,v; < g, (7).

entonces, usando la unicidad de la Forma Normal de Cantor alternativa (Teorema 1.2.10})
y la de la Forma Normal de Veblen (Teorema 1.5.2()), se puede ver que la escritura es unica.
€o+2 0+2 _—

Ejemplo 1.3.26. ;Cémo escribimos a w en este nuevo formato? Tenemos que w
©o(g0+2). Esto atin no esta en Forma Normal, pero ¢y es, como sabemos, el primer punto fijo
de . Es decir, es igual a ¢1(0) = @, (0)(0). Por lo tanto w2 = ¢q (¢.(0)(0)+20(0)+¢0(0)).

Nota de color 1.3.27. En un paréntesis, volvamos al problema de Skolem. Habiamos dicho que
el conjunto mas chico de funciones f : N — N que contiene a la constante 0, la funcién x, y es
cerrado por suma, multiplicacién, y exponenciacién, esta bien ordenado por la relacién f < g
si y solo si el grafico de f queda eventualmente arriba del de g. Ademas mencionamos que gq
es una cota inferior al ordinal isomorfo a este buen orden.

También se han dado cotas superiores: en|Lev78| se demostréd que el ordinal es como mucho
©2(0), i.e., el primer punto fijo de a + &,. Usando la |Proposicion 1.3.11} podemos reescribir
este ordinal de manera més ‘visual’ como e¢__ .

El dltimo avance digno de mencién es muy reciente: en 2009 como parte de su tesis doc-
toral|Bar09, Pag. 173], Barra resuelve el mismo problema pero para otra clase de funciones
también planteado por Skolem en 1956 (en el que el conjunto contiene al 0, x, y es cerrado por
suma, producto, f — zf y tetracion). Este segundo conjunto de funciones es incomparable con
el primero - notemos que no es cerrado por (f,g) — f9). Barra demuestra que este conjunto
es un buen orden y que el ordinal al que es isomorfo debe ser mayor o igual a ¢3(0).
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1.3.3. Un pequeno comentario sobre la efectividad

Podemos armarnos, como hicimos con gy, un subconjunto V' C N en biyecciéon con I'y.
Definimos recursivamente [.] : I'g — N de la siguiente manera:

- [0] =0.

» Sif v W . 4w definimos [B] = [1,[B1], -, [Ba]]-

= Sif = Paln) definimos [5] := [2,[a], [n]].

Notemos que la [Proposicion 1.3.18 nos permite reducir el problema de comprar dos ordi-
nales de la forma ., (81) ¥ ¢a,(f2) a un problema mas simple, es decir, a la comparacion
de otros dos ordinales 11,72 donde necesariamente, para algin ¢ = 1,2 tendremos que 7; es
estrictamente mds chico que g, (5;).

Gracias a esto, una vez codificados los ordinales con la definicion [.], se puede disefiar un
algoritmo recursivo que compare codificaciones de ordinales. El algoritmo terminard cuando
(como los ordinales forman un buen orden) reduzca el problema a comprarar un ordinal y 0,
que es algo trivial.

Uno podria ver, como con la Forma Normal de Cantor, que la notacién es p.r. es todo
aspecto [Rat17b|. En realidad, la mayoria de las notaciones que aparecen en la literatura son
primitivas recursivas. [CT99, The Realm of Ordinal Analysis, 2.3]

1.3.4. Notas de cierre

Renombremos a la funcién 3 +— I'g (0 lo que es lo mismo, Enumgc(f)) como 19, agre-
gandole un subindice mas a las funciones de Veblen. El {Teorema 1.3.22| dice que ¢1 9 es una
funcién normal.

Luego podemos derivarla sucesivamente para armar una nueva jerarquia de funciones, i.e.

(a)

Va € ON, 14 := ¢ esta bien definida y es normal. Notar que por la [Proposicién 1.3.11
©1,1(0) es el limite de la sucesion FO,FFO,FFFO, .... Con esta nueva jerarquia de funciones
construida, podemos armarnos una notacién mas extensa.

Se puede ver, ademas, que 1 — ¢g,(0) también es una funcion normal y por lo tanto
la nueva notaciéon tendra puntos fijos. Podriamos llamarla ¢1,00 y describir sus puntos fijos
con una nueva funcién ¢; 00, y asi seguir. En [Bael6|, se encuentra una discusién sobre
como extendernos a una funcién de transfinitos parametros a la definicion de una funcién
de transfinitos parametros (pidiendo que la funcion sea distinta de cero solo cuando finitos
pardmetros son finitos de cero)H No estudiaremos estas jerarquias.

La idea de fondo es que a una notacién siempre ‘se le acaba la nafta’ en algtin momento,
y, para seguir subiendo, nos inventamos una nueva notacién , a la cual a su vez ‘se le acaba la
nafta’ en algin otro momento. Mas aun, si simplemente enumeramos puntos fijos de manera
recursiva, en algtin sentido, ‘nos quedamos cortos’. Volveremos a esto en el en el
cual usaremos un mecanismo méas poderoso, mas creativo, para inventarnos notaciones mas
extensas.

13Las notaciones que se pueden armar con estas jerarquias son todas computables. Ver http://www.mtnmath.
com/ord/, una calculadora para jugar con estas notaciones.


http://www.mtnmath.com/ord/
http://www.mtnmath.com/ord/
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Hasta ahora nos preocupamos por solucionar el problema de generar notaciones. ;Pero
para qué queremos notaciones extensas? Mas alla de que es un desafio, ;qué usos les podemos
dar?



Capitulo 2

Interludio sobre Ordinal Analysis

Ningtn par de personas experimenta exactamente las mismas sensaciones.
Incluso en las ciencias mas restringidas, 16gica y matematicas, (...) no hay dos
[personas] que pensaran lo mismo en el caso de las nociones bésicas a partir de
las cuales la logica y las matematicas se construyen.

L. E. J. Brouwer |Att07, Pag. 5]

El capitulo intenta dar un pantallazo de cémo se usan a los ordinales en Teoria de la
Prueba. Es principalmente informal, aunque presentaremos algtin que otro resultado técnico.

2.1. La crisis fundacional

Podemos pararnos en la crisis fundacional de principios del siglo XX. Paradojas como la
de Russel, o el famoso axioma de eleccion, habfan instaurado cierta incertidumbre en algunos
de los mateméticos méas reconocidos de la época. Estos problemas surgian de la Teoria de
Conjuntos desarrollada por Cantor, justamente a partir de su estudio de las series de Fourier,
como comentamos en la[§ 0.I] Weyl, entre otros, creian que estos problemas eran fundacionales
y traian en consecuencia problemas en Anélisis, “el corazon de las matematicas” [Poh09]. Fue
él quién introdujo el término ‘crisis fundacional’.

Hubo intentos de ‘restringir’ las matemaéticas: Weil pretendia hacerlo en cuanto a las
reglas de construccion de conjuntos, y Brouwer (lider de la escuela intuicionista), quitar la
ley del tercero excluido - que entre otras cosas permite demostrar la existencia de objetos sin
construirlos explicitamente. David Hilbert estaba totalmente en contraE] de cualquier accién
que ‘mutilara’ las matematicas existentes, especialmente el paraiso de Teorfa de Conjuntos
que habia construido Cantor. El conocido Programa de Hilbert fue su intento de salvar a las
matemaéticas en su forma existente.

Hilbert pretendia dar una axiomatizacién completa de las mateméticasﬂ y luego probar
que ademés la axiomatizacion era consistente. Las demostraciones clasicas de légica son ob-
jetos finitos. Eso le dio la esperanza a Hilbert de que la demostracion de consistencia, i.e., de

'Luego de unos afios de conflicto, Hilbert logré que se quitara a Brouwer, a quién consideraba una amenaza
para las matemaéticas, de la junta editorial de la Mathematische Annalen, la editorial mas importante de la
época. [Van90| Pag. 101]

2Es decir, que pudiera derivar cualquier verdad. Mas aun, el deseo era que hubiera un algoritmo que pudiera
decidir si un enunciado era verdadero o no.
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que no existia una derivacién de una contradiccién, se pudiera realizar utilizando solamente
métodos finitistas. Pero aqui hay varios conceptos poco claros: jqué significa ‘demostrar’ en
este contexto? ;Qué significa ‘métodos finitistas’? Segtn Hilbert, la demostraciéon de consis-
tencia no tenia que ser hecha usando el formalismo matematico usual - en ese sentido, quizés se
podria decir que Hilbert, sin querer, estaba de acuerdo con Brouwer, quién veia al formalismo
matematico como un juego con simbolos sin sentido [Hall2, Pag. 129]|. Hilbert queria que no
hubiera dudas sobre la consistencia de las matematicas, y que los métodos usados para ello
fueran tales que ‘sin ellos, ni el razonamiento ni la accion cientifica serian posibles’ [Poh09).

Algunos estudiantes suyos (Ackermann, Neumann, Bernays) tuvieron resultados exitosos
sobre subsistemas de la aritmética. Sin embargo, habia una barrera que no podian pasar: el
axioma de induccién completa.

Ya es parte del folklore mateméatico que Godel tir6 por tierra el deseo de Hilbert: su
primer teorema parece que mata el deseo de Hilbert de formalizar todas las matematicas, ya
que prueba que si un sistema axiomético contiene a la aritmética de Peano y es consistente,
entonces hay sentencias que son validas en el modelo, pero que no son demostrables en el
sistema axiomético. El segundo teorema de Godel dice que el sistema axiomético no podra
probar su propia consistencia. En particular, mucho menos utilizando solamente ‘métodos
finitistas’.

2.2. La demostracion de Gentzen de la consistencia de la arit-
mética de Peano

En realidad, estos resultados, aunque reconocidos en su momento, no desesperanzaron
notablemente a la comunidad mateméatica [Poh09|. En 1936, Gentzen demostro la consistencia
de la aritmética de Peano. Claramente, para no contradecir el segundo teorema de Go6del, hay
una trampa. La trampa es que Gentzen probd la consistencia de la aritmética de Peano usando
métodos finitistas y algo extra. Ese algo extra fue induccion transfinita hasta eq.

El trabajo de Gentzen |[Gen72, Articulo 8| fue hecho desde un calculo de secuentes. En éste,
en contraposicion al calculo a la Hilbert, las derivaciones tienen forma de arbol (y no de listas).
La raiz (el endsequent) es lo que queremos probar, y las hojas (los uppermost sequents) deben
ser ‘secuentes basicosP} Los secuentes del arbol se conectan via ciertas reglas de inferencia
prefijadas.

Los secuentes son de la pinta Uy,...,U, — Bi,..., By, donde los U; y los B; son todas
formulas. El secuente se interpreta como “si todos los U; son verdaderos entonces alguno
de los B; lo es”. Por esa razoén, resulta intuitivo entender que tanto agregar una féormula
del lado izquierdo como del lado derecho preserva validez (y nos devuelve una féormula mas
débil). Justamente este proceso se llama thinning y es una de las reglas de inferencia valida
en nuestro célculo de secuentes. Se puede ver que derivar el secuente vacio — es equivalente
a que el sistema sea inconsistente. Una implicacién es inmediata: con un thinning se puede
derivar cualquier secuente a partir de —.

Para ver que un sistema es consistente, podriamos intentar demostrar que no existe una
derivacion del secuente vacio, es decir, que ninguna derivacién tiene a — como endsequent.
Comenzariamos, tal vez, tratando de demostrar esto para derivaciones ‘simples’ (por ejemplo,
con un solo secuente) y luego pasariamos a otras mas ‘complejas’, usando lo demostrado para
todas las derivaciones mas simples, y seguir asi. Esto parece un procedimiento inductivo.

3 Asumamos que son axiomas del sistema formal.
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iSobre qué hacer induccion? Uno podria intentar, por ejemplo, hacer inducciéon en la
cantidad de secuentes que aparecen en una derivaciéon. Sin embargo, el segundo teorema de
Godel tal vez nos haga hacer sospechar que simplemente usando induccién no podremos probar
la consistencia del sistemaﬁ Ademas, quizéas necesitamos un orden mas complejo, que distinga
entre derivaciones con igual cantidad de secuentes.

Esto es lo que hizo Gentzen. El orden que le dio a las derivaciones coincide con gq. Es decir,
cada derivacién valida es asociada con un ordinal debajo de €9 que de alguna manera mide su
complejidad. Esta identificaciéon no dista demasiado de las que se suelen hacer entre N y objetos
mateméticos definidos recursivamente, como la codificacion de listas en el o los
programas de computadora, por ejemplo. La tinica diferencia es que estamos usando ordinales
transfinitos para medir la complejidad de las derivaciones en lugar de nimeros naturales.
Dada una derivacion, se le asigna el ordinal 1 a cada uppermost sequent. Luego se procede
inductivamente sobre el arbol. Cada inferencia esté formada por ciertos upper sequents (tal vez
més de uno) y un solo lower sequent. Asignado un ordinal a cada upper sequent, se le asigna
un ordinal al lower sequent en funcién de la regla de inferencia utilizada y de los ordinales ya
asignados a los upper sequents. La asignacion usa fuertemente la Forma Normal de Cantor.
El proceso termina al calcular el ordinal del endsequent, al que se condiera el ordinal de la
derivacion.

Entender los detalles técnicos de la demostracién de Gentzen cae fuera del alcance de
esta tesis, pero repetimos la idea informal que Gentzen cuenta en |Gen72| Articulo 8. Lo que
demuestra es que si se tiene una derivaciéon del secuente vacio — entonces uno puede armarse
otra derivacion mds simple, es decir, con un ordinal méas pequenio asociado. Aclaramos que no
es que la nueva derivacion tiene menos secuentes; puede incluso tener més. La reduccién puede
venir dada por el tipo de reglas de inferencia utilizadas, o por la complejidad de los secuentes.

., Qué nos hace sospechar que si tenemos una derivacién de — entonces podemos armarnos
una maés simple? Imaginemos que tenemos una derivaciéon de ese tipo. En algtn lugar, aparece
un secuente U de complejidad maximal, donde la complejidad de un secuente, para generar
intuicion, la podemos pensar como la cantidad de conectivos utilizados. Por lo tanto, este pico
de complejidad se alcanzo6 introduciendo un tltimo conectivo en el secuente (lo que se llama
terminal connective) via alguna regla de inferencia. Sin embargo, como estamos derivando
el secuente vacio (que no tiene formulas y mucho menos conectivos) y U es maximal en la
cantidad de conectivos, en algtin otro momento de la derivaciéon se debid eliminar ese conectivo
terminal. Eso nos sugiere que tal vez, en la derivacién de —, esa introduccién y eliminacién
del conectivo terminal estuvo de mds y podriamos extirparla del arbol. En ese sentido, la
derivacion se puede pensar como reducible.

La situacién real es bastante méas compleja y se debe lidiar con las distintas reglas de
inferencia posibles. Sin embargo, la idea es la que planteamos: si uno tuviera una derivaciéon
de —, asocidndola a un ordinal ag, uno puede generar una sucesién estrictamente decreciente
de ordinales «,, asociadas a sucesivas derivaciones mas simples, lo cual es absurdo porque los
ordinales forman un buen orden.

(No entraremos en detalles sobre por qué el orden es £g. No alcanza con decir que la Forma

Normal de Cantor tiene forma de &rbol, y las derivaciones también, para intuir el por qué del
uso de este ordinal.)

4Esto es nada méas que una sospecha y no es para nada un argumento formal. Luego de la[Proposicion 2.3.1

consideramos interesante volver y reflexionar sobre la afirmacion.
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2.3. El ordinal de una teoria axiomatica

2.3.1. ‘Consistency Strength’ (definicion ingenua)

Los métodos utilizados por Gentzen son esecialmente finitos, excepto por la utilizacion de
induccién transfinita hasta €g. PRA, por ‘Primitive Recursive Arithmetic’, es una teoria axio-
maética sin cuantificadores no acotados de los numeros naturales. En [Poh08|, Pohlers muestra
como, desde PRA, junto con induccién transfinita hasta g (aplicado solamente a predicados
primitivos recursivos), se puede demostrar la consistencia de un sistema llamado N7, donde
NT contiene a PRA, pero es equivalente (en un sentido fuerte que no formalizaremos) a la
aritmética de Peano. Uno puede interpretar esto como que basta con creer en el buen orden
de €¢, un ordinal ficil de visualizar gracias a su notaciénEL para creer en la consistencia de la
aritmética de Peano [l

De lo dicho en el péarrafo anterior se puede extraer lo siguiente:

PRA + IT — PR(z9) - Con(NT) (2.1)

donde, aunque no la definamos explicitamente, IT PR(gg) (por ‘Induccion Transfinita Pri-
mitiva Recursiva’) expresa que toda relacion de orden primitiva recursiva sobre N cuya inter-
pretacion en el modelo es isomorfa a un ordinal menor o igual a €9 es un buen orden. Con(NT)
denota que la teoria NT es consistente, y es una férmula perfectamente definible en PRA,
como se afirma en [Poh08§|(detalles escondidos en [SS92]).

Resulta tentador cambiar NT por cualquier teoriaﬂ T que extienda a PRA y definir el
ordinal de la teoria, |T|con, como el minimo « tal que:

PRA 4+ ITPR(a) F Con(T) (2.2)

Sin embargo, esta es una definicién ingenua. El siguiente contraejemplo, debido a Kreisel,
ilustra por qué:

Proposicion 2.3.1 (|Kre67|). Si una teoria T es consistente, entonces |T|con < w.

Es decir, para demostrar la consistencia de T" desde PRA uno solamente necesita saber
que cierto orden de longitud (isomorfo a) w es un buen orden.

Idea de la demostracion de la|Proposicion 2.3.1 El orden que nos construiremos captura na-
tural y progresivamente la consistencia de T'.

En primer lugar dejamos notado que en estas condiciones uno puede codificar férmulas
y demostraciones usando naturales - se trata de la famosa numeracion de Gédel. Mas aun,
existe el predicado Prfp(i,v) en PRA, que se interpreta como “i codifica una prueba en T' de
la férmula codificada por v”.

Recordemos que una de las definiciones equivalentes de la consistencia de una teoria es
que no se pueda demostrar una férmula contradictoria ¢, que podemos fijar. Digamos que el
ntmero que codifica a ¢ es vg.

Definamos el orden artificial <7, que tendra longitud w. Dados z,y € N, expresaremos
como se comparan separando en dos casos, donde <y denota al orden usual en N:

SRecordemos que en la |[Observacion 1.2.11| vimos que se corresponde con un buen orden ‘natural’ sobre
arboles.

5Esta aceptado que los razonamientos hechos en PRA son ‘finitistas’. [Fef93, Pag 8]

en el lenguaje de la aritmética
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z < si #i <y z, Prip(i,v
v <ry o Ny sifi <y z, T.( ) Vg)
T >N Y en caso contrario

Lo que este orden hace es usar el primer argumento para averiguar la existencia de de-
mostraciones de ¢. Si para todo ¢, con ¢ < x, no hay una demostracién de ¢ via la féormula
codificada por el ntumero 7, entonces x se compara con ¥y via el orden usual sobre N. Si, en
cambio, hay una demostraciéon de ese estilo, entonces para todo y invertimos el orden usual
entre z e y. Considerando la sucesion y =z + 1,z + 2, ..., de esta manera podriamos generar
una cadena infinita © =7 x +1 =7 . + 2 =7 ---, con lo cual <7 no serfa un buen orden.
Intuitivamente, <7 es un buen orden si y solo si 1" es consistente.

Formalmente, definamos el predicado F(x) := (Vi < z)=Prfr(i,vs).

Se puede ver que:

PRAF (Y <7 y)F(z) = F(y) (2.3)

La idea es la siguiente: si asumimos (Vi <7 z)F(x) y también —F(y) para algin y, entonces
tenemos que (3i < y)[Prfr(i,vg)] y por lo tanto y +1 <7 y. Esto, junto con la premisa de
, nos permite obtener F'(y + 1). Pero F(y + 1) implica, en particular, F(y), lo cual es un
absurdo.

Por lo tanto asumir que <7 es un buen orden nos permite obtener V z, F'(x) y que la teoria
es consistente. Se puede ver que <7 es definible de manera primitiva reursiva. Luego tenemos:

PRA + ITPR(=r) F Con(T)

Sin embargo, como habiamos partido de la asuncién de que T era una teorfa consistente,
el orden <7 es efectivamente <y - es decir, isomorfo a w. O

El hecho de definir |T'|¢oy, usando ordinales, que son objetos abstractos, y no representa-
ciones sintécticas de ellos, nos permite codificar informacién oculta en la definicién de <7, sin
afectar la longitud del orden. En efecto, como el cdmputo de esa longitud la hacemos desde
‘fuera’ de la teoria T, i.e., desde el modelo, donde sabemos que la teoria es consistente, esa
informacién oculta se desvanece [l

Para evitar estos problemas, nos gustaria restringirnos a representaciones canoénicas de los
ordinales. Es decir, querriamos definir como |T'|¢o, al minimo ordinal « tal que la asuncion de
que cierta relacion de orden en algun sentido natural sobre N es un buen orden (e isomorfa a
«) es suficiente para probar la consistencia de T'. Por ejemplo, a partir de las Formas Normales
que ya vimos, nos construimos predicados primitivos recursivos sobre N que codificaban las
notaciones. Estas pueden ser vistas como naturales, y asi podemos evitamos contraejemplos
artificiales. Se puede ver que, aplicando restricciones de este estilo a |T'|con, este ordinal
encapsula informacion no trivial sobre la teoria T [CT99, Pag. 221]. En general, las notaciones
de ordinales en la literatura se corresponden con la definicion de un predicado primitivo
recursivo sobre los naturales |[CT99, Pag. 223|. Sin embargo, ;jcomo elegir? A partir de la
Forma Normal de Veblen no queda claro qué notacién tomar como natural. Mas aun, ni
siquiera se sabe qué definicion elegir para ‘notacion canénica’ [Poh08, Pag. 128] [CT99, The

8Notemos que aunque <7 tiene longitud w, no se puede demostrar que es un buen orden dentro de T, pues
contradiria el segundo teorema de incompletitud de Gdédel.
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Realm of Ordinal Analysis, 2.4]ﬂ De todas maneras, mencionamos que abundan las definiciones
de notacion de ordinales en la literatura. Suelen ser ad hoc al area y pedir algin grado de
efectividad. En Hyperarithmetical theory |[RR67, Pag. 205], por ejemplo, se pide que para
ordinales limite A la notacion se corresponda con la codificacién de un programa P - a los
programas se los pueden codificar con nameros - tal que P(n) es una notaciéon para una
sucesion creciente de ordinales A, cuyo limite es A\. En general la correspondencia se da entre
ordinales y palabras de un alfabeto finito, o directamente con ntimeros naturales. Una lista
concreta - aunque tal vez desactualizada - de notaciones de ordinales ‘naturales’ puede hallarse
en [CT99, Rathjen 2.4].

2.3.2. ‘Computational Power’ (definicién moderna)

Gentzen, en su momento, prob6 - sin usar el segundo teorema de incompletitud de Godel
- que todo orden primitivo recursivo tal que NT' prueba que es un buen orden debe tener
longitud menor que g9. También se puede ver que V¢ < g, hay una relaciéon de orden definible
en el lenguaje tal que desde NT se puede demostrar que es un buen orden. En algiin sentido,
€o mide el ‘poder computacional’ de NT.

Motivados por esto, y de manera muy vaga, mencionaremos que la definicién modernalT_U]
del ordinal de una teoria T (en inglés ‘proof theoretic ordinal’) es el supremo de los ordinales
« tal que existe una relacion de orden definible en 1" de manera primitiva recursiva, cuya
interpretacion en el modelo es isomorfa a « y tal que T prueba que la relaciéon es un buen
orden. Los detalles se encuentran en [Poh08, Sec. 6.7]. Una excelente - y extensa - resena sobre
el tema se puede leer en |[CT99, The Realm of Ordinal Analysis].

De todas maneras, extensiones del teorema de consistencia de Gentzen a otras teorias
axiomaticas aparecen en la literatura |[Fef93, Pag. 4| E-I Algunos resultados que conectan esta
definicion con nuestro primer intento, i.e., |T'|con, junto con sus respectivas referencias, se
encuentran resumidos en |Caill].

2.4. Un método sistematico de definir notaciones de ordinales
hasta w;: algo imposible
2.4.1. La relaciéon entre notaciones y secuencias fundamentales

Como dice Dante Alighieri en Inferno, “Lasciate ogni speranza, voi ch’entrate”.

Tal vez la imposibilidad de definir notaciones de ordinales para segmentos progresivamente
mas largos de ON de manera sistemdtica pueda verse a través de las secuencias fundamentales.

Definicion 2.4.1.

s Dado o« € LIM, llamamos secuencia fundamental para « a una sucesion estrictamente
creciente de ordinales (ap)nen € tal que ay, — a.

9Wolfram Pohlers y Andreas Weiermann trabajaron durante un largo tiempo en esto, y ninguna definicion
de ‘notacion de ordinales’ que definian era adecuada - siempre algin ejemplo deseado quedaba afuera o algin
contraejemplo patolégico quedaba adentro. |Pohl8§]|

10Fn realidad hay muchas variantes.

1Sin embargo, al usar ordinales més complejos para probar la consistencia de una teoria, la cuestion de la
‘fe’ en su buen orden y la relaciéon con el Programa de Hilbert ya no queda tan clara.
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» Llamemos Suc(a) al conjunto de sucesiones de ordinales contenidas en «. Entonces,
dado « € LIM, decimos que F : LIM N a — Suc(a) es una familia de secuencias
fundamentales para « si V3 tal que 8 < «, 8 € LIM, tenemos que F(f) es una sucesion
fundamental para o.

Més aun, podemos hablar de secuencias fundamentales, no para ordinales, sino para codi-
ficaciones de ordinales. Podemos imaginarnos que si tenemos una notaciéon efectiva para todo
ordinal debajo de @ < wq, entonces existira un buen orden <, sobre N tal que (o, €) = (N, <),
y el isomorfismo f podré ser definido explicitamente, como por ejemplo sucedié con las formas
normales de Cantor y Veblen. Motivados por esto, definimos lo siguiente:

Definiciéon 2.4.2. Sean <, un buen orden para N y f : (a,€) — (N, <) un isomorfismo.
Entonces:

» Dado f € LIM N «, llamamos secuencia fundamental para la notacion f(8) a una
sucesion (f(Bn))nen C N estrictamente creciente cuyo limite es f(5).

» « no tiene una codificacion en N, pero de todas maneras podemos considerar (f(om))neN
una sucesion no <q-acotada en N y llamarla secuencia fundamental de escape.

» Llamemos Suc(N) al conjunto de sucesiones de niumeros naturales. Entonces decimos
que F : N — Suc(N) es una familia de secuencias fundamentales de notaciones para o
siV n €N tal que f~1(n) € LIM, vale que F(n) es una secuencia fundamental para la
notacion n.

Notar que a partir de una biyeccion f : o — (N, <,,) hay un mapeo entre familias de secuen-
cias fundamentales para o (denotadas F') y familias de secuencias fundamentales de notaciones

para o (denotadas ﬁ’) En efecto, sea fgyce : Seq(a) — Seq(N) dada por (fSucc((Bn)neN))k =

f(Bk). Entonces dada F como antes podemos definirnos F(n) := fguec 0 F(f~1(n)), y dada F
podemos definirnos F(B) := fg... o F(f(B)). Si llamamos LIMN := f(LIM N «), Tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

LIM N o —2— Seq(a)

fl lfSucc

LIMN —£ 5 Seq(N)

Diremos que F 'y F estan asociadas.

Lo mismo vale para una secuencia fundamental en particular. si (3,)nen €s una secuencia
fundamental para 3, 5 < «, ésta se corresponde con (b, )nen definida por b, := f(5,). También
diremos en ese caso que estdn asociadas.

Ejemplo 2.4.3. La Forma Normal de Cantor nos permite construir secuencias fundamentales
para todo ordinal debajo de gg. Definimos recursivamente:

s Vo >0, (f(wa+1)) = w* - n.

n

s Si A es un ordinal limite, (]—"(w’\))n = FM))n

s Sia = w4 4w, conk > 2, entonces (F(a)), i=w 4wt (F(w)) .
FNC’
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Por ejemplo, (F (w“ww Fw” ))n = W +w*" . Es facil ver la buena definicion de F. Ademas
uno puede extender F a g inclusive, definiendo (F(gg))o := 0, (F(e0))ns1 1= w0,
El siguiente teorema intenta mostrar que el problema de construir notaciones de ordinales

para todo ordinal debajo de cierto a es practicamente equivalente al de construir una familia
de secuencias fundamentales para «:

Teorema 2.4.4. [ Sea o € LIM N w.

1. Sea <4 un buen orden sobre N tal que o = (N, <). Entonces se puede definir una familia
F de secuencias fundamentales para o y una secuencia fundamental (o, )nen para o tal
que st < es computable entonces .7:“, la familia asociada a F, es computable (vista como
funcion de dos variables), y an la secuencia fundamental asociada a o, (vista como
funcion de n) también lo es.

2. Reciprocamente, si tenemos una familia F de secuencias fundamentales para & y (0t )neN
una secuencia fundamental para o entonces podemos definir un buen orden <, sobre N
tal que (N, <4) = a.

Demostracion.
Notemos que hay 3 relaciones de orden involucradas en este teorema:

» (N, <q).

» (@, <), donde < coincide con €

= El orden usual sobre N, al que llamaremos <y para no confundir.
Aclarado esto, pasemos a la demostracion:

1. Sea <, como en el enunciado. Llamemos f al (tnico) isomorfismo entre (N, <,) y (o, <).
Sea 3 € a N LIM. Definimos F(f) recursivamente: supongamos ya definidos (F(8) -
para todo m < n. Entonces:

(F(8), = f(rgl;p {NeN:f(N) < Byvm<un, f(N)> <f(ﬁ>)m}>

como describe la [Figura 2.1]

Por induccion en el orden usual de N es inmediato chequear que F () es <-estrictamente
creciente. Veamos que ademés Vn € N, si f(n) < [ entonces (]:(B))n > f(n). Esto
se puede ver por inducciéon global en n (en el orden usual <y). Si n = 0 es trivial.
Supongamos que n > 0y que f(n) < 8 (si no, es trivial). Notemos que:

I ((FB),) €tk <un: f(k) < B}

asi que este conjunto es no vacio. Sea ny := max{k <y n : f(k) < B}. Por H.L,
(.7-"(5))”0 > f(no). Luego, como F(f3) es una sucesion <-creciente, (F(3)) > (F(5))
f(ng). Separemos en casos:

no —

12F] teorema fue reconstruido a partir del Teorema 23 de [For10]. Esta version tenfa un error en la de-
mostracion: Bo,n, (y los otros ordinales que correspondan) puede no tener “un ultimo ordinal debajo de él”;
considerar por ejemplo w®. Por otro lado, la versién de Forster tampoco incluia la parte de efectividad, que es
un desarrollo propio.
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Figura 2.1: Posible grafico de la funcién
fundamental 3[n] := F(B) para un f fijo.

= Si f(n) < (F(B)),_,, entonces como (F(3)), | < (F(B)),, tenemos que f(n) <
(

» Si f(n) > (‘F(ﬁ))nfl’ entonces f(n) > f(ng) y por lo tanto, por definicion,
(F(8)),, = f(n).
Notemos que (F(B)), = méx{M < n+1: f(M) < 5} I% f(n). Pero F(B) es estric-

tamente creciente, asi que (f(ﬁ))n+1 > (F(8)), = f(n). Por lo tanto (‘F(ﬁ))nﬂ >
f(n+1).

Por lo tanto tenemos lo deseado. Esto nos sirve para ver que la sucesion efectivamente
converge a (3. Basta ver que Vy < 3, Ing tal que (.7:(6))”0 > ~. Tomando ng = f~1(v),
obtenemos que (.7-" (ﬁ)) .2 f(no) =, asi que la sucesion efectivamente converge a (3 y

como es creciente, entonces es una secuencia fundamental para (.

La secuencia fundamental para « se define andlogamente a cualquier otra, con la salvedad

de que la clausula f(NN) < a queda superflua. Es decir, o, := f (ml’n<N {N eN:Vm <

n, f(N) > (F (5))m} . De manera analoga a lo hecho hasta ahora se puede ver que

(an)nen es una secuencia fundamental para o.

La familia de secuencias fundamentales para notaciones F asociada puede definirse como
(F®)n = mine, {N € N: N <4 byVm <y n,N > (F()),,}. Bl hecho de que
(F(b)n = g5 1((.7: (ga(b)))n> se puede ver por <y-induccién en n. Anélogamente, se
puede ver que ay, := mine {N € N:¥m <yn,N > (ﬁ(b))m}

Es claro que si <, es un orden computable sobre N entonces Fes computable y a,, tam-
bién, porque estan definidas utilizando solamente funciones computables. Esto concluye
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el primer item de la demostracion.

. Sean F y (ap)nen una familia de secuencias fundamentales para o y una secuencia

fundamental para « respectivamente. Queremos encontrar un buen orden <, sobre N
tal que (N, <,) = a. Lo que haremos sera codificar a cada ordinal 5 < « con una tira
finita de niimeros naturales. Esta tira de nlimeros se mapearé con un camino descendente
hasta a.

La codificacion la haremos a través de una funcion C : o — w*. Componiendo con
una funcion v : w¥ — N (por ejemplo, la codificacion de ordinales en la Forma Normal
de Cantor), podemos llamar A al conjunto v o C({f : 8 € a}) que obtendremos. El
conjunto A es infinito, asi que puede enumerarse de manera recursiva con la siguiente
funcion h : N — A:

min A
N

hin+1) := ml\l;n{a € A:a>yh(n)}

h(0) :

Luego podremos definirnos la biyecciéon h™' o v o C' : @ — N. Llamémosla H. El buen
orden < sobre N puede definirse a partir de la biyeccién de la siguiente manera: n; <,
Ny < H_l(nl) < H_l(ng).

Construyamos a la funcién C. Por comodidad, renombremos o como «g y a la sucesiéon
(n)nen como (e pn)neN. Se podria definir a la funcion C' de manera recursiva (definiendo
primero otra funcién auxiliar), pero es mas facil describir qué hace C. Al evaluarla en 3,
la funcién computa el minimo n tal que g, tal que g, > B. Llamemos a ese subindice
ng. Si g ,p, — B = ko < w entonces la funcion devuelve la tira (ng, ko). (Notemos que para
que pase esto en particular o, no puede ser un ordinal limite salvo que 8 = agn,.)
Si, en cambio, ag pn, — f > w, entonces ng seré el primer elemento de la tira y definimos
ap:=min{¢ e LIMNa: B <& < apn}, que existe pues agpn, — > w.

Iteramos el proceso. Definidos o g, - -+, Qs—1mg_15 Q15+, s, 81 g1, — B > w, defi-
nimos o p, = min{(]:(ozsfl))n : (‘7:(04571))” > (}. Si ks i= agp, — B < w, devolvemos
(no, ..., ns, ks). De lo contrario, definimos as41 := min{ € LIMNa : f <& < agp, }-
O ap,0 «0,1 @2 @0,ng—1 B alk_’(%l,no o
> w
O @1,0 @1,1 1,2 A1,nq—1 ﬁ alQ\_)al’nl (o7}

Como la sucesiéon ag, aq, ... es estrictamente decreciente, el proceso debe terminar. Es
decir, existe sop € N tal que kg, 1= gy, —F < wy porlotanto C(B) = (no, ..., ngy, ks,)-

’IlSO



2.4. UN METODO SISTEMATICO...ALGO IMPOSIBLE 71

Es decir, C esta bien definida. Ademas, es inyectiva, ya que cada camino identifica uni-
vocamente a un ordinalE Esto finaliza la demostracion, pues construida C' ya argumen-
tamos como definir <. O

Pregunta 2.4.5. ;Se puede mejorar la demostracion y dar una correspondencia biunivoca
constructiva entre los siguientes dos conjuntos?

» {<n:<qa es un buen orden sobre N}

s {(F, (an)nen) : F es una familia de secuencias fundamentales para o
Y (an)nen €s una secuencia fundamental para o}

En particular, al construir secuencias fundamentales, ;siempre se pierde informacion sobre
el orden subyacente?

Lo interesante del segundo item de este teorema no es la existencia de <, sino el he-
cho de que la demostracion es constructiva. (Notar que en el primer item la efectividad se
mantiene.) Para cada ordinal numerable a siempre existe un buen orden <, sobre N tal que
(o, €) 2 (N, <,) - simplemente se debe usar una biyecciéon cualquiera entre « y N para de-
finir el orden. El desafio es definir estos 6rdenes - o secuencias fundamentales - de manera
sistemdtica@ Como repetimos varias veces, no se puede asignar una notacién para todos los
ordinales numerables. La pregunta es la siguiente:

Pregunta 2.4.6. ;Se puede construir un mecanismo sistemdtico tal que, dado o < wq, el
mecanismo construya un sistema notacional para {8 : f < a}?
2.4.2. Una justificaciéon de la imposibilidad del método sistematico

Teorema 2.4.7. Eziste una familia de secuencias fundamentales para w.

Demostracion. Todo ordinal limite o < w; admite una secuencia fundamental - por ejemplo,

fijando una biyeccion con N y luego utilizando el [Teorema 2.4.4] Por lo tanto el conjunto

Sa = {F : F es una familia de secuencias fundamentales para a} es no vacio. Consideremos

al conjunto § := |J Fa- Sea € : wi — |J o una funcion de eleccion, i.e., tal que Va <
a<wi a<wi
w1, E(a) € Fa. Luego € es una familia de secuencias fundamentales para w;. O

La demostraciéon es altamente no constructiva ya que usa el axioma de eleccion. Resulta
que no podemos deshacernos de él. El siguiente teorema intenta sugerir que la respuesta a la

es negativa:

Teorema 2.4.8. (Parcialmente basado en [For10]) No se puede definir una familia de secuen-
ctas fundamentales para wy en ZF.

Demostracion. Supongamos que existe una familia de secuencias fundamentales F para w;
definible en ZF. Construiremos recursivamente una familia de buenos 6rdenes <, para cada
w < a < wy y afirmamos que la construccién puede ser formalizada en ZF.

3Notemos que puede perfectamente no ser una codificacién sobreyectiva. Por ejemplo, (2,1) puede no ser
un camino ‘bien formado’ si ag,2 es un ordinal limite.

1Un ejemplo concreto de uso de secuencias fundamentales para la construccién de una notacion de ordinales
es lo que en inglés se conoce como Kleene’s O |[Kle38|. Otro ejemplo ya lo mencionamos en la secciéon anterior:
|[RR67, Pag. 205].
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Definamos G : w1 \w — <, donde < := {<: < es un buen orden de N}. Primero notemos
que podemos definirnos una funciéon H : LIM Nw; — < que a partir de un ordinal limite «
sigue la idea de la construccion del usando la restriccion de F a « para devolver
un buen orden <, sobre N.

» Si a es un ordinal limite, G(a) := H(«)

» Si « es un sucesor, entonces o :=sup{f : 3 € LIM y 8 < a} es el primer ordinal limite
debajo de a, i.e., 3k € N tal que a = o’ + k. Es facil adaptar el buen orden obtenido
previamente para o’ para construirse uno de longitud «: simplemente debemos ‘colocar
los primeros k elementos al final’. Mas concretamente, definimos el orden de la siguiente
manera: sea <o:= G(a/) y sea A :={04,...,(k — 1)y} €l conjunto de los primeros k
elementos de N ordenado segtiin <. Entonces, dados a # b € N, definimos a <, b si y
solo si vale alguna de las siguientes:

e a<ybA(a, b AVa,be A).
e adZ Abe A

Es facil ver que (N, <4) = (o, €). Definimos G(a) :=~q.

Nuestro objetivo es llegar a un absurdo. Fijemos una biyecciéon o entre N y N x N. Puede
ser, por ejemplo, la usada para codificar pares de naturales [DSW94|. Llamemos 71,72 a las
proyecciones a cada coordenada. Dado un buen orden <, sobre N, podemos definirnos el
siguiente ntimero real r,: su parte entera es 0; el i-ésimo digito decimal de r, es 1 si y solo si
m1(0(i)) <o m2(o(7)). Asi, el nimero real codifica al buen orden <,.

Esta construccion (que puede ser formalizada en ZF) nos da una inyeccion entre wy \w y R.
Recordemos que wy es el primer ordinal no numerable y, como tal, tiene cardinal 8; (y por lo
tanto w; \ w también), mientras que R tiene cardinal 2%°. Esta inyeccién, entonces, demuestra
que R; < 2% que es una proposiciénﬁ independiente de ZF [Sol03]. O

15No confundir con la hipotesis del continuo. ®; > 280 es independiente de ZF C.



Capitulo 3

Notaciones: de arriba hacia abajo

Un conjunto de un abismo.

Georg Cantor

Hasta ahora presentamos la Forma Normal de Cantor y la Forma Normal de Veblen, y
mencionamos que existe una extension de Veblen que agrega finitas e incluso transfinitas
variables. Todas estas ideas tienen en comun que las funciones usadas construyen ordinales
‘desde abajo’, i.e., no asumen la existencia de ordinales que los contengan (por ejemplo, no
numerables) en su definicion. A esto se lo suele llamar predicatividad.

3.1. El método impredicativo

La notacion que armaremos en este capitulo, debida a Bachmann |[Bac50], usa un método
distinto. En cierto sentido, es necesario usar un método distinto.
Recapitulemos lo que tenemos hasta ahora:

s La funcién a — w® nos permitié construir la Forma Normal de Cantor, dandoles una
., . . .. ., w
notacién a todos los ordinales debajo de g¢, que es el limite de la sucesion w, w*”, w® ...

s La funcion a +— w® tiene un club de puntos fijos, asi que los enumeramos con la funcién
¢o(a). Sin embargo, esta funcién también tiene puntos fijos. De manera inductiva nos
definimos ¢¢ para cada § € ON, donde cada funcién enumera los puntos fijos comunes
de las funciones anteriores. Estas funciones nos permitieron construir la Forma Normal
de Veblen y darles una notacién a cada ordinal debajo de I'g. I'g es el primer punto fijo
de la funcion a — ¢4(0).

» La funcién a — ¢4 (0) también tiene un club de puntos fijos. A ese club lo llamamos SC.

El ordinal I'g marca de una manera muy concreta el fin de la predicatividad. Por un lado,
se puede dar una caracterizaci()rﬂ del método predicativo por medio de un sistema formal, y
I'g resulta ser su proof-theoretic-ordinal, i.e., el supremo de los ordinales que se pueden probar
que estan bien ordenados en él [S+05, Pag. 606]. Por otro lado, aunque uno puede repetir el
truco usado en de ir agregando funciones o parametros de funcién recursivamente para

Lcontroversial, y no aceptada universalmente

73
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enumerar puntos fijos de las notaciones anteriores, a estas construcciones siempre ‘se les acaba
la nafta’ y nunca alcanzan para nombrar el proof-theoretic-ordinal de ciertas teorias que usan
axiomas que podrian merecer el nombre de ‘impredicativas’ [Poh08, Cap. 9].

El método de Bachmann usa ordinales més grandes para nombrar ordinales mas chicos.
Como mencionamos en[§ 2.3.2] hay muchas variantes de este nuevo método, y es dificil construir
traducciones entre ellasE|. Nosotros presentaremos un ejemplo simple, siguiendo parcialmente
las ideas de [Rat17b]. (No hablaremos del método original, que es descrito aqui |[Rat06, Pag.
11]. Daremos la versiéon moderna.)

3.2. La ordinal collapsing function

Definicion 3.2.1. Sea Q) := wy. El renombre es para indicar que no es obligatorio usar a wy
- podriamos usar cualquier otro ordinal mds grande que sea el primero con un cardinal nuevo,
por ejemplo. Definimos recursivamente en o a los conjuntos B(a) y a la Ordinal Collapsing
Function ¢ («):

Ba) := la clausura del conjunto {0,} bajo:
G ee(n), (€ (€))eca

Una notacion alternativa para la funcion (§ — ¥(§))e<a podria ser 1|,. Es decir, la
funcion i restringida al subdominio [0, ) de ON.

Es decir, el conjunto mds chico cerrado por esas operaciones. Notar que resulta natural
pedir que &, el argumento de 1, sea menor que o porque ¥ y B estdn siendo definidas con una
recursion simultanea en a.

Y(a) :=min{p <Q:p ¢ B(a)}

Podemos pensar que para cada a, B(a) contiene a los ordinales que se pueden escribir
combinando las operaciones dichas en su definicion. Esto se debe a que otra manera de escribir

a B(a) es como |J B™(«), donde:

» BY%a) :={0,0}.

= B a) == B™a) U{{+n: &n € BMa)} Ufpe(n) : &m € B (@)} U{¥(g) : € €
B"(a) NE < a}.

Lo que hace () es capturar al primer ordinal que no puede ser descrito de esa manera -
que no es cubierto por la notacion.

] ]
| |

|
I
0 P(a) O

Figura 3.1: Una representacion gréﬁcaﬁie B(«) (rojo) y de ().

Debemos chequear la buena definiciéon de 1, i.e., que siempre es el minimo de un conjunto
no vacio:

2Esto vale en general: comparar distintas notaciones de ordinales suele ser muy desafiante.|[Rat17a]

3 Justificada mas adelante por el [Teorema 3.3.7]
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Lema 3.2.2. Sea oo € ON. Entonces:
1. B(«) es numerable.
2. YP(«a) estd bien definida y ademds ¢ (a) < §Q.

Demostracion.
Sea v € ON.

1. Para cada n € N, llamemos k,, a la cantidad de elementos de B™(«) (n puede ser un
nimero natural 6 oo, en principio). Demostremos, usando la definicion alternativa de
B(a) y por induccién en n, que ko = 2, kpy1 < 2(kn + k2).

» BY%«) = {0,Q}, luego ko = 2.

» Sea n+ 1 > 0. Notemos que B"*!(a) esta definido como B"(a) unido a la ima-
gen de ciertas operaciones aplicadas a elementos de B"(«). Tenemos dos opera-
ciones binarias ¢,+ y una operacion unaria 1)|,. Acotemos la cantidad de ele-
mentos de B""1(a). En el peor caso, las tres operaciones son inyectivas, tienen
iméagenes disjuntas, y el dominio de 9|, es todo B"(«), con lo cual tenemos que
kni1 < kn o+ k2 4+ k3 + ko =2(kn +E2).

~ ~~ =~ =~

por B*(a) por ¢ por+ por 1|,

En particular, para cada Va € ON, B(«) es finito o numerable al ser uniéon numerable de
conjuntos finitos. Por otro lado, es infinito porque 0 € B%(a),Q" =1 € Bl(a),1+1 €
B?(a),... y en general Vn € w,n € B"(a). Luego w C B"(a), y por lo tanto el conjunto
es numerable.

2. Como B(a) es numerable por el item anterior, B(a) € €2, ya que € es no numerable. Es
decir, el conjunto {p < Q: p ¢ B(a)} es no vacio, y por lo tanto tiene minimo, que por
supuesto es menor que ). O

Ejemplo 3.2.3. Calculemos 1(0):

Notemos que en B(0) no se puede utilizar a la funciéon 1) porque no existe un ordinal menor
que 0. Ademés, vimos en que todo ordinal debajo de T'y se puede escribir de manera
finita usando los simbolos +, 0 y las funciones ¢ de Veblen. Esto dice que I'g C B(0). Por otro
lado, Iy mo puede ser escrito de esta manera. Luego I'g & B(0). Por lo tanto, 1(0) = I'y.

Estudiemos algunas propiedades de B y 1):

Lema 3.2.4.
1. Tanto B como ) son no decrecientes: si « < § entonces B(a)) C B(9) y ¢¥(a) < 9(9).
2. Mds aun, si o € B(0) N o entonces P(a) < (9).

3. El mecanismo puede a veces dormitar: si aw < § y [, 0)NB(«) = () entonces B(a) = B(4)
y por lo tanto () = (9).

4. Si X\ es un ordinal limite entonces |J B(§) = B(\).
23

Demostracion.
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1. Es inmediato de la definicién y se puede ver por induccién en 4.

2. Si @ € B(d) N ¢ entonces por definicion de B(4), tenemos que ¥ (a) € B(d) y por lo
tanto ¥ (a) # ¥(0), ya que ¥(d) por definiciéon no pertenece a B(J). Entonces, por el
item anterior concluimos que ¥ («) < 9(4).

3. Por el primer item, basta ver una sola contencion, i.e., que B(§) C B(«a). Veamos por
inducciéon en n que V n € N, B"(§) C B"(a). Si n = 0, esto es obvio. Veamos el caso
inductivo. Supongamos que B"(§) C B"(a). Recordemos que, por definicion, B"1(§) =
B(@)U{S+n:&n e B (0)U{pe(n) : &n e B"(0)} U{y(§) : £ € B"(0) A& < b}

Veamos que cada conjunto estd contenido en B™(«):
» B"(0) C B"(«v).
H.I

» Sean &, 1 € B™(5). Por H.I., £, € B"(a). Por definicién de B""!(a), tenemos que
¢ +n € B"(a). Esto prueba que {¢£ +n: &,n € B*(8)} C B" ' (a).

» Analogamente, se ve que {¢¢(n) : £,n € B"(§)} C B (a).

» Si & € B™"(§) N4, entonces, por H.I, £ € B"(a) N . Ahora bien, por hipotesis del
enunciado, [, 0) N B(a) = (. Como £ < §, necesariamente £ < «. Es decir, tenemos
que ¢ € B"(a)Na. Luego, por definicion de B"*!(a), tenemos que ¢(¢) € B! (a).
Esto dice que {1(§) : £ € B*(§) A& < 6} C B (a).

Por lo tanto B"*1(§) € B"*(a).

4. Por el primer item tenemos que |J B(§) C B(\). Para probar la otra inclusion basta ver
E<A
que |J B(&) es cerrado por las operaciones que definen a B()). Es inmediato chequear
E<A
esto para + y . La tnica que plantea alguna dificultad es la operacion unaria |,:

supongamos que d € |J B(&) tal que 6 < A. Queremos ver que entonces ¥ (9) € |J B(&).
<A E<A
Como § € |J B(§), existe { < A tal que 6 € B(&). Por otro lado, como 0 < A, que es
E<A
un ordinal limite, A < A+ 1 < &;. Pero entonces tomando £* = max{&y, A + 1} tenemos,

por definicion de B(£*), que ©(6) € B(&*) C |J B(£), que era lo que queriamos ver.
E<A

Esto finaliza la demostracion. O

3.3. Relaciones con la Forma Normal de Veblen

3.3.1. Lemas previos

Lema 3.3.1. Sea a € ON. Entonces 3 v € ON tal que o = w” si y solo si para cada par £, 1,
si€,m < a, entonces £+ n < a.

Es decir, los ordinales de la forma w” son inalcanzables desde abajo por sumas. La demos-
tracion de este hecho se basa en la Forma Normal de Cantor:

Demostracion.

=) Supongamos que o = w? para algiun v € ON, pero existen £, < « tales que {+n > a.
Queremos llegar a un absurdo. Primero veamos que, aunque no valga la igualdad, podemos
producir otros dos ordinales menores que « tal que si vale la igualdad.
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Si & + 1 > «a entonces, como ¢ < a, podemos restar £ a a y considerar el ordinal o — &.
Tenemos que € + (o — &) = a.

Afirmamos que a — €& < 1y que por lo tanto o — €& < «. Supongamos lo contrario. Entonces
a=&¢+(a—&) > &+ n > a,lo cual es un absurdo. Por lo tanto &, (o — §) < a y ademas
{+(a—¢)=a

Entonces, cambiando 7 por e — & de ser necesario, podemos suponer que &£ + 1 = a.

Digamos que § NC w* + -+ W,y que i w?l + -+ -+ w™ . Entonces tenemos que

=W w4 w4+ W Esta expresion, escribiéndola en FNC’, debe ser igual

a w? por hipoétesis.

Supongamos que 31 < i < k tal que a; > o). Entonces w® +- - 4w 4w 4 - W <

WO 4 @0 4 T —i—wo‘;c’, donde i := max{l < i < k : o > o] }. Pero esto es
absurdo, ya que contradice la unicidad de la Forma Normal de Cantor.
Luego o = W e W = WO Luego n = w®. En particular, n = «, lo cual
FNC’ FNC’

también es un absurdo.
<) Supongamos que #y € ON tal que w” = a. Entonces, si a i W 4 W,

necesariamente k > 2. Tomando £ = w®*',n = w*? + --- + W obtenemos lo deseado. O

De la demostracion anterior se extrae el siguiente corolario, que cambia un menor por un
distinto:

Corolario 3.3.2. Sea ao € ON. Entonces 3 v € ON tal que o = w" si y solo st para cada par
&m, si€,n < «, entonces £+ 1 # a.

Notemos también lo siguiente:
Corolario 3.3.3. SC es cerrado por sumas.
Demostracion. Sea a € SC. Luego ¢,(0) = «a. Si llamamos f a la funcién v — w?, tenemos
que a = f(@ (0). Luego, por el |Lema 1.3.15) a € Im f. La conclusién se obtiene al aplicar el
Lema 3.3.11 O

Corolario 3.3.4. Ya € 3y € ON tal que ¥(«a) = w?. Es decir, si f es la funcion v — w7,
entonces Im ¢ C Im f.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces, por el [Corolario 3.3.2] Ja € ON y &,
con &,n < ¥(a) tal que £ +n = ¢¥(a). Como &,n < ¥(«a), por definicion (minimalidad) de
¥ (a) tenemos que &,nm € B(a). Pero entonces por definicion de B(«), £ +n € B(a). Es decir,
Y(a) € B(a), lo cual es un absurdo. O

Nota de color 3.3.5. En la literatura aparecen diversas clases de ordinales que se caracterizan
por ser inalcanzables desde abajo por alguna operacion. Los critical ordinals, por ejemplo, son
inalcanzables desde abajo por exponenciacion. [Mon73, Teo. 15.10| Es decir, Voo € ON, V¢, n €
ON, si &,m < @1 () entonces {7 < ¢1(a).

Recordemos que ', = Enumgc(a). En el habiamos visto que los strongly
critical ordinals son inalcanzables desde abajo por las funciones de Veblen. Es decir, Va €
ON,V¢,n € ON, si &,n < I'y entonces @¢(n) < I'n. No siempre podemos reemplazar el < por

un #, como hicimos en el Por ejemplo, I'g+1 no es un strongly critical ordinal,
pero como ¢r,(0) = Iy, entonces ¢r,(1) > I'o + 1.
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3.3.2. La enumeraciéon de strongly critical ordinals

Recordemos que el objetivo de esta seccion es relacionar a la funcion 1 con las funciones
de Veblen. El siguiente resultado afirma que 1 genera puntos fijos de la notacion de Veblerﬂ

Lema 3.3.6. Ya € ON,¢(a) € SC.

Demostracion. Sea o € ON. Por el |Corolario 3.3.4, 3y € ON tal que ¢(a) = w?. Luego
podemos expresar a ¢(a) en Forma Normal de Veblen. Sean £, 7 tal que ¢ (o) v ©e(n), con

n < ¥(a),& < P(a). Queremos ver que & = P(a) y que n = 0. Notemos que como 1 < ¢(«),
por definicion de ¥ («) tenemos que n € B(a).

Supongamos que § < 1(«). Entonces, £ € B(«). Por lo tanto, como B(«) esta cerrado por
las funciones de Veblen, tenemos que ¢ (o) = ¢¢(n) € B(a), lo cual es un absurdo.

Por lo tanto § = 1 (a). Supongamos que 1 > 0. Entonces (o) < py(q)(0), porque p —
Py(a)(p) es inflacionaria por la demostracion del |{Teorema 1.3.201 Ahora bien, como la funcién
P = Py(a)(p) es una funcion creciente por ser normal, por el [Teorema 1.3.14} tenemos que
P(a)(0) < Py(a)(n), que es igual a i(a). Por lo tanto ¥(a) < ¥(a), lo cual es un absurdo.

Concluimos que £ = ¥ (a) y que n = 0. Por lo tanto ¢(«) € SC. O

Teorema 3.3.7. B(a) NQ = ¢(a)

En particular, en la [Figura 3.1| esta bien que no aparezcan ordinales entre ¥ («a) y €.

Demostracion.

Por definicion, ¢(a) C B(a) N Q. Para concluir la otra contenciéon, basta chequear que
X =¢(a)U{0 € B(a) : § > Q} es cerrado por las operaciones que definen a B(«). En efecto,
si vemos esto, entonces por definicion B(a) C X y por lo tanto B(a) NQ C X NQ = ¢(a).

Si €, n € ¢Y(a) entonces £ + 1 € Y(a) por el Ademas, @¢(n) € () por el
Lema 3.3.0

Por otro lado, si & € ¢¥(a) y n € {0 € B(a) : § > Q}, entonces, como por definicion
de 9¥(a) tenemos que { € B(a), tenemos que £ + 7 € B(a) y también que p¢(n) € B(a).
Ademaés, por la monotonia de +, ¢, tenemos que & + 7, g¢(n) > €. Luego ambos pertenecen a
{6 € B(a) : § > Q} y por lo tanto también a X.

Si tanto £ como 7 pertenecen a {J € B(«a) : § > Q}, el argumento es practicamente el
mismo.

Resta chequear que X es cerrado por la funcion |,. Sea f € X, 8 < o. Como f € B(a)Nev,
por el item 2 del tenemos que ¥(8) < ¢(«), y por lo tanto ¢(8) € X, que era lo

que queriamos ver. O
Tenemos mas buenas noticias:

Corolario 3.3.8. ¥ es una funcion continua.

Demostracion. Nuevamente aplicaremos el Sea U un conjunto de ordinales. Debe-
mos ver que sup (U) = ¢(sup U). Llamemos \ :=sup U. Si A € U, como 1) es no decreciente,
lo que hay que ver es trivial. Supongamos entonces que A & U. Es facil ver que entonces A es
un ordinal limite. Supongamos lo contrario, entonces existe A’ € ON tal que A = X' + 1. Como
VE € U, & < X porque X\ € U, entonces VE € U, & < N, y por lo tanto supU = X, lo cual es un
absurdo.

4Qué sorprendente.
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Por lo tanto, por el item 4 del [Lema 3.2.4] tenemos que B(A) = |J B(§). Afirmamos

E<A

que | B(&) = U B(&). La contencion D es obvia, porque V¢ € U, < A. Para ver la otra
E<A &eU

contencion, sea & < \. Entonces, por definicién de supremo, 3¢" € U tal que £ < ¢ y por lo

tanto, por el item 1 del [Lema 3.2.4] B(§) C B(&'). Analogamente, |J ¥(§) = U ¥(§). Luego:
E<A &eu

$(\) = BA)NQ . por el [Teorema 3.3.7]
= (JB©®)na

&eu

- JBe©no

= Ui . por el [Teorema 337

Esto finaliza la demostracion. O

Continuando con la relacién entre v y las funciones de Veblen, afirmamos que vale algo
més fuerte que el hecho de que Im ¢ C SC.
En primer lugar:

Proposicion 3.3.9. Sea § € SCN Im 1. Entonces [0,6] N SCC Im 1.
Es decir, ¥ no se saltea ordinales de SC.

Demostracion. Sea § € SCNIm 1, y a tal que § = (). Sea ¢’ < §, con &' € SC. Notemos
que como ¢ € ¥(a), entonces &' € B(a) y que por lo tanto In € N tal que §' € B"(«a) y
8 ¢ B"!(a). Queremos ver que existe o/, con o/ < ay o' € B"(a), tal que &' = (o).
Si vemos esto entonces &' € Im 1), lo cual es nuestro objetivo. Supongamos lo contrario.
Separemos en casos - los casos se corresponden con las otras razones posibles por la cual ¢’
entrd a B"(«):

» § = £+ 1, con £,n € B" (). Por monotonia de la suma, y como &' ¢ B"!(a),
tenemos que &, < ¢'. Notemos que &' = g (0) por ser un strongly critical ordinal.
Ahora bien, llamemos f a la funcién p — w”. Notemos que ¢y = f): Luego, por el
[Lema 1.3.15] Im s C Im f. Es decir, 3y € ON tal que §' = g (0) = w?. Por lo tanto,
por el [Lema 3.3.1} £ +7n < ¢, lo cual es un absurdo.

» &' = @e(n), con &,n € B" !(a). Llegamos a un absurdo similar notando que como
8" € SC, es inalcanzable desde abajo por funciones de Veblen.

Por lo tanto existe 8’ € Im 1. Esto finaliza la demostracion. O

Por otro lado, la funcion ¢ efectivamente enumera los ordinales de SC - esto es, siempre y
cuando no esté dormitando:

Definicién 3.3.10. Sea 8" := min{p > B: p € SC}.
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Lema 3.3.11. Sea a € ON. Entonces:
L pla+1) < (P(a)".
2. Sia € B(a+1) entonces (a+ 1) = (y(a)).
3. Sia & B(a+1) entonces B(a) = B(a + 1) y por lo tanto ¥(a + 1) = ¥(a).
4. P(a) < Ta.

Demostracion.

1. Basta chequear que Y := (B(a+1) N (¢¥(a))U{d € B(a+1):§ > Q} es cerrado por
las operaciones que definen a B(a + 1). En efecto, si vemos esto, entonces:

Y 2 Bla+1) (3.1)

por definicion de B(a + 1) y por lo tanto:

(¥(a))" 2 Bla+1) N (¥(a))"

=QNnY
2ONB(a+1) ; por (3.1)
= Y(a+1) , por el [Teorema 3.3.7

Sean £,0 € Y. Separando en casos, veamos que £ + 09 € Y, p¢(0) € Y

» Si&,6 € Bla+1)N (¢¥(a))! entonces como B(a + 1) es cerrado por + y ¢, y
(¢(a))! también (por pertenecer a SC), entonces £ +6 € Y, p¢(5) € Y.

= Si¢cBla+D)N@W()', yde{dc Blat+1):5> 0} entonces £ +§ > § asi que
E+0€{0eB(a+1):6>0} Analogamente, p¢(0) € {0 € Bla+1):6 > Q}.

» Elcaso &, € {0 € Bla+1) : 6 >} es totalmente andlogo al anterior.

Hay que ver que Y también es cerrado por |, ). Sea f € Y, con f < a + lie,
B < a. Entonces ¥ () < ¢(«) por el item 1 del [Lema 3.2.4]y por lo tanto, por definicion,
pertenece a (¢(a))t.

2. Si @ € B(a + 1) entonces ¢(a) € B(a+ 1) y entonces por definicion de 9(a + 1)
tenemos que () < (a4 1). Veamos por induccion transfinita en 1 que Vn tal que
P(a) < n < (Y(a)l, tenemos que n < Y(a+1). Sin = ¥(a) + 1, como tanto 1 (a)
como 1 pertenecen a B(a + 1), concluimos que n € B(a + 1) y que por lo tanto es
menor a ¥(a + 1). Supongamos que vale la hipotesis Vry < 7, para cierto n tal que
Y(a) < n < (¥(a))'. Notemos que n ¢ SC asi que existen &,6 < 1 tal que n < @¢(6).
Como por hipétesis, ,0 € P(a + 1), que es un strongly critical ordinal, tenemos que
we(8) € Y(a+1) y por lo tanto n € Y(a + 1).

Por lo tanto tenemos que ((a))' < w(a + 1). Juntando esto con el primer item, se
obtiene la igualdad.
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3. Supongamos que a € B(«). Por la monotonia de los B(«), tendriamos entonces que
a € B(a+1), lo cual es un absurdo. Por lo tanto o ¢ B(«). Pero entonces el enunciado
es consecuencia directa del item 3 del En efecto, como a € B(«), entonces
B(a) N[a,a+1) = 0. Luego B(a) = B(a+ 1).

4. Es inmediato a partir de los {tems anteriores. Vedmoslo por inducciéon transfinita en a:

» (0) = T'g. Obtuvimos el valor en el [Ejemplo 3.2.3
» Supongamos que ¥(a) < Ty. Si (a+1) = (¢(a))l, entonces (o + 1) = Tay1.
En cambio, si ¥(a+ 1) = ¢(a), entonces Y(a+ 1) =Ty < Toq1.

» El paso al limite se obtiene trivialmente a partir de la continuidad de ¥ («) y de
Enumge(a) =T, O

3.4. Diferencias con la Forma Normal de Veblen: El gran sQltd|

3.4.1. 1 tiene un solo punto fijo

Hay que tener cuidado con la siguiente sutileza:
Advertencia 3.4.1. a < 8 # ¢(a) € B(p).

En particular, el primer ‘hueco’ de B(«), es decir, ¥(a), no necesariamente pertenecera a
B(a+1). Larazon de esto es sutil: tenemos que B(a+1) = |J B"(a+1). Si ¢(«a) € B(a+1),

n<w
entonces necesariamente ¢ (a) € B"(« + 1) para algin n < w. Pero entonces, por definicion

de B"(a+ 1), a debe pertenecer a B"~!(a+1). Y esto puede no suceder: existen o € ON tal
que o € B(a+1).

En ese sentido, a los conjuntos B(«) se los puede pensar como ‘sitios de construccion’
|Rat17a| en los cudles tenemos poco a poco, a medida que aumentamos «, herramientas mas
poderosas. La [Advertencia 3.4.1| dice que ¥(a) no se vuelve automéaticamente un elemento
disponible en los sucesivos sitios de construccion (y a tampoco). Como veremos, esto diferencia
a 1 de las funciones de Veblen.

Las funciones de Veblen son normales, mientras que ¢ no lo es. Las primeras nos servian
para una notacion hasta el primer punto fijo de a +— ¢4(0), i.e., el primer ordinal de SC.
A partir de este ordinal, necesitdbamos nuevas funciones para enumerar “desde abajo” a los
ordinales de SC.

La funcion 1), en contraposicion a esto, tiene un solo punto fijo (como veremos a continua-
cion). Al no ser inflacionaria, ni inyectiva, puede darle nombre a ese punto fijo mds adelante.
La utilidad de v se acaba en algiin momento, simplemente, porque como su imagen debe estar
contenida en wq, es facil ver que es eventualmente constante.

Teorema 3.4.2.
1. 8i & < p(Q) entonces € < Te = (€) < ().
2. Tyay = ().
3. Sip(Q) < € < Q entonces H(€) = Y(Q). En particular p((Q)) = ().

5El crédito original de este nombre corresponde parcialmente a Mirko Engler.



82 CAPITULO 3. NOTACIONES: DE ARRIBA HACIA ABAJO

La imagen de la funcion v es siempre un ordinal numerable porque los conjuntos B(«) son
numerables. Por lo tanto ¥ (£2) es numerable, y segtn el la funcion ¥ («) no
devuelve ordinales nuevos durante no numerables ordinales: desde av = 1(2) (su primer punto
fijo) hasta o = Q. Ademas, V§ > €, tenemos que ¥ (§), que es numerable, necesariamente es
menor que £. Por lo tanto el punto fijo es Gnico.

Notar que el teorema anterior dice que ¥ (2) es el primer punto fijo de la funcion g
I's. Luego es igual a ¢1,0(0), 6, como describimos en es el limite de la sucesién
Lo,I'rg, Iy s - -

Antes de la demostraciéon del teorema, vamos a necesitar los siguientes lemas:

Lema 3.4.3. Si existe & tal que (&) = €, entonces, YE tal que &€ < & < Q, vale que p(€) =
P(E) =¢.

Demostracion. Sea é tal que £ < é < Q. Veamos, por inducciéon en n, que B”(é) N C
B"(&)NQ.

= Sin =0, es trivial.

» Supongamos que vale para n. Sea o € B"H(€)NQ. Si a = a1 + ag, con ay, ay € B(E),
entonces, como « < €2, necesariamente a1, ag € €. Luego, por H.I. a1, g € B™"(§) y por
lo tanto ay + ag € B"T1(€). Se puede ver lo andlogo cambiando aj + ag por @q, (o).

Si, por otro lado, @ = ¥(a’), con o € B”(f), entonces necesariamente o € £ por
definicion de B"*1(£) y por lo tanto o’ € 2. Luego:

o € B"(&)NQ , por H.I.
C BN
—(e) . por el [Teorema 33,1
=¢ , por hipotesis del enunciado.

Esto dice que o/ < £ y que o € B"(&). Luego o = 9(/) € B"1(€), como queriamos
ver.

Luego B(£)NQ C B(£)NK. Como la otra contencién vale por el primer ftem del|Lema 3.2.4
entonces vale la igualdad. Por el [Teorema 3.3.7], concluimos que 9(§) = 9(&). O

Lema 3.4.4. V¢ < ¢(Q),& € B(E).

Demostracion.
Por induccién transfinita en &:

s Si € =0, es trivial.
» Supongamos que § € B(§). Entonces { +1 € B(§) C B(§ +1).

» Supongamos que & es un ordinal limite menor que ¥(Q2), y que V& < &,& € B(&) C
B(&). Queremos ver que € B(&). Supongamos lo contrario, i.e., que £ & B(&). Entonces

Y(&) = &. Por lo tanto, por el [Lema 3.4.3] tenemos que ¥ (2) = £. Sin embargo, £ € ¥(Q2)

por hipétesis del enunciado, lo cual es un absurdo. O

Ahora si, pasemos a la demostraciéon del teoremas:
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Demostracion del|Teorema 3.4.2.

1. Por el vale que V¢ < 9(Q),£ < ¥(§). Veamos, por induccion transfinita en
& que VE < (), 9(§) = Enumge(§) = T'e.

= El caso £ = 0 est4 demostrado en el

» Supongamos ¢(§) =I'¢ y £ < ¥(Q). Como & < (), por definicion de 1) necesaria-
mente { € B(&). Luego tenemos que:

P(E+1) = )" , por el segundo item del
= (Fg)r , ya que por H.I, (§) =T
=Tenr , por definicién

= El paso al limite se obtiene por la continuidad de v y de Enumgc.

2. Por el primer ftem y la continuidad de Enumgc(§) = I'e y de (&), tenemos que I'yq) =
¥(¥(2)). Ademas, como v es creciente y continua, vale lo siguiente:

13 <P(§) <Y(Q) VE < ()

| i)

¥(Q2) < ¥(¥(Q)) <9(Q)
Luego, por Sandwich, ¢(¥(Q2)) = () y, por lo tanto, I'yqy = 1 (€2).

3. Lo deseado es consecuencia inmediata del [Lema 3.4.3| ya que 1(2) es punto fijo de

por el item anterior. O

3.4.2. La utilidad de Q2

Hasta ahora no usamos para nada que Vo, € B%(a). Exploremos qué sucede si elimina-
mos a ) del sitio de construccion de los conjuntos B(«), definiendo recursivamente en « a
unos nuevos conjuntos Bo(a) y a una nueva funcion o («):

() = {la clausura del conjunto {0}{} bajo:
T e ©e(m), (€ = Yo(€))e<a

(Es decir, el conjunto mas chico cerrado por esas operaciones.)
dola) = minfp : p & Bo(a)}
» By(0) := {0}

= Bytla) = By(a) U{E+n: &n € Bi(a)} U{pe(n) : &n € By(a)} U{u(e) « € €
Bj(a) NE < ab.

Como antes, tenemos que para todo «, Bo(a) = |J Bj(«).
n<w
Ademés vale lo siguiente:

Teorema 3.4.5. V¢ < Q,1¢p(&) = ¥(§).
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Demostracion.
Por inducciéon transﬁnitaﬁ en &:

» Si & =0, entonces repitiendo la demostracion del [Ejemplo 3.2.3] vemos que 1(0) = T'.

» Supongamos que V&' < & 9(&) = ¥(£'), y £ < Q. Veamos - sin distinguir entre el caso
sucesor y el limite - que ¥y(§) = ¥(&). Es facil ver que (o) = Bo(a) N Q, repitiendo

el argumento del [Teorema 3.3.7] Luego basta ver que ¥n € N, B"(§) N Q2 = B (&) N Q.

Veamos esto por inducciéon en n:

e Sin =0, es trivial.

e Supongamos que B"(£) N Q = BE(&) N Q. Queremos ver que entonces B"1(£) N
Q = ByT(¢) N Q. Claramente vale D. Sea a € B""1(€). Si o = a; + ag, con
aj,az € B"(§), entonces por H.I. se deduce que a € B{(&). Lo mismo con ¢ en
vez de +. Si a = ¢¥(a/) con o/ € B"(€). Como & < Q, por definicion de B™ ()
necesariamente o < €. Luego o € B"(£) N y podemos aplicar H.I.; por lo tanto
a € BLE). O

,Qué diferencia a ¥ de ¥g? ;Cuéndo entra en juego 27 Cuando el argumento de las
funciones es 2 + 1.

Se puede ver por induccion transfinita en a que los conjuntos Bp(«a) solamente tienen
ordinales numerables. La clave consiste en notar que + y ¢ devuelven ordinales numerables
al recibir ordinales numerables. Como 2 ¢ B(f2), repitiendo (con el mismo razonamiento) el
tercer item del pero para g, obtenemos que (2 + 1) = 1p(2). Mas aun, para
todo a > Q, vale que Yp(a) = 1p(€2). La funcién se estanca a partir de €.

Sin embargo, como {2 fue agregado ‘artificialmente’ al ‘sitio de construcciéon’ de los con-
juntos B(a), al computar (2 + 1) tenemos que Q € B(Q) y por lo tanto ¥(Q + 1) > (),
por el segundo ftem del

Tal vez con esto se ve méas por qué a 9 se la llama una ‘Ordinal Collapsing Function’. A
partir de a > €2, notaremos ordinales numerables a partir de ordinales no numerables. Por ello,
usaremos a los ordinales v € B(«),y > €. Por poner un ejemplo cualquiera, en B(Q+w + 1),
tenemos disponible a (2 + w), ya que:

0,0 BYQ+w+1)
1=0"e B(Q+w+1)
w=o(l) € BX(Q+w+1)
Q+weBQ+w+1)
Y(Q+w) € BHQ+w+1), porque Q+w < Q+w+1

La jerarquia de funciones de Veblen intenta, con cada funcion ¢, arreglar automaticamente
los problemas (i.e. los puntos fijos) de las funciones anteriores, enumerandolos. En contrapo-
sicion a esto, ¥ (a) busca nuevos nombres para los ordinales en los ordinales no numerables,
trayéndolos ‘para bajo’ - colapséndolos.

SPara variar.
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3.5. Hacia la notacion de Bachmann

3.5.1. La Forma Normal de Bachmann

Definiciéon 3.5.1. Decimos que (&) es la Forma Normal de Bachmann de o si a = ¢(§) y
¢ € B(£). Lo denotamos o s P(§).

El requerimiento extra & € B(§) viene motivado por nuestro deseo de expresar a « en
funcion de 0,2, ¢, + v ¢. Esto requerira algo de trabajo.

Observacioén 3.5.2. La Fm:ma Normal c{e Bachmann, si existe, es tinica: en efecto, supon-
gamos que & = V(&) =€) y que & < &. Entonces, como § € B(§) C B(§) por el seqgundo

item del|Lema 3.2.4), tenemos que (&) < w(f), lo cual es un absurdo.

Lema 3.5.3.

1. Sia F]?C’wo“ + -+ w, entonces o € B(E) si y solo si w*, ..., w € B(£).

2. Sia oy ©n(6), entonces a € B(§) si y solo sin,d € B(§).

3. Si« s ¥(n), entonces a € B(E), si y solo si valenn € B(§) yn <.

Demostracion. Las vueltas son triviales. Ademaés, los primeros dos items tienen una demos-
tracion a esta altura estandar, y la idea se encuentra en [Rat17b, pag. 9.11]. Demostremos el
altimo:

Como 9(n) € B(&), y ¥(§) = B(£) N Q, entonces ¥(n) < 1(£). Como 1 es mondtona,
entonces tenemos que 7 < £. Pero por definicion de Forma Normal de Bachmann, n € B(n),
que es subconjunto de B(§); luego n € B(€). O

3.5.2. El alfabeto {0,Q,+,¢,v}

En lo que resta del capitulo vamos a dar una idea de como se puede construir un sistema
notacional sobre 0,2, 4, ¢, ¥ basado en la Forma Normal de Bachmann.

El conjunto OT sera el conjunto de ordinales que querremos codificar, y la funcion G :
OT — N nos permitira hacer induccién estructural en OT. Tanto OT como G son definidos a
continuacion:

Definicion 3.5.4. El conjunto OT C ON y la funcion G : OT — N se definen recursivamente:
1. 0,Q € OT,G(0) :== G(22) := 0.
2. Sia = wM 44w yw .. w* e OT entonces:
FNC’

a € OT y ademds G(a) := max{G(w™*),...,G(w*) + 1}|Z|

3. Sia FEV(‘OW((S)’ y ademdsn > 1,m,6 € OT entonces o € OT y G(a) := max{G(n), G(d) }+

"Notar que aqui la base w no juega casi ninguan rol. Esta regla dice, principalmente, que OT es cerrado por
sumas. Usamos la Forma Normal de Cantor por conveniencia.



86 CAPITULO 3. NOTACIONES: DE ARRIBA HACIA ABAJO

4. Sia=uwl, y >0, p€ 0T, entonces a € OT y G(a) := G(B) + 1.

5. S« e ¥(n) yn € OT entonces o € OT y G(a) := G(n) + 1.

Se puede chequear, usando la unicidad de la FNC y la FNV, y resultados de esta seccion,
que todo a € OT entra al conjunto de acuerdo a exactamente una de las reglas [Rat17b|. Luego
G esta bien definida, y OT puede ser visto como un conjunto de términos compuestos por los
simbolos 0,2, 4+, ¢ de manera tnica (representando a w® como ¢g(a)). También necesitamos
una receta para saber si una palabra en el alfabeto realmente pertenece a OT. La mayor
dificultad es la ultima regla, ya que la Forma Normal de Bachmann pide que n € B(n). {Como
chequear que una palabra cumpla esto?

Definicién 3.5.5. Definimos la funcion K : OT — ON (por ‘Koeffizienten’, i.e., coeficientes)
de manera recursiva para o € OT:

2. SiaFﬁO,wo‘l +- 4w yn>1, K(a) = K(w*)U---UK(w*™).

3. S« oy ©n(6), K(a) := K(n) U K(0).

4. Sia o ¥(n), entonces K(a) := K(n) U {n}.

Observacion 3.5.6. Como todo o € OT surge de finitas aplicaciones de las reglas que definen
OT, entoncesVa € OT, K(«) es siempre un conjunto finito. Esto se puede probar por induccion
en n, para n = G(a).

Lema 3.5.7. Si o € OT, entonces V3 € K(a), vale que G(8) < G(a).

Demostracion. Se puede ver por induccion en G(«). O

Lema 3.5.8. Sea o € OT, p € ON. Entonces o € B(p) < K(a) C p.

Demostracion.
Procedemos por induccion en G(«). Si G(a)) = 0 entonces a = 0 6 o = Q y lo que hay que
ver es trivial. Supongamos que G(a) > 0:

= Sia < w* + .- 4w conn > 1, entonces a € B(p) & w*, ..., w* € B(p), por el

Supongamos que « € B(p). Entonces V 1 < i < n,w® € B(p). Ahora bien, para cada
i, G(a) > G(w®). Luego, por H.I., para cada i tenemos que K (w®) C p. Por lo tanto,
por definicion de K(a), K(a) C p.

Para ver la vuelta, supongamos que K (a) € p. Luego para cada i, K (w®) C p. Entonces,
por H.I, para cada ¢ tenemos que w® € B(p). Luego como B(p) es cerrado por sumas,
tenemos que a € B(p).

» El S = ) S al .
casoa = ©p(6) es analogo
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= Supongamos que « i~ 1 (n). Este caso también es analogo al resto, pero demostrémoslo

por motivos didacticos. Nuevamente, por el|Lema 3.5.3| « € B(p) < (77 €B(p)yn< p).

Supongamos que « € B(p). Entonces n € B(p), y luego por hipotesis inductiva K () C p.
Ademaés, como 7 € p, tenemos que K («), que por definicion es K (n) U{p}, también esta
contenido en p.

Para ver la vuelta, supongamos que K (a) C p. Entonces K(n) U {n} C p. Luego, por
hipotesis inductiva, n € B(p). Como ademés tenemos que 1 < p, por definicion de B(p)
tenemos que ¥ (n) € B(p), i.e., a« € B(p), que era lo que queriamos ver. O]

Corolario 3.5.9. « s v(n) e a=1vn) yK(n) Cn.

Es decir, las funciones K nos permiten decidir cuando una expresion que usa 0,2, +, ¢
estd bien formada. Notemos que los elementos de OT se pueden expresar de manera finita
usando los simbolos 0, 2, +, ¢, 9. Por otro lado, para cada a € OT, tenemos que K(«) es un
conjunto finito de elementos de OT.

Se pueden codificar tanto a OT como a K(OT) utilizando nimeros naturales. Mas aun,
esto se puede hacer de un modo que las imagenes de estas codificaciones sean primitivas recur-
sivas [Poh08, Sec. 9.6.7]. M4s aun, se obtiene un criterio de comparacion primitivo recursivo
|Rat17b, Lema 9.17]. Aunque requiere algo méas de trabajo, comparte similitudes con lo hecho
en para la Forma Normal de Cantor. Se trabaja con una recursion simultanea, y para
cada a, debemos codificar a K («) como una lista. Preferimos cerrar el capitulo respondiendo
la siguiente pregunta:

Pregunta 3.5.10. ;Qué ordinales captura OT?

3.5.3. La longitud de OT

OT debe ser un conjunto numerable porque sélo usamos finitos simbolos para representar
a sus ordinales. ;Hasta dénde llega?

Segtn [Rat17b|, vale que OT C B(eq41)Neq+1. Sin embargo, el resultado es incorrecto. La
razon de esto es bastante simple: g1 € B(eq+1) Neq41 ¥y sin embargo g1 es simplemente
©1(2 4+ 1) y por lo tanto estd en OT. Sospechamos que tal vez la confusion se debi6 a que,
como hay una variante de la funcién 1 que no permite utilizar a las funciones de Veblen en
los ‘sitios de construccion’ B(a), en ese caso si se obtiene el resultado enunciado en el libro.

Intentemos corregir el error. ;Qué debe cumplir un ordinal = para que OT C B(E) N E?

Pidamos progresivamente condiciones sobre = para ver que, por inducciéon en G(«), todo
a € OT cumple que a € B(E) N =.

» Sea a € OT tal G(a) = 0. Tenemos que V=, vale que 0,2 € B(E). Por otro lado,
Nezs=>0.

Remarcamos:

Primera condicion (obligatoria para este caso): = > Q.
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» Supongamos que « e W+ w y que V1 < i < n,w* € B(E)NE. Necesitamos

que a € B(E) N E. Tenemos que B(E) es siempre cerrado por sumas; el problema es
E. Es suficiente pedir que = también sea cerrado por sumas. Por el esto es
equivalente a pedir que Z = w® para algtn &.

Segunda condicién (suficiente para este caso): 3¢ tal que = = w®.

Supongamos que « = ¢,(d), con 7,6 € B(Z) N E. Trivialmente, o € B(Z). Para tener
que o € E, es suficiente pedir que = € SC, i.e., 2 = I', para algtin p. Notar que esto
ya cubre la condicion anterior, ya que todo ‘Strongly Critical ordinal’ es imagen de una
funcion de Veblen y por lo tanto un ‘Critical ordinal’; i.e., un punto fijo de o — w®, y
por lo tanto w® para algin £.

[ Tercera condicién (suficiente para este caso): Jp tal que Z =1T,. ]

Supongamos que a = w?, con > Ny f € B(E)NZE. Como § € B(E) y este conjunto
es cerrado por o — w®, tenemos que o € B(E). Ademaés, por la tercera condicion, = es
cerrado por (1, B2 — ¢g, (B2). En particular, es cerrado por la funcion a — w®, que es
po. Luego a € E.

Supongamos que « s ¥(n), conn € B(E)NZ. Trivialmente, como « debe ser numerable

y E no (por la primera condicién), tenemos que a € E. Por otro lado, como n € B(E) y
7 € E, tenemos que, por definicion de B(Z), a = ¥ (n) € B(Z).

Afirmamos que 'n41 = min{Z : = > QA3Jp tal que = =T',}. Para probar esto, necesitamos

el siguiente lema:

Lema 3.5.11. I'q = Q).

Demostracion. Veamos, en primer lugar, por induccion transfinita en &, que V€ < Q, Enumge(§)
es numerable. Recordemos que Enumgc(§) es la derivada de la funcion f(&) := & — ¢¢(0).

Luego f'(§) = Enumgc(§).

» ¢1(0) = €9, que es numerable.

» Supongamos que f'(£) es numerable. Por la[Proposicion 1.3.11] tenemos que o bienf’(£+

1)=f(&+16 fl(&+1) = f9>f'(€) + 1). En el primer caso, trivialmente f'(§ + 1)
es numerable. En el segundo, al ser el limite de una sucesidn creciente de ordinales,
obtenemos que es numerable (por ser uniéon numerable de ordinales numerables).

Sea ¢ un ordinal limite y supongamos que V&, < &, f/(£o) es numerable. Por continuidad
de f', f'(a) = £hmE 1" (). Es decir, es el limite de una red no decreciente de ordinales.
o<

Como la red esta indexada por {&p : & € £}, que es un conjunto numerable, concluimos
que f’(£) también es numerable.
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La funcion Enumgc(§) = I'¢ es normal por ser la derivada de una funcion normal. Luego es
continua, y estrictamente creciente. Ademas es inflacionaria por ser mondtona. Por lo tanto,
tenemos lo siguiente:

& < Enumgc(§) <Q VE < Q)
| e H
Q < Enumgc(9) <Q
Por lo tanto I'g = Q. O

Corolario 3.5.12. Por definicion, tenemos que I'qy1 = min{=:= > Q y = € SC}.
Luego, OT C B(I'a11) NTaq1.
Pregunta 3.5.13. ;Vale la igualdad?

Si, la igualdad vale. La demostracion se sostiene sobre un resultado un tanto técnico al
que vamos a bordear. Nuestro objetivo es demostrar que Vn € N, B"(I'gy+1) NT'g41 € OT,
ya que esto mostraria que B(T'gy1) NT'gyr1 € OT. Notemos que las reglas de construccion de
B(T'q41) son muy similares a las de OT. La diferencia principal consiste en la regla 5 de OT:
si n € OT, para que 9(n) € OT necesitamos que ademds n € B(n). Esto es un problema.

Para solucionarlo, tenemos que entender un poco qué tiene de especial I'g4 1.

Lema 3.5.14. Euxiste una secuencia fundamental (Yn)nen para Tai1 tal que Yoo € ON, wvale
que (Yn)nen € B(a).

Demostracion.

Por el [Lema 3.5.11 Enumgc(Q) = €, ie., Q es un punto fijo de la funcion a — ¢4(0).
Ademas, €2 + 1 no es punto fijo de la misma funciéon, ya que esto es equivalente a pertenecer
a SC y vale que Q + 1 < pq(1). Luego, por la [Proposicion 1.3.11} el siguiente punto fijo de
la funcion, i.e., I'g41, es el limite de la sucesion g := Q + 1,941 := ¢+, (0). Veamos, por
induccion en n € N, que Va € ON, v, € B(a).

» Trivialmente Vao € ON, vy € B(a).

» Supongamos que Yo € ON,~, € B(a). Entonces v,+1 € B(a) ya que este conjunto es
cerrado por &, 1 — pe(n). O

Cuando demostremos que Vn € N, B"(I'q+1)NT'g4+1 € OT, al separar en casos, si a = 1)(n),
con n € B"(T'g+1) NTqy1, necesitamos que n pueda ser reemplazado por otro ordinal 7,y tal
que a = Y(Npy), con Npy € B™"(Tgy1) N Tgqq. De esta manera, podremos obtener que

a e OT.

Lema 3.5.15. Para cada ordinal n < T'q41, existe un (dnico) ordinal npy tal que ¥ (n)
w(nFN)-

Demostracion. Como la Forma Normal de Bachmann es tunica, basta ver que existe algin
ordinal 7y que cumpla lo deseado.
Sea n < I'g41 y definamos 7y := min{d € B(«) : n < d}. Por el el conjunto
es no vacio (al existir una sucesion no acotada en B(«)) y por lo tanto 1,y) esta bien definido.
Por definicion, [n,n:y) N B(n) = (. Luego, por el B(n) = B(ney), y por lo
tanto ney € B(ney) v ademds 1(n) = ¢(ney). Es decir, ¢(n) FNB V(M) O

FNB
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Este lema todavia no es suficiente. Si n € B"(I'q41) N Tqy1, iqué nos dice que npy €
B(T'q4+1) NTqy1? Ese es el hecho que omitiremos:

Lema 3.5.16. [Poh08, Lema 9.6.2] Sea 6(n) := ney. Entonces, Vn < T'ay1, sin € B"(Tat1),
entonces 0(n) € B"(Igy1).

Esquivando la demostracién de este dltimo lema, podemos demostrar lo siguiente:
Teorema 3.5.17. B(I'g41) N4 € OT
Demostracion. Veamos, por induccion en n € N, que Vn € N, B*(T'gy+1) NT'g4q € OT.
» BYTqi1)NTar ={0,Q}NTay = {0,Q} C OT trivialmente.
» Sean+1>0yac B"(I'gy1) NToy1. Separemos en casos:

e Supongamos que a = a1 + ag, con aj,as € B"(I'gy1). Por hipotesis inductiva,
a1, ae € OT, asi que a € OT porque el conjunto es cerrado por sumas.

e Es analogo el caso a = p¢(n).

e Supongamos que a = (1), con n € B"(I'q41),& < 'a41. Nos gustaria afirmar que
entonces @ € OT, pero para ello necesitamos que « esté expresado en la Forma
Normal de Bachmann, i.e., necesitamos que n € B(n). Eso no necesariamente vale,
pero por el [Lema 3.5.16| tenemos que « oNB Y(Npy), con Ny € B"(Ig41). Luego

por H.I. vale que npy € OT y por lo tanto a € OT.
Esto concluye la demostracion. O

Corolario 3.5.18. OT = B(I'g4+1) NTa41.



Capitulo 4

Palabras Finales

Luego de Bachmann, como bien cuenta Buchholz en [Bucl7], la historia se vuelve un poco
complicada. A medida que uno construye notaciones de ordinales més complejas, se vuelven
difl’cﬂesE] de comprender desde un punto de vista puramente sintdctico. La Forma Normal de
Bachmann tal vez ya es un ejemplo de esto. Es por eso que nos detenemos aqui.

Muchas veces se llega al punto en el que no tiene ningiin sentido presentar una notacién de
ordinales sin darle alguna semantica. Es el uso de las notaciones para entender otros objetos
matematicos lo que les da sustancia y sentido a los primeros.

4.1. Trabajo Futuro

Ordinal Analysis Planteamos que una posible continuacion de esta tesis de licenciatura
es el uso de un sistema notacional de ordinales para el analisis de una teoria axiomatica. La
aritmética de Peano es una buena candidata [Poh08|; K P, una teoria no predicativa un tanto
simple, que necesita el uso de la Forma Normal de Bachmann, es otra. [Rat17b|

Notaciones mas complejas Otra opcion es sumergirse en los Klammersymbols de Schiitte
[Bucl6| [Sim|, que dan una conexién entre las funciones de Veblen y el método impredicativo
de Bachmann.

Sobre notaciones y secuencias fundamentales Repetimos la [Pregunta 2.4.5| que nos
quedo: jse puede motivar aun més la relacién entre secuencias fundamentales y notaciones de
ordinales por medio de una correspondencia biunivoca?

Un esquema recursivo para las funciones computables totales El esquema de cons-
trucciéon de funciones primitivas recursivas es efectivo: cada funcién primitiva recursiva se
obtiene a partir de un namero finito de aplicaciones de esquemas de recursiéon primitiva y
composicion de las funciones iniciales, como describimos en la [Definicion 1.2.7} Esto permite
asignarle un c6digo numeérico a cada funcién primitiva recursiva. Mas aun, se puede construir
un programa universal que recibe un c6digo n y un parametro m que representa a una lista,
y calcula la salida de la funcién primitiva recursiva de cédigo n con entrada m.

!Con computos ‘bastante horribles’ [Rat06].
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Sea TOT el conjunto de funciones que se corresponden con programas que nunca se in-
definen. Por medio de una simple diagonalizacion, se puede ver que no se puede armar un
programa universal para TOT. Luego uno puede imaginarse que entonces no debe haber un
esquema efectivo de construccion de las funciones de TOT. La pregunta que nos surgié durante
la tesis es si existe un esquema recursivo, pero no efectivo de construcciéon. Como menciona-
mos en la [Definicién 1.2.7 se puede definir una generalizaciéon de la recursion primitiva, que
hace recursion en otro buen orden de los naturales - isomorfo a otro ordinalP] Ademas, w; es
no numerable mientras que el conjunto de programas es numerable. Luego, existe un minimo
ordinal no computable - llamado wlc K ;Sera suficiente recursién en ese ordinal, junto con
composicion, para generar a todas las funciones computables totales?

4.2. Conexiones

. Qué conexiones tienen los ordinales con otras areas de la matematica? Dejamos algunos
ejemplos:

[Len+77| [Con00, Cap. 6] Se pue-
de definir una generalizacion de la
suma y el producto NIM sobre w*”
para exhibir la clausura algebraica
de F2, i.e. el cuerpo finito de 2 ele-
mentos, donde se puede operar de
manera efectiva.

[Corl1] O medir cierta propiedad
de una familia de grupos.

[Weil4] Hay problemas combinato- [Wei05| También se puede usar
rios bien interesantes sobre ordina- combinatoria para dar resultados
les. sobre ordinales.

Cerramos con una cita:

“On the banks of the Rhine, a beautiful castle had been standing for centuries. In the cellar
of the castle, an intricate network of webbing had been constructed by the industrious spiders
who lived there. One day, a great wind sprang up and destroyed the webs. Frantically, the
spiders worked to repair the damage. For you see, they thought it was their webbing that was
holding up the castle.”

Thirty years ago, this charming tale was regularly told to students specializing in logic,
to leave them in no doubt as to how their field was regarded by their fellow mathematicians.
Nowadays, the ‘spiders’ are to be found all over the castle. Far from being obsessively con-
cerned with providing a ‘secure’ foundation for mathematics, logicians freely use whatever
mathematics they need.

Martin Davis, 1977, resenando el libro ‘Mathematical Logic’, de Monk.

2Aligual que en la|[Proposicion 2.3.1] en este caso también debemos restringirnos a buenos érdenes naturales
para evitar contraejemplos artificiales. |[0di99, Ex. VII1.9.4]|
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Traduccion libre:

“En las riberas del Rhine, un impactante castillo se erigia desde hace siglos. En la bodega,
las aranas que vivian alli habian tejido una intrincada red. Un dia surgié un gran viento y
destruy¢ las telaranas. Frenéticamente, las aranas trabajaron para reparar el dafio: ellas crefan
que era la tela la que sostenia al castillo.”

Hace treinta afos, esta simpética fibula era contada regularmente a estudiantes que se
especializaban en légica, con la intencién de quitarles la duda en cuanto a cémo su campo era
visto por los otros matematicos.

Hoy en dia estas ‘aranas’ se pueden ver por todo el castillo. En vez de obsesionarse con
proveer un fundamento ‘seguro’ para las mateméticas, los l6gicos usan sin hacerse problema
cualquier herramienta matematica que necesiten.
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Apéndice A
Matchsticks: una i1dea visual

Uno se puede armar una idea grafica de algunos ordinales. Por ejemplo, el ordinal 1 = {0}
se puede graficar con una raya vertical o ‘palote’:

Para el ordinal 2 = {0,1} usamos dos palotes:

Como vamos a querer representar ordinales transfinitos, conviene que a partir de ahora
comencemos a acortar la distancia entre los plalotes. Y para que la convergencia a un ordinal
limite no se convierta en un rectangulo negro, conviene hacerlos cada vez més pequenos. Por
ejemplo, asi podemos representar el ordinal 3:
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Achicando la distancia entre dos palotes consecutivos para que la suma de la distancias
sea convergente (y entre en la hoja) se pueden representar todos los ordinales finitos.
Por ejemplo, acé esta 4:
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(Algunas paginas fueron omitidas en la ver-
sion final para hacer de ésta una tesis finita.)
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Asi representamos a w:

Pero esto no termina aqui, porque podemos achicar aun maés la distancia entre los palotes
para poder representar otros ordinales numerables. Por ejemplo, este es w - 2:

Y este, w - 3:

Aca hay lo que en voz alta se dirfa “omega omegas puestos en fila", es decir, el ordinal w?:

‘ ‘ ‘Ill“ ‘ ‘||II“ ‘ ‘ \Ilw-{ ‘ \||II-{ \|||u-||||u-|||u-1||..u.i......_

w+1
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Representar al ordinal w* es un poco més complicado:

e

Recordemos que w* = lim w™. Ademés, por lo visto en la demostracion del [Teorema 1.2.9
n<w

w4 .+ =wn.

Luego w® = lim(w + w? + -+ + w").
n<w

Segtin el programa interactivo [Madl1], éste es 9. No se entiende demasiado:

QI —

Y ni que hablar de &,:

Uno pierde la esperanza de tener una representacion visual de los ordinales muy pronto.
Por suerte en ese momento las notaciones vienen al rescatel]

'De todas maneras, existe otro programa, ubicado en http://stephenbrooks.org/archive/ordinals/} que
es espléndido.

w—+ 2


http://stephenbrooks.org/archive/ordinals/
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Algunos términos importantes

B Los sitios de construccion de la funcion .

Club (i.e. cerrado y no acotado en ON).

Consistencia . [61]
go (Se lee ‘épsilon cero’.) El primer punto fijo de la funcion a — w®.

Familia de Secuencias Fundamentales . [67]
Funcién Enumeradora . [41]

Funcién Normal (i.e. creciente y continua).
Ty (Se lee ‘Gamma cero’.) El primer punto fijo de la funcion a — ¢4 (0).
LIM La subclase de todos los ordinales limite. 40l

NT .[64

w (Se lee ‘omega’) El primer ordinal transfinito.

2 (Se lee ‘Omega’) Un renombre para w;.

w1 (Se lee ‘omega uno’) El primer ordinal no numerable.
ON La clase de todos los ordinales. [0

Ordinal Collapsing Function La funcién del método de Bachmann.

©va (Se lee ‘fi alfa’.) Las funciones de Veblen.
PRA (Primitive Recursive Arithmetic).
¥ (Se lee ‘psi’.) La ‘ordinal collapsing function’.

SC (Strongly Critical ordinals).

Secuencia Fundamental para o Sucesiéon que converge a un ordinal a.

|T|con, La definicion ingenua de ordinal de una teoria axiomaética.
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