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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la opinion, y en particular de la opinion piublica es objeto de debate e interés
en diversas ciencias como la filosofia, la sociologia, la psicologia, la comunicacion politica, etc.
El concepto se relaciona directamente con la capacidad humana de comunicarse e intercambiar
experiencias, asi como con la influencia o la validacion social, que dichas opiniones ejercen en
otros individuos. La reflexién sobre estas cuestiones se remonta a los inicios de la filosofia, en la
antigua Grecia, donde el debate y el intercambio de opiniones (sélo entre hombres ilustres) era
fundamental para la toma de decisiones sociales. Mas adelante, el surgimiento de la cultura de
masas en el siglo XX, y la tecnificacién de las comunicaciones y el desarrollo de las democracias
en el mundo amplia y reformula la dindmica de la construccién de la opinién publica. En la
actualidad el desarrollo de nuevas tecnologias de comunicacién y la masificacién de diversas
redes sociales da pie a nuevos andlisis en la formacién de opinién publica.

Las primeras discusiones filosoficas acerca de los abordajes matemaéticos de los fenémenos
sociales surgen en el siglo XIX con el positivismo, en paralelo al desarrollo en la fisica de la
mecénica Newtoniana [17].

Un abordaje a estas cuestiones se produce a través de la Dindmica de Opinion. Este
término abarca diversos modelos para predecir la evoluciéon en el tiempo de la opinién de
un conjunto de agentes en una sociedad. Este tipo de modelos han sido estudiados desde
mediados del siglo XX [27].

Estudiaremos modelos que se enmarcan en los Agent-Based Models. En estos, podemos
pensar la construccion de un modelo que se adapte a un determinado proceso social en dos
etapas. En una primer etapa se establece la relaciéon microscépica que ocurre entre los indivi-
duos. Se analiza el tipo de opinién que tiene cada individuo, como y entre cuantos se dan las
interacciones, qué individuo puede interactuar con qué otro, qué efecto produce cada indivi-
duo en otro (segin heterogeneidades en los individuos y segin la opinién que tienen en ese
momento), etc. En una segunda etapa se busca pasar por métodos analiticos o numéricos a
comprender la evolucién macroscépica de ciertas variables que caracterizan dicha poblacién.
De esta manera se analizan algunos elementos que pueden ser contrastados con la realidad,
como la conformacién de consensos o de grupos de individuos que coinciden en su opinién, cual
es la opinién mayoritaria en las distribuciones finales, y el tiempo que tardan en converger.

La modelizacién matematica nos permite estudiar hipotesis acerca de los mecanismos de



transmision de la informacion, la estructura de la sociedad, etc. Estos modelos son idealizacio-
nes y simplificaciones que no permiten abarcar la complejidad de las relaciones sociales. Sin
embargo nos permiten contrastar distintas hipdtesis y cuantificar su efecto sobre la dindmica
de formacion de opiniones.

Por otro lado, el estudio de elementos numerosos e indistinguibles que interactiian entre si
presenta similaridades con el estudio fisico de gases rarificados. Por lo tanto se puede desarro-
llar un andlisis similar utilizando ecuaciones de Boltzmann y deducir ecuaciones diferenciales
de distintos tipos, y aparecen aqui ecuaciones clasicas de la fisica matematica como las de
Fokker-Planck, transporte, medios porosos, Hamilton-Jacobi, entre otras.

En este trabajo analizaremos distintas variables que influyen en los modelos de formacion
de opiniones. Luego nos centraremos en un modelo particular, analizando cémo se comporta
al asumir que las opiniones de los individuos pertenecen a distintos conjuntos.

En el Capitulo 2 analizaremos distintos métodos para combinar opiniones de expertos
representadas como medidas de probabilidad. De este andlisis emerge que la utilizacién de
Métodos de Comportamiento es una herramienta potente para este problema, que serd es-
tudiada a lo largo del resto de los capitulos, y analizada especificamente como medidas de
probabilidad en el ultimo.

En el Capitulo 3 repasamos algunos elementos y variantes que se pueden observar en los
distintos modelos de opinién. A su vez desarollamos algunos teoremas de convergencia que
garantizan la formacién de consenso.

En el Capitulo 4 nos concentramos en un modelo especifico con opiniones sobre la recta
real. Deducimos la ecuacién maestra y obtenemos la ecuacién diferencial que permite conocer
el comportamiento de la densidad de las opiniones. A su vez comparamos estos resultados con
simulaciones computacionales.

En los Capitulos 5 y 6 estudiamos modelos similares, pero con opiniones sobre R? y
el espacio de medidas, si bien nos concentraremos en distribuciones normales M = {m ~
N (u,0)}. Deducimos las respectivas ecuaciones diferenciales y las comparamos con lo obtenido
en el Capitulo 4 y con simulaciones computacionales.



Capitulo 2

Toma de decisiones a partir de la
opinion de varios expertos.

Cuando tomamos decisiones sobre temas complejos y con poca informacién, es recomen-
dable poder tener en cuenta la opinién de distintos especialistas antes de decidir. Ante un
determinado hecho, la Tomadora de Decisiones desea elaborar una distribucién de probabi-
lidades de que ese hecho suceda. Para eso consulta a una serie de expertos, que brindan su
opinién con respecto a esa cuestién. Dicha opinién es a su vez una distribucién de probabili-
dades. Por lo tanto, el objetivo de la Tomadora de Decisiones es sintetizar la informacién de
las distribuciones de probabilidad de cada experto en una tinica distribucion.

Este analisis es importante en diversos campos de aplicaciéon donde se desea obtener infor-
macién sobre un tema complejo y en donde distintos expertos pueden hacer distintos aportes.
Esto ocurre en areas como ingenieria nuclear, areospacial, prondsticos climaticos y econémi-
cos, riesgo sismico, dano ambiental, etc. A su vez también tiene aplicaciones como modelo de
algunas percepciones biolégicas. Por ejemplo se puede modelar la percepcion visual y asumir
que al ver un objeto, el cerebro realiza un proceso que consta de dos etapas. En una primera
etapa el estimulo es analizado por distintas partes del cerebro. En una segunda la informa-
cién es acoplada para sacar una conclusién con respecto al objeto observado [15]. Este mismo
proceso es utilizado en modelos de reconocimiento artificial de imégenes.

La informacién que proveen los expertos sobre un mismo tema suele diferir entre si. Este
hecho es importante ya que si todos los expertos consensuaran en una primera instancia una
opinién, la Tomadora de Decisiones podria tomar esa opcién. La diferencia en las opiniones
puede deberse a factores diversos. Puede ocurrir que los expertos formen su opinién accediendo
a datos diferentes, que la interpretacién que realicen acerca de los datos difiera entre si, o
que tengan marcos tedricos distintos. Sin embargo vamos a asumir que todos los expertos
pretenden coincidir y acordar sobre el objetivo a pronosticar.

Existen varios métodos para combinar las probabilidades de los expertos. Sin embargo
no existe un método que sea mejor en todas las situaciones. Cudl es el éptimo para utilizar,
depende de varios factores: de los datos, de las particularidades del problema y las propiedades
deseables. Otro factor a tener en cuenta a la hora de elegir el método es la dificultad para
computar y obtener resultados. En este capitulo discutiremos las ventajas y desventajas de



una serie de ellos.

El objetivo o el problema a resolver se pueden enmarcar en dos tipos de problemas. Una
posibilidad es cuando se desea obtener una distribucién de probabilidades sobre un evento,
mientras que en algunas ocasiones se pretende pronosticar un Unico valor -un precio futuro,
la ocurrencia o no de un evento, etc. Por ejemplo se puede querer saber la distribucién de
precipitaciones en un ano, o bien saber si en un dia dado va a llover o no.

2.1. Algunas propiedades deseables

La eleccion del método para construir una opinion final, a partir de una serie de opiniones
de expertos, puede variar, e incluso dar distintos resultados para una misma distribucién inicial
de opiniones. Sin embargo hay una serie de propiedades que es razonable que se cumplan al
sintetizar una opinién a partir de varias:

= Unanimidad. Si todos los expertos acuerdan en una probabilidad, entonces la proba-
bilidad que las sintetiza debe ser la misma.

= Propiedad de Marginalizacién Supongamos que se aproximan varias variables,
donde # es un vector a aproximar, y la Tomadora de Decisiones estd interesada en solo
uno de los elementos 6; del vector ¢. Una posibilidad es obtener la distribucién conjunta
de la de todos los expertos para 6, y luego obtener la distribucién marginal que se desea.
Otra opcién es calcular la distribucién marginal 6; para cada experto, y luego obtener
la distribucién conjunta. Si un método cumple que calcular 6; de esas dos maneras da
el mismo resultado para todos los elementos de @, se dice que cumple la propiedad de
marginalizacion

= Propiedad del Bayesiano Externo. Supongamos que la Tomadora de Decisiones ha
consultado a los expertos y ha calculado p(6), pero luego de eso obtiene nueva infor-
macién sobre 6. Una opcién que tiene es actualizar las probabilidades de distribucion
de todos los expertos y luego volver a calcular la distribuciéon conjunta. Otra opcién
es actualizar la p(f) con la nueva informacién. Un método satisface la Propiedad del
Bayesiano Externo si el resultado en ambos casos es el mismo.

No obstante, establecidas estas definiciones, se puede demostrar, en la misma linea que el
teorema de Arrow [12], que no hay ningtin método que cumpla todas las condiciones al mismo
tiempo. Cada uno de los métodos especificos cumple sélo algunas de estas propiedades, e
incluso hay condiciones que son satisfechas por un tnico método. Més atn, hay métodos
razonables que aproximan bien el resultado final, pero no cumplen ninguna.

2.2. Meétodos matematicos

Hay varias técnicas para obtener una distribucién conjunta a partir de la distribucion de
varios expertos. Estas técnicas se pueden separar en dos grandes clases: métodos matematicos
y métodos de compartamiento. En los primeros la Tomadora de Decisiones opera sobre las



férmulas de las distribuciones de cada experto para obtener una tnica distribucién de pro-
babilidades: la distribucién combinada. Estos métodos pueden ser promedios aritméticos o
geométricos, o bien incluir informacion sobre la dependencia de los expertos, o la calidad o
confiabilidad de cada experto. Algunos de los métodos matematicos serdan analizados en este
capitulo.

Los métodos de comportamiento apuntan a generar un acuerdo entre los expertos luego de
interactuar en algin sentido. Algunos modelos de interaccién serdn analizados en los capitulos
siguientes.

Recopilaciones y discusiones acerca de la conveniencia de los distintos métodos pueden
encontrarse en [4] y [18].

2.2.1. Medias ponderadas

Con este método la Tomadora de Decisiones define la opinién como una combinacién
convexa de la de n expertos. Es decir:

p(0) = wiPi(6) (2.2.1)
=1

donde los w; son coeficientes no negativos que suman uno. La funcién p(f) puede representar
una distribucion continua o discreta.

El desafio del método es encontrar los w; adecuados. Estos pesos pueden representar dis-
tintos elementos del problema. Por ejemplo, si todos los expertos son equivalentes e indistin-
guibles, todos los pesos seran iguales a % y la probabilidad combinada serd un promedio de las
demas. Como en general los expertos no son equivalentes, la probabilidad combinada sera un
promedio ponderado de las estimaciones de los expertos. Una posibilidad es analizar los pesos
w; como la calidad de los expertos, o bien la confianza que la Tomadora de Decisiones tiene en
el experto 7. Otra opcién asumir que uno de los expertos conoce la “verdadez que por lo tanto
la distribucion de 6 esta representada por una de las distribuciones de los expertos, pero que
la Tomadora de Decisiones desconoce cudl. Luego, los pesos w; representan la probabilidad de
que el experto i sea el correcto.

Estos métodos satisfacen Unanimidad, y son los inicos métodos que satisfacen la Propie-
dad de Marginalizacién.

Un problema importante de estos métodos es que no tienen un sostén tedrico fuerte. Otro
problema es que el proceso de asignar los pesos puede ser mds o menos arbitrario. Si se
posee informacion de eventos anteriores al analizado, se pueden construir los pesos de manera
estadistica a partir de la informacién previa. Sin embargo, si no se tiene informacion sobre los
expertos, la asignacién de pesos serd un proceso muy subjetivo. Sin embargo es un método
muy facil de implementar, de entender, y presenta gran facilidad para realizar los calculos.



Generalizacién de las Medias Ponderadas

Una variacion de este método es tomar las llamadas combinaciones logaritmicas. De esta
manera, la probabilidad combinada sera:

p(0) =k [P (9)
1=1

donde k es una constante de normalizacién para asegurar que p sea una distribucién de
probabilidad. Este método satisface la propiedad de Bayesiano Externo. Una generalizacién
de ambos métodos puede encontrarse en Cooke [5] de la siguiente manera:

p(f) = <Z wiPzw)’“)

Si 7 = 1 este método resulta ser un promedio ponderado. Cuando r — 0, el limite es
indeterminado. En efecto

T

1 (Cfey wiPl)—1

1
n T n
‘ . pr 17 . pPTr _ Z?: wiPiT -1 "
g (St ) =t (1 (St ) - 0) G
1= 1=

Como por L’Hopital

; (Z?:lwipz‘r)_l Y . pr : o . w;
lli% . —}LI)I(I] Z;szilog(Pl) = z;log(Pi)

el limite cuando r tiende a 0 queda

1
n - n
, n log(Pt i
}1;1(1) (E 1 w'iPir> (Xl tog(P)) — | |1 Py
1= 1=

que en este caso es la combinacién logaritmica.
Por otro lado, si 7 — oo p(f) = max; P; y si r — —oo p(f) = min; P;.

Ejemplo de medias ponderadas: minimizacién del error

Otra opcidn es elegir pesos que minimizan algin crierio de error, ver [18]. Por ejemplo,
elegir los w; de manera que minimicen la varianza con la que se estima 6. Supongamos que los
estimadores de todos los expertos son insesgados, es decir que E(P;(0) —60) = 0. En el caso
que los pesos estén restringidos a sumar 1, si la Tomadora de Decisiones elige una opinion
de la forma (2.2.1) de manera que se minimice la varianza, se garantiza que se obtiene un
estimador insesgado cuya varianza es menor o igual que la de cualquiera de los expertos.

Un ejemplo desarrollado por Jacobs [18] es el caso en que los errores de los expertos (P;—6)
estdn normalmente distribuidos, con esperanza 0 y una covarianza entre los errores de dos



expertos 0;; = 0;;. Como
oij =cov(P;, P;)

=E((Fi = 0)(P; — 0)) — E(P = 0)E(P; - 0)
=E((P; = 0)(P; - 0)),

y se tiene

var(p —9) =E((p - 0)*)

=K

Ms

Z wiw; (P —0)(P; — 0)

i =1

I
—
.

m
E W;W;04j5.
Luego, elegimos los w; de manera que minimicen la funcién objetivo

7= w42 (ZwH)

=1 j=1

||M§

donde el segundo término da la restriccion para que todos los pesos sumen 1.
Si derivamos en todas las variables e igualamos a 0 para obtener el minimo, obtenemos

g@i = Z 2wjoi; + 2wio; + A
J#i
m
:Zzwjaij +A=0
7j=1

m
Zwi =1.
=1

Luego,

donde M es la matriz de covarianzas, (M);; = 0i;, I es el vector cuyas m coordenadas son
iguales a 1. Usando que todos los w; suman 1, tenemos I*w = 1, con lo cual, si M es inversible,

1=T'w=TI'M"" (?) I,
—2

A=—

ItM-1I

y por lo tanto,
w=M11(ItM 1)
Otra posibilidad es sacar la restricciéon de que todos los pesos sumen 1. Para lograr esto,
pero garantizar que la estimacién siga siendo insesgada, una manera es incorporar un agente
ficticio, cuya opinién es constantemente F(6).



2.2.2. Métodos bayesianos

En un anélisis de riesgo, la Tomadora de Decisiones puede poseer una opinién previa a
la consulta con los expertos sobre el tema que estd analizando. El analisis bayesiano implica
partir de una distribucién de probabilidad a priori p(f) que posee la Tomadora de Decisiones.
Al consultar a m expertos su opiniéon puede ser vista como “informacién”, es decir, obtiene
gi, - - ., gn datos. Luego utiliza el Teorema de Bayes para calcular su opinién a posteriori donde

p(0)p(g1,---,9nlf)
p(gla cee 7971)

px = p<9’917 s ,gn) X

donde p(g1,...,9n|0) es la likelihood o funcion de verosimilitud de los expertos cuando ocurre
f. La desventaja de estos métodos radica en su dificultad de aplicaciéon. Definir la likelihood
puede ser un proceso dificil de computar, y muy subjetivo, ya que implica valorar o conocer
muy bien a los expertos.

Para simplificar, supondremos que 6 es una variable de un evento especifico A que puede o
bien ocurrir (§ = 1) o bien no ocurrir (en ese caso decimos A) y suponemos un solo experto. La
Tomadora de Decisiones asume que el experto acierta a pronosticar A con una probabilidad
g1 y la debe combinar con su propia probabilidad p(A).

Definiciéon 2.2.1. Sea A un evento binario. Llamamos log-odd de A

_ p(A)>
lo(A) = log <p(A) .

El log-odd de A es una medida de la probabilidad de que ocurra A. Si es equiprobable que
ocurra A a que no ocurra, su log-odds serd 0. Si es més probable que ocurra A que que ocurra
A, serd positivo, tendiendo a oo cuando p(A) tienda a 1. Si es mds probable que no ocurra A
serd negativo tendiendo a —oo cuando p(A) tienda a 0.

Por la regla de Bayes la probabilidad a posteriori sera

_ p(g1|A)p(4)

y una ecuacion andloga puede ser escrita para la probabilidad a priori de que ocurra A.
Dividiendo ambas expresiones queda

p(Algr) _ plg1lA)p(4)
p(Alg1)  p(g1|A)p(A)

Tomando logaritmo de ambos lados queda de la forma

lo*(A) =lo(A|g1) = logM +1lo(A) (2.2.2)
p(g1]4))
Por lo tanto el log-odd a posteriori sera la suma del log-odd a priori més un término que
llamaremos log-likehood. Este término es una expresiéon de cuanto valora la Tomadora de De-
cisiones la opinién del experto. Si la Tomadora de Decisiones cree que el valor g; es indicativo
para A, el log-likehood sera positivo y el lo serd mayor. En caso contrario sera negativo y el
lo menor.



2.3. Meétodos de comportamiento

En todos los métodos y ejemplos que vimos anteriormente la Tomadora de Decisiones
solo recibe la opinién de los expertos, pero no interactia con ellos, ni ellos interactiian entre
si. Los métodos de comportamiento son métodos donde los distintos expertos intercambian
informacién, ya sea de sus posiciones o de los argumentos que las sostienen, a través de algin
proceso.

Los métodos de intercambio pueden variar, siendo encuentros reales o no, grupales o de a
pares, con mayor o menor intervencién de la Tomadora de Decisiones. En algunos casos los
expertos pueden ser forzados a obtener un consenso entre todos ellos.

En estos métodos, la dindmica con la que formamos opinién, la influencia de la opinién de
otros en nuestra propia opinién, la tendencia a la polarizacién y las dindmicas de debate y de
grupo son factores determinantes. Segin algunos trabajos [4] los métodos de comportamiento
que llevan a consensos grupales llegan a conclusiones mas confiables que el promedio de todos
los individuos (aunque en general peor que la mejor estimacién individual).

Sin embargo la dindmica de decisién y la intervenciéon en el proceso de debate de la
Tomadora de Decisiones es fundamental. De esta manera puede evitar problemas como la
polarizacién o la presién social que terminan expresando de manera incorrecta el conocimiento
y las habilidades de los expertos.

En un experimento reciente realizado por Navajas, Niella, Garbulsky, Bahrami y Sigman
[26] también se sostiene que la opinién de varias personas, luego de un debate, llega a mejores
conclusiones que el promedio de las mismas personas emitiendo su opinién sin interactuar
entre si. Realizaron un experimento con un gran nimero de participantes donde se les hizo
preguntas con respuestas objetivas pero desconocidas por los participantes (por ejemplo la
cantidad de goles marcados en el dltimo mundial, o la altura de la Torre Eiffel). Después se
realiza una instancia donde se interactiia un minuto en un grupo de 5 personas, debatiendo
las preguntas, y les vuelven a realizar las mismas preguntas. Comparando los errores y la
varianza de las respuestas antes y después de la interaccion, se llega a la conclusién de que
luego del debate se obtienen respuestas mas precisas, y con menor varianza. Especialmente
disminuye la varianza dentro de cada grupo. Sin embargo la varianza entre personas de grupos
distintos antes y después del debate aumenta, generdndose asi un efecto de polarizacién. Es
interesante, ademads, que cada grupo tiende a descartar internamente aquellas respuestas muy
alejadas de la media del grupo, lo cual reafirma la validez de una de las hipdtesis mas usadas
en modelos de opinién y que veremos mas adelante, conocida como bounded confidence.

2.3.1. Leyes de Impacto Social

En [20] Latané analiza, a partir de distintos experimentos sociales, cémo impacta la emisién
y la recepcién de las opiniones en las interacciones sociales. El efecto que produce en nuestra
opinién los efectos de otros son llamados por Latané impacto social. Estos efectos son los
que se producen por la mera presencia de otros, su influencia, la estimulacién o vergiienza
que pueden provocarnos, independiente atin del propio intercambio de argumentos. Latané
propone tres principios para determinar el impacto social:

» Fuerzas sociales. I = f(F,C,N)



Cuando hay varias fuentes actuando al mismo tiempo sobre un mismo blanco, el impacto
total que recibe el blanco es una funcién multiplicativa de la fuerza F, la cercania C y
el nimero N. La fuerza, segin Latané, depende es la importancia, energia o intensidad
de los que interactiian. Es decir, no es lo mismo una opinién emitida efusivamente por
alguien, o si el que emite una opinién un experto, o un familiar cercano, a una opinion
dubitativa de un desconocido. La cernania es la cercania en el espacio, o la ausencia
de barreras o filtros sociales. El nimero es la cantidad de personas que hay. Segin esta
teoria el impacto social se puede comparar con la cantidad de luz recibida por una
superficie por varios focos de iluminacién, que depende de la intensidad de cada foco,
de la lejania a la que se encuentran y de la cantidad de focos que hay.

» La Ley Psico-social. I = sNt t < 1.

El efecto de agregar mas estimulos o impulsos no es igual cuando se agregan los primeros
que si ya hay muchos. Si una persona se siente intimidada por la presencia de otras,
se sentira mucho mas intimidada con la diferencia entre 1 y 2 personas que entre 100
y 101. En base a distintos experimentos realizados, Latané propone que la intensidad
del impacto social que se recibe es una potencia de la cantidad de fuerzas a la que se
expone, con s y t constantes segtin las condiciones y la situaciéon planteada. De esta
manera Latané realiza y muestra experimentos donde se mide la imitacién ya sea en la
repuesta a una pregunta, o en una accion en un lugar donde se encuentran un grupo de
personas, viendo que la posibilidad de imitacién aumenta segin la cantidad de individuos
haciéndola segin esa regla. Lo mismo ocurre cuando se mide el efecto de la vergiienza
(de manera subjetiva y a través de los errores cometidos) al realizar una actividad siendo
observados por un grupo de gente.

» Divisién del impacto I = sN~t ¢t < 1.

De la misma manera, cuando una fuerza actida sobre un conjunto de individuos, la
intensidad serd menor cudnto mas individuos hay. Sin embargo la disminucién de la
intensidad marginal por cada nuevo individuo irda decreciendo. Ejemplo de este efecto
es la reaccién de un conjunto de personas ante una emergencia. Si es necesario que una
sola persona interceda y la emergencia fue presenciada por un conjunto, la probabilidad
de que un individuo responda disminuird con la cantidad de individuos participando.
Latané sostiene su teoria a través de experimentos donde se ve la reacciéon de un grupo
de personas cuando se requiere que abran una puerta, que recojan algo del suelo, etc.
También realiza estudios recopilando informacion de las propinas otorgadas segun la
cantidad de comensales, de la cantidad de personas que se subscribian a una organizacién
religiosa luego de participar de un evento con distintas cantidades de asistentes, etc. De
esta manera Latané propone que responda a una ecuacion similar a la de la Ley Psico-
social, pero con exponentes negativo. Nuevamente las constantes s y ¢ dependen de las
condiciones y la situacion planteada.

Observamos que en una instancia de debate las constantes s y ¢, podrian no ser las mismas
para todos los individuos, introduciendo un concepto de heterogeneidad entre individuos. Este
tipo de fenémeno son estudiados con més detalle en [31].
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Capitulo 3

Algunos elementos de los Modelos
de Opinién

En este capitulo haremos un breve repaso de los modelos de opinién. Comenzaremos por
las caracteristicas generales de la dindmica de opinién, para concentrarnos luego en algunos
modelos que desarrollaremos en detalle.

3.1. Ingredientes de los modelos de opinién

Cada uno de nosotros tiene opiniones variadas sobre distintos temas y a lo largo del tiempo
las vamos modificando. Los procesos con los cuales formamos y modificamos nuestras opiniones
estdn intimamente relacionados con la opinién de las personas con las que interactuamos. De
esta manera, dado un determinado tema en un grupo de individuos, la manera en la que se
distribuye la opiniéon general depende a su vez de céomo se produce la interaccién entre los
individuos y cémo esta interaccion modifica las opiniones.

Los modelos de dindmica de opinién describen cémo se forma esta opiniéon emergente. La
idea principal se basa en que el comportamiento macroscépico de un sistema compuesto por
un gran numero de individuos puede ser descripto a través de la mecénica estadistica como
en un sistema fisico conpuesto por particulas que interactiian entre si.

Los modelos tratan de entender cudndo la opinién formada tiende a un consenso, a la
polarizacién o a la fragmentacién de la opinién. Un abordaje posible para entender estos
procesos es el Agent-Based Model (ABM) [1]. En él, el sistema es modelado como una coleccién
de individuos auténomos, llamados agentes, que toman sus propias decisiones. Cada individuo
tiene un comportamiento de acuerdo a una serie de reglas. En el modelo més basico solo se
tienen en cuenta las interacciones entre ellos. Sin embargo, modelos ABM pueden incorporar
redes neuronales, algoritmos evolutivos o técnicas de aprendizaje.

Este sistema microscépico puede analizarse en una aproximacion macroscépica, en forma
analoga a la teoria de gases rarificados. Resolver las ecuaciones de movimiento de cada una
de las particulas de un gas es imposible dado el gran nimero de las mismas. Por lo tanto se
considera una funcién f(¢,z,v) que mide la densidad de particulas en el tiempo ¢, la posicién
x y la velocidad v, obteniendo una ecuacién tipo Boltzmann que describa la evolucion de esta
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densidad f [3]. De la misma manera se puede proceder modelando una sociedad humana como
un sistema compuesto por una gran cantidad de agentes.

Ademsds, es posible también hacer un limite hidrodinamico, obteniendo ecuaciones en
derivadas parciales de tipo Fokker Planck para describir la evolucién de f. Si bien se pue-
den deducir rigurosamente con métodos de probabilidades, haremos aqui una aproximacién
heuristica.

Los factores que pueden intervenir en los modelos son varios.

= El espacio de opiniones.

En nuestros modelos suponemos que cada individuo tiene una opinién bien definida
en cada momento t. Esta opinién puede ser un valor discreto, si ocurre que hay dos o
mas posibilidades que cada individuo puede elegir y modificar en cualquier momento.
Otra alternativa es plantear que el espacio de opiniones es un continuo y por lo tanto
podemos representarlo sobre R (ya sea que elijamos que el espacio de opiniones sea
un intervalo acotado como no). También veremos modelos donde los individuos tienen
opiniones simultdneamente sobre mas de un tépico, y por lo tanto las opiniones seran
representadas sobre R". Estos topicos pueden estar acoplados o no, es decir, la opinién
que cada individuo tiene sobre un tema puede relacionarse con la que tiene sobre otro.

Un problema interesante, y que no ha sido estudiado atin desde un punto vista dinamico,
es el caso donde la opinién de un individuo en un tiempo t es una distribuciéon de
probabilidades. Este caso se adapta mas al andlisis de opiniones de expertos discutida
en el capitulo anterior. La opinién podria representar la probabilidad de que un activo
tome determinados valores en el futuro, o una estrategia mixta en un juego, que el agente
trata de mejorar a partir de la experiencia adquirida al enfretar a otros agentes en el
juego.

» La cantidad de individuos que participan en una interaccién.

En los modelos que analizaremos supondremos que en cada interaccién participan dos
individuos que cambian su opinién luego de interactuar y conociendo la opinién del
otro. Sin embargo también se puede suponer que en cada interaccién participan tres o
mas individuos (que modifican su opinién mirando a los demés, ya sea a través de un
promedio, o modificando su opinién solo si la opinién de los otros dos es la misma o
similar).

Un ejemplo de un modelo donde participan mas de dos individuos por interaccién es
el modelo de Sznajd [1],[36]. En este modelo los agentes se encuentran en una fila,
numerados del 1 al N, y en cada turno dos agentes vecinos interactiian con sus otros
dos vecinos, de manera que i—1,7,i+1 y ¢+2 se encuentran involucrados en la interaccién.
También ocurre en el modelo de Ochrombel [30] o el modelo de Schelling [1],[35] donde
los agentes se encuentran ubicados en una cuadricula, y en cada paso interactiian con
uno o mas de sus 4 vecinos.

Otros modelos importantes con interacciones grupales son los de Abelson, De Groot,
Lehrer y Wagner, y de Friedkin y Johnsen [7, 13|, que fueron los primeros modelos de
dindmica de opinién. Por ejemplo, el modelo de De Groot asume que el tiempo es discreto
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y en cada tiempo la opinién es actualizada por una matriz A, es decir @W(t+1) = Aw(t).
A su vez, en modelos como el de Hegselman y Krause [19] cada agente actualiza su
opinién considerando una media de las opiniones de los otros agentes. Ademas en ese
trabajo consideraron medias muy generales, que incluian combinaciones de la media

aritmética, la geométrica y la armonica.

1odddnns Sot0s

i i+1 i+2
(a) Snajd (b) Ochrombel

Figura 3.1: Modelos en los que interactiian mas de dos individuos. En a) cada individuo tiene
una opinién binaria 1 o —1. Si w;w;11 = 1 es decir, los dos opinan igual, convencen a sus
dos vecinos pasando a opinar todos lo mismo. Si piensan distinto, es decir w;w;+1 = —1 el
desacuerdo se propaga, es decir se actualiza de manera que w;yo = w; y wi—1 = wi4+1. En b)
se elije un agente, y sus 4 vecinos toman su opinion.

= El grafo de conexiones.

En los modelos hay dos grandes variantes: podemos suponer que el grafo de los individuos
es completo, es decir, que todos pueden interactuar con todos, y lo hacen de manera
aleatoria. Esta suposicion tiene como ventaja que resulta facil de modelar mediante
ecuaciones de campo medio.

Pero también hay otras variantes, donde los individuos estan ubicados en una red y sélo
interactiian con sus vecinos. Por ejemplo en el modelo de Snajd, nombrado anterior-
mente, los individuos estan ubicados en linea recta, con lo cual, al ser una red regular,
permite analizar la difusién de opiniones con ecuaciones en derivadas parciales de tipo
parabdlico, como la ecuacion del calor.

En algunos de los modelos que veremos a continuacién utilizaremos la hipétesis de
Bounded Confidence, [24][27] en la cual los individuos solo pueden interactuar si sus
opiniones estan a una distancia menor que una cota dada. En este caso podemos pensar
que hay un grafo dindmico, que va cambiando luego de cada interaccién. Una situacion
similar se observa experimentalmente en la experiencia llevada a cabo por Navajas,
Niella, Garbulsky, Bahrami y Sigman [26], donde al encuestar a los participantes del
experimento sobre los métodos de debate se le asignaron de 5 a 10 puntos a métodos
que implican eliminar las opiniones mas alejadas.

» La interaccion.

La interaccion puede ser representada de distintas maneras segin el tema y la dindmica
de opinién que se elija. Podemos suponer que en algunos casos los individuos después

13



de intercambiar opiniones “se convencen”, es decir que sus opiniones finales se acercan
con respecto de las iniciales. Supondremos que esto es més posible en los casos en los
que las opiniones iniciales ya estdn cerca. Para otros casos podemos suponer que son
indiferentes al intercambio de opiniones. Sin embargo también puede ocurrir que luego
de la interaccion sus opiniones se alejen o se rechacen. Para modelar estas posibilidades
Noorazar y sus coautores [27] usan un modelo en el que se proponen que al interactuar
dos individuos, buscan minimizar ciertas funciones potenciales.

(a) tent potential (b) skewed flat top tent potential (¢) Gaussian Potential
(Id

Y(id))

Id|

T 1

(d) BCM Potential Function (e) A Simple Potential Function

Figura 3.2: Distintas funciones potenciales en el modelo de Noorazar [27]

Otro factor que también interviene es el efecto de Bandwagon o de arrastre, por el cual
algunos individuos tienden a adoptar las opiniones que adopta la mayoria, por lo que la
probabilidad que un individuo adopte una opinién crece con la proporcién de quienes
va lo han hecho.

Heterogeneidad de los agentes

En nuestro modelo supondremos que la interaccién es simétrica, pero otra variante
serfa suponer que solo un individuo modifica su opinién (es decir que uno habla y otro
escucha), o que uno de los individuos modifica su opinién mas que el otro. Un efecto
de estas caracteristicas puede ocurrir si interactiia un profesor con un estudiante, donde
ambos pueden modificar su opinién, pero es més posible que el estudiante la modifique
més. Otro caso similar ocurre en la interaccién entre un lider y sus seguidores [10].

En [31] se estudia un modelo que asume que la mayoria de los agentes tienen tendencia
a acercar sus posiciones al interactuar. Sin embargo introducen un grado de heteroge-
neidad entre los agentes, donde todos los agentes tienen dos caracteristicas. Un poder
de persuasion, representado por una probabilidad p; € [0,1] de que el agente convenza
a otro con el que interactud, y una tendencia al cambio de opinién representado por

€ [0,1]. Observamos que asumir que g puede ser 0, introduce el concepto de fandticos
u obstinados, es decir individuos que no cambian su opinién al interactuar con ningin
agente. En diferentes trabajos se ve, tanto a través de simulaciones como con argumen-
tos de teoria probabilistica, que la existencias de estos agentes afecta la formacion de
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consenso y el tiempo de convergencia. Modelos similares son aquellos donde interacttian
lideres y seguidores. Sin embargo en estos casos los lideres interacttian entre si y pueden
cambiar su opinién. Al analizar la evolucién de la densidad para tiempos largos, se ob-
serva que los individuos tendientes a cambiar su opinién al interactuar tienden a tener
todos la misma opinion. Mas atn, se encuentra que esa opinion es el promedio de todas
las opiniones de los fandticos, pesadas por su poder de convicciéon. También se observa
que el estado estacionario es alcanzado maés rapidamente cuando hay mas individuos
obstinados. Este hecho implica que el comportamiento asintdtico de la distribucién de
opiniones esta totalmente determinado por la distribucién de los obstinados, aunque su
influencia va a tardar més tiempo cuando son pocos en comparacién con el resto de los
agentes.

3.2. Interacciones en modelos continuos

Veamos algunas opciones en los modelos de interaccién, tomando como base las ideas
de [27]. En este enfoque se entrelazan las ideas de la mecénica estadistica si las particulas
estan sometidas a una fuerza externa, con la teoria de juegos y agentes intentando minimizar
su funciéon de costos. De hecho, la construccién de funciones de utilidad es completamente
equivalente a la construccién de la energia potencial, con lo cual los agentes estdn minimizando
el costo que pagan por mantener opiniones diferentes a las de los otros agentes.

Supongamos que dos individuos interactiian en un tiempo ¢ y tienen opiniones w; y w;
que pueden pertenecer a cualquier espacio de opinién H con una distancia ||-||. Sea ) : R — R
la funcién potencial que representa la medida de la energia de la diferencia de opinion,

Qij = Y (|lw; — wyl|).

Para minimizar la energia de la interaccién necesitamos movernos en direccién opuesta al
gradiente. Sea d;;(t) = w;(t) — w;(t) la diferencia entre las opiniones de los agentes i y j a
tiempo . Entonces,

Ad;; 0

0 = ()
donde v es un parametro que representa la intensidad de la interaccién. Luego

Adij B Clij(t —+ dt) — dij(t) _ (t)

o - y7 = (”dH) HdU( )H
dij(t + dt) = dij(t) — v¢'([|d]) Hde §||dt

Si queremos que el efecto en la interaccién sea el mismo para ambos agentes, y ambos
reaccionen de la misma manera,

W; = wi(t) — Do d”(t)
i(t + dt) i(t) 2¢ “dDHdw(t)Hdt (3.2.1)
N o o di;(t) 2.
§(E+dt) = w;(t) + 59 UdDHdw(t)Hdt
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Observemos que el signo de ¢ determina la direccién en que se mueven los agentes en el
espacio de opiniones: si bien en situaciones donde los agentes buscan acordar para tomar una
decision es razonable suponer que se acercan, hay modelos donde agentes tipo hipsters buscan
diferenciarse y se separan.

Otro factor importante es que los individuos, ademaés de interactuar con otros, pueden
cambiar su opinién de manera espontinea e individual. Este fenémenos es conocido como
tendencia al individualismo, o como free thinking [27] [25]. Esta modificacién de la opinién la
incluimos en el modelo mediante 7; y 7;, variables aleatorias independientes, identicamente
distribuidas, con varianza o2 y esperanza 0 que toman valores en B C H y representa la
difusién intrinseca de la opinién.

it 4 ) =i (1) — 20y T

w;(t + dt) =w;(t) + %W(M)i

En Toscani [37] se analiza un modelo similar con opiniones en [—1,1] € R donde en
la interaccion también influye la opinién actual del individuo, modificando su disposicién a
cambiar de opinién. De esta manera aparecen dos funciones P(x) y D(x) en la interaccién:

wilt+dt) = wilt) = 2P (wit)]) (wilt) — ws(0) +mD (wi)  (3:22)

wj(t+dt) = wj(t)—%P(!wi(t)!)(wj(t)—wi(t))+77jD(!wj(t)\)

La presencia de las funciones P y D se debe a que no en todos los casos una persona tiene la
misma predisposicién a cambiar su opiniéon. Asume que cuanto mas extremas sean las opinio-
nes, menor serd la propensién a cambiarlas, y representa este fenémeno tomando funciones
P (Jw]) y D (Jw|) crecientes respecto a |w| y con 0 < P (Jw|), D (Jw]) < 1 para todo w.

En el trabajo realizado por Balenzuela, Pinasco y a Semeshenko [2] y en el de La Rocca,
Braunstein y Vazquez [23] se consideran también modelos de umbral, con opiniones en R,
donde la interaccion depende de ciertas regiones de opiniones donde estan ubicados los agentes.

En [23] las opiniones estén en el intervalo [—1,1]. Cuando interactian dos agentes con el
mismo signo, refuerzan su opinién y se mueven ambos una cantidad fija h hacia 1 si tenfan
opiniones de signo positivo y hacia —1 en el caso contrario. Si interactian dos con signos
diferentes, se acercan en h hacia el origen, y eventualmente lo cruzan

En [2], las opiniones estan ubicadas en [—3, 3], y se divide en tres intervalos [—3, —1], [—1, 1]
y [1,3], lamando decididos (a favor o en contra) a los agentes con opiniones en los intervalos
de los extremos, e indecisos a los del intervalo central. La dindmica aqui incluye repulsiones
cuando se encuentran dos decididos de signos opuestos, y atracciones cuando interacttian dos
agentes de un mismo intervalo, o un indeciso con un decidido, aunque en este caso el indeciso
se mueve mas que el decidido.
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3.3. Evoluciéon de la opinién

A continuacién analizaremos cémo evoluciona la distribucién de las opiniones a lo largo
del tiempo.

Observemos que tenemos dos opciones. Una es estudiar el comportamiento microscopico
de cada individuo y deducir un sistema de ecuaciones ordinarias para la evolucién de sus
opiniones. La otra, analizar una densidad de agentes sobre el espacio de opiniones, y describir
su evolucién mediante una ecuacion maestra que aproximaremos con una ecuacion en derivadas
parciales. Estos enfoques son similares a los utilizados en la mecdnica de fluidos. Segun la
descripcién Lagrangiana, nos centraremos en la “trayectoria”de una particula, que en nuestro
caso serd la opinién de un individuo a lo largo del tiempo. El otro es el enfoque Euleriano.

Si en el caso Lagrangiano todas las trayectorias terminan en una misma opinién, diremos
que los agentes alcanzaron un consenso. Esto es equivalente a que en la versién Euleriana la
densidad converja a una Delta de Dirac. Veamos cémo es la relacién entre ambos.

3.3.1. Pasaje a una ecuacion en derivadas parciales para la densidad

Supongamos que conocemos c¢émo evoluciona cada particula por separado.

Sea ®(w;,w;) la funcién que representa la derivada de w; cuando interactia con wj, es
decir cémo se modifica su opinién. Como una particula puede interactuar con cualquiera de
las otras de manera aleatoria, podemos calcular la derivada promedio de su opinién como

N
1
wi = NZCIJ(wi,wj) (3.3.1)

Observamos que en realidad estamos dando una expresién para la esperanza de w) ya que
en realidad la trayectoria de ningin individuo estd previamente determinada y, en cambio,
depende de los individuos con los que interactiie de manera azarosa. Supondremos que las
opiniones se encuentran sobre I C R. Para pasar a la densidad f(w,t), notamos que

1 N
flw,t) =+ D Suyy(w) (3.3.2)
=1

Queremos saber cémo evoluciona f(w,t) a lo largo del tiempo, por lo tanto queremos
conocer E Tomamos ¢ una funcién auxiliar C*(R). Multiplicando esa funcién, integrando
en w y derivando en t en ambos términos de la igualdad (3.3.2), llegamos a

& | gt - / ¥ LS w)pluldv.
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Calculemos entonces la derivada del lado derecho

i/{f(wvt)w(w)dw = jt]lvé </1 5wi(t>(w)@(w>dw>

- > elwile)

-

=, 2 e
N,N

Z @ (wi, wy)

/ / ) () (w)duwds,

Si suponemos que f es diferenciable en ¢ y w, podemos derivar bajo el signo de la integral

[P ptwitw = [ [ w)p(w.)@) s wduda

y reescribir la ecuacion integrando por partes,

/Idf(;t;,t)go(w)dw =— /I (/1 @(w)a(l@(w,w)f(w)f(w)dw> dw.

Luego, vale para toda ¢ que

/1 {df w, t) (/ w)f(w)dw> go(w)] dw = 0,

df(;;,t) _ _aaw (f(w)/QJ(w,w)f(w)dw) , (3.3.3)

1

y por lo tanto

Esta es una ecuacién de transporte con un campo de velocidades no local, fenémeno
frecuente en esta clase de modelos.

Ejemplo

Veremos un ejemplo de modelo que retomaremos después, y deduciremos con otra técnica.
Supongamos que w; € R se mueve una constante h, hacia adelante si interactiia con otro
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agente w; que tiene una opinién mayor y hacia atrds si la opinién del otro agente es menor.

En ese caso

h siw>w
d v) = .
(w, ) { —h siw<w

Luego la (3.3.3) queda

150 (o ([ oo [ o))

3.3.2. Ecuacién maestra

Veremos cémo se llega a un resultado similar desde el otro enfoque [16]. Podemos llegar a
obtener una ecuaciéon maestra para la densidad, directamente deduciéndola de las variaciones
en la densidad. Asumimos que las interacciones se dan al azar y de manera uniforme y que
el proceso es markoviano, es decir que la interaccién en el tiempo (¢ + dt) no depende de la
historia, sino solo de la posicién en el tiempo ¢.

Luego, la densidad de una opinién = en un tiempo ¢ + dt serd la densidad de esa opinién
en un tiempo t més la probabilidad de que un nuevo individuo pase a opinar x menos la
probabilidad que uno que lo hacia ya no opine més x. Observamos que la probabilidad de
que un individuo cambie su opinién una sola vez es de la forma P(w — w’)dt, mientras que
la probabilidad de que la cambie mas de una vez es O(dt?). Presentaremos las ecuaciones
maestras de la siguiente manera:

f(z,t +dt) = f(z,t) + P(alguno pase a x)dt — P(alguno se vaya de x)dt + O(dt?)

A t
f(gf’) = P(alguno pase a x) — P(alguno se vaya de x) + O(dt),
y cuando t — 0
Gf(aa;,t) = P(alguno pase a x) — P(alguno se vaya de x).

A los términos del lado derecho los llamaremos las funciones de ganacia y pérdida, que nota-
remos Gy L.

3.4. Formacién de consensos

En esta seccion estamos interesados en conocer cudl es el comportamiento de la densidad
a lo largo del tiempo, y en particular para tiempos largos. Es decir, queremos conocer su
convergencia, y si ésta es en un consenso (todos los individuos terminan con la misma opinién)
o bien si en la distribucién de opiniones finales coexisten distintas opiniones, cuantas son y
cémo se distribuyen. Lo haremos para el caso particular donde la modificacién de la opinién
depende linealmente de la distancia, de manera que en la ecuacién (3.3.1), la funcién @ es de la
forma ®(w;, w;) = aa;j(w; —w;), donde « representa la intensidad de una interaccién general,
y a;; es la intensidad de la interaccién entre dos individuos dados, que puede depender de

19



las opiniones y no necesariamente ser simétrica, es decir a;; = a;j(wn, ..., wy). Esta ecuacién
puede ser reescrita como

N
o, __
wi= (Wi —wi), W= aw;. (34.1)
j=1

Esta ecuacién incluye como casos particulares el modelo de Hegselman y Krause, y al-
gunos modelos tipo flocking sin velocidades de las particulas, las cuales podrian agregarse
considerando w como el vector de posicién y velocidad.

A continuacién demostraremos que, bajo algunas condiciones sobre la interaccién, la dis-
tribucién de las opiniones finales converge incondicionalmente a un consenso, es decir, sin
importar la condicién inicial, segin lo demostrado por Motsch y Tadmor [28]. Antes de eso
vamos a definir algunos conceptos y propiedades que resultaran ultiles.

3.4.1. Definiciones y herramientas previas

Definicién 3.4.1. Una matriz A = {a;;} se dice estocdstica por filas si
aj=1, i=12..,N
J

Observacion 3.4.1. Sea A la matriz que representa un modelo de interaccion dado un tiempo
t, de la forma

a N
’LUZ,- = N Zaij(wj - wi)
Jj=1

Luego, el valor de a;; es indistinto pues estd multiplicado por 0. A su vez, reescalando o si
es mecesario, podemos pedir Zi# ai; < 1. Luego, si definimos a; = 1 — Zi# ai;j, podemos
suponer sin pérdida de la generalidad que A es estocdstica por filas.

Definicién 3.4.2. Sea |.| una norma en el espacio de Hilbert H. Sea H' : H — R su dual.
Sea < T,w >= T(w), y definimos la norma dual como

<T,w>
w0 ‘w|
Proposicién 3.4.1. Sea ||-|| una norma y ||-||* su norma dual. Entonces,
Jull = sup ==
r20 [T

3.4.2. Teoremas de convergencia

Sea 2 la envolvente convexa de {wy, }. Por la interaccién en (3.4.1) podemos intuir que €2
funciona como barrera para las opiniones de los agentes. Demostraremos méas ain, que §(t)
se va reduciendo a lo largo del tiempo, en una proposicién que utilizaremos luego.
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Proposicién 3.4.2. Sea w(t) = (w1 (t),..wn(t)) € HY el vector de que tiene las opinion de
todos los agentes en un tiempo t. Fl espacio de opiniones H puede ser de dimension mayor o
igual a 1. Entonces,

miu (1) | < mitxfs (0)

para toda norma ||-||.
Por lo tanto, la envolvente convexa de w(t) decrece con el tiempo,

Q(tz) C Q(tl) to >t1 >0

Demostracion. Sea T; = T;(t) el vector unitario donde se alcanza la norma de la opinién del
agente i, w;(t) para cada tiempo t. Es decir

lwi(t)] = sup < T,wi(t) >=< T;(t),w;(t) > .
TH0||T | +=1

T;(t) es diferenciable a trozos. Sin embargo puede no ser diferenciable en todos los puntos.
Un ejemplo claro se ve en R, donde T;(t) = 1 siempre que w;(t) > 0y T;(t) = —1 cuando
w;(t) < 0. Luego en 0 la funcién tiene una discontinuidad.

Utilizando la ecuacién (3.4.1), w; € H y por la definicién de norma,

Jwi@)[| = sup < T, wi(t) >
T#0||T||x=1

con lo cual se comprueba que

lwi(B)]] =< Ty(t), wi(t) >

Utilizando la expresién (3.4.1)

<7,

La norma de w; alcanza su maximo en 7; por lo que < T/(t),w;(t) >< 0. Como hemos

observado anteriormente, T;(t) podria no ser diferenciable. Sin embargo si podemos asegurar

que < T;(t) — T;(t + dt), w;(t) >< 0, y en esos casos utilizamos el cociente incremental.
Entonces tenemos

d d d a

Gl =<Ti(t), Zwi(t) > + < 2 Ti(t), wit) >< ([lwi®)]| = [[wi@)])-
Por ltimo, si tomamos cualquier ¢ donde se cumple que max; ||w;(t)|| = ||w;(t)||, se cumple
que
lwi (@) < méx|jw; ()] = [lwi#)]
Luego para ese i,
d
Doy <0



Por lo tanto, como en cada tiempo todos los maximos sélo pueden disminuir, podemos afirmar
que
i ()] < i (0)]

y la demostracién queda terminada.

Wi(t)
// \\\‘
. e
o Wit) \
P \
’ O \
/ O \
y o o
1
q O L I
\
i ®
\ [ o o /
\ /
9
~ /
\\ . //.
e 3 -
®*----@

Figura 3.3: Evolucién de la envolvente convexa en R2.

O]

Para demostrar que las opiniones convergen a un consenso necesitamos no solo que la
envolvente convexa sea cada vez menor, sino que converga a una opinidén we, igual para todos
los i. Para eso utilizaremos las siguientes definiciones:

Definicion 3.4.3. Diremos que el didmetro de un vector w, que contiene todas las opiniones
es la maxima distancia entre las opiniones de dos individuos. Es decir,

[w] = migiXHwi — wj|

Definicién 3.4.4. Dada una matriz A, llamaremos el coeficiente de ergodicidad de la matriz

A
N4 := min E min{a;, ajx }
ij
k

Este coeficiente, definido en [9, 28], es utilizado a su vez para cuantificar la entropia relativa
en los procesos discretos de Markov, y la conectividad en modelos de opinién. Satisface el
siguiente lema cuya demostracién puede verse en [9, 28]:

Lema 3.4.3.

1
1—77A=§Z|aik—ajk|
B

22



De [28] tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.4.4. Sea w el vector de opiniones de un conjunto de individuos que interactian
segin la ecuacion (3.4.1). Entonces, el didmetro de w satisface

%[w(t)] <~ [w(®)]

En particular, st

entonces
Mo méixc | (£) — w; (£)] = 0.
Adn mas, si
o0 (o]
/ e VO < o0, (3.4.2)

entonces existe weo € (0) tal que
lwi(t) — woo| < e” ¥ [w(0)] para todo i =1, ..., N.
Demostracion. Sea un tiempo t fijo, comenzaremos demostrando que
[@] = [Aw] < (1 = na)[w].

Sean iy j fijos, que serdn elegidos luego. Llamamos 7, = min{a,, a;; }, de manera que a; —n
Y Gji — 1) son no negativos y >, nr > na. Tomamos un T" arbitrario, y

<T,U7i—?17j >:Zaik<T,wk>—Zajk<T,wk>
k k

Sumando y restando ), n, < T, wy, >

<T,w;—w; > =Y (ag—1m) < Tywp > =Y (a — k) < T,wy, >

k k
< Zk:(aik — k) m}?x <T,wp > — Zk:(ajk — k) Inkin < T, wy >

=(1- ix < T wg > —min < T, wy >
( Ek:nk)(m’?x W, min wg >)

< (1—77A)rr§3x<T,wk—wl >

< (1= na) méx|wg — wi[[|T]],

donde en la ultima desigualdad usamos que < T',e >< ||T'||«||le||. Ahora elegimos i y j tal que

w| = ||lw; — w5 tenemos que.
[@] = | il y q

<T,w; —w; >
Il

[w] = [Aw] = |[w; — ;|| = sup < (1 —na) méx|lwg — wi|
T+#0 kl
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con lo que se cumple la desigualdad.
Ahora tomamos en (3.4.1) una discretizacién del tiempo para la derivada, por lo que queda

w(t+dt) —w(t) «

2 = 2 (Aw(t) - w(®)
w(t + dt) = %(Aw(t) —w(t))dt + w(t) = %Aw(t)dt Fw(t)(1— %dt)

Utilizando la desigualdad obtenida anteriormente

[w(t + dt)] = [%Aw(t)dt Fw(t)(1— %dt)]

< (1= na)lw®)]dt + (1 - Td)fw(®)
= [w(®)] = w(®)] 5ymadt
Reacomodando nuevamente
[w(t + dta)ll — [w(t)] < —%7714 w(®)]

Luego, haciendo tender dt — 0, obtenemos una inecuacién diferencial, y resolviendo o utli-
zando Gronwall,

[w(t)] = méx uw; — | < e F 5 [wO)],
que tiende a cero por hipdtesis.

Ademss.
t2

l[wi(t2) — wi(ta)l| = || t wj(s)ds||
1
to a
=l

[ T — i)y

« b2
< S [ ui(s) = ws) s
N ij t

to
o a
< — [ e %) ds[w(0)]
t1
que tiende a 0 para todo to > t; >> 1, ya que (3.4.2) converge. Luego por ambas desigualdades
el limite w;(t) — wg® existe y todos los agentes terminan en el infinito concentrandose en la

misma posicién. O

En el teorema de recién hemos demostrado que una condicién suficiente para la emergencia
de consensos es que [ ! nAQ(s))ds — 0o. Sin embargo el cdlculo de n puede ser engorroso. En
lo que sigue veremos algunas cotas inferiores para 714, de manera de tener otras condiciones
suficientes, més faciles de calcular a partir de A.

Definicién 3.4.5. Sea 6 > 0 fijo. Definimos el conjunto activo A(f), al conjunto de agentes
cuya influencia sobre los demds es mayor que 6,

A(8) = {jlai;; > 0 para todo i}.
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Observamos que como {a;;} cambia con el tiempo, el nimero de agentes activos es una
variable del tiempo, que llamaremos A(0) = A\(0,t) := |A(6,t)| Ademads, se cumple la cota
inferior

na > méix O (0)

ya que

na = n};n Z{aik)ajk} > 0N0)
k

Corolario 3.4.1. El diametro de un modelo que sigue una interaccion como la definida por
la ecuacion (3.4.1) cumple la siguiente estimacion

0] < o (mix A (0) (D]

En particular, st tomamos la menor cota posible na > N min;; a;j, de manera que

0 = m(s) = mina;;(s),
ij

por lo que todos los agentes estan activos y A(6,t) = N, se tiene
w(t) — weoll < e~ o ™ 0)),

Observamos que si la interaccion solo depende de la distancia de las opiniones de los dos
agentes, es decir existe una funcién ¢ : R — R de manera que a;; = ¢|(w; — wj)|. Luego

a;; > min ¢(r) > min r
T T < ()] (r) rs[w<o>}¢()

Luego, si ¢(r) < 1 podemos concluir la propiedad del consenso incondicional

Proposicion 3.4.5. Si todos los agentes interactian entre si en todo momento, significa que
el pardmetro de Bounded Coufidence es mayor que el didmetro de la posicion inicial, y por lo
tanto existe m
m = min r) > 0.
r<[w(0)] )
Entonces hay una convergencia exponencial hacia una opinion Wse.

lwi(t) — weo|| < €™ [w(0)].
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Capitulo 4

Un modelo unidimensional

Veremos aqui el modelo de [32], donde cada individuo modifica su opinién sumando una
constante positiva si interactiia con otro individuo de opinién mayor, negativa si el otro
individuo tiene opinién menor.

Comenzaremos con el modelo discreto y su aproximacién por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Luego, consideraremos su aproximacion continua y demostraremos
que se llega al consenso utilizando una técnica de Li y Toscani [22].

4.1. Modelo discreto

Suponemos que las opiniones de todos los individuos se encuentran sobre R. Sean 1,..., N
los individuos, y para cada tiempo ¢, cada uno tiene una opinién w;(t) € R.

Luego de interactuar con un individuo j, con opinién w;(t), el individuo ¢ tendrd una
nueva opinién:

w; + h st wj; > w;

* .
w; =1 w; —h si w; < w;
w; sl w; = w;

Para obtener la ecuacion maestra subdividimos el espacio de opiniones en una familia de
intervalos {I;};cz de longitud h. Definimos la densidad de poblacién en cada intervalo como:

#{i:w; € I;}

(i) = T

Observamos que, al haber finitos individuos, la densidad de los intervalos serd 0 a partir
de algin valor de j. Luego podemos restringir el intervalo a [—-M, M| € R para algin M
suficientemente grande, pero esta propiedad se perdera cuando permitamos que el nimero de
agentes aumente, si no los restringimos a estar ubicados incialmente en esa regién.

Si las interacciones ocurren siguiendo un proceso de Poisson de tasa 1, es decir, esperamos
que ocurra una interacciéon por unidad de tiempo, podemos suponer que la probabilidad de
que ocurra una interaccion en un intervalo temporal de longitud dt es aproximadamente dt.
Luego, podemos suponer que pasado ese plazo, la densidad en cada intervalo serd la que
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habia en el tiempo anterior, méas la de individuos que hayan entrado al intervalo luego de una
interaccion, menos la de individuos que hayan salido luego de una interaccion. Esto es:

SULE+ d) = s(.1) + ~ (G, 1) — LG, )]

N
Ganancia
| | é%]| | [ | | | | | |
T I I I ] I I T 1 1
s(i,t) s(j-1,t) s(j,t) s(j+1,t)
Pérdida
e
]

1 I
s(it) s(j,t)
Figura 4.1: Funciones de pérdida y de ganancia en R

Como en el intervalo de tiempo dt solo interactian dos individuos que cambian su opinién,
s(j,t) variard solo en :l:%. El factor 2 aparece porque podemos seleccionar un agente del
intervalo I; como el primer o segundo agente en la interaccion.

Llamaremos G(j,t) al término de ganancia. Para cada caso la probabilidad de entrar a
I; es la probabilidad de encontrar un individuo en la vecindad, es decir en el intervalo I
(respectivamente en el intervalo I;_1), y otro en un intervalo I; con i < j (respectivamente
i > j) de manera que luego de la interaccién el primer individuo se mueva h e ingrese al
intervalo j. Para cada j y cada ¢t > 0 tenemos

G t)=s(+1,6)) s(i,t)+s(i —1,8) Y s(i, ). (4.1.1)

i<j i>j
Llamaremos L(j,t) al término de pérdida. La manera de salir del intervalo es que un
individuo del intervalo se encuentre con cualquiera de otro distinto. Luego

LGt = 5G.) S s t). (412)
i#]
Luego, teniendo en cuenta que >, ,; s(i,t) = >°;; s(i,1) + 32,5, s(i, 1) — 25(i,t)? y reor-
denando los términos,

g<s(j,t +dt) — s(j,t)) :(s(j Y10 - s(j,t)) Zs(i,t)

+ (s 1.6) = 5(,8) D (1)

i>j
+ 2s(i,t)2.
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Si multiplicamos y divimos el miembro izquierdo por dt, cuando dt — 0 y aumentamos el
namero de agentes N — oo de manera tal que dtN — 2, nos da un sistema infinito de
ecuaciones diferenciales ordinarias,

d‘gi’” =(s6G+1,t) ~ s(3.1)) ;s(i,t) (4.1.3)
+ (s(j 1Lt - s(j,t)) S s 1) (4.1.4)

>
+ 25(i, )2, (4.1.5)

que se completa al conocer la distribucién inicial en tiempo ¢t = 0, s(j,0).

Observemos que en este caso tenemos un sistema con infinitas ecuaciones, ya que N — oo,
y no estan necesariamente acotadas en un intervalo como antes. La existencia y unicidad de
soluciones se tiene gracias al teorema desarrollado en el Anexo de este capitulo.

4.1.1. Versién continua

Para pasar a la versién continua introducimos una funcién suave, f : R x [0,00) — Rx>g

tal que
5= /I (o t)da

. . it ‘ .
Como f es suave, y suponiendo que h es chica f ~ &h) Ademsds, como podemos aproximar
x =~ hj, tenemos

s(j 4+ 1,t) — s(j,t) _h [s(j +1,t) — s(j,1)]

h
~th(:L‘_Fhvt) B f($,t)
h
of
~p22)
~h e

Luego,

S s, 1) ~ % s(i ) =

i<j i<j i<J

i [ st
El otro caso es similar, con lo cual

<s(j+1,t)—s(j,t))z (i,t) Nh2 / fly

1<]

(st = 1.0~ s3.6) X st6.0) = ~250 [ sy

1>]
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Luego la ecuacién maestra queda de la siguiente forma cuando dt y h son pequenos.

LD ([ o [ forw) i

s [t ([ swna= [7 fni)]

Para eliminar el factor %Y podemos hacer como antes, aumentando el nimero de agentes

2h
de manera que Ndt = O(1), pero también podemos reescalar el tiempo. Llamamos s = %,

y aplicando la regla de la cadena,
of _ Of(z,t)dt  Of(x,t)dtN
ds Ot ds Ot 2h°

Luego, renombrando s como t obtenemos la ecuacién integro-diferencial que satisface la den-
sidad de agentes en el espacio de opiniones, dada una distribucién inicial f(x,0) = fo(x):

o2 [ ([ swon [Crow)] s

Observamos que la ecuacién es de primer orden, con un campo de velocidades no local.
Como veremos a continuacién, es posible resolverla explicitamente. Para esto, seguiremos un
método introducido por Li y Toscani en [22].

Sea F(z,t) = ffoo f(z,t) la funcién acumulada, para cada tiempo ¢ fijo, de f(z,t). Como
f es una densidad sobre R para cada t, y por lo tanto integra uno, la ecuacién (4.1.6) puede
reescribirse como

of(z,t) 0
T
A continuacién vamos a encontrar la solucién exacta de (4.1.7). Para eso vamos a introducir
las siguientes variables. Dados = y t fijos, definimos p = p(x,t) como la densidad acumulada
hasta x en el tiempo ¢,

flx, t)(2F (z,t) — 1)) (4.1.7)

p=F(z)= /_x [y, t)dy.

Claramente, 0 < p < 1.
Cuando f > 0, puede calcularse la funcién inversa X(p,t) = F~!(p,t). Sin embargo, f
puede anularse en todo un intervalo, con lo cual es conveniente definir la inversa generalizada

X(p,t) = inf{z : F(z,t) > p}.

Dado un p fijo sabemos que

X(p,t)
p= / [y, t)dy,

y si derivamos en la variable ¢t de ambos lados nos queda

X(pt) 9 5
0= [ Gty + FK(ot). 0 K0 1),
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Usando la ecuacién (4.1.7), el primer término queda

X(pt) 9
/ 5y FODEP.0) = 1)dy = F(X(p.6),0)(2F (K(p,),1) ~ 1),

con lo cual
0= F(K(p, 1), OCF(K(p,1),1) 1)+ F(X(p. 1),1) 2 K(p. 1)
Es decir, 5
O X(p,t) = ~(QF(X(p,1).1) ~ 1)

y resolver la ecuacion diferencial es equivalente a resolver para cada p la ecuacion diferencial
ordinaria

2 X(p.1) = (1-20), (1.18)

pues p = F(X). Esta ecuacién tiene la siguiente solucién explicita
X(p,t) = (1 — 2p) + X(p, 0)

donde X(p, 0) se obtiene de la condicién inicial

X(p,0)
p= / f(y,0)dy.

—00

De esta manera podremos reconstruir la solucién. Tenemos una férmula implicita para
calcular p dado t. Luego,

1) = - F(X).

En la cuenta anterior hemos supuesto que f(x,t) es derivable en z. Sin embargo esto no
tiene por qué ocurrir. En ese caso, podemos pedir que f sea solucién de la ecuacion (4.1.6)
en el sentido débil, sélo con pedir que f € (C1(0,T), L' (R)). Es decir que sea C' en t, pero
sélo integrable en x.

Para definir la solucién en el sentido débil tenemos:

Definicion 4.1.1. Dada la siguiente ecuacién

of(x,t) 0

o = pn (@Gt F(x,1))

con una condicién inicial f(z,0) = fo(z), donde F(xz,t) = [*__ f(x,t), diremos que f €
(C1(0,T), LY(R)) es una solucién débil si f(x,0) = fo(x) y para todo h(z) € C'(R) se tiene

;/Z h(z) f(z, t)dx = —/Z K (z)f(z,t)G(z,t, F(,t)))dz.

Vamos a probar que si existe una solucién para (4.1.8), existe entonces una solucién débil
para (4.1.6). Comenzamos demostrando el siguiente lema:
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Lema 4.1.1. Sea h € CL(R). Entonces, con X definido como antes,

0 1
/ h(m)f(x,t)dm:/o h(X(p,t)dp.

— 00

Demostracion. Hacemos el cambio de variables x = X, y

[0):¢ OF~! 1
de = —dp = dp = dp
dp dp flz,t)
Luego,
00 1
| h@stends = [ nxpdp
—00 0
O
Con este lema podemos probar el resultado de existencia:
Teorema 4.1.2. Sea X(p,t) una solucion de
{ 0X(p,t)= 1-2p, t€(0,T), (4.1.9)
X(p,0) = if{z: [T fo(y)dy > p}.

FEntonces existe una solucion débil de

{ Ol = 0 (f(x,t)(2F (z,t) — 1)) (x,t) €R x (0,T)
f(z,0) = fo(z) x€eR.

con [p f(x,t)de =1 para 0 <t <T.

Demostracion. Dada una funcién h € C§(R), usando el Lema previo tenemos

i oo
a ) o

1 1
) t)de = [ e dp = [ a0 =0

Por otro lado

00 1
/ B (z)f(z,t)(2F (x) — 1)dx = / h (X(p,t)(2p — 1)dp.

o 0

Para que exista una solucién débil, necesitamos que

1 1
| sy ap = - [ wsioitize - o
0, equivalentemente,
! ’ dX(p,t) _
[ o |[ZUD v 2= v do =0

Ahora, como X es solucién de la ecuacion (4.1.9), el corchete es igual a cero y la igualdad se
alcanza. O
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Convergencia al promedio

El teorema del capitulo anterior nos garantiza el consenso en un tnico punto pues el
didmetro de la ubicacion inicial de los agentes es menor al bounded confidence, pero no nos
caracteriza a qué valor convergen. Veremos a continuacion que en este modelo los agentes
llegan a un consenso, y tienden todos al promedio de las opiniones de la distribucién inicial.

Teorema 4.1.3. Sea f(x,t) la solucion de (4.1.6) y sea co la media de la distribucion inicial
fo. Es decir
+oo
/ zf(z,0)dx = ¢y
—00
Luego
tlggo f(@:t) = 0y

E's decir la distribucion converge al promedio.

Demostracion. Observamos que
X (p, 1)
——=1-2
ot P
es negativa cuando p > % y positiva cuando p < % Luego X(p,t) = inf{z : [*_ f(z,t) = p}

crece cuando 0 < p < % y decrece cuando % < p < 1 Por lo tanto, para cierto 7', se tiene

lim X(p, t) =
Lim, (p,t) = co,

por lo que
lim f(z,t) = dg,

t—=T

Ahora, veamos que
Para caracterizar ¢y, observemos que

o0

xf(x,t)dr :/ xagf(x,t)@F(x,t) —1)dz

o Oz

d o

dt J o
__ /OO F t)(2F (2, 1) — 1)da
=— Z %Fz(x,t) — f(z,t)dz
=0.

Luego, como ffooo xf(x,t)de = fol X(p,t)dp, y como el lado izquierdo es igual a ¢y para
todo t, debe ocurrir que f(x,t) — de,. O
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4.2. Modelo con Bounded Confidence

A continuacién analizaremos el mismo modelo, pero con la hipétesis de bounded confidence.
En este caso los individuos sélo interactiian si sus opiniones son similares. Introducimos un
pardmetro positivo d para cuantificar esto, y el resultado de la interaccién es ahora:

w; + h siwj > w; >w; —d
’w:( = w; — h si w; < w; <wj+d (421)
w; si |wj —w;| >d

Omitimos el desarrollo ya que es equivalente al anterior, y se obtiene una ecuacién similar
pero con las integrales truncadas hasta = + d y x — d respectivamente. La evolucion de la
densidad obedece ahora la ecuacion

afafft (/ f(y: t)dy — / df(y,t)dy)+2f2(x,t). (4.2.2)

Si llamamos como antes F'(x,t) a la primitiva de f, por el Teorema de Barrow y aproxi-
mando F'(z £ d,t) con un desarrollo de Taylor de segundo orden,
d? 92

F(x +d,t) = F(x, t):l:daa F(x, t):l:?a—F(az t) + o(d?),

obtenemos
x x+d
/_df(y)dy — / f(y)dy =F(x,t) — F(x —d,t) — F(z+d,t) + F(x,t)

——d ;F(:c t) + o(d?) (42.3)

0
~—d*—f(z,t
8.%“](.(:(:7 )
Luego, utilizando este resultado en (4.2.2), la ecuacién para el caso con bounded confidence
queda

8f(l‘,t) 2 af 2
S = —d <8m> +2f%(x, 1), (4.2.4)

que es la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Para esta ecuacién, Friedman y Souganidis demostraron en [11] que las soluciones tienden
a infinito en tiempo finito, fenémeno conocido como blow-up. En términos del modelo de
opiniones, esto significa que la densidad f de agentes se concentra y aparece una Delta de
Dirac.

4.3. Simulaciones

En el Capitulo 3 vimos algunos teoremas de convergencia por los que, tanto en el modelo
continuo como en el modelo donde los agentes se acercan una constante h, si en cada interacion
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todos los agentes pueden interactuar entre si, los agentes convergen a una misma opinion.
Observamos que permitir que todos los agentes interactiien entre si es equivalente a asumir
que no hay Bounded Confidence o bien que la constante es mayor al intervalo. Por otro lado
la existencia de un consenso significa que todos los agentes terminan con la misma opinién
o bien, desde el otro enfoque, que la densidad converge a una ¢ de Dirac. Mas aun, hemos
demostrado que esa § se concentra en el promedio de la distribucién inicial. En esta seccién
vamos a ver cémo este resultado puede contrastarse con algunas simulaciones.

Las simulaciones fueron realizadas utilizando Octave. Se tomaron 1000 agentes con una
distribucién inicial tal que cada agente tiene una inicialmente una opinién en I = [—1,1].
Utilizamos para el modelo h = 0,01 y asignamos un tiempo dt y una cantidad de pasos tal
que la convergencia ocurra en el tiempo de la simulacién. Estas variables quedaron fijas a lo
largo de todas las simulaciones ya que no influyen en el tipo ni el lugar de convergencia. Sin
embargo, si influyen en el tiempo de convergencia que sera analizado luego.

Para observar la convergencia, el tiempo y el lugar a donde converge graficamos la opinién
de los agentes a cada tiempo t. Para una correcta visualizacion graficamos sélo un diez por
ciento de los agentes, una vez cada 30 iteraciones.

4.3.1. Simulaciones sin Bounded Confidence

Tomamos en este caso una condiciéon de Bounded Confidence mayor al intervalo (d = 2),
de manera tal que todos los agentes puedan interactuar entre si sin importar su opinion.

Realizamos las simulaciones con tres condiciones iniciales distintas.

En primer lugar observamos qué ocurre cuando todos los agentes estan uniformemente
distribuidos, figura 4.2. En este caso el promedio de la opinién inicial de todos los agentes es
0. Observamos que efectivamente, en la simulacién las opiniones convergen a Jy y finalmente
todos los agentes terminan opinando 0. La simulacién es similar si en lugar de tomar una
distribucién original uniformemente distribuida, tomamos un conjunto de agentes cuya opinion
estd entre —1 y 1 con una probabilidad uniformemete distribuida.

(a) Histograma de la distribucién unifor- (b) Converge a 0 en un tiempo cercano a
me inicial 90

Figura 4.2: Simulacién realizada con N = 1000 agentes y un paso h = 0,01 de modificacion

de opinién

En segundo lugar simulamos una interaccién en donde los agentes tienen una distribucion
inicial como la que se observa en la figura 4.3. Se divide el intervalo en tres partes: en el
primer tercio la distribucién es uniforme y relativamente grande. En el siguiente tercio, hay
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una distribucién triangular, de manera que la distribucién comienza de manera continua con
el tercio anterior, y alcanza un pico en 0, para luego descender al valor del ultimo tercio.
Luego, en el tercer tercio, nuevamente hay una distribucién uniforme, pero mucho menor que
la primera. En el caso que hemos tomado, el promedio de esta distribucién es de —0,1998. De
acuerdo al teorema 4.1.1 podemos ver en la simulacién que este modelo converge, alcanzando
un consenso en el promedio.

-1 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 120

(a) Histograma de distribucién inicial con (b) Converge aproximadamente a —0,2
un pico en 0 en un tiempo aproximado de 100

Figura 4.3: Simulacién realizada con n = 1000 agentes y un paso h = 0,01 de modificacién de
opinién

Por 1ltimo veamos un caso similar pero donde el maximo no esta en 0. Para eso tomamos
una distribuciéon donde hay 800 agentes que son distribuidos uniformemete en el intervalo, y
otros 200 que son distribuidos de manera normal, con una esperanza 0,5 y una varianza 0,2
4.4. Luego esta distribucion tiene un maximo en 0,5 y, en el ejemplo que hemos tomado, un
promedio en 0,0964. Vemos nuevamente, en consonancia con el Teorema 4.1.1, que todos los
agentes convergen a un valor cercano al promedio.
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(a) Histograma de una distribucién ini- (b) Converge aproximadamente a 0,1 en
cial con un pico en 0,5 un tiempo aproximado de 100

Figura 4.4: Simulacién realizada con n = 1000 agentes y un paso h = 0,01 de modificacién de
opinién

4.3.2. Tiempos de convergencia

Otro factor que nos interesa conocer y comparar con las simulaciones es el tiempo necesario
para llegar al consenso. Para eso podemos hacer dos razonamientos distintos.

En primer lugar, podemos utilizar la ecuacién que hemos deducido en el Capitulo 3 y ver
a partir de ahi cémo evoluciona la densidad y para qué tiempos explota. Para poder encontrar
la ecuacion de la densidad a lo largo del tiempo de manera explicita, necesitamos conocer la
distribucién inicial. Por ejemplo, vamos a ver el primer ejemplo, donde la distribucién incial
es f(z,0) = %X[—l,ll (x) Para este caso

T

1
X(p,O):inf{$:/1§dy2p}:2p—1.

Luego,
X(p,t) = (1 =2p)t + X(p,0) = (1 = 2p)t +2p — 1,

e invirtiendo, dado que 0 < p < 1 nos queda

= (xz__—t;l)){[t—l,l—t} (z)

Luego la densidad sera para 0 <t <1

z—t+1 1

fz,t) = 0x (WX[t—l,l—t] (95)> = mX[t—l,l—t] (z)

Observamos que con esta expresion, la solucién produce blow up para tiempo t = 1, es decir

que la densidad tiende a infinito para x = 0, y que para tiempos mayores la ecuacién no esta
definida. Sin embargo, cuando deducimos la ecuaciéon hemos realizado un cambio de variables
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donde t = ﬁ,—gts. Como las simulaciones las realizamos con el tiempo original s (sin reescalar),
cuando t = 1, Sy, = g—‘ff. Luego, en la simulacién que hemos realizado corresponde que

Stin = 83,3333. Observamos que ese resultado se corresponde aproximadamente con el grafico
obtenido, ver la figura 4.2.

Otro enfoque posible, mas intuitivo, es intentar aproximar la cantidad de interacciones
necesarias hasta llegar al consenso. En cada interaccién, dos agentes se mueven. Sin embargo,
no podemos asegurar que los dos se acerquen al promedio ya que uno de ellos podria estar
alejandose. Sin embargo, procedemos de manera similar al siguiente problema.

Observacién 4.3.1. [Problema de la hormiga] Se tiene un conjunto de hormigas cami-
nando en una varilla de un metro de largo. Todas las hormigas son indistinguibles y caminan
con la misma velocidad, de un metro por minuto. Algunas hormigas comienzan caminando
hacia la izquierda y otras hacia la derecha. Cuando dos hormigas se encuentran “rebotan”, es
decir, ambas cambian su direccion. Cuando llegan al final de la varilla se caen. La prequnta
que nos hacemos es jcudnto tiempo tardardn en caerse todas del palo?

La respuesta es que tardardn a lo sumo 1 minuto; es decir, el tiempo que tardaria la
hormiga que estd en una de las puntas del palo y camina en direccion a la otra punta, si
caminara sola. El razonamiento para llegar a esta conclusion es que si bien las hormigas
cambian de direccion, al ser todas indistinguibles, cuando se produce un choque es equivalente
que reboten, o que las dos mantengan su direccion (en realidad las hormigas serdn distintas,
pero si nosotros no las distinguimos, no notaremos la diferencia). Por lo tanto el problema
es similar a suponer que las hormigas no frenan ni cambian su direccion al encontrarse con
otra, y el tiempo en caerse serd el mayor tiempo entre los que tarda en caerse cada una sin
interactuar entre si.

Utilizamos el mismo razonamiento en la interaccién de agentes. Cuando interactian dos
agentes, ambos se mueven h, aunque no necesariamiente acercandose al promedio. Sin embar-
go podemos afirmar que el agente que tiene la opinién més extrema (de ambos lados), solo
puede acercarse al promedio. Puede ocurrir que en una interaccién cambie quién es el agente
maés lejano (porque el que se movié pasa a otro), pero como para nosotros son indistinguibles,
podemos suponer que siempre el agente mas lejano es el mismo. Luego, el tiempo en alcan-
zar el consenso es lo que tarde el més lejano en alcanzarlo. Ademads, la probabilidad de que

ese agente se mueva en cada tiempo es % Luego, la cantidad de iteraciones necesarias serd

%%, donde L. es la diferencia entre la posicién inicial y el promedio total de el agente
mas lejano. Para el primer ejemplo que tomamos Ly,., = 1, luego esperamos que el consen-
so se logre en aproximadamente 50000 interacciones. Para contar las iteracciones realizadas
podemos incorporar un contador. Sin embargo dado que una vez que estan suficientemente
cerca dos individuos dejan de interactuar, pasado un tiempo, la probabilidad de interacciéon
no es la misma para todos los agentes, ya que varios ya llegaron al lugar de consenso (se

contabilizan 51590 interacciones).Para obtener la aproximacién més precisa, es conveniente

ndt
2h

in

partir del tiempo final Sy, y calcular =3*. Si utilizamos la férmula de recién donde Sy;, =
observamos que ambas férmulas concuerdan y obtenemos 50000 interacciones.
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4.4. Atraccién proporcional con bounded confidence

Finalmente consideremos un modelo donde dos individuos al interactuar se acercan pro-
porcionalmente a la distancia que los separa, siempre y cuando estén a una distancia menor
que d, el parametro de bounded confidence. Es decir, la interaccién estd dada por:

*_{wi—k’y(wj—wi) si ]wj—wi|§d

w; sijw; —w;| >d

donde 0 < v < % es un pardmetro que marca la importancia que le otorga al cambio de
opinioén.

Este modelo fue introducido y analizado por Deffuant y Weisbuch en una serie de trabajos
con distintos coautores, ver [39, 8, 40]. En particular, Neau obtuvo una ecuacién difencial para
la evolucién de la densidad de agentes sobre las opiniones en su tesis [24].

A continuacién veremos su deduccién. Si las interacciones ocurren con una frecuencia dt,
la densidad de individuos con una opinién x en un tiempo t+dt serd la que habia en un tiempo
t méas una funcién de ganancia G(x,t) menos una funcién de pérdida L(z,t). La funcién de
pérdida sera la probabilidad de encontrar un individuo en z, y otro en cualquier otra opinion
siempre que esté a distancia menor o igual que d:

d
Lz, 1) = /_ @0 @)y

Mientras, la funcién de ganancia es la probabilidad de que interactiien dos individuos y que
luego de esa interaccién uno de los dos pase a opinar x:

G, 1) = / / f@+yt) @+ 286 +y) + (@ + 2) — (@ +y) = 2ldzdy
—/f(w+y,t)/f(w+z7t)5[y+’v(z—y)]dzdy
:/f(w+y,t)/f(x+z)i5(z+l;vy)dZdy

—/Zf(x—i-y,t)f(x—i—l;rY)’lydy
INRE

-y

donde 0 es la Delta de Dirac.
La ecuacion queda de la forma

Of(x,t) 1 [ 1—v !
D 2 [ s mtflas 2 - / @0 )y

Esta es una ecuacién de tipo Boltzmann similar a las de [31, 29, 37]. Vamos a proceder
de manera informal, aproximando f por su desarrollo de Taylor de segundo orden, pero
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observemos que si f no es C?, deberfamos realizar el andlisis con més cuidado, introduciendo
funciones test suficientemente suaves, obteniendo una ecuacién que f satisface de forma débil.

Tanto f como sus derivadas estaran evaluadas en (z,t), y lo omitimos para acortar las
férmulas. Nos queda

=5 [ e ) (e 5 (15 )
- /Zf(f ol + ) dy.

Integrando y teniendo en cuenta que por simetria los términos impares se anulan, obtene-
mos

of :1(27d)f2 1 ['V_lf@ L ((7_1>2 N 1) ff//} o, (1)’
g YL o g 3

ot 2
&’ (y-1 2 2 & "
+m(7)f — 2df *gff
d’ / / y—1
=2df” + 5 [27(7 ~ 1S+ ff ((<7>2 +1)7* - 1)} — 24

& v—1 "2
o (5)

Teniendo en cuenta que

<(7;1>2+1>v212(71)2+721=2(7(71))

y que podemos despreciar el término ‘f—g (77_1) "2 pues al hacer Taylor asumimos que d es
pequeiio, obtenemos finalmente
5f dS 12 "
Fn 2327(’7 =D+ 1)
d3 0?

2
=370 = D55 ().

Esta ecuacion es una ecuacién de Medios Porosos, pero observemos que el coeficiente
(v—1) es negativo pues v < 1/2. La ecuacién de Medios Porosos backwards, es decir, mirando
el tiempo hacia atrds dado que el coficiente es negativo, fue estudiada por Levine y Payne
en [21] quienes probaron que desarrolla blow-up, y las soluciones tienden a infinito cuando el
tiempo se aproxima a cierto T que puede acotarse en funcién del dato inicial. Nuevamente,
en términos del modelo de opinién se corresponde con la formacién de consensos cuando una
fraccién de los agentes se concentra en una opinién, haciendo aparecer una Delta de Dirac
que le asigna masa positiva a una opinién.
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4.4.1. Simulaciones con Bounded Confidence

En los casos con Bounded Confidence, ya no se cumplen las condiciones de los teoremas de
la seccién 3.4. Por lo tanto no estd asegurada la convergencia. En cambio, en las simulaciones
observamos, que para tiempos largos se forman una cantidad finita de grupos, partidos o
clusters. Es decir que la distribucién final es de la forma

Fla,t) = mpdy,(z)
k

Observamos en las simulaciones que la distancia entre estos clusters, (entre los xy) es mayor
a d, la constante de Bounded Confidence. La cantidad de clusters aumenta a medida que d
disminuye.

Una aproximacion intuitiva a este fenémeno es que, si bien el teorema no se cumple para
todo el intervalo I, localmente todos los individuos interactian entre si. Por otro lado, luego
de un tiempo, las interacciones con individuos de otros clusters es cada vez menor, por lo que
el problema queda dividido en una cantidad finita de subproblemas disjuntos, sin Bounded
Confidence.

Por otro lado, también observamos que la ecuacién que resulta en el capitulo 4, la ecuacion
con Bounded Confidence tiene la forma

2
o) (gi) 212, 1),

Observamos que donde el dato inicial fp tiene méaximos locales, su derivada se anula,
% = 0. Luego, en los méximos locales y € I podemos aproximar la ecuaciéon de Hamilton

Jacobi por una ecuacion ordinaria,

Of (x,t)

_ 2
o) = 2f(a,)

que podemos resolver explicitamente por ser de variables separadas, integrando en ¢ en ambos
términos, y realizando un cambio de variables en el primero.

taf(x,t) 1 B ¢
/o o1 f(l’,t)th_/oMt

f(z,t
T
folz) Y fo(@))  f(=,t)
f(.%', t) - ﬂ
1 =2t fo(x)

Luego, podemos concluir que con un d suficientemente chico los maximos locales evolucio-
nan hacia un cluster en dicho lugar (que para d chicos, es similar al promedio del dato inicial
en un entorno). El tiempo de convergencia de dichos maximos, una vez que la densidad ha
evolucionado, para definir los distintos clusters, puede resolverse directamente de esa ecuacion,
y se ajustan a los tiempos observados en las simulaciones.
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Figura 4.5: Simulacién realizada con n = 1000 agentes y un paso h = 0,01 de modificacién de
opinién, y una Bounded Confidence de d = 0,3. Distribucion inicial como en el ejemplo b

4.5. Comentarios finales

En estos modelos asumimos que los cambios de opinién se deben a la interacciéon entre
los agentes. Si les permitimos cambiar espontaneamente de opinién, como en el modelo de
Toscani de la seccién anterior, podemos suponer que los agentes realizan una caminata al azar
sobre el espacio de opiniones ademas de interactuar con los demas.

Esto hace aparecer un nuevo término en el modelo continuo, una derivada segunda (o
Laplaciano) de f, multiplicada por una constante que depende de la frecuencia con la que
cambian de opinidon espontaneamente. En ese caso, uno obtiene las siguientes ecuaciones:

2 x [e%)
e [f(m) < / f( t)dy — / f(y,wdy)] (45.1)
2 2
AR (%) +2f2 (e, 1), (45.2)
af 82f 0?2

5 =323~ Cp3 (f3). (4.5.3)

El efecto del Laplaciano sobre la formacién de consensos no estd estudiado atin.
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Anexo: Teorema de convergencia para un sistema infinito de
ecuaciones

En esta seccion desarrollamos la demostracién de que si se tiene un sistema de infinitas
ecuaciones diferenciales, como ocurre en (4.1.3), con ciertas condiciones podemos asegurar su
existencia y unicidad [34].

Teorema 4.5.1. Sea
dy;

e filx,y1y ooy Yny o)y, 1=1,2,...

un sistema infinito de ecuaciones diferenciales donde los f; satisfacen

» f; estd definida para todo y; € R, i = 1,2, ... y para todo x € T = [x9,z9 + a] C R

= f; son fuertemente continuas en yi, yo,... para una x fija. Esto significa que para todo
e >0 existen Ng y 6 > 0 tal que si |y, —y'| <9, para i =1,2,..., Ny, entonces

|f($7y/17yé) - f(xvylll7yg)| <e.

= f; es medible en x para yi1,y2,... fijos.

= f; estd mayorada
‘fi(xaylvy%'“ﬂ < Mz(.’L')

por una funcion M;(x) integrable en el segmento [xg,xo + a).

Entonces para todo vector (39,49, ...) de datos iniciales existe al menos una solucion.
Ademds si

[eS)
|fn(xvyia s 7y;m H ) - fn(xvyilv s 7ygv o )| S ZKn,zh/; - y;/| (454)
i=1

cony 2 Kpi = A; < A < oo entonces la solucion (yi(z),y2(x), . ..) del sistema que sastisface
la condicion inicial es unica y existe B < oo tal que

S lyala)| < B.
n=1

La demostracién de existencia es bastante mas complicada que la cldsica para un sistema
de finitas ecuaciones diferenciales, pues requiere el Teorema de Punto Fijo de Schauder, y
ademds deberiamos buscar la solucién en un producto infinito de copias de C([xg,z¢ + al).
Esto se puede evitar, como se verd mas adelante

Omitiremos la demostracién de la unicidad porque con la condicién adicional (4.5.4) sigue
exactamente los mismos pasos de la demostracion clasica.
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Demostracion. Primero reemplazamos el sistema de ecuaciones por el siguiente sistema que
resulta después de integrar a ambos lados:

o
y consideremos el mapa
a0 =0+ [ o)), ds P12
zo

que va de un sistema sumable de funciones continuas (y1(z),y2(x), ...) a otro sistema similar,
(z1(x), z2(x), ...). Notamos que si f(x,y1,...,yn) es una funcién de varias variables yi,...yn
medible con respecto a x cuando las variables y; estan fijas.

Entonces, la funcién ®(z) = f(z, p1(z), ..., on(z)) es medible si las ¢;(x) lo son para todo
i+1,...,n. Luego, la funcién ¥, (z) = f(x,¢1(x), ..., on(z),0,0...) también lo es, y por lo tanto
la funcién ¥(z) = f(z, ¢1(v),...) = lim,, g, () también lo es.

Consideramos el sistema de funciones (y1(z),y2(x),...) como un punto P de un espacio
abstracto I'. Si existe un punto P invariante bajo el mapa A, sera solucion del sistema que
buscamos resolver.

Sea My un conjunto de puntos P € I' que satisfacen, para tres puntos =, 2’ y z” que

@) — @) < [ Moy (45.5)

ly(2') — ye(2")] < / M, (z)da

Es facil ver que A manda al conjunto My en si mismo por la definicién de las My. Ahora
definimos B que asocia cada punto P € I' a un conjunto de niimeros

a4 ai
Ny’ N% ; ) Ni°
I
2N2?’ 2N ) niNg’
. o (4.5.6)
ap - ap ay
niNy "’ Ny > nNp?
T a 7 . .
donde N; = Y + fmoﬁ M;(z)dz y los ntimeros a., ...a", ... son los coeficientes de Fourier de

la funcién y,(x) en la base de senos y cosenos escalada al segmento [zg, z¢ + a].
Como el conjunto de nimeros de (4.5.6) es numerable, podemos escribirlos como una
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sucesion by, ..., by,,.... Mas aun, tenemos

o0 zo+a

S (ah)? = / (yn(2))?da

k=1 0

xo+a x 5
<[k [ M)
o o
xo+a
§/ N,%dw
o
:aNfb,
por lo que se sigue por Parseval que

RS 9 9] I SRR

n=1 k=1

Luego B manda al conjunto My en un subconjunto M del espacio de Hilbert l2, y podemos
definir A* = Bo Ao B~! que va de M en sf mismo. Mas atn, si P* € Mg es un punto fijo
de A*, el punto P € My correspondiente determina una solucién del la ecuacién [34].

Mg < My — My <> M}
B! A B

Para usar el teorema de Schauder queremos demostrar que el conjunto M es compacto y
CONvexo.

Convexo
Sean P™* = (b},...,b,,...)y P"" = (b],...,b!,...) dos puntos de M. Luego el punto

y Yno yYno
aP™ + BP"™ = (ab] + Bb],aby + Bby +...) a+p=1,a,8>0
pertenece a M pues corresponde al sistema de funciones
ay, (z) + By (x), ays(x) + Bys (x), ...
Para ver que ese punto pertenece a M verifiquemos que cumple las dos condiciones (4.5.5):

() + Byi () — yil =layr(z) — vp) + Blyn(z) — v
<(a+p) / My (z

/ Mk dx

lagh(2') + By (') — ah(@") — Byl (+")] < (o + B) / My(a
[ i
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Luego, el conjunto M es convexo.

Compacto
Tomamos una sucesion de puntos arbitraria P en M. Este punto corresponde a una

7
sucesién P; = (yy) (az),yg) (z),...) en el conjunto My. Por las dos condiciones, la sucesién

(yg ))ieN es uniformemente acotada y equicontinua. Por lo tanto, Arzela Ascoli nos garantiza
que contiene una subsucesion

(041)(

Ui y%aQ)(x), o y%a")(m), ..

(an)

que converge uniformemente. Ademaés la subsucesién y, "’ también es unifomemente acotada
y equicontinua, por lo tanto, también contiene una subsucesiéon convergente

yéﬁl)(x),yéﬁz)(x), ... ,yéﬁ")(a:), ...

Este proceso puede ser continuado indefinidamente, y podemos tomar una subsucesién dia-
gonal que serd convergente por ser una subsucesion de sucesiones convergentes, y la sucesion
de puntos

z),

Py Psy, Py, ... C My

convergen a un punto Py € My uniformemente en x € Tj.

Falta ver que la sucesiéon correspondiente Py, Py, Py, ... del conjunto M{ converge al
punto By € Mj. En la norma del espacio de Hilbert I, la distancia entre dos puntos esta
dada por

‘ . . o] o 1 xro+a
dist(P™*, P") = |Y (b, = b2 = |y nzNg/ (v — yp)?da
i=1 n1 nvTo

de donde se sigue que

0 1 zo+a > 1
dist PP <\ > s [ G- ke sa S
n1 n Jxg

n=ng

que es arbitrariamente chico para ng y k suficientemente grandes. Luego M es compacto.
O
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Capitulo 5

Un modelo bidimensional

En esta seccién estudiaremos un modelo similar a los anteriores en un espacio de mas
dimensiones. Consideraremos que los individuos tienen opiniones no sobre un tema, sino sobre
distintos asuntos, independientes entre si. Por lo tanto representaremos la opinién de cada
individuo en R™, donde cada coordenada corresponde a la opinién sobre un tema particular.
Realizaremos el desarrollo tomando el caso R?, el caso general es similar.

5.1. Modelo sin Bounded Confidence

Al interactuar dos individuos, intercambiardn opiniones, y podran variar la opinion de

2

uno o ambos temas. Luego si un individuo con opinién w; = (w; ’,w;”’) interactia con otro
w; = (wj(.l), wj(?)), su nueva opinién serd
w;-" _ (w;(l)’ w;‘@))

con

wgs) +h si wj(-s) > wl(s)

w;‘(s) = wgs) —h si wj(s) < wl(-s) s=1,2
w!® si w'® = w!®
) j )

Procediendo de la misma manera que en el Capitulo 4, subdividiremos el espacio de opi-
niones en cuadrados de lado h, {I;};cz2. Definimos la densidad en cada cuadrado

#{Z Tw; € Ij}

S(]7t) = S(jl,j27t) = N

Para calcular la ecuacién maestra calculamos las funciones de ganancia y de pérdida.
La funcién de ganancia suma la probabilidad de todos los individuos que no eran parte del
cuadrado s(j,t) y luego de la iteracién pasan a serlo. La manera de entrar al cuadrado serd o
bien desde los cuatro cuadrados adyacentes Ij, j,+1, Ij; jo,—1, Lji+1,j5, 1j;—1,j, €n caso en que
w antes de la interaccién esté en la misma fila o columna, o bien desde los cuadrados que sélo
tocan al I;, j, en un vértice, es decir I, 41 jo41, Lji41,jo—15 Lj1—1,jo+15 Lji—1,j—1. La manera
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de salir del cuadrado sera que un agente que se encuentre en dicho cuadrado interactie con
cualquier otro que no se encuentre en el mismo.

Ganancia Pérdida
jo+l jorl
_ > s(it)
]2 ]2 1271
2=j2
j2-1 ja-1
> s(ist)
ji-1 0 i ja+l i o 1241
ji-1 i jatl 2572

Figura 5.1: Funciones de pérdida y de ganancia en R?

Luego, la funcién de ganancia sera

G t) =s(rda+1,8) Y s(it) + s(jr, o — 1,8) Y s(i,t)

11=J1 11=J1

12<72 122272
+ 501+ 1o, 1) D s(iyt) +s(ji — 1o, 1) D s(i,1)
1< i1>41
12=]2 12=72
s+ L2+ 11 Y s(i )+ s+ 12— 1,8) Y s(it)
i11<J1 11<J1
12<j2 i22>j2
+s(i— Lo+ 1,8) Y s(it) + s — Lja— 1,8) > s(i,1)
112>71 11271
iggjg i22j2

Para que un agente salga del cuadrado s(j,t) tiene que interactuar con cualquier otro
agente que no pertenezca a dicho cuadrado. Luego, para expresar la funciéon de pérdida L
debemos escribir la suma de todos los cuadrados menos el j. Escribimos esa suma de la
siguiente manera: Sumamos en primer lugar todos los cuadrados que son menores o mayores

e iguales en cada coordenada (obteniendo cuatro términos de la forma ) ;,>;, s(i,t)). Luego

12272
restamos los cuadrados repetidos, que son aquellos donde o bien i1 o bien is se mantienen

iguales. Luego la funcién de pérdida L queda expresada:
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L(j,t) =s(G,t) > s(it)

11751
0 i2#j2
=s(j,t) | D s )+ D> s(it)+ > s(it)+ Y s(it)
112]1 112]1 11571 11<J1
122> ]2 12<j2 12272 12<j2
—s(t) | D s t)+ > st + Y s(it) + > s(ist)

i1=J1 i1=J1 112]1 11<J1
12272 12<J2 12=J2 12=J2

Restando y reordenando los términos, tenemos el siguiente sistema,

Ndt (s(j,t + dt) — s(j,t

1 ) 1.
5 p (8J1+ L jo+1,t) — (5.1.1)
11<J1
12<j2
+ (8 (j1+ 1,42 — )
11<J1
12272
+(831—1J2+1t >
11271
12<j2
+ (8 J1—1,j2 — )
11271
12272
(G2 + 1,0 +5G.0)) D si.t)
11=J1
12<j2
+ (sGnd2 =10 +sGi1) Y (it
i=j1
2272
(G + Lat) +5G.0)) D s(i)
11<J1
12=72
+ (561 = Lz t) +5(3,0) Y (i)
112]1
2 ]2

Para pasar a la versién continua, introducimos una funcién suave, f : R? x [0,00) — Rxq
tal que

t):/ f((L'l,(L'Q,t)dCUld(L'Q
I;
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Como f es suave, y suponiendo que h es chica podemos asumir que f ~ % Ademds,
podemos aproximar (z1,x2) ~ (hji, hj2). Por lo tanto cada diferencia de los primeros cuatro
términos queda aproximada de la siguiente forma

s(]l+1a.72+17t)_5(j1)]27t):E(S(]1+15]2+15t)_8(.]1)]27t))
o3 @ howa + hit) = flan, 22, 8)
h
h3 8f(x17x27t) 8f($1,1'2,t)
~ +
8:131 6.%2

Por otro lado podemos reemplazar, si h es suficientemente chico, las series por integrales

700 o
~ / F(d1, 72, t)dF1dis
x1 T2

Por otro lado, los tltimos cuatro términos de la ecuacién (5.1.1) los agrupamos de a dos y los
rescribimos de la siguiente forma.

(sGroda+ L) +50.8) D s t)+ (sGrda = L) +5(.8) D s(61)

11=J1 11=J1
i2<j2 12272
oo
=s(j,t) Y s(i,t) + (4, 1)
=1
J2=—00
+ (i1, da + 1,t) Y s(it)
11=J1
12<j2
+ (i1, g2 — L,t) > s(ist) + s(jr, j2 — 1,8)s(j, t)
11=J1
12272

Teniendo en cuenta que s(j1,j2 + 1,t) ~ s(j1,j2 — 1,t) ~ s(j1,j2,t) = h2f(x,t) y que
Sii—jr 8(i,t) = b [*2 f(x1,T2)dE2 el término se reescribe como
12272

h32f<$1,$2,t)/ f(l'l,:i'g,t)d.fg +h42f(1'1,1'2,t)2
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Por lo tanto podemos realizar las siguientes aproximaciones:

Of(x1,x2,t) n Of(x1,x2,t)
8$1 8%2

S(jl + ]-7j2 + ]-at) - S(jl)th) ~ h3 |:

Z S(’i,t) %/ / f(ﬁl,fg,t)d.fldig
z1 Jao

11271
1222
(sGr g2+ 10+50,0)) 3 s(i,t) + (sGroja = 1,6) +5G) D s(is)
11=J1 11=J1
12<j2 12272

~ h32f($1, T9, t) / f(a:l, Ta, t)d.i‘z + h42f($1, T9, t)2

Rescalando el tiempo,

Nof(et)  0f(z,s)
2 ot 9s

nos queda:

Of(x1,20,t) 3 [0f(x1,22,t) Of(w1,22,t) /9“ /"7”2 L I
ot =h axl + 81‘2 . _oof(:tl,xz,t)dwldl'z

-af(xlu Z'Q,t) o af(xlu$27t)

x1 00
+ h3 ] / f(.i'l,fg,t)d.fjld.f'g
—oo Jxo

L 3%1 8.7:2
r e’} T2
3|0 t) | Of(@n2s ) / / (&1, B2, t)dF1dio
L 8$1 8m2 1 — o
3 Of (x1,22,t) . Of (x1,22,t) / / F(E1, . £)dF1 AT
L 8.%‘1 81‘2 1 29

+ h32f(a;1,a:2,t) / f(xl,fg,t)dfrg

o0
+ BP2f (1, 22, t) / f(Z1,22,t)dTy
+ 4h4f<1'1, X9, t)2

Tras reescalar el tiempo nuevamente para eliminar un h3, el tltimo término tiende a cero
cuando A es chico y se pueden descartar. Los restantes se pueden reordenar y se obtiene una
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generalizacion de la ecuacion obtenida para dimensién uno:

Of(w,t) _Of(w1,22,t) /°° [/ f(:zl,:m)dazl—/w f(:zl,fgjt)daél] dity

6t 81‘1

e} T2 ~
.\ (M/ |:/ f(ffj17f2, t)d.i? _ / f(i‘l)an t)di2:| di’l
4D —oo LJ—o0 -

- (5.1.2)
+2f(56173327t)/ f(x1,Z2,t)do

o0
+ 2f($1,$2,75)/ f(Z1,z2,t)dy

que también es una ecuacion de transporte con un campo de velocidades no local.
Observemos que si llamamos

F(:L’l,t) = / f(l’l,fz,t)dii‘g, G(xg,t) = / f(fl,l'Q,t)di‘la

y escribiendo, para simplificar,

Of(z,t)
axl ’

of (x,t)

Oxy

fx1 = fxz =

la ecuacién (5.1.2) queda expresada de la siguiente forma

afgi,t) =fu [ / F(i,t)dE — /°° F(il,t)d:zl} + foo [ / oo G(a2, t)dis — / OO G(@,t)d@}

—0o0 T

+ 2f(.fC1,{E2,t)F($1,t) + 2f(]31,1,‘2,t)G(l‘2,t)

Proposicién 5.1.1. La ecuacidn maestra (5.1.3) para el modelo desarrollado en R? es un
sistema de ecuaciones acopladas de la forma de la ecuacion desarollada para R en el capitulo
anterior (4.1.6). Es decir, que cada coordenada se comporta como un sistema en R

Demostracion. Al integrar la ecuacién (5.1.3) en la segunda variable resulta,

8F(:c1,t) _aF(ﬂfl,t) 1 - ~ o ~ ~
8t = 8x1 /oo F(.Tl,t)dl’l /m1 F(ml,t)dzl (513)
oo €T [ere)
+/ Of(an, 7,1) [/ G(:zg,t)d@—/ G(:z«Q,t)d@] dxo
—00 81"2 —00 T2
2R (e, )2 42 / F@r, 22, )G (9, £)das (5.1.4)
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integrando el segundo término por partes y reordenando los términos

OF (x1,t) _8F(331,t) 1 R . o ) )
ot - o1, [/oo F(ilat)dJUl - /xl F(.’El,t)dxl] +2F($1,t)
+/ of @, 22,1)
— 8.%’2

-2 f(.’Bl,{L‘Q,t)G(.%'Q,t)d{L‘Q
—|—2/ f(xl,xz,t)G(xg,t)de.

Como hay finitos agentes, la f tiene soporte compacto, luego

/OO 6f(m1, 9, t) d

zo = 0.
—0 83}2 2

Por otro lado, los tltimos dos términos se cancelan entre si, por lo que queda:

OF (x1,t) OF(z1,t) [ /

(915 6951

— 00

F(:El,t)dj’:l—/ F(azl,t)d:fl] + 2F (21,1)%
T

Esta expresion es equivalente a la que vimos en el capitulo anterior para un modelo en R
(4.1.6) y la podemos escribir como:

— 00

Realizando el mismo razonamiento sobre la otra variable obtenemos:

e (G| [ c@nnin - [ G

O

Por lo tanto el movimiento puede desacoplarse y lo que ocurre en ambas coordenadas
es independiente. Luego podemos asumir que en todo tiempo f(x1,x2,t) = F(x1,t)G(x2,1).
Esta conclusion se entiende intuitivamente al observar que en la interaccién, lo que ocurre en
ambas variables es independiente.

5.2. Bounded Confidence en R?

De la misma manera que en el caso en R podemos suponer una hipétesis de Bounded
Confidence. De esta manera w y wx interactiian como en el caso en R pero solo si

méx{|w; — wy|, [wz — w3} < d.
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Observamos que, a diferencia del modelo sin Bounded Confidece, lo que ocurre en ambas
variables no es independiente, ya que dos agentes podrian tener una opinién similar en una
variable, pero no interactuar entre si por tener una opinién demasiado distinta en la otra.

Teniendo en cuenta los limites del Bounded Confidence, la ecuacién (5.1.2) puede ser
reescrita como

To+d z1+d r1+d
Of (z,t) :8f(x1,x2,t)/ - [/ " f(ial’f%t)djl_/ ’ f(jl,@,t)djzl] dzy  (5.2.1)

ot By 2—d L "
1) [Etd 2 ratd
e Y A P
81’2 z1—d To—d T2
To+d

+ 2f(3:1,362,t)/ f(x1, T2, t)ds
xro—d
x1+d

—|—2f(:c1,3:2,t)/ f(fcl,xg,t)dfi‘l.
x1—d
Utilizando la misma aproximacién que en el modelo de Bounded Confidence en R (4.2.3).

af(x,t) ) /a:2+d /zl+d
=—d x x1d To xgd
= (for | Jndratfon | fndin)

xzo+d x1+d
+2f($1,33‘2,t)/ f(l‘l,i‘g,t)d.fg —|—2f/ f(i‘l,xQ,t)d:Z‘l.
x1—d

xo—d

(5.2.2)

Podemos suponer que si f,, fz, v f son continuas

ro+d
/ fxld:iZ %2dfx1($1,$2,t)
zo—d

o—

xo+d
/ f(xl,.’ig,t)djg ~ 2df(£l?1,l‘2,t)
Tro—d

x1+d
/ f:mdi'l %2df$2(1‘1,$2,t)
r1—d

1—

x1+d
/ f(.i'l,xg,t)d{i‘g ~ 2df(x1,a:2,t).
x1—d

Luego podemos reescribir la ecuacién como
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5.3. Simulaciones

Realizamos una simulacién en el espacio de opiniones en R?. La simulacién fue realiza-
da con una distribucién inicial uniformemente distribuida. Analizamos la evoluciéon de 2000
agentes, con una constante de Bounded Confidence de d = 0,3 y un paso h = 0,01, graficando
la configuracién para distintos tiempos t. Observamos que al igual que en el caso en R para
un tiempo grande se forman clusters o partidos politicos, donde los agentes convergen entre
si, y separados por una distancia mayor a d en ambas coordenadas. La cantidad de clusters
depende de d (no asi del paso h ni de la cantidad de agentes).

1
0
-1
k] 0 1
278
1
] = .
1Y
g - e
" 4*1 -
- .
et s
-1
-1 0 1
4448
1
- L] L] -
L
o| * LT
o ok
-
] -
4
-1 0 1

Figura 5.2: Simulacién con opiones en R?, 2000 agentes y una constante de Bounded Confidence
de d = 0,3 y un paso h = 0,01.
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Capitulo 6

Opiniones como medidas

En el primer capitulo vimos como para tomar una decision a veces es conveniente consultar
con varios expertos. La opinién de cada experto esta dada por una distribucion en el espacio de
posibilidades y por lo tanto el dilema es combinar esas distribuciones en una sola. Concluimos
que en algunas ocasiones es conveniente dejarlos interactuar y observar luego el consenso al
que llegaron. En el capitulo 4 y 5 vimos cémo evolucionan las interacciones entre opiniones
cuando dichas opiniones estan representadas en R y R2. Ahora estamos interesados en realizar
los mismos analisis pero cuando las opiniones de cada individuo son distribuciones. Luego el
espacio donde estaremos considerando la densidad de agentes es P(P(m)), las probabilidades
sobre todas las distribuciones de probabilidad.

6.1. Aumento fijo h de la esperanza

Como primera aproximacién, utilizaremos un modelo donde todos los individuos tienen
una opinién representada por una variable aleatoria con distribucién normal, con una media
que cambiard con el tiempo, pero con varianza fija.

Se tienen N = {1,...,n} individuos. Cada uno de ellos tiene una opinién representada
como una medida de probabilidad m; sobre R, y cada una de estas medidas serd una normal,
todas con la misma varianza: m; ~ N(u;, 02). Cuando dos individuos interactian, cada uno
emite una opiniéon 7; € R segin la distribucién asignada. Luego, cada individuo cambia su
opinién de manera tal que

N(p; + h,o?)  sitj > E(m)
m' ~ < N(u;—h,0%) sitj<E(m)
N (u;,02%) si ;= E(m)
Queremos calcular la distribucién de la densidad de las esperanzas. Supondremos que las
medias p; son de la forma h.j; para algin j; € Z. De la misma manera que antes, separamos
el espacio en pequenos intervalos I, centrados en h.j y con longitud |I;| = h. Sea

s(it) = #UMJ;G i}
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la proporcién de agentes cuya media es h.j.
Luego la densidad en un tiempo dt cambiard

s( t+dt) = s(j, t) + %(G(j,t) LGt
donde G y L son las funciones de ganancia y pérdida.

Para que un individuo pase a tener una opinién con una esperanza dentro del intervalo
elegido, tiene que antes de eso tener una esperanza en alguno de los intervalos adyacentes,
e interactuar con alguien que emita una opinién que no esté en su intervalo. Para que un
individuo que tiene una opinién en el intervalo elegido deje de estarlo tiene que interactiiar
con cualquiera que emita una opinién en otro intervalo. Tenemos entonces

oo h(j+1/2)
G(j,t) =s(j — 1,t)23(i,j)/ midx—i—s(j—l—l,t)Zs(z‘,j)/ mida
i h(j—1/2) i —o0
0o h(j—1/2)
L(j,t) =s(j,t) Z s(i,7) / msdx + / m;dx
: h(j+1/2) —0
Z h(j+1/2)
—s(7.t) = sG0Y o) [
i h(j—1/2)
Luego, tras rescalar el tiempo para eliminar los factores 2 y N, y en el limite dt — 0,
9s(4, 1) . : - /°°
=(s(j —1,t) = s(5,1 s(4,7 m;(y)dy
S =(s( - 1.1 = s( >); ) [ L, i)
‘ o rhGH1/2)
s =10 sl [ )y
i h(j—1/2)
h(j—1/2)
(10 =5G.0) Ystid) [ milu)dy
h(j+1/2)
FsGH 10 Y stid) [ i)y,
i h(j—1/2)

Aproximando hj = z, hi = z;, como my, ~ N(x;,0?)

/“’Lh/2 My, (2)dz = @(m>

oo o
& h/2 —x;
/ My, (2)dz =1 — @(M)
x+h/2 o
x+h/2 T — 2
My, (2)dz ~ h®’ L.
/mh/Q (2) ( o )
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Reemplazando s(j,t) ~ hf(x,t),
hfg;,t) :(hf(x — h,t) — hf(x,t)) Z hf (i) {1 _ q)<fc+hé2—mﬂ

+hf(a—ht) YW, )@ (S
+ (hf(ac +h,t) — hf(z, t)) > hf(@i t”’(W)

T hf (o4 b)Y B2 f ()0 (T,

Podemos aproximar las sumatorias con integrales, y los incrementos por derivadas parcia-
les, con lo cual queda

Ofa:t af/ < [ @(m+h/2_y)Ddy
engl [ i <f(y,t)<1><x_};/2_y)) dy

1 2h%f(x, 1) /OO (f(y,t)@’(x;y)> dy + O(h®).

Aproximamos @(%ﬂb/?) ~ @) 4+ Lo/t

Y). Luego

g

o _Z(f(y,t)[cp(”mf‘b 8/ < ;y)>dy

h f (T~ 2
vl (f( )‘I’< . >)+O(h )
Rescalando para eliminar h, y reagrupando,

Ao LT o)
+Zf(:rt)/ <f( >¢>’( 1)) ay
o3 [~ (swnw(21)) + o0

Como o se mantiene constante, ®’ estd acotado para todo x, y los 1ltimos términos pueden
descartarse, y la ecuacién nos queda

= [ o (o232) )
=L [+ (225 -1)].

donde denotamos con f x g la convolucién de fy g,y ®,(-) = ®(-/0).
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6.1.1. Algunos comentarios y generalizaciones

FEn la deduccion anterior no jugé ningtin papel que la opinién de cada agente fuese una
variable aleatoria con distribucién normal: sélo utilizamos que todos tenian la misma varianza.
Tampoco es necesario que el soporte de la distribucién sea toda la recta, podria ser un intervalo
acotado, o conjuntos més generales.

Si los agentes tuviesen distintas varianzas esperariamos un comportamiento similar: su-
pongamos que hay varias clases de agentes que indexamos con un parametro j, y la opinién
de un agente i es m(]) ~ N(ui,o;). Sillamamos f;(x,t) a la densidad de agentes cuya opinion

A v 7 )

es generada con una normal N(z,0;), tendriamos, para cada j,

f'(w7t) _8f
i Tor ;f’“*@@"k_l)

donde ®,, es la distribucién acumulada de N (u, o).

6.1.2. Simulaciones con varianza fija

Realizamos una simulacién del modelo analizado en esta seccién, donde la varianza estd
fija. De esta manera, solo necesitamos una variable por individuo en cada tiempo, que re-
presenta la media de la opinién de cada agente en ese momento. Realizamos la simulacién
con N = 1000 agentes, cada uno con una distribucién normal, una media en I = [—1,1],
una varianza 1, un paso h = 0,05 y un paso temporal y tiempo final acorde para visualizar
correctamente. Para disminuir el tiempo computacional en cada iteracion hacemos que todos
los agentes interactien con una permutacién de ellos, de manera que se mantiene la propor-
cién de interacciones. Utilizamos una distribucién inicial uniforme, y una distribucion inicial
asimétrica con un pico.

(a) Evolucién de la media de las opinio- (b) Distribucién final de las medias de los
nes a lo largo del tiempo agentes

Figura 6.1: Simulacién de individuos con opiniones como medidas realizada con N = 1000
agentes y un paso h = 0,005 de modificacién de opinién y una distribucién inicial uniforme
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(a) Evolucién de la media de las opinio- (b) Distribucidn final de las medias de los
nes a lo largo del tiempo agentes

Figura 6.2: Simulacién de individuos con opiniones como medidas realizada con N = 1000
agentes y un paso h = 0,005 de modificacién de opinién y una distribucién inicial con un
maximo en 0,5 y un promedio 0,0982

Observamos que en este modelo no converge a que todas las opiniones tengan la misma
media, sino que converge a una distribucion normal de las medias de las opiniones. Sin em-
bargo, esta distribucién estd aproximadamente centrada en el promedio de la distribucién
inicial. Realizando, para el caso uniformemente distribuido, 400 simulaciones, todas con la
misma condicién inicial. Para cada simulacién tomamos m, el promedio final de las medias
de todas las opiniones. Observamos que la distribucion de las m de todas las simulaciones es
otra normal, centrada apréximadamente en el 0 (como el promedio de la distribucién inicial),
y con una varianza pequeiia (de 10°), por lo que podemos asumir que los promedios de las
medias son préacticamente una delta en 0.

Figura 6.3: Distribucién de los promedios de las medias de las opiniones finales de 500 simu-
laciones distintas y una distribucién inicial uniforme
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6.2. Cambios en la varianza

En la seccion anterior consideramos que los agentes al interactuar sélo cambian su media
sin alterar la varianza. Sin embargo, no es la tnica posibilidad.

Suponemos ahora nuevamente que todos los agentes comienzan con una opinién represen-
tada por una variable aleatoria m; ~ N(p;(0),03), y que al interactuar ambos emiten una
opinién 7; € I segun la distribucién asignada, y se ven atraidos por la opinién que emitié el
individuo con el que interactuaron, pero que también cambian su varianza.

En primer lugar veremos una dindmica inspirada en las ideas de transporte 6ptimo. Esta
nos sugiere que en cada iteracién la varianza se ve reducida en un factor (1 — ), y poste-
riormente veremos un modelo mas simple, que combina esta reducciéon de la varianza con el
movimiento de la media de la seccién anterior.

6.2.1. Transporte 6ptimo

Primero supondremos que la atraccién se da en el camino méas corto que conecta la dis-
tribucién de opiniones m; de un individuo con la medida de Dirac centrada en la opinién
emitida por el otro agente, d.,. Esto es, el agente acerca su medida hacia la Delta de Dirac
que observd, y esto lo hacemos en el sentido del transporte éptimo. Si llamamos T.(z) = ¢ la
funcién constante, la nueva opinion sera

i = (I + Ty, — 1)) #m;

donde ~ es una pequena constante positiva que representa la intensidad de la interaccién.
Suponiendo que las medidas son normales, segtn la definicién de la medida push-foward
y siendo ¢ una funcién test arbitraria, la medida resultante sera:

[omas = [ ottt - apmare = [ X (4227 ay

donde en la tdltima igualdad se utilizé el cambio de variables y = x + (7 — x).
Luego m es una traslacién y un rescale de m, y por lo tanto también tiene una distribucion

normal,
- 1 T —T
m(x) = m .
1—x 1—7
Por lo tanto, tras la interaccién se modifican solamente la media y la varianza de cada indi-
viduo. Veamos a continuacién cémo lo hacen.
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(1= ) B(m?) + 777 + 29(1 ~ )T E(m) — (1= ) E(m) +77)
=(1 = 7)?E(m®) +7*7° + 29(1 = )7 E(m)
— (1= 7)?E(m)* = 2(1 — y)y7B(m) — v°7°

=(1 —~)*Var(m).
Luego la nueva medida m después de una interaccion es de la forma

m~ N((1—=~)u+7,(1-7)0).

Observemos que la varianza de un individuo solo depende de su varianza inicial y la
cantidad de interacciones, siendo o(t) = ¢;(0)(1 —)! si asumimos una interaccién por unidad
de tiempo.

Por lo tanto a partir de ahora pensaremos la interaccién entre un individuo con opinién
m; ~ N (s, 0;) que interactia con otro que emite una opinién 7; de la siguiente manera:

mi ~ N (i, 07) 2 17 ~ N (1 = )i +v75,00(1 — 7)) (6.2.1)

Estamos interesados en conocer cémo se distribuyen las esperanzas de las opiniones de
todos los agentes, es decir la distribucion de densidad de p. Como en los casos anteriores,
asumiendo que ocurre una interaccién por unidad de tiempo, para armar la ecuacién maestra
tomamos un dt pequeno y nos queda

Pl -+ dt) = F(uot) + (Gl 0) — L) (622)
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La funcién L(u,t) es la probabilidad de que elijamos un agente con esperanza p y otro
que emita una opinién T,

L(ut) = / F(u) P(r, t)dr, (6.2.3)

donde P(r,t) es la probabilidad de que otro agente omita la opinién 7 a tiempo t. Observamos
que esto es la suma de las probabilidades condicionales de emitir 7 con la distribucién m;,
por la probabilidad de encontrar un agente con media m; a tiempo ¢, llamémosla p(m;, t):

P(r,t) =Y P(r,t|m;)p(m;,t)
J

Para simplificar las cuentas, vamos a suponer que todos los agentes comienzan con la misma
varianza. Como las interacciones ocurren aleatoriamente, de manera uniforme entre todos, es
razonable suponer que para un tiempo ¢, todos los agentes mantienen la misma varianza, que
solo depende del tiempo. Luego, alcanza con analizar solo la esperanza y podemos escribir

P(Tvt) :ZP(Tvt‘Mj)P(ijt)
J

_/P(T,t‘ﬂj)f(ﬂj7t)dﬂj

2
—lT—nyl

e 20(t)? dﬂja

1
=/ﬂw¢)§mwy

donde en las ultimas igualdades hemos pasado al continuo. Reemplazando en (6.2.3) y reem-
plazando p; por u+y,

—|r=(uty)|?

L(u,t)—//f(u,t)f(u+y,t)27:0@)26 200 dydr.

Integrando sobre 7, y teniendo en cuenta que lo que integramos respecto de 7 es una densidad,
llegamos a

me=/GWJVW+%w@:fw>

Observamos que este resultado implica que la posibilidad de que un agente deje de tener
esperanza [ es que un agente de esperanza p interactie con cualquier otro, lo cual es razonable
teniendo en cuenta que la posibilidad de que cualquier agente exprese exactamente p tiene
probabilidad 0.

Por otro lado, la funcién de ganancia G es la posibilidad de elegir un agente con media
1+ 1y v otro que emita una opinién 7 de manera que al interactuar el primero termine con
una media p. Es decir
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=//f(u+y,t)P(T)5((u+y)(1—’y)+77=u>d7dy
=//f(u+y»t)P(T)5(u+y+v(T—y—u) Zu)dfdy

:i//f(quy,t)P(T)é(w - y@v—n + ) duwdy.

donde en la ltima igualdad hicimos el cambio de variable w = 7.
Integrando sobre w, y teniendo en cuenta las propiedades de la funcion 9,

t) = i/f(u + y,t)P(u + 7;1@”) dy (6.2.4)

Ahora, tenfamos que

—|—z|?
)e 20 ()2 dz,

1
P(-,t) = / z,1
() e i I
con lo cual nos queda

-1
—lu+ Ity =z

G, 1) () =07 dzdy

1
:W//f(uwtyvt)f
zi/f(wry,t) (f*g)(u+77_1?/)dyv

donde g es la densidad de la distribucién normal con varianza o(t).
Juntando los términos para L y G obtenemos

Ndt (f(p,t + dt) —
5 7t /f +y,t)

(219t + =) = F(.0)) o

y acelerando el proceso para que en una unidad de tiempo ocurran N interacciones, pasando
al limite cuando N — oo, dt — 0, y reescalando la variable temporal, obtenemos

sl = [ St n ) (G0 )~ fo)dn (029

donde g es la densidad de una Gaussiana con o(s) = o(0)y°.

6.2.2. Un caso particular

La existencia y unicidad de soluciones de la ecuacién integrodiferencial (6.2.5) quedan
fuera del objetivo de esta tesis, pero podemos analizar un caso particular.
Observemos que para tiempos grandes, g es una aproximacién de la identidad, con lo cual

f*g<u+vv1y> —>f(u+771y)7
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y la ecuacién nos queda

ff 1ty 8 /f pt+y,s f(u + V,Y_ly) f(us 8))dy. (6.2.6)

Lema: Si el soporte del dato inicial es compacto, la solucién tiene soporte compacto.
contenido en el original.

Demostracion. Por simplicidad, fijemos v = 1/2, y tomemos como distribucién f(u,0) =
h(pt,t)x[0,1) (1), donde x[o,1) es la funcién caracteristica del intervalo [0, 1]. Ahora, vemos que
para i < 0 se tiene

/fu+y, f(u y) — f(u78))dy-

pt1 i
_2/—u flu+y,s )f(/ﬁ—y)—/_u f(u Ay, 8)h(p, 8)x[0,1) (1) dy.

La segunda integral es cero porque p < 0, y también la primera pues

—n<y<-—p+l

implica que
2p>p—y=>2p—1,

es decir, u —y < 0, y tenemos que f(u —y) = h(u —y)xjo,1)(1 —y) = 0.
Un andlisis similar muestra que si g > 1, la derivada temporal de f(u,t) es cero. O

Lema: Dado un dato inicial que es una medida de probabilidad, [ f(u,t)du es una medida
de probabilidad para todo t.

Demostracion. Queremos ver que

d
— t)dp = 0.
= / fu, t)dp
Para esto, partimos de

0 1 ~v—1
557 (18) = S fle+y,s)f(p+ Ty)dy — [ fle+y,s)f(u, s)dy,
e integrando en la variable u, nos queda

js/f(u,s)du:fly//f(u+y,s)f(u+Ty)dudy—//f(u+y78)f(u,8)dudy

Si [ f(u,t)dp = a, vemos que la tltima integral es igual a a®, integrando primero en la
variable y, luego en pu.
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Para la primera integral, hacemos el cambio de variable z = u 4+ y y nos queda

i//f(u +y,8)f(n+ Ty)dﬂdy = i//f(za s)f(z— iy)dzd%

y si hacemos el cambio de variable
1

w=z——,
v
también nos da a?, integrando primero en w y luego en z.

Por lo tanto, la funcién
I(t) = /f(/ht)d/i

tiene derivada nula, y como I(0) es la integral del dato inicial, vale 1. O

Observacion: estos resultados no alcanzan para demostrar que f(u,t) es una medida
de probabilidad, pues faltaria ver que se mantiene positiva. Tampoco alcanzan para ver que
converge a una distribucién de probabilidad estacionaria.

Para datos iniciales no tan concentrados, podemos resolver numéricamente la ecuacién.
Resolvemos la ecuacién con una condicién inicial uniforme y de soporte compacto en el inter-
valo [100, 200]. Utilizamos una particién espacial de 100, v = 0,3 y una divisién temporal de
0.05.

N = 100; % Longitud del soporte
T = 500; % Pasos temporales
Y = zeros(3xN,T); % Variable que indica la densidad a lo largo del tiempo
x=[1:1:3%N];
gamma=0.5;
for k=N4+1:2xN
% En este ciclo asignamos la distribucidn inicial uniforme
end
for h=2:T
U = zeros(3xN,1);
for i=N+1:2«N % En este ciclo calculamos numéricamente la integral
for j=N:N
U(i,1)=U0(i,1)+Y(i+j,h—1)*(1/gammaxY(i—j ,h—1)-Y(i,h—-1));
end
end
Y(:,h) =Y(:,h—-1) + 0.05+xU/N; ZActualizacidn del valor de Y

end
plot (x,Y(:,end))

Observamos el resultado en 4 tiempos distintos. La solucién converge a una delta, centrada
en 0
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(a) Distribucién inicial fo(x) = 2/100 (b) Distribucién inicial fo(z) = =(1 —
con soporte en [100, 200] x)/1000 con soporte en [100, 200]

Figura 6.4: Evolucién a lo largo del tiempo de la solucién numérica de la ecuacién (6.2.6) con
distintas distribuciones iniciales.

6.2.3. Simulaciones con cambios de varianza sin Bounded Confidence

Realizamos una simulacién del modelo analizado en esta seccién donde en cada interaccién,
ademds de modificarse la esperanza, la varianza disminuye como en (6.2.1).

Realizamos las simulaciones con las mismas condiciones que en la seccién anterior. Utiliza-
mos 1000 agentes, un paso h = 0,01 una constante de Bounded Confidence mayor al intervalo,
y para optimizar tiempos, en cada iteraciéon permitimos que todos los agentes interactien una
vez. Utilizamos v = 0,3 como constante de atraccion.

Utilizamos las tres distribuciones utilizadas en la seccién 4.3

Observamos que al igual que en los modelos en R y en los modelos donde la varianza no se
modifica, la esperanza de los individuos converge al promedio. El comportamiento es similar
al de la seccién anterior donde la varianza no se modifica, con la excepcién de que la varianza
final de los resultados es menor y se debe a los efectos de h.
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(a) Distribucién inicial uniforme y un (b) Distribucién inicial con un méximo
promedio inicial en 0 en 0 y un promedio inicial en —0,1998

(¢) Distribucién inicial con un méximo en
0.5 y un promedio inicial en 0,0964

Figura 6.5: Simulacién de individuos con opiniones como medidas realizada con N = 1000
agentes y un paso h = 0,01 de modificacién de opinién, v = 0,8 y distribuciones iniciales como
en 4.3
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