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Introduccion

La dualidad de Alexander es un resultado topolégico clasico que compara la
cohomologia de un subespacio de una esfera con la homologia de su comple-
mento. De manera independiente, Barr ([8]), Bjorner y Tancer ([12]), y Bayer
([9]) estudiaron la dualidad de Alexander en el marco de complejos simpliciales.
En la version simplicial se considera un complejo simplicial K visto como un
subcomplejo de un complejo simplicial L que es el borde de un simplex. La rea-
lizacién geométrica de K es entonces, un subespacio de la realizacién geométrica
de L (que es una esfera). El complemento de este subespacio se retrae por defor-
macioén fuerte a la realizacién geométrica de un subcomplejo de L que se lo llama
dual de Alexander de K y se lo nota K*. La dualidad de Alexander simplicial
compara entonces, los grupos de cohomologia de K con los grupos de homo-
logia de K*. Minian y Rodriguez ([28]) investigaron la dualidad de Alexander
en el contexto de espacios finitos o, més especificamente, de lattices reducidos.
Para establecer la dualidad en este marco es necesario determinar una nocién de
dual de Alexander para lattices reducidos. En esta tesis estudiaremos en profun-
didad la dualidad de Alexander en este contexto utilizando algunas nociones de
dual previamente introducidas en [28]. Vamos a analizar propiedades del dual
de Alexander de un lattice reducido X y a determinar como éste se modifica al
hacer perturbaciones en X o al cambiar la dimensién de la esfera ambiente.

En el capitulo 1 repasamos definiciones y resultados elementales que utili-
zamos a lo largo de la tesis. La primer parte del capitulo es un breve repaso
de complejos simpliciales en el que se recuerdan definiciones basicas y se fija
notacién relacionada al tema. En la segunda parte recordamos algunas defini-
ciones y resultados relacionados a la teoria de espacios finitos. Entre otras cosas,
hablamos de la correspondencia de Alexandroff, que establece que los espacios
finitos Ty y los posets estdn en una correspondencia directa, lo que nos permite
analizar a los espacios finitos a partir del diagrama de Hasse de su poset asocia-
do. También hablamos de las aplicaciones X y K de McCord ([26]) que vinculan
a los espacios finitos con los complejos simpliciales. Todo espacio finito X tiene
el mismo tipo homotépico débil que la realizacion geométrica de un complejo
simplicial K(X), mientras que para todo complejo simplicial K existe un espacio
finito X' (K) con el mismo tipo homotépico débil que |K|. Vamos a recordar la
nocién de beat point, introducida por Stong ([35]), y la de weak point, introdu-
cida por Barmak y Minian ([5]). Los beat points son puntos de un espacio finito
que se pueden remover sin modificar el tipo homotépico de éste, de hecho, dos
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espacios finitos son homotdépicamente equivalentes si y solo si se puede obtener
uno a partir del otro agregando y removiendo beat points. Los weak points ge-
neralizan a los beat points y juegan un papel fundamental en el estudio de la
teoria de homotopia simple de espacios finitos, la cual estd estrechamente rela-
cionada con la teoria de homotopia simple de Whitehead ([40]), en el contexto
de complejos simpliciales. Por tltimo, repasamos definiciones y resultados rela-
cionados con los lattices reducidos. Un poset finito es un lattice reducido si todo
conjunto acotado superiormente tiene supremo. De la definicién resulta inme-
diato que todo conjunto acotado inferiormente tiene un infimo. Recordaremos
las aplicaciones i y s introducidas por Barmak, que estdn fuertemente vinculadas
con el estudio del tipo homotépico de los lattices reducidos. Un lattice reducido
X colapsa a dos espacios s(X), i(X), que se obtienen, a partir de X, considerando
los supremos de los subconjuntos de elementos minimales y los infimos de los
subconjuntos de elementos maximales respectivamente.

En el capitulo 2 expondremos los resultados previos relevantes sobre la dua-
lidad de Alexander. Primero repasamos la dualidad de Alexander clésica y
siguiendo el trabajo de Rodriguez ([32]) mostramos como de este resultado se
puede deducir la version simplicial. Luego analizaremos la dualidad de Alexan-
der para lattices reducidos siguiendo los resultados de [28] y haremos mencion
de diferentes nociones de dual de Alexander introducidas en ese paper. El dual
de Alexander de un lattice reducido X, que lo notamos X*, es el espacio que se
obtiene de tomarle el poset de caras (es decir, aplicar &X’) al dual de Alexander
de un complejo simplicial T(X) asociado a X. Una nocién alternativa de este
dual se obtiene de aplicarle i al espacio X*. A este dual alternativo lo notamos
d(X), siguiendo la notacién de [28].

En el capitulo 3 vamos a analizar lattices reducidos que satisfacen condicio-
nes especificas y faciles de verificar. El dual alternativo de un lattice reducido
que satisfaga esas condiciones cumplird propiedades muy deseables, como por
ejemplo que sea un espacio minimal (es decir, que no tenga beat points).

Barmak ([3]) dio una nocién de join para espacios finitos llamada join no
Hausdorff que satisface que (X xY) = K(X) = K(Y). El join de dos lattices
reducidos no es lattice reducido en la mayoria de los casos. Basdndonos en [18]
y siguiendo [28], obtenemos una nocién de join, que llamamos 1 join, que cumple
que dados dos lattices reducidos X, Y, el 1 join de X con Y, X *; Y, es un lattice
reducido que posee el mismo tipo homotépico simple que el join no Hausdorff
X xY. En el capitulo 4 hablamos de este concepto y ademads introducimos una
nocién de join con menos elementos que el 1 join, que llamamos deleted join
reducido o r join. Esta nocién de join también preserva el tipo homotépico
simple del join no Hausdorff y satisface ademds que el r join de dos lattices
reducidos es un lattice reducido. Sin embargo, su definicién es menos intuitiva
que la del 1 join, ya que el r join de dos espacios finitos X *, Y depende de la
elecciéon de un elemento minimal de Y.

Si tomamos el r join de un lattice reducido X con el poset de caras del borde
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de un (n — 1)-simplex obtenemos un lattice reducido que es un modelo, es decir
un espacio con los mismos grupos de homotopia, del espacio finito 2" (X) que se
obtiene de X al aplicarle la suspensiéon no Hausdorff (es decir, hacer join con el
espacio discreto de 2 puntos) n veces. Este modelo de suspension, que llamamos
n-suspension reducida y lo notamos S"(X), juega un papel muy relevante en el
estudio de los duales alternativos. Minian y Capitelli en [14] analizaron el dual
de Alexander de un complejo simplicial K respecto a un conjunto de vértices
V' y lo compararon con el dual de K respecto al conjunto de vértices de K, que
notamos K. Basdndonos en los resultados de ese paper, mostramos que a partir
del dual de un lattice reducido X respecto de su conjunto de elementos minima-
les, que lo notamos d,,(X), obtenemos, aplicando una suspensién reducida, el
dual de X respecto a cualquier conjunto de vértices V O m(X), que lo notamos

dy (X).
Teorema 4.4.4 Sea X un lattice reducido tal que s(X) no tiene maximo, sea V 2

m(X) un conjunto de vértices de X tal que #(V \ m(X)) = n > 0. Entonces, si
dm(X) no tiene minimo, se tiene que dy (X) = S"(d,(X)).

De este teorema se deduce que dy (X) /\ " (d,; (X)) para un lattice reducido
X, donde n = #(V \ m(X)). En otras palabras, de conocer el tipo homotépico
simple de d,,(X) podemos determinar el tipo homotdpico simple del dual de X
respecto a cualquier conjunto de vértices V.

En el capitulo 5 analizamos como cambia el dual de Alexander de un lattice
reducido X al hacer perturbaciones en el espacio. Primero observamos lo que
sucede cuando removemos un beat point xg € X. En este caso demostramos que
el tipo homotdpico simple del dual no cambia, de esto se deduce el siguiente
resultado

Teorema 5.1.8 Sean X, Y lattices reducidos homotépicamente equivalentes, en-
tonces si #V = #W, con V O m(X), W 2O m(Y) conjuntos de vértices, se tiene
que dy (X), N\ dw(Y).

En particular, el dual de un espacio contractil es homotdpicamente trivial.

Para weak points tenemos un resultado similar al del Teorema 5.1.8, que dice lo
siguiente

Teorema 5.2.6 Sea X un lattice reducido, x9p € X un weak point tal que X \
{x0} también es un lattice reducido, entonces X3,/ (X \ {xp})},. En particular

dv(X)/\ dv(X AN {XO}).

Dado que un espacio finito Y es simplemente equivalente a X si y solo si
Y se obtiene de X agregando y removiendo weak points, entonces podriamos
creer que dos espacios simplemente equivalentes poseen duales de Alexander
simplemente equivalentes. Sin embargo, esto en general no es cierto, pues al
removerle un weak point a un lattice reducido podemos perder la propiedad de
que éste lo siga siendo. Basdandonos en un ejemplo del paper [28] construimos



un lattice reducido X homot6picamente trivial cuyo dual de Alexander no lo es.
Por ultimo, comparamos el dual de un lattice reducido X con el de su opuesto
X°P, que es el poset que se obtiene de X invirtiendo todas sus relaciones. X°/
es un lattice reducido que posee el mismo tipo homotépico simple que X, por
lo que tiene sentido preguntarse si los duales de Alexander de X y X°F tomados
sobre conjuntos de vértices del mismo cardinal son simplemente equivalentes.
Para estudiar este problema damos una enunciacién alternativa a partir del cross
dual C(X), que es un poset que introducimos en esta tesis que se obtiene de
aplicar el dual de Alexander a X, tomar opuesto y aplicar el dual de Alexander
nuevamente.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a repasar algunos resultados generales de topologia al-
gebraica que serdn utilizados durante esta tesis. Comenzaremos con poliedros,
complejos simpliciales y homologia simplicial. Ademads recordaremos algunas
construcciones elementales bésicas, como el join de dos complejos simpliciales.

La segunda seccion tratard sobre espacios finitos. Repasaremos el estudio
del tipo homotdépico de estos espacios y su relaciéon con los posets y con los
complejos simpliciales.

En la tercer seccién repasaremos las propiedades bésicas de los lattices re-
ducidos. También recordaremos el Teorema de Osaki que puede usarse como
herramienta para estudiar el tipo homot6pico simple de estos espacios.

Los topicos que vamos a repasar en la primer seccién son temas centrales
de la topologia algebraica, y existen muchas fuentes que le dan una detallada
exposiciéon a los mismos, como por ejemplo los libros de Hatcher, Munkres y
Spanier (ver [19], [29], [30] y [34]). El contenido de las otras secciones esta
basado en el libro de Barmak [3].
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1.1  Complejos simpliciales

Los poliedros son espacios topoldgicos que se obtienen de pegar objetos geomé-
tricos, como por ejemplo lineas, tridngulos, cuadrados, tetraedros y otros objetos
de diferentes dimensiones. Los poliedros se crean a partir de conjuntos llamados
complejos simpliciales, que poseen una estructura rigida que nos permite facili-
tar el estudio de los poliedros, por ejemplo reduciendo el célculo de los grupos
de homologia de estos espacios a una cuenta combinatoria, a partir de la nocién
de homologia conocida como homologia simplicial.

Recordemos que un complejo simplicial K consta de un conjunto de vértices
Vk y una familia Sk de subconjuntos, llamados simplices, no vacios y finitos
de Vk que contiene a los vértices y es cerrada por inclusiones: si ¢ € Sk y
T C o, T # @, entonces T € Sg. Notamos ¢ € K, si ¢ € 5. Si 0 € K,
la dimension de o, que la notamos dim(c), es #0 — 1. La dimensién de K es
dim(K) = sup ({dim(c) : ¢ € K}).

Dados dos simplices o, T pertenecientes a un complejo simplicial K, diremos

que T es una cara de ¢ si T C 0. T es una cara propia si la inclusién es estricta y
es cara inmediata si dim(t) = dim(c) — 1.

Decimos que L es un subcomplejo de K, y notamos L < K, si los simplices
de L son simplices de K. Un subcomplejo se dice pleno si todo simplex de K
formado por vértices de L es un simplex de L.

El n-esqueleto de K es el subcomplejo K" < K cuyos simplices son los sim-
plices ¢ € K tales que dim(c) < n.

Ejemplo 1.1.1.

K! es un subcomplejo de K que no es pleno, L es un subcomplejo de K que
si es pleno.

Si 0 es un simplex, notamos ¢ al complejo simplicial finito generado por o.
Con do notamos al borde de sigma, que es el complejo simplicial formado por
las caras propias de o, es decir, el complejo que estd generado por las caras
inmediatas de ¢.

Recordemos que para dos complejos simpliciales K, L, un morfismo simplcial
de K a L es una funcién ¢ : KY — LY tal que Vo € K, ¢(c’) es un simplex de L.
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Notar que la composicién de morfismos simpliciales es un morfismo. Para
todo subcomplejo L de un complejo simplicial K se tiene que la inclusién i : L —
K es un morfismo simplicial.

Si un morfismo simplicial ¢ : K — L admite una inversa ¢! : L — K que
también es un morfsimo simplicial, entonces diremos que ¢ es un isomorfismo
simplicial. Dos complejos simpliciales son isomorfos si existe un isomorfismo
simplicial entre ellos.

El concepto de realizacién geométrica es el nexo que vincula a los complejos
simpliciales con los espacios topolégicos. Recordemos que la realizacion geomé-
trica de un complejo simplicial K es el espacio topolégico |K| cuyos elementos
vienen dados por las combinaciones convexas de vértices de K cuyo soporte es
un simplex de K. Para un [-simplex ¢ € K, ¢ = {vy, ..., v;}, la topologia de |c]|
viene dada por la métrica

) )
donde x = ) x;v;, y = }_ y;0j son elementos de |c].
i=0 =0
La topologia de la realizaciéon geométrica de K es la topologia final respecto
de las inclusiones i : || — |K| para cada ¢ € K, es decir, le damos a |K| la

topologia méds fina que hace continuas a esas funciones.

Notar que dado un n-simplex o, entonces || es homeomorfo a D", en par-
ticular || es compacto, de esto se deduce que la realizacién geométrica de un
complejo simplicial K es compacta si y solo si K es finito, en ese caso |K| resulta
ademads metrizable.

Recordemos que si X es un espacio topolégico, entonces X es un poliedro si
existe un complejo simplicial K y un homeomorfismo f : |[K| = X. Un par (K, f)
como el de recién se llama triangulaciéon de X.

Ejemplos 1.1.2. R, 1", S", D", RP", St x S! son poliedros. Toda variedad dife-
renciable resulta ser un poliedro.

Para dos complejos simpliciales K y L y un morfismo simplicial ¢ : K — L,
La realizacion geométrica de ¢ es la funcién |¢| : |K| — |L|, cuya férmula viene

l l
dada por |¢|( Y tik;)) = ¥ tip(k;), con {ko, ..., k;} un simplex de K. Notar que la
i=0 i=0

realizacién geométrica de un /-simplex es un espacio métrico convexo, luego |¢|
estd bien definida. Ademas |¢| es continua porque es lineal al restringir a cada
uno de los simplices.

Dado ¢ € K, notamos ¢° al interior de ¢, que es el subespacio ¢° =

{x € |K]| : sop(x) = c}. c° es abierto si 0 es un simplex maximal. Por defini-
cién, |K| es, conjuntisticamente, la unién disjunta de los interiores de cada uno
de sus simplices.




CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Dado un complejo simplicial K, notamos K’ a su subdivisiéon baricéntrica,
que recordemos que es el complejo simplicial cuyos simplices son los conjuntos
de simplices de K que forman una cadena con el orden dado por la inclusién.
Notamos ademas K(©) = K, K("+1) = (K(")) para cada n € Ny. Decimos que K"
es la n-ésima subdivisién baricéntrica de |K|.

1.1.1 Homologia y cohomologia simplicial

Sea ¢ = {vy,...,vy} un n-simplex. Recordemos que dos ordenamientos de los
vértices de o son equivalentes si difieren uno del otro por una permutaciéon
par. A las clases de ordenamientos las llamaremos orientaciones de ¢. Notar
que si dim(c) > 1, entonces o posee dos orientaciones. Notamos [vy, ..., Uy] a
la orientacién del orden vy < vy ... < vy, y a la otra orientacién la notamos
—[vo, ..., U], y diremos que es la orientacién opuesta de [vy, ..., v,]. Un simplex
junto con una orientacién es un simplex orientado.

Si un simplex orientado T es una cara inmediata de un simplex orientado o,
que lo notamos T < 0, entonces el namero de incidencia de ¢ en T, €(0, T),
es 1 si 7 tiene la orientacién de ¢ y —1 en caso contrario. Concretamente
e(o,t)=1si0 = [vg,...,vs), yT = (—1)"[vo, ..., Dj, ..., vn], donde [vy, ..., T}, ..., Vx| =
[UQ, «0i-1,0i41 s Un].

Si K es un complejo simplicial, fijamos una orientacién para cada uno de sus
simplices. Notamos C,(K) al grupo abeliano libre generado por los n-simplices
orientados de K, donde identificamos [vp, ..., vn] con — [y, -, Op(n)] 81 B € Sp
es una permutacion impar. El morfismo de borde d,, : C,,(K) — C,_1(K) estéd
definido, en la base, como

du(0) =) e(o,7)T,

T<0

donde o y 7 tienen las orientaciones fijadas de K.

El n-ésimo grupo de ciclos de K es Z,(K) = Ker(d,), el n-ésimo grupo de
bordes de K es B,(K) = Im(d,+1) y el n-ésimo grupo de homologia simplicial
de K es H,(K) = Z,(K)/B(K).

Notamos C"(K) = {f : C,(K) — Z, fmorfismo}. El morfismo de coborde &y, :
C"(K) — C"(K) en los términos de la base satisface 8,(¢)(t) = 0(d,(T)),
donde o, T € K son simplices orientados de dimensién n y n + 1 respectivamente
y 0 es el morfismo que vale 1 en ¢ y 0 en el resto de los n-simplices orientados.

En caso de que K sea finito, existe un isomorfismo canénico entre C,(K)
y C"(K), que le asocia a cada simplex orientado ¢ el morfismo &. Bajo esta
identificaciéon el morfismo de coborde satisface

bn(0) =) e(t,0)T.

o<T
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El n-ésimo grupo de cociclos, de cobordes y de cohomologia simplicial vienen
dados de manera similar a antes utilizando ¢ en lugar de d, los notamos Z"(K),
B"(K) y H"(K).

Si L < K, n >0, notamos C,(K,L) = C,(K)/Cy(L), que es el grupo abe-
liano libre generado por los n-simplices orientados de K que no estdn en L.
El morfismo de borde d,, : C,;(K,L) — C,_1(K,L) viene dado por la férmula
dn([o]) = [du(0)]. El n-ésimo grupo de homologia relativa viene dado por

Hu(K,L) = Z,(K,L)/Bn(K, L),

donde Z, (K, L) = Ker(d,) y Bx(Z,L) = Im(d,+1) son el n-ésimo grupo relativo
de ciclos y el n-ésimo grupo relativo de cobordes respectivamente.

Recordemos ademads que la homologia reducida se define con los mismos
grupos abelianos C,(K) que antes y con los mismos morfismos d,, solo que en
grado —1, C_1(K) = Z, y dg : Co(K) — Z es el morfismo de aumentacién, que
vale 1 en cada vértice de K. Notamos H,(K). Observar que H,(K) = H,(K)
Vn € N. Ademas se tiene que Hy(K) ~ Hy(K) @ Z.

Los siguientes resultados permiten calcular concretamente la homologia de
los complejos simpliciales y son de naturaleza local-global. Para sus demostra-
ciones consultar [29], paginas 175-190.

Teorema 1.1.3. (Escision): Sea K un complejo simplicial, R, L < K subcomplejos tales
que RU L = K, entonces existe un isomorfismo H,(L, LN R) ~ H,(K, R) para cada n.

Teorema 1.1.4. (Mayer Vietoris): Sean L, R, K como antes, entonces existe una suce-
sion exacta larga

Hy(LOR) ™ Hy(L) @ Hy(R) 5 Hy(K) 2 H,_y(LAR)..

Donde los morfismos iy, j« vienen inducidos por inclusiones. A 0 se lo llama morfismo
de conexion.
Para homologia reducida existe una sucesion exacta larga similar.

La teorfa de homologia simplicial es una herramienta que permite calcular la
homologia singular de los poliedros, ya que los grupos de homologia singular de
un poliedro X son isomorfos a los grupos de homologia simplicial de cualquier
complejo simplicial K que lo triangula. Eso es lo que afirma el siguiente teorema,
cuya demostracion también se puede encontrar en [29].

Teorema 1.1.5. Si K es un complejo simplicial, entonces H,(K) ~ H,(|K|) Vn, donde
para |K| consideramos la homologia singular.

1.1.2 Star, link y join simplicial

Vamos a repasar algunas construcciones bésicas de complejos simpliciales que
volveremos a utilizar méds adelante en esta tesis. Comencemos recordando la
definicion de join entre complejos simpliciales.
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Definicién 1.1.6. Sean K, L complejos simpliciales (disjuntos). El join de K con
L, que notamos K * L, es el complejo simplicial generado por los simplices que
vienen dados por la unién de un simplex de K con un simplex de L. En otras
palabras K« L =KULU{cUt:0€ K, T €L}.

Notar que (K * L)? = K° LI L°.

Dados f : K =+ M, g : L — N morfismos simpliciales, con K, L, My N
disjuntos, entonces se tiene un morfismo simplicial f * ¢ : K« L — M x N, tal
que para un vértice v € (K* L)?, fx g(v) = f(v),siv € K0,y f xg(v) = g(v), si
ve LD

El cono de un complejo simplicial K viene dado por el join K % {v}, con v ¢ K
un vértice. Lo notamos C(K).

La suspensién de K es Z(K) = K* S’ donde S° es el complejo simplicial
discreto de 2 vértices. La n-ésima suspension de K se define recursivamente
como XV(K) = K, Z"1(K) = £(Z"(K)).

Observar que la realizacién geométrica del cono de un simplex es contractil,
mientras que por una sencilla aplicacion del Teorema de Mayer Vietoris (Teore-
ma 1.1.4), se tiene que H;(X"(K)) = H;_,(K) Vj € Np.

Por ultimo recordemos los conceptos de link y star, que estdn muy relaciona-
dos entre si.

Definicién 1.1.7. Sea v € K un vértice, el star abierto, que notamos st°(v), es el
subespacio abierto de |K| dado por st°(v) = {x € |[K| : v € sop(x)}. Notar que
los star abiertos forman un cubrimiento por abiertos de K.

El star de v es el subcomplejo de K de simplices o tales que o U {v} € K.
Notamos st(v). El link de v, [k(v), es el subcomplejo de st(v) de simplices que
no tienen a v. El star cerrado de v es la clausura del star abierto, o bien, la
realizacion geométrica del star, es decir |st(v)].

En caso de tener que aclarar sobre que complejo simplicial tomamos star,
notaremos stx(v), sty(v) y lkx(v). Observar que st(v) = lk(v) * {v}. Luego
st(v) es un cono, por lo que |st(v)| es contréctil.
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1.2 Espacios finitos y Posets

En esta seccién vamos a repasar la teoria basica de espacios topoldgicos finitos.
Primero recordaremos la relacién entre espacios finitos y posets, descubierta
por Alexandroff en [2], y la caracterizacién del tipo homotépico de estos espa-
cios, estudiada por Stong ([35]). Luego repasaremos los resultados relacionados
con la teoria de homotopia débil de McCord ([26]), y recordaremos algunos re-
sultados relevantes, probados por Barmak y Minian, de la teoria de homotopia
simple de espacios finitos ([6] y [5]) y la teoria de homotopia fuerte de complejos
simpliciales ([7]).

Entre otras importantes referencias de la teoria de espacios finitos podemos
destacar [4], [22], [23] y [24].

Darle una estructura de espacio topolégico a un conjunto finito X puede ser
visto, desde otra perspectiva, como darle a X un preorden. Si T es una topologia
para X, entonces dado un elemento x € X, la interseccién de todos los abiertos
que contienen a x es un abierto minimal que contiene a x, que notamos Uy.
Definimos en X la relacién y < x si y € Uy. Esta relaciéon define un preorden en
X.

Consideramos ahora un preorden en X <. Definimos una base de topologia
para X a partir de los conjuntos U, = {y € X/y < x}. Estos conjuntos forman
efectivamente una base pues, si x,y,z € X son tales que z € U, N Uy, entonces
ze U, CUyNUy.

Estas aplicaciones definen biyecciones inversas, y se tiene que x < y si y solo
si x € Uy, y esto vale si y solo si todos los abiertos que contienen a y contienen a
x. Esta correspondencia, que se debe a Alexandroff ([2]), se correstringe ademas
a espacios finitos Ty y posets, es decir, 6rdenes parciales. Estos resultados se
pueden encontrar en [3].

Los espacios finitos Ty pueden entonces ser representados con el diagrama
de Hasse de su poset asociado. Todo espacio finito se retrae por deformacién
fuerte a un espacio finito Ty, por lo que trabajaremos en general con espacios
finitos que son Tp.

En el diagrama de Hasse de un espacio finito Tj los puntos que estan unidos
por una arista son elementos comparables, el punto que se encuentra més arriba
de la arista es inmediatamente mayor que el punto que se encuentra por debajo,
o sea, no habréa otro punto intermedio entre esos dos.

Ejemplo 1.2.1.

X0

N 2N
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Notar que un subposet U de un espacio topolégico finito Tp X es abierto siy
solosiVx e U, yec Xtal quey < x, entonces y € U. Los cerrados de X son los
subposets de X que satisfacen la propiedad opuesta: si x pertenece a un cerrado
F,y € X es tal que y > x, entonces y € F. Notamos F, = {y € X:y > x}.
Observar que F, = {x}, la clausura de {x}. Los cerrados de X forman una base
de topologia que estd asociada al orden inverso de X. A este poset lo llamamos
el opuesto de X y lo notamos X°7.

Ejemplo 1.2.2.
®

% /'\
X = ] ° XopP — °
N / .

Observar que si X es un espacio finito y A C X es un subsepacio, entonces el
orden inducido de la topologia de A es el orden inducido por X. Para diferenciar
los abiertos minimales notamos, para cada xg € A, U;:}) al abierto minimal de A

que contiene a xp. Notar que U;% = Ufcf) N A.

Observacién 1.2.3. Dado un preorden X, podemos considerar la relacién de equi-
valencia generada por x ~ y si x es comparable con y. Las componentes conexas
y las componentes arcoconexas de X vienen determinadas por las clases de equi-
valencia de esta relaciéon. En particular un espacio topolégico finito X es conexo
si y solo si es arcoconexo.

Vamos a repasar cuando dos funciones continuas entre espacios finitos son
homotdpicas y cuando dos espacios finitos son homotépicamente equivalentes.
Esta caracterizacion fue descubierta por Stong en [35] y profundizada por Bar-
mak en [3].

Notar que la nocién de funcién continua en espacios finitos Ty coincide con
la nocién de morfismo de orden en el poset asociado. Concretamente, f : X — Y
es continua si y solo si para todo par x, y € X, con x < y, entonces f(x) < f(y).
Toda funcién f : X — Y continua se puede ver como un elemento del espacio
finito YX, cuyo orden viene dado por f < g si f(x) < g(x) Vx € X. Se puede
probar que todo par de funciones homotdpicas estdn en la misma componente
arcoconexa de YX, de hecho, se tiene el siguiente resultado cuya demostracion
se puede encontrar en [3]

Proposicién 1.2.4. Sean X, Y espacios finitos, f,g : X — Y funciones continuas,
entonces f y g son homotdpicas si y solo si existe una secuencia de funciones continuas
fo, s frycon f = fo < f1 > fo <... < fn = g. Ademds, si la homotopia H es relativa
a un subsepacio A C X, entonces podemos tomar a cada f; tal que fi o = fla = g4

De esta proposicién se deduce inmediatamente que todo espacio finito con
maximo o minimo xy es contréctil, en efecto, supongamos que xy es un maximo,
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entonces 1x < cy, son funciones continuas homotépicas. Si xg € X fuese un
minimo, se tiene que 1x > cy, son homotépicas.

El tipo homotépico de un espacio X finito y Ty se puede estudiar combina-
torialmente, removiendo puntos llamados beat points que no cambian el tipo
homotépico del espacio. Stong fue quien introdujo estos movimientos en [35].

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio finito Ty, un punto xyp € X es un down
beat point si Uy, = Uy, \ {xp} tiene un maximo. xo se dice up beat point si
Fy, = Fy, ~ {x0} tiene un minimo. Finalmente, xo se dice un beat point de X si
es un down beat point o un up beat point. Un espacio finito sin beat points se
dice minimal.

Si X es un espacio finito Ty, x, y € X, notamos x <y (6 y > x) six <y y no
existe z € X tal que x < z < y. En ese caso, decimos que y cubre a x.

Observar que si xp € X es un down beat point, entonces la funcién r : X —
X ~{xo} definida por r(x) = x Vx # xq, y 7(x9) = Yo, con xg > Yo define un
RDF de X a X \ {xp}. Se tiene un resultado andlogo para up beat points, luego
remover beat points no cambia el tipo homotépico del espacio. En particular X
es homotdpicamente equivalente a un espacio sin beat points X. Aun espacio X
como el de recién lo llamaremos core de X y lo notamos core(X). Dos cores de
un espacio finito Tp X son homeomorfos, luego todo espacio finito Ty tiene un
tinico core a menos de homeomorfismo.

Si xp € X es un beat point, decimos que X \ {xp} es un colapso fuerte ele-
mental de X , notamos X \§ X \ {xp}. X colapsa fuertemente a Y (o bien, Y se
expande a X) si existe una sucesién de colapsos fuertes elementales que empieza
en X y termina en Y. Notamos X \ Y (o bien Y ,J" X).

Un espacio X que colapsa fuertemente a un punto es contréctil, ya que al re-
mover beat points no se modifica el tipo homotépico de X. La reciproca también
es valida: X es contréctil si y solo si removiendo beat points de X obtenemos el
singleton.

Ejemplo 1.2.6. Consideramos
20 X2 X1

- X

xo es un down beat point de X ya que yg es el tinico elemento inmediatamente
menor que xp. Al remover xp, tanto x; como x; pasan a ser down beat points y
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al remover estos elementos obtenemos un espacio que tiene a zyp como maximo,
por lo que X es contractil ya que X \ {xg, x1,x2} lo es.
20

N

X\ {XOI X1, xZ} - b g

X

Barmak en [3] (pagina 21) generalizo las ideas de Stong de espacios minima-
les al caso relativo, y obtuvo este resultado que serd importante mas adelante.

Proposicién 1.2.7. Sea X espacio finito Ty, A C X un subsepacio, entonces A es RDF
de X si y solo si X \ A.

1.2.1 Teoria de homotopia débil de McCord

Repasemos ahora el trabajo que hizo McCord en [26] en el que estudi6 el tipo
homotdépico débil de los espacios finitos Tj y lo relacioné con el tipo homotépico
de los complejos simpliciales. Consultar [3] (seccién 1.4) y [23] para referencias
acerca de este tema.

Recordemos que una funcién entre espacios topolégicos es una equivalencia
débil si induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia (y por ende,
los de homologia). Dos espacios topoldgicos tienen el mismo tipo homotépico
débil si estdn en la misma clase de equivalencia generada por la relacion A ~ B
si existe una equivalencia débil entre A y B. Si un espacio tiene el mismo tipo
homotoépico débil que un punto diremos que es homotépicamente trivial.

El teorema de McCord nos da una herramienta muy ttil a la hora de ver
si una funcién entre espacios finitos T es una equivalencia débil. Recordemos
que un cubrimiento tipo base de un espacio topolégico X es un cubrimiento por
abiertos que forman una base para una topologia de X.

Teorema 1.2.8. (McCord) Sean X,Y espacios finitos y f : X — Y una funcién conti-
nua, sea A un cubrimiento de tipo base de Y tal que V U € A fip1(y) : i) —-u
es una equivalencia débil, entonces f es una equivalencia débil.

Este teorema se puede aplicar utilizando, por ejemplo, la base de abiertos
de Y dada por {U,:y € Y}. Para ver que una funcién f : X — Y es una
equivalencia débil alcanza con ver que f!(U,) es abierto y homot6picamente
trivial para todoy € Y.
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Ejemplo 1.2.9. Tomamos los espacios X, Y dados por

1 3 5 3 5

[ ] [ ] [ ] [ ] [ )
XX X |

X ° ° ° Y ° °
0 2 4 0 4

Consideramos f : X — Y definida por

. |Gie{o,1,2}
fi _{Z;ie{3,4,5}

Observar que f~1(U;) es abierto y contractil para cada i € {0,3,4,5}, por lo
que f es equivalencia débil por el Teorema de McCord.

Le asignamos a cada espacio finito Tp X un complejo simplicial asociado cuya
realizacién geométrica posee el mismo tipo homotépico débil que X. Notamos
K(X) al complejo simplicial cuyos simplices son las cadenas no vacias de X.
Toda funcién continua f : X — Y entre espacios finitos induce un morfismo

simplicial K(f) : K(X) — K(Y) definido por K(f)(x) = f(x).

Ejemplo 1.2.10.

d
b
/N
X = o o K(X)= a b
2

Observacion 1.2.11. K(X) = IC(XP).

La relacion entre complejos simpliciales finitos y espacios finitos viene, en
parte, determinada por la funcién de McCord de X, ux : |K(X)| — X, que
viene definida a partir de la formula ux(x) = min(Sop(«)), es decir, si a estd
en el interior de un n-simplex o, 0 = {xp, ..., x,}, con xp < x7 < xp < ... < Xy,
a =Y a;x;, con a; > 0 Vi, entonces px(a) = xp.

La importancia de la funcién de McCord viene dada por el siguiente teorema,
cuya demostracion se encuentra en [3], pagina 12.
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Teorema 1.2.12. La funcién de McCord es una equivalencia débil.

Observacion 1.2.13. Para toda funcién continua f : X — Y, el siguiente diagrama
conmuta.

X

7 Y

El diagrama conmuta porque f preserva el orden. Luego al menor elemento
de una cadena se le asigna el menor elemento de la otra.

Del Teorema de Whitehead (ver [19], pagina 346), se deduce entonces

Proposicion 1.2.14. Si f : X — Y es una funcién continua entre espacios finitos Tp,
entonces f es una equivalencia débil si y solo si |IC(f)| : [KK(X)| — |K(Y)]| es una
equivalencia homotdpica.

Repasemos ahora el otro nexo de la relacién entre complejos simpliciales
finitos y espacios finitos. A cada complejo simplicial K le asignamos un espacio
finito que tiene el mismo tipo homotoépico débil que la realizacién geométrica
de K. El poset de caras de K, que notamos X (K), es el espacio finito que tiene
como elementos a los simplices de K y el orden es el dado por la inclusién.
Si ¢ : K — L es un morfismo simplicial, entonces la aplicacién X induce una
funcién continua X' (¢) : X(K) — X (L), dada por X (¢)(c) = ¢(0).

Ejemplo 1.2.15.

X (K) =

[ J

[ J
Observacion 1.2.16. En general, no vale que X' (K(X)) = X, para todo espacio
finito X que sea Tp. De hecho, no todo espacio es el poset de caras de un com-
plejo simplicial (ver el espacio X del Ejemplo 1.2.10). Notamos X' a X' (K (X)),

y diremos que es la subdivision baricéntrica de X. Notar que (X' (K)) = K/, la
subdivision baricéntrica de K, para todo complejo simplicial finito K.
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Utilizando la subdivisién baricéntrica de K se tiene una equivalencia débil
uk entre |K| y X(K). Més precisamente, pix = py(x)s~ ', con piy k) la funcién
de McCord definida anteriormente y s : |K'| — |K| el homeomorfismo dado por

s(c) = b(c), donde b(0) = i %Hvi, con ¢ = {vg,...,vs}. De esta equivalencia
i—

débil se obtiene el resultado principal de la teoria de McCord

Proposicion 1.2.17. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1 Si X, Y son espacios finitos Ty, entonces X XY si y solo si |[K(X)| ~ |[K(Y)].
2 Si K, L son complejos simpliciales finitos, entonces |K| ~ |L| si y solo si X' (K) ~
X(L).

1.2.2 Star, link, join y cono no Hausdorff

Vamos a repasar algunas definiciones que nos serdn ttiles mds adelante. Estas
definiciones estdn basadas en conceptos analogos en el contexto de complejos
simpliciales o espacios topolégicos generales. Se puede consultar [3], Secciones
2.7y28.

A partir de ahora todos los espacios topolégicos finitos serdn Tp, a menos de
aclarar lo contrario.

Definicién 1.2.18. El join no Hausdorff de X con Y, que notamos X * Y, es el
espacio finito cuyo conjunto subyacente es X UY con el orden heredado por
X,Yytalquex <yVxe X, yeY.

El cono no Hausdorff de X es el join de X con un punto, notamos C*(X) (o
simlpemente C(X)) a X * {*}. Con C~(X) notamos a {*} * X. La suspension no
Hausdorff de X es el join de X con el espacio discreto de 2 puntos S%, (X) =
X *S°.

Notar que C(X) es contractil para todo espacio finito X ya que este espacio
tiene un maximo.

Observacion 1.2.19. K(X*Y) = K(X) * K(Y), donde con * notamos al join de
complejos simpliciales.

Definicién 1.2.20. Dado x € X, el star de x, st(x), es el subespacio de puntos
comparables con x, es decir st(x) = U, U Fy. El link de x, que notamos /k(x),
es el subespacio st(x) \ {x}. Si necesitamos aclarar sobre que espacio tomamos
star y link, notamos stx(x), lkx(x).

Notar que st(x) es contractil, en efecto, 1x) < f > cx, donde f es la funcién
que restringida a Fy vale la identidad y que restringida a Uy es constantemente x,
mientras que cy es la funcién que vale constantemente x en todo st(X). Observar
por otro lado que Ik(x) = U, * Fy, que en general no es contractil.
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Ejemplo 1.2.21.

X1 X2 X1 X2

o/

XX

X3 X4

<
°

°
—
>

—~
=

(e]

S—

I

° o X3 X4

El link de xp € X no es contréctil, ni siquiera es homot6picamente trivial (es
un modelo de S1).

De hecho, se tiene el siguiente resultado, que fue demostrado originalmente
en [3]

Proposicién 1.2.22. Sean X, Y espacios finitos Ty, entonces X * Y es contrdctil si y
solo si X 6'Y lo son.

Demostracion: Sea x € X un beat point, entonces x es beat point de X * Y. En
particular, si X es contréctil, se tiene que X Y \ {*} * Y que es contréctil por
tener minimo. Si Y es contrdctil se procede de manera anéloga.

Supongamos ahora que X * Y es contréctil, si x € X es un beat point de X x Y,
entonces se tiene

- down beat point: x es un down beat point de X.

- up beat point: x es un up beat point de X si x no es maximal en X. Si x es
maximal, entonces FX*¥ = Y es contractil.

De esto deducimos que si Y no tiene beat points y no es contractil, entonces
X es contractil. Si Y es un core de Y, entonces por el argumento de arriba
deducimos que X * Y \ X * Y, que por ende es contréctil, y podemos aplicar
lo que vimos recién para asegurar o bien que X es contrictil, o que Y (y en
particular Y) lo es. [

La demostracién dada de la Proposicion 1.2.22 estd basada en la demostra-
cién exhibida en [3]. Las ideas usadas volveran a aparecer en el capitulo 4,
cuando estudiemos otras nociones especiales de join entre espacios finitos.

Recordemos que dados dos espacios finitos X, Y con xg € X, yo € Y, el
wedge de X con Y respecto a xp e yo es el espacio X VY = XUY/y ..

X VY es Tp si tanto X como Y lo son, de hecho, el diagrama de Hasse de
X V'Y se obtiene pegando los diagramas de X e Y en xq e yo.

Ejemplo 1.2.23. Si
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[ ] ( ] [ ]
x= | X y= N\
[ ] [ ] [ ] [ ]
X0 Yo
Entonces tenemos
XVY =

IX1/ "\

1.2.3 Teoria de homotopia simple

Ahora daremos una serie de resultados que relacionan el tipo homotépico simple
de complejos simpliciales finitos y de espacios finitos. La teoria de homotopia
simple comenzé con Whitehead ([40]), quien introdujo los conceptos de colap-
so y expansion elemental de complejos simpliciales. Posteriormente, Barmak y
Minian ([5]) descubrieron un anédlogo a estos conceptos en el marco de espacios
finitos, de donde surge el concepto de weak point, que es una generalizaciéon de
los beat points que vimos anteriormente. Las referencias principales para este
tema son los papers de Whitehead [38], [39] y [40], el libro de Cohen [15], el ar-
ticulo de Milnor [27], y los trabajos de Barmak y Minian [5] y [6]. Empezaremos
la secciéon recordando las nociones basicas de colapso y expansion elemental
para complejos simpliciales.

Definicién 1.2.24. Sea K un complejo simplicial finito, L C K un subcomplejo,
decimos que existe un colapso elemental de K a L si existen exactamente 2 sim-
plices 0, T € K que no son simplices de L, y con 7 el tnico simplex de K que
tiene a ¢ como cara propia. En ese caso decimos ademads que ¢ es una cara libre
de 7. Notamos K X, Ly ¢ < 7.

Decimos que K colapsa a L (o bien, que L se expande a K) si existen com-
plejos simpliciales Ky, ..., K;;, con K = Ky, L = K, tales que K; “{ K;;1 para todo
i. Notamos K N\, L (6 L / K). Decimos que K y L tienen el mismo tipo ho-
motdpico simple, o que son simplemente equivalentes, si existe una secuencia
K =Kj,.., K, =Ltal que K; \, Kj+1, 0 K; / Kj;1 Vi. Notamos K™\ L.

Ejemplo 1.2.25. Consideremos el complejo simplicial
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c

K colapsa al borde de un 2-simplex, en efecto

N K\ {abd; bd} = N,

Una aplicacion del Gluing Theorem (ver [29]) afirma que si K *, L, entonces
la inclusién i : L — K es una equivalencia homotépica. Luego, dos complejos
simpliciales simplemente equivalentes son homotépicamente equivalentes.

Recordemos que un complejo simplicial K se dice colapsable si K colapsa a
uno de sus vértices.

Notar que el cono de un complejo simplicial K es colapsable, en efecto, si
a ¢ K es un vértice, 0 € K es un simplex maximal, entonces aK “, aK \ {c,ac}.
Luego aK ™\, a(K\ ), que es colapsable por induccién.

Repasemos definiciones andlogas para espacios finitos. Primero recordemos
el concepto de weak point, que fue introducido en [5] y que generaliza a los beat
points.

Definicién 1.2.26. Dado X espacio topolégico finito Tp, un punto xg € X es un
down weak point si Uy, es contractil. x se dice up beat point si Fy, es contractil.
Finalmente, diremos que x( es un weak point si es un down weak point o un up
weak point.

Observacion 1.2.27. Por la Proposicién 1.2.22, xp es un weak point si y solo si
Ik(X) = Uy, * Fx, es contréctil.
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Notar que Si xp es un weak point, entonces es un beat point, ya que todo
espacio con maximo o con minimo es contractil. No todo beat point es un weak
point. El méaximo del cono de un espacio contractil con al menos 2 elementos
maximales es un weak point que no es un beat point. El siguiente ejemplo,
introducido en [5], nos da un espacio sin beat points que posee weak points. Al
remover un weak point de este espacio obtenemos un espacio contréctil.

Ejemplo 1.2.28. Consideremos

XXX
QX

xo es down weak point, pero el espacio no tiene beat points y al remover xg
queda contractil, como rdpidamente puede verificarse.

Recordemos que remover un beat point no cambia el tipo homot6pico de un
espacio finito. En el contexto més general de weak points el tipo homotépico si
puede cambiar, como sucedi6 en el ejemplo de arriba. Sin embargo, utilizando el
Teorema de McCord (Teorema 1.2.8), se deduce que la inclusioni : X\ {xp} — X
es una equivalencia débil cuando xp € X es un weak point.

Decimos que X colapsa a Y (0 que Y se expande a X) si podemos obtener
a Y a partir de X removiendo weak points, es decir, si existe una sucesioén de
espacios finitos X = X, .., X, = Y tales que Xj 1 = X; \ {a;} Vj, donde 4; € X;
es un weak point. Notamos X \, Y (o Y " X).

Decimos que X e Y son simplemente equivalentes si estdn en la misma clase
de equivalencia, generada por A ~ Bsi A \(B 6 A /' B. Notamos X "\, Y.

Como un weak point es un beat point, se tiene que si dos espacios finitos son
homotépicamente equivalentes, entonces son simplemente equivalentes.

Hay una nocién atin mds general que la de weak point, que también fue
introducida por Barmak y Minian (ver [6]), que es la nocién de -point. Re-
cordemos que si xp € X es un weak point, entonces i : X \ {xo} — X es una
equivalencia débil. La vuelta de esta implicacién no es cierta en general.

Si xg € X es tal que lk(xg) = Uy, * Fy, es homotépicamente trivial, entonces
decimos que xp es un ‘y-point.

Notar entonces que un beat point es un weak point y un weak point es un
Y-point, pero no vale ninguna de las vueltas. De hecho se tiene que si xgp € X
es un elemento que no es maximal ni minimal, entonces xp es un <y-point si
y solo la inclusiéon i : X \ {x9} — X es una equivalencia débil. El siguiente
resultado, demostrado en [6], nos dice que remover un y-point no cambia el tipo
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homotépico simple del espacio, en otras palabras, todo método de reduccion de
un punto que preserve el tipo homot6pico débil preservara el tipo homot6pico
simple.

Proposicion 1.2.29. Si xg € X es un y-point, entonces X /N, X ~\ {xo}.

Vamos a repasar la relacion que hay entre el concepto de equivalencia simple
en espacios finitos Tp y en sus complejos simpliciales asociados, y la relacién
que hay entre la nocién de equivalencia simple de complejos simpliciales y sus
respectivos posets de caras.

Los siguientes lemas relacionados con la teoria de homotopia simple son
importantes para clasificar los diferentes tipos de homotopia simple que hay
en espacios finitos y en complejos simpliciales. Los enunciamos porque serdn
utilizados més adelante. Si K es un complejo simplicial y v € K es un vértice,
entonces con K \ v notamos al subcomplejo que se obtiene de tomar los simplices
de K a los que v no pertenece.

Lema 1.2.30. Si K = aL es un cono simplicial, entonces X (K) es contrdctil.

Lema 1.2.31. Sea f : X — Y una funcién continua de espacios finitos Ty tales que
f1(Uy) es homotdpicamente trivial para todo y € Y, entonces existe una equivalencia

simple X /Y.
Lema 1.2.32. Si K es un complejo simplicial, v € K es un vértice, entonces K \, K\ v
si y solo st lk(v) es colapsable.

Una aplicacién de los Lemas 1.2.30 y 1.2.31, es la siguiente

Proposicion 1.2.33. Sea X un espacio finito Ty, entonces X N\ X'.

Demostracion: Recordemos que X' es el poset cuyos elementos son las cadenas
no vacias de X y el orden es el dado por la inclusién.

Sea h : X! — X la funcién definida por h(C) = max(C), entonces Vx € X,
h1(Uy) = {CC X/max(C) < x} = (Uy)". (Uy) es contractil pues (Uy) =
X (K(Uy)) = X (K(Uy) * {x}), que es contractil porque K(Uy) * {x} es un cono
y por el Lema 1.2.30. Aplicando el Lema 1.2.31, se sigue entonces que X "\, X'.

]

La idea de esta demostracion fue extraida de [3].

El Teorema de clasificacién ([3], pagina 53) dice lo siguiente

Teorema 1.2.34.

(a) Sean X,Y espacios finitos Ty, entonces X /Y siy solo si (X)), K(Y).
Ademds, si X N\, Y, entonces IC(X) \, K(Y).
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(b) Sean K, L complejos simpliciales finitos, entonces K /L si y solo si
X (K), ™\ X(L), ademds, si K\ L, entonces X (K) \, X (L).

Corolario 1.2.35.

(a) Si X\ Y, entonces X' Y’
(b) Si K\, L, entonces K' \, L'.
Corolario 1.2.36. Sea K complejo simplicial finito, entonces K,/ K’

Demostracién: Por el teorema anterior alcanza con ver que X (K), N\, X (K') =
(X (K))'. Pero eso es vélido por lo que dice la Proposicion 1.2.33.
]

Resumiendo tenemos

X ~ Y = X /Y = X % v
0 0
K(X) A KY) = [K(X)] = [K(Y)]
X(K) =~ X(L) = X(K) N\ X(L) = X(K) & X(L)
) 0

K /~\ L = K|

La primer equivalencia de cada esquema se debe al teorema anterior, y la
otra se debe al Teorema de McCord y al Teorema de Whitehead.

12

L]

1.2.4 Teoria de homotopia fuerte de complejos simpliciales

El tipo homotdpico en espacios finitos es una nocién muy rigida que no estd
vinculada ni con el tipo homotépico simple ni con el tipo homotépico usual de
los complejos simpliciales, sin embargo, existe también una relacion entre el tipo
homotépico de los espacios finitos y una nocién de tipo homotépico de comple-
jos simpliciales. Esta nocién fue introducida y estudiada por Barmak y Minian
en [7] y es la que se conoce como tipo homotdpico fuerte. Las demostraciones
omitidas de los resultados que enunciaremos pertenecen al paper citado.

Sea K complejo simplicial finito, v € K. Decimos que hay un colapso elemen-
tal fuerte de K a K \ v si lk(v) es un cono simplicial v'L. En este caso decimos
que v estd dominado por v'. Notamos K ¢ K \ v.
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Si L subcomplejo de K, decimos que existe un colapso fuerte de K a L (o que
hay una expansion fuerte de L a K) si existe una secuencia de colapsos fuertes
elementales de K a L. Notamos K \, L, o equivalentemente L /" K.

Dos complejos simpliciales finitos K y | tienen el mismo tipo homotépico
fuerte si K'y | estdn en la misma clase de equivalencia de la relacién de complejos
simpliciales finitos generada por A ~ Bsi A N\ B 6 B \\( A.

Notar que un vértice v estd dominado por otro vértice v’ si y solo si todo
simplex maximal que contiene a v también contiene a v'.

Observacion 1.2.37. Un colapso fuerte es un colapso.

Definicién 1.2.38. Decimos que un morfismo simplicial ¢ : K — L es una equiva-
lencia fuerte si existe ¢ : L — K tal que ¢ ~ 1k, ¢3p ~ 11, donde con ~ notamos
que dos morfismos simpliciales estdn en la misma clase de contigiiidad. Si existe
¢ : K — L equivalencia fuerte, notamos K ~ L.

Decimos que un complejo simplicial finito es minimal si no tiene vértices
dominados. El ntcleo (o core) de un complejo simplicial finito K es un subcom-
plejo minimal Ky C K tal que K \ Ko. Un complejo simplicial es fuertemente
colapsable si tiene como core a un vértice.

Proposicién 1.2.39. Toda equivalencia fuerte entre complejos simpliciales es una equi-
valencia simple

Asi como en el contexto de espacios finitos existe un tinico core salvo homeo-
morfismo, se tiene que todo complejo simplicial tiene un ntcleo y es tinico salvo
isomorfismo. Dos complejos simpliciales son fuertemente equivalentes si y solo
si sus cores son isomorfos.

Ejemplo 1.2.40. Consideramos el complejo simplicial

K
La subdivisién baricéntrica de K es
K' =

Como ambos complejos simpliciales son minimales y no isomorfos, entonces
no son fuertemente equivalentes. Adn asi, son simplemente equivalentes por el
Corolario 1.2.36.

Los siguientes resultados muestran la relaciéon que existe entre el tipo homo-
topico fuerte de los complejos simpliciales y el tipo homotépico de los espacios
finitos T .
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Teorema 1.2.41.

(a) Sean X,Y espacios finitos Ty, entonces si X e Y son homotdpicamente equivalentes,
se tiene que K(X) y K(Y) tienen el mismo tipo homotdpico fuerte. Ademds, si

X N\ Y, entonces K(X) N\ (Y).

(b) Sean K, L complejos simpliciales finitos, si K y L tienen el mismo tipo homotdpico
fuerte, entonces X (K) y X (L) son homotépicamente equivalentes. Ademds, si
K N\ L, entonces X (K) X (L).

Teorema 1.2.42. Si K es un complejo simplicial, entonces K es fuertemente colapsable
si y solo si K’ lo es.

De estos dos teoremas se sigue (ver [7])

Corolario 1.2.43. Si X es un espacio finito Ty, entonces X es contrictil si y solo si X’
lo es.

Demostracion: (=) si X es contréctil, entonces por el item (a) del Teorema 1.2.41,
K(X) es fuertemente colapsable, y por el item (b), X' = X' (K(X)) es contractil.

(<) Sea Y = core(X) C X. Como X N\ Y, entonces X'\, Y. Luego,
como X' es contréctil, entonces Y’ también lo es, por lo que K(Y') = K(Y)' es
fuertemente colapsable. Por el teorema previo tenemos entonces que K(Y) es
fuertemente colapsable, pero como Y es minimal, entonces se puede ver que
K(Y) también lo es (en efecto, si x es dominado por x’, entonces todo punto
comparable con x también es comparable con x’). Deducimos entonces que
IC(Y) = *, por lo que Y = %, y por ende, X es contractil. O

Corolario 1.2.44.

(a) Un espacio finito Ty X es contrdctil si y solo si IC(X) es fuertemente colapsable.

(b) Un complejo simplicial finito K es fuertemente colapsable si y solo si X (K) es
contrdctil.
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1.3 Lattices reducidos

Los lattices reducidos son espacios finitos que satisfacen el axioma del supre-
mo, es decir, que todo conjunto acotado superiormente tiene supremo. Una de
las ventajas de trabajar con lattices reducidos es que, conociendo como se com-
portan los elementos minimales de un lattice reducido ya tendremos bastante
informacion acerca de éste. Concretamente, el tipo homot6pico débil de un lat-
tice reducido se puede determinar conociendo los subconjuntos del conjunto
de elementos minimales que estdn acotados superiormente. Basdndose en esta
idea, Barmak introdujo el complejo simplicial £(X) asociado a un lattice redu-
cido X (ver [3], capitulo 9), el cual tiene el mismo tipo homotépico débil que
X y tiene tiene menos simplicies que el complejo simplicial C(X) introducido
por McCord. Un complejo simplicial similar fue introducido en [20], el complejo
T(X), del que comenzaremos a hablar en el proximo capitulo. Entre algunas
referencias relacionadas a este tema podemos destacar un paper de Bjorner [11],
el paper de Dong [16] y el trabajo de Minian y Rodriguez [28].

Definicién 1.3.1. Sea X espacio finito Ty, notamos < al orden de X. Decimos que
X es un lattice reducido si todo conjunto acotado superiormente tiene supremo.

Ejemplo 1.3.2. El espacio

X ° °
° °
1 2

No es un lattice reducido. El conjunto {1;2} estd acotado superiormente por
cualquiera de los otros dos puntos, pero no existe un supremo. Por otro lado

XX

[ ]
si es un lattice reducido.

El siguiente resultado elemental nos da un método para verificar mas facil-
mente si un espacio toplégico finito Tj es un lattice reducido o no

Proposicién 1.3.3. Sea X espacio finito. Son equivalentes:

(1) X es un lattice reducido.
(2) Dado {x,y} C X acotado superiormente, existe c = sup({x,y}).
(3) Dado {x,y} C X acotado inferiormente, existe ¢ = inf({x,y}).

(4) X°F es un lattice reducido.
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Demostracion: 1 = 2 y 4 = 3 salen por definicion.

2 = 3: sea {x,y} C X acotado inferiormente, supongamos que no existe
infimo de {x,y}, entonces, existen {a,b} C X cotas inferiores distintas maxima-
les de {x,y}. Sin embargo, tanto x como y son cotas superiores inmediatas de
{a, b}, por lo que no existe sup({a,b}).

3= 1:Sea A C X acotado superiormente. Supongamos que A no tiene
supremo. Esto garantiza la existencia de al menos 2 cotas superiores minimales
distintas {a,b}. De manera similar a la implicacién anterior, tenemos que, como
{a,b} C X estd acotado inferiormente (por cualquier elemento de A), entonces
por la hipétesis existe ¢ = inf({a,b}). Pero entonces ¢ > x Vx € A (ya que x es
cota inferior, y a su vez ¢ < ay ¢ < b. Esto dltimo contradice el hecho de que a
y b son cotas superiores minimales distintas.

2=4:Esandlogoal= 3.

Los siguientes conceptos fueron introducidos en [3]

Definicién 1.3.4. Sea X lattice reducido, notamos s(X) al subespacio de X que
se obtiene de tomar los puntos que son supremo de un subconjunto del conjunto
de elementos minimales de X, al que notamos m(X). De forma similar, notamos
i(X) al subespacio de X que se obtiene tomando los puntos que son infimos de
elementos maximales de X.

Ejemplo 1.3.5. Consideramos X, el poset dado por la suspensién de un punto

N/

En este caso i(X) y s(X) vienen dados por los siguientes conjuntos
i(X) = o o s(X) = o
([ ]

Remover un beat point de un poset no cambia la propiedad de que éste sea
un lattice reducido, como lo muestra la siguiente proposicion (Ver [3], pagina
122).

Proposicion 1.3.6. Sea X lattice reducido y xo € X un beat point, entonces X \ {x¢}
es un lattice reducido.

Demostracion: Supongamos primero que xp es un up beat point de X. En parti-
cular, xp no es maximal. Sea yp € X tal que yp > xg. Sea A C X ~\ {xp} acotado
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superiormente, entonces existe z € X supremo de A. Si z # xp, entonces z sir-
ve como supremo en X \ {xp}. Si xp = z, entonces yy sirve como supremo en
X\ {Xo}.

Supongamos ahora que xo es un down beat point. Entonces xp es up beat
point de X7, que es un lattice reducido por la Proposicién 1.3.3. Luego (X
{x0})°? es un lattice reducido , por lo que X \ {x} lo es.

O

Corolario 1.3.7. Si X es un lattice reducido, entonces core(X) lo es.

Es facil encontrar espacios finitos contréctiles que no son lattices reducidos,
por ejemplo, el cono de un espacio finito X es un lattice reducido si y solo si
X lo es. De esto deducimos que obtener un lattice reducido al remover un beat
point no nos asegura nada del espacio original.

El siguiente resultado, probado por Barmak, revela la importancia de las
aplicaciones i y s.

Proposicion 1.3.8. Sea X lattice reducido, entonces tenemos las siguientes propiedades:

(1) X colapsa a s(X) yai(X).

(2) X no tiene down beat points si y solo si s(X) = X.
(3) X no tiene up beat points si y solo si i(X) = X.

(4) X no tiene beat points si y solo si i(X) = s(X) = X.

Demostracion: Empecemos con (1). Vamos a probar solamente el caso en que
X colapsa a s(X) porque el otro es andlogo. Para todo x € X, notamos m(x) a
U, Nm(X), el conjunto de puntos minimales menores que x. Sea f : X — s(X)
dada por f(x) = sup(m(x)), y sea i : s(X) — X la inclusién canénica. Si
x,y € X son tales que x < y entonces m(x) C m(y), por lo que f(x) < f(y),
luego f preserva el orden. Como x es cota superior de m(x), entonces f(x) < x
Vx € X, en particular if < 1x. Por otro lado, si y € s(X), y = sup(r) , con
r C m(X), tenemos que r C m(y), ya que y es mayor que los elementos de r, por
lo tanto f(y) = y. Con esto tenemos que s(X) es un RDF de X.

Veamos ahora (2). Supongamos que xp € X es un down beat point, en
particular xp no es minimal. Sea y tal que yp < xo. Dado L C m(X) tal que x
es cota superior de L, entonces 1y también es cota superior de L y por lo tanto
xo no puede ser el supremo. Por ende s(X) # X. Supongamos ahora que X
no tiene down beat points, pero que s(X) # X, sea x un elemento minimal de
X\ s(X). Dado que f(x) < x, donde f es la funcién del item anterior, entonces
necesariamente vale la desigualdad estricta, ya que f(x) € s(X). Dado y tal
que y < x, vamos a probar que y < f(x), de donde obtenemos que x es un
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down beat point cubierto por f(x), lo que es absurdo. Como y < x, entonces
y € s(X) por la minimalidad de x. Como f preserva el orden e y € s(X), entonces
vy = f(y) < f(x). Con eso probamos (2).

(3) Se prueba de forma andloga a (2), y (4) es consecuencia inmediata de
estos 2 items.
]

De este resultado tenemos en particular que las aplicaciones s e i le asignan
a los lattices reducidos otros lattices reducidos y al aplicarlas multiples veces de
forma alternada obtenemos el core del lattice reducido. La ventaja de estas apli-
caciones respecto a remover un conjunto aleatorio de beat points radica en que
s(X) e i(X) pueden expresarse combinatorialmente en términos de los elemen-
tos minimales y maximales de X respectivamente, no necesitamos especificar
que beat point estamos removiendo al usar estas aplicaciones.

1.3.1 El Teorema de Osaki y aplicaciones a lattices reducidos

En esta secciébn mostramos una manera efectiva de reducir lattices reducidos
que serd 1util para establecer que tipo homotépico simple tienen. La idea es
utilizar el Teorema de Osaki ([31]), que afirma que bajo ciertas condiciones un
cociente es una equivalencia débil. Estas condiciones siempre se satisfacen en
lattices reducidos, lo que nos permitird obtener un modelo mds pequefio del
espacio. Esta idea es mencionada en [3] (pagina 124), explicando que los lattices
reducidos no son un modelo minimal finito en la gran mayoria de los casos. El
Teorema de Osaki, junto con los colimites homotépicos que repasaremos en el
capitulo 4 seran los principales mecanismos que usaremos para estudiar el tipo
homotoépico simple de los lattices reducidos.

Recordemos una aplicaciéon del Teorema de McCord 1.2.8 : para saber si una
funcién continua f : X — Y entre espacios finitos Ty es una equivalencia débil,
alcanza con ver que f!(Uy) es homotopicamente trivial Vy € Y.

Teorema 1.3.9. (Osaki, [31])

-Version para abiertos: Sea X espacio finito Ty y sea U C X un conjunto abierto
tal que U = Uy, para algiin y € X y tal que Vx € X se tiene que U, N U es vacio u
homotdpicamente trivial, entonces el cociente : q : X — X /U es una equivalencia débil.

- Version para cerrados: Sea X un espacio finito Ty y sea F C X un cerrado
con F = F, para algin y € Y y tal que Vx € X se tiene que Fx N F es vacio u
homotdpicamente trivial, entonces el cociente q : X — X/ F es una equivalencia débil.

Demostracion: Mostraremos solamente el caso para abiertos, ya que el otro caso
sale tomando X°? en vez de X. Como sabemos que g es continua, para probar
que g es equivalencia débil alcanza con ver que ¢~ '(U,) es homotépicamente
trivial Vx € X.
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Supongamos primero que U, N U = @. En ese caso, tenemos que g~ (Uy) es
Uy, y por lo tanto es homot6picamente trivial.

Por otro lado, si Uy N U # @, tenemos que Yu € U, q(u) = g(xp), donde
xo es un elemento de Uy N U. Luego g !(Uy) = UUU,, que es homotdpi-
camente trivial por ser unién de espacios contrdctiles que se intersecan en un
espacio homotépicamente trivial, lo que nos da como resultado un espacio ho-
motopicamente trivial como se puede ver aplicando recursivamente el Teorema
de Hurewicz (ver [19], pagina 366).

Con estos dos casos cubiertos, obtenemos que g es una equivalencia débil [

Observacion 1.3.10. En la demostracion hemos utilizado el Teorema de McCord
y que U, N U es homotdpicamente trivial o vacio Vx € X. Sin embargo, a partir
del Lema 1.2.31, deducimos que g es una equivalencia simple. Esta observacién
fue hecha originalmente en [3]. Ferndndez en [17] prob6 de hecho que g es una
(n + 1)-deformacién, donde n = h(X), la altura de X.

Este teorema nos da una herramienta para reducir espacios finitos Ty preser-
vando el tipo homotépico simple. El problema de este método de reduccién es
que suele ser dificil de verificar sus hipétesis en comparacion a los métodos de
reduccién de un punto. Sin embargo, en el caso particular de lattices reduci-
dos siempre tendremos disponible esta herramienta para usar al menos una vez,
como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.11. Sea X un lattice reducido, xo € X, entonces los cocientes q : X —
X/Uyx,, yq : X — X/Fy, son equivalencias simples.

Demostracion: Vamos a demostrar solamente que g es una equivalencia simple,
ya que ¢’ sale de forma andloga aplicando la version para cerrados del Teorema
de Osaki. Para aplicar la versién de abiertos del Teorema de Osaki necesitamos
ver que Uy N Uy, es vacio u homotdpicamente trivial Vx € X. Supongamos que
existe x; € Uy N Uy, entonces se tiene que x; es cota inferior de {x0,x}. Como
X es un lattice reducido, existe y = inf({xo,x}). Entonces Uy, N Uy = Uy, que
es contractil. Con esto verificamos las hipoétesis del Teorema de Osaki y, por lo
tanto, 4 es una equivalencia simple. O

A partir a esta proposicién podemos reducir a los lattices reducidos para ana-
lizar su tipo homotépico débil y su tipo homotépico simple. Aplicar Osaki en
estos espacios tiene sin embargo una desventaja: el cociente de un lattice redu-
cido sobre un abierto Uy, o un cerrado Fy, no siempre da otro lattice reducido.

Ejemplo 1.3.12. Tomamos
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X0 Z0

X ° ° °

[ ] [ ]
Cocientando a X por Uy, obtenemos
20
[ ] [ ]
[ ] [ ]
Que sabemos que es un lattice reducido, sin embargo, al cocientar a Z =

X /Uy, por U,, obtenemos
Z/Uy, = ° °

X

X/ Uy, =

X0

Que no es un lattice reducido.



Capitulo 2
Dualidad de Alexander

La dualidad de Alexander afirma que la topologia de un subespacio (compacto
y localmente contréctil) de una esfera determina la topologia del complemento
en esa esfera. La version simplicial de este teorema fue demostrada de manera
independiente por Barr en [8], por Bayer en [9] y [10], y por Bjorner y Tancer
en [12]. En esta version se representa el complemento sobre una esfera de la
realizacién geométrica de un complejo simplicial K como un complejo simplicial
K*, conocido como el dual de Alexander de K, que es un subcomplejo del borde
del simplex que usamos para triangular a la esfera correspondiente. Minian y
Rodriguez estudiaron la dualidad de Alexander en el marco de lattices reduci-
dos. En este contexto dieron una nocién de dual de Alexander que se puede
calcular observando como interacttian los elementos minimales del espacio.

En este capitulo repasaremos las distintas versiones de la dualidad de Ale-
xander para complejos simpliciales y lattices reducidos, junto con distintas no-
ciones de dual. En la primer seccién recordaremos la dualidad de Alexander
clasica y su relacién con la versiéon simplicial. En la segunda y tercer seccion,
repasaremos como se adapta la dualidad al contexto de lattices reducidos y mos-
traremos nociones alternativas del dual de Alexander en ese contexto, siguiendo
[28] y [32]. En la cuarta seccién daremos algunos ejemplos de duales de lattices
reducidos, y para eso fijaremos notaciéon que usaremos durante el resto de la
tesis para facilitar el cdlculo de estos duales.

El contenido del capitulo estd influenciado en el trabajo de Minian y Rodri-
guez [28], junto con [12].

28
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2.1 La dualidad de Alexander en complejos simpli-
ciales

La dualidad de Alexander cldsica compara la homologia de un espacio topolo-
gico, que satisface buenas propiedades, con la cohomologia del complemento
de dicho espacio visto dentro de una esfera. En el contexto de complejos sim-
pliciales podemos utilizar el borde de un n-simplex para triangular a la esfera.
A un poliedro contenido en una esfera de dimensién n lo interpretamos en este
contexto como un subcomplejo propio del borde de un (n + 1)-simplex. Una
de las ventajas de este enfoque radica en la simplicidad para calcular grupos de
homologia y de cohomologia en complejos simpliciales. Estudiar la dualidad de
Alexander en este marco también nos permite analizar propiedades relaciona-
das con colapsos y expansiones simpliciales, observando como cambia el dual
de Alexander al hacer dichas modificaciones.

Comencemos recordando el enunciado de la dualidad de Alexander clésica,
cuya demostracion puede consultarse en [19] (ver pagina 254) y en [29] (consul-

tar paginas 424 y 432).

Teorema 2.1.1. Sea K C S" un subespacio propio, no vacio, compacto y localmente
contrictil, entonces H;(S" \ K) ~ H"~'=1(K) Vi, donde la homologia y cohomologia se
toman con coeficientes en 7.

El complemento de un poliedro triangulado por un complejo simplicial K
sobre una esfera triangulada por el borde de un simplex ¢, con K < do, no
es necesariamente homeomorfo a la realizacién geométrica de un subcomplejo
de do. De todas formas, este complemento se retrae por deformacién fuerte a
la realizacién geométrica de un subcomplejo de do conocido como el dual de
Alexander de K. Este dual fue estudiado previamente en [10], [28], [12] y en [8].

Dado un complejo simplicial K, llamamos K a su conjunto de vértices. Con-
sideramos un conjunto finito V 2 K° que llamaremos ground set de K. A K lo

veremos como un subcomplejo del borde del simplex formado por los elementos
de V.

El dual de Alexander de K respecto a V, que lo notamos K7, es el complejo
simplicial cuyos simplices son los subconjuntos no vacios de V cuyo comple-
mento no estd en K. Es decir

Ky ={cCV,0#£Q:V\co ¢ K}

Notar que K7, es efectivamente un complejo simplicial, ya que si ¢ € K, y
T C 0, entonces V\ 7 2 V\ 0, y por lo tanto V' \ T no pertenece a K, ya que
V\ o ¢ K. Observar que si tomamos el dual de K dos veces sobre un mismo
conjunto de vértices V, obtenemos de nuevo a K.

Ejemplo 2.1.2. consideramos el siguiente complejo simplicial.
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c

Sea V = K% = {a,b,c,d}. Los simplices de K vienen dados por los subcon-
juntos de los conjuntos {a,b,d} , {a,c} , {b,c}. Los simplices de KJ;, son los
subconjuntos de V tales que su complemento no es un simplex de K. Estos son
los subconjuntos de {a,b},{d}. Entonces, el dual de Alexander de K respecto a
Ves

Ky, = L — o °
a b c d

Donde con un circulo o representamos que ese vértice no pertenece al com-

plejo simplicial, pero si a la esfera que lo contiene.

Siguiendo la demostracién de [32], vamos a mostrar que la realizacién geo-
métrica del dual de Alexander de K sobre un conjunto de vértices V tiene el
mismo tipo homot6pico que |dc| \ |K|, donde o es el simplex cuyos vértices son
los elementos de V.

Definicién 2.1.3. Sea X un espacio topoldgico, consideramos un cubrimiento
de X. El nervio de U es el complejo simplicial N (U) cuyos vértices son los ele-
mentos de U y sus simplices son los subconjuntos finitos de ¢/ cuya interseccién
es no vacia.

Si K es un complejo simplicial, el nervio de K, N (K), es el nervio del cu-
brimiento de |K| dado por la realizacién geométrica de los simplices maximales
de K. En otras palabras, N (K) es el complejo simplicial cuyos vértices son los
simplices maximales de K y los simplices son de la forma {7, ..., 74}, con 7; un

n
simplex maximal para cada i, de modo que () 7; # @.
i=0

Vamos a necesitar los siguientes dos teoremas, que se pueden encontrar en
[25] y en [3] respectivamente.

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio topolégico, dado un cubrimiento por abiertos U tal
que

1 Para todo x € X existen finitos U € U tales que x € U
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2 Toda interseccion finita de elementos de U es vacia u homotdpicamente trivial.

Entonces la realizacién geométrica del complejo simplicial N (U) tiene el mismo tipo
homotépico débil que X.

Teorema 2.1.5. Sea K un complejo simplicial de dimension finita, entonces |K| ~

V(K]

A un cubrimiento por abiertos que satisface las condiciones del Teorema 2.1.4
lo llamaremos cubrimiento bueno. Vamos a notar K* al dual de Alexander cuan-
do el conjunto de vértices se sobreentiende, y si no especificamos ningtn con-
junto de vértices tomamos V = K°.

La idea de la demostraciéon de este teorema es la misma utilizada en [32]
(pagina 22).

Teorema 2.1.6. Sea o un n-simplex y K un subcomplejo de X = oo, entonces |K*| ~
|X| \ |K|, donde el dual se toma respecto de los vértices de o.

Demostracion: Como |K| es un subespacio cerrado de X, entonces |X| \ |K| es un
poliedro por ser un subespacio abierto de un poliedro (ver [33]). Por el Teorema
de Whitehead es suficiente ver que |X| \ |K| tiene el mismo tipo homotépico
débil que |K*|. Teniendo en cuenta lo que afirman los Teoremas 2.1.4 y 2.1.5,
alcanza con encontrar un cubrimiento bueno de |X| \ |K| cuyo nervio defina el
mismo complejo simplicial que el nervio de K*.

Consideramos para cada T € K* el conjunto Ur = {x € | X] : sop(x) D 1¢}. Se
verifica facilmente que U; es un subespacio abierto y contréctil de | X| para cada
T € K*¥, ademds U; N U, = U, para dos simplices 7, o tales que TNo # @.
Como todo elemento de | X| \ |K| estd en la realizacién geométrica de un simplex
que no pertenece a K, entonces su soporte tiene que contener a un simplex
minimal con la propiedad de no estar en K. Teniendo en cuenta que U: es
contrictil para cada 7, se sigue que el cubrimiento U = {U: : T € K* maximal }
es un cubrimiento bueno de |X| \ |K| que satisface que N (U) = N (K*), como
queriamos.

[l

Como consecuencia del Teorema 2.1.6 y de la dualidad clasica se obtiene la
siguiente dualidad en términos simpliciales

Teorema 2.1.7. (Dualidad de Alexander simplicial): Sea K un complejo simplicial
que no es un simplex, y V.2 K° un conjunto de vértices, con n = |V|. Entonces ¥V
0 <i<n—1se tiene que H;(K},) ~ H"3(K).

Una demostracion alternativa (que no utiliza la dualidad clésica) se puede
encontrar en [12].
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2.2 La dualidad de Alexander en lattices reducidos

Utilizando las relaciones que guardan los espacios finitos con los complejos sim-
pliciales, podemos dar una definiciéon de dual de Alexander para posets. Re-
cordemos que un poset finito X tiene el mismo tipo homotépico débil que su
complejo simplicial asociado K(X), y a su vez, todo complejo simplicial K tiene
el mismo tipo homotdpico débil que su poset de caras respectivo X'(K). Con
esto en mente, tendria sentido definir el dual de X tomando X}, = X'(K(X)7},)
donde V O X es un conjunto de vértices

El problema que surge de esta definiciéon es que el dual obtenido es dema-
siado grande ya que el complejo simplicial K (X) lo es. Vamos a utilizar una
definicién de dual de Alexander que no dependa tanto del complejo simplicial
asociado K(X). Vamos a restringirnos a los lattices reducidos para poder utilizar
un complejo simplicial mas chico que K(X) pero con su mismo tipo homotépico.

El T-complex de un lattice reducido X es el complejo simplicial cuyos vérti-
ces son los elementos minimales de X y cuyos simplices vienen dados por los
subconjuntos de m(X) acotados superiormente. Este complejo simplicial fue in-
troducido por Kozlov en [20] bajo el nombre de atom crosscut complex y guarda
una estrecha relacién con el £-complex introducido en [3].

Observacion 2.2.1. En la definicién no necesitamos especificamente que X sea un
lattice reducido, solo nos basta con que sea un espacio finito Tp. Sin embargo, si
nos restringimos a los lattices reducidos se tiene que X y T(X) tienen el mismo
tipo homot6pico débil.

Concretamente, si definimos y : X(T(X)) — X, u(c) = sup(o), yt: X —
X(T(X)),t(x) = m(x), donde recordemos que m(x) = m(X) N Uy. Como x
es cota superior de m(x), entonces ut < 1x. Por otro lado, V o € X(T(X)),
T(u(o)) = m(sup(c)) O o, luego ambas composiciones son homotépicas a las
identidades, por lo que X ~ X (T(X)). Con esta idea se puede ver, de hecho,
que X (T (X)) N\ s(X), que también es un colapso fuerte de X.

Luego X tiene el mismo tipo homotépico débil que T(X). Por el Teorema
de Whitehead deducimos entonces que los complejos simpliciales T(X) y K(X)
son homotépicamente equivalentes. Esto le da sentido a la definicién de dual de
Alexander que daremos abajo, que fue introducida originalmente en [32].

Definicién 2.2.2. Sea X lattice reducido, V 2 m(X) un conjunto de vértices, el
dual de Alexander de X respecto a V se define como

El dual de Alexander de X es un lattice reducido por ser el poset de caras
de un complejo simplicial, por lo tanto tiene sentido aplicar el dual reiteradas
veces.
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Ejemplo 2.2.3. Consideramos el siguiente espacio, donde el circulo describe un
punto de V que no estd en X.

X ° °
[ ] [ ]
1 2
Notar que T(X) tiene como simplices maximales a {1,2}, {1,3}, y a {2,3},
entonces

°
o
4

°
3

1
T(X) =
o
2 3 4
El dual de este complejo simplicial respecto a V viene dado por
1
T(X)y =
([ ]
2 3 4

Aplicando X obtenemos
[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2

Observacion 2.2.4. Notar que X7, es el poset de caras del complejo simplicial
cuyos simplices son los subconjuntos de V cuyo complemento no es un simplex
de T(X), es decir, es el conjunto de subconjuntos de V cuyo complemento no
es un subconjunto de m(X) acotado superiormente, con el orden dado por la
inclusion.

*

3 4

Teniendo en cuenta que para todo complejo simplicial K, T(X (K)) = K, y que
el doble dual de K respecto a un conjunto fijo de vértices nos da K nuevamente,
podemos concluir que

Xy = X(T(X(T(X)"))") = X(T(X)™) = X(T(X)).
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En general no vale que X" = X, de la cuenta anterior podemos deducir que
esto sucede si y solo si X = X'(K), para algtin complejo simplicial K.

Como los funtores X' y T inducen equivalencias débiles, entonces de la ver-
sién simplicial deducimos la dualidad de Alexander para lattices reducidos que
afirma lo siguiente

Teorema 2.2.5. Sea X un lattice reducido tal que s(X) no tiene mdximo, y sea V 2
m(X) el conjunto de vértices de X, con #V = n, entonces H;(X) ~ H"'3(X},).

(ver [28])

Comentario 2.2.6. : En el teorema s(X) no puede tener maximo porque, en caso
de tenerlo, tendriamos que T(X) es un simplex, lo que no satisface las hipotesis
del caso simplicial. El dual de Alexander de un lattice reducido cuyos elementos
minimales estdn acotados superiormente es vacio.

2.3 Un dual alternativo

El dual de Alexander para lattices reducidos que recordamos en la seccién previa
siempre es el poset de caras de un complejo simplicial y esos espacios tienden
a ser demasiado grandes. Podemos considerar como dual alternativo a un re-
tracto por deformacién fuerte de X, que seguira siendo un lattice reducido por
la Proposicién 1.3.7, y seguira satisfaciendo la dualidad de Alexander por ser
homotépicamente equivalente a X7,.

Un candidato de dual alternativo es core(Xj,), sin embargo vamos a trabajar
con un dual alternativo un poco mds grande en general que éste porque core(X7,)
es relativamente complicado de determinar a priori. Esta nocién de dual fue
introducida en [28].

Definicién 2.3.1. Sea X lattice reducido, V' O m(X) su ground set, el dual al-
ternativo (o simplemente dual) de X respecto a V es el espacio finito cuyos
elementos vienen dados por los subconjuntos de V que son maximales con la
propiedad de que su complemento no es un subconjunto de m(X) acotado su-
periormente, y todas las intersecciones no vacias de estos subconjuntos, con el
orden dado por la inclusion. Notamos dy (X) al dual de X respecto a V' y d,,(X)
al dual de X respecto al conjunto de elementos minimales de X, es decir m(X).

Observacion 2.3.2. Notar que a partir de la Observacion 2.2.4, se sigue que dy (X)

= i(X},), ya que tomar infimo con el orden dado por la inclusion es lo mismo
que intersecar. En particular se tiene que dy(X) es un lattice reducido, pues es
un colapso de X7,.

La dualidad de Alexander entonces también es valida para el dual alternati-
Vo.
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Proposicién 2.3.3. Sea X lattice reducido con conjpmto de vértices V, con #V = n, tal
que s(X) no tiene mdximo, entonces H;(X) ~ H"*3(dy(X))V0<i<n-—1.

De la Observacion 2.3.2 deducimos que dy(X) es efectivamente més chico
que el dual de Alexander X7, y solamente es igual cuando Xj, no tiene up beat
points, como lo afirma la Proposicién 1.3.8. Notar que incluso puede llegar a
suceder que m(dy (X)) sea estrictamente mas chico que m(X7,).

Antes de pasar a la siguiente seccién, daremos un ejemplo para mostrar cudn-
to optimiza aplicar el dual alternativo comparado a aplicar el dual de Alexander.

Ejemplo 2.3.4. Tomamos X el espacio del Ejemplo 2.2.3,
X ° °
[ ] [ ]
1 2
Recordemos que Xj; es el siguiente espacio
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
1 2
Como dy (X) = i(X} ), se tiene que
dV(X) — ° ° o o

° o
3 4

° °
3 4

El dual alternativo redujo notoriamente la cantidad de puntos, de hecho nos
dio un espacio minimal.

2.4 Notaciones

En esta seccion introduciremos la notacion que utilizaremos durante el resto
de la tesis. Esta notacién nos ayudard a calcular el dual de Alexander y el
dual alternativo de manera rdpida y ordenada, como mostraremos en algunos
ejemplos.

Notaremos d(X) a dy(X) cuando se sobreentienda quien es V.

d2,(X) seré el doble dual de X respecto a V. Para calcular el dual por segunda
vez tomamos como conjunto de vértices de dy(X) un conjunto V, con V D
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m(dy (X)), y de modo tal que #V = #V. Notar que esto tiene sentido porque los
elementos de m(dy (X)) se pueden ver como subconjuntos disjuntos de V, por
lo que #(m(dy(X))) < #V.

Para el calculo del dual de Alexander y del dual Alternativo, utilizaremos los
siguientes conjuntos

e By(X)={lCV,I#®/Ies maximal con la propiedad de que V \ I no es un

subconjunto de m(x) acotado superiormente}.

o Ay(X) = {r C V/r es minimal con la propiedad de no ser un subconjunto

de m(x) acotado superiormente} .

Observar que By (X) se obtiene de Ay (X) tomando complemento en V en
cada uno de sus elementos. Vemos a Ay(X) y a By(X) simplemente como
conjuntos de subconjuntos de V, sin ninguna estructura extra.

Notar que Ay (X) = Am(X) U (V\m(X)), es decir, al calcular Ay (X) lo tnico
nuevo que obtenemos de Ay, (X) = A,,(x)(X) son los elementos de V' que no son
elementos minimales de X.

Observacion 2.4.1. X3, viene dado por los subconjuntos no vacios de cada elemen-
to de By (X), mientras que dy(X) estd formado por las intersecciones no vacias
de estos elementos vistos como subconjuntos de V.

Para calcular un dual necesitamos hallar Ay (X), o sea encontrar los sub-
conjuntos minimales de V' no acotados, tomar complemento en V para obtener
By (X) e intersecar para obtener dy(X) o tomar subconjuntos para obtener X,.

Ejemplo 2.4.2. Sea
X ° °
[ ] [ ]
1 2
El tnico subconjunto de m(X) no acotado superiormente es {1,2,3}. Por

lo tanto Ay(X) = {(1,2,3);4;5}, donde V = {1,2,3,4,5}. Tomando comple-
mento en V deducimos que By (X) = {(4,5);(1,2,3,4);(1,2,3,5)}. De donde

obtenemos que
([ ] [
XX

°
o o
4

°
3 5

dy(X) =

[ @) @)

Notar que dy (X) = X.
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Existen algunas dificultades a la hora de calcular el dual de un lattice reduci-
do X respecto a su conjunto de elementos minimales m(X). Si m(X) estd acotado
superiormente, entonces el dual de X serd vacio ya que A,,(X) lo es. Por otro
lado, si el tnico subconjunto de m(X) no acotado superiormente es m(X), en-
tonces Ay (X) también es vacio, ya que necesitamos que los subconjuntos sean
propios. Por lo tanto dy (X) = @.

Para afrontar estos inconvenientes podemos restringir el dual a los casos en
los que no se cumplan estas anomalias. En el contexto simplicial, esto lo mismo
que restringir a los casos en los que el complejo simplicial no es el disco o la
esfera ambiente.

Vamos a quedarnos con los casos en los que V = m(X) y m(X) es el tnico
subconjunto de V no acotado superiormente, ya que la mayoria de los resultados
que vamos a ver siguen siendo vélidos en este caso particular.

Ejemplo 2.4.3. Consideramos el espacio
X

X es un espacio que cumple que el subconjunto de elementos minimales es
el tnico subconjunto de m(X) no acotado superiormente, luego d,,(X) = @. X
sin embargo no es contractil.

Como dy (X) = i(X3;), entonces dy (X) no tiene up beat points. Una pregunta
natural que puede surgir es la siguiente: es dy(X) un espacio sin beat points?
En general esto no es cierto. El siguiente ejemplo muestra de hecho, que existen
lattices reducidos minimales cuyo dual no es minimal.

Ejemplo 2.4.4. Miremos este espacio de 14 puntos

Yo
°

<
XX

4

X resulta minimal, como se puede chequear, y ademds es un lattice reducido.
Notar que A, (X) = {(2,5);(1,3,4);(1,4,5);(3,4,5)}. Tomando complemento
en m(X) se sigue que B, (X) = {(1,3,4);(2,5);(2,3);(1,2)}. Intersecando obte-
nemos
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(1,3,4) (1,2) (2,3) (2,5)

Que no es un espacio minimal.
En los espacios contractiles también se puede calcular el dual, siempre que
su conjunto de elementos minimales esté acotado superiormente.
Ejemplo 2.4.5. Consideramos
X ° °
® [ J ®
1 2 3

m(X) posee un tnico subconjunto propio no acotado superiormente, que es
{1,3}, luego d,(X) = {(2)}, el dual de X en particular es contractil.

Mas adelante veremos que el dual de un lattice reducido contréctil no nece-
sariamente es contréctil, pero si es homotdpicamente trivial.



Capitulo 3
Minimalidad del dual y doble dual

Como ya vimos, el dual de Alexander de un lattice reducido en general no es
un espacio minimal, incluso si el lattice reducido al que le aplicamos dual lo es.
Tampoco vale en general que el dual de Alexander aplicado dos veces sobre un
lattice reducido nos da el mismo espacio, de hecho, esto solo pasa cuando ese
espacio es el poset de caras de un complejo simplicial.

En el caso del dual alternativo, estas propiedades tampoco valen en general.
Pero vamos a dar condiciones suficientes para que se cumplan. Los axiomas W)
y Wi que introduciremos en este capitulo son herramientas que nos ayudan a
analizar dichas propiedades a partir del conjunto A,,(X) de un lattice reduci-
do X que introdujimos en el capitulo anterior. Si verificamos que se satisfacen
las condiciones de los axiomas podremos deducir que el doble dual de un lat-
tice reducido es homeomorfo a si mismo sin calcular ningin dual, lo que es
muy ventajoso si ese espacio es demasiado grande. Estas herramientas jugaran
un papel importante en la construccion de lattices reducidos homotépicamente
triviales pero sin beat points que haremos en el capitulo 5.

39
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3.1 La minimalidad y el axioma Wo

El Ejemplo 2.4.4 nos muestra que, en general, el dual alternativo de un lattice
reducido no es un espacio minimal, es decir, sin beat points. Para analizar
el problema de la minimalidad, introducimos la siguiente definicién usando
la notacién de la seccién 2.4. A partir de ahora, a menos de que se aclare lo
contrario, X denotard a un lattice reducido con ground set V que cumple que
m(X) no estd acotado superiormente o que V # m(X). Recordemos que con
By (X) notamos al conjunto de subconjuntos de V maximales con la propiedad
de que su complemento no es un subconjunto de m(X) acotado superiormente.

Definicién 3.1.1. X se dice W) si cada elemento de By (X) se escribe como unién
disjunta de subconjuntos de V que representan elementos de m(dy (X)).

Notar que X es Wy siy solosiVz € V tal que V \ {z} no es un subconjunto de
m(X) acotado superiormente, se tiene que N | es un elemento minimal

leBy(X):zel
de dv(X)

Ejemplo 3.1.2. Recordemos el espacio del Ejemplo 2.4.4

X )

KT
XX

Cuyo dual venia dado por
(1,3,4) (L,2) (2,3) (2,5
[ ] [ ]

W
&)

dn(X)

Como (2,5) representa a un elemento maximal, entonces es un elemento
de B, (X). Este conjunto no se puede escribir como unién de los conjuntos
{(1);(2); (3)} que representan a los elementos minimales, entonces X no es Wj.

Se puede intuitivamente ver que si X es Wy entonces su dual no puede tener
up beat points ya que todo subconjunto de V que representa un elemento del
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dual es unién de subconjuntos que representan a elementos minimales. Eso es
lo que dice el siguiente resultado

Proposicién 3.1.3. Si X es Wy, entonces dy (X) no tiene beat points.

Demostracién: Como dy(X) = i(X;,), entonces i(dy (X)) = dy(X). Para ver
que dy(X) es minimal, por la Proposicién 1.3.8, alcanza con ver que s(dy (X)) =
dy(X), o sea que todo elemento de dy (X) se escribe como supremo de elemen-
tos minimales. Los elementos de dy(X) se obtienen de intersecar elementos de
By(X) y cada elemento de By (X) se escribe como la unién disjunta de subcon-
juntos de V que representan a elementos de m(dy(X)). Entonces cada elemento
x € dy(X) estd representado por la unién disjunta de los subconjuntos de V
que representan a los elementos minimales més chicos que x, luego x se obtiene

tomandole supremo a dichos elementos.
O

La definicién de Wy trae la dificultad de que depende del dual de X y no
directamente de X, lo que no aporta mucha utilidad para probar la minimalidad
del dual ya que no es muy dificil comprobar si un espacio es minimal si ya
lo conocemos. Vamos a proponer una manera equivalente de verificar que un
espacio es Wy que no necesita que calculemos dy (X), sino Ay (X), el conjunto de
subconjuntos de V minimales con la propiedad de no ser subconjuntos de m(X)
acotados superiormente.

Proposicién 3.1.4. X es Wy si y solo si Ay (X) satisface la siguiente propiedad: ¥
x,y € m(X) tales que tanto x como y pertenecen al menos a un elemento de Ay (X)
pero no a todos, entonces se tiene que existe | € Ay (X) tal que x € l ey & 1 si y solo si
existel' € Ay(X) tal quey € l'yx ¢ 1.

Demostracion: Notamos B = {z € V : existe | € Ay(X) tal que z € I}. Sea P el
poset de subconjuntos propios de B que se escriben como uniones de elementos
de Ay (X), con el orden dado por la inclusion.

Supongamos primero que X es Wy. Notar que Vj € B tal que existe [ € Ay (X)

con j ¢ I, entonces U r es un elemento maximal de P.
reAy(X):jé¢r

Sean x, y € m(X) que satisfacen la hipétesis del enunciado, para probar la
equivalencia, alcanza por simetria con ver solo una de las dos implicaciones.
Supongamos entonces que existe I € Ay(X) tal que x € I, y ¢ I. Sabemos
ademds que existen [, [* € Ay(X) tales que x ¢ [, y € I*. Afirmo que existe I’ tal
quey €'y x ¢ I', pues en caso contrario

U rC U rC B

reAy (X):x¢r reAy(X)yér

lo que contradice la maximalidad de U ren P
reAy(X):xér
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Supongamos ahora que X satisface la propiedad del enunciado, como

Ay (X) = Au(X) UV \ m(X), entonces esa propiedad se extiende a V. Para
probar que X es Wy alcanza con ver que para todo x € V tal que x € p, para
cierto p € By (X), entonces existe w € m(dy (X)) tal que w estéd representado por
un subconjunto de V al que x pertenece. Podemos suponer que existe j € By (x)

tal que x € P, caso contrariox € () p, y por lo tanto x estaria en un elemento
peBy(X)
minimal del dual. Notar que x € By existe | € Ay(X) tal que x ¢ [. Afirmo
que U I es un elemento maximal de P. Supongamos que esto no es
leAy(X):x¢l
cierto, entonces existe z € By ' € Ay(X) talquex € I'yz ¢ I'U U L
le Ay (X)xgl
Pero entonces existe I' € Ay(X) tal que x € I’ y z ¢ I, pero no existe ningtn
l € Ay(X) tal que z € I y x ¢ 1. Esto contradice la equivalencia del enunciado.
Por lo tanto U | es un elemento maximal de P, y su complemento es un
leAy (X):xg]

elemento de m(dy (X)) que contiene a x.

O

Ejemplo 3.1.5. Nuevamente usamos el Ejemplo 2.4.4

Yo
X )

P
XA

4

Recordemos que Ay (X) = {(2,5);(1,3,4);(1,4,5);(3,4,5)}, X no es W, por-
que 4 € m(X) aparece en tres de los cuatro elementos de Ay (X), en cambio
3 € m(X) solo aparece dos veces y siempre que lo hace, 4 estd en ese elemento
también.

También sabemos que, como d,,(X) posee beat points, entonces X no puede
ser Wy.

Comentario 3.1.6. : El axioma Wy nos da una condicién suficiente para que un
lattice reducido X admita dual minimal, aunque no sabemos si es necesaria. La
condicién de ser Wy se puede usar en espacios grandes para verificar si tienen
dual minimal, ya que para obtener el dual se requiere el cdlculo de muchas
intersecciones y verificar el axioma suele resultar mas sencillo.
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3.2 El doble dual y el axioma W1

Para calcular el dual de un lattice reducido X sobre un conjunto de vértices
V necesitamos que el conjunto de elementos minimales de X no esté acotado
superiormente, o bien que el conjunto V sea estrictamente mds grande que m(X).
Si m(X) estd acotado superiormente, entonces X es contractil, por lo que no nos
molesta mucho la restriccion. A la hora de calcular el doble dual de X respecto
a V consideramos, para calcular el dual de dy(X), un conjunto de vértices W D
m(dy (X)), con #W = #V. Necesitariamos que dy(X) tampoco tenga acotados
a sus elementos minimales, o bien que m(dy (X)) tenga menor cardinal que
V. El siguiente lema afirma que esto siempre sucede, o sea nunca tendremos
inconvenientes para calcular el doble dual de un espacio si pudimos calcular el
dual una vez.

Lema 3.2.1. Sea X un lattice reducido y V 2 m(X) un conjunto de vértices. Si se tiene
que V. 2 m(X) o que m(X) no estd acotado superiormente, entonces m(dy (X)) no estd
acotado superiormente o tiene menor cardinal que V.

Demostracion: las hip6tesis del lema garantizan que existe el dual de X sobre
V. Como los elementos de m(dy (X)) se pueden representar con subconjuntos
disjuntos de V, entonces se tiene que #m(dy (X)) < #V. Notar que la igualdad
es valida si y solo si cada elemento de V representa un elemento minimal. Su-
pongamos que m(dy (X)) estd acotado superiormente y que #m(dy (X)) = #V,
entonces dy (X) posee un tnico elemento maximal que estd representado por V.
Como dy(X) = idy(X), entonces dy(X) es un punto, por lo que #V = 1. Si X
no fuese vacio, necesariamente se tendria que #m(X) = 1, lo que es absurdo ya
que entonces m(X) = V y m(X) estaria acotado superiormente. Si X es vacio y
V posee un elemento, entonces dy (X) también es vacio. [

Este lema no nos garantiza que el dual de un lattice reducido no tenga a sus
elementos minimales acotados superiormente. La siguiente observacién, que
serd util en el capitulo 4, nos da informacién del caso en que el dual tiene un
solo elemento minimal.

Observacion 3.2.2. dn,(X) tiene minimo si y solo si existe z € m(X) tal que

z € [\ r, vy esto vale si solo si T(X) es un cono, como se puede ver fa-
r€By (X)

cilmente. Entonces X es contréctil, porque X (T(X)) lo es, y este espacio es
homotépicamente equivalente a X, como lo vimos en la Observacién 2.2.1.

Ademds, como Ay (X) = A (X) U (V\m(X)), entonces dy,, (X) tiene minimo
si y solo si dy(X) lo tiene para todo conjunto de vértices V (las intersecciones
van removiendo uno por uno a los elementos de V \ m(X)).

De la Observacion 3.2.2 sabemos que si dp,(X) tiene minimo, entonces X es
contrictil. Sin embargo, X puede ser contrictil y tener un dual que no tiene
minimo



CAPITULO 3. MINIMALIDAD DEL DUAL Y DOBLE DUAL 44

Ejemplo 3.2.3. Sea

S ANV ANYAN

1 2 3 4
Se tiene que B, (X) = {(1,3);(2,3);(2,4)}. Luego

(1,3) (2,3) (2,4)

wo- NN

X es contréctil pero d,,(X) no tiene minimo.

Mas adelante en esta seccién veremos que existen espacios contractiles con
dual minimal y no contractil, y espacios minimales con dual contractil.

Para estudiar el problema de cudndo el doble dual de un lattice reducido X
nos da nuevamente X nos vamos a restringir a un caso en que los elementos de
m(dy (X)) pueden determinarse facilmente a partir de V.

Definicién 3.2.4. X se dice W; si Vx € V, {x} representa un elemento de

m(dy (X)).
Observacion 3.2.5. si X es Wq, entonces es Wj.

Al igual que con el axioma Wy, mostramos una condicién para que X sea
W1 que no depende estrictamente de dy (X) sino de X, o mas precisamente, de
Ay (X).

Proposicién 3.2.6. X es Wy si y solo si Ay(X) satisface la siguiente propiedad: V
xy €V, existenl, | € Ay(X) talesquex € L,y ¢ 1, x ¢ 1,y € L.

Demostracion: X es Wi siy solo si Vx € V, {x} se obtiene como intersecciéon de
elementos de By (X). Esto es valido si y solo si Vx € V, V ~\ {x} se obtiene como
unién de elementos de Ay (X),siysolosiVx € V,y € V~ {x}, existe] € Ay(X)
tal que y € [, x ¢ I. Por un argumento simétrico eso tltimo es equivalente a que
VxeV,ye V~{x}, existen,[ € Ay(X)talquey €, x ¢, xcl,y¢l. O

Notar que, como Ay (X) = Ay,(X) U (V \ m(X)), entonces para verificar los
axiomas Wy y Wy, alcanza con ver el caso V = m(X).

Veamos ahora la importancia de los espacios Wj.
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Proposicién 3.2.7. : Si X es Wy, entonces d3,(X) = i(s(X)).

Demostracion: Los elementos de dy(X) se pueden ver como intersecciones no
vacias de elementos de By (X). De esta forma V = m(dy (X)), entonces

By (dy(X)) = {r C V/r es maximal con la propiedad de que

V '\ r no es un subconjunto de V acotado superiormente en dy(X)}

Luego, r € By(dy(X)) siysolosir® =V \re Ay(dy(X)) ={ICV/
I es minimal con la propiedad de no estar acotado superiormente en dy(X)} .

Pero esto vale si y solo si r° es minimal con la propiedad de no estar aco-
tado por un elemento maximal de dy(X), es decir, por un elemento de By (X).
Como los elementos maximales de Xj, también se pueden ver como elementos
de By(X), entonces la afirmacién anterior equivale a que r° sea minimal con
la propiedad de no estar acotado en Xj,. Esto ultimo sucede si y solo si 7 es
un elemento maximal de X;* = X (T(X)). Etiquetando a los elementos de X3*
como subconjuntos no vacios de elementos de By (dy (X)), tenemos que tomar
infimo, bajo el orden dado por la inclusién, es lo mismo que intersecar. Luego
d%(X) = i(Xy*) = i(X(T(X))). Pero este conjunto es el conjunto de subcon-
juntos maximales de m(X) con la propiedad de estar acotados superiormente y
sus respectivas intersecciones. La funcién que le asigna a estos subconjuntos su
respectivo supremo define un homeomorfismo entre d3,(X) y el poset i(s(X))
(esto es valido porque el infimo lo tomamos sobre s(x)), como buscdbamos.

]

Como consecuencia de este resultado y de la Proposicién 1.3.8, tenemos la
siguiente consecuencia.

Corolario 3.2.8. Si es X Wy y minimal, entonces d2,(X) = X

La condicién de ser W es suficiente para que el doble dual de X nos de
lo mismo que X si este es minimal, pero en general no es necesaria, como lo
muestra el primero de los siguientes ejemplos, dicho ejemplo también nos sirve
para mostrar que todo espacio Wy no es W; en general. Recordar que en un
diagrama de Hasse con un circulo denotamos a los elementos del ground set V
que no estan en m(X).

Ejemplos 3.2.9. Consideramos

XX

°
° ° o
1 3 4
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Sea V ={1,2,3,4}, se tiene que By (X) = {(1,2,3); (4) }, luego
[ ] (@] O
a b c d
Sea ahora V = {a, b, c,d}, entonces By(dy(Y)) ={(a,b,c);(a,b,d);(c,d)}. De
donde concluimos que

(a,b,c) (a,b,d) (cd)

- |

(a,0) () (4
d2,(Y) =Y, sin embargo, Y no es W; (pero si es Wy).

Ahora veamos el siguiente espacio contractil

Y N N NVN

En este caso A, (Y) = {(13); (14); (15); (24); (25); (35) }. Fécilmente se puede
chequear que Y satisface las condiciones de la proposicion 3.2.6, por lo tanto Y es
Wi, por lo que en particular es Wy. Luego d,,(Y) es minimal y d,,*(Y) = i(s(Y))
no lo es. El dual de Y respecto a su conjunto de elementos minimales y el doble
dual de Y son los siguientes

SN

a= NN NS

Con esto deducimos que el dual de un lattice reducido contractil no tiene por
que ser contractil, y el dual de un espacio no contractil si puede serlo, incluso si
este espacio no tiene ningtin beat point. Este ejemplo serd utilizado més adelante
para construir lattices reducidos homotépicamente triviales sin beat points.
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En general, si no pedimos que X sea Wj, no podemos garantizar ni siquiera
que X sea homot6picamente equivalente a su doble dual, propiedad que si es
vdalida para el dual de Alexander. M4s adelante en esta tesis mostraremos que el
tipo homotépico débil si se preserva.

Ejemplo 3.2.10. Recordemos el espacio del Ejemplo 2.4.4
xo yO
[

M/.
XA

4

Su dual venia dado por

(1,3,4)(1.2) (2.3) (2,5)

St

D @ 3 a b

dm(X) =

donde agregamos dos puntos para que coincida con el cardinal de m(X).
Sea V = {(1),(2),(3),a,b}, se puede chequear sin mucha dificultad que
dy(dm(X)) =

Luego d2,(X) no es homotépicamente equivalente a X, ya que ambos son
espacios minimales y de distinta altura.



Capitulo 4

Modelos de suspensiones de lattices
reducidos

En este capitulo utilizaremos colimites homot6picos para construir una nocién
de join con la propiedad de que el join de dos lattices reducidos es un lattice
reducido, y que ademads conserve el tipo homotépico simple del join no Haus-
dorff. Primero trabajaremos con el 1 join, que es un caso particular del deleted
join de espacios finitos (ver [28]), y luego daremos una nocién de join con menos
puntos que la del 1 join: el deleted join reducido o r join. A partir del concepto
de r join construimos una nocién de suspension, la n-ésima suspensién redu-
cida, que posee el mismo tipo homotépico simple que la n-ésima suspensién
no Hausdorff. Esta suspension jugara un rol fundamental en el estudio de los
duales alternativos, ya que todo dual alternativo de un lattice reducido X es
una suspension reducida del dual alternativo tomado respecto del conjunto de
elementos minimales de X, m(X).
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4.1 Colimites homotépicos

Para estudiar algunas propiedades de los duales de los lattices reducidos respec-
to a diversos conjuntos de vértices asi como para introducir nuevas construccio-
nes, vamos a utilizar el concepto de colimite homotépico, que fue introducido
por Bousfield y Kan en [13]. En esta seccién recordaremos algunos resultados de
colimites homot6picos probados por Ferndndez y Minian en [18], y basandonos
en esos resultados y en las ideas usadas en ese paper probaremos un resulta-
do, el lema de homotopia simple, que nos sera til en las secciones posteriores.
Consultar también el paper de Thom [36].

Dado un poset finito P, un P-diagrama es un funtor X : P — P, donde en-
tendemos a P como una categoria pequefia, mientras que P es la categoria de
posets finitos y morfismos de orden. Dados X, Y dos P-diagramas, un morfismo
de P-diagramas a : X — Y es una transformacién natural.

Definicién 4.1.1. Sea P un poset finito, X : P — P un P-diagrama, el colimite
homotoépico de X, que notamos hocolimX, es el poset cuyo conjunto subyacente

es || X,, donde X, = X(p). El orden de hocolimX es el orden heredado por
peP

cada Xp, junto con la relaciéon x < ysix € X, y € X;, de modo que p < gy
fpa(x) <y, donde fp; = X({p — q}).

Ejemplo 4.1.2. Sea f : X — Y un morfismo de orden entre posets finitos, nota-
mos S al espacio de Sierpinski, que es el poset de dos elementos 0 < 1. El colimi-
te homotopico del S-diagrama Z tal que Z(0) = X, Z(1) =Yy Z({0 — 1}) = f,
es el poset cuyo conjunto subyacente es X L Y que tiene el orden heredado por
X eY,junto con larelacion x < ysix € X,y € Y,y f(x) < y. A este poset
se lo llama cilindro no Hausdorff de f (ver [3]). Notar que si Y = {*} y f es la
funcién constante, entonces hocolimZ = C*(X).

El siguiente lema, probado en [18], es un andlogo al Teorema de McCord
1.2.8, en el contexto de P-diagramas y morfismos de P-diagramas.

Lema 4.1.3. (Lema de homotopia): Sea P un poset finito, sean X,Y : P = Pcw
diagramas y sea x : X — Y un morfismo de P-diagramas. Si ap : X, — Y) es
una equivalencia débil Vp, entonces w induce una equivalencia débil hocolimX o,
hocolimY.

Vamos a utilizar una versién del lema de homotopia que nos garantice una
equivalencia simple en vez de una equivalencia débil. Para eso vamos a utilizar
la Proposicion 1.2.31 en lugar del Teorema de McCord. Este resultado sin em-
bargo se puede aplicar solo sobre una base especifica del espacio de llegada, y
por lo tanto no podremos probar esta version del lema usando exactamente las
mismas técnicas que se usan en [18]. Adn asi, si pedimos una hipétesis extra so-
bre el morfismo de diagramas podremos dar una demostracién sencilla de esta
version del lema. Para eso, enunciaremos primero un resultado de [18] que nos
serd util.



CAPITULO 4. MODELOS DE SUSPENSIONES DE LATTICES REDUCIDOS 50

Proposicién 4.1.4. Sea X : P — P un P-diagrama, supongamos que P tiene un
mdximo p, entonces hocolim(X) \y Xp.

La version simple del lema de homotopia afirma lo siguiente.

Lema 4.1.5. (Lema de homotopia simple) Sean X,Y : P — P dos P-diagramas,
donde P es un poset finito. Sea « : X — Y un morfismo de P-diagramas. Supongamos
que o cumple la siguiente propiedad: Yp € P, a € Yy, a, 1(U;/ ") es homotdpicamente
trivial. Entonces a induce una equivalencia simple entre hocolimX y hocolimY .

Demostracion: Tomamos a € Y}, como en el enunciado, para simplificar notacion

hocolimY . ..y .
llamamos U, a U;***". Para poder aplicar la Proposicién 1.2.31, necesitamos

ver que a1 (U,) C hocolimX es homotépicamente trivial, donde con & notamos
al morfismo de posets inducido por el morfismo de diagramas a. Vamos a
interpretar a a~!(U,) como un colimite homotépico basdndonos en el colimite
homotoépico del P-diagrama X.

Consideramos P = {q ceUy:Y({q — p})—l(u;(”) # @} con el orden in-
ducido por P. Notar que a~}(U,) = U ocq_l(Yq_pl(llZp)), donde con Y, no-
qep

tamos a Y({g — p}), vy el orden viene dado por el heredado de hocolimX.
_1(11,1) es el colimite homtopico del diagrama X : P — P.o, que satisface

que X, 1(qu1(llyp)) paracadage P,ysig<q € P, X, = X(qg—q') es
Y
la restriccién de X, = X({g — q'}) a ay (qu (U My & L q;(u ).

Necesitamos ver que esta restriccion estd bien defmlda, es decir, que

Xgq(b) € oc{;l(Yq p(u ")), para todo b € a; (Yq—;(uﬁ)), o equivalentemen-

te, que dado b € a; 1(qu1(uZ”)), Yoy (0 (Xge))(b) < a. Como a es morfis-
mo de P-diagramas, entonces ay o Xy = Y0 0 ag, luego Yo, (ag(Xpe (b)) =

Y S s
Yoy (Yoq (aq(D))) = Yf,p((xq(b)) < a, porque b € a; (qu (U,")). Luego X esta
bien definido, es un P diagrama, y por construcc1on hocolimX = a~1(U,).

Dado que max (P) = p, entonces por la Proposicién 4.1.4 tenemos que

)

que es homotdpicamente trivial por hipétesis. Luego a~!(U,) es homotépica-
mente trivial, como querfamos ver.

“(U,) = hocolimX Ny, X, = a, (U,"

]



CAPITULO 4. MODELOS DE SUSPENSIONES DE LATTICES REDUCIDOS 51
4.2 EllJoinyelrjoin

Vamos a trabajar en esta seccién con dos construcciones de join entre lattices
reducidos. La motivacién detras de estas construcciones viene de que el join no
Hausdorff de dos lattices reducidos no es un lattice reducido en la gran mayoria
de los casos, de hecho, si X es un lattice reducido con 2 o méas elementos ma-
ximales e Y es otro lattice reducido con 2 o més elementos minimales, entonces
X *Y no es un lattice reducido.

El 1 join es un caso particular del deleted join entre posets finitos (ver [28])
cuando los posets X e Y son disjuntos. Vamos a probar que, en el caso disjunto,
el deleted join tiene el tipo homotépico simple que el join no Hausdorff de posets
finitos.

El r join es una 6ptima reduccién del 1 join, en el sentido que no hay mejor
reduccion posible del 1 join que preserve el tipo homot6pico simple y la propie-
dad de ser un lattice reducido si los espacios en los que se realiza el r join lo son.
El r join nos permitird construir modelos de suspensiones que jugardn un papel
muy importante en las préximas secciones.

Definicién 4.2.1. Sean X, Y espacios finitos Tp, el 1 join de X e Y, que notamos
X %Y, es el producto (C~(X) x C(Y)) \ m, donde m denota al minimo del
producto de los conos.

Ejemplo 4.2.2. Si X = Y = SY, entonces

XY = .><:><:><

[ ]
Estas son algunas propiedades elementales del 1 join, algunas de ellas valen
en general para el deleted join, como se puede ver en [28].

Proposicion 4.2.3.

(1) Ell join es abeliano: existe un homeomorfismo entre X x; Y e Y x; X

(2) Elljoin es asociativo: existe un homeomorfismo entre X x; (Y %, Z) y
(X *] Y) *] Z.
(3) Si X,Y son lattices reducidos, entonces X x; Y es un lattice reducido.

(4) X %Y tiene el mismo tipo homotdpico simple que X x Y.

Demostracion:

(1) y (2) son inmediatos. Veamos (3), tomamos {(x,y); (x/,y')} C X *; Y aco-
tado superiormente. Observar que {x; x'} y {y; '} estan acotados superiormente
en C~(X) y en C(Y) respectivamente, luego existen sup (x,x’) y sup (v,y'), y
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se tiene que sup ({(x,y); (x",y)}) = (sup (x,x"); sup (y,1’)). Luego X ;Y es un
lattice reducido.

Veamos (4). Vemos a X #; Y como un colimite homot6pico. Consideramos el
diagrama Z : C™(Y) — P<wo, que le asigna a cada elementoy € Y C C~(Y) el
poset C™ (X), mientras que Z(min(C~(Y))) = X, y los morfismos asociados Z,,/,
con y < ¥/, son los morfismos inducidos por la inclusién (notar que, a menos
que y = min(C~(Y)), estos morfismos siempre son la identidad). Observar que
hocolimZ = X *; Y, ademés Yy € Y, Z, = Z(y) es contractil. Por el lema de
homotopia simple, hocolimZ /"~ hocolimW, donde W es el C™ (Y)-diagrama que
se define de manera similar a Z, solo que a los elementos de Y les asigna un

punto, y los morfismos inducidos son la funcién constante (salvo Wy, que es la
identidad, con m = min(C~(Y))). Luego X *; Y,/ hocolimW = X x Y.

]

Recordar que A, (X) es el conjunto de subconjuntos de m(X) minimales con
la propiedad de no estar acotados superiormente en X mientras que By, (X) es
el conjunto de subconjuntos de m(X) maximales con la propiedad de que su
complemento no estd acotado superiormente.

Observacion 4.2.4. Al conjunto de elementos minimales del 1 join de 2 lattices
reducidos X e Y podemos identificarlo con m(X) LIm(Y), y todo subconjunto
de m(X *;Y) acotado superiormente podemos expresarlo como unién de sub-
conjuntos de m(X) y m(Y) acotados superiormente. Con esto deducimos que
An(X 1Y) = Ap(X) U Ap(Y), donde con m denotamos al conjunto de elemen-
tos minimales de cada uno de los respectivos espacios. En el caso que m(X) sea
el tnico subconjunto de m(X) no acotado superiormente, agregamos a m(X), lo
mismo con m(Y). Obtenemos de esta forma que By, (X #;Y) = By (X) U By (Y),
donde B, (X) se obtiene de B,,(X) agregandole a cada elemento m(Y) (y agre-
gando a m(Y) si m(X) es el tnico subconjunto de m(X) no acotado superior-
mente), B,,(Y) se obtiene de manera anéloga agregando m(X).

Vamos a usar la observacién anterior para estimar el tipo homotépico simple
de d,, (X *;Y). Dado un lattice reducido Z, notamos L(Z) al lattice que se obtiene
de Z al agregar un maximo y un minimo. Con R notamos a la aplicacién inversa
de L, que toma lattices y les remueve su méximo y minimo.

Proposicion 4.2.5. Sean X, Y lattices reducidos tales que m(X) y m(Y) no estdn acota-
dos superiormente y los duales d, (X) y dp (Y) no tienen minimo, entonces dpy (X *;Y)

= R(L(dm(X)) x L(du(Y))). Este espacio tiene el tipo homotdpico simple de
Y(dm(X) x dm(Y)), donde X es la suspension no Hausdorff. En el caso de que m(X)
sea el tinico subconjunto no acotado de m(X) en X, dn(X) es el conjunto vacio (con
L(®@) = S, el espacio de Sierpinski). Lo mismo sucede con Y. Si d;y(X) 6 dy (Y) tienen
minimo, entonces el dual del | join es contrdctil.

Recordar que si d,,(X) tiene minimo, entonces X es contréctil por la Obser-
vacion 3.2.2.
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Demostracion: Vamos a suponer que tanto m(X) como m(Y) poseen subcon-
juntos propios no acotados superiormente y que tanto d,;(X) como d,,(Y) no
tienen minimo. Al intersecar subconjuntos de B,,(X) entre si obtendremos una
copia de d,,(X), solo que cada elemento posee ademds a m(y) en su nombre
y hay un minimo agregado, llamado m(Y’) (esto se debe a que d,,(X) no tiene
minimo). Algo similar sucede al intersecar todos subconjuntos de B,,(X). Al
intersecar los elementos de estas copias entre si obtendremos, por cada elemen-
to de la copia de d,,(Y), una copia de d,,(X) con minimo, y ademds tendremos
una copia de d,,(X) asociada al minimo de la copia original de d,,(Y). Lue-
go dy(X*Y) = R(L(dw(X)) x L(dm(Y))), donde el maximo de cada copia de
dm(X) es el elemento de la copia original de d,,(Y) al que intersecamos para
obtener esa copia de dp, (X).

Utilizando colimites homot6picos, de manera similar a como lo hicimos en
la Proposicién 4.2.3, podemos cambiar a cada copia de d,,(X) con minimo por
un punto preservando el tipo homotépico simple de d,,(X *; Y). El espacio
resultante es C*(d,;(X) * dy,(Y)) UD, donde D es una copia de C~(d,(Y)),
que cumple que cada elemento del dual de Y es mayor que su representan-
te en el join d,,(X) * d;(Y), mientras que el minimo de D es mayor que los
elementos de d,,(X). Utilizando colimites homotdpicos de vuelta, podemos
cambiar a D por un punto sin modificar el tipo homotépico simple, luego

(X 51 )N\ E(dn(X) * d (Y)).

Notar que si m(X) no posee subconjuntos propios no acotados superiormen-
te, entonces el dual del join es la unién de dos copias de d,,(Y), una minimal
con méximo y otra maximal con minimo, y tal espacio tiene el tipo homot6pico
simple de X(d,(Y)).

Por ultimo, si d;,(X) 0 dyy(Y) tienen minimo, entonces el dual del 1 join tiene
minimo, que es el minimo de la menor copia del dual. En particular, el dual es
contrdctil.

O

Observar que como todo subconjunto de m(X *; Y) acotado superiormente
es unién de subconjuntos acotados superiormente de m(X) y m(Y), entonces
T(X*Y)=T(X)*T(Y).

Pasemos ahora a definir el r join, que satisface propiedades similares a las
del 1 join, aunque no es conmutativo y su dual no puede determinarse con la
misma facilidad que el dual del 1 join.

Definicién 4.2.6. Sean X, Y espacios finitos Ty, dado yo € m(Y), definimos el
deleted join reducido, o rjoin, de X con Y asociado a yg como X *, Y = (C~(X) x
C=(Y\ Fy) \ m) UF,, donde m es el minimo del producto de los conos, y el
orden es el orden heredado por el producto y por F, junto con la relacion

(v y) <YV (xy) e CT(X)xC (Y \Fy) \m,y <y > yo.
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Notar que el r join es el espacio que se obtiene del 1 join cocientando cada
una de las copias de C™(d,;(X)) asociadas a cada elemento mayor o igual que

Yo

Ejemplo 4.2.7. Sean X = Y = SY, en este caso, el r join tomado sobre cualquier
elemento minimal de Y es

X*, Y =

SiX=5'=8"%8" Y =CT(S), entonces

N

Proposicién 4.2.8. Si X, Y son lattices reducidos, entonces X *, Y es un lattice reduci-
do.

Demostracion: Dividamos la demostracién en tres casos. Supongamos primero
que {(x,y); (x’,¥')} es un subconjunto de X #, Y acotado superiormente, luego
puede pasar que tanto (x, x") como (y, ') estdan acotados en C~(X) yen C~(Y) \
Fy, respectivamente. Entonces existen x; = sup(x,x’), y1 = sup(y,y’), con y; €
C(Y) \ Fy, (notar que este espacio es un lattice reducido), y se tiene que (x1,y1)
es el supremo del conjunto {(x,y); (x",y')} en X *, Y (cualquier cota 7 € F,,
tiene que cumplir que 7 > v, luego es mayor que el par (x1,y1)). La otra
posibilidad es que (y,y’) solo este acotado por elementos de F,, , o que (x,x’)
no esté acotado por ningun elemento de X. En ese caso, sup({(x,y); (¥',y')}) =

supy({y,y', yo})-

Supongamos ahora que {(x,v);y’} es un subconjunto acotado superiormente
en X*, Y, cony ¢ F,, vy € Fy. La cota superior necesariamente estd en Fy.
Luego (y,y') es un subconjunto de Y acotado superiormente y por lo tanto,
existe y1 = supy(y,y’). Notar que y; € Fyy, luego sup({(x,y);¥'}) = n

El caso restante es el caso en que {y;y'} es un subconjunto de X *, Y acotado

superiormente, con ¥, y’ € Fy,, pero ese caso sale de forma idéntica al anterior.
O
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Notar que la abelianidad para el r join no tiene sentido ya que necesitariamos
fijar un punto para X. Se puede probar, sin embargo, que el r join es asociativo,
es decir, si yp € m(Y), zo € m(Z), entonces (X *,Y) *, Z = X #, (Y *, Z), donde
los r join se toman respecto de yg y zg, donde yg € Y *, Z es el representante de
Yo en la menor copia de Y.

Observacion 4.2.9. Notar que los subconjuntos de m(X , Y) acotados superior-
mente son los subconjuntos de la forma rq Lirp, conry € m(X)yro € m(Y \ Fy)
acotados superiormente, junto con los subconjuntos de la forma s; LIsy, con
s1 € m(X) no necesariamente acotado superiormente y s, C m(Y \ F,,) tal que
sp U{yo} estd acotado superiormente en Y. Los subconjuntos de esa forma estan
acotados solo por elementos de F,, en caso de que s no esté acotado superior-
mente. De esto podemos concluir que

T(X#*rY) = T(X) * (T(Y) N yo) Uox * lkrey(Yo)

Donde ox es el simplex cuyos vértices son los elementos minimales de X y
T(Y) \ yo es el subcomplejo de T(Y) que se obtiene de remover los simplices a
los que yo pertenece.

La siguiente proposicién afirma que si tomamos el r join sobre dos espacios
finitos con al menos dos puntos, entonces si el r join tiene algtn beat point, se
tiene que alguno de los espacios en donde tomamos el r join tenia un beat point
originalmente.

Proposiciéon 4.2.10. Si X, Y son minimales y tienen al menos 2 puntos, entonces X *, Y
es minimal

Demostracion: Vamos a probar que todo elemento no maximal tiene al menos
2 cotas superiores inmediatas y que todo elemento no minimal tiene al menos 2
cotas inferiores inmediatas. Sea (x,y) no maximal, con y ¢ F,,, entonces necesa-
riamente x 0 y no son maximales en sus respectivos espacios. Supongamos que x
no es maximal, luego por minimalidad de X existen al menos dos cotas superio-
res inmediatas x1, X2, por lo que (x1,¥) y (x2,) son cotas superiores inmediatas
de (x,y). Notar que el argumento se sigue sosteniendo si y = min(C~(Y)) o
si x = min(C~ (X)), ya que X no tiene minimo. Supongamos ahora que x es
maximal y que y no lo es, luego y tiene al menos dos cotas superiores inme-
diatas y1 e y» que pueden estar o no en F,. En caso de que y; no esté en F,
tomamos a; = (x,y;), sino tomamos a; = y;. En cualquier caso, a1 y a, son dos
cotas superiores inmediatas de (x,y). Un argumento similar funciona para el
caso en que x € X no es minimal o ¥ € Y no es minimal, con y ¢ F,,. Si tanto
x como y son minimales en sus respectivos espacios, entonces (min(C~ (X)), y);
(x,min(C~(Y))) son dos cotas inferiores inmediatas distintas.

Falta analizar los puntos mayores a yg. Si y € F,, no es maximal, entonces
tiene al menos dos cotas superiores inmediatas ya que las tiene en Y, y porque
F, C Fy,. Notar que si y € F,,, entonces y no es minimal en X *, Y, y si y # o,
entonces y no es minimal en Y. Sean 1, y» dos cotas inferiores inmediatas de y
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en Y, entonces a; y a; son dos cotas inferiores inmediatas en X *, Y, con a; = y; si
yi € Fyyoa; = (x',y;), con x' € X maximal, en caso contrario. Para yy tomamos
como cotas inferiores inmediatas dos elementos maximales de X.

O

Analicemos el reciproco de la proposicién anterior. Comencemos con el si-
guiente resultado. Una enumeracién {a;},.,.,, de los elementos de X se dice
una extension lineal siV1 <i,j <mn,a; < aj implica que i < j.

Proposicién 4.2.11. Sean X, Y espacios finitos, yg € m(Y).

(1) Sixg € X es un beat point, entonces X %, Y N\ (X \ xg) *, Y.

(2) Siy # yo es un beat point de Y, entonces X , Y N\ X *, (Y X\ y0).

Demostracién: Vamos a probar el item (1) ya que el item (2) se prueba igual y
el caso en que y € F; se puede verificar con facilidad. Supongamos sin pérdida
de generalidad que xp es un down beat point. Tomamos un extensién lineal
Yi,...yp de C*(Y\ Fy). Sea Yo = X%, Y, Yip1 = Y;\ {(x0,¥i+1)}. Vamos a

ver que Y; N\ Yii1, luego por induccion X *, Y = Yo N\ Y; = (X~ {x0}) % Y.
Yo _ 0
. . . _ oan) = Yenan)
que tiene méximo. Recursivamente, como vamos removiendo los elementos del

ordenamiento emparejados con x, LAI({?O oi1) = U(i’l 1)’ Por ende Y, N\ Yit1-
In rJn
O

Sea x1 < xp la cota inferior inmediata. Entonces se tiene que U

El siguiente resultado se deduce aplicando recursivamente la proposicion
anterior, teniendo en cuenta lo que dice la Proposicién 1.2.7.

Corolario 4.2.12.

o 5i A C X es un RDF, entonces X x; Y N\ A *; Y.
e Si B C Y esun RDEF, con yy € B, entonces X *, Y \\ X *, B.

En el corolario previo hay un caso que no se contempla: el caso en que yy € B,
con B C Y RDF. Un inconveniente que surge es que si suponemos que o es un
beat point, entonces X *, (Y \ {yo}) no tendria sentido, porque removimos el
elemento minimal yg. Lo que podriamos preguntarnos es qué sucede con X *, Y
cuando Y es contréctil pero {yp} no es un RDF de Y. Vamos a ver que en
general el 7 join no es contractil en este caso. El espacio Y del siguiente ejemplo
fue extraido de [3], pagina 21.

Ejemplo 4.2.13. Sea X = S, y consideramos
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Observar que g es el inico beat point de Y y se puede ver que Y es contrdctil.
Al tomar el r join de X con Y respecto de yp, obtenemos el siguiente espacio

Yo es un beat point de X *, Y, pero al removerlo el espacio que nos queda es
minimal, por lo que X *, Y no es contréctil.

Vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 4.2.14. Sean X, Y espacios finitos Ty, yo € m(Y'). Son equivalentes:

(1) X *,Y es contrdctil .

(2) X es contrictil 6 Y N\ {yo}-

Donde el r join se toma respecto de y.

Vamos a recurrir al siguiente lema

Lema 4.2.15. Sea X minimal y no contrdctil, y sea yo € m(Y) el inico beat point de
un espacio finito Y con al menos dos puntos. Entonces el r join X .Y tomado sobre yg
1o es contrdctil.

Demostracion: Dado que y( es minimal, entonces tiene que ser un up beat point.
Llamamos y; € Y al tinico punto tal que yp < y;. Como Y no posee otros beat
points aparte de o, entonces y; es el tunico posible beat point de Y \ {yo}, y
en caso de que lo sea, es un down beat point. Se puede verificar rdpidamente
que Y tiene que tener al menos 3 elementos minimales para tener un solo beat
point y que éste sea minimal. Observar que yp € X *, Y también es un up beat
point ya que sigue valiendo que y; es el tnico tal que yo < y;. Pero como Y
tiene varios elementos minimales y X es minimal, entonces usando argumentos
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similares a los de la demostracion de la Proposicion g4.2.10 deducimos que vy
es el tinico beat point de X *, Y. Al remover o, los tnicos candidatos a beat
points son los elementos maximales de la menor copia de X e y1, ya que son los
tnicos puntos que tenian un vinculo directo con yp. Como Y tiene al menos 3
elementos minimales, entonces cada elemento maximal de X tiene al menos 2
cotas superiores inmediatas en X %, Y \ {yo} dadas por sus representantes en las
copias de C~(X) asociadas a los elementos minimales restantes de Y. Por otro
lado, dado que y; no puede ser un up beat point en Y, entonces y; no puede
ser un up beat point en Y \ {yp}. Como y; no es un beat point de Y, entonces
existe yo € Y \ {yo} tal que y» < y1, luego y» ¢ F,, (pues y; > yo), por lo que
y1 tiene al menos 2 cotas inferiores inmediatas en X *, Y \ {yo}, provenientes de
los elementos maximales de la copia de C™(X) asociada a y,. Luego y; no puede
ser un beat point de X *, Y \ {yo}. Concluimos entonces que X *, Y\ {yo} es
minimal, y por ende, X *, Y no es contréctil.

O

Demostremos ahora si, el Teorema 4.2.14.

La implicacién (2) = (1) se deduce del Corolario 4.2.12, en efecto, si X

{x}, entonces X %, Y \y {x} *, Y, que es contrictil por ser un cono. Si
Y N\ {vo}, procedemos de manera analoga aplicando el otro item del corola-
rio.

Para ver (1) = (2) vamos a suponer que X es un espacio no contrictil y que
Y no colapsa a {yp}, y vamos a probar que X *, Y no es contrictil en este caso.
Extrayéndole beat points a X obtenemos un core que llamaremos X, mientras
que extrayéndole beat points a Y distintos de 1y obtenemos un espacio Y mi-
nimal o que solo tiene a yy como beat point. Notar que ambos colapsos tienen
més de un punto. Si Y es minimal, entonces por la Proposicion 4.2.10 XY
es minimal y en particular no es contréctil. Supongamos que Y no es minimal,
entonces por como lo construimos, el tinico beat point de Y es yy, luego por el
Lema 4.2.15 se sigue que X *, Y no es contréctil. Pero por el Corolario 4.2.12 se
tiene que

X Y N\ X #, Y

Como este ultimo no es contractil, entonces X *, Y no lo es. Con eso tenemos
demostrado el teorema. O

Usando la Proposicion 4.2.10 podemos armar rapidamente ejemplos de latti-
ces reducidos que al aplicarles el r join sobre dos elementos minimales diferentes
nos dan espacios con distintos tipos homot6picos. El r join de S° con el espacio
X del Ejemplo 2.4.4 nos da un espacio sin beat points independientemente del
elemento minimal de X que tomemos para el r join. Sin embargo, dependiendo
del punto minimal que tomemos obtendremos r joins con diferente cardinal, por
lo que no pueden ser homotdpicamente equivalentes.

La importancia del r join es que preserva el tipo homotépico simple del join
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no Hausdorff, por lo que el tipo homotépico simple de X *, Y no depende del
elemento minimal de Y tomado.

Proposicién 4.2.16. Sean X,Y espacios finitos Ty, yo € Y minimal, entonces el r join
respecto a yo de X con Y cumple que

X Y/ N X*Y.

En particular, el tipo homotdpico simple de X x, Y no depende del punto yy € m(Y)
elegido.

Demostracién: X *, Y estd determinado por el colimite homot6pico del C~(Y)-
diagrama ® que le asigna a cada elemento y € F, un punto, ®(min(C~(Y))) =
Xy al resto de C~(Y) le asigna una copia de C~ (X). El morfismo ®({y; — y2})
es la inclusion si y, € Fy, y la funcion constante en caso contrario. Por el Lema
4.1.5, podemos cambiar cada copia de C~ (X) por un punto sin modificar el tipo
homotépico simple. De esto deducimos que X *, Y, ™\ X * Y.

O

Aplicacion: Podemos generar espacios homot6picamente triviales no contréc-
tiles a partir de un espacio contractil Y con un tinico beat point minimal 19 como
el dado en el Ejemplo 4.2.13. La idea es tomar el r join de un espacio finito no
contractil X con Y sobre yp. Como Y no colapsa a yp, entonces por el Teore-
ma 4.2.14 se tiene que X *, Y no es contréctil, sin embargo por la proposicién
anterior X *, Y,/ X * Y, que es contréctil porque Y lo es. Luego X *, Y es
homotépicamente trivial y no es contréctil.

4.3 Esferas y suspensiones reducidas

Aplicando recursivamente el r join introducido en la seccién anterior al espacio
de dos puntos SY obtenemos modelos de esferas que son lattices reducidos, que
llamaremos esferas reducidas. Estas esferas son espacios conocidos, de hecho
son el poset de caras del borde de un simplex. Las esferas reducidas tienen mas
puntos que los modelos minimales de las esferas estudiados en [4], pero estos
posets son lattices reducidos a diferencia de los modelos minimales. Utilizando
las esferas reducidas y el r join construiremos una nocién de suspensién para
lattices reducidos que tiene el mismo tipo homotépico simple que la suspension
no Hausdorff y que satisface que la suspensién de un lattice reducido es un
lattice reducido.

Definicién 4.3.1. Sea n € Ny, la esfera reducida de dimensién n es el poset
S§" = X (dr), donde ¢ es un (n + 1)-simplex.

Ejemplo 4.3.2. Para n = 1, tenemos que S! viene dado por
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Por otro lado, S? es el siguiente espacio
I T S )

Observacion 4.3.3. Sea n € Ny, entonces S" es el lattice reducido que se obtiene
de aplicar recursivamente el r join sobre el espacio de dos puntos S°: S =S, y
paratodon € N, " = §"~1 %, §0.

Por la observacioén anterior or la asociatividad del r join, se tiene que
yp ) q
S" = Sl %, S", con r, | nimeros naturales tales quer+I=n-—1.

Dado que el r join es un modelo minimal del join para lattices reducidos que
preserva la propiedad de ser un lattice reducido, entonces las esferas reducidas
resultan ser modelos bastante pequefios de una esfera que es un lattice reducido.
El cardinal de S" es 2"*2 — 2. Observar sin embargo, que este nimero de puntos
es mucho mds grande que el cardinal del modelo minimal de S" (ver [4]) que
tiene solo 2n 4 2 puntos.

Es bien sabido que el borde de un (n + 1)-simplex es la triangulacién con
menor cantidad de vértices y de simplices de un modelo de S". Vamos a ver que
S" es un lattice reducido que es modelo de S" con la menor cantidad de elemen-
tos minimales posible y ademads, dentro de los modelos de lattices reducidos con
esa cantidad de elementos minimales, S” es el de menor cardinal.

Dado un poset finito X y n € N, decimos que un elemento x € X tiene altura
cero, y notamos h(x) = 0, si x € m(X). Recursivamente decimos que x tiene
altura n, o bien h(x) = n, si h(x) no es j para j < n y si x es estrictamente mayor
solo a elementos que se encuentran a altura menor.

Notar que si X es un lattice reducido de altura n, es decir, que posee elemen-
tos de altura a lo sumo 7 y al menos uno que tenga altura n, entonces Hx(X) = 0
V k > n. Recordar que T(X) es el complejo simplicial cuyos vértices son los ele-
mentos minimales de X y sus simplices son los subconjuntos de m(X) acotados
superiormente.

Proposicion 4.3.4. Sea n € Ny, si L es un lattice reducido que es un modelo de S",
entonces #m(L) > n+2. Si#m(L) = n+ 2y L es un modelo sin beat points, entonces
L es homeomorfo a S".

Demostracion: Veamos que #m(L) > n+ 2. Como L tiene al menos la misma
cantidad de elementos minimales que su core, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que L no tiene beat points. Como H,(L) = H,(S") = Z, entonces
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L tiene que tener un elemento de altura n, al que llamaremos x. Como L no
tiene beat points, entonces s(L) = L, por lo que x = sup(A), con A C m(L).
Podemos tomar A = m(x). Como x esta a altura n, entonces existe una secuencia
xp < x1 < X < X3... < X, = x. Sea A; = m(x;). Entonces tenemos una secuencia

AyC A CAC..CA =A

Esto ultimo nos dice que #4 > n+ 1. Dado que m (L) no puede estar acotado
superiormente y A si lo estd, entonces m(L) 2 A, de donde concluimos que
#m(L) > n+2.

Supongamos ahora que #m(L) = n+ 2,y que L es un lattice reducido sin beat
points que es un modelo de S". De existir ¢ C m(L) de cardinal n + 1 no acotado
superiormente, se tendria que T(L) es un subcomplejo propio de una esfera de
dimension n, entonces H, (L) = H,(T(L)) = 0, luego L no es un modelo de S".
Supongamos entonces que tal ¢ no existe. Los supremos de los subconjuntos de
n + 1 elementos minimales tienen que definir, cada uno, un elemento distinto de
M(L), ya que m(L) no puede estar acotado superiormente. De esto se deduce
que dos subconjuntos propios de m(L) distintos dan diferentes elementos de
L al tomar supremo. Por lo tanto L es homeomorfo al poset de subconjuntos
propios de m(L) acotados por la inclusién, es decir, S".

O

Observar que en la demostracioén de la proposicion anterior solo usamos que
H,(S") # 0, luego, si X es un lattice reducido tal que Hy(X) # 0 para cierto
k € N, entonces X tiene al menos k + 2 elementos minimales, y al menos k + 3 si
X no es un modelo de una esfera.

Del concepto de esfera reducida surge la definicién de suspensién reducida
que nos serd ttil mas adelante.

Definicién 4.3.5. Sea X un espacio finito Ty y n € N. La n-ésima suspension
reducida de X es el espacio X *, S"~!. La notamos S"(X).

Observacion 4.3.6. Por la Proposicion 4.2.16, sabemos que S"(X) ™\, X" (X), don-
de con X"*(X) nos referimos al espacio que se obtiene de X al aplicar suspension
no Hausdorff n veces. Notar que la definicién de suspensién reducida no de-
pende del elemento minimal tomado para calcular el r join.

Observar que si X es un lattice reducido, entonces por la Proposicion 4.2.8,
tenemos que S”(X) también es un lattice reducido Vn € Ny, donde S°(X) es X.

Proposicion 4.3.7. Sea X un lattice reducido, n € Ny, entonces los duales dp,(X) y
dm(S™(X)), tomados sobre sus respectivos subconjuntos de elementos minimales, son
homeomorfos entre si. Ademds, X, es homeomorfo a (S"(X))%,.

Demostracién: Supongamos que n # 0 ya que en ese caso no hay nada que
hacer. Vamos a ver que B,,(X) = B, (S"(X)), por lo que los duales de Alexan-
der (y en particular los alternativos) van a ser homeomorfos. Vamos a tomar



CAPITULO 4. MODELOS DE SUSPENSIONES DE LATTICES REDUCIDOS 62

el r join con ag € m(S"~1). El tnico subconjunto de m(S" 1) no acotado supe-
riormente en S"~1 es m(S" 1), luego todo subconjunto de m(S" 1)\ {ag} estd
acotado superiormente en S"~!\ F,,. Los tnicos subconjuntos de m (X *, S"~1)
no acotados superiormente son los conjuntos & = hy Ll hy, con h; C m(X) no
acotado superiormente y hy C m(S" 1)\ {ap} tal que hy U {ao} € S" ! no
estd acotado superiormente. Notar que los subconjuntos h; descritos en la ora-
cién anterior tienen que ser necesariamente m(S" 1)\ {ag}, luego A, (S"(X)) =
{hUm(S"~1)\ {QO}}heAm(X)' Al tomar complemento en m(S" 1)\ {ag} Um(X)
obtenemos que B, (S"(X)) = By (X), como queriamos.

]

4.4 Caracterizacion de los duales alternativos

En esta seccién vamos a comparar como es el dual alternativo de un lattice
reducido X sobre un conjunto de vértices V respecto a como es el dual sobre su
conjunto de elementos minimales m(X).

Vamos a utilizar como motivacién lo que sucede en el contexto de complejos
simpliciales. En el siguiente lema, probado por Capitelli y Minian en [14], K es
un complejo simplicial y V 2 K° es un conjunto de vértices.

Lema 4.4.1. SiV = t U K, notamos K* al dual de Alexander de K respecto de KY, y
K" al dual de Alexander de K respecto de V, entonces:

(1) K* =0T x AK+ T % K*, donde la suma denota a la suma simplicial.

(2) Si K no es un simplex o T tiene dimensién > 1, entonces (K¥)? = K U t. Sino
(KT)O — KO.

(3) Si K no es un simplex, entonces K* ~ X! (K*) para algiin t > 0, donde L denota
a la t-ésima suspension.

El primer inciso del lema muestra como es el dual de K sobre V comparado
al dual sobre KY, la segunda parte nos muestra cuales son los vértices del dual
respecto a V' y la tercera compara los tipos homotépicos de los duales. Nuestro
objetivo serd primero determinar como es el dual de un lattice reducido respecto
a un conjunto de vértices V expresdndolo en una férmula como en el item (1).
Las esferas reducidas que estudiamos en la seccién anterior jugaran un rol im-
portante en esta caracterizacion. Una vez concluida la caracterizaciéon podremos
determinar con facilidad cuales son los elementos minimales del dual y el tipo
homotoépico simple del mismo.

Ejemplo 4.4.2. Recordemos algunos duales que ya analizamos
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[ ] [

= | XX
([ ] [ ]

du(X) = @. Sea ahora V 2O m(X) un conjunto de vértices de 4 puntos,

entonces sabemos que dy(X) = S = X(@). Por otro lado, si V 2 V es un
conjunto de vértices de 5 puntos, entonces

= XX

[ J
luego dy (X) ~ 2(SY) = S!, el modelo de S! de 4 puntos (ver [4]).

Hagamos otro ejemplo un poco mds interesante

Ejemplo 4.4.3. tomamos el espacio del Ejemplo 2.2.3
X ° ° °
[ ] [ ]

El dual de este espacio respecto al conjunto de sus elementos minimales nos

da el espacio de dos puntos SU. Calculemos el dual respecto a un conjunto de

vértices de 5 puntos V = {1,2,3,4,5}, donde 5 es el punto extra agregado. En
este caso Ay (X) = {(1,4);(2,3);(5)}, luego

By(X) =1{(2,3,5);(1,4,5);(1,2,3,4)}. Por lo que el dual respecto a V nos da
(1,2,3,4) (23,5 (1,4,5)

(2,3) (1,4) (5)

Entonces dy (X) = sl = %(S%). Tomamos ahora V = {1,2,3,4,5,6} otro
conjunto de vértices, y calculemos el dual de X respecto a V.

Tenemos que Ay (X) = {(1,4);(2,3);(5); (6)}, y By(X) = {(2,3,5,6);

(1,4,5,6);(1,2,3,4,6);(1,2,3,4,5)}. El dual nos queda asi
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LRSS
NS/

Este espacio es S?, luego tiene el tipo homotépico débil de S?, es decir, la
doble suspensién de S = d,,(X).

En general, vamos a probar que dy(X) tiene el tipo homotépico simple de

Y"(dm(X)), con V O m(X) un conjunto de vértices tal que #(V \ m(X)) = n.
Esto es un andlogo del tercer item del Lema 4.4.1. De hecho, vamos a probar que
bajo esas condiciones dy (X) = S"(d; (X)), donde recordemos que S"(d,,(X)) =
dm(X) #, 8" 71, 0 sea, es el r-join con la (n — 1)-ésima esfera reducida, tomado
sobre cualquier elemento minimal de ésta.

Recordemos que por la Observacién 3.2.2, d;;(X) tiene minimo si y solo si
T(X) es un cono, y en particular X es contractil.

Teorema 4.4.4. Sea X un lattice reducido tal que s(X) no tiene mdximo, sea V.2 m(X)
un conjunto de vértices de X tal que #(V \ m(X)) = n > 0. Entonces, si d,,(X) no
tiene minimo, se tiene que dy(X) = S"(dp(X)). Si dp(X) tiene minimo, entonces
dy(X) = du(X) x C~(S" 1\ Fs,) UFs,, donde sy es un elemento minimal de la esfera.
En otras palabras, el dual en ese caso da lo mismo que antes pero removiendo el minimo
de cada copia de C~ (d,,(X)). En particular, si dy,(X) tiene minimo, entonces dy (X)
también.

Demostracion: Recordar que Ay(X) = Ap(X) UV \ m(X). Tomando comple-

mento en V, obtenemos que By(X) = B, (X) UL, donde L es el conjunto de
subconjuntos propios de V que se obtienen de V removiendo un elemento de
V\ m(X). Con B, (X) notamos al conjunto de subconjuntos propios de V que
se obtienen de tomar un elemento de B,,(X) y afiadirle V \ m(X).

Obtendremos dy (X) intersecando los subconjuntos de By (X). Intersecando
a los subconjuntos de L obtenemos a todos los subconjuntos propios de V' que
contienen a m(X), llamemos a este conjunto de subconjuntos J. Intersecando

los elementos de B, (X) obtenemos una copia de d,,(X) asociada al conjunto

Supongamos que d,,(X) no tiene minimo. La interseccién de los elementos
de la copia del dual asociada a V' \ m(X) tiene un minimo, V \ m(X). Al inter-
secar esta copia con cada elemento A € | obtendremos una copia del dual de X
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con maximo A y minimo A \ m(X) (a menos que A = m(X)). De esta forma se
tiene que dy(X) = X %, S"!, donde el r join se toma respecto de un elemento
minimal de S"~! que representa al méximo de la copia asociada a m(X). Por lo
tanto dy (X) = S"(d;, (X)), como buscdbamos.

Falta ver el caso en que d,,(X) tiene minimo. Dado que la intersecciéon de
los elementos de B,,(X) da no vacia, entonces cada copia del dual no va a tener
minimo agregado y la misma expresion que antes caracteriza al dual, pero remo-
viéndole el minimo agregado en cada copia. En particular dy (X) tiene minimo

y se nombra igual que el minimo de d,,(X).
]

Corolario 4.4.5. Sea X lattice reducido tal que s(X) no tiene mdximo y sea V. C m(X)
un conjunto de vértices tal que #(V \ m(X)) = n > 0, entonces si dp(X) no tiene
minimo, tenemos que dy (X) /X" (dm(X)). Si dy(X) tiene minimo, entonces dy (X)
también lo tiene.

Demostracion: El caso en que d,,(X) tiene minimo quedé demostrado en la pro-
posicion anterior, si dn, (X ) no tiene minimo, entonces por esa misma proposicion

dy(X) = S"(du(X)) = dp(X) %, 8" 1.

Dado que el 7 join de dos espacios finitos tiene el mismo tipo homotépico simple
que el join no Hausdorff (ver Proposicién 4.2.16) y teniendo en cuenta que las
esferas reducidas se obtienen de aplicar sucesivos r join a S° entonces

A (X) %, 8" N d(X) % S = 2(du (X))
como queriamos. O

El siguiente ejemplo muestra que en general no se puede pedir que la equi-
valencia que probamos, que en principio es una equivalencia simple, sea una
equivalencia homotépica. Esto es una consecuencia de que el r join no preserva
en general el tipo homotdpico del join no Hausdorff.

Ejemplo 4.4.6. Miramos este espacio de 3 puntos, con V = {1,2,3,4}.

X ° ° ° e}

1 2 3 4

Por un lado, d,(X) = X, como se verifica facilmente, entonces

L(dn(X)) =
o<

Pero By (X) = {(1,4);(2,4);(3,4);(1,2,3)}. Asi que
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dy(X) no es homotdpicamente equivalente a X(d,, (X)) porque son espacios
minimales distintos.

Juntando las Proposiciones 4.3.7 y 4.4.4, podemos concluir que todos los do-
bles duales son homeomorfos, esto es, dado un lattice reducido X al que le
podemos calcular el dual (y por lo tanto, el doble dual) y dados Vi, Vo, 2 m(X)
conjuntos de vértices, entonces d%,l = d%,z, donde el segundo dual se toma sobre

un conjunto de vértices de igual cardinal que el primero.

Recordar que el doble dual de Alexander de un lattice reducido X sobre un
conjunto de vértices V es siempre X (T (X)), por ende esta propiedad también
vale para el dual de Alexander.

Proposicion 4.4.7. Sea X un lattice reducido tal que s(X) no tiene mdximo, entonces
para todo conjunto de vértices V.2 m(X) se tiene que d%,(X) = d%,(X), donde el
segundo dual se toma sobre conjuntos V.2 m(dy (X)), i 2O m(dy (X)), con #V = #V
y #m = #m(X).

Notacién 4.4.8. al doble dual de un lattice reducido X lo llamamos d?(X), que se
obtiene de aplicar 2 veces el dual sobre conjuntos de vértices del mismo cardinal.
Demostracion: Sea a = #(m(dy(X))), a1 = #(m(X)) —#(m(dn(X))) y a2 =
#(V \ m(X)). Cada elemento de V \ m(X) representa un elemento de m(dy (X)
que no esta en m(dy, (X)), porlo que #(m(dy(X))) =a+a y#V =a+a; +a; =
#V, que es el conjunto de vértices en el que tomamos el segundo dual. Por
otro lado, #(m(X)) = a +a; = #i. Se tiene entonces que #(V \ m(dy(X))) =
#(m \ m(dy(X))) = a;. Por la Proposicion 4.4.4, tenemos que

dy(X) = din(dn (X)) = 8" (du(du(X))),
mientras que
dy (X) = dy (dy (X)) = 8" (dn(S™(dn(X)))) = 8" (du(du(X))),

donde la tltima igualdad se deduce de la Proposicién 4.3.7. Con eso concluimos
que todos los dobles duales son homeomorfos entre si. O



Capitulo 5

Reducciones en un punto y dualidad

En este capitulo analizaremos como cambia el tipo homotépico del dual de un
lattice reducido X al remover beat points y weak points. Recordemos que un
espacio topolégico Y tiene el mismo tipo homotépico que X si Y se obtiene
de X agregando y quitando beat points. Y tiene el mismo tipo homotépico
simple que X si agregdndole y quitdndole weak points a X obtenemos Y. Lo que
vamos a analizar es bajo qué condiciones el tipo homotépico simple del dual de
Alexander de un lattice reducido se preserva al hacer estos cambios en el espacio
original.

El problema que surge al analizar lo que sucede si le removemos a X beat
points lo llamaremos beat problem, y lo trataremos durante la primer seccién de
este capitulo. En esa seccién probaremos ademads que el doble dual de un lattice
reducido X es simplemente equivalente a X. Utilizando la teoria del capitulo 3,
daremos ejemplos de espacios contractiles cuyo dual es homotépicamente trivial
pero que no tiene ningtn beat point. En las otras secciones compararemos los
duales de dos lattices reducidos X e Y que son simplemente equivalentes. A
este problema lo llamaremos weak problem. En la segunda seccién analizamos
el caso especial en el que Y se obtiene de X al remover un solo weak point,
problema que llamaremos little weak problem. En la tercer seccién analizaremos
el weak problem general y en la cuarta seccién compararemos los duales de
Alexander de un lattice reducido X con su opuesto, lo que llamamos problema
del opuesto. Algunas ideas de este capitulo fueron inspiradas de [28] y [32].
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5.1 El Beat problem

Vimos en la Proposicién 3.2.7 que, pidiendo condiciones especificas, d*(X) = X
para un lattice reducido X. Ademads vimos que en general el doble dual de X
no es homotépicamente equivalente a X, como lo muestra el Ejemplo 3.2.10. En
esta seccién vamos a probar que el doble dual de X si posee el tipo homotépico
simple de X.

En el caso del dual de Alexander, tenemos que X" = X (T(X)) ~ X. Ade-
més, como dy(X) = i(X},), se tiene que d?(X) = dy(i(X};)), con #V = #V.
Dado que i(Xj,) es homotépicamente equivalente a X, y teniendo en cuenta
que dy(Xy) = i(Xy") = i(X(T(X))), "\« X, entonces podriamos plantearnos,
para intentar probar que el doble dual de un espacio X tiene el tipo homotépico
simple que X, la siguiente pregunta:

Si X e Y son lattices reducidos homotdpicamente equivalentes, ;son sus dua-
les simplemente equivalentes?

Notar es que la pregunta hecha de esta forma no tiene suficiente precision,
ya que no estamos aclarando sobre que conjuntos tomamos el dual. El siguiente
ejemplo puede ayudar a clarificar la situacién. Recordemos que si X es un lattice
reducido y V 2 m(X) es un conjunto de vértices, entonces Ay (X) es el conjunto
de subconjuntos de V minimales con la propiedad de no ser subconjuntos de
m(X) acotados superiormente, mientras que By (X) son los subconjuntos de V
que son el complemento de un elemento de Ay (X).

Ejemplo 5.1.1. Sea V = {1,2,3,4,5} un conjunto de vértices, comparamos los
duales de los espacios X e Y dados por

s XXX

°
1

N\

° °
4 5

XXX

Recordemos que d,,(X) = ® ® . Por el Corolario 4.4.5, dy (X) "\
%(dm (X)) = S!. Donde con S! notdbamos al modelo minimal de S'.

Por otro lado, Ay(Y) = {(1,4);(1,5);(2,3);(2,5)}, por lo que By(Y) =
{(2,3,5); (2,3,4);(1,4,5);(1,3,4)}, y entonces
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(2,3,5) (2,3,4) (1,3,4) (1,4,5)

3 () (5)

Este espacio tiene poco que ver con el espacio de dos puntos d,(X), de hecho,
es conexo. Usando la versién para lattices del Teorema de Osaki (Corolario

[ ] [ ]
[ J [ J
1.3.11), obtenemos que dy (Y), N\ dy(Y)/F5 = *® NSE Ay (X)

Del ejemplo deducimos que Y, que colapsa fuertemente a X, posee un dual
simplemente equivalente al de X no cuando tomamos el dual sobre sus respecti-
vos conjuntos de elementos minimales, sino cuando tomamos el dual de X sobre

un conjunto de vértices de igual cardinal que el de Y. Nuestra pregunta inicial
puede ser reformulada entonces de la siguiente manera:

Beat problem: Si X e Y son lattices reducidos homotépicamente equivalentes,
dados V 2 m(X), V 2 m(Y) conjuntos de vértices de X e Y respectivamente tales
que #V = #V. ;Son entonces dy (X) y dy(Y) simplemente equivalentes?

Vamos a comenzar comparando el dual de X con el de X \ {xp}, donde
xp € X es un beat point. Hay que separar entre dos posibles casos: el caso en
que al remover xp no cambian los puntos minimales y el caso en que si cambian.
Notar que si xgp no es minimal entonces no se produce ninguna modificacién
en m(X) al remover xp, mientras que si xo si es minimal podriamos obtener un
nuevo elemento minimal yg para X \ {xo}, donde yy > xp. Para que esto suceda,
Yo tendria que ser un down beat point, pues no podria ser mayor a otro elemento
minimal. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 5.1.2. Sea X un lattice reducido, xp € X un beat point. Decimos que
xg € X es distinguido si xg € m(X) y x9 < yp, donde yp no es un down beat
point. Decimos que xo no es distinguido en caso contrario.

El siguiente resultado fue demostrado originalmente en [32]. Recordemos
que si K es un complejo simplicial y v € K es un vértice, entonces con K
v notamos al complejo simplicial que se obtiene de K removiendo todos los
simplices a los que v pertenece.

Proposiciéon 5.1.3. Sea X un lattice reducido, xy € X un beat point, entonces
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T(X) X\ T(X ~{x0}) si xg es distinguido, y T(X) = T(X ~ {xo}) en caso con-
trario.

Demostracion: Empecemos suponiendo que xp no es distinguido. Sea yq el
punto tal que xo < Yo (si xo es up beat point) 6 xo > yo (si xop es down beat
point). Notar que todo subconjunto de m(X) que tenga a xo como cota superior
también tiene a 1o como cota superior. Si xp no es minimal, se tiene entonces que
T(X) = T(X ~{x0}). Si xo es minimal, como no es distinguido, entonces y, es
un down beat point (no distinguido), y es facil ver que X ~\ {xg} es homeomorfo
a X\ {yo}. Luego por el caso anterior T(X) = T(X ~ {yo}) = T(X ~ {x0}).

Veamos ahora el caso en que x( es distinguido, con xgp < yg. En este ca-
so m(X ~{xo}) = m(X) ~ {xp}. Queremos ver que T(X) \\ T(X ~ {x0}) =
T(X) \ xo, es decir, que lkr(x)(xo) es un cono simplicial. Como yp no es un
down beat point, existe zg € m(X ~ {xp}) con zg < yo. Sir C m(X ~ {x0}) es
tal que r U {xo} es acotado superiormente, se tiene que cualquier cota superior
es mayor o igual que yp, luego r U {zp} es acotado superiormente, por ende,
lk(x0) = zo * (Ik(xp) \ z0), que es un cono, como queriamos ver.

O

Notar que si K es un complejo simplicial y K \, L, entonces K* / L*, donde
los duales se toman sobre la misma esfera. En efecto, al remover una cara libre
agregamos una cara libre al dual de Alexander. Esta observaciéon fue hecha
originalmente por Dong en [16].

Corolario 5.1.4. Si X es un lattice reducido y xo € X es un beat point, entonces
Xy /(XN {x0})f, donde #V = #V. En particular, como Xy, N\, dv(X) y (X~

{x0})% v dy (X~ A{x0}), tenemos que dy (X)), dy (X \ {x0}).

Demostracion: Xj, = X (T(X))*, como T(X) \, T(X \ {xp}), entonces
(T(X))* /" (T(X~{x0}))", lo que implica, por el Teorema 1.2.41, que X3, =
X(T(X))* /A X(T(X~{x0}))* = (X~ {x0})y, como queriamos ver.
]

Aplicando recursivamente el resultado previo obtenemos

Corolario 5.1.5. Si X, Y son lattices reducidos, con X Y, entonces dy (X)
N\dw(Y) y X3 7Yy, donde V iy W son conjuntos de vértices del mismo cardi-
nal.

Si A colapsa fuertemente a B, entonces el dual de Alexander de A se expande
al de B. Esto para duales alternativos no vale en general.

Ejemplo 5.1.6. Sean X, Y los espacios del Ejemplo 5.1.1
[ ] [ ] [ ] ([ ]
< XXX
[ ] [ ]
2 3

°
1

°
4 5



CAPITULO 5. REDUCCIONES EN UN PUNTO Y DUALIDAD 71
[ J

RO SN

[ ) [ )
4 5
Sea V ={1,2,3,4,5}, por un lado,

W= | X X
Mientras qu; . )
dy(Y)= e >/<o o /

Y N\ X pero dy(Y) no se expande a dy(X), de hecho tiene més puntos.

Del Corolario 5.1.5 tenemos importantes consecuencias. Teniendo en cuenta
lo que afirma el Lema 3.2.1, el doble dual de un lattice reducido siempre se pue-
de calcular sobre conjuntos de vértices distintos al de su conjunto de elementos
minimales. Ademads el doble dual no depende del conjunto de vértices tomado
por lo que dice la Proposicién 4.4.7.

Teorema 5.1.7. Sea X un lattice reducido, entonces d*(X) "\, X, donde el dual se toma
sobre un conjunto V.2 m(X) si m(X) estd acotado superiormente.

Demostracién: Dado que X3, \ dv(X), entonces aplicando el corolario anterior
se sigue que d2(X) = dy(dy(X)) Ndp(Xy) = i((X))5) 7 (Xp)5 = Xy =
X(T (X)), \(X. Notar que el segundo dual de Alexander tiene sentido porque
#(m(X%)) < #V =#V.

O

Teorema 5.1.8. Sean X,Y lattices reducidos homotdpicamente equivalentes, entonces
si#V = #W, con V. O m(X) y W D m(Y) conjuntos de vértices, se tiene que

dy(X),~dw(Y).

Demostracion: Como X e Y son homotépicamente equivalentes, entonces X, =
core(X) es homeomorfo a Y. = core(Y). Sea Z un conjunto de vértices de X, que
también lo vemos como conjunto de vértices de Y, y tal que #Z = #V = #W.
Dado que X \\ X; = Y. /Y, por el Corolario 5.1.5 se concluye que

dy(X),\dz(Xe) = dz(Ye) Ndw(Y).
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]

Del Teorema 5.1.8 podemos concluir que los duales de Alexander de dos
espacios homotépicamente equivalentes sobre conjuntos de vértices del mismo
cardinal son simplemente equivalentes. Respecto al Teorema 5.1.7 no solo tene-
mos que el doble dual de Alexander de X, X' (T (X)), es simplemente equivalente
a X, sino que es homotdpicamente equivalente, como lo vimos en la observacién
2.2.1.

Del Teorema 5.1.8 tenemos la siguiente consecuencia

Proposicién 5.1.9. Sea X lattice reducido contrictil, entonces dy(X) es homotdpica-
mente trivial para cualquier V. C X, donde V puede ser m(X) si éste no estd acotado
superiormente.

Demostracion: Notar que dy({x}) = C~(S"73),sin > 3, donde n = #V, y si
n=2,dy({*}) = {x}. O

Recordemos que el espacio Y del Ejemplo 3.2.9

S N N NN

Este espacio contréctil satisface las condiciones de la Proposicién 3.2.6, luego
es W; y en particular es Wy, por lo que su dual sobre cualquier conjunto de
vértices V' O m(Y) no tiene beat points (ver Proposicién 3.1.3). Sin embargo
dy(Y) es homotdpicamente trivial por la proposicion anterior. Recordemos que
por el Teorema 4.4.4 se tiene que dy(Y) = S"(dnu(Y)), donde n = #(V \ m(Y)).
El dual de Y sobre sus elementos minimales viene dado por

Si #V = 6, por ejemplo, dy(Y) es el siguiente espacio
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En general podemos generar muchos espacios homot6picamente triviales sin
beat points a partir de un espacio Y como el dado en este ejemplo.

Aplicacién: Sea Y un lattice reducido contractil y Wi, y sea X un lattice
reducido contractil. El wedge X V Y tomado sobre un elemento minimal xo € X
con un elemento minimal yy € Y tal que Y \\ {yo}, es un lattice reducido
contractil, luego dy (X V Y) es homotépicamente trivial para cualquier conjunto
de vértices V. Notar sin embargo, que el espacio X VY es W; porque satisface
las condiciones de la Proposicién 3.2.6. Por la Proposicién 3.1.3 se tiene entonces
que dy(X VY) es homotdpicamente trivial pero no tiene beat points.

5.2 El little weak problem

En la seccién anterior vimos como cambia el dual de Alexander y el dual alter-
nativo de un lattice reducido X al remover un beat point. El problema con weak
points se complejiza bastante ya que al remover un weak point que no es un beat
point se puede perder la propiedad de ser un lattice reducido. Ademas los sub-
conjuntos de m(X) acotados superiormente cambian de manera mds dréstica. El
weak problem més general es el siguiente

Weak problem: Si X e Y son lattices reducidos simplemente equivalentes,
V O m(X) y W 2D m(Y) son conjuntos de vértices tales que #V = #W, ;Qué
relacién hay entre dy (X) y dw(Y)?

Este problema se puede fraccionar en problemas més especificos

Little weak problem: Si X es un lattice reducido y xp € X es un weak point
de modo que X \ {xp} también es un lattice reducido, si V 'y W, con #V = #W,
son conjuntos de vértices de X y X \ {x0}, ;Qué relacion hay entre dy(X) y

dw(X AN {XO})?
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Problema del opuesto: Si X es un lattice reducido, dados V y W conjuntos de
vértices del mismo cardinal para X y X respectivamente, ;Hay alguna relacién
entre dy(X) y dw(X°F)?

Notar que el little weak problem no implica ninguno de los otros dos pro-
blemas ya que no tenemos garantizado que se pueda ir de un lattice reducido a
otro lattice reducido con el mismo tipo homotépico simple agregando y remo-
viendo weak points de modo que el espacio obtenido en cada instancia sea un
lattice reducido. En esta secciéon vamos a probar que si X \ {xp} es un lattice
reducido, con xp un weak point, entonces los duales de X y X ~\ {xo} tomados
sobre conjuntos de vértices del mismo cardinal son simplemente equivalentes.
Empecemos analizando cudndo X ~\ {xg} es un lattice reducido.

Lema 5.2.1. Sea X lattice reducido sin beat points, xg € X un weak point, entonces
X~ A{xo} es un lattice reducido si y solo si xy es maximal o minimal.

Demostracion: Supongamos primero que xp es un weak point maximal o mi-
nimal. Como la propiedad de ser un lattice reducido no cambia si tomamos
el opuesto de un espacio, entonces podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que xp es minimal. En tal caso, los subconjuntos de X ~\ {xp} acotados
superiormente no cambian respecto a los de X (por la minimalidad de xp), los
Unicos subconjuntos que no estdn mds son justamente los que incluian a xo,
luego X ~\ {xo} es un lattice reducido.

Para ver la otra implicacién alcanza con probar que si xg € X no es maximal
ni minimal, entonces X \ {xp} no es un lattice reducido. Como X es minimal, en-
tonces xp no es un beat point, por lo que existen elementos x1, x3, x3, x4 € X todos
distintos tales que xp < x1, xo < X2, X0 = X3y X0 > x4. Como sup({x1,x2}) =
Xo, entonces tanto x3 como x4 son cotas superiores minimales de {x1,x,} en
X~ {xo}, por lo tanto X \ {xp} no es un lattice reducido.

O

Notar que en la demostraciéon del lema anterior no usamos que xp es un
weak point sino simplemente que no es un beat point. Este lema nos permite
separar el little weak problem en 3 etapas: Si xgp es un beat point, si no es un
beat point pero si es un weak point minimal y si es un weak point maximal
que no es un beat point. Si xyp € X es un beat point, entonces por el Teorema
5.1.8 sabemos que los duales de X y X \ {x} son simplemente equivalentes. La
segunda etapa vamos a estudiarla ahora. Vamos a suponer primero que X es un
espacio minimal, es decir, que removimos todos los beat points posibles antes
de empezar a preocuparnos por los weak points.

Proposicién 5.2.2. Sea X un lattice reducido sin beat points y xg € X un weak point
minimal, entonces dy(X),/\ dw(X ~ {xo}), con conjuntos de vértices V.y W del
mismo cardinal. Ademds se tiene que X3, /* (X~ {x0})jy-

Necesitaremos el siguiente resultado
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Lema 5.2.3. Sean X y x( como en la Proposicion 5.2.2, entonces T(X) N\, T(X N {xo}).

Demostracion: Como T(X ~\ {xp}) = T(X) \ xp, entonces por el Lema 1.2.32
alcanza con probar que lkT(X) (xp) es colapsable. Por el Corolario 1.2.44 es su-
ficiente ver que X (lky(x)(xo)) es contrdctil. La funcién h : X (lk(x0)) — E,,
h(r) = sup(rU{xp}) estd bien definida, preserva el orden y ademds cumple que
m(h(r)) ~ {xo} 2 r, y la igualdad vale si y solo si r = m(y) \ {xo} para algtn
y > xo. Entonces se tiene que existe un RDF de X (Ik(xg)) a Y = {m(y) ~ {xo} :
y > xg}, con el orden dado por la inclusién. Veamos que Y es homeomorfo a Fy,,
que es contractil porque x es un weak point. Para eso definimos f : Y — Fy,,
f(r) =sup(rU{xp}). f, que es la restricciéon de h a Y, preserva el orden y tiene
una inversa dada por g : Fr, — Y, ¢(y) = m(y) \ {x0}, que preserva el orden y
es inversa de f porque s(X) = X. De esto concluimos que X (Ik(xp)) es homoto-
picamente equivalente a Fy,, en particular es contractil, y por lo tanto Ik(xg) es
colapsable, como queriamos. O

Demostremos ahora si la Proposicién 5.2.2. Por el lema previo, se tiene que
T(X) N T(X~A{x0}), luego

Xy = X((T(X))y) /7 XU(T(X~ {x0}))v) = (X A{x0})y-
De esto se deduce que dy (X), N\ dy(X ~{x0}). O

En la demostracion de la proposicién anterior la hipétesis de que X no tiene
beat points solo la usamos para que valga que s(X) = X, pero esto ya es valido
si X no tiene down beat points. Como remover down beat points no modifica el
dual de un espacio ni la condicién de que un elemento minimal sea un up weak
point, tenemos el siguiente resultado

Proposicion 5.2.4. Sea X un lattice reducido y sea xg € m(X) un weak point que
no es un beat point, entonces dy (X)), dw(X ~ {x0}), con #V = #W, y ademds

Xy /(XN {xo0 )y

Resta ver la etapa 3 del little weak problem, este caso no es tan simple como
el caso en que x(p es un weak point minimal porque los conjuntos acotados su-
periormente pueden cambiar y ademds no hay una relacién directa entre T'(X)
y T(X ~ {x0}), pues xg no es un vértice de T(X). Si pudiésemos probar que
existe un colapso de T(X) a T(X \ {xp}), entonces de manera anéloga a antes
se tendria que el dual de Alexander de X se expande al dual de Alexander de
X~ {xo}. El siguiente resultado no nos garantiza que exista tal colapso, pero si
que el tipo homot6pico simple de los duales es el mismo.

Proposicién 5.2.5. Sea X un lattice reducido, xo € X un weak point maximal que no
es un beat point, entonces se tiene que X,/ (X N\ {x0})y, con V un conjunto de
vértices para esos espacios. En particular dy (X) /N dv (X ~ {x0}).
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Demostracion: Recordemos que el dual de X respecto a V' es homeomorfo al
dual de s(X) respecto a ese mismo conjunto de vértices ya que el dual no cambia
al remover down beat points. En el caso que xg € s(X) se tiene que xp también
es un weak point de s(X). Si xg ¢ s(X), entonces s(X \ {xp}) = s(X), y por
ende, los duales de X y X ~\ {xo} respecto a V son homeomorfos.

Con el razonamiento que hicimos arriba podemos suponer sin pérdida de
generalidad que X no tiene down beat points, luego se tiene que s(X) = X. No-
tamos m = m(xp), m=V~myU = LA@%, que por hipétesis es contractil. Vamos
a comparar T(X) con T(X \ {x0}), para eso observar que los simplices de T(X)
que no estan en T(X ~\ {xp}) se corresponden con los subconjuntos de m cuyo
supremo da xp. Estos subconjuntos se pueden ver como los subconjuntos de m
que no estdn acotados en U. Tomando complemento en V a estos conjuntos y
considerando el orden dado por la inclusién, obtenemos C~ (U;;;), donde los ele-
mentos del dual los llamamos de forma similar a como los llamamos usualmente
pero agregandole 777 en su nombre y al minimo lo llamamos 7, el complemento
de m en V. Al tomar el dual de Alexander sobre V tenemos entonces que el
subespacio de X ((T(X ~\ {x0}))}) formado por los elementos que no estdn en
X ((T(X))},) es un subespacio cerrado de X' ((T(X ~ {x0}))},) que tiene a 17 co-
mo minimo y que es homeomorfo al cono del dual de Alexander de U respecto
a su conjunto de elementos minimales. Por la versién de cerrados del Teorema
de Osaki para lattices reducidos (ver Proposicion 1.3.11), se tiene que

AX(TXNAx0})v) NX(TX N Ax0})v)/F = X(T(X))y) U],

donde con [771] notamos a la clase de 77 en el cociente. Vamos a ver que [7] es un
y-point de X' ((T(X ~ {x0}))})/F,, para eso, dado que [#71] es un elemento ma-
A X\ X0 )7/

ximal, alcanza con ver que U[m]
que

es homotdpicamente trivial. Observar

A (XNA{x0})5/ - ~A (XN {x0})3
U 0V U Y ouvinxE
cep X by

Notar que ese conjunto tiene como elementos a los conjuntos no vacios de la
formarUt, cont C i, yr Cmtal querm € T(X \ {xp})}, con el orden dado
por la inclusién. Ese espacio es U}, *; S"~2, con n = |7it|. Como xg es un down
weak point, entonces U es contrdctil, luego U, es homotépicamente trivial por
la Proposicién 5.1.9, y como el tipo homotépico simple del I join coincide con
el del join no Hausdorff se tiene entonces que U}, *x; "2 es homot6picamente
trivial. Deducimos entonces que [71] es un y-point, y por la Proposicién 1.2.29,
se sigue que

(XN A{xo v, N AUTX N Ax0}))v)/F = XUT(X))v) U [it]
X((T(X))}) = Xj. Como buscabamos. O

Teniendo en cuenta lo que dice el Lema 5.2.1 y juntando las Proposiciones
5.1.5, 5.2.5 y 5.2.4, tenemos una respuesta para el little weak problem.
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Teorema 5.2.6. Sea X un lattice reducido, xy € X un weak point tal que X ~\ {xo} tam-
bién es un lattice reducido, entonces X3,/ (X \ {x0})},. En particular dy (X)

dy (X~ {xo}).
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5.3 Weak problem general

En la seccién anterior vimos que el tipo homotépico simple del dual de Ale-
xander no cambia al remover un weak point maximal o minimal, sin embargo
no siempre dos lattices reducidos simplemente equivalentes poseen duales de
Alexander simplemente equivalentes. Esto de hecho es falso incluso para com-
plejos simpliciales. Vamos a comenzar mostrando un contraejemplo en el caso
simplicial, y a partir de ese ejemplo daremos un ejemplo de un lattice reducido
homotépicamente trivial cuyo dual de Alexander respecto a sus elementos mini-
males no lo es. El contraejemplo del caso simplicial fue descubierto por Minian
y Rodriguez (ver [28]).

Ejemplo 5.3.1. Consideramos K una triangulaciéon de la esfera de Poincaré, que
es una variedad diferenciable compacta, conexa y orientable de dimensién 3
cuyos grupos de homologia coinciden con los de la esfera S* pero su grupo fun-
damental es un grupo simple y no abeliano. Se puede ver que una triangulacion
de ese complejo simplicial posee al menos 12 vértices, y como K tiene dimen-
sién 3, el complemento de cualquier subconjunto de V = K de cardinal menor
o igual que 3 no es un simplex en K. Entonces K* contiene el 2 esqueleto del
simplex generado por los vértices de K, por ende su realizacién geométrica es
simplemente conexa. De la dualidad de Alexander deducimos que K* tiene los
grupos de homologia de una esfera de dimensién igual a la del complejo sim-
plicial L que se obtiene de tomar el dual sobre V del borde de un 4 simplex.
Por los Teoremas de Hurewicz y Whitehead se tiene entonces que K* posee una
realizaciéon geométrica que es homotdépicamente equivalente a una esfera. Sin
embargo, el dual de K*, que es K, no triangula un poliedro homotépicamente
equivalente a una esfera, cosa que si sucede con el dual de L sobre V. Luego los
duales sobre un mismo conjunto de vértices de dos complejos simpliciales cuyas
realizaciones geométricas son homotdpicamente equivalentes no tienen por que
ser homotdpicamente equivalentes. Notar de hecho que K* y L son simplemente
equivalentes por ser simplemente conexos (ver [15]).

La esfera punteada de Poincaré podemos triangularla a partir de un complejo
simplicial M que se obtiene de K removiéndole un simplex maximal. Como el
2 esqueleto de M coincide con el de K, entonces el grupo fundamental de |M|
también es simple y no abeliano, en particular Hy(M) = 0. Como |M| es una
3 variedad compacta, orientable y con borde, entonces H3(M) = 0, y por la
dualidad de Poincaré-Lefschetz, Hy(M) ~ H;(M) = 0. De esto tenemos que
M es aciclico y posee realizacién geométrica no contrdctil. Por la dualidad de
Alexander, el dual de M también es aciclico, y por un argumento similar al
dado en el parrafo anterior se tiene que |M*| es simplemente conexo. Por los
Teoremas de Hurewicz y Whitehead se sigue entonces que el dual de M posee
realizacién geométrica contréctil. Como |M*| es simplemente conexo, entonces
M* es simplemente equivalente a un vértice (ver nuevamente [15]). Llamamos
X=X(M),Y=X(M").Y esun espacio homotdpicamente trivial cuyo dual de
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Alexander sobre MY = m(X) es X, que no es homotépicamente trivial por tener
grupo fundamental no nulo.

Alterando un poco el ejemplo de recién podemos probar que el Teorema 5.2.6
no se extiende a y-points

Ejemplo 5.3.2. Sea Y el espacio homotépicamente trivial del ejemplo anterior,
consideramos Z = S(Y), la suspension reducida de Y que se armaba tomando
dos copias de Y, una grande y una pequefia, agregandole a la copia pequefia un
maximo y a la grande un minimo. Llamamos zp al maximo de la copia pequena.
Como U, = Y, entonces zp es un y-point de Z. Por la Proposicién 4.3.7, el
dual de Z respecto a su conjunto de elementos minimales es homeomorfo al
dual de Y respecto a m(Y), que no es homotdpicamente trivial. Por otro lado,
el espacio Z \ {zp} es un lattice reducido porque zp es un elemento maximal
(ver demostracion del Lema 5.2.1). Notar que Z \ {zp} es homot6picamente
equivalente a C~(Y), por lo que es contractil. Por la Proposicion 5.1.9 se tiene
que el dual de Z \ {zp} respecto de m(Z) = m(Z \ {zp}) es homot6picamente
trivial. De esto concluimos que el tipo homot6pico débil del dual de un lattice
reducido no es invariante al remover y-points.

Terminemos la seccién con este resultado, que afirma que dos espacios sim-
plemente equivalentes si poseen duales simplemente equivalentes si tomamos
los duales sobre conjuntos de vértices de igual cardinal y lo suficientemente
grande.

Proposicién 5.3.3. Sean X, Y lattices reducidos tales que X\, Y, entonces existe
nyg € N tal que para todo n > ny, si V. .y W son conjuntos de vértices para X e Y de
cardinal n, entonces X3, /\, Yy En particular dy (X) /"~ dw(Y).
Demostracion: Como X, Y, dado que X (T(X)) ~ X y que X(T(Y)) ~

Y (ver Observacién 2.2.1), entonces X (T (X)), X (T(Y)). Por el Teore-
ma 1.2.34 se tiene que T(X), "\ T(Y), es decir, existen complejos simpliciales
T(X) = Ty, T1,..., T = T(Y) tales que T; NTi1 6T ST VO < i <
k—1. Sea nyg = max{#(T]Q) : 0 < j < k}, entonces por induccién se tiene que
(To)y/\« (Ti)}y, para V 'y W conjuntos de vértices de cardinal n, con n > ny.
Entonces nuevamente por el Teorema 1.2.34

X" = X(T(X)y), N\ X(T(YV)w) = Yiy
con lo que se concluye el resultado.
O

Teniendo en cuenta lo que afirma el Corolario 4.4.5, podemos deducir lo
siguiente
Corolario 5.3.4. Sean X, Y lattices reducidos simplemente equivalentes y sean V, W
conjuntos de vértices del mismo cardinal, entonces existe n € N tal que S"(dy (X))

/NS (dw (Y)).
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5.4 El problema del opuesto y el cross dual

En esta seccion estudiaremos el problema del opuesto e introduciremos una
nocién de doble dual que nos permitird analizar ese problema desde otro punto
de vista.

Podemos definir una nocién de dual de Alexander utilizando elementos ma-
ximales en lugar de elementos minimales, para eso podemos utilizar el complejo
simplicial £(X), introducido por Barmak en [3] (Seccién 9.2), asociado a un lat-
tice reducido X, en vez de usar el complejo simplicial T(X) de Kozlov. Este
complejo simplicial posee como vértices a los elementos maximales de X, y co-
mo simplices a los subconjuntos del conjunto de elementos maximales acotados
inferiormente. Notar que £(X) = T(X°?).

El problema del opuesto radica en comparar los duales de X respecto a los
complejos simpliciales £(X) y T(X) considerando conjuntos de vértices de igual
cardinal. Como K(X) = K(XP), entonces X°F es simplemente equivalente a X,
asi que sus duales sobre conjuntos de vértices de igual cardinal poseen grupos
de homologia isomorfos por la dualidad de Alexander.

Vamos a considerar una nocién de doble dual que primero calcula el dual
respecto al complejo simplicial T, y después aplica el complejo simplicial £ para
calcular el segundo dual.

Definicién 5.4.1. Sea X un lattice reducido tal que m(X) no estd acotado supe-
riormente y tal que M(Xj,) no estd acotado inferiormente, el cross dual de X es

el lattice reducido
C(X) = (X))

Donde el segundo dual se toma respecto a los elementos maximales del dual de
X. Notamos C’P(X) al opuesto del cross dual, es decir al espacio (((X;;)°7),)°,
y lo llamaremos el cross dual opuesto de X.

Si K es un complejo simplicial que no es un simplex y que el nervio de su
dual tampoco lo es, el cross dual de K es el complejo simplicial

C(K) = (M(K"))",

donde recordemos que N (L) es el nervio del complejo simplicial L, es decir el
complejo simplicial cuyos simplices son los subconjuntos de simplices maxima-
les de L cuya interseccién es no vacia.

Notar que C(X) = X ((T((X(T(X))*)"))*) = X(C(T(X))), mientras que
C(K) = T(C(X(K))). Las hipétesis que le pedimos a X y a K son necesarias
para que se puedan calcular los duales requeridos en la definicién.

Observacion 5.4.2. Notar que un subconjunto de B, (X) no acotado inferiormente
en dy,(X) es un subconjunto de By, (X) en el que la interseccion de los conjuntos
que forman a cada uno de sus elementos da vacia. Esto es lo mismo a que
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la unién de sus complementos en m(X) sea m(X). Por lo tanto el cross dual
opuesto de X es el poset formado por los subconjuntos propios de A, (X) cuyos
elementos, vistos como subconjuntos de m(X), cubren m(X), con el orden dado
por la inclusién.

De la misma forma que en el dual de Alexander, podemos definir una no-
cién alternativa de cross opuesto, que llamaremos cross alternativo, cuyos ele-
mentos son los subconjuntos minimales de A,,(X) con la propiedad de que
sus elementos cubran m(X) y las uniones de esos conjuntos que no den todo
Ap(X), con el orden dado por la inclusion. Lo notaremos ¢??(X). Observar que
cP(X) = s(CP(X)).

Ejemplo 5.4.3. Consideramos el modelo de S*

1 2 3 4 5

Se tiene que A, (X) = {(1,4);(1,5);(2,3);(2,5);(3,4)}, los elementos mini-
males del dual cruzado vienen dados por el conjunto m(C° (X))

= {{(1,4);(1,5);(2,3)}, {(1,4);(2,3);(2,5)},{(1,4);(2,5); (3,4) }

,{(1,5);(2,3);(3,4)}, {(1,5),(2,5),(3,4)}}, se puede chequear rapidamente
que C°?(X) = X. Notar que el cardinal de A,,(X) = M(X,) coincide con el de

Tomemos ahora el espacio del Ejemplo 2.4.4

X °

M/.
A

Notar que A, (X) = {(2,5);(1,3,4);(1,4,5);(3,4,5)}, y CP(X) =

{{(2,5);(1,3,4)},{(2,5);(1,4,5);(3,4,5) } }, el espacio dos puntos. X es un
modelo de S! y por lo tanto posee el mismo tipo homotépico simple que la
suspensiéon no Hausdorff del cross dual. Observar que #(A;,(X)) = 4, uno
menos que el cardinal de m(X).

4

Por ultimo, miremos el espacio del Ejemplo 3.2.9;
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VAVAVAVAN

1 3 4 5

2

) ={(1,3);(1,4);(1,5); (2,4);(2,5); (3,5)}, m(CP(Y)) =
(1,3); (1,4); (2,5)}, {(1,3); (1,5); (2,4)}, {(1,3); (2,4); (2,5)},

1'533)'( 4); (gg){,{(l 4);(2,4);(3,5)},{(1,4);(2,5); (3,5)},

,5);(2,4);(3,5)}}. El dual cruzado viene dado por

n este caso A, (Y

=

Este espacio no es contractil, sin embargo, al cocientar por Uy, donde x es el
tercer punto maximal, obtendremos un espacio contréctil. Luego el cross dual de
Y es homot6picamente trivial e Y también lo es. Observar que, como este espacio
tiene down beat points, entonces ¢ (X) # C°P(X), ya que ¢?(X) = s(C°?(X)).

Definicién 5.4.4. Sea X un lattice reducido tal que m(X) no estd acotado su-
periormente y M(X};,) no estd acotado inferiormente, decimos que X es cross
reflexivo si X\, C(X), a menos de tomarle finitas veces la suspensién no Haus-
dorff a uno solo de los dos espacios.

En caso de que X sea cross reflexivo se tiene, por la dualidad de Alexander,
que si #(Am (X)) —#(m(X)) = n > 0, entonces C(X),\(X"(X). Si en cambio
#(An(X)) —#(m(X)) = —m < 0, entonces 2" (C (X)), N\ X.

Cross problem: Si X es un lattice reducido tal que m(X) no estd acotado
superiormente y M(Xj};) no estd acotado inferiormente, es X cross reflexivo?

Como agregarle beat points a un lattice reducido X no modifica el tipo ho-
motoépico simple del dual de Alexander de X ni el de su opuesto, entonces para
ver que el dual de un lattice reducido es simplemente equivalente al dual de
su opuesto sobre conjuntos de vértices del mismo cardinal alcanzaria con verlo
para lattices reducidos que no tienen beat points. Agregando suficientes beat
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points también alcanzaria con verlo cuando X tiene la misma cantidad de ele-
mentos minimales que maximales, y ademds, podemos suponer que el conjunto
de vértices donde tomamos dual es m(X).

Resolver el cross problem es equivalente a resolver el problema del opuesto,
como lo indica el siguiente resultado.

Teorema 5.4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es cross reflexivo para todo lattice reducido X tal que m(X) no estd acotado
superiormente y M(X},) no estd acotado inferiormente.

(2) Si X es un lattice reducido, entonces X3,/ (XP)}, para conjuntos de vértices
V' y W del mismo cardinal.

Demostracién: Veamos primero (2) = (1). Supongamos que X es un latti-
ce reducido tal que m(X) no estd acotado superiormente y M(X};,) no estd
acotado inferiormente, entonces por el Lema 3.2.1 se tiene que a Y = X, se
le puede calcular el dual respecto de m(X) o respecto de cualquier conjunto
de vértices mds grande. Por hipétesis, los duales de Y y su opuesto toma-
dos sobre conjuntos de vértices de igual cardinal son simplemente equivalen-
tes. Observar que Y;(X) = X' /N X, luego si #(An (X)) = #(m(X)), entonces
C(X) = (Yy°* )j‘qm (X) "\ X. Si tuviesen distinto cardinal la misma equivalencia
simple seguiria valiendo tomandole finitas veces la suspensién no Hausdorff al
espacio de cardinal menor, teniendo en cuenta lo que dice el Corolario 4.4.5.
Luego X es cross reflexivo.

Probemos (1) = (2). Tomamos X lattice reducido y V, W conjuntos de vérti-
ces de igual cardinal para X y X°F respectivamente a los que podemos tomarles
dual. Por lo que observamos previamente a enunciar este teorema, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que m(X) = V y que #(m(X°")) = #V. Su-
pongamos que a Xj, se le puede calcular el cross dual. Entonces, si Y = X7,
se tiene que Y,/ C(Y) = (V)P = (5((s))™ Vi = (@) (¥) Vi =
(v ()Y = (S(5)™))i = ((Y5)°P) e (X);,. La cuarta igualdad vale
por la Proposicién 4.3.7, mientras que la tltima equivalencia simple vale por el
Teorema 5.1.8 y porque X es homotdpicamente equivalente a su doble dual de
Alexander.

Supongamos ahora que a Xj, no se le puede calcular el cross dual. Enton-
ces o bien m(Xj,) estd acotado superiormente, o bien M((X3,)s,) estd acotado
inferiormente. Notar que en cualquiera de los casos X tiene que ser necesaria-
mente contréctil, y luego X°F también es contractil. Los duales de Alexander
de X y X°P sobre cualquier conjunto de vértices son entonces homotépicamente
triviales, y en particular son simplemente equivalentes. O

En general no es facil obtener propiedades del cross dual por la complejidad
que se tiene para calcularlo. Veamos un resultado que relaciona al cross dual
con el [ join introducido en el capitulo anterior.
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Proposicion 5.4.6. Sean X, Y lattices reducidos a los que podemos calcularles el cross
dual, entonces

C(X % Y) = C(X) % C(Y).

Demostracién: Recordemos que A, (X #;Y) = Ap(X) U Ap(Y). Los subconjun-
tos propios de A, (X *;Y) cuya unién da m(X #;Y) = m(X) Um(Y) se forman
tomando un subconjunto de A, (X) cuya unién da m(X) y un subconjunto de
Apm(Y) cuya unién da m(Y), de modo que al menos uno de los dos sea un sub-
conjunto propio. Es decir, el cross dual opuesto es el producto de los conos de
los cross duales opuestos sacandole el maximo. Al tomar opuesto obtenemos
entonces que C(X *;Y) = C(X) *; C(Y), como queriamos. O

De la proposicién anterior se deduce rdpidamente este corolario.

Corolario 5.4.7. Si X e Y son lattices reducidos cross reflexivos, entonces X *; Y es
cross reflexivo.

Demostracion: Podemos suponer sin pérdida de generalidad que X "™\
YMC(X)) y que Z™(Y),\(C(Y), para n, m € Ny, ya que los otros dos posi-
bles casos son més simples de analizar. Observar que, por un lado,

X5 Y /NZE'N(C(X) % Y),

mientras que

C(X#Y) = C(X) % CY), N\ Z"(C(X) % Y).

Luego uno de los dos espacios es simplemente equivalente al otro tras aplicar la
suspensiéon no Hausdorff |n — m| veces. N
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