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RESUMEN

En esta tesis intentamos responder a la simple pregunta:

:Bajo qué condiciones convergen los métodos de primer orden
mads utilizados en Machine Learning?

Para ello utilizamos herramientas de sistemds dindmicos y procesos
estocdsticos en pos de analizar la convergencia tanto en algoritmos
deterministicos como estocésticos.

Notamos que aunque los algoritmos deterministicos gozan de una
velocidad excepcional en el caso convexo, esto no se generaliza al caso
no convexo donde la convergencia puede ser hasta de orden exponen-
cial. Por otro lado, en el caso estocastico la misma naturaleza de éste
garantiza una complejidad uniforme en ambos régimenes, atin en el
rango del big data. Sumado a esto dimos motivos tanto tedricos como
précticos para la preferencia de los algoritmos estocasticos, relaciona-
dos a la velocidad de convergencia a entornos de la solucién en el
caso general.
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INTRODUCCION

Las Matemaéticas no conocen de
razas ni fronteras geogréficas; para
las Matematicas el mundo cultural
es un solo pafs.

David Hilbert

Machine Learning es un conglomerado de técnicas estadisticas, prob-
abilisticas y algoritmicas para resolver el problema universal sigu-
iente:

Dado un set de datos ya ocurridos, construir un algoritmo que
aprenda los patrones intrinsecos para poder predecir datos futuros
bajo la misma distribucién.

Esto estd contextualizado en la formalizacién matematica del prob-
lema y la identificacion de una familia de funciones tal que aproxi-
men a este, lo que conlleva un problema de optimizacién convexa o
no convexa segin el caso. A este proceso de modelizar el problema
mediante una familia de funciones y obtener el 6ptimo mediante un
algoritmo de optimizaciéon es lo que comunmente se llama aprender
la distribucién de los datos. En esta Tesis nos centramos en el andlisis
de convergencia de algoritmos de optimizacién que suelen aparecer
en machine learning, los cuales se dividen en batch o estocdsticos de-
pendiendo la naturaleza de éste.

Dentro del espectro de los algoritmos de batch se encuentra el
algoritmo de descenso mds pronunciado -también conocido como
gradiente, descenso de gradiente por batch o método de gradiente
completo- (GD) que se define en el algoritmo 1.1 y sus variantes que
veremos en el capitulo 6.

Vamos a representar a los algoritmos mediante un recuadro titu-
lado. Tendran un input definiendo el conocimiento a priori del prob-
lema y el algoritmo escrito en pseudo-cédigo; es decir, una sucesién
l6gica de pasos que representan las férmulas a utilizar y texto ex-
plicativo del paso a ejecutar.

Algorithmus 1.1 : Descenso de gradiente en batch (GD)
1 Input: F: R - R, F € Cl,ap >0, w; €RY,

X = {(x]-,y]-)}jSN = {E*J'}jSN muestra aleatoria i.i.d.
2 fork € IN do

N
3 L Wit = W — Kk '21 VF (&), w)
]:
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En este algoritmo F es la funcién objetivo a optimizar, {ay} resultan
los incrementos positivos, w; la condicién inicial y X el set de datos
conocidos.

Por otro lado, en el espectro estocdstico encontramos el algoritmo
descenso estocdstico de gradiente generalizado (DE) definido en 1.2:

Algorithmus 1.2 : Descenso Estocastico de Gradiente (DE)
1 Input: wy € R?, (xy, i) = &; dato muestreado al azar

2 fork € N do

3 L Wiy1 < Wi — a8 (W, (Xk, Yk))

En este algoritmo g : R? x (R% x R%) — R? es un estimador
oF oF )
del vector VF := <, s, ) , {ax } resultan los incrementos pos-
0x1 Jx,
itivos, w; la condicién inicial y (xx,yx) un dato nuevo a analizar.
Una variante muy utilizada en machine learning resulta de tomar
Q(wy, (X, yx)) = VF(wg, X, Yk ), caso conocido como descenso estocds-
tico de gradiente (SG) propuesto por Robbins y Monro [22]. Cada it-
eracion de este método es computacionalmente menos costosa que
del algortimo GD, ya que solo incluye el calculo del gradiente V f; (wy)
correspondiente a un dato en vez de tomar toda la muestra X =
{(xj, yj)}]. ~n- Bl método es notable porque la secuencia de iteracion
no estd determinada tinicamente por la funcién F, el punto de inicio
w1, y la secuencia de incrementos {ay }, como lo haria en un algoritmo
de optimizacion determinista. Por el contrario, {wy} es un proceso
estocdstico cuyo comportamiento estd determinado por la secuencia
aleatoria {(xj,yj)}.

En pos de analizar su convergencia analizamos los algoritmos de-
terministicos via el sistema dindmico que inducen, mientras que a los
algoritmos estocésticos via el proceso estocéstico que inducen.

Histéricamente se intentaron realizar algoritmos que tengan heuris-
ticas mds y mas complejas para poder memorizar todos los casos ex-
cepcionales que ocurren (un ejemplo de esto son los anélisis de fraude
donde el algoritmo intenta matchear las operaciones ocurridas con-
tra una lista de reglas preseteadas que se determinaron como sospe-
chosas), pero se observo tanto empirica como experimentalmente que
los mejores resultados se obtuvieron mediante técnicas de machine
learning; obteniendo mejor robustez y estabilidad de las soluciones.
Estos resultados motivan la investigacién tanto en convergencia como
en desarrollo de mejores algoritmos para obtener soluciones 6ptimas.

Esta Tesis esta organizada segtn la categorizacién de algoritmos
mencionada anteriormente.

La primera parte (I) refiere a la motivaciéon tanto matematica, al-
goritmica y del drea para analizar la convergencia de los algoritmos
presentados, como a su vez los contenidos preliminares usados a lo
largo del documento. En el dltimo capitulo de esta parte (capitulo 3)
se incluye un resumen de los resultados, pensando mayoritariamente
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en el practicante del Machine Learning que quiere verificar rdpida-
mente condiciones de convergencia para sus algoritmos.

La segunda parte (II) trata exclusivamente los algoritmos de tipo
batch. En el Capitulo 4, utilizando la histérica referencia [15], anal-
izamos la convergencia puntual del descenso de gradiente con condi-
ciones de convexidad débil y luego la convergencia lineal con convex-
idad maés fuerte. Luego en el capitulo 5 nos basamos en [7] para ver
estos algoritmos como discretizaciones de sistemas dindmicos y gra-
cias al teorema de la variedad estable concluimos un método préctico
para analizar la convergencia casi todo punto. Esta forma de analizar
los algoritmos es aplicada en el capitulo 6 con variantes usualmente
usadas en el drea. Finalmente en el capitulo 7 nos basamos en [4] para
ver que aunque se tiene convergencia casi todo punto, la complejidad
algoritmica del descenso de gradiente es exponencial.

Estos resultados negativos en el caso deterministico nos motivan a
estudiar los algoritmos estocésticos en la parte III. En el capitulo 8 nos
basamos en [3] para analizar la convergencia en norma L1 al minimo
(0 a un entorno de éste). Mientras que en el capitulo 9, utilizando [2],
estudiamos la convergencia casi todo punto tanto en los casos convexo
como no convexo; aprovechando que el algoritmo induce un proceso
estocdstico que a su vez induce una cuasi-martingala convergente.

En general, en lugar de contrastar los DE y otros métodos basa-
dos en los resultados de experimentos numéricos -que pueden sesgar
nuestra revisiéon hacia un conjunto de pruebas limitado y detalles
de implementacién- enfocamos nuestra atencién en las compensa-
ciones computacionales fundamentales y las propiedades tedricas de
los métodos de optimizacién. Esto hace una clara yuxtaposicion con
la forma tradicional de investigacién de los algoritmos en el 4rea (so-
bre todo en los trabajos de hace algunas décadas) donde se proponen
algoritmos y se evalua su competencia mediante experimentos, para
luego extrapolar los resultados al caso general sin validacion extra.
Una referencia interesante de esto es el algoritmo Adam que reciente-
mente (ver [30]) se obtuvo resultados tedricos refutando su utilidad
real.






PRELIMINARES

Las Matematicas son la creacion
mas bella y poderosa del espiritu
humano.

Stefan Banach

2.1 PRELIMINARES DE MACHINE LEARNING

En esta secciéon vamos a presentar en forma resumida el proced-
imiento por el cual se pasa desde un set de datos a aprender a un
problema de optimizacién, generalmente no convexo. De ninguna
manera esta exposiciéon pretender ser exhaustiva y se basa principal-
mente en los excelentes trabajos de [3] y [13].

2.1.1  Procedimiento formal de machine learning.

2.1.1.1 Fundamentos

Nuestro objetivo es elegir una funcién de prediccion que evite la
memorizacién mecdnica y, en su lugar, generalice los conceptos que
se pueden aprender a partir de un conjunto dado de ejemplos. For-
malmente, necesitamos encontrar una h : X — ) tal que, dado x € X,
el valor h(x) ofrece una prediccién precisa sobre el valor verdadero
de salida y. Para hacer esto, uno debe elegir la funcién de predic-
cién h intentando minimizar el riesgo medido sobre una familia de
funciones de prediccién adecuadamente seleccionadas [24], llamadas
H.
Para formalizar esta idea, supongamos que los ejemplos se muestrean

a partir de una funcién de distribuciéon de probabilidad conjunta
P(x,y). En lugar de algo que simplemente minimiza el riesgo em-
pirico (2.1), uno debe buscar encontrar & que arroje un pequefio riesgo
esperado de clasificaciones erréneas sobre todas las entradas posibles, es
decir, una h que minimice 2.2:

%z h(x) # (21)

R(h) =P [h(x) # y] = E[L[h(x) # y]] (22)

donde IP [A] denota la probabilidad del evento A y [E [A] denota la
esperanza de la variable aleatoria indicadora del evento A. Tal con-
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texto es wvariacional ya que estamos optimizando sobre un conjunto
de funciones, y es estocdstico ya que la funcién objetivo implica una
esperanza.

Como en la préctica no se conoce P a priori, la tinica opcién posible
resulta ser transformar el problema a uno que dependa tinicamente
de los ejemplos {(x;,y;)}'_, utilizando la ley de los grandes niimeros y
teniendo en cuenta dos cuestiones principales que deben abordarse:

* Cémo elegir la familia parametrizada de funciones de predic-
cion H

* Cémo determinar (y encontrar) la funcién de prediccién partic-
ular i € H que es 6ptima.

2.1.1.2 Eleccién de una familia de funciones de prediccion

La familia de funciones H debe determinarse teniendo en cuenta
tres objetivos potencialmente competitivos. En primer lugar, H debe con-
tener funciones de prediccién tal que en el conjunto de entrenamiento
puedan lograr un riesgo empirico niimericamente bajo, a fin de evitar
el sesgo o el ajuste inadecuado de los datos. Esto se puede lograr selec-
cionando una familia rica de funciones o utilizando un conocimiento
a priori para seleccionar una familia bien dirigida. En segundo lu-
gar, la brecha entre el riesgo esperado y el riesgo empirico, es decir,
R(h) — R, (h), debe ser pequefia para todo i € H. Por lo general, esta
brecha disminuye cuando se utilizan mds ejemplos de entrenamiento
pero, debido al potencial sobreajuste, aumenta cuando usa familias
de funciones més ricas. En tercer lugar, H debe seleccionarse de man-
era que se pueda resolver eficientemente el problema de optimizacién
correspondiente, cuya dificultad puede aumentar cuando se emplea
una familia mds rica de funciones y/o un conjunto de entrenamiento
mas amplio.

Nuestra observacion sobre la brecha entre el riesgo esperado y el
empirico puede entenderse utilizando la ley de los grandes niimeros. La
desigualdad Hoeffding [6] garantiza que dado 77 > 0 existe N € IN
tal que con probabilidad de al menos 1 — 7, uno tiene

|IR(h) — R, (h)] < ilog <$) paraundadoh € H Vn >N

(2.3)

Esta desigualdad implica la convergencia en probabilidad del riesgo

empirico y ofrece la explicacién intuitiva de que la brecha disminuye

a medida que se usan méas ejemplos de entrenamiento. Sin embargo,

esta explicacion es insuficiente para nuestros propésitos ya que, en el

contexto del machine learning, i# no es una funcién fija, sino que es
la variable sobre la cual se estd optimizando!
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Por esta razén, a menudo se recurre a la ley uniforme de los grandes
niimeros y al concepto de la dimensiéon Vapnik-Chervonenkis (VC) de
‘H, una medida de la capacidad de dicha familia de funciones [24], [13].

Fitting training data

Degree = 1 Degree = 2 Degree = 10

—— True function — True function
—— Model — Model
® Training data (MSE = 0.70) ® Training data (MSE = 0.52)

Figure 1: Fendmeno de sobreajuste en polinomios de alto grado

Un ejemplo de éste fenémeno se puede ver en la brecha entre el
riesgo empirico y el riesgo esperado para un conjunto de polinomios
de alto grado, donde al aumentar el grado puede ser mayor ya que
su alta capacidad les permite sobreajustar un conjunto dado de datos
de entrenamiento. (Ver Figura 1)

2.1.1.3 Minimizacion de riesgos estructurales

Un enfoque para elegir una funcién de predicciéon que ha demostrado
ser ampliamente exitoso en la practica es la minimizacién del riesgo
estructural [25], [26]. En lugar de elegir una familia genérica de fun-
ciones de prediccién, sobre las cuales serfa dificil optimizar y estimar
la brecha entre los riesgos empiricos y los esperados, se elige una
estructura, es decir, una coleccién de familias de funciones anidadas.
Por ejemplo, dicha estructura se puede formar como una coleccién
de subconjuntos de una determinada familia H de la siguiente man-
era: dada una funcién de preferencia (), se elijen varios valores de
un hiperpardmetro C, de acuerdo con cada uno de los cuales se ob-
tiene el subconjunto Hc := {h € H: Q(h) < C}. Dado un numero
fijo de ejemplos, el aumento de C reduce el riesgo empirico (es decir,
el minimo de R, (h) sobre h € Hc), pero, después de cierto punto,
tipicamente aumenta la brecha entre los riesgos esperado y empirico.
Este fenémeno se ilustra en la Figura 2.

This value of C here gives
the best guarantee for the
expected risk R(w).

\ Guaranteed expected risk R(w)

Misclassification rate
(e

Figure 2: Fenémeno de distancia de los riesgos en funcion de la evoluciéon
de hiperpardmetros
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Luego, en vez de estimar la brecha entre el riesgo empirico y es-
perado teéricamente, se observa que una estimacion aceptable de esa
brecha para el valor 6ptimo de C se puede obtener dividiendo los
datos disponibles en tres subconjuntos.

1. Conjunto de entrenamiento: Utilizado para elegir un subcon-
junto finito Hc C He de valores que minimicen 2.1

2. Conjunto de validacién: Utilizado para estimar 2.2 sobre todo
h € Hc y elegir una hc 6ptima

3. Conjunto de prueba: Utilizado para estimar la brecha entre 2.1
y 2.2 para la hc elegida

Suponiendo que se ha utilizado un rango suficientemente grande
para C, a menudo se encuentra que la mejor solucién no corresponde
al mayor valor de C considerado; nuevamente, vea la Figura 2.

En general, el principio de minimizacién del riesgo estructural ha
demostrado ser ttil para muchas aplicaciones. En lugar de codificar
el conocimiento como reglas formales de clasificacién, uno lo codi-
fica mediante preferencias para ciertas funciones de prediccion sobre
otras, luego explora el rendimiento de varias funciones de prediccién
que se han optimizado bajo la influencia de dichas preferencias.

2.1.2  Enunciados de problemas de optimizacion formal

Para continuar, debemos definir las funciones de predicciéon y pérdida
que aparecen en las mediciones de riesgo esperado y empirico que se
pretenden minimizar.

2.1.2.1 Funciones de prediccion y pérdida

Durante esta Tesis vamos a considerar, como se menciond anterior-
mente, que el conocimiento a priori del problema otorga una funcién
h que parametrizaremos por un vector real w € R? sobre el cual se
realizard la optimizacién; en vez de encarar el problema variacional.
Formalmente, para un h(-;-) : R% x RY — R% dado consideramos la
familia de funciones de prediccién

H = {h(;w) : w € R} (2.4)

Nuestro objetivo es encontrar la funcién de prediccién en esta fa-
milia que minimice una funcién de pérdida dada ¢ : R% x R% — R.
Esta mide, para un par de entrada-salida (x, y), la pérdida ¢(h(x; w),y)
cuando h(x;w) e y son las salidas predicha y verdadera respectiva-
mente.
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2.1.2.2  Riesgo esperado

Idealmente, el vector de parametros w se elige para minimizar la pér-
dida esperada en la que se incurriria con cualquier par de entrada-
salida. Para expresar esta idea formalmente, suponemos que las pér-
didas se miden con respecto a una distribucion de probabilidad P(x, y)
que representa la verdadera relacién entre las entradas y las salidas.
Luego, la funcién objetivo que deseamos minimizar es

Rw)= [ (0(xw),y)dPxy) =E[(h(Gw),y)] (@)

Rx x R

Decimos que R : R* — R produce el riesgo esperado (es decir, la
pérdida esperada) dado un vector de pardmetro w con una respectiva
distribucioén de probabilidad P.

2.1.2.3 Riesgo empirico

Si bien puede ser deseable minimizar (2.5), tal objetivo es insostenible
cuando no se cuenta con informacién completa sobre P. Por lo tanto,
en la préctica, uno busca la solucién de un problema que involu-
cra una estimacién del riesgo esperado R;. En el aprendizaje super-
visado, uno tiene acceso (ya sea de una vez o de manera incremental)
a un conjunto de n € IN muestras de entrada y salida independientes
{(x;,y1)}; C R% x R%, con las cuales se puede definir la funcién
de riesgo empirico R, : R — R dada por la ecuacién

Ry(w) =

S|

il (h(x;w),y) (2.6)
i—1

En términos generales, la minimizacién de R, puede considerarse
el problema practico de optimizacion de interés.

2.1.2.4 Notacién simplificada

Para simplificar, representemos una muestra (o conjunto de mues-
tras) por una variable aleatoria &; por ejemplo, uno puede imaginar
una realizacién de & como una muestra tnica (x,y) de R% x R%, o
una realizacién de & podria ser un conjunto de muestras {(x;, y;) };cg-
Ademéds, podemos referirnos a la pérdida incurrida para un dado
(w, &) como F(w; &), es decir, F es la composicion de la funcién de
pérdida y la funcién de prediccion h.

Para referencia futura, usamos E’[i] para denotar el i-ésimo elemento
de un conjunto fijo de realizaciones de una variable aleatoria &, mien-
tras que, comenzando en la parte III, utilizaremos é[k} para denotar el
k-ésimo elemento de una secuencia de variables aleatorias .

11
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2.1.3 Motivacién para los métodos estocdsticos

Antes de analizar las fortalezas de los métodos estocdsticos, como el
algoritmo DE, no se debe perder de vista el hecho de que los enfo-
ques por batch poseen algunas ventajas intrinsecas. Primero, cuando
uno ha reducido el problema estocastico de minimizar el riesgo esper-
ado R para enfocarse exclusivamente en el problema determinista de
minimizar el riesgo empirico R;, el uso de informacién de gradiente
completo en cada iteracion abre la puerta para muchos métodos de
optimizacién deterministicos. Es decir, en un enfoque por batch, uno
tiene a su disposicion la gran cantidad de técnicas de optimizacién
no lineal que se han desarrollado en las tltimas décadas, incluido el
método de gradiente completo o gradiente de batch (1.1), pero tam-
bién gradiente acelerado, gradiente conjugado, cuasi-Newton y méto-
dos inexactos de Newton [17]. Segundo, debido a la estructura de
suma de R,, un método por batch puede beneficiarse facilmente de
la paralelizacién ya que la mayor parte del calculo se basa en evalua-
ciones de R, y VF. Los célculos de estas cantidades pueden incluso
realizarse de forma distribuida.

A pesar de estas ventajas, existen razones intuitivas, prdcticas y
tedricas para seguir un enfoque estocastico. En pos de eso contrastare-
mos la iteraciéon DE caracteristica (1.2) con la iteracién de gradiente
de batch completo (1.1).

2.1.3.1 Motivacion intuitiva

En un nivel intuitivo, DE emplea informacién de manera mads efi-
ciente que un método por batch. Para ver esto, en una situacién en
la cual un conjunto de entrenamiento, notémoslo S, consta de diez
copias de un conjunto de S,,;. Un minimizador de riesgo empirico
para el conjunto mayor S estd claramente dado por un minimizador
para el conjunto mds pequefio Ss,;, pero si se aplicara un enfoque
por batch para minimizar R, sobre S, entonces cada iteracién serfa
diez veces mds costosa que si solo tuviese una copia de Sg,;. En re-
alidad, un conjunto de entrenamiento tipicamente no consiste en du-
plicados exactos de datos de muestra, pero en muchas aplicaciones a
gran escala los datos involucran una buena cantidad de redundancia
(aproximada). Esto sugiere que usar todos los datos de muestra en
cada iteraciéon de optimizacién es ineficiente.

2.1.3.2  Motivacion prdctica

Los beneficios intuitivos que acabamos de describir se han observado
repetidamente en la préctica, donde a menudo se encuentran ventajas
muy reales de SG en muchas aplicaciones. Como ejemplo, la Figura
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3 compara el rendimiento de un método L-BFGS por batch® [10] [16]
y el método SG con un incremento constante (es decir, ay = « para
todos k € IN) en un problema de clasificaciéon binario que utiliza una
funcién objetivo de pérdida logistica y los datos del conjunto de datos
RCV1 2. La figura traza el riesgo empirico R, en funcién del ntiimero
de accesos de una muestra del conjunto de entrenamiento, es decir, el
ntamero de evaluaciones de un gradiente de muestra V f; (wy). Cada
conjunto de n accesos consecutivos se llama epoch. El método por
batch solo realiza un paso por epoch, mientras que SG realiza n pa-
sos por epoch. La trama muestra el comportamiento en los primeros
10 epochs. La ventaja de SG es llamativa y representativa del compor-
tamiento tipico en la préctica.

Sin embargo, se debe tener en cuenta que para obtener un compor-
tamiento tan eficiente, era necesario ejecutar SG varias veces usando
diferentes opciones para a hasta que se identificara una buena op-
cién para este problema en particular. Discutimos cuestiones tedricas
y prdcticas relacionadas con la elecciéon de incrementos en nuestro
andlisis en la parte III.

Empirical Risk

Figure 3: Riesgo empirico R, en funcién del niimero de puntos de datos ac-
cedidos (ADP) para un método L-BFGS por batch y el método de
gradiente estocéstico (SG) en un problema de clasificacién binaria
con un objetivo de pérdida logistica y el conjunto de datos RCV1.
SG se ejecut6 con un incremento fijo de « = 4

2.1.3.3 Motivacion Tedrica

También se pueden citar argumentos tedricos para una preferencia
de DE sobre un enfoque por batch. Ahora vamos a dar un pequefio
resumen de estos argumentos, que se estudian con mds profundidad
y més detalle en la parte III:

El algoritmo L-BFGS no resulta importante per-se en este trabajo, se lo menciona
pues es un algoritmo de tipo batch de primer orden que resulto muy famoso en los
‘80 para problemas de clasificaciéon

Esta coleccién de datos contiene caracteristicas de los documentos escritos original-
mente en cinco idiomas diferentes y sus traducciones, en un conjunto comun de 6
categorias, lo que lo convierte en un set de datos muy ttil a la hora de comparar
algoritmos de clasificacién de texto

13
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* Es bien sabido que un enfoque por batch puede minimizar R,

a un ritmo répido. Por ejemplo, si R, es fuertemente convexo
(ver 4.3.1) y uno aplica un método de descenso de gradiente
por batch, entonces existe una constante p € (0,1) tal que, para
todo k € IN, el error de entrenamiento satisface:

Ru(wy) = Ry < O (") (27)

Donde R}, denota el valor minimo de R,. La velocidad de con-
vergencia exhibida aqui se conoce como convergencia lineal en la
bibliografia de optimizacion [18] y convergencia geométrica en la
comunidad de investigacion de machine learning; simplemente
nos referiremos a él como convergencia lineal. De (2.7), se puede
concluir que, en el peor de los casos, el niimero total de itera-
ciones en las que el error de entrenamiento puede estar por
encima de un valor dado de € > 0 es proporcional a log (%)
Esto significa que, con un costo por iteraciéon proporcional a n
(debido a la necesidad de calcular VF(wy) para todo k € IN),
el trabajo total requerido para obtener e—optimalidad para un
método de gradiente por batch es proporcional a nlog (1).

La velocidad de convergencia de un método estocastico basico
es mas lenta que para un método de gradiente por batch; por
ejemplo, si R, es estrictamente convexo y cada iy se muestrea
uniformemente desde en {1,...,n}, entonces, para todo k €
N, las iteraciones DE satisfacen la propiedad de convergencia
sublineal (ver 8.3.3):

E (Ro(r00) ~ R3] = O () @8)
Sin embargo, es critico notar que ni el costo de iteracién ni el or-
den dependen del tamafio del conjunto de muestras n. Esto sig-
nifica que el trabajo total requerido para obtener e —optimalidad
para DE es proporcional a é Es cierto que esto puede ser mayor
que nlog (1) para valores chicos de 1 y €, pero la comparacién
favorece a DE cuando se pasa al régimen de big data donde n
es grande y uno se encuentra limitado tinicamente por un pre-
supuesto de tiempo computacional.

Otra caracteristica importante de DE es que produce la misma
velocidad de convergencia que en (2.8) para el error en el riesgo
esperado, R — R*x, donde R* es el valor minimo de R. Especi-
ficamente, aplicando la iteracién DE, pero con g(wk, &) reem-
plazado por V f(wy; &) con cada &; tomado independientemente
de acuerdo con la distribucién P, vale:
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B (R(w) - R = 0 (1) (29)

Que nuevamente es una velocidad sublineal pero en el riesgo es-
perado, algo que es imposible estimar en los métodos de batch.
Por lo tanto, deducimos que en el regimen de big data mini-
mizar el riesgo empirico o el riesgo esperado es equivalente, lo
que potencia la generalidad de las soluciones halladas por DE.

En resumen, existen argumentos intuitivos, practicos y tedricos a fa-
vor de enfoques estocdsticos sobre métodos por batch en optimizacién
para el machine learning a gran escala. Sin embargo, no pretende-
mos que los métodos por batch no tengan lugar en la practica; por
ejemplo si en la Figura 3 se considerara un mayor ntimero de epochs,
entonces se veria que el algoritmo de batch eventualmente mejora
al método estocdstico y produce un menor error de entrenamiento.
Esto motiva que muchos métodos propuestos recientemente inten-
ten combinar las mejores propiedades de los algoritmos por batch y
estocdsticos. Ademads, la iteraciéon de DE es dificil de paralelizar y re-
quiere una comunicacion excesiva entre nodos en una configuraciéon
de computacién distribuida, proporcionando un mayor impulso para
el disefio de algoritmos de optimizacién nuevos y mejorados. [14] [28]

2.2 PRELIMINARES MATEMATICOS
2.2.1  Espectro

Definicién 2.2.1 Sea f : X — Y, con X,Y Banach, f € L(X,Y); defini-
mos el espectro de f de la siguiente manera:

o(f) ={a € C : f—anoesinversible}

Si este conjunto fuese vacio, entonces Ry = (A — f) ™" seria holomorfa
en C y no constante, absurdo por Liouville. Luego, como es no vacio existe
el supremo pues C es completo; al supremo del espectro le decimos radio
espectral:

p(f) =sup{la| : aco(f)}

Proposicién 2.2.2 Sea f € L(X,Y) un operador lineal, entonces:

1
1 |y
p(f) = lim [|f"]
Teorema 2.2.3 (Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos)
Sea X Hilbert y T € L(X) compacto y autoadjunto, entonces T admite nu-
merables autovalores distintos.
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Es mds si {A1,...,Au,...} C op(T)NR* y P, = Pyer(T—»,) (donde
notamos Puer(r—),) @ la proyeccion ortogonal con respecto al autoespaczo de
T asociado al autovalor Ay) luego P,P, = P,Py, = 0si n # m y vale:

T= 2 AnPy (2.10)
nelN

Proposicién 2.2.4 Sea f € L(X,Y) un operador compacto autoadjunto y
h una funcion holomorfa en un entorno U C C con o(f) C U, entonces:

o (h(f)) = he(f))

) =
Donde definimos h(f) = Y. h(An)Py € L(X,Y) pues f es compacto.
nelN

Corolario 2.2.5 Sea A € C"*" una matriz diagonalizable con autovalores
{M, ..., A}y f € Cu[X] un polinomio con coeficiente complejos de grado
n, entonces f(A) tiene autovalores {f(A1),..., f(An)}.

2.2.2  Variedades diferenciables y Teorema de la variedad estable

Cuando estudiemos los algoritmos de tipo batch es habitual analizar
el algoritmo como x;1 < g(xx) para una g : X — X inducida; o
sea uno analiza las érbitas bajo la accién de ¢ en una variedad dada
X. Con esa motivacién repasemos los conceptos bésicos de sistemas
dindmicos.

2.2.2.1  Un repaso de Variedades

Definicién 2.2.6 [Capitulo 1 de [9]] Dado un espacio topoldgico X decimos
que es una variedad diferenciable de dimension d si:

* X es Haussdorf

® Para todo cubrimiento por abiertos de X existe un subcubrimiento
numerable

e Existe un atlas suave para X, o sea existe un conjunto de pares { (U;, $;) }
tales que:

1. Para todo x € X existe (U,¢p) con x € Uy ¢ : U — ¢U
homeomorfismo

2. Si existen dos cartas (U, ¢), (V, ) en el entorno de x con U N
V # @ entonces oL 1 p(UNV) — ¢p(UNV) es difeomor-
fismo

Definicién 2.2.7 [Capitulo 6 de [9]] Dada una variedad de dimension d
que notaremos como X y el espacio de medida (R?, B, ), decimos que E C x
tiene medida cero si existe un atlas A = {U;, ¢'},_ tal que p (¢' (ENU;)) =
0 para todo i. En este caso usamos el abuso de notacion p(E) = 0.



2.2 PRELIMINARES MATEMATICOS

Definicién 2.2.8 [Capitulo 3 de [9]] El diferencial de g es un operador lin-
eal Dg(x) : Ty = Ty(x), donde Ty es el espacio tangente de X en el punto
x. Dada una curva vy en X con y(0) = x y dy(0) = v € Ty, el operador

lineal se define como Dg(x)v = d(gpli,Y)(O) € Ty(y)- El determinante del

operador lineal det(Dgy(x)) es el determinante de la matriz que representa
D¢ (x) con respecto a una base arbitraria y resulta invariante por cambios de
base.

Proposicién 2.2.9 Sea X una variedad de dimensién d, luego para todo
x € X vale que T es un espacio vectorial de dimension d.

Teorema 2.2.10 Sea F : X — N una funcién diferenciable tal que dF es
un isomorfismo lineal, luego existe x € U C X abierto tal que F|y es un
difeomorfismo; es decir que F,F~' € C*®(U).

Proposicién 2.2.11 Sea f : RY — RY una funcion localmente Lipschitz,
luego si u(E) = 0 vale que u(f(E)) =0

Lema 2.2.12 Sea E C x tal que u(E) = 0; si det (Dg(x)) # 0 para todo
x € X, luego pu (§7'(E)) =0

Demostracién Sea h = ¢!y (V;,¢') una coleccién de cartas en el
dominio de g, si verificamos que p (h (E) NV;) = 0 para todo i € IN
entonces:

V(h(E))=V<U h(E)N ) Y u(h =0

ieN ieN
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que h#(E) C V con
(V,9) € {(V;,¢')} una carta determinada. Sea A := {(U;, ¢')} un

atlas de x y notemos E; = ENU;;luego E= U E; = U go"*l o ¢' (E)
ieN ieN
por lo que:

u(poh(E)) = u(#wh(qu “ogi(E ))
ieIN

< Lu(yenoo  (¢(E)))

i€eN
Por hipétesis ¢'(E;) es de medida cero, luego como g es difeo-

morfismo local por 2.2.10 entonces i o h o (pf1 € Cl. Como f €
C'(RY) implica que es localmente Lipschitz concluimos por 2.2.11

que p (¢ ohog ™! (<pl’(Ei))) —0Oparatodoi € N. ||

Finalizamos con un resultado natural, pero no por eso menos cru-
cial a la hora de analizar la probabilidad de un conjunto dado en
X.

Proposicién 2.2.13 Sea N — M una subvariedad de dimension n < m,
luego para todo U C N abierto relativo vale que p(U) = 0

17
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2.2.2.2 Teorema de la variedad estable

Definicién 2.2.14 Sea f : RY — R tal que f € C?, (notando V*f(x) =
Hessiano de f evaluado en x) y x* € RY, luego:

* Decimos que x* es punto critico de f si Vf(x*) =0

® Decimos que x* es un minimo local de f si es un punto critico y
)\min (sz(x*)) >0

® Decimos que x* es un punto silla estricto de f si es un punto critico y
Amin (V2f(x*)) <0

Notaremos x* al conjunto de puntos silla estrictos de f.

Teorema 2.2.15 Sea x* un punto fijo de ¢ € C’(x) un difeomorfismo local.
Supongamos que E = E; ® E,, donde

Es= ({v; / Dg(x")vi =Ajo; , Ai<1})
E,= {{vi/ Dg(x")vi=Ajw; , A;>1})

Entonces existe Wy — X una inyeccion difeomorfa local tangente a Eg en
x* llamado la variedad local estable central que cumple que existe B > x*

entorno tal que g (WS) NB C WSy N ¢ K(B) C WS
keN
Demostracién Ver Teorema IIL.1 de [23]

2.2.3 Procesos Estocdsticos

Debido a la naturaleza de los algoritmos estocésticos, tiene sentido
repasar los conceptos basicos que utilizaremos en su estudio.

2.2.3.1 Esperanza condicional

Dado un espacio de probabilidad (€, F,P) definimos una variable
aleatoria como una funcién X : Q — R tal que X~ !(B) € F para todo
B € B boreliano.

Por otro lado, dado un conjunto Q) y una familia (X)) ec tal que
X, : Q — R definimos la o algebra generada por las X, F = o ({X,})
como la menor ¢ algebra (en el sentido de la inclusién) tal que todas
las X, son F medibles.

Recordemos ademas:

Teorema 2.2.16 (Teorema de la convergencia monétona) Sea (f,) una
sucesién positiva de elementos medibles en (Q, X, i) un espacio de medida

tal que f,  f; luego:

/fndu / /fd#
@) @)
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Teorema 2.2.17 (Teorema de la convergencia dominada) Sea (f,,) una
sucesién de elementos medibles en (Q), %, u) un espacio de medida tal que
fn — f ctp; si existe g € L! tal que | f,| < g entonces:

[ 1fo = fldn—0
QO

Observacién Una observacion clave en el andlisis de los algoritmos
de tipo estocastico es que si llamamos W := {wy} a las iteraciones
del algoritmo, entonces notemos que podemos ver a wy como una
variable aleatoria. En efecto, wy := wy_1 — axg(wy,.) : Q — Ry por
hipétesis es F medible; es mas, podemos vera W : N, x 3 — R
dado por W(k, w) := wy como un proceso estocastico discreto.

Proposicién 2.2.18 Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad y X una vari-
able aleatoria tal que X € LY(Q) ( es decir E[|X|] < ). Si G es una
sub-c—algebra de F entonces existe Y variable aleatoria tal que:

1. Y es G medible
2. Y e LYQ)

3. Para todo G € G vale:

/de _ /XdP
G G

Es mds, si Y es otra variable aleatoria que cumple las propiedades, entonces
Y =Y ctp.

Definicién 2.2.19 Dados X, G como en la proposicion, a la variable aleato-
ria cuya existencia se prueba en 2.2.18 se llama una version de la esperanza
condicional de X dado G y se lo nota E [X|G].

A su vez, dada Z otra variable aleatoria definimos la esperanza condicional
de X dado Z como E [X|Z] := E [X|o(Z)]

Demostracién Demostremos la existencia y unicidad:

1. Unicidad ctp
Sea X € L' e Y,Y dos versiones de E[X|G] tal que no son
iguales ctp, luego como {Y -Y > %} v {Y > 17} existe N tal
que:

-1
P — —
<Y Y>N>>O

Luego como Y, Y son G medibles {Y —-Y > %} € G y entonces:

19
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Teorema 2.2.20 (Propiedades de la esperanza condicional) Sea (Q), F, P)

_ _
0 = / Y—YzNP<{Y—Y>N})>O
YY=E[X|G{y-Y>}}

Luego Y =Y ctp.

Existencia en L2
Sea K = L?(Q), G, P), sabemos que K es completo en L?(Q), F, P)
y como L? es Hilbert existe Y € K tal que:
E [(X - Y)Z} = inf{IE [(X - W)Z} L We ic}
(X-Y,Z)=0 ZeK
Luego si G € G entonces Z = 1 € G por lo que:

(X=Y,1¢) =0 = /XdP:/YdP
G G

Concluimos que Y = E [X|]]

. Existencia en L!

Notemos que basta verlo para X > 0, luego existen X,, > 0
acotadas tal que X, ,* X; como cada X, € L2 si definimos
Y = limsupE [X,|G] entonces 2.2.16 demuestra lo que nece-
sitabamos. |}

un espacio de medida, X € L' y G, H sub-o—dlgebras de JF, luego:

1.

2.

3.

E[E [X|g]] = E[X]

Si X es G medible entonces X = E [X|G] ctp
E [aX + bY|G] = aE [X|G] + bE [Y|G]

Si X > 0 ctp, entonces E [X|G] > 0 ctp

. 8i0 < X, 7 X entonces E [X,|G] 7 E [X|G]

Si 0 < X, ctp entonces E [liminf X,,|G] < liminfE [X,|G]

Si|Xy| < VeonV € L entonces si X, — X ctp vale que E [X,,|G] —
E [X|G] ctp.

Si H es una sub-c—dlgebra de G entonces:

E [X|G|H] := E[E [X|G] [H] = B [X|H]
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9. Si Z es G medible y acotada entonces E [ZX |G| = ZE [X|G] ctp

10. Si H es independiente de o (0(X), G) entonces:

E[X|o (G, H)] = E[X|G] ctp

En particular, si X es independiente de G vale que E [X|G] = E [X]
ctp.

Demostracién Una buena referencia resulta [27]. No se incluye la
demostracién por su extensién y porque no resulta crucial al presente
trabajo.

2.2.3.2 Martingalas y Cuasi-martingalas

Definicién 2.2.21 Dada una sucesion creciente (en el sentido de la inclusion)
de o dlgebras F,, C F decimos que {F} es una filtracién y que el espacio
(Q, F,{E.}, P) es un espacio filtrado.

Un proceso X = (X,,) decimos que es adaptado si X, es F,, medible para
todo n en un espacio filtrado.

A su vez, dado un proceso (X,,), éste induce una filtracién (llamada natu-
ral) en un espacio de probabilidad (Q), F, P) dada por F, = 0 (X1, ..., Xy)

Definicién 2.2.22 Dado un espacio filtrado, decimos que un proceso X =
(Xn) es una martingala relativa a la filtracion {F,} si:

* X es adaptado
e X, el

e E [Xn’./—'.nfl] = Xn,1 Ctp

A su vez decimos que es una (sub)supermartingala si vale la condicién
E [Xn|-/rn—1] (S) > Xn—l

Definicién 2.2.23 Dado un espacio filtrado y X un proceso integrable y
adaptado, decimos que es una cuasi-martingala si para todo n € IN:

Vu(X)= sup (E| Y [E[X;,., —X,|F]|| s <co (211)
JC {1} i€l

1<k<|J|

Observacién El concepto de cuasi-martingalas es una generalizacién

natural de las martingalas, submartingalas y supermartingalas. Fueron
introducidos por primera vez por Fisk [5] para extender la descom-
posicién de Doob-Meyer a una clase mds grande de procesos. La

forma en que las cuasimartingalas se relacionan con sub y stiper mar-
tingalas es muy similar a cémo las funciones de variacién acotada se
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relacionan con funciones crecientes y decrecientes. En particular, me-
diante la descomposicién de Jordan, cualquier funcién de variacién
acotada en un intervalo se descompone como la suma de una fun-
cién creciente y una funcién decreciente. De manera similar, un pro-
ceso estocdstico es una cuasimartingala si y solo si puede escribirse
como la suma de una submartingala y una supermartingala. Este im-
portante resultado fue mostrado primero por Rao [20], y signific6 el
inicio de la extensién de gran parte de la teoria de submartingalas a
cuasimartingalas.

Proposicion 2.2.24 Toda martingala, submartingala o supermartingala es
una cuasi-martingala

Demostracién En efecto, reemplazando X por —X podemos suponer
que E [X; ., — X |Fi,] > 0, luego por 2.2.20 resulta que V,(X) =
[E[Xn = Xo]| <co. 1

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado principal
de esta seccién: El teorema de convergencia de cuasi-martingalas.
Este resultado es crucial en el anélisis de convergencia de algoritmos
estocdsticos porque veremos més adelante que el proceso estocdstico
{wi} inducido por el algoritmo induce una cuasi-martingala {w} }
que serd convergente; de lo cual deduciremos la convergencia de

{wr}-

Definicién 2.2.25 Dado un proceso estocdstico {uy} adaptado a un espa-
cio filtrado (Q), F,{Px},P) definimos el proceso de variaciones positivas
asociadas a {uy} como :

1 siE [uk+1 — Mk|Pk] >0

u .__
Op = )
0 Si 1o

(2.12)

Teorema 2.2.26 (Teorema de convergencia de cuasi-martingalas) Dado
un proceso estocdstico {uy} adaptado a un espacio filtrado (Q), F,{ P}, P)
tal que:

® u,>0ctp

o kgllE [(5% (uk+1 — Mk)] < 0

Entonces {uy} es una cuasi-martingala tal que u — s > 0 ctp.

Demostracion Una buena revision de la demostracion se encuentra
en el capitulo g de [12]



RESUMEN DE RESULTADOS

Si de verdad amas a alguien,
regdlale un teorema; eso si que es
para siempre

Eduardo Sanchez de Cabez6n

A modo de sintesis, presentamos un resumen de los resultados
vistos en este trabajo.

3.1 ALGORITMOS DE TIPO BATCH
3.1.1  Objetivos convexos

Teorema 3.1.1 Sea F : R? — R tal que F € C! la funcién objetivo,
asumamos que F es débilmente convexo, w* su minimo y que existen A, B >
0 tal que para todo w € RY vale que:

IVE(w)|* < A+ Bw—w"|?

Luego si consideramos el algoritmo de descenso de gradiente por batch tal
que los incrementos {ay} cumplen la condicién Robbins - Monro entonces:

wy —— w*
k—o0
Teorema 3.1.2 Sea F : R — R la funcién objetivo tal que F € C', F
es L-Lipshitz y PL-convexa; entonces el algortimo descenso de gradiente por
batch con incremento fijo ay = % cumple:

F(wy) — Finy < (1 - %)k (F(w1) = Fiuy)

3.1.2  Objetivos no convexos

Teorema 3.1.3 Sea F : R? — R tal que F € C? la funcién objetivo con
Hessiano acotado con constante L, w* algiin minimo local de F; entonces el
algoritmo descenso de gradiente por batch con incremento fijo a < + cumple:

Teorema 3.1.4 Sea F : R? — R tal que F € C? la funcién objetivo con
Hessiano acotado con constante L, w* algiin minimo local de F; entonces el
algoritmo punto proximo con incremento fijo & < 1 cumple:
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Teorema 3.1.5 Sea F : R? — R tal que F € C? la funcién objetivo con
Hessiano acotado por bloques con constante Ly, w* algiin minimo local de F;
entonces el algoritmo descenso de gradiente por coordenadas con incremento
fijoa < le cumple:

Teorema 3.1.6 Consideremos el algoritmo descenso de gradiente por batch
con wy elegido uniformemente en [—1,1]%; luego existe F : R? + R funcién
objetivo B—acotada, 1—Lipshitz, y—Lipshitz en el Hessiano con B,l,u €
poly(d) tal que si oy = a < } entonces wy va a estar a Q(1) de cualquier
minimo para todo k < eQ2d)

3.2 ALGORITMOS ESTOCASTICOS
3.2.1  Objetivos convexos

Teorema 3.2.1 Sea F : R? — R tal que F € C' la funcién objetivo tal
que existe Fi, s valor minimo, F es L-Lipshitz, F es fuertemente convexa
y supongamos ademds que g tiene varianza acotada; entonces el algoritmo
descenso estocdstico de gradiente generalizado con incremento fijo 0 < ay =

a < T ]}\l/fc cumple:

alLM

EE [F(wg) — Finy] o 2en

Teorema 3.2.2 Sea F : R — R tal que F € C' la funcién objetivo tal
que existe Finf valor minimo, F es L-Lipshitz, F es fuertemente convexa;
supongamos ademds que g tiene varianza acotada y que los incrementos oy
cumplen:

p

R

1 U
1 — < L X
para algun :B > c y y> 0 tal que oq LM (3 1)

Luego el algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado cumple::

E(R(w) ~ R = O 1)

Teorema 3.2.3 Sea F : RY — R tal que F € C! la funcién objetivo tal
que existe Fy,y valor minimo, F es L-Lipshitz, F es fuertemente convexa;
supongamos ademds que g tiene varianza acotada geométricamente. Luego
el algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado con incremento

fijo 0 < ap = & < min {Lfﬂ' ;} cumple:
G
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E[R(we) - R'] = O (")

Teorema 3.2.4 Sea F : R — R tal que F € C' la funcién objetivo tal
que existe Fy, s valor minimo, F es débilmente convexo; supongamos ademds
que g tiene varianza acotada y que los incrementos cumplen la condicion de
Robbins Monro. Luego el algoritmo descenso estocdstico de gradiente gener-
alizado con incremento decrecientes cumple:

Wy P
k—o0
(wp —w*)" VF(wy) 50
k—oc0

3.2.2  Objetivos no convexos

Teorema 3.2.5 Sea F : RY — R tal que F € C' la funcién objetivo , F
es L-Lipshitz y supongamos ademds que g tiene varianza acotada. Luego el
algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado con incremento fijo

j
O = <
SMe=0S T

cumple:
G

oL M
M

E

1 & 5
Ek:Z]HVF(w)kH ] —

Teorema 3.2.6 Sea F : R? — R tal que F € C' la funcién objetivo, F

es L-Lipshitz, supongamos ademds que g tiene varianza acotada y que los

incrementos cumplen la condicion de Robbins Monro. Luego si notamos
K

Ak = Y ay, el algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado

k=1
con incrementos decrecientes cumple:

E — 0
k—ro0

1 & 5
- Y ar [ VF(w)y) |
K =1

Teorema 3.2.7 Sea F : R? — R tal que F € C? la funcién objetivo, F es L-
Lipshitz y w — | VF(w) H% sea L-Lipshitz; supongamos ademds que g tiene
varianza acotada y que los incrementos cumplen la condicién de Robbins
Monro. Luego el algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado
con incrementos decrecientes cumple:

lim [ [HVF(wk)H =0
k—o0

Teorema 3.2.8 Sea F : RY — R funcién objetivo y g un estimador inses-
gado de V'F tal que ambos cumplen:

1. Fe C3

25



26 RESUMEN DE RESULTADOS

2. Existe w* € RY tal que Fyus = F(w*) < F(w) para todo w € U
entorno.

3. F(w) > 0 para todo w € R¥
4. Los incrementos cumplen la condicién de Robbins Monro

5. Existe By > 0 tal que:

E |llg(wi &0)I| < B o]

6. Para 3,4 existen Aj, B; > 0 tal que:

E |llg(we &0)I] < Aj+ B [l

7. Existe D > 0 tal que:

inf w! VF(w) >0
(w)2>D

Luego el algoritmo descenso estocdstico de gradiente generalizado con in-
crementos decrecientes cumple:



Parte |l
Algoritmos de tipo batch

En esta parte vamos a analizar los tipos de convergencia de los difer-
entes algoritmos de primer orden de tipo batch usados en Machine
Learning. A su vez vamos a analizar casos patolégicos donde aunque
el algoritmo converga la cantidad de iteraciones para alcanzar un en-
torno del minimo va a ser exponencial






CONVERGENCIA PUNTUAL

“El libro de la naturaleza esta escrito
en el lenguaje de las Matematicas"

Galileo

Si existe un algoritmo que todo estudiante o practicante del Ma-
chine Learning conoce, es el descenso de gradiente cldsico (o Descenso
de gradiente en batch) [Ver algoritmo 1.1].

Un buen inicio es analizar la convergencia puntual del descenso
de gradiente y bajo qué condiciones se da. Para esto recordemos que
dado una funcién de pérdida objetivo uno estima el riesgo esperado
por el riesgo empirico (Ver 2.6), luego considerando esto el algoritmo a
analizar resulta:

Algorithmus 4.1 : Descenso de gradiente en batch

: Input: F: RY - R, f: RY - Rtalque f € C, o >0,

NeN, w € RY, X = {&; muestra aleatoria i.i.d.

2 fork € N do

N
3 L Wi41 < W — & '21 VF(E,]-) = Wy — zkaRN(wk)
]:

}ien

Asumamos por esta seccion la siguiente condicién, que llamaremos
convexidad débil:

Definicién 4.0.1 Decimos que F : R* = R, f : R? — R tal que f € C!
es débilmente convexo si cumple las siguientes dos propiedades:

* Existe un iinico w* tal que Fy, s := F(w*) < F(w) para todo w € R",

e Para todo e > Qvale que  inf (w—w*)VF(w) >0

lw—w*|*>e

Observacién Si F: R? — R, tal que F € C! es convexa, entonces es
débilmente convexa.

En efecto, como F es convexa existe wx € R? minimo global y como
F € C! entonces VF(w*) = 0. Entonces F cumple:

(VF(x) = VE(y))" (x—y) >0

Para todos x,y € R? en particular si y = w* vemos que F es
débilmente convexa.

Observacién Notemos que existen funciones no convexas tal que
cumplen 4.0.1. En efecto, sea M > € > 0 y basta con tomar:
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x? si[x]<M-—e
Flx) = g+(x) siM—e<x<M+e
g (x) si—M—-e<x<-M+e
Vx si |[x]| >M+e

Con g.,g- funciones tal que f resulte C! [Para ver la existencia
basta ver A]. Luego f es débilmente convexa pero no convexa pues
v/x no resulta convexa en (—oo, —M — €) U (M + €, 00)

4.1 INTUICION

A fin de ganar intuicién acerca del proceso de cémo probar la conver-
gencia del algoritmo 4.1 vamos a analizar el caso continuo. En el caso
continuo, tenemos que demostrar que la solucién w(t) de la ecuacién
diferencial 4.1 tiene limite w* y ademds que w* es minimo de F.

dw

ar —VF(w) (4.1)

Para eso, vamos a dividir la demostraciéon en tres pasos:

1. Vamos a definir & € C'(IR) una funcién de Lyapunov

o dh )
2. Vamos a verificar computando —— que es una funcién monétona

dt

decreciente y acotada, por lo que converge

3. Vamos a probar que h(t) P 0.
—00

Proposicién 4.1.1 (Objetivo débilmente convexo, Versién continua)
Sea f : R? — R tal que f € C' que cumple 4.0.1 y supongamos que el al-
goritmo 4.1 cumple ax = « > 0 para w(t) continua. Luego si notamos al
minimo de F como w*, vale:

fim w(t) =

Demostracién Sigamos la estrategia definida anteriormente:

Paso 1 Definamos la funcién de Lyapunov:

Paso 2 Notemos que:

dh o dw «
I =2(w(t) —w )E =-2(w(t)—w )VF(w)?%O (4-2)
w;ﬁiu*
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dh
Luego como h(t) >0y I < C < 0 para C € R contante, existe

hing > 0 tal que h(t) \ hinf

Paso 3 Como h(t) “\ hiys entonces existe una sucesion {t}; . C Ry
tal que %(tk) — 0.

dt k—o0

Supongamos por el absurdo que h;,r > 0, luego existe € > 0y
K € N tal que para todo k > K vale que h(t) = (w(t) — w*)* >
€. Si juntamos entonces el paso anterior con la definicién 4.0.1
llegamos a un absurdo; luego concluimos que h;,¢ = 0 por lo
que:

w(t) — wy

4.2 CASO DISCRETO

Ahora si, analicemos la convergencia del algoritmo 4.1 para el caso
discreto. Para esto enunciamos un lema ttil cuya demostracién refer-
imos al lector al Apéndice:

Lema 4.2.1 Sea {uy} . C R una sucesion tal que ux > 0 para todo k.
Luego si:

[ee]

Z (uk+1 —uk)+ < ©
k=1

Con:

(x)+:{ x six>0

0 sino
Y (x)_ definida andlogamente. Luego:

(o]

Z (Upp1 —up) < oo

k=1
y (uy) converge.
(o]
Es mds, si notamos S5 = Y. (up1q — up), entonces ue = lim uy =
k=1

k—0c0

Uug + Sot + S5
Demostraciéon Ver A

Consideremos ahora el algoritmo 4.1, decimos que los incrementos
{ax} cumplen la condiciéon de Robbins - Monro (ver [22]) si:

Yoo y Yai<o 43)
k=1 k=1
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Teorema 4.2.2 (Objetivo débilmente convexo, incrementos decrecientes)
Sea F : RY — R tal que F € C', cumple la definicion 4.0.1 y existen
A, B > 0 tal que para todo w € R? vale que:

2 2
IVE(@)|” < A+ Bljw—w"|| (4-4)
Luego si consideramos el algoritmo 4.1 con incrementos {ay } que cumplen

la condicion 4.3 entonces:

Wy —— W’ (4.5)
k—roc0

Demostracién Hagamos los 3 pasos andlogos a la demostracion de
la proposicién 4.1.1:

Paso 1 Sea hy = ||wy — w*||*.

Paso 2 Analogo a la demostracién de la proposicion 4.1.1 notemos que:

M1 = ||wen — w*|
= ((wx — w*) — ax VF(wy), (wx — w*) — ax VF(wy))
= Jwg — w*||* — 20 (wy — w*)" VE(wy) + af [| VF(wy)|>

Luego:

M1 — e = =28y (wy — w*) " VF(wy) + a2 | VF (wy) ||

A diferencia de antes la naturaleza discreta del algoritmo lleva a
un término positivo en las variaciones, pero si usamos la condi-
cién 4.3 y la hipétesis 4.4 entonces:

M1 — hy = =2 (wy — w*) " VF(wy) +a2 | VE(wy) |

<0
por definicién 4.0.1

<ot | VF(wp) ||
<a? (A + Bhy)

Por lo que:

heer — (1+aiB) hy < oA (4.6)

Definamos ahora las sucesiones auxiliares:

kﬁ 1
Mk = PR (4.72)
=1 1+ o5 B

e = iy (4.7b)



Paso 3

4.3 ACERCA DE CONVEXIDAD FUERTE Y FUNCIONES L-LIPSCHITZ

k-1 —
Notemos que log(ux) = — Y log | 1+ DC?B > — Z ]2 >
j=1 \6/ j=1
>

-B Z tx], por lo que pj es una sucesién decreciente acotada in-
=)
—-B ,Z a?
feriormente pore /' ', luego px \ Hoo >0. Ahora si volvemos
a la ecuacién 4.6 del paso anterior y observamos que py1 =
_ M 5 tenemos que:
1+ Ba?
Miepr — i < 0§ Apg < afA

Como Z a2A < oo entonces 2 Wi, — Ml < 00y por 4.2.1 con-
k=1 =1

cluimos que {h}} converge; como j; — jieo > 0 entonces
~—

>0
{hy} converge.

De la ecuacién 4.6 del paso anterior vimos que hy1 — (1 + oc%B ) hy

es sumable concluimos que:

Y ay (wp — w*) VF(wy) < oo
k=1

Supongamos que hy — hyr # 0, luego existiria K € N y

€ > 0 tal que hy = (wy —w*)*> > & para todo k > K; luego

de la definicién 4.0.1 concluimos que existe M > 0 tal que

M < (wy —w*) VF(wy) para todo k > K. Por la condicién 4.3

eso implica que Y. a (wy — w*) VF(wy) = oo, concluimos que
k=1

w, —— w* |
k—o0

Corolario 4.2.3 Sea F € C2, asumamos 4.0.1 Y que HVZI-"H; < L; si con-
sideramos el algoritmo 4.1 tal que incrementos {ay} cumplen 4.3 entonces:

wy —— w* (4.8)
k—o0

4.3 ACERCA DE CONVEXIDAD FUERTE Y FUNCIONES L-LIPSCHITZ

Como ya notamos previamente, la condicién de convexidad (en al-
guna medida) es central para analizar la convergencia de los algo-
ritmos comunes en Machine Learning. Por lo tanto es una buena in-
version dedicar esta seccién a repasar las equivalencias de dos condi-
ciones que van a aparecer repetidamente: L-Lipschitz y Convexidad
fuerte.

33
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Definicién 4.3.1 Sea f : RY — R tal que f € C'y u > 0, decimos que es
fuertemente convexa o y-convexa si para todos x,y € R? vale:

f) = F) + V)T (=) + 5 ly =3 +9)

Proposicién 4.3.2 Sea f : RY — R tal que f € C' y u > 0, entonces son
equivalentes:

L f(y) = f(x) + V()T (y = x) + § |ly = x|[3 para todos x,y € R

2. g(x) =f(x) -5 ||x||3 es convexa para todo x € R?

3. (VF() = V()" (y = x) < pely — x[|3 para todos x,y € R
a(l—a)

4 flax+(1—a)y) < af(0) + 1 —a)f(y) - =L |y —xl3
para todos x,y € R%, & € [0,1]

Demostraciéon Ver A

Definicién 4.3.3 Decimos que una funcion f : R — R tal que f € C' es
PL—convexa, o cumple la condicion de Polyak- Lojasiewicz (ver [19], [11])
si existe p > 0 tal que para todo x € RY vale:

SITFEIE 2 e (F(x) ~ Fiup) (4.10)

Proposicién 4.3.4 Sea f : RY — R tal que f € C' una funcién y—convexa,
entonces valen:

1. f es PL-convexa
2. [VF(x) = VW)l = wllx =yl
3. f(y) < f)+ V) (y—x) + 5 IVF(x) = VW5

4 (V) = V@) (x—y) < LIVFE) - VWl
Demostracion Ver A

Definicién 4.3.5 Dada una funcion objetivo f : R* — R tal que f € C!
definimos el problema de optimizacién regularizado en L2 cuando se mini-
miza f = f+ A |x||3 para A > 0.

En Machine Learning es usual resolver el problema de optimizacién
regularizado en vez de el problema original. Esto se debe mayor-
mente al siguiente resultado, que aunque no lo usemos per-se en esta
tesis, es de sumo interés:

Corolario 4.3.6 Sea h = f + g donde g es fuertemente convexa y f es

convexa, entonces h es fuertemente convexa. En particular, si f es convexa
7 2

entonces f = f + A ||x||5 es fuertemente convexo.
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Demostracién Sean x,y € R4 y a € [0,1], luego:

h(ax+ (1 —a)y) = flax+(1—a)y)+g(ax+ (1 —a)y) ( |
1—«a

S @+ -0+ - F S -l

Por proposicion 4.3.2

= ah(x)+(1—a)h(y)—W(12_“) Ix =yl

Una condicién dual a la de convexidad fuerte es la de L— Lipschitz.

Definicién 4.3.7 Sea f : R? — R tal que f € C', decimos que es L-
Lipschitz global si existe L > 0 tal que para todos x,y € RY vale:

IVFx) =Vl < Ly — x|, (4.11)

Proposicién 4.3.8 Sea f : RY — R tal que f € C', entonces para las
siguientes propiedades:

1. [Vf(x) = Vfy)ll, < Llly = xll

. g(x) = 5xTx — f(x) es convexa

W) S FR) V) —x) + 5 lly - xIl3
(VFE) = VW) (x—y) < L|x—yll3
Flaxt (1—a)y) > af() + (1 -wf(y) ~ 7y )2
W) = fE)+ V(=) + 5y — I3
7 (V&) = V) (x=y) = LIVFx) = VI3

8. f (ax+ (1 - 0)y) < af(x) + (1-a)f(y) - 0 9 f(y) - V)2

Valen las siguientes cadenas de equivalencias:

N

W

BN

k4

o)

68— 77— 1— 2 <=3 = 4 5
Es mds, si f ademds es y—convexa entonces las 8 propiedades son equiva-
lentes

Demostracion Ver A

Con todas estas propiedades, probemos el resultado histérico de
[19]
Teorema 4.3.9 (Convergencia lineal , Objetivos L-Lipschitz y PL-convexos)

Sea F: R? — R tal que F € C!, existe Fy, r valor minimo, F es L-Lipschitz
y PL-convexa; entonces el algortimo 4.1 con incremento fijo ay = + cumple:

F(wy) = Fing < ( - %)k (F(w1) — Fing) (4.12)
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Demostracién Notemos que si usamos 4.3.8 entonces tenemos:

2 1 5
< ——||VF
< —op IVFG@IB

2 L

F(wys1) — F(wy) < VF(wi)T <_11va(wk)> L H VE(wy)

Luego por la definicién 4.3.3 tenemos:

F(wii1) = F(we) <~ (F(wg) = Fp)

Luego obtenemos:

F(wit1) — Finf < (1 — %) (F(wk) — Fing) < ( - ﬁ)k (F(w1) — Fiuy)



TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE Y LOS
PUNTOS FIJOS INESTABLES

El matematico que no tenga algo de
poeta nunca podra ser un
matemadtico completo.

Karl Weierstrass

5.1 INTUICION

Del capitulo anterior ya sabemos que bajo condiciones de convexidad
estdndar el algoritmo 4.1 converge puntualmente. Nos surge entonces
la pregunta:

Bajo qué casos el algoritmo 1.1 converge (en alguna forma) con
objetivos no convexos?

En el caso no convexon existen puntos extremales no 6ptimos entre
los cuales se encuentran los puntos silla, mdximos y minimos locales
"grandes" (E.g.Minimos locales w* tales que F,f < F(w*)) [En la
bibliografia a estos puntos se los llama shallow local minimal.

Los méximos en general no son preocupantes pues la naturaleza
misma de los algoritmos de primer orden escapa de ellos. Intuiti-
vamente esto es claro, ya que asumiendo suficiente regularidad, si
tomamos un maximo local w* y un entorno de éste B > w* entonces
como el gradiente apunta a la direccién de méximo crecimiento y este
es en la direccién a w*, la iteracién de descenso de gradiente cumplira
que ||w* — aVF(wy)||* es una sucesion creciente en B.

Usemos un caso modelo para ejemplificar por qué no es probable
que los metodos de primer orden (entre ellos el algoritmo 4.1) con-

vergan a puntos silla. Sea f : R"” — R” dada por f(x) = %xTHx
con H = diag (A4, ...,A,); supongamos ademds que Ay, ..., Ay >0y
Aest, -+ An <0 conk < n.

Ejemplo Si usamos en la base canonica de R?, B = {¢!,...,e"}
entonces:

(/\13(?12 + -+ )\nxnz)

N[ =

) = F(x . x") =

Por lo tanto:
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n .
Vi(x) =) Aixied =0 <= x =0
i=1

Y tenemos que en el tinico punto critico x = 0, el Hessiano de f es

V2£(0) = H.
Recordemos que si g(x) = x —aVf(x) entonces el algoritmo 4.1
estd dado por la iteracion x11 = g(x;) := g'(xp) cont € Ny

xo € R", y en este caso esta representado por:

X1 =8(xt)
=x; — aV f(x¢)
=Y (1) ()

Por lo tanto por induccién es facil probar que:
xpo1 = (1— zx/\i)t <x0,ei> ¢
1
Sea L = max |A;| y supongamos que & < T luego:
1

1—ad; <1 Sii<k
1—aA;>1 Sii>k
Con lo que concluimos que:
0 Sixe€E :=g¢enie,...
limxtz ’ g { }
f o Sino

Finalmente, si k < n entonces concluimos que:

er]R” / li¥ngt(x) :0}' = |Es| =0

Ejemplo Para notar este fenémeno en un ejemplo no cuadrético, con-
sideremos f(x,y) = 3x2 + 3y* — 312, reproduciendo los calculos an-

teriores:
Vf= (v v’ —v)
g= (1-a)x,(1+a)y—ay’)
(5.1)
sz _ 1 0
0 3y*—1

De lo que vemos que los puntos criticos son:

z1 = (0,0) z; = (0,1) zz = (0,—1)
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Y del criterio del Hessiano concluimos que z3,z3 son minimos lo-
cales mientras que z; es un punto silla. De la intuicién previa, como
en z; el autovector asociado al autovalor positivo es e! podemos intuir
que:

Lema s5.1.1 Para f(x,y) = 3x*+ ty* — 3y* resultaque E; = ((t,0,...,0) / t € R) :=

Ws
Asumiendo el resultado por un momento, dado que dimp: (Es) =
1 < 2 entonces |Es| = 0 que es lo que queriamos verificar. Demostremos

el lema ahora:

Demostracién Del lema Sea xo € R" y g la iteracion de gradient de-
scent dada por 5.1, luego:

o  (0=a)x) 0
(xt,y1) = g (x,y) = g, (vo) (t=00) liglg;(yo)

d
Por lo que todo depende de y. Analizando dgyy = 1+a—3ay?
notemos que:
d
’dgyy <1< 11+ a—3ay?| <1

= -1<l+a-3ay’<1
= 2-a< -3y’ < —a

= 2+0‘>||>\/T
V3 ~ VY 3

= 1Jr§>||>\F
3 Y 3

Luego, bajo esas condiciones g, resulta una contracciéon y como R
es completo g, converge a un punto fijo y.

. 142 1
y} Si 3 £ >y > \/;
lim g, (o) =
2 gyl s < —yo < \/T
Yy 3 Yo 3
d
Si analizamos simplemente los signos de gy fyy en los otros inter-

valos podemos conluir que:
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, 1+2
—oco  Siyg> 3 =
1+2
y} Si 3 £ >y >0
lim g, (yo) =
t 1 + 2

yf Si— 3 * < Yo <0
, 1+2

co  Siyy< — 3 .

Dedujimos entonces que (x,y) € Es <= (x,y) = (t,0)t € R <=
(x,y)eWs. 1

5.2 PUNTOS FIJOS INESTABLES

Ahora que vimos un par de ejemplos que nos dan una intuicién ac-
erca de la convergencia a puntos silla, usemos las herramientas de los
sistemas dindmicos para analizar el caso general.

Por todo esta seccién, g : x — X y X es una d—variedad sin borde.

Definicion 5.2.1 Sea:

Ay = {x cg(x) =x m?XMi (Dg(x))| > 1}

el conjunto de puntos fijos de g cuyo diferencial en ese punto tiene algiin
autovalor mayor que 1. A este conjunto lo llamaremos el conjunto de puntos
fijos inestables

Con los resultados del capitulo 2 demostremos el teorema principal
para analizar la convergencia de los algoritmos de tipo batch en el
€aso NO CONvexo:

Teorema 5.2.2 Sea ¢ € C(x) tal que det (Dg(x)) # O para todo x € X,
luego el conjunto de puntos iniciales que convergen por g a un punto fijo
inestable tiene medida cero, i.e.:

i <{x0 : lilgngk(xo) € Ag}) =0

Demostracién Sea x* € A, luego por el teorema de la funcién in-
versa existe By« un entorno abierto de x tal que g resulta difeomor-

fismo local; esmds, |J By forma un cubrimiento abierto de A; del
x* €A
cual existe un subcubrimiento numerable pues X es variedad, i.e.

U Be=U By

X*EAZ, i€eIN
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Primero si xg € x sea:

xx =8" (x0)
=go---0g(xp)
—_—

k veces

la sucesién del flujo de g evaluado en xp, entonces si W := {xo : h;fn X € A;}

queremos ver que i (W) = 0.
Sea xg € W, luego como x, — x* € A; entonces existe T € IN tal
que para todot > T , x; € | By por lo que x; € B+ para algin
ieN ' '
xj € Ay yt > T. Afirmo que:

Lemas5.2.3 x; € ) g_k(Bx;) para todot > T
kelN

Demostracién [Del lema] Sea kg € N y t > T, luego ¢g" (x;) =
Xiik, € Bx; pues t+ko > T. Como ky era arbitrario y t era arbitrario
sujeto a ser mayor que T concluimos que x; € () gik(Bxl_*) para todo

keIN
t>T. |

A
Si notamos S; = g*k(Bxl_*), entonces por 2.2.15 sabemos por un
keN
lado que es una subvariedad de Wy por el otro que dim(S;) <

dim(W;.) = dim(Es) < d — 1; por lo que por 2.2.13 u(S;) = 0.
Finalmente como xr € S; para algtin T entonces xo € | ¢7¥(S;)
keN
porloque WC U U g¥(S;). concluimos:
i€eN keN
s« (U Us o)
i€N kelN
< L Yu(ste)
ieN keN
2212

0

Para finalizar veamos un caso simple que nos encontraremos seguido:

Corolario 5.2.4 Bajo las mismas hipétesis que en 5.2.2 si agregamos que
x* C Aj entonces p(Wg) =0

Demostracion Como x* C Ag entonces Wy, C W, luego u(W,) <
522
pw) =0 1§






CONVERGENCIA CTP A MINIMOS : CASO
GENERAL

6.1 DESCENSO DE GRADIENTE EN BATCH

La diferencia entro los matematicos
y los fisicos es que luego de que los
fisicos prueban un resultado grande
piensan que es fantastico, pero
luego que los matematicos lo hacen
piensan que es trivial.

Richard Feynman

Como una aplicacién del teorema en 5.2.2 demostremos que el de-
scenso de gradiente en batch tiene probabilidad cero de converger a pun-
tos silla. Consideremos el algoritmo 4.1 con incrementos constantes
K — K

A
X1 = §(xk) = 2 — aV f (x) (6.1)
Hipoétesis 6.1.1 Asumamos que f € C*y ||V2f(x)||, < L

Proposicién 6.1.2 Todo punto silla estricto de f es un punto fijo inestable
de g, es decir x* C A}.

Demostracién Es claro que un punto critico de f es punto fijo de g;
si x* € x* entonces Dg(x*) = Id — aV?f(x*) y entonces por 2.2.4
los autovalores de Dg son {1—aA; : A; autovalor de V2f}. Como
x* € x* existe Ajx < 0 por lo que 1 —aAj > 1; concluimos que

xre A |
Proposicién 6.1.3 Bajo 6.1.1y « < 1 entonces det (Dg(x)) # 0.

Demostracién Como ya sabemos Dg(x) = Id — aV?f(x) por lo que:
det(Dg(x)) = [] (1—an)
Luego por 6.1.1 tenemos que & < |)%—| y entonces 1 — aA; > 0 para
todoi € {1,...,d}; concluimos que det (Dg(x)) > 0. |}

Corolario 6.1.4 Sea g dada por el algoritmo 4.1, bajo 6.1.1 y a < 1 se tiene
que p (W) = 0.

Demostracién Por 6.1.2 y 6.1.3 tenemos que vale 5.2.4 y concluimos
que u (Wg) =0. I
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6.2 PUNTO PROXIMO

El algoritmo de punto préximo esta dado por la iteracién:

Y = g0e) Sagmin f) 45—z 62)
Proposicién 6.2.1 Bajo 6.1.1 y a < % entonces vale:
1. det(Dg(x)) #0
2. X" C A
Demostracién Veamos primero el siguiente lema:

Lema 6.2.2 Bajo 6.1.1, & < 1 y x € X entonces f(z) + 5 ||x —z||5 es
estrictamente convexa, por lo que g € C1 (x)

Demostracién [Del lema] En efecto, por hipétesis sumado a 4.3.8 y
4.3.6 concluimos que g € C' (x). |

Por lo tanto por 6.2.2 podemos tomar limite, i. e.
Yo = gln) = argmin f() + 5 [lx — 2[3
k1= glxe) = argmin f(z) + 5 - lx — 2l

} ) '
] 1
= pW= argmin e+ el

=V (£ + g Ir =217 (5() =0

S Vf(300) — o (x-g(1) =0
=g(x) +aVf(g() = x

Finalmente por diferenciacion implicita obtenemos:

Dg(x) +aV2f(g(x))Dg(x) = Id

—  Dg(x) = (Id +aV2f(g(x)))

Luego si x* € x* entonces Dg(x*) = (Id—i—ocvzf(x*))_l y tiene

1
1T an, con A; autovalores de V?f(x*); luego como

a < 1 se tiene que det (Dg(x)) #0. |

autovalores {

Corolario 6.2.3 Sea g dado por el algoritmo de punto proximo con ecuacion
6.2, bajo 6.1.1 y a < 1 se tiene que y (Wg) = 0.

Demostracién Por 6.2.1 tenemos que vale 5.2.4 y concluimos que

p(We)=0. 1
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6.3 DESCENSO POR COORDENADAS

Sea Sy,...,Sp una particién disjunta de {1,...,d} donde d y b son
pardmetros del método, por ejemplo si d = 4 y b = 2 una posible

opciénes S; = {1,3} y S, = {2,4}.
Consideremos el algoritmo 6.1:

Algorithmus 6.1 : Descenso por coordenadas

1 Input: f € C, 0 >0, x0 €%
for k € IN do

N

3 for blocki=1,...,bdo

4 for index j € S; do
S S; S Si  .Si

5 v =xeey) = (xklﬂ,. . .,xkgrl,xk‘“,. Xy
; ; of .
] ] 51,1

6 ka%xk—aaxj(yk >

Luego si definimos g;(x) =x —a Y, e].TV f(x) entonces:
JES;

Lema 6.3.1 La iteracién de Descenso por coordenadas esta dada por:

A
X1 = §(Xk) = g0 gp—10- - 0g1(xk)

(6.3)

Lema 6.3.2 Si g estd dada por la ecuacion 6.3 y Ps = Y e;e] entonces:
i€S

Dg(xe) = 1] (15[ - “Pb—i+1V2f(]/;§b7i)) (6.4)
ie{1,..,b}
Demostracion Notemos primero que:
Dg;(x) = Id — aPs,V*f(x)
Por lo tanto:
Dg(xy) = D(gpo...81) (xx)

= (Id—acPSbVZf) Sp-1°..-81(xk) | D(gp—10-.-81) ()

S
b1
Y

- I (Id - “beiJrlvzf(ylfbii))

ie{l,...b}

45
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Hipétesis 6.3.3 Sea f € C?y V?f|s la submatriz compuesta de las filas
y columnas indexadas por S. Por ejemplo si f € C>(R3) y S = {1,2}

?f
0x2  oxix
2 — 1 142
entonces V*f|s a2 f aif
8x2x1 8x§
Supongamos que max || V2f(x)]s,| = Ls
ie{1,..,b}

Proposicién 6.3.4 Sea f € C?y asumamos 6.3.3, luego 6.1 con & < Lih

cumple que det(Dg(x)) # 0

Demostracién Basta probar que cada término de 6.4 es invertible,

para €eso:
Xpgix)(A) = det (Aldy — Idg — aPs, ,, V*f(x))
n—io; az
= (A-1)"BITT < —1+aﬁ( )>
JESi

0? ,
Luego si # < ;- entonces A — 1+ a3 5(x) > 0 para todo j €
max x

Si, i € {1,...,b} por lo que todos los autovalores son positivos y
Dgi(x) es invertible para todoi. |

Proposicién 6.3.5 Bajo 6.3.3 y & < - — se tiene que X C A*

Demostracién Sea x* € x*, H = V2f(x*), | = Dg(x*) = [] (Id, —aPs, ,,,H)
i<b
e yo el autovector correspondiente al menor autovalor de H. Vamos

a probar que ||['yo|, > c(1+¢€)" por lo que [|J*||, > c(1+ €)', luego
por 2.2.2:

p(J) = lim [[J|""* = lim /! (1 +€) = 14¢

t—o0
Y concluimos que x* C A;.
En pos de eso fijemos t > 1 una iteracion , v = J'xo, z1 = y:
y definamos z;11 = (Id —aPsH)z; = z; —a ), ( ]THzi> ej. Luego
jES;
Yi+1 = Zp41, afirmo:

Afirmacion 6.3.6 Sea y; € Ran(H), luego existe i € {1,...,b} yé >0
tal que o Y, |e ’ THzi| > &z,

JES;

Lema 6.3.7 Existe € > 0 tal que para todo t € IN:

i 1Hya < (1+€)yf Hy,

Demostracion Ver A
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Volviendo a la demostracién general logramos probar que dado
Yo autovector de norma 1 de H con menor autovalor A < 0 (pues
x* € x*) vale que:

Awin(H) lyell2 <yl Hye < (1+€)' yi Hyo < (1+¢€)' A

Luego:

t
, 1\ 2 A A €\!
> 1 - > 1 -
yell2 = ( Tt < 2> Ain(H) = Ayin (H) ( +4)

A

)\mm(H)yezzl |

Que era lo que queriamos demostrar con ¢ =

Corolario 6.3.8 Sea g dado por el algoritmo de descenso por coordenadas
con ecuacion 6.3, bajo 6.3.3 y & < Lib se tiene que p (Wy) = 0.

Demostracién Por 6.3.4 y 6.3.5 tenemos que vale 5.2.4 y concluimos
que u (W) =0. |
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RESULTADOS NEGATIVOS

La esencia de las Matematicas yace
en su libertad.

Georg Cantor

Ya vimos de 6.1.4, que el descenso de gradiente, con cualquier ini-
cializacién aleatoria razonable, tiene probabilidad 1 de converger a
minimos locales, pero sin ninguna garantia sobre el ntimero de pasos
requeridos. Esto motiva a la siguiente pregunta:

(El descenso de gradiente inicializado aleatoriamente general-
mente escapa de los puntos de silla en tiempo polinomial?

7.1 EJEMPLOS patoldgicos

Inicializacién uniforme en una banda exponencialmente chica Consideremos
f € C?%(IR?) con un punto silla estricto en (0,0). Supongamos que a or-
den chico en U = [—1,1]? un entorno del punto silla f es localmente

de la forma f(xq,x2) = x% — x%, luego si utilizamos el algoritmo 4.1

con a; = a = 1 nos queda:

1 xk 3xk
k k k .k k k
() = (t) -5 (o 2) = (.5

Luego si tomamos € > 0y wy = (x?,x3) uniformemente en wy €
1 1
~ —e€ —eE€ . . 1
U=[-1,1x|-3",3 entonces el algoritmo 4.1 necesita k > e«
pasos para que wy ¢ U. Concluimos que el algoritmo es exponencial
en converger a cualquier minimo si wo € U. |}

Inicializacién exponencialmente lejana Consideremos nuevamente
f € C*((—0o,1] x [~1,1]) dada por:

x3—x3  sixg €(-1,1)
flx1,2x2) = —4x; + 3 six) < —2

h(x1, x2) sino
Con h una funcién suave conectando las regiones (—co, —2] x [—1,1]

o
y [-1,1] x [-1,1] de modo que f € C?y aJ{’[—Z,—l]X[—M] < M con
2
M > 0 constante. Notemos que esta h existe por A.1.1.

Luego si para el algoritmo 4.1 tomamos ay = « = ; tendriamos la
siguiente dindmica:
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(ka ka) _ (b, xk) — 3 (2xk, —2x8)  sixg € (—1,1)
b (K, xk) — 1 (—4,2x5) sixg < —2
%) sime(-11)
N (xk+1 xﬁ) six; < =2
1 ’2 1

Luego si tomamos R > 0 grande y wy = (x¥,x9) uniformemente

enwy € U= [-R—1,—R+1] x [~1,1] entonces notando  como la
primera vez que x; > —1 tenemos que t ~ R, con lo que x, = xJ (%) K
Por ende, el algoritmo nuevamente necesita R ~ e¢ iteraciones para
poder salir de U = [—1,1]?; concluimos que el algoritmo toma tiempo
al menos exponencial en converger a cualquier minimosiwg € U. |

7.2 INTUICION ACERCA DEL TEOREMA

Definicién 7.2.1 Dado B € RY decimos que B € poly(d) si existe p €
R[X] tal que p(d) = B. Asimismo decimos que una iteracién de un algo-
ritmo wy esta a Q(f (k)) de w* si existe K € N tal que |w* — wy| > Kf (k)

Teorema 7.2.2 (Convergencia exponencial, Inicializacién uniforme en el cubo)
Consideremos el algoritmo 4.1 con wy elegido uniformemente en [—1,1]%;

luego existe f : R? — R B—acotada, |— Lipschitz y—Lipschitz en el Hes-

siano con B, 1,y € poly(d) tal que si ax = o < 1 7 entonces wy va a estar a

QO(1) de cualquier minimo para todo k < (@

Antes de pasa a la prueba veamos un ejemplo modelo para generar
intuicién de la demostracién:

Escapar de dos puntos silla consecutivos Sean L > v > 0y f €
[0,3] x [0,3] dada por:

—yx} + Lx3 si (x1,x2) € [0,1] x [0,1]
flayx) = L(x1-2)° =723 si (x1,%2) € [1,3] x [0,1
L(x1—2)*+L(xa—2)* si(x,x)e€[1,3]x][1,3]

X

A

7:1)

Notemos que f tiene dos puntos silla estrictos en (0,0) y (2,0),
mientras que tiene un 6ptimo en (2,2). Sean U = [0,1]%, V = [1,3] x
[0,1] y W = [1,3]? entornos respectivos de los tres puntos criticos,
supongamos que wy = (x),x3) € U y definamos:

ki = inf k = mink
x>1 xk>1

ko = inf k = mink
xk>1 xk>1
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Notemos que como la direccién de escape en (0,0) es por x; y luego
por x2 (por el cambio de comportamiento de f) podemos concluir que
ki, k, estan bien definidos y que k, > ki > 0. Vamos a probar que k» =
Ckq con C > 1, es decir que el tiempo en pasar el siguiente punto silla
es exponencialmente mayor que los anteriores; y esta propiedad se va
a mantener en el caso general y nos permitird concluir el resultado.
En pos de esto, veamos como va a ser la iteraciéon del algoritmo 1.1:

(xk, x8) — & (—2yxk, 2L%) six; <1
(x’{+1,x§+l> = (xk, x5) — & (2L (xf — 2), —27xh) six; >1, x <1
(xk, k) —a (2L (¥F —2),2L (x5 —2)) six; >1, xp>1

(14 2a7y) x5, (1 — a2L) x5) sixg <1
= ((1—2La) x¥ +4La, (14 2a7y) 25) sixy >1, x<1
(1 —2La) xk +4La, (1 —2La) x5 +4La) sixg >1, x,>1

\

Luego evaluando en kq y k:

x'l‘1 = (1+ Zuc'y)kl X9
x;‘1 = (1—- ZocL)k] X9
= -2l M (1420 0 +K>1 K
1 v) X +K 2> constante
= (1420 F (1 —2aL) 20 > 1

concluimos que:

20 (L + y) ky — log (x9) S L—I—’ykl

ky >
2= 20y

(7.3)

Esta f que presentamos tiene varios problemas:

1. No es continua ni mucho menos C?

2. No podemos asegurar que f sea [—Lipschitz o y—Lipschitz en
el hessiano

3. Los puntos criticos estan en el borde del dominio, lo que no es
ideal

4. No esta definida en todo R?

La clave va a ser usar splines para resolver los primeros puntos, es-
pejar f para hacer los puntos extremales interiores, asignar d puntos
criticos similares para generar el tiempo exponencial en d y extender
esa funcién f a RY con el Teorema de extensién de Whitney. Aunque
la demostracién es larga y tediosa, la idea clave es la vista aqui.
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7.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Demostracién Segmentemos esta demostracion en diferentes secciones:
Paso 1 - Definiciones

Fijemos 4 constantes: L > e,y > 1,T > e, 7 a definir proximamente;
inspirados en el ejemplo anterior vamos a construir una f definida
en un cerrado Dy tal que tenga d — 1 puntos silla estrictos y la com-
plejidad del algoritmo 1.1 sea exponencial. Sea Dy dado por:

d+1

Dy= U {xeR!:61>xy,...,x.1>212T> x> 0;T > xi41,...,%4 >0}
i=1
d+1

= U Di
i=1
(7-4)
Y partamos D; = Dj; UD;p, donde Dj; ={x € D; : 0<x; <71}y
Di,Z = {x eD;,: T<x < 2T}
Paraundado 1 <i <d — 1 definamos:

i—1 d
Y L(xj—41) =24+ ¥ L —(i—1)y
=1 j=ir1 )

£ ﬂ/l(x) six € Di,l

f’Di(x) =
i-1 ) d '

Y L(xj—41) +g(xixima) + ¥ Lar—(i—1)y
=1 j=it2

£ fl‘,z(x) six € Di,2

(7.5)
Donde nuevamente 7 esta pendiente de definicion y ¢ : R> — R
también la definiremos proximamente para que f resulte C?, B—acotada,
|—Lipschitz, p—Lipschitz en el Hessiano con B, 1, i € poly(d).
Para i = d definamos:

d—1

_Zl L(x—471) =y —(d—1)y
=

A

= fd’1 (X) six € Dd,l

flpy(x) = (7.6)

d—1 )
Ll (xj —47)" +81(xa) = (d = 1)1
]:

£ fao(x) six € Dgp

Donde como antes, g1 lo definiremos proximamente. Finalmente si
i = d +1 entonces 6T > x; > 2;au para todo 1 < i < d y definimos:



7.3 DEMOSTRACION DEL TEOREMA

d
Flogn = YL (xj—47) —dn 2 fay1, (7.7)
j=1

Lema 7.3.1 Sea g(x;, xi11) = g1(x;) —|—g2(xi)x12+1, existen g1, g2 polinomios
y 1 = —g1(27) +4ALT? tal que para todo 1 < i < d si x; = T vale:

fin(x) = fia(x)
Vfia(x) = Vfia(x)
Vfialx) = Vfia(x)
Y si x; = 27T entonces:

fin(x) = fiz11(x)
Vfia(x) = Vfir11(x)
szz‘,z(x) = szi+1,1(x)
Es mds, si x € D;» N D; 1, entonces:
—4Lt < a—g(xi,xiﬂ) < =29t
< ax; <

—2yxi41 < (%, Xix1)

98
0xi11

Y finalmente si x € D, , entonces:

ag1
— < ) < —
4L7 F) i(xz) 2’)’1

Demostracion Ver A
Observacién Del lema anterior podemos ver que deg(g1),deg(g) <

5 por lo que estdn acotados. Concluimos que ambas son B—acotadas
y u—Lipschitz con B, u € poly(d)

Observaciéon Notemos que ||g1]|,]/g|| > 7T > 0 por lo que ninguna
de las dos se anula en D.

Observacién Notemos que f queda C? y que sus d + 1 puntos criti-

~—

1
estrictos menos z; = (47, ...,47) que es minimo.

cos son z; = |4t,..., 41 ,0,...,0 | donde todos son puntos silla

Paso 2- Cota superior a T}
Supongamos ahora que T > e, & < 5~ y tomemos wy € [—1,1]7N

d—1
Dy, veamos que para todo T < (HTA’) vale que x] <27 & Dy 1.

Sea Ty = 0 y definamos T; = min ¢ el tiempo de escape de Dy ;
X >2T

notemos que como x° € Dy vale que Ty > 0 para todo k y esta bien
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definido. Definamos ademés T como la cantidad de iteraciones que

0
xk esta en Dy, antes de escapar; como del lema % (X, Xpy1) < =297
k

tenemos que |x¥ — x**1| > 2097 por lo que:

T 1
T < = — Vke{1,...,d+1
k= 20yt 29« €t +1}
Paso 3 - Cota inferior para Ti:

Notemos que T; es el minimo valor tal que xlTl > 27 y entonces

T~ 17 .
vale que x;' ' > 7, como del algoritmo 4.1 sabemos que en D,
vale la relacion:

= (1+2ay) 29
Tenemos que:

T —T7

X (14 2ay) > T
— T —TF > 2‘1171()55(;0>ET5
%,L/
>1

Paso 4 - El algoritmo 4.1 se queda confinado a Dy:

Si x! € Dy luego las iteraciones del algortimo son:

(1—aL)x; —4alt € 27,67] 1<j<k-1
(14 2a7) xiT € [0,27] i=k
(1—2aL)x} € [0,7] j>k+1

H

X

Mientras que si x' € Dy, entonces:

(1—aL)x] —4aLT € [27,67] 1<j<k-1

) .
x;“ =9 X - txa—fk (xk, Xk1) < X} + 2097 € [0,67] j=k
(1—2aL)x; € [0,7] j>k+2

Separemos el caso j = k + 1, donde el lema 7.3.1 nos dice que:

of

> -2
FY (X) = =27Xp41

Luego parat =T, — T +1,..., T vale:

e S0 (1 20L)TF (14 2“7)t_(Tk_T"T) <t

Y concluimos que x' € Dy

Paso 5 - Relacion entre T 1 y Tj:
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Por un lado, por la definicién de T y T}:

xy < aly (1—2aL)% T (14 29)

Por el otro, usando el mismo arguemento que cuando acotamos
por debajo a T:

g .
jxlﬁ-l (1+ 20{7)Tkﬂ T =T >
=x), (1- aL)T (1 + 29a) T¢ (1+ za,y)TkH—Tgﬂ—Tk -

1.
Luego como & < 57:

20y (Te1 — Ty — (T~ TY)) > log ( ; ) +20L (T, — T)

xk+1

~—_———
>1

L+

= Ty —Tiq > - (T — T)
Inductivamente:
L d—1 1 L d—1 L d—1
Ty > T;— T > (”) (T~ T7) > ~—— (”) > (”)
Y 20y Y Y
(7.8)

Paso 6 - Extender D, para que los puntos extremales sean interi-
ores

Ya probamos que si xX € [~1,1] N Dy entonces el algoritmo 4.1
necesita tiempo exponencial para converger al minimo, ataquemos el
caso x° € [-1,1]*N D§

Paraa =0,...,29 — 1 sea ay la representacion binaria de a y note-
mos a(0) los indices donde a, tiene 0 y andlogo con ay(1). Defi-
namos:

-

D, = {xe]Rd : x> 0sii€ a(0), x; < 0sino,
i=1
6T > |x1|,..., |xi—1| > 27, |xi| <27, |xi44], ..., |xg] < T}
241
D= |J D,
a=0

Notemos que D es cerrado y que [—1,1]? C D. Ahora definamos la
funcién f;seai =0,...,d y definamos los subdominios:
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D1 = {xeR? : 61> |x1|,..., |xic1| =27, |5 <1, |xiga], ..., |xa| < T}
151-,2:{x€IRd : 6T2‘X1|,...,|xi_1‘22’r,T§|xi|§2’f, ]xi+1|,...,|xd\§T}
Dyiq = {xeR? : 61> |x1],...,|x4] > 217}

Luego definimos:

Y L(x—41)°+ ¥ L(xj+41)
j<i—1,j€ay(0) j<i—1,jeay(1)

—')/x.2—|— Z sz—(l—l)ﬂ SiXEDil,i<d
l j>i+1 J '

Y L(x—41)°+ ¥ L(xj+41)

j<i—1,j€a(0) j<i—1,jea (1)
+G(x;, xi1]) + ¥ ijz —({—-1)7n six €D, i<d
j>i+2
2 2
flx) = Y L (xj—471)" + Y L (xj+47)
de—l,jEuz(O) ]'Sd—l,]'Ele(l)
—yx2—(d—1)7n six € Dy

Y L(x-4t)+ £ L(xj+41)
j<d—1,j€ay(0) j<d—1,jeay (1)

+G1(xd) - (d - ]) n six € Dyy

Y L(xj—41)°+ ¥ L(x+41)°
j<d,jeay(0) j<d,jeay(1)

—dny six € Dgyq

Donde:

Gl wi11) = { sl xin) st w(0)
Q(—xi,xi41) sii€ap(l)

Gi(x;) = g1(x;)  sii€ap(0)
1 {gl(_xi) sii€ap(l)

Notemos que por simetria de la definicién, si espejamos la de-

mostracién del punto anterior es claro que si T > ey x* € [-1,1]¢

entonces el algoritmo 4.1 con & < 5 cumple x] < 27 para todo

0(d)

T < <m> y por lo tanto necesita e operaciones para llegar al

v
tnico minimo (47, ...,47).

Paso 7 - Extender de D a R?
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Por A.1.2 sabemos que existe F : R — R que extiende a f y que
|Flloo/ |Fllcn < O (poly(d)); y aunque F puede admitir nuevos pun-
tos criticos, del paso 4 y 6 sabemos que si x’ € [—1,1]? entonces

{x**}cD. 1






Parte IlI

Algoritmos estocasticos

En esta parte vamos a analizar los tipos de convergencia de los difer-
entes algoritmos de primer orden estocdsticos usados en Machine
Learning.






CONVERGENCIA EN L1

El axioma de eleccién es obviamente
cierto, el principio de buen
ordenamiento es obviamente falso y
quien puede decidir sobre el lema
de Zorn?

Jerry Bona

8.1 CONTEXTO

En esta parte vamos a analizar la convergencia en L1 de algoritmos
estocdsticos para optimizar una F : RY — R que puede representar
tanto el costo esperado como el empirico. Recordemos que F lo asum-
imos parametrizado por w € R? e imaginamos los datos (x,y) como
extraidos de una variable aleatoria & cuya distribucién desconocida
es P, luego F se representa como:

R(w) = E[f(w,&)]

Sea el algoritmo estocéstico 8.1

Algorithmus 8.1 : Descenso Estocastico (DE)

1 Input: w; € R? el inicio de la iteracién, {&;} iid

2 fork € N do

Generar una muestra de la variable aleatoria &
Calcular el vector estocdstico g(wy, &)

Elegir a > 0

Wiy < Wi — a8 (Wi, &)

N U1 s W

Notemos que representa en forma general los algoritmos estocés-
ticos mas comunes. En particular, una muestra de &, puede ser un
unico par (x;,y;) como en el Descenso por gradiente estocdstico o una
muestra S, = {(x;,Y;)};, como en mini-batch descenso por gradiente
estocdstico ; a su vez, g(w;, &) puede ser varias estimaciones del gra-
diente como por ejemplo:
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V f (wy, &)
1 &

_ v , ;
g(wy, &) = n 1; f(wi bi) (8.2)

1 &
Hy— Y Vf(wy, &)
Mk iz

Donde Hj es una matriz simétrica definida positiva como en los
métodos de Newton-Gauss.

Para iniciar el analisis de la convergencia, lo minimo que necesita-
mos es que el gradiente se mantenga controlado, por lo tanto recorde-
mos la condicién 4.3.7:

Hipétesis 8.1.1 (F es I-Lipshitz) La funcion a optimizar F : R — R es
de clase C' y existe L > 0 tal que para todos w,z € R%:

IVE(w) = VE@)|, < Lw -z,

Observacién Sea F bajo 8.1.1, luego para todos w,z € R vale:

F(w) < F(z) + VF(2) (w—2) + 5L |0 ~ [}

Demostraciéon Ver 4.3.8

8.2 ALGUNOS LEMAS FUNDAMENTALES

Con el contexto claro, veamos algunos lemas que van a ser clave en
la demostraciéon de la convergencia L1 del algoritmo 8.1.

Definamos ahora E;, [.] := Ep, [.|w] la esperanza condicional bajo
la distribucién de &; dado wy.

Lema 8.2.1 Bajo 8.1.1 las iteraciones de 8.1 satisfacen que para todo k € N:

B, [F(wrar)] — F(w) < ~aeVF(w) B, [g(wy, £)] + o0, [|lg(wi, &)
(8.3)

Demostracién Notemos que por 8.1.1 vale que:

1
F(wyy1) — F(wy) < VF(we)" (wk +1 - wy) + SLlwk+1~ w3

1
< e VE(wy) glwg &) + 30t g (wr £

Luego tomando esperanza de ambos lados y recordando 2.2.20:

B, [Fwin) ~ Fg)] € —agEe, [VF(wy)"g(wi, &)] + 2afLEe, [[lg(ws, &)
Eg, [F(wi1)] — F(wy) < —axVF(wi) "Eg, [g(wy, &)] + %“leEak [Hg(wkz 5k)||ﬂ
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Observaciéon Notemos que si g(wy, &) es un estimador insesgado de
VF(wy) entonces de 8.2.1:

B, [F(wpar)] — Fw) < —a || VE () | + o, [Jlg a0, ) 3]
(8-4)

Luego entonces para controlar la convergencia de 8.1 también hay
que poner suposiciones sobre el segundo momento de g, luego si
definimos:

Vi, (20 &)] = Ee, [Ig(w0 &)13] - [Ex, [2(w0 &)} 65)

Asumamos:

Hipétesis 8.2.2 (Acotaciones al primer y segundo momento de g) Supongamos
que dada F funcion objetivo y g la estimacion del gradiente en 8.1 vale:

1. Existe U C R? tal que {wi} C U y que existe Fy,s tal que F|y > Fiys

2. Existen ug > u > 0 tal que para todo k € N valen:

VF(wi) " Eg, [g(wy, &)] > 1 || VE(wy) | (8.6a)

1Eg, [8(wr &, < pe [[VE(wi) |l (8.6b)
3. Existen M, My > 0 tal que para todo k € IN:

Ve, [g(wy, &)] < M+ My | VE(wy) |13 (8.7)

Observacién Notemos que si ¢ es un estimador insesgado de VF
entonces 8.6a y 8.6b valen con g =u =1.

Observaciéon Bajo 8.2.2 y por 8.5 tenemos que:

Ee, | Ig(wn &013) < I1Eq, [2(wr &0)]I3 + M+ My | VE(wi) |1
< M+ Mg || VE(wy)||3
Mg =My +p >u?> >0

Lema 8.2.3 Bajo 8.2.2 y 8.1.1 las iteraciones de 8.1 satisfacen para todo
k € N:

1
Ee, [F(wi1)] = F(we) < —pa || VF(we) [} + SaFLEe, [l1g(w, &0)113]
(8.8a)
1 1
e [F(rcer)] = Flr) < = (4= 3mEMo ) o [ VFGue) [ + 5ofL
(8.8b)
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Demostracién Por 8.2.1 y 8.6a vale que:

Ee, [F(wi1)] — F(we) < —axVF(wi)"Ee, [g(wy, &)] + %L“@Ea [Ilg(wk, 5k)||§]

1
Eg, [F(wii1)] - F(wi) < — i || VE (i) |3 + 50PLEe, [ g(wr, &) 3]
Que es 8.8a; luego por 8.2 obtenemos 8.8b. |}

Corolario 8.2.4 Bajo 8.2.2 y 8.1.1 las iteraciones de 8.1 satisfacen para todo
k € N que {wy} es una cadena de Markov de primer orden.

83 CASO FUERTEMENTE CONVEXO

Consideremos primero los casos de convexidad donde sabemos que
el minimo existe y es tinico, por lo tanto asumamos por ahora 4.3.1:

Hipétesis 8.3.1 (Convexidad fuerte) Supongamos que la funcion obje-
tivo F : R? — R es fuertemente convexa, es decir que cumple 4.3.1.

Luego existe un iinico w, € R? tal que Fy s = F(w,) < F(w) para todo
w € R4

Ya estamos en condiciones de demostrar nuestro primer resultado
de convergencia para 8.1 con &y = &, pero notemos que a priori lo mas
que podemos asumir es quedar en un entorno de F,s ya que de 8.8b
se ve que el segundo término es constante.

Dado wy que depende de &4, ..., &_1 definamos:

E [F(wy)] = Eg, Eg, ... Eg,_, [F(wy)]

Teorema 8.3.2 (Objetivo fuertemente convexo, Incremento constante)
Supongamos 8.1.1, 8.2.2 y 4.3.1; ademds supongamos que dado 8.1 ay =
« > 0 constante tal que:

Luego para todo k € IN vale que:

alLM _ alLM
EF(o) ~Foy] < S+ (—aew) (Flo) = Fuy = 50 )
alLM

—
k—oo  2cu

Demostracién Usando 8.2.3 con 8.9 y 4.3.8 tenemos para todo k € IN
que:
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Eg, [F(wpsr) — Fwy)] < — (4 — 3aLMg) a | VF(wy)||5 + 2a2LM
8.2.3
2
< —Jap ||VF(wy)|l; + 3a*LM
8.9
< —apc (F(wy) — Fur) + 30°LM
438
Luego si restamos F;,,r y tomamos esperanza total (definida en 8.3:
Eg, [F(wyi1) — F(wy)] < —apc (F(wg) — Fiuf) + 2LM
— E [P(wk+1) — Fin ] S (1 — CKC}!) E [F(wk) mf] ZLM
o
. E [P(wk+1) — Finf] - 2C‘M S (1 — CKC‘M IE [F(wk) m_f] +% ZLM —
xLM
= (1—acp) (]E — Fiuy] — 2ch
Por otro lado notemos que:
cp? cy c
0 <acp < —=-<1

LM = L2 L

Luego deducimos inductivamente que:

alLM

E [F(wyt1) — Finf] — 2

< (1—acp)® <F(w1) — Fiyp — aLM)

2cu
|

Observacién Notemos que si ¢ es un estimador insesgado de VF
entonces y = Mg = 1 por lo que « € [0, 1) que es la condicién que
pedimos en 6.1.4.

Observacién Notemos ademads que si M = 0 (o sea el algortimo 8.1
no tiene ruido) entonces la convergencia es lineal, recuperando el
resultado de 4.3.9.

Observacién Notemos finalmente que hay un compromiso entre el

H
LM¢
acelera la convergencia del primer término, pero a costa de un en-

torno final de mayor volimen.
Luego esto llev6 a varios investigadores a tomar un enfoque exper-
imental donde se tomaba un a; = a; para k < k; donde k; es tal

que E [F(wy,) — Fuy] < 221

inductivamente.

primer y segundo término de 8.3.2 donde a un « més cercano a

. Luego se tomaba a; = 7 y se seguia

)

xLM
2cu
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Teorema 8.3.3 (Objetivo fuertemente convexo, Incremento decreciente)
Supongamos 8.1.1, 8.2.2 y 4.3.1; ademds supongamos que dado 8.1 ay cumple:

B
v+k

Luego para todo k € N vale que:

Q= para algiin B > T” y v >0 tal que oy < ——— (8.10)

LM

U
E [F(wk) _Finf] < Tk

Donde:

o /SZLM
ni= maX{Z(ﬁcy—l)' (vy+1) (P(wl) - Pi”f)}

Demostracién Notemos primero que por 8.10 para todo k € IN vale:

D(kLMG < DC1LMG < 12
Luego por 8.2.3 y 4.3.8 uno tiene para todo k € IN:

1
e [Flen)] = Fleo) € = (1= 3mEMo ) o [ VFGue) [ + jf L
< 2 [ V() [} + SaFLM

< e (F(wx) — F(w,) + 2a}LM

Luego restando Fj,;¢, tomando esperanza y reordenando vale:

E [F<wk+1) znf] (1 - D‘kc.u) [ (wk) - Finf] + %D‘%LM

Probemos ahora el resultado por induccién.
Para el caso k = 1 notemos que por definicion 7 > (y + 1) (F(w1) — Fiuy)
por lo que trivialmente:

E[(Flwn) - Fup)) <E[ 15| = -1

Si asumimos que vale el resultado para algtin k > 1 entonces:

| _ Bep\ 7 p’LM
]E[F<wk+1)_anf] < (1 ’Y+k)’7+k+2(7—|—k)2
_ ((7+k)—50ﬂ> L PLM
(v +k)? 2(y+k)?
_ ((’y+k)—1> _</3cy—1> N B2LM
(v +k)? (v +k)? 2 (v +k)?
<0 Por definicién de 5
- U
~~ y+k+1

(v+k)2> (y+k+1) (y+k—1)
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Notemos entonces que en el caso fuertemente convexo con incre-
mentos fijos tenemos convergencia en un entorno del minimo mien-
tras que si reducimos los incrementos tenemos convergencia en L1,
cabria preguntarse (inspirados en la observacién del caso « fijo con
M = 0) si con el ruido existente pero controlado podemos mantener
la convergencia en L1.

Teorema 8.3.4 (Objetivo Fuertemente Convexo, Reduccién del Ruido)

Supongamos que valen 8.1.1, 8.2.2 y 4.3.1 pero reforcemos 8.7 a la existencia
de una constante M > 0y ¢ € (0,1) tal que para todo k € IN:

Ve, [g(wy, &) < MG (8.11)
Supongamos ademds que 8.1 tiene ay = « para todo k € IN satisfaciendo:
0 <« <min Ll (8.12)
N Lug" p '
Luego vale:
E [F(wy) — Fing] < wp*™!
Donde:
alLM
w = max{ i ,F(wl) — Pinf} (8.13a)
p = max{ - %/C} <1 (8.13b)

Demostracién Por 8.8a vale que:

1
Ee, [F(wgan)] = Fw) < —pa [ VE(wo)|3 + 302LEe, [|g(wr, &3]

Luego si juntamos 8.5, 8.6b, 8.12 y 8.11 entonces:

1 _
Be, [F(we1)] — F(wg) < —pe|[VE) |3 + 50T (4 | VE () 3 + M)

1 1
< = (n et ) el TF@IR+ peltmg
1 1
< S| VF ()3 + e?LMg!
< —cpa (F(wg) — Fig) + %tszMCk’l

Por lo tanto:

E [F(w41) — Fing] < (1 — cpa) E [F(wy) — Fipg] + %szMCkfl
(8.14)

67



68 CONVERGENCIA EN L1

Probemos ahora el resultado por induccién.
Para el caso k = 1 notemos que por definicion w > F(w1) — Fis
por lo que:
E [F(w1) — Fuf] <Ew] = w = wp” = wp"™*

Si asumimos que vale para algdn k > 1 entonces de 8.14, 8.13a y

8.13b:
E[Fn) ~Fufl € (1— ) wph ! 4 Ja2LMgH!
2 k—1
B k=1 (4 w’LM (¢
= wp (1 cua + 0 (p) )
2
< wpk ! <1 cHa + ‘XZI;JM>
k-1 acp
< wp (1 U + > )
_ k=1 (4  &CH
- wp ! (1-57)
< wp"
|

8.4 CASO GENERAL

Manteniendo las mismas hipétesis y notaciones veamos el caso gen-
eral, nuevamente separando entre incrementos constantes o decre-
cientes.

Teorema 8.4.1 (Objetivo no convexo, Incrementos fijos) Asumiendo 8.1.1
y 8.2.2 y suponiendo que en 8.1 tenemos ay = w tal que:

0<a< Llil/lc (8.15)

Entonces vale para todo k € IN:

3 KaLM  2(F(wi) — Fy,
B |3 IVE@) 2| < KM | 20 ZFar) g )
k=1 K i
1 & «LM  2(F(wy) — F;
E[k;\\VP(w)k)r@] < LA <;>W inf)
) aLM (8.16b)
K—oo U

Demostracién Recordemos 8.8a y si tomamos esperanza total e im-
ponemos 8.15 tenemos:
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E[F(we)] — B [F(wy)] < — (4 — 3aLMg) o [|VF(wp) 3] + e2LM
< —lapE [|VE@o) 3] + ta*LM

Luego como por 8.2.2 tenemos que F;, s < [E [F(wy)] para todo k €
N vale:

1 & 1
Farg = F(wn) < E[F(wicen)] ~ F(wn) < =500 ) B IVE@wo)|I5] + 5 Ka?LM

Observacién Notemos que si M = 0 (no hay ruido o crece compara-

ble a || VF(wy)]|[3) entonces obtenemos que Y ||VF(w)i)||5 < o por
k=1

lo que {HVF (wk)H%}keN = 0, que es el resultado obtenido en
[15].

En cambio, cuando M # 0 aunque no podemos acotar ||V F(wy) H%
per-se, podemos decir de 8.16b que en esperanza el valor del gradiente

Lo
es cada vez menor en un entorno de radio

. Luego recuperamos

la intuicién del caso convexo (8.3.2) donde a menor incremento el
entorno es menor (el algortimo es mds preciso) pero la cantidad de
iteraciones es mayor.

Para el de incrementos decrecientes, asumamos que {a;} cumple
la condicién de Robbins - Monro 4.3:

Teorema 8.4.2 (Objetivo no convexo, Incrementos decrecientes) Asumiendo
8.1.1 y 8.2.2, suponiendo ademds que en 8.1 los {ay} satisfacen 4.3; si nota-

K
mos Ak = Y. ay vale para todo k € IN::
k=1

K
L E |3 a ||w(w>k>r|§] <o 172
— 0 =1
E|L Y | VE@WIE| — 0 .17b)
AK k:10‘k Wk 2 K—o0 17

Demostracién Como ay — 0 por 4.3 entonces podemos asumir sin
pérdida de generalidad que ayLM¢ < p para todo k € IN, luego:

E [F(wi1)] — E[F(wy)] < — (¢ — e LMg) a [va(wk)|y§}+%aﬂM
< —lauE [|VE(we)|3] +3a2Lm

Luego como por 8.2.2 tenemos que F;, < [ [F(wy)] para todo k €
N vale:
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K K
Fuy —E [F(w1)] < E [F(wg1)] ~ E [F(wn)] < —p Lk [I VP () 3] + QLMkZ o
=1

Luego:

2(E [F —F, K

(I [F(w) f])+LM 3 a2
H H =1

W—/

K—oo C < 0

K 2
Y [[IVF () ] <

Por lo que 8.17a esta probado. Finalmente como por 4.3 tenemos
que Ag — oo podemos ver que existe D > 0 constante tal que:

E

1 & 5
Ao Y |[VE(w)e) |l
K k=1

se tiene 8.17b. |}

Corolario 8.4.3 Asumiendo 8.1.1 y 8.2.2, suponiendo ademds que en 8.1
los {ay} satisfacen 4.3 entonces :

lim inf E [||VF(wk)||ﬂ =0 (8.18)
k— o0

Corolario 8.4.4 Bajo las mismas hipétesis de 8.4.2 sea k(K) € {1,...,K}
un indice aleatorio elegido con probabilidades respectivas {ock},lle; luego
| VF(wg)|l, — 0 en probabilidad.

Demostracién Sea € > 0, luego de 8.171 y la desigualdad de Markov:

P(I|VF@O)l, = €] = P [[[VF@0)|; = €] < e E [ VF(wy) 3] -0

Teorema 8.4.5 (Objetivo no convexo regular, Incrementos decrecientes)
Bajo las mismas hipdtesis de 8.4.2 si ademds pedimos que F € C? y que
w — || VF(w)||3 sea I— Lipshitz entonces:

. 20
lim E [[|VE(wy)[3] =0 (8.19)
Demostracién Sea G(w) := ||[VF(w)||3 y sea L¢ la constante de Lip-

shitz de VG (w) = 2V?F(w)VF(w), luego:

1
G(wi1) = Glwy) < VG(wp)  (weyr — wy) + 5La [lwe — Wit I3
6

1
< —mVG(w) g(w &) + salc [1g(wi )3
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Si tomamos esperanza condicional a & y usamos 8.1.1, 8.2.2 en-
tonces:

Eg, [G(wii1) — G(wy)] < —20; VF(wi) V2 F(wi) "B, [ (wr, &)] +
SaLoEr, [l £0l12]

< 20 | VEG@i) |, | VF i) | B, [3(eok, ], +
SR, [|3(w, £
20 Lt || VF (wy) 3 +

1
SatLe (M+ My |[VF(wy)|3)

IN

Luego obtenemos tomando esperanza total:

E [G(ws1)] ~ E [G(w)] < 204 LpcE [ VE(wp) 2] + 3L (M + MyE [ V() 2] )
(8.20)
Notemos que existe K € N tal que a? < ay y luego por 8.4.2 el lado
derecho cumple:

K+N K+N

K+N
. 1
Al}gr;ZLyG Z E [uck ||VF(wk)||ﬂ +§LG M Z zxﬁ +My Z E [ai HVF(wk)Hﬂ =0
k=K k=K k=K
8.17a 43 8.17a

Sean:

K
Sk = k:ZlmaX (0, E [G(wii1)] = E [G(wy)])

K
Sg = ) max (0,E[G(wy)] - E [G(ws1)])
k=1
Luego como en 8.20 el lado derecho es positivo y su suma es con-
vergente tenemos que {S;} es monétona, acotada superiormente y
por ende convergente. Ademas como 0 < E [G(wy)] = E [G(wo)] +
S — S, tenemos que {Sy } también es moné6tona y acotada superior-
mente, por lo que es convergente; concluimos que E [G(wy)] debe ser

convergente, y por 8.4.3 tenemos E {HVF(wk)Hg] = E [G(wg)] — 0.
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En un nivel puramente formal, uno
podria decir que la teoria de
probabilidades es el estudio de los
espacios de medida con medida
total 1, pero serfa como decir que la
teorfa de ntimeros es el estudio de
secuencias de digitos que terminan.

Terence Tao

Ahora que ya analizamos la convergencia en L1 de 8.1 vimos que
hay una distincién entre el caso convexo y no convexo; donde en el
caso convexo usualmente podemos asegurar convergencia a una cer-
cania del minimo mientras que en el no convexo solo asegurabamos
la convergencia a un punto critico. Nuevamente en el estudio de la
convergencia casi todo punto vamos a separar en esos dos casos y va a
volver a aparecer 4.3. Por simplicidad en los cdlculos vamos a asumir
en este capitulo que g es un estimador insesgado de VF(wy).

9.1 CASO DEBILMENTE CONVEXO

Hipétesis 9.1.1 (Acotaciones al segundo momento de g) Supongamos
que dada F funcién objetivo cumple 4.0.1 y g la estimacion insesgada del gra-
diente en 8.1 vale que existen A, B > 0 tales que:

E |||g(we &) 7] < A+ B g — |

Observacion Notemos que si F cumple 8.1.1 y ¢ cumple 8.2.2 en-
tonces automaticamente cumplen 9.1.1.

Teorema 9.1.2 (Objetivo débilmente convexo, incrementos decrecientes)
Supongamos 4.0.1, 9.1.1; ademds supongamos que dado 8.1 wy cumple 4.3:
Luego para todo k € N vale que:

k— o0 *

Wy —— W (9.12)
ctp
(wp — w*)T VF(wy) Ui (9.1b)

ctp

Demostracién Vayamos de a pasos como cuando demostramos 4.2.2.

. . 2
Paso 1 Definamos el proceso estocéstico de Lyapunov iy := ||wy — w*||
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Paso 2 Analogamente a casos anteriores notemos que:

hier — e = =205 (w — w*)" g(wi, &) + o ||g(wr, & (9:2)

Definamos ahora la filtracion Py, = {&, ..., &1, wo, ..., Wk, Ko, - - -, Ak}
que determina toda la informacién a tiempo k antes de tomar

la muestra &; luego si tomamos la esperanza condicional a esta
filtracion:

Ellir — el Pi) = =20 | (@i — ") gwi, &0)[Pi | + o2 |l|g(wr, &)
dibl
P medible

= =2 (w — ") E[g(wi, &) P +afE | g, &P

Pero como & es independiente de Py entonces si recordamos
que g es insesgado tenemos:

E [ — el Pi] = 20 (w — ) VF () +afE | llg(wr, &P

Ahora si incorporamos 9.1.1 obtenemos:

E [heq — (1+ ociB) e Pr] < =20 (wy — w) T VF(wg) + wZA

(9-3)
Definamos ahora las sucesiones auxiliares:
k—1 1
Hi = g m (9.4a)
e = pihy (9.4b)

Por lo que replicando las operaciones en 4.2.2 llegamos a:

E [y — Il Pe] < agpeA

Luego, recordando 2.2.25 notemos que:

B[ (o -M)] = E[E[H - KPR < adpa

por definicién de (51’2/

Por el mismo motivo que en 4.2.2 concluimos que:

W, >0 (9.5a)
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Y E [0 (s — )] < o0 (9.5b)
k=1

Por 2.2.26 concluimos que /. converge ctp; como jiy — Yoo >

>0
0 entonces {h;} converge ctp.

Paso 3 Como hj converge ctp, de 9.3 concluimos que:

) g (wi — w*)  VF(w) < oo ctp
k=1

Supongamos que PP <{lil£nhk > 0}) > €, luego P ({ak (wy — w*)TVF(wk) > szk}) >

€ lo que implicaria por 4.3 que IP ({ Yy (wy — w*)T VF(wy) = oo}) >
k=1
€; concluimos entonces que:

Wy Koo (9.6a)
ctp
(wi — w*)" VF(wy) LI (9.6b)

ctp

9.2 CASO NO CONVEXO

Vamos a tomar las siguientes hip6tesis para probar la convergencia
casi todo punto a un punto extremal.

Hipétesis 9.2.1 (Hipétesis caso no convexo) Sea F una funcion de costo
objetivo y supongamos que el algoritmo 8.1 cumple que g es un estimador
insesgado, ie: IE [g(wy, & )] = VF(wy), luego tomemos las siguientes hipte-
sis:

1. FeC3

2. Existe w* € x tal que Fyyy = F(w*) < F(w), aunque notemos que
no necesariamente es 1inico

3. F(w) > 0 para todo w € x (Notemos que como hay un minimo global,
podemos redefinir F = F — Fy,r > 0)

4. Sean {way} los incrementos del algoritmo 8.1, entonces estos cumplen
43

5. Existe By > 0 tal que:

E [|lg(wi, &)1 < Bz [fwll 97)
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6. Para j = 3,4 existen Aj, B; >0 tal que:

E [[lg (e, &0)[15] < A;+ B [[wll} 98)

7. Existe D > 0 tal que:

inf wVF(w) >0 :
W, @ (w) (9.9)

9.2.1 Acotacion global del algoritmo

Usemos 9.9 para probar que existe un entorno w; € U C x tal que si
{wy} son las iteraciones del algoritmo 8.1 con F,g cumpliendo 9.2.1,
entonces {wy} C U.

Teorema 9.2.2 (Acotacion global del algoritmo estocastico insesgado)
Sea F funcion de costo objetivo y g un estimador insesgado de V'F tal que
ambos cumplen 9.2.1, luego existe un entorno wy € U C RY tal que si {wy}
son las iteraciones del algoritmo 8.1 entonces {wy} C U.

Demostracién Nuevamente probemos esto en tres pasos:

Paso 1 Sea D el pardmetro de horizonte dado por 9.9 y definamos ¢ :
R — R dada por:

B 0 six <D
¢(x)_{ (x—D)? six>D

Luego, sea:

fe = (Jlwel)

Paso 2 Notemos que por la definicién vale:

P) —p(x) < (1) L) 4 (y - 22

Y la igualdad se da si y sélo si x,y > D; con esto en forma
analoga a antes calculemos las variaciones del proceso de Lya-

punov { f¢}:

d
fon—fe < (—2mefg(mn &) + o gl &0 %) S (lwel?)

402 (wl g (wy, &) — 4adw] g (wy, &) ||g(wr, &)

+a || g (wy, &)
(9.10)
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Por Cauchy-Schwartz sabemos que w] g(wy, &) = (wy, g(wy, &) <
llwi | |8 (wk, &k) ||, si sumamos esto a la anterior ecuacién ten-
emos:

,d¢
fen—fie < —2“kwkg(Wk,£k) (HWkH )+“kd (feoel|*) llg (eor, &) |

3
4o [ ||8(wk, ék) I = 40} i 118 (o, &) |
+a g &)
Lo que implica si tomamos esperanza condicional a la filtraciéon

{Px}, recordando que ay, wy, —— a9 (Hwk 1%) son Py medibles y g(wy, &)

dx
es independiente de Py:

E[fin — P < —Zakwkwwk)jx(uwku )
a2 (e ) g, ) ]
40 il B g (e, &)
—40 ||| E [||g (e, &)1
+4oE [Hg(wk, Ek)lﬂ

d¢

Si ahora incluimos 9.8 y notamos que d—(HwkH ) < |lwg|)? en-
tonces:

d¢
E [fer1 — fil Pe] < —fokkaF(wk)dx(HwkH )
,d¢
+a2 20 (i) By o
+402By [l e
~4a | E [lIg(we, £)°]

<0

4ot (As+ By Jfwi]|*)

@

Tr Jwi||?)

IN

—2a,w! VF(wy)

+02 | 5By ||we||* +4a2By Jwi||* +4+4  aF Ay
~—

<Ay por 4.3

Luego existen Ag, By > 0 constantes tal que:

d
E [foer — fil P < 2000 V(o) (aul ) +aF (Ao + Bo o)
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Lo que implica que existen A, B > 0 tal que:
T d¢ 2y, 2
E [firr = il Pi] < =200, VF(wr) = ([[wi|”) + a (A + Bf)

d
Notemos ahora que si ||Jwg||* < D entonces g(HwkHz) =0,ysi

HwkHZ > D entonces —Zakw[VF(wk)Zi(HwkHz) < 0 por 9.9 por
lo que deducimos:
E [fe1 — fill Pe) < ai (A + Bfy) (9.11)

Ahora siguiendo los mismo pasos que al demostrar 9.1.2 definiendo
Hi fi y usando 2.2.26 concluimos que {fi} converge casi todo
punto.

Paso 3 Supongamos que fi,s > 0, entonces existe T € IN tal que lwel*, lwep | >
D para todo k > T por lo que 9.10 es una igualdad y deducimos
que:

= d
(ka,fVF(wk)ﬁ(HwkHZ) < oo ctp (9.12)
k=1
o] - . d¢ >
Pero por otro lado como fi,r >0, ¥ ay = coy 0 < lim —= (|| ||")
k=1 k—oo dx
existe € > 0y M > 0 tal que:

k=1
o0 d 0

= P <{ Y zkaEVF(wk) (Hwk||2) > Mliminfd—q)(HwkHZ) Y uck}>
=1 X k=1

€ < P ({ oZol wkw{VF(wk)le:(HwkHz) = °°}>
d¢
dx

concluimos que fi;y = 0 y entonces existe K € N tal que
{witiox C{xeR? : x| <D}. 1}

9.2.2 Convergencia del algoritmo

Teorema 9.2.3 (Convergencia a puntos extremales, Caso insesgado)
Sea F funcion de costo objetivo y ¢ un estimador insesgado de V'F tal que
ambos cumplen 9.2.1, si {wy} son las iteraciones del algoritmo 8.1 entonces

valen:
k )
F(wy) —>Zp Feo (9-13a)
V F(wy) LN (9.13b)
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Demostracién Vayamos como siempre de a pasos definiendo el pro-
ceso de Lyapunov correspondiente:

Paso 1 Definamos hy = F(wy) > 0 por hipétesis

Paso 2 Por 9.2.2 si suponemos que dim(x) < oo entonces existe K; > 0
tal que V2F(wy) < Kj, luego si desarrollamos en Taylor en wy

tenemos:
1
hes1 —he = VE(wi)T (wipq — wi) + EVZF(wk) (Wy1 — wy)
1
= —aVF(wy) g(wy, &) + EVZF(wk)(X% 18 (w, &)l
< —20 VF (wy) g (wy, &) + Ko || g(wy, &) ||

Tomando esperanza condicional respecto a Py:

E [l1 — i Pe] < =26 || VF(wy) ||> +a2Ky E [g(wy, &)] (9.14)
———

<0 <K, por 9.2.2

Lo que implica:

E [hjs1 — he| Pe) < azKiKp (9.15)

Luego como tenemos de esto que:

i [‘51}5 (Miy1 — hk)} = i E [51}:1'3 (M1 — hk)|Pk]]
k=1 k=1

(o)
< KiKy Y af < o0
k=1

Por lo que por 2.2.26 obtenemos:

k — o
Paso 3 Si retomamos 9.14, reordenamos, sumamos hasta k y tomamos
esperanza tenemos:
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K

K

2 Y a | VE(wp)|* < Y E [l — ] + K2Kq thk
k=1 k=1 k=1

K

Y g — Iy
k=

K
= E [hk+1] + K2K1 Z 0(]%
k=1

= E

+ K2K1 Z Dé]%
k=1

—_

ctp ad
— Foo + KoKy ) af
2.2.20 =1

(9-17)
Sea ahora g, = | VF(wy)||* y volvamos a expandir Taylor en wy:

1
Sk+1— 8k = Vg(wy) (wypq — wi) + Evzg(wk) (Wip1 — wy)*
< —20, VF(wi) TKag (wy, &) + Kaa? || g (wy, ||

por 9.2.2

Tomando esperanza condicional respecto a Py:

E (g1 — 8k Pi] < 204Ky || VE(wy)]|* + K2Kza2 (9.18)

Por lo tanto si sumamos las variaciones asociadas al proceso
estocastico {gx }:

Z]E[ (8k1—8K)] = kélE[fo]E[(ng—gk)WkH

< Ka Yo || VF(wp)|? +KaKs Y a2
k=1 k=1
N——"
9.17 43
< o0
(9.19)

Nuevamente por 2.2.26concluimos que {gx} converge ctp, y por
9.17 este limite es 0; luego:

Sk L) (9.20a)
ctp

V F(wy) IHTOO> 0 (9.20b)
C
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CONCLUSIONES

A modo de conclusién observemos que el estudio de algoritmos es-
tocasticos estd viviendo un nuevo auge en su andlisis motivado por
los siguientes puntos:

1. Los métodos deterministicos sufren la lentitud natural de tener
un solo epoch por set de datos.

2. El descenso de gradiente tiene complejidad exponencial para
alcanzar el minimo.

3. Los métodos estocdsticos bajo condiciones de convexidad muy
leves convergen rapidamente en esperanza y casi todo punto.

4. Esa convergencia es independiente de 1, lo que los habilita para
el régimen del big data.

5. Los algoritmos deterministicos tradicionales estan perdiendo
preferencia por sus propiedades tedricas desfavorables.

Ademas en [8] y [29] se observan las siguientes propiedades muy
interesantes:

1. El algoritmo de PGD (una variante de GD con ruido isométrico)
escapa puntos silla en tiempo polinomial.

2. El algoritmo SGLD (otra variente de GD) escapa minimos lo-
cales con valor absoluto grande.

Quedan como posibles lineas futuras de investigacion:

* Analizar qué tan restrictivas son las condiciones que pedimos
en esta Tesis a la funcién objetivo, asi como algoritmos que per-
mitan la validacién de las hipétesis con la menor cantidad de
derivadas a calcular posibles.

* Profundizar el estudio de la complejidad y convergencia a min-
imos en los algoritmos mixtos que surgen de intentar juntar
caracteristicas de los algoritmos mds usuales.

¢ Estudiar si SG, u otros DE, cumplen las propiedades vistas en
[8] y [29]; es de particular interés un algoritmo que cumpla am-
bas y ademds no sea costoso computacionalmente o admita un
célculo distribuido.
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APENDICE

A.1 PROPOSICIONES ENUNCIADAS

Teorema A.1.1 Dados yo < y1, valores f(yo), f (y1) y sus derivadas f'(yo), f'(y1)
con f'(yo) < 0 el polinomio ciibico interpolante de Hermite se define por:

p(y) = co+ 16y + 20 + c36; (A.1)
Donde:

y € [yow]

co = f(vo)

a = f(yo)

L 30 =2 )
Y1 —Yo

o = 25— f' ()~ f'(y)

3 2
(y1 — o)

oy = Y—Yo

o _ f) - )

Y1 —Yo

Y p(y) satisface p(yo) = f(vo0), p(y1) = f(y1), P'(yo) = f' (o) ¥
p'(y1) = f'(y1); ademds si f(y1) < f(yo) <Oy:

) 3(f(y1) — f(vo))
fn) = —

Entonces para y € [yo,y1] vale que p(y) € [f(y1), f (vo)]

Demostraciéon Ver [21]

Teorema A.1.2 Sea E C RY un compacto y f € C"™(E). Si dotamos a
C™(E) de la norma || f||cn = sup {||0“f|E|le @ |&| < m} entonces existe
T € L(C"(E),C™ (RY)) extension de f tal que T(f)|e = fy T(f) €

5m

C®(E®). Esmds, ||T|| < C(m)d=.

Demostraciéon Ver [1]

A.2 DEMOSTRACIONES

Demostracion [De 4.2.1] Definamos:

t—1

S = Z (g1 — 1), (A.2a)
k=1
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tf
Sy = Y (i — ) _

k=1

1

(A.2b)

Donde recordemos que (x)+ = x1R, ;. Como sabemos que (uxq1 — tx), >

0 para todo k € N entonces S * S&; asimismo, (1,1 — uy)

<0

para todo k € IN entonces S, < 0. Por lo tanto:

0<uw=up+S5 +S; <ug+Sh
—ug— S5 <S5 <0

(A.32)
(A.3b)

Luego como S, ; < S, concluimos que S;° \, S. Por lo tanto
como S,j, S, convergen entonces uy = ug + Sk+ + S, converge. |

Demostracién [De 4.3.2]

1. [1 <= 2] Notemos que g es convexa si y sélo si:

gly) =
= fy)-5lyI* >
= fly) =
= fly) =
= fly) =

8(x) + Vg(x)T(y - %)
£x) = 5 Il + (V) = 1) (v — %)

@)+ VT (g - %) - u(”"” A 42T (y - x))
f) + VAT (v =)+ 5 (vl + 1x17) = pxTy
f)+ VT (v =)+ 5y — x|

2. [2 <= 3] Notemos que g es convexa si y sélo si:

(V£(x)
( f@)
(Vf Vi)'

—
<~
—
—

(Vg(x) —
—ﬂx—[Vf( ) —

Viy) -
(x—y) -
(Vf(x) =

vV IV IV IV IV
= © ©o o o

lx =y

3. [2 <= 4] Notemos que g es convexa si y s6lo si:

— flax+(1-a)y)

IA A

IN

ag(x) +
% |lax +

(1-a) (fly) -
af (x

(1—a)g(y)
(1= a)yl* +a (f(x) -

Sllyl?)

)+ (1 —a) f(y)]

2
b llx)?) +

+4 (Jlex + (1= a)y|P

—{wllxlP + (1 -
< af(x)+(1-a) f(y) - =

@) [lylI*})

M ly — XHZ



A.2 DEMOSTRACIONES 87

Demostracién [De 4.3.4]

1. Dado x € RY sea:

9(2) = F() + V()T (2~ w) + e}z —

Se puede verificar que z, := x — %Vf(x) cumple que g(z.) =

fx) =5 IV £(x)]|5 < g(z) para todo z € RY luego por 4.3.1 se
tiene:

1 1
fing 2 F(2)+ V)T (@ = 2) + Sl = xlly > f(x) = 2 IVF(0)2
2. Por Cauchy-Schwartz y usando 4.3.2:

IVF() = VW llx =yl = (VF(x) = V@) (x—y) = pllx =yl

3. Consideremos ¢, (z) = f(z) — Vf(x)Tz, luego notemos que es
n—fuertemente convexa; en efecto:

(Vu(z1) — Vo (22))" (21 — 22) = (Vf(z1) = V(22))" (21 — 22) > pt |71 — 22

Luego si aplicamos la desigualdad PL a ¢,(z) evaluada en z* =
X entonces:

(f(y) = Vx)'y) = (f(x) = Vf(x)'x)

Px(y) — px(x)
2 Ve ()|°
2 I Vf(y) = V()|

IN

4. Notemos que por el punto anterior:

f) < f)+ V) (y—x)+ 2121 IVf(y) = Vi)

f) < f)+ V) (x—y)+ 21# IVF(x) = V)
Luego si las sumamos y reordenamos:

(VF(x) =V ) (x—y) < = IVf(x) = V)]

=
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Demostracién [De 4.3.8]

1. [2 <= 3] Notemos que g es convexa si y sélo si:

gy) = gx)+Vg(x)'(y—x)
= Ll —f@) = P = F) + (Lx—= V) (y—x)
= Ll -f@) = P - £+ LTy — L) = VAT (y - %)
— f) £ fE@+VAET =)+ (I + Ix)” - 2xTy)
— f) < FO)+ VAT -2)+ 5y -

2. [2 < 4] Sale igual que 2 <= 3 de 4.3.2
3. [2 <= 5] Sale igual que 2 <= 4 de 4.3.2

4. [1 = 4]

(V) =V ) (x=y) IV =V W lx =yl < Llx—y]?

5. [7 =1]

IVf(x) = ViWI* < L(VF(x)= Vi) (x—y)
< L|VFE) = VW) llx =yl

6. [8 = 6] Notemos que si cambiamos de lugar x, y en 8 entonces:

o) > foo+ LEHRRE NI 8 g v P
y a—0 |
f) = VT -0+ 5 V£ - V)P

7. [6 = 8] Sea z = ax + (1 — a)y, luego:

F0) > fE@+ VIR -2+ op V() - V)P
F) 2 £+ VR (x—2)+ 57 V() - VF)I

Luego si multiplicamos la primera por «, la segunda por 1 — «
y las sumamos tenemos:

fax+(-ay) < af(0)+(0-0f) - o IVFE) - V)P
V@) - VI

U |19f(y) - V)P

< af(x)+ (1 -a)f(y) -
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Pues [|x — y||* (1 — &) < a |x||* + (1 — ) [|y||”

8. [2 = 6] Si f es convexa entonces consideremos ¢ (z) = f(z) —
V£(x)Tz que es minimo en z* = x pues f es convexa. Ademas

por hipétesis h(z) = % 1z]|* — ¢x(2) es convexa por lo que:
min i (z) < min { 4:() + Va0 () + 5 2 vIF
zeR? T zeR4 2

Luego reordenando:

Fy) ~ F(x) ~ VAT (g x) = Pely) — 9(x)
> = 199(0) P
= S IVA) - V@)
i

Demostracién [De 6.3.7] Manteniendo la notacién previa a la afirma-
cién:

zl 1 Hziy1 < [le —a) (e ( THz ] H [zl o Z e] Hz; ) e]]

JESi jE€S;

= z'Hz —txjgi (ziTHe]') ( THz) a) (e ( THZ) ( THZi)

JESi

(ptm) oz )

JESi

2
(IHs|l, < Ly) < 2THzi =20y (ejTHzi> 1 a2L,
]'GS,‘ ]'GS,‘

(o121
= zIHz; — a (2 — aLy) (eTHzi> ej
(¢f =)

(aLp < 1) < z'Hz; —a

Luego juntando todo probamos que z! Hz; es decreciente y cumple
la cota:

2
T T § T
Zi+1HZj+1 < Zi HZZ‘ — <€] HZI) e]

jGSi

(A4)

2
Por otro lado sabemos que para todo w vale:
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w! Hw > Ayi (H) ||w[|5 > Ly [|w]5 (A.5)

Luego si usamos 6.3.6, A.5 y Cauchy-Schwartz existe i € {1,...,b}
y 6 > 0 tal que:

T T T
zi1Hzi < zjHzi —a ) ( Hz; )
jES;

2
< ziTHzl- (Z ’ el Hz; )
jeS

T & 2
< zj Hzi — — [1zil12
52 T
< (1 + leLb) z; Hz;
Tomando € = Tl probamos que y/,; Hy;41 < (1+ €)y/{ Hy; para
b
Yt € Ran(H).

Siy; = yn +yr con yy € Ker(H), yg € Ran(H) entonces y! Hy; =
YyRHYR Y Yis1 = Jy: = yn + Jyr por lo que y/  Hy, 11 = (Jyr)' H (Jyr).

Concluimos:

YiaHye = (Jyr)" H (Jyr) < (1 +e€)ykHyr = (1 + €)y] Hy:

|
Demostracién [De 7.3.1]
Primero construyamos g1-Seai € {1,...,d}, luego si x; = T en-
oFf
tonces fi = —297, fl = —27; mientras que si x; = 27 entonces
ax,- Bxl.
of 92 f:
Ifis11 = —4Lty fz+21,1 = 2L. Como sabemos que L > 7,0 >
axi axi
—4Lt — (-2
=2yt > —4Lty 2L > ‘ T( ) entonces por A.1.1 existe

p(x;) € Ra[x] tal que:

p(t)= —277
p(2t) = —4Lt
()= -2y
p'2t)= 2L

pl c2r] S 29T

Definamos entonces:
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gi(x)= ([p)(x)—([p)(r) =7

n= —g1(27) +4L7?
10(1 + ) (x; — 27)°
o(x) = —7— ( ’Y)Tg i —21)
15(L+19) (x; —27)*  6(L+7) (x; —27)°
B T4 B ™

Luego notemos que g1, 7 cumplen las condiciones de borde para x;
automdticamente; por otro lado si consideramos x;;; notemos que:

30 (L+7) (xi —21)° (x; — 1)

g (x;) = — 5
Luego:

$2lieo =

Slzog < 0

()= L

$(21) = —v

()= 0

$(21)= 0

()= 0

g(2t)= 0

Luego g» cumple las condiciones de contorno en x;;; y ademads al
tener derivadas cero en los limites no contribuye a las condiciones de
x;. Concluimos que con estas definiciones ¢ cumple lo pedido. |}
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