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Introduccion

En la presente tesis nos proponemos el estudio del grupo de Virasoro como grupo de Lie
localmente convexo, y de los sistemas dindmicos que surgen del estudio de sus geodési-
cas asociadas a ciertas métricas Riemannianas invariantes a izquierda. Puesto en estos
términos, el objeto de estudio es meramente un grupo de Lie y el presente trabajo se
enmarca de un modo natural en la geometria diferencial de variedades modeladas por
espacios localmente convexos. Sin embargo, el interés en nuestro objeto de estudio viene
motivado por el drea de la fisica-matemaética (ademds de la geometria diferencial en su
caracter mds puro).

Para entender esta perspectiva es fundamental comprender la idea que vive detras del
método de Euler-Arnold que desarrollaremos. El método radica en entender las ecua-
ciones de Euler (que describen la evolucién de un sistema dindmico que describe las
geodésicas dentro de una variedad de Riemann) via una descripcién alternativa que
utiliza dnicamente la accién coadjunta del dlgebra de Lie en su dual. Obtener una des-
cripcién manejable de esta accién es mas sencillo, en lineas generales, que obtener una
descripcién de las geodésicas en una variedad Riemanniana para el caso de dimensién
infinita y por eso es que este método sirve para estudiar objetos como el grupo de Vira-
soro que se encuentra modelado en un espacio vectorial topolégico localmente convexo.
¢Por qué resultan de interés grupos de Lie tan generales, cuyos espacios modelo no po-
seen estructura de espacio de Banach? Porque en general el estudio de la evoluciéon de
un fluido es el estudio del flujo de los campos hamiltonianos en su espacio de fases,
el cual es una variedad de dimensién infinita con una funcién hamiltoniana inducida
por la energia del sistema. Lo sorprendente es que este enfoque simpléctico nos hable
de la geometria riemanniana de una variedad y para esto debemos comprender el con-
tenido del teorema de Arnold: este teorema nos dice que las ecuaciones de Euler (que
son esencialmente riemannianas) son hamiltonianas con respecto a la energia que indu-
ce la métrica del sistema (y luego pueden ser reformuladas en términos de la geometria
simpléctica de la variedad). El ejemplo més clarificador a la hora de relacionar esta teoria
de Arnold con la fisica es el de un fluido incompresible confinado a los limites de una
variedad compacta. En este caso el espacio de configuraciones se identifica con el gru-
po de difeomorfismos de la variedad que preservan el volumen y este grupo no es un
grupo de Lie en el sentido cldsico sino que estd modelado por un espacio localmente
convex En esta tesis elegimos trabajar con el grupo de Virasoro y no con el grupo de
difeomorfismos que preservan el volumen en una variedad (a riesgo de sacrificar mucha
de la intuicion fisica y las aplicaciones mas evidentes a dindmica de fluidos) porque el
grupo de Virasoro y el dlgebra de Virasoro dan lugar a mayor estructura matematica en
las ecuaciones de Euler que estudiaremos: en efecto, estas ecuaciones resultan bihamil-
tonianas y son ejemplos muy interesantes de sistemas dindmicos integrables.

Para aquellos geémetras que se han dedicado a la geometria simpléctica resulta eviden-
te que las motivaciones provenientes de la mecanica y la fisica son muy importantes a la
hora de desarrollar una teoria matemaética. En este caso, se evidencia que la geometria
simpléctica de las variedades dadas por grupos de difeomorfismos nos estd hablando

1En [O1] el autor duda en llamar a este grupo un grupo de Lie por poseer una exponencial que no es
difeomorfismo local.
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sobre mecanica de fluidos y como bien sabemos ese tema es un objeto de estudio rico
e interesante. Segun V. Arnoldﬂ hay mas que motivacién para preguntas matemaéticas
en la fisica: en ella se esconde el entendimiento de relaciones entre diferentes dominios de la
matemdtica. En esta tesis se conjugan de esta manera la geometria diferencial, el analisis
funcional (que esté presente en todos los estudios de variedades infinito dimensionales),
la geometria de Poisson y simpléctica y la teoria sobre sistemas integrables; en algtin
sentido, la fisica subyacente a las preguntas que respondemos es el pegamento que une
todas estas diferentes ramas.

Por altimo, brindamos los detalles de la distribucién de la matematica a través de los
distintos capitulos del trabajo: en el primer capitulo desarrollamos los preliminares ne-
cesarios para poder abordar el resto de los capitulos. Por una cuestién de espacio no
estan incluidos algunos temas que son de importancia para esta lectura y que probable-
mente el lector deba repasar (como las definiciones elementales de espacios localmente
convexos y de Fréchet o los teoremas mads clasicos de teoria de Lie en dimensioén finita).
En el segundo capitulo se tratan los temas més técnicos que refieren a grupos de difeo-
morfismos y su estructura de variedad de Fréchet. El objetivo del capitulo es demostrar
que el grupo de difeomorfismos de S! es una variedad de Fréchet y que sus espacios
tangentes cinético y operacional coinciden. El tercer capitulo introduce los conceptos
béasicos de la geometria de Poisson y su relacién con las dlgebras de Lie: en este capitulo
se demuestra el célebre teorema de Arnold que da origen al estudio de la hidrodindmica
via el estudio de métricas invariantes en grupos de Lie. El cuarto y el quinto capitulo
se dedican a construir el grupo de Virasoro y su correspondiente algebra, y a estudiar
las ecuaciones de Euler que se le asocian a este grupo para ciertas métricas invariantes.
El altimo capitulo es una adaptacion de los métodos que utilizé Khesin en su reciente
paper [Kh-I] para abordar las ecuaciones de Euler en grupoides y algebroides. Propone-
mos una construccién de un algebroide de tipo Virasoro aunque las preguntas sobre su
integrabilidad y la forma de las ecuaciones de Euler en él quedan abiertas.

2Para Arnold, el divorcio entre la matemética y la fisica de mediados del siglo XX fue desastroso”
(ver [Ar3]).
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Capitulo 1

Preliminares

Variedades infinito dimensionales

Como ya sabemos, las variedades diferenciables clasicas son espacios topolégicos
localmente euclideos. Esta tiltima propiedad es la que nos permite, en general, probar
propiedades locales de las variedades con mayor facilidad que las globales: basta con-
siderar un entorno coordenado adecuado y la propiedad que buscamos se encuentra
como consecuencia de alguna otra propiedad de R". Decimos entonces, que las varieda-
des diferenciables de dimension finita se encuentran modeladas por IR". Para comenzar
una teoria que generalice las variedades diferenciables al caso infinito dimensional hay
que decidir qué clase de espacios modelardn nuestras variedades. Con el objetivo de ser
lo més generales que se nos permita no nos restringiremos a espacios de Banach (que
son la generalizacién mds inmediata que uno podria encontrar infinito dimensional de
los espacios euclideos) y nos permitiremos trabajar con cualquier espacio vectorial lo-
calmente convexo. Esta decisiéon no se da tinicamente de forma ambiciosa: los espacios
de difeomorfismos, que son grupos de Lie muy interesantes y sobre los que trabajare-
mos mucho, no pueden ser modelados por espacios de Banach. Todo esto nos conduce
al primer concepto importante a definir, que es el de variedad diferenciable.

Alo largo del texto, cuando hablemos de espacio vectorial siempre serd un K-espacio
vectorial con K el cuerpo de los ntimeros reales o complejos.

Definicién 1.1. Sea E un espacio vectorial topolégico localmente convexo. Decimos que
M es una variedad diferenciable modelada en E si M es un espacio topolégico Hausdorff
y para cada punto p de M existe una carta (¢, U) compuesta por un abierto U de M que
contiene a p y un homeomorfismo entre un abiertode Ey U ¢ : U — ¢(U) C E tal que
dadas dos cartas (¢, U) y (¢, V) entonces la composicion:

poplipUNV) — ¢p(UNV)

es de clase C*. Decimos que la variedad es una variedad de Fréchet o de Banach si E es
un espacio de Fréchet o de Banach respectivamente.

Aquel lector que necesite revisar las definiciones y propiedades elementales del cdlcu-
lo en espacios vectoriales localmente convexos y de Fréchet puede encontrarlas en [R] y
[NI.
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En general intentaremos construir la teoria de variedades diferenciables en dimension
infinita de un modo similar a lo que ya hemos desarrollado en dimensién finita, aunque
nos encontraremos con dificultades que surgen debido a que los espacios localmente
convexos no satisfacen todas las propiedades que usamos de IR". La principal diferencia
cuando trabajamos con espacios de Fréchet es que en ellos no vale el teorema de la
funcién inversa que es un pilar fundamental de la geometria diferencial.

Definicién 1.2. Decimos que una funcién f : M —> N entre variedades diferenciables
es diferenciable si para todo par de cartas (¢, U) y (¢, V) de My N respectivamente, vale
que la composiciéon ¢ o f o ¢! es diferenciable como funcién entre abiertos de espacios
localmente convexos.

Definicién 1.3. Sea M una variedad diferenciable modelada en un espacio localmente
convexo E. Decimos que N C M es una subvariedad de M si existe un subespacio cerra-
do F C E tal que para cadan € N hay una carta (¢, U) de M alrededor de n de modo tal
que p(UNN) = ¢(U) NF. En ese caso N resulta una variedad diferenciable modelada
en F. Decimos que N es una subvariedad split de M si, ademas, F es complementado en
E, es decir, existe un subespacio G C E talque E ~ F x G.

En dimensién finita toda subvariedad es split pues todo subespacio cerrado de R"
es complementado. Esta es una de las primeras diferencias importantes que encontra-
mos con el caso finito dimensional. La siguiente definicién es de vital importancia en la
geometria moderna.

Definicién 1.4. Sea M una variedad modelada en un espacio E y sea F un espacio lo-
calmente convexo. Un fibrado vectorial de tipo F sobre M es un par (7, F) con FF una
variedad diferenciable y 7 : F — M una funcién diferenciable tal que:

= Para cada punto p € M la fibra 7 !(p) tiene estructura de espacio localmente
convexo y es isomorfa a F.

» Cada punto p € M tiene un entorno U y un difeomorfismo ¢y; : 7=1(U) — U x F
tales que el siguiente diagrama conmuta

lUu) —M UxF

”l/

M

No demostraremos en este trabajo que los objetos que llamamos fibrados cumplan
efectivamente con esta definicion. Completar los detalles de esas demostraciones no to-
ma mayor trabajo que el que requiere hacerlo para variedades en el sentido clasico.

A continuacién definiremos el fibrado tangente a una variedad modelada en un espa-
cio localmente convexo. Nuevamente, nos encontramos con una diferencia fundamental
con el caso finito dimensional: en el caso cldsico, podiamos definir un vector tangente
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como una derivacién o como una clase de equivalencia de curvas y ambas definicio-
nes daban lugar a espacios vectoriales isomorfos. En dimensién infinita, sin embargo,
arrojan dos definiciones diferentes para el espacio tangente.

Definicién 1.5. Sea p € M. Un vector tangente cinético a M en p es una clase de equi-
valencia de curvas suaves 7 : (—€,€) — M bajo la relacién de equivalencia dada por
71~ 7281 (po71)'(0) = (¢072)'(0) y 711(0) = 712(0) = p para alguna carta (¢, U)
alrededor de p. Notamos al conjunto de vectores tangentes cinéticos a M en p, T,M y
definimos de la manera usual al fibrado tangente cinético TM = U,epm TpM que tiene
estructuras de variedad y de fibrado definidas de la forma usual. A la proyeccién en M
la llamamos 7t7ys. A estos objetos los llamaremos en general, vectores tangentes, espacio
tangente y fibrado tangente (omitiendo la aclaracién de que se trata del cinético).

Observacion 1.6. El espacio tangente cinético es canénicamente isomorfo al espacio lo-
calmente convexo E en el que se modela a M. Ese isomorfismo viene a través de la
identificacion entre la clase de una curva vy y el valor de (¢ o 7)’(0) que es un elemento
de E.

A continuacién dotamos al espacio C®(M, E) de una estructura localmente convexa.
La intencion de esta definicion es poder definir derivaciones continuas en C*(M) y asi
poder contruir el fibrado tangente operacional. En la siguiente seccién, sin embargo,
trabajaremos con mayor profundida sobre las topologias adecuadas para los espacios
de funciones.

Definiciéon 1.7. Para el espacio C®°(M, E) con E un espacio localmente convexo y M
compacta, definimos la topologia Whitney como la inducida por las seminormas

PLia(f) = sup Pu(D'(fo~")(x))
x€g(K)

donde P, es una de las seminormas de E, (¢, U) es una carta de M y K C U es un com-
pacto de M. De esta manera, la topologia Whitney de C*(M, E) lo dota con estructura
de espacio localmente convexo: para verificar esto nada mds hay que probar que la to-
pologia que definen estas seminormas hace continuas a las operaciones de producto por
un escalar y de suma de funciones. Més aun, se trata de un espacio de Fréchet pues con
esta topologia resulta completo y la familia de seminormas es numerable si M tiene base
numerable (por ejemplo, si M es una variedad en el sentido clésico).

Definicién 1.8. Sea p € M con M una variedad modelada en E un K-espacio vectorial
localmente convexo. Un vector tangente operacional a M en p es una derivacién sobre
ev, de C*°(M). Es decir, una funcién o : C*°(M) — K lineal, continua y tal que 9(fg) =
f(p)a(g) + g(p)a(f). Definimos el espacio tangente operacional y el fibrado tangente
operacional de forma andloga al caso de dimensién finita. También definimos campos
de vectores y el corchete de Lie entre campos de vectores en forma andloga al caso finito
dimensional.

Observacion 1.9. Todo vector tangente cinético es claramente un vector tangente ope-
racional: para ver esto consideramos una curva 7y : (—€,€) — M y la representamos
como una derivacién via y(f) = (f o )’(0). Sin embargo, no es verdad que estos dos
espacios sean isomorfos en general.
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Definicién 1.10. Sea f : M — N una funcién diferenciable entre variedades, entonces
dado un punto p € M tenemos una transformacién lineal inducida d,(f) : T,M —
T¢(,)N dada por dp(f)([a]) = [f o a]. Ademds tenemos una funcién diferenciable df :
TM — TN dada por df(p, [«]) = dp(f)([«]).

Espacios de funciones

En esta seccion examinaremos la topologia Whitney de los espacios de funciones
entre variedades. Estamos interesados en dotar de una topologia al conjunto C*(M, N)
formado por las funciones diferenciables entre dos variedades M y N. El objetivo es
alcanzar el estudio de los grupos de difeomorfismos de variedades compactas: estos
grupos de difeomorfismos son subconjuntos de C®°(M, N) y es de esperarse, debido a
su tamafio, que resulten variedades de dimensién infinita como las que definimos en la
seccion anteior.

Definicién 1.11. Sean M y N variedades en el sentido cldsico, es decir, finito dimensio-
nales. La topologia débil de Whitney en C"(M, N) es la generada por los subconjuntos:

N(f, K (¢, U), (¢, V), €)

que definimos como subbase de entornos abiertos de una funcién f : M — N para
(p,U) y (¢, V) cartas de M y N respectivamente y K C U un compacto de M tal que
f(K) C V. Estos subconjuntos estdn conformados por las funciones ¢ : M — N tales
que ¢(K) € V y ademas para todo x € ¢(K) y para todo k € {1,2,...,r} se tiene que

ID (¢fo 1) (x) — D(pge ()] <€

Con la topologia asi definida, un entorno de una funcién f queda dado por una in-
terseccion de finitos entornos subbdsicos como los arriba definidos. Esta topologia es
también llamada la topologia compacto-abierta C".

Definicién 1.12. La topologia fuerte de Whitney en C"(M, N) es la generada por los
subconjuntos:
N(f, D, K e)

que definimos como subbase de entornos abiertos de una funcién f : M — N para
® = {¢;, U;}ic A una familia localmente finita de cartas de M, K = {K;};co una familia
de compactos de M con K; C U; y ¥ = {¢;, V;}ica una familia de cartas de N tales
que f(K;) € V;y e = {€;} una familia de nimeros reales. Estos subconjuntos estan
conformados por las funciones g : M — N tales que g(K;) C V; y ademas para todo
x € ¢;(K;) y paratodok € {1,2,...,r} se tiene que

ID(¢if g 1) (x) — D (gigg; ) (x)| < e
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Las topologias débil y fuerte de Whitney se diferencian tinicamente en variedades
no compactas. Esto es debido a que su diferencia radica en que la topologia fuerte de
Whitney logra controlar el comportamiento de una funcién en el infinito mientras que
la débil no lo hace.

Proposicién 1.13. Las topologias débil y fuerte de Whitney coinciden en C"(M, N) si M es
compacta.

Demostracion. Es claro que los entornos subbasicos débiles son entornos subbésicos fuer-
tes por lo que alcanza con probar que todo entorno subbdsico fuerte es un abierto en la
topologia débil de Whitney. Para esto, notemos que toda familia localmente finita de
cartas en M es finita. En efecto, dada una familia localmente finita ® = {¢;, U; };cp de
cartas de M, consideramos, para cada punto x € M un entorno U, de x que interseque a
unicamente finitos de los U;. Como M es compacta y los (Uy)yep forman un cubrimien-
to por abiertos de M, podemos extraer un subcubrimiento finito Uy,, Uy,, ..., Uy,. Como
cada uno de los Uy, interseca a finitos de los U; y estos cubren a M, deben haber finitos
U;, como queriamos probar. Por tltimo, es claro que los entornos subbdsicos fuertes for-
mados por familias P finitas son interseccién de finitos entornos subbdsicos débiles vy,
entonces, abiertos en la topologia débil de Whitney. O

Estas topologias nos permiten definir una topologia en C*(M, N) como la inducida
por las topologias recién definidas. Tenemos entonces:

Definicién 1.14. La topologia C*® de Whitney débil es la topologia inicial en C*(M, N)
con respecto a la familia de inclusiones i, : C*°(M,N) — C"(M, N) con r € N donde
C"(M, N) es un espacio topolégico con la topologia débil de Whitney. Andlogamente
definimos la topologia fuerte C* de Whitney. Es claro que ambas coinciden en el caso
en que M es compacta.

Observacion 1.15. Sea M una variedad modelada en un espacio localmente convexo E.
Es claro que X(M), el conjunto de campos de vectores diferenciables sobre M, es un sub-
conjunto de C*(M, TM) y en un abierto trivializante U C M se puede identificar con
el espacio C*(U, E). Como C®(U, E) es un espacio localmente convexo, resulta que el
espacio X(M) recibe una estructura localmente convexa. Si ademas la variedad es com-
pacta, podemos tomar un cubrimiento finito por abiertos trivializantes y obtener que
X(M) es un espacio de Fréchet: en efecto, la cantidad de seminormas serd numerable
por tratarse de una cantidad numerable de seminormas en cada abierto del cubrimiento
elegido (y ser una coleccién finita de abiertos). En variedades arbitrarias, con un po-
co mds de esfuerzo se puede dotar de estructura de espacio de Fréchet al conjunto de
campos de vectores en M con soporte compacto X¢(M).

Las siguientes proposiciones afirman que ciertos subconjuntos del espacio de fun-
ciones diferenciables entre dos variedad son abiertos en la topologia de Whitney. Mas
adelante sera de utilidad saber que los difeomorfismos entre dos variedades forman un
abierto, pues lo usaremos para darle estructura de variedad al grupo de difeomorfismos
de una variedad compacta. Esa proposicion es la tltima de las que figuran a continua-
cion.
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Proposicién 1.16. Dadas M, N variedades de dimension finita, el conjunto Inm" (M, N) de
inmersiones de M en N, de clase C", es un abierto de C" (M, N) en la topologia fuerte de Whitney,
sir > 1.

Demostracién. Primero notemos que Inm"(M, N)=Inm'(M,N) N C"(M,N) por lo que
basta ver el resultado para el caso en que 7 = 1. Sea entonces f € Inm!(M, N), construi-
remos un entorno de f formado por inmersiones C! de M en N. Consideramos algtin
atlas de N que podemos notar ¥ = {3, Vg } gecp y un atlas @ = {¢y, Uy foca de M tal que
todos los U, tengan clausura compacta y que ademds, para cadaw € A, f(U) C Uﬁ(a)
para algtn B(a) € B. Sea entonces ¥ = {¢y, Vi }aca la familia de cartas de N dada por
los Viy = Vi, y consideremos un cubrimiento por compactos de M dado por una familia
K, que satistaga que K, C U,. Sea ahora

Aw = D(@uf i) ($a(Ka)) = {D(paftpz ') (%) : x € Yu(Ka)} © L(R",R")

Es claro que A, es un conjunto compacto de L(IR”,IR") que esta contenido dentro del
abierto en L(IR™,R") formado por los operadores inyectivos, pues f es una inmersion.
Entonces, por el lema del tubo, existe una familia de nameros reales {€,} que satisface
que [|[T -S| < exy T € A, implica S inyectivo. Luego el entorno subbdsico de f dado

por
N(f,e,¥,Ke)

con K = {K,} y € = {e,} satisface que estd formado tnicamente por inmersiones C! de
Men N. [

Con una demostracién similar se puede obtener un resultado sobre el conjunto de
submersiones de M en N.

Proposicién 1.17. Dadas M, N variedades de dimension finita, el conjunto Sub” (M, N) de
submersiones de M en N, de clase C', es un abierto de C"(M,N) en la topologia fuerte de
Whitney parar > 1.

Con una demostracién un tanto més técnica se puede probar la siguiente proposi-
cion. Para una demostracion detallada ver [H].

Proposicién 1.18. Dadas M, N variedades de dimension finita, el conjunto Emb" (M, N) de
embeddings de M en N, de clase C", es un abierto de C" (M, N ) en la topologia fuerte de Whitney
parar > 1.

Otro abierto en la topologia Whitney esta formado por las funciones propias entre
dos variedades.

Proposicién 1.19. Dadas M y N variedades de dimension finita, el conjunto Prop” (M, N) de
funciones C" propias de M en N es un abierto de C" (M, N) en la topologia fuerte de Whitney si
r>0.

Demostracién. Sea f : M — N propia. Sea ® = {¢;, U; };cx una familia localmente fini-
ta de cartas de M tal que los U; tienen clausura compacta y sea {K;};ca un cubrimiento
por compactos de M tal que K; C U;. Construiremos un atlas de f(M), ¥ = {¢;, Vi}iea
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localmente finito y tal que f(U;) C V;. Comenzamos entonces con un atlas cualquiera de
f(M) subordinado al cubrimiento por compactos f(K;) y tratamos de construir uno que
sea localmente finito. Primero debemos probar que la familia f(K;) es localmente finita.
Esto se debe a que f es propia: en efecto, dado un punto cualquiera x en f(K;,) tomamos
un entorno de y que llamamos Uy, con clausura compacta en N. La preimagen de U, por
f es un compacto de M. Para cualquier punto x € f!(Uy,) tenemos un entorno que
lo llamamos U, que interseca tnicamente finitos compactos K; y como f _1(Uy) es un
compacto podemos extraer un subcubrimiento finito de estos entornos. Luego, f ' (U,)
interseca solo finitos compactos K; y en particular Uy interseca tan solo finitos de los
f(K;). Esto prueba que la familia f(K;) es localmente finita. Ahora buscaremos entornos
abiertos de los f(K;) que sigan siendo localmente finitos y que estén contenidos en los
abiertos del atlas ¥ subordinado a f(K;) que tomamos en un principio. Una manera de
hacer esto es considerar cualquier métrica riemanniana en N y utilizarla para engordar
los compactos en abiertos suficientemente chicos para que preserven la finitud local y
ademads sigan estando incluidos en los respectivos abiertos del atlas. Esto nos da un atlas
Y = {V;}ica que es localmente finito y tal que f(K;) C V; paratodoi € A. Con este atlas
construido, consideramos un entorno de f que esté conformado por funciones g que sa-
tisfacen que g(K;) C V; para cadai € A. Afirmos que este entorno estd conformado por
funciones propias. En efecto, basta tomar un compacto L C N y probar que g~ '(L) es
compacto. Observemos que L interseca inicamente a finitos de los V;, dado que estos
forman un cubrimiento localmente finito, por lo que la preimagen de L por g estard cu-
bierta por finitos de los compactos K; en M y al ser un cerrado contenido en una unién
finita de compactos, resulta compacto. Esto completa la demostracion. O

Finalmente, obtenemos como corolario de las tltimas proposiciones que los difeo-
morfismos entre variedades conforman un abierto.

Proposicion 1.20. Dadas M, N variedades de dimension finita, el conjunto Diff (M, N) de
difeomorfismos de M en N, de clase C', es un abierto de C"(M, N) en la topologia fuerte de
Whitney.

Demostracién. Esta demostracién se basa en la observacion siguiente: los difeomorfis-
mos de M en N son exactamente las funciones diferenciables que son submersiones,
embeddings y propias entre M y N. Podemos asumir que tanto M como N son conexas
pues un difeomorfismo f establece una biyeccién entre componentes conexas y posee un
entorno que establece la misma biyeccién. Es claro que si f es un difeomorfismo enton-
ces es una submersion y un embedding. Para ver que los difeomorfismos son propios,
basta notar que son cerrados y que tienen fibras finitas (es méas, de cardinal 1). Para ver
que vale la igualdad notemos que si una funcién es submersién entonces tiene imagen
abierta, mientras que las funciones propias tienen imagen cerrada. Por la conexién de N
esto demuestra que f es sobreyectiva y al ser un embedding, resulta un difeomorfismo.
Con la afirmacién probada, sélo resta notar que las submersiones, los embeddings y las
funciones propias son abiertos por lo demostrado anteriormente y luego, Diff" (M, N),
es interseccion de tres abiertos en la topologia fuerte de Whitney. O
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Grupos de Lie en dimension infinita

Definicién 1.21. Un grupo G que tiene estructura de variedad diferencial modelada en
un espacio localmente convexo tal que el producto y la inversién resultan diferenciables
se dice un grupo de Lie localmente convexo. Definimos morfismos de grupos de Lie co-
mo morfismos de grupos diferenciables.

Del mismo modo que usualmente lo hacemos, podemos definir campos de vectores in-
variantes a izquierda y obtener el dlgebra de Lie de un grupo de Lie localmente convexo.

Hablaremos ahora de algunas de las principales diferencias que surgen de considerar

grupos de Lie en dimensién infinita y, en particular, en espacios de Frechét o localmente
convexos: el mapa exponencial.
El mapa exponencial es una herramienta fundamental de la teoria de Lie finito dimen-
sional y es natural preguntarse si forma parte de la teorfa de grupos de Lie localmente
convexos. La existencia de dicha aplicacién, asi como su unicidad, son consecuencia
del teorema de Piccard que establece la existencia y unicidad de soluciones a ecuacio-
nes diferenciales ordinarias en espacios euclideos de dimensién finita. No es dificil ver
que este teorema puede extenderse a espacios de Banach, debido a que sigue valiendo
el teorema del punto fijo de Banach, que es la principal herramienta para demostrar-
lo. Esto nos muestra que definir un mapa exponencial en grupos de Lie-Banach puede
hacerse de un modo completamente anédlogo al caso de dimension finita. Para grupos
modelados en espacios de Fréchet no contamos con esta suerte: el teorema de Piccard
para ecuaciones diferenciales ordinarias no es valido y existen ecuaciones ordinarias
sin soluciones, asi como existen con multiples soluciones. Esto conduce a la definicién
siguiente

Definicién 1.22. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Llamamos a una funcién
suave expg : g —> G un mapa exponencial para G si para cada x € g la curva v, (t) =
expg(tx) es un grupo a un parametro que satisface v, (0) = x.

Con la ayuda de una herramienta llamada derivada logaritmica se puede probar un
lema de unicidad que permite establecer que todo grupo de Lie tiene a lo sumo un mapa
exponencial. Los detalles sobre esta demostraciéon pueden ser encontrados en el Lema
I1.3.5 de [N]. Esto nos conduce a la definicién de grupos de Lie regulares.

Definicién 1.23. Decimos que un grupo de Lie G es regular si admite una aplicacién
exponencial.

No ahondaremos en criterios de regularidad ni en cuestiones delicadas sobre la exis-
tencia de grupos de Lie no regulares y por ese mismo motivo no demostraremos el lema
de unicidad recién mencionado: nos alcanza con saber que todos los grupos de Lie con
los que trabajaremos en esta tesis son regulareﬂ

!La definicién de grupo de Lie regular es en realidad mas relajada que la que hemos dado ac4 aunque
para ambas definiciones vale la siguiente afirmacién: no se conocen grupos de Lie no regulares. Para mas
informacién ver [Mi Kr2].
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El siguiente teorema es fundamental para obtener estructuras de grupos de Lie a par-
tir de una estructura local.

Teorema 1.24. Sea G un grupoy U C G un subconjunto tal que U = U1, Asumamos ademis
que U es una variedad modelada en un espacio E localmente convexo tal que:

w Existe un entorno de la unidad V. C U tal que V.= V-1 y V-V C U tal que la
multiplicacion my : V. x V.— U es suave.

1

» Lainversion y : U — U, u — u™ " es suave.

» Para todo § € G, la conjugacion cg : G — G, h — ghg™! satisface que existe un
entorno de la unidad Vo C U tal que Vg*1 = Vg, ce(Vy) CUyquecy : Vo — Ues
diferenciable.

Entonces existe una tinica estructura de grupo de Lie en G para la cual existe un entorno de la
unidad Uy C U tal que la inclusion Uy — G induzca un difeomorfismo con un abierto de G.
Ademdas, si G estd generado por V la tercera condicion puede omitirse.

Demostraciéon. Sea A C V un abierto y vy un elemento tal que v9A C V. Notemos que
voA es el conjunto de los v € V tales que v, v € A, que resulta un abierto por la
primer hipétesis. Mds aun, la primer hipétesis establece que las aplicaciones f : A —
vpA dada por multiplicar a izquierda por vy y g : vpA — A dada por multiplicar a
izquierda por el inverso de vy son biyecciones inversas y diferenciables por lo que vy A
es difeomorfo a A.

Elijamos un entorno W C V que sea el dominio de alguna carta de U y tal que
W =W~y W3 C V. Llamemos (W, ¢) ala carta que dijimos que existfa, con dominio
W. Para cada § € G, sea ¢y : gW — E dada por I — ¢(g'h). Afirmamos que
estas funciones son cartas compatibles para G. Sean g1, ¢> € G dos elementos diferentes
con g1W N W # @. Esto implica que g, 'g1 vy 1 ¢, son elementos de W y por lo
probado anteriormente (dado que W? C V) resulta que g; 1o, W es un abierto y luego
Wngr o)W es un abierto, por ser interseccién de abiertos. Dado que Pq, (GIWNGW) =
@(W N gy 'g2), resulta que ¢g,(g1W N goW) es un abierto de E y ademds, basta notar
que ¢g, © gog_ll D 9e (SIW N 2W) — ¢, (81W N g2W) es la funcién gy, © q)éjll(x) —
¢(g287 '9~1(d)) que es diferenciable por las hip6tesis 1y 2.

Sea go € G. Notemos que la aplicacion g, : G — G dada por la multiplicaciéon a
izquierda por gy es diferenciable. En efecto, sea ¢ € G entonces tenemos que @g,¢ © pig, ©
goéjl(x) = 0g09(8089 (%)) = ¢(¢~(x)) = x y laidentidad es claramente diferenciable.
Resta verificar que la multiplicacion y la inversién son diferenciables. Para esto, basta
encontrar para cada g € G un entorno abierto de la unidad tal que la aplicacién (g, 1) —
¢~ 'h sea diferenciable en ese entorno de la unidad y un entorno abierto de la unidad en
el que la conjugacion por g resulte diferenciable. Ambas condiciones se cumplen por las
hipétesis 1y 3y lo ya demostrado. Para ver que U es un abierto de G con esta estructura
de variedad, alcanza con notar que para todo u € U existe un entorno abierto A C W
de la unidad tal que uA C U por la primer hipétesis.

Para la unicidad notemos que el atlas asi construido para G es un atlas de cualquier
estructura de variedad que pueda llevar G en la que U sea un abierto. O
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Una aplicacién natural de este teorema es la de brindarle estructura de variedad a
los espacios C"(M, N) cuando M es de dimension finita y N es un grupo de Lie. Es-
ta estructura de variedad es compatible con la topologia débil de Whitney y hace de
C"(M, N) un grupo de Lie con la estructura dada punto a punto. No demostraremos es-
ta aplicacion pues nuestro objetivo es brindarle una estructura de grupo de Lie al grupo
de difeomorfismos de una variedad pero no con su estructura punto a punto, sino con
la composiciéon. Dejamos la construccién de la estructura de variedad correspondiente
para el segundo capitulo.

La accién coadjunta

Todo grupo de Lie tiene dos acciones distinguidas: la adjunta y la coadjunta. Sera
de vital importancia para el resto del texto comprender la segunda de estas dos. Para
esto comenzamos con algunas definiciones elementales que resultaran familiares para
cualquier persona interiorizada en teoria de representaciones.

Definicién 1.25. Una representaciéon de un grupo de Lie G en un espacio vectorial V es
una accién ¢ : G X V — V lineal y diferenciable. (Asumimos, en este caso, que V es
un espacio vectorial topolégico.)

Definicién 1.26. Sea ¢ € G y sea ¢y : G — G la conjugacién por g, es decir, cg(h) =
ghg~1. Sea Ad, la diferencial de cq en la identidad que es un automorfismo del 4lgebra
de Lie g de G. Decimos que el mapa Ad : G — Aut(g) dado por Ad(g) = Adg es la
representacion adjunta de G en g.

Definicién 1.27. Una representacioén de un algebra de Lie g en un espacio vectorial V es
un morfismo de élgebras de Lie ¢ : g — End(V) donde End(V) estd equipado con el
corchete dado por el conmutador.

Definicién 1.28. La diferencial en la identidad de la representaciéon adjunta de un grupo
de Lie G nos da una representacién de su algebra de Lie en ella misma que llamamos
representacion adjunta y notamos ad : g — End(g) dada por ad(x)(y) = ad.(y) =

deAd(x)(y).

Vale el siguiente resultado que se encuentra en cualquier libro cldsico sobre represen-
taciones de 4lgebras de Lie.

Proposicién 1.29. La representacion adjunta de un dlgebra de Lie en si misma coincide con el
corchete de Lie de la siguiente manera ady(y) = [x, y|.

La Definiciéon merece algunas palabras especiales para el caso en que el dlgebra
de Lie g no es un espacio de Banach. En efecto, en este caso Aut(g) no tiene estructura
de grupo de Lie por lo que no podemos considerar la diferencial de la representacion
adjunta del grupo para obtener una representacion del algebra. Sin embargo, vale la
siguiente observacion: Aut(g) es un subgrupo de Diff(g) por lo que podemos considerar
la diferencial de Ad vista como una funcién con codominio en Diff(g), que si posee
estructura diferenciable. En este contexto también vale la Proposicién[1.29]



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

Como dijimos al inicio de la seccion, hay dos representaciones fundamentales pa-
ra el estudio de un grupo de Lie o de un algebra de Lie. A continuacién definimos la
representacion coadjunta en un grupo de Lie que se obtiene como dual de la represen-
tacion adjunta ya definida. Naturalmente, esta representacién induce via diferenciacién
una representacion en el algebra de Lie de G que también llamaremos representaciéon
coadjunta. A partir de ahora, denotamos por g* al dual de g, es decir, al conjunto de
funcionales f : g — R lineales y continuas.

Definicién 1.30. Sea G un grupo de Lie. La representaciéon coadjunta de G en g* viene
dada por Ad* : G — End(g*) de modo tal que Ad*(g)(¢) = Adg(¢) : x — §(Adg(x)).

Es decir, si notamos por (,) al pairing entre g* y g, entonces Ad* queda definida por la

relacion:
(Adg(S),x) = (G, Adg1(x)).

Notacién: A partir de ahora, notamos con ( , ) al pairing entre el dual de un algebra
de Lie y esta algebra.

Definicién 1.31. Sea g el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G. El diferencial de la re-
presentacion coadjunta de G en la identidad induce una representacién de g en g* que
llamamos representacioén coadjunta y notamos ad*. Explicitamente, en un determinado
vector X € g vale la relacion:

(adx(¢), Z) = —(C,adx(Z))

Si bien la definicién anterior nos da una nocién de representacion coadjunta sobre el
dual de un élgebra de Lie, en general, cuando nos referimos a esta representacion habla-
mos de una subrepresentaciéon adecuada. El motivo de mirar en realidad una restriccién
de esta accién sobre un subconjunto de g*, es que en general g* no resulta un espacio de
Fréchet (atin cuando g si lo sea).

Definicién 1.32. Llamamos dual suave de g a un subespacio Fréchet g; de g* invariante
por la accién de G, y tal que el pairing entre g; y g satisface que tanto para todo X € g
hay un elemento ¢ € g} tal que ¢(X) # 0 como que para todo ¢ € g existeun X € g
tal que ¢(X) # 0. Estas dos condiciones nos permiten establecer la accién coadjunta de
g en g; de forma tnica via la misma definicién que en g*. Durante el resto de la tesis
omitiremos el subindice s y cada vez que nos refiramos a g* estaremos hablando del
dual suave de g.

Como nosotros nos encaminamos a trabajar con un 4lgebra en particular no desarro-
llaremos ejemplos de la construcciéon del subespacio g; adecuado para diferentes alge-
bras de Lie: en general, para cada algebra el subespacio construido obedece a particula-
ridades del caso especifico. Para el dlgebra de Virasoro, que es con la que trabajaremos,
una construccién especifica de su dual suave se dara en el Capitulo 4.

Definicién 1.33. Llamamos 6rbitas adjuntas y coadjuntas a las 6rbitas por la acciéon ad-
junta y coadjunta de un grupo de Lie G respectivamente.
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Extensiones de grupos y algebras de Lie

En esta seccién definiremos extensiones centrales de grupos y algebras de Lie, y es-
tudiaremos sus relaciones con la cohomologia del dlgebra en cuestiéon. Consideraremos
todas las dlgebras de Lie en esta seccion como algebras sobre un mismo cuerpo K de
caracteristica cero que serd en los ejemplos siempre C o IR.

Definicién 1.34. Sean g y h algebras de Lie. Decimos que g es una extension de g por
si existe una sucesion exacta corta de dlgebras de Lie de la forma

0—bh g~ > 0

> g
Una extension de g por b se dice central si i(h) C Z(g), es decir, si [i(h),g] = 0 para
todoslosg € gyh € b.

Observaciéon 1.35. Como se trata de una sucesion exacta de espacios vectoriales, es
split y luego tenemos una seccién de 7t a la cual llamaremos ¢. De este modo pode-
mos identificar g con h x g. Consideremos, dados x,y € g el elemento de g dado por
o([x,y]) — [o(x),0(y)]. Es claro que este elemento forma parte del niicleo de 7 por lo
que existe un elemento w(x,y) € h que satisface i(w(x,y)) = —c([x,y]) + [o(x), 0 (y)].
De este modo, obtenemos que el corchete en g toma la forma de

(%) +i(a),o(y) +i(b)] = [0(x),0(y)] = i(w(x,y)) + o ([x,y])

que podemos escribir mas comodamente como

[(x,a), (y,0)] = ([x,y], w(x,y))-

Observacion 1.36. Por la identidad de Jacobi obtenemos que para cualesquiera x,y,z €
g tenemos que i(w([x,y],z)) +i(w(ly,z],x)) +i(w(]z, x],y)) = 0y luego por la inyecti-
vidad de i y su linealidad, debe cumplirse que w([x, y],z) + w(ly, z], x) + w([z, x],y) = 0.
Esto conduce a la siguiente definicién.

Definicién 1.37. Decimos que w : g x g — b es un 2-cociclo en g a valores en  si
satisface que w([x,vy],z) + w(ly, z],x) + w([z, x],y) = 0 para cualesquiera x,y,z € g,y
ademas, w es continuo.

Del modo usual definimos los cobordes y el segundo grupo de cohomologia.

Definiciéon 1.38. Un 2-cociclo w en g a valores en h se dice un 2-coborde si existe un
mapa lineal « : g — b tal que w(x,y) = a([x,y|) para todos los x,y € g.

Definicién 1.39. El segundo grupo de cohomologia es el cociente entre el espacio de los
2-cociclos y el de los 2-cobordes. Lo notamos H?(g; h).

La préxima definicién nos brinda una nocién de equivalencia entre extensiones cen-
trales de un algebra de Lie. Inmediatamente después enunciamos un teorema clésico de
clasificacion para estas clases de equivalencia que establece que las clases de equivalen-
cia de extensiones centrales estdn en biyeccién con el segundo grupo de cohomologia de

g.
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Definicién 1.40. Dos extensiones g; y g» de g por h son equivalentes o isomorfas si existe
un isomorfismo de algebras de Lie ¢ : g7 — g tal que haga conmutar el siguiente
diagrama.

7

e}

g
Jo

1
¢
e g > 0

0 yh — g
, 2

lid
0——bh—25g

~

Observacion 1.41. Dos extensiones centrales equivalentes se corresponden a un mismo
cociclo si elegimos la seccién adecuada para cada proyeccién. Esto nos dice que dos
extensiones centrales son isomorfas si son la misma a menos de un “cambio de coorde-
nadas”.

Teorema 1.42. El espacio de clases de equivalencia de extensiones centrales de g por b estd en
biyeccion con H?(g; b), el sequndo grupo de cohomologia de g a coeficientes en b.

Demostracion. Primero veremos que si dos extensiones centrales son equivalentes en-
tonces los cociclos que inducen son iguales en cohomologia. Sean b, g dlgebras de Lie y
consideremos dos extensiones centrales de g por h como en el siguiente diagrama.

yst

i
0 s h—— o > g s 0
lid l?b lid
0 s h— g —2 g > 0

Consideremos una seccién ¢ de 711 y sea 03 la seccién de 71, dada por 0 = ¢ o 0. Sean
[, 1y [, ]2 los corchetes de las respectivas extensiones. Tenemos que

i1(Co (v, y)) = a1 ([, y]) = [ (x), 1 (y)]a

y andlogamente para ip. Ademas, aplicando a la igualdad anterior la funcién ¢ y usando
la conmutatividad del diagrama obtenemos que

i2(Cor (v, y)) = (¢ o 1) ([x,y]) = ¢([o1(x), 01 (y) 1) = 0a([x, y]) = [02(), 02(y)]2-

Motivo por el cual ir(Co, (x, 1)) = i2(Cs,(x,y)) y luego por la inyectividad de i obtene-
mos que los cociclos coinciden.

Veamos ahora que dos extensiones construidas con cociclos cohomélogos resultan equi-
valentes. Supongamos que C1(x,y) = Ca(x,y) + t([x, y]) son dos cociclos cohomologos
a valores en h con T : g — b lineal. Consideremos las dos extensiones centrales g1 y g»
que se obtienen de la forma g; = g @ b con el corchete [(x,a), (v,b)]; = ([x,y],Ci(x,y)).
Estos corchetes definen estructuras de dlgebra de Lie en g; y g» que resultan extensiones
centrales de g por h. Probaremos que estas dos extensiones son equivalentes. Defini-
mos ¢ : g1 — go dada por ¢(x,a) = (x,a — 7(x)). Esta definicioén de ¢ es lineal, hace
conmutar el diagrama y ademads resulta morfismo de dlgebras de Lie pues

¢([(x,a), (y,0))1) = ¢(([x, y], C1(x,¥))) = ([x,y], Ci(x,y) = T([x, y])) = ([x,y], Ca(x,y))

que es exactamente [(x,a), (v,b)],. Ademads es isomorfismo pues su inversa es (x,a) =
(x,a+ T(x)). Esto prueba que las dos extensiones asi construidas son equivalentes. [
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Hay ciertas extensiones centrales de dlgebras de Lie que nos interesaran especialmen-
te.

Definicién 1.43. Una extension central de g

7T

0—bh—55-"5g9-—0

se dice universal si para toda extension central

/

0 h g g —0

existen dos morfismos tnicos de dlgebras de Lie ® : § — gy ¢ : h — b’ tales que
mHod=nyi'op==>oi.

Observacién 1.44. Si un dlgebra de Lie admite una extension universal central entonces
esta es tinica salvo isomorfismo. No es cierto, sin embargo, que toda dlgebra de Lie
admita una tal extensién universal, aunque el siguiente resultado nos brinda un criterio
suficiente para que esto suceda.

Teorema 1.45. Un dlgebra de Lie g perfecta (es decir, una tal que [g, g] = g) admite una exten-
sion central universal.

Demostracién. Construyamos la extension central universal correspondiente. Para eso
sea E = A?(g) el espacio de 2-tensores contravariantes antisimétricos en g. Sean E' =
{Zl’f:l X A Yi| Zzzl[xk, yx] = 0} y E” el subespacio generado por los elementos de la
forma

X,y ANz+ [z, x] ANy + [y, z] A x

Tenemos que E” es un subespacio de E’ por la identidad de Jacobi y podemos definir
entonces a = E'/E”" ya = E/E”. Sea p : E — a la proyeccién al cociente y sea
c:gxg—> aelcociclo dado por c(x,y) = p(x Ay). Este cociclo genera entonces una
extension central de la forma

que satisface que si
0—h—F—>g—0

es otra extension central de cociclo ¢ entonces el morfismo ¢ : @ — b dado por p(x A
y) = ¢(x,y) induce un diagrama conmutativo de extensiones centrales de 4lgebras de
Lie. La dificultad radica en probar la unicidad pues esta no es cierta en general y aqui es
donde debemos apelar a la hipoétesis sobre g. Consideremos g N [g,g] = g. Obtenemos
entonces por restriccién una nueva extension central

0—d—g 5g—0

donde @ = gNa. Lo primero que veremos es que @ = a. En efecto, dados (xx, yx)k=1,..p
tales que ZZZI [xr, yx] = 0 notemos que tenemos la igualdad en §:

[(xx,0), (¥, 0)] = ([xx, y&l, P(xx A Y1)
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que nos dice, sumando sobre todos los k

p p

> [(x,0), (v, 0)] = (0, }, p(xk Ae))

k=1 k=1
y luego E'/E" = a C [g, 3], por lo que a = @. Esto nos dice que la extension que hemos
construido es de la forma

i o~ 7

0—E/E' —3g—g—0.

Ahora bien, el morfismo ¢ : @ — b dado por p(x Ay) = c(x,y) que definimos anterior-
mente, se restringe a un morfismo ¥ : a — h y este morfismo induce sobre cualquier
otra extension central un diagrama conmutativo de la forma

ysi

0—— E'/E' -5 3 ' g > 0
lllf lﬂb lid
0 v h—2 5§ g > 0

por lo que resta ver la unicidad de ®. Supongamos entonces que tenemos dos funcio-
nes @1, &, que hacen conmutar el diagrama de arriba. Para todos los x,y € g tenemos
entonces que

(@1 — @2) ([, y]) =P1([x,y]) — Pa2([x,y])
[@1(x), D ( )] = [@2(x), D2(y)]
=[®1(x) — P2(x), P1(y)] — [P2(x), P1(y) — P2(y)] =0

pues ®1(x) — Oy(x) y P1(y) — P2(y) son centrales. Esto prueba que &, y P, coinciden
sobre conmutadores y luego, sobre toda g. O

De un modo similar al ya analizado con las algebras de Lie, se pueden estudiar las
extensiones centrales de los grupos de Lie y sus extensiones centrales universales.

Meétricas en variedades infinito dimensionales

En esta seccion trabajaremos con métricas de Riemann definidas en variedades de
Fréchet. Los objetivos son sefialar las principales diferencias que se presentan con el
caso finito dimensional al considerar la topologia inducida por la distancia intrinseca a
la métrica.

Definicién 1.46. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que g es una métrica de
Riemann en M si es una seccién diferenciable del fibrado

T"M®@T*M — M

que satisface:
- g es simétrico, es decir, g,(X,Y) = gp(Y, X) para todo punto p € M y todo par de
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vectores tangentes cinéticos X, Y € T, M.

- g es definido positivo, es decir, g,(X, X) > 0 para todo punto p € M y todo vector
tangente cinético en T, M.

- ¢ es no degenerado, es decir, g,(X,X) = 0 tnicamente en el caso en que X = 0.
Notaremos (-, -), = gp(-, -).

Definicién 1.47. Decimos que una métrica de Riemann es fuerte si para cada punto
p € M la contraccién

gp: TyM — TiM
X — gp(X,*)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En el caso contrario diremos que la métrica
es débil.

Observacion 1.48. Las métricas de Riemann débiles inducen un monomorfismo de es-
pacios vectoriales, por lo que en el caso finito dimensional toda métrica de Riemann
es fuerte. Notemos que tan solo podemos esperar tener métricas fuertes en variedades
modeladas por espacios vectoriales reflexivos: mds atin, por espacios de Hilbert.

Observacion 1.49. Una métrica riemanniana débil no necesariamente induce una cone-
xién de Levi-Civita en la variedad. Para més informacién sobre la geometria diferencial
de estas métricas ver [Bru] o [KI].

Definicién 1.50. Dada (M, g) variedad riemanniana, definimos la longitud de una curva
«:[a,b] — M como

Long(a) = [ /o (@ (1), (1)d

Ademas, la nocién de longitud para las curvas en M nos brinda una métrica interna en
la variedad. En efecto, dados x, y dos puntos que se encuentran en la misma componente
arcoconexa de M podemos definir:

d(x,y) = inf{Long(a)| a : [a,b] — M «(a) =x, a(b) =y}

donde el infimo es tomado sobre el conjunto de curvas que unen x con y.

Esta distancia dota a M de una topologia que denotamos 7,. Recordemos que todas las
normas en un espacio vectorial de dimensioén finita son equivalentes, por lo que todas
las topologias inducidas por métricas de Riemann en variedades de dimensién finita
inducen la misma topologia y esa topologia ademas coincide con la de la variedad. Una
diferencia fundamental con respecto a las variedades de Fréchet, es que esta topologia
no es necesariamente la misma que la topologia original de M (mds atn, no lo es en
ningun caso pues si asi lo fuera, el espacio vectorial modelo seria un espacio de Banach)
y luego debemos diferenciarlas. Sin embargo, si es cierto que esta topologia es mds fina
que la original de la variedad y esto es consecuencia inmediata de la continuidad de
g (que induce la continuidad de d). La otra diferencia que debemos destacar es que la
métrica d en el caso finito dimensional es siempre no degenerada mientras que en el caso
Fréchet puede darse d(x,y) = 0 mientras que x # y. Para un ejemplo de esta patologia
ver [Mi Mul].
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Calculo de variaciones

A continuacién desarrollaremos algunos rudimentos del calculo de variaciones. La
intencion es allanar el camino hacia la demostraciéon del teorema de Euler Arnold que
daremos en el Capitulo 2. A lo largo de este capitulo trataremos de desarrollar un anélo-
go al célculo diferencial para encontrar extremos de ciertas funcionales. Cuando deci-
mos funcional, nos referimos a cualquier funcién cuyo dominio sea un espacio de fun-
ciones y llegue al cuerpo de los ntimeros reales. Primero necesitamos algunas definicio-
nes.

Definicién 1.51. Sea R(X) un espacio de funciones definidas en un dominio X (por
ejemplo el de las funciones continuas en X o el de las C® en X) y sea || - || una norma en
R(X). Decimos que una funcional | : R(X) — R es continua si para todo € > 0 existe
un § > 0 que satisface |J(x) — J(y)| < € siempre que ||x — y|| < .

El siguiente lema se conoce como el lema fundamental del célculo de variaciones.

Lema 1.52. Sea f € Cla,b] y supongamos que f: fg dx = 0 para toda § € Cla,b] con
g(a) = g(b) = 0. Entonces f(x) = 0 para todo x € [a, b].

Demostracién. Supongamos que f(x) # 0 para cierto x € [a,b]. Sin pérdida de genera-
lidad, digamos que f(x) > 0. Por continuidad f es positiva en un subintervalo [x1, x3].
Luego, si consideramos la funcién g(x) = (x — x1)(xp — x) para todo x € [xq,x2] y
¢(x) = 0 fuera de [x1, x2] tenemos que g satisface las hip6tesis del lema y ademds

b X2
/ fgdx:/ Fadx >0
a X1

pues el integrando es positivo. Esto contradice la hip6tesis sobre f. O

Definicién 1.53. Sea J[y] un funcional en un espacio vectorial normado de funciones.
Sea AJ[h] = J(y +h) — J(y) el incremento del funcional ] en la funcién y(x). AJ es un
funcional. Decimos que | es diferenciable si existe un funcional ¢ lineal que satisface
AJ[h] = ¢[h] + €]||h|| con € — 0 cuando ||| — 0. En ese contexto decimos que ¢ es la
variacién de | y la notamos 6][h] (notar que depende de dos variables: y(x) y h(x)). La
variacion de un funcional | diferenciable es tinica:

Teorema 1.54. La variacion de un funcional | es tinica.

Demostracién. Supongamos que la variacién de un funcional no estd definida de forma
Unica y sean ¢y, ¢ dos posibles variaciones de un funcional J. Tenemos por definicién
entonces que

AJh] = ¢1[h] + ex|h]]
AJh] = ¢2[h] + €2 |h]|

con €; — 0 cuando ||h|| — 0. Si restamos las dos igualdades tenemos que (¢1 — ¢2)[h] =
e3||h|| cones — 0si ||| — 0. Esto prueba que ¢1 — ¢, es un funcional lineal que satisface

(91 — ¢2)[H]
[ 7]l

—0



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18

cuando ||k]| — 0. Como la tnica funcional lineal que satisface esta tltima relacion es la
funcional nula, esto prueba que ¢; = ¢;. [

Definicién 1.55. Decimos que una funcién y es una extremo de un funcional | si hay
un entorno de y (en el espacio de funciones en que definimos J) tal que J(y) — J(¥) no
cambia de signo para i/ en el entorno elegido.

Vale el siguiente resultado, que es un andlogo al teorema de Fermat para funciones
diferenciables en R”. Su demostracién es muy sencilla y utiliza exactamente las mismas
ideas que la demostracién del teorema de Fermat por lo que no la incluiremos.

Teorema 1.56. Si y(x) es una extremo de una funcional diferenciable | entonces la variacién de
J en y es la funcional nula, es decir 5] [h] = O para toda h posible.

A partir de ahora nos centraremos en funcionales de la forma

b
J0) = [ Fey(,y (), yla) =4, y(b) =B

donde los valores a, A, b y B estan fijos para los problemas que consideraremos: por eso
mismo hablamos de problemas variacionales con extremos fijos. Una teoria més general
sobre problemas variacionales con extremos variables se puede desarrollar sin mayores
dificultades pero para el objetivo de esta tesis comprender problemas con extremos fijos
serd mds que suficiente. La siguiente construccion es el objeto central de esta seccion: se
trata de la contrucciéon de la derivada variacional.

Consideramos entonces un problema variacional de extremos fijos. Para este proble-
ma queremos introducir la derivada variacional, que serd un objeto andlogo al de la
derivada parcial para funciones de n variables. Lo primero que haremos serd aproximar
nuestro problema por otro en un espacio de dimension finita. Para eso consideremos n
puntos equiespaciados {x1,...x,} en el intervalo [, b] y sea Ax = x; — x;_1 la longitud
del espacio entre estos puntos. Reemplazamos la funcién y(x) por la poligonal que une
los puntos

(xll ]/1); s (le/ yn)
con y; = y(x;). Podemos aproximar entonces la integral que nos da la funcional | por

T(yllyZ/” ZF xl/yl/yH—l yl) Ax

que es una funcién de 7 variables. Ahora calculamos las derivadas parciales aa_y]k y vemos
qué sucede con estas derivadas cuando Ax se acerca a 0. Esta derivada nos arroja
Yit+1 — Yk

of

a_yk = F]/(xk/ Yk T)AX + Fy’(xkfli Yr—1,
que al dividir por Ax y hacerlo tender a cero (eligiendo tinicamente particiones de [, b]
que contengan al punto xi) nos arroja la siguiente igualdad

Ye —Yk1y _ Yi+1 — Yk
Ax ) Fy (xk/yk/ Ax )

lim

d
Ax—o0 aykAx ( k’yklyk) d F (xklyk/yk)
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Tomando un punto x; arbitrario obtenemos el objeto que buscdbamos que es la derivada
variacional.

Definicién 1.57. Decimos que el funcional | satisface la ecuaciéon de Euler-Lagrange
sobre una curva y si vale

d
F(xyy) = Ry y) =0

Se tiene el siguiente resultado que es también de demostracién andloga al caso finito
dimensional.

Proposicién 1.58. Una condicién necesaria para que una funcional de la forma

b
J0) = [ Fy(),y(x)dx, yla)=4, yb)=B
tenga un extremo sobre una curva y es que | satisfaga la ecuacion de Euler-Lagrange sobre y.

Definicién 1.59. Decimos que una curva y es una extremal de un funcional | si | satisface
la ecuacién de Euler-Lagrange sobre y. Notar que todos los extremos son extremales
(aunque podria no valer la reciproca).

Hasta el momento hemos desarrollado el calculo de variaciones para funcionales que
salen de un espacio de funciones en un espacio vectorial. Las préximas definiciones van
en la direccion de obtener una teoria del célculo de variaciones para variedades.

Definicién 1.60. Dada una variedad M, decimos que una curva ¢ : [0,1] — M es
admisible si es C! y con derivada no nula a trozos.

Definicién 1.61. Dada una curva admisible 7 y un intervalo | = (—e¢, €) definimos una
variacién como una funcién continua v : | x [0,1] — M tal que v(0,t) = y(¢), vs(t) =
v(s,t) es admisible para todos € Jysim = {0 = ty,f1,...,t, = 1} es una particién
de [0,1] tal que 7|, ,] es diferenciable entonces la restriccion de v a los rectangulos
] X [i’i, ti+1] es CZ.

Una variacion se dice con extremos fijos si v5(0) = v(0) y v5(1) = (1) para todo s € J.

El siguiente lema nos habla de una clase de variaciones muy particulares que utiliza-
remos mads adelante.

Lema 1.62. Sea M una variedad riemanniana de dimension finita y exp su exponencial. Sea y
una curva en M admisible y sea y : [0,1] C R — TM una curva suave a trozos tal que
7o u = vy. Entonces existe un € > 0 tal que si | = (—€,€) yv : | x [0,1] — M estd dada
por

v(s,t) = exp, ) (sp(t))

entonces v es una variacion de y con Sv(0,t) = u(t). Ademds, la variacion tiene extremos fijos

siysolosi u(0) = u(1) =0.
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Demostracién. Refinando la particion si fuera necesario, podemos suponer que los inter-
valos en los que 7y y u son suaves son los mismos y tomando s suficientemente pequefio
para que su(t) € T, ;)M pertenezca al entorno en el que exp,,(;) es un difeomorfismo
(ese entorno existe pues M es de dimension finita), podemos asegurar que v es diferen-
ciable en los rectangulos en los que 7y lo era. Para ver que se trata de una variaciéon de y
basta ver que

v(0,8) = expy(y(0) = ().

Ademas )
53570 £) = Dolexpy ) (u(t)) = u(t).

La dltima afirmacion que describe cudndo la variacion tiene extremos fijos es inmediata.
O

A continuacién enunciamos una férmula muy conocida para la primera variacién de
la longitud de arco. La demostracién de esta proposicion puede consultarse en el libro
[Le] o en la pagina 195 de [L1].

Proposicién 1.63. Sean (M, g) una variedad Riemanniana de dimension finita, oy una curva
parametrizada por longitud de arcoen M y p : [0,1] — TM una curva suave a trozos tal que
7t o u = y. Sea vs(t) la variacién asociada a <y y y como en el lema anterior y supongamos que
tiene los extremos fijos. Entonces vale la formula

d ! L
L) gy ls=ol ) = = [ (Dvtomlg + L ln(e) 3(67) =306 g

Finalmente tenemos la proposicién que justifica el estudio de las geodésicas via el
célculo variacional en dimension finita.

Proposicién 1.64. Si 7y es una geodésica de una variedad riemanniana M de dimension finita
entonces es punto critico del funcional L de longitud de arco para toda variacion con extremos

fijos. Es decir, &|s_oL(vs) = 0 para toda vs variacion propia de .

Demostracion. Dada una variacion cualquiera de 7y con extremos fijos consideramos el
campo y a lo largo de v dado por u(t) = “|s—o(vs(t)). Este campo induce una varia-
cién Vs via el lema que probamos anteriormente. Por la proposicion anterior, la derivada
4 1,_oL(7:) = 0 pues - es geodésica y luego el integrando en el primer término es nulo
y es regular por lo que la sumatoria es de términos nulos. Por tltimo, como la derivada
de v5 y la de v5 con respecto a s coinciden para todo ¢, tenemos que % ls=oL(vs) =0 O

La discusion realizada en los parrafos previos evidencia una relaciéon entre el célcu-
lo de variaciones y las geodésicas en variedades finito dimensionales. En general, para
estudiar las geodésicas uno puede definirlas entonces como los puntos criticos del fun-
cional de longitud de arco. El problema de esta definicién es que da lugar a una ambi-
guedad: toda reparametrizacién de una geodésica resulta una geodésica, y eso es algo
que no es cierto cuando uno utiliza la definicién convencional en términos de la deriva-
da covariante.
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Para evitar esta confusién se suele utilizar otro funcional que llamamos el funcional
de energia. Resulta que las curvas que son extremales del funcional de energfa lo son
también del funcional de longitud de arco, aunque tienen ademas la restricciéon extra de
tener velocidad constante, motivo por el cual los puntos criticos del funcional de energia
son exactamente las geodésicas.

Para lograr estudiar geodésicas en variedades de Riemann de dimensién infinita de-
bemos primero encontrar una definicién adecuada de geodésica que englobe al caso
de dimensién finita. Las métricas riemannianas débiles, sin embargo, en espacios de
Frechét no producen conexiones del modo usual, por lo que la definicién mds inmedia-
ta para generalizar a variedades de Fréchet es la que podemos escribir en términos del
célculo de variaciones. Por esto mismo, damos la siguiente definicién.

Definicién 1.65. Dada una variedad (M, g) con ¢ una métrica de Riemann débil en M,
decimos que una curva y es una geodésica si es un punto critico del funcional E de
energfa definido por

E(y) = % / Sy (Y (1), Y (1))dt.
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Capitulo 2

El grupo de Lie de difeomorfismos de S!

Grupos de difeomorfismos

En este capitulo trabajaremos sobre una cierta clase de grupos de Lie modelados en
espacios localmente convexos. Estos grupos son los grupos de difeomorfismos de una
variedad. Probaremos que los grupos de difeomorfismos de variedades compactas tie-
nen estructura de grupo de Lie-Fréchet y estudiaremos sus fibrados tangentes, para mas
adelante, en el Capitulo 4, poder estudiar el grupo de Virasoro. Atin cuando la varie-
dad no es compacta existen algunas nociones ttiles de diferenciabilidad para mapas
que llegan a un grupo de difeomorfismos. Estas nociones no vienen inducidas por una
estructura de variedad diferenciable en el grupo (que no existe) sino que se establecen
ad-hoc. Comenzaremos por ellas.

Definicién 2.1. Sean M y N variedades localmente convexas y sea Diff(M) el grupo
de difeomorfismos de M con la composicién. Decimos que ¢ : N — Diff(M) es di-
ferenciable si ¢ : N x M — M x M dada por ¢(n,m) = (¢(n)(m), (¢p(n))~1(m)) lo
es.

Definicién 2.2. Definimos el fibrado tangente a Diff(M) como
T(Diff(M)) = {X : M — TM : 7trp1 0 X € Diff(M)}

junto con la proyeccién dada por 7t : T(Diff(M)) — Diff(M) dada por 71(X) = 7rrp ©
X. De acuerdo con esta definicién obtenemos que

Observacién 2.3. Tenemos una accién a derecha y otra a izquierda de Diff(M) en su
fibrado tangente dadas por: ¢ - X = dgpo Xy X-¢ = Xo ¢, para ¢ € Diff(M) y X €
T(Diff(M)).

Observacion 2.4. Podemos verificar que la accién adjunta de Diff(M) en X (M) estd dada
por Ad : Diff(M) x X(M) — X(M) con Ad(¢, X) = Ady(X) =dpoXog L

23
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Las definiciones que acabamos de dar nos permiten hablar de funciones diferencia-
bles y fibrado tangente para un grupo de difeomorfismos. Estas definiciones estarian
naturalmente inducidas por una estructura de variedad en Diff(M): el problema es que
en general no existe una tal estructura. Sin embargo, si la variedad es compacta y de di-
mension finita Diff(M) resulta una variedad de Fréchet, como veremos a continuacién.

Teorema 2.5. Sea M una variedad diferencial compacta (de dimension finita) y sea X(M) su
dlgebra de campos de vectores. Entonces Diff( M) tiene estructura de variedad localmente convexa
modelada en X(M). Ademids el dlgebra de Lie correspondiente a Diff(M) es X(M) con el corchete
opuesto de campos de vectores.

Antes de probar el teorema demostraremos un lema sobre topologia que nos serd ttil
para la demostracion.

Lema 2.6. Sea f : M — N una funcion diferenciable entre variedades de dimension finita y
sea A C M una subvariedad compacta tal que f|4 : A —> N es un embedding y Dy f es un
isomorfismo para cada x € A. Entonces existe U C M abierto con A C U y tal que f|y es un
difeomorfismo con su imagen.

Demostraciéon. Como Dy f es un isomorfismo lineal para cada x € A por el teorema de
la funcién inversa tenemos entornos Uy en My Vy en N en los que f es un difeomor-
fismo alrededor de cada punto x € A. Por la compacidad de A podemos quedarnos
con finitos de estos entornos y asi obtener un entorno A C U C M en el que f |u sea
un difeomorfismo local con su imagen. Encontraremos un entorno de A contenido en
este entorno U donde ademés la funcién f se restringa a un homeomorfismo. Dado que
todo homeomorfismo que sea difeomorfismo local es un difeomorfismo, el lema estara
demostrado. Para esto recordemos que toda funcién continua de dominio compacto e
inyectiva es un homeomorfismo con su imagen. La idea es la siguiente: obtener un filtro
de entornos de A con clausura compacta y contenidos en U. Una vez hecho esto bastara
encontrar uno de esos entornos en donde la funcién sea inyectiva pues entonces, restrin-
giéndonos a la clausura (compacta) de cualquier entorno del filtro que esté contenido en
él, obtendremos el homeomorfismo deseado. Aca es donde la demostracién se pone un
poco técnica: dotemos a M de una métrica riemanniana y consideremos los entornos
U, = Un A, donde A es un abierto que se obtiene de engordar A en menos de € via
la métrica riemanniana y que tiene clausura compacta. Es decir, los A¢ estan dados por
la unién de los abiertos de un cubrimiento finito de A cuyos elementos tienen didmetro
menor que € y clausura compacta. En efecto, por la compacidad local cada x € A tiene
un entorno V, localmente compacto que ademds podemos suponer de didmetro menor
que € con respecto a la métrica. Estos abiertos cubren A y podemos extraer un subcubri-
miento finito V4, V3, ...V} y definir entonces Ac = |J!_; V; que claramente tiene clausura
compacta y cuyos puntos estdn a menos de € de distancia de A.

Luego los U, = U N A1/, son abiertos que tienen clausura compacta si n es suficiente-
mente grande. Que son abiertos es inmediato y que tienen clausura compacta a partir
de un cierto n es consecuencia de que a partir de un cierto n los Ay /,, quedan contenidos
en U (por el lema del tubo y porque A C U es un compacto y los didmetros de los A/,
tienden a cero). Luego a partir de un cierto n los U, son precisamente los A, y tienen
clausura compacta en M. Ahora bien, supongamos que f no es inyectiva al restringirse a



CAPITULO 2. EL GRUPO DE LIE DE DIFEOMORFISMOS DE S! 25

ningtn U, y arribemos a un absurdo. En tal caso, tendriamos para cada n € IN un par de
elementos x;, y, en U, cuyas imédgenes por f coincidieran. En tal caso, como todos los x;
y los y; estdn contenidos en U que es compacta tendriamos dos subsucesiones Xy, ¥,
convergentes tales que f(x,,) = f(yn, ) para todo k, d(x,,, A) — 0y d(yu,, A) — 0. Lue-
go, los limites de estas subsucesiones serdn elementos x,y € A tales que f(x) = f(y).
Como f|4 es inyectiva, ambas subsucesiones convergen al mismo limite x. El absurdo
lo obtenemos de notar que f es un difeomorfismo en un entorno de x. Esto prueba que
existe un n tal que f|y, es inyectiva y luego f es un homeomorfismo restringida a la
clausura de U, ;1. Como ademds es un difeomorfismo local, f|, ., resulta un difeomor-
fismo.

O

Ahora si, damos la demostraciéon del teorema.

Demostracion. Sea g una métrica Riemanniana en M y sea Exp : TM — M la ex-
ponencial asociada a ¢ que esta bien definida pues M es geodésicamente completa, al
ser compacta. Definimos ® : TM — M x M dada por ®(p,v) = (p, Expp(v)), pa-
rav € T,M. La observacién fundamental es que dado un punto p € M, al conside-
rar el punto g = (p,0) € T,M obtenemos que d;® es un isomorfismo lineal. En efec-
to, para verificar esto basta con ver la matriz que lo representa en la base canénica de
T,TM = (T,M)?. En este caso, la matriz estd dada por una de la forma:

< idr,m Or,m )
* idTp M
Pues la diferencial de Exp, en v = 0 es la identidad. Es claro que esta matriz es un
isomorfismo lineal entre espacios vectoriales y luego, por el teorema de la funcién in-
versa ® es un difeomorfismo local entre un entorno de la seccién nula vista en TM y
un entorno de la diagonal en M x M. Mds aun, por el lema anterior ® resulta un difeo-
morfismo entre estos entornos. Llamemos a estos entornos U y V respectivamente (con
UCTMyV CMxM).
Ahorasea Uy = {X € X(M) : X(M) C U} que es un abierto de X(M) en su topologia
localmente convexa. Sea ¢ : U; — C*(M, M) dada por ¢(X)(m) = Exp,(X(m))
que cumple que ¢(0) = idp. La inversa de esta funcion esta dada por ¢(f)(m) =
~Y(m, f(m)) para toda f que satisfaga (id x f)(M) C V. El conjunto de funciones que
sat1sfacen esta propiedad es un abierto de C*°(M, M) y luego lo es en Diff(M): lo llama-
mos U, por lo que el par (¢, U) conforma una carta de Diff(M) alrededor de la identidad.
Para conformar un atlas basta trasladar la carta obtenida a izquierda por el grupo: de
este modo, los mapas de transicion obtenidos quedan C* en el sentido Fréchet. O

Observacioén 2.7. La dificultad principal de la demostracién anterior estd en obtener
un entorno de la identidad del grupo de difeomorfismos que sirva para definir una
carta. Debido a que el grupo estd modelado en el espacio de campos tangentes a M y
estos son su algebra de Lie, uno podria esperar que el flujo a tiempo 1 del campo de
vectores funcione como mapa exponencial para Diff(M) y utilizar este mapa como un
difeomorfismo local que le permita establecer el entorno buscado y obtener una carta. La
primera parte de la afirmacion es verdadera, es decir, sinotamos por Flx : R x M — M
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al flujo en M asociado al campo X (que es completo por ser M compacta), entonces vale
que eXpDiff(M)(X) = FI%, aunque no es cierto que la exponencial sea un difeomorfismo
local en este caso. El motivo por el que esto falla es la inexistencia de una andlogo al
teorema de la funcién inversa para espacios localmente convexos que no sean de Banach.
Notar que el hecho de que este mapa no sea un difeomorfismo en ningtin entorno de la
identidad demuestra que el grupo de difeomorfismos de una variedad no puede ser
modelado en ningtin espacio de Banach. Daremos un bosquejo de la demostracioén de
este hecho para el grupo de difeomorfismos de S'. Consideremos la funcién f(6) =
0 + 27” + esen?(nf) con € < %, que es diferenciable y tiene derivada constantemente
positiva por lo que es un difeomorfismo de R. Es claro que f (6 +27) = f(6) + 27 por lo
que podemos ver el difeomorfismo fque induce f en S'. Para n suficientemente grande
y € suficientemente chico este mapa se encuentra en cualquier entorno de la identidad

aunque no esta en la imagen de expp;g;51) porque no puede escribirse como g o g para

ningtn difeomorfismo ¢ de S. En efecto, f tiene una tinica 6rbita de periodo 21 que es

la dada por
w271

O = — ...
n n
mientras que toda funcién de la forma g o g tiene una cantidad par de 6rbitas de periodo
par. Por altimo, notemos que toda funcién en la imagen de exppy¢ g1 satisface

v v
eXPDiff(sl)(U(x)) = eXpDiff(Sl)(z) eXpDiff(Sl)(E)

por lo que es de la forma g o ¢ para cierto difeomorfismo g de S'. Para mas detalles sobre
esta demostracion ver [Mil].

Hemos probado asi que el grupo de difeomorfismos de una variedad compacta no
puede recibir una estructura de grupo de Lie Banach. Otra forma de comprender esto es
via un famoso teorema de Omori (ver [O2]), que establece que todo grupo de Lie-Banach
que actte fiel, suave y transitivamente sobre una variedad compacta, debe ser finito
dimensional. De este modo, debemos tomar una decision: si trabajamos con el grupo de
difeomorfismos de una variedad no tendremos estructura de Banach, mientras que si
trabajamos con los difeomorfismos C* para algtin k finito, perderemos regularidad por
lo que la composicién no resultara diferenciable.

Junto a la estructura de variedad vienen aparejadas nociones de funciones diferencia-
bles y de un fibrado tangente cinético y uno operacional sobre Diff(M). Una pregunta
que debemos hacernos es si alguna de estas nociones coincide con las que brindamos
al inicio de esta seccién. La respuesta no sélo es positiva sino que los dos fibrados tan-
gentes (que en general no son isomorfos) son isomorfos al que definimos al inicio de la
secciéon cuando M es compacta.

Proposicién 2.8. Sea M una variedad compacta (de dimension finita). El espacio tangente
cinético de la variedad Diff(M) en el punto ¢ coincide con Ty(Diff(M)) = {X : M — TM :

7TTMOX = (p}

Demostracion. Escribamos Tgf”(Diff(M)) para el espacio tangente cinético a Diff(M).
Probaremos primero que coinciden el espacio tangente cinético en la identidad con el
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espacio tangente en la identidad definido al inicio de la seccién. Sea X € Ty, (Diff(M)) =
X(M) que es un campo completo por ser M una variedad compacta y escribamos a(x, t)
el flujo que define X sobre M, es decir, « : M x R — M satisface X o ay; = (ay)’(f)
donde ay = a(x, —). Como a(—,0) = idy; y el grupo de difeomorfismos de M es un
abierto de la topologia Whitney en el espacio de funciones diferenciables de M a M,
existe un € > 0 tal que los flujos a tiempo t con un t < € son difeomorfismos de
la variedad. Esto nos da una curva en la variedad de difeomorfismos de M dada por
v : (—€;€) — Diff(M). Es claro que (¢ o 7)’(0) es un elemento del tangente cinéti-
co a Diff(M) en la identidad siempre que ¢ sea una carta de Diff(M) alrededor de
la identidad (esto no es més que observar la identificacién entre el espacio tangente
cinético y el espacio localmente convexo que modela a M). Afirmo que esta derivada
no es mas que X. Para esto tomemos la carta construida alrededor de la identidad en
la demostracién del teorema anterior y llamémosla ¢. Recordemos que ¢ : U — Uj
tiene la forma ¢(g) = Y : M — TM donde Y(x) = (x,exp;'(g(x))). Entonces
(907)(0)(x) = (x, (expy (1(x))]i=0) = (x, (74(x))]i=0) = X(x). Esto demuestra
que T14(Diff(M)) C T (Diff(M)). La otra inclusion es inmediata pues cualquier ele-
mento de T¢/"(Diff(M)) se encuentra en X(M) via la identificacién canénica que ya
hemos establecido.

Para ver que la igualdad se da en un punto arbitrario ¢ del grupo de difeomorfismos
notar que el tangente cinético en cualquier punto del grupo se obtiene trasladando por la
accion del grupo el tangente en la identidad. Como el producto del grupo se da a través
de la composicion, si consideramos la accién a derecha obtenemos que Tg” (Diff(M)) =

@* T (Diff(M)) = ¢*(X(M)), que es exactamente lo que querfamos probar. O

El grupo de difeomorfismos sobre el que estaremos interesados en trabajar es el de los
difeomorfismos de la circunferencia. Como la circunferencia es una variedad compacta
sabemos que el tangente cinético recibe la descripcién anterior, aunque ademads logra-
remos probar que el tangente operacional coincide con este tltimo. A continuacién nos
encaminamos hacia la demostraciéon de que el espacio tangente cinético y el operacio-
nal coinciden para el grupo de difeomorfismos de S'. Un argumento un tanto similar
funciona para cualquier variedad compacta. Esta demostraciéon es un poco mds técni-
ca que la anterior y hard uso de una proposicién de andlisis funcional. Aunque antes
necesitamos una definicién.

Definicién 2.9. Dado E localmente convexo decimos que una red (x,), converge Mac-
key a un punto x € E si existen un conjunto B acotado y convexo y una red (ya)s € R>g
tal que (x, — x) € u,B para todo «. Decimos que un subconjunto A de E es denso Mac-
key si todo punto de E es limite Mackey de una red en A.

Proposicion 2.10. Sea E un espacio localmente convexo que satisface que E ® E' es denso Mac-
key en L(E,E) y sea a € E. Entonces el conjunto de derivaciones sobre ev, es isomorfo como
espacio vectorial a E”.

A los espacios E que cumplen la propiedad de la proposicién anterior los llamamos
espacios con la propiedad de aproximaciéon. Notemos que la inclusién canénica de E ®
E' en L(E,E) se da via v ® ¢(w) = ¢(w)v. Decir que E ® E’ sea denso significa que
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los operadores en L(E, E) sean aproximables por operadores de rango 1. Es importante
notar que la inclusiéon de E” en las derivaciones sobre un elemento de E no depende
de que el espacio tenga la propiedad de aproximacién. En efecto, dado un elemento
Y en el doble dual de E podemos identificarlo con la derivacién sobre ev, dada por

Ya(f) = Y(daf).

Valen ademas los siguientes resultados sobre el algebra de Lie de campos de vectores
en una variedad compacta.

Lema 2.11. El espacio de campos de vectores en S' es un dlgebra de Lie reflexiva y posee la
propiedad de aproximacion.

La demostracién de este lema se hara en detalle en la préxima seccién pues requiere
de muchos tecnicismos propios del andlisis funcional. Por ahora supongamos el lema y
la proposicién probados y veamos por qué esto nos dice que los dos tangentes al grupo
de difeomorfismos de S! coinciden. Llamemos D, E al conjunto de derivaciones en E so-
bre ev,. En nuestro caso, nuestra variedad estd modelada sobre X(S!) que es un espacio
de Fréchet reflexivo y con la propiedad de aproximacién. Esto nos dice que el conjun-
to de derivaciones sobre X(S!) es isomorfo a X(S!) por el lema y la reflexividad. Por
tltimo, notemos que el espacio de las derivaciones en Diff(S!) sobre un punto ¢ es iso-
morfo a Dx(X(S')) para cualquier campo X € X(S!) y que el espacio tangente cinético
es isomorfo al espacio que modela la variedad. Esto demuestra que ambos espacios son
isomorfos. A continuacién la demostracién de la proposicion.

Demostracion. Basta probar el resultado para el caso en que a = 0. Notemos que E’ estd
contenido en C*(E) por lo que tenemos dos morfismos

g : DoE — E”

()0 :E' — DyE

donde el primero estd dado por la restriccion y el segundo es la inclusién de E” en el
espacio de derivaciones que establecimos arriba dada por (Y)o(f) = Y(dof). Probare-
mos que 0 = (d|p)p para toda derivacion 0 sobre evy. Como la otra composicion es
trivialmente la identidad obtenemos que ()¢ y |g' son isomorfismos inversos. Para ver
que d = (9|p:) llamaremos @ = @ — (3|g/)o que es una derivacién sobre evy de C®(E).
Notemos que esta derivacién se anula sobre funcionales lineales en E’. Sea f € C®(E)
y escribamos f(x) = f(0) + fol df(tx)(x)dt. Sea g(x) = fol df(tx)(x)dt y notemos que
9(f) = 9(g). Como E satisface la propiedad de aproximacién tenemos una red I, — Idg
con los I, operadores en E ® E'. Escribamos a los I, de la forma I, = Y' ; ¢* ® x%. Con-
sideramos las funciones g, € C®(E) dadas por g,(x) = fol df (tx)(lx(x))dt. Lo primero
que debemos probar es que las g, convergen a g en C®(E). Una vez visto esto, llamando
h(x) = fol df (tx)(x%)dt tenemos que
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3(5) = 3( [ df(0)(s :/ tx)(ifp?‘(x)xf‘)dt

||
/\(\
i

: st

Q..

—

~

=

SN—
v

— Y 3(gnE(0) + 3k (0) = 0

Esto nos permite afirmar debido a la continuidad de la derivacién que ( g) = 0.
Ahora veamos que las g, convergen a g en C®(E). Recordemos para eso la topologia
que consideramos en C*(E) que es la de Whitney, viendo a E como una variedad trivial.
Basta ver que dadoune > 0,/ € IN y K C E compacto existe un ay tal que

D' (g —g)(x)| <e  Va>uag x €K

Notemos que por la linealidad de la diferencial esto es

D ([ ()0~ ide) ()t ) |

pero ademds, como [, converge Mackey a idg, existe un acotado B C L(E,E) y una red
de numeros reales mayores o iguales a cero p, — oo tal que u, (I, —idg) € B para todo
«. En particular

D" ([ aften) (0 ide) e ) | = 10 ([ 0x) s~ te) () )|

Como B estd acotado en L(E, E) y K es compacto existe una constante M, para la cual
pn(l(x)) < My, paratodo ! € B, x € Ky toda seminorma p,, de E por lo que

pn(pa(le —idg)(x)) < My

para todos n, , x.
Ahora notemos que para todo t € [0, 1] tenemos que df (tx) € L(E,R) y que la funcién

7:[0,1] — R
t > sup,, () <mvmen|D (A (£2) ()]

estd bien definida pues la diferencial de f es acotada en todo punto y ademas es continua
por la diferenciabilidad de f. Luego alcanza un maximo que llamaremos R;, pues [0, 1]
es compacto. Finalmente

10" ([ (o) (ol ide) 50t ) 1< 104 (@ 0) e~ ) (0) L

o

Pero esta ultima integral es menor que - K, L que es menor que € para & > Q. O
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El dlgebra de campos de vectores sobre S!

En esta seccién probaremos que el dlgebra de campos de vectores sobre la circun-
ferencia tiene la propiedad de aproximacién y es reflexiva. El paso fundamental de la
demostracién se encuentra en la siguiente descripcion del conjunto de campos de vec-
tores sobre S! que nos permite identificarlo con un espacio de sucesiones.

Proposicién 2.12. Hay un isomorfismo de espacios de Fréchet entre X(S') y el espacio s de
sucesiones rdpidamente decrecientes dado por:

s={(xn)nen € RN : ¥ |x,n*| < 00 Vk € N},
n=0

con las seminormas en s dadas por x — ||x||x = Lo |xa|nk.

Observacién 2.13. Notemos que la familia de seminormas de s es equivalente a la si-
guiente familia:

x e lxfli = Y xal(n 4+ 1)
n=0

Demostracién. La demostracion se hard via la identificaciéon que nos permite el desarrollo
en serie de Fourier. Primero notemos que los campos de vectores en S! pueden identi-
ficarse con las funciones diferenciables en S! dado que cualquier campo de vectores es
de la forma f - 99 donde 99 es el campo de vectores tangentes a S! nunca nulo que es la
base canénica del espacio tangente en cada punto de S! y f es una funcién diferenciable
cualquiera en la circunferencia. A su vez, podemos identificar las funciones diferencia-
bles en S! con las funciones diferenciables en R que valen 0 fuera del intervalo [0,27] y
que valen igual sobre 0 que sobre 271. Probaremos que estas tltimas forman un espacio
isomorfo a s. Para esto llamemos C57 (IR) a este conjunto de funciones y sea

c:C(R) — s
f > (en)nen

la transformacion lineal que le asigna a una funcién f los coeficientes de su desarrollo

. . . 27 i .
en serie de Fourier, es decir ¢, = %T o f(t)e""dt. Lo primero que debemos ver es la

buena definicién del mapa c, para eso debemos probar que las sucesiones de coeficien-
tes de Fourier asociadas a funciones de C5° (R) son rapidamente decrecientes. Notemos
que estas funciones estdn en el espacio de Schwartz y luego todas sus derivadas y las
funiones que obtenemos de multiplicarlas por potencias de la variable x lo estan. En
particular, a todas esas funciones se les asignan coeficientes de Fourier que estén en I'.
Ademés, notemos que si f € C5> (RR) entonces f’(x) también lo esta. Luego los coeficien-
tes de Fourier asociados a f’ forman una sucesién en I!. Pero ademas, estos coeficientes

cumplen la relacién:
cn(f) = —culf)im

y de forma inductiva, obtenemos que

Cn(f(k)) = (_1)kcn(f) M- n*
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con M una constante. Esto prueba que las sucesiones de la forma (c,(f) - n*),cn estdn
en I! para todo k, pues estan asociadas a los coeficientes de Fourier de otras funciones
en C52.(R). Esto concluye la demostracién de la buena definicién.

Es Claro que el mapa c es lineal. Por el teorema de Plancharel, el mapa ¢ es una biyeccién
y por el teorema de la funcién ablertaﬂ alcanza con probar que es continuo para obtener
que es un isomorfismo de espacios de Fréchet. Para ver la continuidad utilizaremos la
familia de seminormas (|| - ||})ken que definimos en la observacién anterior. Notemos
que:

N < IFlo W len(FI < —5llfllez

En efecto, la primer desigualdad es inmediata mientras que la segunda es consecuencia

de
1 27T

, . ' . i}
em(f) = P 0 f(x)e™¥dx = ﬁ/{) f(r+2)€lmx+l(r+2)7dx

Donde hemos utilizado r 4- 2 veces la regla de integracién por partes y la observaciéon
e*tkiz — ike  Ahora usando estas desigualdades tenemos que:

Alir = 2 e F)l(n 1) < [Flo+2" 12 w'lea ()] < £l + 2 b2 (i %>

n=1 n=1
y luego c es continuo, como queriamos probar. [

El espacio de sucesiones rdpidamente decrecientes se enmarca dentro de una familia
de espacios de sucesiones que resultan un objeto de estudio muy interesante para el
andlisis funcional: los espacios de Kothe. A lo largo de esta seccién desarrollaremos un
poco de teoria sobre estos espacios con el objetivo de lograr probar que el espacio s
recién construido es reflexivo y satisface la propiedad de aproximacion.

Definicién 2.14. Decimos que un conjunto de sucesiones de nimeros reales es de Kéthe
si es de la forma

A(P) = {(xn)neN : (PnXn)neN € I para todo p = (pu)uen € P}

donde P es algtin conjunto de sucesiones de ntimeros reales positivos que es dirigido
con relacién al orden parcial componente a componente de las sucesiones.

Definicién 2.15. Sea &« = (ay),eN Una sucesion creciente y no acotada de ntimeros
reales. Sea Pos = {(€f"),en : k € IN}. Bajo estas condiciones llamamos a A(Ps) es-
pacio de series de potencias de tipo infinito.

Observacion 2.16. Los espacios de Kothe tienen estructura de espacios de Fréchet con
las seminormas dadas por

X — ||x[lp = [[(Pnxn)nenln

paracadap € P.

IEl teorema de la funcién abierta vale en su contexto mds general para espacios de tipo F. Los espacios
de Fréchet, en particular, son de esa clase.
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Observacién 2.17. Notemos que s es el espacio de series de potencias de tipo infinito
asociado a la sucesion a = (log(n)),eN-

Proposicién 2.18. Todo espacio de series de potencias de tipo infinito tiene la propiedad de
aproximacion.

Demostracién. Basta ver que hay una sucesién en E ® E’ que converge a id 5 (p). Consi-
., n / 2 . 2
deramos para eso la sucesiéon dada por (ijl e ® e]-> N Preguntémonos primero qué

descripcién somos capaces de dar de los conjuntos acotados en A(Ps). En efecto, un
conjunto B acotado en el espacio de series de potencias de tipo finito con respecto a su
topologia Fréchet no es mds que un B C A(Pw) tal que

Y |pixil < N(p) Vxe€B
i1

donde N(p) es una constante que depende de p € Pw. Sea y la sucesion de P dada
por u, = e*" y notemos que si p € Pe entonces p - u también lo esta. Ahora bien, quere-

mos probar que el conjunto de funcionales lineales (pth(Id A(Po) — Z}“Zl e ® e;-))ne]N

es acotado pues en ese caso, como };, tiende a infinito, (Z;?:l e ® e}) N convergeria
ne

Mackey a la identidad. Para ver que este conjunto de operadores lineales esta acotado,
alcanza probar que manda acotados en acotados, pero si B es un acotado en A(Pw)

entonces
<ﬂn+1(2 xkek)>
k>n k

Z Pk <Vn+1 IdA Z€]®€ )) = ;pk
k

k

Pero esta tltima expresién no es mas que
Z |prinraxel < ) Iperie] < N(p- )
k=1 k>n

siempre que x € B. Esto prueba que el conjunto de operadores manda acotados en
acotados y luego es acotado como queriamos probar. O

Corolario 2.19. El dlgebra de Lie de campos de vectores en S! tiene la propiedad de aproximacion
finita.

Durante el resto de esta seccién nos enfocaremos en demostrar la reflexividad del
espacio X(S1). Para esto requeriremos del desarrollo de algunos conceptos del anélisis
funcional.

Definicién 2.20. Dado un espacio E localmente convexo decimos que un conjunto A C E
es

» balanceado si dado x € A se tiene que Ax € A para todo A con [A] < 1.
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» absorbente si para todo x € E existe un escalar r tal que |A| > |r| implica que
x € AA.

= un tonel si es convexo, balanceado, absorbente y cerrado

Definicién 2.21. Un espacio localmente convexo se dice tonelado si todos sus subcon-
juntos que son toneles son entornos del origen. Los espacios tonelados tienen una es-
tructura de mayor regularidad que la de los espacios localmente convexos en general.
La principal motivacién para estudiar los espacios tonelados en el analisis funcional ra-
dica en que sobre ellos vale el principio de acotacién uniforme (que no es cierto para
espacios vectoriales localmente convexos en general). Los espacios de Fréchet son tone-
lados como probamos a continuacién.

Proposicién 2.22. Si E es un espacio de Fréchet entonces es tonelado.

Demostracion. Sea M un tonel en E. Como es absorbente se tieneque E = |J n-My
nelN
luego por el teorema de Baire, dado que E es completo, alguno de los cerrados n - M

debe tener interior no vacio. Esto prueba que M tiene interior no vacio pues la multipli-
cacion escalar es un homeomorfismo. Por tltimo, como M es convexo, balanceado y con
interior no vacio, debe ser 0 € int(M) como queriamos probar. O

Definicién 2.23. Dado un conjunto B en un espacio vectorial topolégico localmente con-
vexo X llamamos polar de B al subconjunto

B = {x" € X' : supxes|(J(x), ¥)| <1}

donde J(x) es el elemento evy en el doble dual X”.

Otra cosa que requeriremos serd el siguiente lema de Mazur.

Lema 2.24. Sea X un espacio vectorial real o complejo, localmente convexo. Sea M C X cerrado,
convexo y balanceado y xo ¢ M. Entonces existe un funcional lineal continuo f en X tal que
|f(x0)] > 1y |f(x)|] <1paratodox € M.

Demostraciéon. Como M es cerrado su complemento es abierto y luego existe un abierto
V entorno del origen tal que M N (xg + V) = @. Podemos tomar V convexo y balanceado
pues X es localmente convexo, por lo que (M + %) N (xo + %) = @. Esto prueba que xq
no estd en la clausura de (M + %) Llamemos U a esa clausura y p;; a su seminorma de
Minkowski. Como U es cerrado, py;(xg) > 1 pero como U contiene a M py;(x) < 1 para
todo x € M. Por ultimo, por el teorema de Hahn Banach, obtenemos el funcional que
buscamos. O

Teorema 2.25. Sea X un espacio vectorial topolégico localmente convexo tonelado y tal que todos
sus subconjuntos cerrados, convexos, balanceados y acotados son compactos en su topologia débil.
Entonces X es reflexivo.

Demostracion. Sea x” € X" un elemento cualquiera. Como x” es continuo en la topologia
fuerte de X" existe un conjunto B convexo, balanceado y cerrado en X tal que x”" € (B?)°.
En efecto, basta tomar B como la bola cerrada de radio § donde C = ||x|| para obtener
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que x” € (B%)°. Por la hipétesis sobre X resulta que B es un compacto en la topologia
débil de X. En particular, es igual a su clausura en esta topologia y entonces J(B%) =
J(B) C (B%)°. Consideremos el mapa

x — ¢(x) = ((J(x), x1), (J(x), x3), ., (] (%), %3))

donde x/,x),...,x, € X'. ¢(B) es convexo, balanceado y compacto en K" dado que B
es convexo, balanceado y débilmente compacto y ¢ es una funcién débilmente conti-
nua y lineal. Si el punto ((J(x7),x”), (J(x5),x"),..., (J(x},),x")) no perteneciera a ¢(B)
entonces por el lema de Mazur existiria un punto (cy, ..., c,) € K" tal que

supyepl ) ci(J(b), x)| <1 Y ] (x),x") > 1
i i
lo cual probaria que ¥ ¢;x} € B® y que x” no puede pertenecer a (B°)°. Luego, el punto
((J(x), ), (J(xh), x"), ..., (J(x,), x") ) estd en ¢(B) y entonces
(x"(x1), x"(x2), -, 2" (x)) = (x1(0), x2(D), ..., 3, (D))

para cierto b € B'y como los x/ son arbitrarios obtenemos que x” = J(b) como queriamos
probar. O

Corolario 2.26. El espacio de funciones C*(IR) es reflexivo en su topologia Fréchet.
Arribamos finalmente al resultado que perseguimos desde el inicio de esta seccion.

Corolario 2.27. El dlgebra de Lie X(S') es reflexiva.



Capitulo 3

Las ecuaciones de Euler-Arnold en
grupos de Lie

Estructuras simplécticas y de Poisson

Definicién 3.1. Sea M una variedad y w una 2-forma en M. Decimos que el par (M, w)
es una variedad simpléctica si w es cerrada y no degenerada. Decimos que w es la forma
simpléctica de M.

Las variedades simplécticas son un objeto de estudio muy rico pues son el espacio
adecuado para el desarrollo hamiltoniano de la mecdanica clasica. El hecho de que la for-
ma sea no degenerada permite que asignemos a cada funciéon f € C®(M), que puede
interpretarse como una energia, un campo de vectores Xy cuyo flujo determina la evo-
lucién del sistema fisico en M vista como el espacio de fases del sistema. La condicién
de que w sea una 2-forma (es decir, que sea alternada) y el hecho de que sea cerrada se
interpretan fisicamente como la conservacién de la energia y la invarianza de las leyes
fisicas con relacién al tiempo, respectivamente.

En este trabajo requeriremos de una nocién sutilmente mas general que la de va-
riedad simpléctica, que es la de variedad de Poisson. Las variedades de Poisson pue-
den considerarse como cocientes de variedades simplécticas: el teorema de realizacion
simpléctica afirma que toda variedad de Poisson admite una submersién suryectiva que
es ademds morfismo de Poisson desde una variedad simpléctica. Para nuestro trabajo no
serd necesario un estudio profundo de la geometria de Poisson sino algunas nociones
generales que estan incluidas en un primer capitulo de cualquier libro sobre estructuras
de Poisson como por ejemplo [We].

Definicién 3.2. Decimos que una variedad M tiene estructura de Poisson si viene acom-
pafiada de una operacién bilineal en sus funciones

{,}:C®(M) x C®(M) —s C®(M)

que da a C®°(M) estructura de dlgebra de Lie y es ademds una derivacion. Es decir:
(i){, } es antisimétrico.

35
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(ii){, } satisface la identidad de Jacobi.
(iii) Dadas f, g,h € C*(M) se tiene que

{f.ght ={f gth+{f h}g.

Observacion 3.3. Toda variedad simpléctica tiene estructura de Poisson. Basta para eso
definir X como el tinico campo tangente a M tal que tx, (w) = df y entonces obtenemos

el corchete de Poisson dado por {f,g} = w(Xy, Xg).

Observacién 3.4. Dar una estructura de Poisson en una variedad es equivalente a do-
tarla de un bivector antisimétrico, es decir un elemento de A2T* M. El bivector debe ser
tal que el corchete de Poisson satisfaga la identidad de Jacobi. En efecto, dado un tal
bivector 7w podemos establecer el corchete

{f.gt =n(fg)

y dado un corchete de Poisson y un entorno coordenado con funciones coordenadas de
la forma (x1, xp, ..., X, ) podemos definir las funciones ﬁ] = {x, x]-} y tenemos entonces
el bivector 3

0

La condicién de Jacobi para el bivector se traduce via el corchete de Schouten-Nijenhuis
en la condicién
[T, 7] =0

Para mayor detalle ver [M R].

Observacion 3.5. Podemos interpretar al corchete de Poisson como un mapa que asigna
funciones en C*(M) a campos de vectores operacionales tangentes a M. A este mapa
se lo conoce como morfismo estructural de la variedad de Poisson. Como el mapa le
asigna la misma derivacion a dos funciones cuya diferencia sea una constante, podemos
interpretarlo en realidad como un morfismo H : Q!(M) — T°P(M), donde Q' (M) es
el espacio de 1-formas en M. En esa direccién encontramos la siguiente definicion.

Definicién 3.6. Sea ¢ : M — R una funcién diferenciable en una variedad de Poisson
M. Definimos el campo hamiltoniano asociado a ¢ como el tinico campo de vectores
operacionales que verifica X¢(f) = {g, f} = H(dg)(f). En este contexto decimos que g
es una funcién hamiltoniana.

Observacién 3.7. Vale la relacion [X, Xg] = X{f,1 que establece que el corchete de
campos de vectores hamiltonianos es un campo hamiltoniano.

Observacion 3.8. A toda estructura de Poisson en una variedad se le asocia una foliaciéon
de esta. En efecto, dada una variedad M de Poisson consideramos la distribucion en
M generada por los campos de vectores hamiltonianos. Esta distribucién es involutiva
pues el corchete de campos hamiltonianos es un campo hamiltoniano y luego induce
una foliacién de la variedad por el teorema de Frobenius.

Definicién 3.9. Llamamos foliacién simpléctica de M a la foliacién construida en la ob-
servacion anterior. Llamamos hojas simplécticas a las hojas de esta foliacion.
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Las ecuaciones de Euler-Arnold

Definicién 3.10. Una estructura de Poisson sobre un espacio vectorial V se dice lineal si

A continuacién mostraremos que el dual diferenciable de un algebra de Lie posee un
corchete de Poisson lineal.

Proposicién 3.11. El dual de un dlgebra de Lie g* reflexiva recibe una estructura natural de
Poisson lineal. A esta estructura se la llama estructura de Kirillov-Kostant y viene definida por:

{f,8}(m) = (ldf (m),dg(m)],m)
paracada f,g € C*®(g*)ym € g

Demostracion. Sean f, € C®(g*). Dado un punto m € g*, las diferenciales df(m), dg(m)
son elementos de T}, (g*) = (Twm(g*))* ~ (g*)* ~ gy luego podemos considerar su
corchete al verlos como elementos del algebra de Lie g. Este nuevo elemento esta en
g~ (g%)" C C*®(g") y entonces hemos definido un corchete de Poisson en g*. En efecto,
el corchete asi definido es de Poisson porque estéd inducido por el corchete de Lie de g (y
luego satisface la antisimetria y Jacobi) pero ademads es una derivacién pues

{f,gh}(m) = ([df (m),d(gh)(m)],m)
= (g(m)[df(m),dh(m)],m) + (h(m)[df (m),dg(m)], m)
= g(m){f,h}(m) +h(m){f, g}(m)

Lo cual demuestra que es una estructura de Poisson. Que esta estructura es ademads
lineal es inmediato. O

Las estructuras de Poisson lineales sobre espacios vectoriales se encuentran en co-
rrespondencia biunivoca con las algebras de Lie, pues dado un espacio vectorial con
una tal estructura, su dual recibe un corchete de Lie inducido por el de Poisson. El cor-
chete de Kirillov-Kostant es el tinico corchete que puede darse a g* de manera tal que
{, }|g sea el corchete de g. La estructura que acabamos de brindarle a g* nos permite
preguntarnos qué forma toman los campos de vectores hamiltonianos en g*. Resulta que
estos campos estdn en la imagen de la representacién coadjunta del dlgebra g.

Proposicién 3.12. Sea H una funcién hamiltoniana en g* vista con la estructura natural de
Lie-Poisson de la proposicién anterior. Entonces su campo hamiltoniano asociado tiene la forma:

Xy(m) = —ad;;H(m)(m)
Demostracién. Sea f € C*°(g*) una funcién cualquiera. Tenemos que:
Lxy (f)(m) = {H, f}(m) = ([dH(m),df (m)],m) = (adapim)(df (m)), m)
Pero recordando la definicion de la accién coadjunta resulta entonces que:
Lxy (f)(m) = —(df (m), adgp ) (m))

y finalmente esto es equivalente a que Xy (m)(f) = —ad;H(m)(m)(f) para toda f €
C*(g*) lo cual demuestra que Xy (m) = — a0 (m). O
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Corolario 3.13. Las hojas de la foliacion simpléctica asociada al corchete natural en g* son las
orbitas de la accion coadjunta de G.

Demostracion. Es claro que la distribucion en g* dada por los vectores Hamiltonianos
queda incluida en el tangente a la érbita coadjunta por el resultado anterior. Fijemos un
punto m € g*. Notemos que todo elemento de g se puede representar como dH (m) para
cierta funciéon H € C*(g*). Debido a esto el subespacio tangente a g* en m dado por
los vectores hamiltonianos, que incluye a todos los elementos de la forma —ad}, (m) (m),

incluird a todos los vectores tangentes a la 6rbita coadjunta que pasa por m, probando
la otra inclusion. [

Mezclando el altimo corolario con el hecho de que a las hojas simplécticas de la folia-
cién de una estructura de Poisson se les puede asociar una forma simpléctica canénica
obtenemos:

Corolario 3.14. Las orbitas de la accion coadjunta de un grupo de Lie G no pueden tener di-
mension impar.

Resulta que esta ecuacién para los campos hamiltonianos en g* se encuentra ademas
intimamente relacionada con la geometria riemanniana del grupo G.

Definicién 3.15. Decimos que una métrica en un grupo de Lie G es invariante a izquier-
dasi (I3(v),I3(w))gn = (v, w);, para todo par de vectores v,w € T;G y g,h € G, donde
I es la diferencial de la multiplicaci6n a izquierda por g. De forma anédloga definimos
métricas invariantes a derecha.

Observacion 3.16. Describiremos ahora el método de Arnold para el estudio de las ecua-
ciones geodésicas en un grupo de Lie de dimensién arbitraria. Consideremos un grupo
de Lie G y sea g su algebra de Lie. Fijemos un producto interno continuo en g y conside-
remos la métrica invariante a izquierda que induce en G via traslaciones. Consideremos
ahora las geodésicas de G dada esta métrica. Para describirlas, usaremos el siguiente
método: sea y(t) una geodésica en G, su vector velocidad en cada punto es 7/(t) y po-
demos trasladarlo con la multiplicacion a izquierda al dlgebra de Lie de G. Esto nos da
un vector l; (H-1 (7'(t)) = v(t) que esté en g para todo t. La evolucion de este vector estd

codificada en las ecuaciones geodésicas de G. Esas ecuaciones nos dan un sistema no

lineal en g de la forma:
d
2 0(6)) = Bo())

Definicién 3.17. Dado un grupo de Lie G con una métrica invariante a izquierda, llama-
mos a la ecuacion de arriba ecuacion de Euler-Arnold en g.

Definicién 3.18. Llamamos a un operador A : g — g* inversible, continuo y autoad-
junto operador de inercia en g. Este operador induce una forma cuadratica H en g* que
llamamos hamiltoniano via

H(m) = =(m, A" m)

N =
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El operador A también induce un producto interno en g y luego una métrica inva-
riante a izquierda en G. El siguiente teorema (que llamaremos teorema de Arnold) es la
pieza fundamental de la teoria que desarrollaremos en esta tesis. La idea subyacente es
traducir problemas riemannianos en problemas hamiltonianos y simplécticos: nos per-
mite estudiar y conocer la ecuacién de Euler Arnold de un grupo de Lie basados en la
accion coadjunta del grupo.

Teorema 3.19. (Teorema de Arnold) Sea A : g — g* un operador de inercia en el grupo G. La
ecuacion de Euler-Arnold asociada a la métrica invariante a izquierda que induce A en G es

%m(t) = —()ld:kq,lm(m(t))’

al verla en g* via el operador de inercia.

A simple vista, la relacién entre la férmula de arriba y la ecuaciéon de Euler no es evi-
dente: la relacién del teorema de Arnold debe ser entendida como la que obtenemos
de la ecuacién de Euler tras aplicar el operador de inercia, pues es una igualdad en g*
mientras que la ecuacién de Euler es en el dlgebra de Lie. La demostraciéon que damos
a continuacion es la original del paper de Arnold [Ar2] y es valida tinicamente para el
caso de grupos de Lie-Banach pues utiliza la existencia de una carta alrededor del ori-
gen con propiedades de simetrias que, en general, los grupos localmente convexos no
poseen. Al momento de la publicacién del paper en cuestién no se poseian conocimien-
tos profundos sobre la teoria de grupos de Lie Fréchet por lo que Arnold crefa vélidos
los argumentos propios de la teoria de grupos de Banach para todos los grupos de Lie.
El lector interesado en encontrar una demostracién mds sencilla puede recurrir a [Kh],
donde figura una demostracién corta que tinicamente aborda el caso en que el grupo
admite una representacion fiel de dimensién finita. La demostracion correcta para gru-
pos de difeomorfismos fue completada por Marsden y Ebin en los papers [M A] y [M
E] y figura en el apéndice que estd al final de esta tesis. Entre el teorema de Arnold y la
Proposicion [3.12] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.20. La ecuacién de Euler es hamiltoniana con respecto al corchete de Kostant-
Kirillov en el dual del dlgebra de Lie y su funcién hamiltoniana es la forma cuadrdtica H inducida
por la métrica en el dlgebra de Lie.

Demostracion. El teorema de Arnold nos dice que

Dn(t) = —ad} 1 (m(1))

pero notemos que A~ 'm(t) = dH(m(t)) via la identificacién canénica entre (g*)* y g

pues dado v € g*

QU
=
2
~~
~—
~—
—~
Q
~—
I

(m(t) + o, A (m(t) +¢v)) = 5 ((v, A™'m(t)) + (m(t), A”'0))

N| =

(v, A7 \m(t)) + (v, A7 m(t))) = (v, A" \m(t))

N = N =
— Q‘
|~
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por lo que dH(m(t)) es la evaluacién en A~!(m(t)). Por tltimo, notemos que por la
Proposicién tenemos

Dn(t) = —ad’ 1,0 (1)) =~y (m(1)) = Xpg (1))

por lo que la ecuacién de Euler resulta hamiltoniana con funcién hamiltoniana H. [

La demostracion original de Arnold de su teorema se aplica sin ningtn problema a
grupos de Lie Banach aunque utiliza fuertemente el hecho de que la exponencial sea un
difeomorfismo en un entorno del origen, cosa que no es cierta para grupos localmen-
te convexos en general. Para esquivar este inconveniente y generalizar levemente esa
demostracion utilizaremos el siguiente lema:

Lema 3.21. Dada una carta cualquiera (¢, U) en un entorno de la identidad en un grupo local-
mente convexo G, se tiene el siguiente desarrollo en serie de Taylor alrededor del (0,0)

(e () Hy) =x+y+b(x,y) +...

dondeb : g X g —> g es un mapa continuo y bilineal que satisface b(x,y) — b(y,x) = [x,y],
bajo la identificacion entre el espacio localmente convexo que modela a G con g via el mapa dy¢.

Demostracién. Seam : G x G — G la multiplicacién del grupo. Sabemos que dym (v, w) =
v + w por lo que el desarrollo en Taylor de la funcién f(x,y) = ¢(¢ 1 (x)p 1 (y)) es de
la forma enunciada, es decir:

flx,y)=x+y+blxy)+...,

donde b : g x g — g es la forma cuadrética asociada al teorema de Taylor de orden 2.
Como a toda forma cuadrética se le asocia una forma bilineal, podemos escribir

b(x,y) =B ((x,y); (x,y))

paracierta 8 : (g x g)> — g bilineal y simétrica. Ahora bien, como f(x,0) = f(0,x) = x
debe ser b(x,0) = b(0,x) = 0y entonces

b(x,y) = B ((x,y); (x,y)) = B ((x,0);(0,)) + B ((0,y); (x,0)),

por lo que b es un mapa bilineal.
Tomemos ahora x € ¢(U) y sea

Avip(U) — g
y— f(x,y).

Es claro que dpAy es conjugada a diLy via la funcién dj¢, por lo que la identificacién
que brinda d;¢ permite ver al campo invariante a izquierda asociado a v € g como
vi(x) = doAx(v). Notemos entonces que si desarrollamos en Taylor de orden 1 este
campo invariante a izquierda obtenemos

v(x) =v4+0b(x,0)+...
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es decir, dgv;(x) = b(x,v). Por dltimo, calculamos el corchete entre dos vectores v, w en
el dlgebra de Lie y obtenemos

[v,w] = [v;, w;](0) = dow;(v;(0)) — dov;(w;(0)) = dow;(v) — dov;(w) = b(v,w) —b(w, v).
Lo cual prueba la afirmacién que relaciona el corchete de Lie y la forma bilineal b. [

Basandonos en esto obtendremos coordenadas locales en la carta (¢, U) para la tras-
lacion a izquierda de un vector velocidad ¢(t). En efecto, para x, y suficientemente cerca
del origen y |t| — 0 el desarrollo anterior se torna

plo~! (x)9~  (ty)) = x + ty + th(x,y) + tO(x*) + O(#*)
por lo que bajo la identificacién dada por d; ¢ tenemos la igualdad
deL(p—l(x) (y) =Y+ b(x,y) + O(xz)
y més en general, si consideramos y = z + ¢t en el desarrollo original obtenemos

dy10)Ly1()(§) = § +b(x, &) + O(x*) + O(xz) + O(?)

que en el caso en que z = —x arroja la siguiente identidad que necesitaremos a la breve-
dad

dq)—l(z)qu—l(fz) (v) =y—bzy) + O(Zz)'
Nuevamente, si nos restringimos al caso de grupos de Lie Banach, todas estas identida-

des pueden obtenerse utilizando como carta a la exponencial (para la cual la forma bili-
neal b(x,y) no es mds que 3[x,y]) y observando la serie de Baker-Campbell-Hausdorff.

Finalmente, damos la demostracion del teorema.

Demostracién. Reiteramos que la demostraciéon que daremos es para el caso de grupos
de Lie Banach. Comenzaremos reformulando la identidad que queremos probar. Sea
B : g x g — g el operador bilineal definido por la identidad

(la,b],c) = (B(c,a),b)
la igualdad que queremos probar es equivalente a ver que para todo elemento b € g

(U b) = (~ad 1, (m),b)

donde los paréntesis denotan el pairing entre g y g* para distinguirlo de la métrica que
induce el operador A. Escribamos v = A~!m y notemos que valen las igualdades

(—ady 1, (m),b) = (m,ad 4-1,,(b)) = (Av, [v,b]) = (v, [v,b]) = (B(v,0),b)

y ademas

dm do do
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por lo que la igualdad que estamos queriendo probar es equivalente a ver que la ecua-

cion de Euler en g tiene la forma

do
pi B(v,v)

Ahora encaminémonos a probar esta identidad. Notemos que basta con probar esta
igualdad en t = 0. En efecto, la ecuacién de Euler es auténoma y como para cualquier
v € g existe una geodésica g(t) con g(0) = ey ¢(0) = v, laidentidad probada parat =0
con esta geodésica nos dice precisamente cémo evoluciona el vector tangente cuando
este es v. Para probar la identidad consideramos una carta en un entornodee € Gy
la llamamos (¢, U). La idea es usar esta carta para obtener coordenadas locales para
v(g(t),8(t)). Escribamos entonces g(t) = ¢(g(t)) y utilicemos la diferencial d¢ para
identificar el espacio modelo de G con su 4lgebra de Lie. Supongamos ademds que la
carta (¢, U) satisface la condicién ¢(g~!) = —¢(g) (en un grupo de Lie Banach, po-
demos tomar como carta la exponencial para lograr esto). Buscamos coordenadas de la
forma v(q(t),4(t)) y para eso utilizamos la observacion anterior que establece

0(t) = (dy1 gty Lyp-1(—q) (@) = 4 — b(9,4) + O(¢*)

Como g(t) es una geodésica debe minimizar el funcional de energia

que puede reescribirse utilizando las coordenadas locales de v en la forma

L(q(t),4(t)) = %(WD —(4,b(q,9)) + O(g%).

Por el Teorema el funcional L debe satisfacer las ecuaciones de Euler Lagrange sobre
la curva g(t) por lo que calculamos

3—5 = —(,b(%,)) + O(q)

] z

Utilizando las coordenadas locales para v(t) podemos escribir § = v(t) + b(g,4) + O(g?)
por lo que las ecuaciones de arriba se convierten en

oL
9g — (ke +0()
g oL
55 =0~ (0.b(g,%)) +0(q)
q
Escribiendo la ecuaciéon de Euler-Lagrange resulta que v satisface

fi—? — (0,b(d,)) = —(v,b(*,v)) + O(q)
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Nuevamente reescribiendo § = v(t) + b(g,4) + O(g?) = v(t) + O(q) obtenemos

do

= — (0,b(0,%)) = —(0,b(%,9)) +O(q)

que se puede reacomodar de la forma

do

=7 = (v, b(o, %) = b(x,0)) +0(q) = (v, [, %]) + O(q) = B(v,0) + O(q)

y evaluando en g = 0 esto arroja que

%h—o = B(v(0),v(0))

que es la identidad que buscdbamos probar.

Integrabilidad y estructuras bi-hamiltonianas

En esta seccién entenderemos cuestiones ligadas a la integrabilidad de un cierto sis-
tema hamiltoniano. El concepto de integrabilidad de sistemas se remite a la tradicién
fisica de llamar a un sistema de ecuaciones diferenciales integrable si puede resolverse
a partir de sus condiciones iniciales. Las ecuaciones de Newton son un ejemplo de sis-
tema integrable y estudiar su integrabilidad en mecénica se puede traducir en estudiar
ciertas constantes de movimiento: entre mayor cantidad de estas constantes uno pudie-
ra encontrar mejores herramientas tendra para poder resolver la ecuacién en cuestion.
Estas constantes del movimiento suelen llamarse primeras integrales de las ecuaciones
de Newton y son, generalmente, observables. Ejemplos de estas cantidades son el mo-
mento lineal, el momento angular o la energia. La teoria de integrabilidad de sistemas
dindmicos es una generalizacién de esta visién que permite aplicar las mismas ideas a
sistemas en variedades simplécticas y de Poisson que, como ya dijimos, son el contexto
apropiado para el estudio de la mecénica clasica en términos matemdticos modernos.
Primero estableceremos una definicién central para este capitulo.

Definicién 3.22. Decimos que una terna (M, 7t, H) es un sistema hamiltoniano si M es
una variedad, 7 es un bivector en M que induce una estructura de Poisson y H es una
funcién diferenciable en M.

Un sistema hamiltoniano no es més que una variedad de Poisson M junto a una
funciéon H diferenciable en M. A esa funcién la llamamos funcién hamiltoniana de la
variedad y la interpretamos como la energia del sistema. Estas interpretaciones heuristi-
cas, nuevamente, se basan en pensar una variedad simpléctica como el espacio de fases
de un sistema fisico. En ese contexto, es natural brindar al sistema una informacion ex-
tra que permita describir su evolucién y esa informacién debe ser la energia que posee.
Las siguientes definiciones van en la direccién de obtener una definicién de cantidades
conservadas que generalice las primeras integrales de movimiento de las ecuaciones de
Newton.
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Definicién 3.23. Decimos que una funcién F : M — R es una funcién de Casimir
si induce un campo hamiltoniano constantemente nulo, es decir, si {F, g} es la funciéon
nula para toda funcién g € C*(M).

Observacion 3.24. En el contexto usual de teoria de representaciones de dlgebras de Lie
tenemos una definicién de elemento de Casimir para un 4dlgebra de Lie. Si consideramos
el dlgebra de Lie de funciones en una variedad de Poisson con el corchete de Poisson
obtenemos que el elemento de Casimir es una funcién de Casimir pues este elemento
conmuta con todo elemento del 4dlgebra.

Tenemos el siguiente criterio que serd de ayuda para identificar funciones de Casimir.

Proposicion 3.25. Sea F € C®(g*) constante sobre las 6rbitas de la accién coadjunta del grupo
G en g*. Entonces F es de Casimir para el corchete de Kostant Kirillov.

Demostracién. Basta probar que X¢(m)(F) = 0 para todo f € C*(g*) y m € g*. Para eso,
notemos que por la Proposicién [3.12/ esto es lo mismo que ver que ad} F(m) (m)(F) = 0.

Ahora bien, escribamos esta tltima expresion de la forma ad; Fm) (m)(F) = (Foa)'(0)
con a una curva que represente al vector ad; F(m) (m) € g*, pero para esto basta observar
que dada una curva ¢(t) en G con velocidad ¢'(0) = df(m) entonces Ad;';( 9 (m) es una

curva «(t) que satisface lo deseado. Como la funcién F es constante sobre esta curva
(pues es constante sobre las 6rbitas de la accién coadjunta del grupo G) tenemos que
la derivada (F o a)’(0) se anula y luego lo hace el corchete de Poisson{F, f}(m) como
queriamos probar. O

Las funciones de Casimir tienen una interpretacion fisica muy interesante al recapi-
tular la mecénica subyacente en la geometria simpléctica. Recordemos que si M es una
variedad simpléctica, una funcién f € C*(M) se dice una cantidad conservada a lo
largo de un campo hamiltoniano X, si {f, g} = 0. Més atin, tenemos la siguiente defini-
cion:

Definicién 3.26. Sea (M, 71, H) un sistema hamiltoniano, se dice que f es una cantidad
conservada del sistema si { f, Xy} = 0.

Las cantidades conservadas asociadas a un sistema hamiltoniano se relacionan uno a
uno con las simetrias infinitesimales via el teorema de Noetheﬂ (siempre que la varie-
dad tenga primer grupo de cohomologia nulo) y luego podemos interpretar las funcio-
nes de Casimir en una variedad de Poisson como cantidades que se conservan en todas
las direcciones hamiltonianas: esto quiere decir que son simetrias infinitesimales del sis-
tema hamiltoniano independientemente de la energia H que se le asocie a la variedad
simpléctica.

Observacion 3.27. Toda funcién de Casimir es constante sobre las hojas simplécticas de
M. En efecto, dos puntos pertenecen a la misma hoja simpléctica si se pueden unir por
un camino cuya velocidad en cada punto es un vector hamiltoniano. La variacién de una

Ver [Lee] o [Ko] para mayor detalle.
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funcién de Casimir sobre un tal camino es nula pues es igual al valor de dicho vector
aplicado sobre esta. Notemos ademas que el ntimero de funciones de Casimir definidas
localmente de forma independiente es igual a la codimensién de las hojas simplécticas
en M.

Las funciones de Casimir se encuentran, naturalmente, en involucién, aunque refle-
jan la degeneracion del corchete de poisson y no las simetrfas del sistema. Para poder
reflejar las simetrias del sistema requerimos la nocién de integrabilidad que se refiere a
funciones que estan en involucién entre ellas. Ahora si, diremos a qué nos referimos con
sistema integrable.

Definicién 3.28. Llamamos a .4 un algebra dindmica m—dimensional si estd generada
como algebra de Lie por m campos de vectores {v, } en M que conmutan dos a dos y
tales que el multivector A™v, se anula en un conjunto nunca denso (a esta condicién
nos referiremos como independencia en casi todo punto de los vectores v,). A A la con-
sideramos como un S—élgebra de Lie donde S es la R—subalgebra de (C*®(M),{, })
generada por las funciones cuyas diferenciales se anulan sobre todos los v,.

Definicién 3.29. Sea .4 un dlgebra dindmica m —dimensional en una variedad de Poisson
(M, t). Decimos que A es parcialmente integrable si:

1. Sus generadores {v, } son vectores hamiltonianos asociados a ciertas funciones S,
que son independientes en casi todo punto, es decir, tales que A dS,, se anula en
un conjunto nunca denso.

2. Todos los S, estdn en involucién, es decir, {S,, S /\]‘} =0.

En muchas situaciones nos referiremos a las funciones {5, } como el sistema integrable
en M.

Definicién 3.30. Dada una variedad (M, w) simpléctica decimos que un conjunto finito
de funciones {Sy }i—1,.,» € C*(M) con 2n=dim(M), es un sistema totalmente integrable
si las funciones S; son independientes en todo punto y estan en involucién, es decir
A dS), es una forma nuncanulay {S,, SA].} =0.

Fijamos entonces un sistema hamiltoniano (M, 7t, H). Estamos interesados en descri-
bir la evolucién del sistema y para eso nos preocupa resolver la ecuacion diferencial en
M dada por

x={x,H}

A estas ecuaciones las llamaremos ecuaciones de movimiento y para resolverlas nos
valdremos de las simetrias que establece un sistema integrable. La integrabilidad de un
sistema se relaciona con la existencia de constantes del movimiento que nos permitan
describir la evolucién del sistema, del mismo modo que cldsicamente permiten hacerlo
el momento angular, el momento lineal y la energia para las ecuaciones de Newton: si
consideramos funciones que forman un sistema integrable y buscamos las superficies
de nivel de M con respecto a estas funciones obtenemos una subvariedad en la que las
ecuaciones de movimiento que nos brinda la estructura de Poisson son integrables. Eso
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mismo es lo que dice el teorema de Liouville-Arnold que precisamente establece que
si un sistema es completamente integrable entonces existe un cambio de coordenadas
que lleva las ecuaciones de movimiento a un sistema de ecuaciones diferenciables inte-
grables por cuadraturas. Geométricamente, este teorema nos dice que si intersecamos
la variedad de poisson con superficies de nivel de las funciones del sistema, obtenemos
una variedad difeomorfa a un toro m—dimensional tal que las coordenadas angulares
que determinan la posicién de un punto del toro son de la forma

Pk = Ck + wit

donde wy y ¢ son constantes (wy puede depender de los valores de las F; que defi-
nen nuestro sistema integrable, pero es constante sobre cada superficie de nivel). En
su version mds cldsica este teorema funciona para sistemas completamente integrables
en variedades simplécticas, pero hay resultados que lo generalizan para estructuras de
Poisson. No probaremos aqui el teorema de Liouville-Arnold. Para mayor informaciéon
ver [Arl].

La integrabilidad de un sistema simplifica su estudio. Los sistemas que poseen pocas
constantes de movimiento son mas cadticos que los integrables y por eso es que nos ve-
mos interesados en esta teoria. Un problema es que el concepto de integrabilidad de un
sistema es mucho mds complejo cuando se trata de variedades infinito dimensionales.
La principal dificultad es que la cantidad de funciones que deben definir nuestro siste-
ma no es finita (naturalmente) y luego las diferentes definiciones de sistema integrable
dejan de coincidir (no son equivalentes infinitas funciones en involucién a que las ecua-
ciones de movimiento sean integrables por cuadraturas por ejemplo). Hay sin embargo,
algunos sistemas dindmicos en los que la nocién de integrabilidad es clara como la fa-
mosa ecuacion de Korteweg de Vries que estudiaremos més adelante. En estos sistemas
encontramos generalmente la ayuda de poseer una estructura bihamiltoniana.

Definicién 3.31. Dos estructuras de Poisson {, }o y {, }1 son compatibles sobre una
variedad M si para cada A € R la combinacién lineal {, }o + A{, }1 es también un cor-
chete de Poisson en M. Una ecuacién diferencial en M se dice bihamiltoniana si puede
escribirse de la forma x = {x, Fo}o y de la forma % = {x, F; }1.

Ejemplo 3.32. Nuestro principal ejemplo para pensar en estructuras bihamiltonianas
serd el dual de un 4lgebra de Lie g*. En este espacio contamos con el corchete de Kostant
Kirillov pero también podemos definir una segunda estructura de poisson que viene
asociada a un punto my € g*. Llamamos corchete de poisson constante asociado a m al

corchete {, }o dado por
1f, &Yoo = ([dmf, dmg], mo)

Notemos que en el punto mg las dos estructuras coinciden. Decimos que el corchete
{, }o nos da la estructura de poisson de Kostant Kirillov congelada en el punto my.

Lema 3.33. Los corchetes de Kostant Kirillovy {, }o son compatibles para todo punto my € g*.
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Demostracion. Para probar esto debemos computar

{f.8tr={f gt + M gto =([dmf, dmg], m) + A[dm [, dmg], m0)
=([dmf, dngl, m+ Amg),

que no es mds que el corchete de Kostant Kirillov desplazado por una constante y luego,
sigue siendo un corchete de Poisson. O

Dado un par de estructuras compatibles de poisson en una variedad M, se puede ge-
nerar una sucesioén de funciones en involucién dos a dos que satisfagan que sus campos
hamiltonianos con respecto a la estructura {, }o sean también hamiltonianos con res-
pecto a la estructura {, };. Esta construccién se conoce como esquema de Lenard-Magri
y para poder llevarla a cabo tan solo requerimos de un par de corchetes de poisson com-
patibles y una funcién h, de Casimir para el corchete {, }, = {, }o + A{, }1. En efecto,
dado un tal par de corchetes y una tal funcién para cada A consideremos a esta funcién
como una funcién h(A) que a cada valor de A le asocia una funcién diferenciable de
Casimir sobre M para el corchete en cuestion. Supongamos que esta asignacion pueda
hacerse de forma diferenciable y expandamos /), como una serie de potencias sobre A:
hy = hg+ hyA 4+ hoA? + ... donde cada coeficiente h; es una funcion en M. Entonces vale
el siguiente teorema:

Teorema 3.34. Las funciones hj con j = 1,2, ... asi construidas forman una jerarquia de siste-
mas hamiltonianos. En otras palabras, cada funcion h;j genera un campo de vectores respecto del
corchete {, }1 que también es hamiltoniano para el corchete { , }¢ pero tal que su funcién hamil-
toniana para este corchete es —h; 1. Ademds, las h; asi construidas se encuentran en involucion
para ambos corchetes.

Demostracion. Sustituyamos el desarrollo en serie de potencias de 1) en la condicién de
Casimir para obtener

0={hy fir={ho+mA+ ... flo+AMho+mA+ .., fh
={ho, fYo + A({h1, f}o+ {ho, f}1) + A*({h2, fYo + {h1, f1) + ...

Por lo que deben darse las identidades:

{ho,f}o =0, {hi,flo+{ho,f}1 =0, {h2fro+{m, fh1=0,...

y como f es arbitraria esto prueba la primer afirmacién. Para ver la segunda basta notar
que

{hishjt1 = —{hiv1, hito = {hiz1, hjab =+ =0
tras repetir el procedimiento suficientes veces como para encontrar el corchete entre una
cierta /i; y ella misma. O
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Capitulo 4
El grupo y el dlgebra de Virasoro

El algebra de Virasoro

Lo primero que estudiaremos serdn los grupos de cohomologia del dlgebra de Lie de
los campos de vectores en el circulo. Tenemos el resultado:

Teorema 4.1. El sequndo grupo de cohomologia del dlgebra de Lie de campos de vectores en S*
es de dimension 1.

Demostracién. Primero encontraremos un 2-cociclo en X(S!) que no sea un coborde. El
cociclo que mostraremos recibe el nombre del cociclo de Gelfand-Fuchs y esta definido

por:
w:X(SYH x x(sY) — R

w(£(0)20,5(0)30) = [ £'(6)g" (6)de.

Primero veamos que se trata efectivamente de un cociclo. Sean entonces f, g, h € C®(S1).
Tenemos que:

w([f0p, 8], hdg) = w((f'g — 8"f)9p, hdp) = /51 (f"g — f&")n"ao

y permutando las funciones f, g, h de forma ciclica y sumando obtenemos una expresién
de la forma:

. f//(gh// _g//h +g//h _gh//) +f(h//g// _ h//g//)de — O

Por lo que

w([f9g, 8], hdg) + w([hdg, fIg], g99) + w([gp, hdg], fIp) = O

y w es un 2-cociclo.
Ahora veamos que es un cociclo no trivial. En efecto, consideramos los siguientes cam-
pos de vectores en S':

1
Xi=0p, Xa=(0°+0)9, X3=(30)d, Xs=(6"+ 3)9%

49
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Estos cuatro campos de vectores satisfacen las siguientes relaciones:
[Xl, Xz] = [X3, X4], w(Xl, Xz) =0, w(X3, X4) 75 0

Lo cual prueba que el cociclo de Gelfand-Fuchs no es un coborde, pues no depende
tnicamente del valor que toma el corchete entre dos campos.

Para completar la demostracién probaremos que el espacio vectorial H?(X(S!),R) es de
dimensién 1. Sea entonces 7 un cociclo en X(S') arbitrario. Extendamos 7 a un cociclo
en la complexificacion del dlgebra X(S'), que notaremos por X(5') @ C = X(S')¢. La
ventaja de trabajar en este espacio es que las funciones que definen a nuestros campos
de vectores pueden desarrollarse en serie de Fourier, brindandonos una base de campos
de vectores amigable sobre la que trabajar. En efecto, cualquier elemento de X(S!)c es
de la forma f(0)dy para una cierta f que se puede expandir en serie de Fourier:

f(0) =} fue™

ne#z

Por continuidad (recordemos que tinicamente estamos considerando cociclos continuos
en el segundo grupo de cohomologia) # queda definido por los valores que toma so-
bre los elementos L, = ie'?"dq. Sobre estos elementos, una simple inspeccién arro-
ja la relacién [Ly, Ly = (m — n)Ly4,. Ademds, notemos que el cociclo definido por
¢(Lm, Ln) = (Lo, [Lm, Ly]) es un 2-coborde pues se puede escribir como «([L,, L,]) con
a(Ly,) = [Lo, Lin]. Para ver por qué esta observacion es importante escribamos la condi-
cién de cociclo en los elementos Ly, L, L, que arroja:

17([Lo, L], Ln) +n([Ln, Lol, Lm) = 17(Lo, [Lm, Ln])-

Por la observacion recién hecha, podemos suponer entonces que

7([Lo, L], Ln) + 5([Ln, Lo), Lw) = 0

con tan solo reemplazar 77 por un cociclo cohomélogo. Esta tiltima relacién, junto con la
identidad que establecimos para [Ly, L] nos da:

my (L, Ly) +n1(Ly, Ly) =0

que implica que #(Ly, L,) = 0 siempre que n # —m. Ademads, la antisimetria del cociclo
implica que #(Ly, L—n) = 1(L_m, Ly) por lo que alcanza con calcular #(L,,, L_,,) para
m € IN. Para hacer esto evaluamos la condicién de cociclo en la terna Ly, Ly, L_,,_1 y
obtenemos:

(=n+1)n(Lnyr, Lon1) + (n+2)5(Lu, Ln) = (2n +1)5(L1, L 1) =0,

que es una ecuacion lineal recursiva que devuelve los valores de 77(L,, L) una vez que
se conocen losde (L, L_1) yden(Ly, L_5). Esto demuestra que el espacio H*(X(S'), R)
tiene dimensién a lo sumo 2. Notemos, por tltimo que si definimos #(L,) = n obtene-
mos un cociclo que es uno de los dos generadores del espacio solucién de la ecuacién
lineal recursiva anterior. En efecto

—n+1)(n+1)+n+2)n—(2n+1) =0.
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Pero ademas 7 asi definido es un coborde pues si consideramos el funcional  definido
por B(L,) = —%5,1,0 obtenemos que B([Ly, L)) = B((m —n)Lyym) = 5™8u1mpo que
coincide con el valor del 2-cociclo 7 sobre L, y Ly,. Esto prueba que H?(X(S!),R) tiene
dimensién a lo sumo 1 y concluye la demostracion. O

Definicién 4.2. Al cociclo

w(£(6)20,8(0)20) = 5 [ /(@)g" (0)d0

se lo llama cociclo de Gelfand-Fuchs. Notar que es un cociclo no trivial pues es un multi-
plo del cociclo del teorema anterior.

Observacién 4.3. El dlgebra de campos de vectores sobre S! es perfecta. En efecto, si
consideramos los elementos L, que conforman la base de Fourier de X(S!) como en el
teorema anterior tenemos la formula [L,, L] = (m — n)Ly+y. Esta identidad nos dice
que L, € [X(S!), X(S1)] para todo n € Z por lo que X(S') = [¥(S'), %(S')] dado que
los elementos de la base de Fourier generan a todos los campos de vectores en S.

Definicién 4.4. Llamamos algebra de Virasoro a la extension generada por el 2-cociclo
de Gelfand-Fuchs del élgebra de Lie de campos de vectores en S!.Esta extension es la
tinica extension central a menos de equivalencia. Ademds, como X(S!) es un dlgebra de
Lie perfecta, resulta que la extensién es universal. Notamos al algebra de Virasoro vir.
De este modo tenemos la descripcién siguiente:

vir = X(SH @R

con el corchete dado por
(7(0)20,0), (3(0)30,5)] = ('g — &' )20, 5 [, £/(0)g"(0)d0).

El dlgebra de Virasoro es un objeto de estudio muy interesante por varios motivos. En
el campo de la fisica hay un interés particular por comprender las representaciones de
este dlgebra porque juegan un rol protagonista en la teoria de cuerdas (ver [Po]).

Nosotros, a diferencia de la mayor parte de los textos que estudian este algebra, no
nos encontramos interesados por sus representaciones: mds atin, nos interesa estudiar el
grupo de Virasoro que integra esta dlgebra y las ecuaciones de Euler en ese grupo, por lo
que lo tinico que necesitaremos conocer sobre el dlgebra de Virasoro sera la forma de su
representacion coadjunta. Sin embargo, si el lector esta interesado en leer mas sobre las
representaciones del algebra de Virasoro y su relacién con las 4lgebras de Kac-Moody
puede recurrir a [Se P] o [G O].

A continuacién definimos una familia de productos internos en el dlgebra de Virasoro
que resultardn de interés: mas adelante estudiaremos las ecuaciones de Euler asociadas
a estas métricas.
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Definici6n 4.5. Llamamos métrica H} B al producto interno definido por

(0(6)30, ) ; (w()25,1)) = /S (wow -+ po'w')d6 + ab

Notemos que sia # 0 estas formas bilineales son no degeneradas y luego pueden exten-
derse a una métrica en el grupo de Lie que tiene a vir como algebra de Lie. Este grupo
serd definido en la siguiente seccién.

El grupo de Virasoro

Como vimos en el segundo capitulo, el grupo de difeomorfismos de una variedad
compacta y de dimension finita tiene estructura de grupo de Lie con la composicién.
A continuacién definimos el que serd nuestro objeto de estudio durante el resto de este
trabajo.

Definicién 4.6. Definimos al grupo de Virasoro como la siguiente extensiéon del grupo
de difeomorfismos del circulo:

Vir = Diff(S") @ R

con el producto dado por
(p(x),a) o (¢(x),b) = (Yo @)(x),a+b+ % /51 log((y 0 @)x)d(log(¢x)))-

Para ver que se trata de una extensién central de Diff(S!) basta ver que la aplicacién
(¥, @) — 3 [s1108((1 0 @)x)d(log(¢x)) es un 2-cociclo continuo. A este cociclo se lo
conoce como el cociclo de Bott. No es cierto en este caso que se trate de la tinica extensién
central a menos de isomorfismo del grupo de difeomorfismos de S: el segundo grupo
de cohomologia en este caso tiene dimensién 2. Sin embargo, si es cierto que este grupo
de Lie tiene por élgebra de Lie al dlgebra de Virasoro.

Proposicién 4.7. El cociclo de Bott es un 2-cociclo continuo en Diff(S1).

Demostracion. Sean , ¢, ¢ tres difeomorfismos de S! y consideremos la aplicaciéon

B(f.8) = /51 log((f o g)x)d(log(8x))
queremos ver que B satisface la ecuacién de cociclo, es decir

B(pow,n)+ B(e, ) =B(e,pon)+ B(y,n)

Para esto recurriremos tinicamente a la regla de la cadena. Tenemos que
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B(poy,n) = [, log((goyon))dog(n') = [ loglg oy o~ (o) )dlogln)
1 (log(@"oypon) +log(y o) )dlog 1)

—/ log(¢" o ¢ o 17)dlog (1’ / log(y o 77)")dlog(n)

= | log(¢" oy omy)dlog(y’) + B(y, 1)
y como 7 es un difeomorfismo, pullbackeando por 7! tenemos la igualdad

B(¢, / log (¢ o y)'dlog(y / log((¢ o) on)dlog(y’ o)
que por la regla de la cadena arroja
Ble.y) = | log(goyon)dlog(y’on) /51 log(n')dlog(y" o 7).

Sumando las relaciones que hemos obtenido tenemos:

Blooy,n) —B(g,n) + Blg, ) =
[, 1og(# 0w omdiog(') + [ 1og(g o on)’ ~log(y')dlog(y’ o)
Pero por la regla de integracion por partes
1 108(¢" o por)dlog(n’) + /51 log(¢ oy on)'dlog(y' o)
+ /S1 log(y' o 17)dlog(n') =
/. 108l(g" oy o) (¢ o m)ldiog () + [ 1og(g o p o) dlog( o 1) =
/51 log[(¢" o o) (" o n)y'ldlog(n’) + /51 log(¢p oy on)'dlog(y’ o)
= / log(")dlog (') =
[ og(g oo diog(y') + [ log(poyon)diog(y'on) — [ 1ogl)dlog(’) =
/51 log (¢ o9 on)'dlog((y' on)y’) - /51 log (17")dlog(1").
Pero este tltimo renglén no es mds que
B(po 1) — [ Tog(y)dog(n') = B9 4, 1),
donde la tltima igualdad se da porque S! no tiene borde y entonces el teorema de Stokes
arroja

1

[ 5(log(n')? =0.

/S1 log(1')dlog(n') = /sl %d(log(,?/))z _ %
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Recopilando todo, hemos llegado a

B(poy,n) —B(¥,n) + B(e,¥) = B(eop,n).

Esto prueba que B es un cociclo y como el cociclo de Bott es exactamente %B, la demos-
tracion esta finalizada. O

Como ya hemos adelantado, el grupo de Virasoro integra al dlgebra de Virasoro y
eso probamos a continuacion.

Proposicion 4.8. El dlgebra de Lie del grupo de Virasoro es el dlgebra de Virasoro.

Demostracién. El tangente cinético en la identidad del grupo de Virasoro presenta una
descomposicién de la forma T,Vir = X(S') & R que muestra que el dlgebra de Lie del
grupo de Virasoro es una extensién por IR de vir. Esta extension es a su vez central pues
lo es la extension del grupo de difeomorfismos que define al grupo de Virasoro. Como
la Ginica extensién central salvo isomorfismos de X(S') es el dlgebra de Virasoro esto
prueba la proposicion. O

La accidon coadjunta del dlgebra de Virasoro

El objetivo de esta seccién es obtener una descripcion explicita de la acciéon coadjunta
del algebra de Virasoro que nos permita calcular las ecuaciones de Euler asociadas a
las métricas invariantes a izquierda en Vir presentadas anteriormente. Lo primero que
debemos lograr es una descripcién del dual suave del dlgebra de Virasoro. Esto es lo que
establece la siguiente proposicién.

Definicién 4.9. Llamamos espacio de diferenciales cuadraticos en S! al espacio
O%2(s1) = {u(0)do @ do}
con la estructura de Fréchet asignada al espacio de secciones del fibrado T*S! ® T*(S!).

Proposicién 4.10. El dual suave del dlgebra de Lie de campos de vectores en S se identifica
candnicamente con el espacio de diferenciales cuadrdticos en S'. El pairing entre Q%2(S1) y
X(S') estd dado por

(1u(6) (49)%,0(6)29) = [ u(6)0(6)do

s

Demostracién. Para ver que el dual suave de X(S!) tiene la descripcién que afirmamos
basta con probar que el pairing establecido es no degenerado. Sea entonces u(0)(d6)?
un elemento de O®?(S!) tal que [ u(6)v(0)df = 0 para todo v(6)dy € X(S'). De-
bemos probar que u(6) = 0 y para eso apelaremos al lema fundamental del célcu-
lo de variaciones (Lema [1.52). En efecto, la funcién u(6) se identifica con una funcién
u € C*®([0,27]) tal que u(0) = u(2m) y foznu(x)v(x)dx = 0 para toda v € C%([0,27])
con v(0) = v(27m) y por el lema citado entonces debe ser # = 0 como queriamos probar.
Un razonamiento similar prueba que no hay ninguna funcién v € C*(S!) no nula tal
que [ u(0)v(0)df = 0 para toda u(6)(df)* € O%?(S!) y luego el pairing es no degene-
rado como queriamos probar.

O
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Corolario 4.11. El dual suave al dlgebra de Virasoro admite la descripcion.
vir* = Q%2 (S @R

con el pairing dado por

(((0)(d0)%,a) , (2(6)2p, b)) = / 1(8)0(6)d6 + ab.

!

Ahora intentaremos clarificar el significado del espacio Q®?(S!) y su nombre que lo
asocia al de formas diferenciales. Un diferencial cuadrético no es otra cosa que una sec-
cién de la segunda potencia simétrica del fibrado de 1-formas sobre una superficie que
tiene la forma u(6)(d0)? = u(6)(d6 ® df). Notemos que los difeomorfismos de la va-
riedad conllevan una accién sobre este espacio de diferenciales via pullback de fibrados

de modo tal que ¢~ - (1(0)(d0)?) = u(p(0))(¢'(0))%(d0)?> = u(¢p)(de)? y esta acciéon
coincide con la accién coadjunta del grupo de difeomorfismos de S! sobre el dual de su
algebra de Lie.

Para finalizar esta seccién nos proponemos calcular explicitamente la representaciéon
coadjunta del algebra de Virasoro.

Proposicién 4.12. La accién coadjunta del dlgebra de Virasoro en el dual vir* viene dada por la
formula

ad?vag,b) (u(d@)Z, a) = (—(21/[7)/ +u'v+ gv”’) (d9)2/ 0)-

Demostracion. La accion coadjunta queda definida por la férmula

(ad{ 5, 4 (1(d0)?,a), (wdg, c)) = —((u(d6)?,a),[(v3g, b), (wp, C)]).

Utilizando la definicién del corchete de Virasoro esto nos arroja

(08 g5 ({402, ), (020, €)) = — ((u(d0)2, ), (o' — w'0)p, 5 [ ')

Y N S [
= u(v'w 1(271)0194—2/51 vw'de,

pero integrando por partes esta tltima igualdad obtenemos:
(ad 5, (1(d0)°, @), (wdp, )) = / —u(v'w — w'v)d6 + - / " d6
—/ —uv'w 4+ uw'vdd + = / "w" do
= — — “ o
=/ uv'w — w(uv) d6+2/51 " wdo

:/ —w(uv’+uv’+u’v)d0+z/ —0""wdo
sl 2 Js1

EU’”)EZ@,

— . 2 / /
/51 w(2uv +uv+2
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y esto implica que la accién coadjunta adquiere la forma
ad?vag,b) (u(de)zx a) = (— (21/[1)/ +u'v+ gv”’) (d9)2, 0)

como queriamos probar.
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Capitulo 5

La teoria de Arnold en el grupo de
Virasoro

Ecuaciones de Euler-Arnold en el grupo de Virasoro

En esta seccién aplicaremos el método de Euler-Arnold para obtener las ecuaciones
de las geodésicas en el grupo de Virasoro con las métricas inducidas por los productos
internos definidos en el dlgebra de Virasoro anteriormente. El (tinico) resultado de esta
seccion es el corazén del capitulo y posiblemente el del trabajo en su totalidad.

Teorema 5.1. La ecuacion de Euler que describe el flujo geodésico en el grupo de Virasoro con
respecto a la métrica invariante a izquierda H) g con # 0 tiene la forma

a (v — 3vvg) — B(vegr — 20geVe — Vgagv) — bvgge =0

Demostracién. Escribamos A = a — 93 al operador diferencial de segundo orden que
actaa sobre funciones de la forma A(f(6)) = af — Bfge. Con esta notacién podemos
contruir el operador de inercia asociado a la métrica H; B En efecto, este operador re-

sulta
A : vir — vir®
(09, b) — ((Av)(d0)?,b).
En efecto
(A(v9g,b), (wdg, c)) = (((Av)(d0)?,b), (wdg,c)) = /sl (Av)wdf + bc

= /1 avw — Bogewdd + bec = /1 avw + Bogwydd + b,
S S

donde la tltima igualdad se debe a la férmula de integracién por partes. Notemos que
la ecuacion de Euler, por el teorema de Arnold toma la forma

i(u(d())z,a) = —ad’

T (u(d6)?,a).

((u(d6)?,a))

57
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Si llamamos (vdg, b) = A~1((u(d6)?,a)) y utilizamos la descripcién explicita de la accién
coadjunta obtenemos

d X a
7 (1(d0),a) = —ad(yy ) (u(d6)?,a) = ((2uvg + g0 + 5Vgap) (d0)?,0).

Reemplazando u(0) = A(v) y a = b tras utilizar la forma del operador de inercia A
obtenemos el sistema de ecuaciones:

by =0

Que desarrollando alcanza la forma

{ %(“U - ﬁUGG) - 2(“0 - 5’096)’09 + 89(06'0 — ﬁvgg)v + gveeg

{ o (vt — 300g) — B(vesr — 209909 — Vogg¥) — 5vpgg =0
by =0

]

La forma que adquieren las ecuaciones de Euler para algunas de estas métricas inva-
riantes es interesante de por si, por tratarse de ecuaciones diferenciales ya estudiadas e
importantes. En efecto, si elegimos &« = 1y B = 0 obtenemos la ecuacién

Ot — 3009 — bvggg =0

con b una constante. A esta ecuacién se la conoce como ecuacién de Korteweg-de Vries
y es de suma importancia en el mundo de la fisica por describir la propagacién de ondas
en medios dispersivos. Como veremos en la préoxima seccioén esta ecuacioén es bihamil-
toniana y por ende se presenta como un ejemplo interesante de sistema integrable para
el caso infinito dimensional.

Por otro lado, tomando a« = 8 = 1 se obtiene la ecuacién

vt — Vygg = 3009 — 209099 — (v — b)Ugag

que es conocida como la ecuacién de Camassa-Holm y ha sido estudiada largamente
en fisica para describir el movimiento de ondas en zonas superficiales del océano. Al
igual que la ecuacion de Korteweg-de Vries, esta ecuacion resulta bihamiltoniana con
respecto a dos estructuras de Poisson diferentes en vir*, cosa que estudiaremos en la
proxima seccion.

Estructuras bi-hamiltonianas de las ecuaciones

Ahora nos encaminamos a estudiar las propiedades de integrabilidad de los siste-
mas dindmicos dados por las ecuaciones de Euler en el grupo de Virasoro asociadas
a cada una de las métricas H;,ﬁ. Estas propiedades seran consecuencia de la estructu-
ra bihamiltoniana que presentaremos a continuacién. Ya sabemos que estas ecuaciones
son hamiltonianas con respecto al corchete de Kostant-Kirillov y la funcién hamilto-
niana H(v) = 1(v,0) H1, en vir*, el proximo paso es mostrar que también lo son para
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otro corchete de Poisson. Recordemos entonces que en todo dual a un dlgebra de Lie,
fijado un punto mp tenemos un corchete de Poisson constante asociado a my. Hemos
visto ademads que estos corchetes son compatibles con el usual por lo que es natural pre-
guntarnos qué forma tienen las ecuaciones hamiltonianas en vir* con respecto a estos
corchetes constantes.

Observacion 5.2. Dada un élgebra de Lie g y un punto mg en g*, la ecuaciéon hamiltonia-
na computada respecto al corchete constante en el punto mg y la funcién hamiltoniana
f € C®(g*) admite la forma

dm .
P Xp(m) = —adyg,, (mo)

Esto es sencillo de ver adaptando la demostracién de[3.12

Teorema 5.3. La ecuacién de Euler en el grupo de Virasoro asociada a la métrica H1 , es hamil-
toniana con respecto al corchete constante en vir* asociado al punto (%(d6)?,0).

Demostracion. Consideremos la funcion en vir*:

15 a

F(u(d6)>, a) :/(Eu —Z(u9)2> 46

Por la observacién anterior la ecuacién hamiltoniana con respecto al corchete constante
admite la forma:

d

- (u(d0)?, a) = —adz‘vaglb)(%(d(?)z,o) = (/(d0)2,0)

Donde (vdg, b) = dF(u(d0)?,a). Notemos que dF (u(d6)?,a) lo vemos en vir via la iden-
tificacion entre (vir*)* y vir. Para identificarlo como elemento de (vir*)* tomamos un
(¢(d6)?,¢) y evaluamos

d
AF (a0 (6 (@)%, €) =——|e=oF ((u + e) (d6)?,a + ce)
d 1
= eleol [ 5 (u+ ey = §(u+e2)jdo)

. 3 2 a . 3 2 a
= [, 3% = Fuagad0 = /S1 S22+ 2 ugeCdo

= ((§(d6)%, ), (5% + 51100)25,0)).

Por lo que el elemento de vir con el que se identifica dF,, 49)2 ) €s ((3u? + Sugp)0g, 0). Es-

to prueba que v = %uz + 5uge y luego la ecuacién hamiltoniana con respecto al corchete
constante y asociada a la funcién F resulta el sistema

ur = 31/1911 + %M@gg
a =0,

que es la ecuacion de Euler asociada a la métrica Hj ( en el grupo de Virasoro con respec-
to al corchete de Kostant-Kirillov. Esto prueba que esta ecuacién, que es la de Korteweg
de Vries, es bihamiltoniana. O
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La ecuacién de Korteweg de Vries no es la tinica que presenta estructura bihamilto-
niana de entre las que se obtienen como ecuaciones de Euler en el grupo de Virasoro
para las métricas H, g : todas ellas poseen esta estructura y la demostracion es similar.

Durante el resto del capitulo clasificaremos las 6rbitas de la accién coadjunta del gru-
po de Virasoro en su algebra. El objetivo de obtener una tal clasificacién es el de poder
encontrar una funcién de Casimir adecuada para poder explotar la estructura bihamil-
toniana de la ecuacién de Korteweg de Vries y mostrar su integrabilidad via un esquema
de Lenard-Magri. Esa clasificacion, sin embargo, requiere de un desarrollo tedrico preli-
minar en el que incurriremos en la siguiente seccién.

Las 6rbitas coadjuntas del grupo de Virasoro

En general el sistema integrable que se obtenga de un sistema dindmico mediante un
esquema de Lenard-Magri no estard univocamente determinado por el par de corche-
tes de Poisson: diferentes funciones de Casimir pueden arrojar diferentes sistemas en
involucién. Sin embargo, cuando la codimensién de las hojas simplécticas de los cor-
chetes {, }, es 1 obtenemos una tnica funcién de Casimir (salvo constantes) y luego
la eleccion del corchete determina el sistema. Este es el caso para los sistemas bihamil-
tonianos que hemos trabajado y para la ecuacién de Korteweg de Vries, por lo que el
tnico ingrediente que atin nos hace falta es la funcién de Casimir en cuestién. Resulta
que cualquier invariante por conjugaciones que podamos asignarle a la matriz de mo-
nodromia del operador diferencial 9% + u(6) serd una funcién de Casimir (por ejemplo,
podemos tomar la traza del operador o cualquier funcién de esta). Para poder ver esto,
primero brindaremos un poco de contexto sobre las matrices de monodromia asociadas
a ecuaciones diferenciales. Las siguientes definiciones se enmarcan dentro de la teoria
de Floquet y para profundizar sobre este tema se puede consultar [Ch].

Teorema 5.4. (Floquet) Sea x = A(t)x un sistema lineal de ecuaciones diferenciales tal que
t — A(t) es una asignacion T-periddica y continua al espacio de matrices de n X n y coeficientes
reales. Sea D (t) la matriz fundamental del sistema. Entonces para cada t € R

O(t+T) = ®(t)d 1(0)D(T)

Demostracion. Primero notemos que la matriz ¥(t) = ®(t + T) es solucién al sistema.
En efecto

)1 = (®)(t+T) = A(t+T)®(t+T) = A()¥(t)
ahora consideremos la matriz C = ®~1(0)®(T) = &~ 1(0)¥(0). Es claro que la asigna-
cién t — O(t)C es solucién al sistema y ademas satisface que @(0)C = ¥(0). Por el teo-
rema de unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales tenemos que ¥ (t) = ®(¢)C
que es exactamente lo que queriamos probar. O

Definicién 5.5. Llamamos matriz de monodromia del sistema ¥ = A(f)x a la matriz
B = & 1(0)®(T) donde ®(t) es la matriz fundamental del sistema. Notemos que esta
matriz depende de la eleccién de ® aunque su clase de conjugacién no.
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El dual del dlgebra de Virasoro (que ha sido descripto como un espacio de diferen-
ciales cuadraticos) también admite una descripcién en términos de operadores diferen-
ciales. Estos operadores se llaman operadores de Hill y reciben este nombre pues son
aquellos que definen la ecuacién de Hill, la cual ha sido extensamente estudiada con
el objetivo de describir los movimientos de la luna. La ecuacién de Hill es la ecuacién
diferencial

ii+a(t)u =0, a(t+T) =a(t)
y los operadores de Hill son los operadores diferenciales de la forma 93 + u(6). La iden-
tificacién entre el espacio de estos operadores y el dual del adlgebra de Virasoro es la
siguiente
(u(6)(d0)?,a) — ad3 + u(6)

y bajo esta identificacion tiene sentido hablar del operador de monodromia asociado a
un punto del dual suave del 4lgebra de Virasoro. En efecto, dado un punto ad3 + u(0) €
vir* tenemos la ecuacion diferencial

a¥ = —u(f)x

que es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales lineales

o=y
y o=—"x,

0 1
tal que la asignacion 6 — A(6) = uo) o | ©s continua y 27t-periddica. Como esta-

a
mos en las hipétesis del teorema de Floquet, podemos entonces afirmar que a cada pun-

to de vir* se le asocia una clase de conjugacién de matriz de monodromia. Las matrices
de monodromia asociadas a ecuaciones de Hill tienen la particularidad de pertenecer a
SL(2,R) (esto se puede demostrar usando la férmula de Liouville para el determinante
de la matriz fundamental de un sistema lineal aunque no lo haremos aqui, para més
detalle ver [Ch], pagina 180) y luego, las matrices de monodromia asociadas a puntos
del dual del dlgebra de Virasoro en el hiperplano {203 + u(6)|a = 1} estdn en SL(2,R).

A continuacién nos encaminamos a clasificar las 6rbitas de la accién coadjunta del
grupo de Virasoro en el dual de su dlgebra de Lie. El objetivo serd probar que sobre cada
hiperplano {ad3 + u(#)|a = ap} C vir* las 6rbitas por la accién coadjunta del grupo
de Virasoro quedan clasificadas por dos objetos: la clase de conjugacién de la matriz de
monodromia asociada a un punto cualquiera del hiperplano y un ntimero entero. Para
comenzar la clasificacién comenzamos con la siguiente observacion.

Observacion 5.6. El centro del grupo de Virasoro acttia trivialmente sobre vir* via la
accién coadjunta, es decir
* e .
Ad(o/a) —_— Idv”f*

Para notar esto basta observar la forma de la accién coadjunta del dlgebra de Virasoro
sobre su dual y notar que el centro se encuentra en el nticleo de esta accion. Por otro
lado, observemos que los hiperplanos {193 + u(6)|a = ay} también son invariantes por
la accién coadjunta del grupo de Virasoro: esto tambié surge de observar la forma de la
accién coadjunta del dlgebra de Virasoro en su dual.
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Gracias a la observacion anterior, alcanza con encontrar la accién coadjunta de un di-
feomorfismo sobre el dual del dlgebra de Virasoro para entender la accién del grupo de
Virasoro en su totalidad. Ademads, podemos restringirnos a estudiar esta accién sobre los
hiperplanos {203 + u(6)|a = ap} que son subespacios invariantes por ella. Sin embargo,
no serd conveniente obtener una férmula explicita para la accién de un difeomorfismo
del circulo sobre vir*: no es que no haya una tal férmula, sino que es més sencilla la for-
ma en la que estos difeomorfismos acttian sobre las soluciones de una ecuacién de Hill
que la forma en la que acttian sobre la ecuacién en si misma. Para esto consideremos un
punto del dual al dlgebra de Virasoro representado via una ecuacién de la forma

(a3 + u(6))y = 0

y sean f, g dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién. Estas soluciones
inducen un mapa

7:R — RP!
60— (£(0):5(0))

donde (x : y) son las coordenadas homogéneas del punto (x,y) en el espacio proyectivo

RIP!. Este mapa puede verse también como el mapa 7(0) = ]% que va de R a S!,

via la identificacién canénica entre RIP! y S!. Resulta que la accién coadjunta de un
difeomorfismo induce una accién sobre el mapa # asi construido y esta accién es muy
entendible.

Observacién 5.7. Dado un difeomorfismo ¢ de S! tenemos el siguiente diagrama

R ———4A)——+ R
Pl
st %, 4

donde los mapas de R a S! son los revestimientos. Como R es simplemente conexo, po-
demos levantar la composicién ¢ o p a un tnico mapa ¢ tal que ¢(0) € [0,277). Ademas,
este mapa resulta un difeomorfismo de R y satisface ¢(6 + 271) = §(0) + 27t dado que
la accién de 711 (S') = 2717 en R estd dada por la suma.

Proposicién 5.8. La accion de Virasoro de un difeomorfismo ¢ induce una accion via cambio de
coordenadas sobre el mapa 1 de la forma

¢ :1(0) = 1(9(6))
donde @ : R — R es el levantado de ¢ a R como revestimiento de S'.

Demostracién. Sean f y g dos soluciones linealmente independientes a la ecuacién de
Hill (ad3 + u(6))y = 0. Definimos

F(0) = f(9(0))(¢'(6)) "% y G(6) = g(e(0))(¢'(6)) /2
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y afirmamos que F y G son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de
Hill (203 + U())y = 0, donde U(8) = Ad;,l(u(e)(de)z,a). Si probamos esto, entonces

habremos visto que la accién coadjunta del grupo de Virasoro sobre el mapa 7 es la
deseada pues

aF" = a(f" o 9)(¢')} + a5 (F o @) (¢') E (9"~ aze” (o p)(')
= (o) (fop) (@) +a(fo9)e) 9"~ aze” (f o ) ()"

—(Fo )¢ (~opg)? +a(e) g~ aze(9) )

NI

" / 300
donde U(6) = (uo ¢)(¢')? + a3 (9 )((’() )2l )2, por lo que basta demostrar la igualdad

1(¢")(¢") = 5(¢")?
* 2 o N2 - 2
Ad,, 1 (1(0)(d0)”,a) = (uo ¢)(¢)” +az ()2 :
Para ver esto, alcanza con probar que la férmula dada induce una representacién del
grupo de difeomorfismos en vir*, y que si consideramos una curva de difeomorfismos

NG TN B 11\2
t— @rcongy =idy %|t:0¢t = vdg y computamos %((u o) (@))% + a% (9t )(f;));)f((’)t) ),
el resultado no es otro que la accién coadjunta del dlgebra de Virasoro, ad?vag b) (u(0)(d6)?,a),
calculada en la Proposicién .12 O

El mapa 1 que definimos arriba resulta muy importante a la hora de clasificar las
Orbitas de la accién coadjunta del grupo de Virasoro. Su importancia radica en que a
cada punto del hiperplano {a = ag} en el dual del algebra de Virasoro se le asocia
un mapa 7 distinto. Mas atin, una vez que conocemos el mapa 7 asociado a un punto
(u(8),a9) en este hiperplano podemos reconstruir el punto del que hemos partido. Eso
es lo que dice la siguiente proposicion.

Proposicién 5.9. Dado el mapa n asociado a un punto en el hiperplano {(u,a) : a = ag} hay
una formula explicita para obtener el punto (u(0),ag) que induce ese mapa.

Demostracién. Consideramos dos soluciones linealmente independientes f y ¢ dela ecua-
cién (ad3 + u(0))y = 0y el mapa inducido por ellas 7. Notemos primero que el wrons-
kiano

W(0)=det(j:/ 5/) = f§' —&f’

es constante. En efecto, deriviandolo obtenemos

(f8'=8f) = flg' + 18" —¢'f —gf" = —%fug + %guf =0.
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Como f y g son linealmente independientes, el wronskiano no se anula y podemos nor-
malizarlo para que valga constantemente —1 reemplazando a f por un multiplo suyo.
Supongamos entonces que el wronskiano se encuentra normalizado y notemos que en
ese caso la derivada del mapa 7 arroja

- () -5+

por lo que podemos recuperar f y g a partir de y pues f =1 -g = # En el caso en

que el wronskiano fuera una constante desconocida podemos reconstruir las funciones
f v g salvo multiplicacién por una constante (es decir, podemos recontruir el mapa
visto como mapa a RIP!). Una vez probado esto solo resta construir 1 () a partir de f y
g. Notemos que como el espacio de soluciones de la ecuacién de Hill en cuestion es de
dimensién 2 entonces el determinante de la matriz de 3 x 3

v f 8
y// f// gl/
v' o f" g

debe ser constantemente nulo para toda y(8) solucién a la ecuacion. Desarrollando te-
nemos

/ /

0=y JJ:N 51/ ~y'(fe" —sf") +y"(f's—fg)
/ / 1

=y JJ:N 5// +y'—(fug —guf) —y"
/ /

=Yy }C// 5// _]/H/

que multiplicando por a se convierte en la ecuaciéon

/ /

2 7
78
Y como las funciones y que anulan ese determinante son exactamente las soluciones a
nuestra ecuacion diferencial, tenemos que debe ser

ya —ay” =0.

/ /
f// g//

lo cual nos da una férmula para u(6) una vez que conocemos 7 (Observar que si W #
—1 con los mismos pasos podriamos despejar u#(6) aunque no podriamos despejar f ni

Q). l

Ahora estamos en condiciones de clasificar las 6rbitas coadjuntas del grupo de Vira-
SOro.

u(f) = —a
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Teorema 5.10. Las 6rbitas de Virasoro en el hiperplano {ad3 + u(6) : a = ag} C vir* con
ag # 0 fijo, se clasifican por la forma normal de Jordan de las matrices en SL(2,R) y un niimero
entero positivo.

Demostracion. Sea (f, g) un par de soluciones linealmente independientes de la ecuacién
(293 + u())y = 0. Consideremos el morfismo 7 que estas inducen. Sea M la matriz
de monodromia asociada al par de soluciones (f, g) de la ecuacién. Notemos que 7 es
cuasiperiddica en el sentido de que satisface:

(0 +2m) = [M]y(0)

donde [M] es la clase de M en PGL(2,R). Notemos que como las funciones son lineal-
mente independientes el wronskiano asociado es nunca nulo. En particular, si consi-

deramos ahora a # como el mapa 7(6) = Jg% obtenemos que 71'(6) = —g—Vg # 0. Mas

aun, eligiendo f y ¢ de modo que W > 0 podemos suponer que ' < 0. Esto nos di-
ce que si nos restringimos al intervalo [0,27], 7 representa una rotacion alrededor de
S! no singular (que no necesariamente termina en el mismo punto en el que comien-
za). Reparametrizando 7 via un difeomorfismo de S! podemos garantizar que 7(¢) sea
una rotacién uniforme manteniendo la misma relacién de monodromia en los bordes
del intervalo [0,277]. Es decir, existe un (Gnico) difeomorfismo de S' que preserva su
orientacién ¢ tal que (7(¢)) es una rotacion en sentido negativo a velocidad constante
(vista como mapa hacia RIP) y #($(27)) = 1(9(0) +27) = [M]5(9(0))(observar que
la segunda condicién se satisface para todo difeomorfismo ¢ por lo que tan solo hay que
tomar aquel que satisfaga la primera). De esta forma, obtenemos dos invariantes para
cada posible 77 via la accién coadjunta de Vir: uno es la matriz M que satisface la relacién
de monodromia y el otro es el grado de 7 (es decir, la cantidad de vueltas que da alre-
dedor de S! entre 0 y 277, también llamado su winding number). En efecto, el grado de
1 es invariante por esta accién de Virasoro porque al componer con un difeomorfismo
(que preserva la orientacién) tenemos

deg(7 o ¢) = deg(n7)deg(¢) = deg(n)

pues ¢ es un difeomorfismo entre [0,277] y [¢(0), (27)]. Estos dos invariantes ademds
clasifican completamente las 6rbitas coadjuntas por lo que estas érbitas se encuentran
clasificadas por un pardmetro continuo (la clase de conjugaciéon de la matriz M en
SL(2,R)) y uno discreto (el winding number de 7). Notemos que via la eleccion de 5’ < 0
logramos que el winding number sea un parametro positivo. O

El teorema anterior puede interpretarse de la siguiente manera. Consideremos la ma-
triz de monodromia de un punto en el hiperplano seleccionado. Esta matriz de mono-
dromia define una clase de conjugacién de matrices en SL(2,R) y esta clase de conjuga-
cién puede levantarse a una clase de conjugacion en el revestimiento universal SL(2,R).
En efecto, dada una matriz fundamental para la ecuacién diferencial que representa el
punto en cuestién, podemos considerar esta matriz como un lazo en SL(2,R) y este lazo
puede ser levantado al tnico elemento del revestimiento universal tal que en 0 sea la
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identidad. Es decir, un par de soluciones ( f, g) linealmente independientes nos arroja el
tnico elemento del revestimiento universal

( /];’ ((69)) gg’ ((%)) )

tal que al evaluarlo en 6 = 0 obtenemos la matriz identidad. La eleccién de W > 0 que
hicimos durante la demostracién que nos permitié obtener la unicidad en la clasifica-
cién con tnicamente morfismos de grado positivo nos dice que los levantados al reves-
timiento que debemos considerar son solo aquellos que se encuentran en “la mitad”de
SL(2,R). Tampoco podemos obtener el camino constante en la identidad via esta iden-
tificacién, por lo que podemos decir que el espacio que clasifica las 6rbitas coadjuntas
en el hiperplano {493 + u() : a = ap} del grupo de Virasoro, es el de clases de conjuga-

cién de matrices en el espacio (SL(2,R) — {id})/Z,. Debido al teorema de dependencia
suave de las soluciones a una ecuacién diferencial con respecto a los pardmetros de la
misma obtenemos el siguiente corolario que serd fundamental a la hora de explorar la
estructura bihamiltoniana de la ecuacién de Korteweg de Vries. La demostracién com-
pleta del corolario, sin embargo, requiere de algtin desarrollo de teoria de deformaciones
que escapa a los limites de esta tesis. Para ver los detalles sobre la demostracién ver [Kh-
Ov].

Corolario 5.11. La codimension de la érbita por un punto ad3 + u(6) en el hiperplano {ad3 +
u(0) : a =aop} es iqual a la codimension de la clase de conjugacion de su matriz de monodromia
en SL(2,R).

Integrabilidad de la ecuacion de Korteweg de Vries

En esta seccién aplicaremos el esquema de Lenard Magri descripto en el Capitulo 3 a
la ecuacién de Korteweg de Vries. Recordemos que esta ecuacion presenta estructura bi-
hamiltoniana con respecto a los corchetes de Kostant Kirillov y al constante en el punto
(3(d6)?,0) por lo que resta encontrar la funcién de Casimir asociada a cada combinacién
lineal de estos corchetes para poder ejecutar el método.

Observacion 5.12. Como ya dijimos, las integrales que arroja el esquema de Lenard Ma-
gri dependen de los corchetes de Poisson elegidos pero también de la funcién de Casi-
mir que utilicemos. En este caso, como las 6rbitas de la accién coadjunta en el hiperplano

302+ u(0)} tienen codimension 1 hay una tnica eleccién salvo multiplicacién por una
constante para una funcién de Casimir. Esto nos dice que el esquema esta univocamente
determinado por los corchetes que brindan la estructura bihamiltoniana.

Proposicién 5.13. Sea M, la matriz de monodromia asociada al operador 95 + u(6) — A2,

Entonces la funcion
(95 + () = log(tr(My))

es una funcién de Casimir para el corchete {, }o = {, } + A%{, }o donde {,} es el corchete
usual de Kostant Kirillov en vir* y {, }o es el constante asociado al punto mg = (3(d6)?,0).
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Demostracion. Como la clase de conjugacién de la matriz de monodromia es invariante
por la accién del grupo de Virasoro, entonces la traza de la matriz de monodromia tam-
bién lo es y luego lo son las funciones ). Como estas funciones son constantes sobre
las 6rbitas de esta accién, por la proposicion tenemos que las &) son funciones de
Casimir para el corchete de Kostant Kirillov. Pero ademads toda funcién de Casimir para
el corchete de Kostant Kirillov resulta de Casimir para el corchete {, }o y luego para el
corchete {, },. O

El motivo para elegir la parametrizacion de los corchetes dada por {, }» = {, } +
A%{, }o es simplemente que las integrales /; que obtengamos mediante el esquema de
Lenard-Magri resulten mas sencillas. El método arroja entonces integrales de la ecuacion
de Korteweg de Vries expandiendo en serie de potencias la funciéon k) y como puede
verse en [Z], [Kh] o [Ba] las primeras de estas integrales son

1 1 3_1 2
=3 /s =16 Sl(u Z(u))dO,...

mientras que las demds pueden calcularse haciendo uso del método descrito en[3.34]

1
= / ud6, =0, I 1240, hy =0, hs
S

El caso de métricas degeneradas

Para terminar el capitulo, abordaremos el caso dado por la métrica Hy 1, que, al po-
seer & = 0, no define una métrica de Riemann en el grupo de Virasoro. Por una cuestién
de espacio, daremos tnicamente las ideas generales con las cuales se sigue el tratamien-
to de este caso y aquel que esté interesado en conocer los detalles puede recurrir a [Kh
M]. En esencia, reemplazaremos el grupo de Virasoro por un espacio homogéneo al cual
nuestra métrica descienda de un modo no degenerado. Para comprender esto damos
primero unos preliminares en espacios homogéneos: el tratamiento sobre este tema estéd
extraido esencialmente de [W] (donde esté explicado el caso finito dimensional), aunque
otras buenas referencias son [B] y [ON].

Definicién 5.14. Decimos que una variedad M es un espacio homogéneo asociado a un
grupo de Lie G si se tiene una acciéon G ~ M transitiva tal que el mapa

n:G— Aut(M)
se correstringe a un mapa

1+ G — Diff(M)
Es decir, 77(g) € Diff(M) para todo g € G.

Observacion 5.15. Sea my € Mysea H = {c € G : n(c)(mp) = mp} el subgrupo de
isotropia de G en mp; H es un subgrupo cerrado de G. Notemos que se tiene un mapa
bien definido

B:G/H— M
oH — () (mo)
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Este mapa se puede utilizar para transferir la estructura de variedad (y de espacio
homogéneo) de M al conjunto de coclases G/ H. Nos interesaria que esa estructura fuera
compatible con la estructura algebraica subyacente a la definicién de G/H como un
cociente: nos interesa que la proyeccion resulte una submersiéon y que la accién de G en
G/ H sea C*®. Ambas cosas se satisfacen para esta estructura (y ademads es la tinica que
lo hace) como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 5.16. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G que ademds es una subvariedad
split y sea G/ H el conjunto de coclases de G médulo H a izquierda. Sea w : G — G/H la
proyeccion natural con 7t(c) = o H. Entonces existe una tinica estructura de variedad en G/ H
que satisface simultdneamente:

m Tes C™.

= para cada cH € G/H existe un entorno W y un mapa C* que llamamos T : W — G
tal que o T = id.

Como dijimos, esta estructura es la que podemos obtener si H es el subgrupo de iso-
tropia de una variedad homogénea y utilizamos el mapa 8 que definimos anteriormente
para trasladar la estructura diferenciable. Eso queda evidenciado en el siguiente teore-
ma.

Teorema 5.17. Sea ny : G X M — M una accion transitiva de un grupo de Lie G en una
variedad M homogénea. Sea H el subgrupo de isotropia de G en un punto mo € M. Entonces el
mapa

B:G/H — M
oH +— 1(0)(mo)

es un difeomorfismo entre G/ H con su estructura natural de variedad y M.

Podemos encontrar demostraciones de los teoremas anteriores en el libro [W]. En con-
junto, estos teoremas nos brindan una nueva descripcién de los espacios homogéneos.
Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado. Entonces es claro que tenemos una
accion transitiva y de clase C* dada por

n:GxG/H— G/H
(0, TH) — oTtH

que hace de G/ H un espacio homogéneo. Como ademads vimos, dada una variedad M
con estructura de espacio homogéneo, esta es difeomorfa a un conjunto de coclases G/
H con su estructura natural de variedad. Estas dos construcciones nos dan una corres-
pondencia

Espacios homogéneos sobre N Variedades de coclases a izquierda
un grupo de Lie G modulo un subgrupo cerrado H < G

por lo que podemos definir un espacio homogéneo de forma alternativa como una va-
riedad de la forma G/H con H un subgrupo cerrado de G y la tinica estructura diferen-
ciable que hace de la proyeccién una submersion diferenciable con secciones locales.
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Definicién 5.18. Decimos que un espacio homogéneo de la forma G/H es reductivo
si existe un complemento cerrado al dlgebra de lie h = Lie(H) en g que ademds es
Adp—invariante. A un tal complemento lo llamamos espacio de Lie de G/H y hay un
isomorfismo candnico entre los espacios tangentes a G/ H y su espacio de Lie que viene
dado por la traslacién a izquierda de coclases.

La primera pregunta que debemos hacernos es cudl es la definicion correcta de una
métrica en un espacio de coclases de la forma G/K. Para eso serd de ayuda la defini-
cién de arriba. No estaremos interesados en cualquier métrica, sino en aquellas que son
invariantes por la accién de G sobre el espacio homogéneo G /K. La definicién que nos
interesaria que funcionara es la usual para una métrica cociente:

(1 +K, 8+ K) =1infy 1, cal(g1+ki,$2 +k2),

donde £ es el algebra de Lie de K, g1 y g2 son elementos de g, y la métrica utilizada en
la derecha de la igualdad es la que tenemos en G.

La siguiente pregunta que debemos hacernos sobre las métricas en G es cuando po-
demos afirmar que una métrica en G desciende via la definicién de arriba a una en G/K.
Sea entonces G un grupo de Lie y consideremos una métrica degenerada sobre G inva-
riante a izquierda. El nicleo de nuestra métrica es una subédlgebra de Lie de g y luego
es integrableﬂ a un subgrupo de G que llamaremos K. Podemos considerar entonces el
espacio de coclases G/K, siempre que K resulte un subgrupo cerrado y split de G. En
un principio, uno estaria tentado a afirmar que la métrica inducida en el espacio G/K
deberia ser no degenerada. El primer problema que encontramos es que no toda métrica
invariante a izquierda desciende a este cociente como veremos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.19. Consideramos el grupo de Lie SO(3). Sea s0(3) su algebra de Lie y con-
sideremos el operador de inercia dado por

A:g—g"
0 a;  ap 0 xay Paz
—a1 0 a3 | — —aa; 0 0
—day —da3 0 — ‘5(12 0 0
Este operador define una métrica degenerada sobre SO(3) y su ntcleo es el subgrupo
0 0 O
generado por el elemento | 0 0 1 | enso(3). Para hallar el subgrupo calculamos
0 -1 0
eB! con B el generador del nticleo de la métrica. Este calculo arroja la matriz
1 0 0
eP' =1 0 cos(t) sen(t)

0 —sen(t) cos(t)

1Si bien no todas las dlgebras de Lie son integrables en dimensién infinita, aquellas que son subalgebras
de un algebra integrable lo son. Para ver una demostracién ir a [B], corolario 3.33.
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y luego el grupo buscado es S'. Notemos que la métrica que induce A no desciende a
una métrica en s0(3)/R si a # B. En efecto, si ese es el caso, tomamos la matriz

0 10
C=| -100
0 0O

y consideramos su 6rbita adjunta por la accién de S'. Un simple célculo nos muestra
que Adgi(C) contiene a C y a la matriz

0
0
-1

D=

o O O
S O

pero entonces la métrica inducida por A en el espacio de coclases deberia satisfacer

a=([C,[Cha=([E-C|[E-Cl)a = ([D],[D)a =B

donde los corchetes indican clase en el cociente s0(3) /R y la matriz E es la matriz en S!
que satisface ECE~! = D, es decir

10 O
E=(100 -1
01 0

Como habiamos supuesto que a # f3, obtenemos un absurdo.

Proposicién 5.20. Sea G/ H un espacio homogéneo reductivo y m su espacio de Lie. Entonces
hay una correspondencia uno a uno entre productos escalares en m que son Ady—invariantes y
métricas G—invariantes en G/ H.

Demostracion. Sea m : G — G/ H la proyecciéon natural y sea 73, la multiplicacién a
izquierda por un elemento # € H en G/H. Notemos primero que 17,07 = 7o Cp,
donde Cj, es la conjugacién por h como automorfismo de G. Diferenciando esa tltima
igualdad llegamos a d1, o dt = dmt o Ad, y notemos que esta igualdad tiene sentido
vista en m pues Adj,(m) C m. Fijemos a d7t como la identificacién canénica entre T1(G/
H) y m, de modo que bajo esta identificacién vemos a dt, como la accién adjunta Adj,.
Bajo esta identificacion, todo producto interno en m que sea Ady invariante se extiende
via traslacién a izquierda a una métrica en G/ H que resulta invariante por la accién de
G por traslaciones. Por otro lado, toda métrica invariante por la accién de G en G/H
tiene a las traslaciones dt1j, como isometrias lineales y como estamos requiriendo a la
identificaciéon d7t como una isometria lineal, resulta que los morfismos lineales Adj, son
isometrias de la métrica y luego la métrica en m es Ady invariante. O

El siguiente teorema nos dice precisamente cudl es la condicién que debe satisfacer
una métrica para descender al espacio de coclases.
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Teorema 5.21. Supongamos que G/ K es reductivo y G tiene una métrica invariante a izquierda.
Si la forma cuadritica E(v) = (v; v) en g satisface ker(E) C Lie(K) = ¢ y ademds, la métrica
es ad—invariante, es decir:

(adyu,v) = —(u, (ady0)),

para todo u,v € gy w € R, entonces la métrica invariante a izquierda (; ) en el grupo G
desciende al espacio homogéneo G /K.

Observacion 5.22. La propiedad de ad—invariancia puede leerse en términos de la ac-
cién adjunta del grupo. En ese caso, la propiedad que debe satisfacer la métrica es

(Adgu, Adyo) = (u,v),

para todo elemento k € K. En efecto, estas dos condiciones son equivalentes pues si se
satisface
(Adk(t)u, Adk(t)v> = (u, U>,

para una curva k(t) en K con k(0) = 1x y k'(0) = w, derivando la igualdad con respecto
de t ent = 0, obtenemos

(adyu, Av) = —(u, A(adyv)),

para todo u,v € gy w € K. Mientras que si se satisface la ad—invariancia entonces
considerando una curva k() en K con k(0) = 1k y su correspondiente curva k' (t) = w(t)
en R (via traslacion a izquierda) podemos integrar la igualdad de arriba para obtener

<Adk(t)l/l, Adk(t)v> = cte = <Adk(0)u, Adk(0)0> = <u,v).

Esto tltimo prueba que se satisface la condicién de Ad—invariancia y luego, que ambas
condiciones son equivalentes.

Notemos también que la condicién de invariancia en el 4lgebra de Lie no es méas que
pedirle a los operadores ad,, con w € & que sean antiadjuntos con respecto a la métrica
de G.

Demostracién. La buena definicion de la métrica cociente es inmediata y la invariancia
por la accién de G es consecuencia de la Proposicién[5.20} Resta probar tinicamente que
la métrica inducida en G/K resulta no degenerada, pero esto es inmediato de la cadena
de desigualdades:

(81+ R, 81+ R) = infy, pyealg1 + k1,81 +k2) = (g1,81) >0
que se da si g1 no estd en K. O

Comenzamos esta seccion refiriéndonos a la métrica Hy; que resulta degenerada. A
continuacién, explicaremos como utilizar la teoria desarrollada para estudiar este caso.
Notemos que el subespacio de vir que se corresponde con el ntcleo de la forma cuadréti-
ca

E(0dy,b) = ((0dp, b), (039, b)) 1y, = /S ()2,
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no es otro que el de los vectores constantes de la forma (vdg, 0), donde v es una funcién
constante en S!. Estos campos de vectores se integran a un subgrupo de Vir, que se
corresponde con las rotaciones de S1 y al cual notaremos Rot(S'). Con un trabajo similar
al realizado anteriormente en este capitulo, se puede encontrar la forma de la ecuacién
de Euler en Vir/Rot(S!). En este caso la ecuacién es la famosa ecuacién de Hunter-
Saxton

Utgg = —20pVgg — VVgge,

que esté bien definida como ecuacién en Vir/Rot(S'). Esta ecuacién es de importancia
para el estudio de cristales liquidos en fisica y posee propiedades interesantes de inte-
grabilidad, al igual que la de Korteweg de Vries. Para ver mds detalles sobre la deduc-
cién de la ecuacion de Hunter Saxton como ecuacién de Euler en el espacio homogéneo
Vir/Rot(S1), ver [Kh M].



Capitulo 6

El método de Euler-Arnold en grupoides
de Lie

Arribamos al capitulo final de la tesis. En este capitulo implementaremos las ideas
ya desarrolladas para tratar de describir las ecuaciones de Euler desde un angulo mds
general. Siguiendo la reciente publicaciéon de Khesin [Kh I] estudiaremos métricas sobre
un algebroide conformado por una extensién del algebroide de campos discontinuos
sobre S!. La intenci6n es generalizar nuestros estudios sobre métricas invariantes en el
algebra de Virasoro de modo tal de poder incluir ecuaciones geodésicas que describan
fluidos discontinuos. Para el caso del grupo SDiff(M) con M una variedad compacta
esto ya ha sido logrado. El método sigue los siguientes pasos: primero se busca un gru-
poide que describa el espacio de configuraciones del fluido con discontinuidades que se
pretende analizar, luego se estudian las métricas que pueden definirse en él y finalmen-
te se estudia la ecuacién de Euler-Arnold para esta métrica. En un principio repetir este
procedimiento implica la obtencién de un algebroide de tipo Virasoro y un grupoide que
se le corresponda. Para el algebroide esto se logra sin mayores dificultades obteniendo
un posible algebroide de Virasoro. Este algebroide es naturalmente una extensién por R
de un algebroide de campos de vectores en S'. El grupoide sin embargo, no queda claro
que pueda obtenerse aunque la existencia de un grupoide que integre dicho algebroide
se ha podido reducir a una pregunta sobre los periodos del cociclo de Gelfand Fuchs.

Grupoides de Lie

Definicién 6.1. Un grupoide consiste de
» Dos conjuntos G y M que los llamamos flechas y objetos respectivamente.
» Dos funcioness : G — Myt: G — M.

» Una multiplicacién m : G X G — G asociativa con neutros e inversa. El producto
M

debe entenderse como fibrado sobre los mapas s y ¢, es decir g es componible con
hsit(h) =s(g).
Si G, M son variedades, s y ¢ son submersiones y las funciones m, i, e, dadas por la mul-
tiplicacion, inversiéon y los neutros son suaves entonces decimos que G = M es un

73
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grupoide de Lie. Comunmente se hace la siguiente salvedad: a la variedad de flechas G
se le permite no ser Hausdorff.

Ejemplo 6.2. Todo grupo de Lie es un grupoide de Lie con variedad de base dada por
un punto. Toda variedad es un grupoide de Lie si consideramos sobre ella tinicamente
las flechas de identidad.

Ejemplo 6.3. M x M = M es un grupoide de Lie con las proyecciones como mapas de s
y t y la multiplicacion dada por (x,y) - (y,z) = (x,z). A este grupoide se lo conoce como
grupoide par.

Observacién 6.4. Dado un grupoide G = M y un punto x € M tenemos un grupo de
Lie dado por s~ 1(x) Nt~ 1(x) = Gy que llamamos grupo de isotropfa.

Los grupoides de Lie son objetos mas generales que los grupos de Lie: basta conside-
rar M como una variedad trivial de un tinico punto y obtenemos un grupo de Lie. Asi
como los grupos nos referfan a simetrias sobre un objeto, los grupoides pueden referir-
nos a simetrias que varian continuamente sobre una familia de objetos. El contexto en
el que surgen los grupoides de Lie de manera mas natural es en el estudio de fibrados
y las simetrias que estos poseen, aunque actualmente son también muy estudiados por
su conexién con la geometria de Poisson y teorias de quantizacion.

A continuacién trataremos de motivar la presentacion de esta generalizaciéon de los
grupos de Lie en el contexto de la teoria de Arnold. Como ya hemos establecido, el teo-
rema de Arnold permite estudiar las geodésicas en grupos de difeomorfismos. Cuando
nos enfocamos en el caso del grupo de difeomorfismos que preservan el volumen de
una variedad compacta, Arnold ya explicé en [Ar2], coémo puede utilizarse este méto-
do para describir la evolucién de un fluido incompresible confinado en la variedad en
cuestion. En efecto, el grupo SDiff(M) es en ese caso el espacio de configuraciones del
fluido. En [Kh I], se propone una descripcién similar para espacios de configuraciones
de fluidos discontinuos. Ejemplos de fluidos discontinuos pueden encontrarse en la vi-
da cotidiana, como por ejemplo cuando un barco navega a altas velocidades por aguas
calmas generando una discontinuidad en la superficie del agua al alejarse. Estudiar los
espacios de configuraciones de estos fluidos y las geodésicas en estos espacios puede
hacerse mediante el método de Arnold aunque debe adaptarse la teoria pues, para estos
sistemas fisicos, el espacio de configuraciones no es un grupo sino un grupoide. El resto
de este capitulo debe ser leido con esta generalizacién de la teoria de Arnold en mente.

Algebroides de Lie

La contracara infinitesimal de un grupoide de Lie es llamada algebroide de Lie. Los
teoremas de Lie se generalizan al contexto de grupoides y algebroides sin demasiada
dificultad permitiéndonos extender la mayoria de las técnicas de la teoria de Lie. Co-
menzaremos con la definicién.

Definicién 6.5. Un algebroide de Lie A = M es un fibrado vectorial A — M equipado
con
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» Un morfismo de fibrados vectoriales p : A — TM que llamamos ancla.

» Un corchete de Lie [, ] en las secciones del fibrado I'(A) que satisface

@, f-b] = fla,b] + (Lo f)b

para todas las secciones a,b € T'(A) y f € C®(M). A esta propiedad de compati-
bilidad entre el ancla y el corchete de Lie la llamamos regla de Leibniz.

Observacion 6.6. De la regla de Leibniz es facil deducir que p([a, b]) = [p(a), p(b)].

Observacion 6.7. Dado un punto x € M el ntcleo del ancla en la fibra sobre x forma un
algebra de Lie que notamos g,. Este dlgebra es el dlgebra de Lie del grupo de isotropia
sobre x siempre que el algebroide se corresponda con un grupoide. Mds atin, todo fibra-
do sobre una variedad M de élgebras de Lie puede identificarse de este modo con un
algebroide de Lie cuyo ancla es el morfismo nulo.

Describiremos a continuacién la construccién del algebroide de Lie asociado a un gru-
poide de Lie dado G = M. Notemos que hay una inmersién canénica u : M — G dado
por las unidades de G (los elementos neutros sobre cada punto de M). Sea

dSlM : TG‘M — TM

la diferencial del mapa s restringida a la inclusién de M en G. Llamamos A = ker(ds|)
que es un fibrado vectorial sobre M. Asociamos a este fibrado el ancla

p:A—TM
a— dt(a).

Ahora nos falta encontrar un corchete de Lie en las secciones de nuestro fibrado que sea
compatible con el ancla. Al igual que con los grupos de Lie, en un grupoide poseemos
mapas de traslacion a izquierda y a derecha (aunque no pueden aplicarse sobre todos
los elementos de G). Usaremos estas traslaciones a derecha para identificar el espacio
de secciones de nuestro algebroide con campos de vectores en G invariantes a derecha.
En efecto, dado un ¢ € G sean s(g) = x y t(g) = y. Sea Rg : s7!(y) — s~ !(x)
la traslacién a derecha. Notemos que la fibra de nuestro algebroide A sobre el punto
y € M se identifica con T} ) (G). Notamos T°G = ker(ds) C TG al fibrado tangente a

las s-fibras. Definimos los campos de vectores en G invariantes a derecha como:
Xino(G) ={X € I(T°G)/ Xyg = dpRg(Xp) }-
Finalmente, tenemos una identificacién natural
[(A) = Xin(G)
a—a  talqueadlg = d, ) Re(a(t(g)))

Al igual que en el caso de grupos, los campos invariantes a derecha conforman una
subdlgebra de los campos en G y luego I'(A) hereda un corchete de Lie (que no es mds
que el corchete de campos de vectores). Al algebroide A = M asi construido lo llama-
mos algebroide asociado al grupoide G = M.
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Un problema central en la teoria de Lie es el de la integrabilidad. En el caso de alge-
bras de Lie el tercer teorema de Lie afirma que todas las algebras de lie de dimensién
finita se integran a un dnico (salvo isomorfismo) grupo de Lie simplemente conexo G.
En el caso de élgebras de Lie de dimensién infinita y de algebroides de Lie es un poco
diferente y hay algebroides que no se pueden realizar como el algebroide asociado a
un grupoide de Lie. La nocién con la que debemos reemplazar la simple conexion del
grupo que integra para obtener unicidad es la de s-simple conexién. Decimos que un
grupoide G = M es s-simplemente conexo si s~ !(x) es simplemente conexo para todo
x € M. Ajustdndonos a este nuevo concepto encontramos que la unicidad del tercer teo-
rema de Lie se mantiene para el caso de algebroides y grupoides: el tinico problema son
las obstrucciones que puedan haber para lograr que exista algtin grupoide que lo inte-
gra. Estas obstrucciones pueden describirse completamente haciendo uso de los grupos
de monodromia del algebroide y el teorema de Crainic y Fernandes se encarga de des-
cribirlas: un algebroide es integrable si y solo si todos sus grupos de monodromia son
localmente uniformemente discretos. Debido a que no es nuestro objetivo discutir los
problemas de integrabilidad de algebroides ni las generalizaciones de los teoremas de
Lie no profundizaremos sobre estos grupos de monodromia ni sobre el teorema de Crai-
nic Fernandes. Para més informacién sobre este teorema y una introduccién detallada a
la teoria de grupoides y algebroides de Lie recomendamos [CF].

Antes de terminar la seccién daremos una relacién entre los algebroides de Lie y la
geometria de Poisson. Asi como las dlgebras de Lie estdn en biyeccién con las estructuras
de Poisson lineales los algebroides se encuentran en una tal relacién con los llamados
fibrados vectoriales Poisson. Tenemos la definicion:

Definicién 6.8. Un fibrado vectorial Poisson es un fibrado vectorial E — B dotado con
un corchete de Poisson lineal en cada fibra, es decir, un corchete tal que si dos funciones
son lineales en cada fibra, entonces su corchete también lo es.

Enunciamos sin demostracion la relaciéon que mds nos interesard entre algebroides
de Lie y fibrados de Poisson.

Proposicién 6.9. E! fibrado dual de un algebroide de Lie cuyas fibras son espacios vectoriales
reflexivos A* = B recibe una estructura natural de fibrado vectorial de Poisson, que queda
untvocamente determinada por las relaciones

{0,y =[n.¢l {nf}=Lowy(f)
para 1, ¢ lineales en cada fibra y f constante en cada fibra.

La estructura de fibrado de Poisson que nos brindan los algebroides de Lie es entera-
mente andloga a la de Kostant Kirillov. El motivo por el que nos resultard de interés més
adelante serd el de estudiar las ecuaciones de Euler-Arnold en un grupoide de Lie: estas
ecuaciones eran hamiltonianas con respecto al corchete de Poisson de Kostant Kirillov y
esa relacion nos motiva a estudiar esta estructura de fibrado vectorial de Poisson.

Las ecuaciones de Euler-Arnold en algebroides de Lie

En esta seccion trataremos de sentar las bases del método de Euler Arnold para el es-
tudio de geodésicas en un grupoide de Lie. Mucha de la teoria que hemos desarrollado
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es facilmente generalizable para este nuevo contexto: la principal diferencia se encuen-
tra en el teorema de Arnold, el cual no podemos generalizar de un modo claro ante la
ausencia de una accién coadjunta bien definida para algebroides de Lie (en esta teoria, la
representacion coadjunta es una representaciéon a menos de homotopia). Existen sin em-
bargo resultados en esta direccion para un cierto grupoide (no generales) y que permiten
escribir las ecuaciones de Euler de un modo explicito y ver que resultan hamiltonianas.
Comenzaremos dando las principales definiciones.

Definicién 6.10. Sea A = B un algebroide de Lie y sea A* el fibrado dual suave (al
igual que en el caso de algebras de Lie tenemos que apelar a un dual suave para pre-
servar la estructura de Fréchet en general). Llamamos a Z : A — A" un operador
de inercia si es un morfismo de fibrados inversible. Un operador de inercia define una
métrica en A dada por

(,0)4 = (Z(u),v)

para todo par u#, v en la misma fibra del algebroide A = B. De igual modo, el operador
de inercia define una métrica en A* debido a que es inversible. Tenemos entonces una
funcion H € C*®(A*) dada por

HE) = (68 VEeA”

Esta funcién recibe el nombre de funcién hamiltoniana asociada al operador de inercia
7.

Definicién 6.11. Llamamos ecuacién de Euler-Arnold de grupoides asociada a la métri-
ca (, )4 ala ecuacion de Hamilton asociada a la estructura de Poisson canénica en A* y
la funcién H.

La definicién anterior estd motivada en el teorema de Euler-Arnold que nos garantiza
que la ecuacién de Euler que describe el movimiento de geodésicas en un grupo de Lie
sea la ecuaciéon de Hamilton vinculada a la estructura de Kostant-Kirillov y a la funcién
H.

Observacion 6.12. En el caso en que el algebroide A esté asociado a un grupoide de
Lie G podemos interpretar esta ecuacién como un sistema dindmico que describe la
evolucion de geodésicas en el grupoide G. Recordemos que la fibra de A sobre un punto
x de la base es el espacio tangente as 1 (x) C G en el punto id,. Aligual que en el caso de
grupos y algebras, si tenemos una métrica en A tenemos una en cada espacio tangente
Tig,5 '(x) y luego podemos usar traslaciones a izquierda para obtener una métrica en
todas las s-fibras de G, que son de la forma s~!(x). En efecto, definimos

(1,0)g = {1 (), 2 (0)ig, = (132 (), 11 (@),

donde s(g) = x y el producto interno se puede calcular sobre todo par de vectores u,v €
Tg(s~(x)). Esta métrica nos brinda una nocién de geodésicas en cada s-fibra de G y el
flujo geodésico induce un sistema dindmico en el tangente T;;_(s1(x)). Las soluciones
a este sistema dindmico (que llamamos ecuacién de Euler) descienden a soluciones de



CAPITULO 6. EL METODO DE EULER-ARNOLD EN GRUPOIDES DE LIE 78

la ecuacién de Euler-Arnold. La demostracion de este hecho consiste en observar que
la unién de los espacios cotangentes a las s-fibras de G es una variedad simpléctica con
una acciéon de G a derecha y que al tomar el cociente por esta accién el teorema de
Mardsen-Weinstein nos dice que la ecuacién de Euler en el grupoide desciende a una en
la variedad de Poisson reducida: esta reduccién hamiltoniona arroja el espacio A* con
la estructura de Kostant Kirillov y las soluciones a la ecuacién de Euler se corresponden
via este método a soluciones de la ecuacién de Euler-Arnold de grupoides. Para mas
detalle ver [Kh I].

Extensiones de algebroides de Lie

En esta seccién cubriremos la teoria necesaria sobre extensiones de algebroides de
Lie. Al igual que en el caso de grupos y algebras, las extensiones estan dadas por coci-
clos en el algebroide. La generalizacién de la teoria de extensiones a este nuevo contexto
es bastante lineal y las demostraciones siguen en general los mismos pasos. Nos limi-
taremos sin embargo al caso particular de extensiones de rango 1 pues estas han sido
estudiadas en detalle por Marius Crainic en [C]. El motivo por el que estas extensiones
suelen ser interesantes es que permiten estudiar la teorfa de fibrados S' —principales so-
bre una variedad y asi obtener teoremas generales sobre prequantizacién, aunque para
nosotros la importancia que presentan radica en que nos interesa estudiar una exten-
sién particular y es de este tipo. Estaremos principalmente enfocados en decidir cudndo
un algebroide que extiende a uno dado es integrable. Nuestro punto de partida es la
siguiente definicion.

Definicién 6.13. Sea (A, p, [, ]) un algebroide de Lie sobre una variedad M. Una exten-
sion de A por R es una sucesioén exacta corta de algebroides sobre M

0— Ry ——A4"5A—0
donde R) es el fibrado trivial real sobre M visto como un fibrado de 4lgebras de Lie

(y luego, como un algebroide con ancla nula). Decimos que esta extension es central si
[i(1),a] = 0 para todo a € A.

El siguiente paso es, naturalmente, dar una definicién de cociclo para algebroides.
Para eso consideramos el complejo de De Rham de algebroides asociado a A dado por
(C(A),ds) donde CF(A) es el conjunto de funciones C*(M)-multilineales alternadas
que van de la potencia p-ésima tensorial de I'(A) en C®°(M). Es decir,

c:T(A)®P — C®(M)  C®(M)-multilineal y alternada
El diferencial lo definimos en p-cocadenas como

da(e)(ar, ... api1) =Y (=1 e(lwg,a), a1, &y &)y 0y i1)
i<j
p+1
+ 2 l+1L ( (061,...,0/6\1',...,0%_,_1)).

De este modo un 2-cociclo va a ser un elemento ¢ € C?(A) que satisfaga d4(c) = 0.
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Proposicién 6.14. Todo 2-cociclo de algebroides en A induce una extension central de A por R.

Demostracién. Sea c un 2-cociclo en A. Comenzaremos definiendo el algebroide A, que
extiende a A. Como fibrado vectorial, tenemos que Ac = A@® Ry conelanclap : A; :—
TM dada por la composicion entre el ancla de A y la proyeccion de Ac a A. Es claro que
esta funcién es un morfismo de fibrados vectoriales pues lo es el ancla de A, por lo que
resta probar que hay una estructura de Lie en las fibras de A, que satisface Leibniz.
Definimos el corchete en T'(A;) via la férmula

(X, f), (Y, 8)] = ([X, Y], Lyx)(8) — Lo(v)(f) + (X, Y))

Este corchete satisface la identidad de Leibniz pues dada h € C*(M) tenemos

(X, ), h(Y,8)] = (X, hY], Lyx)(hg) — Louy) (f) + c(X, hY))
= (WX, Y]+ Loy (W)Y, Ly(x) (1)8 + Lp(x) (§)h — MLy (f) + he(X, Y))
= h([X, Y], Lyx)(8) = Lpy)(f) + (X, Y)) + Lyx) (B) (Y, &)
(

X, ), (Y, )]+ Lyx 5 (h)(Y,8)

Resta probar que el corchete satisface la identidad de Jacobi. Para eso, un simple compu-
to nos muestra que la suma ciclica de Jacobi toma la forma

(X ), ()] (Z )+ [[(Zh), (X, )], (VI +[[(Y,8), (Z )], (X, f)] =
(X, Y], Z] + [[Z,XY],] + [[Y, 2], X], dac(X,Y,2)) = (0, dac(X, Y, Z))

que es constantemente cero tinicamente cuando c es un cociclo. Esto prueba que A. es
un algebroide de Lie y como la extensién

i

0— Ry — A =+ A—0
es exacta, obtenemos que es una extension de A por IR. Para ver que es central basta
notar que [(0,1), (Y, g)] = 0 paratodo (Y, g) en A.. O

El préximo paso serd integrar un algebroide obtenido via una extensiéon por un 2-
cociclo a un grupoide de Lie. Ya han sido discutidos los problemas que se presentan a
la hora de la integracion de algebroides de Lie y es claro que no todo algebroide obteni-
do de este modo serd integrable. Sin embargo, tenemos una descripcién clara debido a
Crainic de cudndo esto serd posible. Previamente requerimos algunas definiciones.

Sea ahora c un 2-cociclo en un algebroide A sobre una variedad M que es el algebroide
asociado a un grupoide de Lie G s-simplemente conexo. Utilizamos las traslaciones a
derecha para definir una 2-forma en la s-fibra s~!(x), asociada a cada x en M, de la
siguiente manera

wé‘(Xg, Yg) = Cy((dR)gq (Xg, (dR)gfl (Yg))

donde estamos usando la identificacion entre la fibra A y el espacio tangente T;,( x)s_l (x).
Esto nos permite definir los siguientes fibrados de grupos sobre M.
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Definicién 6.15. Llamamos grupo de periodos y grupo estructural del cociclocenx € M
a los grupos:
Py(c) = Per(w)) CR

Sx(c) =R/ Py(c),

donde el grupo de periodos de una 2-forma w en una variedad M esté definido como el
subgrupo de R consistente de todas las integrales de la forma |, w con d un 2-ciclo en M.
Notemos que variando x € M tenemos dos fibrados de grupos sobre M, que pueden no
resultar suaves. A estos fibrados los llamamos fibrado de periodos y fibrado estructural
de c respectivamente. Los notamos P(c) y S(c).

En un principio podriamos dotar a estos fibrados de varias estructuras diferenciables
diferentes. Sin embargo, nos interesan las estructuras canénicas que reciben en relacién
al fibrado trivial R ;. Decimos que P(c) es suave si lo es como subfibrado de Ry; y que
S(c) es suave si tiene estructura diferenciable de modo que la proyeccién

T: Ry —)S(C)

resulta C*. Como veremos en el siguiente teorema, la suavidad de estos fibrados nos
permite determinar la integrabilidad del algebroide A..

Teorema 6.16. (Crainic) Si A es el algebroide de Lie asociado al grupoide de Lie s-simplemente
conexo G, ¢ € C?(A) es un 2-cociclo y A. la extension asociada, entonces existe un grupoide
topologico G(A.) y una extension central de grupoides topolégicos

0— S(c) — GA, -G —0
y las siguientes condiciones son equivalentes:
1. A esintegrable.
2. G(A.) es suave.
3. S(c) es suave.
4. P(c) es suave.

En cualquier caso G(A.) es el grupoide que integra a A..

El teorema anterior nos da un criterio para la integrabilidad de una extensién de al-
gebroide por un 2-cociclo. Notemos que la extensién obtenida serd de rango 1 aunque
puede no obtenerse via una extension por Rys dependiendo del grupo de periodos de
w?. En efecto, si este grupo es discreto obtenemos una extension por el grupoide S},.



CAPITULO 6. EL METODO DE EULER-ARNOLD EN GRUPOIDES DE LIE 81

Un algebroide de Virasoro

Nuestro objetivo ahora sera brindar una generalizaciéon del dlgebra de Virasoro al
contexto de algebroides. Para lograr esto seguiremos el tratamiento de Khesin para ob-
tener un grupoide que generalice el grupo de difeomorfismos que preservan el volumen
de una variedad compacta. En el fondo, estamos construyendo grupoides de difeomor-
tismos discontinuos y estos grupoides tendrdn como contraparte infinitesimal algebroi-
des de campos de vectores discontinuos. Consideramos entonces el siguiente espacio
que hara las veces de espacio base para nuestro algebroide.

Definicién 6.17. Llamamos DS al espacio de pares de puntos en S!. Es decir:

DS! = ! x st — A(St x sh).

Notemos que el espacio DS! tiene estructura de variedad de dimensién finita pues es
un abierto dentro de una variedad. Los puntos de DS! nos marcan las discontinuidades
de nuestro campo de vectores, el cual consideraremos para simplicidad con tinicamente
dos discontinuidades (aunque puede estudiarse sin problemas el caso de finitas discon-
tinuidades). A continuacién el primer objeto de estudio:

Definicién 6.18. Sea T’ = {x;,x,} € DS'. Notamos I'" al arco de circunferencia cerrado
que une x; con x7 en el sentido antihorario y I'"™ al arco de circunferencia que une x; con
x; en el otro sentido. Llamamos a v un campo de vectores en S! discontinuo sobre T si
es de la forma v = (f"xr+ + f~ xr-)dp donde f* y f~ son funciones diferenciables en
S!. Notamos DX(S',T) al conjunto de estos campos de vectores.

Observacion 6.19. Notemos que un campo de vectores discontinuo sobre I' es C* sobre
S! — Ty quesix € I entonces v(x) € Ty(S'). Es decir, v es una secciéon discontinua del
fibrado tangente pero que es diferenciable sobre S —T.

Definicién 6.20. Llamamos espacio de campos de vectores discontinuos en S! al espacio
DX(S') dado por
DX(S') = Upepa DX(SY,T)

que recibe estructura de fibrado vectorial sobre la variedad DS!.

Observacion 6.21. Para dotar de estructura de algebroide de Lie a este fibrado vecto-
rial debemos darle un ancla y un corchete de Lie entre sus secciones. Notemos que en
cada fibra una seccién no es mas que un campo de vectores discontinuo sobre el punto
base por lo que podemos extender el corchete de campos de vectores para obtener un
corchete entre las secciones. Para brindarle un ancla al fibrado debemos primero pre-
guntarnos cudl es el fibrado tangente a la base. Resulta que ese espacio tangente tiene
una descripcién muy sencilla.

Proposicién 6.22. El espacio tangente a DS en un punto T = {x1, x2} es isomorfo a Ty, (S') X
Tx,S?. El fibrado tangente a DS es un subfibrado TS x TS* como fibrado tangente a S' x S*.

Demostracion. Es solo notar que la variedad DS? es un abierto de la variedad S! x St. [
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Ahora estamos en condiciones de preguntarnos qué ancla podemos asignarle a nues-
tro fibrado vectorial. Para eso consideremos un elemento v € DX(S!) y sean ' =
{x1, %2} sus puntos de discontinuidad. Consideramos

p(v) = (v(x1),v(x2)) € TrDS!

Entonces p es un morfismo de fibrados vectoriales que ademds sirve como ancla para
dotar de estructura de algebroide de Lie a DX(S!). Por tltimo, podemos preguntarnos
qué corchete debemos asignarle a los campos de vectores discontinuos. Como se trata
de campos de vectores tenemos un corchete natural dado por el corchete en cada parte
diferenciable, es decir:

[, VIR(T) = [uw*, 0" xese + [, 07 ]xr-

Lastimosamente este corchete no alcanza para hacer de DX(S!) un algebroide de Lie
pues no es compatible con el ancla que hemos asignado. Sin embargo con la siguiente
variante obtenemos la estructura deseada.

Proposicién 6.23. (DX(S'),p,[,]) es un algebroide de Lie-Frechét, donde el corchete entre
secciones estd dado por

U, V(T) = [U, VI*(T) +p(U) - V(T) = p(V) - U(T)

Observacion 6.24. La expresion p(U) - V(I') debe considerarse como la siguiente deri-
vada P

p(U) - V(T) = 2 (V) i=o

donde T} es una curva en DS! que pasa por I' en t = 0 y cuya velocidad es p(U(T))
a ese tiempo. Notemos que esto no es mds que la derivada usual extendida a campos
discontinuos.

Demostracion. Lo tinico que hay que probar para ver que la estructura es de algebroide
de Lie es la propiedad de Leibniz. Para eso consideremos f € C*(DS!) y U,V € DX(S)
y hagamos el calculo

U, f-VI=[U,f-VI®+pU)-(fV)—p(fV)- (U)
=f[U, VI +p(U) - (fV) = fo(V) - (U)
=fIU, VIR + Loy (V + fo(U)(V) = fo(V) - (U)
=flU,V]+ Loy (f)V,

como queriamos probar. La estructura de Fréchet de las fibras es inmediata a partir de
la estructura de Fréchet del espacio de campos de vectores en S'. O

Observacién 6.25. Si consideramos el espacio base S! x S! en vez de DS! obtenemos
otro algebroide méas grande. Notemos que sobre la diagonal los vectores que estén en
la fibra seran diferenciables por lo que el fibrado tendra una copia de X(S') por cada
elemento de S'.
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Para poder obtener un algebroide de Virasoro lo primero que debemos buscar es un
cociclo que extienda este algebroide de campos de vectores discontinuos. Afortunada-
mente, el mismo cociclo de Gelfand Fuchs nos sirve como cociclo para este algebroide.

Proposicién 6.26. El cociclo de Gelfand Fuchs en X(S') se extiende a un cociclo en DX(S').

Demostracion. La misma demostracion que para los vectores continuos sirve. Notemos
que un cociclo de algebroide

O :T(Dx(SY)) x T(Dx(s)) — C®(DSY)
puede ser dado punto a punto. Es decir, sia, b € T(DX(S')) entonces para un cierto pun-
to T € DS! tenemos que a(T') = f™xr+ + f xr- y b(T) = ¢"xr+ + ¢ xr-. Definimos
entonces el cociclo
Qa,b)(T) = [ (FO)xr-(0) + 7~ O ) (g™ O)xr+(0) + 87" () (6))d6
se puede escribir como

Qa,b)(T) = [ (@3 000+ [ 1 (0)g™" (0)d0

que por exactamente los mismos calculos que en el caso del cociclo de Gelfand Fuchs
resulta un cociclo que no es un coborde. O

Corolario 6.27. Sea (DX(S'),p,[,]) el algebroide de campos de vectores discontinuos en S'.
Se tiene una extension central de algebroides de la forma

0 — Rpg — DX(SY)q = DX(S!) — 0

Donde DX(S')q es el algebroide DX(S') @ R sobre la variedad de base DS con el ancla
(a, f) — p(a) y el corchete dado por

[(a, ), (b,8)] = ([a,b], L(a)(8) = L) (f) + OQ(a, b))
con Q) la extension del cociclo de Gelfand Fuchs a DX(S').

Definicién 6.28. Llamamos al algebroide DX(S!)q con la estructura dada en el corolario
anterior algebroide de Virasoro y lo notamos Dvir = DS!.

El algebroide definido arriba intenta dar una forma no clasica del algebra de Virasoro
para estudiar extensiones discontinuas de campos de vectores.

La pregunta que inmediatamente surge es la posible construccién de un grupoide
de Virasoro. Como se trata de un algebroide que hemos construido como extensién de
otro, primero debemos preguntarnos si el algebroide de campos de vectores disconti-
nuos en S! puede integrarse a un grupoide. La respuesta es afirmativa y como era de
imaginarse el grupoide es el de difeomorfismos discontinuos. La base del grupoide sera
naturalmente DS! mientras que las flechas estardn dadas por cuaternas de la forma
(T1,T2,¢",¢~) donde T; € DS'y ¢+/~ : T{/~ — T/~ son difeomorfismos. A este
grupoide (con la multiplicacién dada por la composicién de difeomorfismos) lo notamos
DDiff(S!).
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Proposicién 6.29. DDiff(S') = DS es un grupoide de Lie Fréchet.

Demostracién. La composicion de difeomorfismos da estructura de grupoide inmedia-
tamente a DDiff(S') = DS! por lo que lo tinico que hay que verificar es que los ma-
pas s : DDiff(S') — DS! y t : DDiff(S') — DS! con s((I'1,T2,¢",¢7)) = T1 ¥y
t((I', T2, ¢*,¢ 7)) = I'; sean submersiones y que los morfismos estructurales sean sua-
ves. Para ver que los mapas s y t son submersiones probaremos que son localmente
representables por proyecciones desde una variedad producto. Més atin, probaremos
que el morfismo 77 = (s,t) : DDiff(S') — DS! x DS! es un fibrado. Para esto debemos
ver que es localmente trivial ddndole a DDiff(S!) estructura de variedad de Fréchet.
Sea Ty € DS! un par arbitrario de puntos de S'. Notemos que

7 1(To,To) = Diff(T) x Diff(Ty ).

Como cada factor es un grupo de Lie, la fibra sobre (I, ) es un grupo de Lie. Ademas,
para cualquier T' € DS! se tiene un difeomorfismo suave ¢r € Diff(S!) con ¢r(Ty) = T
que induce una biyeccién

q)rer : 71*1(1“1, rz) — ﬂil(ro, ro)
Y ¢r, opogr,

por lo que todas las fibras de 7 estdn en una biyeccién (que no es canénica pues depende
de las elecciones de los ¢r y de I'g). Ahora bien, para cada I' € DS! se puede elegir un
entorno suyo O(T) en el que la funcién T ¢7 sea diferenciable. En estos entornos las
biyecciones ®r, r, nos proveen de identificaciones

7'[_1(0(1—'1),0(1—'2)) = O(Fl) X O(rz) X N_l(ro,ro)

que nos permiten cubrir Diff(S!) con cartas que le dan estructura de variedad de Fréchet
y de fibrado sobre DS! x DS! con proyeccién 7r. Como 7 es localmente trivial en estas
estructuras, s y t resultan submersiones. Por dltimo, hay que probar que los morfismos
estructurales (multiplicacién, inversion y neutros) son suaves aunque eso es inmediato
de que se factorizan por los mapas estructurales de 77! (T'g, [y) como grupo de Lie.

O

El grupoide de difeomorfismos discontinuos en S puede entenderse como el espacio
de configuraciones de un fluido confinado a S! que fluye sin ningtn tipo de restriccién
y presenta dos discontinuidades en todo momento. El difeomorfismo ¢ nos dice cémo
evoluciona uno de los arcos continuos del fluido mientras que el ¢~ nos habla del otro
arco. Los mapas s y t en todo momento nos refieren a las discontinuidades que tiene una
de estas transformaciones al comenzar y al terminar respectivamente. Hemos adelanta-
do ya que este grupoide se corresponde con el algebroide de campos discontinuos en
S!. Esta correspondencia no es mas que una versién discontinua de la relacién entre el
grupo de difeomorfismos en una variedad compacta y el algebra de Lie de campos de
vectores que probamos en el Capitulo 2.

Proposicién 6.30. El algebroide asociado al grupoide DDiff(S') = DS es el algebroide de
campos de vectores discontinuos en S', DX(S') = DS.
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Demostracion. Sea Ty € DS! y consideremos la fibra Ar, del algebroide asociado a
DDiff(S') = DS!. Esta fibra es precisamente el espacio tangente a s (I'y) en el pun-
to (To, T, id, id). Debemos probar que Ar, es DX(S!,T) y para eso consideraremos la
descripcion del espacio tangente dada por curvas. Notemos que una curva en s~ (Tp)
no es mds que una asignacion de la forma t — (T, Tt, ¢;7, ¢, ) por lo que un vector tan-

gente no es mds que un objeto de la forma 4 |;_o(To, Tt, ¢;, ¢; ) con Ty = {x1(t), x2(t)}
y ¢ /= Iy e F;“/ ~ difeomorfismos tales que ¢ /= = idp4/-. Aligual que en la
demostracién anterior, podemos tomar un entorno de I'y que llarﬁlamos O(Tp) tal que la
asignacion t — ¢r, resulte diferenciable para t suficientemente chico. Para tales valores
de t tenemos que los difeomorfismos ¢,/ ~ pueden escribirse como ¢,/ ~ = ¢r, o ¢/~

para ciertos ¢, /= € Diff(S'). Luego, la derivada con respecto de t evaluada en t = 0 se
traduce en

d _d o S _
E|t=0¢j_/ :E((Prt”t:o_’_ua_/ con #j’~ € x(Ty/")

La eleccién de los difeomorfismos t +— ¢r, prefijada nos permite identificar un vector
tangente a la s—fibra con los tres elementos, %|t:oft, g+ y up . Por altimo, notemos

que qbt*(xl(O)) = ¢; (x1(0)) = x1(¢) por lo que el par %hzoft = {x7(0),x5(0)} queda

también determinado por los campos i /=, por lo que los vectores tangentes se ven
identificados con DX(S?,T), como querfamos probar. O

Con lo probado anteriormente y el teorema de Crainic (Teorema estamos en con-
diciones de formularnos la pregunta sobre la integrabilidad del algebroide de Virasoro.
Si la 2-forma inducida por el cociclo de Gelfand-Fuchs tiene fibrado de periodos suave
obtendremos un grupoide de Virasoro que integra nuestro algebroide. Méas atn, si el fi-
brado de periodos es el fibrado trivial entonces el grupoide de Virasoro se realiza como
una extension del grupoide de difeomorfismos por el fibrado Rpg1, lo cual darfa lugar a
una bella analogia con el caso clasico.

En este punto surgen muchisimas preguntas sobre las propiedades de este algebroide
pero una que surge naturalmente tras el desarrollo de este trabajo es la forma de las
ecuaciones de Euler en Dvir. Es decir, ;pueden recontruirse las cuentas llevadas a cabo
en los capitulos 4 y 5 en este nuevo contexto? Para eso, lo primero que requerimos es
una descripcién del dual suave a Dwvir, lo cual obtenemos en las siguientes definiciones
y proposiciones.

Definicién 6.31. Llamamos fibrado de diferenciales cuadraticos sobre S! al fibrado vec-
torial DQ®2(S1) = DS' donde DQF?(S') = {u () xp+ + v(0)xr- (40)? : u,v € C*(S")}
para cada T € DS'.

Proposicién 6.32. El dual suave del algebroide de campos de vectores discontinuos sobre S! es
el fibrado de diferenciales cuadrdticos sobre S'.

Demostracién. Basta probar que fibra a fibra se da la dualidad que se afirma. Para eso sea
I € DS' y sea DXr(S') su fibra en el algebroide de campos de vectores discontinuos.
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Afirmamos que el dual suave de este espacio de Fréchet no es mas que DQF?(S!) y
para probar esto debemos mostrar el pairing no degenerado entre estos dos espacios.
Consideramos

((®)xr +0O)xr) @)%, (F xr + £ x5 )20) = [ u(0)f*(0)d0+ [ o(6)f (6)do

Sea (u(0)xr+ + v(0)xr-)(d0)? tal que {(u(0)xr+ + v(8)xr-)(d0)?, X) = 0 para todo
X € DXr(S'). Tomando campos discontinuos de la forma X = ffxr+ y X = f xr-
obtenemos que tanto u como v son funciones que satisfacen

[ u(©)£(®) =0

para toda funcién f € C®(I'") y obtenemos una propiedad similar cumplida por v. Por

el lema fundamental del calculo de variaciones deben ser u|r+ = 0y v|p- = 0 por lo
que el diferencial cuadrético es nulo. Esto prueba que el pairing es no degenerado como
queriamos. [

Corolario 6.33. El dual suave del algebroide de Virasoro admite la descripcion

(Doir)* = DQ®?(S') ® Rpgi

Los fibrados duales a los algebroides de campos discontinuos y de Virasoro vienen
acompafados de su estructura de Poisson lineal canénica por ser duales a un algebroi-
de de Lie. Como ya mencionamos, esa estructura nos permite hablar de ecuaciones de
Euler-Arnold siempre que tengamos un operador de inercia (o mas en general, una
métrica en el dlgebroide de Lie). Es por esto que daremos definiciones de métricas en
el algebroide de Virasoro que se corresponden con aquellas brindadas para el algebra
de Virasoro en el Capitulo 4.

Definicién 6.34. Dados u,v € Dvirr conu = ((uqxr, +u-_xr_)ds,a) yv = ((v4xr, +
v_xr_)dg,b) definimos el producto interno H! xp €NLTE ellos como

(1,0) = | (101, (0)) + B, 0 (0) + [ (v (6)) + B(u 0! (6)) +ab.

up
Al igual que en el caso de las métricas en el dlgebra de Virasoro, estas métricas son no
degeneradas para a # 0.

Por dltimo dejamos abierta la pregunta que enunciamos anteriormente: ;cuél es la for-
ma de las ecuaciones de Euler en Dvir con respecto a las métricas H, g? Fundamental-
mente podemos preguntarnos qué propiedades de integrabilidad presenta la ecuacién
de Euler respecto a la métrica H; ¢ y como se relaciona esta ecuaciéon con la de Korte-
weg de Vries. Notemos que para contestar esta pregunta puede ser de utilidad primero
preguntarnos la relacién entre la accién coadjunta del algebroide Dvir (que no es una
representacién sino una representaciéon a menos de homotopia pues en algebroides de
Lie no hay un concepto completamente analogo al de representaciéon coadjunta) y las
ecuaciones de Euler en el algebroide porque, como vimos en el Capitulo 3, para el ca-
so de 4lgebras de Lie hay una relacién directa entre estos conceptos y explotando esta
relacién es que logramos obtener informacién sobre las ecuaciones de Euler en Vir.



Apéndice A
Demostracion del teorema de Arnold

En este apéndice brindaremos una demostracién completa del Teorema en su
version mds general para grupos de Lie Frechét. La demostracién original de Arnold
que fue discutida en el Capitulo 3 utiliza coordenadas locales y requiere de desarro-
llos en serie de Taylor o de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para formalizarse,
motivo por el que no es un acercamiento adecuado al tema a la hora de trabajar con gru-
pos localmente convexos. La demostraciéon que brindamos a continuaciéon es completa
y sigue los pasos de los trabajos [M A] y [M E].

Para esta demostracién necesitaremos algunos resultados de anélisis global y de geo-
metria simpléctica. Lo primero que requeriremos es recordar la estructura canénica de
variedad simpléctica del fibrado cotangente a una variedad. Esta estructura suele cons-
truirse en coordenadas locales en los libros elementales de geometria diferencial, pero
nosotros requeriremos una descripcién global de la forma simpléctica en cuestion.

Proposicién A.1. Sea M una variedad modelada en un espacio vectorial topologico localmente
convexo reflexivo E. Definimos una 1-forma 6 en T*M de la forma

Oy (Wa,,) = —m (dT* (W4, )),

donde T : T*M — M es la proyeccion canonica, &y, € Ty My Wy, € Ty, (T*M). Entonces
w = dbf es una forma simpléctica en T* M.

Demostracién. Es claro que localmente la 1-forma admite la siguiente férmula:

9(u,zx) (e, ,B) = —a(e),
donde las coordenadas locales de T, ,)T*M han sido elegidas de la forma (e, ) con

ec TyMy B € T;M. Con esta férmula obtenemos inmediatamente que su diferencial
d0 = w satisface localmente la ecuacién

W (e1,81), (e2,82)) = 5 a1 (e2) — wafer)],

la cual define una forma cerrada (por ser exacta) y no degenerada. En efecto, para ver
que es no degenerada supongamos que (e, a1) es tal que w, 4)((e1,a1), (¢, 8)) = 0 para

87
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todo elemento (e, B) en T, o) T*M. Eligiendo una carta fijamos un isomorfismo entre el
espacio modelo E y T,M y entre E* y T;; M. Es claro que si tomamos § = 0 € E* la
féormula de w arroja que a7 = 0 pero entonces B(e1) = 0 para todo elemento § € E¥,
por lo que invocando el teorema de Hahn Banach obtenemos que e; = 0. Esto prueba
que el mapa que obtenemos via la contraccion de la forma simpléctica con un elemento
tangente es un monomorfismo. Debemos ver que es también un epimorfismo y para
esto utilizaremos la reflexividad de E. Sea ¢ = (a1,e) € E* x E**, buscamos entonces
un elemento ¢ € E x E* tal que w(, 4)(¢, *) = 0. Para esto consideramos un elemento
f € E tal que evy = e y entonces tenemos que

W) ((2f, —2a), (€1, 1)) = %[Zﬂl(f) +2a(e1)] = e(a) +a(er) = o(ey, m).

Esto demuestra que la forma w es no degenerada y luego una forma simpléctica. O

A continuaciéon daremos una definicién y demostraremos algunos teoremas clasicos
de geometria simpléctica. Asumiremos que el dominio de las funciones que definen un
campo hamiltoniano es toda la variedad simpléctica aunque esto es algo que puede no
suceder. Para leer las definiciones adecuadas en tal caso ver [M].

Definicién A.2. Sea (M, w) una variedad simplécticay F : M — M un mapa suave.
Decimos que F es un simplectomorfismo si F.w = w.

Proposicién A.3. Sea (M, w) una variedad simpléctica. Entonces valen

1. Un campo de vectores es hamiltoniano si y solo si su flujo asociado es un simplectomorfis-
mo.

2. Si Xy es un campo de vectores hamiltoniano, F; es su flujo asociado y F; posee un punto
fijo entonces Ho F; = H.

3. F es simplectomorfismo si y solo si para todo campo hamiltoniano Xy se tiene F* Xy =
Xyop-1, donde F*(X) = dF o X o F~1. Observar que esta operacion sobre campos de
vectores es la inversa del pullback.

Demostracién. Ver [M], teoremas 2.9, 3.1 y 3.3 respectivamente. O

La proposicién anterior muestra tres propiedades clésicas de los campos hamiltonia-
nos en una variedad simpléctica y sus demostraciones en dimensién finita figuran en
cualquier texto que aborde el tema, sin embargo, para el caso de grupos de Lie localmen-
te convexos, estas demostraciones suelen presentar detalles técnicos que las complican.
Las demostraciones citadas abordan estas complicaciones especiales: en particular la se-
gunda proposicion requiere de la hipétesis de un punto fijo para F; que es innecesaria
para el caso finito dimensional (esta proposicién se conoce como la conservacién de la
energia en un sistema hamiltoniano).

A continuacién brindamos las principales definiciones sobre acciones simplécticas.
Estas acciones son una herramienta fundamental para obtener leyes de conservacion en
un sistema hamiltoniano y una de las leyes que obtendremos nos permitird brindar una
demostracion adecuada del teorema de Arnold.
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Definicién A.4. Sea G un grupo de Lie y M una variedad. Una accién de G en M es un
morfismo de grupos

®: G — Diff(M)

donde Diff(M) es el grupo de difeomorfismos de M. No asumimos que P sea un mapa
diferenciable. La accién se dice simpléctica si M es una variedad simpléctica y @ es un
simplectomorfismo para todo g € G.

Observacién A.5. Si X es un campo de vectores invariante a izquierda en G, podemos
considerar su flujo F;, el cual induce un flujo correspondiente F/ en M via la acciéon de G
del siguiente modo

F{(m) = @) (m),

donde e € G es el elemento neutro de G. Llamamos X’ al campo de vectores que genera
al flujo F/ en M y asumimos que el flujo X’ es suave. En ese caso, llamamos a X’ una
transformacién infinitesimal. Notemos que la acciéon ® es simpléctica si y solo si los
flujos F/ son simplectomorfismos, lo cual es equivalente a pedir que las transformaciones
infinitesimales sean campos localmente hamiltonianos.

Teorema A.6. Sea M una variedad modelada en un espacio reflexivo y ® una accién en M.
Definimos una acciéon en T* M via la férmula

D () = a0 (du®g) ' € T, () M-

Entonces ®* es una accion simpléctica en T* M con la estructura simpléctica natural.
Mis aiin, si X' es un generador infinitesimal de ®, y X* es el correspondiente generador infini-
tesimal de ®*, entonces /

X* = Xp,,

donde Py es la funcion hamiltoniana dada por Py (ay) = oy (X' (m)). Llamamos a Py el mapa
de momentos asociado a X'.

Demostracion. Probaremos primero que si 6 es la 1-forma canénica de T*M entonces
(@3)«8 = 6, lo cual implicard que ®; es simplectomorfismo para todo g € Gy, luego,
que ®* es una accién simpléctica. Para esto notemos que
(®g)00, (0) = Oy () (AP (v)) = — P () (dT" (AP (0)))
= —y 0 (dP,) todr o ddg(v)
= —ocm(d(CI)g_l 0T 0 ®5)(v))
= —am(d7T7(v)) = 64, (0)

Lo cual prueba que la accién es simpléctica. Sea ahora F,* el flujo de X*, que satisface
(F,*).6 = 6, 0 1o que es lo mismo, L 0 = 0. Por la férmula magica de Cartan tenemos

0=doiy () +igdd=dO(X"))+w(X", *)



APENDICE A. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ARNOLD 90

por lo que llamando Py = —6(X*) obtenemos
dP = w(X*, %)

. ! .o <z . .
lo cual nos dice que X* = Xp,,. Resta verificar que esta funcién Py coincide con la del
enunciado pero eso se puede verficiar via la siguiente cadena de igualdades:

6(X"™) 0 ttm = O, (X (&) = —at (AT 0 X+ () = —t (X' (T(@))) = —t (X' ()
que es precisamente lo que faltaba probar. O

Teorema A.7. Sea (M, w) una variedad simpléctica y Xy un campo de vectores hamiltoniano
en M. Sea ® una accién simpléctica en M. Supongamos que P es una simetria de H, es decir,
H o ®, = H para todo g € G. Supongamos ademds que Xy tiene un flujo Fy con un punto fijo y
que Xy es una transformacion infinitesimal de ®. Entonces K es constante sobre el flujo de Xy,
es decir, Ko F; = K.

Demostraciéon. Como F; es simplectomorfismo por ser el flujo asociado a un campo ha-
miltoniano, tenemos que (F;)«Xx = Xkor, por lo que basta probar que (F;)«Xx = Xk
para obtener el resultado. Llamemos F/ al flujo de Xk y notemos que la igualdad que
estamos intentando de probar es equivalente a ver que F; o F{ o F_; = F/. Esta tltima
igualdad es equivalente a probar que F; = F/ o F; o F' , lo cual a su vez equivale a pro-
bar que (F/).Xy = Xp. Esto tltimo es cierto pues H o F/ = H, por lo que K resulta
invariante por el flujo de Xp. O

Corolario A.8. Sea M una variedad con una accion ® de un grupo G,yseaH : T*M — T*M
tal que H o @, = H para todo g € G. Si H tiene un flujo F; con un punto fijo entonces las
funciones Px con X un generador infinitesimal de ® son constantes sobre el flujo de Xp.

Las propiedades y los teoremas probados arriba han sido extraidos en su mayoria de
[M]. En ese paper, Marsden sienta las bases de la geometria simpléctica en variedades
localmente convexas. El resto del apéndice se puede encontrar en la primer seccién de
[M A], donde se demuestra el teorema de Arnold con toda su generalidad haciendo uso

del teorema

Definicién A.9. Sea G un grupo de Lie localmente convexo y (, ) una métrica rieman-
niana débil en él. Decimos que la métrica es compatible con G si

1. La métrica es invariante a izquierda.
2. El funcional de energia dado por

T:TG— R
1

eX |—> §<ex, ex>

se puede levantar a un campo de vectores suave Xt usando la estructura simplécti-
ca en TG, inducida por la estructura canénica en T*G y la métrica riemanniana.

3. Xt posee un flujo local suave al cual llamamos flujo geodésico en G.
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Aclaremos algunas cosas de la definicién de arriba. En el caso de un grupo G con
una métrica débil, tenemos un monomorfismo entre el fibrado tangente a G y su fibrado
cotangente. Este monomorfismo nos permite dotar al fibrado tangente de una estructura
simpléctica débil. En efecto, localmente podemos ver la estructura simpléctica en TG como

wgller, 1), (e, f2)) = 3l{farer) — (frea)],

la cual es la estructura simpléctica de T*G transportada a TG via la métrica débil. El
motivo por el que llamamos a esta forma una estructura simpléctica débil es que no
necesariamente satisface la condicién de no degeneraciéon que se le pide a una forma
simpléctica. En efecto, si la métrica riemanniana no era fuerte esta forma serd degene-
rada. Debido a esto mismo no es cierto que para toda funcién f : TG — R exista un
campo hamiltoniano Xy, aunque si existe serd tnico. Es por eso que las condiciones 2 y
3 de la definicién no son triviales, como si lo son en el caso finito dimensional, en el que
todas las métricas de Riemann son fuertes. En el paper [M E] se prueba que las métricas
canodnicas asociadas a grupos de difeomorfismos son compatibles. Para mas informa-
cién en formas simplécticas débiles ver [M A]. A continuacién nos encaminamos hacia
la demostracion del teorema de Arnold, la demostraciéon del lema que enunciamos a
continuacién puede encontrarse como la proposiciéon 5.5.8 de [T].

Lema A.10. Sean x(t) una curva suave en un grupo de Lie localmente convexo G, v € T,G un
elemento de su dlgebra de Lie y v(t) = Ad,1 ;) (v). Entonces tenemos que

do dx
o = () Ay L1 ()]

De los teoremas[A.6]y[A.7 obtenemos un corolario al trasladar la estructura simplécti-
ca del fibrado cotangente al fibrado tangente via una métrica riemanniana.

Corolario A.11. Sea (, ) una métrica de Riemann en una variedad M, modelada en un espacio
reflexivo y con una accion ® de un grupo G. Sea w la forma simpléctica débil inducida en
TM por la métrica y la forma canénica en T*M. Si Xy es un campo hamiltoniano en TM
con respecto a esta estructura y H es invariante respecto a la accion inducida en TM entonces
las funciones Px(em) = (em, X(m)) son invariantes bajo el flujo de Xy, siempre que X sea
generador infinitesimal de ®.

Demostracion. No es mas que el corolario tras componer todas las funciones con el
mapa g : M — T*M que induce la métrica de Riemann. O

Teorema A.12. Sea G un grupo de Lie con una métrica compatible. Sea Xy un campo de vectores
hamiltoniano en TG tal que H odLy = H para todo x € G (donde Ly : G — G es la
multiplicacién a izquierda). Entonces para cada vector v € T,G la funcion

P,.: TG—R
ex — (deRy(0), ex),

es invariante por el flujo de Xp.
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Demostracion. La demostracion se basa en el corolario anterior. En efecto, miremos a
G actuando sobre si mismo por traslaciones a izquierda. Cada v € T,G determina un
flujo exponencial en G por la asuncién sobre la métrica en G. Llamemos X al generador
infinitesimal del flujo de v. Tenemos

X(y) = %(expy(tv)) _ %(Ry(expe(tv))) — dR,(v)  ent=.

Donde la segunda igualdad se debe a que la transformacién infinitesimal generada por
un vector invariante a izquierda es una traslacion a derecha (ver [T], 5.4.3) y la tercera se
debe a la regla de la cadena. Esto prueba que el campo de vectores X(y) = d.R,(v) es un
generador infinitesimal del flujo de v, el cual es una accién de IR sobre G. Por el corolario
anterios, los mapas de momentos asociados a X, que son las funciones P, definidas en
el enunciado, son invariantes por el flujo de Xy para todo campo hamiltoniano respecto
a la estructura simpléctica débil en TG, tal que H sea invariante respecto a la accién in-
ducida en TG. Como eso es exactamente lo que satisface nuestra funcién hamiltoniana,
tenemos que P, es invariante por el flujo de Xp. [

Por ultimo, arribamos a la demostracion del Teorema |(3.19

Teorema A.13. Sea G un grupo de Lie con una métrica de Riemann compatible y Xt el campo
de vectores hamiltoniano asociado al operador de energia con flujo geodésico Fy : TG — TG.
Definimos

Hy = dy 1Ly (B (0)),
donde Fy(v) € T, )G. Entonces Hy define un flujo suave en T,G y tiene un campo de vector
asociado determinado por la relacion Y : T, — T.G, (Y(u),v) = ([u, v, u).

Demostracion. (Teorema de Arnold Comenzamos con la relacion

d
0= E (Ftu, dERx(t)v>

que vale por el teorema anterior. Por la invariancia a izquierda de la métrica esto se

traduce en P P
= % = $<Ht(l/l),Adx(t)flv>,

que al derivar y evaluar en t = 0, por el lema obtenemos

0 <dx(t)Lx(t)71Ftu, Adx(t)*”))

(Y(u),0) + (u, [o,u]) =0

de donde se desprende el resultado. O
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