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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de esta tesis es el estudio de ecuaciones elipticas con fuente dada por una
delta de Dirac soportada sobre un punto. Mas precisamente, consideramos el problema:

—div(AVu)+b-Vu+cu =d, enf (1.1)

u =0 en 0f) '

donde A € R™ " es simétrica, b€ R" y c € R, Q C R? 6 R? es un dominio suave, o un

poligono o poliedro, zy € Q y d,, se define como una funcional lineal §,, : C*(Q2) — R
tal que:

ban(i0) = / bup = (o) Yo € CH(Q)

Ecuaciones elipticas de la forma (1.1) aparecen en la formulacién matematica de
diversos procesos fisicos, como la difusion del calor, problemas de electromagnetismo,
etc. En particular, operadores diferenciales de este tipo, han sido largamente estudiados
y forman parte de la bibliografia basica para estudiar tanto las ecuaciones diferenciales
en si, a través de formulaciones débiles, como para desarrollar y analizar métodos de
resoluciéon numérica por Elementos Finitos.

Para obtener la formulacién débil de (1.1), multiplicamos por una funcién test v e
integramos por partes, obteniendo:

/Q(AVU)«(VU)—#/Qb-VuU—i—/chv:/Q(Sxov (1.2)

Tipicamente, esta formulacion se realiza en espacios de Sébolev, tomando u,v €
HL(9). Sin embargo, d,, no pertenece al espacio H~(Q) = (H}())", lo que imposibilita
el uso de esta formulacién estandar, dado que el miembro derecho de (1.2) pierde sentido.
Peor atin: la singularidad inducida por la fuente puntual afecta a los métodos numéricos
cuyo orden de convergencia se ve deteriorado si se utilizan mallas cuasi-uniformes del
dominio. Por ejemplo, si se utilizan mallas cuasi-uinformes el orden de convergencia en



Capitulo 1. Introduccién

L? del método de elementos finitos se reduce a 1 (en R?) o 1/2 (en R?), mientras que
con fuentes dadas por funciones en L? el orden es 2.

Las ecuaciones con fuente dada por una delta de Dirac son relevantes para diver-
sas aplicaciones, en la medida en que permiten modelar fuentes puntuales en distintos
contextos: fuentes de calor, cargas puntuales en problemas de electromagnetismo, etc.
En la bibliografia existen distintos trabajos que estudian este problema desde diversos
angulos. En general, es necesario trabajar con espacios adecuados, de modo que tenga
sentido la aplicacién de 6,, sobre las funciones test v. Por ejemplo, pueden considerarse
espacios de Sébolev fraccionarios H®, con 0 < s < 1, como en [5] y [14], o espacios de
distintos exponentes: W'? y W'#' como en [4]. Un tercer enfoque consiste en utilizar
espacios de Sébolev con pesos, donde el peso busca compensar la singularidad. La ven-
taja de esta tercer alternativa es que los espacios con peso solo debilitan las normas
en la zona de la singularidad (en nuestro caso, en un entorno de xy) y no en todo el
dominio, como ocurre con las otras. Otra ventaja significativa es que una vez hallado
el peso apropiado para la formulacion del problema, éste permite deducir como deben
graduarse las mallas para recuperar 6rdenes 6ptimos de convergencia de las resolucio-
nes numéricas. Esta estrategia es la adoptada en [3], donde se considera el problema
sélo en R?, se propone un peso particular y, graduando las mallas adecuadamente, se
recuperan 6rden cuasi-opitmos de convergencia, ligeramente deteriorados por un factor
logaritmico.

Esta tesis se propone aprovechar una formulacién general propuesta inicialmente en
[7] en donde se estudian problemas acoplados en una y tres dimensiones. Este enfo-
que fue luego aprovechado en [2] para obtener estimaciones a posteriori para el error
de aproximacion de la ecuacién (1.1). El objetivo es, entonces, analizar la existencia
y unicidad de solucién del problema variacional continuo (1.2) (PVC) en espacios con
pesos adecuados, aproximar la solucién via método de elementos finitos estableciendo
espacios de dimensién finita donde se pueda realizar el planteo del problema variacio-
nal discreto (PVD) sobre mallas graduadas adecuadamente asegurando la existencia y
unicidad de solucién; y por tdltimo mostrar la convergencia de la soluciéon aproximada
hacia la solucién real, recuperando o6rdenes 6ptimos.

Siguiendo a D’Angelo en [7], trabajamos con espacios con peso de la forma d>* don-
de d,, es la distancia a xy. Luego de establecer los espacios de trabajo, en la Capitulo
3 probamos la existencia y unicidad de solucién del PVC (con una fuente F') mediante
un teorema de Banach-Necas-Babuska (BNB). Cabe senalar que en ese proceso, detec-
tamos un error en la demostracion provista por D’Angelo, que debid ser subsanado.
Superada esta primera etapa, se pasa a la formulacién del PVD (Capitulo 4). Para
ello, se realiz6 una triangulacién graduada del dominio. La graduacién depende de la
distancia a la singularidad y ademas los tamanos de los elementos de la triangulacion se
determinan estratégicamente para ayudar a la convergencia de la soluciéon. Finalmente
se determinan los espacios de dimensién finita donde plantear el PVD y se demuestra
la existencia y unicidad de solucién. Nuevamente, en [7], se comete el mismo error de-
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Capitulo 1. Introduccién

tectado en el caso continuo y se ha podido subsanar en el caso b = 0 y ¢ = 0. Una
vez resultos los PVC y PVD, en el Capitulo 5 damos estimaciones a priori del error y
probamos la convergencia, recuperando 6rdenes 6ptimos (orden 1 en H!(Q) y orden 2
en L?(2)). Por tltimo, en el Capitulo 6 aplicamos todo lo analizado para nuestro caso
de interés: F' = ¢,, v en el Capitulo 7 mostramos resultados de experimentos ntimericos
que verifican los prondsticos tedricos.






Capitulo 2

Nociones (Generales

Sea 2 C R™ con n = 2 o n = 3 un dominio con borde poligonal (en dimensién
2) o poliedral (en dimensién 3). El espacio cldsico para los problemas elipticos de la
forma (1.1) es el espacio de Sobolev Hi (), cuando la fuente pertenece a su espacio
dual H71(Q). Como senalamos anteriormente, este no es el caso de la delta de Dirac.
En [7] se propone el uso de espacios pesados. Dado 5 € (—%, %) definimos L?(Q,d? )
el espacio de funciones medibles u tales que

0 = [ ) o < o

donde d,,(x) = |z —wxo|. Escribiremos L3(€2) para referirnos a L*(Q,d? ) y HuHL%(Q) para

» Y,

2| ;2 (.4, Se puede ver que L3%(€2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(w0)z = [ ulayu(a)dey @) da

Por otro lado se definen los espacios de Sobolev pesados H é(Q) como el espacio de
funciones medibles u que tienen derivadas débiles de primer orden con ||ul| my(@) < 00
donde

HUHHE,(Q) = HUHLg(Q) + HVUHLg(Q)

Observar que si 0 < 3 < § entonces H! 5() € H'(2) C Hj(?) con continuidad.
Finalmente, definimos el espacio Hj 5(€2) como las funciones de H3(Q) que se anulan
en el O
Hé,B(Q) = {u < HE(Q) / Upg = 0},

entendido como la clausura de Cg°(€2) en Hj(2), con su norma.
Observar que H& 5(€2) es un espacio de Hilbert dado que es un subespacio cerrado

en H3(€).
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_nn

La restriccién de 3 al intervalo (—%,%) tiene diversas consecuencias que serdn de
utilidad. En primer lugar, para este rango del exponente, el peso dif pertenece a la
clase Ay de Muckenhoupt (ver, por ejemplo [10, Lema 3.3]), lo que garantiza la validez
de la desigualdad de Poincaré ([12, Capitulo 2, Seccién 15]). Es decir: si =% < 3 < %,
existe una constante C' > 0 tal que

[ullzz(@) < ClIVullpz@) Yue Hy (%)

Como consecuencia de esta desigualdad resulta que || Vu|| 12(0) €s equivalente a ||l (@)
en Hj 5(€) pues ||U||Lg(n) < HU”H,g(Q) = ||UHL§(Q)+ HVU”Lg(Q) < (C+1)||VU||L§(Q) Vu €

H; 5(2). Podemos, entonces, definir el espacio Wp(£2) como el espacio Hj 4(€2) dotado
de la norma:

[ullws @) = HVUHLg(Q)

Como veremos en el Capitulo 6, siguiendo los pasos de [2], si § —1 < a < § entonces
existe una constante C' > 0, que depende sélo de a;, tal que

020 ()] < Cllvllm, @) Vv € CH

Mediante un argumento de densidad este resultado se extiende a H! (), de modo que
Ozo : H',(©2) — R es una aplicacién lineal y continua, tal que d,,(v) = v(zo) para cua17
quier funcién suave v € C*(€2). En otras palabras, podemos asumir que d,, € (W_,(Q2))
para § — 1 < a < 3.

Estamos en condiciones de plantear el problema variacional continuo asociado a
(1.1) del siguiente modo:

Hallar uw € W,(Q) / a(u,v) = 04, (v) Yv € W_,(Q) (2.1)

donde a(u,v) = / AVu - Vv +b - Vuv + cuv. Asumiremos que:
Q

= A€ L%(QR" x R")

= A es simétrica y verifica la condicién de elipticidad: existen constantes 7;, ¥2
positivas tales que 71 ||¥||* < YT A(z) < yl[Y|?, Vi € R"Va € Q

b € Wl (Q,R")

ce L>*(Q).

¢ — idiv(b) >0

10



Capitulo 2. Nociones Generales

Observemos que (2.1) es un caso particular del siguiente problema: dada F' € (W_,(Q2))’,
Hallar u € W,(Q) / a(u,v) =< F,v > Yv € W_,(Q) (2.2)

Llamaremos a (2.2) problema modelo. Parte del andlisis, en particular del problema
continuo, puede hacerse directamente en el caso general (2.2). Al pasar al problema
discreto nos restringiremos al caso b = 0, ¢ = 0, por simplicidad. Los experimentos
numéricos los haremos tomando F' = d,,.

Vale la pena notar que si A =1, b=0y ¢ =0 el problema a resolver se reduce a

{ —Au =46,, enf (2.3)

u =0 en 0S)
Sabemos que la solucién fundamental ¢ de este problema es (con xy = 0):

—o=log(|z]) sin=2

p(r) =

ﬁ(‘%'—l) sin=3

Es facil verificar que |DVp(x)| ~ |z|77 M sin =3 o [DVp(x)| ~ |z~ si n = 2. Esto
nos lleva a pensar en los espacios de Kondratiev: dados ¢ € N y n € R se define:

K@) ={v/3D0wVhl <ty 3 [IDWPer < oo

v<e g
con las siguientes seminorma y norma:

2 )= > /|Dav|2dign+oal)

la|=¢ o

loliga = 3= [ 1D
|| < Q

Se verifica que ¢ € KL(Q) para n > % — 2.

A continuacién recordamos algunos teoremas importantes que utilizaremos a lo largo
de la tesis:

Teorema 2.0.1 (Riesz). Sea H un espacio de Hilbert con su producto interno (.,.)q.
Si F € H entonces existe un unico elemento u € H tal que (u,v)y =< F,v >VYv € H.
Mas atin, ||u|lg = [|F|| ;-

11
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Teorema 2.0.2 (Lax-Milgram). Sea V' un espacio de Hilbert, a : V x V — R una
forma bilineal, y F € V'. Si a es continuo y coercitivo, es decir que existe una constante
C1 > 0 tal que a(u,v) < Cy||ul|v||v][vVu,v € V y existe una constante Cy > 0 tal que
a(u,u) > Cyllul|?Vu € V, entonces existe un tnico elemento u € V tal que

a(u,v) =< F,uo>Yv e V.
Mis aiin, ||ully < C%HFHV/

Teorema 2.0.3 (BNB). Sean W un espacio de Banach, V un espacio de Banach re-
flezivo, a : W x V. — R una forma bilineal continua y F € V'. Luego se tiene que el
problema: Hallar u € W / a(u,v) =< F,v > Yv € V, admite tinica solucion en W si y
solo st valen las siguientes condiciones:

a(w,v)

(BNB1) 3o >0/ sup
vev—oy [[vllv

> allw||lw Yw e W
(BNB2) Vo € V, ( a(w,v) =0Vw e W =v=0)
Mads aiin, vale la siguiente estimacion ||ullw < || F||,- .
Observar que la condiciéon (BNB2) se puede conseguir pidiendo que exista 5 > 0 tal

que  sup a(w,v) > B|lv]jyvVv e V.

wew—foy |[w|lw

12



Capitulo 3

Problema Continuo

En este capitulo estudiaremos el problema (2.2):

Dada F € (W_o(Q))’, hallar u € W,(Q) / a(u,v) =< F,v > Yo € W_,(Q)

Buscaremos los valores de o donde este probema esté bien planteado y admita solucion
unica. Separaremos en dos casos segin si b = 0y ¢ = 0 o no, dado que la forma bilineal
a queda mas sencilla. Veremos que este problema admite solucién tnica para

_: (—%,g) sib=0yc=0
acl: { (0,1) sib#£0o0c#£0

3.1. Casob=0yc=0

En el caso en que b = 0 y ¢ = 0 la forma bilineal queda mas sencilla y la notamos

ag(u,v) = / AVu - Vu. El problema a resolver es, entonces,
Q

Hallar v € W,(Q) / ap(u,v) =< F,v > Yv € W_,(Q) (3.1)
Nuestro objetivo es probar:

Teorema 3.1.1 (Existencia y unicidad de solucién).

Sean o € (—2,2) y F € (W_o(Q))". Existe un unico elemento u € W, () /

ag(u,v) = < Fo> YveW_,(Q)
Mds ain, existe ¢ > 0, independiente de F', tal que |ullw,) < c||[Fllaw_ )y -

Para la demostracién utilizaremos el Teorema 2.0.3, y para ello necesitaremos probar
las condiciones inf-sup de ag en W, (2) x W_,(Q). Siguiendo a [7], la demostracién de
las condiciones inf-sup de ag se basa en el siguiente lema de descomposicén de L2(12).

13



Capitulo 3. Problema Continuo 3.1. Casob=0yc=0

Lema 3.1.1. (Lema de descomposicién de L*(Q))
Sean —% < s < %, q € L%(Q). Eziste un unico par (o, z) € LZ(Q) x W,(Q) tal que

q = O —|— VZ

< Ao, Vw >=0Vw € W_,(2)
oLz < llallrz@)

IVzlz20) < 2lldl[L2(0)

La demostracién de D’Angelo de este lema (para el caso A = I) consiste en observar
que dicha descomposicion es la solucién del siguiente problema:

{ a(o,7)+bi(z,7) =F(1) VT e L2 (Q)
bo(w,o) =0VYwe W_4(Q)

donde a : L2(Q) x L2 () = R, by : W(Q) x L2,(Q2) = R, by : W_,(Q) x L2(Q2) - R
y F: L? (Q) — R estén definidos de la siguiente manera:

a(U,T):/O'-T,bl(z,T):/Vz-T
Q

Q

b2(wa0)=/Vw-0',F(7-):/q.7-

Q

La falla de D’Angelo se encuentra en la prueba de existencia y unicidad de solu-
cion de este nuevo problema, pues deberia comprobar las condiciones inf-sup de a

sobre los nucleos de los b; y los prueba sobre todo el espacio. No es cierto, en ge-
neral, que si sup ale.7) > c||o|lrz@) Vo € L2(2) entonces vale sup alo, 7) >
rel? ||T||L35(Q) ° ’ TEK, ||7'||L2,S(Q)

CHU“L%(Q) Vo € K2 donde Kz = {’U / bi(w,v) = 0}

Una demostracion correcta de este lema de descomposicion se puede obtener utilizan-
do un resultado de [9]. Observar que pedir q = 0+ Vzy < Ao, Vw >= 0 Yw € W_4(Q)
implica pedir que 0 =< Aq — AVz,Vw >=< Aq,Vw > — < AVz,Vw > Yw €
W_4(€2), es decir que

< Aq,Vw >=< AVz,Vw > Yw € W_¢() (3.2)

Buscar un elemento z que cumpla esto ltimo nos lleva a pensar en el siguiente problema:

(3.3)

div(AVz) = div(Aq) en Q
z =0en 0N

14



3.1. Casob=0yc=0 Capitulo 3. Problema Continuo

pues su formulacién débil es < AVz, Vw >=< Aq,Vw > Yw € W_,(Q). En efecto,
div(AVz) = div(Aq) en Q
= fdiv AVz)w = fdiv Aq)w Yw € W_S(Q)
= fAVz Vw—l—fwAVz n :—qu Vw—l—f ) Yw € W_ys(Q)
= fAVZ Vw = qu Vw Yw E W_S(Q)
Ademas, para que valgan las estimaciones de las normas del lema de descomposicién se

necesita una estimacion del estilo | Vz|| 2
En [9, Teorema 2.5] se plantea el problema (3 3) y se prueba la estimacién deseada:

Teorema 3.1.2. Sea §2 en dominio poligonal/poliedral convero, 1 < p < oo yw € A,.
Siqe L2(Q) yu es la solucidn de

Au = div(q) en Q
{ u =0 en 0N (3-4)

entonces existe una constante C dependiente de p, de Q0 y de w tal que ||Vul|gp ) <
CHQHL‘;(Q)-

En nuestro caso p =2, w = d2% € Ay con —% < o < 2.
Vale aclarar que el Teorema 3.1.2 se aplica en nuestro caso para A = I. Sin embargo,
el teorema se basa en estimaciones para las derivadas de la funcion de Green. Estas
estimaciones pueden recuperarse para A # I cumpliendo la hipétesis de elipticidad.
Ahora con este teorema podemos demostrar correctamente el lema de descomposi-
ciéon para —% < s < 3.

Demostracién. Sea q € L*(), consideramos el problema (3.3). Sea z su solucién , y

Luego consideramos o := g — Vz. Notar que o € L?(2) y vale que

q=0+Vz
< Aa, Vw >=0Vw € W_4(Q) por (3.2)
|

||VZ||L2 < C||Q||L2

Corolario 3.1.1. (Condiciones Inf-Sup de ag)
Sea —3 < a < 5. Valen las condiciones inf-sup de ag en Wo () x W_o(Q).

15



Capitulo 3. Problema Continuo 3.1. Casob=0yc=0

Demostracion.

Veamos que  sup ao(u, v)
vew_o(@) VW a(e)

Sea u € W, (). Consideramos q := d23Vu. Notar que ¢ € L2 (Q). Por otro lado,
lallzz (@) = IVullr2(). Ahora, tomamos o y z del Lema de descomposicién 3.1.1 y
tenemos que

> CHU”WQ(Q) Yu € WQ(Q).

=0

——~
ao(u,v) S ap(u,z2) < AVu,Vz> < AVu,q> <AVu,o>

sup > = =
vew_o @ 1V[lw_a@) — 12w o 1z llw_o () zllw_a(e) l2llw_a@)
< AV > 1 1
= “wa = _ /AVu Q= / Vu AVud®
zllw_. @) zllw_. @) zllw_. @)
Q Q
1 HV“H%'Z Q ||VU”%2 Q
> —/%IVUIzdiﬁ“ = e >y e
12]lw (o) J 12]lw_w (o) Cllallzz, o)

2
Y1 Hvul|L2(Q) 71

=———2>> = —||Vul|r2 (-
C TVl o IVullzz @

Una observacién: habria que verificar que z # 0 en W_,(€2). En efecto, si ||2||lw_, () =
0 entonces Vz = 0 ctp Q y luego g = o ctp 2. Luego tenemos que 0 = (Ao, Vw) =
(Aq, Vw) = (Ad22Vu, Vw) Yw € W, (Q). En particular, tomando w = u se tiene que
0 = (Ad2*Vu,Vu) > 71||Vu||%a(g). En consecuencia debe pasar que Vu = 0 ctp Q y
por lo tanto la desigualdad de las condiciones inf-sup vale trivialmente para u. Luego,
podemos asumir que Vu # 0 ctp € y por lo tanto z # 0 en W_, ().

Anélogamente veamos que  sup ao(u,v)
u€EW,(Q) |l w2

Sea v € W_,(2). Consideramos q := d **Vv. Notar que ¢ € L2(Q) y ademés
lallzz@ = [IVvllz2 (o) Ahora, tomamos o y z del Lema de descomposicién 3.1.1

> CHUHW_Q(Q), Yv € W_Q(Q).

16



3.1. Casob=0yc=0 Capitulo 3. Problema Continuo

y tenemos que

=0

—f
ao(u, v) ap(z,v) < AVz,Vv> < Aq,Vv> < Ao,Vv>
> — — _

sup > = —
wewa(@ ullwa — I2llwao) l2llwa e 2 llw. (o) 12w ()
< Aq,Vv > 1 1
= 9, VU~ /Aq Vv = —/VUTAVUCZ;O%‘
2Nl wa 12l W (@) J 2] W) J

2 2

1 3 ”VUHL{ Q) HVUHLE Q)
> /71|VU|2dx020 =y > =
12 llwa o) J 2l wa () Cllqllzz o

2
- EHVUHLEQ(Q) o EHVUH 2 o
= S . - L
C ||VUHL2_Q(Q) C ~a (@)

De manera analoga a como lo hicimos en el caso anterior podemos suponer que
z # 0 en W,(Q), pues en caso de ser cero deberia suceder que Vv = 0 ctp Q y en ese
caso la desigualdad que queriamos probar vale trivialmente. O

Ahora si, veremos la demostracién del Teorema 3.1.1.

Demostracion.
Basta chequear las hipotesis del Teorema BNB 2.0.3:

= Wo(Q) y W_uo(2) con o € (=3, 5) son espacios de Hilbert
s [ € (W_o(R)) por hipétesis
» Claramente aq es bilineal

= Veamos que qg es continuo en W, (2) x W_,(£2): usando que A € L>*(Q, R" x R")
y luego la desigualdad de Holder tenemos que

lag(u, v)| §/|AVU-VU|
Q
< [ Al / Vul| Vol

— ||A]| / Vude || Vod;®

< (Al [Vudz, [ 2@ [ Vodl 2@
= [[ Az IVull ez @I Vllz2 ()

= [[All e lullwa@ 10]lw_a @)

17



Capitulo 3. Problema Continuo 3.2. Casob#00c#0

» g cumple las condiciones inf-sup en W, (Q2) x W_,(€2) por lo visto en el Corolario
3.1.1

Luego, por el Teorema BNB 2.0.3, tenemos que existe un tinico elemento u € W, (2) tal
que ag(u,v) = (F,v) Yo € W_,(Q), y ademds existe una constante ¢ > 0, independiente
de F, tal que ||jullw, @) < CHFH(W,a(Q))’- []

3.2. Casob#00c#0

Supongamos ahora que b # 0 o ¢ # 0. Vamos a separar el problema modelo en dos,
de manera que uno de ellos sea el caso anterior (b = 0 y ¢ = 0). Consideramos los
siguientes operadores:

n ap: Wo(Q) X W_,(Q2) = R definido como ag(u,v) = [ AVu - Vo
Q
» dado u € W,(Q2), definimos L, : W_,(£2) — R como

L,(v)=— /(qu + cu)v

y los siguientes problemas:

» El problema modelo correspondiente al caso b =0y ¢ = 0 visto en (3.1):

Hallar v € W,(Q) / ap(u,v) =< F,v > Vv € W_,(92)

» Dado u € W, () solucién del problema anterior,

Hallar w € Hy(Q) / a(w,v) = Ly(v) Yo € Hy(Q) (3.5)

A lo largo de la secciéon veremos que u := @ + w es la solucién buscada del problema
(2.2).

3.2.1. Existencia de Solucién del Problema Modelo

En este apartado nos encargaremos de probar que u := @+ w es solucién del proble-
ma modelo (2.2). Para ello necesitaremos primero ver que el problema (3.5) estd bien
definido y tiene solucién. Nos enfocamos entonces en ver que Ly € (H} () y para ello
vemos unos lemas preliminares.

Lema 3.2.1. Sean Q un abierto acotado de R", p>1ya e R / ap < g Entonces
d 2 e LP(Q).
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32. Casob#00c#0 Capitulo 3. Problema Continuo

Demostracion. Sea R >0/ C Bg(xg). Luego tenemos que

R
/ d;02apdx < / d;02apd:£ = / / T_2apd5'$d7“
Q Br(zo) 0 0By (o)

R R
:/ r_2“p|8Br(x0)|dr:/ r=2ePe Ly
0 0

R
— Cn/ T—Qap—&—n—ldr
0

Rn—20¢p
Dado que ap < 7 se tiene que n — 2ap > 0 y por lo tanto /Qdf,z‘pd:v < c

"n —2ap
00.

Recordamos los siguientes teoremas de inmersién de [1, Teorema 4.12]:
» sin =2 HY(Q)— LIQ) para q > 2
» sin=3, HY(Q) — LY(Q) para2 < ¢ <6

Lema 3.2.2. Sean ) un conjunto acotado de R™ conn =203 y0 < a < 1.
Entonces H(Q) — L? (Q), es decir que existe una constante ¢ > 0 tal que

lullzz, @) < cllullm @) Yu € H(Q).

Demostracion. Veamos primero el caso n = 2.
Dado que 0 < a < 1 podemos tomar p fijo tal que 1 < p < é Sea ¢ su conjugado

1 1
Lebesgue, i.e — + — = 1. Aplicando la desigualdad de Holder tenemos que
p g

lullzz @) = ( /ﬂ qu;§°‘) < ( /Q uQQ) ( /Q d,zf“”)

Para obtener el resultado, analizamos cada uno de estos dos factores. El primero
de ellos estd acotado por [|ul|g1(o) gracias al teorema de inmersién que acabamos de
recordar dado que 1 < ¢ < oo pues p > 1. Para el segundo factor tenemos el Lema
3.2.1 que nos dice que es finito dado que ap < 1 = 7 por la eleccién de p. Por lo tanto
tenemos que [ullrz () < cflullm(q)-

Veamos ahora el caso n = 3. Consideramos p = % y su conjugado Lebesgue g = 3.
Aplicando la desigualdad de Holder tenemos que

lulle (@ = (/ u2d;()2a> < (/ ugq) a (/ dgozap) 5
- Q Q Q
Q Q
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Nuevamente, analizamos cada uno de estos dos factores. El primero de ellos esté acotado
por ||u| g1 (o) gracias al teorema de inmersion que acabamos de recordar. Para el segundo
factor tenemos el Lema 3.2.1 que nos dice que es finito dado que ap < % pues 0 < a <1
y p = 3. Por lo tanto tenemos que |lullz2 () < cllullm @) O

Corolario 3.2.1. Sean Q un conjunto acotado de R", b € L*(Q,R") y ¢ € L. Dado
u € We(R2) con 0 < a < 1 consideramos el operador

L,(v):=— /Q(qu + cu)v

Entonces L, € (H'(2))'. Mds aiin, existe una constante C > 0, independiente de u, tal
que ||Lu||(H1(Q))’ < C||U||Wa(ﬂ)-

Demostracion. Claramente el operador L, es lineal. Solo resta ver que es acotado.
Aplicando la desigualdad de Hélder, la desigualdad triangular y usando que b y ¢ son
acotados tenemos que

|L.(v)| < / |bVu + cul||v| :/ |bVu + culdg, [v|d,
Q Q

< [(bVu + cu)dg || 2o l[vdy || 2 ()

= [[bVu + cull z@llvllz2 @

< (V|20 + lleull2@) lvllzz, )

< (Il Vullzz @) + el < lullz@) 1Wllz, o)
Ahora, por el Lema 3.2.2 tenemos que [[vz2 () S [[vllz1(e),y por Poincaré tenemos
que [|ullz2 ) S Cpllullw, @) Luego, tenemos que

Lu(0)] 5 (Iollz + ell ) lulbwacon ol

Por lo tanto hemos probado que L, € (H*(Q))'. De esta tltima desigualdad obtenemos,
ademds, que || Lul| 1)y S [[ullwa@)- .

Ahora si, empezamos a construir la solucién del problema modelo. En la seccién
anterior vimos la existencia y unicidad de solucién del problema (3.1). Ahora para la
resolucién del problema (3.5) vemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 (Existencia y unicidad de solucién de (3.5)).
Sean Q un conjunto acotado de R", b € L¥(Q,R"), ce L*, 0 < a <1 yue W,(N)
solucion del problema (3.1).

Entonces existe un inico elemento w € Hy () solucidn de (3.5), es decir que:

a(w,v) = Ly(v) Yv € Hy ()

Mds aiin, existe ¢ > 0, independiente de Ly, tal que [|0|| g1 o) < cl|t||w, @)
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32. Casob#00c#0 Capitulo 3. Problema Continuo

Demostracion. Para ver la existencia y unicidad de solucién, utilizaremos el Teorema
de Lax-Milgram 2.0.2. Por lo tanto basta chequear sus hipétesis:

» Claramente el operador a : H}(Q) x H3(©) — R es bilineal.

» Veamos que a es continuo en H{(92) x H}(Q): usando la desigualdad triangular,
Holder y que A, b y ¢ son acotados tenemos que

la(u,v)| S/(|AVU-VU + b-Vuv + cuv|)
Q
S/Q( |AVul[Vo| + [b]|Vullv] + |]|ul|v] )

< Al / VullVo| + [bll / Vil + flello~ / ul o]
Q Q Q

< Al [[Vull 2@ [ Vol L2(@) + 16l e[| V| 2@ V] 220
+ llelllwll L2 [Vl L2 )
< ([[Allzee + 16l 2o + [lellzoo) Jull g @ 10l 22 0

= Veamos que a es coercitivo en Hg(Q2) x H}(Q): usando que A es uniformemente
simétrica definida positiva en el primer término, y la definicién de derivada en el
segundo llegamos a que

a(u,u) = /Q (AVu-Vu + (b-Vu)u + cu®)
> / ( 7 |Vaul? — %div(b)u2 + cu? )
Q

:/Q(%\vuﬁ n (c—%div(b)) u2>

Dado que (¢ — 3div(b)) > 0y usando Poincaré resulta que a(u, u) > / 1 |Vul|® =
Q

NlVaullizq) > cllullin o)

= Por tltimo tenemos que Ly € (H(R2))" por el Corolario 3.2.1, y por ende Ly €
(H;())"

Luego tenemos que existe un tinico w € H}(Q) solucién del problema (3.5) y ademads
l@llz @) < ellLall gy < cll@llwae)- O

Ahora estamos en condiciones de probar que 4+ w es solucién del problema modelo
(2.2).
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Teorema 3.2.2 (Existencia de solucién del problema (2.2)).

Sean 0 < a < 1, u € W,(Q) solucién del problema (3.1) y w € H}(Q) solucién del
problema (3.5).

Entonces tenemos que u := 4+ w es solucion del problema (2.2), es decir que

a(u,v) =< F,v > Yv e W_,(Q)
Mas ain, exise ¢ > 0, independiente de F', tal que |ullw, @) < cl|Fllqw_ @)y

Demostracién. Como primer paso, observemos que u € W, (). En efecto, u € W, ()
y ademés w € Hj(2) C Wo(Q2) (pues 0 < ar <1< 3).

En segundo lugar veamos que a(u,v) =< F,v > Yv € W_,(f2). Gracias al Corolario
3.2.1 tenemos que Lg(v) € (HY(Q)); y ademds, como a > 0, vale que W_o(Q) C
HY() y por lo tanto Ly (v) € (W_,(€2))". En consecuencia se tiene la siguiente igualdad
a(u,v) = ap(u,v) — Ly(v) Yv € W_,(€). Luego, para cualquier elemento v € W_,()
vale lo siguiente

a(u,v) = a(u+ w,v) = a(u,v) + a(w, v)
)

= ap(t,v) — Lz (v) + a(w,v) (3.6)

Como @ es solucién del problema (3.1) tenemos que
ap(a,v) =< F,v > Yv € W_,(Q) (3.7)
Por otro lado, como w es solucién del problema (3.5) tenemos que a(w v) = Ly(v) Vv €
H}(2). En particular, vale para W_,(Q) C H} () pues a € ( C (0,%), es decir que
a(w,v) = La(v) Yo € W_,(Q) (3.8)

Por lo tanto, juntando (3.6), (3.7) y (3.8) tenemos que a(u,v) = ag(@,v) — Lgz(v) +
a(w,v) =< Fiv > —Lg(v) + La(v) =< F,v > Yv € W_,().

Veamos ahora la estimacion de la norma:
lullwai) < llallwa@ + l@llwa@
< |lllwae) + R*[©] 5@
donde R > 0 es tal que Q@ C Bgr(xp). Ahora, como % es solucién de (3.1) tenemos
que ||tllw, @) < cl|Fllgw_, )y ¥y como w es solucén de (3.5) tenemos que ||| g1 q) <

CllLall g0y < CI|U||WQ - Luego [lullw.@) < ClIFlw_ @)y =
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32. Casob#00c#0 Capitulo 3. Problema Continuo

3.2.2. Unicidad de Solucion del Problema Modelo

Hemos visto que u = @ + @ es solucién del problema (2.2). Supongamos ahora que
existe otra solucion, llamémosla u € W, (£2), y veamos que u = u, o equivalentemente
u—u = w. Definiendo w := u — %, nos gustaria ver que w = w para luego poder afirmar
que u = u.

Una forma de comprobar que w = w es ver que ambos elementos estan en el mismo
espacio y que son solucién de algin problema que admite una tnica solucién. Por lo
tanto nos enfocamos en estos dos puntos.

Observacion 3.2.1. Notar que w € W,(Q) y que a(w,v) = Lz(v) Yo € W_,(£).

En efecto, w € W, () pues u y @ lo estan. Por otro lado, recordando que que u es
solucién de (2.2) y que @ es solucién de (3.1) tenemos que para todo v € W_,(Q2) vale
lo siguiente

a(w,v) = alu — a,v) = a(u,v) — a(i,v)

=< F,v> —a(u,v) =< F,v> — |ap(a,v) + /bVﬂv + cuv
Q
=< Fv> — <Fuv> —/quv—f—cuv
Q

:—/b Vuv + cuav (3.9)
0

Consideramos los siguientes problemas:

Hallar w € W, () / ap(w,v) = L,(v) Yo € W_,(2) (3.10)
Hallar wy € Hy(Q) / ao(wo,v) = L,(v) Vo € H3(Q) (3.11)

Teorema 3.2.3. Los problemas (3.10) y (3.11) admiten una tunica solucion: w.

Demostracion. Para determinar la existencia y unicidad de solucién de (3.10) basta
chequear las hipotesis del Teorema BNB 2.0.3. En el Teorema 3.1.1 vimos que ag es
bilineal, continuo y cumple las condiciones inf-sup en W, (Q2) x W_,(€2). Por otro lado,
dado que u € W,(Q) el Corolario 3.2.1 nos dice que L, € (H*(Q))’; y como a > 0
tenemos que (H'(Q))" C (W_o(Q))" concluyendo que L, € (W_,(2))". Luego existe un
unico elemento w € W, (€2) solucién del problema (3.10).

Veamos ahora que w es solucién de este problema: claramente w esté en el espacio
solucién W, (Q2) por cémo fue construida; y por otro lado, recordando que w cumple
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(3.9), tenemos que, Yv € W_,(Q),

ap(w, v) = a(w, v) — / bVwv + cwv
Q

:—/bVﬁv—kcuv—/meerCwU
Q
Q

= — / bV (@ + w)v + c(u + w)v
Q

:—/bVwH—cgv
Q

Dado que w era la tnica solucién de (3.10) y w también lo es, se concluye que w = w.

Pasamos ahora a analizar el segundo problema. Para determinar la existencia y
unicidad de solucién del problema (3.11) basta chequear las hipdtesis del Teorema de
Lax-Milgram 2.0.2:

» Claramente ag : H3(Q) x Hj () — R es bilineal

» Veamos que ag es continuo en HJ(Q2) x H}(Q): usando que A es acotado y la
desigaldad de Holder tenemos que

]ag(w,v)|§/|AVw-Vv|
Q

< ||A]| / V||V

< [[Allz= IVl 2@ IVl 2 (@)

< A oo |wl] 1) ]| 51 ()

= Veamos que ag es coercitivo en Hg () x H}(€): usando que A es uniformemente
simétrica definida positiva tenemos que

ap(w,w) = / AVw - Vuw
Q

Z’Yl/ \Vw|2
Q

= nlVw| 22

= ’YlHUJHHg(Q)

= Por el Corolario 3.2.1 tenemos que L, € (H}()) pues u € W,(Q).
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32. Casob#00c#0 Capitulo 3. Problema Continuo

Luego, por Lax-Milgram, existe un tinico elemento wy € H}(2) solucién del problema
(3.11).
Veamos que wy también es solucién del problema (3.10). En efecto, wy € HL(Q) y
H(Q2) € Wo(Q) (pues a > 0), por lo tanto wg € W, (). Por otro lado, sabemos que
wo cumple que ag(wg, v) = L,(v) Yo € HJ(Q) y W_o(2) C H}(Q); en particular verifica
que ag(wp,v) = Ly(v) Yo € W_,(2). Luego wy es solucién de (3.10). Dado que w era
la tnica solucion de este problema tenemos que wy = w.

Hemos probado que w = w € W,(Q) y que w = wy € H} (). Por lo tanto conclui-
mos que w = wy € Hy (). Es decir que w es la unica solucién de ambos problemas. [

Corolario 3.2.2. w =w

Demostracion. Recordar que w € H} () es la solucién del problema (3.5). Gracias al
teorema anterior tenemos que w, que por construccién estaba en el espacio W, (2), esta
en el espacio Hj (). Luego para poder concluir que ambos elementos son el mismo,
debemos ver que ambos son solucion de algiin problema que admite tnica solucion.
Veamos entonces que w es solucién del problema (3.5):

sea v € Hj(Q),

a(w,v) = ag(w,v) + / bVwv + cwv
Q

= ag(wo, v) + / bVwv + cwv
0
=L,(v) + / bVwuv + cwv
Q

:_/bvgv+cav+/bva+cwv
Q Q

_ _/va(g—w)wc(u—w)’v

= —/QbV(ﬁ)v + c(u)v
= Lq(v)

donde en la anteultima igualdad hemos usado la definicion de w = v — u. Es decir
que w es solucién del problema (3.5). Dado que la solucién de este problema es tinica
concluimos que w = 1. O

Corolario 3.2.3 (Unicidad de solucién del problema (2.2)). u = @.

Demostracion.

Gracias al corolario anterior tenemos que w = w, es decir que u — @ = W o equiva-
lentemente v = u + w. Es decir que u = wu. ]
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Capitulo 4

Problema Discreto

En este capitulo construiremos una familia de mallas sobre €2 C R"”, sobre las que
plantearemos el problema discreto. Veremos la existencia y unicidad de solucion de
dicho problema.

4.1. Construccion de la malla

Sea 7 una triangulacién admisible del dominio 2 C R", esto es una particién de (2
en tridngulos (en dimensién n = 2) o tetraedros (en dimensién n = 3) de manera tal
que si dos de sus elementos se intersecan lo hacen en un vértice o en un lado (completo)
o en una cara (completa). Diremos que la familia de mallas {7} es regulr si existe gg
tal que p := sup Ko 0o para todas las triangulaciones de la familia, donde hx es

KeT PK
el didmetro del elemento K y pk es el radio de la bola mas grande contenida en el

elemento K.
Por otro lado, notamos h = rlr(légri hi, y para cada K € T definimos las siguientes
€

métricas rx = dist(K,zo) y T = mé% {dist(z,xq)}.
xre

/ T ~ / ~—
/ K . - / K / K =
/ / - A / / g
Y = / / e
_ -
/- / / -
£ L /L _
/ //
7/ -
K, B -
pil T TR
/ -~
, P
o Zo o Zo o Lo
Figura 4.1
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Capitulo 4. Problema Discreto 4.1. Construccion de la malla

Ahora si pasamos a definir la malla. Sea 0 < g < 1 un parametro de graduacion
de la malla. Trataremos de manera diferente a los elementos de la triangulaciéon segun
. . . 1—# .
si tocan o no a la singularidad, de manera tal que hg escala como hry " lejos de la

1
singularidad xg y como h# cerca de xy. En concreto, dado 6 > 0 fijo, asumimos que
rix > 0hy para K / xo ¢ K y que existen constantes ¢; y ¢ positivas tales que:

clhri_“ < hg < CQhri_“ sixzg € K
1 1
cthr < hg < cohw sixg € K

Ademas los elementos de la triangulacién K que tocan a la singularidad xq lo hacen de
manera tal que x( es un vértice de K.

Notar que si ;1 = 1 entonces estamos en el caso de una malla uniforme (hx < h <
hi),y si u — 0 entonces los elementos cercanos a zy se hacen cada vez mas pequenos,
como se ve en las Figuras 4.2 y 4.3.

Malla graduada: p = 0.5 ] Malla graduada: g =1

AVAVaY;

Malla graduada: p = 0.35

A 1o
W \"““'ﬁ), PArAvAVAVAVATN
ol DN = SIS

S eSS N e

TR QR
G O

TN LIRS

IS,

=SS

Figura 4.2: Mallas graduadas con diferentes parametros de graduacién en dimensién 2.

Consideraremos dos conjuntos dentro de la particion segin la cercania a la singula-
ridad xg:
T = AK€ /e K} yT" = {KeT,/x ¢ K}

En la Figura 4.4 se muestran los elementos de la triangulacion vecinos de la singularidad
zo que forman 7™, y los que no tocan a la singularidad que forman 7,°"*.

Lema 4.1.1. Valen las siguientes relaciones:
(1) Fx = hg VK € T;"
() 7 ~rg VK € T,°%

(111) dyy ~ 1 ~ 7 VK € T2

Demostracion.

Notar que 7y < hg+r, VK € T (ver Figura 4.5). En efecto, considerando x € K / ry =
dist(z, xg), tenemos que dist(x,zy) < dist(z,z) + dist(z,x¢) < hx + 15 Vo € K, y por
ende 7 < hx +7rg.
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Capitulo 4. Problema Discreto

=N
N

=
N

%V

=

S

323

$

33
AN AV,
i
5

AVA
AVAVs

77N
5
5

’;iéAV
AVAV.

z7
it

27

=<7
G
o
an

7
&
N
S

N

ZZ

Z
P

27
awl
NG
S
)

(’ii
T
e
Q
%

Malla graduada: mu=0.25

SH
V\é |
Y,

Ape
s‘
N2V
D
(T ‘5@
0
7 A}

DN
NS
“‘

Q

3
VAW, N
AWAWAY N
AN

05

A

4
e

SR
AV
Waval
¢

A

RSL

4
o
i

/N
«w(#\?
N

N/

S

W%

-05

<

,
&
A0
ANV
NS
S
5
VA4

2

N
i

|74’

05

; -
=

2

o3
2S

==
20

S

=

7AVA

A

£2

o

ZAA
T
SRS
VAV

Malla graduada: mu=0.5

1%

VvA'
S
)

SR
B

ass

Y,
TS
Vivu
S
V‘é\

s

N

AN
>
XD
QS

i

o
N
R
i

Ve
!

i

K
N \vqps
o

il

05

Figura 4.3: Mallas graduadas con diferentes parametros de graduacién en dimensién 3.

(1) Sea K € T;™.

in out
Th Y Ty

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-03  -02 -0.1 0 0.1 0.2

CoEms o

Figura 4.4

Veamos primero que 7 < hg. Con la estimacién anterior y considerando ademas
que K € T,™ concluimos que 7 < hx + rx = hi pues rg = 0.

Veamos ahora que hx < 7. Notar que K C By, (79) pues

dist(z,zg) < mz’%dist(m,xo) =Tk.
TE

Luego se tiene que diam(K) < diam(By, (z0)), es decir que hy < 27

(11) Sea K € T°". Por definicién rix < g, asi que basta ver que 7 < rg. En el
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Figura 4.5: 7 < hx + g

ftem anterior vimos que 7x < hg + rg, y considerando ademés que K € T,
concluimos que 7 < hg + rg < %?”K +rg = (% + 1) TK.

(111) Como vale que rgx < d,, < Tk v, por lo visto en el item anterior, tenemos que
Tk ~ ri entonces concluimos que dy, ~ rg ~ T'k.

]

Lema 4.1.2. ) )
Sean K € T, y K' € T,*"* tales que K N K # 0. Luego 7y ~ h¥ y hyr ~ hi.

Demostracion. X
Veamos primero que h* < . Como K € T2 entonces rr > Shyr ~ h?“;(_/“ y
1
por lo tanto ', 2 h; es decir que 7, 2 hi.
1 . - ’
Veamos ahora que 7+ < hi. Notar que rr < 7. En efecto, si tomamos 2 € K’ NK
tenemos que 7 < d(Z,z9) < 7. Ahora, por el lema anterior tenemos que 7x ~ hy ~

1 . . 1
hx pues K € T)*; y en consecuencia 7, < h.
1 s
Juntando estas dos observaciones hemos probado que r,+ ~ h#. Por ultimo notar
1— 1-p 1
que hyr ~ hr J" ~ hh7e = he. O

4.2. Problema Discreto

Dada una triangulacién 7 de €2, consideramos el espacio de las funciones continuas
definidas por polinomios de grado £ € N en cada elemento de la triangulacion y que se
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4.3. Casob=0yc=0 Capitulo 4. Problema Discreto

anulan en el borde de §2:
VHQ) = {v € H)(Q) / vk € P(K) VK € T}

Observacién 4.2.1. V5(Q) C W,3(Q) V3 € (—g, g)

En efecto, dado v € V&(2), existe una constante co > 0 tal que v*(z) < ¢o Vo € Q,y

n n
por lo tanto concluimos que / U2d§§ < ¢ / dig < oo dado que 5 <pB< 5 Ademas,

Q Q
existe una constane c¢; > 0 tal que |Vv|2 < ¢ Vo € Q, y por lo tanto tenemos que

/\VU|2d§f < cl/dif < oo dado que —g <pB< g
0

Q
Estamos en condiciones de plantear el siguiente problema discreto:

Hallar w;, € V() / a(up,vn) = < F,v, > Yo, € VH(Q) (4.1)

Notar que la unicidad de solucién se hereda del problema variacional continuo, pero
no la existencia de ella. El problema discreto lo estudiaremos en el caso b =0y ¢ = 0.

4.3. Casob=0yc=0

En este caso la forma bilineal a quedaba mas sencilla y la habifamos notado ag. Por
lo tanto nuestro problema discreto es:

Hallar uy € (VA(Q),d2) / ao(un, vp) =< F,vp > Vo, € (VFH(Q),d;>) (4.2)

» X0

Para probar la existencia y unicidad de solucién de este problema, D’Angelo hace
una demostracién similar a la del caso continuo, via un Lema de Descomposicién (de
otros espacios) donde comete el mismo error que antes. Sin embargo, pudimos obtener
el resutado mediante un analisis de la matriz de rigidez del sistema lineal asociado.

Teorema 4.3.1.

Sea —% < «a < Z. Existe un tnico elemento uy € (VFH(Q),d2%) solucidn del problema

2
(4.2).
Demostracion.

Sea {¢1, P2, , ¢n} una base de V(). Observar que ag(up, vy) =< F, v, > Vv, €
VE(Q) siy solo si ag(up,¢;) =< F,¢; > V1 < i < N. Ademas, si notamos con

Uy, Uy, -+ ,Un alos coeficientes de uj, en la base, el problema es equivalente a hallar U;
tales que Zjvzl Ujap(¢;, ¢;) =< F,¢; > V1 < i < N. Este problema se puede plantear

31



Capitulo 4. Problema Discreto 4.3. Casob=0yc=0

en forma matricial MU = b donde M € RN estd definida por M;; = ao(d;, ¢5),
U € RY es el vector de coeficientes y b € RV estd definido por b; =< F, ¢; >.

Para ver que este problema admite soluciéon tunica basta ver que la matriz M es
simétrica definida positiva:

» claramente M es simétrica

= veamos que M es definida positiva: dado = € R", consideramos & = Efil Ti®;.
Ahora notar que Mz = ao(z,Z) = [,VIAVZ > v [,|VZ]*> > 0. Ademds
vale la igualdad a cero sélo si V& = 0 y como estamos trabajando en V()
necesariamente r = 0 y por ende sus coeficientes son nulos, es decir que x = 0.

O

Lo malo de esta prueba es que no tenemos las condiciones inf-sup de aq en los espa-
cios discretos, ni tampoco la clésica estimacion de la norma ||Uh||v7€(Q) < CF|lw_. -
Como consecuencia, no podemos deducir de aqui una propiedad de mejor aproxima-
ciéon para uy. Sin embargo podemos recuperar las condiciones inf-sup gracias a una
estimacién probada en [13]:

IVunllrz@) < ClVullrz () (4.3)

donde u € W, (Q) es la solucién de ag(u,v) =< F,v > Vv € W_(Q), u, € V() es la
solucién de ag(up, vy) =< F,v, > Yo, € VE(Q), y la constante C' > 0 es independiente
de F'y de h. Veamos ahora las condiciones inf-sup de aq en los espacios discretos.

Lema 4.3.1.
Sea —% < a < %. Valen las condiciones inf-sup de a, en VH(Q) x V().

Demostracion.
Veamos que existe una constante C' > 0 tal que

ao(up, v
sup L) s o oY € VEQ)
R EVE(Q) ||Uh||W7a(Q)
Por las condiciones inf-sup de ag en los espacios W, (2) x W_,(Q) vistas en el Co-

ag(uw, v
rolario 3.1.1 tenemos que existe una constante v > 0 tal que sup —O( : ) =
vew_a(@) Vllw_ @

Yullw, @) Vu € Wo(Q2). Podemos asumir que la desigualdad es estricta, sino se to-
ma como constante 3. Sea u, € VF(2). Como u, € V() C W,o(Q) tenemos que

ao(up,v)

sup > yllun|lw, (). En consecuencia, existe un elemento v = v(u;) €
vew_a(@) [Vllw_a@
aO(uhav) .
W_,(Q2) tal que Tolw > |lunl|wa (o). Dado este v € W_,(12), definimos F' €
vlw_ae)
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4.3. Casob=0yc=0 Capitulo 4. Problema Discreto

(Wa() como < F,w >:= ag(w,v)Vw € Wo(Q), y entonces v es la solucién de
ap(w,v) =< F,w > Yw € W,(2). Consideramos v;, € V(2) su proyeccién por FEM, es
decir vy, es tal que ag(wy, vy) =< F,wy, > Ywy, € VFA($2). Notar que por la ortogonalidad
de Galerkin tenemos que ag(wy, v — vy,) = 0 Vwy, € VE(Q) y que por (4.3) tenemos que
IVorllz2 @) < ClIVUl2 (o) - Luego tenemos que

=0

ap\Up, V Ao\Up, UV — Up Qo\Un, Un
Ml < (un, v) _ aof ) ao(un, vn)
lllw_a  vlilwae  [lollweao
_ ao(up, vn) <c ao(up, vn)
[ollw_a = llonllw_a@
C
Es decir, hemos probado que |[us||lw, @) < — sup M‘v’uh € VE(R).
T o eVEQ) [onllw_a ()
. ao(un, vn) ¢
Anélogamente se ve que  sup —————= > Cllvp|lw_, Vi € V7(Q). O

unevi@) l[tnllwa @)

El interés central de contar con esta estimacion es que nos permite probar el Lema
5.1.1 en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Error

En este capitulo veremos el error que se comete al aproximar la solucién u del
problema (2.2) por la solucién u; del problema (4.1) en el caso en que b =0y ¢ = 0,
y veremos su convergencia.

Estamos en la siguiente situacion: para —3 < a < 7, existe un unico elemento u €

2
W, (£2) solucién de

/AVU-VU =< Fo> YveW_,(Q)
0

y existe un tnico elemento uy, € V() solucién de

/AVuh . V’Uh =< F, Vp, > Vvh S V%(Q)
Q

5.1. Error en W, ()

Lema 5.1.1. Sean a € 1, u € W,(Q) solucidén del problema (2.2), y u, € VH(Q)

solucion de (4.1). Entonces ||[u — up|lwo) S Inf  |lu—wh|w.@)-
whEV,;—(Q)

Demostracion.

Dado wy, € V(1) aplicando la desigualdad triangular tenemos que |ju—up||w, (@) <
|l — wh||w, @) + [[wn — unllw, (@)- Por lo tanto vamos a acotar el segundo término. Por
las condiciones inf-sup de ag en los espacios discretos vistas en el Lema 4.3.1, y gracias
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Capitulo 5. Error 5.1. Error en W,(Q)

a la ortogonalidad de Galerkin, tenemos que

ao(uh — W, Uh)

sup

|un, — wh|lwa@) <
mevi@  vnllw o)

aop(up, — u + u — wy, vp)

1

c

1 S

ooty Tonllw_@
1

c

1

C

sup
thV;ﬁ(Q)

{ag(uh — u,vp) N ao(u — wp, vp) }
[vnllw_a @ lonllw_ @)

ao(u — wp, vp)

sup ——— 2

mevi@  onllw_a@

Recordar que en el Teorema 3.1.1 vimos que ag es continuo en W, (2) x W_,(2), por
lo tanto podemos continuar la estimacién anterior y concluir que ||up — wallw, @) <

1 — u—w v,

up M) oy, Sl @) <y o) el
Coevi@ lonllwa@ ™ vevie lonllw-@
mente obtenemos que [[u—ullw, (@) < [[u—wnllw.@) + lwn—unllw. @) S [lu—wnllw.@)-

]

Este lema nos dice que el error entre u y uy; es escencialmente (salvo constantes) el
mas chico que se podia obtener entre todos los elementos de foi(Q) Por lo tanto para
determinar el orden del error entre u y uj, podemos tomar algiin elemento particular
de V£(92) donde tengamos herramientas para estudiar el error entre u y dicho elemento.
Luego, el error entre u y uy; serd menor. El préximo objetivo es, entonces, construir un
interpolador de u en el espacio V&4(Q).

Definimos el siguiente interpolador I, : K2_,(Q) — V() como

Iyu(z) = Zai@(ﬁ)
i=1
donde
» {¢1,02,...,¢n,} son las bases nodales: ¢;| € P1(K) VK € T, v ¢i(z;) = 0i;
» {1,29,...,2n,} es el conjunto de nodos asociados a las bases ¢;

= los coeficientes a; los tomamos de manera tal que lejos de la singularidad coincida
con el interpolador de Lagrange, y en la singularidad nos de cero. Por lo tanto
definimos los coeficientes de la sigueinte manera:

%:{u@)ﬂm%% (5.1)

0 sl x; = xo

36



5.1. Error en W,(Q) Capitulo 5. Error

Notar que si bien las funciones de K2 () no estdn, necesariamente, en H?(Q), si
nos restringimos a los elementos K € T,°* entonces s{ estdn en H?(K) y luego, por el
teorema de inmersién de Sobolev, estdn en L>°(K) y tienen un representante continuo
(por lo que tiene sentido hablar de evaluaciones puntuales).

Observacién 5.1.1. Recordamos algunas relaciones que utlizaremos: sean u definida
en K, K el elemento de referencia, F la transformacion afin que manda K en K vy
u=mwuo F. Valen las siguientes estimaciones:

~ 27—
- |u|?{j(f() < Pl

2
- ‘uﬁ{J( <h’ ]+n’ ‘H](K

Observacion 5.1.2. Valen las siguientes relaciones:
= fullz) < 7 ull Lz ) VE € T
L] |u|H1 K) < T’K () |U|K] \V/K S EOUt Vi >0

En efecto, usando que d,, ~ g ~ rx para K € T.°"* tenemos que ||u||%2(K) =

2 2 72+ 2y ——2y 2 12y _ ——2v 2
[ = [ s n2 [ = il
K

K K
Y para j > O:

Wl = 30 /Da -3 /Da 207+ 47200+9)

lal=7 K lol=j k

< TI—(Q(’H—J') Z (Dozu>2digy+j) - r}—(2(v+j)|u|§<] K
g
lo|=3 K

Ahora presentamos el siguiente lema que nos ayudara a acotar el error entre u y su
interpolador.

Lema 5.1.2. Sea I}, el interpolador presentado anteriormente y o > —%. Existen cons-
tantes C > 0 y C, > 0 tales que para toda funcion u € K2_,(Q) valen las siguientes
estimaciones:

(I) \u — Ihu|Hz(K) < Oh%l”lﬂ}p([{) VK € 77;”“5 ,l = 0, 1.

(11) ‘Ihu|]K})71(K) < Ca||u||Ki71(SK) VK €

donde Sk es el conjunto formado por los elementos de la triangulacion que son vecinos

de K, es decz’rSK:{Kle’ﬁb/[_(ﬂK'#@}.

37



Capitulo 5. Error 5.1. Error en W,(Q)

Demostracion.

El primer item es un resultado Conocido del interpolador de Lagrange. Veamos en-
tonces el Segundo item. Dado K € T, debe ocurrir que K tiene algin vecino en 7,2, e
decir que 3K’ € Tt/ KNK' # (. C0n51deramos el conjunto de indices de los nodos de
K que también son nodos de 7,°"": D = {i =1,...,N), / x; € KN K' con K € T
Ahora, tenemos que

¢i(x

[hulgs () =

Zai¢i(x)
— Z ||

€Dk

<Z|al
i=1

K(l)zfl(K a I(K)

¢i(x (5.2)

Ki 1 (K)

donde en la ultima igualdad hemos usado que ¢;|x = 0 si ¢; no estd asociada a ningin
nodo de K y que a; = 0 si x; = xy.

Vamos a acotar |a,|:
Dado i@ € Dk sabemos que existe, al menos, un elemento K e T ;€ KN K
Para simplificar la notaciéon dejaremos de escribir el subindice .
Consideramos la transformacién afin Fi : K — K’ que manda el elemento de referencia
K en K', y definimos @ := uo Fyr. Notar que como u € K2_(K')y K € T°" entonces
uwe H*(K'), y luego i € H*(K (). Gracias al teorema de inmersién de Sobolev tenemos
que u € L®(K') y i € L®(K), y ademés @l ooy S l@ll g2y~ Por lo tanto tenemos
que

@il <l oo ity = Ntll poo i) S N i) = (5.3)

Teniendo en cuenta cémo varfan las normas en K vy en el elemento de referencia
K visto en la Observacién 5.1.1, y cémo podemos pasar de las seminormas de u en
HI(K') a las seminormas con peso en K’ | (K’) visto en la Obsevacién 5.1.2 podemos
continuar (5.3) :

2

2j—n —n 2
|ai| N Z’u‘HJ(K = Zhlg' |U‘HJ(K) < [hK'HuHL2(KI) +
§=0
2 2 . 2 2
2j—n 2 2j
> H] <k Iy + SN0
j=1 J=1
1
2 2
-2 _9(a—1 27 —2(a—1+j
<h.J HK,< Nallba ey + D2 iglm')] (5.4)
j=1
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5.1. Error en W,(Q) Capitulo 5. Error

’ 1— ’
Por otro lado, como K € T;™" tenemos que hy escala como hr ", Pero como K
no estd tan lejos de la singularidad xq (pues tiene un vecino K € T,™) entonces, por

1 1
el Lema 4.1.2, hy escala como he y Ty ~ 1, ~ he. Juntando esta observacién con
(5.4), tenemos que

[T

—2(a—1) (a—1+j)
|m<h[K al?, +§) -

2
n (a-1) | 2(a—1+))
SHE DTl ey + DOREET T ul

NI

K7 (K")

1
r 2 3
_n 2((1 1) 2(a—1)
<howth lullZe ey + D0 J?Q;AK’)]
j=1

2
<hEh T [HUH ey + Z|u| o8 1<K'>]

afl(K/) (55)

Vamos a acotar ahora |¢;|x1  (x):

Consideramos F' la transformacién afin que manda K en K, es decir F(i) = Bi + c.
Tomamos ¢; = ¢; o F'. Recordar que V¢, = (V¢; o F')B y por lo tanto |V¢; o F| =

. . - R .

Vo B~ < |Vil| B < |Vos|—. Dado que ¢; es una de las bases nodales del
PK

elemento de referencia y es un polinomio de grado 1 tenemos que |V¢;| estd acotado

por una constante independiente de ¢ y de K. Por otro lado, gracias a la regularidad

de la malla, px es equivalente a hy. Luego tenemos que |Vo; o F| < h,}l, es decir que
|V¢i| < hi'. Por lo tanto tenemos que

o ﬂWfa @<y [

K By, (z0)
T‘K 'I_’K
= h;f/ / r* dS, dr = h[—(z/ |0B, (o) |7** dr
0 8B, (x0) 0
TK TK TTL—‘,—?O&
= hKQ/ Cor" 2 dr = hKQ/ cpr TRl gy = cnhy 2K
0 0 n + 2

donde en la ultima desigualdad hemos usado que n + 2a — 1 > —1 pues a@ > —3.

Ahora, sabiendo que K € T, tenemos que 7 ~ hg y por lo tanto obtenemos que
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Capitulo 5. Error 5.1. Error en W,(Q)

hn+2a 2 g 1 .
Pilxr_ (k) S (hl_{gn—iK—%v) ~ hf<+ 1; y recordando que hg ~ B (pues K € T,™)

nos queda que

+
ilkr_ ) ShT (5.6)

a— 1

Finalmente, juntando (5.2), (5.5) y (5.6) obtenemos que

[Ihulgs (k) < Z |ai|

1€D K

n

a—1+§
Z h HUHK2 b

Klfl(K) ’LEDK

= Z ||u||K2 NGRS ||u||JK2 L(SK)"

€Dk

¢i()

Observacién 5.1.3. Si e < a entonces K2(2) C K2(9Q).

En efecto, sea R > 0 tal que Q2 C Bg(xg), notar que, para todo j = 0, 1,2, vale lo
siguiente:

Z/ (D" 2d2 a+j) Z/ (D) €+J (04 €)

Ivl=7 o V=7 g
< RQ(a—e) Z (D'yu)Zdige—l—j)
[vI=7

_ RZ(a €) Z Dvu d2 e+j)

[vlI= =JjQ

Es decir que [|ul|kz @) < B9

Anélogamente, se puede ver esta mlsma estlmamon para cada elemento de la triangu-
lacion: [lullkz (k) < rK

Teorema 5.1.1. Sean —4 < a < 3, € < « tales que p < o — €. Entonces existe una
constante c, > 0 tal que

lu — Thulgr () < cahllullgz_ (o) Yu € K? ().

Demostracion.

Vamos a probar el teorema en cada elemento de la triangulacién K, separando los
casos segin K € T,™ o T,°".
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5.1. Error en W,(Q) Capitulo 5. Error

Veamos el caso en que K € 7,°": considerando que K € T,°" tenemos que d,, ~ 7
y por ende |u — Tyulg: () S T|u — Inu|mix). En efecto,

|u—]hu|%<1 . Z/ (DY (u — Iu))*d2

[vI= 1K
SR (D (u — Iyu))?
[vI=1 ¢
= 7:%?|U — ]huﬁ{l(K)
Ahora, aplicando el Lema 5.1.2 y que r al1+6 tenemos que
lu— Thulgr (k) < T lu — Tyulmx)
< co Tk hi ’u‘HQ(K

1+e ‘UJ|H2

=co Ty hi 7’]_{
=Ye] —1-

S Ca T hie T |U|HE2+1(K)

_ e —1—e¢

= Ca T hi T |U|K371(K)

7 _ 1—

Aprovechando la construccién de la malla, tenemos que rx ~ 7x y hgx ~ hry " para
K € T,°" y por ende la estimacién anterior nos queda:

lu — Ihu|Ké71(K) < coTx hi 7“;_<1_E |U|K271(K)
1—e |

«a 1—p —
<o T hrg " re ™ ulke (k)
_ oa—e—pu
=Co Tk h |u|K§71(K)
<
Sh |U|K371(K)

donde en la tltima desigualdad hemos usado que o — e — > 0 y por lo tanto ry <"
esta acotado.

Veamos el caso en que K € T,™:
Notar que aplicando la desigualdad triangular y el Lema 5.1.2 tenemos que

lu— Inulgr (k) < |ulkr k) + [ aulgr k) < lulgr )+ Callullge | (sy)

Por lo visto en la Observacion 5.1.3 tenemos que

Loy Y lullke s < Z ]

Kl
K'NK#)

lulgr (k) < T Ju 2, (K"

Dado que K € T,;™ tenemos que 7x ~ hg ~ h%; pero esta estimacion también es valida
para los elementos K vecinos de K ( Lema 4.1.2 ). Luego podemos concluir que

lulgr () < hTfWKLl(K) v o lullke (s < hTfHUHKgfl(sK)
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Capitulo 5. Error 5.1. Error en W,(Q)

Finalmente tenemos que

lu—Thulkr () < |ulgr_ (x) + Callullkz_ (sx)

a—1
a—e
<hw

a—€
7

u’Kel—l(K) + Co‘h !

Jul

K?_,(Sk)

a—€

<%

u‘|K§71(SK)

donde en la tltima desigualdad hemos usado que |ulg1 (k) < ||ul

K2, (Sx)- NNotar que

a—€

> 1 y h toma valores pequenos entonces tenemos que R < h y entonces

|u - ]hu|K<1171(K) 5 h||u| K? ,(SK)*

En conclusién, hemos probado que

Blule: ) VK € T
. [ u < e—1 in
| h \Ki_l(K) ~ { h||u||K§,1(SK) VE €T,

Luego, sumando sobre todos los elementos K de la triangulacion y haciendo uso de la
regularidad de la malla, tenemos que

2 2
u = Ihulgz () = Z u = Tnulgz ()

KeTy,
= Z |U_]hu|%<g_l(x)+ Z |“_1hu|1?<2_1(1<)
KeT KeT
2 2 2 2
<> h lullie (s, + > h [ulice_, (s
Ke’]?;ﬂ KEIT,SUt
2 2 2
=h Z lulliz | (s50) + Z lulice_,
KeT» KeTpt

S Plullie ()
0

Corolario 5.1.1.
Dado o € I, sean u € W,(Q2) solucion del problema variacional continuo (2.2) y

up, € V3(Q) solucion del problema variacional discreto (4.1).

Siue K2 (Q) para algin e < o y p < a — €, entonces ||u — upllw, ) S |yl

K?71 ()

Demostracion.
Por el Lema 5.1.1 sabemos que el error entre u y uy, es, escencialmente, el méas chico
que se podia obtener entre todos los elementos de VF(); en particular es menor que
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5.2. Error en L3(Q) Capitulo 5. Error

el que se comete al tomar su interpolador I,u. Ademas, el Teorema 5.1.1 nos da una
cota para el error entre u y dicho interpolador dado que u estd en K2 ;(Q) con € < «
y 1 < a — €. Por lo tanto nos queda que

lu —unllwa@) S f HU—whHWa(Q
wp, 7—(

< lu = Inullw, )

= [IV(u = Iyl 2z ()
= |u— ]hu|11<;71(9)

S h”“”KffﬂQ)

5.2. Error en L3(Q)

Para estudiar el error vamos a seguir la técnica de Aubin-Nitsche que consiste en
plantear el problema “dual”del problema continuo donde la fuente es el error. Para ello,
consideramos el error

es = d20|u— uy|

Para poder probar que el error se encuentra en el espacio dual de W, (Q2), recordamos
el siguiente lema:

Lema 5.2.1. Lema mejorado de Poincaré
Sea 2 C R™ y xg un punto de Q. Si —5 + 1 < 8 < 5 entonces existe una constante
Cp > 0 tal que

HUHLEH(Q) < Cpllvflwy ) Yo € W5(Q).

Ver, por ejemplo, [8, Teorema 4.1]. La demostracién es similar a la del Lema 5.2.4
(ver mas adelante).

Notar que ez € L%B(Q) paraa—1< gy -5 +1 < a< 3. En efecto, usando la
definicién de eg, que 8 > o — 1 y el lema mejorado de Poincaré tenemos que

/e%d%?ﬂ :/diﬁ\u W2d 25 /]u up|? d Hu—uhHi%(Q)

Q Q
S lu— Uh”%i_l(n) < C'P||U - Uh||wa(Q) <

Ademés, como 3 > « — 1 tenemos que L? 4(Q) C L7 _,(Q). Por otro lado, sabemos
que L2 () = (L2_,(Q)); y por el lema mejorado de Poincaré vale que (L2_,(Q2)) C
(Wa(82)) pues W, (Q2) C L2_,(f2) para —2+1 < o < 2. Resumiendo, podemos concluir
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Capitulo 5. Error 5.2. Error en L3(Q)

que, tomando —% +1 < a < %y a— 1 < B3, tenemos que ez € (W,(2))’; y ahora s,
estamos en condiciones de plantear el problema dual:

Hallar ¢ € W _o(Q) / / AVes Vo = < egw> Ywe Wa(Q)  (5.7)
Q

Por lo visto en el Capitulo 3, con —5 +1 < a <5y a—1 < 8 sabemos que este
problema admite una tnica solucién ¢g € W_(2) y que [[¢sllw_.) S llesllw, @) -

Lema 5.2.2. Lema de Aubin-Nitsche:

Sean —24+1<a <2 a—1< B, ue Wy(Q) solucidn del problema (2.2), u, € V()
solucion del problema (4.1) y ¢g € W_,(Q) solucion del problema (5.7). Entonces vale
la siguiente estimacion del error

— 2 < Nlu — inf —
uUu—1u uUu—1u n 10} 0] .
H hHL%(Q) ~ || hHWa(Q) heVE(Q) {” Ié] h||w70¢(Q)}

Demostracion.

Notar que

=l = [ (0= e = [ u)es

Q

O

=<eg,u—u, >= /AV% -V (u—up)
Q

Ahora, dado ¢, € V£(2), lo intercalamos y aplicamos la ortogonalidad de Galerkin,
y tenemos que

Ju— UhH%g(Q) = [ AVs-V(u—up)

/

_ /AV(% ) Viu—u) + /Angbh V(= )
/AV(% — ¢n) - V(u—up) + /w{AV(u — up)
Q
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5.2. Error en L3(Q) Capitulo 5. Error

Por 1ltimo usando que A € L™ y la desigualdad de Holder obtenemos que

= ey = [ AT (03— on) - Tl = )
Q

< (1A / V(65 — 6n)[|V (u— )

< HA”LWHV@)B - ¢h>||L%a(Q)||V(U - Uh)”Lg(Q)
< Az |05 = Dnllw_a) |t — unllwa

Dado que esta cota vale para cualquier elemento ¢, € Vf-(Q), podemos concluir que
w—up|l?s 00 < Al ool — u inf — . O
lu = wnllz @) < 1Allzeelu = unllwa ) ¢hev4(9){|’¢ﬁ Onllw_aie }
Sabemos que ¢g € W_,(£2) es solucion de ag(dp, ¢) =< eg, ¢ > Vo € W,(Q). Este
problema débil nos lleva a pensar en el problema
—div(AVu) =eg en
u =0 end

Como ez € L? 4(Q), por [6, Teorema 2.4], tenemos que u € H?4(Q) y que lullgz @) <
HeBHLz_ﬁ(Q). Luego, por la unicidad de solucién, tenemos que ¢3 € H?4(Q) y ademds
||¢5||H3ﬁ(ﬂ) < ||65||L3B(Q). Ahora tomando 3 > 0 tenemos que ¢5 € H?(Q) y por lo tanto
podemos aplicar el interpolador de Lagrange. Dado el peso negativo debemos realizar

un estudio mas en detalle.

Lema 5.2.3. Sea 11, el interpolador de Lagrange. Valen las siguientes estimaciones:
(1) |v = T00| ey < chi ol gy VK € T, 1= 0,1
(i) 8i0 < a <% entonces

v llw_o k) S hl_(ll‘UHLz,a(K) + vl (k) + hr|vlpz (k) VK € "

para toda funcién v € H? ().

Demostracion.

Observar que si K estd lejos de la singularidad o, es decir K € T7,°", entonces v €
H? (K) C H*(K) y, por lo tanto, tiene sentido aplicar el interpolador de Lagrange a las
funciones de H? _(K). Luego, el primer ftem es un resultado conocido del interpolador
de Lagrange.
Veamos el segundo item. Dado K € 7, tenemos que

N
Il = I asdillwooo < Y- Jail 61w (5.8)
% /ZK Ty
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Para acotar (B) consideramos F' la transformacién affn que manda K en K, es

decir F(2) = B +cy ¢; = ¢; o F. Recordar que V¢; = (V¢; o F)B y por lo tanto
R X - he R
|Vgio F| = |Ve:B™Y < |Voil| B < |Vés|—£. Dado que ¢; es una de las bases
PK .

nodales del elemento de referencia y es un polinomio de grado 1 tenemos que |V
esta acotado por una constante independiente de ¢ y de K. Por otro lado, gracias a la
regularidad de la malla, px es equivalente a hg. Luego tenemos que |V, o F| < hl}l,
es decir que |V¢;| < hy'. Por lo tanto tenemos que

[N

1
2

(B) = léullw.co0) = / Vel | <y / a2

K K
Ahora notar que
TK TK
/d;fa < / d;fa < / / r=2qs, dr = /r_m]aBr(:coﬂ dr
K Bir . (z0) 0 9B, (z0) 0
TK TK
Fn—Qa
= /rQacnrnl dr = cn/r"2°‘1 dr = ¢,—&
n — 2«
0 0
hn—Qa
~ CTL K
n—2u

donde en las ultimas equivalencias hemos usado que n—2a > 0, T ~ hy pues K € T;™.
Podemos concluir entonces que

(B) < hg (5.9)

Para acotar el factor (A), como a > 0 tenemos que v € H* (K) C H*(K) y

~

v:=wvoF € H*(K), y gracias al teorema de inmersién de Sobolev vale que ¢ € L*(K)
y ademds [|0f| ooty S |9l g2 (i)~ Por lo tanto tenemos que

(A) = las| = |v(zi)] < vllzeoy = 10l oo iy S N0l 2) (5.10)
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Por otro lado,
2
~ A 2j—n
10020 = S 1020 S S22 ol < i Zh o i
J Jj=0
2 .
Shet Y b /|D%|2 (5.11)
§=0

|ﬂ‘ JK

2
SN DI ALERE
j=0

1Bl= =K
< hy Zfﬂ]hm Z/|D%| ;>
‘/3| =K
—n 2(a+j
= Iy ZhK( ﬂ)'”'ifria(m (5.12)
j=0

donde en la antetltima desigualdad hemos usado que d,, < Tx ~ hx pues K € T," y
a > 0. Juntando (5.8), (5.9), (5.10) y (5.12), obtenemos que

Maollw i) < > lailllgillw i)

Z/IrLEI_(
2 1
X S,
i/meR =0
2 1)
© X TR,
’L/:BZEF( Jj=0
2
1
S K |U|Hia(K)

=0
[]

Se puede obtener facilmente una pequena adaptacion del segundo item considerando
una norma con otro peso solo en las derivadas de segundo orden.

Corolario 5.2.1.
Sean Iy, el interpolador de Lagrange, 0 < o < g y B > 0. Entonces para toda
ve H! (K)NH?,(K) vale la siguiente estimacion:

IThvllw_, ) S h;(l”UHLQ_&(K) + ‘U’Hia(K) + hf(iaHMHEB(K) VK € T,".
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Demostracion.

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento que en el segundo item del lema
anterior hasta (5.11) donde haremos una pequenia modificacién en los términos de la
derivadas de orden 2 de v en K cambiando el peso —a por —/ tenemos que:

2
o0y S i 02 | X [ 1070
j=0

|“/|:jK

L

A0 / | D wPd 2 d2e | + g | D / | DV |d, 2P d2
=0 \h=ik =2
[ 1

Sninig | 30 [1oma | ninig (0 [1ompa
Jj=0 [vI=7 =2k
[ 1

S [ [iprepa | cn (30 [propa
= =i i hi=2

1

2(atj 2(8+2

[Z R+, ;MK) + T )|U|12qgﬁ(K)] (5.13)
j=0

donde en la antetltima desigualdad hemos usado que d,, < Tx ~ hx pues K € T," y

que o, 3 > 0.

Juntando (5.8), (5.9), (5.10) y (5.13), obtenemos que

Mollw_oo) < D laillldillw_. )

Z/:EZGR
! 1
-3 2(a+9) 2(-+2) t-1-a
< Z hy? h™ ™ |U|12L11Q(K)+hK |U|§{gﬁ(K)h12<
Z/IZER j=0

2

2(j—-1),.12 2(B—a+1)|, 12
D 2o el e+ D (0152

ijzieRk \ 7=0

1

» B

. (Zhﬁ? )|U|Hfa<f<>> i e o
=0

IN

Lema 5.2.4. Lema de Poincaré mejorado promedio cero

Sea Q C R"
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5.2. Error en L3(Q) Capitulo 5. Error

Cp > 0 tal que

[vllzz_ (@) < CrlIVVllL2(0) Vv € H(Q) / /v =0.
0

Siguiendo [15, Teorema 1] debemos ver que existe un r > 1 tal que

1,11 (1 v (1 )P
Qrta v (_/ wr) (_/ s )T)) <C Vcubos Q CR"

conp=qg=p =2, w= dig you= diﬁ‘ Vale observar que es equivalente trabajar con
(@ cubos que con B bolas; por lo tanto buscamos r > 1 tal que

1 1 28T 21T 1 —2ar 21T n
n _— i— <
|B| (| | / dz ) <| | / d, C Vbolas BCR (5.14)

Para ello separaremos en casos segiin cémo es la relacién entre el radio de la bola y la
distancia a la singularidad z,. Dada B una bola de R™, notamos dg = dist(B, xg), g
al radio de B y xp a su centro.

= Primer caso: rg < dp B
Notar que d,, ~ dg. En efecto, si notamos z € B /dist(x,x¢) = dp tenemos que

7 ~N
v ~
/ AN
/ B \
/ \
/ \
! B rp J\
[ [¢) —
\ rp |
\ /’
\
\ AN /
N N
»
N
S /// \‘\in
~—_ _ - oo

Figura 5.1: ejemplo de una bola B tal que rg < dp

dp < dg(z) = | — 20| < | — 2| + |2 — 20| < 2rp+ dp < 3dp Vz € B. Gracias a
esta equivalencia concluimos que

e (1 o
BE /diﬂ'r) ( /d;2ar>
"<|B|BO B/, %

1 1
e w1 >
< |BJw —/ dw) (—/ d2°”“)

"(rB|BB B/,

= 1 26r  —2ar
= B (d5")7 (d5*)* = |BlRdg dy = |Bl*dpdy
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Ahora teniendo en cuenta que |B| ~ r% y que rp < dp nos queda que

1 1
1 1 " 1 2r
Bl= d2ﬁr _/ d-2er <d1+ﬁfa.
ot (g f )" (g ) =

Si queremos que esté acotado para toda B necesitamos que 1+ 5 —a = 0, es decir
b=a-—1.

= Segundo caso: rg >= dp )
En este caso vamos a correr la bola B y agrandarla obteniendo otra bola B de

— ~ — —~
- ~ — ~

/ ~ - ~
\
/ AN
/ B \
/ \
/ \\
-%'B B I( (%'B B ]
\ g |
\ & )
dB \ y
®$0/ \\ /
\\ /// \\ ///
(a) dg >0 (b) dp =0

Figura 5.2: ejemplos donde rp >= dp

manera que g sea su centroy B C B. Sean xpelcentrode By T =rg+|ro—xp|.
Definimos F'(z) = #2227 + x0 y entonces tomamos B como F(B).

Observar, ademés, que rg ~ 7. En efecto 7 = rg + g — 2| >=rp y 7 =
rg+|ro— x| <rp+2rp =3rg pues |vg—xp| <rpsidg =0y |rg—2xp| < 2rp
si dg > 0. Luego tenemos que

1 1
L1 / VN
Bl= [ — diﬁr) (_/dx%w)
8t (i )" (.,
B% 1 dQﬁr 2 L d—2a7‘ x
o
1B] /s 1Bl J5
3 l 267 " 1 ’ —2ar 4
B &2 S, dp|  —— 727 dS, dp
B 2r BB,J xo ’B‘QT 0 6Bp(x0)
1 - 1
p|L—1 ' r n— o . ar n— .
Sk 7'(/[)25,0 1d,0) (/02p 1dp)
0 0
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5.2. Error en L3(Q) Capitulo 5. Error

(a) B para el caso dg > 0 (b) B para el caso dg = 0

Figura 5.3: ejemplos del corrimiento de B para obtener B

Considerando que 28r +n > 0y que —2ar +n > 0 podemos continuar la estima-
cion de la siguiente manera:

1 1
1 1 287 2z 1 —2ar 2z H1L—L (~28r+n % ~—2ar+n %
81t (g )" (o) 18 Gy ooy

— |B| fﬁJr% ffa+2”7 5 flf% =B+ ffaJr% — fltB-a

3=
S =

Nuevamente, si queremos que esté acotado para toda B necesitamos que 1+ 3 —
a =0, es decir f =a—1.

Por lo visto, necesitamos un 7 > 1 tal que o, 8 € (—%,5), 8 =a—1,n+28r >0
y n — 2ar > 0; o equivalentemente, r > 1 tal que o € (=5 +1,%), 8 = a — 1,
T_T—"/Q < a < 3t. En la Figura 5.4 se ve que tomando o € (=% + 1, %) existe el r
deseado.

Lema 5.2.5. Lema local de Poincaré mejorado promedio cero:

Sea —5 +1<a<i,>a—1, K un elemento de la triangulacion tal que K € T
(xo es un vértice de K ). Entonces existe una constante C' > 0, independiente de K, tal
que

Jollsa, o < ChE ol Vo € HE(E) ) [ w=0.
K

Demostracion.

Sea K el elemento de referencia y F : K — K la transformacién afin que manda K
en K y el origen de coordenadas a la singularidad x¢: F(Z) = BZ + z. Consideramos
0(2) =v(F(2))y (f(i‘) = dist(z, F71(x0)) = do(Z).
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Dimension 2 Dimension 3

0 1 2 3 4 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
T r

Figura 5.4: Para o € (—§ + 1, 5) existe el r buscado.

Ahora aplicando un cambio de variable tenemos que

ol 0 = [ oP(e)d, 2 (@)da
= [ oF @)y (@) Jac( )i

= Jac(F) [ o(F(@)Pd(F@) *di

donde en la ultima igualdad hemos usado que el jacobiano de la transformacion F' es
constante. Por otro lado, recordando que hxdy(z) ~ d,,(F(Z)), obtenemos que

o132, g = Jac(F) [ o(F (@) dsy (F(2) i
~ Jac(F) / o(F(2))2h2dy (2) 2 di
— Jae(F)h2e / 0(3)2do (2)2di

= Jac(F)h2 o2z,

Notar quev € H! 5(K) C H!,,,(K)y v promedia cero en K. Luego tenemos que 0 €
Hlaﬂ(f() y que v promedia cero en f(; y por lo tanto podemos aplicar el Lema de Poin-

caré mejorado promedio cero 5.2.4 a © en K obteniendo que 19113, (R) SIVol?, ()
—a —a
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5.2. Error en L3(Q) Capitulo 5. Error

y juntédndolo con lo anterior nos queda que ||v]|3. () < Jac(F)h;f“HV@HiQ &)
—a —a+1

Recordemos que |Vo(z)| = |V(vo F(z))| = |(Vv) o F(2)B| < |(Vv) o F(2)]||B] <
|(Vv) o F(:i“)|h—K, y por otro lado hxdy(%) ~ d,,(F(Z)); y luego podemos continuar la
P

K
estimacién de la siguiente manera:

2 —2« ~ 112
||U||L2_Q(K) S JCLC(F)hK ||vv||L2—a+1(K)

= Jac(F)h 2> / \Vo(2)|*do(2)* - di
K

< Jac(F)h2 / (Vo) o F(2)]? (h_K)2 (M)Q(_a+l) di

Pr hi

< Jac(F) / (Vo) 0 F(2)[? dyy (F(2))2 di

_ / V() 2dy, (2) 2+ da

K

donde en la 1ltima igualdad hemos hecho un cambio de coordinadas con F~1.
Para terminar, falta que aparezca el peso 3. Para ello, considerando que § > a — 1
tenemos que

ol 0 S [ [DePdz-D
K
= / Vo2, 2P d 2ot o)
K

S h?{(a+l+ﬁ)/‘vv|2daj—02,@
K

2(—a+1
= W ol
donde en la antetiltima desigualdad hemos usado que d,, < Trx ~ hx para K € T y
que > a—1. O

Para compensar el hi'||v] .z (k) usaremos que el interpolador de Lagrange IIj, es

invariante sobre polinomios de grado 1. Definimos Pk (v) el polinomio de grado 1 tal
que [ DV(v(z) — Px(z)) de =0V|y] < 1.
K

Lema 5.2.6. Sean —5+1<a<g,>a—-1,8>0y K € T,™. Ezisten constantes
C1,Cy > 0, independientes de K, tales que:
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(M) V(v = Pe@))llz2_x) < Clhf(_aﬂlvlffzgm Vv e H2,(K)
(1) flv = Pr(0)llr2_x) < C2h§<_a+2|v|Hiﬁ<K> Ve H?4(K)

Demostracion.

Para probar el primer {tem, consideramos v € Njj tal que |y| = 1, y basta aplicar el
Lema local de Poincaré mejorado promedio cero 5.2.5 a la funcién D7 (v— Pk (v)). Notar
que dicha funcién estd en H' 5(K) y ademds [, D7(v — Pk (v))dz = 0 por definicién de
Py por lo tanto tenemos que

ID7(0 = Pre())lz2, a0y < Colls V(D0 = Pic(w)) 2
= OB VD W) 20

< Clhg{_a+1|U|Hzﬁ(K)-
Luego tenemos que [|[V(v — Pg(v))|l2 (k) < Chf{aﬂ\v\Hgﬁ(K).

Para probar el segundo item basta aplicar el Lema local de Poincaré mejorado
promedio cero 5.2.5 a la funcién w := v — Pg(v) con f = « y luego aplicar el primer
item que acabamos de probar. Notar que w € Hiﬁ(K ) v que promedia 0 en K por
definicién de Pk (v). Luego tenemos que

Il = Pr(@)llzz, ) < ChclVellz )
= Chi |V (v = Pg(0)llr2_(x)

< Chf(_a+2|U|HEB(K)-

Lema 5.2.7.
Sean 0 < a < §, 8> max{0,a—1} y u < B—(a—1). Entonces existe una constante
C > 0 tal que

IV (5 — ndp)ll L2 (o) < Ch|¢B|HEB(Q) Vs € H? 4(Q).

Demostracion.

Vamos a probar la estimacién en cada elemento K € 7T, dependiendo si K esté cerca
de la singularidad zy o no.

Veamos primero el caso en que K € T,°".
Haciendo uso de que d,, ~ rx en T,°"" pasaremos de la norma pesada L (K) a L*(K)
donde luego podremos usar la estimacion conocida para el polinomio interpolador de
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Lagrange 5.2.3. En efecto,

IV(65 — Tbs) 2 = / V(65 — M) 22
K

Srg” V(ds — nop)|?
/

= 1" V(ds — Tngp)|| L2 (k)
S TI_(aChK|¢/3|H2(K). (515)

Ahora para pasar a la norma pesada HEB(K ) intercalamos el factor ri y usamos que
ri ~ dg, para K € T
|65l 2y = ThldarE |12 xc)
S ilosdyd e
= rildslnz i) (5.16)
Juntando (5.15), (5.16) y usando que hg ~ hr}(_“ pues K € T,°" tenemos que

V(95 — g2 k) S CTI_(ahKTf(|¢B|HEﬁ(K)
= ChKT%_a|¢ﬁ|HEB<K)
S Ch?";%?a\%’l{i 5(F)
= Chrid ™" bgl 2

< Ch|¢,8|H35(K)

donde en la tltima desigualdad hemos usado que < 8 —a + 1y por ende 7~ *7#

estd acotado por una constante independiente de K.
Veamos ahora el caso en que K € T™.
Vamos a intercalar Px := P (¢g) el polinomio de grado 1 tal que [ D7(¢s — Py )dx =
K

0 V|y| <1, y usar que el interpolador de Lagrange es invariante en este polinomio. Es
decir tenemos que

19(és — sz, i) < 19 (8 — Prllze., ey + IV (P — o)l 2, i
— 965 — Pi)llzz, a0y + IV TP — 632,
< B sl o) + IV (Pr — 6312 e
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donde en la ultima desigualdad hemos usado el Lema 5.2.6. Ahora para acotar el segundo
térmio con 5.2.1 necesitamos verificar primero que Px — ¢g € H! (K)N H?4(K). Para
ello:

= Notar que Pgx — ¢ € H?5(K), que M € H!,(K), que % promedia
0 en K por definicién de Pk y que 2 a — 1. Luego, por el Lema mejorado de

Poincaré promedio cero 5.2.5 tenemos que w e L? (K).

= Notar que Px — ¢ € HEB(K), que Px — ¢3 € Hiﬁ(K)7 que P — ¢ promedia 0
en K por definicién de Pk y 8 > a— 1. Luego, por el Lema mejorado de Poincaré
promedio cero 5.2.5 tenemos que P — ¢ € L2 (K).

En consecuencia tenemos que Px —¢g € H! ,(K)NH?5(K) y podemos aplicar el Lema
5.2.1 obteniendo que:

IVIL(Px — )22 (k)
1 —a
—||PK = 0sllee, ) + [P = dslmr o) + hig P — b5l i)

B oa+2

S hf< a+1|¢ﬂ|HEB(K)

B—a+1 B—a+1
hK hK

|¢B|HEH(K) + |¢B|HEB(K)

donde en la antetltima desigualdad hemos usado nuevamente el Lema 5.2.6. Luego nos
queda que ||V(¢ﬁ - Hhﬁbﬁ)”L%a(K) < hf(_a+l|¢/3|HEﬁ(K)

En conclusion, hemos probado que

Chloslnz (x) si K € T
_ 2 g < .
IV (¢ — Tndp) |22 (i) { Chi- a+1’¢ﬁ|H2 S K €T

Luego, sumando sobre todos los elementos K de la triangulacion teniendo en cuenta
que hg ~ B para K € 7" y que < f—a+1 (y por lo tanto B < h); y haciendo
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uso de la regularidad de la malla, tenemos que

||V(¢5 - HthB)HL%a(Q) =
= > V(s —Tadp)llz ey + D IIV(ds = Madbs)llz2xo)

K€7—hi’“ KE7—}<Ljut
—a+1
< D Chldsla o+ D O™ loslue )
Ke']’}?“t KETin
Z Ch|¢6|H2
Ke’]’}?ut KETm
< > Chlgslu,u+ Y Chldsluz )
KeTeut KeT®

S Ch’¢ﬁ|HZB(Q)
Il

Corolario 5.2.2. Sean 0 < oo < 2, u € W,(Q) solucidn del problema (2.2), uj, € V3(Q)
solucion del problema discrteo (4.1), ¢pg € W_o(82) solucion del problema dual (5.7) con
méx{0,a =1} << yp<pf—-a+l

Siue K2 () para algin ¢ < o y p < o — € entonces ||u — uhHL%(Q) S PPlullgz (o

Demostracion.
Por el Lema 5.2.2 tenemos que:

= unllZz o) < llu — unllwe@) , lnf o 198 = nllw-@ }-
€

Por [6, Teorema 2.4] tenemos que ¢g € H?4(Q2) C H*(Q) y por lo tanto podemos
utilizar el interpolador de Lagrange II,¢5. Ademds vale que ||¢ﬁ||H3ﬂ(Q) < ||eg||L2_ﬂ(Q).
Entonces nos queda que

lu = unllzz o) < Il = unllwe |65 — Tndsllw_.(@)

Ahora, por el Lema 5.2.7 tenemos que ||¢s — Hpog||w_. @) < h|gz$5|H2 ; y por lo visto

en la primera parte del capitulo sobre el error en W, (£2) en el Corolarlo 5.1.1 tenemos

que [lu —upllw, @) < hllullkz_ (o) Luego juntando todo nos queda que [lu — U’hHLQ(Q) <

71(Q)h|¢5|H3ﬁ(Q) < 2 (@) h||€5||L2 . También vimos que ||egl|.2 S =

[ — unllr2(0); ¥ entonces finalmente tenemos que lu — w22 130) = P2 lullkz_ o llu —

—1(
uhHL%(Q) o0 equivaltemente ||u — uhHL?3

E—I(Q)' D
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Capitulo 6

Caso particular: I’ = oy,

En este capitulo aplicaremos todo lo estudiado para el caso particular en que la
fuente es la delta de Dirac soportada en un punto. Lo primero que debemos ver es que
Ouy € (W_o(2)) para 2 —1 < a < 2, donde z es un punto interior de . Para ello
necesitamos un resultado conocido:

Teorema 6.0.1 (Desigualdad Pesada de Hardy). Sean 0 < p < ¢ < 00, 0 < R < o0,
wy Yy wy dos funciones de peso definidas en el intervalo (0,400) tales que

/ we(t)TFdt < 00 Vr > 0.
0

Entonces existe una constante C' > 0 tal que

[ ([ s o] < ][ sopuniar]

para toda f positiva en (0,400) si y solo si

p—1

o= s ([ o) ([ wiorsa)” <o

Mas ain, la mejor constante C wverifica que D < C < k(p,q)D donde k(p,q) =

1 p=1
p+pg—q \ ? ( ptpg—gq ) P
P (p—1)q ’

Corolario 6.0.1. Seanp = ¢ =2, 0 < R < 400, 2 -1 <a <% w(t) =t""y
wo(t) = t"172>. Entonces

R r 2 "
/ (/ f(@t) dt) rldr < RQ(O“H)CQ/ Fr)2em1m2 gy
0 0 0

n 20— 2n+2
2a
1)

(o +

para toda f positiva en el intervalo (0,400), donde c, =
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Capitulo 6. Caso particular: F' = d,,

Demostracion. )
Basta aplicar el Teorema 6.0.1. Como primer paso veamos que for wy(t)T=rdt < 0o Vr >
0. En efecto, teniendo en cuenta que 2« — n + 1 > —1 obtenemos que

T ) r Lo —1 r ) T t2a7n+2
t)T-rdt = thT e dt = TVt =
/0 ws(t) /0 ( ) /0 200 —n + 2

p—1
Por otro lado debemos ver que D, := sup {(fTR wy (¢ > (fo wy(t) T Pdt) ! } es

T _
,r,2a n+2

< Q0.

0:2a—n+2

0<r<R
finito. En nuestro caso particular queda que

R % r %
D, = sup {(/ t"ldt) (/ (t"lza)llzdt) }
0<r<R 0
b !
= sup t" 1dt ( / t2“—"+1dt)
0<r<R 0
R 3
i Y
= Ssup { }

o<r<R | T
Rn —pn 2a n+2 }é

= sup
0<r<R

R
t2a n+2

a—n+2

= Ssup
0<r<R 20 —n+2
RM — 2a n+2 Rn T2a7n+2 T20¢+2

y para poder

Defini (1) = _
efinimos ga(r) n 20-n+2 n2x—n+2 n2a—n+2)

determinar D, realizamos un estudio de funcién de g, en el intervalo (0, R):

/ R 2 2
go(r) = —pamntl _ o+ 2041

n n(2a —n + 2)
_ 2a—n+1 Rn n 20é+2
=7 —_— = —
n n(2a —n+2)
1 2a+2 20 —n 4+ 2
— p2a—n+1 - R™ — ™
" n2a—n+2( 20+ 2 r)

1 1 1—-2
— 7,2a—n+1_ -+ a+ 2 Rn n
na+1-—3 a+1

Dado que r > 0y a > 5 — 1,tenemos que

gla(r>:O@MR"—T”:()@M":R(MA—%)H

a+1 a+1
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Capitulo 6. Caso particular: ' = d,,

3=

’ a+1— at+1-%
Go(r) >0 &= a+12 " r”>0(:>r<R< a+12>

3=

/ a+1— at+l-2
9,(r) <0< a+12 " 7°”<0<:>r>R< a+12>

-5

Notamosf:R( o
por ende 7 € (0, R). Luego tenemos que g, es creciente en el intervalo (0, 7) y decreciente
n (7, R); y en consecuencia ¢,(7) > go(r) Vr € (0, R). Ahora
N
n  2a— n + 2

a+1— n 2a—nn+2

B R — R™ a+12 RQa—n+2 Oé+1_§
N n 200 —n+ 2 a+1

_Rn . a+1_g R2a7n+2 a_’_l_g
on a+1 20 +1-7%) a+1

B Rn g R2a7n+2 a+1 _% w
Cona+12a+1-2) a+1
20— n+2
R2a+2(a+1 7) !

1
T4 (a+1)

n 2a—2n+2
1R2a+2<o‘+1_§) "
4 2

atl—3

a+1 < 1’y

" «
> . Observar que como a > §—1 entonces 0 <

Yo (f) =

2a—n+42
n

2a n+2 +1

a+2

(+1)"n

n

— 1
)a n+
e

Finamente tenemos que D, = ga(f)% ——
2 (a+1
Ahora si, por el Teorema 6.0.1 tenemos que existe una constante C' > 0 tal que

[ ([ i)' o[ orema

para toda f positiva en el intervalo (0,+o0) donde la constante C' verifica que D, <
C <k(2,2)D, y k(2,2) = 2. Luego tenemos que

/OR (/07‘ f(t)dt)QT"Idr <(C? /OR f(r)y?rm—1t=2ody

R
§4Di/ f(r)27’”_1_2°‘d7’
20— 2n+2

R
— / f(r)Qr”’1’20‘dr.
0

1Ra+1(a—|—1—§
)

— R2a+2

(a+1-1%)
>2

(v +
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Capitulo 6. Caso particular: F' = d,,

Teorema 6.0. 2 Sea g -1 < « < 5, To un punto interior de Q@ C R". Entonces

- < 2 ||v 12 (@) 1 Ca 2|Vull2 (q v e onde R > 0 es tal que
0z (V R~ Rotl=3||v @ v CH(Q) donde R >0 l
Br(zo) C S

Demostracion.
Veamos el caso n = 3:
Sean R > 0 tal que Bgr(zo) C Qy T : [0, R]x[0, 27]x[0, 7] — Br(x¢) la transformacién
de esféricas con centro zy a cartesianas.
Sea v € C'(Q). Notar que para cualquier r, 6 y ¢ vale lo siguiente:

o) = (0o T)0,0.0) = (0o T)0.0.0) = o)1 00) — [ X0 (5.0.0) s
0
(6.1)
Ahora, por un lado tenemos que
2 2 24 3
/ v(xo)” dr = v(xg) / ldr = v(zg) =R (6.2)
B (o) Br(x0) 3

Por otro lado, pasando a coordenadas esféricas, usando (6.1) y que (a+b)* < 2(a*+b?)
tenemos que

/Bm (z0) d:c—//%/ )22 sin(0)] dr df do
// / (”OT (r0,¢) = / (UOT)(Saeaﬁb)d8)2T2|sin(9)|drd@dgb
// / (UOT re,¢)+(/0 a(vajT)(3797¢)d8>2)T2|sin(0)|drd0d¢>

<2/ /%/ vo TY2(r, 0, 6)r2| sin(0)] dr db dé + . (6.3)

+2/ /%/ (/ ”OT)(,e,q;) ) 2| sin(0)] dr d do (6.4)

Veamos (6.3) con mas detalle:
agregando (y compensando) el factor necesario para que luego quede la norma pesa-
da r72¢ usando que r < Ry o > 0, y luego volviendo a coordenadas cartesianas
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Capitulo 6. Caso particular: ' = d,,

obtenemos que
T 27 R
/ (U © T)2(T7 67 ¢)T2| Sln<9)| dr df d(b =
» R
_/ / / (vo T)*(r,0,¢)r"|sin(0)[r=**r** dr df d¢
o Jo Jo

2 R
RQO‘/ / (v o T)*(r,0,¢)r*|sin(0)|r—>* dr do d¢
o Jo Jo
:RQO{/ v2(x)d_2a( )
Br(zo

= RMHUHLMBR(%))

< Rm”““%za(g)- (6.5)

S~

Veamos ahora con més detalle (6.4):

T T R r )
/ /2 / ( 5(27 OT) (s,0,0) ds) r?| sin(6)| dr df dp =
2m 9
/ / / (/ we T) (s,0,90) ds) r? dr|sin(0)| df do
YA “’”
Aplicamos el Corolario 6.0.1 a (A) y tenemos que

' 2 2
[ 2D 0.0] ) 2 e < meone, [*[ 202D,
0 0 0

r or
Notar que

2
(s,0, (b)‘ ds) r? dr |sin(6)| d dg (6.6)

A

r272 dp

(voT)

(r,0,0) = Z g;] (T'(r, 6 gb)) (T 0,¢) donde T; es la i-ésima co-

. (2
1=

T

orenada de T. Considerando que

< 1 tenemos que

‘(’3(1} oT) dv

5 (nemb)‘ <>l

i=1 i

(.9, ¢>>\,

d(voT)
—(,6,0)

y por ende

<em) ) ( 5; (T(r,e,as))) = c(n)|Vv o T(r,0,0)
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Capitulo 6. Caso particular: F' = d,,

Juntandolo con lo anterior resulta que

(A>:/OR (/0 dwoT)

2
2
e (s,@,gb)’ ds) r* dr
R 2
< RQ(a—f—l)ca/ '0(UOT> (r,0, )
0 or

R
< c(n)R2<O‘+1)ca/ Vv oT(r,0,¢)*r* 2 dr.

0

r272e

Finalmente, juntando con (6.6) y volviendo a coordenadas cartesianas tenemos que

// / (/ra )(3797¢)d8)2r2|sin(9)|drd0dgb
//27r/ (/T UOT)(Saea@ds)zjdﬂsin(e)d9d¢
//%/ </ ‘—)( M)’ )r2dr|sin(9)yd9d¢
§/ / R+, /R 0wel), g.4)

or
T 27 R
< R2(a+1)ca/ / / ’V’U o T(T, 9’ ¢)‘27,272a dr |sin(9)|d9 d(b
0

_ RRlo+g, / VoPd(z) da
Br(=o)

= RQ(OH_l)COC||VU||§/2_Q(BR({L‘Q))
< RO || Vol (g (6.7)

2
r272 dr | sin(0)|d6 d¢

Juntando (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.7) concluimos que
4 (0% [e%
v(wo)? 3R < e(m)R*oll7z (o) + R el Vo2 (o)
y por ende |v(zg)| < ¢(n )Ra’§||v||L2 @ T R(a“)’%caHVzJH%E Q)"

Veamos el caso n = 2:
Sean R > 0 tal que Bgr(zo) C Q y T : [0, R]x[0,27] — Bgr(x¢) la transformacién de
polares con centro zy a cartesianas.
Sea v € C'(Q). Notar que

v(w0) = (vo T)(0,0) = (vo T)(0,0) = (v o T)(r,0) - /0 O(voT)

. (s,0)ds Vr,0

(6.8)
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Capitulo 6. Caso particular: ' = d,,

Ahora, por un lado tenemos que

/BR(xO) v(zo)? da = v(wO)Q/ 1 da = v(x)*7 R? (6.9)

Br(zo)

Por otro lado, pasando a coordenadas polares, usando (6.8) y que (a + b)? < 2(a® + b?)
tenemos que

:/O%/OR ((voT)(r,@)—/OTW(S,G) ds)QrdrdH
g/Qﬂ/R2<(voT) (r,0) + (/0 a(“ajT)(s,e) ds)2>rdrd6

2m
<2/ / (voT)*(r,0)r drdo + . (6.10)

+2/ / (/ UOT)(S,@)dS) rdr do (6.11)

Veamos (6.10) con més detalle:
agregando (y compensando) el factor necesario para que luego quede la norma pesa-
da r=2® , usando que r < Ry a > 0, y luego volviendo a coordenadas cartesianas

obtenemos que
27 R
/ / (voT)(r,0) r dr df
o Jo

27 R
= / / (vo T)*(r,0) r r—2*r** dr do
’ 027r R
< RQ"‘/ / (voT)(r,0) r r~2*dr df
o Jo

= RQO‘/ v (x)d, 2 (z) da
Br(zo)

= RZQHUH%%Q(BR(;W))
< RQ&HUH%Q_Q(Q)' (6.12)

Veamos ahora con més detalle (6.11):
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Capitulo 6. Caso particular: F' = d,,

para ello aplicamos el Corolario 6.0.1 y tenemos que

[

d(voT) 2
e (s,@)‘ds) rdr

d(voT) 2

12«
8’["

(r,0)

2
T T;
Notar que a(vao )(r, 0) = E (%A (T(r, 0))8 (r,0) donde T; es la i-ésima coorenada

or
a(v o T ' i
2 2 -

<¢(n) Z <§; (T(r, 9))) = c(n)|VvoT(r,0)|*. Junténdolo

de T. Considerando que

oT;
—‘ < 1 tenemos que
or

Z

dvoT)
or (r.6)

con lo anterior resulta que
R T
Iy

< RXetD), / ‘ vo T

< c(n)RQ(aH)ca/ Vv o T(r,0)|*r' = dr.
0

por ende

8(UOT)

2
(3,9)' ds) rdr
2

Y i dr

Finalmente, juntando lo anterior y volviendo a coordenadas cartesianas tenemos que

//(/ UOT>(Sa9)d8)2rdrde
//( voT)

2m R
< RQ(O‘“)ca/ / |Vvo T(r,0))?r' 2 dr df
o Jo

(3,9)‘ ds)Qrdr do

2

a(“ °D) (. 0)| +-2 dr dt

or (r;6)

— RQ(aJrl)Ca/ ’VUle;OZOl(:C) dx
Br(zo)
- R2(a+1)caHVUH%Q_Q(BR(IO))
< R e, || Voll7. @ (6.13)
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Capitulo 6. Caso particular: ' = d,,

Juntando (6.9), (6.10), (6.11), (6.12) y (6.13) concluimos que
v(zo)’TR? < C(n)RMHU”%EQ(Q) + R2(aH)CaHVUH%3a(Q)

y por ende |v(zg)| < C(n)RaAHUHZLgQ(Q) + R(QH)ACQHVUH%EQ(Q)'

]

Corolario 6.0.2. Sea 5 — 1 < a < g, g un punto interior de 2 C R". Entonces
Oay € (W-a(Q)) .

Demostracion. Se deduce por la densidad de las funciones C§°(£2) y el teorema anterior.
O

Ahora podemos aplicar los teoremas de existencia y unicidad de solucién vistos en
los Capitulos 3 y 4 para el caso particular en que F' = J,,. Vamos a necesitar que «a
esté en Iy ademads, por lo visto recién, que § —1 < o < §. Notamos I5 = IN (5 — 1, 7).
Observar que

-z ib=0yc=0 n n
I = ( 2’2) Sl_’ y N(=—1.—
’ { ) sib£0o0c#0 (3-13)

) -1,2) sin=20(n=3Ab=0Ac=0)
(3,1) sin=3A(b#00c#0)

Teorema 6.0.3.
Si a € I entonces existe un unico elemento u € W, (§2) solucion de (2.1), es decir

a(u,v) = 04 (v) Yo € W_(Q)

Demostracion.
Se deduce del Coroloario 6.0.2 y por lo visto en el Capitulo 3 tomando F' = ¢,,. O

Teorema 6.0.4.
Si o € L5 entonces existe un inico elemento uy, € VH(Q) tal que

ao(Un, V) = 0uy(vn) Yoi, € VH(Q)

Demostracion.
Se deduce del Corolario 6.0.2 y lo visto en el Capitulo 4 tomando F' = d,,. ]

Ahora podemos aplicar los teoremas que estiman el error entre u y uy, vistos en el
Capitulo 5 para el caso particular en que F' = ¢,,. En los Corolarios 5.1.1 y 5.2.2 se
necesitaba saber que la solucién u € K2_;(f2) para algiin valor de ¢ adecuado. Veamos
esto en nuestro caso particular.
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Capitulo 6. Caso particular: F' = d,,

Teorema 6.0.5. Sea ¢ la solucidn fundamental del laplaciano. Luego ¢ € K2_,(B(0))
para € > 3 — 1.

Previo a la demostracion del teorema haremos la siguiente observacion que nos ayu-

1
dara: / |2[*7 es finito si 7 > —2. En efecto, / |z|? do = / / r? dS,dr =
B1(0) B1(0) 0 JOBr(0)

1
cn/ P2l = ¢,
0

teorema.

pues 2v +n > 0. Ahora si, veamos la demostracion del
2v+n

Demostracion.
l in=2
Recordar que Qﬁ(q;) ~ { 0g(1|.1") :1 Z >3 - Notar que V¢(x) = Cn# sin > 2y que

‘x|n—2

T;X 4 .
- Cn [t six; # 1
Ozi0x; (z) = e (L — %) iz =z,

n |w|n |I‘n+2 7T Vi

Veamos que ¢ € L2_;(B(0)) para e > % — 1 en dimensién n = 3:

1 2
/ ( ) dg(e—l) :/ ‘:L,|2(6+1—n) < 00
B1(0) |z |2 B1(0)

por la observacion anterior con vy =¢+1—n > —2 pues e > § — 1.
Veamos que ¢ € L2_,(B;(0)) para e > % —1 =0 en dimensién n = 2:

1 2
/ (log(1/|z]))* d3' " = / / log? (1/7) v~V r dfdr
B1(0) o Jo
1
= 27r/ log® (1/r) r*~* dr
0
1 2¢
1 1 —1r
— | 2log(Y)r)———d
o /0 o9 /r>1/7" r? 2e r}

(o)
=21 _(1092(1/7«) %) |§+% /O log(1/r)r2 dr]
(1000 )
)

=27

11 T S T
=2 —(log(l/r)—| — — ——d
i |O+E(Og< /T)2€|0 /0 (1r) r? 2 r)}
2¢2 2¢ 10

i 1 r2e
=2 (log2 (1) |(1) + Elog(l/r)2—€|(1) +

y esto es finito dado que € > 0 y teniendo en cuenta que

1 2 P — |{ P _
ll_l}(l)log (Ir)yr? = ll_l%log(l/r)'r’ =0,
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Capitulo 6. Caso particular: ' = d,,

para p > 0.

Veamos que las derivadas de primer orden estén en LZ(B;(0)) para e > 2—1. En efec-

a¢ 2 € :C/L 2 € x 2 € € —nNn
o [ ()= [ (B s [ (B pe [ ey
B1(0) \OTi Bi(0) \|Z| Bi(0) \|Z| B1(0)

esto es finito por la observacion anterior con y =€ +1—-mn> —7 pues e > 7 — 1.

Veamos que las derivadas de segundo orden estan en L6 2 1(B1(0)) . Observar que
¢ V1 <i,j < n; por lo tanto basta ver que ‘n € L2, ,(B1(0)). En efecto,

81’18%‘ ~ |x\”

1\? 1\?
/ (—n> dg(eﬂ) = / ( n) |z = / |z v esto es finito por
Bi(0) \ 7] B0y \ 2| B1(0)

la observacién anterior con y =€+1—n > —% pues € > 7 — 1.

]

Se puede ver que mientras A satisfaga las condiciones de elipticidad la solucién u
de (2.1) estd en el mismo espacio que la solucién fundamental (correspondiente al caso
A =1), es decir que u € K?_,(B;(0)) para e > 2 — 1.

Ahora si, estamos en condiciones de replicar los teoremas de convergencia estudiados
en los Corolarios 5.1.1, y 5.2.2 para el caso en que b=0y ¢ = 0:

Corolario 6.0.3. Sean o € I, u € W, () la solucion de a(u,v) = d,,(v) Yo € W_,(Q),
up € VHRY) la solucion de a(up, vy) = 04 (vp) Yo, € VFHQ) y 0 < p < a— % + 1. Luego
[ = unllwae) S B

Demostracion. Dado que § —1 < a—p podemos tomar € < 1talque § -1 <e<a—pu
Por el Corolario 5.1.1 tenemos que |lu — up||w, @) < b O

Corolario 6.0.4. Sean o € I5, max{0,a =1} < B < %, p < B —a+1, uec W,(Q)
la solucion de a(u,v) = 84, (v) Yo € W_o(Q), up, € VFHQ) la solucion de a(up,vy) =
Ozo(vp) Yo € V) y 0 < < a— %+ 1. Luego |ju — unllzz) S h2.

Demostracién. Dado que 5 —1 < a— p podemos tomar € < 1 tal que § —1 <e < a—pu.
Por el Corolario 5.2.2 tenemos que ||u — uh||L[23(Q) < h2.

O

Notar que para el cason = 2y 8 = 0 se tiene orden 2 para 0 < p < %, siendo p = %
el valor critico. Dicho valor es el utilizado en [3] obteniendo un factor logaritmico que
deteriora el orden.
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6.1. Resumen de resultados

En la Figura 6.1 se muestran los valores de p y o que deben tomarse para tener
convergencia de orden 1 en W, ().

Parametros para convergencia en Wa(Q)

Dimension = 2 Dimensién = 3
1r ’ 1r 7
// | /|
| <
/ 2

y | Sl
72 Y
205 2 | 205 2 |
< | Ve |
/7 | e |

/£ Ve
/ | y |
4 | / |
0 L . _ _ 0 - |

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 15
(0% o
Figura 6.1

En la Figura 6.2 se muestran los valores de p y a que deben tomarse para tener
convergencia de orden 2 en L*((2).

Pardmetros para convergencia en LZ(Q)

Dimension = 2 Dimension = 3
1r 1 T
\\ S 4

AN / k4
N2 87
0.75 S 49
A v
NS 7
205 I 057 N ~1
N s
N
or or n—
0 0.5 1 1.5 0 0.25 05 0.75 1 1.25 1.5
(6] (0%

Figura 6.2
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En las Figuras 6.3, 6.4 se muestran los valores de i, o y 8 que deben tomarse para
tener convergencia de orden 2 en L3(Q).

Parametros para convergencia en LZ(Q) en dim=2

2f o 1 2r 1
NN
\\/\
N QX
N
SroNe N 1 157 ]
AN
\J\ AN
\QX AN
N7 N
RS
TN, N ’ = ’
,Q\J\ \\/ \\
\\J\SX 7N N
\\\@;/ N AN
057 S N 1 0.5 N 1
N\ N\ N N
o,/ N\ N N N
N AN : > S
p? N N N N
N N\ N N
oFf A \ N N 1 oFf N AN N
B=0 3=0.5 =1 B=p+ay—1 B=1
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
« «
Figura 6.3
‘ . 2 .
Parametros para convergencia en Lﬁ(ﬂ) en dim=3
2571 1 25F 1
N
AN
AN
2F e 1 2t 1
AN
\j\
\OX
150 e 1 15} |
AN 7 N
3 \\\ AN 3
@ \
X
N, @ K d/jx 1 1 1
% N N
,Q\\\\\Q \\ \)’//<
L \}\\XAQ N \\ 1 L 4
0.5 PN >3 N 0.5
N s N N
/\ N
O |- —_— _\ N '\ 4 o | v s .
B8=0 B=0.5 B=1 B=p+a—-1 =1 B=3

0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 25

Figura 6.4

Finalmente presentamos la siguiente tabla que nos indica los valores de los pardme-
tros que deben tomarse segiin lo que se quiera estudiar, para el caso b =0y ¢ = 0:
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Dimension n=2 n=3
Existencia y unicidad de 1 3
solucion de PVC O<a<l 2 S@<3
Existencia y unicidad de 1 3
soluciéon de PVD O<a<l 2 <3
Convergencia en W, O<p<l 0< lf <1 3
n<a<l p+s5 <a<ig
Convergencia en L? 0<p<i 0<p<jy
con =0 p<a<l—p /L+%<Oz<1—,u
O<pu<l O<pu<l f
p<a<l p+i<a<?
Convergencia en L3 Sia<1-—pu Sia<1-—pu
con B3>0 8>0 B=>0
Sia>1—u Sia>1—u
fzpt+a—1 f>p+a—1
Cuadro 6.1
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Capitulo 7

Experimentos Numéricos

Para poder verificar los resultados tedricos obtenidos se analizé el caso donde la
solucién exacta es conocida. Sea 2 = Bi(xg) con xy = 0 en dimensién n = 2 o n = 3.
Sabemos que la soluciéon exacta del problema

—Au = 6, en()
u = 0 en 0}

es la solucién fundamental

— L log(|z sin=2
90:{ L log(Ja)

ﬁ(‘;—‘—l) sin=3

En sentido estricto se estd resolviendo el problema discreto sobre un poligono/poliedro
Q, que aproxima a {2, pero como vamos a trabajar con polinomios de grado 1 esto no
genera un problema pues no afecta al orden de convergencia.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos en diferentes corridas para algunas
elecciones de «, f y p en dimension n = 2 y n = 3. En concreto, para cada ejemplo se
muestra una tabla con los valores de los errores obtenidos en cada iteracion y en cada
norma, y un grafico para comprobar el orden de convergencia.

Por los resultados tedricos obtenidos sabemos que error ~ h* con k = 1 0 k = 2 segin la
norma con la que se esté trabajando. En consecuencia se tiene que log(error) ~ klog(h)
y puede verse a k como la pendiente de log(error) vs log(h). En los siguientes graficos,
para cada iteracién ¢ se plotea dicha pendiente con respecto a la iteracién anterior:
log(error;) — log(error;_1)

log(h;) — log(h;—1)

= Ejemplo 1: p=10,5, a=0,75y = 0,75 en dimensiéon n = 2

donde error; es el error obtenido en la iteracion .

En la Figura 7.1 se puede ver el orden de convergencia: 1 para el error en L%(Q)
y 2 para W, ().
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[teracion | W, () L%(Q)
h (x107%) | (x1073)
1/2 1 13.65476 | 9.40045
1/4 2 857170 | 3.91323
1/8 3 5.01940 | 1.16045
1/16 4 2.52057 | 0.27382
1/32 5 1.27782 | 0.07022
1/64 6 0.64159 | 0.01821
1/128 7 0.32139 | 0.00450

Cuadro 7.1: Orden de convergencia del error ||u — uy| en mallas graduadas (u = 0,5)
en diferentes normas para a = 0,75y = 0,75, en n = 2.

Orden de convergencia

22 T T T T T T T T T T T
2 - -
1.8 i
norma del error
1.6 +Wa i
o 2
Lﬁ

pendiente
N

—_
\)
T
Il

0-6 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7

iteracion
Figura 7.1: Orden de convergencia en errores en W, (€) y L3(€2) con v = 0,75, 8 = 0,75
y p=0,5.

= Ejemplo 2: 4t =0,4, a=0,5y 8 =0,3 en dimensiéon n = 2
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Iteracién | Nodos | W, (Q) L*(Q2) L5(2)
h (x107%) | (x1073) | (x107?)
1/2 1 16 17.57547 | 23.91754 | 16.62240
1/4 2 26 12.67025 | 10.62254 | 7.39479
1/8 3 229 8.50572 | 3.60681 | 2.48825
1/16 4 926 4.54844 | 0.87039 | 0.60413
1/32 ) 3716 2.40571 | 0.22024 | 0.15816
1/64 6 14841 | 1.24241 | 0.05512 | 0.04079
1/128 7 59423 | 0.63676 | 0.01361 | 0.01014
1/256 8 237735 | 0.32373 | 0.00338 | 0.00252

Cuadro 7.2: Orden de convergencia del error |[u — uy| en mallas graduadas (u = 0,4)
en diferentes normas para o« = 0,5, =0y f=0,3, en n = 2.

Orden de convergencia
T

22 T T T T T T
2 - -
1.8 i
1.6 i
o norma del error
€ 14r ——W |
Q a
o L2
o 12F 5 i
o o |2
1k i
0.8 i
0.6 T
04 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8

iteracion
Figura 7.2: Orden de convergencia en errores en Wo(Q) y L3(Q) con a = 0,5, 3 =0y
B=03y u=04
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» Ejemplo 3: p=0,2, a=0,75y = 0,4 en dimensién n = 3

Potencia | Cant Nodos | W, () | L*(Q) | L3(Q)
h (x107%) | (x107%) | (x107%)
273 3 18038 5.7062 12.723 | 4.8973
27351 3.5 42592 4.4226 7.2441 2.647
24 4 110594 3.2796 | 3.8593 1.3874
2745 1 45 298737 2.4093 | 2.0105 | 0.72028
279 5 807040 1.7631 1.0448 | 0.37388

Cuadro 7.3: Orden de convergencia del error ||u — uy|| en mallas graduadas (u

en diferentes normas para a = 0,75, =0y f =0,4, en n = 3.

Orden de convergencia

2.2 T T T
2r L
1.8
norma del error
L6
c —e— W
Q @
E —— L
14t ;
o . o L2
1.2
1 -
./F e
08 1 1 1
3.5 4 4.5

Figura 7.3: Orden de convergencia en errores en Wo(Q) y L3(Q) con a = 0,75, 6 =0y
=04y u=0.2.

Adicionalmente, en la Figura 7.4 mostramos una de las mallas utilizadas durante

potencia

la simulacién correspondiente a los pardmetros p = 0,2y h = 273,
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Malla graduada: mu=0.2 y h=2"3

vl
Syl

)ﬁgl#} "’V’
= ¥
iy
A=
V=)

Figura 7.4: Una de las mallas utilizadas en la simulacién del ejemplo 3.

Por otro lado, también se verific6 que dado un valor de « fijo, el error en W, (2)
disminuye al agrandar el pardmetro de graduacién p (ver Figura 7.5).
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Error en Wa(ﬂ)

con varios parametros de graduacion p
0.18 T T T T T T

error

0.08 |-

0.06

0.04 |

0.02 -

iteracion

Figura 7.5: errores en W, () con a = 0,8 para varios valores de p.

En la Figura 7.6 se puede ver que el error en W, (€2) disminuye al agrandar « con
el parametro de graduacién de la malla p fijo.

Error en Wa(ﬂ)

02 con varios a para u=0.4

0.18 [

0.16 [

0.12 |

0.1

error

0.08

0.06 |-

0.04 -

0.02

iteracion

Figura 7.6: errores en W, (€2) con p = 0,4 para varios valores de «.

En la Figura 7.7 se puede ver que el error en L?() disminuye al agrandar p. Pero
se puede ver en la Figura 7.8 que al llegar al valor de ¢ = 0,5 se pierde el orden de
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convergencia, y llegando al peor caso donde p = 1 se puede ver en la Figura 7.9. Notar
que con i = 0,5 estamos obteniendo un orden apenas deteriorado que coincide con los

resultados de Apel.

Error en LZ(Q)
con varios parametros de graduacion p
T T T T T

0.035 T T .
0.03 i
0.025 n .
—e—0.2
0.02 8.§5 .
;S .
= 0.35
0.015 0.4 | 4
—e—0.45
—e—05
0.01 ® 1 h
0.005 1
0 | | | < O
1 2 3 4 5 6 7 8
iteracion

Figura 7.7: errores en L?(Q) con o = 0,5 para varios valores de p.

Orden de convergencia error en L2(2)
con varios parametros de graduacion u
T T T T T

2.1 T T

T T

pendiente

iteracion

Figura 7.8: orden de convergencia en L?(Q2) con o = 0,5 para varios valores de .
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Orden de convergencia error en LZ(Q)
con varios parametros de graduacion u
T T T

2.2 T T T T T T
2+ @ ®
1.8 1
1.6 1
o 141 1
5
R |
(b2
S yL|—e—o02 A
0.25
0.8+ 0.3 4
0.35
0.6 0.4 1
—®—0.45
04| * 05 1
o1
0-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 45 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

iteracion
Figura 7.9: orden de convergencia en L*(2) con a = 0,5 para varios valores de p llegando
ap=1.
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