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Introduccion

Hasta el siglo XIX, los efectos eléctricos y magnéticos se consideraban fendmenos
fisicos independientes, ligados a las cargas eléctricas y a los imanes, respectivamente. Sin
embargo, en 1820 Oersted observo que las corrientes eléctricas podian influir sobre una
aguja imantada. Los aportes de Ampere y el descubrimiento de la induccién por Fara-
day establecieron las bases para una teoria unificada del electromagnetismo. Hacia 1860
Maxwell reunié y completo los resultados anteriores, sintetizando las teorias eléctrica y
magnética en un Unico sistema de ecuaciones. En particular, estas ecuaciones predicen
que los campos eléctricos variables generan campos magnéticos y que, reciprocamente,
los campos magnéticos variables inducen corrientes eléctricas. Desde un punto de vista
practico, este fendmeno de induccidn electromagnética resulta fundamental para disefiar
adecuadamente un dispositivo eléctrico. En efecto, las corrientes inducidas pueden ser
utiles o bien producir pérdidas, seglin sea la aplicacion dada a una maquina eléctrica.
Consecuentemente, en la practica interesa modelar la distribucion de las corrientes indu-
cidas y simular numéricamente su comportamiento. Esto involucra el analisis del sistema
de ecuaciones de Maxwell, que en su forma completa presenta una gran complejidad.

El andlisis electromagnético ha sido una parte indispensable de muchos estudios cientifi-
cos y de ingenieria desde que J. C. Maxwell complet6 la teoria electromagnética. Esto se
debe principalmente al poder predictivo de las ecuaciones de Maxwell como se ha de-
mostrado a lo largo de los afios y la presencia de los fendmenos electromagnéticos en
las tecnologias modernas. Algunos ejemplos de estas tecnologias son el radar, la detec-
cién remota, la geoelectromagnética, la bioelectromagnética, las antenas, la comunicacién
inaldmbrica, la Optica, los circuitos de alta frecuencia / alta velocidad, etc.

El problema del anélisis electromagnético es en realidad un problema que consiste
en resolver un conjunto de ecuaciones sujetas a una condicidén de borde dada y estas son
fundamentales ya que gobiernan todos los fendmenos electromagnéticos macroscopicos.

La simulacién de esto fendmenos electromagnéticos exige métodos numéricos pre-
cisos y eficientes adecuados para el computo a gran escala. Los métodos de Elementos
Finitos se usan cominmente en este contexto porque pueden manejar geometrias com-
plicadas mediante el uso de mallas no estructuradas, proporcionar un marco matematico
riguroso y permitir la adaptacion automadtica de la malla guiandose por estimaciones a
posterior del error. En muchas aplicaciones de interés actual el problema electromagnéti-
co estd acoplado a otros procesos fisicos (magnetohidrodindmica, fisica del plasma, entre
otros). La simulacién de estos problemas se ve beneficiada por un metodo de Elementos
Finitos mixto el cual es adecuado para diferentes subproblemas, simplificando los proble-
mas de implementacion y la aplicacion de las condiciones de acoplamiento.
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INTRODUCCION 3

El operador de Maxwell tiene una estructura de punto silla, con la particularidad de
que el multiplicador de Lagrange introducido para imponer la restriccién de divergencia
libre es idénticamente cero. L.os métodos de Elementos Finitos existentes que satisfacen la
contraparte discreta de la condicion inf-sup inherente para este problema se basan en ele-
mentos de borde o de Nédelec ([22], [29]) los cuales conducen a campos con componente
normal discontinuo en los bordes o caras del elemento.

Con el Objetivo de resolver el problema de Maxwell con Elementos Finitos de Lagran-
ge, el operador diferencial del problema se puede transformar en uno eliptico agregando
un termino de penalizacion exacto que contenga la divergencia ([21]) y la penalizacién es
exacta porque el multiplicador de Lagrange desaparece. El método resultante satisface las
condiciones de compatibilidad sobre las caras del elemento en un sentido puntual. Des-
afortunadamente, este método no puede converger a soluciones no suaves que aparecen en
dominios no convexos, por ejemplo en dominios con esquinas reentrantes ([13] y [21]).

Costabel y Dauge ([13]) proponen una estabilizacién del problema para Elementos
Finitos nodales C° conforme a H' basadas en una versién ponderada del término de pe-
nalizacion que puede converger a la solucién “buena” en dominios no convexos. Con el
fin de utilizar el método numérico resultante, las regiones de singularidad deben iden-
tificarse a priori y las funciones ponderadas adecuadas deben construirse basandose en
esta informacion. El lado negativo estd en la complicacion de la integracién numérica del
término ponderado, que conduce a la pérdida de eficiencia computacional y dificulta la
automatizacién de las simulaciones.

Un enfoque alternativo para resolver el problema de Maxwell es la descomposicion
de la solucion en partes singulares y suaves ([3] y [21]), pero este método es més dificil
de generalizar, especialmente en tres dimensiones.

Duan et al. han disefiado en [17] un método basado en proyecciones locales que utiliza
un espacio de Elementos Finitos compuesto por elementos nodales cubicos enriquecidos
con burbujas de borde y elemento. La introduccion de la proyeccion local en el término
de penalizacién permite garantizar la convergencia del método ain en presencia de so-
luciones no suaves, pero la misma proyeccion debilita la convergencia, ya que solo se
logra en la norma L?. Existen otros métodos de Elementos Finitos basados en nodos, pero
convergen a soluciones espurias en dominios no convexos ([24] y [25]).

En esta tesis estudiaremos la aproximacén numérica por elementos finitos, usando ba-
ses nodales, propuesta en ([5]) para resolver el problema de Maxwell. La resolucién se
realiza a través de su formulacién como un problema mixto, basada en una aproxima-
cion estabilizada de una formulacion aumentada del problema de Maxwell. El algoritmo
numérico resultante es capaz de capturar soluciones no suaves, por lo que es adecuado
para problemas en dominios no convexos. El método es estable y convergente. La imple-
mentacion es sencilla, ya que los términos adicionales son estandar y se pueden integrar
numéricamente sin mas dificultad que la que conlleva la integracién de los términos de
Galerkin inherentes a la ecuacion.

En el Capitulo 1, se presentan algunos resultados previos como también parte de la
teoria abtracta de problemas mixtos que nos serén utiles para el desarrollo de este trabajo.
En el Capitulo 2, presentaremos los diferentes enfoques tedricos del problema hasta llegar
a la formulacién conveniente. En el Capitulo 3, se expondra el sitema de ecuaciones con
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la estabilizacidn propuesta, desarrollaremos el andlisis de estabilidad y el error a priori de
la aproximacién nimerica.

Finalmente en el Capitulo 4 presentaremos algunos ejemplos numéricos que muestran
la buena perfomance del método propuesto.



Capitulo 1

Resultados previos

En este capitulo introduciremos algunas definiciones y resultados para dar un contexto
a la teoria abstracta en la cual nos basaremos a lo largo de este trabajo y de los cuales
algunos nos serdn de utilidad en el Capitulo 2. Los mismos son estudiados en [18] y
[20]. En primer lugar haremos un repaso de algunos resultados del analisis funcional,
para luego terminar con una resefa de la teoria abstracta de los Problemas Mixtos. Los
resultados que no demostraremos aqui pueden consultarse en [7] y en [18]. El objetivo
serd ver que condiciones debe cumplir un Problema Mixto para estar bien definido.

1.1. Definiciones y Resultados basicos

En esta seccion haremos un repaso de algunas definiciones y resultados de la teoria de
operadores en espacios de Banach.

Definicion 1.1.1. Sea V y W dos espacios vectoriales normados. Se define C(V; W) al
espacio vectorial de funciones lineales continuas. Una funcion A € C(V; W) también es
llamada operador.

Proposicion 1.1.1. Sea V un espacio vectorial normado y W un espacio de Banach. El
espacio C(V; W) con la norma:
llAV]]
VA €CV;W), IlAllcw = sup ==

vev Vlly

es un espacio de Banach.

Definicion 1.1.2. Sea V un espacio vectorial normado. El espacio dual de V esta definido
en C(V;R) y se denota V'. Un elemento A € V' es llamado una forma lineal continua. La
accion sobre un elemento v € V se denota como (A, v)y y = Av

Observacion 1.1.1. A partir de la proposicion 1.1.1 se tiene que V' es un espacio de
Banach con la siguiente norma:

A, Vv
VAE V. Al = sup VY
vev  IVIlv
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Proposicion 1.1.2. Sea V un espacio normado y sea F C 'V un subespacio. Si asumimos
que Nf e V', f(F)=0)= (f =0). Entonces, F = V.

Definicion 1.1.3. Sea V y W dos espacios vectoriales normados y sea A € C(V; W). El
operador dual AT : W — V' estd definido por:

Vv eV, ¥Yw e W, (ATwW vy = (W, AV w

Definicion 1.1.4. Sea Z, y Z, dos espacios vectoriales normados. Se denota C(Z, X Z,; R)
al espacio vectorial de formas bilineales continuas {a : Z, X Z, — R. Este espacio de
Banach esta dotado de la siguente norma:

a(z1,22)
||a||21 V) = Sup T
21€21,22€Z» ”Zl”Zl”Z2”22

Proposicion 1.1.3. Sea Z, y Z, dos espacios de Banach y sea a € C(Z, XZ,;R). Entonces,
el operador A : Z, — Z definido por

V21 € Zy, V2o € 2o, (A21,22)7,2, = al(z1, 22),
estd en C(Z1;Z3) y Allcz:z,) = llallz, z.-

Definicion 1.1.5. Se define el doble dual de un espacio de Banach V al dual de V' y este
se denota por V.

Observacion 1.1.2. Por la proposicion 1.1.1 resulta que V"' es un espacio de Banach.

Proposicion 1.1.4. Sea V un espacio de Banach 'y sea Jy : V — V"' una funcion lineal
definida por
YueV, W eV, (Jyu,vV)yry =V uyry.

Entonces, Jy es una isometria.
Definicion 1.1.6. Sea V un espacio de Banach. V se dice reflexivo si Jy es un isomorfismo.

Proposicion 1.1.5. Un espacio de Hilbert es reflexivo.

1.1.1. Operadores de Banach Biyectivos

Para A € C(V; W), denotaremos por Ker(A) a su nucleo y por Im(A) a su imagen. Si
el operador A es continuo, Ker(A) es cerrado en V.
Para M c V, N C V’, se definen los anuladores de M y N por:

M ={y eV VmeM, W, myyy =0}
N’ ={veV;Vn' €N, (W, vy =0}

Lema 1.1.1. Para A € C(V; W), se tienen las siguientes propiedades:
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1. Ker(A) = (Im(AT))°.
2. Ker(AT) = (Im(A))°.
3. Im(A) = (Ker(AT))".
4. Tm(AT) C (Ker(A))°.
Teorema 1.1.1. Sea A € C(V; W). Las siguiente afirmaciones son equivalentes:
1. Im(A) es cerrado.
2. Im(A") es cerrado.
3. Im(A) = (Ker(AT))".
4. Im(AT) c (Ker(A))".
Lema 1.1.2. Sea A € C(V; W). Son equivalentes:
1. Im(A) es cerrado.

2. Existe a > 0 tal que

Yw € Im(A), v, €V, Av,, =w y a|v,|| < [wllw.

1.1.2. Caracterizacion de operadores suryectivos

Lema 1.1.3. Sea A € C(V; W). Son equivalentes:
1. AT : W' — V' es suryectivo.
2. A:V — W esinyectivo y Im(A) es cerrada en W.

3. Existe a > 0 tal que
Vv eV, [|Avllw = allvlly.

4. Existe a > 0 tal que
P W, Av)w w
inf sup ————— >
veV yrews |IWllwIIVIlv

Lema 1.1.4. Sea A € C(V; W). Son equivalentes:
1. A:V — W es suryectivo.
2. AT : W — V'’ es inyectivo y Im(AT) es cerrado en V'.

3. Existe a > 0 tal que
Ywe W, [ATW |l = allw[lw.
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4. Existe a > 0 tal que
AT vy
A% vy S
weW ey [[WlwlIVIlv

Lema 1.1.5. Sea V y W dos espacios de Banach y sea A € C(V; W) un operador suryec-
tivo. Sea a > 0. La propiedad

Yw € Im(A), dv, € V, Av,, = wy alv,ll < [Wllw,
implica
0 (ATw', vy
weW ey (W llw vy
Lo contrario es verdadero si 'V es reflexivo.

1.1.3. Caracterizacion de operadores de Banach biyectivos

Teorema 1.1.2. Sea A € C(V; W). A es biyectivo sty solo si AT : W — V' es inyectivo
y existe a > 0 tal que
YveV, [|Avilw = alvlly.

Observacion 1.1.3. La interpretacion del teorema anterior dice que un operador de Ba-
nach es biyectivo si 'y solo si este es inyectivo, su imagen es cerrada y su dual es un
operador inyectivo.

Corolario 1.1.1. Sea A € C(V; W). Son equivalentes:
1. A es biyectivo

2. Existe una constante a > 0 tal que

Yv eV, ||Avilw = alvllv,
vw e W, (ATw' =0) = (w' = 0).
3. Existe una constante o > 0 tal que
w, AV
inf sup W, AV > a,
veV wewr (W lwlvily
Yw e W, (W,Av)yww =0, Yve V)= W =0).
Asumamos ahora que A € C(V; W) estéd asociado a una forma bilineal a € C(Z,XZ;; R)
tal que <AZ],Z2>Z£’22 =a(z1,22), esdecir, V=2, y W =2].
Corolario 1.1.2. Si Z, es reflexivo, son equivalentes:
1. Para toda f € Z), existe una uinica u € Z, tal que a(u,z) = {f, Zz)zé,zz para toda
20 € 7.
2. Existe a > 0 tal que

p a(z1,22)

inf sup ——— >

A€ yez, 2111z 12211z,
Voo €2y, (V21 €Z1,a(21,22) = 0) = (22 = 0).

2



1.2. EL TEOREMA DE BANACH-NECAS-BABUSKA (BNB) 9

1.2. El teorema de Banach-Necas-Babuska (BNB)

El teorema de BNB seré de gran utilidad como veremos. Adoptamos el termino “BNB”
ya que este fue expuesto por primera vez por Necas en 1962 [28] y popularizado por Ba-
buska en 1972 en el contexto de los Métodos de Elementos Finitos (ver [4], p. 112). Desde
el punto de vista del andlisis funcional, este teorema es una reformulacion de dos resul-
tados fundamentales para espacios de Banach: el teorema del rango cerrado y el teorema
del mapeo abierto.

1.2.1. El teorema BNB: Condicion inf-sup

Consideremos el siguiente problema: Sea u € W tal que,

a(u,v) = f(v) YveV (1.1)

Teorema 1.2.1. Sea W un espacio de Banach y sea V un espacio de Banach reflexivo.
Seaa: WxV — Ry feV.Entonces el problema (1.1) estd bien definido si y solo st

(BNB1) 3o >0, nfsup—Y) 5, (1.2)
weW ey [Wllwlvily

(BNB2) VveV, (VYweW, aw,v)=0)= (v=0). (1.3)

Ademds, se tiene la siguiente estimacion:

, 1
VeV lully < —fllv- (1.4)

Demostracion. A partir de los Corolarios 1.1.1 y 1.1.2 concluimos que las condiciones
(BNB1) y (BNB2) son equivalentes y prueban la buena definicién de (1.1). La estimacién
(1.4) sale de las siguientes desigualdades:

a(,v) _  f(v) _

a|lu|lw < sup = sup :—— = || flly-.
vev  IVIlv vev [IVIlv

1.3. Problemas Mixtos

Aqui nos centraremos en una forma particular del problema (1.1), 1a cual nos introduce
en la teoria de los Problemas Mixtos, o también llamados en la literatura como Problemas
de punto silla (saddle-points problems).

Sean X y M dos espacios de Banach reflexivos, F € X', G € M’ y consideremos dos
formas bilineales a € C(X X X;R) y b € C(X X M,R). Connsideremos el problema de
hallar (u, p) € X X M tal que:

(1.5)

{ a(u,v)+b(v,p) =F@Wv) VveX
b(u,q) =G(q) Y q€eM.
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Otra manera de ver el problema (1.5) consiste en tomar W = X X M, c¢((«, p), (v, q)) =
a(u,v) + b(v,p) + b(u,q), y k(v,q) = F(v) + G(g). De esta mandera consideramos el
problema de hallar (u, p) € W tal que:

c((u, p), v,q)) = k(v,q) Y(v,q) € W. (1.6)

Es claro que (1.5) y (1.6) son equivalentes. Las condiciones necesarias y suficientes
para la buena definicién de (1.5) son las condiciones (BNB1) y (BNB2) para la forma
bilineal c. Sin embargo es posible reformular estas condiciones en terminos de las formas
bilineales a y b.

Sean A y B dos operadores talesque A : X — X’ con (Au, v)x x = a(u,v)yB: X —
M’ (y BT : M = M” — X’ dado que M es reflexivo) con (Bv, )y = b(v, q). Luego, el
problema (1.5) es equivalente a:

Au+B'p =F
e e 17

Sea Ker(B) = {ve X: Vg e M, b(v,q) = 0} el nicleo de By sea 7A : Ker(B) —
Ker(B)' tal que (mAu, v)x x = (Au,v)x x para toda u, v € Ker(B).

Teorema 1.3.1. El problema (1.7) estd bien definido siy solo si:
1. A : Ker(B) — Ker(B)' es un isomorfismo.
2. B: X — M’ es suryectivo.

Demostracion. Supongamos primero que el problema (1.7) esta bien definido. Veamos
que se cumple (1) y (2).

= Seah € M'y (u, p) la solucién de (1.7) con F = 0y G = h. Es claro entonces, que
B es suryectiva ya que Bu = h.

= Veamos que A es suryectivo. Sea i_€ Ker(B)'. Por el teorema de Hahn-Banach
existe una extension i € X’ tal que (h v) = (h,v) para todo v € Ker(B) y ||h||X =
I72llkersy - Sea (u, p) la solucién de (1.7) con FF = h'y g = 0. Es claro que u €
Ker(B). Dado que (BT p,v) = (p, Bv) = 0 para todo v € Ker(B), entonces (rAu, v) =
(Au,v) = (h,v) = (h,v) para todo v € Ker(B). Luego mAu = h.

= Veamos que 7A es inyectivo. Sea u € Ker(B) tal que rAu = 0. Entonces (Au,v) =0
para todo v € Ker(B), luego Au esta en Ker(B)*. Dado que B es suryectivo, la Im(B)
es cerrada y siguiendo el teorema de Banach sabemos que Im(B”) = Ker(B)*. Como
resultado, Au € Im(B”), es decir, existe p € M’ tal que Au = —B” p. Por lo tanto,
Au+ BTp =0y Bu =0, lo que demuestra que (u, p) es la solucién (1.7) con F = 0
y G = 0. Como la solucién es unica inferimos que u = 0.

Ahora, supongamos que se cumplen (1) y (2).
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= Para F € X’ y G € M, vamos a ver que existe una solucién de (1.7). Dado que
B es suryectivo, existe ug € X tal que Bug = G. La forma lineal F — Aug es
continua en X y en Ker(B). Denotemos por /g la forma lineal en Ker(B) tal que
(hpg,v) = (F,v) — (Aug,v) para todo v € Ker(B). Sea ¢ € Ker(B) la solucion del
problema nA¢ = hpc y sea u = ¢ + ug. Es claro que la forma linea F — Au esta
en Ker(B)*. Dado que B es suryectivo y que Ker(B)* = Im(B7), existe p € M’ tal
que BT p = F — Au. Ademas, Bu = B(¢ + ug) = Bug = G. De esta mandera, queda
construida una solucién de (1.7).

= Veamos que la solucién es unica. Sea (u, p) tal que Bu = 0y Au+ B'p = 0.
Claramente u € Ker(B) y tAu = 0, y como mA es inyectivo, resulta u = 0. Luego
BT p = 0. Como B es suryectivo, B! es necesariamene insyecivo, lo que implica que
p=0.

O

Teorema 1.3.2. Bajo las condiciones anteriores, el problema (1.5) estd bien definido si'y

solo st -
3 a > 0, lnfueKer(B) SupVGKCI‘(B) m Z Cl’, (1 8)
Yv € Ker(B), (Yu € Ker(B), a(u,v) =0) = (v =0), )
’ b(v,q)
A8 >0, inf sup—22 > (1.9)
aeM vex |[VlIxllgllas
Ademads, se tiene la siguiente estimacion a priori:
lullx < eillFlly + eoliGllar, (110)
Pl < csllFllx + callGllars '

concy = é = é(l + @), c3 = é(l + @), yey = '})%”(l + @).
Demostracion. El problema (1.5) esta bien definido si y solo si las condiciones (1) y (2)
del Teorema 1.3.1 se satisfacen. Siguiendo el Corolario 1.1.1 y el hecho de que Ker(B)
es reflexivo, las dos desigualdades en (1.8) son equivalenes por el hecho de que 7A es un
isomorfismo. Por otro lado, la desigualdad de (1.9) es equivalente al hecho de que B es
suryecivo siguiendo la condicién (3) del lema 1.1.4 y el hecho de que M es reflexivo. De
esta manera la buena definicién del problema (1.5) es equivalente a que se cumplan las
condiciones (1.8) y (1.9).

Probemos ahora la estimacion a priori (1.10). Por la condicion (1.9) y el Lema 1.1.5
(dado que M es reflexivo), podemos deducir que existe ug € X al que Bug = Gy Bllugllx <

||G|ls. Poniendo ¢ = u — ug se tiene
VveKer(B), a(¢,v) = F(v)—a(ug,v).
Teniendo en cuenta que

IF(v) = alug, V)| < (Ifllx + llalllluc|llvilx

[|all
< (|Fllx + 7”G”M’)”V”Xa
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donde ||a|| = ||allx.x, y tomando supremo sobre v € Ker(B) obtenemos
llall
allgllx < |IFllx + F”G”M/’

gracias a la condicién (1.8). La estimacion para u resulta de esta desigualdad y la desigual-
dad triangular |ju||x < |lu — ugllx + |lugllx. La prueba para la estimacién de p se deduce de
la condicién (1.9) y el lema (1.1.4) ya que Bl|pllx < ||BT pllx . Asi obtenemos,

Bliplla < llallllullx + [1Flx
Luego la estimacion para ||p||y, resulta aplicando lo visto para ||u]|x. O

Proposicion 1.3.1. Sea W = X X M con la norma ||(u, p)llw = |lullx + ||plls. Entonces, la
forma bilineal c satisface (BNB1) y (BNB2) si'y solo si (1.8) y (1.9) también.

Demostracion. Solo mostraremos que (1.8) y (1.9) implican que la forma bilineal ¢ sa-
tisface (BNB1) y (BNB2) ya que es lo que nos interesara posteriormente. La otra impli-
cacion podra consultarse en [18]. Veamos primero que implica (BNB1). Sea (u, p) e Wy
seau € X tal que Bu = Bu 'y Bl|ully < ||Bully. Es claro que,

ALD0GD 5 O D g, 2 .

(v,Q)eW (v, Pllw B geM llgll s
Ademas, dado que u — it estd en Ker(B),
a(u—i,v) a(u —u,v) + b(v, p)+ b(u,0)

allu —i|lx < sup
veker)  IVIlx veKer(B) (v, O)llw

((u, p), (v, @)

v,g)eW ||(V, q)HW
lal. e p) (,q)
1+ — _

<4750 sup = Dl

Usando la desigualdad triangular se obiene para ||u]|x:

1 1
e < e+l = il < G+ 1+ llally qup €202 4)

B wgew v, 9llw

+ [lallllallx

(1.11)

Para ||pl|y;, procedemos de la siguiene forma:
by, ,V)+ b(v, p)+ b(u,0 ,
Bllpll < sup (v, p) < a(u,v) + b(v,p) + b(u )+Su a(u,v)
vex Ilx  vex (v, O)llw vex  |Vllx
c((u, p), (v, q))
< sup —————— + [lallllullx,
(v.q)eW v, Pllw

lo cual junto con (1.11) implica que

L il (@, p), (v, 9))
—(1+-= PP
U S T

1 1
< = —
llpllm < ,8(1 + IIaII(’B +
Esto prueba (BNB1).
Veamos ahora que ademas se satisface (BNB2), es decirque Vv € V, (Yw € W, a(v,w) =
0) = (v = 0) (notemos que en este caso V = W = X). Sea v € V solucién de (1.1). Esto
implica que b(v, p) = 0 en (1.5), es decir, que v € Ker(B). Analogamente si w € W,

entonces w € Ker(B). Si a(w,v) = 0 por (1.8) se tiene que v = 0. m|
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1.3.1. Aproximacion

Sea X), un subespacio de X y sea M), un subespacio de M. Asumamos que X, y M), son
espacios de dimension finita y consideremos el problema de encontrar u;, € X, y p, € M},
tal que:

{ a(up, vy) + by, pr) = F(vy) Y v, € X, (1.12)

b(up, qn) = Gl(gn) Y qn € M.

Sea B, : X, — M, el operador inducido por b tal que (B vy, Qh>M,;,Mh = b(vy, qp). Sea
Ker(B),) el nicleo de By, es decir

Ker(By,) = {v, € Xj; Vg € My, b(vy, gi) = 0}.

Para el caso discreto se puede definir las condiciones (BNB1) y (BNB2) en su versién
discreta de la siguiente forma:

(BNBI,) Jay>0, inf sup —20M) o

wieWi v,ev, IWallw, [Vallv, —
(BNB2,) Vv, €V, (¥Yw, € Wy, a,(wy,v,) =0)= (v, =0).
Lema 1.3.1. Si dimW, = dimV,, (BNB1,) & (BNB2,).
La buena definicion del problema (1.12) estd dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.2. El problema (1.12) estd bien definido si'y solo si:

Ja, >0, inf _alw,v) (1.13)
uneKer(By) , eker(y) |1Unllx|Vallx
b(vy,
38, > 0. inf sup —mdn) g (1.14)

aneMiyex;, 1Vallxllgnlle

Demostracion. Aplicando el teorema 1.3.2 y usando el hecho de que los espacios son
de dimensioén finita, la condicién (1.8) implica (1.13). Andlogamente para la condicion
(1.14). O

Por dltimo, el siguiente lema da una estimacion a priori de los errores u — u, y p — pj.

Lema 1.3.2. Asumiendo las condiciones (1.13) y (1.14), siendo l||al| = |lallxx y bl =
1bllx.01, la solucion (uy, py) de (1.12) satisface:

lle — upllx < cpp Inf [ — vpllx + cop Inf |[p — gnllm,
vi€Xp qnEMp,

p — pullam < c3p Inf |lu — vpllx + cap Inf |[p — gallu,
viheXy qnEM,

concy, = (1 + %)(1 + lf—h”), Cop = % si Ker(B,) ¢ Ker(B) o ¢y, = 0 en otro caso,

lladl

a b
Cap = Clh”ﬁ—h”, yeu =1+ Hﬁ_h” + Con'g, -
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Demostracion. Definimos el siguiente conjunto,

Zy(g) = {wn € Xi 1 Yqu € My, b(wi, qi) = g(qn)}-

Es claro que Z,(g) es no vacio dado que el operador B), es suryectivo. Sea v, un elemen-
to arbitrario de V. Dado que B, verifica (1.14), la reciproca del lema 1.1.5 implica la
existencia de un r, en X, tal que

Yaqn € My, b(rn,qn) = b(u—vi,qn) 'y Bullrallx < 116l — vallx.

Es claro que b(ry, + vy, q1) = g(qn), pues r, + v, estd en Z,(g). Sea w,, = rj, + v;,. Puesto que
wy, estd en Z,(g), u, — wy, estd en Ker(B),), entonces

a(y, — Wi, yn)
aplliy, —wylly < sup ————

yneKer(By,) lynllx
au, —u,yy) +alu—wy,y,
< sup ( yn) + a( s Vi)
yrh€Ker(By,) [ynllx
bOyn, p — + a(u — uy,
< sup (yh p Ph) ( h yh)
yneKer(By,) ynllx

Si Ker(B),) C Ker(B), entonces b(y,, p — pr) = 0 para y, € Ker(B;). Por lo tanto,
pllup — wallx < llallllee — wallx.
Usando la desigualdad triangular se tiene

llall
e — wpllx < (1 + —)llu — wallx.
@y
En el caso genaral, b(yy, pr) = 0 = b(y;, qi) para todo g, € M, dado que y, € Ker(B),),
implica
apllun, — willx < llalllle = wallx + 16lllp — gallm-

Usando la desigualdad triangular se tiene
llall 121l

llu — upllxy < (1 +—)llu —willx + —Ilp — gullm-
ap ay

La estimacion para ||u — u,||x resulta de la siguiente desigualdad

121l

lle — wallx < llu = vapllx +llrallx < (1 + ﬁ—)Hu — Vallx.
h

Ahora estimemos ||p — pslly. Dado que b(vy,, p — pn) = a(u, — u,vy) para todo v, € X,
podemos tomar g, € M), arbitrario y obtenemos

Vv € Xi,  D(Vh qn — pi) = a(uy — u, v) + b(Vh, gn — p).
Luego por la condicion (1.14) se tiene

Bullan = pullm < llallllu = uillx + 10llIlp = gallm-

Luego usando nuevamente la desigualdad triangular se obtiene lo querido. O
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1.4. Notacion

A continuacién se definen algunas notaciones que usaremos a lo largo de este trabajo.
En primer lugar, de aqui en adelante vamos a denotar en negrita los vectores y los espacios
que consisten en funciones vectoriales.

Para simplificar notacidn, las normas y seminormas de los espacios de Sobolev H" (D),
con m un entero, son denotadas por || - ||,,.p ¥ | - ln.p respectivamente y (-, -)p representa el
producto interno en L?(D) o L?(D) para cualquier subdominio D C Q. En el caso en que
D = Q omitiremos el segundo indice, indicando las normas directamente por || - ||, ¥ | - |n
y simplemente || - || para la norma || - ||p.q.

Si fi, f» € L*(Q) se define (f, f>) = fQ fifodx y a (fi, f>) al producto entre funciona-
les, y andlogamente si f,f, € L (Q)

Por otro lado, definimos los siguientes espacios:

= H(div,Q) = (ve LAQ): V-ve L[}(Q))
s H(div0,Q) = {ve Hdiv,Q): V-v=0}

Dadas u, v € H(div, Q), el producto interno natural para este espacio se define por

(W, V) Hiv,o) = f [a-v+(V-u)V-v)dx.
Q

Y como consecuencia se define la siguiente norma

1
2 2\2
lallg@iv.o) = (IIUII + IV - ul| )

que es equivalente a la norma |||ul||giv.) = |[ull + [|V - ul|.
s H(curl,Q) ={veL*Q): VxveL*Q)

» Hy(curl, Q) = {v € H(curl,Q2) : nXx v = 0 en dQ} donde n denota la normal
unitaria exterior en 0.

Dadas u, v € H(curl, Q), el producto interno natural para este espacio se define por

(W, V)H(cur) = f [w- v+ (VXxu)(Vxv)dx,
Q
y la correspondiente norma como

1
2 2\2
Il rzeurte = (Il + IV < ulf?)*

la cual resulta ser equivalente a la norma |||ul|[gcurey = [lull + [V X ul| por lo que
usaremos una u otra indistintamemnte como norma de H(curl, Q)

Vamos a denotar con C, una constante genérica positiva. Cabe aclarar que C podria no
ser la misma a lo largo de los capitulos. Utilizaremos la notaciéon A < B para indicar que
A < CB donde A y B son expresiones que dependen de funciones que en el caso discreto
también pueden depender de la discretizacion.



Capitulo 2

Formulacion del Problema

En este capitulo vamos a presentar distintas alternativas para la formulacién en forma
débil del Problema de Maxwell. Estudiaremos la existencia y unicidad de solucién, para
cada una de estas formulaciones, y mostraremos como estas formulaciones resultan ser
equivalentes entre si. Hacia el final del capitulo nos enfocaremos en la formulacién que
usaremos en la resolucion numérica del problema.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Antes de introducir el problema que estudiaremos en esta Tesis, expondremos breve-
mente un resumen de cuales son las Ecuaciones de Maxwell y algunas observaciones que
se desprenden de ellas.

Como mencionamos en la introduccion la investigacion mds importante de Maxwell
fue elaborar y modelar un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas que
describen fenémenos electromagnéticos, utilizando trabajos de investigacion anteriores y
resultados de fisicos como Michael Faraday y André Marie Ampere.

El campo electromagnético se caracteriza por cuatro funciones vectoriales de posicion
y tiempo: el campo eléctrico &, el vector de desplazamiento D, el campo magnético H
y la induccion magnética 8. Las ecuaciones que conforman el sistema de ecuaciones de
Maxwell son

0D

(Ley de Maxwell y Ampere) V x H = n +9,
08B
(Ley de Faraday) Vx & = =

(Ley de Gauss de magnetismo) V-8 =0,
(Ley de Gauss de electricidad) V- D = p,

donde p es la densidad de carga electrica 'y J la densidad de corriente eléctrica.

Varios de los fendmenos asociados a las ecuaciones de Maxwell pueden tener una es-
tructura comun, por ejemplo, el problema magnetostatico, el problema del tiempo armoni-
co y los métodos de paso. Nos interesard tratar esta estructura comun en un marco comun.

16
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Es por eso que veremos brevemente como se deduce la llamada formulacién potencial de
las ecuaciones de Maxwell.

Observacion 2.1.1. El siguiente esquema, conocido como secuencia de De Rham tiene
como principal propiedad la coincidencia de rangos y niicleos de operadores consecuti-
vos. A partir de esto, también, se puede deducir que los operadores basados en rotor y
divergencia son sobreyectivos.

R -5 H'(Q) — H(eurl, Q) =5 H(div, Q) =5 L2(Q) — {0},
Para nuestro propdsito necesitaremos de las siguientes dos propiedades:

= Suryectividad del operador div: Para 8 € H(div, Q2) se tiene

de Rham

V-8=0 = dAc€H(curLQ): VXA=84.

= Suryectividad del operador rot: Para A € H(curl, Q) se tiene

VXﬂzOdegamﬂgoeHl(Q) con fgodsz:—Vgo:?l.
Q

2.1.1. Reformulacion potencial de las ecuaciones de Maxwell

Bajo ciertas hipodtesis sobre el medio material se puede asumir una relacion entre los
vectores intensidad eléctrica e induccion magnética, a través de dos pardmetros conocidos
como permitividad eléctrica y permeabilidad magnética. Partiendo de la Ley de Ampere

que nos dice
0D
VXH=—+J7.
ot J
podemos entonces asumir que: D = €5, J = cE+jiy B = uH (= H = u"'B).
Aqui €, 0y j; corresponde a la permitividad eléctrica, a la conductividad eléctrica y a
la densidad de corriente respectivamente. El pardmetro u corresponde a la permeabilidad
magnética (es decir, la capacidad que tiene un material de permitirle a un fluido que lo
atraviese sin alterar su estructura interna).
Por la suryectividad del operaror div, y dado que V - 8 = 0, existe un vector potencial
A tal que B = V X A. Reemplazando en la Ley de Ampere tenemos

Vx(y‘IVxﬂ):e%+o—8+ji.

El objetivo es deshacernos de E. Solo se quiere tener una variable A en el lado izquierdo.
Reformular la ley de Faraday nos lleva a

0B 0 0A
VXS__E = VxS_—EVxﬂ = VX(S+E)—O.
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Usando que el operador rot es suryectivo,

OA OA
VXE+—)=0=>dp: E=-Vo—- —.
&+ =) @ 2
Por lo tanto, )
A OA oVy
—1 e
VX(,L[ VXﬂ)-FEW—HTE —Ji—O'VQO—Gw.
Viendo que para cualquier funcién escalar ¢ los potenciales
A=A+Vy
s W
B ot

satisfacen también las ecuaciones anteriores. Al elegir un potencial A" tal que

!
ﬂ*:&z(+fV<pdt

To

obtenemos
OA*

o’

Por conveniencia escibimos & = —(’6—5’;{.

Finalmente se obtiene la formulacién potencial de las ecuaciones de Maxwell,

E=- VXA=VxA.

Vx(/f1V><ﬂ)+ea—tﬂ+0'—:ji.

Algunas aplicaciones utilizan funciones armoénicas dependientes del tiempo, tomando
por ejemplo, _ _
Ji(x, 1) = Re(ji(x)e'),  A(x, 1) = Re(A(x)e'").
Aqui derivando respecto de ¢ la funcién (A, se obtiene
VX'V xA) + (iwe — w*e)A = jj,

donde A es desconocido y ji(x,) es conocido. El término a = (iwo — w?e) dependerd
del tipo de problema. De esta manera podemos escribir una expresiéon comun para la
ecuaciones de Maxwell dada por

VX u'VXA +aA=j,
Observacion 2.1.2. Existen otros tipos de problema como por ejemplo, el “método de

”» k+1_ gk
paso”, en el cual, en general, e =0y o =1y se toma aa—fl(tkﬂ) ~ A Atﬂ .

La funcién que nos interesa es A y se utiliza para calcular la induccién magnética
B = V- Ay laintensidad del campo eléctrico & = —‘%‘. A partir de ahora definiremos
nuestra funcién desconocida como u y definiremos el lado derecho como f.

VX @u'Vxu)+au="f

Si consideramos las ecuaciones de Maxwell relacionadas al problema de tiempo armoni-
co, estas estdn dadas para @ < 0 ([9]). Para nuestro analisis supondremos que & = 0 por
lo cual la ecuacién resultante viene dada por

Vx'Vxu) =Tt 2.1)
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2.2. Formulaciones del Problema

2.2.1. Primeras Formulaciones

Consideremos el problema de Maxwell dado por (2.1) en un dominio acotado, tal
que el borde es un conductor perfecto. Sea Q ¢ R¢, con d = 2 (la teoria también puede
aplicarse al caso de que d = 3), un dominio poliédrico simplemente conexo, no necesaria-
mente convexo con borde (JQ2) Lipschitz continuo. Ademads de su rango de aplicabilidad,
este sistema de ecuaciones diferenciales parciales exhibe las complicaciones matemaéticas
encontradas en problemas de modelos més complejos (ver, por ejemplo, [17] y [11]).

Observacion 2.2.1. Ademds de lo visto en la seccion anterior, el problema de Maxwell
puede plantearse como un problema de minimizacion que consiste en encontrar un campo
vectorial u, en este caso correspondiente al campo magnético, que minimice el potencial

&) = f(%w Xy = f)dx,
Q

conV-v=0nxv=0en0Q (donde n representa la normal exterior al borde de Q)
y A un pardmetro fisico asociado a la permeabilidad ( A = u™" en (2.1)).

De ahora en mds, sin pérdida de generalidad supondremos que u = 1.
El objetivo es encontrar una aproximacién numérica del campo vectorial u que satis-
faga las siguientes ecuaciones, el cual denominaremos Problema de Maxwell:

VxVxu=fen Q (2.2)
V-u=0en Q 2.3)
uxn=0 en 0Q, 2.4)

donde f es tal que V - f = 0 en Q y n representa la normal unitaria exterior a dQ2.
Por un lado, nos interesard la siguiente formulaciéon que puede verse como una pena-
lizacién exacta de la condicion de divergencia libre. Aqui, buscamos u solucién para

VxVxu-V(V-u)=f en Q (2.5
V-u=0 en 0Q (2.6)
uxn=0 en 9Q 2.7)

donde (2.5) no es mas que una forma vectorial de la ecuacion de Poisson ya que:
VXxVxu-V(V-u)=-Au (2.8)

Aqui la restriccion de divergencia libre en € se reemplaza por una condicién de diver-
gencia libre en 0Q (ver [21]).
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Esto ultimo motiva el enfoque de penalidad exacta donde se busca u tal que
VxVxu-V((V-u)=f en Q 2.9)

Esta reafirmacion del problema es (en principio) muy atractiva desde un punto de vista
numérico. Sin embargo, como veremos mas adelante, esta penalizacion exacta modifica
la configuracion funcional del problema original, lo que lleva a soluciones espurias para
dominios no convexos.

Por otro lado, consideraremos una interpretaciéon mixta del Problema de Maxwell que
consiste en introducir una funcién p escalar desconocida que desempefia el papel de un
multiplicador de Lagrange para la restriccion de divergencia libre (2.3). Para el mismo
dato f, el par (u, p) debe satisfacer las siguientes ecuaciones:

VxVxu-Vp=fen Q (2.10)
V-u=0en Q (2.11)
uxn=0 en 0Q (2.12)

p =0 en 0Q. (2.13)

Observacion 2.2.2. Veremos que p desaparece en un determinado contexto, lo cual nos
llevard al problema expuesto al principio del capitulo.

A groso modo uno podria ver que:

(Problema de Maxwell (2.2)-(2.4)) < (2.5)-(2.7) < (2.10)-(2.13).

De hecho, esta claro que una solucién del Problema de Maxwell (2.2)-(2.4) satisface
tanto (2.10)-(2.13) (con p = 0) como (2.5)-(2.7). A la inversa, supongamos primero que
(u, p) es una solucién para (2.10)-(2.13). Obviamente u cumple con el Problema de Max-
well si p = 0. Para probar esto, basta con aplicar el operador de divergencia a (2.10). En
virtud que V - f = 0, vemos que p satisface

Ap =0 en Q (2.14)
p=0 en 0Q (2.15)

cuya unica solucién se sabe que es p = 0. De manera similar, si u es una solucién de
(2.5)-(2.7), entonces u satisface el Problema de Maxwell siV-u=0.Sip=V-uyse
aplica el operador V- a (2.5), se muestra que p satisface nuevamente (2.14) y (2.15), y se
sigue la misma conclusion.

Este planteo podria ser falso, ya que depende del espacio funcional en el que se busca
u. En efecto, el hecho de que la dnica solucién del problema (2.14)-(2.15) sea la nula se
mantiene siempre que p sea lo suficientemente regular. Se puede ver que, por ejemplo, si
el dominio es un poliedro no convexo, el conjunto de soluciones en L? de este problema
homogéneo consiste incluso de un espacio de dimension infinita. Por lo tanto, es necesario
precisar el marco funcional asociado con estos tres problemas y la interpretacion correcta
de las ecuaciones.

El siguiente lema, serd de utilidad para los préximos resultados que expodremos.



2.2. FORMULACIONES DEL PROBLEMA 21

Lema 2.2.1. La forma bilineal a(v,v) = (VX v,V xVv)+(V-v,V.v)define una norma en
Hy(curl, div) = {v € Hy(curl) : V - v € L?} equivalente a su norma natural y por lo tanto
(V x -,V x-)define una norma en Hy(curl,div 0) = {v € Hyp(curl) : V-v=0 en Q}

Demostracion. Sea || - ||. la norma inducida por la forma bilineal a, dada por
IvIl. = IV X v[[ + [V -],

para v € Hy(curl, div).
Por otro lado sabemos que la norma natural en H(curl, div) es equivalente a

IVl zceurt.div) = IVl zeurty + V] Ecdiv)-
Para probar la equivalencia entre las normas || - |l y || - ||z (curaivy Vamos a probar que
” : ”* < ” . ”H(curl,div) y ” : ”H(curl,div) < ” : ”*

Por un lado tenemos que, para v € Hy(curl, div),

IVl tceurt,aiv) = IVl Eceurty + V] Ecaiv)
2 IV V[ + V-] = [v]l..

Por otro lado, dado que para cualquier v € Hy(curl) tenemos que ||[v|| < ||V X V|| + ||V - v]|
(ver Corolario 3.51 en [27]) se tiene

IVl tceurt,aiv) = IVl Eceurty + 1Vl acaiv)
SV XV + (V- v = [v]l..

Como Hy(curl, div 0) hereda la norma de Hy(curl.div) y por lo visto anteriormente || - |,
define una norma Hy(curl, div 0).
Sea v € Hy(curl, div 0),

VIl = IV X VI +[[V -] = [V X V.
Por lo tanto, (V X -, V X -) define una norma en Hy(curl, div 0). |

Dado que para la resolucién numérica se utilizard una formulacién débil de las ecua-
ciones de los problemas expuestos anteriormente, repasaremos algunas identidades de
Green que usaremos en la deduccién de cada formulacién cuya demostracion incluiremos
por completitud.

En primer lugar recordemos que la formula estdndar de integracién por partes para
funciones u,v : R — R esta dada por

fu-ﬂdx:—f%'v+ (u-mn;)-vdsS. (2.16)
Q i o 0x; fi'e)

donde n; es la componente i de la normal exterior a 0Q.
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Proposicion 2.2.1. Sea Q c RYy dQ su frontera. Dadas u y v campos vectoriales (con la

regularidad necesaria en cada caso) se tiene que:

f(Vxqu)-vdX = f(qu)-(va)dx+f(qu)-(nxv)dS, 2.17)
o Q o0

fV(V-u)-VdX
Q

donde n es la normal exterior a 0€Q.

f(V.u)~v-ndS—f(V~u)(V-v)dx,
00 Q

(2.18)

Demostracion. Supongamos que V X u = (w,w,,w3) y que v = (v, V2, V3), entonces

usando (2.16) se tiene,

0 0 0 ow, 0 0
f(Vxqu)-vdX:f AL AL A R Wl)'(vl,vz,v3)dx
o Q

8x2 8)63 (9x1 8X3 ’ Bxl 0)62

= Vi — Vi — V) + %) V3 —
| Ox, 0x3 0x 0x3 ~0x 0xy
[ (')vl + 6\/1 + 3v2 8\}2 3V3
= W3 + Wy + W3 — W — — Wy
ol axz 6)63 6x1 8X3 6x1

_ f >8W3 8W2 8W3 8W1 6W2 8W1
Q

|

dx

—f [-(W3-ny)-vi+ Wy n3)-vi+ (W3- -ny)-vy—(w-n3)- v
80

—(wy-ny) - vz + (wy - np) - v3]dS

6v1

_fw Ovs 92 L (O 9 (22 0 g,
~ Ja "0x,  axs Noxs  ox Nox,  ox

—f (Wi (va-n3—=v3-my)—wy-(v3-n;—vy-n3)
00
+W3‘(V1 ‘l’lz—VQ'I’ll)]dS

:f(qu)-(va)dx— (Vxu)-(mxv)ds.
Q 0Q

De esta manera queda probada la identidad (2.17).
Probemos ahora (2.18). Supongamos que V - u = p.

op Op O
f V(V-u) - vdx = f (—p,—”,—”)-(vl,w,w) dx
Q o \0x; 0x; 0x;3

+ | (prvi-m+p-vy-Mm+p-vs-n3)dy
0Q

:—f(V-u)-(V-v)dx+f(V-u)-v-ndx.
Q 0Q
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Proposicion 2.2.2. Sea Q c R? y 0Q su frontera. Dado w un campo vectorial y q : R —
R (con la regularidad necesaria en cada caso), se tiene que:

f(V-u)-qu = fu-q-ndS—fu-qux, (2.19)
Q 0Q Q

donde n es la normal exterior a 0

Demostracion. Consideremos que Q C R3. Al igual que en las demostraciones previas
utilizaremos la identidad (2.16). Supongamos que u = (uy, uy, u3). Veamos (2.19).

ou, Ou, Ous
V-u -gdx = -1, = = .4l4d
fg( u) - g dx fg(axl q+ax2 q+ax3 q) x

+f(u1-q~n1+u2-q~n2+u3'q-n3)dS
0Q

:—fu-qux+f u-g-nds.
Q 0Q

Vamos a considerar tres formulaciones al Problema de Maxwell, las cuales veremos
que son equivalentes pero solo una serd de mayor utilidad para nuestro problema, ya que
las restantes nos puede llevar a “malas” soluciones en determinados contextos.

O

2.2.2. Formulacion Maxwell (curl)

Sea v € Hy(curl, Q) una funcion test. Multipicando por v en (2.2) de ambos lados de
la igualdad, luego integrando y aplicando (2.17) se tiene:

f(Vxqu)-vdx:ff-vdx
Q Q

f(qu)-(va)dX+f(qu)-(nxv)dx:ff-vdx
Q 00 Q
(Vxu,Vxv)=(v),

pues (n X v)|sq = 0.
Asi obtenemos una primer formulacién para el problema de Maxwell.

Maxwell (curl):

Encontrar u € Hy(curl, Q) tal que

(Vxuw,Vxv)=(,v) Vve Hycurl,Q) (2.20)
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La existencia de la solucion a “Maxwell (curl)” se puede demostrar restringiendo el
espacio de los campos de prueba a H(curl, div 0), que estd permitido por el siguiente
lema.

Lema 2.2.2. Toda v € Hy(curl, Q) se puede descomponer como v = vy + V¢ donde

vo € Hy(curl,div0) y VXvy=VxXxv
peH, y Ap=V-Vv

La demostracién de este resultado se puede seguir a partir del Teorema 3.2 de [19].
El siguiente lema también nos sera de utilidad y su demostracion puede seguirse a
partir de [2].

Lema 2.2.3. Sea ¢ € Hy(Q), entonces V¢ € Hy(curl, Q).

Notando que para un campo de prueba v = V¢ con ¢ € Hé (), ambos términos de la
ecuacion variacional (2.20) desaparecen ya que asumimos que f es tal que V- f = 0, y el
Lema 2.2.3 nos permite concluir que “Maxwell (curl)” es equivalente a

Maxwell (curl, div 0):

Encontrar u € Hy(curl, Q) N H(div 0, Q) tal que
(Vxu,Vxv)=({f,v) VveHylcurl,Q) N H(div 0,Q)

Proposicion 2.2.3. Las formulaciones “Maxwell (curl)” y “Maxwell (curl, div 0)” estdn
bien definidas y son equivalentes.

Demostracion. Como mencionamos antes, la equivalencia resulta del Lema anterior to-
mando como funcién de prueba v = V¢, con ¢ € H!, en la formulacién “Maxwell (curl)”.
Para la buena definicién de ambas formulaciones utilizaremos el Lema de Riesz y el lema
2.2.1. Basta ver que el funcional bilineal a(u, v) = (VXu, VXxv) es continuo en Hy(curl, Q)
y en Hy(curl, div 0). En efecto, sean u, v € Hy(curl, ), como a(:, -) define una norma en
H()(Clll'l, Q)a ” : ”Ho(curl)’ se tiene que |Cl(ll, V)l < ||u||H0(curl)||V||H0(curl) lo que dice que a(" )
es continua y por el lema de Riesz existe una tnica solucién en Hy(curl). Andlogamente
siu, v € Hy(curl, div 0), como a(-, -) define una norma en Hy(curl, div 0) (|| - [|zy(curldiv 0))s
por lo visto en el lema 2.2.1, entonces se tiene |a(u, V)| < |||, curt.div 0)|[V]| Ho(curldiv 0) 10
que dice que a(-,-) es continua en Hy(curl, div 0) y por lo tanto existe solucion Unica en
este espacio. O

2.2.3. Formulacion de penalizacion exacta

Sean v € Hy(curl, Q) N H(div, Q) una funcion test, y supongamos que f € L*(Q).
Multiplicando por v en (2.5) de ambos lados de la igualdad, luego integrando y aplicando
las identidades (2.17) y (2.18) se tiene:
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f(Vxqu)-vdx—fV(V-u)-vdX:ff~vdx
Q Q Q

f(qu)-(va)dx+f(V><u)- (nxv)dS -
Q oQ

(f (V-u)-v-ndS—f(V-u)(V-v)dx):ff-de
0Q Q Q

Vxu,Vxv)+(V-u,V-v)=(f,v)

puesnXv=0yV-u=0enoQ.
De esta forma tenemos la siguiente formulacién debil.

Penalizacion Exacta:

Encontrar u € Hy(curl, Q) N H(div, Q) tal que

(VXw,VxVv)+(V-u,V-v)=E,v) VYve Hyeurl,Q)n H(div, Q) (2.21)

Proposicion 2.2.4. El problema de “Penalizacion Exacta” estd bien definido y la solucion
coincide con la de “Maxwell (curl)”.

Demostracion. Sea a(u,v) = (Vxu,Vxv)+ (V-u,V-v). Este funcional es bilineal y
continuo. En efecto, la bilinealidad es directa de la linealidad del rotor y de la divergencia.
Ahora dado que a define una norma en Hy(curl, Q) N H(div, Q) por el lema 2.2.1, se tiene
que |a(u, v)| < |[ulllgycurt.div)| VIl currgiv)- Asi este funcional es continuo y por el Lema de
Riesz el problema tiene solucion unica, es decir, esta bien definido.

Ahora supongamos que u es solucién de (2.21) y que V - f = 0. Pongamos p = V- u
ysea¢ € Hé solucion de A¢ = p. Tomemos ahora v = V¢ y reemplacemos en (2.21), asi
obtenemos ||p|| = 0 (pues (f,v) = (£, Vg) = (V-f,¢) = 0 por (2.18)), lo que implica p = 0.
Entonces se puede concluir que u es solucién de “Maxwell (curl)”. O

2.2.4. Formulaciones Mixtas: curl y curl-div

Consideremos ahora la interpretacion mixta del Problema de Maxwell introducida an-
teoriormente en (2.10).

Sean v € Hy(curl,QQ) y g € H(‘)(Q) funciones test. Multiplicando por v en (2.10) de
ambos lados de la igualdad, luego integrando y aplicando (2.17) se tiene:
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f(Vxqu)-vdx—pr~VdX:ff-vdx
Q Q Q
f(qu)(va)dx+f nxvdS—pr-vdX:ff-de
Q 00 Q Q

(Vxu,Vxv)—(Vp,v)=({,v),

pues (n X V)|go = 0.
Ahora multiplicando por g en (2.11), integrando y aplicando (2.19) se tiene:

f(V-u)-qu:O
Q

fu-qu—fu-quX:O
Fle) Q

_(Vq7 u) = 07

pues g € Hj(Q).
Asi obtenemos la siguiente formulacion para el problema.

Formulacién curl:

Encontraru € Hy(curl, Q) y p € Hé(Q) tal que

{ (Vxu,Vxv)—(Vp,v) =({,v) Vve Hy(curl,Q)

—~(Vg,u) =0 Vg€ HyQ) (2.22)

Ahora si tomamos v € Hy(curl, Q) N H(div,Q) y g € L*(Q) como funciones tests.
Razonando igual que antes para (2.10) y usando (2.18) tenemos:

f(Vxqu)~vdx—pr-vdX:ff'vdx
Q Q Q

f(qu)(va)dx+f(qu)-(nxv)dS—(f p-(v-n)dS—fp-(V-v)dx):ff-vdx
Q oQ oQ Q Q
(Vxu,Vxv)+(p,V-v)=(,v),

pues (M X V)|sga = 0y p = 0en 0Q.
Para (2.11) solo multiplicamos por la funcién test g. De esta manera obtenemos la

siguiente formulacién para el problema.

Formulacion curl-div:

Encontrar u € Hy(curl, Q) N H(div, Q) y p € L*(Q) tal que
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{ (Vxu,Vxv)+(p,V-v) =({,v) Vve Hy(curl, Q) n H(div, Q)

(¢.V-u) =0 Vgel*Q) (2.23)

Proposicion 2.2.5. La “Formulacion curl” y la “Formulacion curl —div” son equivalen-
tes y la solucion es (u, 0) donde u es solucion de “Maxwell (curl)” (o “Maxwell (curl,div

0)”).

Demostracion. Veamos la equivalencia de ambas formulaciones (en la proxima seccién
mostraremos la buena definicion).

En primer lugar asumiremos que V - f = 0. Supongamos que u es solucién de la “For-
mulacién curl”,y dado que VX (Vp) = 0, se tiene que v = Vp estd en Hy(curl, Q) (usando
el Lema 2.2.3) y por ende la podemos tomar como funcién test en la “Formulacion curl”.
En efecto, como por (2.19) tenemos que (f,Vp) = (V - £, p), de la primera ecuacién de
esta formulacién se obtiene ||[Vp|| = 0. Luego, como ademds p = 0 en 9€2 concluimos que
(u, 0) es solucién de “Formulacion curl” con u satisfaciendo “Maxwell (curl)”.

Por otro lado, si u es solucién de la “Formulacion curl — div” satisface “Maxwell
(curl,div 0)”. En efecto, sea ¢ € Hé(Q) tal que A¢p = p, y tomemos v = V¢. Como
VxVep=0yV-(Vp) = Ap € L*(Q), entonces v € Hy(curl, Q) N H(div, Q). De esta
manera, dado que V- v = A¢ = p de la primera ecuacion de la formulacién se sigue
que ||pl| = O (pues, (f,Vg) = (V - £,¢) por (2.19) y el hecho que ¢ = 0 en 9Q2). Por lo
tanto p desaparece haciendo que (u, 0) sea solucién con u solucién de “Maxwell (curl,div
0)”. O

2.3. Operadores, normas y buena definicion del Proble-
ma

A continuacion definiremos los operadores (funcionales) y las normas que, teniendo
en cuenta la “Formulacion curl”, usaremos a lo largo del trabajo.

Definicion 2.3.1. Para u,v € Hy(curl,Q) y p,q € Hé(Q), se definen los siguientes ope-
radores:

au,v) =(Vxu,VxXv)
b(V’ 61) = _(an V)
c((u, p), (v,q) = a(u,v) + b(v,q) — b(u, p)

Observacion 2.3.1. El signo negativo en el tercer término se justifica a partir de que
en (2.22) podemos multiplicar la segunda ecuacion por —1 dando lugar a un problema
equivalente. El propdsito de este cambio se verd reflejado en la prueba de resultados que
se expondrdn mas adelante.
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Definicién 2.3.2. Para v € Hy(curl) y g € Hy(Q), Se definen las siguientes normas:

1
IWlroceurty = ZIVI+ 11V X V]

1
llgllh = llgll + 1IVql

1/2
1V, glll = V1l ttcurny + € lglly
con € = €(Q) una constante para que las normas sean consistentes.
Llamaremos V' y Q a los espacios Hy(curl, Q2) y Hé (€Q2) respectivamente.

Observacion 2.3.2. Si B es el operador tal que {Bv, q) = b(v, q), entonces Ker(B) = {v €
V/b(v,q) =0V q e Q}.

Antes de probar la buena definicién del problema (2.22) introduciremos la desigual-
dad de Friedrich-Poincaré (expuesta en [27]) que nos serd de utilidad para la prueba de
la buena definicion. Antes mencionaremos el siguiente Lema, cuya demostracion puede
consultarse en (ver [1] y [31]).

Lema 2.3.1. Si Q es un dominio Lipschitz acotado el espacio H(curl, Q) N H(div 0, Q) es
compacto en L*(Q).

Lema 2.3.2. (Desigualdad de Friedrich-Poincaré)

Supongamos que Q es un dominio acotado y Lipschitz. Si Q es simplemente conexo con
borde conexo. Entonces existe una constante C > 0 tal que para todo u € Hy(curl, Q) N
H(div 0, Q) se tiene

1
Zlull =< ClIV X ul (2.24)

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso. Entonces existe una sucesion {u,}, C
Hy(curl, Q) n H(div 0, Q) tal que ||V X u,|| < % y |[a,|| = 1 para todo n. A través del Lema
2.3.1, como Hy(curl, Q)N H(div 0, Q) es compacto en L?(Q2), existe una subsucesién {u, }
tal que u,; — uen L?(Q) cuando j —> oo para algiin u en Hy(curl, Q) N H(div 0, Q).

A partir de esto se tiene, por un lado que [luf| = I, dado que [lu, || = 1, lo que implica
ademds que u # 0.

Por otro lado se tiene que V-u = 0y que V X u = 0. En efecto, como V - u,; = 0,
tomemos f € C;(£2)

f(V-u)-fdx: lim f(V-unj)-fdx:O Vf ey,
Q I Jao

por lo tanto, V- u = 0.
Para ver que V X u = 0, por lo visto al principio de la demostracion, ||V X u, || < %,
K J

implica que V x u,; — 0 en L*(Q). Tomemos v € Ci ()%,

f(qu) vdx = lim (qun) vdx =0 VVECO(Q)

J—)OO
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entonces V X u = 0.
Esto dltimo implica que existe p € H'(Q) tal que u = Vp.

0:f(V-u)-pdxz—fu-Vde:—||u||2 =u=0enQ,
Q Q

lo que es una contradiccion. O

Recordemos, ademds, la desigualdad de Poincaré para funciones en H,).

Lema 2.3.3. (Desigualdad de Poincaré en Hé )
Supongamos que Q es un dominio acotado y Lipschitz. Entonces existe una constante
C < oo tal que

vl < Clv|. VYve Hé(Q).

Teorema 2.3.1. El operador c satisface la siguiente condicion inf-sup:

c((u, p), (v, q9))

inf >p£>0,
v, gl

(,p)eVXOM0.0} (v 1\eVx 0\ (0,0} (I, pIlIl
y por lo tanto (2.22) estd bien definida.

Demostracion. Afirmamos que a : V X V — R es bilineal, continua y coercitiva res-
tringida a V N H(div 0, Q) (es un subespacio cerrado de V en Ker(B)). En efecto, es facil
ver que a es bilineal y continua. Veamos entonces que es coercitiva. Para esto usaremos
la desigualdad de Poincaré-Friedrich vista en (2.24).

Sea v € VN H(div 0,Q). Dado que a(v,v) = ||V X v||> y que, en virtud de (2.24),
[[vlly = %HV” +]IVx V|| < C|IV x|, entonces ||v||>, < C||VxV|* = Ca(v, v). De esta manera
probamos que a es coercitiva en V N H(div 0, Q).

Por otro lado, b(-, -) es bilineal y continua. Ademas, Y p € Q, dv, € Vcon [|v,|ly = 1 tal
que b(v,, p) > B,lIpllo- En efecto, si tomamos v, = Hg—;’”, satiface que v, € V (por Lema
223)y b(v,,p) = fgvp -Vp = nvlﬂ fQ IVpl* = |IVpll > Clipllp (usando Poincaré ya que
p=0eno0Q).

De esta mandera probamos que a y b cumplen la condicién inf-sup. Mas precisamente
cumplen las condiciones (1.8) y (1.9) del Teorema 1.3.2. Ahora siguiendo la Proposi-
cién 1.3.1 implica que la forma bilineal ¢ cumple (BNB1) y (BNB2), es decir la inf-sup,
probando asi la buena definicion de (2.22). O

Proposicion 2.3.1. Supongamos que f € H(div 0, Q). Las formulaciones (2.23) y (2.21)
estdn bien definidas. Ademds, son equivalentes a (2.22) en el sentido que conducen a la
misma .

Demostracion. Veamos que p = 0 en (2.22).

Tenemos que fQ(V xu)-(Vxv)dx— fQ Vp-vdx = fQ f-vdx Vv e Hy(curl, ). Tomemos
v = Vp. Es claro que v € Hy(curl, Q) (por el Lema 2.2.3). Usando que V X Vp = 0,
tenemos que —||Vp|]* = fgf-Vp dx. Como fo~Vp dx = fmp -(f-n)dS — fQ(V-f)-p dx,
entonces ||[Vp|| = 0O yaque V- f = 0 (pues £ € H(div 0, Q) por hipétesis) y que p = 0 en
0Q. Usando ahora la desigualdad de Poincaré y que p = 0 en 0€2, tenemos finalmente que
p=0enQ.

Por ultimo, aplicando las proposiciones (2.2.5) y (2.2.4) obtenemos lo querido. m|
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2.4. Formulacion aumentada para el problema de Max-
well

En este trabajo estudiaremos una aproximacion numerica para el problema de Max-
well donde se parte de una formulacién aumentada diferente. Veremos en el siguiente
capitulo que en determinados contextos nos serd de interés una formulacion curl.

La idea de esta formulacién aumentada consiste en agregar el término %ZA p alaecua-
cion (2.11). En este caso ¢ > 0 es una constante inherente al problema ya que la misma es
la utilizada para definir las normas consistentes y la cual se desprende de la desigualdad
de Poincaré-Friedrich. La formulaciéon en forma fuerte consiste entonces en encontrar
ueVypeQtalque

VxVxu-Vp =fen Q
~V-u-0*Ap =0 en Q

enQconnxXu=0yp=0enodQ.
Sean v € Vy g € Q. Multiplicando la primer ecuacién por v e integrado obtenemos

f(Vxqu)-vdx—pr-vdx:ff-vdx
Q Q Q

(qu)-(nxv)dS—pr-vdx:ff-vdx
Q

0Q Q

f(qu)-(va)dx—pr-vdx:ff-vdx.
Q Q Q

Para la segunda ecuacién multiplicamos por una funcion de prueba g e integramos
obteniendo
—f(V-u)-qu—€2f(Ap)-qu:O
Q Q

fu-qux—f u-q-ndx+€2pr~qux—f Vp-g-ndx=0
Q oQ Q 0Q

fu-quX+€2pr-quX:O.
Q Q

Donde estas igualdades se deducen de las identidades (2.17), (2.18) y (2.19).

f(qu)-(va)dx+
0

Asi obtenemos la siguiente formulacion.

Formulacion Aumentada:

Encontraru € Vy p € Q tal que

{ a,v) +b(v,p) =, v) WYveV (2.25)

=b(u,q) +s,(p,q) =0 VYgeQ
cons, ={*[ Vp-Vq
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Proposicion 2.4.1. Supongamos que f € H(div 0, Q). Entonces la formulacion (2.25) estd
bien definida y su solucion (u, p) es la solucion de (2.22).

Demostracion. Veamos en primer lugar que p = 0. Sea v = Vp, de la primer ecuacién
obtenemos —||Vp|| = fgf -Vp dx = fQV -f-p dx = 0 pues f € H(div 0,Q). Usando
Poincaré y el hecho de que plso = 0 se deduce que p = 0 en Q.

Para ver la buena definicién consideremos &((u, p), (v, ¢)) = c((u, p), (v, ) + s,(p. q)
y veamos que se cumple la inf-sup para este operador. Por el Teorema 2.3.1 sabemos que

c((u, p), (v, q))

inf "2p>0.

@p\0.0} v 0.0 11w plIIY, gl
. . . ((w,p).(v.9)
De aqui podemos inferir que Y(u, p) € V X Q, Supy g\ 10.0) Tusiivar = B
Ahora, usando como funcioén test (v, g) = (u, p),

¢((u, p), (v.9)) _ c((u, p), (v,q)) + s sp(p, q)
w00 lllw, pllliv, gl w00y I plllllv, gl vgno.01 TTas PV, glll
c((u, p), (v,q)) L IVpll*
~ wanioo I pllllv, glll lIla, plII2

c((u, p), (v,q9)) > B> 0.
v,)\{0,0} [, plllliIv, glll

Tomando infimo sobre (u, p) se obtiene que la condicién inf-sup para ¢ lo que prueba la
buena definicién de (2.25).

Esta buena definicion junto con el hecho de que p = 0 en Q muestra que la solucion
de (2.25) es (u, 0), es decir, la misma solucién de (2.22). O



Capitulo 3

Aproximacion Numérica

En este capitulo vamos a presentar un método de tipo P, P, estabilizado para la formu-
laciéon aumentada (2.25).

Sea 77, una particiéon de Q en un conjunto de elementos {K}. Para cada elemento K
denotamos por /g su didmetro y definimos el tamafio de la malla como & = maxker, k.

Sea N,(Q2) = {v, € C(ﬁ)/vth € P, Y K € 7,}, donde P, denota el espacio de poli-
nomios de grado menor o igual que p. Este es el tipo de espacio que vamos a considerar
para las variables escalares y para todas las componentes de las variables vectoriales. Es
un espacio de funciones H'-conformes, ya que los funciones aproximantes de este espacio
resultan ser continuas y pertenecen a H'(Q).

Antes de comenzar con el andlisis del método numérico recordaremos las siguien-
tes estimaciones inversas que se tienen para particiones quasi-uniformes (i.e., familias
de triangulaciones para las cuales existe una constante o tal que hy > oh): Existe una
constante C;,,, independiente de A, tal que

IVvillox < Cinhi' Ivallo.x (3.1
1AVAllo.x < Cinhi 11V vallox (3.2)

para toda v, funcién de Elementos Finitos definida en K € 77,. Estas desigualdades pueden
usarse para escalares o vectores (ver, por ejemplo, [11]). .

A continuacién mostraremos que sucede en el caso particular en un dominio no con-
vexo con la formulacion basada en (2.23) y (2.21). Recordemos que se defini6 V =
Ho(curl, Q) ya Q = Hy(Q).

3.1. The Corner Paradox

Aunque todas las formulaciones introducidas anteriormente en el Capitulo 2 son equi-
valentes, estables y consistentes, las aproximaciones numéricas basadas en las formu-
laciones curl-div (2.23) o de penalizacion exacta (2.21) pueden conducir a soluciones
espurias en dominios no convexos (por ejemplo, dominios con esquinas reentrantes). A
partir del trabajo de Costabel en [15] se puede dar una justificacion a esto.

Si consideramos, para u 'y v en Hy(curl, Q) N H'(Q), las formas bilineales ay(u, v) =
(Vxu,Vxv)+((V-u,V-v)ya,v) = (Vu,Vy) siguiendo el Teorema 4.1 de [15]

32
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se puede concluir que ambas formas bilineales coinciden. Mas atin, implica que la forma
bilineal a, es coercitiva con la norma de H'(Q) (ver [19], pag. 52), es decir que

lully <11V xull® + IV - ulf. (3.3)

Esta coercitividad implica que V N X es un subespacio cerrado de V N H(div, ) para
X € H'(Q) con la norma de H'.
El siguiente Lema lo muestra en una forma general.

Lema 3.1.1. Si Q no es convexo, VN H'(Q) es un subespacio cerrado propio de V N
H(div, Q)

Demostracion. Es claro que VN HY(Q) € V N H(div, Q).
Ahora, tomemos u € VN H(div, Q)\VNH!(Q) y supongamos que existe una sucesion
{u,}, ¢ VN H Q) tal que |lu, — ullvng@ivy — 0 cuando n — oo.

= IV x (w, = wI + IV (w, - w]* — 0

Usando (3.3) se obtiene que |[u, — ul|y1) — 0y como H 1(Q) es cerrado se concluye
que u € H'(Q) lo que es una contradiccion. i

A partir de este resultado podemos inferir que las formulaciones estables en H' no
pueden converger a soluciones en VN H(div, Q) que no pertenecen a VNH!(Q). Podemos
probar que este es el caso si consideremos la siguiente formulacion curl-div: Hallar u,, €
X, c H'(Q) NV tal que

(V X uh,V X Vh) + (V - Uy, V. Vh) = (f, Vh) Yv,e Xh (34)
donde X, es un espacio de elementos finitos conforme H'.

Corolario 3.1.1. Si Q no es convexo, en general 1im;,_ [[u — wpllvariv.o) # 0

Demostracion. Sea {u,},-0 € X, solucién del problema (3.4), luego {u;};-0 € H/(Q) y
tomando v, = u, en la ecuacién (3.4) se tiene que

IV X wil? + 11V - wyll = (£, wy) < lIflll[u]l.

Por otro lado, usando la coercitividad de (Vxu,VXxv)+(V-u,V-v)conlanorma de
H'(Q) se tiene que

sl < IV X wg[| + IV - |

En consecuencia, ||V X u|* + |V - wll* < [Ifllllwall; S IEINAIV X wyll + [V - wgl])

= VX wl[ + IV wll < [l = [lull; <[]l

Concluimos que {u,} estdn uniformemente acotadas en H' y por lo tanto existe algu-
na subsucesion {u; } convergente en H'(Q). Pero si la u estd en V N H(div, Q)\H'(Q),
usando el hecho de que V N H'(Q) es un subespacio cerrado de V N H(div, Q) entonces
lim,, _ow,, =0 €VN H!(Q) y por lo tanto @ # u. Se concluye entonces que la sucesién
{u,} no puede aproximar elementos de V N H(div, Q) que no pertenecen a VNH!'(Q). O
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Este resultado implica que las aproximaciones basadas en (2.23) y (2.21) no pueden
“capturar” soluciones del problema (2.22) que no estén en VNH!(Q) y por lo tanto no son
en general adecuadas para resoluciones numéricas. Este tipo de soluciones se llaman “no
suaves” o “singulares”. La clave de este resultado es el control espurio sobre la divergencia
de las aproximaciones basadas en (2.23) y (2.21), lo que implica que todo el gradiente esta
uniformemente acotado en L*(Q), y que u, es una funcién que estd en H'(Q) para todo h.

Sean V, ¢ Vy Q,, € Q espacios de Elementos Finitos. Consideremos la aproximacion
del problema (2.22), es decir, encontrar u, € V, y p; € O, tal que:

(3.5)

{ a(,, vy) + b(vy, pp) = E,vy) Vv, €V,
b, q1) =0 Y qn € O

donde los operadores a y b estan definidos por a(u,v) = (Vxu,V X Vv)y b(v,p) =

—(Vp,v).
La teoria de los Métodos Mixtos, expuesta en el Capitulo 1 y lo probado en el Capitulo
2, nos garantiza que este problema tendra solucion si la forma bilineal

cQy, pr; Vi, qn) = a(y, Vi) + b(vy, pp) — b(ay, g,)
satisface:

c(y, sV,
nf sup Wy, Prs Vi, qn)
(llh,Ph)EVhXQh\(OaO) (Vll,qh)EVhXQh\(an) |||u/‘l’ ph”””vl’H Qh”

2> 0 (3.6)

para B85 > 0 uniforme con respecto a & (ver [10]), donde recordemos que |||vy, gxll| =

Vally + €21igll;.
No se sabe si existe alguna interpolacién nodal para V;, X Q) que satisfaga esta condicion
inf-sup. Sin embargo, se satisface cuando V, estd dada por los elementos de Nédelec (o
borde); esos elementos solo pertenecen a H(curl; 2), ya que no satisfacen la continuidad
de la componente normal sobre las caras del elemento. Por otra parte, un espacio de
Elementos Finitos nodal se puede utilizar para el espacio Q) (ver, por ejemplo, [30]).

Como resultado, los Elementos Finitos nodales solo se han usado con la formulacion
“mala” (3.4), lo que lleva a soluciones espurias para dominios no convexos, por ejemplo,
dominios con esquinas reentrantes. Por otro lado, la formulacién “buena” (3.5) se ha
restringido a los elementos de borde, ya que satisfacen (3.6). Dado que el problema es el
hecho de que una formulacion curl-div no es adecuada para propdsitos numéricos, se ha
propuesto una estabilizacion de Elementos Finitos nodales en [13]. La idea clave de este
enfoque es introducir un peso en el término div-div de penalizacién en (3.4) que depende
de la distancia a las singularidades. El problema resultante se plantea en un espacio de
Sobolev con pesos que satisface una propiedad de aproximacion.

En esta tesis presentamos, siguiendo el trabajo de Badia&Codina [5], una nueva for-
mulacién mixta y una correspondiente aproximacion de Elementos Finitos estabilizada
que se puede resolver con Elementos Finitos nodales. La formulacion que se propone se
puede utilizar autométicamente para cualquier problema sin la necesidad de saber donde
estan las singularidades y de definir una funcién de ponderacién alrededor de cada singu-
laridad.
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3.2. Estabilizacion por FEM y aproximaciones nodales

Este nuevo enfoque puede verse como una discretizacion estabilizada basada en re-
siduos de la formulacion aumentada exacta (2.25), aunque simplemente se establecerd el
método sin una motivacion heuristica adicional. La formulacion de Elementos Finitos que
se propone esté disefiada para espacios de Elementos Finitos conformes con H'.

SeaV, = Ni(Q)NVy Q= N(Q)N Q para k,[ > 0 el 6rden de aproximacion para u
y p, respectivamente. Como no hay restriccion entre k y [, y se permiten aproximaciones
de igual orden, supondremos / = k. Entonces se buscau, € V, y p, € Q) solucion de

{ a(uy, Vi) + b(Vi, pp) + su(p, vi) = £, v;) Vv, €V, 3.7
=b(w, q) + sp(prgqn) =0 Y gn € Oy
donde
sp(Pns @) = € fg Vpi - Vau dx (3.8)
y el término de estabilizacion estd dado por
h2
SulW Vi) = )"y f SV wV v, dx (3.9)

KeTy, K

con ¢, una constante algoritmica.

Se puede ver facilmente que (3.7) es una aproximacion de Elementos Finitos basada
en residuos de la formulacion aumentada (2.25) (ver [12], [23]). El pardmetro de esta-
bilizacion culz,—%; debe proporcionar un método dimensionalmente consistente y se puede
justificar heuristicamente mediante el uso de técnicas de transformadas de Fourier (ver
[6D.

El beneficio de este enfoque es doble: nos permite eludir la necesidad de tener que
probar una condicién inf-sup y estabilizar problemas singularmente perturbados.

La razon por la cual el término s, es necesario se hace evidente a partir del analisis
tedrico y la experimentaciéon numérica. Cuando 7 — 0 este término desaparece y el méto-
do no es un algoritmo curl-div.

Definimos la forma bilineal c;, que resulta de adicionar a la forma bilineal ¢ los térmi-
nos de estabilizacion s, y s,, es decir,

cs((s, pr); Vi, gn)) = (g, pr)s (Vis gn)) + Su(Wh, Vi) + 5,(Phs G)-

3.2.1. Analisis de estabilidad

Nuestro interés ahora es demostrar que la foma bilineal ¢, es estable respecto de la
norma:

2

1/2
h
V55 gallli = 11V X VIl + (Z 2V vhué,KJ + IV gyl

KeTy,
Es importante mencionar que esta norma depende de la malla.
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Lema 3.2.1. La forma bilineal c; : V;, X Q) X V, X Q) — R es coercitiva con respecto a
la norma |||, |||

Demostracion. Sea (Vi qy) € Vi X Qp, veamos que ¢,((Vi, g1); (Vi g4)) = CllIVy, glll; para
alguna constantes C > 0.

Cs((Vis qn)s (Vis qn)) = a(Vi, Vi) + Vi, qn) — b(Vi, q1) + $u(Vis Vi) + $p(qns qn)

= a(Vh’ Vh) + Sl.l("h» V/’L) + Sp(CIh» C]h)

h? 1
=1V xvill? +| Y KNV il | + CIValP 2 S gl
KeTy, ¢ 3

O

Observacion 3.2.1. Esta norma no es suficiente para fines numéricos, ya que no propor-
ciona explicitamente control uniforme con respecto a h en L*(Q).

El siguiente lema soluciona este problema.

Lema 3.2.2. La solucion (w,, ay,) € V;, X Qy, del problema

cs((Wh, an), (Vi, gn)) = F, Vi) +(G,qn) Y (Vi,qn) € Vi X Q, (3.10)

para ¥ € V' y G € O, satisface |||lWy, aplll < W4, gallln + 1IGllor-
Ademds, Y (v, qn) € Vy, X Oy, tenemos |||V, gullln < Vi, galll-

Demostracion. Por la condicién inf-sup expuesta en (3.6), podemos garantizar que existe
(W,a@) e Vx Qtalquel|w,a@|| =1y

c(Wn, ap; W, @) 2 ll[wy, aslll
Sea S Z,(-) el interpolador de Scott-Zhang (ver [8]) en el espacio de elementos finitos

correspondiente (puede ser V, o O, y quedaré claro por el contexto al hacer la cuenta).
Sabemos que existe una constante C > 0 tal que

v =SZyWllmx < ChA ™" Mliwgs  m=0,1, (3.11)

donde wg := Jgnk+o K’ Luego tenemos que
c(Wp, ap W, @) = c(Wp, aps W, @ — SZp(@)) + c(Wy, a3 0, S Z,(@)).
Acotamos el primer término de la siguiente manera
c(wp,ap, W, — SZ(@)) = a(w,, W) + b(W,a) — b(w,,& — SZ(&))

S IV X Will[[V X W+ IV W g curty + Z IV - wallo.xll@ — S Z(@)llo.x
KeTy,

SNV X WiV X W+ Va1l g eurty + Z hilIV - Wllo kll@ 1wk
KeTy,

< W, @AV < will + Z hillV - Willo.x + [IVall) (3.12)
KE(]—;,
< (11w, @llllliwi, azullln (3.13)
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En la pentiltima desigualdad estamos usando las siguientes desigualdades

W ~ W Hy(curl) ~ N, Y
IV X Wl <[[wl| < I, alll
W] <IW g curty < 11V, @]

llell, <lliw, alll
Usando que (w,, @;,) es solucion de (3.10), entonces

c(Wy, @330, S Z(@)) = (G, S Zy(@)) — sp(an, S Zy(@))
< Gl IS Zw(@)llg + IV ellIVS Zi (@)l
< (Iwr, anllln + 1GlloH)IIW, &ll|

En la dltima desigualdad estamos usando la continuidad de S Z,(-) en H'.
Por la condicién inf-sup (3.6) para c(-, -) y usando que [||W, &||| = 1 se tiene

W5, anlll < c((Wh, ap), W, @) < |[IWh, anllln + (W, apllls + IGllo)
S wa, sl + IGllor

De esta manera, queda probada la cota superior para || - [||.
Para la cota inferior, usando que ||V - v,llox < C,-,,vhl‘(lllvhllo,K. Se tiene

2

1/2
hK 2
Iiwh. @l = 19 5 wall +| > IV -wills |+ Vel
KeTy,

2 1/2
K -2 2

<IVxwill +| 3 ZChidlwillic |+ AVal

KeTy,

S IV X will + [[will + [[Vayl|

= [[IW, anlll.
Y asi se obtiene que [[[W, aullli < [I[W, aulll. O

Observacion 3.2.2. El lema previo pone en evidencia la importancia de ||V - w|| en el
término de estabilizacion que resulta esencial para poder acotar (V - w,& — SZ(@)) en

(3.12).

Corolario 3.2.1. La forma bilineal c; : V, X Q, XV, X Q;, — R es continua con respecto
a la norma ||| - |||

Demostracion. Sean (wy,, pp) € Vi, X0ny (Vi, gn) € Vi, X Q), tomando médulo y aplicando
desigualdad triangular se tiene

les((n, pr)s (Vi @)l < ey, pr)s (Vi @)l + 18,(Prs @)l + [su(y, v1)
————
(D ) 3)

1. Dado que el operador c es continuo respecto a ||| - |||, tenemos que

(i, pi); (Vi )l < Mg, pallllllve, galll-
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f Vpu - Vg,
Q

donde la tltima desigualdad se deduce de que |[Vpullo < llpalli < s, palll y andlo-
gamente para g.

< CIVpallVaall < g, palllitva, galll,

|5, (Prs gl = €

2

hK
< ) V- willokllV - villok
KeT),

hZ
[su(up, Vi)l < Z Cu f LV .wV-v,

2
KE(]—;, K f

2

h
K -1 -1
< 2 ey ol Tunllo g Cahid Ivallo < s, pilllIvi. gl
(x) KeTy

donde en (*) estamos usando la desigualdad (3.1).

Juntando (1), (2) y (3) obtenemos

les((n, pr); (Vi g < Mg, palllllive, galll,
lo que prueba la continuidad respecto de ||| - ||| O

Corolario 3.2.2. El problema (3.7) estd bien definido, es decir admite una tinica solucion
(uy,, pr) y vale la siguiente desigualdad.: |||y, pplll < |If]l.

Demostracion. Por el lema 3.2.1 tenemos por un lado que ¢, es coercitiva respecto a
Il -1ll» y dado que en el problema (3.7), G = 0, por el lema anterior se tiene que |||luy, pilll <
Iz, pallls-

= i, palll® < c5(ay, pis s, pa) (3.14)

Esto nos dice que (3.7) es un sistema de ecuaciones con una matriz definida positiva.
Por lo tanto el sistema tiene solucién y dicha solucién es tnica. Por otro lado, usando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (f,uw,) < |[f|[|lu,|l < [If]ll[[as, pulll (en la
segunda desigualdad estamos usando que |[u|| < |||y, pxlll). Como c(wy, py;ay, pr) =
(f,u;,) y vale (3.14) concluimos que |[|u;, pxlll < [If]l. O

3.2.2. Estimacion del error

Como se dijo anteriormente, los métodos numéricos basados en la formulacién curl-
div no convergen en el caso de soluciones singulares debido a la falta de una condicion de
aproximabilidad (ver Corolario 3.1.1). La formulacién (3.7) evita este problema, ya que
tanto la estabilidad como la continuidad se mantienen para la misma norma ||| - ||.

Para definir la funcién de error de interpolacion, utilizaremos el siguiente resultado. La
prueba se puede ver siguiendo [1] (Proposicion 3.7) y [22] (Lema 4.2).

Lema 3.2.3. Si v € VN H(div, Q), entonces v € H'(Q) para algiin niimero real r > 1, y
se tiene
MVl @ S IV X VI + IV - .
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El lema anterior conduce al siguiente resultado, que se utiliza en la definicién de la
funcidén de interpolacion de errores.

Corolario 3.2.3. Toda funcion v € V N H(div, Q) pertenece a L>(0K) para todo K € T,

Demostracion. Como consecuencia del lema anterior, v € H'(K) para algun r > % Ahora,

usando un teorema de trazas para espacios de Sobolev faccionarios (ver, por ejemplo, [16],
. 1

Teorema 1), se obtiene que v € H~2(dK), lo que prueba este resultado. O

Definicion 3.2.1. Se define

Ey,(u,p)=  inf  o(a—w,p—r;)

(Wr,rn)EV X Q)

donde
h 1/2
o(v,q) =llv. qlll + [Z 7§IIV|I§,5K]

KeTy,

Teorema 3.2.1. La solucion (uy, p,) del problema (3.7), para la familia de particiones
{Th}ns0, aproxima a la solucion continua (u, p) del problema (2.22) en el siguiente senti-
do:

llw, —w, p, = plll < Ex(u, p)

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion 2.4.1 y el hecho que V - u = 0 tenemos

que c;(u, p; Vi, q) = c(W, p; Vi, @n)+5,(W, vi)+5,(p, gn) = (£, v,). Luego ¥ (Wy, pr) y (Vi, qi) €
V, X O se tiene que

Cs(Wy — Wi, P = Ty Vi @n) =Cs(W = Wy, P — 135 Vi, qp) = ¢(W = Wy, P — T4 Vi, G)

+ su(u =Wy, V) + 5,(p — 1. qi),

debido a que tanto el lado izquierdo como el derecho de la igualdad son iguales a (f, v;).
Por un lado tenemos que,

h2
Su(W— Wy, V) = Z cuf—"V-(u—Wh)V-vh

KeTy, K 62
hi
=- Z Cufﬁ(u_wh)'v(v'vh)
KE(]—;, K
h2
+ Z cuLK?;(u—wh)~nV-vh
KeTy,

h2
s D caplo=willoxlV(V - Vi)l

KeTy,

h2
K
+ ) cugalin = willoagllV - Villoax. (+)

KeTy,
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donde en la segunda igualdad estamos usando (2.19) y para la desigualdad utilizamos la
desigualdad de Holder.

Teniendo en cuenta las desigualdad (3.1) y que vale [|¢lloox < hl_(l/ 2||¢h||0,1< se puede
ver que

h2
K -1
()< > el = WilloxCinhi IV - Villog
KeTy,

h2
K -1/2
+ ) cugallo = Willoari IV - villok
KeTy,
Y]

2
< hK h—Z
S Cuﬁ”u - Wh”O,K K ||Vh||0,K

KeTy,
2

h
K —1/27-1
+ ) cugalin = willoaxh i Vilox.
KeTy,

(@)

Yy €n consecuencia tenemos que

(1) < llla = wg, p = rullllllve, galll-

Por otro lado, usando la desigualdad de Holder para sumas se obtiene

1
2

h
s [Z I - whné,ak] 1V gl

KeTy,

De esta manera,

1
2

Su(@ = Wi, Vi) S [I[w =Wy, p = rllllllva, galll + { E 72 = Wallo e | [lIVas galll
KeTy

Usando la continuidad de c y de s, tenemos que

cu =Wy, p =13V, qp) < [lla—=wy, p = rallllllva, galll,

Sp(P — Ins qn) < Il = wy, p = rallllllva, galll.

Luego, podemos concluir que

2
cs(u, — Wy, — Iy, Vp, h
W = WP = iV B0) =l | ) P wwill | . B1S)
Vi gl = |
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Si en (3.15) ponemos (v, g,) = (W, — Wy, pj, — 1), entonces

cs(Wy, — Wy, pp — i3 Wy — Wy, Dy — Fy)
lla, — Wy, pr, — rlll

h 1/2
K 2
S llw—wp, p—rlll + ( § ﬁllu - Whllo,aK]

KeTy,

= oW — Wy, p—rp).

Por otra parte, en virtud del lema 3.2.2 con (f,) + (g,") = c;(u — Wy, p—rp; -, )y
usando que

cs(w—=wy, p—r40,q) —-b(u—-w,,q) +5,(p—1h,q)
ligllpy = sup = sup
ge0\{0} ||Q||Q ge0\{0} ”an
u—w,||[IVygll + IIV(p — \Y%
< sup I WllIVall +1IV(p = rillliVall
4eQ\(0) llgllo
= sup (|lu—wul[+[IV(p —r)ID) < llla—wy, p = rilll,
qeQ\{0}

se tiene que

llay, — Wy, pr, = 14lll < 0y, — Wi, pr = allln + [0 = Wy, p = 74l

S vy, = Wy, pr = rallln + 0@ — Wy, p —1y). (3.16)

La coercitividad de ¢, nos permite afirmar que:

2
lw, = Wy, pp, — ralll; < cs(Wy, — Wy, Py — Ty Wy — Wiy, Py — T)
llay, — Wy, pr — rlll - llay, — wg, pr, — 74l

2
= |ay = Wy, pp = 1illl, < Ml = Wi, pr = rilllo(a = wy, p — 1)

2
= |llwy = Wi, pp = 1alll; < (lwy, = Wi, pr = 14llln + 0@ — Wy, p — 1)o@ — Wy, p — 1),

So—wy, p—ry)

Usando que 2ab < éaz + 8b? para cualquier 8 > 0, podemos concluir que

1
B

2 2 2
Wy, — Wi, pr = 1l < slllwg — Wy, pr = ralll, + (1 + Bo( — wy, p —rp)

con S > 0.
Luego, tomando S suficientemente grande en la tltima estimacion junto con (3.16) se
obtiene que

llay, — Wy, pr = 1alll S 0@ =Wy, p—rp).

Por lo tanto,

llw, —w, py = plll = lllw, = Wy + Wy, —w, p — 1 + 1 = plll
< llw = wp, p = rulll + [llw, — Wi, pr = 1alll
So—wy, p—rp))V (Wy, 1) € Vy, X Oy
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Tomando infimo sobre (wy,, r;) € V;, X Q) y en vista de la definicion (3.2.1) se concluye
que
lay, —w, pp = plll < En(u, p)

O

A continuacién, exponemos una de las estimaciones de error a priori. Para esto, antes,
consideremos las siguiente estimaciones ¥ K € T}, (se pueden ver en [13]):

inf [[v-willsxk SACIVILxk 0<s<r<k+1 (3.17)
wLeV),

1’n£ lg—rillsxk S P lgllyk O<s<t<l+1 (3.18)
rn€n

Del siguiente corolario se obtiene un orden de convergencia para soluciones regulares,
que ademas no depende del orden / de la aproximacion para p.

Corolario 3.2.4. Si la solucion del problema (2.22) estd dada poru € H' (Q) con r > 1
= la solucion (uy, py,) del problema estabilizado satisface

-1
e =, p = pulll < A (ull;
cont=min{r, k + 1}

Demostracion. De (3.17) y (3.18) podemos inferir que

inf u—w,o—-nrll <h u
(Whorn)EV X0y ”l h> P h”' ” ”t
en efecto,
lIw = Wi, p = rilll = lla = wally +llp = ralls
. i o
= inf llu—wap—rll < Kl + Rl
(Wh,rn)EVRXOp
-1
=h""lull,

(estoy usando que siu € H'(Q) = u—-w;, € H(Q), y que p = 0 c.t.p)

1/2
— hk 2
= o =Wy p =) = 0= Wi p = rylll+ | 3 ol = Wil
KeTy,

1/2

1 2 2

< llha = wy, p = rll + {Z 2 (I = Wil + o = Wil )
KeTy,

(donde en la ultima desigualdad se esta usando la siguiente desigualdad de traza ||V||(2) PYS
RIVIG ¢ + hglIVVIS ) tomando infimo sobre (wy, 1) se obtiene

-1
o —w,, p = pulll < A~ ull,
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Finalizaremos el Capitulo probando una estimacién del error a priori que puede apli-
carse en el caso de soluciones no suaves bajo una suposicién sobre la particiéon 77, y/o
el grado del polinomio usado en la interpolacion en V). Para esto necesitaremos usar el
Lema 3.2.3 y el siguiente Lema.

Lema 3.2.4. Seau € VNH(div, Q) solucion de (2.22). Entonces, u se puede descomponer
en una parte regular y otra parte singular de la siguiente manera:

u=uy+ Vo,
donde uy e H*"(Q) NV, p € H(I)(Q) N H'*"(Q) para algiin niimero real r > %

Este lema es consecuencia de lo estudiado por Costabel y Dauge en los articulos [13,
14] en el andlisis de las singularidades en el problema de Maxwell.

Como mencionamos anteriormente para probar una estimacién del error para solucio-
nes no suaves debemos hacer una suposicion sobre el espacio de Elementos Finitos de
Vh-

Suposicion 3.2.1. Existe un espacio de Elementos Finitos G, definido sobre la particion
T, tal que para toda funcion ¢, € Gy, se cumple que V¢, € V,. Ademds este espacio
satiface la siguiente estimacion:

inf ||¢ — ¢nllsx < H’
Jnf 119 = @ullx < i ol

paratodo K € Ty, parap € H(K) y0O < s<t<1+k

El Lema 3.2.3 muestra que la solucién u del Problema de Maxwell (2.22) para f €
H(div 0, Q) pertence a H"(€2) para algin r > %

Bajo la suposicion (3.2.1) pero sin hacer ninguna hipétesis respecto a la regularidad
de la solucién, podemos obrtener la siguiente estimacion a priori del error usando la des-
composicion del Lema (3.2.4).

Corolario 3.2.5. Suponiendo que se cumple la Suposicion 3.2.1, la solucion (u,, py,) del
problema (3.7) satisface

1

o= wip = pill 5 ), (h;(nuonm,,( + o

KeTy,

h?ll(ﬁllm,x)

para todo € € [0,t — 1/2] y t = min{r, k}.

Demostracion. Por el Lema 3.2.4 podemos suponer que u = ug + Vo, con uy € H*(Q)N
Vygpe€ H(I)(Q) N H'*(Q) para algiin nimero real r > % Sean iy, € V, y & € Gy
interpolaciones optimas para uy y ¢.

Utilizando (3.17) y (3.18) se obtiene
g — Bonlls.x < 1ol 1+r.k (3.19)

e = @ulls.x < A" Nelliaek (3.20)
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para0 < s < t+ 1, t = min{r, k}. Estas estimaciones se mantienen localemente en cada
elemento.
Sea w;, = g, + V@, € V,.. Se puede verificar, facilmente, que

lIla =W, p = palll = lla = willv + £llp = palls

R )
S IV X (g — g )|| + EHUO — ol + g”V(SD — o)l

" 1 g
= [lwp — Uo 4l @)nv + z”V(‘P =@l
donde usamos que VX w =V xu,, VXw, =V X,y que el término aportado por p
desaparece ya que p = 0.
. h /
Recordemos que Ej(u, p) = inf(y, 1,)ev,x0, (|||u =W, p—nilll + (ZKG‘]’,, 5_12(”“ - Wh”%’aK) )

y por el Teorema 3.2.1 tenemos que |[ju — uy, p — pilll < Ex(u, p).
Por un lado, utilizando (3.19) tenemos que

~ 2 ~ 2 2 2
g — ol oy = |, 0 = Bosll gy S D k¥ uol - (1)
KeT), KeT,

Andlogamente usando (3.20)

VG = @I <llp = @all} = D lle = @ulllx < D hliglhaek. (D)

KeTy, KeTy,

Para acotar el segundo término de E;, usaremos que

||u Willo.ox S 0 «llwo — T pllo.ox + 0 V(e = @nllo.ok-
Utilizando la desigualdad de traza ||V||0’8K < h}] ||V||O’K + hK||VV||0,K,
hillag — o 4ll5 o5 < o — ToullG x + AFIIV (o — T p)IIG &
S hglollty g (D)

donde en la ultima estimacién usamos nuevamente (3.19) Para el segundo término de
(3.2.2), usaremos la inclusién de W< (dK) en W“%”"(K) (ver [19]) parae >0y m =2 (
i.e., la inclusién de H¢(0K) en H %“(K)) obteniendo

1 1 1
hllV(e = @illoox < hitlIV(e = @nllleor < hitlIV(e = @nll1sex
1+1— 2 —€

1
S hIZ(EE”SD - ¢h||*+el< S hz{)e llolli+1,x5

donde en el dltimo paso estamos usando la estimacion (3.20). Por lo tanto,

—hZIIV(QD Elloox S =-hilgllive. V)

fl €
Por dltimo, combinando las desigualdades (1), (I), (IIT) y (IV), se concluye que

1 —€
o = w, p = pilll S Exu,p) ) (h%IIUollm,K + gl el )
KeTy,

como queriamos VET. O
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Observacion 3.2.3. Cuando se cumple la suposicion 3.2.1, el resultado anterior es muy
fuerte en el sentido de que se ha demostrado no solo la convergencia hacia la buena
solucion, sino también un orden (casi) optimo de convergencia, incluso para soluciones
no suaves. También podemos debilitar el supuesto de aproximabilidad sobre Gh, y en el
caso limite

Iim inf - =0, s<1+¢
h—0 616G ”(b ¢h”s

obtendriamos una convergencia fuerte hacia la solucion sin orden. Alternativamente, en
lugar de considerar la descomposicion de u, el resultado de interpolacion

lim nf (€7 u = wyll, + [V x (= w,)|l) = 0
h—0 w,eV,,

para V, también conduciria a la convergencia hacia la solucion, sin la necesidad de
introducir Gy,



Capitulo 4

Experimentos Numéricos

En este dltimo capitulo presentaremos algunos ejemplos concernientes a la resolucién
numérica del problema de Maxwell, en dominios en el plano, mediante el método de es-
tabilizacion estudiado en esta tesis. Primeramente se explicard como se construyen cada
una de las matrices asociadas al problema, explicitando con que bases trabajaremos para
cada uno de los espacios bajo consideracion y como se llevan adelante los calculo involu-
crados. Luego mostraremos los resultados obtenidos que muestran la eficacia del método
de estabilizacion empleado.

4.1. Aspectos Namericos

En esta seccién mostraremos cuales son las matrices que intervienen en la resolucién
numeérica y como se calculan. Sea 77, una triangulacion de €2, consideremos los siguientes
subespacios:

P, = {ve (C(Q)*: vk e Pi(K),i=1,2, VK € T3}
P, ={veCQ): vx € Pi(K), VK € T3

Sea (uy, pr) € V;, X O, la solucién del problema estabilizado (3.7) y llamemos n =
dim(V,) y m = dim(Qy).
Como utilizaremos aproximaciones nodales, podemos escribir a u, y p, como

w, = ;@u)i(@, 0) + Z(uz)i(o, ),

Pn = i Pidjs
=1

donde las las ¢; son las cldsicas bases de Lagrange. Sea K € T} un elemento, que en
nuestro caso serd un tridngulo, denotamos por (xo, yo), (X1, 1) ¥ (X2, y2) los vértices de K.
Definimos las bases en cada elemento tal que

0 sti#j
¢i(xjayj)_{ 1 Sll:]

46
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Por lo visto en el Capitulo 3, se sabemos que (uy, p;,) es solucién de un problema de
la forma

a(uy, v,) + b(vy, pp) + sy(uy, v) =&, v,) Vv, €V,
b(uy, qn) — sp(Pn>-qn) =& Y qn € Q.

Este problema es equivalente a resolver el sistema

K-x=b,

donde K € R2mtmx2ntm x ¢ R2m+mxl y by ¢ R21#m*1 definidos de la siguiente manera:

A B
K_(BT _Sp)

Aqui las submatrices se construyen utilizando cada operador. La matriz A € R?™?" se

. ) Ay A
define a partir de los operadores a(-, -) y sy(-, -). Considerando que A = ( A“ A12 ) y que
21 22

cada bloque de n X n se calcula como

. h2
Al =3 fK VX ($0) -V X (6,0 + ¢, fK 2V (@ 00V - (6,00

KeTy,

) ”
A= Y [9x6.0-9x 000+ 0 [ T 0,007 0.0

KeTh

ij hy

A% = Z f Vx(0,¢;) - VX(;,0)+cu f ﬁ(V-(O,rm))(V-(cbj,O))
KeT, WK K

ij hf(

Ah= ) fK Vx(0,4)-Vx(0,¢)) +cu fK 7 (V- (0.6)(V-(0,4)) |.
KeTy,

La matriz B € R?™" se define a partir del operador b(-, -). Considerando que B = ( gl )
2

y cada bloque de n X m se calcula como

B/ =)’ fK Vo, - (:,0),

KeTy,

B =)’ fK Vo, (0. 4.

KeT

Por ultimo la matriz § , € R™" se define a través del operador s,(-,-) y se calcula como

e Z fszw),-.Vqﬁj.

KeTy,
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Si tenemos en cuenta que f = (f, f»), el lado derecho del sistema al que llamamos
b
b € R¥"*™1 ge define como b =| b, |con
bs

bl,i:fo1'¢i, 1<i<n
K

KeTy,

bz,i:fo2'¢i, 1<i<n
K

KeTy,

bﬁ:ng.QSi 1Sl§m
K

KeTy,

donde en el sistema estudiado en el Capitulo 3 se considero g = 0.

Finalmente el vector x € R?"™!que es lo que estamos buscando, estd formando por
los valores en los nodos de las funciones aproximantes u, y pj,.

En los ejemplos que se mostrardn en la siguiente seccion utilizaremos regla de inte-
gracion numerica como es la de baricentro, la cual es exacta para polinomios de grado
menor o igual a 1, para aproximar las integrales en cada tridngulo K en el célculo de las
matrices B, determinada por

f f(x)dx = |K|f(n),
K

donde 7 es el baricentro del triangulo K.

Por otro lado, para aproximar las integrales involucradas en el célculo del vector b y
de los errores, utilizaremos la regla de cuadratura que utiliza los puntos medios de cada
lado del triangulo, la cual es exacta para polinomios de grado menor o igual a 2 y esta
determinada por

K
ff(x)dx = |3—| (f(an) + faxn) + f(as1)),
K

donde a,, a3 y az; son los puntos medios de los lados del triangulo K.

4.2. Ejemplos Numéricos

En esta seccidén expondremos los resultados obtenidos donde, para cada uno de los
ejemplos, calcularemos el error en norma L y H; para la pj, en norma L* y Hy(curl) para
la u;, y el orden de convergencia para cada una.

En cada uno de ellos se tomaron como parametros £ = 1y ¢, = 1. La funcion imple-
mentada en Matlab (maxwell2D(N) .m) toma como argumento el valor que determina la
cantidad de subdivisiones de los intervalos de tal forma que / = %

Cada problema se resuelve con el método de estabilizacion propuesto en esta tesis y
a su vez si considerar esta estabilizacion y se muestra la performance de ambos métodos

para el campo u y la funcion p.
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Por otro lado si consideramos que ¢, = u—u, y e, = p — p; es el error cometido
para u 'y p respectivamente, en cada caso calcularemos |le,l], [[V X e[|, [le,|l y [[Ve,|| para
distintos valores de N. Esto ademds nos permitird conocer el orden de convergencia en
cada ejemplo.

Recordemos que para estimar el orden de convergencia, si suponemos que E es el error
cometido para alguna de las normas y « es el orden de convergencia. Teniendo en cuenta
que E ~ h*C, y aplicando log de ambos lados se obtiene log(E) = a log(h)+log(C). Laes-
timacion de « se puede hacer gracias al comando polyfit de Matlab. Usando como E el
vector de los distintos errores para distintos valores de /. En los ejemplos consideraremos

_fL o111
h= [20’40’60’80]'

Ejemplo 1

En este primer ejemplo, consideramos como dominio a Q; = [—1, 1] x[-1, 1]\[0, 1] X
[-1,0] y mallas uniformes como se muestra en la figura 4.1.

nal i

0B

o4t F

02r

02k

DA4r

0B

osf y ]

Figura 4.1: Malla para el dominio Q,

Las funciones f y g son aquellas que resultan de considerar como soluciones exactas

u = (y(1 = y")(1 = )%, =x(1 = F)(1 - y)?)
p=0.

Este caso corresponde a lo visto en el desarrollo de la tesis, es decir, que V - u = 0.
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-0.4

-0B

Vel ok Ay

08

i et g G

Figura 4.2: Campo u para el ejemplo 1.

Las 08 BN SR s S g

o B

Figura 4.4: u,, estable para el ejemplo 1.
Figura 4.6: p, estable para el ejemplo 1.
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o o = W@
g 85 9

08

=4 g
!
-08

-1

OB = el wy

-1

Figura 4.3: u, inestable para el ejemplo 1.
Figura 4.5: p;, inestable para el ejemplo 1.
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En la tabla 4.1 se muestra el resultado de los errores mencionados anteriormente para

diferentes valores de N.

[N | el [IIVXell | el | Vel |
20| 0.0012 | 0.0115 | 4.82e-05 | 9.65e-04
40 | 3.38e-04 | 0.0063 | 5.99e-06 | 2.39e-04
60 | 1.58e-04 | 0.0047 | 1.79e-06 | 1.07e-04
80 | 9.10e-05 | 0.0038 | 7.54e-07 | 6.03e-05

Cuadro 4.1: Errores para el ejemplo 1.

L L lleull [1IV X eull [ lle,ll | [1Ve,l |
o [187] 08 [299] 218 |

Cuadro 4.2: Orden para el ejemplo 1.

Sl S (AU S, R . o] —T—rol(y)
: : E B — 5 grad(p)

logi|lerrarlf)
&

i i i i i i i
08 06 04 02 0 02 04 0B

log(h)

L | L
A4 120

Figura 4.7: Orden para el ejemplo 1.

En los siguientes dos ejemplos expondremos casos donde p no es identicamente nula
y repetimos el andlisis hecho en el Ejemplo 1 para los resultados obtenidos.
Ejemplo 2

En este segundo ejemplo, volveremos a considerar como dominio a €, y las funciones
f y g son aquellas para las cuales la solucién del problema esta dada por:

u = (sin (7rx) sin (ry), 0)

p = sin (;rx) sin (7y).



52

CAPITULO 4. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Al igual que en el Ejemplo 1 comparamos ambos métodos, es decir sin aplicar la
estabilizacion y luego aplicando el método propuesto en este trabajo.

06+
0.4+

02 -

04l
N6k

o0&k -

Figura 4.8: Campo u para el ejemplo 2
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Figura 4.10: u;, inestable para el ejemplo 2.

Figura 4.12: p, inestable para el ejemplo 2.

o8- -

.Uz,:

0z o 02 04 06 08 1

Figura 4.11: u;, estable para el ejemplo 2.

Figura 4.13: p, estable para el ejemplo 2.
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Ejemplo 3

(N el [IVXeai| Tel | Vel |
20 | 0.0076 0.3845 0.0062 | 0.7470
40 | 0.0018 0.1863 0.0015 | 0.3722
60 | 7.53e-04 | 0.1223 | 6.90e-04 | 0.2487
80 | 4.14e-04 | 0.0905 | 3.85e-04 | 0.1856

Cuadro 4.3: Errores para el ejemplo 2.

| lleall [NV xedll [ llell [ Vel |

|
| @ [2.0953 | 1.0429 | 1.9971 | 1.0034 |

lagilerrar|[)

Cuadro 4.4: Orden para el ejemplo 2.

T T
& = et
| ——p
—=— rot(u)
—H=— grad(p] |{

i i
il i I
140 12 -1

lag(hy

H i L i I H
08 068 04 02 i} nz

i
04 0B

Figura 4.14: Orden para el ejemplo 2

53

Por dltimo, consideramos como dominio a ), = [—1, 1] X [—1, 1] y mallas uniformes
como se muestra en la figura 4.15.
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08

0B ~

04F

02¢

02F

0.4

OB F s

0ar

Figura 4.15: Malla para el dominio Q,

Las funciones f y g son aquellas que resultan de considerar como soluciones exactas

u = ((1 - x»)(1 — y%), sin (7x) sin (7ry))
p=(1-3(1-.

Al igual que en los ejemplos anteriores, resolvemos el problema con el método es-
tabilizado propuesto en este trabajo y sin considerar la estabilizacién, y comparamos su
desempefio.

0ar

06

04

02r

02k

04k

NEBE

08+

) *H NSRS T TP
LT TSR N § PhEeTETE

| B RN Ve
E NN\

/
Rl I T T T T

Figura 4.16: Campo u para el ejemplo 3 Figura 4.17: Funcion p para el ejemplo 3
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Figura 4.18: u, inestable para el ejemplo 3. Figura 4.19: u,, estable para el ejemplo 3.

Figura 4.20: p, inestable para el ejemplo 3. Figura 4.21: p, estable para el ejemplo 3.

LN ] el [NV Xedll [ el | NIVe,ll |
20 [ 0.0297 | 0.4976 | 0.0101 | 0.4241
40 [ 0.0085 | 0.3496 | 0.0027 | 0.2213
60 | 0.0038 | 0.2328 | 0.0012 | 0.1494
80 | 0.0021 | 0.1751 | 6.98e-04 | 0.1131

Cuadro 4.5: Errores ejemplo 3.

L[ leall [NV el | llepll [ NIVe,ll |
(@ [1.9074 | 0.9977 | 1.9299 | 0.953 |

Cuadro 4.6: Orden para el ejemplo 3.
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log(h)

Figura 4.22: Orden para el ejemplo 3
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