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Introducción

Hasta el siglo XIX, los efectos eléctricos y magnéticos se consideraban fenómenos
fı́sicos independientes, ligados a las cargas eléctricas y a los imanes, respectivamente. Sin
embargo, en 1820 Oersted observó que las corrientes eléctricas podı́an influir sobre una
aguja imantada. Los aportes de Ampere y el descubrimiento de la inducción por Fara-
day establecieron las bases para una teorı́a unificada del electromagnetismo. Hacia 1860
Maxwell reunió y completó los resultados anteriores, sintetizando las teorı́as eléctrica y
magnética en un único sistema de ecuaciones. En particular, estas ecuaciones predicen
que los campos eléctricos variables generan campos magnéticos y que, recı́procamente,
los campos magnéticos variables inducen corrientes eléctricas. Desde un punto de vista
práctico, este fenómeno de inducción electromagnética resulta fundamental para diseñar
adecuadamente un dispositivo eléctrico. En efecto, las corrientes inducidas pueden ser
útiles o bien producir pérdidas, según sea la aplicación dada a una máquina eléctrica.
Consecuentemente, en la práctica interesa modelar la distribución de las corrientes indu-
cidas y simular numéricamente su comportamiento. Esto involucra el análisis del sistema
de ecuaciones de Maxwell, que en su forma completa presenta una gran complejidad.

El análisis electromagnético ha sido una parte indispensable de muchos estudios cientı́fi-
cos y de ingenierı́a desde que J. C. Maxwell completó la teorı́a electromagnética. Esto se
debe principalmente al poder predictivo de las ecuaciones de Maxwell como se ha de-
mostrado a lo largo de los años y la presencia de los fenómenos electromagnéticos en
las tecnologı́as modernas. Algunos ejemplos de estas tecnologı́as son el radar, la detec-
ción remota, la geoelectromagnética, la bioelectromagnética, las antenas, la comunicación
inalámbrica, la óptica, los circuitos de alta frecuencia / alta velocidad, etc.

El problema del análisis electromagnético es en realidad un problema que consiste
en resolver un conjunto de ecuaciones sujetas a una condición de borde dada y estas son
fundamentales ya que gobiernan todos los fenómenos electromagnéticos macroscópicos.

La simulación de esto fenómenos electromagnéticos exige métodos numéricos pre-
cisos y eficientes adecuados para el computo a gran escala. Los métodos de Elementos
Finitos se usan comúnmente en este contexto porque pueden manejar geometrı́as com-
plicadas mediante el uso de mallas no estructuradas, proporcionar un marco matemático
riguroso y permitir la adaptación automática de la malla guiandose por estimaciones a
posterior del error. En muchas aplicaciones de interés actual el problema electromagnéti-
co está acoplado a otros procesos fı́sicos (magnetohidrodinámica, fı́sica del plasma, entre
otros). La simulación de estos problemas se ve beneficiada por un metodo de Elementos
Finitos mixto el cual es adecuado para diferentes subproblemas, simplificando los proble-
mas de implementación y la aplicación de las condiciones de acoplamiento.
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El operador de Maxwell tiene una estructura de punto silla, con la particularidad de
que el multiplicador de Lagrange introducido para imponer la restricción de divergencia
libre es idénticamente cero. Los métodos de Elementos Finitos existentes que satisfacen la
contraparte discreta de la condición inf-sup inherente para este problema se basan en ele-
mentos de borde o de Nédelec ([22], [29]) los cuales conducen a campos con componente
normal discontinuo en los bordes o caras del elemento.

Con el Objetivo de resolver el problema de Maxwell con Elementos Finitos de Lagran-
ge, el operador diferencial del problema se puede transformar en uno elı́ptico agregando
un termino de penalización exacto que contenga la divergencia ([21]) y la penalización es
exacta porque el multiplicador de Lagrange desaparece. El método resultante satisface las
condiciones de compatibilidad sobre las caras del elemento en un sentido puntual. Des-
afortunadamente, este método no puede converger a soluciones no suaves que aparecen en
dominios no convexos, por ejemplo en dominios con esquinas reentrantes ([13] y [21]).

Costabel y Dauge ([13]) proponen una estabilización del problema para Elementos
Finitos nodales C0 conforme a H1 basadas en una versión ponderada del término de pe-
nalización que puede converger a la solución “buena” en dominios no convexos. Con el
fin de utilizar el método numérico resultante, las regiones de singularidad deben iden-
tificarse a priori y las funciones ponderadas adecuadas deben construirse basándose en
esta información. El lado negativo está en la complicación de la integración numérica del
término ponderado, que conduce a la pérdida de eficiencia computacional y dificulta la
automatización de las simulaciones.

Un enfoque alternativo para resolver el problema de Maxwell es la descomposición
de la solución en partes singulares y suaves ([3] y [21]), pero este método es más dificil
de generalizar, especialmente en tres dimensiones.

Duan et al. han diseñado en [17] un método basado en proyecciones locales que utiliza
un espacio de Elementos Finitos compuesto por elementos nodales cúbicos enriquecidos
con burbujas de borde y elemento. La introducción de la proyección local en el término
de penalización permite garantizar la convergencia del método aún en presencia de so-
luciones no suaves, pero la misma proyección debilita la convergencia, ya que solo se
logra en la norma L2. Existen otros métodos de Elementos Finitos basados en nodos, pero
convergen a soluciones espurias en dominios no convexos ([24] y [25]).

En esta tesis estudiaremos la aproximacón numérica por elementos finitos, usando ba-
ses nodales, propuesta en ([5]) para resolver el problema de Maxwell. La resolución se
realiza a través de su formulación como un problema mixto, basada en una aproxima-
ción estabilizada de una formulación aumentada del problema de Maxwell. El algoritmo
numérico resultante es capaz de capturar soluciones no suaves, por lo que es adecuado
para problemas en dominios no convexos. El método es estable y convergente. La imple-
mentación es sencilla, ya que los términos adicionales son estándar y se pueden integrar
numéricamente sin más dificultad que la que conlleva la integración de los términos de
Galerkin inherentes a la ecuación.

En el Capitulo 1, se presentan algunos resultados previos como también parte de la
teoria abtracta de problemas mixtos que nos serán útiles para el desarrollo de este trabajo.
En el Capitulo 2, presentaremos los diferentes enfoques teóricos del problema hasta llegar
a la formulación conveniente. En el Capı́tulo 3, se expondrá el sitema de ecuaciones con
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la estabilización propuesta, desarrollaremos el análisis de estabilidad y el error a priori de
la aproximación númerica.

Finalmente en el Capı́tulo 4 presentaremos algunos ejemplos numéricos que muestran
la buena perfomance del método propuesto.



Capı́tulo 1

Resultados previos

En este capı́tulo introduciremos algunas definiciones y resultados para dar un contexto
a la teorı́a abstracta en la cual nos basaremos a lo largo de este trabajo y de los cuales
algunos nos serán de utilidad en el Capı́tulo 2. Los mismos son estudiados en [18] y
[20]. En primer lugar haremos un repaso de algunos resultados del análisis funcional,
para luego terminar con una reseña de la teorı́a abstracta de los Problemas Mixtos. Los
resultados que no demostraremos aquı́ pueden consultarse en [7] y en [18]. El objetivo
será ver que condiciones debe cumplir un Problema Mixto para estar bien definido.

1.1. Definiciones y Resultados básicos
En esta sección haremos un repaso de algunas definiciones y resultados de la teoria de

operadores en espacios de Banach.

Definición 1.1.1. Sea V y W dos espacios vectoriales normados. Se define C(V; W) al
espacio vectorial de funciones lineales continuas. Una función A ∈ C(V; W) también es
llamada operador.

Proposición 1.1.1. Sea V un espacio vectorial normado y W un espacio de Banach. El
espacio C(V; W) con la norma:

∀ A ∈ C(V; W), ||A||C(V;W) = sup
v∈V

||Av||W
||v||V

,

es un espacio de Banach.

Definición 1.1.2. Sea V un espacio vectorial normado. El espacio dual de V esta definido
en C(V;R) y se denota V ′. Un elemento A ∈ V ′ es llamado una forma lineal continua. La
acción sobre un elemento v ∈ V se denota como 〈A, v〉V′,V = Av

Observación 1.1.1. A partir de la proposición 1.1.1 se tiene que V ′ es un espacio de
Banach con la siguiente norma:

∀A ∈ V ′, ||A||V′ = sup
v∈V

〈A, v〉V′,V
||v||V

.

5



6 CAPÍTULO 1. RESULTADOS PREVIOS

Proposición 1.1.2. Sea V un espacio normado y sea F ⊂ V un subespacio. Si asumimos
que (∀ f ∈ V ′, f (F) = 0)⇒ ( f = 0). Entonces, F = V.

Definición 1.1.3. Sea V y W dos espacios vectoriales normados y sea A ∈ C(V; W). El
operador dual AT : W ′ −→ V ′ está definido por:

∀v ∈ V, ∀w′ ∈ W ′, 〈AT w′, v〉V′,V = 〈w′, Av〉W′,W

Definición 1.1.4. Sea Z1 y Z2 dos espacios vectoriales normados. Se denota C(Z1×Z2;R)
al espacio vectorial de formas bilineales continuas {a : Z1 × Z2 → R. Este espacio de
Banach esta dotado de la siguente norma:

||a||Z1,Z2 = sup
z1∈Z1,z2∈Z2

a(z1, z2)
||z1||Z1 ||z2||Z2

.

Proposición 1.1.3. Sea Z1 y Z2 dos espacios de Banach y sea a ∈ C(Z1×Z2;R). Entonces,
el operador A : Z1 −→ Z′2 definido por

∀z1 ∈ Z1, ∀z2 ∈ Z2, 〈Az1, z2〉Z′2,Z2 = a(z1, z2),

está en C(Z1; Z′2) y ||A||C(Z1;Z′2) = ||a||Z1,Z′2
.

Definición 1.1.5. Se define el doble dual de un espacio de Banach V al dual de V ′ y este
se denota por V ′′.

Observación 1.1.2. Por la proposición 1.1.1 resulta que V ′′ es un espacio de Banach.

Proposición 1.1.4. Sea V un espacio de Banach y sea JV : V −→ V ′′ una función lineal
definida por

∀u ∈ V, ∀v′ ∈ V ′, 〈JVu, v′〉V′′,V′ = 〈v′, u〉V′,V .

Entonces, JV es una isometrı́a.

Definición 1.1.6. Sea V un espacio de Banach. V se dice reflexivo si JV es un isomorfismo.

Proposición 1.1.5. Un espacio de Hilbert es reflexivo.

1.1.1. Operadores de Banach Biyectivos
Para A ∈ C(V; W), denotaremos por Ker(A) a su núcleo y por Im(A) a su imagen. Si

el operador A es continuo, Ker(A) es cerrado en V .
Para M ⊂ V , N ⊂ V ′, se definen los anuladores de M y N por:

M0 = {v′ ∈ V ′; ∀m ∈ M, 〈v′,m〉V′,V = 0}

N0 = {v ∈ V; ∀n′ ∈ N, 〈n′, v〉V′,V = 0}.

Lema 1.1.1. Para A ∈ C(V; W), se tienen las siguientes propiedades:
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1. Ker(A) = (Im(AT ))0.

2. Ker(AT ) = (Im(A))0.

3. Im(A) = (Ker(AT ))0.

4. Im(AT ) ⊂ (Ker(A))0.

Teorema 1.1.1. Sea A ∈ C(V; W). Las siguiente afirmaciones son equivalentes:

1. Im(A) es cerrado.

2. Im(AT ) es cerrado.

3. Im(A) = (Ker(AT ))0.

4. Im(AT ) ⊂ (Ker(A))0.

Lema 1.1.2. Sea A ∈ C(V; W). Son equivalentes:

1. Im(A) es cerrado.

2. Existe α > 0 tal que

∀w ∈ Im(A), ∃vw ∈ V, Avw = w y α||vw|| ≤ ||w||W .

1.1.2. Caracterización de operadores suryectivos
Lema 1.1.3. Sea A ∈ C(V; W). Son equivalentes:

1. AT : W ′ −→ V ′ es suryectivo.

2. A : V −→ W es inyectivo y Im(A) es cerrada en W.

3. Existe α > 0 tal que
∀v ∈ V, ||Av||W ≥ α||v||V .

4. Existe α > 0 tal que

ı́nf
v∈V

sup
w′∈W′

〈w′, Av〉W′,W
||w′||W′ ||v||V

≥ α.

Lema 1.1.4. Sea A ∈ C(V; W). Son equivalentes:

1. A : V −→ W es suryectivo.

2. AT : W ′ −→ V ′ es inyectivo y Im(AT ) es cerrado en V ′.

3. Existe α > 0 tal que
∀w ∈ W ′, ||AT w′||V′ ≥ α||w′||W′ .
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4. Existe α > 0 tal que

ı́nf
w′∈W′

sup
v∈V

〈AT , v〉V′,V
||w′||W′ ||v||V

≥ α.

Lema 1.1.5. Sea V y W dos espacios de Banach y sea A ∈ C(V; W) un operador suryec-
tivo. Sea α > 0. La propiedad

∀w ∈ Im(A), ∃vw ∈ V, Avw = w y α||vw|| ≤ ||w||W ,

implica

ı́nf
w′∈W′

sup
v∈V

〈AT w′, v〉V′,V
||w′||W′ ||v||V

≥ α.

Lo contrario es verdadero si V es reflexivo.

1.1.3. Caracterización de operadores de Banach biyectivos
Teorema 1.1.2. Sea A ∈ C(V; W). A es biyectivo sı́ y solo sı́ AT : W ′ −→ V ′ es inyectivo
y existe α > 0 tal que

∀v ∈ V, ||Av||W ≥ α||v||V .

Observación 1.1.3. La interpretación del teorema anterior dice que un operador de Ba-
nach es biyectivo sı́ y solo sı́ este es inyectivo, su imagen es cerrada y su dual es un
operador inyectivo.

Corolario 1.1.1. Sea A ∈ C(V; W). Son equivalentes:

1. A es biyectivo

2. Existe una constante α > 0 tal que

∀v ∈ V, ||Av||W ≥ α||v||V ,

∀w′ ∈ W ′, (AT w′ = 0)⇒ (w′ = 0).

3. Existe una constante α > 0 tal que

ı́nf
v∈V

sup
w′∈W′

〈w′, Av〉W′,W
||w′||W′ ||v||V

≥ α,

∀w′ ∈ W ′, (〈w′, Av〉W′,W = 0, ∀v ∈ V)⇒ (w′ = 0).

Asumamos ahora que A ∈ C(V; W) está asociado a una forma bilineal a ∈ C(Z1×Z2;R)
tal que 〈Az1, z2〉Z′2,Z2 = a(z1, z2), es decir, V = Z1 y W = Z′2.

Corolario 1.1.2. Si Z2 es reflexivo, son equivalentes:

1. Para toda f ∈ Z′2, existe una única u ∈ Z1 tal que a(u, z2) = 〈 f , z2〉Z′2,Z2 para toda
z2 ∈ Z2.

2. Existe α > 0 tal que

ı́nf
z1∈Z1

sup
z2∈Z2

a(z1, z2)
||z1||Z1 ||z2||Z2

≥ α,

∀z2 ∈ Z2, (∀z1 ∈ Z1, a(z1, z2) = 0)⇒ (z2 = 0).
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1.2. El teorema de Banach-Necas-Babuska (BNB)
El teorema de BNB será de gran utilidad como veremos. Adoptamos el termino “BNB”

ya que este fue expuesto por primera vez por Necas en 1962 [28] y popularizado por Ba-
buska en 1972 en el contexto de los Métodos de Elementos Finitos (ver [4], p. 112). Desde
el punto de vista del análisis funcional, este teorema es una reformulación de dos resul-
tados fundamentales para espacios de Banach: el teorema del rango cerrado y el teorema
del mapeo abierto.

1.2.1. El teorema BNB: Condición inf-sup
Consideremos el siguiente problema: Sea u ∈ W tal que,

a(u, v) = f (v) ∀v ∈ V (1.1)

Teorema 1.2.1. Sea W un espacio de Banach y sea V un espacio de Banach reflexivo.
Sea a : W × V −→ R y f ∈ V ′. Entonces el problema (1.1) está bien definido sı́ y solo sı́

(BNB1) ∃α > 0, ı́nf
w∈W

sup
v∈V

a(w, v)
||w||W ||v||V

≥ α, (1.2)

(BNB2) ∀v ∈ V, (∀w ∈ W, a(w, v) = 0)⇒ (v = 0). (1.3)

Además, se tiene la siguiente estimación:

∀ f ∈ V ′, ||u||W ≤
1
α
|| f ||V′ . (1.4)

Demostración. A partir de los Corolarios 1.1.1 y 1.1.2 concluimos que las condiciones
(BNB1) y (BNB2) son equivalentes y prueban la buena definición de (1.1). La estimación
(1.4) sale de las siguientes desigualdades:

α||u||W ≤ sup
v∈V

a(u, v)
||v||V

= sup
v∈V

f (v)
||v||V

= || f ||V′ .

�

1.3. Problemas Mixtos
Aquı́ nos centraremos en una forma particular del problema (1.1), la cual nos introduce

en la teorı́a de los Problemas Mixtos, o también llamados en la literatura como Problemas
de punto silla (saddle-points problems).

Sean X y M dos espacios de Banach reflexivos, F ∈ X′, G ∈ M′ y consideremos dos
formas bilineales a ∈ C(X × X;R) y b ∈ C(X × M,R). Connsideremos el problema de
hallar (u, p) ∈ X × M tal que:{

a(u, v) + b(v, p) = F(v) ∀ v ∈ X
b(u, q) = G(q) ∀ q ∈ M. (1.5)
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Otra manera de ver el problema (1.5) consiste en tomar W = X ×M, c((u, p), (v, q)) =

a(u, v) + b(v, p) + b(u, q), y k(v, q) = F(v) + G(q). De esta mandera consideramos el
problema de hallar (u, p) ∈ W tal que:

c((u, p), (v, q)) = k(v, q) ∀(v, q) ∈ W. (1.6)

Es claro que (1.5) y (1.6) son equivalentes. Las condiciones necesarias y suficientes
para la buena definición de (1.5) son las condiciones (BNB1) y (BNB2) para la forma
bilineal c. Sin embargo es posible reformular estas condiciones en terminos de las formas
bilineales a y b.

Sean A y B dos operadores tales que A : X −→ X′ con 〈Au, v〉X′,X = a(u, v) y B : X −→
M′ (y BT : M = M′′ −→ X′ dado que M es reflexivo) con 〈Bv, q〉M′,M = b(v, q). Luego, el
problema (1.5) es equivalente a: {

Au + BT p = F
Bu = G. (1.7)

Sea Ker(B) = {v ∈ X : ∀q ∈ M, b(v, q) = 0} el núcleo de B y sea πA : Ker(B) −→
Ker(B)′ tal que 〈πAu, v〉X′,X = 〈Au, v〉X′,X para toda u, v ∈ Ker(B).

Teorema 1.3.1. El problema (1.7) está bien definido sı́ y solo sı́:

1. πA : Ker(B) −→ Ker(B)′ es un isomorfismo.

2. B : X −→ M′ es suryectivo.

Demostración. Supongamos primero que el problema (1.7) está bien definido. Veamos
que se cumple (1) y (2).

Sea h ∈ M′ y (u, p) la solución de (1.7) con F = 0 y G = h. Es claro entonces, que
B es suryectiva ya que Bu = h.

Veamos que πA es suryectivo. Sea h ∈ Ker(B)′. Por el teorema de Hahn-Banach
existe una extensión ĥ ∈ X′ tal que 〈̂h, v〉 = 〈h, v〉 para todo v ∈ Ker(B) y ||̂h||X′ =

||h||Ker(B)′ . Sea (u, p) la solución de (1.7) con F = ĥ y g = 0. Es claro que u ∈
Ker(B). Dado que 〈BT p, v〉 = 〈p, Bv〉 = 0 para todo v ∈ Ker(B), entonces 〈πAu, v〉 =

〈Au, v〉 = 〈̂h, v〉 = 〈h, v〉 para todo v ∈ Ker(B). Luego πAu = h.

Veamos que πA es inyectivo. Sea u ∈ Ker(B) tal que πAu = 0. Entonces 〈Au, v〉 = 0
para todo v ∈ Ker(B), luego Au está en Ker(B)⊥. Dado que B es suryectivo, la Im(B)
es cerrada y siguiendo el teorema de Banach sabemos que Im(BT ) = Ker(B)⊥. Como
resultado, Au ∈ Im(BT ), es decir, existe p ∈ M′ tal que Au = −BT p. Por lo tanto,
Au + BT p = 0 y Bu = 0, lo que demuestra que (u, p) es la solución (1.7) con F = 0
y G = 0. Como la solución es única inferimos que u = 0.

Ahora, supongamos que se cumplen (1) y (2).
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Para F ∈ X′ y G ∈ M, vamos a ver que existe una solución de (1.7). Dado que
B es suryectivo, existe uG ∈ X tal que BuG = G. La forma lineal F − AuG es
continua en X y en Ker(B). Denotemos por hF,G la forma lineal en Ker(B) tal que
〈hF,G, v〉 = 〈F, v〉 − 〈AuG, v〉 para todo v ∈ Ker(B). Sea φ ∈ Ker(B) la solución del
problema πAφ = hF,G y sea u = φ + uG. Es claro que la forma linea F − Au está
en Ker(B)⊥. Dado que B es suryectivo y que Ker(B)⊥ = Im(BT ), existe p ∈ M′ tal
que BT p = F − Au. Además, Bu = B(φ + uG) = BuG = G. De esta mandera, queda
construida una solución de (1.7).

Veamos que la solución es única. Sea (u, p) tal que Bu = 0 y Au + BT p = 0.
Claramente u ∈ Ker(B) y πAu = 0, y como πA es inyectivo, resulta u = 0. Luego
BT p = 0. Como B es suryectivo, BT es necesariamene insyecivo, lo que implica que
p = 0.

�

Teorema 1.3.2. Bajo las condiciones anteriores, el problema (1.5) está bien definido sı́ y
solo sı́ {

∃ α > 0, ı́nfu∈Ker(B) supv∈Ker(B)
a(u,v)
||u||X ||v||X

≥ α,

∀v ∈ Ker(B), (∀u ∈ Ker(B), a(u, v) = 0)⇒ (v = 0),
(1.8)

y

∃ β > 0, ı́nf
q∈M

sup
v∈X

b(v, q)
||v||X ||q||M

≥ β. (1.9)

Además, se tiene la siguiente estimación a priori:{
||u||X ≤ c1||F||X′ + c2||G||M′ ,
||p||M ≤ c3||F||X′ + c4||G||M′ ,

(1.10)

con c1 = 1
α
, c2 = 1

β
(1 + ||a||

α
), c3 = 1

β
(1 + ||a||

α
), y c4 = ||a||

β2 (1 + ||a||
α

).

Demostración. El problema (1.5) está bien definido sı́ y solo sı́ las condiciones (1) y (2)
del Teorema 1.3.1 se satisfacen. Siguiendo el Corolario 1.1.1 y el hecho de que Ker(B)
es reflexivo, las dos desigualdades en (1.8) son equivalenes por el hecho de que πA es un
isomorfismo. Por otro lado, la desigualdad de (1.9) es equivalente al hecho de que B es
suryecivo siguiendo la condición (3) del lema 1.1.4 y el hecho de que M es reflexivo. De
esta manera la buena definición del problema (1.5) es equivalente a que se cumplan las
condiciones (1.8) y (1.9).

Probemos ahora la estimacion a priori (1.10). Por la condición (1.9) y el Lema 1.1.5
(dado que M es reflexivo), podemos deducir que existe uG ∈ X al que BuG = G y β||uG||X ≤

||G||M′ . Poniendo φ = u − uG se tiene

∀ v ∈ Ker(B), a(φ, v) = F(v) − a(uG, v).

Teniendo en cuenta que

|F(v) − a(uG, v)| ≤ (|| f ||X′ + ||a||||uG||X)||v||X

≤ (||F||X′ +
||a||
β
||G||M′)||v||X,
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donde ||a|| = ||a||X,X, y tomando supremo sobre v ∈ Ker(B) obtenemos

α||φ||X ≤ ||F||X′ +
||a||
β
||G||M′ ,

gracias a la condición (1.8). La estimación para u resulta de esta desigualdad y la desigual-
dad triangular ||u||X ≤ ||u − uG||X + ||uG||X. La prueba para la estimación de p se deduce de
la condición (1.9) y el lema (1.1.4) ya que β||p||M ≤ ||BT p||X′ . Ası́ obtenemos,

β||p||M ≤ ||a||||u||X + ||F||X′

Luego la estimación para ||p||M resulta aplicando lo visto para ||u||X. �

Proposición 1.3.1. Sea W = X × M con la norma ||(u, p)||W = ||u||X + ||p||M. Entonces, la
forma bilineal c satisface (BNB1) y (BNB2) sı́ y solo sı́ (1.8) y (1.9) también.

Demostración. Solo mostraremos que (1.8) y (1.9) implican que la forma bilineal c sa-
tisface (BNB1) y (BNB2) ya que es lo que nos interesará posteriormente. La otra impli-
cación podra consultarse en [18]. Veamos primero que implica (BNB1). Sea (u, p) ∈ W y
sea û ∈ X tal que B̂u = Bu y β||̂u||X ≤ ||Bu||M′ . Es claro que,

sup
(v,q)∈W

c((û, p), (v, q))
||(v, q)||W

≥ sup
q∈M

b(û, q)
||q||M

= ||Bû||M′ ≥ β||û||X.

Además, dado que u − û está en Ker(B),

α||u − û||X ≤ sup
v∈Ker(B)

a(u − û, v)
||v||X

= sup
v∈Ker(B)

a(u − û, v) + b(v, p) + b(u, 0)
||(v, 0)||W

≤ sup
(v,q)∈W

c((u, p), (v, q))
||(v, q)||W

+ ||a||||û||X

≤ (1 +
||a||
β

) sup
(v,q)∈W

c((u, p), (v, q))
||(v, q)||W

.

Usando la desigualdad triangular se obiene para ||u||X:

||u||X ≤ ||û||X + ||u − û||X ≤ (
1
β

+
1
α

(1 +
||a||
β

)) sup
(v,q)∈W

c((u, p), (v, q))
||(v, q)||W

. (1.11)

Para ||p||M, procedemos de la siguiene forma:

β||p||M ≤ sup
v∈X

b(v, p)
||v||X

≤ sup
v∈X

a(u, v) + b(v, p) + b(u, 0)
||(v, 0)||W

+ sup
v∈X

a(u, v)
||v||X

≤ sup
(v,q)∈W

c((u, p), (v, q))
||(v, q)||W

+ ||a||||u||X,

lo cual junto con (1.11) implica que

||p||M ≤
1
β

(1 + ||a||(
1
β

+
1
α

(1 +
||a||
β

))) sup
(v,q)∈W

c((u, p), (v, q))
||(v, q)||W

.

Esto prueba (BNB1).
Veamos ahora que además se satisface (BNB2), es decir que ∀v ∈ V, (∀w ∈ W, a(v,w) =

0) ⇒ (v = 0) (notemos que en este caso V = W = X). Sea v ∈ V solución de (1.1). Esto
implica que b(v, p) = 0 en (1.5), es decir, que v ∈ Ker(B). Analogamente si w ∈ W,
entonces w ∈ Ker(B). Si a(w, v) = 0 por (1.8) se tiene que v = 0. �
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1.3.1. Aproximación
Sea Xh un subespacio de X y sea Mh un subespacio de M. Asumamos que Xh y Mh son

espacios de dimensión finita y consideremos el problema de encontrar uh ∈ Xh y ph ∈ Mh

tal que: {
a(uh, vh) + b(vh, ph) = F(vh) ∀ vh ∈ Xh

b(uh, qh) = G(qh) ∀ qh ∈ Mh.
(1.12)

Sea Bh : Xh −→ M′
h el operador inducido por b tal que 〈Bhvh, qh〉M′h,Mh = b(vh, qh). Sea

Ker(Bh) el núcleo de Bh, es decir

Ker(Bh) = {vh ∈ Xh; ∀qh ∈ Mh, b(vh, qh) = 0}.

Para el caso discreto se puede definir las condiciones (BNB1) y (BNB2) en su versión
discreta de la siguiente forma:

(BNB1h) ∃αh > 0, ı́nf
wh∈Wh

sup
vh∈Vh

ah(wh, vh)
||wh||Wh ||vh||Vh

≥ αh,

(BNB2h) ∀vh ∈ Vh, (∀wh ∈ Wh, ah(wh, vh) = 0)⇒ (vh = 0).

Lema 1.3.1. Si dimWh = dimVh, (BNB1h)⇔ (BNB2h).

La buena definición del problema (1.12) está dada por la siguiente proposición.

Proposición 1.3.2. El problema (1.12) está bien definido sı́ y solo sı́:

∃αh > 0, ı́nf
uh∈Ker(Bh)

sup
vh∈Ker(Bh)

a(uh, vh)
||uh||X ||vh||X

≥ αh (1.13)

∃βh > 0, ı́nf
qh∈Mh

sup
vh∈Xh

b(vh, qh)
||vh||X ||qh||M

≥ βh. (1.14)

Demostración. Aplicando el teorema 1.3.2 y usando el hecho de que los espacios son
de dimensión finita, la condición (1.8) implica (1.13). Análogamente para la condición
(1.14). �

Por último, el siguiente lema da una estimación a priori de los errores u− uh y p− ph.

Lema 1.3.2. Asumiendo las condiciones (1.13) y (1.14), siendo ||a|| = ||a||X,X y ||b|| =

||b||X,M, la solución (uh, ph) de (1.12) satisface:

||u − uh||X ≤ c1h ı́nf
vh∈Xh
||u − vh||X + c2h ı́nf

qh∈Mh
||p − qh||M,

||p − ph||M ≤ c3h ı́nf
vh∈Xh
||u − vh||X + c4h ı́nf

qh∈Mh
||p − qh||M,

con c1h = (1 + ||a||
αh

)(1 + ||b||
βh

), c2h = ||b||
αh

si Ker(Bh) 1 Ker(B) o c2h = 0 en otro caso,
c3h = c1h

||a||
βh

, y c4h = 1 + ||b||
βh

+ c2h
||a||
βh

.
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Demostración. Definimos el siguiente conjunto,

Zh(g) = {wh ∈ Xh : ∀qh ∈ Mh, b(wh, qh) = g(qh)}.

Es claro que Zh(g) es no vacı́o dado que el operador Bh es suryectivo. Sea vh un elemen-
to arbitrario de Vh. Dado que Bh verifica (1.14), la reciproca del lema 1.1.5 implica la
existencia de un rh en Xh tal que

∀qh ∈ Mh, b(rh, qh) = b(u − vh, qh) y βh||rh||X ≤ ||b||||u − vh||X.

Es claro que b(rh + vh, qh) = g(qh), pues rh + vh está en Zh(g). Sea wh = rh + vh. Puesto que
wh está en Zh(g), uh − wh está en Ker(Bh), entonces

αh||uh − wh||X ≤ sup
yh∈Ker(Bh)

a(uh − wh, yh)
||yh||X

≤ sup
yh∈Ker(Bh)

a(uh − u, yh) + a(u − wh, yh)
||yh||X

≤ sup
yh∈Ker(Bh)

b(yh, p − ph) + a(u − uh, yh)
||yh||X

.

Si Ker(Bh) ⊂ Ker(B), entonces b(yh, p − ph) = 0 para yh ∈ Ker(Bh). Por lo tanto,

αh||uh − wh||X ≤ ||a||||u − wh||X.

Usando la desigualdad triangular se tiene

||u − uh||X ≤ (1 +
||a||
αh

)||u − wh||X.

En el caso genaral, b(yh, ph) = 0 = b(yh, qh) para todo qh ∈ Mh dado que yh ∈ Ker(Bh),
implica

αh||uh − wh||X ≤ ||a||||u − wh||X + ||b||||p − qh||M.

Usando la desigualdad triangular se tiene

||u − uh||X ≤ (1 +
||a||
αh

)||u − wh||X +
||b||
αh
||p − qh||M.

La estimación para ||u − uh||X resulta de la siguiente desigualdad

||u − wh||X ≤ ||u − vh||X + ||rh||X ≤ (1 +
||b||
βh

)||u − vh||X.

Ahora estimemos ||p − ph||M. Dado que b(vh, p − ph) = a(uh − u, vh) para todo vh ∈ Xh,
podemos tomar qh ∈ Mh arbitrario y obtenemos

∀vh ∈ Xh, b(vh, qh − ph) = a(uh − u, vh) + b(vh, qh − p).

Luego por la condición (1.14) se tiene

βh||qh − ph||M ≤ ||a||||u − uh||X + ||b||||p − qh||M.

Luego usando nuevamente la desigualdad triangular se obtiene lo querido. �
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1.4. Notación
A continuación se definen algunas notaciones que usaremos a lo largo de este trabajo.

En primer lugar, de aquı́ en adelante vamos a denotar en negrita los vectores y los espacios
que consisten en funciones vectoriales.

Para simplificar notación, las normas y seminormas de los espacios de Sobolev Hm(D),
con m un entero, son denotadas por ‖ · ‖m,D y | · |m,D respectivamente y (·, ·)D representa el
producto interno en L2(D) o L2(D) para cualquier subdominio D ⊂ Ω. En el caso en que
D = Ω omitiremos el segundo ı́ndice, indicando las normas directamente por ‖ · ‖m y | · |m
y simplemente ‖ · ‖ para la norma ‖ · ‖0,Ω.

Si f1, f2 ∈ L2(Ω) se define ( f1, f2) =
∫

Ω
f1 f2dx y a 〈 f1, f2〉 al producto entre funciona-

les, y análogamente si f1, f2 ∈ L2(Ω)
Por otro lado, definimos los siguientes espacios:

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω) : ∇ · v ∈ L2(Ω)}

H(div 0,Ω) = {v ∈ H(div,Ω) : ∇ · v = 0}
Dadas u, v ∈ H(div,Ω), el producto interno natural para este espacio se define por

(u, v)H(div,Ω) =

∫
Ω

[u · v + (∇ · u)(∇ · v)] dx.

Y como consecuencia se define la siguiente norma

||u||H(div,Ω) =
(
||u||2 + ||∇ · u||2

) 1
2

que es equivalente a la norma |||u|||H(div,Ω) = ||u|| + ||∇ · u||.

H(curl,Ω) = {v ∈ L2(Ω) : ∇ × v ∈ L2(Ω)}

H0(curl,Ω) = {v ∈ H(curl,Ω) : n × v = 0 en ∂Ω} donde n denota la normal
unitaria exterior en ∂Ω.

Dadas u, v ∈ H(curl,Ω), el producto interno natural para este espacio se define por

(u, v)H(curl,Ω) =

∫
Ω

[u · v + (∇ × u)(∇ × v)]dx,

y la correspondiente norma como

||u||H(curl,Ω) =
(
||u||2 + ||∇ × u||2

) 1
2
,

la cual resulta ser equivalente a la norma |||u|||H(curl,Ω) = ||u|| + ||∇ × u|| por lo que
usaremos una u otra indistintamemnte como norma de H(curl,Ω)

Vamos a denotar con C, una constante genérica positiva. Cabe aclarar que C podrı́a no
ser la misma a lo largo de los capı́tulos. Utilizaremos la notación A . B para indicar que
A ≤ CB donde A y B son expresiones que dependen de funciones que en el caso discreto
también pueden depender de la discretización.



Capı́tulo 2

Formulación del Problema

En este capı́tulo vamos a presentar distintas alternativas para la formulación en forma
débil del Problema de Maxwell. Estudiaremos la existencia y unicidad de solución, para
cada una de estas formulaciones, y mostraremos como estas formulaciones resultan ser
equivalentes entre si. Hacia el final del capı́tulo nos enfocaremos en la formulación que
usaremos en la resolución numérica del problema.

2.1. Ecuaciones de Maxwell
Antes de introducir el problema que estudiaremos en esta Tesis, expondremos breve-

mente un resumen de cuales son las Ecuaciones de Maxwell y algunas observaciones que
se desprenden de ellas.

Como mencionamos en la introducción la investigación más importante de Maxwell
fue elaborar y modelar un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas que
describen fenómenos electromagnéticos, utilizando trabajos de investigación anteriores y
resultados de fı́sicos como Michael Faraday y André Marie Ampère.

El campo electromagnético se caracteriza por cuatro funciones vectoriales de posición
y tiempo: el campo eléctrico E, el vector de desplazamiento D, el campo magnético H
y la inducción magnética B. Las ecuaciones que conforman el sistema de ecuaciones de
Maxwell son

(Ley de Maxwell y Ámpere) ∇ ×H =
∂D

∂t
+J ,

(Ley de Faraday) ∇ × E = −
∂B

∂t
,

(Ley de Gauss de magnetismo) ∇ · B = 0,
(Ley de Gauss de electricidad) ∇ · D = ρ,

donde ρ es la densidad de carga electrica y J la densidad de corriente eléctrica.
Varios de los fenómenos asociados a las ecuaciones de Maxwell pueden tener una es-

tructura común, por ejemplo, el problema magnetostatico, el problema del tiempo armóni-
co y los métodos de paso. Nos interesará tratar esta estructura común en un marco común.

16
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Es por eso que veremos brevemente como se deduce la llamada formulación potencial de
las ecuaciones de Maxwell.

Observación 2.1.1. El siguiente esquema, conocido como secuencia de De Rham tiene
como principal propiedad la coincidencia de rangos y núcleos de operadores consecuti-
vos. A partir de esto, también, se puede deducir que los operadores basados en rotor y
divergencia son sobreyectivos.

R
id
−→ H1(Ω)

∇
−→ H(curl,Ω)

rot
−→ H(div,Ω)

div
−→ L2(Ω)

0
−→ {0}.

Para nuestro propósito necesitaremos de las siguientes dos propiedades:

Suryectividad del operador div: Para B ∈ H(div,Ω) se tiene

∇ · B = 0
de Rham
⇒ ∃A ∈ H(curl,Ω) : ∇ ×A = B.

Suryectividad del operador rot: ParaA ∈ H(curl,Ω) se tiene

∇ ×A = 0
de Rham
⇒ ∃ϕ ∈ H1(Ω) con

∫
Ω

ϕdx = 0 : −∇ϕ = A.

2.1.1. Reformulación potencial de las ecuaciones de Maxwell
Bajo ciertas hipótesis sobre el medio material se puede asumir una relación entre los

vectores intensidad eléctrica e inducción magnética, a través de dos parámetros conocidos
como permitividad eléctrica y permeabilidad magnética. Partiendo de la Ley de Ámpere
que nos dice

∇ ×H =
∂D

∂t
+J .

podemos entonces asumir que: D = εE, J = σE + ji y B = µH (⇒ H = µ−1B).
Aquı́ ε, σ y ji corresponde a la permitividad eléctrica, a la conductividad eléctrica y a
la densidad de corriente respectivamente. El parámetro µ corresponde a la permeabilidad
magnética (es decir, la capacidad que tiene un material de permitirle a un fluido que lo
atraviese sin alterar su estructura interna).

Por la suryectividad del operaror div, y dado que ∇ · B = 0, existe un vector potencial
A tal que B = ∇ ×A. Reemplazando en la Ley de Ámpere tenemos

∇ × (µ−1∇ ×A) = ε
∂E

∂t
+ σE + ji.

El objetivo es deshacernos de E. Solo se quiere tener una variableA en el lado izquierdo.
Reformular la ley de Faraday nos lleva a

∇ × E = −
∂B

∂t
⇐⇒ ∇ × E = −

∂

∂t
∇ ×A ⇐⇒ ∇ × (E +

∂A

∂t
) = 0.



18 CAPÍTULO 2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA

Usando que el operador rot es suryectivo,

∇ × (E +
∂A

∂t
) = 0⇒ ∃ϕ : E = −∇ϕ −

∂A

∂t
.

Por lo tanto,

∇ × (µ−1∇ ×A) + ε
∂2A

∂t2 + σ
∂A

∂t
= ji − σ∇ϕ − ε

∂∇ϕ

∂t
.

Viendo que para cualquier función escalar ψ los potenciales

Â = A + ∇ψ

ϕ̂ = ϕ −
∂ψ

∂t
satisfacen también las ecuaciones anteriores. Al elegir un potencialA∗ tal que

A∗ = A +

∫ t

t0
∇ϕdt

obtenemos
E = −

∂A∗

∂t
, ∇ ×A = ∇ ×A∗.

Por conveniencia escibimos E = −∂A
∂t .

Finalmente se obtiene la formulación potencial de las ecuaciones de Maxwell,

∇ × (µ−1∇ ×A) + ε
∂2A

∂t2 + σ
∂A

∂t
= ji.

Algunas aplicaciones utilizan funciones armónicas dependientes del tiempo, tomando
por ejemplo,

ji(x, t) = Re(ji(x)eiωt), A(x, t) = Re(A(x)eiωt).

Aquı́ derivando respecto de t la funciónA, se obtiene

∇ × (µ−1∇ ×A) + (iωσ − ω2ε)A = ji,

donde A es desconocido y ji(x, t) es conocido. El término α = (iωσ − ω2ε) dependerá
del tipo de problema. De esta manera podemos escribir una expresión común para la
ecuaciones de Maxwell dada por

∇ × (µ−1∇ ×A) + αA = ji,

Observación 2.1.2. Existen otros tipos de problema como por ejemplo, el “método de
paso”, en el cual, en general, ε = 0 y σ = 1 y se toma ∂A

∂t (tk+1) ≈ A
k+1−Ak

∆t .

La función que nos interesa es A y se utiliza para calcular la inducción magnética
B = ∇ · A y la intensidad del campo eléctrico E = −∂A

∂t . A partir de ahora definiremos
nuestra función desconocida como u y definiremos el lado derecho como f.

∇ × (µ−1∇ × u) + αu = f.

Si consideramos las ecuaciones de Maxwell relacionadas al problema de tiempo armóni-
co, estas están dadas para α ≤ 0 ([9]). Para nuestro análisis supondremos que α = 0 por
lo cual la ecuación resultante viene dada por

∇ × (µ−1∇ × u) = f. (2.1)
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2.2. Formulaciones del Problema

2.2.1. Primeras Formulaciones
Consideremos el problema de Maxwell dado por (2.1) en un dominio acotado, tal

que el borde es un conductor perfecto. Sea Ω ⊂ Rd, con d = 2 (la teoria también puede
aplicarse al caso de que d = 3), un dominio poliédrico simplemente conexo, no necesaria-
mente convexo con borde (∂Ω) Lipschitz continuo. Además de su rango de aplicabilidad,
este sistema de ecuaciones diferenciales parciales exhibe las complicaciones matemáticas
encontradas en problemas de modelos más complejos (ver, por ejemplo, [17] y [11]).

Observación 2.2.1. Además de lo visto en la sección anterior, el problema de Maxwell
puede plantearse como un problema de minimización que consiste en encontrar un campo
vectorial u, en este caso correspondiente al campo magnético, que minimice el potencial

ε(v) =

∫
Ω

(
λ

2
|∇ × v|2 − v · f

)
dx,

con ∇ · v = 0, n × v = 0 en ∂Ω (donde n representa la normal exterior al borde de Ω)
y λ un parámetro fı́sico asociado a la permeabilidad ( λ = µ−1 en (2.1)).

De ahora en más, sin pérdida de generalidad supondremos que µ = 1.
El objetivo es encontrar una aproximación numérica del campo vectorial u que satis-

faga las siguientes ecuaciones, el cual denominaremos Problema de Maxwell:

∇ × ∇ × u = f en Ω (2.2)
∇ · u = 0 en Ω (2.3)

u × n = 0 en ∂Ω, (2.4)

donde f es tal que ∇ · f = 0 en Ω y n representa la normal unitaria exterior a ∂Ω.
Por un lado, nos interesará la siguiente formulación que puede verse como una pena-

lización exacta de la condición de divergencia libre. Aquı́, buscamos u solución para

∇ × ∇ × u − ∇(∇ · u) = f en Ω (2.5)
∇ · u = 0 en ∂Ω (2.6)

u × n = 0 en ∂Ω (2.7)

donde (2.5) no es más que una forma vectorial de la ecuación de Poisson ya que:

∇ × ∇ × u − ∇(∇ · u) = −∆u (2.8)

Aquı́ la restricción de divergencia libre en Ω se reemplaza por una condición de diver-
gencia libre en ∂Ω (ver [21]).
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Esto último motiva el enfoque de penalidad exacta donde se busca u tal que

∇ × ∇ × u − ∇(∇ · u) = f en Ω (2.9)

Esta reafirmación del problema es (en principio) muy atractiva desde un punto de vista
numérico. Sin embargo, como veremos más adelante, esta penalización exacta modifica
la configuración funcional del problema original, lo que lleva a soluciones espurias para
dominios no convexos.

Por otro lado, consideraremos una interpretación mixta del Problema de Maxwell que
consiste en introducir una función p escalar desconocida que desempeña el papel de un
multiplicador de Lagrange para la restricción de divergencia libre (2.3). Para el mismo
dato f, el par (u, p) debe satisfacer las siguientes ecuaciones:

∇ × ∇ × u − ∇p = f en Ω (2.10)
∇ · u = 0 en Ω (2.11)

u × n = 0 en ∂Ω (2.12)
p = 0 en ∂Ω. (2.13)

Observación 2.2.2. Veremos que p desaparece en un determinado contexto, lo cual nos
llevará al problema expuesto al principio del capı́tulo.

A groso modo uno podrı́a ver que:
(Problema de Maxwell (2.2)-(2.4))⇐⇒ (2.5)-(2.7)⇐⇒ (2.10)-(2.13).
De hecho, está claro que una solución del Problema de Maxwell (2.2)-(2.4) satisface

tanto (2.10)-(2.13) (con p = 0) como (2.5)-(2.7). A la inversa, supongamos primero que
(u, p) es una solución para (2.10)-(2.13). Obviamente u cumple con el Problema de Max-
well si p ≡ 0. Para probar esto, basta con aplicar el operador de divergencia a (2.10). En
virtud que ∇ · f = 0, vemos que p satisface

∆p = 0 en Ω (2.14)
p = 0 en ∂Ω (2.15)

cuya única solución se sabe que es p = 0. De manera similar, si u es una solución de
(2.5)-(2.7), entonces u satisface el Problema de Maxwell si ∇ · u ≡ 0. Si p = ∇ · u y se
aplica el operador ∇· a (2.5), se muestra que p satisface nuevamente (2.14) y (2.15), y se
sigue la misma conclusión.

Este planteo podrı́a ser falso, ya que depende del espacio funcional en el que se busca
u. En efecto, el hecho de que la única solución del problema (2.14)-(2.15) sea la nula se
mantiene siempre que p sea lo suficientemente regular. Se puede ver que, por ejemplo, si
el dominio es un poliedro no convexo, el conjunto de soluciones en L2 de este problema
homogéneo consiste incluso de un espacio de dimensión infinita. Por lo tanto, es necesario
precisar el marco funcional asociado con estos tres problemas y la interpretación correcta
de las ecuaciones.

El siguiente lema, será de utilidad para los próximos resultados que expodremos.
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Lema 2.2.1. La forma bilineal a(v, v) = (∇× v,∇× v) + (∇ · v,∇ · v) define una norma en
H0(curl, div) = {v ∈ H0(curl) : ∇ · v ∈ L2} equivalente a su norma natural y por lo tanto
(∇ × ·,∇ × ·) define una norma en H0(curl, div 0) = {v ∈ H0(curl) : ∇ · v = 0 en Ω}

Demostración. Sea || · ||∗ la norma inducida por la forma bilineal a, dada por

||v||∗ = ||∇ × v|| + ||∇ · v||,

para v ∈ H0(curl, div).
Por otro lado sabemos que la norma natural en H(curl, div) es equivalente a

||v||H(curl,div) = ||v||H(curl) + ||v||H(div).

Para probar la equivalencia entre las normas || · ||∗ y || · ||H(curl,div) vamos a probar que
|| · ||∗ . || · ||H(curl,div) y || · ||H(curl,div) . || · ||∗.

Por un lado tenemos que, para v ∈ H0(curl, div),

||v||H(curl,div) = ||v||H(curl) + ||v||H(div)

≥ ||∇ × v|| + ||∇ · v|| = ||v||∗.

Por otro lado, dado que para cualquier v ∈ H0(curl) tenemos que ||v|| . ||∇ × v|| + ||∇ · v||
(ver Corolario 3.51 en [27]) se tiene

||v||H(curl,div) = ||v||H(curl) + ||v||H(div)

. ||∇ × v|| + ||∇ · v|| = ||v||∗.

Como H0(curl, div 0) hereda la norma de H0(curl.div) y por lo visto anteriormente || · ||∗
define una norma H0(curl, div 0).

Sea v ∈ H0(curl, div 0),

||v||∗ = ||∇ × v|| + ||∇ · v|| = ||∇ × v||.

Por lo tanto, (∇ × ·,∇ × ·) define una norma en H0(curl, div 0). �

Dado que para la resolución numérica se utilizará una formulación débil de las ecua-
ciones de los problemas expuestos anteriormente, repasaremos algunas identidades de
Green que usaremos en la deducción de cada formulación cuya demostración incluiremos
por completitud.

En primer lugar recordemos que la formula estándar de integración por partes para
funciones u, v : Rd −→ R está dada por∫

Ω

u ·
∂v
∂xi

dx = −

∫
Ω

∂u
∂xi
· v +

∫
∂Ω

(u · ni) · vdS . (2.16)

donde ni es la componente i de la normal exterior a ∂Ω.
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Proposición 2.2.1. Sea Ω ⊂ Rd y ∂Ω su frontera. Dadas u y v campos vectoriales (con la
regularidad necesaria en cada caso) se tiene que:∫

Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx =

∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx +

∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dS , (2.17)∫
Ω

∇(∇ · u) · v dx =

∫
∂Ω

(∇ · u) · v · n dS −
∫

Ω

(∇ · u)(∇ · v) dx, (2.18)

donde n es la normal exterior a ∂Ω.

Demostración. Supongamos que ∇ × u = (w1,w2,w3) y que v = (v1, v2, v3), entonces
usando (2.16) se tiene,∫

Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx =

∫
Ω

(
∂w3

∂x2
−
∂w2

∂x3
,−
∂w3

∂x1
+
∂w1

∂x3
,
∂w2

∂x1
−
∂w1

∂x2

)
· (v1, v2, v3) dx

=

∫
Ω

[
∂w3

∂x2
v1 −

∂w2

∂x3
v1 −

∂w3

∂x1
v2 +

∂w1

∂x3
v2
∂w2

∂x1
v3 −

∂w1

∂x2
v3

]
dx

=

∫
Ω

[
−w3

∂v1

∂x2
+ w2

∂v1

∂x3
+ w3

∂v2

∂x1
− w1

∂v2

∂x3
− w2

∂v3

∂x1
+ w1

∂v3

∂x2

]
dx

−

∫
∂Ω

[−(w3 · n2) · v1 + (w2 · n3) · v1 + (w3 · n1) · v2 − (w1 · n3) · v2

− (w2 · n1) · v3 + (w1 · n2) · v3]dS

=

∫
Ω

[
w1

(
∂v3

∂x2
−
∂v2

∂x3

)
+ w2

(
∂v1

∂x3
−
∂v3

∂x1

)
+ w3

(
∂v2

∂x1
−
∂v1

∂x2

)]
dx

−

∫
∂Ω

[w1 · (v2 · n3 − v3 · n2) − w2 · (v3 · n1 − v1 · n3)

+ w3 · (v1 · n2 − v2 · n1)]dS

=

∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx −
∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dS .

De esta manera queda probada la identidad (2.17).
Probemos ahora (2.18). Supongamos que ∇ · u = p.∫

Ω

∇(∇ · u) · vdx =

∫
Ω

(
∂p
∂x1

,
∂p
∂x2

,
∂p
∂x3

)
· (v1, v2, v3) dx

=

∫
Ω

(
∂p
∂x1

v1 +
∂p
∂x2

v2 +
∂p
∂x3

v3

)
dx

= −

∫
Ω

(
p
∂v1

∂x1
+ p

∂v2

∂x2
+ p

∂v3

∂x3

)
dx

+

∫
∂Ω

(p · v1 · n1 + p · v2 · n2 + p · v3 · n3)dx

= −

∫
Ω

(∇ · u) · (∇ · v)dx +

∫
∂Ω

(∇ · u) · v · n dx.

�
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Proposición 2.2.2. Sea Ω ⊂ Rd y ∂Ω su frontera. Dado u un campo vectorial y q : Rd −→

R (con la regularidad necesaria en cada caso), se tiene que:∫
Ω

(∇ · u) · q dx =

∫
∂Ω

u · q · n dS −
∫

Ω

u · ∇q dx, (2.19)

donde n es la normal exterior a ∂Ω

Demostración. Consideremos que Ω ⊂ R3. Al igual que en las demostraciones previas
utilizaremos la identidad (2.16). Supongamos que u = (u1, u2, u3). Veamos (2.19).∫

Ω

(∇ · u) · q dx =

∫
Ω

(
∂u1

∂x1
· q +

∂u2

∂x2
· q +

∂u3

∂x3
· q

)
dx

= −

∫
Ω

(
u1 ·

∂q
∂x1

+ u2 ·
∂q
∂x2

+ u3 ·
∂q
∂x3

)
dx

+

∫
∂Ω

(u1 · q · n1 + u2 · q · n2 + u3 · q · n3)dS

= −

∫
Ω

u · ∇q dx +

∫
∂Ω

u · q · n dS .

�

Vamos a considerar tres formulaciones al Problema de Maxwell, las cuales veremos
que son equivalentes pero solo una será de mayor utilidad para nuestro problema, ya que
las restantes nos puede llevar a “malas” soluciones en determinados contextos.

2.2.2. Formulación Maxwell (curl)
Sea v ∈ H0(curl,Ω) una función test. Multipicando por v en (2.2) de ambos lados de

la igualdad, luego integrando y aplicando (2.17) se tiene:

∫
Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx +

∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dx =

∫
Ω

f · v dx

(∇ × u,∇ × v) = (f, v),

pues (n × v)|∂Ω = 0.
Ası́ obtenemos una primer formulación para el problema de Maxwell.

Maxwell (curl):

Encontrar u ∈ H0(curl,Ω) tal que

(∇ × u,∇ × v) = (f, v) ∀v ∈ H0(curl,Ω) (2.20)
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La existencia de la solución a “Maxwell (curl)” se puede demostrar restringiendo el
espacio de los campos de prueba a H(curl, div 0), que está permitido por el siguiente
lema.

Lema 2.2.2. Toda v ∈ H0(curl,Ω) se puede descomponer como v = v0 + ∇φ donde{
v0 ∈ H0(curl, div 0) y ∇ × v0 = ∇ × v
φ ∈ H1

0 y ∆φ = ∇ · v

La demostración de este resultado se puede seguir a partir del Teorema 3.2 de [19].
El siguiente lema también nos será de utilidad y su demostración puede seguirse a

partir de [2].

Lema 2.2.3. Sea φ ∈ H1
0(Ω), entonces ∇φ ∈ H0(curl,Ω).

Notando que para un campo de prueba v = ∇φ con φ ∈ H1
0(Ω), ambos términos de la

ecuación variacional (2.20) desaparecen ya que asumimos que f es tal que ∇ · f = 0, y el
Lema 2.2.3 nos permite concluir que “Maxwell (curl)” es equivalente a

Maxwell (curl, div 0):

Encontrar u ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div 0,Ω) tal que

(∇ × u,∇ × v) = (f, v) ∀ v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div 0,Ω)

Proposición 2.2.3. Las formulaciones “Maxwell (curl)” y “Maxwell (curl, div 0)” están
bien definidas y son equivalentes.

Demostración. Como mencionamos antes, la equivalencia resulta del Lema anterior to-
mando como función de prueba v = ∇φ, con φ ∈ H1

0 , en la formulación “Maxwell (curl)”.
Para la buena definición de ambas formulaciones utilizaremos el Lema de Riesz y el lema
2.2.1. Basta ver que el funcional bilineal a(u, v) = (∇×u,∇×v) es continuo en H0(curl,Ω)
y en H0(curl, div 0). En efecto, sean u, v ∈ H0(curl,Ω), como a(·, ·) define una norma en
H0(curl,Ω), || · ||H0(curl), se tiene que |a(u, v)| ≤ ||u||H0(curl)||v||H0(curl) lo que dice que a(·, ·)
es continua y por el lema de Riesz existe una única solución en H0(curl). Análogamente
si u, v ∈ H0(curl, div 0), como a(·, ·) define una norma en H0(curl, div 0) (|| · ||H0(curl,div 0)),
por lo visto en el lema 2.2.1, entonces se tiene |a(u, v)| ≤ ||u||H0(curl,div 0)||v||H0(curl,div 0) lo
que dice que a(·, ·) es continua en H0(curl, div 0) y por lo tanto existe solución única en
este espacio. �

2.2.3. Formulación de penalización exacta

Sean v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) una funcion test, y supongamos que f ∈ L2(Ω).
Multiplicando por v en (2.5) de ambos lados de la igualdad, luego integrando y aplicando
las identidades (2.17) y (2.18) se tiene:
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∫
Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx −
∫

Ω

∇(∇ · u) · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx +

∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dS−(∫
∂Ω

(∇ · u) · v · n dS −
∫

Ω

(∇ · u)(∇ · v)dx
)

=

∫
Ω

f · v dx

(∇ × u,∇ × v) + (∇ · u,∇ · v) = (f, v)

pues n × v = 0 y ∇ · u = 0 en ∂Ω.
De esta forma tenemos la siguiente formulación debil.

Penalización Exacta:

Encontrar u ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) tal que

(∇ × u,∇ × v) + (∇ · u,∇ · v) = (f, v) ∀v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) (2.21)

Proposición 2.2.4. El problema de “Penalización Exacta” está bien definido y la solución
coincide con la de “Maxwell (curl)”.

Demostración. Sea a(u, v) = (∇ × u,∇ × v) + (∇ · u,∇ · v). Este funcional es bilineal y
continuo. En efecto, la bilinealidad es directa de la linealidad del rotor y de la divergencia.
Ahora dado que a define una norma en H0(curl,Ω)∩H(div,Ω) por el lema 2.2.1, se tiene
que |a(u, v)| ≤ ||u|||H0(curl,div)||v||H0(curl,div). Ası́ este funcional es continuo y por el Lema de
Riesz el problema tiene solución única, es decir, está bien definido.

Ahora supongamos que u es solución de (2.21) y que ∇ · f = 0. Pongamos p = ∇ · u
y sea φ ∈ H1

0 solución de ∆φ = p. Tomemos ahora v = ∇φ y reemplacemos en (2.21), ası́
obtenemos ||p|| = 0 (pues (f, v) = (f,∇φ) = (∇· f, φ) = 0 por (2.18)), lo que implica p ≡ 0.
Entonces se puede concluir que u es solución de “Maxwell (curl)”. �

2.2.4. Formulaciones Mixtas: curl y curl-div

Consideremos ahora la interpretación mixta del Problema de Maxwell introducida an-
teoriormente en (2.10).

Sean v ∈ H0(curl,Ω) y q ∈ H1
0(Ω) funciones test. Multiplicando por v en (2.10) de

ambos lados de la igualdad, luego integrando y aplicando (2.17) se tiene:
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∫
Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u)(∇ × v)dx +

∫
∂Ω

n × v dS −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx

(∇ × u,∇ × v) − (∇p, v) = (f, v),

pues (n × v)|∂Ω = 0.
Ahora multiplicando por q en (2.11), integrando y aplicando (2.19) se tiene:

∫
Ω

(∇ · u) · q dx = 0∫
∂Ω

u · q dS −
∫

Ω

u · ∇q dx = 0

−(∇q,u) = 0,

pues q ∈ H1
0(Ω).

Ası́ obtenemos la siguiente formulación para el problema.

Formulación curl:

Encontrar u ∈ H0(curl,Ω) y p ∈ H1
0(Ω) tal que{

(∇ × u,∇ × v) − (∇p, v) = (f, v) ∀v ∈ H0(curl,Ω)
−(∇q,u) = 0 ∀q ∈ H1

0(Ω) (2.22)

Ahora si tomamos v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) y q ∈ L2(Ω) como funciones tests.
Razonando igual que antes para (2.10) y usando (2.18) tenemos:

∫
Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u)(∇ × v)dx+

∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dS −
(∫

∂Ω

p · (v · n)dS −
∫

Ω

p · (∇ · v)dx
)

=

∫
Ω

f · v dx

(∇ × u,∇ × v) + (p,∇ · v) = (f, v),

pues (n × v)|∂Ω = 0 y p ≡ 0 en ∂Ω.
Para (2.11) solo multiplicamos por la función test q. De esta manera obtenemos la

siguiente formulación para el problema.

Formulación curl-div:

Encontrar u ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω) y p ∈ L2(Ω) tal que
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{
(∇ × u,∇ × v) + (p,∇ · v) = (f, v) ∀v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω)

(q,∇ · u) = 0 ∀q ∈ L2(Ω) (2.23)

Proposición 2.2.5. La “Formulación curl” y la “Formulación curl−div” son equivalen-
tes y la solución es (u, 0) donde u es solución de “Maxwell (curl)” (o “Maxwell (curl,div
0)”).

Demostración. Veamos la equivalencia de ambas formulaciones (en la próxima sección
mostraremos la buena definición).

En primer lugar asumiremos que ∇ · f = 0. Supongamos que u es solución de la “For-
mulación curl”,y dado que ∇× (∇p) = 0, se tiene que v = ∇p está en H0(curl,Ω) (usando
el Lema 2.2.3) y por ende la podemos tomar como función test en la “Formulación curl”.
En efecto, como por (2.19) tenemos que (f,∇p) = (∇ · f, p), de la primera ecuación de
esta formulación se obtiene ||∇p|| = 0. Luego, como además p ≡ 0 en ∂Ω concluimos que
(u, 0) es solución de “Formulación curl” con u satisfaciendo “Maxwell (curl)”.

Por otro lado, si u es solución de la “Formulación curl − div” satisface “Maxwell
(curl,div 0)”. En efecto, sea φ ∈ H1

0(Ω) tal que ∆φ = p, y tomemos v = ∇φ. Como
∇ × ∇φ = 0 y ∇ · (∇φ) = ∆φ ∈ L2(Ω), entonces v ∈ H0(curl,Ω) ∩ H(div,Ω). De esta
manera, dado que ∇ · v = ∆φ = p de la primera ecuacion de la formulación se sigue
que ||p|| = 0 (pues, (f,∇φ) = (∇ · f, φ) por (2.19) y el hecho que φ ≡ 0 en ∂Ω). Por lo
tanto p desaparece haciendo que (u, 0) sea solución con u solución de “Maxwell (curl,div
0)”. �

2.3. Operadores, normas y buena definición del Proble-
ma

A continuación definiremos los operadores (funcionales) y las normas que, teniendo
en cuenta la “Formulación curl”, usaremos a lo largo del trabajo.

Definición 2.3.1. Para u, v ∈ H0(curl,Ω) y p, q ∈ H1
0(Ω), se definen los siguientes ope-

radores:

a(u, v) = (∇ × u,∇ × v)
b(v, q) = −(∇q, v)

c((u, p), (v, q)) = a(u, v) + b(v, q) − b(u, p)

Observación 2.3.1. El signo negativo en el tercer término se justifica a partir de que
en (2.22) podemos multiplicar la segunda ecuación por −1 dando lugar a un problema
equivalente. El propósito de este cambio se verá reflejado en la prueba de resultados que
se expondrán mas adelante.
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Definición 2.3.2. Para v ∈ H0(curl) y q ∈ H1
0(Ω), Se definen las siguientes normas:

||v||H0(curl) =
1
`
||v|| + ||∇ × v||

||q||1 =
1
`
||q|| + ||∇q||

|||v, q||| = ||v||H0(curl) + `1/2||q||1

con ` = `(Ω) una constante para que las normas sean consistentes.

Llamaremos V y Q a los espacios H0(curl,Ω) y H1
0(Ω) respectivamente.

Observación 2.3.2. Si B es el operador tal que 〈Bv, q〉 = b(v, q), entonces Ker(B) = {v ∈
V/ b(v, q) = 0 ∀ q ∈ Q}.

Antes de probar la buena definición del problema (2.22) introduciremos la desigual-
dad de Friedrich-Poincaré (expuesta en [27]) que nos será de utilidad para la prueba de
la buena definición. Antes mencionaremos el siguiente Lema, cuya demostración puede
consultarse en (ver [1] y [31]).

Lema 2.3.1. Si Ω es un dominio Lipschitz acotado el espacio H(curl,Ω)∩H(div 0,Ω) es
compacto en L2(Ω).

Lema 2.3.2. (Desigualdad de Friedrich-Poincaré)
Supongamos que Ω es un dominio acotado y Lipschitz. Si Ω es simplemente conexo con
borde conexo. Entonces existe una constante C > 0 tal que para todo u ∈ H0(curl,Ω) ∩
H(div 0,Ω) se tiene

1
`
||u|| ≤ C||∇ × u|| (2.24)

Demostración. Supongamos que el resultado es falso. Entonces existe una sucesión {un}n ⊂

H0(curl,Ω)∩ H(div 0,Ω) tal que ||∇ × un|| ≤
1
n y ||un|| = 1 para todo n. A través del Lema

2.3.1, como H0(curl,Ω)∩H(div 0,Ω) es compacto en L2(Ω), existe una subsucesión {un j}

tal que un j −→ u en L2(Ω) cuando j −→ ∞ para algún u en H0(curl,Ω) ∩ H(div 0,Ω).
A partir de esto se tiene, por un lado que ||u|| = 1, dado que ||un j || = 1, lo que implica

además que u , 0.
Por otro lado se tiene que ∇ · u = 0 y que ∇ × u = 0. En efecto, como ∇ · un j = 0,

tomemos f ∈ C∞0 (Ω)∫
Ω

(∇ · u) · f dx = lı́m
j−→∞

∫
Ω

(∇ · un j) · f dx = 0 ∀ f ∈ C∞0 (Ω),

por lo tanto, ∇ · u = 0.
Para ver que ∇ × u = 0, por lo visto al principio de la demostración, ||∇ × un j || ≤

1
n j

,
implica que ∇ × un j −→ 0 en L2(Ω). Tomemos v ∈ C∞0 (Ω)d,∫

Ω

(∇ × u) · v dx = lı́m
j−→∞

∫
Ω

(∇ × un j) · v dx = 0 ∀v ∈ C∞0 (Ω)d,
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entonces ∇ × u = 0.
Esto último implica que existe p ∈ H1(Ω) tal que u = ∇p.

0 =

∫
Ω

(∇ · u) · p dx = −

∫
Ω

u · ∇p dx = −||u||2 ⇒ u = 0 en Ω,

lo que es una contradicción. �

Recordemos, además, la desigualdad de Poincaré para funciones en H1
0 .

Lema 2.3.3. (Desigualdad de Poincaré en H1
0)

Supongamos que Ω es un dominio acotado y Lipschitz. Entonces existe una constante
C < ∞ tal que

||v|| ≤ C|v|. ∀v ∈ H1
0(Ω).

Teorema 2.3.1. El operador c satisface la siguiente condición inf-sup:

ı́nf
(u,p)∈V×Q\{0,0}

sup
(v,q)∈V×Q\{0,0}

c((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

≥ β > 0,

y por lo tanto (2.22) está bien definida.

Demostración. Afirmamos que a : V × V −→ R es bilineal, continua y coercitiva res-
tringida a V ∩ H(div 0,Ω) (es un subespacio cerrado de V en Ker(B)). En efecto, es fácil
ver que a es bilineal y continua. Veamos entonces que es coercitiva. Para esto usaremos
la desigualdad de Poincaré-Friedrich vista en (2.24).

Sea v ∈ V ∩ H(div 0,Ω). Dado que a(v, v) = ||∇ × v||2 y que, en virtud de (2.24),
||v||V = 1

`
||v||+ ||∇×v|| ≤ C||∇×v||, entonces ||v||2V ≤ C||∇×v||2 = Ca(v, v). De esta manera

probamos que a es coercitiva en V ∩ H(div 0,Ω).
Por otro lado, b(·, ·) es bilineal y continua. Además, ∀ p ∈ Q, ∃ vp ∈ V con ||vp||V = 1 tal
que b(vp, p) ≥ βp||p||Q. En efecto, si tomamos vp =

∇p
||∇p|| , satiface que vp ∈ V (por Lema

2.2.3) y b(vp, p) =
∫

Ω
vp · ∇p = 1

‖∇p‖

∫
Ω
|∇p|2 = ||∇p|| ≥ C||p||Q (usando Poincaré ya que

p = 0 en ∂Ω) .
De esta mandera probamos que a y b cumplen la condición inf-sup. Más precisamente
cumplen las condiciones (1.8) y (1.9) del Teorema 1.3.2. Ahora siguiendo la Proposi-
ción 1.3.1 implica que la forma bilineal c cumple (BNB1) y (BNB2), es decir la inf-sup,
probando ası́ la buena definicion de (2.22). �

Proposición 2.3.1. Supongamos que f ∈ H(div 0,Ω). Las formulaciones (2.23) y (2.21)
están bien definidas. Además, son equivalentes a (2.22) en el sentido que conducen a la
misma u.

Demostración. Veamos que p ≡ 0 en (2.22).
Tenemos que

∫
Ω

(∇×u) · (∇×v)dx−
∫

Ω
∇p ·v dx =

∫
Ω

f ·v dx ∀ v ∈ H0(curl,Ω). Tomemos
v = ∇p. Es claro que v ∈ H0(curl,Ω) (por el Lema 2.2.3). Usando que ∇ × ∇p = 0,
tenemos que −||∇p||2 =

∫
Ω

f · ∇p dx. Como
∫

Ω
f · ∇p dx =

∫
∂Ω

p · (f ·n)dS −
∫

Ω
(∇ · f) · p dx,

entonces ||∇p|| = 0 ya que ∇ · f = 0 (pues f ∈ H(div 0,Ω) por hipótesis) y que p ≡ 0 en
∂Ω. Usando ahora la desigualdad de Poincaré y que p ≡ 0 en ∂Ω, tenemos finalmente que
p ≡ 0 en Ω.
Por ultimo, aplicando las proposiciones (2.2.5) y (2.2.4) obtenemos lo querido. �
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2.4. Formulación aumentada para el problema de Max-
well

En este trabajo estudiaremos una aproximación númerica para el problema de Max-
well donde se parte de una formulación aumentada diferente. Veremos en el siguiente
capitulo que en determinados contextos nos será de interés una formulación curl.

La idea de esta formulación aumentada consiste en agregar el término `2

λ
∆p a la ecua-

ción (2.11). En este caso ` > 0 es una constante inherente al problema ya que la misma es
la utilizada para definir las normas consistentes y la cual se desprende de la desigualdad
de Poincaré-Friedrich. La formulación en forma fuerte consiste entonces en encontrar
u ∈ V y p ∈ Q tal que

{
∇ × ∇ × u − ∇p = f en Ω

−∇ · u − `2∆p = 0 en Ω

en Ω con n × u = 0 y p = 0 en ∂Ω.
Sean v ∈ V y q ∈ Q. Multiplicando la primer ecuación por v e integrado obtenemos∫

Ω

(∇ × ∇ × u) · v dx −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx +

∫
∂Ω

(∇ × u) · (n × v)dS −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx∫
Ω

(∇ × u) · (∇ × v)dx −
∫

Ω

∇p · v dx =

∫
Ω

f · v dx.

Para la segunda ecuación multiplicamos por una función de prueba q e integramos
obteniendo

−

∫
Ω

(∇ · u) · q dx − `2
∫

Ω

(∆p) · q dx = 0∫
Ω

u · ∇q dx −
∫
∂Ω

u · q · n dx + `2
∫

Ω

∇p · ∇q dx −
∫
∂Ω

∇p · q · n dx = 0∫
Ω

u · ∇q dx + `2
∫

Ω

∇p · ∇q dx = 0.

Donde estas igualdades se deducen de las identidades (2.17), (2.18) y (2.19).

Ası́ obtenemos la siguiente formulación.

Formulación Aumentada:

Encontrar u ∈ V y p ∈ Q tal que

{
a(u, v) + b(v, p) = (f, v) ∀v ∈ V

−b(u, q) + sp(p, q) = 0 ∀q ∈ Q (2.25)

con sp = `2
∫

Ω
∇p · ∇q
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Proposición 2.4.1. Supongamos que f ∈ H(div 0,Ω). Entonces la formulación (2.25) está
bien definida y su solución (u, p) es la solución de (2.22).

Demostración. Veamos en primer lugar que p ≡ 0. Sea v = ∇p, de la primer ecuación
obtenemos −||∇p|| =

∫
Ω

f · ∇p dx =
∫

Ω
∇ · f · p dx = 0 pues f ∈ H(div 0,Ω). Usando

Poincaré y el hecho de que p|∂Ω = 0 se deduce que p = 0 en Ω.
Para ver la buena definición consideremos ĉ((u, p), (v, q)) = c((u, p), (v, q)) + sp(p, q)

y veamos que se cumple la inf-sup para este operador. Por el Teorema 2.3.1 sabemos que

ı́nf
(u,p)\{0,0}

sup
(v,q)\{0,0}

c((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

≥ β > 0.

De aquı́ podemos inferir que ∀(u, p) ∈ V × Q, sup(v,q)\{0,0}
c((u,p),(v,q))
|||u,p||||||v,q||| ≥ β.

Ahora, usando como función test (v, q) = (u, p),

sup
(v,q)\{0,0}

ĉ((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

= sup
(v,q)\{0,0}

c((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

+ sup
(v,q)\{0,0}

sp(p, q)
|||u, p||||||v, q|||

≥ sup
(v,q)\{0,0}

c((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

+ `2 ||∇p||2

|||u, p|||2

≥ sup
(v,q)\{0,0}

c((u, p), (v, q))
|||u, p||||||v, q|||

≥ β > 0,

Tomando ı́nfimo sobre (u, p) se obtiene que la condición inf-sup para ĉ lo que prueba la
buena definición de (2.25).

Esta buena definición junto con el hecho de que p = 0 en Ω muestra que la solución
de (2.25) es (u, 0), es decir, la misma solución de (2.22). �



Capı́tulo 3

Aproximación Numérica

En este capı́tulo vamos a presentar un método de tipo PkPl estabilizado para la formu-
lación aumentada (2.25).

Sea Th una partición de Ω en un conjunto de elementos {K}. Para cada elemento K
denotamos por hK su diámetro y definimos el tamaño de la malla como h = máxK∈Th hK .

Sea Np(Ω) = {vh ∈ C(Ω)/vh|K ∈ Pp ∀ K ∈ Th}, donde Pp denota el espacio de poli-
nomios de grado menor o igual que p. Este es el tipo de espacio que vamos a considerar
para las variables escalares y para todas las componentes de las variables vectoriales. Es
un espacio de funciones H1-conformes, ya que los funciones aproximantes de este espacio
resultan ser continuas y pertenecen a H1(Ω).

Antes de comenzar con el análisis del método numérico recordaremos las siguien-
tes estimaciones inversas que se tienen para particiones quasi-uniformes (i.e., familias
de triangulaciones para las cuales existe una constante σ tal que hT ≥ σh): Existe una
constante Cinv, independiente de h, tal que

||∇vh||0,K ≤ Cinvh−1
K ||vh||0,K (3.1)

||∆vh||0,K ≤ Cinvh−1
K ||∇vh||0,K , (3.2)

para toda vh función de Elementos Finitos definida en K ∈ Th. Estas desigualdades pueden
usarse para escalares o vectores (ver, por ejemplo, [11]). .

A continuación mostraremos que sucede en el caso particular en un dominio no con-
vexo con la formulación basada en (2.23) y (2.21). Recordemos que se definió V =

H0(curl,Ω) y a Q = H1
0(Ω).

3.1. The Corner Paradox
Aunque todas las formulaciones introducidas anteriormente en el Capı́tulo 2 son equi-

valentes, estables y consistentes, las aproximaciones numéricas basadas en las formu-
laciones curl-div (2.23) o de penalización exacta (2.21) pueden conducir a soluciones
espurias en dominios no convexos (por ejemplo, dominios con esquinas reentrantes). A
partir del trabajo de Costabel en [15] se puede dar una justificación a esto.

Si consideramos, para u y v en H0(curl,Ω) ∩ H1(Ω), las formas bilineales a0(u, v) =

(∇ × u,∇ × v) + (∇ · u,∇ · v) y a1(u, v) = (∇u,∇v) siguiendo el Teorema 4.1 de [15]

32
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se puede concluir que ambas formas bilineales coinciden. Mas aún, implica que la forma
bilineal a0 es coercitiva con la norma de H1(Ω) (ver [19], pág. 52), es decir que

||u||1 . ||∇ × u||2 + ||∇ · u||2. (3.3)

Esta coercitividad implica que V ∩ X es un subespacio cerrado de V ∩ H(div,Ω) para
X ⊆ H1(Ω) con la norma de H1.

El siguiente Lema lo muestra en una forma general.

Lema 3.1.1. Si Ω no es convexo, V ∩ H1(Ω) es un subespacio cerrado propio de V ∩
H(div,Ω)

Demostración. Es claro que V ∩H1(Ω) ⊆ V ∩ H(div,Ω).
Ahora, tomemos u ∈ V∩H(div,Ω)\V∩H1(Ω) y supongamos que existe una sucesión

{un}n ⊂ V ∩H1(Ω) tal que ||un − u||V∩H(div) −→ 0 cuando n→ ∞.

⇒ ||∇ × (un − u)||2 + ||∇ · (un − u)||2 −→ 0

Usando (3.3) se obtiene que ||un − u||H1(Ω) −→ 0 y como H1(Ω) es cerrado se concluye
que u ∈ H1(Ω) lo que es una contradicción. �

A partir de este resultado podemos inferir que las formulaciones estables en H1 no
pueden converger a soluciones en V∩H(div,Ω) que no pertenecen a V∩H1(Ω). Podemos
probar que este es el caso si consideremos la siguiente formulación curl-div: Hallar uh ∈

Xh ⊂ H1(Ω) ∩ V tal que

(∇ × uh,∇ × vh) + (∇ · uh,∇ · vh) = (f, vh) ∀ vh ∈ Xh (3.4)

donde Xh es un espacio de elementos finitos conforme H1.

Corolario 3.1.1. Si Ω no es convexo, en general lı́mh→0 ||u − uh||V∩H(div,Ω) , 0

Demostración. Sea {uh}h>0 ∈ Xh solución del problema (3.4), luego {uh}h>0 ∈ H1(Ω) y
tomando vh = uh en la ecuación (3.4) se tiene que

||∇ × uh||
2 + ||∇ · uh||

2 = (f,uh) . ||f||||uh||.

Por otro lado, usando la coercitividad de (∇× u,∇× v) + (∇ · u,∇ · v) con la norma de
H1(Ω) se tiene que

||uh||1 . ||∇ × uh|| + ||∇ · uh||

En consecuencia, ||∇ × uh||
2 + ||∇ · uh||

2 . ||f||||uh||1 . ||f||(||∇ × uh|| + ||∇ · uh||)

⇒ ||∇ × uh|| + ||∇ · uh|| . ||f|| ⇒ ||uh||1 . ||f||

Concluimos que {uh} están uniformemente acotadas en H1 y por lo tanto existe algu-
na subsucesión {uh j} convergente en H1(Ω). Pero si la u está en V ∩ H(div,Ω)\H1(Ω),
usando el hecho de que V ∩ H1(Ω) es un subespacio cerrado de V ∩ H(div,Ω) entonces
lı́mh j−→0 uh j = ũ ∈ V ∩H1(Ω) y por lo tanto ũ , u. Se concluye entonces que la sucesión
{uh} no puede aproximar elementos de V∩H(div,Ω) que no pertenecen a V∩H1(Ω). �
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Este resultado implica que las aproximaciones basadas en (2.23) y (2.21) no pueden
“capturar” soluciones del problema (2.22) que no estén en V∩H1(Ω) y por lo tanto no son
en general adecuadas para resoluciones numéricas. Este tipo de soluciones se llaman “no
suaves” o “singulares”. La clave de este resultado es el control espurio sobre la divergencia
de las aproximaciones basadas en (2.23) y (2.21), lo que implica que todo el gradiente está
uniformemente acotado en L2(Ω), y que uh es una función que está en H1(Ω) para todo h.

Sean Vh ⊂ V y Qh ⊂ Q espacios de Elementos Finitos. Consideremos la aproximación
del problema (2.22), es decir, encontrar uh ∈ Vh y ph ∈ Qh tal que:{

a(uh, vh) + b(vh, ph) = (f, vh) ∀ vh ∈ Vh

−b(uh, qh) = 0 ∀ qh ∈ Qh
(3.5)

donde los operadores a y b están definidos por a(u, v) = (∇ × u,∇ × v) y b(v, p) =

−(∇p, v).
La teorı́a de los Métodos Mixtos, expuesta en el Capı́tulo 1 y lo probado en el Capı́tulo

2, nos garantiza que este problema tendrá solución si la forma bilineal

c(uh, ph; vh, qh) = a(uh, vh) + b(vh, ph) − b(uh, qh)

satisface:

ı́nf
(uh,ph)∈Vh×Qh\(0,0)

sup
(vh,qh)∈Vh×Qh\(0,0)

c(uh, ph; vh, qh)
|||uh, ph||||||vh, qh|||

≥ βδ > 0 (3.6)

para βδ > 0 uniforme con respecto a h (ver [10]), donde recordemos que |||vh, qh||| =

||vh||V + `
1
2 ||q||1.

No se sabe si existe alguna interpolación nodal para Vh × Qh que satisfaga esta condición
inf-sup. Sin embargo, se satisface cuando Vh está dada por los elementos de Nédelec (o
borde); esos elementos solo pertenecen a H(curl; Ω), ya que no satisfacen la continuidad
de la componente normal sobre las caras del elemento. Por otra parte, un espacio de
Elementos Finitos nodal se puede utilizar para el espacio Qh (ver, por ejemplo, [30]).

Como resultado, los Elementos Finitos nodales solo se han usado con la formulación
“mala” (3.4), lo que lleva a soluciones espurias para dominios no convexos, por ejemplo,
dominios con esquinas reentrantes. Por otro lado, la formulación “buena” (3.5) se ha
restringido a los elementos de borde, ya que satisfacen (3.6). Dado que el problema es el
hecho de que una formulación curl-div no es adecuada para propósitos numéricos, se ha
propuesto una estabilización de Elementos Finitos nodales en [13]. La idea clave de este
enfoque es introducir un peso en el término div-div de penalización en (3.4) que depende
de la distancia a las singularidades. El problema resultante se plantea en un espacio de
Sobolev con pesos que satisface una propiedad de aproximación.

En esta tesis presentamos, siguiendo el trabajo de Badia&Codina [5], una nueva for-
mulación mixta y una correspondiente aproximación de Elementos Finitos estabilizada
que se puede resolver con Elementos Finitos nodales. La formulación que se propone se
puede utilizar automáticamente para cualquier problema sin la necesidad de saber dónde
están las singularidades y de definir una función de ponderación alrededor de cada singu-
laridad.
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3.2. Estabilización por FEM y aproximaciones nodales
Este nuevo enfoque puede verse como una discretización estabilizada basada en re-

siduos de la formulación aumentada exacta (2.25), aunque simplemente se establecerá el
método sin una motivación heurı́stica adicional. La formulación de Elementos Finitos que
se propone está diseñada para espacios de Elementos Finitos conformes con H1.

Sea Vh = Nk(Ω)d ∩V y Qh = Nl(Ω)∩Q para k, l > 0 el órden de aproximación para u
y p, respectivamente. Como no hay restricción entre k y l, y se permiten aproximaciones
de igual orden, supondremos l = k. Entonces se busca uh ∈ Vh y ph ∈ Qh solución de

{
a(uh, vh) + b(vh, ph) + su(uh, vh) = (f, vh) ∀ vh ∈ Vh

−b(uh, qh) + sp(ph, qh) = 0 ∀ qh ∈ Qh
(3.7)

donde
sp(ph, qh) = `2

∫
Ω

∇ph · ∇qh dx (3.8)

y el término de estabilización está dado por

su(uh, vh) =
∑
K∈Th

cu

∫
K

h2
K

`2 ∇ · uh∇ · vh dx (3.9)

con cu una constante algorı́tmica.
Se puede ver fácilmente que (3.7) es una aproximación de Elementos Finitos basada

en residuos de la formulación aumentada (2.25) (ver [12], [23]). El parámetro de esta-
bilización cu

h2
K
`2 debe proporcionar un método dimensionalmente consistente y se puede

justificar heurı́sticamente mediante el uso de técnicas de transformadas de Fourier (ver
[6]).

El beneficio de este enfoque es doble: nos permite eludir la necesidad de tener que
probar una condición inf-sup y estabilizar problemas singularmente perturbados.

La razón por la cual el término su es necesario se hace evidente a partir del analisı́s
teórico y la experimentación numérica. Cuando h→ 0 este término desaparece y el méto-
do no es un algoritmo curl-div.

Definimos la forma bilineal cs, que resulta de adicionar a la forma bilineal c los térmi-
nos de estabilización su y sp, es decir,

cs((uh, ph); (vh, qh)) = c((uh, ph); (vh, qh)) + su(uh, vh) + sp(ph, qh).

3.2.1. Análisis de estabilidad
Nuestro interés ahora es demostrar que la foma bilineal cs es estable respecto de la

norma:

|||vh, qh|||h = ||∇ × vh|| +

∑
K∈Th

h2
K

`2 ||∇ · vh||
2
0,K


1/2

+ `||∇qh||.

Es importante mencionar que esta norma depende de la malla.
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Lema 3.2.1. La forma bilineal cs : Vh × Qh × Vh × Qh → R es coercitiva con respecto a
la norma |||·, ·|||h.

Demostración. Sea (vh, qh) ∈ Vh×Qh, veamos que cs((vh, qh); (vh, qh)) ≥ C|||vh, qh|||
2
h para

alguna constantes C > 0.

cs((vh, qh); (vh, qh)) = a(vh, vh) + b(vh, qh) − b(vh, qh) + su(vh, vh) + sp(qh, qh)
= a(vh, vh) + su(vh, vh) + sp(qh, qh)

= ||∇ × vh||
2 +

∑
K∈Th

h2
K

`2 ||∇ · vh||
2
0,K

 + `2||∇qh||
2 ≥

1
3
|||vh, qh|||

2
h

�

Observación 3.2.1. Esta norma no es suficiente para fines numéricos, ya que no propor-
ciona explicitamente control uniforme con respecto a h en L2(Ω).

El siguiente lema soluciona este problema.

Lema 3.2.2. La solución (wh, αh) ∈ Vh × Qh del problema

cs((wh, αh), (vh, qh)) = 〈F, vh〉 + 〈G, qh〉 ∀ (vh, qh) ∈ Vh × Qg (3.10)

para F ∈ V′ y G ∈ Q′, satisface |||wh, αh||| . |||wh, qh|||h + ||G||Q′ .
Además, ∀ (vh, qh) ∈ Vh × Qh, tenemos |||vh, qh|||h . |||vh, qh|||.

Demostración. Por la condición inf-sup expuesta en (3.6), podemos garantizar que existe
(w̃, α̃) ∈ V × Q tal que |||w̃, α̃||| = 1 y

c(wh, αh; w̃, α̃) ≥ β|||wh, αh|||

Sea S Zh(·) el interpolador de Scott-Zhang (ver [8]) en el espacio de elementos finitos
correspondiente (puede ser Vh o Qh y quedará claro por el contexto al hacer la cuenta).
Sabemos que existe una constante C > 0 tal que

‖v − S Zh(v)‖m,K ≤ Ch1−m‖v‖1,ωK , m = 0, 1, (3.11)

donde ωK :=
⋃

K′∩K,∅ K′. Luego tenemos que

c(wh, αh; w̃, α̃) = c(wh, αh; w̃, α̃ − S Zh(α̃)) + c(wh, αh; 0, S Zh(α̃)).

Acotamos el primer término de la siguiente manera

c(wh, αh; w̃, α̃ − S Z(α)) = a(wh, w̃) + b(w̃, αh) − b(wh, α̃ − S Z(α̃))

≤ ||∇ × wh||||∇ × w̃|| + ||∇αh||||w̃||H0(curl) +
∑
K∈Th

||∇ · wh||0,K ||α̃ − S Z(α̃)||0,K

. ||∇ × wh||||∇ × w̃|| + ||∇αh||||w̃||H0(curl) +
∑
K∈Th

hK ||∇ · wh||0,K ||α̃||1,ωK

. |||w̃, α̃|||(||∇ × wh|| +
∑
K∈Th

hK ||∇ · wh||0,K + ||∇αh||) (3.12)

. |||w̃, α̃||||||wh, αh|||h (3.13)
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En la penúltima desigualdad estamos usando las siguientes desigualdades

||∇ × w̃|| .||w̃||H0(curl) . |||w̃, α̃|||
||w̃|| .||w̃||H0(curl) . |||w̃, α̃|||
||α̃||1 .|||w̃, α̃|||

Usando que (wh, αh) es solución de (3.10), entonces

c(wh, αh; 0, S Zh(α̃)) = 〈G, S Zh(α̃)〉 − sp(αh, S Zh(α̃))

≤ ||G||Q′ ||S Zh(α̃)||Q + `2||∇αh||||∇S Zh(α̃)||
≤ (|||wh, αh|||h + ||G||Q′)|||w̃, α̃|||

En la última desigualdad estamos usando la continuidad de S Zh(·) en H1.
Por la condición inf-sup (3.6) para c(·, ·) y usando que |||w̃, α̃||| = 1 se tiene

|||wh, αh||| . c((wh, αh), w̃, α̃) . |||wh, αh|||h + (|||wh, αh|||h + ||G||Q′)
. |||wh, αh|||h + ||G||Q′

De esta manera, queda probada la cota superior para ||| · |||.
Para la cota inferior, usando que ||∇ · vh||0,K ≤ Cinvh−1

K ||vh||0,K . Se tiene

|||wh, αh|||h = ||∇ × wh|| +

∑
K∈Th

h2
K

`2 ||∇ · wh||
2
0,K


1/2

+ `||∇αh||

≤ ||∇ × wh|| +

∑
K∈Th

h2
K

`2 Ch−2
K ||wh||

2
0,K


1/2

+ `||∇αh||

. ||∇ × wh|| + ||wh|| + ||∇αh||

= |||wh, αh|||.

Y asi se obtiene que |||wh, αh|||h . |||wh, αh|||. �

Observación 3.2.2. El lema previo pone en evidencia la importancia de ||∇ · w|| en el
término de estabilización que resulta esencial para poder acotar (∇ · w, α̃ − S Z(α̃)) en
(3.12).

Corolario 3.2.1. La forma bilineal cs : Vh×Qh×Vh×Qh −→ R es continua con respecto
a la norma ||| · |||

Demostración. Sean (uh, ph) ∈ Vh×Qh y (vh, qh) ∈ Vh×Qh, tomando módulo y aplicando
desigualdad triangular se tiene

|cs((uh, ph); (vh, qh))| ≤ |c((uh, ph); (vh, qh))|︸                  ︷︷                  ︸
(1)

+ |sp(ph, qh)|︸      ︷︷      ︸
(2)

+ |su(uh, vh)|︸      ︷︷      ︸
(3)

.

1. Dado que el operador c es continuo respecto a ||| · |||, tenemos que

|c((uh, ph); (vh, qh))| . |||uh, ph||||||vh, qh|||.
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2.
|sp(ph, qh)| = `2

∣∣∣∣∣∫
Ω

∇ph · ∇qh

∣∣∣∣∣ ≤ `2||∇ph||||∇qh|| . |||uh, ph||||||vh, qh|||,

donde la última desigualdad se deduce de que ||∇ph||0 ≤ ||ph||1 ≤ |||uh, ph||| y análo-
gamente para qh.

3.

|su(uh, vh)| ≤
∑
K∈Th

cu

∣∣∣∣∣∣
∫

K

h2
K

`2 ∇ · uh∇ · vh

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||∇ · uh||0,K ||∇ · vh||0,K

≤︸︷︷︸
(∗)

∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 C1h−1
k ||uh||0,KC2h−1

K ||vh||0,K . |||uh, ph||||||vh, qh|||,

donde en (*) estamos usando la desigualdad (3.1).

Juntando (1), (2) y (3) obtenemos

|cs((uh, ph); (vh, qh))| . |||uh, ph||||||vh, qh|||,

lo que prueba la continuidad respecto de ||| · |||. �

Corolario 3.2.2. El problema (3.7) está bien definido, es decir admite una única solución
(uh, ph) y vale la siguiente desigualdad: |||uh, ph||| . ||f||.

Demostración. Por el lema 3.2.1 tenemos por un lado que cs es coercitiva respecto a
||| · |||h y dado que en el problema (3.7), G = 0, por el lema anterior se tiene que |||uh, ph||| .
|||uh, ph|||h.

=⇒ |||uh, ph|||
2 . cs(uh, ph; uh, ph) (3.14)

Esto nos dice que (3.7) es un sistema de ecuaciones con una matriz definida positiva.
Por lo tanto el sistema tiene solución y dicha solución es única. Por otro lado, usando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que (f,uh) ≤ ||f||||uh|| ≤ ||f|||||uh, ph||| (en la
segunda desigualdad estamos usando que ||uh|| ≤ |||uh, ph|||). Como cs(uh, ph; uh, ph) =

(f,uh) y vale (3.14) concluimos que |||uh, ph||| . ||f||. �

3.2.2. Estimación del error
Como se dijo anteriormente, los métodos numéricos basados en la formulación curl-

div no convergen en el caso de soluciones singulares debido a la falta de una condición de
aproximabilidad (ver Corolario 3.1.1). La formulación (3.7) evita este problema, ya que
tanto la estabilidad como la continuidad se mantienen para la misma norma ||| · |||.
Para definir la función de error de interpolación, utilizaremos el siguiente resultado. La
prueba se puede ver siguiendo [1] (Proposición 3.7) y [22] (Lema 4.2).

Lema 3.2.3. Si v ∈ V ∩ H(div,Ω), entonces v ∈ Hr(Ω) para algún número real r > 1
2 , y

se tiene
`r−1||v||Hr(Ω) . ||∇ × v|| + ||∇ · v||.
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El lema anterior conduce al siguiente resultado, que se utiliza en la definición de la
función de interpolación de errores.

Corolario 3.2.3. Toda función v ∈ V ∩ H(div,Ω) pertenece a L2(∂K) para todo K ∈ Th.

Demostración. Como consecuencia del lema anterior, v ∈ Hr(K) para algún r > 1
2 . Ahora,

usando un teorema de trazas para espacios de Sobolev faccionarios (ver, por ejemplo, [16],
Teorema 1), se obtiene que v ∈ Hr− 1

2 (∂K), lo que prueba este resultado. �

Definición 3.2.1. Se define

Eh(u, p) = ı́nf
(wh,rh)∈Vh×Qh

%(u − wh, p − rh)

donde

%(v, q) = |||v, q||| +

∑
K∈Th

hK

`2 ||v||
2
0,∂K


1/2

Teorema 3.2.1. La solución (uh, ph) del problema (3.7), para la familia de particiones
{Th}h>0, aproxima a la solución continua (u, p) del problema (2.22) en el siguiente senti-
do:

|||uh − u, ph − p||| . Eh(u, p)

Demostración. Teniendo en cuenta la Proposición 2.4.1 y el hecho que ∇ ·u = 0 tenemos
que cs(u, p; vh, qh) = c(u, p; vh, qh)+su(u, vh)+sp(p, qh) = (f, vh). Luego ∀ (wh, ph) y (vh, qh) ∈
Vh × Qh se tiene que

cs(uh − wh, ph − rh; vh, qh) =cs(u − wh, p − rh; vh, qh) = c(u − wh, p − rh; vh, qh)
+ su(u − wh, vh) + sp(p − rh, qh),

debido a que tanto el lado izquierdo como el derecho de la igualdad son iguales a (f, vh).
Por un lado tenemos que,

su(u − wh, vh) =
∑
K∈Th

cu

∫
K

h2
k

`2∇ · (u − wh)∇ · vh

= −
∑
K∈Th

cu

∫
K

h2
k

`2 (u − wh) · ∇(∇ · vh)

+
∑
K∈Th

cu

∫
∂K

h2
k

`2 (u − wh) · n∇ · vh

.
∑
K∈Th

cu
h2

k

`2 ||u − wh||0,K ||∇(∇ · vh)||0,K

+
∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||u − wh||0,∂K ||∇ · vh||0,∂K (∗)
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donde en la segunda igualdad estamos usando (2.19) y para la desigualdad utilizamos la
desigualdad de Hölder.

Teniendo en cuenta las desigualdad (3.1) y que vale ||φh||0,∂K . h−1/2
K ||φh||0,K se puede

ver que

(∗) ≤
∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||u − wh||0,KCinvh−1
K ||∇ · vh||0,K

+
∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||u − wh||0,∂Kh−1/2
K ||∇ · vh||0,K

.

(1)︷                                   ︸︸                                   ︷∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||u − wh||0,Kh−2
K ||vh||0,K

+
∑
K∈Th

cu
h2

K

`2 ||u − wh||0,∂Kh−1/2
K h−1

K ||vh||0,K︸                                          ︷︷                                          ︸
(2)

,

y en consecuencia tenemos que

(1) . |||u − wh, p − rh||||||vh, qh|||.

Por otro lado, usando la desigualdad de Hölder para sumas se obtiene

(2) .

∑
K∈Th

hK

`2 ||u − wh||
2
0,∂K


1
2

|||vh, qh|||.

De esta manera,

su(u − wh, vh) . |||u − wh, p − rh||||||vh, qh||| +

∑
K∈Th

hK

`2 ||u − wh||
2
0,∂K


1
2

|||vh, qh|||.

Usando la continuidad de c y de sp tenemos que

c(u − wh, p − rh; vh, qh) ≤ |||u − wh, p − rh||||||vh, qh|||,

y
sp(p − rh, qh) ≤ |||u − wh, p − rh||||||vh, qh|||.

Luego, podemos concluir que

cs(uh − wh, ph − rh; vh, qh)
|||vh, qh|||

. |||u − wh, p − rh||| +

∑
K∈Th

hK

`2 ||u − wh||
2
0,∂K


2

. (3.15)
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Si en (3.15) ponemos (vh, qh) = (uh − wh, ph − rh), entonces

cs(uh − wh, ph − rh; uh − wh, ph − rh)
|||uh − wh, ph − rh|||

. |||u − wh, p − rh||| +

∑
K∈Th

hK

`2 ||u − wh||
2
0,∂K


1/2

= %(u − wh, p − rh).

Por otra parte, en virtud del lema 3.2.2 con (f, ·) + (g, ·) = cs(u − wh, p − rh; ·, ·) y
usando que

||g||Q′ = sup
q∈Q\{0}

cs(u − wh, p − rh; 0, q)
||q||Q

= sup
q∈Q\{0}

−b(u − wh, q) + sp(p − rh, q)
||q||Q

≤ sup
q∈Q\{0}

||u − wh||||∇q|| + ||∇(p − rh)||||∇q||
||q||Q

= sup
q∈Q\{0}

(||u − wh|| + ||∇(p − rh)||) . |||u − wh, p − rh|||,

se tiene que

|||uh − wh, ph − rh||| . |||uh − wh, ph − rh|||h + |||u − wh, p − rh|||

. |||uh − wh, ph − rh|||h + %(u − wh, p − rh). (3.16)

La coercitividad de cs nos permite afirmar que:

|||uh − wh, ph − rh|||
2
h

|||uh − wh, ph − rh|||
.

cs(uh − wh, ph − rh; uh − wh, ph − rh)
|||uh − wh, ph − rh|||

. %(u − wh, p − rh)

⇒ |||uh − wh, ph − rh|||
2
h . |||uh − wh, ph − rh|||%(u − wh, p − rh)

⇒ |||uh − wh, ph − rh|||
2
h . (|||uh − wh, ph − rh|||h + %(u − wh, p − rh))%(u − wh, p − rh).

Usando que 2ab ≤ 1
β
a2 + βb2 para cualquier β > 0, podemos concluir que

|||uh − wh, ph − rh|||
2
h .

1
β
|||uh − wh, ph − rh|||

2
h + (1 + β)%(u − wh, p − rh)2

con β > 0.
Luego, tomando β suficientemente grande en la última estimación junto con (3.16) se

obtiene que
|||uh − wh, ph − rh||| . %(u − wh, p − rh).

Por lo tanto,

|||uh − u, ph − p||| = |||uh − wh + wh − u, ph − rh + rh − p|||
≤ |||u − wh, p − rh||| + |||uh − wh, ph − rh|||

. %(u − wh, p − rh)∀ (wh, rh) ∈ Vh × Qh
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Tomando infimo sobre (wh, rh) ∈ Vh × Qh y en vista de la definición (3.2.1) se concluye
que

|||uh − u, ph − p||| . Eh(u, p)

�

A continuación, exponemos una de las estimaciones de error a priori. Para esto, antes,
consideremos las siguiente estimaciones ∀ K ∈ Th (se pueden ver en [13]):

ı́nf
wh∈Vh

||v − wh||s,K . ht−s
K ||v||t,K 0 ≤ s ≤ t ≤ k + 1 (3.17)

ı́nf
rh∈Qh
||q − rh||s,K . ht−s

K ||q||t,K 0 ≤ s ≤ t ≤ l + 1 (3.18)

Del siguiente corolario se obtiene un orden de convergencia para soluciones regulares,
que además no depende del orden l de la aproximación para p.

Corolario 3.2.4. Si la solución del problema (2.22) está dada por u ∈ Hr(Ω) con r ≥ 1
⇒ la solución (uh, ph) del problema estabilizado satisface

|||u − uh, p − ph||| . ht−1||u||t

con t = mı́n{r, k + 1}

Demostración. De (3.17) y (3.18) podemos inferir que

ı́nf
(wh,rh)∈Vh×Qh

|||u − wh, p − rh||| . ht−1||u||t

en efecto,

|||u − wh, p − rh||| = ||u − wh||V + ||p − rh||1

⇒ ı́nf
(wh,rh)∈Vh×Qh

|||u − wh, p − rh||| . ht−1||u||t + ht−1||p||t

= ht−1||u||t

(estoy usando que si u ∈ Hr(Ω)⇒ u − wh ∈ H1(Ω), y que p ≡ 0 c.t.p)

⇒ %(u − wh, p − rh) = |||u − wh, p − rh||| +

∑
K∈Th

hK

l2 ||u − wh||
2
0,∂K


1/2

. |||u − wh, p − rr||| +

∑
K∈Th

1
l2 (||u − wh||

2
0,K + hK ||u − wh||

2
0,K)


1/2

(donde en la última desigualdad se está usando la siguiente desigualdad de traza ||v||20,∂K .

h−1
K ||v||

2
0,K + hK ||∇v||20,K) tomando infimo sobre (wh, rh) se obtiene

|||u − uh, p − ph||| . ht−1||u||t

�
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Finalizaremos el Capı́tulo probando una estimación del error a priori que puede apli-
carse en el caso de soluciones no suaves bajo una suposición sobre la partición Th y/o
el grado del polinomio usado en la interpolación en Vh. Para esto necesitaremos usar el
Lema 3.2.3 y el siguiente Lema.

Lema 3.2.4. Sea u ∈ V∩H(div,Ω) solución de (2.22). Entonces, u se puede descomponer
en una parte regular y otra parte singular de la siguiente manera:

u = u0 + ∇ϕ,

donde u0 ∈ H1+r(Ω) ∩ V, ϕ ∈ H1
0(Ω) ∩ H1+r(Ω) para algún número real r > 1

2 .

Este lema es consecuencia de lo estudiado por Costabel y Dauge en los artı́culos [13,
14] en el análisis de las singularidades en el problema de Maxwell.

Como mencionamos anteriormente para probar una estimación del error para solucio-
nes no suaves debemos hacer una suposición sobre el espacio de Elementos Finitos de
Vh.

Suposición 3.2.1. Existe un espacio de Elementos Finitos Gh definido sobre la partición
Th tal que para toda función φh ∈ Gh se cumple que ∇φh ∈ Vh. Además este espacio
satiface la siguiente estimación:

ı́nf
φh∈Gh

||φ − φh||s,K . ht−s
K ||φ||t,K

para todo K ∈ Th, para φ ∈ Ht(K) y 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 + k.

El Lema 3.2.3 muestra que la solución u del Problema de Maxwell (2.22) para f ∈
H(div 0,Ω) pertence a Hr(Ω) para algún r > 1

2 .
Bajo la suposición (3.2.1) pero sin hacer ninguna hipótesis respecto a la regularidad

de la solución, podemos obrtener la siguiente estimación a priori del error usando la des-
composición del Lema (3.2.4).

Corolario 3.2.5. Suponiendo que se cumple la Suposición 3.2.1, la solución (uh, ph) del
problema (3.7) satisface

|||u − uh, p − ph||| .
∑
K∈Th

(
ht

K ||u0||1+t,K +
1
`1−ε ht−ε

K ||ϕ||1+t,K

)
para todo ε ∈ [0, t − 1/2] y t = mı́n{r, k}.

Demostración. Por el Lema 3.2.4 podemos suponer que u = u0 +∇ϕ, con u0 ∈ H1+r(Ω)∩
V y ϕ ∈ H1

0(Ω) ∩ H1+r(Ω) para algún número real r > 1
2 . Sean ũ0,h ∈ Vh y ϕ̃h ∈ Gh

interpolaciones óptimas para u0 y ϕ.
Utilizando (3.17) y (3.18) se obtiene

||u0 − ũ0,h||s,K . h1+t−s
K ||u0||1+t,K (3.19)

||ϕ − ϕ̃h||s,K . h1+t−s
K ||ϕ||1+t,K (3.20)
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para 0 ≤ s ≤ t + 1, t = mı́n{r, k}. Estas estimaciones se mantienen localemente en cada
elemento.

Sea wh = ũ0,h + ∇ϕ̃h ∈ Vh. Se puede verificar, facilmente, que

|||u − wh, p − ph||| = ||u − wh||V + `||p − ph||1

. ||∇ × (u0 − ũ0,h)|| +
1
`
||u0 − ũ0,h|| +

1
`
||∇(ϕ − ϕ̃h)||

= ||u0 − ũ0,h||H1(Ω)∩V +
1
`
||∇(ϕ − ϕ̃h)||

donde usamos que ∇ × w = ∇ × uo, ∇ × wh = ∇ × ũ0,h y que el término aportado por p
desaparece ya que p = 0.

Recordemos que Eh(u, p) = ı́nf(wh,rh)∈Vh×Qh

(
|||u − wh, p − rh||| +

(∑
K∈Th

hK
`2 ||u − wh||

2
0,∂K

)1/2
)

y por el Teorema 3.2.1 tenemos que |||u − uh, p − ph||| . Eh(u, p).
Por un lado, utilizando (3.19) tenemos que

||u0 − ũ0,h||
2
H1(Ω)∩V =

∑
K∈Th

||u0 − ũ0,h||
2
H1(K)∩V .

∑
K∈Th

k2t
K ||u0||

2
1+t,K . (I)

Análogamente usando (3.20)

||∇(ϕ − ϕ̃h)||2 ≤ ||ϕ − ϕ̃h||
2
1 =

∑
K∈Th

||ϕ − ϕ̃h||
2
1,K .

∑
K∈Th

h2t
K ||ϕ||1+t,K . (II)

Para acotar el segundo término de Eh usaremos que

k
1
2
K ||u − wh||0.∂K . h

1
2
K ||u0 − ũ0,h||0,∂K + h

1
2
K ||∇(ϕ − ϕ̃h)||0,∂K .

Utilizando la desigualdad de traza ||v||20,∂K . h−1
K ||v||

2
0,K + hK ||∇v||20,K ,

hK ||u0 − ũ0,h||
2
0,∂K . ||u0 − ũ0,h||

2
0,K + h2

k ||∇(u0 − ũ0,h)||20,K
. h2t

K ||u0||
2
1+t,K , (III)

donde en la ùltima estimación usamos nuevamente (3.19) Para el segundo término de
(3.2.2), usaremos la inclusión de Wε,m(∂K) en Wε+ 1

m ,m(K) (ver [19]) para ε > 0 y m = 2 (
i.e., la inclusión de Hε(∂K) en H

1
2 +ε(K)) obteniendo

h
1
2
K ||∇(ϕ − ϕ̃h)||0,∂K . h

1
2
K`

ε ||∇(ϕ − ϕ̃h)||ε,∂K . h
1
2
K`

ε ||∇(ϕ − ϕ̃h)|| 1
2 +ε,K

. h
1
2
K`

ε ||ϕ − ϕ̃h|| 3
2 +ε,K . h

1
2
K`

εh1+t− 3
2−ε

K ||ϕ||t+1,K ,

donde en el último paso estamos usando la estimación (3.20). Por lo tanto,

1
`

h
1
2
K ||∇(ϕ − ϕ̃h)||0,∂K .

1
`1−ε ht−ε

K ||ϕ||1+t,K . (IV)

Por último, combinando las desigualdades (I), (II), (III) y (IV), se concluye que

|||u − uh, p − ph||| . Eh(u, p) .
∑
K∈Th

(
ht

K ||u0||1+t,K +
1
`1−ε ht−ε

K ||ϕ||1+t,K

)
,

como queriamos ver. �
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Observación 3.2.3. Cuando se cumple la suposición 3.2.1, el resultado anterior es muy
fuerte en el sentido de que se ha demostrado no solo la convergencia hacia la buena
solución, sino también un orden (casi) óptimo de convergencia, incluso para soluciones
no suaves. También podemos debilitar el supuesto de aproximabilidad sobre Gh, y en el
caso lı́mite

lı́m
h−→0

ı́nf
φh∈Gh

||φ − φh||s = 0, s ≤ 1 + t

obtendrı́amos una convergencia fuerte hacia la solución sin orden. Alternativamente, en
lugar de considerar la descomposición de u, el resultado de interpolación

lı́m
h−→0

ı́nf
wh∈Vh

(
`r−1||u − wh||r + ||∇ × (u − wh)||

)
= 0

para Vh también conducirı́a a la convergencia hacia la solución, sin la necesidad de
introducir Gh.



Capı́tulo 4

Experimentos Numéricos

En este último capı́tulo presentaremos algunos ejemplos concernientes a la resolución
numérica del problema de Maxwell, en dominios en el plano, mediante el método de es-
tabilización estudiado en esta tesis. Primeramente se explicará como se construyen cada
una de las matrices asociadas al problema, explicitando con que bases trabajaremos para
cada uno de los espacios bajo consideración y como se llevan adelante los cálculo involu-
crados. Luego mostraremos los resultados obtenidos que muestran la eficacia del método
de estabilización empleado.

4.1. Aspectos Númericos
En esta sección mostraremos cuales son las matrices que intervienen en la resolución

numérica y como se calculan. Sea Th una triangulación de Ω, consideremos los siguientes
subespacios:

P1 = {v ∈ (C(Ω))2 : vi|K ∈ P1(K), i = 1, 2, ∀K ∈ Th}

P1 = {v ∈ C(Ω) : v|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th}

Sea (uh, ph) ∈ Vh × Qh la solución del problema estabilizado (3.7) y llamemos n =

dim(Vh) y m = dim(Qh).
Como utilizaremos aproximaciones nodales, podemos escribir a uh y ph como

uh =

n∑
i=1

(u1)i(φi, 0) +

n∑
i=1

(u2)i(0, φi),

ph =

m∑
j=1

p jφ j,

donde las las φi son las clásicas bases de Lagrange. Sea K ∈ Th un elemento, que en
nuestro caso será un triángulo, denotamos por (x0, y0), (x1, y1) y (x2, y2) los vértices de K.
Definimos las bases en cada elemento tal que

φi(x j, y j) =

{
0 si i , j
1 si i = j.

46
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Por lo visto en el Capı́tulo 3, se sabemos que (uh, ph) es solución de un problema de
la forma

{
a(uh, vh) + b(vh, ph) + su(uh, vh) = (f, vh) ∀ vh ∈ Vh

b(uh, qh) − sp(ph, qh) = g ∀ qh ∈ Qh.

Este problema es equivalente a resolver el sistema

K · x = b,

donde K ∈ R2n+m×2n+m, x ∈ R2n+m×1 y b ∈ R2n+m×1 definidos de la siguiente manera:

K =

(
A B
BT −S p

)
Aqui las submatrices se construyen utilizando cada operador. La matriz A ∈ R2n×2n se

define a partir de los operadores a(·, ·) y su(·, ·). Considerando que A =

(
A11 A12

A21 A22

)
y que

cada bloque de n × n se calcula como

Ai j
11 =

∑
K∈Th

(∫
K
∇ × (φi, 0) · ∇ × (φ j, 0) + cu

∫
K

h2
K

`2 (∇ · (φi, 0))(∇ · (φ j, 0))
)

Ai j
12 =

∑
K∈Th

(∫
K
∇ × (φi, 0) · ∇ × (0, φ j) + cu

∫
K

h2
K

`2 (∇ · (φi, 0))(∇ · (0, φ j))
)

Ai j
21 =

∑
K∈Th

(∫
K
∇ × (0, φi) · ∇ × (φ j, 0) + cu

∫
K

h2
K

`2 (∇ · (0, φi))(∇ · (φ j, 0))
)

Ai j
22 =

∑
K∈Th

(∫
K
∇ × (0, φi) · ∇ × (0, φ j) + cu

∫
K

h2
K

`2 (∇ · (0, φi))(∇ · (0, φ j))
)
.

La matriz B ∈ R2n×m se define a partir del operador b(·, ·). Considerando que B =

(
B1

B2

)
y cada bloque de n × m se calcula como

Bi j
1 =

∑
K∈Th

∫
K
∇φ j · (φi, 0),

Bi j
2 =

∑
K∈T〈

∫
K
∇φ j · (0, φi).

Por último la matriz S p ∈ R
m×m se define a través del operador sp(·, ·) y se calcula como

S i j
p =

∑
K∈Th

`2
∫

K
∇φi · ∇φ j.
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Si tenemos en cuenta que f = ( f1, f2), el lado derecho del sistema al que llamamos

b ∈ R2n+m×1 se define como b =

 b1

b2

b3

 con

b1,i =
∑
K∈Th

∫
K

f1 · φi, 1 ≤ i ≤ n

b2,i =
∑
K∈Th

∫
K

f2 · φi, 1 ≤ i ≤ n

b3,i =
∑
K∈Th

∫
K

g · φi 1 ≤ i ≤ m

.

donde en el sistema estudiado en el Capitulo 3 se considero g = 0.
Finalmente el vector x ∈ R2n+m×1, que es lo que estamos buscando, está formando por

los valores en los nodos de las funciones aproximantes uh y ph.
En los ejemplos que se mostrarán en la siguiente sección utilizaremos regla de inte-

gración númerica como es la de baricentro, la cual es exacta para polinomios de grado
menor o igual a 1, para aproximar las integrales en cada triángulo K en el cálculo de las
matrices B, determinada por ∫

K
f (x)dx ' |K| f (η),

donde η es el baricentro del triangulo K.
Por otro lado, para aproximar las integrales involucradas en el cálculo del vector b y

de los errores, utilizaremos la regla de cuadratura que utiliza los puntos medios de cada
lado del triangulo, la cual es exacta para polinomios de grado menor o igual a 2 y está
determinada por ∫

K
f (x)dx '

|K|
3

( f (a12) + f (a23) + f (a31)) ,

donde a12, a23 y a31 son los puntos medios de los lados del triangulo K.

4.2. Ejemplos Numéricos
En esta sección expondremos los resultados obtenidos donde, para cada uno de los

ejemplos, calcularemos el error en norma L2 y H1
0 para la ph, en norma L2 y H0(curl) para

la uh y el orden de convergencia para cada una.
En cada uno de ellos se tomaron como parámetros ` = 1 y cu = 1. La función imple-

mentada en Matlab (maxwell2D(N).m) toma como argumento el valor que determina la
cantidad de subdivisiones de los intervalos de tal forma que h = 1

N .
Cada problema se resuelve con el método de estabilización propuesto en esta tesis y

a su vez si considerar esta estabilización y se muestra la performance de ambos métodos
para el campo u y la función p.
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Por otro lado si consideramos que eu = u − uh y ep = p − ph es el error cometido
para u y p respectivamente, en cada caso calcularemos ||eu||, ||∇ × eu||, ||ep|| y ||∇ep|| para
distintos valores de N. Esto además nos permitirá conocer el orden de convergencia en
cada ejemplo.

Recordemos que para estimar el orden de convergencia, si suponemos que E es el error
cometido para alguna de las normas y α es el orden de convergencia. Teniendo en cuenta
que E ∼ hαC, y aplicando log de ambos lados se obtiene log(E) = α log(h)+log(C). La es-
timación de α se puede hacer gracias al comando polyfit de Matlab. Usando como E el
vector de los distintos errores para distintos valores de h. En los ejemplos consideraremos
h =

[
1

20 ,
1
40 ,

1
60 ,

1
80

]
.

Ejemplo 1

En este primer ejemplo, consideramos como dominio a Ω1 = [−1, 1]× [−1, 1]\[0, 1]×
[−1, 0] y mallas uniformes como se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1: Malla para el dominio Ω1

Las funciones f y g son aquellas que resultan de considerar como soluciones exactas
a:

u =
(
y(1 − y2)(1 − x2)2,−x(1 − x2)(1 − y2)2

)
p = 0.

Este caso corresponde a lo visto en el desarrollo de la tesis, es decir, que ∇ · u = 0.
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Figura 4.2: Campo u para el ejemplo 1.

Figura 4.3: uh inestable para el ejemplo 1. Figura 4.4: uh estable para el ejemplo 1.

Figura 4.5: ph inestable para el ejemplo 1. Figura 4.6: ph estable para el ejemplo 1.
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En la tabla 4.1 se muestra el resultado de los errores mencionados anteriormente para
diferentes valores de N.

N ||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

20 0.0012 0.0115 4.82e-05 9.65e-04
40 3.38e-04 0.0063 5.99e-06 2.39e-04
60 1.58e-04 0.0047 1.79e-06 1.07e-04
80 9.10e-05 0.0038 7.54e-07 6.03e-05

Cuadro 4.1: Errores para el ejemplo 1.

||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

α 1.87 0.8 2.99 2.18

Cuadro 4.2: Orden para el ejemplo 1.

Figura 4.7: Orden para el ejemplo 1.

En los siguientes dos ejemplos expondremos casos donde p no es identicamente nula
y repetimos el análisis hecho en el Ejemplo 1 para los resultados obtenidos.

Ejemplo 2
En este segundo ejemplo, volveremos a considerar como dominio a Ω1 y las funciones

f y g son aquellas para las cuales la solución del problema está dada por:

u = (sin (πx) sin (πy), 0)
p = sin (πx) sin (πy).



52 CAPÍTULO 4. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Al igual que en el Ejemplo 1 comparamos ambos métodos, es decir sin aplicar la
estabilización y luego aplicando el método propuesto en este trabajo.

Figura 4.8: Campo u para el ejemplo 2 Figura 4.9: Función p para el ejemplo 2

Figura 4.10: uh inestable para el ejemplo 2. Figura 4.11: uh estable para el ejemplo 2.

Figura 4.12: ph inestable para el ejemplo 2. Figura 4.13: ph estable para el ejemplo 2.
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N ||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

20 0.0076 0.3845 0.0062 0.7470
40 0.0018 0.1863 0.0015 0.3722
60 7.53e-04 0.1223 6.90e-04 0.2487
80 4.14e-04 0.0905 3.85e-04 0.1856

Cuadro 4.3: Errores para el ejemplo 2.

||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

α 2.0953 1.0429 1.9971 1.0034

Cuadro 4.4: Orden para el ejemplo 2.

Figura 4.14: Orden para el ejemplo 2

Ejemplo 3

Por último, consideramos como dominio a Ω2 = [−1, 1] × [−1, 1] y mallas uniformes
como se muestra en la figura 4.15.
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Figura 4.15: Malla para el dominio Ω2

Las funciones f y g son aquellas que resultan de considerar como soluciones exactas
a:

u = ((1 − x2)(1 − y2), sin (πx) sin (πy))

p = (1 − x2)(1 − y2).

Al igual que en los ejemplos anteriores, resolvemos el problema con el método es-
tabilizado propuesto en este trabajo y sin considerar la estabilización, y comparamos su
desempeño.

Figura 4.16: Campo u para el ejemplo 3 Figura 4.17: Función p para el ejemplo 3
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Figura 4.18: uh inestable para el ejemplo 3. Figura 4.19: uh estable para el ejemplo 3.

Figura 4.20: ph inestable para el ejemplo 3. Figura 4.21: ph estable para el ejemplo 3.

N ||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

20 0.0297 0.4976 0.0101 0.4241
40 0.0085 0.3496 0.0027 0.2213
60 0.0038 0.2328 0.0012 0.1494
80 0.0021 0.1751 6.98e-04 0.1131

Cuadro 4.5: Errores ejemplo 3.

||eu|| ||∇ × eu|| ||ep|| ||∇ep||

α 1.9074 0.9977 1.9299 0.953

Cuadro 4.6: Orden para el ejemplo 3.
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Figura 4.22: Orden para el ejemplo 3
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