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Introduccion

La Conjetura de Poincaré, enunciada a principios del siglo XX por el matema-
tico francés Henri Poincaré, afirma que toda variedad cerrada, simplemente conexa
de dimensién 3 es homeomorfa a la esfera S®. A partir del momento en que fue
propuesta, esta conjetura se convirtié en un problema central de la matematica,
captando la atencion de un grupo importante de gedmetras y topologos a lo largo
del siglo XX. En ese periodo, se han enunciado generalizaciones de la conjetura y se
ha intentado abordarla con diferentes estrategias y enfoques, lo cual motivo grandes
desarrollos teoricos en topologia y geometria diferencial; gran parte de los cuales
no condujeron a una demostraciéon de este hecho pero permitieron resolver otras
preguntas abiertas asi como hicieron surgir muchas nuevas, y abrieron fructiferas
lineas de investigacion. Asi, tras sucesivos intentos fallidos; en los albores del siglo
XXI Grigori Perelman presenté una prueba de la conjetura. Su demostracion seguia
la propuesta que previamente hizo Richard Hamilton de usar el flujo de Ricci para
atacar el problema.

La Conjetura generalizada de Poincaré es, como su nombre lo indica, una de las
generalizaciones del problema propuesto por Poincaré a principios del siglo pasado;
y es lo que motiva en gran medida el Teorema de h-cobordismo, que es el principal
resultado que estudiaremos en esta tesis. Para enunciar dicha conjetura, debemos
definir antes un concepto. Una variedad cerrada M de dimension n es una homology
sphere si tiene la misma homologia que S™, es decir, si

{Z sig=0o0n

0 sino

La Conjetura generalizada de Poincaré dice que si M es una homology sphere y
es simplemente conexa, entonces M es homeomorfa a S™. Notemos que si tomamos
dimension n = 3, este enunciado es equivalente a la Conjetura de Poincaré. Hay otra
formulacion de la conjetura generalizada, en términos de homotopy spheres (que son
variedades cerradas de dimension n homotdépicamente equivalentes a S™): si M es
una homotopy sphere entonces es homeomorfa a una esfera. Se puede probar que
ambas formulaciones son equivalentes, usando dos teoremas fundamentales de la
teoria de homotopia: el de Whitehead y el de Hurewicz.

A principios de la década de 1960, Stephen Smale public6 un paper titulado
Generalized Poincaré’s conjecture in dimensions greater than four ([Sma6lal), en el



cual da una prueba de la Conjetura generalizada de Poincaré en dimensiéon n > 5.
En esa época, otros matematicos (por ejemplo Milnor, Kervaire, Mazur y Wallace)
estaban trabajando en temas de topologia diferencial relacionados con la conjetura
(como teoria de cobordismos, teoria de Morse y cirugia). Segtun describe Hirsch en el
apartado The work of Stephen Smale in differential toplogy de [Sma00], la topologia
diferencial no estaba muy desarrollada por esos tiempos. Si habia resultados teoricos
profundos en topologia algebraica, en particular en torno a la teoria de homotopfa,
en la cual se habian hecho muchos avances recientemente. Haciendo uso de la teoria
de cobordismos, cirugia, teoria de Morse y sistemas dinamicos (algunos de estos
ultimos probados por el propio Smale), asi como de las herramientas de teoria de
homotopia, Smale desarroll6 su demostracion.

Por aquel entonces, ya se habia formulado el Teorema de h-cobordismo, aunque
aun no se conocia ninguna prueba. Podemos enunciar dicho resultado de la siguiente
manera. Una terna (W, V, V') de variedades compactas es una triada si V' y V'’ son
subvariedades abiertas y cerradas de 9W (el borde de W) y VUV’ = 9W. En tal caso,
(W, V, V') se dice un cobordismo entre V' y V’; y se dice un h-cobordismo si ademas
V' y V' son retractos por deformacion de W. La nocion de h-cobordismo relaciona
los conceptos de cobordismo y homotopia. El Teorema de h-cobordismo dice que si
(W,V, V") es un h-cobordismo en el que las 3 variedades involucradas son simple-
mente conexas y dim(1/') > 6, entonces existe un difeomorfismo ¢ : W — V x [0, 1]
tal que (V) =V x {0} y (V') = V x {1} (siendo (W,V, V') lo que se conoce
como un cobordismo trivial). En particular, V' es difeomorfa a V’. Cabe destacar
que uno puede preguntarse si el teorema sigue siendo valido incluso si (W, V, V') no
son simplemente conexas o si se quita la restriccion dim(W) > 6; esas dos hipotesis
surgieron a partir de la demostracion de Smale (que no es vélida si no se satisfacen).
Un hecho que ya se conocia antes de que se publicara [Sma6lal] es que en caso de
valer el Teorema de h-cobordismo en dimension n (con el enunciamos que dimos,
pero sin pedir n > 6), serfa también vélida la Conjetura generalizada de Poincaré en
esa dimension. Esto se refleja en el paper [Mil59] de John W. Milnor. En la pagina
33 plantea una serie de problemas que quedaban abiertos en relacion a lo desarro-
llado en el articulo; en particular en el Problema 5 se pregunta si dos variedades
h-cobordantes deben ser necesariamente difeomorfas, y luego argumenta que una
respuesta afirmativa a dicha pregunta implicaria la Conjetura generalizada de Poin-
caré. No obstante, no fue esa la estrategia que Smale utilizé en el paper [Sma6lal,
sino que ocurrio lo inverso: primero prob6 la Conjetura generalizada de Poincaré en
dimension > 5 en 1961, y un ano después presenté el articulo On the structure of
manifolds (|[Sma62]), donde prob6 h-cobordismo para dim(W) > 6 usando muchas
de las técnicas que desarrollé para la conjetura de Poincaré (aunque introduciendo
ciertas modificaciones, particularmente en la manera de cancelar manijas). En 1965,
John W. Milnor publica su libro Lectures on the h-cobordism theorem (|Mil65]) es-
crito en base a las notas de las clases que dio en el seminario de toplogia diferencial
en la Universidad de Princeton, en 1963. En dichos encuentros, se trabajo sobre la
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demostracion del Teorema de h-cobordismo dada por Smale, pero con un enfoque
centrado en la teoria de Morse sobre triadas (a diferencia del de Smale, centrado en
adjuncion de manijas). Es la demostracion dada en [Mil65] la que gui6 principalmen-
te el transcurso de esta tesis, con el objetivo primero de entenderla en profundidad,
para luego poder exponerla desde un enfoque propio, enfatizando y/o profundizando
mas en los aspectos que consideramos mas relevantes o menos claros de la misma.
La tesis estd organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 se tratan aspectos bésicos sobre fibrados vectoriales y cohomo-
logia que son luego utilizados en distintas partes de la tesis, y también se desarrolla
en profundidad el isomorfismo de Thom. El motivo que nos llevd a tratar dicho
resultado es que se utiliza para calcular el morfismo de borde en el complejo de
Morse, definido en el Capitulo 3. Este aspecto es muy brevemente mencionado en
[Mil65, p. 68-69] y entenderlo més en profundidad nos pareci6 importante ya que
juega un rol clave a la hora de cancelar puntos criticos (precisamente en el Segundo
Teorema de Cancelacion, desarrollado en la segunda seccion del Capitulo 3). Por
otro lado, el isomorfismo de Thom es un resultado importante en si mismo, al ser un
invariante que mide ciertas obstrucciones topolégicas. Una aplicacion que tiene es
la existencia de las clases de Stiefel-Whitney de un fibrado, que dan cotas inferiores
para los enteros k tales que el plano proyectivo real P* puede ser inmerso en R** y
también pueden utilizarse para decidir, dada una variedad cerrada M, si es el borde

de una variedad con borde y compacta N (que es un resultado de Pontrjagin del
estilo del problema de Plateau, ver [MS74, Thm. 4.9]).

A la hora de estudiar el isomorfismo de Thom, nos encontramos con dos versiones:
una para fibrados sobre variedades diferenciables y en términos de cohomologia de de
Rham (desarrollada en [BT82|); y la otra para fibrados sobre espacios topologicos y
en términos de cohomologia singular (desarrollada en [MS74]). Decidimos desarrollar
la primera version en la Parte I del capitulo, y la segunda en la Parte II, siguiendo
las referencias recién nombradas. El motivo de incluir ambos enfoques es el siguiente.
Por un lado, el abordaje dado en [BT82| con cohomologia de de Rham resulta un
tanto mas geométrico e intuitivo; al contar con la integracion a lo largo de la fibra
como herramienta para construir el inverso del isomorfismo de Thom y permitir luego
reconstruir la otra version (en principio, un poco mas oscura) con lo que sabemos de
la primera y las dualidades entre ambos tipos de cohomologia. Asi, por ejemplo, el rol
que en la primera version juega el producto wedge lo jugara en la segunda el producto
cup, habra en cada contexto una nociéon de generador de orientacion de cada fibra, y
esto permitira, a través de la caracterizacion que se da a la clase y al isomorfismo de
Thom en la Parte I, deducir el enunciado de la version del teorema para cohomologia
singular. En ambos casos, se utiliza en la demostraciéon el argumento de Mayer-
Vietoris; aunque varia la forma de pasar de espacios con un cubrimiento “bueno”
finito (donde “cubrimiento bueno” es definido en la Parte I, y en la Parte II significa
“cubrimiento por abiertos trivializantes”) a espacios arbitrarios, utilizandose en la
primera versiéon un argumento con funciones propias sobre variedades que reduce
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todo a un cubrimiento bueno con 2 abiertos, y en la segunda se intenta obtener
la cohomologia de los espacios involucrados como limite de la cohomologia de sus
subespacios compactos. La importancia de tener la versiéon para cohomologia singular
y no quedarnos s6lo con la formulacién para cohomologia de Rham radica en la
comodidad de trabajar con generadores de orientaciéon con coeficientes en Z, en la
compatibilidad que debe haber con los nimeros de interseccion de variedades (que
son numeros enteros) que aparecen al estudiar el morfismo de borde en el complejo
de Morse y en que al trabajar con las desigualdades de Morse, nos va a interesar
la parte de torsion de ciertos grupos de homologia, la cual se pierde si trabajamos
sobre R. Al finalizar el capitulo, se da una conexion entre estos temas y la teoria
de Morse, probando dos lemas que serviran para calcular el morfismo de borde del
complejo de Morse (como se mencioné antes); siendo el primero de ellos enunciado
en [Mil65] (no asi el segundo) y ambos utilizados (sin prueba) en dicho libro; de
modo que presentaremos una demostracion propia de los mismos.

En los capitulos 2 y 3 se aborda la mayor parte de los temas discutidos en [Mil65]
para probar el Teorema de h-cobordismo. En el Capitulo 2 se tratan esencialmente
los temas de los primeros 4 capitulos de ese libro. Se comienza con las definiciones
béasicas de triada, cobordismo, funcién de Morse sobre una triada y campo tipo gra-
diente asociado, probandose en la Secciéon 2.2 un resultado relativamente sencillo
pero muy importante: si (W, V, V') admite una funciéon de Morse sin puntos criticos,
entonces es un cobordismo trivial. Este resultado resume la estrategia de [Mil65] pa-
ra probar h-cobordismo: ver que si (W, V,V’) es un h-cobordismo, entonces admite
una funcién de Morse sin puntos criticos. Para llevar adelante este propoésito, la idea
es partir de alguna funcion de Morse f; en (W, V, V') para ir cambiandola por otras
funciones de Morse fs, f3, ... que tengan cada vez menos puntos criticos, a través de
la cancelacion de distintos pares de ellos entre si. Esto se realiza en varios pasos.

En primer lugar, debemos poder entender los cobordismos més sencillos posibles
luego de los triviales, que son los llamados “elementales” aquellos que tienen sélo
un punto critico. De eso nos ocupamos en la Seccion 2.3. Alli presentamos la
definicion de cirugia y adjuncion de manijas, dando dos versiones: la de [Ran03]|, que
resulta quizés mas clara a la hora de visualizar el efecto geométrico de una cirugia;
y la de [Mil65], que es la mas comoda para trabajar posteriormente, sobre todo al
construir las variedades L. Presentamos una demostracion propia de la equivalencia
entre ambas versiones, utilizando push-out’s y nociones de topologia general. Luego
en la Seccion 2.3.2 hacemos la construccion de la traza de una cirugia w(V, p),
probando que nos da un cobordismo entre V' y x(V, ¢); construimos las esferas y
discos izquierdos y derechos de un punto critico asociados a un par (f, ) (funcion de
Morse - campo tipo gradiente), y con eso el embedding caracteristico izquierdo ¢y ;
para probar un resultado central (Teorema 2.6) que nos dice que si (W, V, V') es un
cobordismo elemental, entonces (W, V., V') = (w(V, @), V, x(V,pL)). Este resultado
establece la dualidad entre el enfoque con triadas y teoria de Morse que utiliza
Milnor en [Mil65], y el enfoque con adjuncion de manijas y handlebodies de Smale
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en sus papers [Sma6la] y [Sma62|. Si bien no utilizaremos el segundo enfoque en
esta tesis, el Teorema 2.6 nos permite probar que en un cobordismo elemental
(W, V,V"), VUDy CW es retracto por deformacion fuerte (Teorema 2.7). Esta
sera nuestra herramienta para calcular H,(W, V') y construir el complejo de Morse
asociado a una triada y un par (f,¢) (funcion de Morse, campo tipo gradiente) en
ella.

Los conceptos y resultados anteriores se trasladan a los “cobordismos de indice
k", que son aquellos que admiten una funciéon de Morse f con un tnico nivel critico,
y todos sus puntos criticos de indice k. Estos serén los ladrillos con los que podre-
mos construir cualquier cobordismo, de modo que el segundo paso apuntara en la
direccion de descomponer a toda triada como composicion de cobordismos de indice
k (que son “mas sencillos” y entendemos mejor, por los resultados del primer paso).
Para eso, probamos en la Seccién 2.4 que toda triada admite una funcién de Morse
“buena” o autoindexante, que es una tal que para cada punto critico p se verifique
f(p) = ind(p). Este es un teorema que, asi como aparece en [Mil65], es también
utilizado por Smale tanto en su primera demostracion de la Conjetura generalizada
de Poincaré como en la del Teorema de h-cobordismo (habiéndolo probado en su
paper [Sma61b]).

Lo que se necesitara en tercer lugar son resultados que den condiciones suficien-
tes para poder cancelar puntos criticos. Los dos mas importantes en este sentido
son el Primer y Segundo teorema de cancelacion, que son enunciados en la Seccién
3.1 y desarrollados en los capitulos 5 y 6 de [Mil65]. La demostracion de ambos
teoremas es formidable y profundamente geométrica, utilizandose desde herramien-
tas de geometria y topologia diferencial clasicas como isotopias, los teoremas de
Whitney, transversalidad y nimeros de interseccion; pasando por teoria de Morse
y geometria Riemanniana; hasta argumentos de topologia algebraica (que proveen
aplicaciones continuas, las cuales luego son suavizadas por los Teoremas de Whitney
para emplearlas en el contexto diferenciable en el que estamos trabajando). Decidi-
mos no explayarnos en este aspecto ya que esta muy bien desarrollado en [Mil65)],
y hubiera hecho demasiado extensa esta exposiciéon. En conjunto, estos resultados
permiten cancelar puntos criticos en las dimensiones intermedias (es decir, de indice
2 < k < n—2); existiendo otros dos teoremas de cancelacion para indices 0 y 1, los
cuales son enunciados sin demostracion en el Capitulo 3 y estan detalladamente
expuestos en [Mil65].

Con lo anterior, si estamos bajo las hipotesis de h-cobordismo y tomamos una
funcién autoindexante; podremos cancelar todos los puntos criticos de indices 0, 1,
n—1y n;ylo que restard serd construir un invariante que nos garantice que siempre
que tengamos puntos criticos, habra dos de ellos que estén bajo las hipotesis del
Segundo Teorema de Cancelaciéon y por lo tanto puedan ser cancelados entre si. Tal
invariante es la homologia de Morse, que se construye a partir de la descomposiciéon
¢ = ¢y ¢, del cobordismo ¢ = (W, V, V') como composicién de cobordismos
cx = (Mg, Vi, V)) de indice k. Dicho complejo es (Cy,d) donde Cy = Hy(My, Vi)



es el generado por la clase de los discos izquierdos en ¢, por el Corolario 2.3
y el morfismo de borde en la las bases de los discos viene dado por los ntmeros
de interseccion entre las esferas izquierdas y derechas correspondientes. Como la
homologia de Morse resulta ser isomorfa a la singular, bajo nuestras hipotesis el
complejo de Morse es aciclico. Utilizando esto y el Basis theorem, se demuestra que
siempre que haya puntos criticos, dos de ellos podran separarse del resto de modo
que queden bajo las hipotesis del Segundo teorema de cancelacion; lo cual permite
concluir la demostraciéon de h-cobordismo. Todo esto se desarrolla en la Seccién
3.2.

Luego de esto, en la Seccién 3.3 se presentan dos aplicaciones del Teorema
de h-cobordismo: la caracterizciéon del n-disco en dimension n > 6 y la Conje-
tura generalizada de Poinaré en dimension n > 6 (que se demuestra utilizano la
caracterizacion del disco). Finalmente, se cierra la tesis con una generalizacion de h-
cobordismo en el caso de que H, (W, V') # 0, preguntandose (manteniendo las demés
hipotesis sobre la triada) cual es la minima cantidad de puntos criticos que puede
tener una funcion de Morse f en (W, V,V"). jPuede esto caracterizarse en términos
de la homologia relativa H,(W, V'), que pareciera ser la obstruccion para cancelar
puntos criticos? La respuesta es afirmativa, y tiene que ver con las desigualdades de
Morse. El resultado concreto (Teorema 3.12) dice que en toda triada de variedades
simplemente conexas de dimensién > 6, existe una funcién de Morse que alcanza
la igualdad en las desigualdades de Morse. Damos una demostracion propia de este
hecho, analizando luego como extender estos resultados de triadas a variedades sin

borde. Estos teoremas fueron probados por Smale, y son mencionados en su paper
[Sma63].
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Capitulo 1

Cohomologia, fibrados y el
Isomorfismo de Thom

1.1. Parte 1

En esta parte del capitulo, desarrollaremos la maquinaria necesaria para probar
el Isomorfismo de Thom enunciado en términos de la cohomologia de de Rham.
Asi, hablaremos brevemente sobre fibrados vectoriales para dar luego las nociones
basicas en relacion a dicha cohomologia. A continuacién presentaremos el argumento
de Mayer-Vietoris, que sirve para probar resultados globales sobre la cohomologia de
una variedad a partir de su validez a nivel local y sera utilizado en la demostracion
del Isomorfismo de Thom, que es el resultado central y el que concluye esta parte
del capitulo.

1.1.1. Fibrados vectoriales

En este apartado, vamos a basarnos en [MS74|, donde se trabaja con fibrados
vectoriales sobre espacios topologicos. Otra referencia posible es [BT82|, donde se
estudian fibrados suaves sobre variedades diferenciables, siendo las construcciones
totalmente analogas. Comenzamos definiendo la nocién de fibrado vectorial como se
hace en [MST4].

Definicién 1.1. Dado un espacio topologico B, que serd el “espacio base”, y un
numero natural n; un fibrado vectorial de dimension n sobre B consiste en

1. Un espacio topologico E, llamado “espacio total”.
2. Una funcion continua 7 : E — B denominada proyeccion.

3. Para cada b € B, una estructura de R-espacio vectorial de dimension n para
la fibra 7=1(b).
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De modo que se cumpla la siguiente restriccion: para cada b € B, debe existir un
entorno abierto U C B y un homeomorfismo ® : #=1(U) — U XR™ tales que conmute
el dz’agmma

—>U><R"

l/

Y ademas sea @ : 1 (x) — {x} x R™ un isomorfismo de R-espacios vectoriales
para todo x € U. Un par (U, ®) como el recién descripto es una trivializacion local
del fibrado E. Si existe una trivializacion local con U = B, decimos que el fibrado
es trivial.

Dado b € B, la fibra de b es el espacio vectorial 7=1(b). Si B es una variedad
diferenciable, el concepto de fibrado vectorial suave (o diferenciable, o fibrado vec-
torial a secas) sobre B se define de manera totalmente analoga, pero pidiendo que
E sea también una variedad diferenciable, que la proyeccion 7 : E — B sea suave y
que las trivializaciones locales ® : 771(U) — U x R" sean difeomorfismos. Veamos
dos ejemplos de fibrados vectoriales suaves:

1. Dada una variedad diferenciable M, podemos considerar el fibrado tangente
T™ =U,en TyM = {(p,v) : p € M,v € T,,(M)} con la proyeccion m : TM —
M dada por 7(p,v) = p y las siguientes trivializaciones: dado p € M y una
carta (U, ) en p, consideramos U = 7~ (U) = {(¢q,v) : ¢ € Uyv € T,M} y
el difeomorfismo ¢ : U — U x R" dado por ¢(q,v) = (¢,a1(q,v), ..., an(q,v))

donde v = Y"1 | a;(q, U)% (es decir, la segunda componente viene dada por

las coordenadas de v en la base de los ganchos). El par (U, ) induce una carta
y es a su vez una trivializacion de T'M.

2. De forma similar, se construye el fibrado cotangente TM* = U]DE v Iy M*, re-

emplazando la base de los ganchos {8%1, ..., 7=} por su base dual {dp1, ..., dp, }.

) &p
Definicién 1.2. Dados dos fibrados vectoriales E —"— B y E' —~— B sobre
el mismo espacio base B (no necesariamente de la misma dimension), un morfismo
de fibrados vectoriales entre ellos es una funcion continua T : E — E' que manda
fibras en fibras (es decir, 7 o T = 7) y tal que T : 7= (z) — 7'~1(x) sea lineal para
todo x € B.

Definicion 1.3. Una seccion de un fibrado vectorial m : E — B es una funcion
continua s : B — E tal que m o s = idg. Una seccion local consiste en un par (U, s)
donde U C E es un abierto y s : U — 7 (U) es una seccion del fibrado 7=(U).

A partir del concepto de orientacién para espacios vectoriales, queremos definir el
de orientacién para fibrados. Dar una orientacién en un fibrado vectorial 7 : E — B
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serd dar una orientacién a cada fibra 7=!(b) que varie en forma continua, en el
siguiente sentido: para cada b € B, debe existir una trivializacion ® : 7=4(U) —
U xR™ alrededor de b tal que la restriccion @ : 71 (z) — {2} x R"™ sea un isomorfismo
orientado (dando a R™ la orientacion usual) para cada x € U. Una tal trivializacion
se dice una trivializacion orientada. No es dificil ver que esto tltimo es equivalente a
dar para cada b € B un entorno abierto U y secciones locales s1, ..., s,, definidas alli,
de modo que {s1(x), ..., s,(z)} sea una base orientada de 7~!(z) para todo x € U.

Diremos que un fibrado vectorial es orientable si admite alguna orientacion. A
modo de ejemplo, una variedad diferenciable M es orientable si y s6lo si su fibrado
tangente T'M lo es.

1.1.2. Cohomologia de de Rham

Sea M una variedad diferenciable. Para cada k € Ny notamos QF(M) al R-
espacio vectorial formado por las k-formas en M, es decir, por las secciones w :
M — Ay(TM*) de la k-ésima potencia exterior del fibrado cotangente de M (ver
[War83, Chap. 2|). Definimos Q*(M) = P, 2" (M), que tiene estructura de R-
algebra junto con el producto wedge (w,n) + w A 7. Los espacios de k-formas, con
el diferencial exterior constituyen complejo de de Rham

0 —— QM) — (M) —%5 .. —5 Q" (M) —— 0

Donde n = dim(M). Podemos definir Z*(M) = ker[d : QF(M) — QF1(M)]
que sera el espacio de las k-formas cerradas en M; y B¥(M) = Im[d : Q*}(M) —
QF(M)] que seré el espacio de las k-formas exactas. El k-ésimo grupo de cohomologia
del complejo de de Rham sera H*(M) = Z*(M)/B*(M) (el cociente entre las k-
formas cerradas y las exactas), el cual denominaremos k-ésimo grupo de cohomologia
de de Rham de M. Para k < 0, podemos definir Q¥(M) = 0 y por ende tener
definido H*(M) para todo k € Z, siendo H*¥(M) = 0 para todo k < 0. Tanto estas
construcciones como las que haremos en lo que resta del presente apartado pueden
encontrarse en [War83| y en [Lee00)].

Notando H*(M) = @, H*(M), tenemos que (H*(M),A) es un algebra gra-
duada. Si f : M — N es una funciéon C* entre variedades diferenciables, induce un
morfismo de complejos f* : (Q*(N),d) — (2*(M),d) que se esquematiza a conti-
nuacion:

0 —— QUN) —— QYN) —4— .. —45 O"(N) — ...
lf* lf* I
0 —— QM) —5 Q'(M) — .. —15 Q"(M) — ...

Donde f*: Q¥(N) — QF(M) viene dado por el pull-back de k-formas por f. En
consecuencia, se induce para cada k un morfismo en las cohomologias f* : H*(N) —
H%(M). De hecho, por la compatibilidad del pull-back con el producto wedge, se
induce un morfismo f*: H*(N) — H*(M) de R-algebras. La asignacion f — f* es
funtorial, esto es, (f 0 ¢g)* = ¢g* o f* y ademas id, = id.
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Un resultado fundamental (ver por ejemplo [Lee00, Prop. 11.5]) es que si f, g :
M — N son dos funciones suaves tales que existe una homotopia (no necesariamente
suave) entre ellas, entonces f* y ¢g* inducen los mismos morfismos en cohomologia.
En particular, si f : M — N es una equivalencia homotopica entonces f* : H*(N) —
H*(M) es un isomorfismo.

Dado un cubrimiento por abiertos {U,V} de M, tenemos una sucesion exacta
corta de complejos

0 —— (M) —— @U) a0 (V) L5 @ (UNV) — 0

Donde i(w) = (w|y,w|v) y j(a, 8) = aluay — Blunv- La exactitud se prueba
facilmente, salvo quizés por la suryectividad de j. Para ese paso, tomamos {py, py }
una particion de la unidad subordinada al cubrimiento {U, V'}. Entonces dada w €
Q*(U N'V) podemos considerar la forma («a, 5) = (pyw, —ppw) € Q(U) & Q*(V)
que claramente verifica j(a, ) = w. A partir de esto, tenemos una sucesion exacta
larga en cohomologia

. —— HYM) —— HYU) @ V) — HYUNV) —25 HHY(M) — .

Donde el morfismo de conexion 0 : H¥(U N V) — H*1(M) viene dado por
J(Jw]) = [dpv Aw]. La sucesion exacta larga anterior es la sucesion de Mayer-Vietoris
para el cubrimiento {U, V'}.

La sucesion de Mayer-Vietoris es una herramienta muy tutil para calcular la
cohomologia de una variedad, descomponiéndola en partes “més simples” cuya coho-
mologia conocemos de antemano. A modo de ejemplo, calculemos la cohomologia de
S"™. Para esto, vamos a utilizar el hecho de que como R™ ~ % entonces:

R sig=0
ey = {B 59
0 sig>0
Para n = 0, como S = {—1,1} es unién disjunta de dos variedades difeomorfas
al punto,

R? sig=0
0 sig>0

H?(S%) = {

Para n = 1, tomamos dos puntos N y S en S' (que seran el polo norte y el
polo sur, respectivamente) y consideramos el cubrimiento por abiertos {U,V'} de
Stcon U= S'\{N}yV =S8"\{S}. Como U,V =Ry UNV ~ S° ya que se
retrae por deformacion fuerte al ecuador, y de forma diferenciable; la sucesion de
Mayer-Vietoris para el cubrimiento elegido nos da una sucesion exacta:

0 —— HSY) —— HY(U)® HY(V) —L— H(UNV) —2= HY(S)) —— 0

De la cual podemos deducir que H'(S') = R (usando que para toda variedad
diferenciable M, H°(M) es un R-espacio vectorial cuya dimension coincide con la
cantidad de componentes conexas de M; y que la suma alternada de las dimensiones
en una sucesion exacta finita es 0). Al tener dimension 1, resulta ser
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R sig=0,1

0 sl no

Vale en general que

R sig=0,n

0 sl no

H(S™) = {

Para todo n > 1. Esto se demuestra por inducciéon. Acabamos de probar el caso
base. Para el paso inductivo, partimos de n > 2 y tomamos exactamente el mismo
cubrimiento que antes dado por U = S™ \ {N} y V = S\ {S}. La sucesion de
Mayer-Vietoris asociada a este cubrimiento nos da una sucesion exacta corta como
en el caso n = 1, de la cual deducimos en este caso que H'(S™) = 0 al ser S™!
arcoconexa. Como HY(U)@® H (V) = 0 para todo ¢ > 1, el morfismo de borde induce
un isomorfismo 9 : H9(S" 1) — H9*(S") para cada ¢ > 1, de donde se obtiene lo
deseado.

Podemos hacer construcciones anélogas a las que venimos haciendo en este apar-
tado, pero considerando tnicamente las formas con soporte compacto (en lugar de
los espacios QF(M) formados por todas las k-formas). Con ese objetivo, se define
para cada k > 0

QF(M) = {w € QF(M) : sop(w) es compacto}

Es facil ver que (Q25(M),d) es un subcomplejo de (2*(M),d). Los grupos de coho-
mologia asociados a ese subcompejo son los grupos de cohomologia con soporte
compacto {H¥(M)}>o. Al igual que con la cohomologia de de Rham usual, asig-
narle a cada variedad su k-ésimo grupo de cohomologia con soporte compacto (o su
dlgebra graduada H}(M) := @,-, H*(M)) nos da un funtor contravariante, pero
aqui la categoria de la que partimos deben ser las variedades diferenciables con las
funciones suaves propias (ya que el pull-back de una forma con soporte compacto
por una funcién que no es propia no necesariamente tiene soporte compacto). Por
otro lado, si 7 : U — V es una inclusion entre abiertos de M, entonces tenemos un
morfismo i, : QX (U) — Q%(V) que manda a cada w € Q(U) a su extension por 0 al
resto de V, el cual nos da de hecho un morfismo de complejos, y por ende induce
morfismos en la cohomologia con soporte compacto.

La cohomologia con soporte compacto, a diferencia de la de de Rham, no es
un invariante homotopico, dado que las homotopias no preservardn en general la
compacidad del soporte de una forma. Dado un cubrimiento por abiertos {U,V},
tenemos una sucesion exacta corta de complejos

0 —— QUNV) — QU) & (V) —2= (M) —— 0
Donde los morfismos vienen dados por ij(w) = (jw,iw) v ji(a, f) = e — iy S.
Al igual que para la cohomologia de de Rham, para probar la suryectividad de j



CAPITULO 1. COHOMOLOGIA, FIBRADOS Y EL ISOMORFISMO DE
THOM

debemos recurrir a multiplicar adecuadamente por elementos de una particiéon de
la unidad {py, pv} asociada a {U,V}. Pero en este caso, debemos tomar («, 5) =
(ppw, —pyw) € Q5(U) @ (V) para que ji(a, ) = w. A partir de esto, obtenemos
la sucesion de Mayer-Vietoris con soporte compacto
. —— HYUNV) — HYU) @ HE (V) =2 HYM) —2 H+(UNV) — ..
Donde el morfismo de borde viene dado por d([w]) = [dpy A w].
La dualidad de Poincaré nos permite relacionar la cohomologia de de Rham con
la de soporte compacto.

Teorema 1.1 (Dualidad de Poincaré¢). Sea M una variedad diferenciable orientable
de dimension n. Entonces H*(M) = H" *(M)* para todo 0 < k <n.

Més precisamente, el teorema nos dice lo siguiente. Para cada 0 < k < n, tenemos
un pairing H*(M) x H? *(M) — R dado por ([w], [n]) — [,,;w A n (que esta bien
definido precisamente porque M es orientable y por el Teorema de Stokes). Dicho
pairing induce un morfismo H*(M) — H?*(M)*, dado por [w] — [,,[w] A []. La
dualidad de Poincaré nos dice que dicho morfismo es un isomorfismo. A partir de
esto, obtenemos un corolario muy tutil:

Corolario 1.1. Sea M una variedad conexa y orientada de dimension n. Entonces
la integracion [,, - H?(M) = R dada por [w] — [,,w es un isomorfismo.

La validez del corolario se debe a que, por dualidad de Poincaré, H'(M) es un R-
espacio vectorial de dimensién 1; y a que el morfismo integracion es un epimorfismo
(lo cual puede mostrarse construyéndose una n-forma en M que integre 1, usando por
ejemplo funciones bump). Una forma de probar la dualidad de Poincaré es usando el
argumento de Mayer-Vietoris (que sera descripto en el siguiente apartado) como se
detalla en [BT82, §5]. Presentaremos una formulacion de este resultado en términos
de homologia singular cuando hablemos de producto cap. En [Mil65, Thm. 7.5 se
prueba otra version del teorema, en este caso para triadas y en términos de homologia
singular, utilizando homologia de Morse (ver Capitulo 3 de esta tesis).

A partir del corolario, dada una variedad conexa y orientada M de dimension n
decimos que una clase de cohomologia [w] € H(M) es un generador de orientacion
de M si [ yw = 1. Notemos que fija la orientacién, existe un tnico generador de
orientacion en H'(M); y que al invertir la orientacion se invierte el generador.

1.1.3. Argumento de Mayer-Vietoris

Vamos a describir y ejemplificar un método que sirve para “pasar de lo local
a lo global”, es decir obtener resultados globales concernientes a la homologia o
cohomologia una variedad a partir de resultados locales. Mas precisamente, dicho
método, conocido como “argumento de Mayer-Vietoris”, nos servira para probar que
una variedad cumple una cierta propiedad P, de manera constructiva, partiendo de
que los abiertos de M difeomorfos a R™ la cumplen, y obteniendo abiertos de M
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cada vez mas grandes que cumplen P; hasta llegar a deducir que la variedad misma
lo verifica. Vamos a seguir lo desarrollado en [BT82, Chap. I §5]. Comenzamos con
la siguiente definicion.

Definicion 1.4. Un cubrimiento por abiertos s = {U,}ier de una variedad M de
dimension n se dice bueno si para cada coleccion finita de indices i1, ...,1, € I se
verifica que Uy, N...NU;, es difeomorfo a R™ o vacio.

Vamos a probar que toda variedad diferenciable admite un cubrimiento bueno.
Para ello, tomamos una métrica Riemanniana g en M. Un subconjunto U C M
se dice geodésicamente convexo si dados ¢, ¢ € U existe una tnica geodésica mini-
mizante v entre ¢ y ¢, y verifica Im(y) C U. De acuerdo a [Spi99, p. 363|, dado
un punto p € M existe €, > 0 tal que toda bola geodésica de radio € con € < ¢,
es geodésicamente convexa. Achicando €, si es necesario, podemos asegurarnos de
que B(p,ep) sea un entorno totalmente normal de p (es decir, existe J, > 0 tal
que B(p,e,) C B(q,6,) para todo ¢ € B(p,¢,), ver |Lee97, Lemma 5.12]). Notan-
do entonces U, = B(p,¢,), si consideramos 4 = {U,},en tendremos que Y es un
cubrimiento bueno. En efecto, dados pi,...,p € M se sigue de la definicion que
U=U, N..NU,, es geodésicamete convexo, y si tomamos g € U, por estar en U,
para p = p; tenemos que U C U, C B(q,d,) y por lo tanto considerando la carta
(B(q,9,),exp!) tenemos que U es difeomorfo a un abierto de T, M, que resulta ser
estrellado en 0 por el hecho de que U es geodésidamente convexo y por la forma
que tienen las geodésicas en la carta correspondiente a un entorno normal. Como
los abiertos estrellados son difeomorfos a R"™, sigue lo deseado.

Observacion 1.1. Si tomamos en la construccion anterior 6 = {B(p,e) : p €
M,e <¢,} tenemos que B es un cubrimiento bueno y ademds es base.

Sabiendo esto, podemos probar el siguiente resultado usando el argumento de
Mayer-Vietoris:

Proposicion 1.1. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimension n.
Entonces sus grupos de homologia singular sobre Z son todos finitamente generados.

Demostracion. La idea serad probar que la proposicion P dada por “U tiene todos
sus grupos de homologia finitamente generados” es valida en abiertos cada vez més
grandes de M. Si U C M es un abierto difeomorfo a R", es claro que vale. Supon-
gamos que U,V C M son abiertos tales que P vale en U, V y U N V. Veamos que
vale en U U V. Por Mayer-Vietoris, existe una sucesion exacta larga
. — H(UNV) —— H(U) & H, (V) —— H(UUV) -2 H_(UNV) — ...

Tenemos que ker(d) = Im(r) es finitamente generado, y también lo es Im(0) C
Hi—1(UNV) por ser submodulo de un Z-modulo finitamente generado. Si ay, ..., a, €
Hp(U U V) son tales que {0ay,...,0a,} es un conjunto de generadores de Im(d),
entonces ker(9) + (ay, ...,a,) = H(UUV) y por lo tanto H(U U V) es finitamente
generado. Como vale para todo k > 0, concluimos que U U V' cumple P.
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Veamos ahora que si 4 = {U; }1<i<m, €s un cubrimiento por abiertos de M finito
tal que P vale en toda interseccion finita de elementos de U, entonces P vale en
U2, U;. Lo haremos por inducciéon en m. Para m = 1 es trivial. Supongamos que
es valido para m. Tomemos m + 1 abiertos tales que todas sus intersecciones finitas
cumplen P. Notemos U = |J;",U; y V = Upgr. Como UNV = U2, U; N Upisa
tenemos que U y U NV son uniéon de m abiertos tales que (por hipotesis) todas
sus intersecciones finitas cumplen P. Por hipétesis inductiva entonces, U y U NV
cumplen P y por lo tanto al cumplirla también V', por lo antes visto UUV = U:’Z{l U;
cumple P, lo cual prueba el paso inductivo.

Como M es compacta, su cubrimiento bueno admite un subcubrimiento finito
W ={Uy,...,Uxy} que también es bueno, y como todas las intersecciones finitas de
elementos de i’ son difeomorfas a R", cumplen P; y entonces por lo visto en el

parrafo anterior M = J;*, U; cumplira P, como queremos. O

En la demostracion anterior se ve como es la dinamica del argumento de Mayer-
Vietoris. Queremos probar que se cumple una cierta propiedad P sobre una variedad
M (a la cual quizas debemos pedirle ciertos requisitos, como en el caso de recién
que sea compacta). Comenzamos probando que P vale en sus abiertos difeomorfos
a R". Luego vemos que si U, V y U NV cumplen P, entonces también lo cumple
U UV, utilizando aqui alguna version de la sucesion de Mayer-Vietoris. A partir
de lo anterior, por induccién probamos luego que si Uy, ...U,, son tales que todas
sus intersecciones finitas cumplen P, entonces |J;*, U; también lo cumple. Esto en
particular nos dice que si M admite un cubrimiento bueno finito, entonces cumpliré
P. En caso de que asumamos que M tiene un cubrimiento bueno finito (por ejemplo,
si es compacta) esto nos permitira concluir lo deseado. Cuando no es asi, hay que
utilizar un argumento adicional que desarrollaremos en el préoximo apartado para
probar el Isomorfismo de Thom, y para el cual nos servird la observacion hecha
previamente de que toda variedad M admite un cubrimiento bueno 8 que también
es base.

1.1.4. Isomorfismo de Thom, versién 1

Sea E —"— M un fibrado vectorial de dimension n sobre una variedad M de
dimensiéon m. Supongamos que queremos calcular la cohomologia de E. ;Podra
expresarse en términos de la de M7

Sea i : M — FE la secciéon nula. Como £ —~— M es una equivalencia homo-
topica suave (al ser la seccion nula Im(i) C F un retracto por deformacion fuerte),
tenemos que H*(E) = H*(M) donde el isomorfismo viene dado por i* y la inversa
es m*. No podemos proceder del mismo modo con la cohomologia de soporte com-
pacto, puesto que no es un invariante homotoépico. Sin embargo, haciendo uso de la
dualidad de Poincaré podemos llegar a conclusiones similares, del siguiente modo.
Si N es una variedad diferenciable de dimension 7, orientable y de tipo finito (es
decir, admite un cubrimiento bueno finito), el pairing que da lugar a la dualidad
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de Poincaré induce también un isomorfismo H4(N) = H" 9(N)* para cada ¢ > 0
(ver [BT82, Chap. 1 §5]). Por lo tanto, si asumimos que M y E son de tipo finito y
orientables, tendremos que

HE(E) = ™ (B) = B (M) = (M)

Si bien esto nos da un isomorfismo p : H(E) = H " (M), no podemos expresar
con una férmula concreta cuanto vale p([w]) para cualquier [w] € H}(FE). En efecto,
a través de los isomorfismos, [w]| hace el siguiente recorrido:

[w]l—>/E-/\[w]H/E7T*(-)/\[w] € B (M)*

Pero no sabemos como expresar la imagen p([w]) € H} (M) de la funcional
S () A fw] en términos de [w]; lo Gnico que sabemos es que p([w]) es la tnica clase
en H "(M) que cumple

[ 7D Akl = [ @l An()

Para toda [o] € H™"*(M). Lo que haremos entonces es definir otro tipo de
cohomologia con soporte compacto para E, en el que valga un isomorfismo como el
anterior pero sin pedir que las variedades involucradas sean de tipo finito y pudiendo
dar una construccién més explicita de p; aprovechando la estructura de fibrado de
sobre M, y no tnicamente la estructura de variedad, como venimos haciendo hasta
aqui. Vamos a seguir las ideas de [BT82, Chap. 1 §6|, pero modificando algunos
detalles y presentdndolas desde el punto de vista de quien escribe. Comenzamos con
una definicion.

Definicién 1.5. Seaw € QF(E) una k-forma. Decimos que w tiene soporte compacto
en la direccion vertical si para todo K C M compacto, sop(w)Na 1 (K) es compacto.
Notamos QF (E) C Q(E) al subespacio formado por las k-formas en E con soporte
compacto en la direccion vertical.

Notemos que QF(E) C QF (E) y que si M es compacta ambos conjuntos coin-
ciden. Por otro lado, si w € QF (E), como para cada x € M se verifica que
sop(wlr-1(z)) € sop(w) N7 (z) es cerrado, deducimos que w|,-1(,) tiene soporte
compacto. Es decir que si bien las w de soporte compacto vertical no tienen por qué
tener soporte compacto, si lo tienen sus restricciones a cada fibra de E.

Como d(QF (E)) C QFL(E) dado que sop(dw) C sop(w) para toda w € QF(E),
deducimos que (2, (E), d) es un complejo y notamos H} (E) a su cohomologia, que
es la cohomologia con soporte compacto vertical.

De aqui en mas, supondremos que E es un fibrado orientado sobre M. Vamos a
definir morfismos 7, : Qf (E) — Q* (M) dados por integrar a lo largo de la fibra.
Tomamos (Uy, ¢a)acn una trivializacion orientada de E, con (U, ¥4 )aca atlas de
M siendo ¢, (U,) =V, C R™. Entonces tenemos una carta 7~ *(U,) = U, x R" =

9
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Vo X R™ con coordenadas w1, ..., Ty, t1, ..., t, donde (21, ..., ;) € V, son coordenadas
de Uy, y t = (t1,...,t,) € R™ son coordenadas de las fibras. Dados 0 < r < n,
0<s<mJ="H{j,..,jspeonl<j <..<js<mel={i..i} con
1 <iy <..< 1 <n dos listas ordenadas (si 7 = 0 o s = 0, la respectiva lista es
vacia), vamos a notar dy; = di;, A ... Ad;, v dt; = dt;, A ... Adt;, (valiendo la
forma correspondiente 1 cuando I = 0 o J = 0). Entonces si w € QF (E), w|-1(v,)
se escribe en estas coordenadas como wlr-vw,) = > ; f1.7(x,t)di; Adt; para Gnicas
funciones f; ; € C*(V, x R"), donde I, J se mueven sobre todos los pares tales que
#1 + #J =r + s = k. Mirando todo en coordenadas, vamos a definir

0 si#1 <n
dipy [on [, t)dty..dt, si#]=n

Y extendemos luego por linealidad, definiendo asf 7, (w)|y, paratodaw € QF (E).
Notemos que lo anterior esté bien definido puesto que para cada z fijo, f(z,t) tiene
soporte compacto como funciéon de ¢ y por ende es integrable sobre R™. Lo que hace
7, sobre las formas de la base es entonces mandarlas a 0 cuando no contienen al factor
dt; A ... \dt,, y cuando contienen a dicho factor, cambia la parte f(x,t)dt; A... Adt,
por su integral a lo largo de la fibra. Se puede ver que bajo esta definiciéon, dados dos
abiertos trivializantes U,, Ug; 7.(w)|v, coincide con 7. (w)|y, en U, N Ug, dandonos
asf una forma bien definida 7, (w) para cada w € QF (F) y obteniendo por ende un
morfismo 7, : QF (E) — Q*"(M) bien definido.

Ademés, 7, conmuta con el diferencial exterior (ver [BT82), Prop 6.14.1]), es decir
que tenemos un morfismo de complejos

m(f(a;, t)dwj A dt[) = {

L OF(B) —L— QFYE) —4

Lt QFr(M) —L QL (M) L
Lo cual induce morfismos en las cohomologias =, : HX (E) — H*™(M). Antes
de estudiar estos morfismos, probaremos algunos resultados.

Proposicion 1.2. Sea E un fibrado orientado sobre una variedad orientada M. Sea
w € QM (E). Entonces si damos a E la orientacion producto entre la de M y la

de sus fibras, vale que
/ w= / -
E M

Demostracion. Usando particiones de la unidad, podemos ver que alcanza con pro-
bar el resultado para formas con soporte compacto en alguna de las restricciones
Ely, = U, x R™. Pero entonces, si w = f(z,t)dyy A ... A dip, Adty A ... A dt, con
f:VyxR" — R suave y de soporte compacto, por el Teorema de Fubini tendremos
que

/ w:/ f(x,t)dxl...dxmdtl...dtn:/ ( f(x,t)dtl...dtn>dx1...dxm
Ely, o XR™ Rn

@
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1.1. PARTE I

- / ( f(:c,t)dtl...dtn)dwl Ao Nd, = / o,
« R @
O

Proposicion 1.3 (Formulas de proyeccion). Sea w: E — M un fibrado orientado,
T una forma en M y w € QF (E). Entonces:

1. m(m*T ANw) =T A Tyw

2. Supongamos que ademds M estd orientada y T € Q" K(M). Entonces

/w*rAw:/ T N T
E M

Demostracion. 1. Basta con verificar el resultado localmente. En coordenadas
locales podemos escribir 7 = ), gr(x)dr y w =Y, ; frs(x, t)d; A dtr, de
modo que ™7 Aw = ;; gr.(x) f1.(x, )dibr, A dipy A dt;. Por linealidad y la
definicion de m,, serd entonces

T (T T ANw) = Z dip Ndygr(z) [ frp.0(x, t)dty...dt,
J,L R

Donde Iy = {1, ...,n}, puesto que 7, se anula en los términos en los que I # I.
En consecuencia,

r(rr Aw) = Y gr(@)di A (Z i, / o, t)dtl...dtn)
L J R

(T T Aw) =T A mw

Sobre cada U,, como queriamos.

2. Como sop(7*7 Aw) C sop(w)N7~t(sop(7)), T tiene soporte compacto y w tiene
soporte compacto en la direccion vertical, 77 A w tiene soporte compacto. Al
ser una m + n-forma en E, podemos utilizar entonces la Proposicion 1.2 y

concluir que
/W*T/\w:/ T (T T A w) :/ TN\ Tew
E M M

Apelando al primer inciso de esta proposicion.
O

Observacion 1.2. Notemos que por el item 2 de la proposicion anterior, p := T,
verifica la igualdad que enunciamos al principio de este apartado

[ 7D Akl = [ el Ap()

Pero ahora tenemos la ventaja de que p puede ser construido de manera explicita,
integrando a lo largo de la fibra.
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Estamos en condiciones ahora de enunciar el resultado méas importante de esta
seccion.

Teorema 1.2 (Isomorfismo de Thom, version 1). Sea E —— M un fibrado
vectorial orientado de dimension n. Entonces m, : HX (E) — H* (M) es un iso-
morfismo para todo k € Ny.

Demostracion. Vamos a utilizar el argumento de Mayer-Vietoris. Para eso, tomamos
una trivializacion orientada (U, ¢o)a de modo tal que {U,}, sea un cubrimiento
bueno de M y base para su topologia. Lo primero que queremos probar es que F|y,
cumple el Teorema para cualquier a.. Al ser el fibrado F|y, trivial, nos alcanza con
probar el siguiente lema:

Lema 1.1 (Lema de Poincaré para soportes compactos verticales). Dada una va-
riedad diferencial M, la integracion a lo largo de la fibra nos da un isomorfismo
7, HE (M x R™) — H*"(M) para cada k € N.

La demostracion del hecho anterior es analoga a la del Lema de Poincaré para
cohomologia con soporte compacto, que esta detallada en [BT82, p. 37].

Supongamos ahora que el Teorema vale en E|y, Eyv y E|yny. Tomemos {py, pv}
una particion de la unidad de UUV subordinada a {U, V'}, y notemos py = pwonm =
™ pw para W = U, V. Tenemos una sucesion exacta corta de complejos

0 —— Q5 (Blowy) —— Q%(Elv) © Q5 (Elv) —— Q5 (Blunv) —— 0
Donde i(w) = (w|g|y;w|en) ¥ i(a, B) = algyay — BlEjuny - La buena definicion de
de los morfismos involucrados en la sucesion anterior se debe a que la restriccion de

formas con soporte compacto vertical tiene soporte compacto vertical. La exactitud
se prueba de manera anédloga a lo hecho con la sucesion

0—— PUUV) —— U)o (V) L= QUNV) — 0
Pero verificando siempre que las formas que uno estd manipulando tengan soporte
compacto en la direccion vertical. A partir de las sucesiones exactas largas asociadas
a los complejos anteriores, podemos definir un diagrama

o —— HE(Eluy) —2— HE(Eluw) —— HE(Ely) ® HE(Ely) —— HE(Eluay) — ...

|~ I~ I~ I~
i —— HI(U V) =2 HEWUUV) — B (U) @ (V) —2 HF2(U V) —— .
Veamos que es conmutativo. El segundo y tercer cuadrado lo son porque T,
conmuta con las restricciones a abiertos. En el caso del primero, tomando [w] €
HEY(E), tenemos a partir de la definiciéon de los morfismos de borde:

r.d([w]) = 7 ((ldpy Aw]) = [m(xtdpy Aw)] = [doy A ] = O ([w])

Usando primera identidad de proyeccién. En consecuencia, como por hipotesis
todos los 7, del diagrama que salen de H (E|ynyv) o de H: (E|y) © H: (E|yv) son
isomorfismos, usando el Lema de los 5 obtenemos que 7, : HE (E|yuy) — HF(UU

12
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V') también es un isomorfismo para todo k € Ny y por lo tanto el teorema es valido
para E|yuy.

Por el argumento inductivo utilizado en la Seccién 1.1.3, si tenemos una colec-
cion finita de abiertos {Uy, ..., U, } de M tales que para todo U = U;, N...NU;. que
se obtiene como interseccion de finitos de ellos el fibrado E|y verifica el teorema,
entonces F|y,u.uu,, también lo verifica. En caso de que M admita un cubrimiento
bueno finito (por ejemplo, si es compacta) esto completa la demostracion. Pero el
teorema sigue siendo vélido atn si esto no ocurre.

Para demostrarlo, comenzamos observando que si M = | J,.; M; se escribe como
union disjunta de subvariedades abiertas (debiendo ser I a lo sumo numerable ya
que M tiene base numerable) y E|,;, verifica el teorema para todo i € I, entonces E
lo verifica. Esto se debe a que para cada k € Z tenemos un diagrama conmutativo

[Tics Hi (B ) — HI(E)

Ccv

lniel T lﬂ*
[Lie, H*(M;) ———— H"*(M)

Apelamos ahora a un argumento que se utiliza en [Lee00), p. 301] para demostrar
el Teorema de de Rham (precisamente a través del argumento de Mayer-Vietoris).
Sea f : M — R una funcién continua y propia, como la construida en [Lee00) p.
137|. Para cada m € Z, definimos dos subespacios de M:

Apn={peM:m< f(p) <m+1}

Bn={peM:m—-1<f(p)<m+1+3}

Tomemos m € Z. Por hipotesis A,, = f~([m,m + 1]) es compacto. Tomamos
finitos abiertos de la base buena {U,}, tales que cubran a A,, y estén todos ellos
contenidos en B,,, y notamos C,, a la uniéon de esos finitos abiertos. Entonces A,, C
C,, € B,,. Como (), admite por su definiciéon un cubrimiento bueno finito, el fibrado
E|c,, sobre C,, cumple el teorema. Ademas, si a > 2 como B, = f~1(m— %, m—i—%) y
Biia = f(m+a—35,m+a+32) C f(m+32, +o00) deducimos que By, N Byyiq = 0.
Por ende, {Cy, } impar €5 una coleccion de abiertos disjuntos, y lo mismo ocurre con
{Cy}m par- En consecuencia si U =, smpar Cm ¥ V = U, par Om tenemos que E|uy
y E|y verifican el teorema. Como UNV = UmEZ CNCipiq, dicha unién es disjunta y
cada Cy,, NCy, 11 admite un cubrimiento bueno finito, deducimos que E|yny también
lo verifica. Dado que U UV = M, concluimos finalmente que el fibrado E sobre M
cumple el teorema, como queriamos. O

Sabemos entonces que m, : HE™(E) — H*(M) es un isomorfismo para todo
k € Z. Dicho morfismo es nulo para k£ < 0, de modo que nos concentramos en el
caso k > 0. Definimos para tales k el isomorfismo de Thom .7 : H¥(M) — H*(E)
como 7 =7, L.

Sea ® := 7 (1) € H" (F), donde 1 € H°(M) es la clase de la 0-forma que vale
constantemente 1 en M. Llamamos a ® la clase de Thom del fibrado E. Utilizando

la formula de proyeccion (que vale también a nivel clases de cohomologia puesto
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que los operadores involucrados conmutan con el diferencial exterior), tenemos que
dada w € H¥(M) con k > 0, m(m"w A ®) = w AT,® = wA 1l = w, de donde
aplicando el isomorfismo de Thom a los dos extremos de la igualdad obtenemos que
T (w) =1"wA .

Seap € M, notamos F' = 771(p) la cual esta orientada de acuerdo a la orientacion
de E. Usando la definicién del morfismo 7, y el hecho de que 7,® = 1, tenemos que
[ ®|r = 1 para cada fibra F. Esto nos dice que ®|p € H}(F) es el generador de
orientacion de H'(F'), lo cual nos da la siguiente caracterizacion de la clase de Thom
de un fibrado:

Proposicion 1.4. La clase de Thom de un fibrado vectorial orientado de rango n
estd univocamente caracterizada como la unica clase ® € H? (E) que se restringe al
generador de orientacion de H(F') en cada fibra F'.

En efecto, si tenemos &' € H (E) que se restringe al generador de H'(F') para
cada fibra F, como 7. : Q% (E) — QM) esta dado por mwl|, = fﬂ_,l(q)(U|7r71(q),
tendremos que m,(®’) = 1y como 7, es un isomorfismo serd ¢’ = ¢, como queremos.

1.2. Parte II

En la Parte I estuvimos trabajando con cohomologia de de Rham y probamos
el Isomorfismo de Thom en esos términos. Sin embargo, en los capitulos siguien-
tes trabajaremos siempre con homologia singular con coeficientes en Z. Uno de los
motivos por los cuales necesitamos trabajar sobre Z es que la parte de torsion de
los grupos de homologia nos va a dar informacién importante: va a ser crucial a la
hora de establecer las desigualdades de Morse en el Capitulo 3, asi como para los
distintos resultados vinculados con homologia de Morse; y dicha parte no existe si
tomamos los coeficientes sobre un cuerpo, como ocurre con la cohomologia de de
Rham (donde el cuerpo es R). El motivo por el cual se expuso la primera parte
a pesar de que no trabajaremos con cohomologia de de Rham es que motiva en
gran medida las construcciones necesarias para enunciar el teorema en términos de
cohomologia singular, asi como su enunciado y su demostracion; echando bastante
luz en esos aspectos. Veremos que podemos establecer varias analogias entre las dos
versiones. Por ejemplo, es posible pensar al producto cup como una versiéon para la
cohomologia singular del producto wedge, y lo mismo ocurre con las distintas cons-
trucciones e ideas que apareceran en las demostraciones vinculadas a la version 2
del Isomorfismo de Thom. Lo desarrollado en la version 1 resulta para quien escribe
tal vez mas claro y mas intuitivo que lo presentado en la segunda version, en gran
parte quizés porque se cuenta con la integracion como mencanismo para construir
explicitamente la inversa del Isomorfismo de Thom. Usando cohomologia singular,
si bien perdemos la integracion, ganamos generalidad en la clase de fibrados donde
vale el Teorema (no solo sobre variedades, sino también sobre espacios topologicos) y
sobre todo (a fin de lo que nos interesa en esta tesis, donde siempre trabajamos con
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variedades) logramos que el anillo sobre el que tomamos coeficientes pueda ser cual-
quier anillo conmutativo con unidad, teniendo asi la posibilidad de trabajar sobre Z
y sacar informaciéon también de las partes de torsion.

El esquema de esta segunda parte del capitulo sera el siguiente. Comenzamos de-
finiendo y nombrando los resultados fundamentales sobre cohomologia singular. A
continuacion definimos los productos cup, cap y cross. A partir de eso construiremos
lo que sera la clase de Thom en un fibrado trivial X xR". Luego hablaremos de orien-
tacion de variedades en términos de homologia y cohomologia singular, en particular
de orientacion de fibrados en estos términos. Con todo esto nos abocaremos a probar
la version 2 del Isomorfismo de Thom. Teniendo estos resultados, desarrollamos en
el altimo apartado de esta secciéon las nociones bésicas en relacion a transversalidad,
ntmero de interseccion y entornos tubulares; que junto con lo expuesto a esa altura
permitiran probar el [Mil65, Lemma 6.3], el cual sera fundamental en el Capitulo
3 para describir el morfismo de borde en el complejo de Morse, y para demostrar el
Basis Theorem. Dicho apartado establece entonces una conexion entre las nociones
sobre cohomologia, fibrados y el isomorfismo de Thom que nos ocupan durante la
mayor parte de este capitulo; y la Teoria de Morse, que juega un rol central en el
resto de la tesis.

1.2.1. Cohomologia singular

En este apartado daremos una breve exposicion sobre los fundamentos de la
cohomologia singular, enfatizando en las herramientas y teoremas que apareceran
posteriormente en el tramiento de la version 2 del Isomorfismo de Thom. Nos ba-
saremos en [Vic94| y [MS74, Appx. A], donde se puede encontrar mas detalles asi
como algunas demostraciones que omitiremos. Todos los resultados sobre cohomo-
logia singular mencionados la presente secciéon tendran su analogo en términos de
homologia singular, que omitiremos enunciar y demostrar en la mayoria de los ca-
sos (a pesar de que posiblemente luego los utilicemos) para no volver la exposicion
tediosa. Dichos resultados pueden encontrarse bien detallados en [Vic94].

Fijamos R un anillo conmutativo con unidad. Sea X un espacio topolégico. Deno-
taremos A" = {(to,....t,) € R™™ . t; > 0Viy Y I jt; = 1} al n-simplex standard.
Un n-simplex en X es una funcién continua o : A" — X. Para cada n > 0 de-
finimos el n-ésimo grupo de cadenas singulares C,,(X; R) como el R-moédulo libre
generado por los n-simplices singulares en X (es decir, una base de C,(X;R) es
{o: A" — X continuas}).

Tenemos un operador d,, : C,,(X; R) — C,,_1(X; R) dado por d,0 = > ,(—1)"c",
donde 0" = 0|jy,,..4,,..00] €5 la cara i-ésima de o (aqui vy, ..., v, son los vértices del n-
simplex standard y [vo, ..., 0;, ..., v,] denota el n — 1-simplex generado por los vértices
V0y -5 Vi1, Vit1, ---, Up €N ese orden). En general notaremos a d,, simplemente como
d, deduciéndose por contexto el subindice que le corresponde. Es facil chequear que
d*> = 0, de modo que (C,(X; R),d) es un complejo de cadenas. Para cada n € Ny
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definimos Z,,(X; R) = ker(d,) al R-modulo formado por los n-ciclos y B,(X;R) =
Im(d,,11) al formado por los n-bordes. Entonces H,(X; R) = Z,(X; R)/B,(X; R) es
el n-ésimo grupo de homologia singular de X con coeficientes en R, y se obtiene de
tomar homologia al complejo (C,(X; R),d).

La construccion dual a la que acabamos de hacer es la que da origen a la coho-
mologia singular. El n-ésimo grupo de cocadenas singulares con coeficientes en R es
C"(X;R) = Cy(X; R)* = hompg(C,(X; R),R). Como C,(X;R) es libre con base
{o : A" — X continuas}, tener una cocadena ¢ € C"(X; R) es lo mismo que tener
una funcion ¢ : {o : A" — X continuas} — R que a cada n-simplex en X le asigna
un elemento del anillo R.

A partir de d,, 41 @ Chy1(X;R) — Co(X; R), para cada n > 0 definimos un
morfismo §" := d!,, : C"(X;R) — C""'(X;R) que notamos genéricamente 4,
resultando ser (C*(X; R),d) un complejo de cocadenas de R-modulos. Al igual que
como hicimos antes, podemos tomar cohomologia a este complejo. Asi, si Z"(X; R) =
ker(6") y B"(X; R) = Im(6" '), vamos a definir H"(X; R) = Z"(X; R)/B"(X; R)
como el n-ésimo grupo de cohomologia singular de X con coeficientes en R, el cual
se obtiene de tomar cohomologia al complejo de cocadenas (C*(X; R),J). Dado un
cociclo ¢ € Z"(X; R) notaremos [c] € H"(X; R) a su clase de cohomologia.

Dadas ¢ € C"(X;R) y 0 € C,(X; R) notaremos (c,o) = ¢(0), lo cual induce
un pairing (,) : C"(X; R) ® C,(X; R) — R dado por la evaluacion. Por definicion,
tenemos que (dc, o) = (¢, do) actuando d como el adjunto de 0, de modo que el paring
pasa a las homologias H"(X; R) ® H,(X; R) — R, ([¢], [o]) — ([c], [o]) := (¢, ).

Vamos ahora a extender la nociéon de cohomologia singular a pares topologicos.
Omitiremos de aqui en mas en la notaciéon para modulos de cadenas, cocadenas,
homologia y cohomologia al anillo R (escribiendo por ejemplo H"(X) en lugar de
H™(X; R)) dando por sobreentendido el anillo en el cual estamos trabajando, salvo
cuando esto pudiera producir confusion. Un par topolégico (X, A) consiste en un
espacio topologico X y un subespacio A C X. Diremos que una cocadena ¢ € C"(X)
es relativa a A si (c,0) = 0 para todo 0 € C,(A) C C,(X). Definimos entonces
C™(X, A) como el submoédulo de C"(X) formado por todas las cocadenas relativas
a A. Es facil ver que C"(X, A) = C,(X, A)* bajo la definicion usual de cadenas
relativas a A: C,(X, A) = C,(X)/C,(A).

Notemos quesic € C"(X,A)y o € C,11(A) entonces (dc, o) = (¢,do) = 0 ya que
do € C,(A). Esto nos dice que 6C™(X, A) C C"*(X, A) y por lo tanto (C*(X, A),d)
es un complejo de cocadenas. Podemos definir entonces H" (X, A) como el n-ésimo
grupo de cohomologia singular del par (X, A) (o de cohomologia de X relativa a A)
con coeficientes en R, tomando cohomologia a dicho complejo al igual que en los
casos anteriores.

Dados (X, A) e (Y, B) dos pares topologicos, un morfismo de pares es una fun-
cion continua f : X — Y tal que f(A) C B. Los pares topoldgicos junto con los
morfismos de pares forman una categoria. Dado f : (X, A) — (Y, B) morfismo de
pares induce un morfismo de complejos f* : C*(Y,B) — C*(X, A) de la siguien-
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te manera. Si ¢ € C"(Y,B) y 0 € C,(X,A) definimos (f*c,0) := (¢, f.o) donde
fe : Co(X) — Co(Y) viene dada por f.o = foo si o es un n-simplex en X y se
extiende luego por linealidad. Se puede ver que f* conmuta con los diferenciales a
partir de que es la adjunta de f, bajo el pairing (,) y de que f, : C.(X) — Ci(Y) es
morfismo de complejos. Si g : (Y, B) — (Z,C) es otro morfismo de pares, entonces
se verifica (g o f)* = f*g*, de modo que al ser también id* = id deducimos que * es
un funtor contravariante. Como tomar cohomologia es también funtorial, de la cate-
goria de complejos de cocadenas sobre R en la de R-modulos, deducimos que cada
morfismo de pares f : (X, A) — (Y, B) induce morfismos f*: H*(Y, B) — H*(X, A)
funtorialmente, de forma contravariante.

Vamos a relacionar ahora a H*(X, A) con H*(X) y H*(A).

Proposicion 1.5. Sea (X, A) un par topolégico. Entonces existe una sucesion exacta
corta de complejos

0 —— C*(X,A) —— C*(X) —2— C*(A) —— 0
c.4) 1 Cu(A) — R. Esta induce

Donde i viene dada por la inclusion y j(c) = ¢
una sucesion exacta larga en cohomologia

. —— H*(X,A) —— H*X) —— H*A) —2— H(X, A) — ...
Donde el morfismo de conexion A : H*(A) — HF(X| A) viene dado de la
siguiente manera. Tomamos j' : C*(A) — CH(X) dada por (j'(c),0) = (c,0) si
o€ Cr(A) y (j'(c),0) =0 silm(o) € A. Dada ¢ € Z*(A), vamos a tener entonces
que A([c]) = [05'(c)] € H*H(X, A).

La exactitud de la sucesion de complejos de cocadenas recién presentada se ve-
rifica utilizando la definiciéon de los objetos involucrados; e implica junto al Lema
de la serpiente la existencia de la sucesion exacta larga en cohomologia asi como la
forma del morfismo de conexioén recién expuesta.

Un resultado fundacional es que si f,g : X — Y son dos funciones homotopi-
cas, entonces inducen los mismos morfismos a nivel homologia, esto es f, = g. :
H.(X) — H.Y) (y lo mismo ocurre en cohomologia). Existe una version analoga
para morfismos de pares. Dos morfismos f, g : (X, A) — (Y, B) se dicen homoto6picos
si existe un tercer morfismo F : (X x I, A x I) — (Y, B) tal que F(z,0) = f(z)
y F(z,1) = g(z) para todo z € X. Dicho de otro modo, si existe una homotopia
F: f~gtal que F(Ax I) C B. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.3. Sean f,g : (X, A) — (Y, B) morfismos de pares homotdpicos. En-
tonces f*=g*: H*(Y,B) — H*(X, A).

Un resultado muy ttil para trabajar con cohomologia relativa es Escision:

Teorema 1.4 (Escision). Sea (X, A) un par topolégico. Sea Z C X subespacio tal
que Z C A°. Entonces el morfismo de paresi: (X \ Z,A\ Z) — (X, A) dado por la
inclusion induce un isomorfismo i* : H*(X, A) — H*(X \ Z, A\ 2).
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Demostracion. Ver [Vic94, Thm. 3.12]. O

Una terna de espacios topologicos (X, A, B) consiste de un espacio topologico X
y dos subespacios A, B tales que B C A C X.

Proposicion 1.6. Sea (X, A, B) una terna de espacios topoldgicos. Entonces existe
una sucesion exacta corta de complejos
0 —— C*(X,A) —— C*(X,B) —1— C*(A,B) —— 0

Que viene dada por las inclusiones (A, B) —— (X,B) —— (X, A). Esto

da origen a una sucesion exacta larga en cohomologia
. —— H*X,A) —— H*X,B) —— H*(A,B) —2— HY(X,A) —— ...
Si definimos j' : C*(A, B) — C*(X, B) eatendiendo por 0 en los simplices que no

caen en A como hicimos en la Proposicion 1.5, tendremos nuevamente que dado
c€ Z¥(A,B) es A([c]) = [05'(c)] € HY(X, A).

Dado 44 = {U;};c; un cubrimiento por abiertos de X, definimos C¥(X) como
el R-modulo libre generado por los n-simplices en X tales que su imagen cae en
U; para algin ¢ € I. La inclusiéon nos da un morfismo de complejos de cadenas
C*(X) — C.(X), el cual es de hecho una equivalencia homotépica (ver [Vicod,
Thm. 1.14]). A partir de esto, obtenemos en forma inmediata que i, induce iso-
morfismos en homologia. Pero por otro lado, dualizando tenemos un morfismo de
complejos de cocadenas i* : C*(X) — C{(X) := C¥(X)* que resulta ser también
una equivalencia homotopica e induce por lo tanto isomorfismos a nivel cohomologia.
Podemos sintetizar todo esto en el enunciado del siguiente teorema.

Teorema 1.5. Sea 4 un cubrimiento por abiertos de X. Entonces i, : H{M(X) —

Hi(X) es un isomorfismo para cada k € Ny, asi como también lo es i* - H*(X) —
H{j(X).

Cerramos esta seccion enunciando un resultado importante, que relaciona la ho-
mologia y la cohomologia con coeficientes en un anillo R. Dado un par topologico
(X, A) podemos definir un pairing H"(X, A) x H,(X,A) — R dado por (c,0) =
(c/,0’) para cualesquiera ¢ € Z"(X,A) y o' € Z,(X, A) tales que c =[] y 0 = [0'].
Esto induce un morfismo k : H"(X,A) — H,(X,A)* dado por k(c)(c) = (¢, o).

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.6. Sea X un espacio topoldgico y supongamos que H, 1(X;R) es li-
bre, tomando coeficientes sobre un dominio de ideales principales R. Entonces k :
H"(X; R) — homg(H,(X; R), R) es un isomorfismo. Vale un resultado andlogo para
pares (X, A).

Este resultado se encuentra asi formulado en [MS74, Thm. A.1], pero es de hecho
consecuencia de un resultado mas general: el Teorema de coeficientes universales
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para cohomologia, que dice que si tomamos coeficientes sobre un dominio de ideales
principales R, entonces H"(X; R) esta determinado por una sucesion exacta que se
parte, dada por:

0 — Bxt(H,_,(X;R),R) — H"(X;R) —*— hom(H,(X,R),R) — 0

Para una prueba, nos remitimos a [Hat02, Thm. 3.2|.

1.2.2. Productos cup y cap

En este apartado y en el proximo seguiremos mayormente el Apéndice A del libro
IMST74], y suponemos fijo el anillo R en el que tomamos coeficientes.

Queremos definir una operacion C™(X) x C"(X) — C™™(X) entre cocadenas
que imite en algtn sentido al producto wedge de formas diferenciales. Dadas ¢ €
C™(X) yde C"(X), definimos la cocadena ¢ — d € C™*"(X) dada por ¢~ d(o) =
(0 [1wo,01,0m]) AT o oms 1 s vmsn]) PATA cada simplex o : A™*" — X. Consideremos
la siguiente definicion:

Definicion 1.6. Sea o un n-simplex en un espacio topoldgico X y sea j:0<j<n
un entero. La j-ésima cara frontal de o se define como o}, = a|[v0,m7vj]. La j-ésima

cara posterior de o se define como o = U|[vn_j,vn_j+1,...,vn]~

En términos de esta definicion, ¢ « d(o) = c(of)d(c}).

Esto nos da una operacion bilineal «: C™(X) x C"(X) — C™*"(X) para cada
par m,n € Ny, conocida como producto cup. A partir de la asociatividad de dicha
operacion, podemos ver que C*(X) = €,-,C"(X) tiene una estructura de R-
algebra graduada con el producto cup extendido por linealidad, cuyo neutro es la
cocadena 1 € C°(X) que vale constantemente 1 en todos los 0-simplices. Vamos a
denotar alternativamente ¢ « d = ¢ - d al producto cup entre dos cocadenas c y d.

Se puede verificar que dadas dos cocadenas ¢ € C™(X) y d € C"(X) vale que
d(c~d) =dc~— d+ (—1)"c — dd, siendo esta una identidad anédloga a la regla de
Leibniz para el diferencial exterior del producto wedge de dos formas en una variedad
diferenciable. De aqui se puede deducir que si ¢y d son cociclos, también loes ¢ — d y
entonces tomando representantes podemos definir una operacion H™(X)x H"(X) —
H™"(X) para m,n > 0 dada por ([¢],[d]) — [c ~ d]. Con esto podemos hacer de
H*(X) =D, -, H"(X) una R-algebra asociativa y graduada.

Nos interesara definir operaciones entre grupos de cohomologia relativa a través
del producto cup. Para eso, comencemos observando que si ¢ € C"™(X,A) y d €
C™(X) entonces ¢ —« d € C™"(X, A); lo cual nos permite definir una aplicacion
bilineal H™(X, A) x H"(X,A) — H™(X, A) de manera anéaloga a lo que hicimos
en el parrafo anterior. Lo que vamos a ver es que si c € H™(X, A),d € H"(X,B) y
A, B son abiertos relativos a AU B entonces podemos ver a ¢ « d como un elemento
de H™™(X, AU B).

Con ese proposito, dado un espacio topologico X y dos subespacios A, B C X
definimos C*(X; A, B) := C*(X,A) N C*(X, B) para cada k € Ny. Es claro que
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(é*(X; A, B),d) es un subcomplejo de (C*(X),d), cuya cohomologia en el lugar k
notaremos H*(X; A, B). Observemos que si c € C™(X, A) y d € C"(X, B) entonces
c—de€e C’m+”(X ; A, B), de modo que a nivel cohomologia el producto cup nos
da un morfismo H™(X,A) ® H*(X,B) — H™"(X; A, B). Lo que vamos a querer
entonces es construir un isomorfismo H*(X; A, B) & H*(X, AUB) para cada k > 0.
Para eso, consideramos la sucesion exacta corta de complejos

0 — C*(X,AUB) —— C*(X;A,B) —— C*(AUB;A,B) —— 0

Donde i viene dada por la inclusion y j por la restriccion a C,.(A U B). Usando
el Teorema 1.5 para el cubrimiento 84 = {A, B} del espacio topologico AU B, se
prueba que el complejo é*(A U B; A, B) es aciclico. A partir de esto y de la sucesion
exacta recién presentada, deducimos que i : H*(X, AU B) — H*(X; A, B) es un
isomorfismo para todo k > 0, permitiéndonos definir «: H™(X, A) ® H"(X, B) —
H™"(X, AU B).

Vamos a definir ahora el producto cap. Nos basaremos en [Hat(02] ya que venimos
utilizando su convencion de signos, distinta de la de [MST74]. Sea X un espacio
topologico y sean 0 < m < n dos ntmeros enteros. Tenemos una operacién —:
Crn(X) ® C™(X) — C,—n(X) definida del siguiente modo: si ¢ € C™(X) es una
cocadenay o € C,(X) es un n-simplex entonces ¢ ~ ¢ = (¢, 0f)op ™ extendiéndose
a las restantes cadenas por linealidad. Dadas una cadena 7 € C,(X) y una cocadena
c € C"™(X), 7 —~ ¢ puede ser caracterizada como la tnica n — m-cadena en X tal
que

(d, 7 ~cy=(c—{,T)

Para toda ¢ € C" ™ (X). A partir de esto y usando que una cadena pu € Cj(X)
es nula si y solo si para toda cocadena a € C'(X) vale que (a, ) = 0, se pueden
probar las identidades

L.t~(cwd)=(r—~¢c)~¢
2.1T~1=171
3. d(t ~¢) = (=1)(dr ~ c—7 ~ dc)

A partir de la ultima propiedad, deducimos que tenemos una operacion bien definida
~: H,(X)® H™(X) — H,_n(X) dada por [7] < [¢] = [T -« ].

Una aplicacion del producto cap es la dualidad de Poincaré (en su version con
homologia singular). Sea M una variedad cerrada y orientada (nos restringimos
al caso compacto por simplicidad, pero el teorema vale con igual generalidad en
variedades no compactas, tomando cohomologia con soporte compacto; al igual que
en la version en términos de cohomologia de de Rham). Consideramos 1y, € H,,(M)
al generador de orientacion de M (que sera definido en la Secciéon 1.2.4).

Teorema 1.7 (Dualidad de Poincaré). La aplicacion ¢ — ny — ¢ define isomorfis-
mos H'(X) — H,_;(X) para todo 0 < i < n.
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En [MS74, Appx. A| y [Hat02, Thm. 3.30] se presentan demostraciones del Teo-
rema 1.7, utilizando ambas argumentos de tipo Mayer-Vietoris. El producto cap
también nos servird para extender la demostracion del Isomorfismo de Thom (ver-
sién 2) a anillos arbitrarios, y para enunciar una version en términos de homologia,
como veremos en la Secciéon 1.2.5.

1.2.3. Producto cross

El objetivo de esta seccion es definir el producto cross x : H™(X, A)x H"(Y, B) —
H™™(X xY,AxY UX X B) entre clases de cohomologia relativa, que nos servi-
ra luego para construir una clase fundamental e” € H"(R", R}) para cada n > 1
(notamos aqui Ry = R\ {0}) tal que se tenga un isomorfismo

H™(X) — H™™(X xR", X x R)

ar—axer

El cual nos permitira probar el Isomorfismo de Thom en caso de que el fibrado

E —"— X sea trivial, como veremos méas adelante.

Sean (X, A) e (Y, B) dos pares topolégicos, con A C X y B C Y subespacios
abiertos. Consideramos los morfismos de pares m : (X x YA XY) — (X,A) y
o o (X x Y, X x B) — (Y, B) dados por las proyecciones en la primer y segunda
coordenada respetivamente. Sia € H™(X, A) y b € H"(Y, B) definimos su producto
cross a X b := mia « m3b que pertenece a H™(X x Y, Ax Y UX X B) por lo visto
en la seccion anterior. Notamos (X, A) x (Y,B) .= (X xY,;Ax Y UX x B). El
producto cross nos define entonces una operacion

x : H"(X,A) x H*(X,B) — H™"((X,A) x (Y, B))

De manera similar, podemos definir el producto cross entre dos cocadenas sin-
gulares. Dadas a € C™(X, A) y b € C*(Y, B) definimos como antes a x b := 7ja -«
b € ém+”(X xY;AxY, X x B). Vale la relacion esperada con el producto cross
anterior: si a € Z™(X,A) y b € Z™(Y, B) entonces [a] X [b] = [a X b].

Vale que [(X,A) x (Y,B)] x (£,C) = (X,A) x [(Y,B) x (Z,C)] y ademas si
ae€ H"(X,A),be H"(Y,B), c € H?(Z,C) entonces (a x b) x ¢ =a x (b x c).

Utilizando lo anterior, en [MS74, p. 265 se elige un elemento especifico e = ¢! €
H'(R,Ry) y luego se define inductivamente e” = e" ! x e € H"((R* ', RI) x
(R,Rg)) = H™(R™,R}). No detallaremos cémo se hace esa eleccion, puesto que no
nos interesa cuales son los elementos e en si, sino que verifican lo siguiente:

Teorema 1.8. Sea X un espacio topldgico, A C X un subespacio abierto. Entonces
la aplicacion H™(X, A) — H™"((X, A) x (R*,R}})) dada por a — a x e" define un
isomorfismo para cada m > 0.

La demostracion utiliza las propiedades ya enunciadas de los productos cup, cap

y cross, junto a algunos argumentos de algebra homologica; y puede verse en [MS74,
Thm. A.5].
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1.2.4. Orientacion y (co)homologia

Recordemos que por lo visto en la Parte I de este capitulo, cada orientacion de
R™ determina un generador de H”(R") (aquella clase [w] tal que para la correspon-
diente orientacion verifique || @ = 1). Nuestro objetivo ahora es hacer una construc-
cion anéloga en términos de homologia singular, con coeficientes en un anillo arbi-
trario R (que suponemos fijo por ahora y omitimos en la notacion). Supongamos que
tenemos una orientacion fija en R™. Sea o = [vy, ..., v,| un n-simplex linealmente em-
bebido en R™ con baricentro en 0, es decir: vy, ..., v, son n+ 1 puntos afinmente inde-
pendientes en R™ tales que n+r1 oUi=0,yo={>"tiv;:t; >0,>" t; =1}
Decimos que o es un simplex orientado si {v; — vg, v — vy, ..., v, — Vg } es base orien-
tada de R™. En caso de no aclararse, los simplices que aparezcan de aqui en mas
se asumiran centrados en 0 y linealmente embebidos. Lo que querremos es que la
clase de un n-simplex orientado o sea el generador de algin grupo homologia, con
el objetivo de identificar las orientaciones de R™ con los generadores de ese grupo,
al igual que como lo hicimos antes con la cohomologia de soporte compacto.

Como H,(R"™) = 0, no nos servira el grupo H,(R™) para nuestro proposito.
Sin embargo, podemos considerar H,(R",Rf) = R que contiene a [7] dado que
do € C,,—1(R}). De la sucesion exacta larga del par (R™, Rf}) tenemos que para cada

n > 2 la aplicacion H,(R",R?) —2— H,_,(R?) es un isomorfismo. Dado ¢ un

n-simplex, tenemos que do C Ry es retracto por deformacion fuerte y que [Jo] €
H,_1(00) es un generador; de donde [g] € H,(R",R}) es generador al ser d([a]) =
[0c]. Si o es ademas orientado, decimos que [7] es el generador de orientacion de
H,(R" R}). Sin = 1 se puede arribar a la misma definicién analizando con cuidado
la sucesion exacta larga del par (R, Ry).

Tenemos que ver que lo anterior esta bien definido, es decir que si o y 7 son dos
simplices orientados en R™ con baricentro en 0 entonces [¢] = [7]. El tratamiento
que estamos haciendo de este tema esté basado en [MS74) §9] donde no se aborda
este aspecto (la buena definicion), asi que presentaremos una demostracién propia.
La estrategia sera usar el siguiente resultado:

Lema 1.2. Sea h : R" — R" un difeomorfismo orientado tal que h(0) = 0. Entonces
el morfismo h. : H,(R",R}) — H,(R",R}) inducido por h en homologia es la
identidad.

El lema anterior es consecuencia de otro que enunciamos a continuacion, cuya
demostracion es idéntica a la del [Mil65, Lemma 5.7| ignorando la condicién de
transversalidad alli presentada.

Lema 1.3. Sea h : R" — R"™ un difeomorfismo orientado tal que h(0) = 0. Entonces
existe una isotopia H : R" x [0,1] — R" tal que

2. H(0,t) =0 para todo t € [0, 1].

22



1.2. PARTE II

La isotopia H del Lema 1.3 nos da una homotopia entre los morfismos de
pares id,h : (R",R}) — (R™ Ry), de modo que h, = id, = id : H,(R",Ry) —
H,(R™,/Ry). A partir de esto, si tomamos 0 = [vg,...,v,] ¥ T = [wy, ..., wy,] dos n-
simplices orientados, linealmente embebidos en R™ y con baricentro en 0, entonces la
transformacion lineal 7' : R™ — R™ tal que T'(v; — vg) = w; —wp paratodo 1 <i <mn
(y trivialmente para ¢ = 0) es un isomorfismo lineal orientado tal que Tv; = w; para
todo 0 < i < n (usando la condicién de que el baricentro de ambos simplices es 0).
Luego, T est4 bajo las hipotesis del Lema 1.2 y asi [7] = T.([7]) = [T o o] = [7] en
H,(R" Rf), como querfamos.

Notemos 71 al (bien definido) generador de orientacion de H,(R",Ry). De lo
anterior se desprende que si h : R® — R" es un difeomorfismo orientado tal que
h(0) = 0, entonces h,(n) = 7. Esto a su vez sirve para probar que si tomamos un
n-simplex o linealmente embebido y orientado, tal que 0 € ¢ sin necesariamente ser
su baricentro, entonces [¢] = n (construyéndonos un difeomorfismo apropiado en
R™ que fije el 0 y mande o en otro simplex orientado y embebido 7 que tenga al 0
como baricentro). Con estas dos herramientas, se puede ver la equivalencia entre la
nocion usual de orientacion en variedades (dar una base orientada a cada tangente,
que varie suavemente) y la nocién en términos de homologia que presentaremos a
continuacion.

Si o = [vg, ..., vy es un n-simplex linealmente embebido con baricentro en 0 no
orientado (es decir, {v; — vg, ..., v, — vg} N0 es base orientada de R™ de acuerdo a la
orientacion prefijada), entonces T = [vg, ..., Up_2, Un, Up_1] €8 un n-simplex orientado
y [o] = —[r] = —n. Es decir que si o y 7 linealmente embebidos tienen la misma
orientacion, sus clases de homologia relativa coinciden; y si no una es la opuesta
de la otra. Por lo tanto, cada orientacion determina un generador de H,(R™, Ry)
(como R-moédulo libre de rango 1) y el generador correspondiente a cada una de
ellas es el opuesto del que corresponde a la orientaciéon opuesta, exactamente con
lo que sucedia en la cohomologia con soporte compacto. Si R = Z podemos decir
incluso algo mas: como los tnicos dos generadores de Z como Z-modulo son 1y —1,
y dado ¢ un n-simplex linealmente embebido en R™ y con baricentro en 0 [, —[7]
son dos generadores distintos de H,(R",R}) = Z, concluimos que son los tnicos
generadores. Es decir que dar una orientaciéon es equivalente a elegir un generador
del Z-modulo H, (R™,Rf): una vez elegido un tal generador 7, debera ser n = £[7]
de modo que el signo determinara si ¢ es orientado o no, y eso a su vez determinara
la orientacion el espacio.

A partir de esto, podemos definir orientacién en una variedad en términos de
homologia. Sea M una variedad diferenciable de dimension n, x € M. Si tomamos
una carta (U, ) en x con ¢(U) = R", tenemos que por Escision H, (M, M\ {z}) =
H,(U, U\ {z}) = H,(R",R}). Por lo tanto, diremos que dar una orientacién en
x es dar un generador 7, € H, (M, M \ {z}) (tomando coeficientes en Z). Por lo
antes discutido, una vez que damos una orientaciéon en x estamos definiendo una
orientacion para el abierto U antes mencionado. Esto nos lleva a una nociéon de
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orientacion que sera equivalente a la usual, pero formulada en términos de homologia.
Dar una orientacion en M sera elegir una orientacion 7, para cada x € M, que varie
de forma continua en el siguiente sentido: para cada x € M existe un entorno
compacto N y una clase ny € H,(M, M \ N) tal que p,(nn) = p1y para todo y € N
(donde p, : H,(M,M \ N) — H,(M,M \ {y}) viene dado por la identidad como
morfismo de pares).

Dada una variedad orientada M y un subespacio compacto K C M, existe una
tnica clase nx € H,(M,M \ K) tal que p,(nx) = p, para todo y € K (este es
precisamente el [MS74, Thm. A.8]). En consecuencia, si M es ademés compacta
podemos tomar K = M y deducir que existe una tunica clase ny, € H,(M) tal
que py(ny) = n, para todo y € M. Tal ny es la clase de homologia fundamental
de la variedad. En estos términos, si M es cerrada, conexa y orientable; elegir una
orientacion equivale a elegir un generador de H,,(M) (que seré la clase de homologia
fundamental de M, también llamado generador de orientacion de M). Cuando no
sea conexa, habra que elegir un generador por cada componente conexa, al igual que
con la definicién de orientaciéon usual.

Valen consideraciones similares para una variedad orientada con borde M, pe-
ro restringiéndonos a los puntos x € M \ OM. En este caso, dado un subespacio
compacto K C M existe una unica clase ng € H,(M,(M \ K) U 0M) tal que
pe(N) = pe € Hy(M, M \ {2}) para todo z € K \ M. En particular, si M es
compacta, hay una tnica clase de homologia fundamental n,, € H, (M,0M) tal que
pz(nar) = n, para todo x € M\ OM (ver [MS74, p. 274]). Muchas veces notaremos
[M] = ny. Las definiciones correspondientes a variedades con y sin borde son com-
patibles, en el sentido de que si 0 : H,(M,0M) — H,_1(ON) es el inducido por la
sucesion del par (M, 0M) entonces O([M]) = [OM].

Supongamos ahora que tenemos un fibrado orientado E ——— X . Dado un
anillo conmutativo con unidad R, la orientacién de cada fibra F' = 7~1(x) deter-
mina por lo antes visto un generador ng de H, (F, Fy) con coeficientes en R, donde
Fy = F'\ {0}. Supongamos por un momento que R es un DIP (dominio de ideales
principales). Entonces como H,,_1(R",Rf) = 0, por el Teorema 1.6 tenemos que
k: H*(R",Ry) — H,(R™",R})* dado por ¢ — (c,-) es un isomorfismo. En conse-
cuencia, podemos definir ur € H"(F, Fy) como la tnica clase tal que k(up)(ng) = 1.

La definicion anterior puede extenderse a anillos que no sean necesariamente
dominios de ideales principales. Para ello, podemos considerar la clase p% definida
recién con coeficientes en Z y tomando el tnico morfismo de anillos ¢ : Z — R para
un R conmutativo con unidad arbitrario definir pf := ¢*(u2) como la imagen de p%
bajo el morfismo inducido ¢* : H"(F, Fy; Z) — H™(F, Fy; R). De la definicion y el
hecho de que nE = ¢.(n%) se deduce que k(u%)(n%) = 1 sobre cualquier anillo R y
por ende esta definicion extiende a la anterior cuando R es un DIP. Veamos que p%
es generador de H"(F, Fy; R) (el cual es libre y de rango 1) independientemente de
si R es un DIP o no. Esto se debe a esta sencilla observacion: si fr € H"(F, Fo; R)
es un generador y uf = A\Bp, entonces (uf, nk) = M\(Br,nk) =1 de donde X € R es
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una unidad, y por ende puf es también generador.

Diremos que up es el generador de orientacion de H™(F, Fp), el cual jugara un
rol analogo a lo que ocurria en la Parte I de este capitulo (en aquel caso se trataba
de la clase de una forma que integraba 1 sobre la fibra).

1.2.5. Isomorfismo de Thom, version 2

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar una version del Isomorfismo de
Thom en términos de cohomologia singular. Como ya adelantamos, los grupos de
cohomologia relativa H"(F, Fy) cumpliran el rol que en la primera version cumplia
HMF), y cada pup € H"(F, Fy) cumpliré el rol del generador de orientacion |w] €
H!(F) tal que [,,w = 1. Si bien aqui no tenemos la integracion a lo largo de la
fibra como para construir explicitamente la inversa m, del isomorfismo de Thom,
recordemos que hemos caracterizado a la clase de Thom como la tnica clase que se
restringe al generador de orientacion en cada fibra F' del fibrado; y al Isomorfismo
de Thom como “hacer producto wedge con la clase de Thom”. Aplicando la dualidad
con la cohomologia singular, se obtiene el enunciado del siguiente teorema (donde
notamos Ey = E \ (M) con i : M — E la seccion nula).

Teorema 1.9 (Isomorfismo de Thom, version 2). Sea X un espacio topoldgico,
m: E — X un fibrado vectorial orientado de rango n. Entonces existe una y solo una
clase p € H"(E, Ey) cuya restricion a H"(F, Fy) es pup para cada fibra F (tomando
los coeficientes sobre un anillo conmutativo con unidad R a eleccion). Mds ain, la
aplicacion a — m*a ~ p nos da un isomorfismo 7 : H™(X) — H™"(E, Ey) para
todom >0y H(E, Ey) = 0 para todo 0 < i < n.

Demostracion. Separando a X en sus componentes arcoconexas, es inmediato ver
que alcanzara con probar el teorema para espacios base arcoconexos, asi que X se
asumira arcoconexo a lo largo de toda la demostracion. Vamos a asumir ademas en
la mayor parte de la demostracion que el anillo R es un DIP (o incluso un cuerpo
en ciertas partes, lo cual sera oportunamente detallado) ya que lo necesitaremos
para poder hacer ciertas manipulaciones algebraicas; y podremos luego extender
nuestros resultados a los restantes anillos conmutativos usando el mapping cone de
un complejo libre. La demostracion seguira las ideas de [MS74, Chap. 10] aunque
presentadas muchas veces de otra manera e intentando clarificar y/o explayarse
mas sobre ciertos detalles. Se usara un argumento de tipo Mayer-Vietoris y estaréa
dividida en varios pasos.

Paso 1. Supongamos que el fibrado es trivial, con el espacio base X arcoconexo;
y sea ® : F — X x R" una trivializacion. Fijamos en R™ la orientacién canénica
(es decir, aquella en la que {ey, ..., e, } es base orientada), induciendo asi una orien-
tacion en X x R"™. Utilizando un argumento de conexién, se deduce que ® preserva
orientacion en todo punto o la invierte en todo punto. Componiendo de ser necesario
con un isomorfismo X x R" — X x R™ que invierta orientacién, podemos suponer
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que ® : F — X x R"™ es isomorfismo orientado. Dado que tales morfismos mandan
generadores de orientacion en generadores de orientacion, nos alcanzara con ver que
X xR®* —— X con la orientacién antes definida cumple el teorema.

Consideremos la proyeccion 7 : X x R®" — R”, que restringida a cada fibra
nos da un isomorfismo orientado. Luego si py € H"(R™, RRy) es el generador de
orientaciéon y notamos g := 7%(py) es inmediato que p se restringe al generador
de orientacién de cada fibra. Sabemos por otra parte por el Teorema 1.8 que la
aplicacion  H°(X) AN H™"(X xR", X xRf) es un isomorfismo, de modo que
H™(X x R", X x R{) es libre de rango 1 con generador 7*e¢”. Como para cada
fibra F' del fibrado i* : H"(X x R", X x R}) — H"(F,Fy) manda p +— pp, i*
es un epimorfismo de R-moédulos libres de rango 1. Al ser R un DIP, i* debe ser
un isomorfismo; lo cual prueba la unicidad de p y también que es generador de
H™"(X x R", X x R}).

Por lo tanto existe A € R una unidad tal que u = A7*e", lo cual junto al Teorema
1.8 nos permite deducir que la aplicacion 7 : H™(X) — H™"(X x R", X x R})
dada por a — 7*a -~ p es un isomorfismo.

Veamos ahora que H'(X x R", X x R?) = 0 para todo 0 < i < n. Comenzamos
analizando el caso 7 = 0. Tenemos una sucesion exacta

0 —— HO(X xR, X x R?) —“— HO(X x R") —L— HO(X x R?)

Para n > 2, como R" y Rj son arcoconexos y también lo es X, el morfismo
7* inducido por la inclusién resulta ser un isomorfismo; y en consecuencia H°(X x
R”, X x Rf) = 0. Omitimos el caso n = 1.

A partir de esto, vamos a probar por inducciéon en n € N que H' (X x R", X x
Rf) = 0 para todo 0 < i < n. Ya tenemos el caso base n = 1. Supongamos que vale
para n. Por el Teorema 1.8,

Hi(X xR, X x Rp) —% H*(X xR, X x Rg™)
es un isomorfismo para todo ¢ > 0. Usando la hipoétesis inductiva, esto implica que
HY(X xR X x RiT) = 0 para todo 1 <4 < n+ 1. Como vimos al principio que
también HO(X x R X x Ry™!) = 0, vale el paso inductivo.

Paso 2. Sea {U,V} un cubrimiento por abiertos de X, y supongamos que el
teorema vale en EY, EV y EV"V (donde dado W C X notamos EY = E|y). Por
Mayer-Vietoris, tenemos una sucesion exacta

0 —— H"(E, Ey) —— H"(EV,EY)® H"(EV,EY) —2— H"(EVV, EU)

Al ser por hipotesis H* 1(EV"V EJ™) = 0. Sean py € H(EY,EY), po €
H"(EV,EY) y p3 € HY(EY"V, EY™") las clases de Thom de los fibrados EY, EY
y BV respectivamente. Entonces como las restricciones a EV™" de p; v e son
ambas iguales a ug, resulta que (1, p2) = 0 y por ende al ser & un monomorfismo
existe una unica u € H"(E, Ey) tal que a(u) = (u1, p2), resultando ser p la tnica
clase que se restringe al generador de cada fibra.

Para probar que la aplicacion a — 7*a ~ g nos da un isomorfismo H”(X) —
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H™"(E, Ey) para todo m > 0, considereramos el siguiente morfismo de sucesiones
exactas largas
HUNV) ————— H(X) ———————— H"(U) & H"(V) ———— H™(UNV)

lvm lvu lvm B2 lvua

Hm+n—1 (EUQV7 E(IJJHV) Hm-HL(E, E(J) H?’n,-%—ﬂ(EU’ Eé]) ® H"H—W'(EV7 Ea/) [_Im—#n(E'UﬁV7 E(l)/ﬁ\/)

Por el Lema de los 5 tendremos que H™(X) —4 H™"(E, Ey) es un isomor-

fismo para todo m > 0. Por tltimo, dado 0 < 7 < n, de la exactitud de
H=YEY"YV EJ") —— HY(E,Ey) —— HY(EY,EY)® H(EV,E))
y de nuestra hipétesis, deducimos que H*(E, Ey) = 0.

Paso 3. Supongamos que X admite un cubrimiento finito 44 = {U; }1<;<x tal que
para todo W = N7_,U;, que se obtiene intersecando a algunos de los elementos de
el fibrado EY verifica el Teorema. Entonces por induccién en k (tal como hicimos
en la Parte I del capitulo) se puede probar que el fibrado E también cumple el
Teorema. En particular, si X es compacto, podemos encontrar un cubrimiento finito
i de X donde cada abierto de U es tal que EY es trivial; de donde para todo W
que se obtiene intersecando algunos de los elementos de i el fibrado EY cumplira
el teorema (por ser trivial) y por ende el fibrado E sobre X lo cumplira.

Paso 4. Queremos pasar ahora de los subespacios compactos a todo el espacio
X. Para eso, la idea sera ver la (co)homologia de un espacio como el limite de las
(co)homologias de sus subespacios compactos. Fijemos j > 0. Sea ¥ = {C C X :
C' es compacto}. € tiene estructura de conjunto dirigido, con el orden dado por la
inclusion (al ser la union de dos subespacios compactos un subespacio compacto).
Dados C,C" € € tales que C' < (', tenemos un morfismo natural pcer : H;(C') —
H;(C") inducido por la inclusién. Esto nos da un sistema dirigido {H,;(C), pccr}
sobre %. Utilizando que toda cadena en X lo es en algiin subespacio compacto
C C X, se puede probar que

limy H,(C) = H,(X)

Lo cual es valido tomando coeficientes sobre un anillo arbitrario R. De ma-
nera similar, considerando el sistema dirigido {H;(E“, EY), pcc} (donde notamos
de igual modo poer a los morfismos en homologia inducidos por las inclusiones
(EC,ES) — (E¢,ES") para cada C < ("), y usando esta vez que toda cadena
singular en E es cadena singular en E¢ para algtn subespacio C' C X compacto, se
demuestra que tomando coeficientes sobre cualquier anillo

li_n>qu(EC,EOC) = H,(E, Ey)

Dualizando obtenemos que

I'thomR(Hj(C), R) = homp(H,(X), R)

Y el resultado analogo

@homR(Hj(EC, ES), R) = homg(H;(E, Ep), R)

La intencién de dualizar es obtener un resultado similar para cohomologia. Para
eso, vamos a pedir por ahora que R sea un cuerpo, para luego extender los resulta-
dos obtenidos a anillos arbitrarios. Esto nos garantiza que el morfismo & : H7(Y) —
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hompg(H;(Y), R) dado por ¢ — (c,-) sea un isomorfismo para todo espacio topo-
logico Y (por el Teorema 1.6), lo cual induce un isomorfismo entre los sistemas
inversos {H/(C'), pccr} y {homg(H;(C), R), ptcn} siendo peer + HY(C') — HI(C)
el inducido por la inclusién para cada C' < (C’. Esto, junto con el isomorfismo
k : H’(X) — hompg(H;(X),R), lo antes observado y la propiedad universal del
limite inverso nos da un isomorfismo lim /7/(C) = H?(X). De manera anéloga,
@Hj(EC, ES) = HI(E, Ey).

Teniendo esto y tomando j = n, la clase de Thom para el fibrado F seré la tinica
clase u € H"(E, Ey) que se restringe a la clase de Thom uc € H"(EY, Ef) para
cada subespacio compacto C' C X, teniendo la existencia y unicidad garantizadas.

Dado m > 0, el morfismo entre los sistemas dirigidos {H™(C),pccr} ¥

{H™"(EC ES), pcc} dado por los isomorfismos H™(C) —< H™(EC| ES)
cumple que para cada C' € ¥ conmutan los diagramas
H™(C) +——— H™(X)

Jone o
H™7(EC ES) «2“— H™"(E, Ey)

Siendo entonces — g un isomorfismo por la propiedad universal del colimite.
Por ltimo, dado 0 < i < n, como sabemos que H'(E, Ey) = Y&nHi(EC, E§) vy que
H{(E®, E§) = 0 para todo C' € € por lo probado en los pasos anteriores, deducimos
que H'(E, Ey) = 0. Esto completa la demostracion del teorema en el caso de que R
sea un cuerpo. Veamos ahora cémo extenderla.

Siguiendo los pasos 1, 2 y 3 de esta demostraciéon se puede probar que
H;(E¢,E§;R) = 0 para todo 0 < i < r y todo C € %, tomando coeficien-
tes en un anillo R arbitrario (para el caso F = X X R" puede usarse la for-
mula de Kiinneth en lugar del argumento inductivo usado mediante el producto
cross), de donde se deduce tomando limite directo que H;(E, Eyp; R) = 0 para to-
do 0 < i < n. Asi, si tomamos R = Z, como H, 1(E, FEy;Z) = 0 tendremos
que k : H"(E,FEy;Z) — homy(H,(E, Ey;Z),7Z) es un isomorfismo y lo mismo
ocurrira para todos los E¢, de modo que podemos concluir igual que antes que
H"(E,Ey7Z) = I;%HH”(EC, ES;7Z), y de aqui deducir la existencia y unicidad de la
clase de Thom u” de E con coeficientes en Z. La imagen 't de pu% en H"(E, Ey; R)
se restringira al generador de orientacion % de cada fibra (dado que la restriccion a
las fibras conmuta con los morfismos ¢* : H"(-; Z) — H"(-; R) inducidos por el tnico
morfismo de anillos ¢ : Z — R), tomando coeficientes en un R arbitrario. Vamos a

probar que los morfismos 7 : H™(X; R) — =%+ H™"(E, Ey; R) son isomorfismos

para todo m > 0. Para ello, necesitamos una pequena construccién algebraica y un
lema técnico al respecto.

Definicion 1.7. Un complejo libre sobre Z es un complejo de cadenas de Z-mddulos
(Cy,d) tal que Cy es un Z-mddulo libre para todo k € Z.
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Dado un anillo conmutativo con unidad R, si definimos Cff = Cy, ®z Ry df =
d ® id obtenemos un complejo de cadenas (CZ, df) sobre el anillo R. Para cada
k € Z, vamos a notar Hy(C.; R) al k-¢simo R-modulo de homologia de (CF df) (y
usaremos la notacion H*(C,; R) para la cohomologia de su complejo dual).

Notemos quesi f : (C,,d) — (C,,d) es morfismo de complejos de Z-modulos; ten-
sorizando con R se obtienen morfismos de complejos de R-modulos f : (CE d®) —
(CE dR) y por lo tanto morfismos entre las homologias f, : H,(C,: R) — H,(C,: R)
(y las cohomologias, respectivamente). Tenemos el siguiente lema:

Lema 1.4. Sea f : (C,;d) — (C,; J) un morfismo entre dos complejos libres sobre
Z. St f induce isomorfismos en cohomologia

f*: H*(; R) — H*(C,R)

Para todo k € Z siempre que el anillo R de coeficientes es un cuerpo, entonces f
induce 1somorfismos en homologia y cohomologia con coeficientes en cualquier anillo

R.

La demostracion del lema utiliza la construccion del mapping cone de un complejo
libre, y se puede encontrar en [MS74, Lemma 10.6]. Vamos a usarlo para extender
el Teorema 1.9 a anillos arbitrarios. La idea sera obtener el morfismo de Thom
T HY(X;R) — H™™(E, Ey; R) dado por ¢ + ¢~ u® como el inducido por un
morfismo f : Cii(F, Ey; Z) — C(X;Z) de complejos libres sobre Z.

Fijamos por el momento el anillo R y lo omitimos en la notacién. Tomemos
un fibrado vectorial E ——— X de rango n. Sea u € Z"(E,E;) € C"(F) un
representante clase de Thom del fibrado con coeficientes en R. Consideremos el
siguiente diagrama:

Crin(B) — Cu(B) —— Cpu(X)

Como el primer morfismo se anula en C,,1,(Fp), induce una aplicacién ¢ :

Crnin(E, Ey) = Cp(F) que nos permite definir
fn i Coin(E, By) —2— Cp(B) —— Cp(X)

como la composiciéon f,,, = 7, o p. Dualizando obtenemos
fi O (X) —T Om(E) —£s O (B, By)

Notemos que ¢'(c)(7) = ¢(p(T)) = (¢,0 —~ pu) = (u ~ ¢,0) para todas ¢ €
C™(E)y 7 € Chpin(E, Ey), de modo que ¢'(c) = p — c¢. Por lo tanto, los morfismos
inducidos por f en cohomologia verifican (f%)*([c]) = [fL,(c)] = [¢'(7*c)] = [ ~
c = (=1)™.7([c]) para toda [c] € H™(X) (usando que e « ¢’ = (=1)ll¢le’ < ¢
para todas e, e’ clases de cohomologia), es decir que (f!)* = (—1)"" 7.

Como para cada anillo R el morfismo f : Ciin(E, Ep; R) — Cu(X;R) es el
inducido por f : Cyyn(E, Ey; Z) — Ci(X; Z) tensorizando por R; deducimos que este
iltimo es un morfismo de complejos libres sobre Z tal que los morfismos inducidos
f*: H"(X;R) — H™™"(E, Ey) verifican f, = (—=1)"7. Por lo tanto, f induce
isomorfismos en cohomologia siempre que R sea un cuerpo; y en consecuencia por
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el Lema 1.4 el morfismo de Thom es un isomorfismo tomando coeficientes sobre
cualquier anillo y ademéas H'(E, Ey; R) = 0 para todo 0 < i < n y todo R.

Vamos a ver ahora la unicidad de la clase de Thom sobre R. Tomemos una fibra F’
de nuestro fibrado y sea i : (F, Fy) — (E, Ey) el morfismo de pares dado por la inclu-

sion. Tenemos que los morfismos H°(X; R) —Z— H™(E, Ey; R) —— H"™(F, Fy; R)
mandan 1+ pft — pf. Como 7 es un isomorfismo, usando la hipotesis de arcoco-
nexion vemos que u® € H"(E, Ey; R) es generador de ese R-moédulo libre de rango 1.
Como ur € H"(F, Fy; R) también es generador, deducimos que i* es un isomorfismo,
de donde sale la unicidad de la clase de Thom.

O

1.2.6. Conexidon con la teoria de Morse

En este apartado, presentaremos algunos resultados que se utilizaran posterior-
mente en el Capitulo 3 y establecen una conexién entre los resultados sobre coho-
mologia, fibrados y el isomorfismo de Thom que venimos tratando en este capitulo
y las ideas de teoria de Morse que apareceran en el resto de la tesis. En particular,
probaremos dos lemas (Lema 1.5 y Lema 1.6) que utilizaremos para calcular el
morfismo de borde del complejo de Morse (en el Lema 3.1) y apareceran también
en la demostracion del Basis Theorem (en el Lema 3.2), siendo esta la motivacion
principal por la que se ha escrito este capitulo: lograr entender esos dos resultados
en profundidad.

A partir de la demostracion de la seccion anterior, deducimos quesi £ —— M
es un fibrado vectorial orientado de dimension r, M es un espacio arcoconexo y
p € H(E, Ey) es la clase de Thom del fibrado, tomando coeficientes en Z tenemos
un isomorfismo ¢ : H,(E, Ey) — Hy(M) dado por (1) = (u,7)a donde a €
Ho(M) = Z es el generador canonico, que consiste en la clase de un punto. Nos
interesaréa caracterizar la clase v~ '(a) € H,(E, Ey).

Dada una fibra F' = 7~ !(x), consideremos el generador de orientacion np €
H,.(E,Ey), y notemos ¢ : (F,Fy) — (E,Ep) a la inclusion, entonces 1(iunp) =
(w,inp)a = (Fu,np)a = {up,np)a = «a de donde 1 = ¥~'(a) = i,nr para
cualquier fibra F' del fibrado, cumpliendo la propiedad dual a la de la clase de
Thom p.

Vamos a dar algunas definiciones y resultados que nos permitirdn probar los dos
lemas antes mencionados.

Definicién 1.8 (Transversalidad). Sea V' wuna variedad diferencial, M y M’ dos
subvariedades. Decimos que dichas subvariedades se intersecan transversalmente (o
que son transversales) si para cada punto p € MNM' se verifica T,M +T,M' =T,V .
La notacion M t M’ indica que M interseca transversalmente a M'.

Teorema 1.10. Si M t M’, entonces M N M’ es una subvariedad reqular de M
y de M" (y por lo tanto de V') cuya codimension en V' wverifica codim(M N M') =
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codim (M) + codim(M").

Este resultado se demuestra en |[GP74, p. 30|. Sean entonces V una variedad
diferencial, M y M’ subvariedades transversales tales que dim(M) = r, dim(M') = s
y dim(V) = r + s. Entonces, M N M’ serd una variedad de dimension 0, es decir,
un conjunto discreto y a lo sumo numerable. Supongamos que dicho conjunto es
finito (lo cual estard garantizado si M o M’ es compacta). Supongamos ademas
que M esta orientada y que el fibrado normal v(M’) a M’ también lo esta. Sea
MM ={pi,..,p}

Definicion 1.9. Sea 1 < i <1 y {&,....& } una base orientada de T, M. El ni-
mero de interseccion de M y M’ en p; serd +1 si {[&1], ..., [§:]} representa una base
orientada de N, M' = T, V/T, M', y serd —1 en caso contrario. El nimero de in-
terseccion M' - M entre M y M’ es la suma de los nimeros de interseccion en cada

Di-

Notemos que si la variedad ambiente V' esta orientada, dar una orientacion de
v(M') es equivalente a orientar T'M’, donde la correspondencia es la que sigue:
si tomamos una base orientada {(i,...,(s} de T,M’, diremos que {[&1], ..., [&]} es
base orientada de N,M’ si y solo si {(i, ..., (s, &1, -, &} es base orientada de T,V
En este contexto, el nimero de intersecciéon en cada p; se obtendra de verificar si
las bases orientadas {(i,...,(s} de T,,M" y {&,...,& } de T,,M forman una base
orientada {(1, ..., (s, &1, ..., & } de T, V. Enunciamos ahora un resultado de geometria
Riemanniana que necesitaremos, precedido por una definicién, extraidos ambos de
[Spi99, p.346].

Definicion 1.10. Sea V' una variedad diferencial y M C 'V una subvariedad. Un
fibrado m : U — M donde U es un abierto de V' que contiene a M se dice un entorno
tubular de M si la seccion nula s : M — U wviene dada por la inclusion de M en U.

Teorema 1.11 (Entorno tubular). Sea V' una variedad diferencial y M C V una
subvariedad compacta. Entonces M admite un entorno tubular m : U — M en V
que es isomorfo al fibrado normal v(M).

Sean entonces V una variedad, M y M’ dos subvariedades que cumplen las
propiedades necesarias para poder trabajar en el contexto anterior: se intersecan
transversalmente, son compactas y conexas, M estd orientada asi como también
v(M') y las dimensiones son dim(M) = r, dim(M’) = s y dim(V) = r + s. Sea
MOM ={py,...,m}. Sean: U — M un entorno tubular de M’. Al ser M’ conexa,
por lo discutido previamente existe una clase fundamental n € H,.(U,U \ M') = Z
que genera dicho grupo abeliano, y tal que (1) = « con « el generador canoénico
de Hy(M'"). Por escision, la inclusion de pares nos da un isomorfismo iy : H,.(U, U \
M) = H.(V,V \ M') de donde iy(n) es un generador de H,.(V,V \ M’). Veremos
que dicho generador no depende del entorno tubular elegido U. Para eso, probamos
la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.7. Sea 7 : U — M’ un entorno tubular de M'. Sea D un disco
abierto, orientado y de dimension r embebido en U, que interseca a M’ de manera
transversal en un tnico punto p, de modo que M'- D = +1. Notamos j : (D, D \
{p}) = (U, U\ M) a la inclusion de pares. Entonces el generador de orientacion
(D] € H,(D, D\ {p}) de D verifica n = j.([D]) € H,(U,U \ M").

Demostracion. Tomemos una trivializacion orientada (A, ®) de U alrededor de p,
con A C M’ difeomorfo a R* (via ¢ : A — R® tal que p(p) = 0). Tenemos ento-

pXxid
E—

nes un difeomorfismo @ : 771(A4) —2— A x R R* x R" que resulta ser un

™

isomorfismo de fibrados orientados, dandole al fibrado FE = R**" "V R*=B la
orientacion inducida en cada fibra F' = 7~ !(z) por la base {(x, ¢1), (z, 3), ..., (x,¢,) }.
Podemos suponer que D C U (ya que el generador de orientacion [D] tiene como
representante a un simplex orientado o centrado en p tan pequeno como uno quiera,
pudiendo elegirlo de modo que su clase sea a su vez generador de orientacién de
un disco mas pequefio D; tal que D; C U). Consideramos el disco D' = ®'(D),
que intersecara a R* x {0} tnicamente en 0, de forma transversal y con nimero de
interseccion +1. La situacion se esquematiza en la Figura 1.1, donde en color negro
y en la direcciéon vertical se marcan las fibras orientadas de 7 : £ — B.

>

_,/ B = R* x {0}

D/

F={0}xR"

Figura 1.1

Queremos probar que si j' : (D', D"\ {0}) — (F, Ey) es la inclusion, entonces
J'([D']) = 7 siendo ' € H,(E, Ep) el generador de orientacion. Pero sabemos que
si I = 7740), 1} es el generador de orientacion de F e ' : (F, Fy) — (E, Ey) es
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la inclusion, entonces i, () = n'. En consecuencia, si tomamos un disco Dp en
F, orientado y centrado en 0 como el de la Figura 1.1, nos alcanzaria con ver
que . ([Dr]) = jL([D']). Si bien D’ no tiene por qué coincidir con Dp (que seria
el caso maés sencillo), pareciera que es posible deformar continuamente D’ en Dp
“proyectando en la direccion vertical”. Veamos que esto es efectivamente posible. La
estrategia sera ver a D’ como el grafico de una funcion diferenciable, cuyo dominio
sea un disco abierto centrado en 0 en la fibra F.

Como D' interseca a R® x {0} transversalmente y con ntimero de interseccion
+1, existe una base orientada {&,...,&} de Ty D' tal que [§] = [(0,¢;)] para todo
1 < i < r. Por lo tanto, existen vectores uj,...,u, € R® tales que & = (u;,e;).
Si consideramos la funcion diferenciable 7 : R5*" — R” dada por 7(z1, ..., T,ps) =
(Zsa1, -, Tsyy) tendremos que 7,(ToD') = TyR" y como dim(D’) = r, por el Teorema
de la Funcion Inversa 7|p : D' — R” es un difeomorfismo en un entorno de 0.
Achicamos nuevamente D’ como para que quede contenido en el abierto en el que
7 es un difeomorfismo, y ademas sea 7(D') = B(0,8) = D; C R" para algin
0 > 0. Tenemos entonces un difeomorfismo orientado 7 : D" — f)g, cuyo inverso
seré p(z) = (g(z),x) para una cierta funcion diferenciable g : D} — R*. Tenemos
entonces una homotopia H : D} x [0,1] — R dada por H(z,t) = (tg(z),z), que de
hecho es homotopia entre los morfismos de pares Hy, Hy : (D5, D3\ {0}) — (E, Ey).
Ast, (Ho).([D3]) = (H:).([D5])) pero como Hy : Di — {0} x D} (cumpliendo el
codominio el rol de Dp) y H; : f)g — D’ son difeomorfismos orientados, deducimos
que j'([D']) = @.(nr) = 1. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, si tenemos dos entornos tubulares
U,U’" distintos de M’ y tomamos un disco D abierto, orientado y embebido en
U NVU', el cual interseque a M’ sélo en un punto p y con numero de interseccion
+1, se tendra que si k, k" son las inclusiones de D en U y U’ respectivamente,
entonces iy (ny) = iy (k«([D])) = iv (k. ([D])) = iv:(nur), como queriamos. Dada la
independencia del entorno tubular, notaremos como 7 tanto a iy(ny) como a ny
para cualquier entorno tubular 7 : U — M’. Estamos en condiciones de enunciar el
primero de los lemas preanunciados.

Lema 1.5. En la secuencia

H, (M) —— H.(V) =L H,(V,V\ M)

Donde g y g’ vienen inducidos por las inclusiones M > V > (V,V\ M),
se tiene que g’ o g([M]) = (M'"- M)n.

Demostracion. Sea M N M' = {py,...,p;}. Fijemos un entorno tubular = : U — M’
de M’ en V. Tomemos alrededor de cada p; un disco abierto D; de dimension r
embebido en M, de modo que los discos Dy, ..., D; sean disjuntos y estén todos
contenidos en el entorno tubular U. Les damos a dichos discos la orientaciéon que
heredan como subvariedades abiertas de M. Tenemos un diagrama conmutativo
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H,(M) 99 HA(V,V\ M)

la / dl

H (M, M\ MM "= @ H (D, D\ {p;})

Donde « y v vienen dados por la inclusion, 8 por escindir el cerrado M\ Ui‘:1 D;
y j por los morfismos j; : H.(D;, D; \ {p:}) — H,(V,V \ M') inducidos por las
respectivas inclusiones de pares. Es claro por la definiciéon de generador de orientacion
que B o «([M]) = ([D1],...,[Di]). Ademas, por lo visto en la Proposicion 1.7,
Ji([Ds]) =mn st M'-D; = +1y —n en caso contrario, es decir que 7;([D;]) = (M'- D;)n
para todo 1 < ¢ < (. En consecuencia, obtenemos que ¢’ og([M]) = j([D1], ..., [Di]) =
Zézlji([Di]) = Zizl(M’ -Dy)n = (M"- M)n, como querifamos. O

Vamos ahora a explicar brevemente como se pueden extender los resultados de
esta seccion a variedades con borde. Las nociones de transversalidad y ntimero de
interseccion se extienden en forma inmediata. Respecto a existencia del entorno
tubular hay que tener un poco mas de cuidado, dado que hay que imponer ciertas
restricciones a las variedades y subvariedades involucradas. Para ser mas precisos,
necesitamos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.11. Sea W una variedad con borde de dimension n. M C W se dice
una subvariedad buena (neat submanifold) si tiene una estructura de variedad con
borde de dimension m, con la topologia subespacio de W; M C W es cerrado y se
cumple que:

1. MNOW=0M.

2. Para cada p € M eziste una carta (U, @) de W adaptada a M en el sentido
usual, y para cada p € OM eziste una carta (U, @) de W en p tal que p(U) =
R? yUNM = ¢ HR? x {0}) (donde RX = {x € R* : 21 > 0} para cada
k>1).

Si M C W es subvariedad buena, un entorno tubular U de M se dice bueno
(neat) si U N OW es entorno tubular de OM en OW. Vale la siguiente version del
Teorema del entorno tubular para subvariedades buenas, extraida de [Kos93, Thm.
4.2].

Teorema 1.12. Si M es una subvariedad buena de W, entonces admite un entorno
tubular bueno.

Si tenemos entonces una variedad con borde W, y una subvariedad buena M’
compacta, conexa, de dimension r y con su fibrado normal orientado; podemos definir
un generador de orientacion n € H,.(W, W \ M’) que es la imagen del generador de
orientacion ny € H,(U,U \ M') por la inclusion, para cualquier entorno tubular
bueno 7 : U — M’. Vale el resultado analogo a la Proposicién 1.7, es decir: dado
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un disco abierto D de dimensiéon r embebido en W, orientado y tal que interseca a
M’ una tinica vez y de manera transversal en un punto p, siendo M’- D = 1, se tiene
que n = j«([D]), donde j : (D, D\ {p}) — (W, W \ M’) viene dado por la inclusion.
Si D fuera un disco cerrado cumpliendo todas las condiciones anteriores, por la
definicién de generador de orientacion para variedades con borde se tiene que si
7' (D,8D) — (W, W\ M’) es la inclusién de pares, entonces j.([D]) = j.([D]) = n.
Con todo esto se puede ver que vale también una version relativa del Lema 1.5 que
enunciamos a continuacion.

Lema 1.6. Sea (W, V, V") una triada, sean M y M’ dos subvariedades buenas, com-
pactas y conexas de W tales que:

1. M M siendo dim(M) =r, dim(M') = s y dim(W) =r + s.

2. M estd orientada, y el fibrado normal a M' como subvariedad de W también
estd orientado.

3. OM CV,oM CV'.

Entonces en la secuencia

H, (M, 0M) —2— H,(W,V) —L H.(W, W\ M)

Donde g y ¢’ vienen dadas por las inclusiones de pares correspondientes, se tiene
que g' o g([M]) = (M"- M)n.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Lema 1.5. Aprovechando que
MnM ={p,...;m} C ]\04, podemos tomar como en aquel caso discos disjuntos
Dy, ..., D; embebidos en M alrededor de cada p; que cumplan la propiedad de inter-
secar a M’ de manera transversal y inicamente en p;. Luego la prueba sigue exacta-
mente igual cambiando H, (M) por H,.(M,0M)y H,(V,V\M') por H,(W, W\ M’);
y usando la observacion que hicimos previamente sobre la validez de la Proposiciéon
1.7 en este contexto. O
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Capitulo 2

Teoria de Morse, cobordismos y
adjuncion de manijas

En el presente capitulo desarrollaremos los resultados centrales sobre triadas,
cobordismos y teoria de Morse que son objeto de estudio de esta tesis. Nos basaremos
en los primeros cuatro capitulos de [Mil65].

2.1. Triadas, cobordismos y funciones de Morse
Comenzamos definiendo el concepto de triada y el de cobordismo.

Definicion 2.1. Decimos que (W, V, V') es una triada de variedades diferenciables
(o triada a secas) si W es una variedad compacta y OW es union disjunta de dos
subvariedades V' y V' que son abiertas y cerradas en OW .

Definicion 2.2. Dadas dos variedades cerradas M y M', un cobordismo de M a
M’ es una 5-upla (W,V,V':h k') donde (W,V,V') es una triada y h : M — V,
n M — V' son difeomorfismos. Dos variedades M y M’ se dicen cobordantes si
existe un cobordismo de M a M’'.

Ejemplos:

1. Si consideramos el cilindro C' = S! x I, la triada (C, S x {0}, S' x {1}) nos
da un cobordismo entre S' y S como se ve en la Figura 2.1, precisamente:
(C, ST x {0}, 8T x {1}; h, h') con h(x) = (x,0) y I/(z) = (x,1). Més en general,
dada M una variedad cerrada cualquiera la triada (M x I, M x {0}, M x {1})
nos da un cobordismo entre M y M, siendo toda variedad cerrada cobordante
consigo misma.

2. El “pantalén” P nos da un cobordismo entre S*11.S! y S, como se ve también
en la Figura 2.1.
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3. En la Figura 2.2 se muestran un cobordismo entre S' y S!' y otro entre
S Sty St distintos a los presentados previamente, que se obtienen a partir
de subvariedades con borde del toro con dos manijas.

4. Dada una variedad compacta M y con borde, tenemos una triada (M, M, ()
que nos da un cobordismo entre M y @) (notemos que en la definicion no se
pide que las componentes del borde V' y V' sean no vacias). Del mismo modo,
si M es cerrada entonces (M, (), () es una triada, que nos da un cobordismo

entre ) y 0.
5 Q o —
\\ C P_— —
D
Sty st
Figura 2.1

Notemos que si (W, V, V') es una triada entonces (W, V,V’;id, id) es un cobordis-
mo entre V' y V' y asi V y V' son cobordantes. Por simplicidad notaremos (W, V, V")
a dicho cobordismo. Reciprocamente, un cobordismo (W, V, V'; h, h') entre M y M’
sera notado muchas veces por simplicidad como (W, V, V') o (W, M, M') omitiendo
las identificaciones necesarias; de modo que no haremos mucha distincion de aqui
en mas entre los conceptos de triada y cobordismo.

Definicion 2.3. La traza de una triada (o cobordismo) (W, V, V') es la variedad con
borde W'.

Definiciéon 2.4. Decimos que una triada (W, V, V') tiene dimension n si dim(W) =
n

Definiciéon 2.5. Decimos que dos triadas (W1, Vi, V) y (Wo, Vo, Vi) son difeomorfas
si existe un difeomorfismo h : Wi — Wy tal que h(Vy) =V, y h(V]) = V3.
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O
O

Sty st

Sl

Figura 2.2

El objetivo ahora sera definir lo que es una funciéon de Morse en una triada. Para
eso comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicion 2.6. Sea W una variedad con borde y f : W — R una funcion diferen-
ctable. Un punto p € W se dice punto reqular si d,f # 0. En caso de que d,f =0
decimos que p es punto critico de f. En relacion con estas nociones, decimos que
a € R es un valor reqular de f si f~'(a) estd contenido en el conjunto de puntos
requlares de f, y que a € R es un valor critico si existe algin punto critico p tal que
f(p) = a. Notemos que si f~'(a) =) entonces a es valor regular.

Si p es punto regular de f y p € W=w \ OW, por el Teorema del rango existe
una carta (U, ¢) en p con o(U) C R™ abierto y ¢(p) = 0 tal que fop = (zy,....,z,) =
f(p)+x1 (se puede probar un resultado muy similar para puntos regulares en el borde
de una funcién diferenciable f en una triada, lo cual definiremos en breve). Lo que
vamos a querer es imponer una condiciéon sobre cada punto critico ¢ que nos permita
controlar la forma de f alrededor de ¢, es decir, tener una forma local canénica
similar a la recién mencionada para puntos regulares. Para eso, necesitaremos definir
la nocién de punto critico no degenerado.
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Definicion 2.7. Sea W una variedad, f : W — R wuna funcion diferenciable y
p € W un punto critico de f. Decimos que p es no degenerado si existe una carta
(U,z) en p en la cual se verifica que det(azg;j lp) # 0.

Tratemos de entender un poco esta definicion, para luego probar que la nocién
de punto critico no degenerado estd bien definida (puesto que para establecerla
recurrimos a la elecciéon de una carta). La motivacion detras de estos conceptos esta
en el desarrollo en serie de Taylor, con lo cual empezaremos analizando qué pasa en
R™. Supongamos que f : R” — R es una funcién diferenciable. Podemos considerar
desarrollo de Taylor a orden 2 de f alrededor de 0

f(@) = f(0) +(Vof, x) + (z, Hofx) + Ra(x)

Donde para cada p € R* H,(f) = (%aj;jmi,j es la matriz Hessiana de f en p.
Si 0 es un punto critico, entonces Vo f = 0 y por lo tanto el polinomio de Taylor de
f de segundo orden es Ty(x) = f(0) + (z, Hofz). Si definimos para cada p la forma
bilineal simétrica H,f(x,y) = (z, H,fy) (que sera el Hessiano de f en p), tendremos
por el Teorema del indice para formas bilineales simétricas que existe para cada
p € R" una base %, tal que la matriz de H,(f) en esa base sea una matriz por

bloques de la forma

—Id, 0 0
0 Id; 0
0 0 Op—rs

Donde 7, s € Ny son tales que r +s < n. Méas aiin, el Teorema nos dice que si %,
es otra base donde la matiz de la forma bilineal tiene la pinta anterior, con bloques en
la diagonal de tamanos r’, s’ y n—r’ — s’ respectivamente entonces r =1’y s = s'. El
invariante r (que seria el nimero de —1’s en la diagonal en cualquier representacion
candnica de la forma bilineal) se denomina el indice de la forma bilineal. La nocién
que tendremos de que el punto critico 0 sea no degenerado es que la forma bilineal
Hyf sea no degenerada (es decir, que dado = # 0 exista y tal que Hof(x,y) # 0), o
equivalentemente que la matriz Hyf sea inversible. Notemos que esto es equivalente
a pedir, haciendo el cambio de coordenadas correspondiente, que

To(z) = f(0) —af— .. — a2+ a2, + ...+

Es decir, que todas las variables aparezcan en el término cuadratico del desarrollo
de Taylor de f en 0.

La manera de extender estas nociones a variedades es definir, dado un punto
critico p € W, una forma bilineal simétrica en T,IW que sera el Hessiano de f en p,
de la siguiente manera. Dados v, w € T,,IW tomamos dos campos X,Y € X(W) tales
que X, = veY, = wy definimos H,f(v,w) = X,(Y(f)). Debemos ver que esta bien
definido. Notemos que X,(Y (f))—=Y,(X(f)) = [X,Y],(f) = d, f([X,Y],) = 0. Asi, si
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tomamos otros dos campos X,Y € X (W) tales que Xp =0y }7;0 = w tendremos que
X,(Y(f) = X,(Y(f)) = Y, (X(f)) = Y,(X(f)) teniendo asi una buena definicion.
También se desprende de aqui que H, f(v,w) = H,f(w,v) para todos v,w € T,IW y
es rutinario chequear la bilinealidad.

Podemos con esto dar una nueva definicion de punto critico no degenerado: es
aquel tal que H, f es no degenerado. Si tomamos una carta (U, x) en p y consideramos
la base de los ganchos & = {8%1, s %}, entonces la matriz de H,f en la base &

%)m, lo cual nos dice que ambas definiciones son equivalentes, que es lo
que necesitamos ya que la segunda definiciéon no depende de cartas. Lo hasta ahora
discutido motiva la siguiente definicion.

es (

Definicion 2.8. Sea p € W un punto critico no degenerado de una funcion suave
f. Definimos el indice de p como el indice de la forma bilineal simétrica H,(f), y lo
notamos ind(p).

Enunciaremos ahora un resultado que nos dice que si p es punto critico no dege-
nerado, entonces en algtin sentido f coincide localmente con su polinomio de Taylor
de orden 2; teniendo una expresion local canénica para f, que es lo que buscabamos.

Lema 2.1 (Morse). Sip es un punto critico no degenerado de f de indice k, entonces
existe una carta (U, ) tal que en esas coordenadas

f(@1,wy) = flp) —a} — . — 2+ Tjq + o+ 2

Una demostracion puede verse en [Mil63, Lemma 2.2|. Con esto podemos definir
qué es una funciéon de Morse.

Definicion 2.9. Una funcion diferenciable (o suave) en una triada (W,V, V') es
una funcion diferenciable f : W — |a,b] para algin intervalo compacto [a,b] C R
tal que

1 fHa) =V, f7Hb) =V’
2. Todos los puntos criticos de f estan en w.

Definicion 2.10. Una funcion de Morse f en (W,V, V') es una funcion suave tal
que todos sus puntos criticos son no degenerados.

Como consecuencia del Lema de Morse, los puntos criticos de una funciéon f
en una triada (W, V, V') son aislados. Al ser W compacta, deducimos que so6lo hay
finitos de ellos.

Para dar un ejemplo de una funciéon de Morse, consideremos el toro 7" embebido
en R? de modo que el plano z = 0 sea tangente a uno de sus puntos P, como se
muestra en la Figura 2.4. Sii: T — R? es el embedding dado por la inclusion y
7 : R® — R es la proyeccion en la tercera coordenada 7 (z,y, z) = z, consideramos la

41



CAPITULO 2. TEORIA DE MORSE, COBORDISMOS Y ADJUNCION DE
MANIJAS

funcién suave f : T — R dada por f = wo1, que seria la funcién altura con respecto
al plano z = 0. Si pensamos al toro como una superficie de revolucion, obtenemos una
parametrizacion de la forma T'(6, ¢) = (rcosf, (rsin @ — R) sin ¢, (rsin 0 — R) cos p+
R+ r) donde r € R, representa el radio del circulo pequetio que es rotado (siendo
r = % = 85) y R > r es la distancia del centro O del toro al centro de cada
uno de los circulos pequenos (es decir, R = OQ + r, ver Figura 2.4). Utilizando
las cartas inducidas por esta parametrizacion y analizando f o T'(6, ) = (rsiné —
R)cosp + R + r, se puede ver que f tiene exactamente 4 puntos criticos, que se
corresponden con los puntos P, ), R y S marcados en la Figura 2.4 y de hecho
analizando el Hessiano se puede deducir que los indices de estos tltimos son 0, 1, 1
y 2 respectivamente

S

z Q
i

Figura 2.3

Teniendo ya la nocién de funciéon de Morse en una triada, y la forma local que
tales funciones tienen alrededor de puntos regulares y de puntos criticos en W,
veamos la forma que tienen alrededor de los puntos del borde (que son regulares por
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definicion). Para eso fijamos antes una notacion. Dado n € N definimos H" = {z €
R"™ : 21 > 0}, y para cada U C R™ abierto alrededor de 0 definimos Ut = U NH" y
U-=Un-H"

Lema 2.2. Sea f una funcion diferenciable en una triada (W,V,V') y p € V.
Entonces eziste una carta adaptada (U, @) en p y un abierto Us alrededor de 0 en R™
tales que o : Uy — Uy es un difeomorfismo, ©(0) = 0 y la funcion fop™ : US — R
se extiende a una funcion suave F : Uy — R tal que F(x1,...,x,) = f(p) + 1. Vale
una version andloga si p € V' pero cambiando Uy por Uy .

Este hecho puede demostrarse tomando una carta en p adaptada al borde y
siguiendo los pasos de la prueba del Teorema del Rango presentada en [Lee00, Thm.
5.13], pero verificando que los cambios de cartas que aparecen dejen fijo el semiplano
H™.

Vamos a dar ahora un resultado que nos garantiza la existencia de funciones de
Morse, lo cual es indispensable para todo el desarrollo que haremos posteriormente.

Teorema 2.1. Toda triada de variedades diferenciables (W, V, V') posee alguna fun-
cion de Morse.

Nos remitimos a |[Mil65, Thm. 2.5] para una prueba de este resultado. Se ter-
mina demostrando alli un resultado més fuerte: se le puede dar una topologia a
CxW,V, V') = {f : (W,V,V') — R suaves} (la topologia C?, que se construye
tomando en cartas los supremos de los moédulos de la funcién y sus derivadas has-
ta segundo orden) tal que las funciones de Morse formen un abierto denso alli, de
modo que una funcién diferenciable genérica es de Morse. A raiz de este resultado,
podemos formular la siguiente definicion.

Definicion 2.11. El nimero de Morse p de una triada (W, V, V') es el minimo
sobre todas las funciones de Morse f en (W, V, V') del nimero de puntos criticos de

f.

2.2. Campos tipo gradiente

Definiciéon 2.12. Sea f una funcion de Morse en una triada (W, V, V') de dimension
n. Decimos que & € X(W) es un campo tipo gradiente para f si

1. &,(f) > 0 para todo punto regular p de f.

2. Dado un punto critico p de f, si ind(p) = k existen coordenadas (x,y) =
(X1, ey Thy Tg 1y -y Ty) €n un entorno U de p tales que en las mismas

fly) = fp) — 2l — .. —ai+ oy + ..+ a2l = f(p) — |=]* + yl
Y&(x1,.o,xp) = (=21, ooy =Tk, Tpt 1y oy L) = (—2,Y)
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La nocion esta inspirada en la de campo gradiente Vf € X(W) que pode-
mos definir si tomamos una métrica Riemanniana g en W. En efecto, es claro que
Vol (f) = dof(Vof) = (Vuf, Vof) = [IVpf]|? > 0 si p es un punto regular. Y en
caso de que f fuera la funcion f(x,y) = c— |z]*+|y|* de R™ en R (es decir, que fuera
igual a su forma local de acuerdo al Lema de Morse), entonces tomando la métrica
euclidea seria V(, ) f = 2(—,y) que difiere sélo en la constante 2 de lo pedido para
campos tipo gradiente. Sin embargo, no siempre que tomemos una métrica Rieman-
niana g el campo £ = Vf serd tipo gradiente salvo constantes, ya que para que
funcione el razonamiento que acabamos de hacer necesitariamos que la carta (U, )
en la cual f tiene la forma deseada f(z,y) = f(p) — |z|? + |y|* nos de una isometria
w0 :U — pU) =V CR"entre (U,g) y V con la métrica usual. Por ese motivo
vamos a elegir la nocién de campo tipo gradiente, que ademés de garantizarnos el
pimer punto de la definiciéon nos da una forma candnica en cartas para f y para &
alrededor de los puntos criticos, en forma simultanea; la cual serd de mucha utilidad.

Observacion 2.1. A pesar de las dificultades recién explicadas, es posible trabajar
con campos gradiente en vez de campos tipo gradiente. En ese caso, el rol que en
esta exposicion cumplirdn los pares (f,€) (constituidos por una funcion de Morse f
y un campo tipo gradiente para la misma) lo cumplirdn los pares (f, g) (constituidos
por una funcion de Morse y una métrica Riemanniana para la variedad W, dado que
dicha métrica es en definitiva lo que determina el campo gradiente); y en lugar de
ir modificando el campo gradiente como tendremos que hacer varias veces, lo que se
modificard es la métrica, pudiendo lograr asi expresiones locales mds razonables. Pero
hemos optado aqui por hacer toda la presentacion utilizando campos tipo gradiente,
siguiendo a [Mil65].

Nos ocupamos ahora de la existencia de campos tipo gradiente.

Lema 2.3. Para toda funcion de Morse f en una triada (W, V, V') existe un campo
tipo gradiente .

Demostracion. Sean pq, ..., p, los puntos criticos de f. Tomemos para cada 1 <i <r
un abierto V; tales que p; € V; C W, que Vi, ..., V,. sean disjuntos y que existan cartas
(Vi, ¢i) tales que f o ;' (z,y) = f(pi) — |z|* + |y|* de acuerdo al Lema de Morse.
Tomamos abiertos U; tales que p; € U; C U; C V; y notamos W' = W \ U;Zlﬁi.
En cada U; tenemos el campo & que en coordenadas es &;(z,y) = (—z,y). Para
cada punto p € W', podemos encontrarnos una carta (V,, ¢,) con V, C W' tal que
en las coordenadas que induce, f tiene la forma f(z1,...,2,) = ;. Tomamos en
ese abierto el campo &, dado por §, = 8%1. Tomando un subcubrimiento finito de
U =A{V,},ew U{V;}i<, e indexando a los abiertos de {V},},ew que participan como
Vi1, ..., Vi v a sus respectivos campos como &, 1, ..., &4 s; podemos considerarnos
una particion de la unidad {p;};<,+s subordinada a {V;},<,.s. Entonces el campo
€ =>""pi& € X(W) cumple que |y, = & para cada 1 <i <7y que &(f) >0
para todo punto regular p al ser (&;),(f) > 0 para todo ¢ tal que p € V; si p es punto
regular. Con esto concluimos que £ es campo tipo gradiente para f. O
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La idea de la Teoria de Morse es hacer uso de las funciones de Morse para
reconstruir la forma (la topologia y la estructura diferenciable) de una variedad.
La regularidad que se le pide a una funcién suave para ser de Morse es justamente
la necesaria para poder llevar adelante este propoésito. Intentaremos explicar esto a
través de un ejemplo: el toro con la funcion altura.

En términos genrales, dada f de Morse en una triada (W, V,V’) vamos a notar
para cada a € R, W, = f~!(—o00,a] y V, = f'(a). La idea sera ir viendo cémo
cambian V, y W, a medida que crece a € R y asi ir reconstruyendo la forma de
la variedad. Considerando el caso del toro, de acuerdo a la Figura 2.3 vemos que
para a < 0 tanto V, como W, son vacias. Si 0 < a < f(Q) se tiene que V, es una
circunferencia S' y W, es un disco. Para f(Q) < a < f(R) tenemos que W, es un
cilindro curvado y V, es difeomorfa a S* L S'. Para f(R) < a < f(S) tenemos que
W, es difeomorfa a un toro al cual se le removié un disco abierto, y V, es difeomorfa
a St Para a > f(S) tenemos que W, es difeomorfa al toro y V, = (. Tlustramos lo
recién descripto en la siguiente figura.

~—

0<a< f(Q) f(@) <a< f(R)

¢

"U.O}

P

F(R) < a < £(S) a> f(S)

Figura 2.4

Los tnicos a € R para los cuales no se analiz6 W, y V, son los valores criticos
f(P), f(Q), f(R) y f(5). Esto se debe a que la preimagen de un valor critico no
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necesariamente es una subvariedad regular (en nuestro caso por ejemplo, f~1(f(Q))
v [ f(R)) son homeomorfos a S' V S!, y no tienen estructura de subvariedad).
Notemos ademés que en todos los intervalos analizados de la forma (¢, d), que son
intervalos sin puntos criticos ((—oc, £(P)), (F(P), £(Q)), (f(Q). F(R)), (f(R), £(5))
y (f(S),+00) para ser precisos), se tiene que dados a,a’ € (¢,d) es V, = Vy y
W, = W, (donde = denota la relacion “ser difeomorfo a”), y que ademas si a < o
entonces W, es retracto por deformacion fuerte de W,,. Por otro lado, cada vez que
pasamos por un punto critico se produce un “salto” en cuanto a la clase (modulo
difeomorfismo) de V, y de W, e incluso de su tipo homotopico.

Un objetivo crucial para lo que resta del capitulo sera entender esta dindmica
para cualquier funcién de Morse f en una triada. Es decir, primero probar que si
un intervalo (c¢,d) no contiene valores criticos de f entonces V, = V., W, = W,
y Wa C Wy es retracto por deformacion fuerte para todos a,a’ € (¢, d) tales que
a < a'. 'Y luego, tratar de entender como cambian V,, respecto de V,, y W, respecto
de W, cuando existe un tnico valor critico b entre a y o’ (es decir, a < b < d' y
no existe ningun valor critico &' # b tal que a < b’ < d’). En todo esto seréa crucial
el concepto de campo tipo gradiente asi como el de adjunciéon de manijas, que se
presentara en las secciones subsiguientes.

Para abordar los interrogantes recién planteados, comenzamos con una definicién
y un resultado.

Definicion 2.13. Decimos que (W, V, V') es un cobordismo producto (o cobordismo
trivial) si existe un difeomorfismo h: (W, V, V') — (V x [0,1],V x {0}, V x {1}).

Teorema 2.2. Sea (W,V, V') una triada que admite una funcion de Morse sin
puntos criticos. Entonces (W, V, V') es un cobordismo producto.

Demostracion. Tomemos f : (W, V, V') — [0,1] una funciéon de Morse que no tenga
puntos criticos, y £ un campo tipo gradiente para f. Como &(f) > 0 en toda W,
cambiando £ por # podemos suponer que £(f) = 1 en todo punto p € W. Vamos
a probar una serie de cosas respecto al flujo I' de &:

1. En primer lugar, que para cada punto p € W existe un entorno abierto p €
U, C W y un namero real positivo €, tal que I esta definido en U, x (—¢,,¢,).
Esto sale de una aplicacion directa del Teorema de Existencia y Unicidad para
ecuaciones diferenciales ordinarias.

2. Veremos luego que esto mismo vale para puntos p € V (respectivamente p €
V") pero tomando U, C W y estando I" definido en U, x [0, ¢,,) (respectivamente
en U, X (—¢,,0]).

3. A partir de los puntos anteriores, existird una curva integral maximal ~(t) =
I'(p,t) a & por cada punto p € W definida en un cierto intervalo I,. Notemos

que 4 for(t) = dyu f(5(1) = dy) (&) = & (f) = 1, de donde fo(t) =
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f(p)+ty como Im(f) = [0, 1] concluimos que I, C [~ f(p),1— f(p)]. Vamos a
probar que de hecho I, = [—f(p), 1—f(p)] viendo que las trayectorias integrales
a ¢ van desde V hasta V' (es decir, estan definidas en intervalos maximales
de la forma I, = [ap, b)) con y(a,) € V = f750) y v(b,) € V' = f71(1),
incrementandose el valor de f a lo largo de «y bajo la relacion fovy(t) = f(p)+t,
lo cual fuerza a que [ay, by] = [—f(p),1 — f(p)])-

Demostremos entonces los puntos 2 y 3. Dado un punto p € V por el Lema
2.2 podemos escoger una carta adaptada (U,, ) y un abierto 0 € U; C R™ con
©(U,) = Ui tal que fop™ !y p.& se extienden a una funcion f y un campo é en
U1, respectivamente tales que f(xl, X)) =T Y é(f) = 1 alli. En consecuencia,
sera é = 8%1 +>0, aia%i y por lo tanto, dada una curva integral de é de la forma
¥(t) = (71(t), ..., (1)) serd v1(t) = 1(0)+t una funcion creciente. Esto nos dice que
las curvas integrales a f que pasan por U;" son la imagen bajo ¢ de curvas integrales
a &. Por lo tanto, si tomamos €, > 0y 0 € Uy C U, tales que para todo z € Us el
flujo T de £ esté definido en (—eps €p), tendremos que I'(g, -) estara definido en [0, ¢,)
para todo ¢ € Uj = ¢ 1(Us). Usando el mismo argumento en V', tenemos que el
flujo esta definido en un intervalo alrededor de cada punto (abierto o semiabierto
segun la ubicacion del punto) y que por lo tanto existe para cada ¢ € W una curva
integral maximal, con dominio I, C [—f(q),1 — f(q)]-

Por otro lado, volviendo a p € V;siq € U) := U N /710,¢&,) entonces f‘(gp(q), )
esté definido en (—¢,,&,) v como f o I'(p(q), 1) = f(q) + t deducimos que un tramo
de esta curva integral se corresponde a uno de I'(gq,-) que conecta a ¢ con V. Es
decir que si ¢ € U, entonces la curva integral por ¢ parte desde V. Uniendo los U,
obtenemos un entorno Uy de V' cuyos puntos cumplen la condicién recién nombrada.

Probemos ahora que todas las trayectorias de & van desde V hacia V'. Veremos
que comienzan en V', de manera totalmente analoga se demuestra que terminan en
V. Acabamos de ver que existe un entorno U, de V' tal que las trayectorias de todos
sus puntos parten desde V. Sea K = W \ Uy. Usando el hecho de que cada punto
p € K tiene un entorno U, tal que I'(p, -) esta definido en (—¢,,0] y la compacidad
de K, deducimos que existe € > 0 tal que el flujo de todo punto de K esta definido
en (—e&, 0]. Supongamos entonces que la curva integral v de un punto ¢ no comenzara
en V. Entonces deberia ser Im(y) C K (pues los puntos de Uy fluyen desde V), y
por lo tanto el dominio de v no estaria acotado inferiormente (puesto que desde
los puntos de K siempre podemos fluir ¢ para t € (—¢,0]). Pero como ya vimos,
Dom(vy) = I, C [—f(q),1 — f(q)] y es entonces acotado, lo cual es absurdo. El
absurdo provino de suponer que existia un punto ¢ € W cuya curva integral no
partiera desde V.

Tenemos entonces todas las curvas integrales de £ van desde V' hacia V'. De
aqui sale que I' : V x [0,1] — W es biyectiva, y es un difeomorfismo local por
el Teorema de la Funciéon Inversa (al ser T' : V x {¢t} — f~'(¢) un difeomorfismo
para cada t € [0,1] y ser dl, (%] (,0) = &gy €l cual es transversal a f~!(¢)). En
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consecuencia, I" nos da un difeomorfismo tal que I'(V x {0}) = V y I'(V x {1}) = V;
y el cobordismo (W, V, V') es trivial. O

Observacion 2.2. Si en el teorema anterior tomamos un campo tipo gradiente &
cualquiera, como las trayectorias de & son una reparametrizacion de las de & = g(&_f);

resultard también que todas las curvas integrales de & van desde V' hacia V'.

Notemos que como cororario del Teorema 2.2, si tenemos una funciéon de Morse
f:(W,V,V') = R y no contiene valores criticos en un intervalo [a, b], considerando
la triada (f~'[a, ], f~'(a), f~1(b)) tenemos que es un cobordismo producto, y en con-
secuencia f~!(c) & f~1(a) para todo ¢ € [a,b] y se puede construir un difeomorfismo
Y (=o00,c]) = f~1((—00,d]) para todo par ¢,d € (a,b] usando las trayectorias de
un campo tipo gradiente £ tal que £(f) = 1 en f~!([a, b]). También se pueden cons-
truir retracciones por deformacion fuerte r : f~!((—oo,d]) — f~!((—o0,c]) para
¢ < d utilizando que el cilindro f~(c) X [¢,d] se retrae a f~*(c) x {0}.

Otro corolario importante que se obtiene es el siguiente:

Teorema 2.3 (Collar Neighborhood Theorem). Sea W una variedad compacta con
borde. Entonces existe un entorno de OW difeomorfo a W x [0, 1).

La demostracion puede encontrarse en [Mil65, p. 23|, asi como el enunciado y la
prueba del Bicollaring Theorem. Ambos resultados valen también sin la hipotesis de
compacidad, y permiten probar el siguiente teorema.

Teorema 2.4. Sean (Wi, Vi,V]) y (Wa,Va,V3) dos triadas y h = V] — Vi un
difeomorfismo. Entonces existe una estructura diferenciable % para WyilJ, Wa =
WiUWs/p ~ h(p) tal que las inclusiones i : Wy — Wi lJ, Wa y 5 : Wo — Wi, Wa
sean embeddings. Ademds, . es unica salvo difeomorfismos que dejen fijos i(V7),
i(V)) =j(Va) y j(V3).

Sean ¢, = Wy, Vi, V) v co = (Wy, V5, VJ) dos triadas bajo las hipotesis del
Teorema. Definimos su composicion ¢; - ¢ como la triada (W5 |, Wa, V4, V), la cual
es Unica salvo difeomorfismo. Se puede probar también que si existen funciones de
Morse f1 :¢1 — [0,1] v fo : co — [1,2], y campos tipo gradiente &1,&, para fi, fo
respectivamente tales que &;(f;) = 1 en un entonrno de V{ para i = 1 y de V5 para
i = 2; entonces existe una tnica estructura diferenciable para Wi |J, Ws tal que
se cumplen las condiciones del Teorema 2.4 pero ademas la funcién f dada por
flwy = f1, flw, = f2 es de Morse en (W; |, W2, V4, V;) v admite un campo tipo
gradiente 5 tal que §|W1 = 52 y £|W2 = 52-

Notemos que tomando V; = V; = (), obtenemos que dadas dos variedades con
borde M y N, y un difeomorfismo h : M — ON, existe una tnica estructura
diferenciable . en M | J, N compatible con las estructuras de M y N, salvo difeo-
mofismo que deje fijo a i((OM) = j(ON).
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2.3. Cobordismos elementales y adjuncion de mani-
jas

Definiciéon 2.14. Decimos que (W, V, V') es un cobordismo elemental si admite una
funcion de Morse con un tunico punto critico.

Basandonos en el ejemplo del toro, lo que vamos a querer hacer dada una triada
(W, V, V") y una funciéon de Morse f : (W, V, V') — |a, b] es descomponer al cobordis-
mo (W, V,V') en wvarios cobordismos (W;,V;,V/) de la forma
(fF([ai, b)), f~ (a;), f71(b;)) tales que f tenga exactamente un punto critico en
cada W;, ubicado en f~'(a;,b;); siendo asf los (W;, V;, V) cobordismos elementales.
A partir de esto, si entendemos las funciones de Morse con un tinico punto critico
(es decir, como evolucionan W, y V, en tales funciones), podremos entender fun-
ciones de Morse arbitrarias en una triada; y asi poder recuperar en el caso general
la forma de la variedad W a través de una funciéon de Morse f. Por eso, vamos a
concentrarnos en esta seccion en entender los cobordismos elementales.

2.3.1. Cirugia

Comenzamos definiendo un concepto que nos ayudaré a entender los cobordismos
elementales y juega un rol muy importante en topologia en altas dimensiones.

Definicion 2.15 (Cirugia, adjuncién de manijas). Sea V' una variedad diferencial
de dimension n — 1. Supongamos que tenemos un embedding ¢ : S¥~' x D"k —
V' para algin 0 < k < n. Entonces V, = V \ p(S¥1 x D"k es una variedad
con borde p(S¥1 x S"k=1) " Como el borde de DF x S"F71 es Sk=1 x Gn=k=1
podemos considerar la variedad x(V, p) =V, UQP DF x S"=*=1 que se obtiene pegando
V, y D x S"*=1 por su borde via ¢. El embedding ¢ se denomina embedding
caracteristico. Decimos que una variedad V' se obtiene de V' aplicando cirugia de
tipo (k,n — k) (o adjuntando una k-manija) si existe un embedding caracteristico
@ : SELx DR 5V tal que x(V, ) = V.

A partir de la definicién, si tenemos un embedding caracteristico ¢ : S*7! x
D%k — V' entonces x(V, ) se obtiene de V removiéndole el producto de un disco
con una esfera ¢(S*~1 x D”"‘“’) y pegandole la variedad dual D* x S™ %=1 por su
borde. Veamos algunos ejemplos para entender el efecto geométrico de una cirugia:

1. Si tomamos V = S!, k = 1 y un embedding ¢ : S° x D' — S! que mande
{1} x D* = by {—1} x D' — d, como muestra la Figura 2.5, obtenemos que
X(Sh, ) = Stu St

2. Si V es una variedad de dimensiéon 2 y le aplicamos cirugia de tipo (1,2),
estaremos removiendo el interior de dos discos embebidos via ¢ : SY x D? — V
y pegando por su borde un cilindro D! x S', lo cual consiste en “pegar una
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manija” (de ahi el nombre de este procedimiento) como se ve en la Figura 2.6.
Si aplicamos esto a V = S2, obtenemos una variedad difeomorfa al toro 7', tal
como se puede ver en la Figura 2.7. Iterando esta construccion, se pueden
obtener las superficies cerradas orientables de género g, o toros con g-manijas.

(-1,-1) (1,-1)

(-1,1) (1,1) (1,1)@ (1,1)
(_17 I)Q (L _1)

Figura 2.5

SoxD2O O
®

x(Vip)

Figura 2.6
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SQ

SIS
/’ x(S%, )

Figura 2.7

(3
= ¥
| S'x D!
-
T
" \OD2 x SO
/C>
S
X(T' ¢)

3. Notemos que si al toro 7' le aplicamos cirugia de tipo (2, 1) a través del cilindro

Figura 2.8
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embebido ¢ : S x D! — T como “medio toro” (ver Figura 2.7), al remover el
interior de dicho cilindro y pegar por el borde dos discos disjuntos obtenemos
una superficie difeomorfa a S%. Es decir que aplicar cirugia de tipo (2,1) pa-
reciera ser la operacion inversa de aplicar cirugia de tipo (1,2). Observaremos
a continuaciéon que este fendémeno ocurre en general.

4. Dada una variedad V' de dimension n — 1, el efecto de aplicar una cirugia de
tipo (0,n) es V LU S™ 1. Para poder aplicar cirugia de tipo (n,0), V debe tener
una esfera embebida S = S"~1 (que serd una componente conexa de V al ser
abierta y cerrada) y el efecto de dicha cirugia es la variedad V' \ S™.

Observacién 2.3. Sea V una variedad de dimension n — 1, ¢ : S¥=1 x D" % un
embedding caracteristico y V' = x(V, ) la variedad que se obtiene de V' aplican-
do cirugia de tipo (k,n — k). Por definicion de cirugia, V' tiene embebida una
copia de D x S"*=1 o cual induce (permutando las variables) un embedding
@ : SRl x D — V' de modo que podemos aplicar cirugia de tipo (n — k, k)
y obtener una variedad V" = x(V', ). Notemos que como @(z,y) = ¢(y,x) para
cada par (z,y) € S" k71 x Sk~ estamos pegando D™ F x Sk=1 = Sk=1 x D=k pajo
el mismo difeomorfismo con el que lo removimos inicialmente (habiendo removido
previamente la copia de D¥ x S"™F1 que se pegd en la primera cirugia), con lo cual

VIV,

La definicion de cirugia que venimos utilizando esta basada en [Ran03| y es muy
util a la hora de ver geométricamente el efecto de una cirugia. Sin embargo, de aqui en
adelante utilizaremos otra definicion dada en [Mil65] que sera mas conveniente para
las construcciones y demostraciones que haremos luego. Dado un disco D centrado
en 0 en R’ (abierto o cerado), vamos a notar Dy = D \ {0}.

Definicién 2.16. Secg V' una variedad diferencial de dimensionn—1,0 <k <n un
entero y ¢ : S¥71 x D"k — V un embedding. Consideramos el espacio topoldgico
X' (V, ) que se obtiene a través del push out

Skl Dk 25 v\ p(SF1 x {0})

J |7
DF xSkt s (Vi)

Donde si identificamos D% = (0,1) x S**=1 y Dk =~ (0,1) x Sk entonces
p(u,0v) = (Bu,v) para todos 6 € (0,1), u € S*1 yv € S *=1: resultando ser p un
embedding. Entonces X' (V, ) admite una tinica estructura de variedad diferenciable
tal que p, @ sean embeddings. Decimos que V' se obtiene de V aplicando cirugia de
tipo (k,n—k) si V' = x'(V, ) para algin embedding caracteristico ¢ : S¥~1x D" % —
V.

Nuestro objetivo ahora sera probar que efectivamente existe y es tnica dicha es-
tructura diferenciable, y que una variedad V' se obtiene de otra variedad V aplicando
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cirugia de tipo (k,n — k) segun la Definicién 2.15 si y solo si se obtiene mediante
dicha operacion de acuerdo a la Definicién 2.16. Para eso, vamos a necesitar un
lema sobre push out’s.

Lema 2.4. Sean A, X, Y espacios topologicos, [ : A — X y g : A =Y dos
funciones subespacio. Sea C C A tal que B = f(C) es abierto en X y B C f(A).
Consideremos los push out

A1 x A\c -5 x\B
lg B lg lgl lﬁl
y Loz oy ho, g

Donde fi1, g1 vienen dadas por las restricciones de f y g a A\ C respectivamente.
Entonces Z, es homeomorfo a Z,.

Demostmcidn Sea j : X \ B — X la inclusion. Consideremos el diagrama
A\C — X\ B

NS

YT?/

Como gojo f; = f o gy, por la propiedad universal del push out existe una tinica
funcién continua « : Zy — Z; que hace conmutar el diagrama anterior. Para ir en
el otro sentido, necesitaremos definir h : X — Z5 tal que en el diagrama

A%X

I
vy 157

N2
3
Zs
Sea ho f = f, o g. Lo que haremos es definir hix\p = g, y forzados por la
condicién de conmutatividad h|z(z) = f, 0go f~'(z) usando que B C f(A). Por la
conmutativiad de los primeros diagramas se puede ver que las dos funciones recién
definidas coinciden en (X \ B) N B = 0B, y al ser continuas y ser {X \ B, B}
un cubrimiento de X por finitos subespacios cerrados, deducimos que h esta bien
definida y es continua. Ademas por como la definimos ho f = f,0g, con lo que existe
una tdnica funciéon funciéon continua S : Z; — Z5 que hace conmutar el diagrama
anterior.
Usando la conmutatividad de los diagramas anteriores y el hecho de que f(Y)U
9X) =21y f1(Y)UG(X \ B) = Z, se prueba que ao 3 =idy, y foa = idy,,
siendo asi f : Z1 — Zs un homeomorfismo. n
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Consideremos un embedding caracteristico ¢ : S¥71 x D% 5 V de acuerdo a
la Definicion 2.16. Usando los lemas, vamos a probar que x'(V,¢) = x(V, @) (en
principio homeomorfas, y luego difeomorfas) donde ¢ se obtiene de ¢ restringiéndose
a S¥=1 x D"7* siendo D7 := {x € R/ : |z| < 3} para cada j € Ny (es decir que
nos estarfamos restringiendo al producto de la esfera por el disco cerrado de radio
%) La idea va a ser entonces partiendo de un push out donde se identifican abiertos
de los espacios involucrados (via un difeomorfismo) ir removiendo abiertos en esas
identificaciones para pasar a tener uno en el que las identificaciones estén sé6lo en el
borde.

Como p(S¥1 x {z € R** : L < |z| < 1}) es abierto en D* x S**1 y su
clausura esta contenida en Im(p), por el Lema 2.4 tenemos un homeomorfismo
entre X' (V, ) v Z1, donde Z; viene dado por el segundo push out que se presenta a
continuacion.

Sk Dih 25 V\ (8P x {0}) S x DEF 2 v\ (ST x {0})

lp lﬂ lpl lpl
bk % Gn—k-1 [ X/<v’ 80) Qk % §n—k—1 (2! 7

Por otra parte, como ¢ (S*71 x QQ*'“) es un subespacio abierto de V' \ ¢(S*~1 x
{0}) cuya clausura es precisamente Im(y;), aplicando nuevamente el Lema 2.4
obtenemos un homeomorfismo Z; = Z,, donde Z5 se obtiene en el push out del
cuadrado derecho del siguiente diagrama:

Gh—1 5 gn—k—-1 k1 Gh—1 ﬁnfkfl 2 V\QO(Skfl % Q

li lm 12
DF x Skt B2y D s gkl 2 7
Donde notamos §j - {l’ € Rj+1 : |:L‘| = %}7 kl(x7y) = (JZ,%), k?(xay) = (%ay)
ei: SF 1 x SnF — Dk x §n=k=1 3 la inclusion, resultando ser el primer cuadrado

conmutativo por la definicion de p(u, Ov) = (Ou,v). Al ser ki,ky homeomorfismos,
deducimos que el cuadrado grande es un push out también. Pero si tomamos el

embedding @ : S¥71 x D F Mgkl D" 2 5 donde k3(z,y) = (x,%)

n—k

)

o n—k o
es una extension de ky, al ser p(S* 1 x D" ") = @(S*! x D) tenemos un push
out

Gk—1 5 gn—k—1 ¥ V\@(Sk—l « l")n—k)

li lﬁz

DF x gn—k-1 z » Zs
Con lo cual concluimos que Zs es homeomorfo a x(V, ¢). De aqui se obtiene que
X'(V, ) es Hausdorff y con base numerable, al ser homeomorfo a la variedad x(V, @),
lo cual en principio no era obvio ya que se obtiene pegando variedades por abiertos.

En el diagrama que define a x'(V, ¢) se puede ver facilmente (usando que ¢ es
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embedding y por lo tanto abierta) que p y @ son subespacio abierto. Como {@(D"’ X
Sn=h=1) 5(V \ p(S¥~1 x {0}))} es un cubrimiento por abiertos de x'(V, ¢), podemos
dar un atlas para este espacio empujando las cartas de D x gn—hk=1 y V\ p(SF ! x
{0}) via @ y p respectivamente. Es inmediato que la estructura diferenciable dada
por este atlas es la tinica que hace que p y © sean embeddings.

Por otra parte, a partir del Lema 2.4, tenemos un homeomorfismo § : x(V, ¢) —
X'(V, ) dado por las inclusiones

Gk—1 « ﬁn—ks—l _2 V\@(Sk_l « D”_k)

b A~

DF s §nhl P (V) V\ (S x {0})
_ ~ p
DF x §nh Tl (V)

Como las inclusiones de D* x S"F=1 y V' \ (S*F1 x Qnik) en X'(V,¢) via el
homeomorfismo § son embeddings, si copiamos la estructura diferenciable de x'(V, )
en x(V,®) via 6! (dandonos una estructura .’ alli posiblemente distinta de la
original .#’) tendremos que por el Teorema 2.4 las dos estructuras son difeomorfas,
y en consecuencia si h : (x(V,9),") = (x(V,¢),) es un difeomorfismo entre
ellas, sera ho 671 : X' (V,¢) = (x(V,¢,.#) un difeomorfismo. De aqui concluimos
que si V' se obtiene de V' haciendo cirugia de acuerdo a la Definicion 2.16, entonces
también se obtiene de acuerdo a la Definicion 2.15.

Reciprocamente, si tenemos un embedding caracteristico ¢ : S¥~1 x D% — V|
podemos extenderlo a ¢ : S¥~! x 2Dk 5 v (esto puede probarse usando el
argumento expuesto en [Mil65, Cor. 3.6]) y por lo argumentado hasta aqui resultara
que x(V, ) es difeomorfa a x'(V, @), resultando ambos tipos de cirugia equivalentes.
Utilizaremos de aqui en adelante la Definicién 2.16 y notaremos x(V, ¢) al efecto
de aplicar cirugia a la variedad V.

2.3.2. Traza de una cirugia y cobordismos elementales

Lo que vamos a hacer ahora es relacionar adjunciéon de manijas con cobordis-
mos elementales. Mas precisamente, vamos a probar que dadas V', V' variedades de
dimension (n — 1) son equivalentes:

1. Existe una triada (W, V, V') y una funcién de Morse f alli con un tinico punto
critico de indice k.

2. V' se obtiene de V aplicando cirugia de tipo (k,n — k)

El primer paso para eso es demostrar el siguiente teorema (JMil65, Thm. 3.12]):
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Teorema 2.5. Si V' = x(V, @) se puede obtener de V via cirugia de tipo (k,n —k),
entonces existe un cobordismo elemental (W, V, V') y una funcion de Morse f : W —
R con exactamente un punto critico, de indice k.

Demostracion. Queremos construir una variedad W que “conecte” a V' 'y V' como
componentes disjuntas de su borde. Dado que tanto V' como V' contienen a una
subvariedad difeomorfa a V' \ o(S*1 x Zo?”_k), es razonable pedir que la “parte”
de W que conecta a dichas subvariedades sea (salvo difeomorfismo) V' \ ¢(S*~! x
lo?"_k) x I. La otra “parte” deberfa consistir en un cobordismo entre S*~! x Dn—* y
D* x 8"+~ (bajo la misma definicién de cobordismo con la que venimos trabajando
pero omitiendo el requisito de que las variedades involucradas sean compactas).
Como la triada (W, V, V') debe admitir una funciéon de Morse con exactamente un
punto critico y de indice k y el cobordismo que estamos construyedo es trivial en
la parte V' \ o(S*¥1 x D”_k) x I, concluimos que tal punto critico deberia estar en
la parte correspondiente al cobordismo entre S*~1 x D"k y Dk x §n=k=1_ Por o
tanto, intentaremos primero construirnos un cobordismo entre esas dos variedades
que admita una funcién de Morse con exactamente un punto critico de indice k.

Para eso, lo que vamos a utilizar es la forma local de una funcién de Morse
alrededor de un punto critico de indice k. Sabemos que en tal contexto existen
cordenadas (z,y) € R¥ x R"* de modo que la forma local de f es f(x,y) = ¢ —
|z|* + |y|*>. Supongamos que ¢ = 0, y estudiemos un poco las curvas de nivel de f
como funcién de Morse en R". Dado un nimero real a # 0, como es valor regular
de f, f~(a) es subvariedad regular de R" de codimension 1, dada por la ecuacion
—|z|* + |y|*> = a. Tomando a = —1 se obtiene la ecuaciéon

2|* = |yl =1

De modo que si (x,y) € f~Y(=1), (Jz|,|y|) estd en la hipérbola {(x,y) € R? :
x? — y? = 1}, la cual sabemos que admite una parametrizacion a : R — R?
0 +— (cosh®,senhf). En consecuencia, todo punto (x,y) € f~(—1) se escribe
como (z,y) = (coshfu,senhfv) para ciertos § € Rsp, u € Sy v € §nF1
(de hecho hay unicidad salvo que y = 0, caso en el cual (z,0) se corresponde a
(0,7,v) para cualquier v € S"*71). Para trabajar con # € [0,1) (lo cual serd
conveniente para las construcciones posteriores), vamos a restringirnos al abierto
{(z,y) € R™: |z||y| < sinh(1)cosh(1)}, en cuyo caso tenemos un difeomorfismo £ :
Sk=1x Dn=k — f=1(—1) dado por (u,v) = (cosh fu, senh #v), donde identificamos
[0,1) x S»*=1 con D" * via (§,v) — 6v. De manera totalmente analoga, tenemos
un difeomorfismo 7 : D¥ x "=+ — £=1(1) dado por v(Qu, v) = (senh Gu, cosh ).
Esto motiva que consideremos la subvariedad con borde de R"

Ly = {(z,y) € R" : =1 < —[z* + [y|* < 1, |al|y| < sinh(1) cosh(1)}

Notemos que L, C R"™ es acotada pero no cerrada, y por lo tanto no es compacta.
Si notamos L; = f~'(=1) y L;j = f~(1) (donde estamos tomando {(x,y) € R™ :
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|z||y| < sinh(1)cosh(1)} como dominio para f), tenemos una triada de variedades
no compactas (Ly, L, L{) con L, = S*1 x Dk y L = Dk x Snk-1 Enp la
Figura 2.9 se grafica la region L; C R? (la cual queda encerrada por las hipérbolas
|z|ly| = senh(1) cosh(1) marcadas en negro y —a? + 3> = 41 marcadas en rojo)
representdndose L, L] (que son las porciones de las hipérbolas —|z|* + |y|> = +1
delimitadas por |z||y| = senh(1) cosh(1)) y el diagrama de flujo del campo &(z,y) =
(—z,y) tipo gradiente para f. Se ve claramente que en U; := R*\ R x {0} U {0} x R
las curvas integrales son hipérbolas y van desde L hacia L], que sobre el eje

dichas trayectorias van desde oo hacia 0 y que sobre el eje y van desde 0 hacia +o0.
)

Ly

Figura 2.9

Volviendo al caso general, como (Ly, L, , L}}) nos da efectivamente un cobordismo
entre S¥=1 x Dk y DF x S7=k=1 1o que tendriamos que hacer es decir como pegar
esta parte de lo que serd el cobordismo final con la otra, que sera V \ o(S*1 x
{0}) x [=1,1]. Vamos a pegarlas por los abiertos ¢(S*~1 x D2%) x [=1,1] y L,NUj,
donde Uy := ({0} x R " UR* x {0})¢, estableciendo un difeomorfismo entre ellos.
Dicho difeomorfismo se construira identificando las curvas integrales de los campos
tipo gradiente < correspondiente a la funcién de Morse g : V' \ ¢(S*~! x {0}) x
[—1,1] — R dada por g(¢,t) = t, y £ = (—x,y) correspondiente a la funcion f
en Ly; identificando entre si puntos al mismo nivel para f y g respectivamente.
Escribamos esto formalmente.

Consideramos el flujo I" de £ en R". Por definiciéon, la curva integral por un
punto (z,y) es y(t) = (e 'x,e'y) y tiene como dominio todo R. Ademas, es claro
que curvas en Uy permanecen siempre alli. Como fo~y(t) = —e™*|z|? 4 €?|y|? tiende
a oo cuando t — 400 y a —oo cuando t — —oo para (x,y) € Uy, deducimos
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que fo~vy: R — R es biyectiva. Dado (x,y) € Ly N Uy, si tomamos ¢y y t; tales
que fo~(tg) = =1y fo~(t;) = 1 tenemos que f o7(t) € Ly N Uy para todo
t € [to, t1]. Por lo tanto, las curvas integrales a  en Lj N Uy van todas desde L,
hasta L, como se ve graficamente en la Figura 2.9. Podemos definir una funcion
s LNU,x[—1,1] — R que sea la unica que verifique fol'(x, s(x,t)) = t, la cual sera
diferenciable por el Teorema de la Funcién Implicita. Esto nos da un difeomorfismo
§: fFY=1)NU x [-1,1] = Ly N Uy dado por §(z,t) = ['(z, s(z,t)), cuya inversa
es p(y) = (I'(y, s(y,—1)), f(y)). Tenemos entonces dos difeomorfismos

SE-1 s Drk o [—1,1] 25 Y1) N U x [-1,1] —2 LN Uy

Cuya composicién nos da ® : S¥=1 x lo)g_k x [=1,1] — Ly N Uy, de modo que
tenemos un push out

SE1 s DIk [—1,1] 2 Y\ (8P x {0}) x [—1, 1]

[ =
L pxid > w(V, )

Podemos darle a w(V, ¢) una estructura de variedad de modo que ¢ x id, ® sean
embeddings, la cual es tinica. La demostracion sigue los mismos pasos que hicimos
con la Definicién 2.16 de cirugia, debiendo usarse también el siguiente lema para
probar que w(V, ¢) es Hausdorff (el cual se puede encontrar en [BroO6, Prop. 4.6.5]).

Lema 2.5. Sean A, X, Y tres espacios topoldgicos, f : A — 'Y una funcion continua,

i: A — X subespacio cerrado. Consideramos el espacio de adjuncion

A—L Ly

x s xy,y
Si se verifican:

1. X eY son Hausdorff.

2. Para todo v € X \ A, existe U abierto de X tal quex € U CU C X\ A (lo
cual se cumple por ejemplo si X es regular).

3. A C X es retracto de entorno.

Entonces X Uf Y es Hausdorff.

Si notamos w(V, )~ = &(V \ o(S¥ 1 x {0}) x {-1}H)Up xid(L;) y w(V,¢)*" =
DV \ (k1 x {0}) x {1}) Up x id(L;), se puede ver a partir de todo lo anterior
que (w(V, ), w(V,9)",w(V,»)") es una triada que nos da un cobordismo elemental
entre V' y x(V,¢), admitiendo una funcién de Morse f : w(V,¢) — [—1,1] tal que
fopxid=fy fo®=g. Algunos detalles son explicados en [Mil65, p. 31].

]
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Para probar el otro sentido de la equivalencia entre los puntos 1. y 2. méas arri-
ba, estudiaremos algunos aspectos de los cobordismos elementales, centrandonos en
como son las trayectorias de un campo tipo gradiente alli.

Sea (W,V, V') una triada, f : W — [a,b] una funcién de Morse con un tnico
punto critico p de indice k, £ un campo tipo gradiente para f y I' el flujo de (. Cuando
no tenemos puntos criticos, por el Teorema 2.2 todas las curvas integrales de & van
desde V hasta V’. Sin embargo, esto ya no ocurre cuando tenemos puntos criticos.
En efecto, si tomamos una carta (U, 1) con ¢(U) = B(0,r) C R™, ¥(p) = 0 tal que
fo Hz,y) = c—[z* +|yI* y l(x,y) = (—a,y) para (z,y) € R* x R"*N B(0,7)
(v siendo ¢ = f(p)); sabemos que la curva integral v por el punto v ~!(x,y) verifica
Y oy(t) = (e 'z, e'y). En consecuencia, si y = 0 serd limy o y(t) =pysiz =0
serd lim;_, o, y(t) = p, de donde en tales casos las curvas integrales no van de V' a
V', Esto motiva las siguientes definiciones:

Definicién 2.17. Sea f una funcion de Morse en una triada (W,V,V') y p un
punto critico tal que f(p) = c. Sea ¢ < ¢ un punto en la imagen de f tal que no hay
valores criticos en [c,c). Definimos el disco izquierdo de p a nivel ¢ como

Dp(p) ={q e W: lim T'(q,t) = p, f(q) = ¢'}
Del mismo modo, definimos la esfera izquierda a nivel ¢ como
Siu(p) = {g € W: lim I'(q,t) = p, f(q) = ¢}

Definicion 2.18. Sea f una funcion de Morse en una triada (W, V,V') y p un
punto critico tal que f(p) = c. Sea ¢ > ¢ un punto en la imagen de f tal que no hay
valores criticos en (c,c]. Definimos el disco derecho de p a nivel ¢ como

Dr(p) ={qg €W : lim T(q,t) =p, f(q) <}
Del mismo modo, definimos la esfera derecha a nivel ¢ como
Sr(p) ={g € W: lim T'(q,1) =p, f(q) = }

Para entender mejor estas definiciones, vamos a dar un ejemplo extraido de
[Mil65, Fig. 3.2| e ilustrado en la Figura 2.10. Consideramos el “pantalon” P que
es la traza del cobordismo (P, S LI S',S') con la funcién de Morse altura, que se
obtiene de considerar la porcion del toro f~'([R + r,2R + r]) representado en la
Figura 2.3. Reescalamos la funcion f de modo que su imagen sea [0, 1]. Notemos
(P, P, P5) a la triada subyacente. Si notamos p al tnico punto critico, que tiene
indice 1, resulta que precisamente hay dos trayectorias no constantes que convergen
a p cuando t — +o00, dandonos su unién junto al punto p el conjunto Dy (p) (a
nivel 0) marcado en la figura que efectivamente resulta ser un disco de dimension
1; y también hay exactamente dos tryectorias no constantes que tienden a p cuando
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t — —o0, cuya uniéon junto al punto p nos da Dg(p) (a nivel 1), el cual es un disco
de dimension 1 embebido en P. f tiene un méaximo sobre Dy (p) en p y un minimo
restringida a Dg(p) en p, correspondiéndose dichas trayectorias con la calidad de
punto silla de p. La esfera Sy (p) = S° consiste en los dos puntos {qi1, g2} marcados
en la figura, que se corresponden a la interseccion entre Dy (p) y Py = S; U S;. Del
mismo modo, la esfera Sg(p) consiste en el par de puntos {ry,rs2} que se obtiene
intersecando Dg(p) con P, = St

79
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Figura 2.10

Vamos a ver que no solo en este ejemplo sino en general, las esferas y discos
izquierdos y derechos son subvariedades de W difeomorfas a esferas y discos, respec-
tivamente. Comenzamos por D (p) y Sp(p). Vamos a aprovechar la informacion local
sobe f en p para caracterizar Dy (p) v S.(p) a niveles ¢ cercanos a p. Si definimos
Ls = {(z,y) € R": c—e2 < f(x,y) < c+e2, |z||ly] < e2sinh(1) cosh(1)} = eL;, (sien-
do f(z,y) = c¢— |z|>+ |y|?) como Ly es acotado, existira § > 0 tal que LS C B(0,r).
Asi, en la Figura 2.11 esquematizamos B(0,7) y un L{ tal que LS C B(0,7) en
dimension 2, asi como las curvas integrales del campo tipo gradiente é = (—z,9)
para f, y marcamos Dg(p) y Dy(p) a niveles ¢ + 6% y ¢ — 02 (en colores violeta y
negro) respectivamente para ilustrar la demostracion en curso. Si tomamos un nivel
¢ € R tal que c —r? < ¢ < ¢, nos aseguramos de que f~1(c/) corte a U y entonces
podemos usar la informacion local. Notemos que en U, las trayectorias que convergen
a p cuando ¢ — +00 son las que pasan por puntos de la forma 1 ~1(z,0), al tener la
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curva integral por ¢ = 7! (x,y) la ecuacion y(t) = ¢! (e 'z, ely). Sea 0 < & < r tal
que ¢ = ¢ — 2. Por lo antes observado, D (p) NU = ¢~1(D* x {0}), veamos que en
efecto es una igualdad. Si ¢ € Dy (p) y 7 es la curva integral maximal por ¢, existira
to € R tal que y(t) € U para todo ¢ > t,, siendo 1ov(ty) = (x,0) para cierto z € DF.
Por lo tanto, sera y(t +t9) = ¢ ' (e7'z,0) = 5(t) parat € I, = (— In(77), +00) (que
es el intervalo maximal para el cual ¥(t) € U), con lo cual Im(fov) 2 (c—r? ¢). En
particular, existe t; € I, tal que c — 1?2 < foy(t;) < c—e&? = ¢, siendo foy(t) <
para todo t < t;. Por ende, debe ser t; < 0 ya que fo~(0) = f(¢) > ¢, de donde en
particular 0 € I, y ¢ = v(0) € U. Esto nos dice que Dy (p) C U y por lo tanto que
Dy (p) = = 1(D* x {0}). De este modo, para estos valores de ¢’ efectivamente Dy (p)
es difeomorfo a D* y S;(p) = Dr(p) N f71(c)) = ¢¥~1(S*1 x {0}) = 0D (p) es su
borde, y por lo tanto difeomorfa a S*~!; estando toda la informacién contenida en

la carta (U, ) como se representa en la Figura 2.11.
Y

Figura 2.11

Supongamos que ¢ < ¢ —r? y notemos Dr(p), Si(p) a la esfera y disco izquier-
dos a nivel ¢. Sea ¢’ tal que ¢’ > ¢ — r? y notemos D} (p), S7(p) a la esfera y
disco izquierdos a nivel ¢’. Dado ¢ € Dp(p) \ D} (p), como f oTI'(q,t) > ¢ para
¢ suficientemente grande existird un tnico t, € R tal que I'(¢,t,) € S7(p). Por lo
tanto, ajustando £ de ser necesario para que £(f) = 1 en f1([¢,"]) tenemos que
Dr(p) = DL(p) Us; (» T(SL.(p) x [¢" — ¢",0]) con lo cual Dr(p) es efectivamente un
disco de dimension k y nuevamente Sy, (p) = ['(S}(p) x {¢ —"}) = 0D (p) = Sk1.

De forma anéloga, si tomamos 0 < ¢ < r tendremos que el disco derecho de
p a nivel ¢ = ¢+ &% serd ¥ ({0} x D"*) y la esfera derecha a ese nivel sera
P7H{0} x S»7F=1). A niveles ¢ > ¢+ 12, Dg(p) también es difeomorfo a D" y se
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obtiene a través del flujo de los puntos de Dg(p) a nivel ¢’ para cualquier ¢ < ¢ <
¢+ r?. Por lo tanto, siempre Sg(p) = ODg(p), Dr(p) = D" % y Sp(p) = S"F-1,

De aqui en mas, cuando nos refiramos a una esfera izquierda (respectivamete,
derecha) o disco izquierdo (respectivamente, derecho) correspondiente a una funcion
de Morse f : (W, V, V') — |a, b] con un tinico punto critico y un campo tipo gradiente
asociado & y no aclaremos a qué nivel estamos tomando la esfera o disco, se asumiré
que trabajamos a nivel a (respectivamente, b). Usando la monotonia de f o I'(q, 1)
como funciéon de t, la forma de f y de & cerca de p junto a las observaciones ya
realizadas y el Teorema 2.2, se puede probar que si ¢ ¢ Dy (p) entonces la curva
integral por ¢ llega hasta V'; y del mismo modo si ¢ ¢ Dg(p) dicha trayectoria parte
desde V. En particular, si ¢ ¢ Dy (p) U Dgr(p) entonces la curva integral por g va
desde V a V' (y vale la recirpoca). Esto nos establece un difeomorfismo (siguiendo
las curvas integrales) entre V' \ S.(p) y V' \ Sg(p), con lo cual V' se obtiene de V'
removiendo una esfera de dimension k — 1 y agregando una de dimension n — k — 1,
tal como ocurria cuando uno aplicaba cirugia.

Sabiendo esto, ya podemos aproximarnos a formular la recirpoca del Teore-
ma 2.5. Teniendo a nivel a una esfera embebida S (p), la idea va a ser construir-
nos un embedding ¢ : S¥! x D"F — V tal que Sp = ¢.(S¥! x {0}). Para
eso, miramos lo que pasa cerca del punto critico (es decir, en U) donde conocemos
en cordenadas cémo se comportan los discos y esferas. Sabemos que existe € > 0
tal que L C B(0,7) = ¢(U), y por lo analizado en la prueba del Teorema 2.5
tendremos que (L, Ly, Ly") es una triada de variedades no compactas (donde
Li* = f~Y(c £ %)) y existe un difeomorfismo 3 : S¥! x D"* — L=~ dado por
B(u,0v) = (e coshbu,esenh fv). Tenemos entonces un embedding ¢} = "' o 3 :
Sh=1 5 Dn—k _y f~Yc — €?). Si componemos ese embedding con el difeomorfismo
entre f~'(a) =V y f~'(c — &?) dado por el flujo de &, obtenemos un embedding
or, : SEFLx Dk 5V tal que o (S x {0}) = S1(p) ya que ¢ (SF1 x {0}) es
la esfera izquierda a nivel ¢ — 2. ¢, se denomina el embedding caracteristico co-
rrespondiente a la esfera Sy (p) (sugerentemente igual que en adjuncion de manijas).
Podemos entonces formular el siguiente resultado:

Teorema 2.6. Sea (IO/V,V,V’) un cobordismo elemental, con embedding caracte-
ristico @y @ SK71 x D" — V. Entonces (W,V,V') es difeomorfa a la triada
(W(‘/, SOL)J‘/JX(V7 QOL))

Demostracion. Tomemos € > 0 como en la construccion que hicimos de . Como
(W, V,V') =2 (W, V_.,V.) donde W, = fl([c — &% c+¢€?]), V.. = flc—¢&?)
y Vo= fHe+e);y (wVier), Vix(Vier)) = (wVee,¢h), Ve, x(Voe, ¢1)), nos
alcanzaréa con ver que (W., V_., Vo) =2 (w(V_., ¢}), Voo, x(V_e, ©7)).

Notemos que U’' = ¢~ 1(L5) C W, es un abierto alrededor de p que contiene a
Dr(p') U Dg(p'). Definimos entonces h : U’ — Lj, como h(z) = e % (z), siendo h un
embedding. En W. \ D} (p) U D%(p), sabemos que las curvas integrales parten todas
desde V_. \ S} (p), de donde tenemos una funciéon diferenciable = : W, \ D (p) U
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Dl(p) — V. \ S7.(p) que dado ¢ en su dominio lo envia al tnico punto 7(q) en la
curva integral por ¢ tal que f o m(q) = ¢ — €% Con esto definimos un difeomorfismo
h: WA\ D}(p)UDp(p) — Vo \ S} (p) x [~1,1] como h(q) = (n(q), £9=°). Utilizando
que en los dos abiertos en los que esté definida, A manda curvas integrales en curvas
integrales y puntos a nivel d de f en puntos a nivel % de f se prueba que h :
W. — w(V_., ¢}) esta bien definida, y nos da un difeomorfismo entre las triadas

deseadas. O

Para ejemplificar lo recién demostrado, podemos considerar nuevamente el pan-
talon P. El embedding caracteristico ¢, : S° x D' — P; consistira en embeber dos
intervalos abiertos disjuntos, uno alrededor de ¢; y el otro alrededor de ¢,. Usando
la otra definiciéon de cirugia, vemos que x(P;, ) sera difeomorfa a la variedad que
se obtiene quitandole a P, un intervalo abierto alrededor de ¢; y otro alrededor de
@2, para luego pegar por su borde a otros dos intervalos de modo que “conecten”
las dos componentes conexas de P, \ Im(pr) = D' U D', como se muestra en la
Figura 2.12. Dicha variedad es difeomorfa a S* y por lo tanto a P, verificAndose
Py = x(Py, ). También se puede ver que P es difeomorfa a w(Py, ¢r).

Supongamos que tenemos una triada (W, V,V’) y una funciéon de Morse f’ :
(W, V, V') — [a,b] con puntos criticos py, ..., p;. Podria ocurrir que existieran 1 <
i < j <ltales que f'(p;) = f'(p;). Sin embargo, modificando f’ localmente cerca de
cada punto critico p; via funciones bump, se puede obtener una f de Morse con los
mismos puntos criticos py, ..., p; y la misma imagen pero tal que f(p;) # f(p;) para
todo i # j. A partir de esto, si renumeramos (de ser necesario) los puntos criticos de
modo que f(p1) < f(p2) < ... < f(p), notamos ¢; = f(p;) paracada 1 <i <1 —1
y elegimos entre cada par de valores criticos consecutivos (¢;, ¢;11) un valor regular
a; € (¢, ¢iv1), se verificara

a=p<g<ag<c<a<..<qg1<qg<aq:=>b

Y en consecuencia si tomamos W; = f~Y([a;_1,a]), Vi = fHaisy) vy V] =
f~Ya;), tendremos que d; = (W;,V;,V/) es un cobordismo elemental para cada
1 <i <1 (que admite como funcién de Morse a la restriccion de f, con un tnico
punto critico p; de indice k;), y que d = (W, V, V') se obtiene componiendo esos [
cobordismos: d =dy - dy - ... - dj.

Corolario 2.1. Todo cobordismo ¢ se escribe como composicion de cobordismos
elementales.

Demostracion. Sic= (W, V, V') nos alcanza con tomar una funciéon de Morse f alli,
y luego modificarla y proceder como en el razonamiento anterior. O]
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Figura 2.12

Usando que podemos descomponer un cobordismo dado ¢ = (W, V, V') en co-
bordismos elementales, y que sabemos como se comportan topolégicamente dichos
cobordismos; podemos entender completamente la forma de una variedad en térmi-
nos de una funcién de Morse apropiada (es decir, que a cada nivel tenga a lo sumo un
punto critico) alli. En efecto, bajo la descomposicion hecha antes y fijando un campo
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tipo gradiente & para f; Vi1; = V/ se obtiene de V; adjuntando una k;-manija. En
consecuencia, las superficies de nivel V, = f~!(e) se mantienen constantes (es decir,
son difeomorfas entre si) en los intervalos [a, ¢;), (¢;,¢in1) paracada 1 <i<l—1y
(¢1,b] gracias al Teorema 2.2, y cambian del i-ésimo de estos intervalos al siguiente
a través de la adjuncion de una k;-manija, para cada ¢ < ¢ <[ gracias al Teorema
2.6. Podemos saber también como evoluciona la variedad con borde W, = f~![a, €]
para cada valor regular e € [a,b]. W, se mantendra constante en los mismos in-
tervalos que antes, y luego de pasar por el nivel ¢;, W, pasara de ser difeomorfo a
W.,,_, para serlo a la traza composicion (W,,_,V,V;) - (w(Vi, i), Vi, x(Vi, 4)), sien-
do ; : Ski—1 x Dk 5 Vi el i-ésimo embedding caracteristico correspondiente al
campo tipo gradiente &.

En resumen, V' se obtiene de V' adjuntandando una k;-manija, luego una ko-
manija, ... y finalmente una k;-manija bajo los embeddings caracteristicos 1, ..., @;;
y W es la composicion de las trazas de esas cirugias. A partir de todas estas obser-
vaciones y del Teorema 2.5 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.2. Dos variedades V' y V' son cobordantes si y sdlo si una se obtiene
de la otra adjuntando manijas.

2.3.3. Homologia relativa

Vamos a enunciar ahora un Teorema que nos permitiré calcular H, (W, V') cuando
(W, V, V') es un cobordismo elemental.

Teorema 2.7. Sea (W, V, V') una triada que posee una funcion de Morse f con un
unico punto critico de indice k. Notamos Dy, al disco 1zquierdo asociado a un campo
tipo gradiente fijo €. Entonces VU Dy es retracto por deformacion fuerte de W'.

Demostracion. La demostracion puede verse en |[Mil65, Thm. 3.14|. Presentamos
un esquema de la misma. Usando el Teorema 2.6 podemos suponer que nuestra
triada es (w(V,¢1),V,x(V,¢r)) dado que los difeomorfismos que aparecen en la
demostracion de dicho teorema mandan curvas integrales en curvas integrales. Fuera
de Lj, la retraccion consistira en seguir el trayecto de las curvas integrales hasta
llegar a V. En Lj, se haran dos retracciones. La primera llevara a todos los puntos
aCUL; CCUV,donde C = {(z,y) € Li : |y| < 15} es un entorno cilindrico de
Dy = {(z,y) € L : y = 0} contenido en Ly, descendiendo por las curvas integrales
hasta tocar por primera vez C'U L, , como se muestra en la Figura 2.13. Luego
se definira una retraccion por deformacion fuerte de L, U C en L, U Dy, “bajando
verticalmente” (es decir, en la direccion del vector ) hacia L, UDy, como se muestra
también en la Figura 2.13. O
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V/

Primera retraccion

Sy
AT I

Segunda retraccién

Figura 2.13

Corolario 2.3. Bajo las hipdtesis del Teorema anterior, tomando coeficientes en 7

tenemos que
Z sii=k
EAUATER S
0 sii#k

Demostracion. Usando que VUD; C W es retracto por deformacion fuerte, tenemos

i h
H(W,V)= H(VUD., V)2 H(Dy,Sp) =7
Osii#k

Donde el segundo isomorfismo viene dado por escision y por el hecho de que
S, C V es retracto de entorno. En particular, obtenemos que [Dy] € H(W,V) es
generador de ese grupo. O]
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Corolario 2.4. Si una triada (W, V, V') admite una funcion de Morse con un tini-
co punto critico de indice k, debe tener nimero de Morse 1 (ya que si fuera 0,
H.(W,V) = 0). Podemos definir ademds el indice de un cobordismo elemental
(W, V, V") como el indice del punto critico de cualquier f : (W,V,V') — R con
un solo punto critico que admita dicha triada, el cual estard bien definido por como
son los grupos de homologia H.(W,V').

En la mayor parte de esta seccion estuvimos trabajando con cobordismos ele-
mentales. Es decir, las funciones de Morse que consideramos tenian un tinico punto
critico. Sin embargo, notemos que las definiciones de las esferas y discos que hemos
dado son validas un poco méas en general, el tnico cuidado que debemos tener es que
en el intervalo que estemos considerando haya un tnico valor critico; pero podria
haber varios puntos criticos que se correspondan a dicho valor.

Supongamos entonces que tenemos una triada (W, V, V') provista de una funcion
de Morse f : W — [a, b] con un tnico valor critico ¢ € (a,b). Sean py, ..., p; los puntos
criticos de f, de indices kq, ..., k; respectivamente. Fijemos un campo tipo gradiente &
para f. Cada uno de los p; tendré entonces sus correspondientes discos Dy, (p;),Dr(p;)
y sus esferas SL(p;), Sr(P;) para i < i <[, de acuerdo a las Definiciones 2.17 y
2.18 respectivamente. Para cada i, sea ¢; : S* 1 x Dr—ki g] embedding caracteristico
correspondiente a p;.

Podemos construir una variedad w(V, ¢, ..., ¢;) de manera analoga al caso [ = 1.
Comenzamos considerando la union disjunta V \U!_;p;(S* x {0}) x [0, 1] UL, Lx,.
Para cada u € S*~1 v € S"%~1 0 € (0,1) y ¢ € [0,1] vamos a identificar al punto
(pi(u, Bv), c) con el tnico punto z € Ly, de la curva integral al campo &;(zy, ..., z,) =
(=21, ..c, —Th,, Thy; 11, -, Tn) tipo gradiente para la funcion fi(xy,...,x,) = ¢ — 3 —
. — a3, + 2 + ... + 22 que pasa por (coshfu,sinhfv) tal que fi(z) = c. Al
igual que en el Teorema 2.5 y el Teorema 2.6, la construcciéon anterior da lugar
a un cobordismo (w(V, 1, ...,01), V., x(V, 1, ..., 1)) que es difeomorfo a (W, V, V)
(notemos que las imégenes de los embeddings caracteristicos ¢; no se intersecan y
por lo tanto x(V, ¢1, ..., ¢;) esta bien definida, lo cual tiene como consecuencia que
los Ly, son abiertos disjuntos en la variedad w(V, ¢1, ..., ¢1)).

Utilizando lo anterior, se puede demostrar de manera analoga al Teorema 2.7
que V U§:1 Dy (pi) es retracto por deformacion fuerte de W. Nos interesaréa en par-
ticular el caso en que todos los puntos criticos tienen igual indice.

Definicion 2.19. Decimos que (W, V, V') es un cobordismo de indice k si admite
una funcion de Morse f con un unico nivel critico ¢ tal que todos sus puntos criticos
D1, ---, 01 Son de indice k.

Corolario 2.5. Si (W, V, V") es un cobordismo de indice k, y p, ..., p son los puntos
criticos, todos al mismo nivel y de indice k, de la funcion de Morse f que admite
por hipdtesis, entonces

HA(W,V) = 7' sii=k
S0 sii#k
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YA[DL(p1)], .., [Dr(p)]} es una base de Hi(W, V).

2.4. Funciones autoindexantes

El objetivo de esta seccidon sera probar el siguiente Teorema:

Teorema 2.8. Dada una funcion de Morse en una triada (W, V, V') de dimension n,
existe una nueva funcion de Morse [ alli que tiene exactamente los mismos puntos
criticos que la original y con el mismo indice, y verifica ademds:

1 f(V)=—3, f(V))=n+3.
2. f(p) = ind(p) para cada punto critico p.
Una tal funcion se llama “funcion autoindexante”.

Para probar este teorema, deberemos ser capaces de intercambiar el orden de
dos puntos criticos. Es decir, dada una funcién de Morse f y dos puntos criticos p y
p tales que f(p) < f(p'), debemos ver cuando podemos cambiar a f por una f tal
que f(p') < f(p). El primer resultado que tenemos en ese sentido es el siguiente.

Teorema 2.9. Sea (W, V, V') una triada y f : W — [0, 1] una funcion de Morse que
tiene exactamente dos puntos criticos p y p'. Supongamos que para alguna eleccion
del campo tipo gradiente & para f se verifique que el subespacio compacto K, de los
puntos cuyas trayectorias van desde o hacia p no interseque al subespacio compacto
K,y de los puntos cuyas trayectorias van desde o hacia p'. Si a,a’ € (0,1), entonces
existe una nueva funcion de Morse g tal que:

1. £ es un campo tipo gradiente para g.

2. Los puntos criticos de g siguen siendo p yp', y g(p) = a, g(p) = d'.
3. g coincide con f en un entorno de VUV’ y difiere de f en una constante
tanto en un entorno U, de p como en un entorno Uy, de p'.

La demostracion puede verse en [Mil65, Thm. 4.1]. Alli se observa que de hecho,
la misma prueba sirve si tenemos dos conjuntos de puntos criticos {pi,...,p;} a un
mismo nivel critico ¢ y {p},...,p.} a un mismo nivel critico ¢/, y las trayectorias
K,,, Kp; son disjuntas dos a dos; siendo posible aqui también construir una nueva
funcion de Morse g con los mismos puntos criticos que f tal que g(p;) = a para todo
1 <1<, g(p;-) = a' para todo 1 < j < r y tal que se cumplan también los otros
dos items del teorema anterior.

Vamos entonces a concentrarnos en cé6mo construir un campo tipo gradiente de
modo que los subespacios K, correspondientes a los distintos puntos criticos sean
disjuntos dos a dos. Si estamos en la situacion anterior (es decir, dos niveles criticos
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¢y  alos que corresponden los conjuntos de puntos criticos {p1, ..., } v {9}, ..., P.}
respectivamente), es claro que K, y K, son disjuntas para todo i # j, puesto que
ninguna trayectoria puede ir desde p; hacia p;, ya que ambos estan al mismo nivel
para f (v f es creciente a lo largo de las trayectorias). Por los mismos motivos, Ky es
disjunta de Kp;_ para todo ¢ # j. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < .
Por la monotonia de f a lo largo de las curvas integrales de £, K, N Kp; # () siy solo
si existe una trayectoria que va desde p; hacia p’;, lo cual ocurre si y solo si Sg(p;)
interseca a Sr(p}) a todo nivel d € (¢, ). En consecuencia, si fijamos d € (c,c) y
logramos cambiar el campo tipo gradiente & de modo que las esferas {Sg(p;) }1<i<i
sean disjuntas con las esferas {SL(p})}1<j<r a nivel d, obtendremos un campo tipo
gradiente para el cual los K, son todos disjuntos.

Trabajaremos de aqui en més, por simplicidad, en el caso en que tenemos dos
puntos criticos p y p' (es decir, [ = r = 1), el caso general sera totalmente analogo
reemplazando siempre Sg(p) por U, Sr(p;) v SL(p') por Uj—, St(p}). Notemos
V" = f~(d). Nuestro objetivo sera “separar” Sg(p) de Sr(p’), deformando a Sg(p)
diferenciablemente dentro de V hasta transformarla en otra esfera embebida que
sea disjunta con Sp(p). Esto serd posible si hay suficiente espacio en la variedad
ambiente V" lo cual se traduce en la condicion

dim(Sg(p)) + dim(SL(p')) < dim(V")
Que es equivalente a las condiciones
m—k—1)+(kK—-1)<n-2
K<k
Sik =ind(p) y ¥ = ind(p'). Para ser precisos, vamos a probar que bajo esa condicion
(k' < k) existe una isotopia H : V x [0,1] — V tal que Hy = idy y H1(Sr(p)) es
disjunta de S7(p'). Probaremos algo un poco méas general, que también nos servira

posteriormente cuando necesitemos interseccion transversal entre las esferas. Damos
antes una definicién que necesitaremos.

Definiciéon 2.20. Sea V' una variedad de dimension n, M CV una subvariedad de
codimension s. Un entorno producto para M en V es un abierto U O M de V', tal
que es difeomorfo a M x R* de modo que M se corresponda a M x {0}.

Proposicion 2.1. Sean M y N dos subvariedades de una variedad V. Si M es
compacta y tiene un entorno producto, entonces existe un difeomorfismo h : V — V
isotdpico a la identidad, tal que h(M) interseca transversalmente a N.

En el caso en que k < k', como dim(Sg(p)) + dim(SL(p")) < dim(V"), que la
interseccion entre h(Sgr(p)) = H1(Sgr(p)) (llamando H a la isotopia entre id y h) y
Sp(p') sea transversal significa que es vacia. Como Sg(p) tiene un entorno producto,
dado por el embedding caracteristico pp : S"F71 x Dk sy (que es el embedding
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caracteristico de la trfada “dada vuelta” (f~'(—oo,d], V", V) correspondiente a la
funcion de Morse —f y el campo tipo gradiente —¢), V", Sg(p) v Si(p') estan en
las hipotesis de la proposicion, de donde tendremos lo deseado si la demostramos.
Concentrémosnos entonces en su prueba.

Demostracion. Sea n = dim(V'), s = codim(M), U un entorno producto de M y
k: M xR* — U el difeomorfismo asociado, verificindose k(M x {0}) = M. Sea
N’ = NNU. Nuestra idea sera construir una isotopia que lleve M a k(M x {xy}) para
algin 2 € R® tal que k(M x {xo}) interseque transversalmente a N. Notemos que
k(M x {x}) no interseca en forma transversal a N si y solo si existe p = k(q,x) €
N’ para algin ¢ € M tal que T,N' + T ,k(M x {z}) # T,V. Si consideramos la
funcion diferenciable 7 := 1o k™!|y» : N’ — R® donde 7 : M x R®* — R® es la
proyeccion en la segunda coordenada, tenemos que lo anterior es equivalente a que
kTN +Tigm) (M x {z}) # Tiqm) (M xR®) = T,M &T,RR®, lo cual a su vez equivale
a que T, ok, 'T,N’ # R*, es decir, a que d,T no sea un epimorfismo. Por lo tanto, si
la interseccion no es transversal entonces p € N’ es punto critico de 7y = € R® es
valor critico. Por el Teorema de Sard, el conjunto de los valores criticos de 7 tiene
medida 0 en R®, resultando que k(M x {x}) th N para casi todo z € R". Tomemos
zo € R™\ {0} tal que esto ocurra.

Para construir la isotopia que deseamos, nos armaremos un campo ¢ € X(V)
tal que su flujo a tiempo 1 lleve M a k(M x {xy}). Con ese proposito, definimos
primero un campo v en R® tal que v(z) = x¢ si |z| < |zo| y v(z) = 0 si |z| > 2|zl
Consideramos el campo (0, ) en M xR?® que induce via k un campo ¢ en U. Notemos
que {p € U : {(p) # 0} C k(M x B(0,2|zo|) el cual es compacto al serlo M. Por
lo tanto, si extendemos a ¢ como 0 en V' \ U obtenemos un campo suave ¢ € X(V)
con soporte compacto, siendo asi completo. Si 1 : V x R — V es el flujo de (,
es claro que ¥(p,1) = k(p,zo) para todo p € M y por lo tanto ¢(-,1) : V — V
es un difeomorfismo isotopico a la identidad que lleva M a k(M x {z¢}), como
queriamos. ]

Teniendo ya una isotopia H : V" x [0,1] — V" tal que H;(Sgr(p)) no interseca a
SL(p'), lo que vamos a hacer es modificar el campo tipo gradiente £ de f de modo
que Sp(p’) no cambie y la nueva esfera derecha a nivel d sea H;(Sg(p)). Para eso,
enunciamos el siguiente lema, que sera muy util en la estrategia de ir modificando
y mejorando el par (f,€) (funcion de Morse y campo tipo gradiente asociado) que
sera usada tanto durante el resto de la tesis como en las partes de [Mil65] que no se
desarrollan aqui para no extenderse excesivamente (nos referimos fundamentalmente
al Primer y Segundo Teorema de Cancelacion). El mismo esta enunciado en [Mil65],
Lemma 4.7].

Lema 2.6. Sea (W, V, V') una triada provista de una funcion de Morse f y un campo
tipo gradiente &. Sea Vi, = f~1(b) un nivel no critico y h : Vi, — Vi un difeomorfismo
isotdpico a la identidad. Si tenemos a < b tal que f~'([a,b]) no contiene puntos
criticos, entonces se puede construir un nuevo campo tipo gradiente £ para f tal que
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1. & coincide con & fuera de f~'(a,b).

2. 81,9 fl(a) = Vj son los difeomorfismos que se obtienen siguiendo las
trayectorias de £ y &' respectivamente, entonces o' = h o .

Notemos que, en la situacién que nos interesa, si primamos a las esferas corres-
pondientes a ¢ entonces Si(p) = ¢’ o ¢ 1 (Sr(p)) = Hi(Sr(p)) ya que como los
flujos llevan esferas en esferas, la esfera a derecha a nivel a (tanto para £ como para
¢’ puesto que ambos coinciden en f~!((—o0,a])) es ¢ ' (Sr(p)), vy la nueva esfera a
nivel b se consigue trasladdndola via el flujo de £'. Por otro lado, como £ = £’ en
b, +0), S;.(p') = Si(p'). Demostremos entonces el lema.

Demostracion. Consideremos la triada (f~*([a,b]), V4, V3) con V, = f~!(a) la cual
admite a f como funciéon de Morse sin puntos criticos, y campo tipo gradiente &.
Notando & = (b — a)— en f~([a,b]), por el Teorema 2.2 el fujo de ¢ induce

un difeomorfismo T' : V, x [0,1] — f~'([a,b]) tal que fol(p,t) = a+t(b—a)y
f‘*(%) =¢. Seag= ¢ lohoyw:V, — V,donde ¢ : V, — Vj se obtiene siguiendo las
curvas integrales de £ (que coinciden con las de f ). Entonces podemos construirnos
a partir de la isotopia H entre id y h otra isotopia G : V, x [0,1] — V, entre id y g
dada por G(z,t) = p o H(p(x),t). Sea a : [0,1] — [0, 1] una funcién diferenciable y
mondtona tal que a(t) = 0en [0,0) y a(t) = 1 en (1—4, 1] para algin 6 > 0. Tenemos
un difeomorfismo ¢ : V,, x [0,1] — V;, x [0, 1] dado por ¢(z,t) = (G(z,a(t)),t). Si
consideramos el campo ¢ = (Fol/)) (4), tendremos que coincide con ¢ en un entorno
de V, UV, ya que ¢, (£) = 4 en V, x ([0,6) U (1 — 6, 1]). En consecuencia, el campo
¢ = i(Tf,zC coincide con & cerca de V, UV}, y entonces extendiédolo como £ al resto
de W obtenemos un nuevo campo en W. Veamos que & es tipo gradiente para f,
para eso alcanzard con ver que ((f) > 0 en f~([a,b]). Pero sip = Io U(x,t),
entonces G(f) = tu(L)y(F o 1) = £f o T o gl 1) = 4f o [(G(w,at)), 1) =
2a+tb—a) =b—a > 0 usando que fo [(z,t) = a + t(b — a). Si seguimos
el flujo 0 : V, x [0,1] — f‘l([a,lz]) de ¢, con la notacion del lema tendremos que
P(x) = 0(z,1) = Toy(x,1) = I'(G(z,a(1)),1) = ¢(Gi(z)) = o g(z) dado que
el difeomorfismo I' o ¢ manda las curvas integrales de d en las de su push forward
(F ow)*(dt) ¢ v que Gy I son la identidad en V, x {0} De la definicién de g sale
que ¢ = h o ¢, verificando & todas las propiedades deseadas. O

A partir de la Proposicion 2.1 y del Lema 2.6 tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.6. Sea (W, V, V') una triada, f una funcion de Morse, & un campo tipo
gradiente para f. Supongamos que f tiene exactamente dos niveles criticos ¢ <
que se corresponden con los conjuntos de puntos criticos {p1,...,p} de indice k y
{p},...,p.} de indice k' respectivamente. Sea b € R un nivel intermedio entre ¢ y
d, y U un entorno de f~1(b). Entonces se puede cambiar a & por un nuevo campo
tipo gradiente & para f que coincida con & fuera de U de modo que las esferas
correspondientes a ese campo verifiquen Sg(p;) M Sr(p;) para todo par i, j.
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Por lo que antes observamos, si &’ < k en el corolario anterior, la condicion de
transversalidad se traduce en que las esferas sean disjuntas. Asi, apelando también
al Teorema 2.9 obtenemos lo que sigue.

Corolario 2.7. Sea (W,V, V') una triada, f una funcion de Morse, & un campo
tipo gradiente para f. Supongamos que f tiene exactamente dos niveles criticos ¢ y
', que se corresponden con los conjuntos de puntos criticos {p,...,pi} de indice k y
{p},...,p.} de indice k' respectivamente. Supongamos que k' < k y ¢ < c. Entones
cambiando £ para que las esferas no se intersequen entre si de ser necesario, dados
(a,a’) € (0,1) existe una funcion de Morse g en nuestra triada tal que

1. £ es un campo tipo gradiente para g.

2. Los puntos criticos de g siguen siendo los mismos que los de f, siendo g(p;) = a
para todo 1 < i <1y g(p}) =a’ para todo 1 < j <r.

3. g coincide con f en un entorno de VUV’ y difiere de f en una constante en
un entorno U, de cada punto critico p.

Es importante mencionar que, asi como usaremos el Corolario 2.7 para de-
mostrar el Teorema 2.8, el Corolario 2.6 nos serd muy tutil posteriormente para
garantizarnos la transversalidad de esferas izquierdas y derechas que necesitaremos
a la hora de definir Homologia de Morse. Y del mismo modo, muchas veces en la
demostracion del Teorema de h-cobordismo se utiliza en forma aislada el Lema
2.6 para alterar el campo tipo gradiente via isotopias con propositos distintos a
garantizar la transversalidad de las esferas, con lo cual cada uno de estos tres resul-
tados tiene una relevancia y una utilidad individual, por eso nos hemos detenido en
motivarlos y nos explayamos en su demostracion.

Teniendo el Corolario 2.7, la demostracion del Teorema de la Funcién Auto-
indexante (2.8) es la que sigue. Sa f : W — [a,b] la funcion de Morse de la que
partimos. Primero, tomamos una f que tenga los mismos puntos criticos que la origi-
nal y de igual indice, pero tal que f(p) # f(q) para todo par de puntos criticos p # q.
Tenemos entonces [ puntos criticos py, ..., p; tales que f(p1) < f(p2) < ... < f(m)-
Luego, vamos intercambiando las posiciones relativas de los puntos criticos (respec-
to del valor de f), a través del siguiente algoritmo. En el primer paso, tomamos
un punto critico pj de indice minimo k entre los p;, y utilizando el Corolario varias
veces (tantas como la cantidad de puntos criticos en los que f toma un valor menor
que en p}) alteramos f para que el valor que toma en p} sea el minimo de los que
toma en el conjunto de los puntos criticos. Luego, tomamos b un valor regular tal
que el tnico punto critico en W sea pj; y si V" = f~1(b) nos restringimos a la
triada (Wa, Vo, V4) = (W, V", V). Con esa nueva triada y con la funcién de Morse f
modificada que teniamos (ahora con [ — 1 puntos criticos) volvemos a empezar con
el algoritmo, “llevando hacia abajo” un nuevo punto critico p, que minimiza el indice
entre los de W5. Y asi sucesivamente. Con esto, obtendremos una nueva funcién de
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Morse f con los mismos puntos criticos pero numerados como p, ..., p; de modo que

ind(p)) <ind(ph) < ... <ind(p)) y f(p}) < f(ph) < ... < f(p;). Alineando entre si a
los puntos de igual indice via el Corolario 2.7 y componiendo con un difeomorfismo
o [a,b] — [—3,n + 1] adecuado, obtenemos una funcién autoindexante.
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Capitulo 3

El Teorema de h-cobordismo

A partir de lo discutido en el Capitulo 2, estamos en condiciones de enunciar
el resultado sobre el que trata esta tesis: el Teorema de h-cobordismo, asi como de
presentar un esquema de su demostracion (lo cual haremos en la primera seccion)
y desarrollar una parte de su prueba (lo cual serda hecho en la segunda). Se daran
posteriormente las aplicaciones clésicas del teorema: la Conjetura generalizada de
Poincaré en dimension > 6 y la caracterizacion del n-disco también para n > 6.
Finalmente, se cerrara el capitulo analizando una generalizaciéon en cierto sentido
del Teorema de h-cobordismo cuando H,(W, V') # 0, a través de las desigualdades
de Morse.

3.1. Enunciado del teorema y esquema de la demos-
tracion

Una triada (W, V, V') se dice un h-cobordismo si tanto V' como V’ son retractos
por deformaciéon de W. En ese caso decimos que V' y V' son h-cobordantes. Notemos
que si V' y V' son h-cobordantes entonces tienen el mismo tipo homotépico. Una
pregunta natural que podemos formularnos es: podremos decir algo mas fuerte?
Dado que W, V' y V' no son sélo espacios topolégicos (o C'W-complejos) sino que
tienen estructura de variedad diferenciable, resultara ser que de hecho V' y V' son
homeomorfas, o incluso difeomorfas?

El Teorema de h-cobordismo da una respuesta a ese interrogante: nos dice que
si (W, V, V') es un h-cobordismo, y ademéas W, V' y V'’ son simplemente conexas y
dim(W') > 6 entonces (W, V, V’) es un cobordismo trivial (es decir que (W, V, V') =
(V x[0,1],V x {0},V x {1}) y por lo tanto V" es difeomorfa a V).

Vamos a formular una version equivalente del teorema en el cual reemplacemos la
hipotesis de ser un h-cobordismo por otra que sea mas facil de verificar (o al menos,
que sea en apariencia més débil y mas verificable). Es evidente que si (W, V, V') es un
h-cobordismo, entonces H,(W,V) = H,(W,V’) = 0 (tomaremos siempre homologia
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con coeficientes en 7). Pero de hecho, también vale la reciproca: si H,(W,V) =
H,(W,V') = 0, como V es simplemente conexa y no vacia, y el par (W, V) es 1-
conexo y H.(W,V) = 0; por el Teorema de Hurewicz (version relativa) vale que
m: (W, V) = 0 para todo i € Ny. En consecuencia, al ser V' un subcomplejo del CW-
complejo W'y ser la inclusion una equivalencia homotopica débil, por el Teorema de
Whitehead V' C W es retracto por deformacién. Analogamente, V' C W es retracto
por deformacion. En consecuencia, una triada (W, V, V') de varidades simplemente
conexas es un h-cobordismo si y solo si H, (W, V) = H,(W,V’) = 0. Mas aun: si
pedimos solamente que H,(W,V) = 0, entonces por Dualidad de Poincaré para
triadas (resultado que puede hallarse en [Mil65, Thm. 7.5] y es un corolario de la
equivalencia entre la homologia de Morse y la singular, lo cual serd explicado en
la siguiente seccion) tendremos que H*(W,V’) = 0 y entonces por el Teorema de
coeficientes universales H,(W,V’) = 0. A partir de esto, llegamos a la conclusion
que si W, V y V' son simplemente conexas, (W, V,V’) es un h-cobordismo si y
solo si H, (W, V) = 0, lo cual también es equivalente por los mismos motivos a que
H,(W, V") =0 (es decir, la simetria en el rol que juegan V' y V' dentro de la triada
se ve también reflejada, como es esperable, en la simetria respecto a la condicion de
tener homologia relativa nula). Con esto en mente, damos la siguiente formulacion
equivalente del teorema, que sera con la que trabajaremos de aqui en mas:

Teorema 3.1 (h-cobordismo). Sea (W, V, V') una triada donde W, V,V' son varie-
dades simplemente conezas y dim(W) > 6. Supongamos que H,(W,V) = 0. Enton-
ces (W, V, V") es un cobordismo producto.

Vamos a esquematizar a continuacién los pasos de la prueba de este resultado,
de acuerdo a [Mil65]. Varios hechos que necesitaremos fueron desarrollados en los
capitulos anteriores, y demostraremos en la secciéon siguiente uno de los citados
pasos; mientras que para los restantes nos referiremos directamente a [Mil65], debido
a varios motivos. El primero de ellos es que este paso es considerado central en la
prueba, crucial para entenderla y conectar las distintas partes de la misma. Por
otra parte, aparecen alli casi todas las ideas importantes de [Mil65], desde las més
geométricas como modificar los campos tipo gradiente via isotopias hasta las mas
algebraicas como el uso de técnicas homolégicas; y hay una ida y vuelta entre estas
dos vertientes. Ademas, se haréa énfasis en algunos detalles de la demostracion que
no aparecen en el libro y ayudan a entenderla con mayor profundidad. Por tltimo,
entender bien ese apartado conduce también a otras aplicaciones que luego vamos a
detallar.

La primer idea de la demostracion es usar el hecho de que si (W, V, V') admite
una funciéon de Morse sin puntos criticos, entonces es difeomorfa a la triada (V' x
[0,1],V x {0}, V x {1}). Luego lo que queremos hacer es construir una tal funcion.

Para eso, usamos que toda triada admite una funcion de Morse. Més precisa-
mente, nos interesara partir de una funciéon autoindexante tal como nos provee el
Teorema 2.8. La idea va a ser ir “cancelando” entre si puntos criticos, es decir, ir
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obteniendo funciones de Morse con una cantidad cada vez menor de puntos criticos
hasta llegar a una que no tenga ninguno. Para ello, utilizaremos los dos siguientes
teoremas cuya demostracion se omite pero puede encontrarse en [Mil65]:

Teorema 3.2 (Primer Teorema de Cancelacion). Supongamos que tenemos una
triada (W, V, V') y una funcion de Morse f : W — [0,1] con exactamente dos
puntos criticos p y p' tales que f(p) < % < f(p'). Supongamos ademds que eziste
k € Ny tal que ind(p) = k e ind(p') = k + 1. Sea & un campo tipo gradiente para
f. Notemos Sg a la esfera derecha de p y S} a la esfera izquierda de p' a nivel %
asociadas a . Supongamos ademds que Sg y S7 se cortan de manera transversal
en un unico punto. Notemos T a la unica trayectoria de p a p' integral al campo &.
Luego dado cualquier entorno abierto U de T', podemos encontrar un campo nunca
nulo & en W que coincida con & fuera de U cuyas curvas integrales vayan todas de
V aV'. Mds ain, podemos definir una funcion de Morse f' para la triada (W, V, V')
sin puntos criticos para la cual & sea un campo tipo gradiente, y que coincida con f

en un entorno de VUV’

Teorema 3.3 (Segundo Teorema de Cancelacion). Sea (W, V, V') una triada de
variedades simplemente conezxas con dim(W) = n > 6. Supongamos que admite una
funcion de Morse f : W — [0,1] con exactamente dos puntos criticos p y p' tales
que f(p) < % < f(p'). Supongamos ademds que existe k € Ny tal que ind(p) = k
eind(p’) = k+ 1. Sea & un campo tipo gradiente para f. Notemos Sg a la esfera
derecha de p y S} a la esfera izquierda de p' a nivel % asociadas a . Supongamos
que hemos orientado al fibrado tangente de S} y al normal de Sg de manera tal que
Sr-S; = =+1. Si2 <k <n— 3 entonces la triada admite una funcion de Morse
sin puntos criticos. Mds precisamente, se puede alterar el campo tipo gradiente &
unicamente en un entorno de f~1(3) de modo que (f,€') estén bajo las hipdtesis del
Primer Teorema de Cancelacion.

Contando con estos dos teoremas, la idea para cancelar los puntos criticos sera
la siguiente. Tomamos una funcién autoindexante en ¢ = (W, V, V') de acuerdo al
Teorema 2.8. Sea ¢ = ¢y - ¢1 -+ ¢, donde cada cobordismo ¢; = (f_l[i — %,i +
s, f7H@ = 5), 1@ + 1)) tiene solo puntos criticos de indice ¢ y todos al mismo
nivel. Definimos W), = ¢y ¢, = f_l[—%,k + %] paracada 0 < k<ny W_;=V.
Supongamos que ya orientamos los fibrados tangentes de todas las esferas izquierdas,
y los fibrados normales de todas las esferas derechas correspondientes a los puntos
criticos adecuadamente (lo cual sera precisado en la seccion posterior). Si tenemos
dos puntos criticos p € ¢ y p’ € ¢y tales que Sg(p) - S7.(p') = £1 a nivel k + %,
entonces por el Teorema 2.9 podemos cambiar la funciéon de Morse f por una f’
con los mismos puntos criticos para la cual £ sigue siendo campo tipo gradiente (es
decir, no alteramos las trayectorias) pero tales que k < f'(p) < k + % < f'p) <
k + 1 siendo f'(q¢) = f(q) para todo ¢ punto critico de f distinto de p y p’. En
consecuencia, podemos descomponer al cobordismo ¢ = ¢, - cpq1 en c = ¢, - d - ¢4
donde d tiene como tnicos puntos criticos a p y p’, y ¢}, ¥ ¢4, tienen un punto
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critico menos que ¢ y cpiq respectivamente. Luego, si el cobordismo d cumple las
restantes hipotesis del Teorema 3.2 o Teorema 3.3, serd trivial; y podremos
obtener entonces en (W, V, V') una funcion de Morse con dos puntos criticos menos.
Vamos a probar que bajo ciertas condiciones, este argumento se puede repetir hasta
no tener ningin punto critico. Enunciaremos precisamente el resultado en cuestion,
cuya demostracion sera detallada posteriormente:

Teorema 3.4 (Cancelacion en las dimensiones intermedias). Sea (W,V, V') una
triada de variedades simplemente conexas con dim(W) =n > 6 y H, (W,V) = 0.
Supongamos que admite una funcion de Morse f tal que no tiene puntos criticos de
indices 0,1, n — 1 o n. Entonces (W, V, V") es un cobordismo producto.

Notemos que el teorema anterior es casi idéntico al de h-cobordismo salvo porque
asume la existencia de una funciéon de Morse sin puntos criticos de indice 0, 1, n —1,
n. De modo que lo tnico que nos faltaria para terminar de establecer el resultado
que deseamos es ver que podemos eliminar ese tipo de puntos criticos. Para eso,
tenemos los siguientes dos teoremas (demostrados en [Mil65|, capitulo 8):

Teorema 3.5. Sea (W,V, V') una triada tal que Ho(W,V) = 0, provista de una
funcion de Morse. Entonces los puntos criticos de indice 0 pueden ser cancelados
contra un igual nimero de puntos criticos de indice 1.

Teorema 3.6. Sea (W,V,V') una triada de dimension n > 5 tal que W,V son
simplemente conezxas. Supongamos que tenemos alli una funcion de Morse sin puntos
criticos de indice 0. Entonces, por cada punto critico de indice 1 se puede insertar
un par de puntos criticos auxiliares de indices 2 y 3 y luego cancelar el punto critico
de indice 1 con su correspondiente de indice 2. De este modo, cambiamos cada punto
critico de indice 1 por un punto critico de indice 3.

A partir de los dos resultados anteriores, es claro que bajo las hipotesis del
Teorema de h-cobordismo podemos primero eliminar los puntos criticos de indice
0 y luego estar bajo las hipotesis del Teorema 3.6 para eliminar los de indice 1;
agregando solo puntos de indice 3. Del mismo modo pero “dando vuelta la triada”,
es decir, mirando (W, V', V) (cuyos puntos criticos de indice k son los de indice
n —k de (W, V, V")), se prueba que es posible cancelar todos los puntos criticos de
indice n y n — 1 creando a lo sumo puntos nuevos de indice n — 3. Entonces, lo que
haremos es primero cancelar los de indice 0 y 1, creando a lo sumo nuevos puntos
criticos de indice 3; y luego modificaremos la funciéon de Morse f obtenida que no
tiene puntos criticos de indice 0, 1 eliminando los de indice n, n — 1 a cambio de
agregar posiblemente puntos de indice n — 3, esto es, sin agregar ninguno de indice
0,1 porque n — 3 > 1. Estaremos entonces bajo las hipotesis del Teorema 3.4, con
lo que llegaremos a la conclusion de que (W, V, V') es un cobordismo producto, como
queriamos.
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3.2. Cancelacion en las dimensiones intermedias

El objetivo de esta seccion es probar el Teorema 3.4. Comenzamos, como di-
jimos antes, con una funcién autoindexante f en (W, V, V'), la cual nos lleva a una
descomposicion W = ¢ - - - ¢,, donde cada ¢, es un cobordismo de indice k.

Dado que vamos a utilizar fuertemente el Teorema 3.3, comenzamos fijando
las orientaciones necesarias. Dado 0 < k < n —1 sea My = f~Y[k — 5,k + 1)),
Vii=f"(k—3)y V| = f'(k+3). Para cada punto critico p, nos interesa orientar
su esfera izquierda Sp(p) a nivel k — 3 (donde k = f(p) = ind(p)) y el fibrado
normal a su esfera derecha como subvariedad de V}, al cual denotamos vSg(p); para
poder aplicar los argumentos descriptos en la secciéon anterior a cualquiera de los
cobordismos ¢ - ¢y1 con 0 < k < n — 1. Asi, fijo el punto critico p de indice
k toda la informacién que necesitamos para orientar sus esferas estid contenida en
la triada ¢, = (My, Vi, V). Luego, alcanza con analizar el caso de un cobordismo
¢ = (M,V,V’) junto con una funcién de Morse f : M — [0, 1] tal que todos sus
puntos criticos estan a nivel % y son de indice k, para algun k € Ny fijo.

Bajo esas condiciones, tomaremos la esfera Sp(p) y el disco D (p) a nivel 0; y
la esfera Sr(p) y el disco Dg(p) a nivel 1. Veamos que si damos una orientacion a
cada disco, éstas inducen una en cada esfera. Para los izquierdos, esto se debe a que
0D (p) = Si(p). Para los derechos, mirando los morfismos de fibrados sobre Sg(p)

TV —— TW —=— TW/TDg(p)

Dados por la inclusion y la proyeccion al cociente, resulta que 7 o ¢ induce un
isomorfismo entre vSg(p) = TV/TSgr(p) y la restriccion de vDg(p) a Sg(p). En
consecuencia, cada orientacion de vDg(p) induce una de vSg(p); y serd suficiente
con orientar a Dy (p) y vDg(p). Para eso, elegimos una orientacion arbitraria para
Dy (p) y aprovechando que interseca a Dr(p) de manera transversal y tinicamente en
p; damos a vDg(p) la orientacion tal que Dg(p) - Dr(p) = +1. De esta manera, una
vez elegidas orientaciones de los discos izquierdos; quedan determinadas las de los
discos derechos, las esferas izquierdas y los fibrados normales a las esferas derechas.

Lo que nos interesa ahora es empezar a cancelar puntos criticos de la forma
preanunciada en la seccion previa; es decir: tomar p € ¢, p’ € ¢,y y cancelarlos de
alguna manera. Para eso, lo que vamos a querer es construir algin objeto (algebraico)
que relacione los puntos criticos de indice k£ con los de k — 1 para cada 1 < k < n.
Antes que nada, recordemos que a partir del Corolario 2.5 sabemos que Hy (M, Vi)
tiene como base a {[DL(p})], ... [Dr(pf,, )]} siendo p¥, ..., pk, los puntos criticos de
Ck.

Si notamos Wy a la traza del cobordismo cq--- ¢, por Escision y usando que
V). tiene un entorno sin puntos criticos en W; tendemos que H,(Wy, Wy 1) =
H.(M;,Vy) donde el isomorfismo viene dado por la inclusion
i (Mg, Vi) = (Wy, Wi_1). Por lo tanto, una base de Cy := Hy(Wy, Wy_1) seguira
siendo la base de los discos orientados {[Dr(p})], ..., [Dr(pk,, )]} Es decir que el grupo
de homologia relativa Cj recién definido a nivel £ mide exactamente la cantidad de
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puntos criticos de indice k; es el grupo abeliano libre generado por esos puntos criti-
cos. Resulta natural entonces querer construir un morfismo de grupos abelianos entre
Cr v Cr_1 que estableceria la “relacion” entre los puntos criticos de indice k y los de
k —1 que estamos buscando. Pero Cy, = Hy (Wi, Wi_1) y Cr—1 = Hp_1(Wy_1, Wi_s),
de modo que podemos obtener el morfismo deseado mirando la sucesion exacta larga
en homologia de la terna (Wy, Wy_1, Wi_o).

9;
— H]'(Wk,Wk,Q) e Hj(Wk7Wk,1) — Hj,l(Wk,hVVk,Q) —_— Hj*l(WIWkaZ) —_— ...

Y tomando j = k. Como ademaés vale que si [o] € Hy(Wg, Wi_1) con o : AF —
W} un k-simplex singular, entonces 9;([7]) = [0o]; tenemos que (C,, ) es un com-
plejo de cadenas. (C., 0) es el complejo de Morse de (W, V, V') asociado a la funciéon
autoindexante f y el campo tipo gradiente prefijado &.

Teniendo dicho complejo y una base asignada a cada Cj, (la de los discos izquier-
dos orientados), resulta natural preguntarse cual es la matriz de 0, en esas bases

para cada k. La respuesta se deduce de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sean (W, V, V') y (W', V', V") dos triadas, y supongamos que
tenemos una funcion de Morse f en (W U W' V.V") cuyos puntos criticos son
Q- qi de indice k y al mismo nivel en Wy q1, ..., q,, de indice k + 1 y al mismo
niwel en W'. Supongamos que orientamos a los discos y esferas correspondientes de
la manera explicada anteriormente. Entonces el morfismo 0 : Hy (W UW' W) —
Hy (W, V) viene dado en la base de los discos izquierdos orientados por la matriz

(aij) € Z>™ con a;; = Sr(q;) - S(g;)-

Demostracion. Como 9([DL(q})]) = [0Dr(q;)] = [Sr(q;)], dandole a S1,(g;) la orien-
tacion inducida por la del disco Dr(q}), nos alcanzard con probar el siguiente lema,
extraido de [Mil65, Lemma 7.2|.

Lema 3.1. Sea M una subvariedad cerrada, conexa y orientada de V', de dimension
k. Seah : Hy(M) — Hy(W, V) el morfismo inducido por la inclusion y [M] € H*(M)
el generador de orientacion. Entonces h([M]) = S._,(Sr(¢:) - M)[Dr(q:)].

Para simplificar la demostracion del lema, vamos a suponer que [ = 1; el caso
general puede obtenerse razonando de manera similar y teniendo en cuenta lo expli-
cado al final de la Seccion 2.3.3 (la caracterizacion de cobordismos con un tnico
valor critico como la traza de una cirugia con varios embeddings caracteristicos).
Notaremos entonces ¢ = q1, Dy = Dr(q1), Dr = Dgr(q1) y Sk = Sr(q1). Vamos
a asumir también que M M Sgi, pudiendo extenderse la nocion de namero de in-
terseccion de modo que estos resultados permanezcan validos aunque M N Sk no
sea transversal. Queremos ver que h([M]) = (Sg - M)[Dy]. Sear : W — V U Dy,
la retraccién del Teorema 2.7 e 7 : V U Dy — W la inclusién. Consideremos el
siguiente diagrama:
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Hy(M) — 5 H.(V',V'\ Sg)

h1

~

Hy (W, W \ Dg)

Tx

~

Hk(V U DL, Vu DL \ {q})
ha

H,(VUD,V)

=

Hy(W, V)

Donde hy y hy son inducidos por la inclusiéon como morfismo de pares, y hs es
el inverso del morfismo hg : H,(V U D, V) — H(VUDL,VUDy\ {q}) dado por
la identidad como morfismo de pares (el cual es inversible al ser V- C VU Dy \ {q}
retracto por deformacion fuerte). Notemos j : M — W a la inclusion. Entonces, el
diagrama es conmutativo ya que h, " oi;'oh = hzor,0h y 7,0 hy o hy vienen
inducidos por el morfismo de pares roj: (M,0) — (VU D,V U Dy \ {q}). Como
por el Lema 1.5 es ho([M]) = (Sg - M)n, siendo n € H,(V',V'\ Sg) el generador
de orientacion; nos alcanzaréa con ver que i, 0 hyor,ohy(n) = [Dy] (por simplicidad,
notaremos de aqui en mas [Dy] a la imagen de la clase de homologia fundamental
(D] € Hi(Dy) por diferentes morfismos inducidos por la incusion).

Sea D un disco abierto de dimension k, orientado y embebido en V', de modo
que interseque a Sk de manera transversal y en un tnico punto p, con ntimero de
interseccion +1. Entonces por la Proposicion 1.7 tenemos que k. ([D]) = n donde
k: (D,D\{p}) — (V',V"\ Sg) viene dado por la inclusion. Por otro lado, D
también estd embebido en W e interseca a Di de manera transversal y tinicamente
en p, con nimero de intersecciéon +1, con lo que por la versién de la Proposiciéon
1.7 para variedades con borde discutida en la Seccion 1.2.6, k.([D]) = n' donde
k' :(D,D\{p}) — (W,W\ Dg) es lainclusion y ' € H(W, W\ Dg) es el generador
de orientacion. De aqui concluimos que hi(n) = n’. Pero como Dy, es un disco cerrado
embebido en W y orientado, que interseca a Dg Gnicamente en ¢ y con niimero de
interseccion +1, tenemos que [Dy] = 7' (al ser valida la Proposicién 1.7 también
para discos cerrados, como se observa en la Seccion 1.2.6). Como [Dy] queda fijo
por 7, hy € i, deducimos que i, o hy o 7, 0 hy(n) = [Dy], como queriamos.

[]

En nuestro caso sera W = M, y W' = M;,1; y el morfismo de borde 0 :
Hiy1 (Mg U Myyq, My) — Hy(My, Vi) se corresponderé via el isomorfismo dado por
el Teorema de Escision con Oyy1 @ Hir1(Wir, Wi) — Hp (Wi, Wi_1) preservando las
clases de los discos izquierdos orientados. Se tiene entonces que para cada 1 < k <n
la matriz de Oy, en la base de los discos posee las entradas descriptas en la proposi-
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cion anterior. Esto justifica el nombre “complejo de Morse”, ya que tanto los C', como
el morfismo de borde quedan totalmente determinados por el par (f,¢). La definicion
del complejo en términos de los grupos de homologia relativa Hy(Wy, Wy_1) y no
directamente de las propiedades intrinsecas de (f,£) que lo terminan determinando
se debe tanto a que esto nos da una prueba inmediata de que en efecto (C,,0) es
un complejo (mientras que ese hecho no es obvio definiendo los morfismos de borde
como los dados por las matrices de los nimeros de interseccion de las esferas), y a
que esto también nos permite probar en forma sencilla que la homologia de Morse
es equivalente a la singular, como haremos en breve. Dicho resultado nos permitira
entonces ir cambiando de un complejo de Morse a otro (modificando el par (f,€)
convenientemente, para tener menos puntos criticos) manteniendo siempre la misma
homologia.

Es a partir del complejo de Morse que entran a jugar los nimeros de interseccion
de las esferas: si tuviéramos un punto critico ¢; de indice £ + 1 y uno g; de indice
k tales que Ok4+1([Dr(q))]) = [Dr(g;j)], obtendriamos automéaticamente que Sg(g;) -
Sr(q}) = 1y entonces separando a estos dos puntos y aplicando el Teorema 3.3
(asumiendo que se cumplen todas las hipotesis necesarias para hacer estas dos cosas)
podremos cancelar entre si a ¢, y ¢;. Reciprocamente, esto esclarece por qué en
[Mil65] interesa mejorar el Teorema 3.2 (que pedia interseccion transversal de las
esferas en un tnico punto) en la version mas general del Teorema 3.3 (donde so6lo se
pide que el numero de interseccion sea £1): los niimeros de interseccion aparecerian
en estos morfismos.

Lo que haremos entonces es usar al complejo (C,,d) para hacer siempre que
podamos que el morfismo 0 mande un disco izquierdo orientado en otro, y asi ir
cancelando sucesivamente los puntos criticos. Para eso, vamos a necesitar dos teo-
remas fundamentales, que son enunciados y demostrados a continuacion.

Teorema 3.7. La homologia de Morse asociada a un par (f,§) es isomorfa a la
homologia singular, es decir: Hy(Cy) = Hp(W, V') para todo k.

Demostracion. Fijemos 0 < k < n. En primer lugar, veamos que Hy(W, V) solo
depende de ¢, cxi1 ¥ cx—1. Esto se debe a que ¢ = (W, V, V') se obtiene de ¢;_; -
¢k - cp+1 componiendo con una cantidad finita de cobordismos, todos ellos de indice
menor a k — 1 o mayor a k + 1; y sabemos que componer con un cobordismo de
indice j es homotopicamente equivalente a adjuntar un disco de dimensioén j, lo cual
no deberia cambiar el j-ésimo grupo de homologia si j <k —10j5 > k+ 1.

Lo que probaremos es precisamente que Hy(W,V) = Hy(Wyi1, Wi_2) (donde
W_o =V = Vp). Para eso, veremos primero que fijo 0 < k < n, la inclusion
induce un isomorfismo Hy (Wi, Wi—o) — Hip(Wiyiv1, Wi—o) para cada ¢ > 1. Esto
puede verse considerando la sucesion exacta larga de la terna (W1, Weii, Wi—_2)
y usando que por el Corolario 2.5:

Z sij=k+i+1

0 sino

Hi(Wiyivr, Wip) = Hj(Mgyiva, Vierin) = {
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En consecuencia, las inclusiones inducen isomorfismos

H(Wig1, Wi—2) = Hy(Wiao, Wi_o) = .. = H (W, Wi_o) = Hpy(W, Wi_s)

Si notamos Wy, a la traza del cobordismo ¢, - Cri1 - Cq para cada k > 0, tendre-
mos que por Escision Hy, (W, Wj,_o) & H(Wy_1, Vi_1). De forma similar a lo hecho
recién, se prueba que Hy(Wy_1,Vio1) & H(Wi o, Vio) = ... = H,(Wo, Vo) =
H (W, V), llegando a lo deseado.

Luego, es suficiente probar que Hy(C,) = Hy(Wyi1, Wi_o). Para eso, arma-
mos el siguiente diagrama; donde la fila y la columna son exactas y provienen de
las sucesiones exactas largas de las ternas (Wy, Wy_1, Wi_2) v (W1, Wi, Wi_1)
que es de donde salen precisamente los morfismos de borde de nuestro complejo:

Hy (W1, Wy—2)

~

H, (Wi, Wi_2)

(67
~

Ok41

Hyy1 (Wi, W) ——— Hpy(Wy, Wi_q) SN Hiy(Wis1, Wi—1)

Ok

-

Hy s(Wi—1, Wy_)

Tenemos que Hy,(Wy_1, Wi_9) = Hp(Mg_1,Vi—1) = 0alser cx_y = (My_1, Vi1, Vi)
un cobordismo de indice k — 1; de donde o es monomorfismo.

Por definicion, Hy(C\) = ker(9x)/Im(0k+1) = Im(«a)/ker(f) usando la exacti-
tud. Como « : Hy(Wy, Wi_s) — Im(«a) es un isomorfismo, tendremos que I'm(«)/ ker(5) =
H, (W, Wi_a)/a  (ker(B)) = Hy (Wi, Wi_2)/ ker(8 o a) = Im(S o a) por el Teore-
ma de Isomorfismo. Notemos que o« = j es el morfismo inducido por la inclusiéon
(Wi, Wi—a) < (Wii1, Wi_1). Tenemos entonces que factoriza

Hy(Wi, Wi—a) —— Hyp(Wis1, Wi—2) —— Hy(Wier, Wi—1)

Es decir, j = 6 o . Vamos a probar que ¢ es monomorfismo y 7 epimorfismo.
Para ello, usamos las sucesiones exactas de (W1, Wi, Wi_2) y (Wiy1, Wi_1, Wi_2),
obteniendo el siguiente diagrama conmutativo:

Hy (Wi, Wi_2)

| \

Hiy(Wi—1, Wi—2) —— Hp(Wig1, Wi_o) — Hy(Wig1, W)

|

Hy(Wig1, Wy)

Ya vimos antes que Hy(Wj_1, Wy_o) = 0y por motivos anélogos Hy (W1, Wy) =
Hyp(Mgi1, Vii1) = 0, de donde 7 es epimorfismo y ¢ monomorfismo. En consecuencia,
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Hy(Cy) = Im(j) = 6(v(Hr(Wi, Wi—2))) = 0(Hp(Wii1, Wi—2)) = Hp(Wiiq, Wy_2)

como queriamos. (]

Teorema 3.8 (Basis Theorem). Sea (W,V, V') una triada de dimension n, que
admite una funcion de Morse [ tal que todos sus puntos criticos estin al mismo
nivel y son de indice k. Supongamos que 2 < k <n—2 y que W es conexa. Sea & un
campo tipo gradiente para f y sean qi,...,q los puntos criticos de f. Sea {by,...,b;}
una base cualquiera de Hy,(W,V'). Entonces, existen una funcion de morse ' y un
campo tipo gradiente asociado & que coinciden con f y & respectivamente en un
entorno de V.U V' tales que f' tiene los mismos puntos criticos que f (al mismo
nivel y con el mismo indice k) y eligiendo las orientaciones adecuadas [Dy(q;)] = b;
para todo 1 <1 <.

Demostracion. Partimos de una funciéon de Morse f y un campo tipo gradiente &
cuyos discos izquierdos orientados determinan una base {ai,...,a;} de Hp(W,V).
Sabemos que dadas dos bases de un Z-modulo libre y finitamene generado como es
Hy (W, V), podemos obtener una de la otra aplicando finitas veces operaciones del
siguiente tipo:

(i) Permutar elementos de la base.
(ii) Cambiar algin elemento por su opuesto.
(iii) Cambiar {cy, co,...,c;} por {c1 + ¢, o, ...y}

Podemos entonces obtener B’ = {b1,...,b} de B = {ay, ..., a;} haciendo finitos
pasos de tipo (i), (ii) o (iii). Por lo tanto, si probamos que podemos perturbar f
y & bajo las restricciones del teorema (es decir, manteniendo los mismos puntos
criticos, al mismo nivel y con el mismo indice, y coincidiendo el nuevo par (f,¢)
con el anterior en un entorno de V' U V') de modo que los nuevos discos obtenidos
representen a una base que se obtiene de {ay, ...,a,} aplicando un paso de tipo (i),
(ii) o (iii) concluiremos lo deseado. Como el paso (i) se logra meramente cambiando
la enumeracion de los discos, y el (ii) invirtiendo la orientacion, alcanzara con ver
que podemos realizar el paso (iii).

En primer lugar, recurrimos al siguiente lema.

Lema 3.2. Sea D un disco de dimension k orientado y embebido en W \ V' de
modo que sea una subvariedad buena (en particular, 0D C V) y que interseque
transversalmente a los discos derechos. Entonces [D] = S_._ (Dr(p;)- D)[Di(pi)] en
Hy (W, V).

Demostracion. Sil = 1, aplicando el Lema 1.6 tenemos que ¢’ o g([D]) = (Dg-D)n
donde Hy(D,0D) —— H,(W,V) 7, Hy(W,W \ Dg) vienen dados por las

inclusiones y n € Hi(W,W \ Dg) es el generador de orientacion. Como por lo
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discutido previamente [Dy]| = n € Hx(W, W\ Dg), resulta ser g([D]) = (Dg-D)[Dy],
dado que ¢’ es un isomorfismo, al haber un diagrama conmutativo

Hy(W.V) ——%—— H(W,W \ Dp)

I |-

Hy(VUDL, V) =2 H(VUD,,VUDL\{q})

En el cual tanto i, como los morfismos verticales son isomorfismos. El caso general
se resuelve utilizando esto y la caracterizacion de cobordismos con un tnico valor
critico en términos de cirugia dada al final de la Secciéon 2.3.3. O]

A partir del lema, la idea de la demostraciéon sera perturbar f y £ de modo que
los nuevos discos { D7 (p;) }1<i<; coincidan con los originales para ¢ = 2,...,n y a su
vez se cumpla Dg(p1) - Di(p1) = Dr(p2) - Di(p1) = 1y Dr(pi) - Di(p1) = 0 para
todo 3 < i <[, obteniendo como nueva base de los discos {a; + as, as, ..., a, }.

Para eso haremos lo siguiente: como los discos correspondientes a puntos criticos
distintos son disjuntos, usando el Teorema 2.9 podemos cambiar f por f; de modo
que admita el mismo campo tipo gradiente, coincida con f en un entorno de V.UV’
y en uno de cada punto critico p; para ¢ > 2, y difiera de f en una constante en un
entorno de p;. Elegimos la constante de modo que ¢ = fi(p1) > f(p1) = ¢ que es el
nivel critico para f, de modo que terminaremos incrementando f alrededor de p; y
manteniéndola constante alrededor de los restantes puntos criticos, como se muestra
en la Figura 3.1 (donde los Dp(p;) son los discos izquierdos correspondienes al
campo tipo gradiente £ para las funciones de Morse f y fi).

Tomamos g : ¢ < tg < ¢ y definimos Vj := f 1(150). La estrategia sera cambiar
¢ en un abierto a la derecha de V; de la pinta f; '(tg,tg + ) con tg+6 < ¢ =
fi(p1), y mantenerlo constante en el resto de W; de modo que no se perturbaran
Dr(p2), ..., Dr.(p1), y que D/ (py) coincidira con Dy (p1) en f;*[to + 6, fi(p1)] con lo
que serd Dg(p1) - D7 (p1) = +1 si le damos a D (p;) la orientacion que coincida con
la de Dz (p1) en f~to+3, fi(p1)]. Pero queremos hacerlo de modo que D’ (p;) corte
a Dpg(ps) de manera transversal y en un tnico punto g. Para eso vamos a querer
“deformar” a Dy (p;) de manera suave hasta obtener algo como lo esquematizado en la
Figura 3.2 (notar que en realidad, la Figura 3.1 y la Figura 3.2, si bien sirven para
visualizar geométricamente lo que estamos haciendo, no se corresponden totalmente
con los objetos que estamos estudiando puesto que los discos alli representados no
se intersecan de manera transversal).
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H H ". H
Dy (p1) Dy(p2) Dy (p)
[ A
i cos |
P> P e
Dy (p1) Dy(p2) Dy (p)
./

Figura 3.1

1 d

2 Tto+6 P1 *:t0+5
q
1t 14
P2 ¢ D2 1e
(flag) (flagl)

Figura 3.2

Ahora bien, contamos con una herramienta para deformar suavemente un campo
tipo gradiente en el abierto sin puntos criticos f~!(tg, %o+ d) situado a la derecha de
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Vo = f~(to): el Lema 2.6 (en realidad, una version andloga cuando a > b, siendo
en este caso b = tg y a = to + 9); que dice que en estas condiciones, si tenemos
un difeomorfismo F} : Vo — Vj isotdpico a la identidad, podemos cambiar £ sélo
en ese abierto para obtener un nuevo campo tipo gradiente & para f; de modo que
la nueva esfera izquierda S} (p;) a nivel V sea Fi(SL(p1)) (v que la nueva esfera
derecha S%(p1) a nivel V; sea igual a la anterior Sg(p;1) ya que € no se modifica en
fi 1 ((—o0,t9])). Méas precisamente, si identificamos f; ' ([to, to +6]) = V5 x [0,1] (via
el flujo de &, correspondiéndose V; con Vi x {0}) y denotamos S}’ a la imagen de la
esfera izquierda de p; para £ que corresponde al nivel V x {t} para cada t € [0, 1],
resultara ser que St = F,y(Sg) x {t} donde F : Vj x [0, 1] — V} es la isotopia entre
Fo=1idy Fy yw:[0,1] — [0,1] es una funcion suave y decreciente que vale 1 en
[0, %] y 0 en [%, 1]. Por lo tanto, si vamos mirando las esferas “de arriba hacia abajo”
en Vy x [0, 1], veremos que a lo largo de un intervalo de tiempo (que se corresponderia
con [2,1]) aparece la esfera Sy, luego iremos viendo c6mo se deforma Sp en Fi(Sy)
de manera diferenciable a través de la isotopia, y como finalmente la coleccion de
esferas se estanca en S7, = F1(S.) (para t € [0, 3]). Lo que vamos a hacer entonces es
construir la isotopia F' de modo que F;(Sy) interseque a S para un tnico valor de
t € (0,1) (al cual notaremos t;), en un tnico punto ¢ y cumpliéndose que T,(Fy, (S7)
y T,(Sr)(p2) estén en suma directa (para luego obtener que D7 (p1) h Di(p2)). Esto
se muestra en la Figura 3.3, donde tomamos t5 € (0,1) tal que que ¢, < t; para
ilustrar como evoluciona F;(Sy), marcando las esferas correspondientes a t = 0, t,
t,1.

St Sr(p2)

Bl

Fi(SL)

Figura 3.3

Para poder hacer lo anterior, vamos primero a definir una carta de V que “co-
necte” a Sy y Sg(p2) y no interseque a las deméas esferas; de modo de poder definir
la isotopia ahi de manera conveniente extendiéndola por la identidad al resto de Vj;
y asi asegurarnos de que a pesar de la alteracién que vamos a hacer al campo &, la
nueva esfera S} (p1) siga sin intersecar a las esferas derechas de ps, ..., p;. Para eso,
comenzamos probando el siguiente lema (cuya validez se afirma en en [Mil65, p. 94]
sin dar una prueba).

Lema 3.3. Sean a € Sp(p1) y b € Sg(p2) dos puntos. Existe un embedding ¢; :
(0,3) — Vi tal que ¢1(0,3) interseca tanto a S como a Sk una unica vez, de
manera transversal en a = p1(1) y b= v1(2), y 1(0,3) N (Sr(p3)U...USgr(p)) = 0.
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Demostracion. Sea 0 < § < % .Tomamos primero dos curvas suaves: v : (0,14 0] —
Vo que corte a S7(p1) una unica vez y de manera transversal en a = (1), y que no
corte a Sg(p2) U...USr(p); y B :]2—46,3) = Vi que interseque una tnica vez y de
manera transversal a Sg(ps2) en b = 3(2), y que no interseque a Sg(p1) U Sgr(ps) U
...USRg(pr). Como las esferas involucradas son disjuntas, es posible satisfacer dichas
condiciones y ademas que Im(y)NIm(5) = 0. Notamos ¢ = v(1+9) y d = 5(2—9).
Como Vj es conexo (al serlo W y usando que 2 < k < n — 2 y la retraccion
del Teorema 2.7), vy Xo = Sp(p1) U (U_,Sr(p;)) es unién de subvariedades de
codimension > 2, tenemos que Vj = V4 \ X es una subvariedad conexa de X, y por
lo tanto existe 1 : [1 4+ 6,2 — 0] — V{ continua tal que n(1+9) =cy n(2—46) =d.
Concatenando 7y * 1 % § obtenemos una curva continua p : (0,3) — V5. Lo que
haremos ahora es mejorar la regularidad de p.

Para eso miramos p|(1,2) = 0. Tenemos que si A = (1,1 + 6] U [2 —6,2) C
(1,2), entonces A es subespacio cerrado y 0|4 es diferenciable. Vamos a aplicar los
Teoremas de aproximacion de Whitney, cuyos enunciados estan en [Mil65, Lemma
6.11] y [Mil65, Lemma 6.12]. Las respectivas demostraciones pueden encontrarse en
[Lee00, Thm. 6.19] y [Whi36|. A partir de eso, existe ' : (1,2) — Vj diferenciable,
homotopicamente equivalente a 6 y tal que 6’| 4 = 0] 4. Como 6’ es un embedding en
A,y dim(Vy) =n—12> 3 =2dim((1,2)) + 1, existe un embedding 0" : (1,2) — Vj
que coincide con 6’ en A y es homotopicamente equivalente a 6’. Podemos definir
entonces ¢ : (0,3) — V como

) p) site(0,14+0)U(2-6,3)
#it) = {9”@) site(1,2)

Obteniendo una funciéon diferenciable, y con diferencial inyectivo. Por construc-
cion, p; cumple todas las condiciones del lema excepto quizés ser una funcion subes-
pacio (para que sea embedding). Para cumplir dicha condicion, veamos que existe
e > 0 tal que ¢ es inyectiva en (1 —&,2 + ¢€). Por como construimos 1, basta que
loseaen (1 —¢,2) yen (1,2 +¢). Probaremos entonces que existe ¢ > 0 tal que ¢,
es inyectiva en (1 — ¢,2), el argumento para el intervalo (1,2 + ¢) sera totalmente
analogo.

Supongamos que no existiera un € > 0 con la propiedad deseada. Luego, po-
drfamos construir dos sucesiones: (tx)gen € (0, 1) y (sp)ren € (1,2)N tales que
limy oot = 1y @1(tr) = p1(sk) para todo k € N. Como el intervalo [1,2] es com-
pacto, podemos extraer una subsucesion (sg, );en convergente a cierto punto s € [1, 2].
Pero entonces, tomando limite tendremos que

@ = gi(1) = lim @i (t) = Jin @1 (s1,) = 91(5)

Y como ¢ es inyectiva en [1,2] serd s = 1. Esto nos dird que dado cualquier
entorno de 1 en (0,2), existiran dos puntos t, < 1 < sy, distintos alli tales que
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©1(tr,) = p1(sk,)- Esto contradice el hecho de que existe un entorno de 1 donde ¢
es inyectiva, al ser ¢/ (t) # 0 para todo t € (0, 3).

En consecuencia, a partir de los razonamientos anteriores vemos que existira ¢ >
0 tal que 1 es inyectiva en (1—¢,2+¢), y achicandolo un poco tendremos un £ > 0 tal
que la inyectividad se verifica en el intervalo compacto [1 —¢,2+¢]. En consecuencia,
o1 ¢ [1 —e,2+¢] - V es un homeomorfismo con su imagen (al ser continua,
biyectiva, tener dominio compacto y codominio Hausdorff). En particuar también lo
es g1 : (1—¢,2+4¢) = Vj y como ya vimos que esta funcion es ademaés diferenciable
y con diferencial inyectivo, resulta ser un embedding. Reescalando adecuadamente
el intervalo (1 —¢,2+¢) en (0, 3) obtenemos el resultado deseado. O

Para construir entonces la carta de V; deseada, comenzamos eligiendo puntos
a € Sp(p1) y b € Sr(p2) y arméandonos un camino embebido ¢; : (0,3) — Vj de
acuerdo al Lema 3.2, el cual “conectara” a las dos esferas. La existencia de la carta

deseada viene dada por el siguiente lema, cuya demostracion puede encontrarse en
[Mil65, Lemma 7.7].

Lema 3.4. Eziste un embedding ¢ : (0,3) x R¥1 x R"™*1 tal que
1. ¢(s,0,0) = p1(s) para todo s € (0,3)
2. ¢ 1 (Sc(pr)) = {1} x R x {0} y o7 (Sr(p2)) = {2} x {0} x R"F-1.

3. La imagen de @ no corta a las otras esferas. Mds aiun, @ puede ser elegido de
modo tal que mande {1} x R*"1 x {0} en Sy(p1) preservando orientacion y de
modo tal que ¢((0,3) x RE=1 x {0}) interseque a Sgr(p2) en ©(2,0,0) = b con
numero de interseccion +1.

SL SR(p2)

Fi(Sp)

Figura 3.4
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g (p2)
Sr(p2
Rk—l
Rnfk—l
; N
a ¥1
(0,3) /
Fi(Sr)
Figura 3.5

En la Figura 3.4 y en la Figura 3.5 se representan los embeddings de los dos
lemas recién tratados, las esferas S, y Sgr(p2) v la deformacion de S; que quere-
mos lograr via la isotopia F'. Por cuestiones técnicas, nos resultara conveniente que
Dom(yp) = R x R¥=1 x Rk~ Para obtener eso, simplemente precomponemos con
Y x id x id donde 9 : R — (0,3) es un difeomorfismo tal que 1|(1_52445) = id para
algiin 0 < ¢ < 1; y obtenemos un nuevo embedding ¢ que cumple las mismas condi-
ciones que el del Lema 3.3 cambiando (0, 3) por R. Pasamos ahora a construir F.
Para eso, vamos a dedinir una isotopia H en R x R*~! x R**~1 de modo que exista
un compacto fijo K C R x R¥1 x R**~! tal que H, sea la identidad fuera de K
para todo t € [0,1]; lo cual nos permitira obtener via ¢ una isotopia en el abierto
Im(p) C Vi que puede extenderse por la identidad al resto de V{ precisamente por
coincidir con ella fuera de un compacto.

Como queremos que H deforme a Sp de acuerdo a la Figura 3.5, si miramos
H,(1,7,0) para v € R¥~! observaremos que la primer coordenada es una funciéon no
negativa de x que es mayor a 2 en una bola abierta alrededor del origen e igual a 1
fuera de una bola mas grande; y que otras dos coordenadas son (z,0). Por lo tanto
una funcién posible es Hi(1,z,0) = (a(|z]*),,0) donde a : R — [0, 2] cumple lo
siguiente: existe un € > 0 tal que a(u) = 1 para u > 2¢ y a(u) = 2 para u < e.
Como queremos que H; sea la identidad fuera de un compacto, vamos a pedirle que

deforme a las curvas {s} x R*! x {0} de acuerdo a la Figura 3.6.

Asi, podemos proponer como ecuacion para la imagen estas curvas algo de la
forma H;(s,z,0) = (s + (a(]z|?) — 1)p(s),x,0) donde p : R — [0, 1] es una funcion
C® que vale 0 fuera de un invervalo (1—n, 14+n) para n > 0, es mondtona creciente en
(1 —mn, 1], monotona decreciente en [1,1+n) y p(1) = 1. Lo que estamos haciendo en
la primer coordenada es perturbar a la identidad s con un factor aditivo a(|z|?) — 1
(el mismo que sumamos para s = 1) pero modulando su amplitud con p(s) de modo
que el factor desaparezca conforme s se aleja de 1y sea idénticamente «(|z|?)—1 para
s = 1. A partir de lo anterior, es razonable proponer H;(s,z,y) = (s + t(a(|z|* +
ly|>) — 1)p(s),z,y) que claramente extiende al H; antes definido. Veamos que si
1p'(s)] < % para todo s € R (lo cual puede satisfacerse tomando por ejemplo n = 2
y eligiendo p adecuadamente), la formula anterior define una isotopia.
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{1} x R* x {0} H,

Hy ({1} > R* x {0})

Figura 3.6
Notamos I(t, s, z,y) = s+t(a(|z]|*+|y[*)—1)p(s), vamos a ver que 2 (¢, s, z,y) > 0
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para todo (¢, s, z,y) € R™. Tenemos que 5 A(t,s,x,y) =1+ t(a(|lz]* + |y|*) — 1)p'(s).
Sit=00 Oz(\x|2 + |y|?) = 1 entonces oL (t S, y) =1, Verlﬁcandose lo deseado; y en
cualquier otro caso es equivalente a probar que p'(s) > W lo cual valdra

si |p'(s)] < m Pero sabemos que m > é = 2 > 2 de modo
que lo deseado sigue de que |p/(s)| < % Vs. En consecuencia, fijos ¢, x, y tenemos que
[(t,-, z,y) es una funcion estrictamente creciente, que tiende a +oo cuando s — +o00
respectivamente (al ser (a(|z]? + |y|*) — 1)p(s) = 0 para |s — 1| > n), de modo
que es biyectiva. De aqui se puede deducir facilmente que H; es biyectiva para todo
t € [0, 1]. Pero ademas H; es un difeomorfismo local para cada ¢, al ser su diferencial

la matriz:

%(ta S, Z, y) * *
0 Idy_q 0
0 0 Id, 1

Que es inversible ya que %(t, s,x,y) > 0. Esto prueba que H es una isotopia.
Ademss si K = [1 —n,1+n] x {(z,y) € RFL x R 1 ¢ |22 + |y|> < 2¢}, K es
compacto y es facil chequear que si (s,z,y) ¢ K entonces Hy(s,z,y) = (s,2,y).
Ademés tenemos que Hy(1,2,0) = (1 + t(a(|z]?) — 1),2,0).

Si miramos la isotopia F' en Vj construida a partir de H, tendremos que si
Fi(p) = qcon p € S,y q € Sk debera ser p,q € Im(p) con p = ¢(1,2,0) y
q=(2,0,y) de modo que (2,0,y) = Hi(1,z,0) = (1+t(a(]z]|*)—1)), x,0) debiendo
serx:O,yzOszl—l—%tdemodoquet:%. Esto nos dice que D} y Dp se
intersecan en un tnico punto en f; '([to,to + d]). Miremos qué ocurre en (c,t),
para eso tomamos s en ese intervalo. Como f; '([s,o]) no contiene puntos criticos,
sabemos que existe un difeomorfismo ¢ : Vy x [— 1 0] = fi([s,t0]) que manda
Vo x {0} en V{ y las curvas integrales de & en las de < 2. Por lo tanto, la imagen bajo
¢! de la esfera izquierda de p; a nivel f;(1(Vox {t})) cont € [0, 1] sera Fy(Sr) x {t}
y la de la esfera dereha sera Sg x {t}, de modo que no se intersecaran. Asi, D’ (p;)
y Dr(p2) se intersecan en un tnico punto.

Veamos que la interseccion es transversal, con ntumero de interseccion +1. Sea
k1 [0,1] x Vo = f;  ([to,to + 6]) el difeomorfismo dado por seguir el flujo de &.
Consideremos la carta de (0, 1) x V; cuya inversa es ¢ : (0,1) x R x RF=1 x Rn=F=1 —
(0,1) x V dada por ¢(t, s, x,y) = (t,¢(s,x,y)). En esta carta tenemos que el disco
Dy, se corresponde con (0,1) x {1} x R¥! x {0} y el disco Dg con (0,1) x {2} x
{0} x R"*~1 (haciendo las identificaciones inducidas por ). Como sabemos que
{ 8§1 . 8xd } se corresponde via la carta con una base orientada de S, y el campo d
a lo largo de S 1, = 0D, apunta hama adentro, deducimos que una base orientada de
Dy, en esta carta es {—4, 8‘21 . sz }. Como ¢~ Y(Dy) y ¢~ (D) coinciden como
variedades orientadas en |2, 1)><]R><]Rk LxR**=1 deducimos que p : (0,1)xRE"1 —
¢~1(D%) definida como ,u(t x) = (t, Hyw (1,2 O)) es una parametrlza(:lon de D que
invierte orientaciéon (al invertirla en los puntos (¢,x) con ¢t > 3, porcion en la que
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p parametriza tanto a D} como a Dp). Por otro lado, de acuerdo al Lema 3.4 la
orientacion de v({2} x {0} x R"~*~1) en R"~! inducida por la de v(Sg) via ¢ coincide
con la canénica de R x R¥~1 x {0}. Como vimos anteriormente, la orientacién de
v(Sg) surge de restringir la de v(Dpg), de modo que una base orientada de v(Dg)

en Im(¢) serd la dada por {[], [5=], ..., [5:2—]}.

91 Oxp_1
Vamos a ver que las bases orientadas de D} y v(Dg) en ¢ = D} N Dy coinciden.

Como que D} viene dado en esta carta por la parametrizacion pu(t,z) = (¢,1 +
w(t)(a(|z]?) = 1),2,0), y para [z|* < ¢ es w(|z|?) = 2, obtenemos que:

1 0
2 30(2) 0
du(Z 0) = | 29 '3
w3, 0) 0 Id.,

0 0
De modo que la base orientada de ¢~1(D}) en su punto de interseccion con
¢ '(Dpg) serfa {—4 — a4 8%1, o %} donde a = 3w'(2) < 0. La base que induce
de v(Dp) en ese punto serd entonces {—[4] — a[4], [6%1], o [8902_1}] que define la
misma orientacion que {[£], [aixl],..., [%]} va que 4 € TDgy —a > 0. Como
esta es en efecto una base orientada de v(Dg) por lo antes visto, deducimos que

Dr- D} = +1.

Hemos probado entonces que el campo tipo gradiente £’ para f; cumple las condi-
ciones necesarias respecto a las intersecciones entre los discos. Como
S5 (p1), Sr(p2), ..., Sr(p) son disjuntas entre si, podemos aplicar el Teorema 2.9
y obtener una nueva funciéon de Morse f’ tal que tenga los mismos puntos criticos
que f1, todos a nivel ¢ y de indice k, que coincida con f; en un entorno de V U V'
y que admita a £’ como campo tipo gradiente. El par (f’,£’) cumple con todas las

propiedades deseadas.
O

Vamos ahora a demostrar el Teorema 3.4. Consideremos el conjunto A de las
funciones autoindexantes en (W, V, V') que no tienen puntos criticos de indice 0, 1,
n — 1, n. Combinando nuestra hipotesis con el Teorema 2.8 tenemos que A # ().
Vamos a probar que dada f € A que tenga al menos un punto critico, se puede
obtener ' € A con dos puntos criticos menos.

Tomamos entonces f € A que tenga puntos criticos, y un campo tipo gradiente
¢ para f. Damos orientaciones a los discos y esferas respecto de & como se describié
anteriormente, y consideramos el complejo de Morse (C, d) asociado a (f, ). Como
H.(W,V) =0, por el Teorema 3.7 dicho complejo es aciclico, obteniendo asi una
sucesion exacta

OLCHQLCTL,E; N —) > O 9 y (Y 9,50

Tomamos el menor k : Cy # 0. Sea {z1,...,2} base de Cy, con [ > 1. Co-
mo Ogyq : Cri1 — C) es epimorfismo, podemos elegir by, ....b; € Ciiq tales que
Ok+1(b;)) = z para todo 1 < ¢ < [. Como ker(dyy1) € Ckiq es libre (al serlo
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Cl+1) elegimos una base {#], ..., 2, } de dicho Z-mdédulo. Entonces {b1, ..., b;, 21, ..., 2/}
es base de Cyy1. Por el Basis Theorem, podemos perturbar a (f,&) unicamen-
te en ¢ - g1 para obtener un nuevo par (f',£') tal que las bases de los discos
orientados sean {[Dy(p1)], ..., [Dr(p)])} = {21, ., ai} v {[De(Ph), -, [Dr(ppyn)]} =
{b1, ... b, 21, ..., 2, }, donde py, ..., p; son los puntos criticos de indice k y pi, ..., D),
son los de indice k + 1. Ademas nos aseguramos de que f’ € A. Pero entonces como
Ok+1([Dr(p})]) = [Dr(p1)], por la Proposicion 3.1 tenemos que Sgr(p1) - Sp(p}) =
+1.

Como en ¢, y cgyq todos los puntos criticos estan al mismo nivel (k y k + 1
respecivamente), usando el Teorema 2.9 podemos alterar la funcién de Morse sblo
en ¢ -cxy1 de modo que obtengamos una funciéon f” que admite a £ como campo tipo
gradiente, tal que k < f”(p1) < k+ % < f"(p}) < k+1 y tanto los restantes puntos
criticos como el valor de f” en ellos sea el mismo que en el caso de f’. Si tomamos
tv € (k,f"(p1)) v ta € (f"(p)),k + 1), tenemos que el par (f”,&') en la triada
()7 ([t t2]), ()7 Ht), (f")7L(te)) estéa bajo las hipotesis del Teorema 3.3 al
ser las variedades involucradas simplemente conexas, y entonces usando también
el Teorema 3.2 vemos que podemos cambiar (f”,&') en (f”)71([t1,1s]) dejandolos
como antes cerca del borde y eliminando los dos puntos criticos p; y p) que teniamos;
y asi obtener (", &") en (W, V, V') que tiene los mismos puntos criticos que f excepto
por p1 y pj que fueron eliminados. Asi, f” € A y tiene dos puntos criticos menos
que f. En consecuencia, si tomamos algiun elemento de A con la minima cantidad
de puntos criticos posibles, no debe tener ninguno; lo cual completa la demostracion
del Teorema 3.4.

3.3. Aplicaciones del Teorema de h-cobordismo

Vamos a presentar ahora dos aplicaciones del Teorema de h-cobordismo. La pri-
mera es una caracterizacion del n-disco D" = {x € R" : ||z|| < 1} para cada n > 6.
La segunda es la Conjetura generalizada de Poincaré en dimension > 6, cuya de-
mostracion se debe a Stephen Smale, quien como mencionamos en la Introduccion
dio una primera prueba en [Sma6lal para dimension n > 5 y posteriormente prob6
el Teorema de h-cobordismo utilizando métodos similares (ver [Sma62]); el cual a
su vez provee una demostracion distinta de la Conjetura generalizada de Poincaré
en dimensién n > 6 a la que dio Smale en un principio, que es la que expondremos
a continuacion, basandonos en [Mil65].

Teorema 3.9 (Caracterizacion del n-disco). Sea W una variedad compacta simple-
mente conexa de dimension n > 6, con borde simplemente conexo. Las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

1. W es difeomorfa a D™.

2. W es homeomorfa a D".
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3. W es contractil.

4. W tiene la homologia de un punto (con coeficientes en 7).

Demostracion. Es claro que 1. = 2. = 3. = 4. de modo que nos concentramos
en probar 4. = 1. Tomemos un disco D de dimension n embebido en W \ OW.
Notamos S = @D. Tenemos una triada (W \ D, S,0W) de variedades simplemente
conexas, tal que H, (W \ D,S) = H,(W,D) = 0 por Escision y por la sucesion
exacta larga del par de variedades aciclicas (W, D). Entonces, por el Teorema de
h-cobordismo (W \ D, S, OW) es un cobordismo producto. Sea ¥; : D — D™ el
difeomorfismo dado por el embedding que define a D. Sea a : W\ D — S x [0, 1]
el difeomorfismo dado por el Teorema 2.2, ¢g : [0,1] — [1,2] dada por g(t) =
t+1,y B: 85" xR — R" dada por B(x,t) = tx. Notaremos D} = {x € R" :
|lz|| <2}y C, = {2z € R" : 1 < ||z|| < 2}. Tenemos entonces un difeomorfismo

Wy WA\ D —2 §x10,1] dilsxg gn-1 o 1, 2] BLENYG . Como 91 y 1) se pegan
bien, y lo mismo ocurre con sus inversas; inducen un homeomorfismo ¢ : W —
D7. Notamos .7 a la estructura diferencial usual de D} y .’ a la inducida por
el homeomorfismo 1 empujando la de W. Entonces las inclusiones i; = 1) o ;' :
D" — (Dy,.9") e iy = othyt : C" — (D¥,.#") son embeddings, de modo que por
el Teorema 2.4 existe un difeomorfismo p : (Dy,.") — (D%,.7) que deja fijos a
S™y 0DY. En particular, pot : W — (D, %) es un difeomorfismo, y entonces
efectivamente W = D™, m

Observacion 3.1. El cuidado que se tiene en la demostracion previa respecto a la
estructura diferenciable de DY se debe a que un mismo espacio topoldgico (Haus-
dorff, con base numerable) puede admitir varias estructuras diferenciables que no
son difeomorfas entre si. En efecto, Milnor probé en [Mil56] que existen variedades
de dimension 7 que son homeomorfas a S™ pero no difeomorfas a S7, las cuales se
denominan esferas exdticas. En consecuencia, cuando pegamos variedades por el bor-
de, si bien en algunos casos puede resultar sencillo probar que la variedad obtenida
es homeomorfa a otra conocida (por ejemplo a un disco como en el caso anterior, o a
una esfera), esto no implica automdticamente que tales variedades sean difeomorfas.
Esto volverd a aparecer en el siguiente resultado.

Teorema 3.10 (Conjetura generalizada de Poincaré en dimension > 6). Sea M es
una variedad cerrada, simplemente conexa de dimension n > 6 que tiene la homo-
logia de S™ (con coeficientes en 7). Entonces M es homeomorfa a S™.

Demostracion. Tomemos un n-disco D embebido en M. Entonces la variedad M \D

es compacta, simplemente conexa y con borde simplemente conexo D = S™71,

Ademas, usando Dualidad de Poincaré para la triada (M \ D,0,0D) (ver [Mil65),

Thm. 7.5]), H;(M \ D) = H" (M \ D,dD) = H" (M, D) por Escision, de modo
que

H,(M\ D) = {Z G

0 sii#0
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En consecuencia, M \ D esta en las hipotesis del Teorema 3.9 y por lo tanto
es difeomorfa al disco D". Asi, usando el Teorema 2.4 podemos ver que M =
M\ D U D es difeomorfa a la unién de dos n-discos D, Uy, Dy pegados a través de
un difeomorfismo h : 9Dy — 0Ds. Una tal variedad es una “twisted sphere”. Nos
alcanzara con ver entonces que toda twisted sphere de dimensiéon n es homeomorfa
a S".

Para eso, consideramos un homeomorfismo ¢g; entre D; y el hemisferio sur de
S C R™"!. Pensaremos a Dy como el cono de su borde 9D,, es decir Dy = 9Dy X
[0,1]/(x,0) ~ (y,0)Vz,y € 0Dy, lo cual nos permite escribir a todo punto z € Dy
como z =tz parat € [0,1] y x € D,. Definimos ¢ : Dy U, Dy — S™ como

Donde e,41 = (0,0,...,0,1) € R*"'. Como ¢ es una funciéon continua y biyec-
tiva, cuyo dominio es compacto y su codominio Hausdorff, deducimos que ¢ es un
homeomorfismo.

]

Notemos que la funciéon g : M = Dy U, Dy — S™ de la demostracién anterior
no tiene por qué ser diferenciable, a pesar de serlo en las subvariedades con borde
Dy y Dy de M (mas alla de que se pegue continuamente, podria no hacerlo de
manera suave; como ocurre con la funcion |.| : R — R, z +— |z| respecto a las
subvariedades con borde R, y R_). De hecho, no seré siempre posible construir
un difeomorfismo g : M — S™ ya que si M es una esfera exoética, estard bajo
las hipoétesis del Teorema 3.10 pero no sera difeomorfa a S™. La clave esta en
el difeomorfismo de pegado h : 9Dy — 0Ds: si h fuera la identidad, entonces por
el Teorema 2.4 obtendriamos que la variedad D; U, Dy es difeomorfa a la esfera
S™; pero para otros difeomorfismos no podemos asegurar nada. Notemos que esto
justifica por qué la Conjetura generalizada de Poincaré enuncia que si M cumple las
hipotesis correspondientes, entonces es homeomorfa (y no difeomorfa) a S™: al
ser las hipoétesis de indole topologico, cualquier esfera exdtica va a cumplirlas, sin
ser difeomorfa a S™.

Para cerrar esta seccion, hacemos un comentario respecto a la diferencia entre
la demostracion que acabamos de dar de la Conjetura generalizada de Poincaré y la
que dio Smale en [Sma6lal. La estrategia en esta tltima es probar que S™ (n > 5)
admite una funciéon de Morse con s6lo 2 puntos criticos, y de ahi concluir que es una
twisted sphere y por lo tanto homeomorfa a S™ (como recién vimos). Al igual que en
su posterior demostracion de h-cobordismo, hace uso de teoria de Morse, funciones
autoindexantes y adjuncién de manijas; la diferencia principal es como cancela los
puntos criticos. En la exposicion que dimos, se utilizaron el Primer y Segundo teore-
ma de cancelacion, que dependen fundamentalmente de los ntimeros de interseccion
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entre las esferas izquierdas y derechas de los puntos que queremos cancelar; y lue-
go se utilizd la homologia de Morse para ver que efectivamente siempre que haya
puntos criticos se podran aplicar los teoremas de cancelacion. Lo que hizo Smale en
[Smablal, en cambio, fue probar que si M es una variedad cerrada de dimension n,
(m — 1)-conexa con n > 2m y (n,m) # (4,2); existe una funciéon autoindexante en
M sin puntos criticos de indice k, para todo ktal que 0 <k <myn—m <k <n
(ver [Sma61al, Thm. C|); haciendo aqui uso de la teoria de homotopia para cancelar
esferas embebidas (asi como nosotros cancelamos generadores C}, contra generado-
res de Cy_1) v asi ir reduciendo el nimero de manijas en la representacion de M
como handlebodie. Notemos ademas que si bien h-cobordismo implica la Conjetura
generalizada de Poincaré en dimensiéon > 6, no nos permite probarla en dimensiéon
5; donde es necesario recurrir a argumentos de teoria de homotopia para cancelar
los puntos criticos que hace falta.

3.4. Desigualdades de Morse

El objetivo de la presente secciéon sera establecer cotas inferiores para la cantidad
de untos criticos de una funciéon de Morse, tanto sobre una triada como sobre una
variedad cerrada; y dar condiciones suficientes para alcanzar la igualdad en tales
estimaciones. Dichos resultados aparecen mencionados en [Sma63|, desarrollandose
aqui una demostracion propia a partir de las ideas de la demostracion del Teorema
de h-cobordismo.

3.4.1. Para triadas

En la Secciéon 3.2 probamos el Teorema de cancelacion en las dimensiones in-
termedias, obteniendo para una triada (W,V,V’) de variedades que verifican una
serie de hipotesis (entre las cuales se encuentra que H,(W,V) = 0) una funciéon
de Morse sin puntos criticos. Lo que intentaremos hacer en la presente secciéon es
generalizar un poco el resultado anterior. Precisamente, intentaremos responder a
la pregunta de cuél es la minima cantidad de puntos criticos que puede admitir
una funcion de Morse sobre una triada (W, V,V’). Lo que confirmaremos aqui (que
puede sospecharse a partir del caso en que H,(W,V) = 0) es que la obstruccion
para cancelar puntos criticos son precisamente los grupos de homologia H,.(W, V), y
veremos que la cantidad de puntos criticos de cada indice para una funcién de Morse
Optima (en el sentido de que minimiza el ntimero total de estos) queda univocamente
determinada por H.(W, V).

Por el Teorema de estructura para modulos finitamente generados sobre un DIP,
sabemos que para cada 0 < k < n existen tnicos 1, 7, € Ny y en caso de que
7w # 0 tnicos ntimeros naturales (todos ellos mayores a uno) m?, ...,mﬁk tales que
mf|m§|...|mk y se verifica Hy(W,V) = Z'* & Z/m{Z & ... & Z/m% Z. Dado el Z-
modulo finitamente generado Hy (W, V'), vamos a definir su rango como el entero ry,

97



CAPITULO 3. EL TEOREMA DE H-COBORDISMO

y su rango de torsién como el entero 75, ambos no negativos.

Dada una funcion de Morse en (W, V, V') notamos my, a la cantidad de puntos
criticos de indice k que tiene, para cada 0 < k < n. Estamos en condiciones de
probar el siguiente teorema.

Teorema 3.11. (Desigualdades de Morse) Sea (W, V, V') una triada de dimension
n provista de una funcion de Morse f. Entonces my > 1 + T + Te—1.

Demostracion. Por el Teorema 2.8 podemos suponer que f es autoindexante. To-
mamos un campo tipo gradiente para f y consideramos el complejo de Morse (CY, 9)
asociado a (f, ). Sabemos que cada Cy (0 < k < n) es libre con rg(Cy) = my, (don-
de dado un Z-moédulo finitamente generado M, rg(M) denota su rango) al ser una
posible base la de los discos izquierdos; y que H.(C,) = H.(W, V).

Fijemos un k. Tenemos que Im(0x+1) C ker(dy) son submodulos de Cy, sobre Z,
de modo que ambos son libres. Notemos i, = rg(Im(@kH)) y I = rg(ker(0)). Por
el Teorema de estructura, existe una base {zf, ...,z } de ker(dy) y ntimeros naturales

aflak|...|a} tales que {afz}, ..., a} 2} } es base de Im(@kH) En consecuencia,

ik
Hy(C,) = 2 & D Z/dkZ

J=1

Si descartamos los términos nulos del segundo sumando (es decir, aquellos donde
ag = 1) obteneos la representacion de Hy(C\) como suma directa de la parte libre y
la parte de torsion expresada en términos de sus factores elementales. De la unicidad
de esa representacion se deduce que lp — i = 1 v i, > Tr. Esto a su vez implica que
lk >r T+ Tk

k=1 k-1 k=1 k-1

Aplicando lo anterior para k—1, tenemos que {a} "2, ...,a; Zk } es base de

Im(0g). Por ende, existen elementos bk, ..., b tales que 8k(bk) = af z 'y es facil
ver que {2F, ..., zﬁ, v .. Zk 1} es base de (. Tenemos entonces que my = lp+ix_1 y

como iy_1 > Tr_1 por lo visto en el parrafo anterior, resulta my, > rp + 7 +7_1. O

Vamos a ver ahora que pidiendo ciertas condiciones a (W, V, V') (casi idénticas
las hipotesis del Teorema de h-cobordismo) podemos hallar una funciéon de Morse f
donde se alcance la igualdad en el Teorema anterior.

Teorema 3.12. Sea (W, V, V') una triada de variedades simplemente conezxas, con
dim(W) > 6. Supongamos que Ho(W,V) = H,(W,V) = 0. Entonces existe una
funcion de Morse f en (W,V, V') tal que my = r, + 7% + Tp—1 para todo 0 < k < n.

Observacion 3.2. La hipotesis que en realidad necesitamos para demostrar el Teo-
rema es que Ho(W,V) = Ho(W, V') = 0, para poder usar el Teorema 3.5 y el
Teorema 3.6. Por Dualidad de Poincaré para triadas, esta es equivalente a la que
pedimos en el enunciado del teorema (Hy(W,V) = H,(W,V) =0); que a su vez es
equivalente a pedir que V y V' sean no vacias.
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Observacion 3.3. Notemos que el Teorema 3.12 realmente generaliza al Teore-
ma de h-cobordismo, puesto que si estuviéramos bajo las hipdtesis de este ultimo,
estariamos bajo las del Teorema 3.10 y entonces podriamos concluir que la triada
en cuestion admite una funcion de Morse sin puntos criticos.

Demostracion. La prueba serd muy similar a la de Cancelacion en las dimensiones
intermedias. Como estamos bajo las hipotesis del Teorema 3.5 y del Teorema 3.6,
existe una funcion de Morse para la triada que no tiene puntos criticos de indice 0,
1, n — 1, n. Usando el Teorema 2.8 podemos pedir también que dicha funcién sea
autoindexante. Tal como hicimos en la Seccién 3.2, definimos

A = {f autoindexante en (W, V, V') : f no tiene p. ¢. de indice 0,1,n — 1,n}

Vamos a probar que si f € A es tal que alguna de las desigualdades de Morse
es estricta, entonces podemos obtener una f’ € A con dos puntos criticos menos,
cancelando entre si dos de los de f.

Supongamos que estamos en esa situacion. Tomemos el minimo k tal que my; >
Ty + Tk + Tk_1. Como mg = my; = m,_1 = m, = 0y las cantidades involucradas en
las desigualdades de Morse son todas no negativas, deducimos que hay igualdad a
nivel 0,1,n — 1,n. En consecuencia 2 < k < n — 2. Vamos a usar las notaciones y
construcciones de la demostracion anterior. Dado que hay igualdad a nivel £ — 1, de
acuerdo a la prueba del Teorema 3.11 debe ser 7y = 7,_1. En consecuencia, para
que la desigualdad sea estricta a nivel k£ debe ser [, > 7, + 7, puesto que [ +i,_1 =
my. De aqui deducimos que iy > 75. Esto quiere decir que alguno de los ai debe ser
1, y por la relacion de divisibilidad que cumplen deducimos que a¥ = 1. Esto nos dice
entonces que Jy41(b¥™) = zF. Por el Basis Theorem, podemos alterar la funcion de
Morse f solo en ¢y, - cxq y otorgarle un campo tipo gradiente y una orientaciéon a los
discos apropiadas, manteniendo los puntos criticos y sus indices pero de modo que
las bases de los discos izquierdos orientados sean {17!, ..., 2/ ™1 bi™, i} a nivel
k+1y {2, ...z, bf,...,bf _ } anivel k. Tendremos entonces que Op1([D}]) = [D1]

oo et e
U
para j = lx11 + 1 (usando la notacion de la Proposicion 3.1). En consecuencia,
podemos incrementar el valor de f en un entorno del primer punto critico a nivel
k (que notamos p) y disminuirlo alrededor del j-ésimo a nivel k& + 1 (que notamos
p'), para obtener ¢, - ¢j41 = ¢}, - d - ¢}, donde ¢, ¢, tienen un punto critico menos
que ¢, cxr1 v d tiene sblo a los puntos p,p’ como criticos. Al igual que al final de
la Seccion 3.2, el cobordismo d estara bajo las hipotesis del Segundo Teorema de
Cancelacion, y por lo tanto podremos obtener en (W, V, V') una funion de Morse
con dos puntos criticos menos.

En consecuencia, si tomamos alguna f € A que minimice la cantidad de puntos
criticos entre las funciones alli (la cual existird), f debe verificar igualdad en todas
las desigualdades de Morse, lo cual completa la demostracion.

]
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3.4.2. Para variedades cerradas

El objetivo del presente apartado es establecer versiones para variedades cerradas
de lo visto en la secciéon anterior para triadas. Notemos que en el tratamiento del
Teorema 3.11 no utilizamos en ningin momento que V o V' fueran no vacias.
Por lo tanto, las desigualdades de Morse siguen verificindose en la triada (M, (), )
para cualquier variedad cerrada M. Esto es, dada una funcién de Morse en una
tal variedad, si my es la cantidad de puntos criticos de indice k£ para cada 0 <
k < n entonces siempre se verifica my > r, + 7 + Tx_1 donde 7, y T son el
rango y rango de torsion respectivamente de Hy(M ). Cabe preguntarse entonces si,
agregando ciertas hipotesis adicionales, existira una funciéon de Morse f en la que
ninguna de las desigualdades sea estricta. La respuesta, al igual que en el caso de
triadas, es afirmativa.

Teorema 3.13. Sea M una variedad cerrada y simplemente conexa, dim(M) > 6.
Entonces M admite una funcion de Morse tal que my = 1, + T + Tk_1 para todo
0<k<n.

Observacion 3.4. La triada (M,(,0) no estd en las hipdtesis del Teorema 3.12
al ser Hy(M,0) = Z.

Demostracion. Sea n = dim(M). La idea sera primero construir una funcion de
Morse f : M — [0, 3] suryectiva, con un tnico punto critico p de indice n tal que
f(p) = 3 y un tnico punto critico p’ de indice 0 tal que f(p’) = 0, y que verifique que
p es el tnico punto critico en f71([2,3]) = D; y p’ es el tnico en f71([0,1]) = Ds.
Pedimos ademas que D; y D, sean difeomorfos al disco cerrado de dimension n.
Notamos en ese caso S; = f71(2) = 0Dy, So = f~1(1) = 9Dy y W = f71([1,2]).
Probaremos que (W, Ss,S1) es una triada de variedades simplemente conexas y no
vacias, la cual admite a f como funciéon de Morse. Podremos entonces usando la
demostracion del Teorema 3.12 cambiar a f por una f’ sin alterarla en un entorno
de S; U Sy y obteniendo asi una funcion de Morse en M que alcanzara la igualdad
para las desiguladades de Morse en dicha variedad.

Comenzamos entonces construyendo la funciéon f. Partimos de una f : M —
[0,1] de Morse arbitraria en la triada (M, 0,0) (en particular tendremos f~*(0) =
f711) = 0). Sean py, ..., p; los puntos de M donde f alcanza su maximo a € (0, 1),
debiendo ser puntos criticos de indice n. Queremos modificar f para que el maximo
absoluto se alcance en tnico punto. Si [ = 1, no hace falta hacer nada; asi que
supongamos que [ > 2. Tomamos 0 < b < a tal que los tnicos puntos criticos en
f7Y([b, a]) sean py, ..., p;. Entonces, (f~1([b,a]), f~1(b), D) es una triada de dimensién
n que admite a f como funcién de Morse. Elijamos un campo tipo gradiente £ para
la misma. Entonces las trayectorias de £ que van desde y hacia cada punto critico
son disjuntas (solo hay trayectorias que van “hacia” ellos al ser maximos, y son
disjuntas por la unicidad del limite), de modo que podemos aplicar el Teorema
2.9 a los conjuntos de puntos {p;} y {p2, ..., } que efectivamente estan al mismo
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nivel; asi que si elegimos o’ € (b,a) podemos obtener una nueva funcion de Morse
f" que coincida con f en un entorno de f~1(b) y tal que f'(p1) = a, f'(p;) = d
para todo 2 < i < [. Esta funcién preserva ademas los indices de los puntos criticos.
Extendiendo f” al resto de M como f, obtenemos una nueva funcion alli que tiene
los mismos puntos criticos de cada indice. En particular, por construcciéon el méximo
absoluto so6lo se alcanza en p;. De manera anédloga podemos modificar a f si hace
falta s6lo en f~!([c,d]) donde ¢ = min{f(q) : ¢ € M} y f~([c,d]) s6lo contiene
puntos criticos de indice 0, para obtener una funcién donde también el minimo
absoluto se alcanza en un sélo punto.

Por comodidad, seguimos llamando f a tal funcién, y p y p" a los tinicos puntos
donde se alcanzan el maximo y el minimo absoluto, respectivamente. Tomamos
alrededor de p y de p' dos cartas (U, ) vy (V, 1) respectivamente tales que ¢(p) =
Y(p') =0y p(U), (V) sean discos abiertos D/, Df de R™ respectivamente, centrados
en 0. Pedimos ademés que fop '(z) =a—a?—...—x2 parax € D}y foyy (z) =
c+ 23+ ...+ 22 para x € D), de acuerdo al Lema de Morse. Elegimos § > 0 tal que
fHla—0%a]) € Diy f([c,c+6%]) C D}, lo cual es posible por la compacidad de
M. Tenemos entonces que f~([a — 2, a]) = ¢ (B(0,0)) y f~'(a — 6%) = ¢~ (Ss)
donde S5 = {x € R" : ||z|| = 6}. Del mismo modo f~!([c,c + §?]) = ¥ ~*(B(0,6))
v [~ (c+ &%) = 171(S5). Por lo tanto, si reescalamos [c,a] en [0, 3] adecuadamente
obtenemos una funciéon de Morse como deseamos.

Es claro que (W, Ss,S1) es una triada de variedades simplemente conexas de
dimension n > 6, con S, S; # (0, de modo que estamos bajo las hipotesis del
Teorema 3.12, y entonces partiendo de la funciéon de Morse f podemos ir elimi-
nando sucesivamente puntos criticos en W hasta que tengamos una f’ en la que
my, = 1}, + 74+ 7,_, para todo 0 < k < n, donde rj, = rg(Hy(W, S2)) y 74, es el rango
de torsion de Hy (W, Sy). Extendiendo a f” por f en D; U Ds, obtenemos una funcion
de Morse f” en M que tiene un punto critico de indice 0, uno de indice n, ninguno
de indices 1,n — 1 y en los restantes niveles verifica my = r; + 7, + 7,_,. Entonces
para lograr nuestro objetivo nos alcanzaria con ver que Hy(W, S;) = Hy(M) para
todo1 <k <n-2.

Pero las funciones f” y f’ nos dan las descomposiciones M = cg- ¢+ Cp1 - Cy
y W = ¢ -cy---cp_g - cp_q siendo cada c¢; un cobordismo de indice j. Y por lo
visto en la demostracion del Teorema 3.7, dada una triada (W, V,V’) y una tal
descomposicion, Hy(W, V) solo depende de ¢x_1 - ¢ - cx11; de donde concluimos que
Hy(M) = Hi(W,S;) para todo 2 < k <n — 2. O
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