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Introduccion

El objetivo de esta tesis es motivar desde problemas contemporaneos de la Teoria de
Numeros el estudio de un objeto de la Geometria Algebraica, que es el que se lleva el titulo
de este trabajo. Para introducir nuestros desarrollos, dividiremos la introduccién en tres
partes.

Contexto historico y matematico

Célebre es el trabajo de Diofanto de Alejandria, mateméatico que vivio entre los siglos 3 y 4
antes de Cristo, y que debe su celebridad a Arithmetica, un tratado de 13 libros (del que
solamente se conservan 6) en el que Diofanto colecciona diversos problemas y soluciones.
Las ecuaciones diofdnticas reciben su nombre precisamente en referencia a Diofanto.

El matematico Pierre de Fermat (1601 — 1665) disponia de una copia de una edicién
del afio 1621 del Libro 2 de Arithmetica, en cuya pagina 85 y junto al Problema 8, Fermat
expuso una nota marginal afirmando haber encontrado una demostraciéon de que, dado un
nimero natural n mayor que 2, no es posible encontrar tres enteros positivos z, y, z tales
que 2" 4+ y™ = z™. Lo més probable es que Fermat no haya demostrado dicho resultado,
o que haya cometido un error al hacerlo, pues varios siglos y abundantes intentos fallidos
debieron pasar hasta que, usando matemaética muy contemporanea de la que Fermat no
disponia, el problema fue finalmente resuelto. Este problema pas6 a la historia como el
Ultimo Teorema de Fermat, aunque no adquirié legitimamente su estado de "teorema' hasta
que finalmente fue demostrado a fines del siglo 20 por Andrew Wiles.

La teoria de curvas elipticas (entendidas, basicamente, como polinomios sobre un deter-
minado cuerpo de escalares que satisfacen determinadas propiedades) se hizo mundialmente
famosa, incluso fuera del circulo de matematicos, durante el siglo 20 e incluso antes. Hoy
sabemos que dicha teoria jugé un rol fundamental en la demostracién del Ultimo Teorema
de Fermat que el mateméatico Andrew Wiles ofrecié en 1995 a la comunidad matematica,
aunque hacia décadas que habia indicios de una posible demostracién con base en dicha
teorfa. Es por esto que durante muchisimos afios hubo importantisimos avances en materia
de curvas elipticas, y hoy en dia las mismas son utilizadas también en sistemas criptograficos
para proteger informaciéon privada.

Se le atribuye a Fermat haber propuesto un acertijo en su época, tras haber observado
una particularidad del ntmero 26: el mismo esta precedido de un cuadrado perfecto, y
seguido de un cubo perfecto. En concreto, 52 = 25 < 26 < 27 = 32. Es natural, pues,
preguntarse cuéles son todos los nimeros naturales que estdn precedidos de un cuadrado
perfecto y seguidos de un cubo perfecto, lo cual induce naturalmente la ecuaciéon diofantica
y? + 2 = 23, a resolverse en el conjunto de enteros. Esta ecuacién es un caso particular
de curva eliptica, aunque el método para resolver este problema en particular (con la
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consecuencia de que las tnicas soluciones son (z,y) € {(3,5),(3,—5)}) suele involucrar el
hecho de que el anillo Z [\/——2] es un dominio de factorizacién dnica.

Muchas de las célebres curvas elipticas que motivaron el desarrollo de una teoria general
de las mismas provienen de problemas aritméticos motivados desde la geometria euclidea.
El mas famoso es, probablemente, el problema del nimero congruente, estudiado ya hacia el
ano 984 después de Cristo, que pregunta qué enteros positivos son el area de un triangulo
rectangulo de lados racionales. A modo de ejemplo, 6 es el area del triAngulo rectangulo
cuyos catetos son 3 y 4, y su hipotenusa es 5. Decimos entonces que 6 es un niimero
congruente. En el afio 1225 Fibonacci estudié estos nameros, y encontrd, por ejemplo, que
el ntimero 5 es también congruente, pues es el drea de un triangulo rectangulo de lados

%, 2—30, %. Posteriormente, Fermat estudié el problema y demostré que 1, 2 y 3 no son
congruentes.

La teoria de curvas elipticas permite demostrar, por medio de un adecuado cambio de
variables en la formulaciéon clasica del problema del niimero congruente, que un nimero
natural n libre de cuadrados es congruente si y solo si la curva eliptica y?> = 23 — n?x
admite una solucion no trivial; es decir, distinta de (—n,0), (0,0) y (n,0).

Por medio de la clasica compactificaciéon proyectiva, se le agrega exactamente una
solucion adicional a las curvas elipticas (conocida como la solucion del infinito y notada
clasicamente oo) que permite darle a las soluciones de dicha curva una estructura natural
de grupo abeliano en la que co es el elemento neutro. Maéas atn, el célebre Teorema
de Mordell dice que, cuando trabajamos sobre curvas elipticas sobre Q, dicho grupo es
finitamente generado. Se puede demostrar que la curva eliptica 242 = 22 que mencionamos
al principio, por ejemplo, es un grupo abeliano libre de rango 1 generado por (3,5).

En cuanto a la curva eliptica y> = 2% — n?z donde n € N es libre de cuadrados, es
sabido que el grupo de torsién es precisamente el conjunto de soluciones triviales, con lo
cual el problema de determinar si n es congruente o no equivale a saber si la curva eliptica
y? = 23 — nx admite o no un punto sin torsién. Es sabido, por ejemplo, que si p € N es
primo y p = 3 (mod 8), entonces y? = x3 — p2x tiene rango 0, de donde p no es congruente.

El problema del niimero congruente es, quiza, el mas clasico de los problemas abordados
desde la teoria de curvas elipticas y motivados desde la geometria euclidea. Sin embargo,
en esta tesis nos enfocaremos principalmente en otro tipo de problemas motivados desde la
geometria euclidea, todos pertenecientes a una familia de resultados que ha dado mucho de
qué hablar inclusive hasta nuestros dias. De hecho, el inicio de los mismos es extremadamente
reciente.

En el ano 1995, el matematico Richard K. Guy resolvié un problema planteado por
Bill Sans, que se preguntaba si era posible hallar un triangulo y un rectangulo, ambos
de lados enteros, con la misma area y el mismo perimetro. Utilizando la teoria de curvas
elipticas pudo demostrar que no existen tales figuras y que, en cambio, si se le permitia al
tridngulo ser isosceles, entonces habia infinitas soluciones. Aqui y en el resto de ejemplos
que expondremos, cada vez que decimos "infinitas soluciones" no distinguimos soluciones
por semejanza geométrica, puesto que, de lo contrario, de una solucién particular podriamos
trivialmente obtener infinitas soluciones adicionales mediante un reescalamiento por factores
enteros.

El trabajo de Guy fue el disparador de un sinfin de variantes del mismo problema que
han dado lugar a una muy rica diversidad de resultados en esta suerte de "teoria euclidea de
numeros". En 2006, Richard K. Guy y Andrew Bremner generalizaron el resultado original
de Guy permitiendo al tridngulo ser un tridngulo de lados enteros y area entera. Hacia el
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ano 2016, el matematico Yong Zhang consider6 la variante del problema original en la que
se buscan un tridngulo rectangulo de lados enteros y un paralelogramo de lados enteros que
tengan la misma area y el mismo perimetro (lo cual consiste en hipotesis més relajadas que
las originales del afio 1995), encontrando que este problema admitia infinitas soluciones.
En el mismo ano, el mateméatico Shane Chern estudi6 las parejas conformadas por un
tridngulo rectangulo de lados enteros y un rombo de lados enteros, teniendo ambas figuras
la misma area y el mismo perimetro, y pidiendo ademas que el angulo agudo del rombo
tenga seno y coseno racionales, y encontré que existen infinitas soluciones a dicho problema.
En 2017, Yong Zhang y Junyao Peng demostraron que no es posible encontrar un tridngulo
isosceles de lados enteros y un rombo de lados enteros con angulo agudo de seno y coseno
racionales que tengan la misma area y el mismo perimetro. En el mismo afio, Pradeep
Das, Abishek Juyal y Dustin Moody probaron que existen infinitas parejas de un tridngulo
isosceles de lados enteros y un paralelogramo de lados enteros con la misma area y el mismo
perimetro, y también que hay infinitas parejas de un tridngulo de lados enteros y area
entera y un rombo de lados enteros y angulo agudo de seno y coseno racionales que tengan
la misma area y el mismo perimetro. En el afio 2018, Yong Zhang, Junyao Peng y Jiamin
Wang probaron varios resultados anélogos entre triangulos y trapezoides. En el mismo
ano, Yoshinosuke Hirakawa y Hideki Matsumura demostraron que el par formado por el
tridngulo rectangulo de lados (135, 352,377) y el triangulo isosceles de lados (366, 366, 132)
es la tinica solucién al problema de encontrar un tridngulo rectdngulo de lados enteros y un
tridngulo is6sceles de lados enteros con la misma area y el mismo perimetro.

El parrafo anterior consiste en una modesta selecciéon del rico caudal de resultados
aritméticos surgidos desde la publicacién del trabajo de Richard K. Guy. Esencialmente,
todos siguen la misma linea heuristica: formular las ecuaciones que modelizan la situacion,
aplicar un adecuado cambio de variables para poder reformular el problema en términos de
una curva eliptica, y aplicar la teoria de curvas elipticas para averiguar si la misma induce
infinitas o finitas soluciones al problema original. Esta idea, si bien es, en principio, simple,
acarrea una sutil dificultad. En general, saber si una curva tiene o no infinitas soluciones
equivale a ver que tiene rango positivo. Y esto, si bien no siempre es un problema fécil,
en las aplicaciones suele sortearse por medio de la utilizaciéon de una gigantesca base de
datos de curvas elipticas ofrecida por John Cremona. El problema es que no todas las
soluciones de la curva eliptica encontrada necesariamente aplican al problema original, pues
la naturaleza euclidea de su formulacién original impone condiciones adicionales sobre las
variables que no necesariamente son satisfechas por todas las soluciones de la curva eliptica.
La més inmediata evidencia de esto es que muchas de las variables de la formulacion original
han de representar ntmeros positivos, en tanto hacen referencia a longitudes de lados
de figuras geométricas no degeneradas. Asi, vemos que no basta con demostrar que la
curva eliptica encontrada tiene infinitas soluciones. Deben ser infinitas en un determinado
subconjunto dado por restricciones especificas.

El problema del anterior parrafo puede resolverse muy satisfactoriamente apelando a
un resultado demostrado independientemente por Jules Henri Poincaré en 1901 y por Adolf
Hurwitz en 1917, hoy conocido como Teorema de Poincaré-Hurwitz, que afirma que si las
soluciones de una curva eliptica sobre QQ son infinitas, entonces también son localmente
infinitas en cada componente conexa del real locus donde haya soluciones racionales.

En vistas a que todos estos resultados parecen seguir un mismo patrén, es natural
preguntarse si es posible dar un paso mas alla y encontrar una forma de generalizar algunos
de estos resultados y compactificarlos dentro de una teoria general. Este trabajo fue
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realizado por las mateméaticas Matilde Lalin y Xinchun Ma en el afio 2019, cuando fueron
capaces de probar la siguiente generalizaciéon de todos los resultados que involucraban
triangulos y paralelogramos: Dado 6 € (0, 7) de coseno racional, entonces para todos salvo

finitos t € (0, ﬁ] N Q existen w € (0, g] e infinitos pares de un triangulo de lados
enteros que tiene a # como uno de sus angulos y un paralelogramo de lados enteros que
tiene a w como uno de sus angulos, tales que ambas figuras tienen la misma area y el mismo
perimetro y tales que sin (w) = tsin (#). Como siempre, sin distinguir por semejanza.

Este extremadamente fuerte resultado les permitié a Lalin y Ma, especializando en
valores particulares del coseno de 6, redescubrir varios de los resultados expuestos con
anterioridad. Naturalmente, un trabajo de estas proporciones dificilmente podria expresarse
en tan pocas variables como una curva eliptica restringe. Es por eso que requirieron hacer
uso de un objeto muy particular que, no siendo una curva eliptica, si tiene estructura de tal
aunque sus coeficientes resultan ser polinomios con coeficientes racionales en un parametro
adicional. Considerando ese pardmetro como una variable trascendental, este objeto induce
naturalmente una curva eliptica sobre Q (¢). La aparicion de esta situacion es la que motiva
el estudio de un concepto general del cual este tipo de objetos forma parte, que es lo que
se conoce como superficie eliptica, y que es lo que buscamos entender en esta tesis para
poder reproducir la demostracién de Lalin y Ma. Si bien expondremos como hacer uso de
la teoria de superficies elipticas para elaborar esta demostracion, ha de sefialarse que el
principal y modesto objetivo de la tesis consiste en poder utilizar este problema de teoria
de numeros planteado por Lalin y Ma en vistas a generalizar gran parte del camulo de
resultados de indole aritmética-euclidea surgidos a raiz del trabajo de Guy como forma de
motivar el estudio de las superficies elipticas.

Estructura de la tesis

La tesis est4 conformada por cuatro capitulos y dos apéndices.

El primer capitulo esta pensado, en sus primeras secciones, como recordatorio de los
aspectos basicos de la teorfa de curvas elipticas que requeriremos tener presentes a lo largo
del desarrollo de la tesis. Asi, se expondréan los resultados sin entrar en profundidad en sus
demostraciones, aunque si se brindaran abundantes referencias para el lector interesado en
las mismas. La mas importante excepciéon que haremos de esta regla sera el hecho de que,
dado un primo p € N, la reduccion modulo p de una Q-curva eliptica, siempre que dicha
reduccion induce una IF,-curva eliptica, es un morfismo de grupos. Probaremos este resultado
con absoluto detalle, en tanto no existe en la literatura una demostraciéon completa del
mismo sin omitir detalles o cuentas. Dado que dicha demostraciéon requiere de enrevesados
computos que suelen dejarse como ejercicio para el lector o simplemente son omitidos, aqui
expondremos una demostracién acabada sin omitir cuentas ni detalles. Posteriormente, y
tras mostrar como utilizar una computadora para ahorrarse los calculos enrevesados que
subyacen la estructura de grupo de una curva eliptica, ofreceremos una demostracion del
Teorema de Poincaré-Hurwitz, que es, en esta tesis, el resultado teérico més importante
gracias al cual todo nuestro argumento se sostiene. Finalmente, mostraremos cémo aplicar
la teoria de curvas elipticas en diversos contextos de desarrollo contemporaneo, empezando
con algunos ejemplos sencillos, avanzando hacia un ejemplo donde se requiere del Teorema
de Poincaré-Hurwitz, y finalizando con uno de los resultados de indole aritmética-euclidea
que fueron listados en la seccién anterior, a modo de introduccién al tipo de problemas que
buscamos encarar.
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En el segundo capitulo entramos de lleno en el problema principal de esta tesis, que
es el planteado y resuelto por Lalin y Ma en el afio 2019. Ocuparemos este capitulo en
modelizar y formular el problema, para ver como espontaneamente aparece un objeto
que sera nuestro primer acercamiento a las superficies elipticas. Asimismo, anticiparemos
qué tipo de conclusiones es posible derivar utilizando la teoria de superficies elipticas, y
mostraremos cémo resolver el problema con base en esas conclusiones. Quedara, pues,
pendiente probar aquellas conclusiones prometidas.

El tercer capitulo es el capitulo mas importante de la tesis, gracias al cual la misma
recibe su nombre. Consiste en introducir las superficies elipticas y conocer las bases de su
teoria. En este capitulo se expondran observaciones y se probaran resultados estrictamente
introductorios, aunque no todos seran relevantes para reproducir la demostraciéon de Lalin
y Ma, y haremos especial énfasis en la demostracion del Teorema de Mordell-Weil para
superficies elipticas. Si el Teorema de Poincaré-Hurwitz era el resultado més importante
para resolver el problema planteado por Lalin y Ma, el Teorema de Mordell-Weil es el
resultado conceptual mas importante gracias al cual es posible hacer aritmética en superficies
elipticas. En general, el principal rol de gran parte de estos desarrollos es que ofreceran un
marco conceptual que permitird comprender en profundidad el argumento que expondremos
en el dltimo capitulo para resolver nuestro problema principal. Nos daremos por satisfechos
si nuestra exposicion, junto al cuarto capitulo, cumple el modesto objetivo de motivar desde
la teoria de nimeros el estudio de las superficies elipticas.

El cuarto capitulo, como ya se anticip6, consiste en aplicar varios de los resultados del
tercer capitulo (y algunos resultados adicionales consultados en la literatura especializada)
al problema que se deja inconcluso en el segundo capitulo, para ofrecer una demostraciéon
en la que, esencialmente, hemos seguido el desarrollo de Lalin y Ma, aunque hemos hecho
unas pequeiias modificaciones. Ademas, finalizaremos con una seccién adicional en la que
expondremos de forma divulgativa algunas de las conclusiones adicionales que Lalin y Ma
consiguieron demostrar en su paper, las cuales son de absoluto interés en tanto permiten
comprender mejor la estructura general que subyace a los resultados que generalizaron.

En cuanto al primer apéndice, el mismo consiste en un sumario de los resultados
provenientes de la Geometria Algebraica de los cuales haremos uso. Si bien en la tesis
daremos por sabida la teorfa basica de Geometria Algebraica, requeriremos tener enunciados
diversos resultados y conceptos a los cuales hacer referencia a lo largo del desarrollo de la
tesis. Asimismo, el apéndice puede servir como recordatorio de algunos de los conceptos
bésicos que se requieren tener asumidos por parte del lector, en especial a partir del tercer
capitulo.

Por dltimo, en el segundo apéndice expondremos una solucién alternativa del problema
principal, que preferimos tener aislada de la tesis en tanto hace uso del Teorema de Mazur
y en razoén de que involucra coémputos extremadamente enrevesados.

Requisitos

Los primeros dos capitulos pueden leerse teniendo un bagaje teérico elemental en materia
de curvas algebraicas (téngase como referencia el libro Algebraic Curves de William Fulton,
2008), como asi también conocimiento basico de los més conocidos anillos que estudia la
teoria de ntimeros, como lo son el anillo de enteros p-adicos para un primo p € N. Ademas, se
recomienda muy enfaticamente haber tenido un primer curso o estudio en la teoria elemental
de curvas elipticas. En cuanto a la demostracién del Teorema de Poincaré-Hurwitz y su
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aplicacion en el segundo capitulo, es necesario un conocimiento minimo de Geometria
Diferencial y, en particular, de Grupos de Lie.

A partir del tercer capitulo, a todo lo anterior se le suma un requisito minimo en Teoria
de Reticulos y una base sélida de Geometria Algebraica. Para esto, puede consultarse el
primer apéndice como referencia.
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Capitulo 1

Curvas elipticas

En este primer capitulo ofreceremos un sumario de la teoria més elemental de las curvas
elipticas que requeriremos para el tratamiento de los principales desarrollos que llevaremos
adelante a lo largo del presente trabajo. Comenzaremos haciendo un breve repaso de los
aspectos basicos de dicha teoria y las herramientas de las que disponemos para computar en
curvas elipticas, omitiendo algunas demostraciones y limitdndonos a sefialar referencias para
profundizar en las mismas. Posteriormente, se demostraré el Teorema de Poincaré-Hurwitz,
que jugaréd un rol fundamental en el desarrollo de la tesis. Finalmente, mostraremos algunas
aplicaciones de esta teorfa para ilustrar su utilidad en la Teorfa de Niimeros; particularmente,
en los problemas de geometria euclidea en los que estamos interesados.

1.1 Resultados basicos

Dado un cuerpo perfecto K, una K-curva eliptica es un par (E, O), donde E es una K-curva
proyectiva no singular de género 1 y O es un punto en E. El Teorema de Riemann-Roch
permite construir un isomorfismo algebraico entre F y una cubica proyectiva plana no
singular dada en la forma de Weierstrass, definida como la forma que tienen todas las
ctbicas proyectivas planas (singulares o no) que tienen un punto de inflexiéon en (0: 1 :0)
cuya recta tangente es la recta del infinito. Esta forma esta dada por

2z 4+ a1zyz + asyz? = 13 + asx?z + asxz? + ag2’,

1.1
ap, az,as3, a4, g c K. ( )

y el mencionado isomorfismo algebraico puede elegirse de tal forma de identificar O con
(0:1:0), tal y como se demuestra en |18, pp. 47-48]. De esta manera, toda curva eliptica
admite una inmersion algebraica en P2, de modo que la forma de Weierstrass recupera, por
isomorfismo algebraico, todas los requisitos de la definiciéon de una curva eliptica, salvo
quizés por su no singularidad.

Dada una cibica proyectiva plana en su forma de Weierstrass (sin que necesariamente
la misma constituya una curva eliptica; es decir, sin suponer que la misma sea no singular),
definimos las constantes

b2 = a% + 4(12, Cq 1= b% — 24()4,
by := 2a4 + aqas, C 1= —b% -+ 36b2b4 — 216bg,
be 1= a% + 4dag, A= —b%bs — 8b§1 — 27b(25 + 9b2b4bg,
3
bs == aiae + 4agas — arazay + aga3 — aj, ji=7siA#0.
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de tal forma que la constante A, que llamamos discriminante, cumple la propiedad de ser
nula si y solo si la curva es singular. Naturalmente, existe una forma de expresar A en
términos de {a1, as, a3, aq,a¢} (ver |9, 25.3.7]). Asi, salvo equivalencias algebraicas, una
curva eliptica puede definirse como una cubica en forma de Weierstrass con discriminante
no nulo.

Mas atin: si la caracteristica de K es distinta de 2, a través de un cambio de variables
es posible suponer que a; = az = 0. Si la caracteristica de K no divide a 6, un cambio de
variables permite suponer que a; = az = ag = 0. En tal caso, la curva (afinizada) queda
en la forma 3?2 = 2% + ax + b, con @ = —27c4 y b = —54cg. Para una demostracion de
todo lo dicho en estos tltimos dos parrafos, léase [12, III 2]. En general, dada una curva
en la forma y? = 23 + ax + b con a,b € K, se tiene A = —16 (4a3 + 27b2), de tal forma
que, en caracteristica 2, una tal curva es siempre singular, y en caracteristica distinta de 2,
la misma sera singular si y solo si 4a® 4 27b?> = 0. Esto demuestra que la suposicién de
que la caracteristica de K sea distinta de 2 es una hipétesis fundamental para hacer esta
reduccién, pues no toda curva en la forma de Weierstrass es singular en caracteristica 2.

Si C es una cubica homogénea no singular en K [z, y, z], el Teorema de Bézout nos
dice que, dada una recta L, se tiene

> I(PLNC)=3,
PeP?(K)

donde K es una clausura algebraica de K y I (P, LN C) es la multiplicidad de interseccion
de L y C en P, de tal forma que podemos definir una aplicacion C (K) x C (K) —C (K)
que a cada par (P,Q) € C (K) x C (K) le asigna un punto en C (K) (que notamos PQ)
definido como el zero-cycle PQ) := L e E — P — (), donde L es la recta proyectiva que
pasa por Py @ si P # @Q, vy es la recta tangente a la curva en P si P= Q. Le(C esel
intersection cycle entre las curvas Ly C.

Fijando O € C (K), el Teorema fundamental de Max-Noether permite demostrar,
tal y como se hace en [3, pp. 63-64], que la aplicacion (P,Q) — O (PQ) induce una
estructura de grupo abeliano en C (K), donde O es el elemento neutro y la oposiciéon aditiva
queda definida como —P := (OO) P. Es posible demostrar usando Teoria de Galois (léase
el Apéndice A.1) que, si P,Q € C(K) (equivalentemente, P,Q € C (K) y admiten una
representacion de coordenadas proyectivas en K), entonces PQ € C (K). Asi, si elegimos
O € C(K), entonces C (K) es un subgrupo de C (K). De esta manera, la definicién de la
operacion de grupos queda extendida a cubicas proyectivas planas no singulares y no vacias
que estén definidas sobre cualquier cuerpo perfecto, no necesariamente algebraicamente
cerrado.

En el caso de curvas elipticas sobre K en forma de Weierstrass, podemos tomar como
neutro al punto O := (0:1:0), el tnico punto de inflexién de la curva. Como O es de
inflexion, OO = O, y por lo tanto el inverso aditivo queda definido como —P := OP.

Sea E una curva eliptica sobre Q en forma de Weierstrass. El primer resultado importante
y fundamental de la teoria de curvas elipticas es el Teorema de Mordell, que enunciamos
a continuacion y que permite comenzar a analizar la estructura del grupo abeliano F (Q),
dando inicio al estudio de los aspectos aritméticos de la teoria de curvas elipticas.

Teorema 1.1.1 E(Q) es finitamente generado como grupo abeliano.

Demostracion. Léase [12, IV]. R
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En el K-plano proyectivo bidimensional, que notamos P? (K), los cambios proyectivos
de coordenadas que fijan el punto (0 :1:0) y la recta del infinito estan inducidos, a menos
de una constante no nula, por una matriz de la forma

w2 0 r
su? ud ot ] e K33,
0 0 1

donde u # 0. Asi, estos cambios de coordenadas preservan la propiedad de las cibicas
de estar en la forma de Weierstrass. Es posible demostrar (|18, Theorem 2.4]) que dos
curvas elipticas son algebraicamente isomorfas si y solo si el isomorfismo es de esta forma.
Llamaremos a estos isomorfismos cambios admisibles de variable. Teniendo clasificados los
isomorfismos entre curvas elipticas, se desprende el siguiente importante teorema que da
sentido a la constante j definida previamente, que se denomina el j-invariante de la curva
eliptica.

Teorema 1.1.2 Dadas dos curvas elipticas E y E' sobre un cuerpo perfecto K dadas en
forma de Weierstrass, entonces las mismas son isomorfas sobre una clausura algebraica K
de K si y solo si tienen el mismo j-invariante.

Demostracion. Léase |11, Teorema 2.9]. B

Maés atn, dado un escalar jg en K, siempre es posible encontrar una curva eliptica cuyo
j-invariante sea jy. En efecto, si jo = 0, podemos tomar la curva eliptica y?z + yz? = 23,
o bien la curva eliptica y?z = a2 + bz3 con b # 0. Si jo = 1728, podemos tomar la curva

eliptica y?z = 2% + axz? con a # 0. Finalmente, si jo & {0, 1728}, se puede tomar la curva

36 1
2 _ .3 2 3
Yzt+ryz =x 3'70—1728%2 3'70—17282

cuyo j-invariante es jo. Sefidlese que esta curva no sirve para el caso jo = 0, ya que en tal
caso su discriminante es nulo.

Esta observacion y el Teorema 1.1.2 muestran que, dado un cuerpo algebraicamente
cerrado (en particular, perfecto), la funcion j-invariante induce una biyecciéon bien definida
entre las clases de isomorfismo de curvas elipticas sobre el cuerpo algebricamente cerrado
en cuestion, y los elementos de dicho cuerpo.

1.2 Reducciéon médulo un niimero primo natural

Fijado un primo p € N y un ntimero natural n, y dado P € P (Q), existe una representacion
de P como (ag:---:ay), donde a; estd en el anillo Z, de enteros p-adicos para todo
i € [0,n]NZ, y al menos uno de ellos tiene norma p-adica unitaria. Una tal representacion
de P se dice representacion p-reducida de P. Si (bg : - - : by) € P (Q) es otra representacion
p-reducida de P, entonces existe r € Q de norma p-adica unitaria tal que b; = ra; para
cada i € [0,n] NZ.

Del parrafo anterior se deduce que, para cada primo p € N, tenemos una funcién reduccion
bien definida 7, : P (Q) — P™ (F,) que a cada P € P" (Q) le asigna (rp (ag) : - -+ : 7p (an)),
donde (ag : - : ap) es una representacion p-reducida de Py 7, : Z, — [, es la reduccion
modulo p.
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Otra cosa que se deduce del primer parrafo es que, dada una curva proyectiva F' en
P™ (Q), la misma es equivalente (multiplicando por un racional adecuado) a una curva cuyos
coeficientes estan todos en Z, y al menos uno tiene norma p-adica unitaria. Asi, tenemos
definida una curva proyectiva Fj, en P" (F,,) bien definida salvo por una multiplicaciéon por
un elemento no nulo, y por lo tanto la funcion r, del parrafo anterior admite una restricciéon
y correstriccion a F' (Q) — F, (Fp).

En el caso de curvas elipticas, podemos hacer algo mejor. Dado un cambio admisible de

2
us 0 0
variables de la forma | 0 w3 0|, este cambio de variables genera que los coeficientes
0 0 1

a;, i € {1,2,3,4,6} de la forma original queden multiplicados por u~* una vez efectuado el
cambio de variables. Exactamente lo mismo ocurre con los escalares b;, i € {2,4,6,8} y los
escalares ¢;, i € {4,6}. De hecho, esta es la motivacion para la aparentemente arbitraria
eleccion de subindices.

Esto demuestra que, si R es un anillo tal que K es su cuerpo de fracciones, entonces
toda curva eliptica en forma de Weierstrass con coeficientes en K, mediante una adecuada
eleccion de u, es isomorfa a una curva eliptica en forma de Weierstrass sobre K cuyos
coeficientes estan en R. En particular, podemos trabajar con curvas elipticas sobre Q con
coeficientes enteros, y dado que el coeficiente de 2% es 1 (cuya norma p-adica es 1), entonces
tenemos una curva eliptica sobre Q cuyos coeficientes son todos enteros (en particular,
estan en Z,) y tal que al menos uno de sus coeficientes tiene norma p-adica unitaria. En
otras palabras, dada una Q-curva eliptica F/, a menos de un cambio de variables admisible
podemos suponer que sus coeficientes son enteros, de tal forma que E), consiste en reducir
modulo p los coeficientes enteros de FE, sin necesidad de multiplicarlos por algtn racional
adecuado. Sea A, el discriminante de E,. Entonces A, = 0 si y solo si p | A. Asi, si p{ A,
entonces I, es una [Fj-curva eliptica. Dado que en la literatura no est4d demostrado con
todos los detalles y sin omisiones, probaremos cuidadosamente que ry, : E(Q) — E, (F,) es
un morfismo de grupos. Para esto, requeriremos un lema previo.

Lema 1.2.1 Sea p € N un nimero primo y sea m € N. Sea F' una curva proyectiva plana
no singular de grado m sobre Q. Sea L una recta en P? (Q). Sea k € Ny y sean Py, --- , Py,
puntos distintos de LN F' con la misma reduccion mddulo p. Si F, y Ly, son las reducciones
mddulo p de F' y L, entonces

min {m, I (Po, LNF)+k} <I(rp(P),L,NE).

Demostracion. Para cada i € [0,k|NZ, sea (x; : y; : z;) una representacion p-reducida de P;.
Multiplicando por un entero coprimo con p adecuado, podemos suponer que x;,y;, 2; € Z
para cada i € [0, k] N Z. Sabemos que, para estos valores de i, r, (Py) = rp (F;), con lo cual
existe a; € Z no divisible por p tal que a; (zi, yi, z;) = (x0,Y0,20) (mod p). Cambiando el
sistema de representantes multiplicando por a;, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que (x4, vi, z) = (z0, Y0, 20) (mod p) para cada i € [0, k] N Z.

Sea P’ € P (Q) un punto de L con rp, (P') # rp, (Py) (en particular, se tiene que P’ # P;
para todo i € [0, k]NZ). Veamos que un tal P’ existe. En efecto, por hipotesis, xo, yo, 20 € Z
y al menos uno es coprimo con p. Supongamos que p 1 zg (los otros casos son anélogos). En
particular zg # 0 y, como Py € L, entonces L no es la recta {z = 0}. Por lo tanto, tomando
el tinico punto de interseccion P’ € P? (Q) entre L y {z = 0}, es claro que P’ funciona, ya
que la ultima coordenada en cualquier representacién p-reducida de P’ es nula, lo cual no
ocurre con Py pues p 1 2.
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Sea (2’ : ¢y : 2’) una representacion p-reducida de P’ con coordenadas enteras. Reesca-
lando F' para que todos sus coeficientes sean enteros y al menos uno de ellos sea coprimo
con p, definimos ¢ € Z[t] como

m
Y (t):=F (vo+ta',yo+ty, 20 +t2) =Y Fyt) (1.2)
Jj=r

donde r € Ny es tal que F, # 0. Sabemos entonces que I (Py, L N F) = r (aqui usamos que
F es no singular, pues en tal caso un tal r debe existir, o de lo contrario L | F').

Supongamos que k = 0. Entonces I (Py,LNF) < deg(L)deg(F) =1-m = m, por
lo tanto debemos ver que I (Py,LNF) < I(r,(Py),F,NLy), lo cual se ve facilmente
reduciendo 1.2 médulo p. Supongamos entonces que k > 1 y probemos que p | E para todo
i € [r,min{m,r + k — 1}] NZ, lo cual probara el lema.

Como L es una recta proyectiva y, para cada i € [1,k] NZ, P; # P’, existe un conjunto
de k racionales distintos {¢; : i € [1,k] N Z} tal que

(i 2 yi s 2i) = (w0 + tix’  yo + iy’ = 20 + 1:2')
para cada i € [1,k] N Z. Como, para estos valores de i, se tiene P; # Py, entonces t; # 0y
existe ¢; € Q* tal que

(i, i, 2i) = ¢ (w0 + tix, yo + iy, 20 + ti2') .

/ / /

Como 1, (P;) = rp(FPy) # rp(P’), alguna submatriz de 2 x 2 de <a; 4 Z) tiene

i Yi %
determinante no divisible por p. Veamos que t; € Z,. Supongamos sin pérdida de
/ /
generalidad que det (ac Z) = y;2' — z;5' no es divisible por p (los otros casos son
K] (]
anélogos). Como ¢; # 0, x; = ¢; (xg + t;2') e y; = ¢; (yo + t;y'), entonces

Z; (yo + tiy/) = 951% = yz% =i (560 + tiﬂ?/) )
(]

(2

de donde x;yg — yizo = t; (yix' — xy'). Como y;x’ — 23 no es divisible por p, resulta
que t; € Zy, como querfamos. Maés atn, como z; = zg (mod p) e yo = y; (mod p) pues
(is Yis 2i) = (20, Y0, 20) (mod p), entonces p | z;y0 — yixo, de donde ||¢;]|, < 1.

Escribimos

m
0= F (i, yi, i) = ' F (zo + i, yo + tiy', 20 + t:2") = ¢ Zthg,

j=r

de donde, usando que ¢; # 0 # t;, obtenemos

m ~ .
Y Pt =0.
j=r

Como esto lo probamos para cada i € [1, k] N Z, tenemos un sistema de k ecuaciones en las
m — r + 1 incognitas F.,--- , F),, cuya forma matricial es
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donde A € QF*(m=+1) og tal que Aij = tg_l. Si k> m —r+ 1, podemos quedarnos con
las primeras m — r + 1 ecuaciones y obtenemos un sistema homogéneo de Vandermonde;
que es, en consecuencia, inversible, y por lo tanto solamente admite la solucion trivial; es
decir, F; = 0 para todo i € [r,m] NZ. En particular p | F; para estos valores de i. Como
k> m —r+ 1, entonces min {m,r + k — 1} = m, con lo cual hemos probado el lema para
este caso.

Supongamos entonces que k < m — 7 + 1. Escribimos A = (V | U), con V € Q¥** de

ﬁr Fr+k
tal forma que U € QF*(m=r=k+1) Gea [} := : y sea Iy = : . Como V es

Fr—i—k—l Fm
una matriz de Vandermonde inversible, multiplicando la expresion VF; + UF, = 0 por V!
obtenemos Fy + VIUF, = 0. Sea D € Q*** la matriz diagonal definida como D;; = 0;5t;,
donde 9 es la funcion delta de Kronecker. Sean {o; : i € [1,k] NN} las funciones elementales

simétricas en {t; : i € [1,k] NN}, de tal forma que
k k
[[&x-t)=x"+> ()" o X eQlX].
j:l s=1

En particular, evaluando en X = t; para algtin i € [1, k] NN, tenemos

k

Z (_1)k+1—8 O_kJrlfstf_l _ _tf

s=1
Definimos W € Q¥** como
i
Wij = 0ija1 4 Ong (=1)" " Opg1—4

Es claro que (DV),; = tZ Por otra parte,

K :
(VW) = VisWes =D t57 (5s,j+1 + 65 (1) Uk+1—s> =
s=1 s=1

k k k
= <Z 5S,j+1tf_1) — (Skj Z (_1>k+1—s 0k+1,stf_1 = (Z 557j+1tf_1> + 5kjt§.
s=1

s=1 s=1

Si k # j entonces j < k, de modo que existe s € [1,k] NN tal que s = j + 1, luego la

anterior expresion es igual a t]. Si k = j, no existe un tal s, de donde la anterior expresion

es igual a ¢/ también. Esto demuestra que DV = VW, de donde ViD=wv-1L
ty

Para cada ¢ € Ny, definimos Cy := | : |. Es claro que Cyy; = DC}y para todo ¢ € Ny.

l
tk

Asi, como V~!D =WV~

VIC, =V iDC, =wvTic,.

Si¢=k—1,C,es latltima columna de V, por lo tanto V"1C}_; es la tltima columna ey,
de la identidad en QF**.
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Probaremos que, para todo ¢ € Ny tal que £ > k — 1, V-1Cy = W!Ftle,. En efecto,
para { = k — 1 lo probamos en el parrafo anterior. Si vale para un ¢ € N>;_; genérico,
entonces

VACHl —WVLC, = Wik, — W(Z+1)fk+1€k7

lo cual completa el paso inductivo.

Dado n € N y un vector X € QF que cumpla que su i-ésima entrada es homogénea de
grado k + n — i en las variables t1,--- ,t; para cada i € [1,k] NN, entonces WX cumple
que su i-ésima entrada es homogénea de grado k + (n + 1) — i en las variables ¢1,- - ,t
para cada i € [1,k] N N. En otras palabras, el grado de homogeneidad aumenta en 1. Esto
es asi porque, en efecto,

k .

(WX)Z = Z Wi; X = Z ((51'7]'_;_1 + 5kj (—l)k_Z 0k+17i> X;.
j=1 J=1

Sii=1, d; j41 =0 para todo j € [1,k] NN y la expresion queda igual a (—1)k7i Opa1—i Xk,
la cual es homogénea de grado (k+1—4)+ (k+n—k)=k+(n+1)—i. Sil<i<k,la
expresion queda igual a X;_1, cuyo grado de homogeneidad es k+n—(i — 1) = k+(n+ 1)—i.
Finalmente, si ¢ = k, la expresion queda igual a Xj_1+01 X}, lo cual es suma de elementos de
grado de homogeneidad n+1 = k+(n + 1)—i. En efecto, X}_1 tiene grado de homogeneidad
kE+n—(k—1)=n+1y 01X tiene grado de homogeneidad 1 + (k+n — k) =n + 1.

De esto se deduce que, para todo n € N| la i-ésima entrada de la ultima columna de
W™ es homogénea de grado k +n — i en las variables ¢y, -+ ,t; para cada i € [1,k] NN. En
efecto, para n = 1, la i-ésima entrada de la tultima columna de W es homogénea de grado
k41— en las variables t1,-- - , t; para cada i € [1,k] NN, pues o; es homogénea de grado
i en dichas variables. Inductivamente, si vale para un n € N genérico, se tiene que la tltima
columna de W"*! es igual a WX, donde X es la tltima columna de W™. Por hipétesis
inductiva, X cumple que su i-ésima entrada es homogénea de grado k+mn —1¢ en las variables
ti,--- ,t; para cada i € [1, k] N N. Aplicando lo probado en el anterior parrafo, WX, que
es la ultima columna de W"*! cumple que su i-ésima entrada es homogénea de grado
k+ (n+1) — i en las variables t1, - - - , ¢ para cada i € [1,k] NN, lo cual completa el paso
inductivo. Fijando ¢ € N tal que £ > k, y aplicando lo probado paran = £ — k + 1, sabemos
que la i-ésima entrada de la tltima columna de W 1 que es igual a W' *+le, = V-1C,,
es homogénea de grado k+ ({ —k+1)—i=¢+1—1>k+1—14 > 1 en las variables

ti,--- ,t, para cada ¢ € [1,k] N N. Por lo tanto, dado que las columnas de U son de la
forma Cy con £ € N>y, resulta que VU es una matriz cuyas entradas son homogéneas de
grado mayor o igual que 1 en las variables t1,--- , tx.

De la expresion I} +V ~1UF, = 0 obtenemos que, para todo n € [r,r + k — 1] N N, F,
es combinacién lineal de algunas de las entradas de —V ~'U con coeficientes en las entradas
de Fy, que son enteras. Como las entradas de —V ~'U son homogéneas de grado positivo
enty,---,tr, y cada uno de estos nimeros racionales tiene norma p-adica menor que 1, se
sigue de la propiedad ultramétrica de la norma p-adica que, para todo n € [r,r + k — 1] NZ,
D | F,. Como k < m — 7 + 1 entonces min{m,r +k —1} =r+k — 1, por lo tanto p | F
para todo i € [r,min{m,r + k — 1}] N Z, lo cual termina de probar el lema en este altimo
caso y finaliza la demostracion. W

Ahora estamos en condiciones de probar lo que queriamos.
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Proposicion 1.2.2 Dada una Q-curva eliptica E con coeficientes enteros y p € N un
numero primo tal que el discriminante de E no es divisible por p, el morfismo reduccion
rp: E(Q) — E, (Fp) es un morfismo de grupos.

Demostracion. Sea L una recta proyectiva en P?(Q). Como E es no singular, existen
puntos no necesariamente distintos Py, P;,P» € EN L tales que Fe L = Py + P, + Ps.
Probaremos que Ly ® E, =1, (FPy) +1p (P1) + 1p ().

Supongamos que 7, induce una biyeccion entre { Py, Pi, Pa} y {rp (Po) ,rp (P1),7rp (P2)}.
Entonces I (P;, ENL) <1 (r,(P;),E,NLy) para cada j € {0,1,2}, por el Lema 1.2.1 con
k = 0. Como Ej, es no singular, L, e E, es un zero-cycle de grado 3, de donde, para cada
J €0, L2} I(P, LOE) = I(ry(F), LyNEp) y Ly e Ep =1y (Ro) +1p (P1) + 1 (P2).
Obsérvese que este argumento funciona incluso si el cardinal de { Py, P1, P>} no es 3.

Supongamos ahora que ry, no es inyectiva en {Fy, Pi, P»}. Como primer caso, asumimos
que el cardinal de {Py, P1, P>} es 3y que rp, (Py) = rp (P1) # 1p (P2). Usando k =1 en el
Lema 1.2.1, I (1, (Py),LyNE,) > 1 (Py,LNE)+1=2y, nuevamente por el Lema 1.2.1
peroconk =0, I (rp (P2),L,NEy) > I (P, LN E)=1. Como L,eE, debe necesariamente
tener grado 3, obtenemos L, ® E, = 21, (Py) + rp (P) = rp (Po) + 1 (P1) + 1p (P2).

Como segundo caso, seguimos suponiendo que el cardinal de { Py, P, P2} es 3, y asumi-
mos que 7y, (Py) = rp (P1) = 7 (P2). Entonces, por el Lema 1.2.1 con k = 2, obtenemos
I(r,(Po),LyNE,) >1(FPy,LNE)+2=3, de donde, como L, e E, debe tener grado 3,
Lp [ J Ep = 37“p (Po) = Tp (P()) + T'p (Pl) + ’I”p (PQ)

Como tercer caso, supongamos que Py = P, # Py, es decir, I (Py, LN E) = 2. Como
estamos bajo el caso general de que r, no es inyectiva en {P, Pi, P»}, necesariamente
debe ser r, (Fy) = rp(P1). Haciendo uso del Lema 1.2.1 con k = 1 obtenemos que
I(r,(Py),LyNE,) >1(Py,LNE)+1=2+1=3. Al igual que en el parrafo anterior,
esto implica que Ly ® E,, = 3ry, (Py) =1, (Po) + 1p (P1) + 1p (P2).

No quedan més casos por analizar, ya que el caso en que Py = P; = P> no permite
suponer que 7, no es inyectiva en {FP, P1, P»}. Esto demuestra que, dados dos puntos
PyQenkE, r,(PQ)=r,(P)rp,(Q). Como ademas r, (0:1:0) = (0:1:0); entonces,
llamando O al neutro en E' y O, al neutro en E,,

rp (0 (PQ)) =1 (0) 1p (PQ) = Op (1 (P) 1 (Q))

que es precisamente la propiedad de ser un morfismo de grupos para las estructuras
consideradas. W

La importancia del morfismo reduccion radica en que, gracias al mismo, es posible
desarrollar un algoritmo para calcular el grupo de torsiéon de una Q-curva eliptica. Como el
tnico punto de la curva sobre la recta del infinito es (0 : 1: 0), que es de torsion por ser el
elemento neutro, el resto de los puntos de torsion seran de la forma (z : y : 1) con z,y € Q.
El Teorema de Lutz-Nagell, que enunciamos a continuacién, nos da condiciones sobre x
e y que reducen la lista de posibilidades a un ntamero finito de candidatos. Concretamente,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3 Sea E una curva eliptica sobre Q en la forma de Weierstrass y con
coeficientes en 7., y sea /A su discriminante.

a) St (x:y:1) € E(Q),,s entonces dx y 8y son enteros.
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b) Si(x:y:1)€ E(Q) ¥a =0, entonces x ey son enteros.

c) Sip € N es un primo impar tal que p{ A, entonces la restriccion vy : E (Q)
es inyectiva. Sip =2, esto también vale si 2+ A y a; = 0.

— Ep (Fp)

tors

d) Si E estd dada en la forma (afinizada) y*> = 23 + ax + b (es decir, a; = ay = a3 = 0),
entonces, dado (z:y:1) € E(Q) se tiene y = 0 (de donde el punto (z :y: 1) tiene
orden 2) o bien y* | 4a® + 27b°.

tors’

Demostracion. Léase [12, V 4]. B

Veamos como hacer uso de este teorema para encontrar el grupo de torsion de F (Q).
El item (c) del Teorema 1.2.3 permite acotar el orden de dicho grupo por el maximo comtn
divisor entre los nimeros naturales de la forma |E, (IF,)|, donde p € N es un primo impar
tal que pt A (si ag =0y A es impar, podemos agregar p = 2). En la préctica, es posible
elegir algunos de estos primos p, encontrar el valor de |E, (F))| y calcular el méximo comtn
divisor entre los nimeros encontrados.

Una vez obtenida la cota para el orden del grupo de torsién, es posible usar los ftems
(b) v (d) para hallar una lista finita de los posibles valores de y para un punto de torsion
de la forma (x :y:1). Para cada uno de estos valores, se resuelve la ecuacion en x que
resulta de sustituir y por estos valores obtenidos, obteniendo asi una lista finita de puntos
(z :y: 1) que son candidatos a ser puntos de torsion.

Finalmente, dado un punto P en la lista obtenida, verificar que sea un punto de torsién
consiste en chequear si existe n € N menor o igual que la cota obtenida para el orden de
E (Q),., tal que nP = (0:1:0). Para esto, requeriremos de descripciones explicitas de la
operacion de grupo en E (Q). Esto es el tema de la proxima seccion.

Un teorema muy relacionado, cuya demostraciéon excede los objetivos y alcances del
presente trabajo, es el conocido Teorema de Mazur. El mismo expone todas las posibili-
dades para la estructura del grupo de torsiéon de una Q-curva eliptica. Concretamente, se
tiene lo siguiente.

Teorema 1.2.4 Sea E una Q-curva eliptica. Entonces E (Q),,,s s isomorfo a Z/nZ donde
n € Ncjg y n # 11, o bien es isomorfo a Z/2Z ® Z/2nZ, donde n € N<y.

Finalmente, una vez calculado el grupo de torsién de una Q-curva eliptica, es natural
preguntarse por la estructura que tiene su parte libre. El problema de calcular el rango
de esta parte libre es un problema abierto de la matematica, dado que, a dia de hoy, no
existen algoritmos eficientes para computar el rango de una Q-curva eliptica.

1.3 Coémputo explicito en curvas elipticas

Sea K un cuerpo perfecto. Sea E una K-curva eliptica en la forma 1.1. Sea Py € E (K) tal
que Py #O =(0:1:0). Como (0:1:0) es el anico punto en E (K) N {z = 0}, podemos
escribir Py := (zg : yo : 1) con xp,y0 € K. Veamos como calcular —Py = OF,. La recta
L :x — x9z pasa por O y por Py, con lo cual L es la recta por O y Fy. Buscamos el tercer
punto en L N E. Para esto, sustituimos x = xgz en 1.1. Mas atn; como Py # O entonces
—Py # O, con lo cual podemos también sustituir z = 1 y obtener

y2 + a1xoy + azy = 338 + agx% + aqxo + ag.
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Sabemos que y = yo es una raiz de esta ecuaciéon. Como la suma de las raices de una
ecuacion cuadratica moénica coincide con el opuesto aditivo del coeficiente lineal de la misma,
resulta que la otra raiz estda dada por —yg — a1xg — a3. Asi, hemos demostrado que

= Py=(z0: —yo —arwo —ag : 1). (1.3)

Sabiendo cémo operar con el elemento neutro y con inversos aditivos, veamos cémo
operar en el resto de los casos. Sean Pp, P, P3 € E (K) tales que P; # (0 : 1: 0) para todo
i€{1,2,3} y P+ P, = P;. Como (0:1:0) es el tnico punto en E (K)N{z = 0}, para cada
i € {1,2,3} tenemos definida la afinizacion (x;,y;) de P;, de tal forma que P; = (x; : y; : 1).

Como Py + P, = P3 y P3s # O, entonces P; # —P,. Es decir, x1 # x2 0 bien 1 = x2 €
Y1 # —y2 — a172 — as.

Veamos que P; # P, si y solo si &1 # xo. Es claro que, si 1 # 9, entonces P # Ps.
Reciprocamente, supongamos que P; # P,. Como, ademés, segin vimos, P, # —Ps,
entonces x1 # x9 0 bien x1 = x9 e Y1 #* —yo — a1x3 — az. Veamos que x1 #* xo. Esto es
claro si y1 = y9, pues P; # P» por hip6tesis. Supongamos entonces que y1 # y2. Si fuera
1 = X9, entonces y; # —ys — a1x2 — a3 y, ademas,

C:= y% + a1x191 + azyr = 33? + azﬂf% + aqxr1 + ag =

= T3 + asr} + aswa + ag = Y3 + a2y + azyz = Y3 + a171y2 + azye,

de donde 1,92 son dos raices distintas de la cuadratica y? + (a121 + a3) y — C, de donde
y1 + y2 = — (a1x1 + a3), lo cual contradice que y; # —y2 — a1z2 — as.

Ahora veamos que si P = P, entonces 2y; + a1x1 + ag # 0. Como P; = P, entonces
1 = x2 ey = yo. Como P» # —P| y 1 = w9, entonces ys # —Y1 — a1T1 — a3, Pero
y1 = y2, de donde 2y; + a1x1 + ag # 0, como queriamos.

Estos ultimos dos pérrafos nos permiten definir

u, P # P,
Tr9 — T1
m =
313% + 2a3x1 + a4 — a1y1 PP
2y1 + a1y + as oo
Y1T2 — Y21
ﬂ’ Pl 7é P27
b:=
—:L’? + agx1 + 2(16 — a3yl P1 _ Pg

2y1 + a1y + a3

Haciendo el céalculo explicito, se ve que y = mx + bz es la recta L que pasa por P} y P,
que es tangente a E en P; si P; = P». Afinizando y sustituyendo en la ecuacion de la curva
eliptica, es posible hallar los valores de x3 e y3, obteniendo

x3:m2+a1m—a2—x1—x2,
y3:—(m+a1)m3—b—a3.

Para un desarrollo detallado de estos calculos, léase [12, III 4]. Con esto tenemos completa-
mente descripta la operacion de grupo en E (K).
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Esta descripcion ofrece una demostracion alternativa de lo demostrado en A.1 con
Teorfa de Galois, y permite demostrar, mediante la comparacién de expresiones explicitas,
la asociatividad de la operacion de grupo en E (K) de forma completamente elemental, sin
apelar al Teorema Fundamental de Max-Noether ni a ningtn concepto de la geometria
algebraica. Hemos preferido exponer o referenciar las otras demostraciones dada la riqueza
conceptual que subyace a las mismas, lo cual no ocurre con las aqui mencionadas.

1.4 Uso computacional de PARI/GP

No es necesario hacer los computos a mano, dado que tenemos a nuestra disposicién
el sistema de algebra computacional PARI/GP y, especificamente, el paquete elldata, a
través del cual podemos utilizar PARI/GP para realizar computos de forma rapida y sencilla
en nuestras curvas elipticas'. El objetivo de esta secciéon es mostrar céomo utilizar las
funciones basicas de PARI/GP para el calculo en curvas elipticas. De aqui en adelante,
practicamente cualquier célculo que involucre curvas elipticas serd computado por medio
de los procedimientos que detallamos a continuacion.

Dada una Q-curva eliptica en la forma 1.1, en la terminal de PARI/GP podemos introducir

v=[al,a2,a3,a4,ab]

para generar el vector (a1, as,as, as,ag) € Q°. Hecho esto, la curva eliptica 1.1 puede
guardarse como

e=ellinit(v,1),

lo cual nos devolvera el vector

(alu az, as, a4, ag, b27 b47 bGa b8)c47 C6, Aa])

correspondiente a las constantes que hemos definido con esas notaciones.

Para calcular el grupo de torsién, introducimos el comando

elltors(e).

De esta manera, el programa nos devolvera un vector de tres coordenadas, donde la
primera coordenada seré el orden del grupo de torsiéon de la curva eliptica, la segunda
coordenada ofrecera la estructura de dicho grupo como producto de grupos ciclicos, y la
tercera coordenada sera el conjunto de generadores. Dichos generadores estardn dados como
vectores en dos coordenadas, lo cual debe interpretarse como las coordenadas afines de los
puntos en cuestion.

Para sumar dos puntos de la curva distintos del neutro, tomamos sus formas afinizadas
(a:b:1)y (c:d:1) e introducimos el comando

elladd(e, [a,b], [c,d]).

Asi, el programa nos devolvera un vector de dos coordenadas que, como siempre,
debemos interpretar como las coordenadas afines de un punto de la curva. En cuanto al
neutro, el mismo se representa a través del vector de una coordenada [0].

Finalmente, podemos introducir el comando

ellgenerators(e).

Esto nos devuelve una base de la parte libre del grupo de soluciones de la curva eliptica.
Para calcular esto, PARI/GP hace uso de una gigantesca base de datos de curvas elipticas
hecha por John Cremona?, que esta incorporada en el paquete elldata.

!Acceder a http://pari.math.u-bordeaux.fr/ para descargar PARI/GP y, si no viene incorporado por
defecto, el paquete elldata.
*http://johncremona.github.io/ecdata/
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1.5 Teorema de Poincaré-Hurwitz

La diferencia entre una curva eliptica de rango cero y una de rango positivo radica en la
cantidad de soluciones que admite: una curva eliptica tiene finitas soluciones si y solo si es
de rango cero. En consecuencia, muchos problemas de la teorfa de niimeros que consisten en
saber si un planteo admite o no un nimero infinito de soluciones se resuelven modelizando
dicho planteo con base en una curva eliptica para ver si existe en ella un elemento sin
torsion.

En determinadas ocasiones, se requiere de algo mas. Dado que varios planteos, como
algunos que veremos en esta tesis, provienen de situaciones donde a las variables se les
imponen condiciones adicionales, muchas veces es necesario saber si las soluciones son
infinitas localmente. El Teorema de Poincaré-Hurwitz, que probaremos en esta seccion,
nos dice basicamente que si tenemos infinitas soluciones, dicha infinidad vale también
localmente.

Requeriremos un lema previo.

Lema 1.5.1 Todo subgrupo multiplicativo infinito de S' es denso en S*.

Demostracion. Sea G un subgrupo infinito de S!. Sea z € S' y sea ¢ > 0. Entonces basta
ver que existe un elemento w € G que esta separado de z por un arco de S! de longitud
menor que ¢; es decir, que el angulo que forman z y w es menor que €.

Sea n € N tal que n > max {4, g} Como G es infinito, existe un subconjunto G’ C G
de cardinal n. En consecuencia, dispuestos los n elementos de G’ en el circulo unitario,
la suma de los angulos que forman los pares adyacentes es igual a 27. Asi, existen dos
elementos adyacentes a,b € G’ que forman un 4ngulo menor o igual que 2% Maéas atn,
como a,b € Gy a # b, entonces w := ab~! € G\ {1} y ademés es un elemento que forma
un angulo menor o igual que 27” con 1. Cambiando w por w™! = @ de ser necesario,
supondremos que w esta en el primer cuadrante, lo cual es posible pues n > 4. Tomamos
M € N tal que M arg (w) > 2. Entonces el conjunto {wj :je0,M]n Z} particiona S!
en arcos de longitud menor o igual que arg (w) < 27”, de donde z debe estar alejado de uno
de estos elementos por un angulo de longitud menor o igual que %(w) <’ <e N

Requeriremos, asimismo, tener presente el siguiente resultado de la geometria diferencial.
Dado un grupo de Lie G, llamamos G a la componente conexa de G a la cual pertenece el
elemento neutro, que llamaremos 1. Entonces Gy es un subgrupo de Lie de G. En efecto,
es abierto por ser una componente conexa de un espacio topoldgico localmente conexo
(toda variedad diferencial lo es), por lo tanto es una subvariedad diferencial de G. Como
Gp x Gy es conexo por ser producto de conexos, y como la funciéon de multiplicacién de
grupo i : G X G — G es continua, entonces la imagen por u de Gg X Gy es un conjunto
conexo que contiene a la identidad, pues (1g,1¢g) € Go X Go y 1 (1g, 1lg) = 1g. Como la
imagen por u de Gg X Gy es un conjunto conexo que contiene a 14, necesariamente debe
estar incluida en la componente conexa que contiene a lg, es decir, en Gy. Del mismo
modo, llamamos ¢ : G — G a la funcion de inversiéon de G, la cual es continua y cumple
que ¢ (1g) = 1, de donde la imagen por ¢ de G es un conjunto conexo que contiene a 1g
y por lo tanto estd contenida en Gj.

Sea E una Q-curva eliptica dada en su forma de Weierstrass. Como la ecuaciéon de
Weierstrass de E es no singular, F (R) define una variedad diferencial de dimension 1. Al
ser un subconjunto cerrado del espacio topolégico compacto P? (R) (recordar que P? (R) es
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homeomorfo a un cociente de S? via una accién de grupo de Z/27), resulta que E (R) es
compacto. Por otra parte, de los resultados en 1.3 vemos que la operacién de grupo de E
sobre R es continuamente diferenciable, con lo cual F (R) resulta ser un grupo de Lie de
dimensién 1 abeliano y compacto. Es sabido que todo grupo de Lie abeliano y conexo es
isomorfo a R™ & (S!)" para algunos m,n € Ny (léase [22, p. 87]). Como la componente
conexa de E (R) que contiene el punto del infinito es un grupo de Lie abeliano, conexo,
compacto y de dimension 1, entonces la tinica posibilidad es que sea isomorfa a S'.

Un sencillo argumento de grafico permite ver que, transformando E via un cambio
admisible de variables en la forma 3? = 23 + az + b, E (R) tiene una o dos componentes
conexas, dependiendo de si el polinomio 23 4 ax + b tiene exactamente una o tres raices
reales, respectivamente (léase [28, p. 20]). Una forma sencilla de discriminar entre ambos
casos es mirando el discriminante A de la curva, el cual serd un niimero real no nulo. E (R)
sera conexo si y solo si A < 0 (léase [12, p. 60]). En tal caso, el grupo de Lie E (R) es
isomorfo a S!. En caso contrario (es decir, cuando E (R) tiene dos componentes conexas),
el grupo de Lie F (R) es isomorfo a S! @ Z/27. Esta sera la proxima proposicion que
probaremos. Para una demostracion alternativa, léase [27, p. 420].

[
U

Discriminante positivo

.
\

Discriminante negativo

Antes de demostrarla, obsérvese que el argumento de gréfico referenciado en |28] permite
ver, ademés, que si xg, T1, 2 son las tres raices reales de ® + ax + b, entonces no es cierto
que todos los puntos (afinizados) (xo,0), (z1,0), (x2,0) estan en la misma componente
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conexa de E (R). Debe, pues, al menos uno de esos puntos estar en la componente conexa
de F (R) que no contiene al punto del infinito. Por lo desarrollado en 1.3 (particularmente
la expresion 1.3), se ve que todos estos puntos son iguales a sus opuestos aditivos. En otras
palabras, hemos demostrado con esto que existe un elemento de orden 2 en la componente
conexa de E (R) que no contiene al punto del infinito. Esto sera crucial para la demostracion
de la proposicién que buscamos probar. Antes, veamos dos lemas previos.

Lema 1.5.2 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (R) admite dos componentes conexas.
Sea Ey (R) la componente conexa que contiene al punto del infinito, y sea E1 (R) la otra
componente conexa. Dados P,Q € Eq (R), se tiene que P+ Q € Ep(R) y —P € E; (R).

Demostracion. Fijamos P € E; (R). Veamos que P + @ € Ey (R) para todo @ € E; (R).
En efecto, es claro que —P € Ej (R), pues de lo contrario, como Ej (R) es un subgrupo
de E (R), se tendria P = — (—P) € Ej (R), contrario a nuestras hipotesis. Asi, la funcion
Y E(R) - E(R) que a cada Q € E(R) le asigna P + @ € E(R) es una funcion
diferenciable y, ademas, cumple que ) (—P) = (0:1:0) € Ep (R). Es decir, le asigna
a un elemento de E; (R) un valor en Ep(R). Como E; (R) es conexo, su imagen por
1 es un conjunto conexo que deberd, en consecuencia, estar incluido en alguna de las
componentes conexas de E (R), y como ¢ (P) € Ep (R), entonces la imagen por ¢ de E; (R)
esta contenida en Ej (R), como queriamos. l

Lema 1.5.3 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (R) admite dos componentes conexas.
Sea Ey (R) la componente conexa que contiene al punto del infinito, y sea E1 (R) la otra
componente conexa. Dados P € Ey (R) y Q € Ej (R), se tiene que P+ Q € E; (R).

Demostracion. Si fuera P+ @Q € Ej (R), entonces, como Ej (R) es un subgrupo de E (R),
se tendria Q@ = (P + Q) — P € Ey (R), contrario a nuestras hipotesis. B

Veamos, pues, como hallar la estructura de grupo de Lie de E (R) para una Q-curva
eliptica F/ de discriminante positivo.

Proposicion 1.5.4 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (R) admite dos componentes
conexas. Entonces existe un isomorfismo de grupos de Lie E (R) = S' ® Z/27 que identifica
la componente coneza que contiene al punto del infinito con St x {0} e identifica la otra
componente conexa con St x {1}.

Demostracion. Sea Ey (R) la componente conexa que contiene al punto del infinito, y sea
E; (R) la otra componente conexa. Sabemos que existe un isomorfismo de grupos de Lie
¢ : Eg (R) — S!. Sabemos también que existe un punto P € Ej (R) de orden 2.

Por el Lema 1.5.2 tenemos una funcién ¥ : E (R) — S' @ Z/27Z bien definida como

(¢ (Q),0), Q€ Ey (R),

‘”Q”:{(w(m@,l), Qe B (R).

Veamos que V¥ es inyectiva. En efecto, mirando la coordenada de Z/27Z vemos que el
valor por ¥ de un punto de Ej (R) jamés puede igualar al valor por ¥ de un elemento de
E; (R). Dos puntos distintos @, Q" € Ep (R) no pueden tener el mismo valor por ¥ pues la
biyectividad de ¢ nos dirfa que @ = @’. Dos puntos distintos R, R’ € E; (R) no pueden
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tener el mismo valor por ¥ pues la biyectividad de ¢ nos diria que P + R = P + R/, de
donde R = R'.

Veamos que ¥ es sobreyectiva. Dado (x,0) € St @ Z/27Z, existe Q € Ey (R) tal que
¢ (Q) =, luego ¥ (Q) = (,0). Por otro lado, dado (y,1) € St @ Z/27Z, existe R € Ey (R)
tal que ¢ (R) = y. Por el Lema 1.5.2 se tiene —P € E; (R), y por el Lema 1.5.3 se tiene
R—Pe E(R). Asi, U (R—P) = (y,1).

Veamos que VU es diferenciable. Basta ver que componiendo W con las proyecciones de
S'@®7Z/27 a S' y 7/27 obtenemos funciones diferenciables. En cuanto a la composicién con
la proyeccion a Z /27, la funcion resulta constante en cada componente conexa de E (R),
por lo tanto es trivialmente diferenciable. Por otro lado, en cuanto a la composicion con la
proyeccion a S', por el lema del pegado basta ver que la funcién resultante restringida a
cada elemento de un cubrimiento por abiertos de E (R) es diferenciable. Como FE (R) es
una variedad diferencial, es un espacio topologico localmente conexo, con lo cual podemos
tomar el cubrimiento por abiertos dado por sus componentes conexas. Restringiéndonos a
Ey (R) obtenemos la funcion ¢, que es diferenciable por ser un isomorfismo de grupos de
Lie. Restringiéndonos a Ej (R), obtenemos la composicion entre ¢ y la traslacion por P,
los cuales son ambos diferenciables.

Finalmente, veamos que ¥ es un morfismo de grupos. Sean @, R € E (R). Queremos
ver que ¥ (Q 4+ R) = ¥ (Q) + ¥ (R). Separaremos en casos.

Si Q, R € Ep (R), entonces @ + R € Ep (R), pues Ep (R) es un subgrupo de £ (R). Asi,

V(Q+R)=(»(Q@+R),0)=(p(Q)+¢(R),0) = (¢p(Q),0)+(¢ (R),0) = ¥(Q)+V (R)

donde hemos usado que ¢ (Q + R) = ¢ (Q) + ¢ (R) pues ¢ es un isomorfismo de grupos.
SiQ € FEy(R)y R € Ej(R), por el Lema 1.5.3 se tiene @Q + R € Eq (R), luego

VQ+R)=(¢(P+Q+R),1)=(¢(P+R)+¢(Q),1) =

= (¢ (@),0)+ (¢ (P+R),1) =V (Q)+ ¥ (R),

donde hemos escrito ¢ (P +Q + R) = ¢ (P + R) + ¢ (Q) porque ¢ es un morfismo de
grupos y P+ R € Ey (R) por el Lema 1.5.2.
Finalmente, si Q, R € E; (R), por el Lema 1.5.2 se tiene Q + R € Ey (R), luego

V(@+R)=(p(Q@+R),0)=(p(P+Q+P+R),0)=(p(P+Q)+¢(P+R),0) =

=@ P+Q), 1)+ (@ (P+R),1)=V(Q)+V(R),

donde hemos escrito Q+ R = P+ Q+ P+ R porque P tiene orden 2 por definicién. Ademas,
como P+ Q,P+ R € Ey(Q) por el Lema 1.5.2, entonces que ¢ sea morfismo de grupos
justifica la igualdad ¢ (P+ Q+ P+ R)=¢(P+Q)+¢(P+R). R

Supongamos que E es una Q-curva eliptica tal que F (R) admite dos componentes
conexas. Sea Ej (R) la componente conexa que contiene al punto del infinito, es decir, la
que se identifica con S! x {0}; y sea E; (R) la otra componente conexa, es decir, la que se
identifica con S! x {1}. Entonces Eq (R) es un subgrupo de E (R), mientras que Ej (R) no
lo es. Sin embargo, la estructura de grupo de S' @ Z/27Z nos dice que ambos conjuntos son
cerrados por tomar inverso aditivo en la operaciéon de cibicas de F.

Dados i,j € {0, 1} se tiene, por la estructura de grupo de S' @ Z/27Z,

EO(R)a =7,
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Dado i € {0,1}, definimos E; (Q) := E; (R) N E(Q). Como E(Q) es un subgrupo de
E (R) = Ey (R) U E; (R), entonces E(Q) = Ey (Q) U Eq (Q).

Llamemos componente principal de E al conjunto FEy(R), y llamemos componente
secundaria de E al conjunto Ej (R).

Nuestro primer resultado importante para demostrar el Teorema de Poincaré-Hurwitz
sera ver que si F (Q) es infinito, entonces Ey (Q) también lo es.

Lema 1.5.5 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (R) admite dos componentes conezas y
el grupo E (Q) es infinito. Entonces Ey (Q) es infinito.

Demostracion. Como E (Q) = Ep (Q) U E1 (Q) es infinito, existe i € {0,1} tal que E; (Q)
es infinito. Si ¢ = 0, no hay nada que probar. Sii = 1, fijamos P € E; (Q). Por 1.4 y el
hecho de que E (Q) es un subgrupo de E (R), tenemos una funciéon E; (Q) — Ep (Q) bien
definida que a cada @ € E; (Q) le asigna P + @Q € Ey (Q). Esta funcién es inyectiva por
ser una traslacion de grupo; por lo tanto, como Fj (Q) es infinito, Ey (Q) lo es. B

En principio, no podemos decir que ocurra lo mismo con las componentes secundarias.
Considérese, por ejemplo, la curva en forma de Weierstrass y?z = z2 — 12222 — 23, cuyo
discriminante es 110160 > 0. Esta curva eliptica tiene grupo de torsion trivial y parte libre
de rango 1 generada por (5:8: 1), el cual estd en la componente principal de la curva.
Asi, todos los puntos de P2 (Q) en dicha curva estan sobre la componente principal, y la
componente secundaria no tiene ningtin punto en P? (Q).

Sin embargo, si es posible demostrar lo siguiente.

Lema 1.5.6 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (R) admite dos componentes conezas y
el grupo E (Q) es infinito. Entonces Eq (Q) es o bien vacio o bien infinito.

Demostracion. Si E7 (Q) no es vacio, fijamos P € E; (Q). Por el Lema 1.5.5 sabemos que
Ej (Q) es infinito, de donde la funcion inyectiva Ey (Q) — E7 (Q) que a cada @ € Ey (Q)
le asigna P+ @ € F; (Q) (bien definida por 1.4) nos garantiza que Fj (Q) es infinito. W

Estamos, finalmente, en condiciones de probar el Teorema de Poincaré-Hurwitz.

Teorema 1.5.7 Sea E una Q-curva eliptica tal que E (Q) es infinito, y sea A € R su
discriminante.

(a) St A <0, entonces E (Q) es denso en E (R).
(b) Si A>0vy E(Q) es vacio, entonces E (Q) es denso en Ey (R).
(c) Si A>0yE(Q) esinfinito, entonces E (Q) es denso en E (R).

En particular, dado un abierto U de P? (R) tal que U N E (Q) # 0, se tiene que U N E (Q)
es un conjunto infinito.

Demostracion. Veamos cada uno de los items.
(a) Si E(R) admite exactamente una componente conexa, E (R) es isomorfo a S! como

grupo de Lie. Asi, F (Q) se identifica con un subgrupo infinito de S, de donde resulta
denso por el Lema 1.5.1.
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(b) Si E'(R) admite dos componentes conexas y Fj (Q) es vacio, entonces E (Q) es un
subgrupo infinito de Ey (R), que es isomorfo a S' como grupo de Lie. Nuevamente, el
Lema 1.5.1 nos da el resultado buscado.

(c) Si E(R) admite dos componentes conexas y F1 (Q) es infinito, por el Lema 1.5.5 Ey (Q)
es un subgrupo infinito de Eg (R), que es isomorfo a S! como grupo de Lie. Asi, por el
Lema 1.5.1 se tiene que Ey (Q) es denso en Ey (R). Finalmente, sea P € E; (R) y veamos
que existe una sucesion {P,}, .y € E1 (Q) tal que lim, o P, = P. Sea R € E1 (Q).
Como P € E; (R), entonces 1.4 nos dice que P+ R € Ey (R). Como Ej (Q) es denso en
Ey (R), existe una sucesion {Qn },,cy € Eo (Q) tal que limg, 5 oo Q@ = P+ R. Por 1.4y
el hecho de que las componentes principal y secundaria son cerradas por tomar inverso,
para cada n € N se tiene P, :==Q, — R€ E, (Q) y limy ,yoo P, =P+R—-R=P. R

Para finalizar, veamos la tiltima parte del teorema. Sea U un abierto de P? (R) que admite
al menos un punto de £ (Q). Como E (R) es una variedad diferencial de dimensi6én 1
y U := U N E(R) es un abierto no vacio de la misma, entonces U es una subvariedad
diferencial de dimensién 1. Asi, admite infinitos elementos. Separaremos en casos.

Si E(R) admite exactamente una componente conexa, por el item (a) U N E (Q) es
denso en U. SiUNE (Q) fuera finito, en particular serfa cerrado. Pero un cerrado finito
no puede ser denso en un conjunto infinito. En consecuencia, U N E (Q) debe ser infinito;
es decir, hay infinitos puntos de F (Q) en U C U.

Si E (R) admite dos componentes conexas, definimos U; := U N E; (R) para i € {0,1}.
Como FE (R) es una variedad diferencial, es un espacio topologico localmente conexo,
de donde sus componentes conexas son abiertas. Asi, Uy y Uz son abiertos de E(R) y
U=UUlUz. Como UNE(Q)=UNE(R)NE(Q) =UnNE(Q) # 0, entonces alguno
de los conjuntos Uy y Uz tiene interseccion no vacfa con E(Q). Sea i € {0,1} tal que
UiNE(Q) # 0. En particular, U; es una subvariedad diferencial de dimension 1 de E (R),
y por lo tanto es un conjunto infinito. Segiin sea el caso, aplicamos el item (b) 6 (c) para
afirmar que U;NE (Q) es denso en U;. Esto implica que U; N E (Q) no puede ser un conjunto
finito, pues seria cerrado y, por lo tanto, no seria denso en el conjunto infinito U;. Se sigue
que debe haber infinitos puntos de E(Q) en U; CU CU. R

1.6 Ejemplos de aplicaciéon

En esta seccidon veremos algunas de las aplicaciones inmediatas de la teoria elemental de
curvas elipticas. Ofreceremos dos aplicaciones puramente aritméticas y, dado el interés
principal de esta tesis, mostraremos, a modo de introduccién, una aplicacién al tipo de
problemas geométricos que buscamos atacar.

1.6.1 El Ultimo Teorema de Fermat para exponente 3

Conocido es el Ultimo Teorema de Fermat, en virtud del cual no es posible hallar (a, b, ¢) € N3
y n € N>3 tales que
a” +b" =c".

La teoria de curvas elipticas jug6 un rol fundamental en la demostracién que a fines del
siglo XX Andrew Wiles ofrecié a la comunidad matemética. Veremos aqui como resolver el
caso particular de este resultado en el que n = 3.
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En otras palabras, buscamos probar que no es posible que la suma de dos cubos perfectos
positivos iguale a un cubo perfecto. Dado que la ecuacion a® + b3 = ¢® es homogénea en
las variables a, b, ¢, este problema equivale a mostrar que no es posible hallar a, b, ¢ € Qg
tales que a® + b = ¢®. En particular, es posible pensar esta ecuacién en P? (Q).

Afinizando la ecuacién respecto de la variable ¢; lo cual es valido pues buscamos
soluciones con coordenadas estrictamente positivas, obtenemos la ecuacion X2 + Y3 =1,
de la cual buscamos soluciones en los racionales positivos. El siguiente resultado nos dice
que esto no es posible.

Proposicién 1.6.1 Si X, Y € Q y X3 +Y3 =1, entonces XY = 0.

Demostracion. Sean X,Y € Q tales que X2 +Y3 =1. Si Y =1, entonces X = 0 y no hay
nada que probar. Suponemos entonces que Y # 1 y definimos

. 3X . _9
DeestosesiguequeX:%xz%yquel—l’zg, dedondeYzl—%zyT_g.

Sustituyendo en la expresién X3 + Y3 = 1 obtenemos

(55 -
y y
2723 + % — 27y% + 243y — 729 = o
23—+ 9y —271=0
y? — 9y = a3 — 27. (1.6)

La ecuacion 1.6 esta en la forma de Weierstrass afinizada y su discriminante es —19683 # 0.
Esta curva eliptica tiene rango nulo y grupo de torsién

{(0:1:0),(3:9:1),(3:0:1)}.

Por consiguiente, (z,y) € {(3,9),(3,0)}. Pero la segunda expresion en 1.5 implica trivial-
mente que y # 0, por lo tanto (x,y) = (3,9). Pero entonces Y = yT?Q =0, y por lo tanto
XY =0, como queriamos.

Observacion 1.6.2 La eleccion de los cambios de variable definidos en 1.5 no es arbitraria:
puede obtenerse por medio de una elecciéon adecuada de cambios proyectivos de coordenadas
que transformen la curva {(:1: cy:2) €P?2(Q) a2t + 93 = 23} en una cubica que tenga un
punto de inflexién en (0:1:0) y cuya recta tangente en dicho punto sea {z = 0}, en vistas
a obtener una ctbica en la forma 1.1. Para mas detalles, léase [12, pp. 50-52].

1.6.2 Una variante de la Conjetura de Euler

En el ano 1769 Euler conjetur6 que no es posible hallar n € N>3 y un conjunto de n ntimeros
naturales {a; : i € [1,n] "N} C N tales que

n—1

§ : n__ . .n
a; = ay

i=1
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Esto se conoce como la Conjetura de Euler. Obsérvese que el caso en que n = 3 corresponde
al caso particular del Ultimo Teorema de Fermat que resolvimos en la secciéon anterior.

Es sabido que la conjetura es falsa para n = 4 y que, de hecho, hay infinitos contraejem-
plos. En cuanto a n = 5, también se han encontrado contraejemplos para la conjetura. Sin
embargo, para exponente n > 6 continiia siendo un problema abierto.

En el ano 2013 los mateméticos Tianxin Cai y Yong Zhang [5] intentaron encontrar
un contraejemplo de la Conjetura de Euler para exponente 6 considerando el siguiente
problema: determinar si existen n,b € N tales que n > 2 y un conjunto de n niimeros
naturales {a; : i € [1,n] "N} C N tales que

() (50 -

Esta claro que, si tomamos un contraejemplo de la Conjetura de Euler para exponente
n

n + 1, digamos, {b; :i € [1,n+ 1] NN} C N tal que Zb?*l = bZﬂ, entonces podemos

i=1
n+1

tomar a; := b""! para cadai € [l,n+ 1NNy b:= H b;, obteniendo asi una solucién al
problema planteado por Tianxin Cai y Yong Zhang. =

En el articulo referenciado, si bien no lograron dar con el buscado contraejemplo, Tianxin
Cai y Yong Zhang lograron probar, mediante la utilizacion de la teoria de curvas elipticas,
que su problema no admite solucién para n = 2 y que admite infinitas soluciones para
n € N>3. Mostraremos aqui una demostracion ligeramente distinta a la presentada por
Tianxin Cai y Yong Zhang para la primera asercion.

Teorema 1.6.3 No es posible hallar a1,a2,b € N tales que ajas (a1 + az) = b3.

Demostracion. Supongamos que existen a1, as, b € N tales que ajas (a; + ag) = b3,
Reescribimos la expresién como

2 (5 e%) -

Para i € {1,2} definimos b; := 9%, de modo que b1bs (b1 + b2) = 1; o, equivalentemente,

b \% b 1
by L
by by b3

Definimos u := % y U= %, de donde u? + u = v3. Finalmente, definiendo 3 := 8u +4 y

x := 4v, obtenemos
y—4 2+y—4_(:1:>3
8 8  \4

v — 8y +16+8(y —4) = a3
y? = 2° + 16.

Esta curva eliptica afinizada tiene rango 0 y discriminante —110592 # 0, y su grupo de
torsién es

{(0:1:0),(0:4:1),(0: —4:1)}.

En cualquier caso se tiene x = 0, de donde v = 0. Pero v = é, por lo tanto estamos ante
un absurdo. W
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1.6.3 Ternas de naturales con igual suma y producto

Decimos que un conjunto S C N2 es primitivo si el maximo comin divisor entre todas
las coordenadas de todos sus elementos es igual a 1. Dado n € N, nos preguntamos si es
posible hallar infinitos subconjuntos primitivos de N? de cardinal n tales que todos sus
elementos tengan la misma suma y el mismo producto de sus coordenadas. Este fue un
problema abierto hasta el ano 1996, cuando el mateméatico Andrzej Schinzel resolvié el
problema utilizando técnicas de curvas elipticas [23].

El primer paso consiste en trasladar el problema hacia una formulacién que nos permita
realizar cambios de variable para obtener curvas elipticas. En esto radica el corazén de la
demostracion de A. Schinzel.

Lema 1.6.4 Euxisten infinitos (x1,22,23) € @io tales que
1+ T2+ x3 = 12273 = 6

Demostracion. La ecuacion en forma de Weierstrass afinizada E : y? = 23 — 9z + 9 tiene
discriminante 11664 > 0. Esta curva eliptica tiene rango 1, siendo su grupo libre generado
por (=3 :3:1). En particular, F admite infinitas soluciones. Alternativamente, el punto
afinizado (7,17) pertenece a E y, como 0 # 172 { 11664, por el item (d) del Teorema 1.2.3
se sigue que (7,17) es un punto sin torsion.

Sea (x0,yo) una solucion afinizada de E tal que |yo| < 6 — 3z¢. En particular, se tiene
0 <yo| < 6 — 3xg, de donde xg < 2 < 3. Definimos

6 . 6=3z0+yo

. 6=3x0—yo
To S = 2 proilo

Iy - 3—x0

= Bmao 3

y observamos que, como |yo| < 6 — 3z¢ y z¢ < 3, entonces 6 —3xg £ yp >0y 3 —xzy > 0,
luego x; > 0 para todo j € {1,2,3}. Ademas,
646 —3x9+yo+6—3r0— Yo 6 (3 — xo)

= = :6’
R 3—x0 3—xo

2
_6(6—3:1;0—|—y0)(6—3x0—y0)_6[(6_3550) —yg]_
T1XT2T3 = = =

(3 — x0)°* (3 — o)’
6](6-3m0)" - (:1:8—9:1:04—9)} IICErD
B (3 —x0)°  B-=z0)?®

En otras palabras, para cada punto de E en el abierto inducido por la inecuacion |y| < 6—3z,
obtenemos una solucién del sistema del enunciado. Ademas, dos puntos distintos de E en
dicho abierto inducen, de esta forma, dos soluciones distintas del sistema del enunciado.
En efecto, si (x(,y() es otra solucion afinizada de E tal que |y|| < 6 — 3z( vy

6 6—3z0+y 6—3z0—y0\ 6 6—3z5+y, 6—3z)—y,
3—1‘0’ 3—$0 ’ 3—$0 N 3—$67 3—$6 ’ 3—:66 ’

entonces, mirando la primera coordenada, se tiene zyp = z{, y, usando esta igualdad y
mirando la segunda coordenada, obtenemos yy = ;.

Como el punto afinizado (0,3) pertenece a E y pertenece al abierto determinado por
la inecuacion |y| < 6 — 3z, en virtud del Teorema 1.5.7 concluimos que F admite infinitas
soluciones en dicho abierto. De lo anterior se sigue que cada una de ellas induce una solucién
diferente del sistema de ecuaciones del enunciado. B
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El teorema buscado resulta un corolario elemental del lema anterior.

Teorema 1.6.5 Sea n € N. Eristen infinitos subconjuntos primitivos de N> con n elemen-
tos tales que todos sus elementos tienen la misma suma de coordenadas y tienen el mismo
producto de coordenadas.

Demostracion. Para cada m € N tomamos un conjunto S, C Q2 de exactamente n
soluciones del sistema x1 + x2 + x3 = x12273 = 6, de tal forma que los conjuntos tomados
son distintos dos a dos. En virtud del Lema 1.6.4, esto es posible.

Para cada m € N numeramos el conjunto S, de la forma

Sm = {(xm117 Tmi2, :L'mz3) [1 ’I’L] N N}

y definimos d,,, como el minimo comdn multiplo de los denominadores de las coordenadas de
todos los elementos de 5, escritos como fracciéon irreducible, de tal forma que, cualquiera
sea i € [1,n] NN y cualquiera sea j € {1,2,3}, se tiene z,;; = 7L para algin ap;; € N.
Asi, los elementos del conjunto {dy, } U {am:; : i € [1,n]NN,j € {1 2 ,3}} son coprimos. Se

cumple, entonces, para cada i € [1,n] NN,

3 3
Zamij = 6dp, H mij = 6y, (1.7)
j=1 j=1

Definimos Ty, := {(@mi1, Gmi2; Gmas) : i € [1,n] NN} C N3 para cada m € N. Estos son
conjuntos de cardinal n que, por 1.7, cumplen que todos sus elementos tienen la misma
suma de coordenadas y el mismo producto de coordenadas. Si existieran m, k € N tales que
T = T}, entonces por 1.7 se tendria d,, = dj, de donde S,,, = S; y por lo tanto m = k.
En consecuencia, solamente nos falta demostrar que 7}, es primitivo para todo m € N.

En efecto, supongamos que existe m € N y un primo p € N tal que p | a;j para todo
i €[l,n]NNyje{1,2,3}. Por 1.7 se tiene p? | 6d3,, de donde p | dy, pues 6 es libre
de cubos. Pero los elementos del conjunto {d,,} U {am:; :i € [1,n] NN, j € {1,2,3}} son
coprimos, por lo tanto esto es imposible. B

Observacion 1.6.6 Del altimo parrafo de la demostracion anterior se ve que la importancia
del nimero 6 del Lema 1.6.4 radica en que 6 es libre de cubos. Si pudiese demostrarse un
analogo del Lema 1.6.4 cambiando el ntimero 6 por algin otro nimero natural libre de
cubos, la demostracién anterior seguiria funcionando perfectamente.

1.6.4 Aplicaciéon aritmética-euclidea

En vistas al objetivo de esta tesis, veamos una (restrictiva) variante de nuestro resultado
principal para ilustrar el uso de la teoria de curvas elipticas en aspectos aritméticos de la
geometria euclidea. Seguiremos a Shane Chern en [(], haciendo unos leves cambios.

Un poligono se dice entero si la longitud de sus lados es entera. Analogamente, un
poligono se dice racional si la longitud de sus lados es racional. Obsérvese que todo poligono
racional es semejante a un poligono entero.

Sea ABCD un rombo y sea 6 € R tal que 0 < § < 5. Decimos que ABCD es 0-entero
si ABCD es entero, ZBAD = 6 y, ademaés, sin (6),cos (0) € Q. Anélogamente, decimos
que ABCD es 0-racional st ABCD es racional, ZBAD = 0 y, ademaés, sin (6), cos (6) € Q.
Obsérvese que en ambos casos se pide sin (0), cos (0) € Q.
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En atencién al tipo de resultados que perseguimos, es natural preguntarse si es posible
encontrar un tridngulo rectangulo entero y un rombo #-entero para algtin 6 € (O, %), de tal
forma que ambas figuras tengan la misma area y el mismo perimetro.

En caso de existir, es también natural preguntarse si la cantidad de soluciones a este
problema es finita o infinita. En principio, esta claro que, en caso de existir una solucién,
existen infinitas; pues basta con reescalar las figuras por un factor entero para obtener
soluciones con figuras semejantes a la solucién original. Esto no resulta muy interesante.
En consecuencia, podemos trabajar con soluciones sin distinguir semejanzas, y volver a
preguntarnos si las soluciones son finitas o infinitas.

En esta seccidon veremos que estas soluciones existen y son infinitas. Concretamente,
modelizaremos el problema de tal forma que el hecho de no distinguir soluciones por
semejanza se traducird en trabajar con coordenadas proyectivas, y la cuestion de la cantidad
de soluciones se vera por medio de un analisis del rango de una curva eliptica adecuada.

Obsérvese que encontrar estos pares de poligonos enteros equivale a encontrar pares
definidos de forma anéloga pero cambiando la hipétesis de poligonos enteros por poligonos
racionales, dada nuestra consideracion sobre las semejanzas. Comenzaremos, pues, buscando
una forma de describir los tridngulos rectangulos racionales.

Triangulos rectangulos racionales

Por el Teorema de Pitdgoras, podemos identificar a los tridngulos rectangulos racionales
con aquellos (z,y, z) € Qio tales que z2 + y? = 22, suponiendo ordenados los catetos.

Dado que nos interesa analizar dichos tridngulos a menos de semejanza, podemos
identificar estas clases de semejanza con elementos (z : % : z) € P? (Q) que admiten una
representaciéon en coordenadas proyectivas donde todas estas son positivas, y que cumplen
la ecuacion homogénea z2 + 3% = 22.

En tal caso, dado que trabajamos sobre el plano proyectivo, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que x,y,z € N. Entonces, hemos reducido nuestro problema al conocido
problema de las ternas pitagoricas, que consiste en hallar todos los (z,y, z) € N? tales que
z? + y? = 22. Méas atn: nuevamente, como trabajamos sobre el plano proyectivo, podemos
suponer que x, Yy, z son coprimos. Es claro que, entonces, han de ser coprimos dos a dos,
puesto que si un primo divide a dos de ellos, se sigue de la relacién 22 +y? = 22 que también
divide al tercero. Una terna pitagoérica donde sus coordenadas son coprimas se conoce como
terna pitagorica primitiva. Obsérvese que, en una terna pitagorica primitiva (z,y, z), no
pueden ser las tres coordenadas impares; puesto que, en tal caso, se tendria que z es par, al
ser su cuadrado suma de dos impares. No puede, asimismo, haber dos coordenadas pares,
pues las coordenadas son coprimas dos a dos. En consecuencia, exactamente un elemento
de cada terna pitagorica primitiva es par. Ademaés, dicho elemento no puede ser z, pues de
lo contrario 4 | 22, y como todo cuadrado perfecto impar tiene resto 1 en la divisién por 4,
obtenemos

0=22=24+y>=14+1=2 (mod 4),

lo cual es absurdo. En consecuencia, el namero par debe ser x o y. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que y es par.

Es sabido que (x,y, z) es una terna pitagorica primitiva donde y es par si y solo si existen
P, q € N coprimos y de paridades opuestas tales que p > qy (z,y,2) = (p2 — q¢2,2pq, p* + q2).
Este clasico resultado puede derivarse de muchas formas distintas. Existe una forma de
derivarlo usando las propiedades de los enteros gaussianos (ver |16, cap. 1]), por medio del
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Método de Diofanto (ver |12, Theorem 1.2|) e inclusive de forma completamente elemental
(ver [9, Theorem 225]). En cualquier caso, es sencillo usar este resultado para ver que,
entonces, podemos parametrizar

{(x:y:2) eP*(Q):2® +y* =2} =

={(m?—=n*:2mn:m*+n?) € P*(Q): m,n € QA (m,n) # (0,0)} .

Observemos que no es necesario agregar otra parametrizacion que intercambie las expresiones
de las primeras dos coordenadas, pues si m,n € QQ no son ambos nulos, entonces a := m+ny
b := m—n no son ambos nulos y (m2 —n?:2mn:m?+ n2) = (2ab ca? —b? a4+ b2). Por
otra parte, (m? —n?: 2mn : —m? — n?) = (n? — (=m)?: 2n(—m) : n? + (—m)Q), con lo
cual tampoco es necesario corregir signos en la tltima coordenada.

Incluso, reescalando, podemos tomar m,n € Z. Dado que, méas adelante (ver 2.1),
utilizaremos el Método de Diofanto para resolver el problema, mas general, de caracterizar los
tridngulos racionales, sin pedir que sean necesariamente tridngulos rectangulos, omitiremos
la demostraciéon de esto por el momento.

Como buscamos triangulos rectangulos, podemos suponer que mn # 0 < m? — n?.
De tal forma, definiendo u := > y reescalando, podemos quedarnos con los triangulos
rectangulos de lados 1 — u2, 2u, 1 +u? donde 0 < v < 1 y u € Q, como representativos de
todas las clases de semejanza de los tridngulos rectangulos racionales.

Modelizaciéon del problema

Por lo visto en 1.6.4, reescalando, podemos suponer que tenemos un triangulo rectangulo
de lados 1 — u?, 2u, 1 +u? donde 0 < u < 1 y v € Q. Supongamos que tenemos un rombo
ABCD que es #-racional, de tal forma que 0 < 0 < 7, 0 = ZBAD y cos (f),sin (f) € Q.
Llamemos p a la longitud de los lados AB, BD, CD, DA del rombo.
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El tridngulo ABD tiene area igual a

AB-AD -sin ()  p?sin(6)
2 2

y, por lo tanto, el drea de ABCD es igual a p?sin (f). Por otra parte, nuestro triangulo

tiene area igual a M =u (1 — uQ). Por lo tanto, el triAngulo y el rombo tendran la
misma 4rea si y solo si u (1 —u?) = p*sin ().

En cuanto a los perimetros, el perimetro del triangulo es 1 — u? 4+ 2u + 1 + u? = 2 + 2u,
y el perimetro del rombo es 4p, de tal forma que ambas figuras tendran el mismo perimetro
si y solo si 2 + 2u = 4p. Asi, nuestras figuras cumpliréan las condiciones buscadas si y solo

si se satisface el sistema
u (1 —u?) =p?sin(f),
14+ u=2p.

Como 0 < 0 < 5 y sin(f),cos () € Q, la identidad pitagoérica nos dice que el triangulo de
lados sin (#) ,cos (A), 1 es un tridngulo rectangulo racional. Por lo visto en la seccion 1.6.4,
podemos escribir, para algin v € (0,1) N Q,

(cos(f) :sin(f): 1) = (1—v*:2v:1+2%) = <1_U2: 2v :1>,

1402 1402
de tal forma que sin (6) = 1?:;}2. El sistema a considerar es, entonces,
{u (1 —u?) (14 v?) = 2vp?,
1+u=2p.
Sustituyendo p = H?“ en la primera ecuacioén, obtenemos

2u (1 —u?) (1+2?) =0 (1+u)?

2u(l—u) (1+2v?) =v(l+u)
2uv? 4 2u? — 2uv? + wv — 2u + v = 0. (1.8)

De esta forma, nuestro problema es equivalente a encontrar una solucién de 1.8 con
u,v € (0,1) N Q; y, en segunda instancia, saber si la cantidad de soluciones es finita o
infinita.

Shane Chern consider6 las transformaciones inversas

dur? +du+4v—4  Suv? — 402 +8u+8v —8
(:L‘ay): - - )

02 ’ 3
(1.9)
(u, v) 23 +4x? + 22y —y? +4x +4y 22+ 4
u,v) = - ) )
472 + y? + 162 + 16 Y
que transforman 1.8 en la curva eliptica
E:y? —3xy — 12y = 23 + 622 + 8z, (1.10)

la cual esta en la forma de Weierstrass afinizada, y cuyo discriminante es —18368 # 0. Asi,
buscamos una solucion (z,y) de 1.10 tal que u,v € (0,1) N Q.
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Solucién del problema

Estamos, pues, en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 1.6.7 FEzisten infinitos pares de poligonos tales que uno de ellos es un tridngulo
rectangulo entero, y el otro es un rombo 0-entero para algin 6 € (0, %), tales que ambos
tienen la misma drea y el mismo perimetro, y tales que no hay dos pares de la lista infinita
con sus tridngulos o sus rombos semejantes.

Demostracion. De acuerdo a 1.6.4, esto es equivalente a encontrar infinitas soluciones en la
curva eliptica 1.10 cuyas transformaciones via 1.9 inducen vectores (u, v) con u,v € (0,1)NQ.

El grupo de torsion de E (Q) tiene orden 2 y esta generado por (—4:0:1). Como
no nos interesan las soluciones con y = 0, miramos la parte libre de F (Q). Este grupo
tiene rango 1 y esta generado por P := (—2:6:1). Por consiguiente, para encontrar una
solucion valida, hemos de buscar una solucién de 1.10 de la forma nP con n € N que genere
una solucion (u,v) adecuada. Una breve inspecciéon muestra que

2 2
P=(-2:6:1), 2P:<—3:—8:1),

ap <316 4416 :1>, P <5920 557678 .1>7

49 343 4761 * 328509

5920 557678 - .
y que (z,y) = (W? 328509) induce, via 1.9,

(552 483
(U,U) - <11057 1264) )
que cumple con nuestros requisitos para inducir una solucién valida.
Finalmente, el abierto (0,1)? C R? se transforma a un abierto de P? (R) via la extension
de 1.9 y la inmersién natural de R? en P? (R). En este abierto tenemos la solucién
4P € E(Q), y toda otra solucion en el mismo abierto inducira una soluciéon valida a nuestro

problema. Por el Teorema 1.5.7, tenemos infinitas soluciones en dicho abierto, lo cual
termina de probar lo que queriamos. Wl
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Capitulo 2

Introduccién al problema principal

El paper citado de Shane Chern [6| forma parte de una extensa lista de resultados aritméticos
de indole euclidea muy similares, que constituyen una serie de teoremas que lleva varios
anos estudidndose y desarrollandose. En el ano 2019 las matematicas Matilde Lalin y
Xinchun Ma realizaron un estudio sisteméatico de estos resultados y dieron con una fuerte
generalizacion y formalizacion de los mismos [13]. El andlisis de dicho resultado sera nuestra
motivacion para introducir la teoria de superficies elipticas.

2.1 'Tridngulos racionales

Comenzaremos este capitulo describiendo por medio de coordenadas proyectivas los trian-
gulos racionales tal que el coseno de uno de sus angulos es racional.

Sea ABC' un triangulo racional tal que cos (LACB) € Q y sean x := BC, y := AC,
z:= AB, a:= cos (LACB). La Ley del Coseno nos dice que

AB? = BC? 4+ AC* —2-BC - AC - cos (/ACB)

22 = 2% + 9% — 2azy. (2.1)
Para nuestros propésitos, supondremos que trabajamos sobre tridngulos no degenerados,
de tal forma que 0 < ZACB < 7 y por lo tanto |a| < 1.

Si pensamos la ecuacién 2.1 como una ecuacion en las variables x,y, z, obtenemos una
ecuacion homogénea de grado 2 que podemos resolver por medio del Método de Diofanto,
que consiste en parametrizar las soluciones a través de una soluciéon particular por medio del
trazado de rectas que pasen por la solucién particular en cuestiéon y buscando un segundo
punto de interseccién entre dichas rectas y la ecuacién a resolver. Afinizando la ecuacion,
obtenemos

1 =%+ y* - 2axy. (2.2)

Esta ecuaciéon admite la solucion (x,y) = (0, —1). El conjunto de rectas en Q? que pasan
por (0, —1), exceptuando la recta y = 0, es el conjunto de rectas de la forma = = ty — 1 con
t € Q. Sustituimos en 2.2 para buscar una segunda interseccion (en funciéon de t) entre esta
recta y la ecuacién a resolver. De esta forma, obtenemos

1= (ty—1)*+y” —2a(ty — 1)y
0 = t*y* — 2ty + > — 2aty® + 2ay.

45
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Dado que la solucién con y = 0 induce la solucién particular (0,—1), que no es la que
buscamos, suponemos y # 0 y entonces obtenemos

O:t2y—2t+y—2aty—|—2a
2t—2a:(t2+1—2at)y.
Como t2+1—2at = (t—a)*+1—a2>1—a%> 0 (pues |a| < 1), entonces

_ 2t — 2a
Y= 21 2at

t2-1
2+1—2at"
afinizacion, hemos probado que si (z : 4 : z) € P? (Q) cumple la ecuaciéon homogénea 2.1 y

z # 0, entonces
(:c y)_ 2 -1 2t — 2a
2 z)  \t24+1—-2at’t2+1—2at)"

Sean m,n € Z tales que n # 0 y t = 7*. Como no nos interesan las soluciones con
t € {~1,1} (pues las mismas inducen = = 0), suponemos > # 1. De esta forma,

Finalmente, usando que x = ty — 1, obtenemos x = En definitiva, deshaciendo la

T/ -1 (mm)P-1  mE-n2  m?-n?

y _y/z _2t—2a  2m/n—2a _ 2mn—2an® _ 2n(m — an)
x

De esto se sigue que
(:y:z)=(m?—n®:2n(m—an):b),
donde b € Q satisface, sustituyendo en 2.1,

v = (m?® — n2)2 + [2n (m — an))* - 2a (m* — n2) [2n (m — an)]
b2 = m* — 2m2n? + n* + 4n2’m? — 8ndam + 4na® + 4a*m*n?® — 4a*n* — dam?®n + 4amn®
b’ = 4a’m?n? — dam®n — damn® + m* + 2m?*n? + n?
v = (m2 — 2amn + n2)2
Dado que nos interesan las soluciones con z > 0, tomamos

b:=m? — 2amn + n® > m? — 2sgn (mn) mn +n? = [m — sgn (mn) n)* > 0,

donde, en la primera desigualdad, hemos usado que |a| < 1. Asi, obtenemos

(z:y:2)=(m?—n®:2n(m—an) :m2—2amn+n2).
Obsérvese que, en esta representacion, si bien tenemos m,n € Z, podemos suponer que son
variables racionales también, dado que tenemos expresiones homogéneas de grado 2 para
el sistema de coordenadas proyectivas. En otras palabras, reescalando, podemos suponer
m,n € Z o bien m,n € Q. Obsérvese, asimismo, que tomando a = 0 obtenemos el caso de
triangulos rectangulos, lo cual nos da la parametrizacion vista en 1.6.4.

Volviendo a nuestra situaciéon original, hemos probado que si tenemos un tridngulo
rectangulo racional ABC tal que cos (ZACB) € Q y a := cos (LACB), entonces existen
m,n € Q tales que ABC es semejante a un tridangulo de lados m? — n?, 2n (m — an),
m? — 2amn + n?.
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2.2 Formulacion y modelizacion del problema

Dado 6 € (0, 7), decimos que un tridngulo ABC' es f-entero si ABC' es entero, § = ZABC'y
cos (0) € Q. Analogamente, decimos que ABC es f-racional si ABC' es racional, § = ZABC
y cos (0) € Q. Obsérvese que en ambos casos se pide cos (0) € Q.

Por otra parte, dado w € (O, g], un paralelogramo ABCD se dice un w-paralelogramo
si ZBAD = w. En las funciones trigonométricas sobre este valor no impondremos hipotesis,
de tal manera que, si decimos que un paralelogramo es un w-paralelogramo racional o un
w-paralelogramo entero, solamente estamos imponiendo condiciones sobre las longitudes de
los lados de un w-paralelogramo.

De aqui en adelante, al referirnos al concepto de poligono, excluiremos los poligonos
degenerados. Dado un poligono 2, notamos ¢ (21) a su perimetro.

Dados dos poligonos semejantes 2 y B, definimos el factor de semejanza de A respecto
de B como

_ A
AB -— / (iB) .

Asi, la constante %y cuantifica el factor por el que se debe reescalar el poligono B para
obtener el poligono L.

Dados cuatro poligonos 2, B, €, ©, decimos que el par (2, &) es indistinguible por
semejanza del par (%8, D) si y solo si 2 y B son semejantes, € y © son semejantes, y ademés
Cap = Ceo-

Observacion 2.2.1 Si £(2() =4(C) y £(B) = £ (D), entonces (2, &) es indistinguible por
semejanza del par (%8,9) si y solo si 2 y B son semejantes y € y © son semejantes. En
efecto, si 2 y B son semejantes y € y © son semejantes, entonces Gasp = % = % = 6eo-

La implicacién reciproca es trivial.

En [13], Lalin y Ma lograron demostrar que, fijado 6 € (0, 7) tal que a := cos (0) € Q,

para todos salvo finitos ¢t € (0, \/1%7} N Q existen w € (0, g] e infinitos pares de un
tridngulo f-entero y un w-paralelogramo entero que tienen la misma &rea y el mismo
perimetro, tales que sin (w) = tsin (), y tales que no hay dos de estos pares que sean
indistinguibles por semejanza.

El hecho de que no distingamos soluciones por semejanza y tengamos esta imposicién
sobre los perfmetros nos permite aplicar la Observaciéon 2.2.1 para modelizar el problema
en coordenadas proyectivas: representar a los triangulos como puntos en P? (Q) tal y como
hicimos en 2.1, y representar a los paralelogramos como puntos en P! (Q) que admiten una
representaciéon proyectiva con sus dos coordenadas positivas.

Veamos como modelizar nuestro problema concreto. Como antes, podemos suponer que
nuestras figuras son racionales y no enteras, dado que, por medio de un reescalamiento,
podemos hacer que sus lados sean enteros y asi obtener, de una solucién con figuras
racionales, una solucién con figuras enteras indistinguible por semejanza a la original.

Sea 6 € (0,7) tal que a := cos () € Q y sea 2 un triangulo #-racional. Entonces, por
lo visto en 2.1, existen m,n € Q tales que 2 tiene lados de longitud n? — m?, 2m (n — am),
m? — 2amn + n?. Por la Identidad Pitagérica se tiene sin (6) = v/1 — a2, de donde el area

de nuestro triangulo es
2m (n —am) (n* —m?) V1 — a2
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Por otra parte, el perimetro de nuestro tridngulo es
(n® —m?) + 2m (n — am)] + (m* — 2amn + n?) =2 (n — am) (n +m).

Sea w € (0, g] y sea ABCD un w-paralelogramo racional. Sean p y ¢ las longitudes de
los lados AB y AD, de tal forma que su area es pgsin (w) y su perimetro es 2p + 2¢. En
consecuencia, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

V1—a? (n* —m?)m(n — am) = pgsin (w)
. (2.3)
(n—am)(n+m)=p+q
Como m,n,p,q € Q, la primera ecuaciéon de 2.3 nos dice que existe t € Qs¢ tal que
sin (w) = tV1 — a?, de forma que
(n? —m?) m (n — am) = tpq
(2.4)
(n—am)(n+m)=p+q

Al igual que en 1.6.4, un cambio de variables adecuado para este sistema nos llevara a una
curva eliptica correspondiente a partir de la cual podremos obtener el resultado buscado.
Concretamente, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.2 Sea a € Q, seat € (O, \/ﬁ} NQ y sea 6 € (0,7) tal que cos (0) = a.

Si la ecuacion
Bay:y?=a®+t [(1 ta)t+4(a— 3)} 22 +32(1—a) 2z (2.5)
admite infinitas soluciones (z,y) € Q? que satisfacen las condiciones
41—a)t <z <8, |yl <(1+a)te, (2.6)

entonces existen infinitos pares de un tridngulo 6-entero y un w-paralelogramo entero tales
que sin (w) = tsin (0), para algin w € (O, g], y tales que ambos tienen la misma drea y el
mismo perimetro, sin distincidn por semejanza.

Demostracion. Del sistema 2.4 obtenemos

(p—Q)2:(p+q)2—4pq:(n—am)Q(n—i—m)Q—%(nQ—mZ)m(n—am).

Lalin y Ma consideraron el cambio de variables

Y =4(1-a?)t* 21,

(n—am)?

X=4(1—-a)ttm

de donde puede tomarse
m=X—-4(1-a)t p=2(1-a*)[14+a)tX +Y]

)

n=aX+4(1—a)t q:2(1—a2)[(1+a)tX—Y]'
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Este cambio de variables induce la ecuaciéon
Y= X341 [(1+a)2t+4(a—3)] X2 £32(1 - a) £2X,

que coincide con la ecuaciéon de Weierstrass 2.5.

Dado que estamos trabajando con figuras geométricas, requerimos que sus lados sean
positivos. En consecuencia, llamando z := n? — m?, y := 2m (n — am), buscamos que
z,Y,p,q € Q>0~

En cuanto a p y ¢, dado que |a| < 1, entonces 2 (1 — a2) > 0, de donde p,q € Q¢ siy
solosi (14+a)tX £Y >0, que equivale a Y| < (1 +a)tX.

En cuanto a x e y, obsérvese que, de las identidades x = n
obtenemos

2 _m?, y=2m(n—am),

r=[aX+4(1-a)t]’ —[X —4(1—a)t]* = (1 —a®) X (8 — X),
y=2[X-4(1-a)t][aX +4(1-a)t—a(X —4(1-a)t)]=8(1—a®)t[X —4(1—a)t].

De |a] <1yt >0 obtenemos 1 —a? >0y 8 (1 — a2) t > 0. Por consiguiente, z,y € Q¢ si
ysolosi X (88— X) >0y X —4(1 —a)t> 0. Veremos que estas dos condiciones equivalen
a la desigualdad 4 (1 —a)t < X < 8t.

SiX8t—X)>0y X —4(1—a)t >0, entonces, de la segunda desigualdad, tenemos
X >4(1—a)t. Como |a] <1 entonces 1 —a > 0, de donde esta ultima desigualdad nos
dice que X > 0. En consecuencia, la desigualdad X (8t — X)) > 0 nos dice que 8 — X > 0,
de donde 4 (1 —a)t < X < 8t. Reciprocamente, si 4 (1 —a)t < X < 8t, entonces, como
1—a >0, se tiene X > 0. Asi, multiplicando por X la desigualdad X < 8t obtenemos
X (8t — X) > 0. La desigualdad X —4 (1 — a) ¢t > 0 se sigue trivialmente de 4 (1 —a)t < X.

Con esto tenemos probada la necesidad de las condiciones. En cuanto a la suficiencia,
deshaciendo el cambio de variables tenemos todo reconstruido, salvo w. Del hecho de que

te (O, ﬁ}, sin (6) = V1 —a? y |a] < 1 se obtiene 0 < tsin (0) < 1, por lo tanto existe
w € (0, %] tal que sin (w) = ¢sin (¢). W

2.3 Nuestra primera superficie eliptica

Naturalmente, las condiciones 2.6 de la Proposicién 2.2.2 inducirdn un abierto en P? (R) tal
que, de encontrar allf una solucion de E,; (suponiendo que la misma constituye una curva
eliptica de rango positivo), podremos aplicar el Teorema 1.5.7 para afirmar que existen
infinitas soluciones alli, de donde la Proposicién 2.2.2 nos garantizara que tenemos infinitas
soluciones a nuestro problema inicial. Lo que probaron Matilde Lalin y Xinchun Ma en [13]

es que, en efecto, fijado el valor de a, para todos salvo finitos valores de ¢ € (O, \/1%7} nNQ

se tiene que F,; es una curva eliptica de rango positivo que admite una solucién en el
abierto inducido por 2.6.

Por lo pronto, senalese que E,; es una ecuacion en forma de Weierstrass afinizada. Su
discriminante esta dado por

Agy =2" (1 a?)?t0 [(1+a)2t2+8(a—3)t+16 ,

de donde, al ser un polinomio no nulo en ¢ (pues a ¢ {—1,1} y0<1—|a| <1+4a), Eq;
serd una curva eliptica para todos salvo finitos valores de t.



50 CAPITULO 2. INTRODUCCION AL PROBLEMA PRINCIPAL

Es decir, tenemos un conjunto de curvas elipticas definidas por un pardmetro en sus
coeficientes. Este fendmeno seré nuestra primera aproximacion, y motivacién principal,
para la introduccion y el estudio de superficies elipticas.

Obsérvese que (z,y) = (8¢,8 (1 + a) t?) satisface la ecuacion Eq; y, ademas, estd en el
borde del abierto inducido por 2.6, dado que |y| =y = (1 + a)t-8t = (1 + a) tz (recuérdese
que 1 +a > 0), y ademas 8 = = > 4(1 —a)t, puesto que esta desigualdad equivale a
a > —1, lo cual vale pues |a| < 1. Notaremos este punto como Py := (St :8(1+4+a)t?: 1).

La teoria de superficies elipticas nos permitird demostrar que, para todos salvo finitos

te (0, \/1%7} NQ, E,+ (Q) sera una curva eliptica de rango positivo.

Por lo pronto, finalizaremos este capitulo viendo como valernos de este resultado para
resolver el problema. Fijamos t tal que E,; (Q) es una curva eliptica de rango 1. Sabemos
que P, ¢ es un punto de E,+ (Q). El Teorema 1.5.7 nos dice que Eq, ¢ (Q) es denso, al menos,
en la componente conexa de E,; (R) a la cual P,; pertenece.

Como |a| < 1 entonces 1 —a >0y 1 —a < 2, de donde 0 < 1_7“ < 1. Ademas, como

1—
lim [St (5— 2a> (6—1)+(1+a)t?| =1 +a)*t? >0,

entonces existe § € R tal que 1;2“ <di<ly

1_
8;<5— 2a> G—1)+(1+a)?>0.

Definimos Xy := 8t y tomamos Yy € R tal que (Xo, Yp) satisface la ecuacion E,;. Para
ver que un tal Yy existe, debemos ver que

X§’+t[(1+a)2t+4(a—3)} X2 +32(1—a) X, > 0.

Veremos que, de hecho, vale la desigualdad estricta. Como Xy = 86t # 0, esto es equivalente

a ver que

Xg'+t[(1+a)2t+4(a—3)}X§+32(1—a)t2X0
>0
X3

32(1—a)t?

X0+t[(1+a)2t+4(a—3)]+(7a)>0
Xo

32(1 —a)t?

85t+t[(1+a)2t+4(a—3)}+(8&&)>0

4(1—a)t

5 +(14a)??>0

84t + 4t (a — 3) +

— 1
5(5+26+2)+(+a)t>0

i 31—
8(62+a 354 a>+(1+a)2t2>0

8t<6—1_a> (6—1)+(14a)*t? >0,
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y esto ultimo es cierto por nuestra elecciéon de §. En particular, podemos tomar

YO::&%\/? <6— 1;a> (6 —1)+ (14 a)*¢2.

Obsérvese que, si fuese § = 1, obtendriamos (Xo, Yy) = P, . Sin embargo, elegir I_Ta <di<1
nos garantiza que (Xo, Yp) € Eq; (R) satisface las condiciones 2.6. En efecto, multiplicando
la desigualdad 15% < § < 1 por 8t > 0 obtenemos 4 (1 —a)t < Xy < 8¢. En cuanto a
1Yo| < (1 + a)tXop, como Yp > 0, esta desigualdad equivale a

\/it (5_ 1;a>(5—1)+(1+a)2t2<(1—|—a)t.

Esta desigualdad es cierta pues, como ¢t >0y 0 < 1;2“ < 6 < 1, entonces

8t 1—a
6(5_ 5 )(5—1)<0,

y por lo tanto

ya que 1 +a >0, al ser |a| < 1.

Otra observacion a realizar es que (X, Yy) pertenece a la misma componente conexa
de E,+ (R) que P, ;. Una manera topologica de ver esto, sin apelar a la teoria de curvas
elipticas, es viendo que los ceros de E,; en R?, al ser E,; no singular, forman una variedad
diferencial; en particular, un espacio topologico localmente conexo. Asi, como

lim | 84t, 86t Sy l-a (6 —1)+ (1 +a)’*t2| = Py,
§—1— ) 2 ’

entonces existe d lo suficientemente cercano a 1 tal que el argumento del anterior limite
pertenece a la misma componente conexa de Ey; (R) que P,;. Por arcoconexion, esto
valdra también para todo valor de § € (I_T“, 1); en particular, para el valor que tomamos al
definir (Xo, Yp), ya que el argumento del limite anterior como funcién de § es continuo en
el intervalo abierto (1;2“, 1).

Concluimos que (Xo, Yp) € Eq ¢ (R) satisface las condiciones 2.6 y pertenece a la misma
componente conexa de E,; (R) que P, ;. Por la primera parte del Teorema 1.5.7, tenemos
una solucion de E, ¢ (Q) lo suficientemente cerca de (Xo,Yp) de tal forma que pertenece
al abierto definido por 2.6. Aplicando la segunda parte del Teorema 1.5.7, tendremos alli

infinitas soluciones, lo cual resuelve el problema.
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Capitulo 3

Superficies elipticas

Este capitulo pretende introducir el concepto de superficie eliptica con la motivaciéon
expuesta en el Capitulo 2, y exponer la teorfa basica, con el objetivo de ofrecer el marco
conceptual adecuado para una lectura critica de los argumentos del préximo capitulo.

A partir de aqui, supondremos al lector familiarizado con los conceptos basicos de
geometria algebraica. En caso de necesidad, en el Apéndice A hemos expuesto, a modo
de recordatorio rapido, (algunos de) los conceptos y resultados de la geometria algebraica
mas significativos para el desarrollo de nuestro trabajo. Al mismo tiempo, ofreceremos
referencias adicionales con cierta regularidad para poder ampliar la informacion de estos
conceptos.

3.1 Definicién y primeras observaciones

Tal y como vimos en 2.3, podemos hacer surgir espontdneamente de un problema de
Teoria de Numeros un objeto consistente en, basicamente, una parametrizacién de un
conjunto de curvas elipticas con base en un parametro escalar, con finitas excepciones. Més
generalmente, buscamos parametrizar una familia de curvas elipticas con base en una curva
fijada previamente, admitiendo (y, de hecho, requiriendo positivamente) finitas excepciones.
Esto es lo que entenderemos como el concepto general de superficie eliptica.

Para hacer mas preciso este concepto, fijamos una curva proyectiva no singular C' sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k. Para cada k-superficie proyectiva no singular S y
cada morfismo algebraico f : .S — C, decimos que f es una fibracion de la superficie S con
base en la curva C si f es un morfismo algebraico sobreyectivo y de fibras conexas. Decimos
que f es una fibracion de género g si solamente finitas de sus fibras son curvas singulares
de S (reducibles 0 1no), y el resto son curvas de S no singulares de género g. Obsérvese que,
entonces, tenemos naturalmente inducida una curva de género g sobre el cuerpo de funciones
k (C) de la curva C, la cual es la fibra inducida por el punto genérico de la curva de base C'
y recibe el nombre de fibra genérica. Recuérdese que, en general, dado un esquema integral
(en particular, irreducible), cada abierto afin de su espacio topolégico subyacente (es decir,
un abierto dado por el espectro de un anillo) cumple que el cuerpo de fracciones de ese
anillo es isomorfo al anillo local asociado al punto genérico de dicho esquema. En particular,
el anillo local asociado al punto genérico de C' es un cuerpo isomorfo a k (C).

Dada una fibracion f : S — C, una seccion de f es un morfismo o : C' — S tal que foo
es el morfismo identidad en C'. Con todo esto definido, procedemos a dar una definiciéon de
superficie eliptica.

93
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Definicion 3.1.1 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Una k-superficie eliptica es
un par (f,o0) tal que f: S — C es una fibracion de género 1, donde S es una k-superficie
proyectiva no singular y C es una k-curva proyectiva no singular, y tal que o9 es una
seccion de f, de modo que se cumplen las siguientes condiciones:

i) Ninguna componente irreducible de una f-fibra es una (—1)-curva (esta condicion
recibe el nombre de minimalidad relativa).

it) Al menos una de las fibras de f es singular.

Una tal fibracion f (incluyendo la existencia de una seccion) recibird el nombre de fibracion
eliptica.

Recordemos que, dada una k-superficie proyectiva no singular .S, tenemos definido su
pairing de interseccion (-,-) : Pic (S) x Pic (S) — Z (consultar A.3), y que una subvariedad
irreducible € de codimension 1 en S se dice una (—1)-curva si (€, €) = —1.

Ha de observarse que no toda la literatura sobre el tema adopta esta definicién. No
siempre se requiere que se cumpla la condicién (i), no siempre se requiere que se cumpla la
condicion (i7), no siempre se requiere de la existencia de una seccion, etc. En consecuencia,
tenemos buenas razones para introducir un andlisis cuidadoso de la anterior definicién para
justificar metodolégicamente su adopcion en vistas a nuestros objetivos. Procedemos a
hacerlo a continuacién.

Sean k, (f,00) como en 3.1.1.

Recordemos que habiamos definido una curva eliptica como una curva proyectiva no
singular de género 1 que admite al menos un punto solucién. En consecuencia, pedir que la
fibracion sea una fibracion de género 1 recupera la primera de las condiciones para tener
una curva eliptica. Por otra parte, dado v € C, la existencia de la secciéon oy nos dice que
oo (v) pertenece a la f-fibra inducida por v, con lo cual tenemos garantizada la segunda
condicién de la definicion de curva eliptica. Asi, hemos recuperado la idea intuitiva original
de parametrizar una familia de curvas elipticas con base en una curva fijada.

La imposicion de la condicion (ii) se concreta para excluir casos triviales como el que
sigue. Considérese una k-curva eliptica F y supongamos que S = E x C'; es decir, S es
la superficie dada por el producto entre las curvas F y C. Si f es la proyecciéon S — C,
obtenemos una fibracién de género 1 de S sobre la curva base C' con seccion, de tal forma
que todas las fibras son algebraicamente isomorfas a . Aqui, la fibra genérica es F vista
como curva eliptica sobre k (C') (o, mas precisamente, la fibra genérica es £ @ k (C)), y
por lo tanto tiene a su conjunto de puntos k-racionales como subconjunto y, de hecho,
como subgrupo, por lo visto en A.1. Esto implica que E (k (C)) tiene un cardinal mayor o
igual que el de E (k). Si, por ejemplo, fuera k = C, entonces F (k (C')) seria no numerable,
lo cual hace imposible que sea un grupo finitamente generado. En consecuencia, sin la
condicién (i7), no podemos tener esperanzas de probar un analogo del Teorema de Mordell,
lo cual elimina desde el principio una de las posibilidades naturales de hacer aritmética.

La condicién (i) es la mas llamativa, pero encuentra una debida justificacion en el
contexto de modelos minimales. Recuérdese que, dado un blow-up w : S — S de la
superficie S en un punto P € S, entonces el divisor excepcional 7! (P) de S tiene self-
intersection igual a —1 (léase [2, Proposition I1.3 (ii)]). Asi, de no existir la condicion (i),
podriamos tomar f := f o7, de tal forma que, bajo esta nueva fibracién, todas las fibras
se mantienen isomorfas con la excepcion de la fibra de f (P). Esta condicion recibe el
nombre de minimalidad relativa dado que la misma, si bien es implicada por la condicién
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de minimalidad, no garantiza la implicacién reciproca. La razon es que S puede admitir
(—1)-curvas sin que necesariamente las mismas sean alcanzadas por las fibras de f. Para
ver un ejemplo concreto, léase [25, pp. 83-85].

Finalmente, hagamos un comentario respecto de la definiciéon de fibracién eliptica, y
su diferencia con el concepto de superficie eliptica. En virtud de nuestra definicion, la
diferencia entre una superficie eliptica y una fibracién eliptica radica en el hecho de que
en la superficie eliptica tenemos fijada una seccién, en tanto que en la fibracién eliptica
simplemente conocemos la existencia de alguna. En este sentido estricto y formal, una
fibracion eliptica induce diferentes superficies elipticas en virtud de las diferentes secciones
que admite. Esté claro, sin embargo, que se trata de una mera diferencia formal que no
tendra mucha relevancia en la practica, aunque nos veremos en la necesidad de discriminar
entre ambos conceptos en tanto, a partir de una fibraciéon eliptica, veremos cémo inducir
una seccién de forma candnica. La forma de hacer esto requerird de un importante resultado
que probaremos a continuaciéon, que nos permite relacionar el conjunto de secciones de una
fibracién eliptica con los puntos de su fibra genérica; lo cual, a su vez, da una primera idea
de la importancia de esta fibra genérica. Antes, requeriremos de un sencillo lema al que
necesitaremos hacer referencia en diversas ocasiones de aqui en adelante.

Lema 3.1.2 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea f : S — C un morfismo
algebraico, donde S es una k-superficie proyectiva no singular y C' es una k-curva proyectiva
no singular. Sea o : C'— S un morfismo algebraico tal que f oo es la identidad en C.
Entonces la imagen de o es una curva en S isomorfa a C' que intersecta cada fibra de f en
un unico punto, y de manera transversal.

Demostracion. Sean a,b € C tales que o (a) = o (b). Aplicando f obtenemos a = b, de
donde o es inyectiva. Por otra parte, la expresion f oo = idg nos dice que, para todo ¢ € C,
se tiene dy(.) f o deo = id7, (¢, y por un argumento anélogo se tiene que d.o es inyectiva.
Por consiguiente, o es una inmersion algebraica cerrada (léase |31, Theorem 19.1.1]), de
donde define un isomorfismo algebraico con su imagen.

Dado v € C, sea x € o (C)N f~! (v). Entonces existe s € C tal que x = o (s), luego
v=f(x) = f(c(s)) = s, de donde = = o (v), y por lo tanto o (C) N f~1(v) = {o (v)}.
Solamente falta ver que la interseccién entre o (C) y f~! (v) en o (v) se da transversalmente.

Veamos que la imagen de d,o estd dada por dyo (T, (C)) = Ty (0 (C)). En efecto,
se tiene por definicion que dyo (T, (C)) C Ty (0 (C')). Como C es no singular, entonces
T, (C) tiene dimension 1. Como d,o es un monomorfismo, entonces d,o (T, (C)) es también
de dimension 1. Ademas, como C' es no singular y C' = o (C'), entonces o (C') es no singular,
de donde T, (¢ (C)) es también de dimension 1. Se sigue entonces de la inclusion inicial
que tenemos, de hecho, la igualdad dyo (T, (C)) = Ty (o (C)).

Por otro lado, Tj,) (f7'(v)) C ker (dg(v)f), puesto que f es constante en f~!(v).
Veamos, finalmente, que T,y (f~* (v)) T,y (0 (C)) = {0}, lo cual terminaré de demostrar
nuestro lema.

Dado & € T, (f 7 (v)) N Ty (0 (C)), se tiene de & € T, (0 (C)) = dyo (T, (C))
que z = dyo (y) para algin y € T, (C). Usando esta ultima identidad y el hecho de que
r € Thy) (f_1 (v)) C ker (dg(v)f), obtenemos

0 = dow)f (z) = do() f (dvo (y)) = idr, ) (¥) = ¥,

y por lo tanto z = dyo (y) = dyo (0) = 0. Como z era un punto arbitrariamente tomado de
Ty) (71 (0) N Ty (0 (C)), entonces T,y (f71 (v)) N Ty (0 (C)) = {0}. W
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Necesitaremos, también, un sencillo resultado de teoria elemental de conjuntos.

Lema 3.1.3 Sean A y B dos conjuntos, sea f: A — B una funcion y sean g1 : B — A,
go: B — A tales que fogy y fogo son iguales a la identidad en B. Si g1 y go tienen la
misma 1magen, entonces g1 = go.

Demostracion. Sea x € B. Como g1 (x) estd en la imagen de g1, que es igual a la imagen
de g9, entonces existe y € B tal que g1 () = g2 (y). Aplicando f obtenemos

z=f(g1(2)) = f(92(y) =v,

y por lo tanto g; (x) = g2 (z). Como = € B era arbitrario, concluimos entonces que g; = g,
como queriamos. W

Proposicion 3.1.4 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea f : S — C una fibracion
eliptica, donde S es una k-superficie proyectiva no singular y C' es una k-curva proyectiva
no singular. Sea E la k (C)-curva eliptica dada por la fibra genérica de f. Entonces hay
una biyeccion entre E (k (C)) y el conjunto de secciones de f.

Demostracion. Dada una seccion o de f, la misma induce una curva D := o (C) = C
dentro de S, que intersecta cada fibra en un solo punto, por el Lema 3.1.2. Tomando la
clausura Zariski de D, la misma se extiende naturalmente al esquema subyacente S de S,
de modo que la misma intersecta la fibra genérica E (k (C')) en un solo punto.

Reciprocamente, dado P € E (k(C)), tomamos la clausura D de P en S, que es una
curva en S, y llamamos D a su restriccion a S. Por construccién, tenemos un morfismo
fi1: D — C dado por la restricciéon de f a D. Es claro que f; no es constante, dado que, si
lo fuera, D C f~! (v) para algtin v € C, y por lo tanto D C f~! (v); lo cual, usando que
P € D, contradice que P € E (k(C)). Por lo tanto la imagen de f; es densa.

Veamos que f1 es un isomorfismo. Dado w € D, el anillo local de D en w, que notamos
Op,w, es isomorfo al anillo local de v := f; (w) en C, notado O¢,,. Esto es asi porque la
densidad de la imagen de f1 nos dice que f{ : Oc, — Op,y es inyectivo, de donde O¢,
es isomorfo a un subanillo de Op,,, de modo que la extension de anillos resultante es
una extension integral. Pero ambos anillos tienen a k (C') como su cuerpo de fracciones y
Oc, es integralmente cerrado, dado que C' es una curva no singular (de donde todos sus
anillos locales son anillos locales regulares; léase [10, p. 32]); en particular, normal (es decir,
todos sus anillos locales son integralmente cerrados). Por lo tanto, f; es sobreyectivo; ergo,
biyectivo. Aqui estamos usando que todo anillo local regular es un dominio integralmente
cerrado, como se prueba en |17, p. 121|. En definitiva, f; resulta ser localmente un
isomorfismo, de donde es un isomorfismo global. La inversa de este isomorfismo nos da una
seccion o : C' — S de f cuya imagen es D.

Veamos que esta correspondencia es biyectiva. Dado P € E (k (C)), el parrafo anterior
nos dice que P induce una secciéon op de f cuya imagen Dp es la restriccion a S de
la clausura Dp de P en §. Queremos ver que, si tomamos la clausura de Dp en S e
intersecamos con E, obtenemos P. En efecto, como P € Dp C Dp, tomando clausura en &

L Aqui, por esquema subyacente de una k-variedad nos referimos, naturalmente, a la transformacién de
dicha variedad por el funtor fully faithful natural de las k-variedades a los esquemas sobre k. Esto consiste,
esencialmente, en anadir de forma natural puntos genéricos a cada subespacio irreducible de una variedad
para obtener un esquema. Para mas detalles, léase [10, p. 78]
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obtenemos que la clausura de Dp en S es Dp. Este tltimo contiene al elemento P, el cual
esta también en £. Como ENDp es un conjunto de un solo punto, entonces Dp N E = {P}.

Veamos ahora la relaciéon inversa. Dada una seccién o de f, tomamos la clausura C, de
0 (C) en S e intersecamos la misma con E, lo cual nos dara un conjunto de un solo punto
P e E(k(C)). Queremos ver que, si tomamos la clausura Dp de P en S y la restriccion
Dp de Dp a S, entonces la inversa de la restriccion a Dp de f (compuesta con la inclusion
de Dp en S) es 0. Lo primero que hemos de observar es que C, = Dp, puesto que, en
general, dado un divisor irreducible Y de S tal que la interseccion entre su clausura ) en S
y la fibra genérica es no vacia, entonces la clausura en § de cada punto de dicha interseccion
es igual a Y (léase |15, p. 349]). En nuestro caso tenemos Y = o (C) y Y = C,, y como
P eC,NE (k(C)), usando el resultado citado obtenemos que la clausura Dp de P en S
iguala a ) = C,. Asi, tanto o como la inversa de la restriccion a Dp de f (compuesta con
la inclusion de Dp en S) son secciones de f que tienen la misma imagen. El Lema 3.1.3
nos dice entonces que coinciden.

3.2 Modelo de Kodaira-Néron

La definicion de superficie eliptica nos dice como, dado un cuerpo k algebraicamente cerrado
y una k-superficie eliptica, la misma induce naturalmente una k (C')-curva eliptica dada por
la fibra genérica de la fibracion eliptica correspondiente, donde C' es la curva proyectiva no
singular sobre la cual tenemos definida nuestra superficie eliptica. En esta seccién veremos
que, reciprocamente, dada una k-curva proyectiva no singular y una curva eliptica sobre su
cuerpo de funciones, es posible construir una superficie eliptica cuya fibra genérica sea esta
curva eliptica tomada en primer lugar.

Proposicion 3.2.1 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea C' una k-curva proyec-
tiva no singular. Dada una k (C)-curva eliptica E cuyo discriminante admite al menos una
solucion, existe una fibracion eliptica f : S — C, donde S es una k-superficie proyectiva no
singular, cuya fibra genérica es E.

Demostracion. Escribimos E en forma de Weierstrass. Sea € la union entre los polos de
sus coeficientes y las raices de su discriminante, sea ¢’ = C'\ € y sea S' C P2 (k) x (' la
superficie proyectiva abierta definida por la ecuaciéon inducida por E. Sea f': 58" — (' la
restriccion de la proyeccion a C’. Si W es la clausura Zariski de S’, tenemos inducido un
morfismo no singular f : W — C que extiende a f’. Ademas, W es una superficie proyectiva,
aunque no necesariamente es no singular. En efecto, las fibras de f son o bien curvas
elipticas, o bien cubicas en forma de Weierstrass con discriminante nulo. Desingularizando
estos puntos singulares y levantando f en los blow-ups realizados para tal fin, obtenemos
un morfismo f : S” — C, donde S” es una superficie proyectiva no singular cuya fibra
genérica es F por construccion, y que admite una seccién inducida por una de las inyecciones
naturales C' — 5" C P? (k) x C'.

Si acaso alguna de las f-fibras tuviese alguna (—1)-curva, contraemos la misma usando
el Teorema de Castelnuovo (léase [10, p. 414]), obteniendo naturalmente una nueva
fibracion donde nos hemos deshecho de una de las fibras probleméticas. Repitiendo
sucesivamente, proceso que finaliza en un numero finito de pasos, obtenemos una k-
superficie proyectiva no singular S y una fibracion eliptica f : S — C cuya fibra genérica
es E. La existencia de fibras singulares esté garantizada en virtud de la hipotesis sobre el
discriminante de £. W
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Esta fibraciéon es, ademas, inica a menos de isomorfismo. Esto se debe a la existencia
de una propiedad universal asociada a la condicién de minimalidad relativa: dadas dos
fibraciones elipticas h y h’ con fibras genéricas isomorfas, existe un tinico morfismo g entre
las superficies proyectivas subyacentes tal que b’ = h o g. Esencialmente, la razon de esto
es que el isomorfismo entre sus fibras genéricas induce un morfismo birracional entre ambas
superficies proyectivas, que a su vez se puede extender a un isomorfismo. Comparese con el
resultado anélogo concerniente a morfismos birracionales entre superficies minimales de
dimension de Kodaira no negativa (léase [25, p. 69]; consultar también [2, pp. 19-20]).

Lo que nos importa, al fin y al cabo, es la posibilidad de poder asociar (al menos) una
superficie eliptica a cada curva eliptica definida sobre el cuerpo de fracciones de una curva
proyectiva no singular, para poder aplicar la teoria de superficies elipticas sin necesitar, a
priori, mas que una curva eliptica sobre un determinado cuerpo.

3.3 Fibras singulares

El objetivo de esta seccion es poner énfasis en el segundo item de la Definicion 3.1.1 y
analizar las fibras singulares de las superficies elipticas. Encontraremos que la estructura de
dichas fibras singulares es fundamental para gran parte de la aritmética que se puede hacer
en superficies elipticas. A partir de aqui, comenzaremos a centrarnos en el cuerpo C. Si
bien lo que desarrollaremos se extiende en general sobre cuerpos algebraicamente cerrados
(en particular para Q), hemos preferido desarrollar la teoria sobre C, en primer lugar, dada
la caracterizacion que hemos dado del grupo de Néron-Severi en A.2; y, en segundo lugar,
para mantener la fidelidad del contexto sobre el cual hicimos surgir nuestra motivacién de
las superficies elipticas.

Recordemos que, por el Lema A.3.9, todas las fibras de una superficie eliptica son
algebraicamente equivalentes. Esto le da sentido al enunciado del siguiente lema, del cual
haremos uso.

Lema 3.3.1 Sea (f,00) una C-superficie eliptica. Sea S la superficie subyacente. Sea g (C)
el género de C. Entonces (Kg,Kg) =0 y

Ks~(29(C) =2+ x(9)) F,
donde F' es la clase de equivalencia algebraica de las f-fibras.

No probaremos el Lema 3.3.1, pero si exhibiremos esquematicamente las ideas de una
posible demostracion del mismo, siguiendo [3]. Del Teorema A.3.3 se sigue que, dada una
fibra no singular F' (en particular, p, (F) = g(F) =1), 0= (F,F) + (F,Kg) = (F, Kg),
donde en la ultima igualdad hemos usado el Lema A.3.1. Como el pairing de interseccion es
compatible con equivalencia algebraica, y todas las fibras son algebraicamente equivalentes
por el Lema A.3.9, entonces esto vale también para cualquier fibra. Apelando a que Kg o
— K es efectivo, por el mismo argumento que expondremos en la Proposiciéon 3.5.3 se sigue
que Kg esta generado por componentes irreducibles de f-fibras (de donde, nuevamente por
el Lema A.3.1, se tiene (Kg, Kg) = 0) y, usando esto y aplicando el Lema de Zariski
(léase |1, p. 111]), se puede ver que, de hecho, Kg esta generado por f-fibras. Usando que
todas las fibras son algebraicamente equivalentes por el Lema A.3.9, se obtiene la expresion
Kg =~ mF para algin m € Z. El valor de m puede computarse por medio del anélisis de la
sucesion espectral inducida por f, obteniendo m = 2¢g (C) — 2 + x (5).
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Definicion 3.3.2 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica y sea E su fibra genérica, la
cual es una curva eliptica sobre C (C') que escribimos en forma de Weierstrass y, en virtud
de la Proposicion 3.1.4, consideramos la seccion oqy inducida por el punto O = (0:1:0),
de forma que (f,00) es una superficie eliptica. Notamos (O) a la imagen por oy de C.
Esta seccion es la que conocemos como seccion cero de la superficie eliptica. En general,
notamos (P) a la imagen de C por la seccion inducida por P, para cada P € E (C(C)). El
Lema 3.1.2 nos dice que (P) es una subvariedad irreducible de codimension 1 en S, por
ser algebraicamente isomorfa a C. En particular, si P,Q € E(C(C)) y P # Q, entonces
necesariamente se tiene ((P),(Q)) > 0.

Con base en la Definicién 3.3.2, podemos obtener un corolario del Lema 3.3.1.

Corolario 3.3.3 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica y sea E su fibra genérica. Sea
P e E(C(C)). Entonces ((P),(P)) =—x(9).

Demostracion. Por el Teorema A.3.3 se tiene 2g ((P)) — 2 = ((P),(P)) + ((P), Kg).
Aplicando el Lema 3.3.1 y usando que g ((P)) = g (C) porque (P) = C, se tiene

29(C) =2={(P),(P)) +{(P),(29(C) =2+ x(5)) F)
29(C) =2=((P),(P)) +29(C) =2+ x(9)

((P),(P)) = —x(5),
donde hemos usado que ((P),F) =1, por el Lema 3.1.2. &

Con estos resultados a nuestra disposiciéon, podemos comenzar un anélisis de las fibras
singulares de una superficie eliptica, que jugaran un rol fundamental en la solucion del
problema principal de esta tesis.

Definicion 3.3.4 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica. Para cada v € C, notamos
my € N al nimero de componentes irreducibles de la fibra f=1 (v).

Teorema 3.3.5 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyec-
tiva no singular. Sea f: S — C una fibracion eliptica. Sea v € C. Entonces:

(i) Solamente una componente irreducible de f=1 (v) tiene interseccion no vacia con (O).
Recibe el nombre de componente identidad de f~! (v) y se nota Oy,0. Su multiplicidad
en el divisor =1 (v), que notamos pyp, es igual a 1.

(ii) Si f~1(v) es una curva irreducible y singular (es decir, m, =1y f~1 (v) = O,0),
entonces O, es o bien una curva racional con un nodo, o bien una curva racional
cuspidal.

(iii) Si f~1 (v) es una curva reducible y singular (es decir, m, > 1), entonces todas las
componentes irreducibles de f~1 (v) son curvas no singulares racionales cuyo mimero
de self-intersection es igual a —2.
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Demostracion. El item (i) es consecuencia directa de que (O) N F es un conjunto de un
solo punto en el que ambas curvas se intersectan transversalmente, por el Lema 3.1.2.

En cuanto al item (éi), el mismo no es mas que una reformulacion sofisticada de la
clasificacion de curvas en forma de Weierstrass con determinante nulo (léase |12, IIT 5]), en
vistas a que la fibra genérica de la superficie eliptica es una curva eliptica sobre C (C) y,
por consiguiente, es irreducible.

En cuanto al item (iii), sea v € C tal que m, > 1, y sea © una de las componentes
irreducibles de f~! (v). Por el Lema A.3.1, (©,0) < 0. Por el Teorema A.3.3 tenemos

2pq (©) — 2 = (0,0) + (0, Kg) = (8,0) <0, (3.1)

donde en la tultima igualdad hemos usado el Lema 3.3.1 para reemplazar Kg por un miltiplo
de f~!(v) y luego aplicamos el Lema A.3.1. Como p, (O) es un entero no negativo, la
tnica forma de que 2p, (©) — 2 < 0, que equivale a p, (©) < 1, es que p, (©) = 0. Por
consiguiente, el Lema A.3.4 nos dice que © es no singular y racional.

La racionalidad de © nos dice que g (©) = p, (©) = 0. Asi, volviendo a la expresion 3.1,
tenemos —2 = (0,0). A

Ahora introduciremos la Notacion de Kodaira para las fibras singulares, que serd muy
atil para trabajar con las mismas.

Definicion 3.3.6 En virtud del Teorema 3.3.5, dada S una C-superficie proyectiva no
singular, C' una C-curva proyectiva no singular y f : S — C wuna fibracion eliptica,
entonces para cada v € S fijamos una numeracion {©,; : i € [1,m, — 1] NN} de las m, —1
componentes irreducibles de f~1 (v) distintas de la componente identidad ©v,0 Y, para cada
i € [1,my, — 1] y todo v € C, definimos py; € N a la multiplicidad de ©,; en f~1(v), de
modo que tenemos la igualdad de divisores

My—1

fH ) = Z [,iOu,i
i=0

para todo v € C'. A este sistema de numeracion se le anade, naturalmente, la componente
identidad O, junto a su multiplicidad i, 0 = 1.

Una de las tareas més importantes al lidiar con superficies elipticas es poder comprender
la estructura de sus fibras singulares. Para tal fin, se introduce la siguiente clasificacion.

Definicion 3.3.7 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica. Seav € C y sea F, := f~1 (v).
Entonces:

e Decimos que F, es de tipo Iy si m, =1 y F, es no singular (de donde g (F,) =1).
e Decimos que F, es de tipo I si my, =1 y F,, es una curva racional con un nodo.

e Decimos que F, es de tipo Is si my, =2, p,1 = 1 y las componentes ©, 0 y ©,1 se
intersectan en exactamente dos puntos, y de forma tranversal; de donde necesariamente
<®’U,07 91),1> =2.
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e Dado m € N>3, decimos que F, es de tipo I, si m, = m y la numeracion de las
componentes irreducibles de F,, en 3.5.6 puede tomarse de tal forma que, para todos los
i,7 € [0,m — 2]NNy, se tenga i = pom—1 =1, (Opi, Ov,it1) = (Ovmy—1,Ov0) =1
y, sit+1<jy(ij)#(0,my—1), (O 60y;) = 0.

e Decimos que F, es de tipo II st my, =1 y F,, es una curva racional cuspidal.

e Dado b € Ng, decimos que F, es de tipo Iy si m, = b+ 5 y la numeracion de las
componentes irreducibles de F,, en 3.5.0 puede tomarse de tal forma que, para todos
losi,j €[0,b+4] NNy coni < j, se tenga

Lo (4,5) €{(0,4),(1,4),(2,0+4),(3,b+4)},
1, i<3 1, 5<itl=j
Houi = . y <®v,i7®v,j> = . .
2, >3 _27 =17,

0, en todo otro caso.
Obsérvese que el caso i = j estd dado a priori por el dltimo item del Teorema 3.3.5.

e Decimos que F, es de tipo 111 sim, =2 y O, y O,1 se intersectan en un solo
punto y satisfacen (©y0,0,1) = 2.

e Decimos que F, es de tipo IV si my, =3, p; = 1 para todo i € {1,2}, de tal forma
que las tres componentes concurren en un unico punto y el numero de interseccion
entre dos distintas de ellas es igual a 1.

e Decimos que F, es de tipo II* si m, = 9 y la numeracion de las componentes
irreducibles de F, en 3.5.6 puede tomarse tal que i1 = fo7 = 2, 2 = s = 4,
Ho3 =06, flya =5, e = fog =3 y tal que, sii,j € [0,8 NNy con i <j,

L (i,7) €{(3,8),(0,7)},

1, 2<i+l1=j<T,

<®v,i; @v,j> = . .
_2) =17,

0, en todo otro caso.

e Decimos que F, es de tipo III* si m, = 8 y la numeracion de las componentes
irreducibles de F, en 3.5.0 puede tomarse tal que se cumpla (1,1 = o5 = [o,7 = 2,
Hy2 = My 4 = 37 Uy,3 = 4; Hv6 = 1 Y, dados 7’7.7 € [07 7] N NO con i < j7

LG =67,
I, 1+1=7<6,
<@v,i7@v,j> = . .

_27 1=17,

0, en todo otro caso.

e Decimos que F, es de tipo IV* si my, = 7 y la numeracion de las componentes
irreducibles de F, en 5.3.6 puede tomarse tal que se satisfaga p,1 = pos = 1,
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Ho2 = fhod = foe =2, fln3 =3 y tal que, dados i,j € [0,6] NNy con i < j,

1, (i,4) €{(0,6),(3,6)}

1, 2<i+1=j<5,
<®U,i7 @v,j> = . .

_27 vt=17,

0, en todo otro caso.

Simy > 1, decimos que F,, es multiplicativa si es de tipo I,, para algin n € N>o. En caso
contrario, decimos que I, es aditiva.

En la Definicién 3.3.7 se listan todos los posibles tipos de fibras singulares que puede
tener una superficie eliptica. Utilizando la version general del Algoritmo de Tate que hemos
expuesto en 3.4 es posible derivar como corolario que, en efecto, la lista de posibilidades es
completa.

Convencion 3.3.8 De aqui en adelante, siempre que trabajemos en las fibras reducibles
de una superficie eliptica, consideraremos una numeracion en 3.5.6 compatible con las
relaciones en 5.5.7.

Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyectiva no singular.
Sea f : S — C una fibracion eliptica. Para cada v € C' definimos un reticulo T, como el
grupo libre de rango m, — 1 generado por {©,; : i € [1,m, — 1] NN}, con el pairing (-, -)
dado por (©y,i,0yj) = — (Oy,i, Oy, j), para todos los i, j € [1,m, — 1] NN. El hecho de que
estamos excluyendo la componente principal nos dice que todos estos grupos seran triviales,
excepto para aquellos puntos de C' que inducen f-fibras que son singulares y reducibles.

Sea v € C tal que f~! (v) es singular y reducible. En consecuencia, es posible separar en
los casos reducibles ofrecidos en la Definicién 3.3.7 y calcular la matriz de intersecciéon de T,
respecto del pairing (-,-) = — (-, ). De hecho, las mismas son exactamente las encontradas
en 3.3.7, cambiando los signos en el pairing, y anadiendo el resultado dado por el altimo
item del Teorema 3.3.5. Si uno efectiia las correspondientes verificaciones, puede corroborar
que, en cada caso, obtiene una matriz simétrica definida positiva, con lo cual el reticulo
T, resulta ser un reticulo definido positivo. En particular, las componentes irreducibles
de f~! (v) distintas de la identidad son Z-linealmente independientes bajo la relaciéon de
equivalencia algebraica (donde el pairing de interseccion de S sigue estando definido) y
generan un grupo isomorfo a T;. Por dltimo, calculando el determinante de T,, que notamos

(1)

my’, vemos que el mismo iguala al ntimero de componentes simples de f~! (v); es decir,
mg,l) :=det (T}) es el namero de componentes irreducibles de multiplicidad 1 de la f-fibra
inducida por v. Esto incluye a la correspondiente componente identidad, la cual es siempre
simple por el primer item del Teorema 3.3.5, de manera que mq(,l) > 1 para todo v € C.
Resumiremos estos resultados en una proposicion para la cual utilizaremos una notacioén
clasica en teoria de reticulos. Recordemos que, dado un reticulo M, notamos M~ al reticulo
cuyo grupo abeliano libre subyacente es el mismo que el de M, y la forma bilineal simétrica

no degenerada asociada consiste en tomar el opuesto aditivo de la de M.

Proposicion 3.3.9 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f: S — C una fibracion eliptica. Sea v € C tal que f~1 (v) es
singular y reducible. Entonces las componentes irreducibles de f~1 (v) distintas de Oy,0 0N
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Z-linealmente independientes en NS (S) y generan un subgrupo de rango m, — 1 que, con
el pairing de interseccion de S, tiene estructura de reticulo y, como tal, es naturalmente

isomorfo a T, . Ademds, mq(Jl) := det (T},) es el numero de componentes irreducibles de
multiplicidad 1 de f=1 (v).

Convenciéon 3.3.10 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica, y sea v € C tal que f~1 (v) es
wrreducible. Definimos entonces T, como el reticulo de rango 1 y determinante unitario, de
modo que podemos extender la definicion mfdl) :=det (T},), y nuevamente esto coincide con
la cantidad de componentes irreducibles de multiplicidad 1 de f~1 (v).

La Proposicion 3.3.9 es la base para aplicar la teorfa de reticulos en nuestro estudio de
las superficies elipticas, lo cual nos brindard muy poderosas herramientas en las aplicaciones
y, en particular, en el problema que buscamos resolver.

Finalmente, enunciaremos un resultado que necesitaremos en la seccién 3.5 y que
concierne la caracteristica topoldgica de Euler de las fibras singulares.

Lema 3.3.11 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyectiva
no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica. Dada una f-fibra F, se tiene e (%) > 0,
con igualdad si y solo si F es no singular.

Daremos una idea esquematica de como se demuestra el Lema 3.3.11 siguiendo [21], al
cual el lector interesado en una demostraciéon completa puede acceder.

Si R C C es el conjunto de puntos cuyas f-fibras son singulares, es posible tomar una
1-forma racional we en C sin ceros ni polos en R. Fijada we, se define w := f*we, la 1-forma
racional en X inducida por w¢ via la fibracién f. Dado P € S y un sistema de coordenadas
locales (x,y) en P (es decir, las curvas y = 0 y = 0 se intersectan en P transversalmente),
sabemos entonces que, en el correspondiente entorno de P, w = g (hidx + haody) para
algin g € Frac(Og p) y algunos hi, hy € Og p coprimos. Como ¢ es tnico a menos de

multiplicacion por unidades en Og p y (h1, ha) es Gnico a menos de una transformacion lineal

en GL3 (Og p), entonces mp (w) := dim¢ <%) esta bien definido, como asi también

(w) :=div (g) € Div (5), el divisor principal de S inducido por g. Definimos

(w) :== Z mp (w) P.

PeS

Como f es no singular en C' \ R, se tiene mp (w) = 0 para todo P € S\ f~'(R), y que
(W) = > ycc D, donde, para cada v € C', D, es un divisor tal que su soporte (es decir, la
unién de sus divisores primos) esta contenido en f~! (v). Se define, para cada v € C,

Ayi=| > mpw)| —(Dy,Dy).
Pef=1(v)

Es posible demostrar que A, > 0 para todo v € C, y que la igualdad se da para aquellos
v € C cuyas f-fibras son no singulares. De hecho, la no negatividad es consecuencia de que
A, es la suma de dos nimeros no negativos, puesto que el pairing de intersecciéon es negativo
en las componentes irreducibles de alguna fibra fijada, como vimos en la Proposicién 3.3.9.
Ambos sumandos son nulos cuando v ¢ R.
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Més dificil de probar es el reciproco: que, dado v € R, A, > 0. Esto se sigue de
un andlisis caso por caso de las posibles fibras singulares, que fueron explicitadas en la
Definicion 3.3.6. Finalmente, se muestra que e ( ft (s)) = Ag para todo s € C, nuevamente
por un analisis caso por caso, lo cual prueba lo que buscamos.

3.4 Algoritmo de Tate

En esta seccién expondremos el conocido Algoritmo de Tate, el cual tiene importantes
aplicaciones en la teoria de superficies elipticas (en particular, en nuestro problema). Con
él veremos no solamente que la lista de singularidades en la Definicion 3.3.6 es completa,
sino que ademés veremos como encontrarlas todas y clasificarlas.

Dada una curva eliptica sobre el cuerpo de fracciones de una curva proyectiva no singular
y de discriminante con al menos una soluciéon, es natural preguntarse si es posible encontrar
y caracterizar las fibras singulares de una superficie eliptica que tenga a esta curva como
fibra genérica. Este problema puede resolverse muy satisfactoriamente, y este es el objetivo
de la presente seccién y el algoritmo que lleva su nombre.

Los tipicos materiales que suelen consultarse para una exposicién rigurosa y completa de
este algoritmo son [27, IV 9] y el trabajo original de Tate [30], como asi también un trabajo
de Michael Szydlo del ano 2004 [29] extendiendo el algoritmo a cuerpos no perfectos.

En esta seccién expondremos una version extremadamente simplificada del mismo
algoritmo que, en consecuencia, aplicaré bajo muy restrictivas condiciones que, sin embargo,
seran suficientes para nuestros propositos. Dedicaremos algunos pérrafos para ser especificos
en esta consideracion.

En general, para una teoria clasica sobre superficies elipticas bastaria exponer el algo-
ritmo para caracterizar las fibras de una fibracién eliptica sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado (o, en caso de requerirlo, simplemente cuerpo perfecto). Si, ademas, se trabaja
sobre caracteristica distinta de 2, el algoritmo puede simplificarse considerablemente, dado
que muchas transformaciones involucradas no son necesarias, y los casos en que se subdivide
resultan ser menores. En nuestro caso, como trabajamos sobre C, contamos con esta ventaja
computacional. Asi, podemos exponer el Algoritmo de Tate tal y como se expone para
cuerpos perfectos de caracteristica distinta de 2. Un desarrollo del algoritmo bajo estas
suposiciones puede encontrarse en [25, 5.8].

Sin embargo, optaremos metodolégicamente por hacer una simplificaciéon adicional, y
supondremos que la curva base sobre la que esta definida la superficie eliptica es C = P! (C).
Haremos esta simplificaciéon por tres motivos: en primer lugar, porque dicha simplificacién
permite exponer el algoritmo en términos de relaciones completamente elementales, sin
involucrar conceptos técnicos provenientes del contexto de algebra conmutativa en los
anillos de valuacion. En segundo lugar, porque es extremadamente sencillo generalizar esta
exposicion al caso general de una curva proyectiva no singular cualquiera, por medio de
la correcta interpretacion de las relaciones y su traduccién al contexto general, respecto
de lo cual diremos algunas palabras al finalizar esta seccién. Y, en tercer lugar, porque
no solamente nos interesaréa el algoritmo por su interés tedrico (probar que la lista de
singularidades dada en 3.3.6 es completa), sino también porque lo aplicaremos en un caso
bien concreto en el altimo capitulo, y dicho caso concreto involucra una superficie eliptica
cuya curva base es, precisamente, P! (C). En definitiva, tenemos muy buenas razones para
optar convenientemente por esta exposicion del Algoritmo de Tate.

En nuestra version simplificada, el Algoritmo de Tate se enfrenta con el siguiente
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problema. Sea
E sz +a1xyz + agyz2 =23+ a2x2z + a4:rz2 + a6z3,

ai,az,as, a4, a6 € C(t)

una C (t)-curva eliptica en forma de Weierstrass cuyo discriminante admite al menos una
soluciéon. Nos preguntamos por las fibras no singulares en el modelo de Kodaira-Néron de
dicha curva eliptica, recordando que el cuerpo de fracciones de P! (C) es C (t).

Como Frac (C[t]) = C(¢), entonces, por lo visto en 1.2, podemos tomar un cambio
de variables admisible y suponer sin pérdida de generalidad que a; € C|[t] para todo
i €{1,2,3,4,6}. Decimos entonces que E es una C (t)-curva eliptica integral. Notamos
A € C[t] \ {0} a su discriminante. Como el discriminante original admitia al menos una
solucién, entonces A tiene grado positivo.

Dado « € C, definimos F («) a la C-ctbica en forma de Weierstrass

E(a): 9?24 a1 (a) zyz + az () y2° = 2% 4 az (@) 222 + a4 (@) 22 + ag (@) 25
Asi, si @ no es una de las finitas raices de A, entonces F (o) es una C-curva eliptica.
Como C tiene caracteristica distinta de 2, podemos suponer, via otro cambio admisible
de variables, que a; = az = 0; de forma que, en definitiva, tenemos

E: y2z =23+ a2x22 + a4xz2 + a6z3,

a1 =0,a3 =0,a2,a4,a¢ € (C[t],
A = —432a2 + 288asa4a6 + 16a3a3 — 64a5a6 — 64a3 € Ct]\ C.

Tomamos una fibracién eliptica f : S — P! (C), donde S es una C-superficie proyectiva,
lo cual es posible por la Proposicion 3.2.1. Nos preguntamos: dado a € P! (C), ;qué tipo
de fibra es f~! (a)?

Lo primero que sabemos es que, si o # (1 : 0), entonces a € C y, si su fibra es singular,
entonces A (a) = 0, pues de lo contrario no hay singularidad posible. En otras palabras,
estamos en el caso de una fibra de tipo Ip. En consecuencia, solamente nos interesan las
raices de A y el punto en el infinito.

Supongamos que a € C. Debemos seguir los siguientes pasos. Lo primero que hacemos es
transformar E en otra curva eliptica "centrada en «", en el siguiente sentido: si a # (1 : 0),
entonces cambiamos t por t + « en la forma general de E obteniendo asi una nueva
C (t)-curva eliptica integral E cuyo discriminante se anula en 0 y, sabiendo que el dnico
punto singular de una C-ciibica en forma de Weierstrass con a; = ag = 0 es siempre de la
forma (zo: 0: 1), donde zq es raiz miltiple de X3 + aa X2 + a4 X + ag (1éase [12, p. 60]),
entonces, por medio de una traslacién en z, hacemos que el punto singular de E (0) = E («)
sea movido a (0:0: 1), de modo que obtenemos una C (t)-curva eliptica integral E¢ con
discriminante de grado positivo que tiene una raiz en 0 y de modo que la ctubica E“ (0)
tiene un punto singular en (0: 0 : 1), de tal forma que obtenemos

B y? =% 4 dya® + tayx + taf,
donde a, aly, ag € C[t].

Una vez obtenida E%, aplicamos el siguiente algoritmo. Aqui, A sigue significando el
valor original con el que fue definido.



66 CAPITULO 3. SUPERFICIES ELIPTICAS

1) Sittah, la fibra es de tipo I,,, donde m = mult, (A).

2) Sit]|ahyttag, lafibra es de tipo I1.

(1)

(2)

(3) Sit|adh, t]|ayyt?t4dyay — ta, la fibra es de tipo IT1.

(4) Sit|dh, t|ag, t? | dahaf — ta? y t* 1 aj, la fibra es de tipo IV.
(5)

5) Sit|d, t|ag, t? | dahaf —ta? y t? | af, definir el polinomio en C [t] [T]
3 Gy o T ag
P)(T):=T +72T +7T+t—26
y su discriminante como polinomio en 1T'
disc (P) = t7° (—4ta5ag + t?aFa] — 4t%a} — 27t%ag + 18t*ahaljag) € C[t].

(5.1) Sit1disc(P), la fibra es de tipo Ij.

(5.2) Sit|disc(P) entonces P (0) (T') € C[T] tiene al menos una raiz maltiple. Si tiene
una raiz simple y una raiz doble, la fibra es de tipo I} con n = mult, (A) — 6.

(5.3) Sit|disc(P)y P(0)(T) tiene una raiz triple, hacemos una traslacion en = de
modo que esa raiz triple sea T' = 0. Esto inducird una nueva curva eliptica en la

forma

E y2z =2+ a’2'$2z + asz2 + agz?’,

donde #? | af, t3 | a] y t* | af.
(5.4) Siag # 0, la fibra es de tipo IV*.
5) Siag =0y t*ta], la fibra es de tipo I11*.

6) Siag =01y t*|aj, redefinir E% como

/ / /
2 3, 0y o lay tag
VST ATt att e
redefinir A como su valor original multiplicado por ¢t~'? y volver al Paso (1).

Ahora veamos como caracterizar la fibra en o = (1 : 0). En este caso, podemos definir
E® como sigue: cambiamos ¢ por % en la forma de F y, por medio de un cambio admisible de
variables, obtenemos una C (¢)-curva eliptica integral con un nuevo discriminante. Usando
esta nueva curva eliptica y este nuevo discriminante, procedemos a aplicar el algoritmo con
estos nuevos datos para la fibra inducida por 0.

Para un ejemplo desarrollado y detallado de aplicacion de este algoritmo, acceder a la
seccion 4.2.

La demostracion de este algoritmo consiste en concretar los pasos de la demostracion
de la Proposicion 3.2.1, analizando cuidadosamente las posibles fibras singulares surgidas
en cada paso del proceso de desingularizacién de la superficie. El lector interesado en una
demostracién completa separando en cada uno de los numerosos casos que este proceso
induce, puede acceder a las referencias citadas al principio. Aqui ofreceremos un ejemplo de
algunos de los casos mas sencillos, para ver como estas singularidades pueden clasificarse
en términos de las relaciones de divisibilidad anteriormente expuestas.

En primer lugar, fijamos a € C y supongamos que ya hemos construido nuestra curva
centrada en «, que hemos notado E“. Para esto hemos debido cambiar t por t + «, lo
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cual significa que las raices de los polinomios involucrados han sido trasladadas por «. En
segundo lugar, hemos hecho una traslaciéon en z, y sabemos que esta operacién no genera
cambio alguno sobre el discriminante (léase [12, p. 63]). Esto nos dice que el tnico cambio
que sufrio el discriminante A cuando hemos centrado E en « ha sido que se cambi6 ¢ por
t + «. KEsto tiene una importante consecuencia conceptual: todo paso del Algoritmo de
Tate que involucra la multiplicidad de « en A puede reescribirse en términos del exponente
de t en la factorizacion del discriminante de E%. Si A% es el discriminante de E%, entonces
mult, (A) es igual al exponente de ¢ en la factorizacion de A%. Por supuesto, es mucho
mas conveniente la forma original de exponerlo a la hora de concretar el algoritmo, pero
para el analisis tedrico, es mas ttil esta segunda caracterizaciéon. Aplicando la férmula para
el discriminante, obtenemos

A® = —4321%aF + 288t%ahalaf + 16t2aalf — 64tasay — 64t3al).

Imaginese que estamos en el caso en que t | a}. Esto significa que, al especializar en
t = 0, la curva singular en forma de Weierstrass E“ (0) obtenida es cuspidal y no nodal,
puesto que la misma sera de la forma 3% = 3.

Por otro lado, la existencia del sumando —4327526/62 nos dice que 3 | A% si y solo si
t | ag. Aplicando el Criterio del Jacobiano, es posible ver que el punto (0,0), que es el
punto singular de E® (0), es una singularidad de la superficie (o, mas especificamente, el
punto ((0:1),(0:0:1)) en la superficie correspondiente) si y solo si ¢ | ag (obsérvese que
este argumento no funciona en caracteristica 2, lo cual genera més casos a considerar y
complejiza el algoritmo). Esto significa que si ¢ { af, entonces el punto correspondiente es
un punto no singular de la superficie, y la fibra que buscamos caracterizar resulta ser una
fibra racional cuspidal, que es el Paso 2 de nuestro algoritmo.

Si, en cambio, ¢ | aj, entonces estamos ante una singularidad de la superficie, y
corresponde realizar un blow-up. Este blow-up puede producir:

e Una curva racional de grado 2, que intersecta la transformada estricta de la curva
racional cuspidal tangencialmente en un solo punto.

e Dos rectas que intersectan en un punto a la transformada estricta de la curva racional
cuspidal.

e Una recta doble.

Recordemos que, dado un blow-up, la transformada estricta de un subconjunto de la
variedad original que contiene al punto sobre el que se aplico el blow-up se define como la
clausura de la preimagen por el blow-up de este subconjunto sin dicho punto.

En los primeros dos casos, se ha completado el proceso de desingularizacién y estamos
en el caso de una fibra de tipo 171 en el primer caso, y de tipo IV en el segundo (Pasos 3 y
4 del algoritmo). En cuanto al tercer caso, el proceso de desingularizaciéon debe continuar, y
es el que desencadena el resto de los pasos del algoritmo. Nuevamente: para una exposicién
completa y detallada, 1éanse las referencias citadas.

Finalicemos esta seccion explicitando la forma natural de exponer el algoritmo para
el caso general. Tal y como mencionamos, trabajar con la multiplicidad de o« € C en A
equivale a trabajar con el exponente de t en A%. En general, dada una C-curva proyectiva
no singular C' y una C (C)-curva eliptica con discriminante A con al menos una solucion,
entonces, dado v € C', "centralizar en v" se traduce como tomar un parametro local ¢ en
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C' y una valuaciéon normalizada v. Nos interesan aquellos v € C tales que v (A) > 0, ya
que estos valores son los que inducen fibras singulares. No podemos integralizar la curva
como haciamos en C (t), asegurandonos de que todos sus coeficientes estén en C [¢], pero si
podemos integralizar localmente en v; es decir, tomar un cambio admisible de variables de
modo que las v—valuaciones en los coeficientes de la curva eliptica sean todas no negativas.
Esto significa que, a falta de una "integralizaciéon global", para cada v tal que su valuacion
inducida es positiva en A tendremos que aplicar una adecuada integralizacion local. Esta es
la tnica dificultad adicional que acarrea el caso general. En cuanto al resto del algoritmo,
el mismo se mantiene exactamente igual, haciendo las traducciones correspondientes en
términos de la valuacion y el nuevo cuerpo de coeficientes.

Obsérvese que, en el caso simplificado que hemos expuesto, nuestro pardmetro local es
t — a y la valuacién normalizada es el grado como polinomio desarrollado en t — «. Asi, es
posible evitar los desarrollos enrevesados que pueden eventualmente surgir al cambiar ¢ por
t + o tomando las derivadas evaluadas en « y considerando los Desarrollos de Taylor.

3.5 Reticulo de Néron-Severi

Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyectiva no singular.
Sea f : S — C una fibracion eliptica. Retomando las definiciones en 3.3, para cada
v € C definimos un reticulo 7; como el grupo libre de rango m, — 1 generado por
{©y; i € [1,m, — 1] NN}, con el paring (-,-) dado por (O, 0y ;) = — (O, O, ;), para
todos los 4,5 € [1,m, — 1] N N. Asi, si ¥ C C es el conjunto de puntos de C' cuyas f-fibras
son singulares y reducibles, entonces T, = 0 si y solo si v & 3.

Vimos que estos reticulos pueden pensarse como un subgrupo de NS (.S). Concretamente,
vimos que la unién entre los generadores que hemos definido para T, con v € X forman
una base del grupo que inducen en NS (S). Méas aun, tenemos el siguiente resultado (mas
fuerte).

Proposicion 3.5.1 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f: S — C una fibracion eliptica. Los elementos del conjunto
de clases algebraicas {(O),F} U{O,;:v e X,ie [1,m, — 1NN} C NS(S) forman una
Z-base del subgrupo de NS (S) generado por (O) y por las componentes irreducibles de las
f-fibras.

Demostracion. Como todas las fibras son algebraicamente equivalentes por el Lema A.3.9,
es claro que nuestro candidato a Z-base del subgrupo de NS (.S) generado por (O) y por las
componentes irreducibles de las f-fibras, en efecto, es un conjunto de generadores de dicho
grupo. Lo tnico que requiere justificacion adicional es la razén por la cual se excluye ©,
del sistema de generadores, para todo v € 3. Esto es asi porque, como v € ¥ y todas las
fibras son algebraicamente equivalentes, el primer item del Teorema 3.3.5 nos dice que

my—1

F~ ev,0+ Z ,U/v,i@v,ia

=1

de donde, pasando al cociente en NS (.5), la relacion se convierte en una igualdad y vemos
que ©, o puede ser excluido del sistema de generadores. En esencia, hemos usado que, para
todov €%, 0,0 = f"1(v) - Z?;”l_l Hy,iOy i en Div (S).

Entonces solamente queda ver la Z-independencia lineal.
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Si v € ¥, sabemos que (F,0, ;) = 0 para todo ¢ € [1,m, — 1] NN, por el Lema A.3.1.
Ademéas, como la componente identidad no esta siendo tomada en consideracion, también
vale ((0),©,,) = 0 para todo i € [1,m, — 1] NN, por el primer item del Teorema 3.3.5.

Por otra parte, dados v,w € X tales que v # w, y dados i,j € N tales que i < m, y
J < My, se tiene (B, 4,0, ;) = 0, pues si existiera z € ©,; N O, ; C )N f~(w),
entonces se tendria v = f (z) = w, absurdo.

Asi, span {(O), F'} y los grupos span{0©,,; : i € [1,m, — 1] N N} para cada v € ¥ son
ortogonales dos a dos respecto del pairing de intersecciéon de S. En consecuencia, basta
calcular la matriz de intersecciéon de cada uno de ellos y verificar que los determinantes
sean no nulos en cada caso.

En cuanto al grupo generado por {(O), F'}, la matriz de interseccion esta dada, en virtud

del Corolario 3.3.3, el Lema A.3.1 y el Lema 3.1.2, por <_X1(S) é

igual a —1, que es no nulo. En cuanto al resto de componentes ortogonales, ya vimos en
3.3.9 que las mismas forman reticulos definidos negativos, con lo cual los determinantes de
sus matrices de intersecciéon son también no nulos. W

> . El determinante es

Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyectiva no singular.
Sea f :.S — C una fibracién eliptica. La Proposicién 3.5.1 nos permite pensar a los grupos
T, con v € C' como subgrupos de NS (S) con estructura de reticulo dada por el pairing de
interseccion de S. Bésicamente, hemos visto que en estos grupos no tenemos torsion. Esto
vale en general para el grupo NS (S), y esto es el principal resultado de esta seccion. Pero
requeriremos hacer uso de la Proposiciéon 3.5.1 y la Proposiciéon 3.3.9 para poder hablar del
grupo

ZF & P T, CNS(S) (3.2)
vEX

como un grupo dotado de estructura de reticulo a través del pairing de interseccién
de S, que lo hace, a su vez, semidefinido negativo, y definido negativo en el subgrupo

Does To S NS(S5).

Antes de probar el resultado principal de la seccién, requeriremos un lema.

Lema 3.5.2 Sea (f,00) una C-superficie eliptica, y sea S su superficie subyacente. Entonces
se tiene e (S) > 0.

Demostracion. Sea E la fibra genérica de S, y sea C' la curva subyacente de nuestra
superficie eliptica. Sea R C C el conjunto de puntos cuyas f-fibras son singulares. Por la
Proposicion A.3.8 tenemos

e(S)=e(@e(E)+> (e(f(s) —e(B).

SER

Sin embargo, sabemos por el Lema 3.3.11 que e (E) = 0, puesto que la fibra genérica es no
singular. Asi, se tiene

sER

donde en la ultima desigualdad hemos usado nuevamente el Lema 3.3.11 y la existencia de
fibras singulares segin nuestra Definicion 3.1.1. W
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Teorema 3.5.3 Sea (f,00) una C-superficie eliptica. Entonces el grupo de Néron-Severi
de la superficie subyacente es libre de torsion.

Demostracion. Sea F' la clase de equivalencia algebraica de las f-fibras, sea S la superficie
subyacente, y sea C' la curva subyacente. Sea D € NS(S) y m € N tal que mD = 0.
Queremos ver que D = 0 € NS (S). Como mD = 0 y la equivalencia algebraica implica
la equivalencia numérica (léase A.2), entonces, dado cualquier D’ € Div (S), se tiene que
0= (mD,D") =m(D,D') y por lo tanto (D, D') = 0. Asi, D = 0.

Por lo tanto, basta ver que la equivalencia numeérica, que es implicada por la equivalencia
algebraica, es de hecho idénticamente la equivalencia algebraica. Sea D un divisor de S tal
que D = 0. Entonces el nimero de interseccién entre D y cualquier otro divisor de S es
nulo. Aplicando el Teorema A.3.2, obtenemos

(D,D — wg)

x (D) = x(0s) + 5

dime HY (05 (D), ) ~ dime H' (Os (D) , ) + dime H? (05 (D), 5) = x (S) +
dimg H° (O (D), §) + dime H? (05 (D), §) = x (§) + dime H' (Os (D), )
dimg H° (Os (D), S) + dime H? (Og (D), S) > x (9). (3.3)
Aplicando la féormula de Noether A.3 tenemos 12y (S) = e (S5) + (Kg, Ks) = e(.5), donde
en la ultima igualdad hemos usado el Lema 3.3.1. En consecuencia, la expresion 3.3 se
transforma en
e(9)

dim¢ H° (05 (D), S) + dimc H? (Og (D), S) > T

> 0,

donde en la ultima desigualdad hemos usado el Lema 3.5.2. Asi, alguno de los C-espacios
vectoriales H? (Og (D), S) y H?(Og (D), S) es no trivial.

Si D ~ 0, en particular D =~ 0 y no hay nada que probar. Supongamos, entonces, sin
pérdida de generalidad, que D ~ 0. Entonces HY (Og (D), S) debe ser trivial, pues de lo
contrario D seria linealmente equivalente a un divisor ® > 0 efectivo, y como la equivalencia
lineal implica la equivalencia numérica, se tendria ® = D = 0, de donde D ~ ® ~ 0
(pues todo divisor efectivo numéricamente equivalente a 0 es linealmente equivalente a 0),
contrario a nuestras hipotesis. Asi, H? (Og (D), S) debe ser no trivial. Por la Dualidad
de Serre (léase |10, ITI, Corollary 7.7|) se tiene

H? (05 (D),S) = H°(Os (Ks — D), S),

por lo tanto existe un divisor efectivo D’ > 0 tal que D’ ~ Kg — D. Asi, para cada divisor
D" de S, se tiene (D', D"y = (Kg — D, D").

Veamos que si © es una componente irreducible de una f-fibra, entonces (D', ©) = 0.
En efecto, es claro que (D,©) = 0, pues D = 0. En cuanto a Kg, el Lema 3.3.1 nos dice
que (Kg,0) = ((29 (C) =2+ x (S5)) F,©) = 0, donde en la dltima igualdad hemos usado
el Lema A.3.1. Esto prueba que (D’,0) = 0 si © es cualquier componente irreducible de
una f-fibra. En particular, (D', F) = 0, pues F es combinacion lineal de componentes
irreducibles de f-fibras.

Como D’ es efectivo, es suma de multiplos no negativos de subvariedades irreducibles
de S de codimension 1 (curvas de S) distintas dos a dos. Escribimos D’ = Dy + Ds, donde
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Dy es suma de multiplos no negativos de componentes irreducibles de f-fibras, y Do es
suma de miltiplos no negativos de otro tipo de curvas de S. Veamos que Dy = 0. Si
no lo fuera, sea C5 uno de los sumandos no nulos (sin su multiplicidad) que aparecen en
Dy. Tomando = € Cs, la fibra inducida por f (z) tiene intersecciéon no vacia con Cy, pues
contiene al punto z. De esta forma, (F,Cs) > 0, ya que F'y C3 no comparten componentes
en comun (por definicién de Cq) y tienen interseccion no vacia. Como esto lo probamos
cualquiera sea Cs en los sumandos de Dy sin su multiplicidad, entonces (F, Dy) > 0, por
ser suma de multiplos positivos de ntimeros naturales. Por otra parte, ya hemos probado
que (F, D') =0, y sabemos por el Lema A.3.1 y la definicion de Dy que (F, D1) = 0, por lo
tanto obtenemos

O:<F7D,>: <F7D1+D2>: <F7D1>+<F7D2>:<F7D2> >Oa

que es un absurdo que provino de suponer que Do # 0.

Entonces D’ es suma de multiplos no negativos de componetes irreducibles de f-fibras.
El pairing de interseccion restringido al subgrupo de NS (.S) dado por 3.2 es semidefinido
negativo, y es definido negativo en el subgrupo generado por las componentes irreducibles
de las fibras reducibles, tal y como vimos en la Proposicién 3.5.1. Bajando al cociente en
NS (S), escribimos D" = D] + D5, donde D} € ZF y D5 € @, .5, T, € NS(S). Entonces
D), = D' — D} pertenece a un subgrupo donde el pairing de interseccion es definido negativo.
Ademas, se tiene

(D' = D|,D' = D}) = (D',D'y —2(D', D1 + (D, D}).

Es claro que (D', D}) = 0, pues D] es algebraicamente equivalente a un multiplo entero
de Fy (D',F) =0. Ademas, el Lema A.3.1 muestra que (D}, D]) = 0. De esta forma,
(D), D)) = (D',D'). Pero, por otra parte, el hecho de que (D,0) = 0 si O es una
componente irreducible de una f-fibra muestra que (D', D’) = 0, pues podemos descomponer
uno de los argumentos de dicho pairing como suma de multiplos de componentes irreducibles
de f-fibras, ya que D’ pertenece al grupo 3.2.

Hemos probado que D) tiene self-intersection igual a 0 y que pertenece a un subgrupo
de NS (S) donde el pairing de interseccion es definido negativo. En consecuencia, necesari-
amente debe ser D, = 0. Asi, D' ~ Kg — D debe ser algebraicamente equivalente a un
miultiplo de F'. Por el Lema 3.3.1, lo mismo vale para Kg, de donde D ~ mF para algin
m € Z. Pero D = 0, luego 0 = (D, (0)) = m (F,(0)) = m, pues (O) y F se intersectan
exactamente en un punto, y de forma transversal, por el Lema 3.1.2. Por lo tanto D ~ 0. B

El Teorema 3.5.3 tiene la importante consecuencia de que el grupo de Néron-Severi de
una superficie eliptica, junto con el pairing de intersecciéon de su superficie subyacente S
forma un reticulo. Este reticulo se conoce como el reticulo de Néron-Severi. Mas aun, el
Teorema A.2.2 nos garantiza que es un reticulo no degenerado de signatura (1,p (S) — 1),
donde S es la superficie subyacente de nuestra superficie eliptica.

3.6 Reticulo Trivial

Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyectiva no singular.
Sea f : S — C una fibracién eliptica y sea F' la clase de equivalencia algebraica de las
f-fibras. Por la Proposicién 3.5.1, el reticulo

Z(0)®ZF & T, CNS(S)
VEX



72 CAPITULO 3. SUPERFICIES ELIPTICAS

es un subreticulo de NS (S). Dicho subreticulo recibe el nombre de reticulo trivial de la
superficie eliptica, y se nota Triv (5).
Como vimos en la demostracion de la Proposicion 3.5.1, la componente Z (O) & ZF
—x(5) 1
1 0
X2+ x(S) X — 1, cuyas raices son

X (8) £ /X (5)" +4

9 )
y el Lema 3.5.2 permite probar, exactamente igual a como se hizo en la demostraciéon del
Teorema 3.5.3 por medio de la Formula de Noether, que x (S) > 0. Asi, ambas raices difieren
en su signo, y por lo tanto la signatura resulta ser (1,1). En cuanto a los componentes

T, para v € 3, sabemos que sus signaturas son (0,m, — 1), por lo visto en 3.3.9. En
consecuencia, la signatura de Triv (S) resulta ser

(1,1+Z(mu—1)>.

vEXD

tiene matriz de interseccién ( ) El polinomio caracteristico de esta matriz es

Resumimos nuestros resultados en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6.1 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica. Entonces el pairing de

interseccion de S hace de Triv (S) un reticulo de signatura [ 1,1+ Z (my—1)|. En

VEYD
particular, se tiene que Triv (S) es un reticulo de rango

rg (Triv (S)) =24 ) (my —1).

Consideramos el cociente entre el reticulo de Néron-Severi y el reticulo trivial, el cual
tiene rango

rg (NS (5)) —rg (Triv (5)) = p(5) —

24+ (my — 1)] : (3.4)

vEX
La importancia de este cociente radica en este importante resultado, cuya demostracion
postergaremos para la seccién 3.7.

Teorema 3.6.2 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva proyec-
tiva no singular. Sea f :S — C una fibracion eliptica, y sea E su fibra genérica. Entonces
existe un isomorfismo natural de grupos abelianos

NS (5)

Triv (S)

1

E(C(0))

El Teorema 3.6.2 tiene importantisimas consecuencias de toda indole, sobre las cuales
se puede escribir y desarrollar muchisimo material. Una importancia conceptual es que
permite comenzar a hablar de hacer aritmética en superficies elipticas. En nuestro caso,
dos resultados seran de nuestro interés.

La primera consecuencia serd que podemos recuperar el Teorema de Mordell que
tenfamos tnicamente para curvas elipticas, lo cual es la base para cualquier aritmética que
busquemos hacer en superficies elipticas.
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Corolario 3.6.3 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica, y sea E su fibra genérica.
Entonces E (C(C)) es un grupo abeliano finitamente generado.

Demostracion. NS (S) es finitamente generado (léase A.2), por lo tanto todos sus cocientes
también lo son. Por el Teorema 3.6.2, E (C (C)) es isomorfo a un cociente de NS (S). B

La segunda consecuencia que nos interesara destacar es lo que se conoce como Férmula
de Shioda-Tate. La misma relaciona el rango de la fibra genérica de una superficie eliptica
con el nimero de Picard de S y la estructura de sus fibras singulares reducibles.

Corolario 3.6.4 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C una C-curva
proyectiva no singular. Sea f: S — C una fibracion eliptica, y sea E su fibra genérica. Sea
> el conjunto de puntos en C cuyas f-fibras son singulares y reducibles. Entonces

p(S)=rg(E(C(C)+2+ > (my—1).

VEY

Demostracion. Por el Teorema 3.6.2, la expresion 3.4 iguala a rg (E (C (C))), y esto nos da
la férmula del enunciado. W

3.7 Fibra genérica

En esta seccién demostraremos el Teorema 3.6.2. A lo largo de toda esta seccion, fijamos
una C-superficie proyectiva no singular S, una C-curva proyectiva no singular C' y una
fibracion eliptica f : S — C. Sea E su fibra genérica.

El grupo Div (C') de divisores de C' admite al subgrupo Div, (C') de divisores de grado
cero, que a su vez admite el subgrupo Divy (C') de divisores principales. Con base en estas
notaciones, recordemos que Pic (C') := Div (C) / Div, (C), Pic? (C) := Div, (C) / Div, (C)
y, ademas,

Div (C) / Div, (C) = Z.

Recordemos que Pic? (S) es el subgrupo de divisores de S algebraicamente equivalentes a 0
modulo equivalencia lineal.

Sea S el esquema subyacente de S, y sea C el de C. Entonces S contiene a la fibra
genérica de la superficie eliptica, lo cual se sigue trivialmente de aplicar el funtor fully
faithful natural entre variedades sobre C y esquemas sobre C a la fibracion eliptica (ver
[10, p. 78]), obteniendo un morfismo de esquemas F : S — C, y tomar la fibra del punto
genérico de C.

Para cada D € Div(S), escribimos D = D; + Dy, donde D; estd generado por
componentes irreducibles de f-fibras, y Do esta generado por otro tipo de curvas en S.
Mirando F como subesquema de S, el mismo es disjunto de D1, pues D sigue siendo cerrado
cuando se mira en S (es decir, la transformacion funtorial considerada no lo altera), puesto
que cada una de las finitas componentes irreducibles de D7 esta, por definicion, contenida
en alguna f-fibra, donde f es constante (comparese con el argumento analogo dado en
la demostracion de la Proposicion 3.1.4). Asi, ninguno de los puntos de las componentes
irreducibles que aparecen en la expansiéon de D; puede tener al punto genérico de C' como
imagen por F, y por lo tanto tienen intersecciéon vacia con F incluso al considerarlos como
subesquemas de S.
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Por otro lado, cada componente irreducible Y de Dy se transforma funtorialmente en
un divisor ) de § el cual, dentro de S, nos permite definir Y,, := Y N E. Es sabido que,
en esta situacion, se tiene que f(Y) = C, de donde Y;, # 0, y que la clausura de cada
punto en esta interseccion es precisamente ) (léase [15, p. 349|). En particular, ) es la
clausura de Y;,. Esto demuestra que sus grados como subesquemas de S coinciden, y es
claro que Y}, resulta ser un divisor C (C)-racional de E cuyo grado es (Y, F'), donde F es,
como siempre, la clase de equivalencia algebraica de las f-fibras. Definiendo L como el
conjunto de componentes irreducibles en la expansion de Do, y llamando ay € Z\ {0} a la
multiplicidad de Y en dicha expansién para cada Y € L, se tiene

DQ = Z OéyY.

YelL

Definimos Dp := )y ayYy, que es un divisor C (C)-racional de E cuyo grado es (D, F).
Asi, Dg consiste en la restriccion del divisor D a F, visto este tltimo como subesquema de
S, puesto que, como vimos anteriormente, dicha restriccion elimina todas las componentes
irreducibles de f-fibras.

Lema 3.7.1 Sea D € Div(S). Si Dg ~g 0, entonces D ~g D' para algin D" € Div (S)
generado por componentes irreducibles de f-fibras.

Demostracion. Como Dg ~p 0, existe un divisor C(C)-racional de E (C(C)) que es
principal y linealmente equivalente a Dg. Sea h € C(C) (F) tal que Dg = div(h), el
divisor principal inducido por h. Por medio de la fibracion f, y del hecho de que E es la
fibra genérica de dicha fibracion, sabemos que C () esta naturalmente identificado con
C(C) (E); es decir, el C-function field de S se identifica con el C (C)-function field de E
por medio de la restriccion, de tal forma que existe g € C () tal que div (g)p = div (h).
Tomamos D' = D — div (g), el cual satisface, por definicion, que D, = 0. De esto se sigue
que D’ esta generado exclusivamente por componentes irreducibles de f-fibras, ya que,
como D', = 0, el resto de componentes no figuran en su expansion. Finalmente, obtenemos
directamente la relacion D ~g D —div(g) = D’. B

Definimos 6 : Div (S) — Pic (F) que a cada D € Div (5) le asigna la clase de equivalencia
lineal en E de Dg. El Lema 3.7.1 nos dice que ker (f) estd incluido en el conjunto de
divisores cuyas clases de equivalencia lineal estan generadas por componentes irreducibles
de f-fibras.

Por el conocido Teorema de Abel (ver |18, Proposition 4.10] y sus subsecuentes
generalizaciones), sabemos que la funcion v : E (C (C)) — Pic? (E (C(C))) que a cada
P e E(C(C)) le asigna la clase del divisor P — O, donde O = (0: 1 : 0), es un isomorfismo
de grupos. Definimos ¥ : Div (S) — E (C(C)) como

V(D) =~""(Dg—(D,F)0)
para cada D € Div (5), el cual esta bien definido porque deg (Dg) = (D, F), y por lo tanto

Dg — (D,F)O € Pic? (E (C(C))). Esta definicién implica que, si D € Div (S), entonces
Dg — (D, F)O ~g ¥ (D) — O. Esta relacion es la clave en el siguiente resultado.
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Lema 3.7.2 Sea D € Div(S). Sea P =¥ (D) € E(C(C)). Sea ¥ C C el conjunto de
puntos de C' cuyas f-fibras son singulares y reducibles. Entonces existen unicos n,d € 7 y
{byi:ie[l,my,—1NN,ve X} CZ tales que

my—1

Dr(P)+(d=1)(0)+nF+> > byiOy.

veEY 1=1

Mds aiin, d = (D, F) yn = (D,(0)) - ((P),(0)) +x (S) (D, F}) — 1).

Ademds, fijamos v € ¥ y definimos A, € ZMe=Dx(me=1) como (Ay)ij = (044, 045)-
Definimos b, € Z™ ™1 como el vector en cuya i-ésima coordenada tiene el valor b, ; para
cada i € [1,m, — 1]NN, y definimos S, € Z™ =1 como el vector en cuya i-ésima coordenada

tiene el valor (O, ;, D — (P)) para cada i € [1,m, — 1] N N. Entonces A, es inversible y
b, = A;1S,.

Demostracion. Sea D' = D — (P)—(d — 1) (O), donde d = (D, F). Aplicando 6 obtenemos
Dy =Dgp—(P)p—(d—1)(0O)p = Dg—P—(d—1) O, donde en la tltima igualdad hemos
usado que, si Q € E(C(C)), entonces (Q)p = @, lo cual se sigue de la demostracion de la
Proposicion 3.1.4, en virtud de la cual (Q) es la restriccion a S de la clausura de Q de @
en S, y satisface @ N E = {Q} transversalmente.

La relacion Dg — (D, F) O ~g ¥ (D) — O nos dice que Dg —dO = P — O en Pic (E),
de donde D, =D — P —(d—1)O=dO — 0O — (d—1)O = 0. Por el Lema 3.7.1, D’ es
linealmente equivalente a un divisor generado por componentes irreducibles de f-fibras.
Tomando equivalencia algebraica, obtenemos

My—1

D—(P)~(d-1)(0) =D ~nF+3 3 5,0,

veY =1

para algin n € Z y algunos {b,; : i € [1,m, — 1] NN,v € £} C Z. Aqui hemos usado que,
en el grupo de Néron-Severi, el grupo de divisores generado por las componentes irreducibles
de las f-fibras esta dado por 3.2. Por otra parte, escribiendo
My—1
D—(P)=(d=1)(0)+nF+ 3 b,,0,; € NS(S),
veY =1

vemos por la Proposicién 3.5.1 que tenemos la unicidad buscada.

Calculemos los valores explicitos. Ya sabemos que d = (D, F').

Por el Corolario 3.3.3, ((O),(0)) = —x (5). Por el Lema 3.1.2, ((O),F) = 1. Por
el primer {tem del Teorema 3.3.5, dado v € X, para todo i € [1,m, — 1] NN se tiene
((0),0©,,;) = 0. En consecuencia,

(D= (P),(0)) = —x(5)(d—=1) +n,

de donde n = (D, (0)) — ((P),(0)) + x (5) ((D, F) — 1).

Finalmente, fijamos v € Y. Usando que dos componentes irreducibles de f-fibras
distintas son ortogonales, usando nuevamente el primer item del Teorema 3.3.5 y aplicando
el Lema A.3.1, obtenemos, fijando i € [1,m, — 1] NN,

My—1
<@v,ia D—-(P)=0+0+ Z <@U7i, @v,j> va,
j=1



76 CAPITULO 3. SUPERFICIES ELIPTICAS

de donde, usando que A, es, por la Proposicién 3.3.9, inversible, puesto que es la matriz de
interseccién de un reticulo definido negativo, obtenemos la dltima igualdad buscada. B

Observacion 3.7.3 Si Q € E(C(C)), entonces

V(@) =7""(Qg—({(Q),FO)=7""(Q-0)=7v"(7(Q) = Q,

donde hemos escrito ((Q),F) =1 en razén del Lema 3.1.2.

La observacion 3.7.3 nos dice que ¥ es un morfismo sobreyectivo.

Definimos Ng (5) := NS () ® Q. Por el Teorema 3.5.3, esta tensorizacion no elimina
elementos de NS (S) y solamente consiste en ampliar los coeficientes de las expansiones al
cuerpo de los nimeros racionales. Similarmente, definimos Trg (S) = Triv (S) ® Q. En
estos grupos, el pairing de interseccion se extiende naturalmente.

Lema 3.7.4 Para cada P € E(C(C)) existe un unico B (P) € Ng (S) tal que se cumplen
simultaneamente:

e B(P)=(P) (mod Trg(5)),
o B(P) L Triv(S).

Mads atn, si X C C el conjunto de puntos cuyas f-fibras son singulares y reducibles, entonces
ezisten unicos n,d € Q y {by; 11 € [1,m, —1]NN,v € £} C Q tales que

Mmy—1

B(P)=(P)+d(0)+nF+Y > b,i0,;€Ng(S),

veY =1

donde d=—1 yn=—x(S) — ((P),(0)).

Ademds, fijamos v € ¥ y definimos A, € ZMv=Dxmv=1) ¢omo (Av>ij = (044,0,5).
Definimos b, € Q™1 como el vector en cuya i-ésima coordenada tiene el valor by.i para cada
i € [1,m, — 1] NN, y definimos R, € Z™ ™! como el vector en cuya i-ésima coordenada

tiene el valor — (O, (P)) para cada i € [1,m, —1] N N. FEntonces A, es inversible y
b, = AJ'R,.

Demostracion. Sea Dp € Ng (S). Entonces Dp = (P) (mod Trg (S)) si y solo si existen
n,deQy {by;:i€[l,m,—1NNveX}CQ tales que

My—1

Dp=(P)+d(0)+nF+> > b,0,;€Ng(5),
veY =1

donde, ademés, dicha representacion es tnica por la Proposicion 3.5.1 (se sigue trivialmente
de pasar restando (P) y limpiar denominadores).

En tal caso, (Dp,F) =0siysolosi0=1+d+0+0, por los Lemas 3.1.2 y A.3.1. Asi,
(Dp,F) =0siysolosid=—1.

Ademas, (Dp,(0)) =0siy solosi 0= ((P),(0))—dyx(S)+n+0, donde hemos usado
el Corolario 3.3.3, el Lema 3.1.2 y el primer item del Teorema 3.3.5. En consecuencia,
(Dp,(0O)) =0siysolosin=dx(S)—(P),(0)).
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Ahora, fijandov € ¥ y i € [1,m, — 1]NN y recordando que dos componentes irreducibles
de f-fibras distintas son ortogonales, se tiene (O, ;, Dp) = 0 si y solo si

my—1
0= {0y, (P)) +0+0+ > (B4, Ou;) b,
j=1
my—1
D (004,00) by = — (O, (P)),
j=1

donde hemos aplicado el primer item del Teorema 3.3.5 y el Lema A.3.1.
Juntando todas las condiciones y usando que, por la Proposicién 3.3.9, la matriz A, es
inversible para todo v € 3, obtenemos lo que queriamos demostrar. l

Sabemos que NS (S), junto con el pairing de interseccion, es un reticulo. En él tenemos
definido el subreticulo Triv (S). Introduciremos un nuevo reticulo asociado a nuestra
superficie eliptica.

Definiciéon 3.7.5 Definimos £ (S) := (Triv (S)L) B y lo denominamos el reticulo esencial

de la superficie eliptica considerada. En otras palabras, el reticulo esencial es el complemento
ortogonal del reticulo trivial en el reticulo de Néron-Severi, pero con el pairing aditivamente
opuesto al pairing de interseccion de S.

El Lema 3.7.4 nos dice que tenemos una funcién g : £ (C(C)) — Ng (S5) bien definida.
Veamos que es un morfismo de grupos.

Lema 3.7.6 5 : E(C(C)) = Ng (S) es un morfismo de grupos.

Demostracion. En esta demostracién notaremos con el simbolo ® a la operacién de grupo
en E(C(C)), para que la misma no se confunda con la suma en los grupos de divisores y
sus grupos asociados.

Sean P,Q € E(C(C)). Existen n € Qy {by;:i€[1,m, —1]NN,v € ¥} C Q tales
que

my—1

B(P)+8(Q) - (POQ) = (P)+(Q) -2(0)~(POQ+nF+3Y" Y 0,0, € Ng(S),

veY =1

por el Lema 3.7.4. Esta expresion para 8 (P) + 5 (Q) — (P ® @) puede reescribirse como

BP)+B(Q)—(POQ)= (3.5)
my—1
= (P)=(0)+(@Q) = (0) =[P Q)= (O)] = (O) +nF + > > byiOu; € Ng(5).
veY =1

Definimos D :=(P)—(0)+(Q)—(0)—[(P ® Q) — (0)] € Div (S). Aplicando 0 obtenemos
Dp=P-0+4+Q-0—-PoQ-0]=v(P)+7(Q) —v(P®Q) =0 € Pic(E). Por el
Lema 3.7.1, D es linealmente equivalente en S a un divisor generado por componentes
irreducibles de f-fibras. Como la equivalencia lineal implica la equivalencia algebraica,
podemos volver a la expresion 3.5 y, modulo Trg (5), se anula el divisor ﬁ, y el resto
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de expresiones también se anulan trivialmente. De esta forma, hemos demostrado que
B(P)+p(Q) = (POQ) (mod Trg(S)). Como p(P) L Triv(S) y B(Q) L Triv(S),
entonces [3 (P) + B(Q)] L Triv (S). Por la unicidad del Lema 3.7.4, se tiene entonces que

BPOQ)=p(P)+5(Q),

y por lo tanto 8 es un morfismo de grupos. B

Este morfismo tiene una relacién importante con .Z (S), que haremos explicita a
continuaciéon. Recordando que, para cada v € 3, donde ¥ C C es el conjunto de las
f-fibras singulares y reducibles, se tiene que mq(}) es el nimero de componentes irreducibles
simples de f~! (v), y que, por la Proposiciéon 3.3.9, es a su vez el determinante de la matriz

del reticulo Ty, definimos m (S) € N como el minimo comtn multiplo entre los elementos
del conjunto {mz(,l) NS E}. Entonces se tiene m (S)Im (8) C £ (5), por la segunda

condicion del Lema 3.7.4 y el hecho de que m (S) 8 (P) € NS (S) para todo P € E(C(C))
(es decir, los coeficientes de su expansion son enteros), por el siguiente sencillo lema de
algebra lineal.

Lema 3.7.7 Sean € N y sea A € Z"*™. Sea x € Z". Supongamos que det (A) # 0, y
definimos b := A=tz € Q™. Entonces det (A)b € Z".

Demostracion. Escribimos Ab = z. Como z € Z", la Regla de Cramer nos dice que, para
todo i € [1,n] NN, se tiene b; = #("A), donde a; € Z. Por consiguiente det (A) b; € Z para
todo ¢ € [1,n] NN, como queriamos. W

Definimos el conjunto E° (C (C)) € E(C(C)) delos P € E (C (C)) tales que, para todo
veEY, (P)NO,o# 0. Es posible demostrar que E° (C(C)) es un subgrupo de E (C (C))
y que m (S) E(C(C)) € E°(C(C)). Como la demostracién de este hecho se aleja del
alcance de los argumentos que aqui estamos exponiendo (en tanto requiere la utilizacion de
resultados geométricos més generales), la postergaremos para el final de la seccién. Pero
requeriremos tener este resultado presente para lo que sigue.

El proximo paso es probar que ¥ baja al grupo de Néron-Severi; en otras palabras,
que los divisores algebraicamente equivalentes a 0 estan en el ntcleo de W. Para esto,
requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.7.8 El morfismo inducido f* : Pic® (C) — Pic® (S) es un isomorfismo.

Demostracion. La existencia de una seccién o nos dice que, como foo es identitaria, o*o f*
también lo es, de donde f* es inyectiva. Falta ver que f* es sobreyectiva.

Sea D € Div (S) tal que D =~ 0. Queremos ver que su clase de equivalencia lineal esta
en la imagen de f*.

Como D = 0, el grado de Dy es (D, F) = 0, y por lo tanto existe P € E (C(C)) tal
que v (P) = Dg; es decir, Dg ~g P — O. Definimos D' := D — (P) + (O). Aplicando 6,
obtenemos D}, = Dg — (P)y + (0)p = Dg — (P — 0) =0 € Pic(E). Por el Lema 3.7.1,
D’ esta generado en Pic (S) por componentes irreducibles de f-fibras. Esto es, existen
{byi:i€[l,m,—1NN,v e X} CZ, me Nyy un conjunto finito {v; : i € [1,m] "N} C C

tales que
My—1

D—(P)+(0) ~s > aif () + Y > buiOuy (3.6)
=1

veY =1
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para algunos enteros {a; : i € [I,m] NN} C Z, donde ¥ C C el conjunto de puntos de C'
cuyas f-fibras son singulares y reducibles. Hemos excluido a ©, ¢ de la expansion para todo
v € ¥ puesto que, dado v € 2, O, = [ (v) — Z;l“l_l yiOyi en Div ().

Si P ¢ E°(C(0)), fijamos v € ¥ y i € [1,m, — 1] NN. Sabemos, por la hipétesis sobre
Py por el primer item del Teorema 3.3.5, que (O, ;, (P)) = (O, (0)) = 0. Ademaés, por
el Lema A.3.1, <®v,ia 1 (’Uj)> = 0 para todo j € [1,m] NN. Por consiguiente, tomando el
nimero de interseccion con 0, ; en la expresion 3.6, usando la nulidad algebraica de D y el
hecho de que dos componentes irreducibles de f-fibras distintas son ortogonales, obtenemos

my—1
0-0+0=0+ > (B4i,0u;) by,
j=1
de donde b, ; = 0 para todo j € [1,m, — 1] NN, ya que la matriz en QUrv—1)x(mv—1) o
cuya entrada (i, j) tiene el valor (©, ;, 0, ;) es inversible, por la Proposicion 3.3.9. Como
esto lo probamos para todo v € X, entonces la expresion 3.6 se simplifica a

D~ (P)+(0) ~g > aif ' (vi) = f* <Z am) . (3.7)
=1 1=1

Por el Lema 3.1.2,

<Zaz‘f1 (vi), (P) — (0)> =Y ai—Y ai=0,
i=1 ‘ i
luego, tomando nimero de intersecciéon con (P) — (O) en 3.7 obtenemos
(D, (P)) = (D,(0)) ={(P),(P)) +{(P),(0)) +{(0),(P)) = {(0),(0)) =0

—2(=x(9)) +2((P),(0)) =0

((P),(0)) = —x(5),

donde hemos usado la nulidad algebraica de D y el Corolario 3.3.3. El Lema 3.5.2 permite
probar, exactamente igual a como se hizo en la demostracién del Teorema 3.5.3 por medio
de la Formula de Noether, que x (S) > 0; por lo tanto ((P),(0)) < 0. Si fuera P # O,
entonces la Proposicion 3.1.4 nos dirfa que (P) # (O) y, por lo tanto, ((P),(0)) > 0 (releer
la ultima parte de 3.3.2), lo cual contradice la igualdad recién encontrada. Asi, P = O y la
expresion 3.7 nos dice que D € Im (f*).

Esto lo probamos si P € EY(C(C)). En general, m (S) P € E°(C(C)). Definimos
D :=(m(S)P)— (0)—m(S) ((P)— (0)) € Div(S). Entonces

=7 (m(S)P) —m(5)y(P)=0¢€Pic(E),
de donde el Lema 3.7.1 nos dice que, multiplicando 3.6 por m (S), obtenemos

my—1

m (S)D — (m (S)P) + (0) ~s Y _aff ' (wi) + > Y b0,
=1

veY =1
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para algin entero no negativo m’ € Ny, algin conjunto finito {w; : i € [1,m|NN} C C'y
algunos enteros {a, : i € [1,m|NN} C Zy {b;ﬂ- cie[l,my, —1NNv e E} C Z. Ahora
podemos repetir el argumento con P’ := m (S) P € E°(C(C)), el cual demuestra que

m(S)D ~ f* <Z:’11 a;wi). Luego, identificando Pic’ (C') con un subgrupo de Pic? (S)
via f*, hemos probado que m (S) Pic? (S) C Pic® (C) C Pic® (S). Es sabido que, en esta
situacion, se tiene entonces por cuestiones de dimension la igualdad Pic® (C) = Pic (S)
(lease |26, p. 12] o [19, p. 67]); lo cual, deshaciendo la identificacion via f*, nos dice que f*

es sobreyectiva. W

Usando este resultado, podremos probar que ¥ se anula sobre los divisores algebraica-
mente nulos. En efecto, si D € Div(S) y D = 0, el Lema 3.7.8 nos dice que D ~g f*(B)
para algin B € Pic (C). Escribiendo B como combinacion Z-lineal de puntos de C'y
distribuyendo f*, obtenemos que D es linealmente equivalente a una combinacion Z-lineal
de f-fibras, con lo cual Dg ~g 0, y por lo tanto, teniendo en cuenta que (D, F') = 0 pues
D =0, se tiene ¥ (D) =~~1 (Dg — (D, F)0) =~v71(0) = O. En consecuencia, ¥ induce
naturalmente un morfismo sobreyectivo ¥ : NS (S) — E (C (C)) (la sobreyectividad esta
dada por la Observacion 3.7.3).

Por el Lema 3.7.2 tenemos que, dado D € NS (5),

My—1

D= (T(D)+(d-1)(0)+nF+> > by,

veY =1

donde los coeficientes se definen como en el referenciado lema. Asi, si D € ker (@), entonces
(¥ (D)) = (O) y D € Triv(S). Reciprocamente, dado D € Triv (S), D =n (O) + Z para
algin n € Z, donde 2 € NS (S) esta generado por componentes irreducibles de f-fibras.
En consecuencia

U (D)=~ (nO+ Z5 — (n(0)+ 2,F)0) =
=51 (nO —=n{(0),F)0)=~"1(nO —n0O) = 0.

En la segunda igualdad hemos usado que Y5 = 0 (por estar generado por componentes
irreducibles de f-fibras) y que (2, F) = 0 por el Lema A.3.1. En la tercera igualdad hemos
usado que ((O), F) =1 por el Lema 3.1.2.

En definitiva, ¥ : NS (S) — E(C(C)) es un morfismo de grupos sobreyectivo tal que
ker (U) = Triv (S). Asi, finalmente, tenemos un isomorfismo natural

NS (5)
Triv (S)

=E(C(C),

lo cual prueba el Teorema 3.6.2.

Mencionemos una importante consecuencia conceptual de esta demostracion. Obsérvese
que hemos usado notaciones no ambiguas para los puntos P de E (C(C)) y para las
curvas (P) que son la imagen de sus secciones inducidas en la superficie eliptica. Dados
P,Q € E(C(C)), tenemos la suma P + @ segun la operacion en E, y tenemos la suma de
divisores (P) + (Q) en Div (S). Que (P) + (Q) # (P + Q) deberia estar claro en virtud
del Lema 3.1.2, ya que si tomamos el niimero de interseccién con cualquier f-fibra, la
expresion de la izquierda nos da 1 + 1 = 2, mientras que la expresion de la derecha nos
da 1. Esto, ademés, nos dice que son distintos incluso si no distinguimos por equivalencia
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algebraica. Sin embargo, la demostracién que hemos expuesto en esta secciéon permite
describir naturalmente el cociente de Div (S) donde estos dos elementos se identifican.

Sea ¢ : E(C(C)) — Tl\ilsv(z) que a cada P € E(C(C)) le asigna (P) mod Triv (S).
Ya vimos que ¥ : NS (S) — E (C(C)) induce un isomorfismo 1 : Tl\i?\fiq)) — E(C(C)). Por

la Observacion 3.7.3, se tiene

Por otra parte, aplicando la definiciéon de ¢ y el Lema 3.7.2, se tiene
¢ (¥ (D)) = (¥ (D)) mod Triv(S) = D,

de donde ¢ = 9~ y por lo tanto ¢ es un morfismo de grupos. En definitiva, hemos
demostrado que (P + Q) = (P) + (Q) si cocientamos por los divisores algebraicamente
nulos y aquellos generados por (O) y las componentes irreducibles de las f-fibras.

Por tltimo, veamos que podemos derivar directamente una férmula para el rango del
reticulo esencial .Z (S). Como el grupo .Z (S) es el complemento ortogonal de Triv (),
entonces su rango es igual a

g (£ (S)) = 18 (NS (S)) — g (Triv () = p (S) —

2+Z<mv_1)]7

VEXD

donde hemos usado la Proposicién 3.6.1.

Veamos, finalmente, que E? (C (C)) es un subrupo de E (C (C)) y que, ademas, se tiene
la inclusién m (S) E (C (C)) € E° (C(C)). Para esto, debemos traer a colacién un resultado
general de la Teoria de Néron, que enunciaremos con mucha menor generalidad aqui para
adecuarlo al contexto de superficies elipticas. En general, la construccién del modelo de
Kodaira-Néron que expusimos en 3.2 viene dada con la propiedad de que las operaciones
de grupo en la fibra genérica de una superficie eliptica conmutan con la especializacién en
una fibra no singular; es decir, si v € C es tal que f~! (v) es no singular, entonces tenemos
que (P +Q), = P, + Qy, donde la primera suma es la operacion genérica, y la segunda
suma es una operacion especializada. Aqui, para cada X € E (C(C)), llamamos X, a su
especializacion en f~1 (v).

Lo que se puede probar por medio de la Teoria de Néron es que esta conmutatividad de la
operacion puede extenderse también al smooth locus de las fibras singulares. Concretamente:
siv € C es tal que F, := f~!(v) es singular, llamamos Ff al smooth locus de F; es
decir, al grupo algebraico que resulta de eliminar las componentes irreducibles miltiples y
también los nodos, que estdn dados por intersecciones entre componentes irreducibles. La
Teoria de Néron nos dice que aqui también tenemos la extensiéon de la operacién genérica y
su conmutatividad con la especializacion (consultar [1]) y, definiendo Ffo ‘= O, N FY,

entonces Ffo es un subgrupo (normal) de Ff de forma que G (F,) := F#/Ffo es un
grupo finito con tantos elementos como componentes irreducibles simples tenga F,; en otras
palabras, el orden de G (F),) es m{M (aqui entra en juego nuestra Convencion 3.3.10). La
razon de esto tltimo es que G (F,) resulta ser, de hecho, naturalmente isomorfo al grupo
discriminante del reticulo T.

Recuérdese que, en general, dado un reticulo (L, (-, -)), tenemos definido el reticulo dual

L* como aquellos elementos x de L ® Q tales que (z,y) € Z para todo y € L, donde se
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usa la extension natural de (-,-) a L ® Q = L*. Asi, se tiene L C L* y definimos el grupo
discriminante de L como el cociente L*/L, que resulta ser un grupo finito de orden |det (L)|
(léase [25, p. 13]).

Dicho todo esto, hagamos algunas observaciones. En primer lugar, recuérdese que, dado
P e E(C(C)), entonces (P) se define como la restriccion a S de la clausura de P en S, tal
y como vimos en la demostracion de la Proposicion 3.1.4. Dado v € C, de esto y el hecho
de que P, € S se sigue que P, € (P). Ademas, por definicion, P, € F,. Pero el Lema 3.1.2
nos dice que no puede haber mas de un solo punto en F, N (P), y por lo tanto se tiene
necesariamente que F, N (P) = {P,}.

En segundo lugar, es natural preguntarse, inspirados en el parrafo anterior, si, dados
veCyPeE(C(C), Ff n(P)={P,} o, equivalentemente, si al restringirnos al smooth
locus de Fﬁ , es posible perder el punto P,. La respuesta es que no. En efecto, como
la interseccion entre (P) y F, se da de forma transversal en P,, entonces P, no puede
pertenecer a una componente irreducible multiple de F,. Aqui estamos usando exactamente
el mismo razonamiento por el que vale el primer item del Teorema 3.3.5. Lo tnico que
falta probar es que P, no es un punto de interseccion entre dos componentes irreducibles
distintas de F,,, pero esto es trivial puesto que, si P, estuviera en més de una componente
irreducible de Fy, la interseccion F,, N (P) no seria transversal en P, y estariamos violando
el Lema 3.1.2.

Asi, si P € E°(C(C)) y v € C, entonces P, € F N O = Ffo, y por lo tanto
(P)ﬂFfO = {P,}. Veamos un reciproco: supongamos que P € E (C(C))y (P)ﬂFfO ={P,}
para todo v € C. Entonces, fijando v € C, resulta que P,, que es el tnico bunto de
interseccion entre (P) y F,, pertenece a 0,0, y como esto vale cualquiera sea v € C, se
sigue entonces que P € EY (C (C)).

Hemos demostrado que, si P € E(C(C)), entonces (P) N Ffo = {P,} para todo
v € C siysolosi Pe EY(C(C)). Veamos entonces por qué E? (C(C)) es un subrupo
de E(C(C)). Por definicion (primer item del Teorema 3.3.5), O € E°(C(C)). Sean
P,Q € E°(C(C)) y veamos que P — Q € E°(C(C)). Fijamos v € C. Buscamos probar
que (P—-Q)nN quo = {(P—-Q),}. Para esto, basta ver que (P —-@Q), € (P—-Q)nN Ffo,

puesto que (P — Q)N Ffo no puede tener mas de un elemento, por toda nuestra discusion
anterior. Es claro que (P — Q), € (P — Q), pues ya vimos, en general, que si X € E (C(C)),
entonces X, € (X). Por otra parte, usando el citado resultado de la Teoria de Néron,
se tiene que (P —-Q), = P, — Q,. Y como Ffo es un subgrupo de Ff&, se sigue que
P,—-Q, € Ffo, ya que P,,Q, € Ffo pues P,Q € EY (C (C)).

Veamos ahora que m (S) E (C(C)) € E°(C(C)). Sea P € E(C(C)) y seav € C.

Sabemos entonces que P, € F¥. Como F} / Ffo es un grupo finito cuyo orden es exacta-
mente |det (T3)] = mg,l), entonces el Teorema de Lagrange nos dice que m{VP, € Ffo. Por
definicion se tiene que miV | m (S), y por lo tanto m (S) P, € Ffo. Usando nuevamente el re-
sultado tomado de la Teoria de Néron, se tiene que (m (S) P), € Ffo. Como (m (S) P)ﬂFfO
no puede tener mas de un elemento, concluimos que (m (5) P) ﬂFfO ={(m(S)P),}. Como
esto lo probamos cualquiera sea v € C, esto demuestra que m (S) P € E° (C(C)), como
queriamos.

A modo de comentario, obsérvese que, si P € E(C(C)), entonces P € E°(C(C))

si y solo si, para todo v € C, la tinica componente de f~! (v) que intersecta a (P) es
©,,0, lo cual equivale a que (P) N ©,; para todo v € C'y todo i € [1,m, — 1] NN, que
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equivale a ((P),0,;) = 0 para todo v € C'y todo i € [1,m, — 1] NN, y por el Lema 3.7.4
esto equivale a §(P) = (P) — (0) — (x (5) + ((P),(0))) F. Mas aun, la unicidad dada
por el Lema 3.7.4 nos dice que, si P € E(C(C)), entonces P € E°(C(C)) si y solo si
B (P)=(P)+a(O)+ bF para algunos a,b € Q.

3.8 Torsion genérica

La Férmula de Shioda-Tate dada por el Corolario 3.6.4 nos da informacioén sobre la parte
libre de la fibra genérica de una fibracién eliptica. El objetivo de esta seccién es brindar
informacién sobre su grupo de torsiéon. Para esto, retomaremos todas las definiciones que
hemos estipulado en la seccién 3.7. En particular, analizaremos con mayor profundidad el
morfismo de grupos f: E (C(C)) — Ng ().

Antes de esto, requeriremos un lema adicional, que es algo que hemos demostrado
implicitamente en los argumentos desarrollados en 3.7.

Lema 3.8.1 Sean D, D’ € Div (S) tales que D =~ D'. Entonces 6 (D) = 6 (D’).

Demostracion. Sea D" := D — D’. Como 6 es un morfismo de grupos, lo que buscamos
demostrar equivale a ver que 6 (D”) = 0. En efecto, como D" ~ 0, entonces el Lema 3.7.8
nos dice que D" ~g f*(B) para algin B € Pic? (C). Escribiendo B como combinacion
Z-lineal de puntos de C'y distribuyendo f*, obtenemos que D" es linealmente equivalente
a una combinacion Z-lineal de f-fibras, con lo cual D" g ~p 0; es decir, 6 (D”) =0. B

Para caracterizar los puntos de torsion genérica, veremos que ker (3) = E (C(C)),, s
Dado P € E(C(C)), se tiene, por el Lema 3.7.4, que §(P) = 0 si y solo si (P) — (O) es
algebraicamente equivalente a una (Q-combinacién lineal de componentes irreducibles de
f-fibras. Equivalentemente, 5 (P) = 0 si y solo si existe m € N tal que m[(P) — (O)] es
algebraicamente equivalente a un elemento del grupo 3.2.

Supongamos que 5 (P) = 0. Entonces, por el parrafo anterior, existe m € N tal que
m [(P) — (O)] es algebraicamente equivalente a un elemento del grupo 3.2. Aplicando el
Lema 3.8.1, podemos aplicar 6 en esta relacién y obtenemos

0=0(m[(P)—(0)]) =m(P—-0)=my(P)=ry(mP),

y como 7y : E (C(C)) — Pic? (E (C (C))) es un isomorfismo, entonces mP = O en E (C (C)),
y por lo tanto P € E(C(C)),,,s- Reciprocamente, si P € E(C(C)),,,s entonces existe
m € N tal que mP = O en E(C(C)). En consecuencia, definiendo D € NS(S) como
D = (P) —(0O), el Lema 3.1.2 nos dice que (D, F) =1—1 =0, y por lo tanto, usando la
buena definicién de § modulo equivalencia algebraica dada por el Lema 3.8.1, se tiene

(D)=~ (Dp—(D,F)0) ="' (Dp) =7 (P~ 0) =77 (v (P)) = P,

y por lo tanto ¥ (mD) = mP = O; es decir, m[(P) — (O)] € ker (¥). Pero vimos en la
seccion 3.7 que ker (¥) = Triv (S), y por lo tanto m[(P) — (O)] € Triv (S). Asi, por el
Lema 3.5.1, existen a,b € Z y un conjunto {b,; : ¢ € [1,m, —1]NN,v € £} C Z tales que

my—1

m[(P)—(0)]=a(0)+bF + > > by Oy,

veY 1=1
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Tomando ntimero de interseccién con F'y aplicando el Lema 3.1.2 y el Lema A.3.1, obtenemos
m(l—-1)=a+0+0=a,

de donde a = 0 y por lo tanto m [(P) — (O)] es algebraicamente equivalente a un elemento
del grupo 3.2. Pero ya vimos que esto implica que P € ker (f). Esto concluye nuestra
demostracion de que ker (5) = E (C(C));ors-

Retomando el Lema 3.7.4 y la relacion m (S) g (E (C(C))) € Z(S) € NS(9), lo

anterior permite derivar el siguiente corolario que caracteriza los puntos de torsién genérica.

Proposicion 3.8.2 Sea S una C-superficie proyectiva no singular y sea C' una C-curva
proyectiva no singular. Sea f : S — C una fibracion eliptica, y sea E su fibra genérica.
Dado P € E(C(C)), son equivalentes:

e Pc E(C(C))

tors”
e (P) e Trg(9).
o Eziste m € Z \ {0} tal que m (P) € Triv (S5).

Mids ain: dado m € Z, se tiene mP = O € E(C(C)) si y solo si m (P) € Triv(S). En
tal caso, el orden de torsion de P divide a m (S).

3.9 Superficies elipticas racionales

Las superficies elipticas en las que la superficie subyacente es racional® se llaman superficies
elipticas racionales. Para nosotros, k = C. Sea C'la superficie subyacente. Sabemos entonces
que C (C) /C es una subextension de cuerpos de C(S) /C cuyo grado de trascendencia es
igual a 1. Por el Teorema de Liiroth (ver |7, p. 246]), sabemos que C tiene género 0.
Por el Lema A.3.4, C es isomorfa a P! (C).

Asi, la fibra genérica de una superficie eliptica racional es una curva eliptica sobre el
cuerpo de funciones de P! (C), que es C (t). El Corolario 3.6.3 nos dice que dicha curva
eliptica es de rango finito.

Dado que nuestro problema principal involucra solamente una superficie eliptica de
este tipo, diremos algunas cosas respecto de las mismas. La ventaja aritmética de una tal
superficie eliptica es que conocemos muy bien su caracteristica de Fuler y su namero de

Picard (lease A.3).

Proposicion 3.9.1 Sea (f,00) una C-superficie eliptica racional y sea S su superficie
subyacente. Entonces x (S) =1y p(S) = 10.

Demostracion. Aplicamos la formula A.2 para obtener x (S) =1—¢(S) +pg (S). Sabemos
que g (P?(C)) = py (P*(C)) = 0. Como S es birracionalmente equivalente a P (C) por
hipotesis, entonces podemos aplicar el Lema A.3.6 para obtener y (S) = 1.

Usando la Férmula de Noether A.3, obtenemos 12 = e (S) + (Kg, Kg) = e (S), donde
en la dltima igualdad hemos usado el Lema 3.3.1. Por consiguiente, por la definicién de

2 ) . . . .

Recuérdese que, dado un cuerpo k algebraicamente cerrado, una k-superficie proyectiva no singular S
se dice racional si es birracionalmente equivalente a P? (k) o, equivalentemente, si su cuerpo de funciones
k (S) es una extensiéon puramente trascendente de k cuyo grado de trascendencia es 2.
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e (9), se tiene 12 = e (S) = by (S) — b1 (S) + b2 (S) — b3 (S) + b4 (S) =2 — 2b1 (S) + b2 (5),
donde en la ultima igualdad hemos usado la Dualidad de Poincaré (léase A.3). Aplicando
el Lema A.3.5 y el hecho de que ¢ (S) = 0, obtenemos by (S) = 0, de donde b (S) = 10.

Recordemos que, dados i, n € Ng y un grupo abeliano M, se tiene H* (P" (C) , M) = M si
iesparyi < 2n,y que si no se cumplen esas dos condiciones, entonces H* (P (C), M) = 0.
Esto aplica directamente con M = R para ver que by (IP’2 ((C)) = 1. Por otra parte,
usando que p (P? (C)) = 1, se tiene entonces p (P? (C)) = by (P?(C)) = 1. En particular,
A(F2(C)) = by (F2(C)) — p (P2(C)) = 0.

Como S es birracionalmente equivalente a P2 (C), el Lema A.3.6 nos dice que
0= X (F(C)) = A(S) = bs (S) — p(5) = 10— p(5).
de donde p (S) =10. B

A modo de comentario, el hecho de que valga p (S) = 10 en 3.9.1 puede justificarse de un
modo mas intuitivo, como se hace en |2, 8.8], usando el hecho de que una superficie eliptica
racional es isomorfa a una superficie que se obtiene de P? (C) haciendo nueve blow-ups
sucesivos. Como p (P2 ((C)) = 1y cada blow-up incrementa en 1 el valor del ntimero de
Picard (ver [25, p. 67] o |2, p. 12]), obtenemos nuevamente la Proposicion 3.9.1.

Teniendo esta propiedad, requeriremos también de un criterio para decidir cuando una
superficie eliptica que construiremos especialmente es o no racional. Para esto, supongamos
que tenemos una C (¢)-curva eliptica E tal que sus coeficientes estan en C [t], lo cual siempre
puede lograrse via un adecuado cambio admisible de variables, tal y como vimos en 1.2,
puesto que Frac (C[t]) = C(t). Supongamos, ademas, que su discriminante A € C[t] tiene
grado positivo. En la Proposicién 3.2.1 vimos un proceso para obtener una C-superficie
proyectiva no singular S y una fibracién eliptica f : S — P! (C) cuya fibra genérica es E.

Ahora impondremos una nueva condiciéon sobre E. Supdngase que E viene dada en la
forma de Weierstrass usual,

E %2 + a1zyz + azyz® = 23 + a0’z + agwz® + ag’,

ala 02, a3a (14, CLG e C [t] °

Supongamos que existe a € C que es raiz de a; de multiplicidad mayor o igual que 4,
para todo i € {1,2,3,4,6}. Si aplicamos el cambio admisible de variables inducido por
w? 0 0
0 u® 0], donde u :=t — a, entonces, para cada i € {1,2,3,4,6}, el coeficiente a;
0 0 1

queda multiplicado por (¢ — oz)fi, lo cual implica que la multiplicidad de « como raiz de a;
se vio reducida en 7 unidades. Repitiendo este procedimiento suficientes veces, resulta que
existe i € {1,2,3,4,6} tal que la multiplicidad de o como raiz de a; es menor que i. Ahora
podemos repetir el proceso con algin otro 5 € C que es raiz de a; de multiplicidad mayor o
igual que 7, para todo i € {1,2,3,4,6}, y seguir repitiendo con nuevos valores hasta que no
haya ninguno de ellos.

Este proceso debe terminar eventualmente, dado que el hecho de que no valen las
identidades a; = 0 para todo i € {1,2,3,4,6} (o de lo contrario tendriamos una ctbica
singular y%2 = 2?) nos dice que el conjunto de raices comunes a todos los coeficientes de
FE es un conjunto finito y las multiplicidades de cada una de ellas en cada coeficiente no
son todas infinitas. Ademas, dicho conjunto puede verse reducido al aplicar los cambios
admisibles de variable anteriormente estipulados, pero nunca ampliado.
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Sea d := min{n € N:Vi € {1,2,3,4,6} (deg (a;) <ni)}. Para cada i € {1,2,3,4,6},
homogeneizamos a; en Op: (di) y deshomogeneizamos en ¢ = 1. Si ahora aplicamos
nuevamente el proceso de reducciéon con s = 0 y volvemos nuevamente a la expresién en
funcion de ¢, entonces esta es la minimalizacion para t = oo = (1 : 0). Equivalentemente,
minimalizar oo puede realizarse por medio del reemplazo de t por %, la aplicacion del cambio

2
v 0 0
admisible de variables inducido por [ 0 %® 0] con u :=t~? y minimalizar 0 (de ser
0 0 1

necesario), para luego volver a cambiar ¢ por % y aplicar el mismo cambio admisible de
variables.

En consecuencia, supondremos que E es una C (f)-curva eliptica E en forma de Weier-
strass tal que sus coeficientes estan en C [¢], su discriminante A es de grado positivo, y
tal que no existe ninguna raiz comin a ai, as, as, a4, ag tal que su multiplicidad como raiz
de a; sea mayor o igual que ¢, para todo i € {1,2,3,4,6}. Ademas, supondremos que
tenemos la minimalidad en co. Cuando se cumplen todas estas condiciones (salvo quiza la
hipotesis sobre A), decimos entonces que E es C [t]-minimal. Cuando se cumplen todas
estas condiciones salvo quizé la hipdtesis sobre A y la minimalidad en oo, decimos que F
es C [t]-minimal en C.

Es natural inferir algunas condiciones bajo las cuales la C [t]-minimalidad en C se alcanza.
Por ejemplo, si para algtin i € {1,2,3,4,6} se cumple que deg (a;) < i, entonces la curva
eliptica es C [t]-minimal en C. Por otra parte, si deg (a;) < i para algan i € {1,2,3,4,6}, y
ademés a; tiene méas de una raiz, entonces también tenemos C [¢t]-minimalidad en C.

Trabajando sobre las 2-formas diferenciales de S, es posible demostrar que, si d = 1,
entonces S es racional (léase |25, 5.13]). Esto nos ofrece un sencillo criterio para saber
si una superficie eliptica construida en virtud del proceso anteriormente mencionado es
o no racional. Esencialmente, los pasos de la demostracién pueden esquematizarse como
sigue: es posible demostrar que Kg = (d — 2) F, donde F es la f-fibra inducida por oo,
y Pg (S) = d — 1; esto ultimo como consecuencia de la posibilidad de encontrar una base
afin de H (S, Kg). Asi, si d = 1, se tiene que py (S) =0y que —Kg = Fso > 0 es efectivo.
Esto tltimo permite ver que todos los plurigéneros de S se anulan; en particular, P (S) = 0.
Aplicando la Proposicién A.3.7, obtenemos lo que queremos.



Capitulo 4

Solucién del problema principal

Estamos, finalmente, en posicién de encarar nuestro problema principal. A lo largo de todo
este capitulo, fijamos a € Q tal que |a| < 1, y notamos E, a la C (¢)-curva eliptica en forma
de Weierstrass

E,:yz=a2+1 {(1+a)2t+4(a—3)} 2?2 +32(1 — a) tPxz>

Asimismo, notaremos P, ; := (8t :8(1+a)t?: 1). Nuestro objetivo es probar que, para

. I 1 £t
todos salvo finitos valores de t € (0, \/ﬁ} N Q, la Q-curva eliptica que consiste en

especializar F, en este valor de ¢ es de rango positivo.

Mas generalmente, probaremos que el grupo E, (C (t)) tiene rango 1 y que P,; es un
punto sin torsién, y veremos coémo usar este resultado para probar que, para todos salvo
finitos valores de t € QQ, se tiene que la Q-curva eliptica que consiste en especializar E, en
este valor de t tiene rango al menos 1. Este resultado, més fuerte, implica lo que buscamos
demostrar y finaliza la demostracion que dejamos inconclusa en el Capitulo 2.

4.1 Verificacion de definiciones

En esta secciéon nos dispondremos a verificar que E,; induce una superficie eliptica y que,
de hecho, la misma es una superficie eliptica racional.

Sabemos que E, es una C (t)-curva eliptica cuyos coeficientes estan en C [t]. Veamos
que E, es, de hecho, C[t]-minimal. En efecto, si definimos a; := 0, ag := 0, ag = 0,
az =t {(1 +a)t+4(a— 3)} y ag := 32 (1 — a)t?, entonces

E,: %2 + a1zyz + asyz® = 2 + aga’z + ayxz® + ag2®,
donde deg (a;) < i para i € {1,2,3,4,6}, con igualdad si y solo si i = 2. En particular,

d:=min{n € N:Vi € {1,2,3,4,6} (deg (a;) <ni)} = 1. Pero ay tiene dos raices distintas,
4(3—a)

(1+a)2 bl
ser |a| < 1, y ademas es no nula pues, por la misma razon, a # 3. En consecuencia,

tenemos minimalidad en todos los puntos de C. Para ver si tenemos minimalidad en oo,
homogeneizamos cada coeficiente en el grado correspondiente y tomamos ¢ = 1, lo cual nos
da

pues una de ellas es 0, y la otra es la cual esta bien definida pues 1 4+ a > 0 al

=23+ |(1+a)+4(a—3)s| 222 +32(1 —a) s*z2?,

87
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que cumple que las desigualdades estrictas deg (a;) < i parai € {1,2,3,4,6}, donde a; es la
expresion de la homogeneizacion de a; en Opi1 (i) deshomogeneizada en ¢ = 1. Asi, tenemos
también la minimalidad en oco. Por lo tanto E, es C [¢t]-minimal.

Calculemos el discriminante A de F,. Tenemos que

by = a? +4ay = dag = 4t |(1 +a)*t + 4 (a — 3)|,
by = 2a4 + ajaz = 2a4 = 2-32(1 —a)t* = 64 (1 — a) t?
be := ag + 4ag = 0,
bg := a%aﬁ + 4asag — ajazay + a2a§ — ai = —ai =-1024 (1 — a)2 .
Asi,
A = —b3bg — 8bjj — 27b% + 9bobabg = —b3bs — 8b}
2 2 2 2,4 3,6
= —16t [(1 +a)t+4(a— 3)] [—1024(1 —a)’t } — 2007152 (1 — a)*¢
— 16384 (1 — a)2¢° [(1 +a)' 2 +8(1+a)?(a—3)+16(a— 3)2] — 2097152 (1 — a) ¢
=16384 (1 —a)?*t® [(1 +a)*t?+8(1+a)’(a—3)+16(a—3)* —128(1 — a)]
= 9l (1 — )28 [(1+a)4t2+8(1+a)2(a—3) +16(1 +a)2}
=2 (1-a?)"t® [(14+0) ¢ +8(a—3)t +16] .

Como |a| < 1, entonces a®> # 1y 1 4+ a > 0. Por consiguiente, A es un polinomio de
grado positivo.

En definitiva, E, es una C (t)-curva eliptica que es C [t]-minimal y su discriminante
es un polinomio de grado positivo en ¢. Por la Proposiciéon 3.2.1, sabemos que existe una
C-superficie proyectiva no singular S y una fibracion eliptica f : S — P! (C) cuya fibra
genérica es F,. Mas aun, como d = 1, entonces lo discutido al final de la seccion 3.9 implica
que S es racional.

4.2 Singularidades
En la seccion 4.1 vimos que E, es una C (t)-superficie eliptica cuyo discriminante es
A =21 (1-a2)% 0 [(1+a)2t2+8(a—3)t+16 .

Asimismo, vimos cémo asociar una superficie eliptica a E,. En esta seccién aplicaremos
el Algoritmo de Tate, tal y como fue expuesto en 3.4, para encontrar y clasificar las fibras
singulares de esta superficie eliptica.

En primer lugar, calculemos las raices de A. Esta claro que 0 es una de ellas, y que el
resto debemos buscarlas en las raices de

(14+a)*t*+8(a—3)t+16 € C[t],

las cuales estan dadas por

(a—3 i\/ (a=3)°—4(1+a)’ 16 _4(B-a)£8y2(1—a)
(1+a) (1+4a)? ‘

o+ —
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En consecuencia, nos interesa analizar las fibras dadas por ¢t € {0,04,0_, c0}.

Comenzaremos con o4 y o_. Sea o € {o4,0_}. Antes que nada, observemos que o # 0.
Si fuera o = 0, entonces 4 (3 — a)£84/2 (1 — a) = 0, es decir, 3—a = F2v/2 — 2a. Elevando
al cuadrado obtenemos 9 — 6a + a% = 4 (2 — 2a), que se reduce a 0 = a®? +2a+1 = (a +1)%
En consecuencia se tiene a = —1, lo cual es absurdo pues |a| < 1.

Como primera medida, debemos reemplazar t por t + o en E, y posteriormente evaluar
en 0 para obtener una C-ciibica en forma de Weierstrass singular (que es E, (0)), a la cual
le debemos aplicar una traslacion en x para que su punto singular sea (0:0: 1). Se tiene
que

E,(0):y*z2=a+0 [(14—&)204—4(@—3)] 2224+ 32(1 — a) o%x2?

Buscamos la raiz multiple de X3 +o {(1 +a)lo+4(a— 3)} X2432(1 —a)o?X. Obsérvese

que su derivada es 3X2 + 20 {(1 +a)o+4(a— 3)} X +32(1 —a)o?, que no tiene a 0

como raiz puesto que 32 (1 —a)o? # 0, ya que o # 0y a # 1 pues |a| < 1. Por lo tanto,
buscamos raices comunes de los polinomios

P=X*+o [(1+a)2a+4(a—3)] X +32(1—a)o?,
Qs =3X%+20 [(1+a)20+4(a—3)} X +32(1—a)o’
La raiz comun entre P, y ), es también raiz de
3P, —Q, =0 [(1+a)2a+4(a—3)} X +64(1 —a)o?

_ [iS\/Q = a)} X +64(1—a)o?
Asi, la raiz coman xz, entre P, y (), satisface
+V2V1 —az, = —8(1 —a)o
:t\/ixg = —-80vV1—a
Ty = FdoV2 — 2a.

Cambiando x por x + ¢ en la ecuacion de E,, obtenemos (afinizando)
= (a1 [(1+a)2t+4(a—3)} (2, +32(1—a)2(z+x,), (41)
de donde el coeficiente de 2 en 4.1 nos queda
s+t [(1 +a)2t—|—4(a—3)] .

Para obtener la curva E?, segtin la notacién introducida en 3.4, deberiamos reemplazar ¢

a’
por t + o en 4.1. Si hacemos eso, el coeficiente de 22 nos quedara igual a

3z, + (t + o) [(1+a)2(t+a)+4(a_3)}.

En consecuencia, para completar el Paso 1 del Algoritmo de Tate, debemos verificar si
t divide o no a esta expresion o, equivalentemente, ver si la misma se anula o no en 0.
Evaluando en 0, obtenemos

32, +0 (1—|—a)20+4(a—3)} ::F120\/m+0[:l:8 2(1—@)}.
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Si esto fuese nulo, entonces, usando que o # 0, se tendria

122 — 2a = 82 — 2a
3\/1—a:2\/1—a,

de donde /1 —a = 0 y por lo tanto a = 1, lo cual es absurdo pues |a| < 1. El absurdo
provino de suponer que ¢ divide al coeficiente de 22 en EZ, por lo tanto dicha divisibilidad
no tiene lugar. Esto significa que el Algoritmo de Tate para o finaliza en su Paso 1,
dando como resultado que la fibra inducida por ¢ es de tipo Imultg a) = I, ya que o4
y o_ aparecen en la factorizacion de A unicamente como raices del factor cuadratico
(14 a)?t2+8(a — 3)t+ 16, €l cual no tiene raices dobles puesto que su discriminante es
512 (1 —a) # 0, pues a # 1 ya que |a| < 1. En definitiva, las fibras inducidas por o4 y o_
son ambas de tipo I.

Veamos ahora la fibra que induce 0. Cambiar ¢ por ¢ 4+ 0 es no hacer ningin cambio.
Ademas, obsérvese que E, (0) : 4?2 = 23, con lo cual su punto singular ya es (0:0:1). En
consecuencia, no es necesario hacer una traslaciéon en x y podemos comenzar el algoritmo
directamente, y tenemos E2 = E,, de donde a) =t [(1 +a)t+4(a— 3)} yay =32(1—a)t
y ag = 0. De esta forma, se tiene ¢ | a}, t? | af y, usando que t | a}, obtenemos también
t? | 4dahag — ta?. En consecuencia, estamos en el Paso 5 del Algoritmo de Tate, con lo cual
debemos construir el polinomio en C [t] [T]

P (t)(T) ::T3+“t/2T2+°%+‘;;6:T3+ [(1+a)2t+4(a—3)} T?+32(1—a)T
y su discriminante como polinomio en T’
t=6 (—4ta'23a’6 + t2a’22af — 4t3aﬁf’ — 27t2a’62 + 18t2a’2aﬁla'6) =¢© (t2a'22af — 4t3aﬁl3)
— 46 <t6 [(1 ta)lt+d(a— 3)} “[32(1— a)£]2 — 465 32 (1 — a) t]3>
= [(1 +a)2t—|—4(a—3)]2 32(1—a)t]* —4[32(1 —a)t]* e C[f].

Como t divide a este discriminante, estamos en el Paso 5.2, con lo cual debemos analizar
la raiz multiple de P (0) (T) = T3 + 4 (a — 3)T? + 32 (1 — a) T. Esta raiz maltiple no es
triple, pues 0 es raiz de este polinomio moénico, lo cual nos dice que si hubiese una raiz
triple, esta necesariamente deberia ser 0 y el polinomio serfa igual a T; lo cual no es cierto,
por ejemplo, porque su coeficiente lineal es no nulo al ser a # 1 pues |a| < 1. Se sigue
que P (0) (T') tiene una raiz doble y una raiz simple, pues tiene grado 3 y sabemos que
su discriminante es nulo. Es decir, hemos terminado el Algoritmo de Tate en el Paso 5.2,

concluyendo que la O-fibra es de tipo Imulto(A)—G =I5 ¢ = 1.

Por 1ultimo, caractericemos la co-fibra. Para esto, cambiamos t por % en F,, obteniendo

1 1 1
y2z:x3+¥ (1+a)2¥+4(a—3) x2z+32(1—a)t—2x22.

Ahora, procedemos a tomar un cambio admisible de variables para integralizar esta curva.
u? 0 0

Sabemos que el cambio de variables inducido por [ 0 u® 0] con u € C(t)* multiplica
0 0 1
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el coeficiente de 22 por u=2, y el coeficiente de = por u™.

u=1t"1, obtenemos

En consecuencia, tomando

Ey:y*z=2+ |1 +a)’+4(a—3)t| 2%z +32(1 — a)t?z2>

Procedemos a tomar esta nueva curva eliptica como curva base, y caracterizar su 0-fibra.
En este caso tenemos una C (¢)-curva eliptica en la forma

vz + Ay + Asy = 23 + Asz®z + Agx + Ag,
donde Ay = A3 = Ag =0, Ay = (1+a)*+4(a—3)ty Ay = 32(1 — a) t2. En consecuencia,

By i= A3 + 44z = 44y = 4[(1+a)’ +4(a - 3)¢] |

By :=2A,+ A1A3 =24, = 64(1 - a) t2,

Bg .= Ag +4A6 =0,

Bg = A2 Ag + 4AAg — AjAsAy + AgA2 — A2 = —A2 = —1024 (1 — a)* ¢4

Asi, su discriminante A estéd dado por

A = —B2Bg — 8B} — 27B2 + 9By B4Bs = —B3Bg — 8Bj
2
=16 [(1 +a)’+4(a—3) t] [—1024 1-a)’ tﬂ — 2007152 (1 — a)* ¢

— 16384 [(1 ta) +8(1+a)?(a—3)t+16(a— 3)2 tﬂ (1—a)®t* — 2097152 (1 — a)*¢°.

Lo que nos importara es que 0 es rafz de multiplicidad 4 de A. En efecto, es claro que A es

divisible por t*. Ademas, evaluando en 0 el polinomio t%’ obtenemos
16384 (1 +a)* (1 —a)* #0,

donde en la ultima desigualdad hemos usado que a # %1 pues |a| < 1.
Debemos caracterizar la O-fibra respecto de esta nueva C (t)-curva eliptica E, en 0.
Nuevamente, cambiar ¢ por t + 0 es no hacer cambio alguno, y como, afinizando,

E.(0):¢* = 2" + (1 +a)*a”,

entonces tampoco es necesario hacer una traslaciéon en z, pues el punto singular de Ea (0)
yaes (0:0:1). Es decir, E° = Eg = E,. Obsérvese que t no divide al coeficiente de 22
de Ea, con lo cual el Algoritmo de Tate finaliza en el Paso 1 y nos dice que la co-fibra es
de tipo Imulto(ﬁ) = Iy.

Hemos encontrado todas las fibras singulares y las hemos clasificado. Tenemos un total
de cuatro fibras singulares, dos de las cuales son de tipo I1, una es de tipo I y una es de
tipo I4. Recordando las definiciones dadas en 3.3.7, vemos que, de nuestras cuatro fibras
singulares, solamente dos son reducibles: la de tipo Ijj, que tiene exactamente 0 +5 =5
componentes irreducibles, y la de tipo I, que tiene exactamente 4 componentes irreducibles.
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4.3 Coémputo del rango

En esta seccion calcularemos el rango de E, como C (¢)-curva eliptica.

En 4.1 vimos que E, tiene naturalmente asociada una superficie eliptica racional. En
consecuencia, aplicamos la Proposicion 3.9.1 para afirmar que la superficie subyacente tiene
numero de Picard igual a 10.

Por otra parte, en 4.2 vimos que hay solamente dos fibras de la superficie eliptica que
son singulares y reducibles. Una de ellas tiene exactamente 5 componentes irreducibles, y
la otra tiene exactamente 4 componentes irreducibles.

Aplicando esta informacién en la formula de Shioda-Tate dada por el Corolario 3.6.4,
obtenemos

10=rg(E,(C(t)+24+(B-1)+4-1),
de donde rg (E, (C(t))) = 1.

4.4 Grupo de torsion

En esta seccion hallaremos E, (C (1)),

Comenzaremos buscando los puntos de orden 2.

Dado P € E, (C(t)), sabemos que P tiene orden 2 si y solosi (0:1:0) # P = —P.
Asi, aplicando la expresion 1.3, vemos que P tiene orden 2 si y solo si admite una forma
afinizada (@, 0) con @ € C (¢) tal que

0=qQ%+t (1+a)2t+4(a—3)} Q2 +32(1 - a) £2Q.

En consecuencia, si C(t) es una clausura algebraica de C (t), los puntos de orden 2 de

E, (C(t)) son un subconjunto de los puntos de orden 2 de E, ((C (t))7 y estos tltimos estan

dados en la forma afinizada (a,0), donde « € C (t) es una raiz de
X3 +t|(1+a)t+4(a—3)| X2 +32(1—a)t’X € C (1) [X]. (4.2)

En consecuencia, hallar todos los puntos de orden 2 de E, (C (t)) equivale a hallar las raices
de 4.2 y quedarnos solamente con aquellas que pertenezcan a C(t). Es claro que 0 € C (¢)
es una de esas raices, con lo cual (0,0) es uno de los puntos de orden 2 del grupo E, (C (t)).
El resto de los puntos debemos buscarlos, pues, en las raices de

X2+t[(1+a)2t+4(a—3)]X+32(1—a)t2e(C(t)[X]. (4.3)

Afirmamos que ninguna de las raices de 4.3 pertenece a C (t). Para esto, usando que 4.3 es
un polinomio cuadratico, basta ver que su discriminante

(t [(1+a)2t+4(a—3)])2—4[32(1—a)t2] (4.4)

no es un cuadrado en C (). Como 4.4 es claramente divisible por 2, que es un cuadrado
en C(t), entonces ver que 4.4 no es un cuadrado en C (¢) equivale a ver que

2
[(1+a)2t+4(a—3)} _4[32(1 - a)]

=(14a)*t?+8(14a)’(a—3)t+16(a—3)* —128(1 —a) € C[t] (4.5)

no es un cuadrado en C (¢).
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Lema 4.4.1 Sea R un dominio de factorizacion inica, sea r € R y o € Frac (R) tales que
o =1 para algin n € N. Entonces a € R.

Demostracion. Como « € Frac (R), escribimos a = ¥ con u,v € Ry v # 0. Como R es

un dominio de factorizacién tinica, podemos suponer que u y v son coprimos sin pérdida
de generalidad. Asi, la expresion o™ = r se reescribe como u" = rv™. Si existiera un
factor irreducible 7 de v, entonces, como r € R, se tiene 7 | 70" = u" en R, y como 7 es
irreducible, entonces 7 | u. Esto contradice que u y v son coprimos.

El absurdo provino de suponer que v admite factores irreducibles. En consecuencia v

debe ser una unidad en R, y por lo tanto a = 7 € R. B

Como C [t] es un dominio de factorizacion tnica y Frac (C[t]) = C (t), entonces, por el
Lema 4.4.1, ver que 4.5 no es un cuadrado en C (t) equivale a ver que 4.5 no es un cuadrado
en C[t]. Esto, a su vez, usando que 4.5 es un polinomio cuadrético en C [¢], equivale a ver
que su discriminante

[8(1+a)2 (a—3)}2—4(1+a)4 [16(@—3)2—128(1—@}
=(1+a) [64((1—3)2—64(a—3)2+512(1—a)]
=512(14a)*(1—a)

es no nulo. Pero esto es trivialmente verdadero, pues |a| < 1; en particular, a # £1.
Concluimos que (0:0: 1) es el tnico punto de orden 2 del grupo E, (C (t)).

Vimos en la seccién 4.1 que E, tiene naturalmente asociada una superficie eliptica
racional. Aplicamos la Proposicion 3.9.1 para afirmar que su nimero de Euler, que notamos
X, es igual a 1. Sabemos, por la seccion 4.3, que el rango de E, (C(t)) es igual a 1. En
consecuencia, los unicos valores de s € R tales que rg (E, (C(¢))) < sx — 2 son aquellos
s € R tales que s > 3. Usando esto, podemos consultar la tabla expuesta en [20, p. 264],
que expone las posibilidades para el grupo de torsiéon de las superficies elipticas cuyas
curvas base tienen género nulo (como lo es nuestro caso, pues nuestra curva base es P! (C))
en funciéon de parametros como la caracteristica de Euler y el rango de la fibra genérica.
Haciendo esto, vemos que E, (C (t)),,,s puede ser isomorfo solamente a alguno de estos
grupos:

{0}, Z/272, 7/3Z, Z/AZ, Z]27 ®Z]2Z.

Como (0:0: 1) es un punto de torsion, excluimos {0} de la lista de posibilidades. Como,
ademaés, tiene orden 2, también podemos excluir Z/3Z (pues de lo contrario 2 | 3). Adi-
cionalmente, como (0: 0 : 1) es el tinico punto de orden 2, excluimos también Z/27Z & Z/27.
Asi, las unicas posibilidades para E, (C (t)),,, son Z/2Z y Z]4Z.

Finalmente, excluyamos la dltima posibilidad. Para esto, requeriremos un lema, cuya
demostracién es una aplicacién directa de los resultados de la secciéon 1.3.

Lema 4.4.2 Sea K un cuerpo perfecto y sea
E %2 + a1zyz + azyz® = 23 + a0’z + agwz® + ag>,

ai,az,as, a4, a6 € K

una K-curva eliptica. Sea P € E (K) tal que P # (0:1:0) # 2P. Entonces, escribiendo
P=(zy:y0:1) con zg,yp € K, se tiene 2P = (x1 :y1 : 1) con z1,y1 € K y

— a:é — b4x% — 2bgxo — bg
YT 423 4 byad + 2bgwo + b
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Supongamos que E, (C (1))« = Z/4Z. Tomando un generador P € E,(C(t)) de
Eq (C(t))iors: se tiene que P tiene orden 4, y por lo tanto 2P tiene orden 2. Como (0:0: 1)
es el tnico punto de orden 2, entonces 2P = (0: 0: 1). Mas atn, como P # (0:1:0) pues
P tiene orden 4, entonces existen xg,yo € C(t) tales que P = (xp: yo : 1). Usando que
2P =(0:0:1), el Lema 4.4.2 nos dice que

xé—b4x%—2b6$0—b8 _0 (4.6)
41’8 + ngg + 2[)4%0 + b6 ’ ’

donde a1 = a3 =ag =0, a2 =1 [(1+a)2t+4(a—3)}, ay = 32(1—a)t?y, por lo visto en
la seccién 4.1,

by =4t [(1+a)’t+4(a—3)|,

by =64(1—a)t?

bg =0,

by = —1024 (1 — a)? t*.

Eliminando el denominador de la expresion 4.6, obtenemos
0 = a2 — bya? — 2gxo —bg = 2 — 64 (1 — a) 222 +1024 (1 — a)* t* = [ — 32t% (1 — a)]2 ,
de donde x3 — 32t? (1 — a) = 0; es decir, 23 = 32t? (1 — a).
Como |a| < 1, entonces 1 —a > 0. Sea k := /15 > 0. Entonces a = 1 — 2k?, luego
a3 = 32t (1 — a) = 32> (2k?) = (8kt)?,
de donde xy = +8kt. Sustituyendo x = zg = £8kt, y = 4o, 2 =1y a=1—2k?> en la
ecuaciéon de F,, obtenemos
y = (8K0) ¢ [ (14 1= 242)" ¢ + 4 (1 — 262 - 3)] (£8Kt)” + 32 (2K2) ¢ (k1)
= 2(8kt) + 1 [(2 - 24%)7t - 4 (24 282) | - 6482
— 102417 + 6417 [4(1 = 12) ¢ = 8 (1+ 4?)]
= 256k%° [k + (1 k)"t =2 (1+ 42| € CI1].
Definiendo P := 256k%t> € C[t] y P := 4k + (1 — k2)2t —2(1+ k?) € C[t], veamos que

Py y P, son coprimos en C [t]. Como k € R+, el tnico factor ménico irreducible que divide
a Py es t. Asi, debemos ver que t{ P». Si lo dividiera, se tendria +4k — 2 (1 + k2) =0; es

decir, 0:k221:2k+1:(k::|:1)2, de donde |k| =1,y como k > 0,1 =k = @/l;f,yporlo
tanto a = —1, absurdo pues |a| < 1.

Lema 4.4.3 Sea R un dominio de factorizacion unica tal que, para toda unidad v de R,
eziste n € R tal que n? = p. Entonces, dados r,s € R\ {0} coprimos y a € Frac (R) tales
que 7s = o, se sigue que 7 y s son cuadrados en R.
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Demostracion. Para ver que un elemento x de R es un cuadrado perfecto, basta ver que los
exponentes de cada uno de sus factores irreducibles en su factorizacién tnica en irreducibles
son pares. En efecto, esto probara que dicho elemento es un multiplo unitario de un
cuadrado perfecto, y como toda unidad es un cuadrado en R por hipodtesis, se sigue que x
serd, de hecho, un cuadrado en R.

Por el Lema 4.4.1 se tiene que o € R; luego admite una factorizacion tnica en irreducibles.
En consecuencia, a? admite una factorizacién tnica en irreducibles en la cual todos sus
exponentes son pares. Si r es unidad, no hay nada que probar, pues en tal caso es un
cuadrado por hipotesis y los exponentes de s en su factorizacién tnica en irreducibles
coinciden con los de o, que son todos pares, y entonces podemos aplicar lo expuesto en el
parrafo anterior. Supongamos entonces que r no es una unidad y sea m uno de sus factores
irreducibles. Por hip6tesis, m no figura en la factorizacién tinica en irreducibles de s, por
lo tanto, el exponente de 7 en la factorizaciéon tnica en irreducibles de r coincide con el
de o?, que es par. Asi, hemos probado que todos los factores irreducibles de r figuran
con exponente par en la factorizacién tnica en irreducibles de r. Por lo visto en el primer
parrafo, esto implica que r = ¢? para algtin ¢ € R. Pero entonces ¢? | o? en R, de donde
c|aenR,luego%€Ry5:(%)2. |

Es claro que el dominio de factorizacion tnica C [t] satisface las hipotesis del Lema 4.4.3,
pues su grupo de unidades es el cuerpo C, que es algebraicamente cerrado. Asi, aplicando
dicho lema con R=CJt], r = P, s = P, y a = yo, obtenemos que P; es un cuadrado en
Ct], 1o cual es imposible puesto que el grado de P; es impar.

El absurdo provino de suponer que E, (C (t)),,,s = Z/4Z. Por consiguiente, la tnica
posibilidad es que Eq (C(t)),,.s = Z/27Z, y que dicho grupo esté generado por el tnico
elemento de orden 2, que es (0:0:1).

[a

4.5 Punto sin torsién genérica

En esta seccion probaremos que P, ¢ es un punto sin torsion en E, (C (t)) y haremos algunas
observaciones importantes de este hecho. Lo que mas nos importard es que habremos
encontrado un punto en E, (Q (¢)) que no tiene torsion en el grupo E, (C(t)).

Esto se sigue trivialmente de lo visto en 4.4. Alli vimos que el grupo de torsiéon es

Ei(C(t)is=Z0:0:1)={(0:1:0),(0:0:1)} 2Z/2Z,

tors
al cual P,; no pertenece.

Obsérvese que, como P, es un punto de E, (Q (¢)), que es un subgrupo de E, (C (t))
(léase A.1), entonces el hecho de que P, ; no tenga torsion en E, (C (t)) implica trivialmente
que tampoco la tiene en E, (Q (t)).

Sin embargo, ha de tenerse la siguiente precaucion: esto no significa que, dado ¢ty € Q
distinto de las raices de A, el punto (8t0 :8(1+a) t% : 1) sea un punto sin torsion en la
Q-curva eliptica

E,: %z =23 +1 {(1 +a)’to+4(a— 3)} 2?2 +32(1 —a) tgzz".

En efecto, el hecho de que los puntos de la forma mP,; € E, (Q(t)) con m € Z sean
genéricamente distintos dos a dos como expresiones racionales en ¢ no implica que esto
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siga valiendo cuando especializamos en un valor particular de ¢ € QQ. En consecuencia, el
problema sigue sin resolverse.

En la siguiente seccién veremos que existe un resultado tedrico que permite sortear esta
dificultad.

4.6 Solucion

Para terminar de resolver el problema, nos valdremos de un resultado conocido como el
Teorema de Especializacion de Silverman, el cual no enunciaremos en su mayor generalidad,
sino en una versiéon débil que sera la que utilizaremos. El resultado general puede encontrarse
demostrado en [27, p. 271]|. Dada E una C (t)-curva eliptica con coeficientes en C [t] cuyo
discriminante es un polinomio de grado positivo en ¢, y dado ty € C tal que el discriminante
de E no se anula en ty (lo cual se cumple para todos salvo finitos valores de C, por la
hipotesis sobre el discriminante), tenemos naturalmente definida una funcion especializacion
en tp, que consiste en definir oy, : E (C (t)) — E (to) (C) que a cada P € E (C (t)) le asigna
P (tg) € E(to) (C). La buena definicion de oy, se sigue de que la evaluacion en tg es un
morfismo de anillos, y el hecho de que oy, sea un morfismo de grupos se sigue también de
esta propiedad de la evaluacién en tg y la estructura de las féormulas de la operacion de
grupo, expuestas en 1.3.

Lema 4.6.1 Sea E una C(t)-curva eliptica. Para todos salvo finitos ty € Q, el morfismo
o1, €S inyectivo.

Aplicando el Lema 4.6.1 obtenemos que, para todos salvo finitos ¢y € Q, el morfismo
oty + Eq (C(t)) = Eq4(to) (C) es inyectivo. En particular, como iP,; # jP,; sii,j € Z
y @ # j, entonces esta desigualdad también vale al aplicar oy, lo cual nos muestra que
P, (to) € E, (to) (C) es un punto sin torsién. Ahora, usando que P, (to) esta, de hecho,
en E, (o) (Q) y que la operacién en las curvas elipticas es cerrada en subcuerpos por lo
visto en A.1, se sigue entonces que para todos salvo finitos tg € Q, la Q-curva eliptica

iz =22 + 1 [(1 +a)*to+4(a— 3)} 222+ 32(1 — a) tia2?

admite una solucion sin torsién dada por (8t : 8(1+a)t3: 1). Por la Proposicién 2.2.2 y
la discusion de la seccion 2.3, esto resuelve nuestro problema principal.
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4.7 Resultados adicionales

Habiendo resuelto nuestro problema, expondremos a modo de comentario algunos resultados
adicionales que Matilde Lalin y Xinchun Ma pudieron demostrar en [13]. En esta seccion,
todas las tablas mostradas estdn tomadas de este paper.

Un primer resultado importante que Lalin y Ma consiguieron demostrar es que el rango
de E, (C(t)) no solamente es igual a 1, sino que Py = (8¢t:8(1 +a)t?: 1) es generador
del mismo. Esto, junto con la determinacion del grupo de torsién, logra tener perfectamente
caracterizada la C (t)-curva eliptica que ofrece tantos resultados geométricos.

Recordando que a era, en nuestro modelo, el coseno de uno de los angulos de nuestro
triangulo (que habjamos notado como 6), el caso a = 0 permite analizar qué sucede con
pares de un tridngulo rectdngulo entero y un w-paralelogramo entero, ambos con la misma
area y el mismo perimetro, y a = ¢sin (w). Asi, trabajando con Ep; (la cual es no singular
para t # 0), lograron recuperar el resultado obtenido por Yong Zhang en el ano 2016
mencionado en la introduccién. Observaron que Fp; es de orden finito solamente para los
valores t € {%, %, 1}, y analizaron cada una de esas excepciones, proporcionando una tabla
con la informacion de estos puntos de incertidumbre.

t w Ey+(Q) generators solutions

3| % Z/6Z | ((2,1)), Py =2(2,1) none

2| sin(2/3) | Z/AZ X Z/2Z | (Py3,(0,0)) (4,0), (%’0)4
p=q=1u,y=3%

1 z Z/6Z (Po.1) none

Debe aclararse que, en todas las tablas, none en la parte de soluciones significa que
solamente hay soluciones degeneradas, las cuales no son de nuestro interés.

En esta tltima tabla, el caso t = 1 es particularmente interesante, en tanto el mismo
recupera el primer resultado de Richard Guy de 1995.

En el caso en que a = % es el caso en que § = %. Resulta que F1, es no singular
27

exactamente en los puntos ¢t & {0, %,8}. Dado un t distinto de 0, % y 8, el punto P%’t
tiene orden infinito para los t ¢ {—1, %, %, 1, 2}. Por supuesto, los casos t = -1yt =2
son irrelevantes para el problema geométrico. Para el resto de los casos, Lalin y Ma

proporcionando una tabla pertinente.

t w E14(Q) generators solutions
2| sin~'(V3/4) Z/6Z ((1L,3)), Pri=2(1,3) none
4,0), (.0
21 sin™'(2v3/5) | Z/AZ x Z/2Z (Py1,(0,0)) (4,0), (35 )8
p=q=z,y=3x
(4,42)
1 z 7./87 (Py1)
p=x=y,q=p/2

También consideraron el caso a = —%, en el cual § = %’r Aqui, E_1, es no singular
27
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para los t # 0. Y, dado t # 0, P_1, es de orden infinito para ¢ ¢ {%, %, %}, y en estos
3
casos excepcionales ofrecieron, también, informacién resumida sobre cada situacién. El caso

llamativo fue t = 7 en el cual, si bien P_ 14 €sun punto de torsion de E_ 14, lograron

encontrar un punto sin torsién y, por lo tanto el razonamiento del Capitulo 2 aphca para
garantizar la existencia de infinitas soluciones.

generators (if torsion) or point )
t w E_14,(Q) solutions
: of infinite order (if positive rank)
2| sin7'(v3/4) Z/6Z ((3:3)), P11 =2(3,3) none
3(2.38)
2 | sin 1 (2v3/7) | K(E_y +(Q)) > 0 (2.4) o
infinitely many
2 sin'(1/v/3) Z/6Z (P_12) none

La motivaciéon para mirar los casos a € {O, %, %} radica en que inducen los dngulos 7,
3y 3 , los cuales son los tinicos dngulos que son miltiplos racionales de 7 y cuyos cosenos
son racionales.

Es interesante, por otro lado, analizar el caso ¢t = 1, en el que sin (f) = sin (w); es
decir, 6 € {w, ™ — w}. Encontraron que E,; nunca es 5ingular para |a| <1,y que P, es
un punto sin torsion de E, 1 exactamente cuando a ¢ {O, 5 3} y, como antes, es posible
resumir los resultados obtenidos en cada caso.

a w E.1(Q) generators solutions
0 5 Z]6Z (Po.1) none
1 - (4,£2)
p=r=y,q=p/2
(3,0), (22,0)

2.

./IL' f— _ =

2 | sin '(V5/3) | Z/6Z x 2/2Z | (P ,,(0,0)) | /T 9T P AT ST

(4,£3), (5:£5)

y=3%,p=12,q=3p

Lalin y Ma analizaron més casos; como, por ejemplo, el caso dado por la relaciéon ¢ = 2a,
que conduce a sin (w) = sin (26), y también consideraron otro tipo de situaciones. En
cualquier caso, esta claro que este trabajo permite ofrecer una gran variedad de resultados
aritméticos geométricos muy particulares.

Pero el trabajo de Lalin y Ma no se reduce tinicamente a mostrar algunos de estos casos
particulares. Un resultado muy interesante que lograron probar es el siguiente: sabemos,
por la Seccion 4.4, que (0:0: 1) es un punto de orden 2 en la C (t)-curva eliptica E,. En
consecuencia, dado ¢ty € Q tal que E (to) es no singular, resulta que E, (ty) sera una Q-curva
eliptica con un punto de torsién de orden 2. En vistas al Teorema 1.2.4, eso significa que
su grupo de torsion solamente puede ser de la forma Z/2nZ con n € {1,2,3,4,5,6}, o bien
de la forma Z/27Z @® Z/2nZ con n € {1,2,3,4}. Dada esta situacion, es natural preguntarse
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cudles de estos grupos de torsion se realizan para alguna eleccion particular de a,t € Q. La
respuesta es que todos los posibles grupos de torsién son realizados.

(a,t) | Eat(Qior | torsion generators | rk(FE, (Q))
(0,4) 7./27. ((0,0)) >0
(75:1) L]AL (5 155)) >0
(1,2) 7,107 (Py 2 +(0,0)) 0
(Z,3) 7./127. (Pr 1) 0
(31:%) | 2/22x Z)2Z | ((3,0),(0,0)) >0
(18:3) | Z/8Z X Z/2Z | (P 3,(—%,0)) 0

Veamos ahora el mas fuerte de los resultados alcanzados por Lalin y Ma en [13].
Concretamente, se nos plantea el mismo problema con una restricciéon adicional. En todo
nuestro trabajo, nunca se impusieron condiciones de tipo aritmético sobre w. Es posible
preguntarse si esta infinidad de soluciones al problema principal es alcanzada si, ademés,
buscamos soluciones con cos (w) € Q. El tratamiento de este problema sigue las mismas
lineas, pero converge a un lugar distinto.

Usando geometria euclidea elemental, se ve que la condicion cos (w) € Q equivale a
sin (w) = 7sin (% + 7) para algin 7 € Q. Por medio de un adecuado cambio de variables
siguiendo los mismos procedimientos que en nuestro problema principal, Lalin y Ma
demostraron lo siguiente: Sean a,7 € Q tales que |a| < 1,0< 7, a7 <1y 2ar < 72+ 1.
Entonces, si la Q-curva eliptica

Fy

)

Y2 =X+ 7(1—ar) [2(@—3) (7'2—2a7'+1)+(1+a)27(1—a7')} X24

+8(1—a)72 (1 —ar)? (r? — 2ar + 1)2X

admite infinitas soluciones en F, ; (Q) cumpliendo las condiciones
2(1—a)7 (1 —ar) (7’2—2a7'—|—1) <X <47 (1—ar) (72—2a7+1),

Y|<(1+a)7(l—ar)X,

entonces existen infinitos pares de un tridngulo f-entero y un w-paralelogramo entero tales
que cos () = a y sin (w) = 7sin (% + 7') y tales que ambas figuras tienen la misma &area y
el mismo perimetro, sin distincién por semejanza.

Hecho esto, serfa natural preguntarse si es posible repetir el procedimiento usado para
E,:. La respuesta es que no, puesto que la superficie eliptica que inducimos no resulta
racional, y por lo tanto no tenemos a nuestra disposicion las ventajas de una tal superficie
eliptica. Existe una forma de dar una clasificacién de las superficies elipticas, una de cuyas
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clases es la clase de superficies elipticas racionales, y otra a la que pertenece F, -, conocidas
como superficies elipticas K3, que aqui no hemos tratado. Lalin y Ma, tomando el camino de
trabajar directamente en Fy, (Q (7)) sin pasar antes por F, (C (7)), y aplicando exactamente
el mismo método usado en B, consiguieron probar que el punto (afinizado)

Qa7 = <47' (1 —ar) (7’2 — 2ar + 1) ,4(1+a) 72 (1-— a7’)2 (72 — 2a1 + 1))

es un punto sin torsion en la Q (7)-curva eliptica F,, y que para todos salvo finitos 7 € Q,
el punto evaluado en 7 es un punto sin torsion de la Q-curva eliptica F, (7). Con esto ya es
suficiente para dar una respuesta afirmativa a nuestro problema principal con el requisito
adicional de que cos (w) € Q.

Si uno intenta trabajar sobre el rango de F, (C (7)), puede realizar el Algoritmo de Tate,
y una primera dificultad se encuentra en la necesidad de discriminar entre los casos a # 0 y
a = 0. En el primer caso, el anélisis de singularidades revela la existencia de dos fibras de
tipo I (5 componentes irreducibles) y dos fibras de tipo I (4 componentes irreducibles),
mientras que el resto de las fibras son o bien no singulares, o bien singulares pero irreducibles.
La teoria general de superficies elipticas K3 permite dar una cota universal para su nimero
de Picard, la cual esta dada por 20 (léase |24, 13.1]). Usando esto y la férmula de Shioda-
Tate, el rango de Fy, (C (7)) puede acotarse superiormente por 4. Repitiendo para a = 0,
se obtiene la misma cota. Ademaés, probaron que si el rango es 1, entonces @, es un
generador de la parte libre de F, (C(7)).

También consideraron la Q (a, 7)-curva eliptica F', cuyo rango pudieron demostrar que
es igual a 1 y que su parte libre esta generada por Qg ;.

Finalmente, consideraron la Q (7)-curva eliptica F% (Q (7)) y probaron que es de rango 1
y su parte libre esta generada por ) . Este ultimo resultado expuesto dejo dos problemas

abiertos. Cuando Lalin y Ma intentaron probar el mismo resultado para Fy (Q (7)) y
F_1 (Q(7)), solamente lograron acotar superiormente el rango por 2. Queda, entonces, la
2

pregunta abierta: jcuéles son los rangos de Fy (Q (7)) y F_1 (Q(7))?
2



Apéndice A
Geometria Algebraica

El objetivo de este apéndice es tener disponible una serie de resultados provenientes de la
Geometria Algebraica para su pertinente referencia. Si bien en esta tesis suponemos al
lector familiarizado con las nociones basicas de Geometria Algebraica, con este apéndice
pretendemos ofrecer una via rapida de consulta y referencia a diversos resultados que
seran centrales en contextos especificos del trabajo de tesis. En consecuencia, rara vez nos
detendremos en sus demostraciones, con la particular excepcién de la primera seccion.

A.1 Operacion en cubicas

Nos dispondremos a probar que la operacion C (K) x C (K) —C (K) que hemos definido
en 1.1 como (P, Q) — PQ puede restringirse y correstringirse a C' (K) x C' (K) — C (K).
Para eso, requeriremos algunos resultados previos.

En general, dado un cuerpo k y una cubica proyectiva plana no singular C' sobre k,
podemos tomar una clausura algebraica k de k y usar la operacion definida en 1.1 para
la ctibica C' pensada con sus coeficientes en k, de tal forma que tenemos la operacion
C (E) x C (E) - C (E) que aplica (P,Q) — PQ. El objetivo de esta seccion es probar
que si P,Q € C (k), entonces PQ € C (k). A lo largo de esta secciéon, dada una cubica
proyectiva plana no singular sobre cualquier cuerpo k, por la operacion en C nos referiremos
a la operacion definida en C (E) x C (E) —C (E), como antes.

Recordemos que, dado un cuerpo k y dos curvas planas afines F'y G en k [z, y], entonces,
para cada P € k2, la multiplicidad de interseccion de F y G en P se define como la dimension
del k-espacio vectorial

op (F)

(F.G) °
donde Op <E2> C k(z,y) es el anillo local de P en % de las funciones racionales sobre k-

definidas en P, k es una clausura algebraica de k y (F,G) es el ideal de Op (E2> generado
por F'y G. En el caso de curvas proyectivas planas, la multiplicidad de intersecciéon entre
dos curvas sobre un punto se define como la multiplicidad de interseccién de las curvas
afinizadas sobre el punto afinizado, por medio de una afinizacién adecuada. Para més
detalles, léase |3, pp. 53-54].

Sea K una extension galoisiana de k, y sea n € N. Sea o € Gal (K/k). Dado un
polinomio H € K [z, - ,Zy,], tenemos definido como o (H) al polinomio que se obtiene de

101



102 APENDICE A. GEOMETRIA ALGEBRAICA

H reemplazando sus coeficientes por su transformacion via o. Esto define un isomorfismo de
anillos o : K [z1,- -+ ,zp] = K [z1, -+, zp] que se extiende naturalmente a un isomorfismo
de cuerpos o : K (1, ,x,) — K (21,--+ ,x,) por medio de la propiedad universal del
cuerpo de fracciones.

Dado un polinomio H € K [x1,- - ,xy)], se tiene o (H (P)) = o (H) (o (P)) para todo
P € K", donde o (P) consiste en reemplazar las coordenadas de P por su transformacion
via 0. Maés atin, como o : K — K es biyectiva, tenemos una funcién bien definida
P" (K) — P" (K) definida analogamente.

Para probar lo que deseamos, requeriremos un lema previo.

Lema A.1.1 Sea k un cuerpo y sea K una extension de cuerpos finita y galoisiana de
nuestro cuerpo k. Sea o € Gal (K/k) y sean F,G € k|[x,y]. Entonces, para todo P € K2,
se tiene I (P,FNG)=1(c(P),o(F)No(Q)).

Demostracion. Sea k una extension de K a una clausura algebraica de k. Tomamos una
extension de o a k — k, que notamos o.
Fijamos P € K2. El isomorfismo de anillos 7 : k (x,y) — k (z,y) induce naturalmente

un morfismo de anillos ( 2)
O k
) o(P)
5:00(F) = im0 @)

por medio de la restricciéon y correstriccion, seguida de la composicién con la proyecciéon
al cociente. Es claro que la restriccion y correstriccion es valida, pues, si b € k|z,y] v
b(P) # 0, entonces

0#0(b(P)=0a(b)(o(P)).
Esto implica, ademas, usando que & : k — k es biyectiva, que esta restricciéon y correstriccion
define una biyecciéon. En particular, S es sobreyectiva.

Veamos que ker (S) = (F,G). Observemos que F'y G estan en ker (S), pues, como los
coeficientes de F' estan en K, ¢ (F') = o (F'). Analogamente, 7 (G) = o (G). Como ambos

-2

Ouip) (k
" (0 (7)o (C) ¢
Reciprocamente, sea H € Op <k‘ ) tal que S (H) = 0. Entonces existen a,b € O,(p) <k )

elementos se anulan al proyectar al cociente , se sigue que (F,G) C ker (5).
~ ~ -2 -2 . . .
tales que 0 (H) = ao (F') + bo (G). Como 7 : Op <l<: > = Og(p) (k: ) es biyectiva, existen

a,b e Op <E2> tales que a =7 (a') y b=0 (V). Asi, la igualdad ¢ (H) = ao (F) + bo (G)
se reescribe como 0 (H) = 7 (a/F + 'G), de donde H = o' F+V'G y por lo tanto H € (F,G),
lo cual prueba la otra inclusiéon que buscabamos. Asi, S induce un isomorfismo de anillos

Op (Eg) Oy (E2)
(F.G) ~ (0(F),0(G))

que es, ademés, una transformacién o-lineal, con lo cual ambos k-espacios vectoriales tienen
la misma dimensién. Esto prueba lo que queriamos. B

Sea k un cuerpo, sea K una extension finita y galoisiana de k y sea n € N. Fijando
o € Gal(K/k), el isomorfismo de anillos inducido o : K [z1, - ,x,] = K [z1, - ,2p]
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satisface, para cada i € [1,n] NN, que, cualquiera sea F' € K [x1,- -+ ,Zy],
oF do (F)
o = )
a%‘ 81‘1‘

n
En efecto, por la aditividad de la derivaciéon basta verlo para monomios A H l’;j , donde
j=1
A€ K yij € Ng para todo j € [1,n] NN, y en este caso la identidad es trivialmente valida.
Es claro entonces que o preserva la propiedad de no singularidad. En efecto, dado
F € klxy,--- ,x,], se tiene que un punto P (afin o proyectivo) es un punto singular de F'
siy solo si P se anula en 'y en % para todo i € [1,n] NN, lo cual ocurre si y solo si

o(P)seanulaeno(F)yeno (%) para todo ¢ € [1,n] NN, lo cual equivale a que o (P)

se anule en o (F') y en 8‘5;1?) para todo ¢ € [1,n] NN, lo cual ocurre si y solo si o (P) es un

punto singular de o (F).
Sean F' y GG dos curvas planas proyectivas sin componentes comunes. El Lema A.l.1
implica que, si los puntos de F'N G (que, en principio, estdn en P? (k), fijada una clausura

algebraica k de k que contiene a K) estdn en P? (K), entonces

oc(F)ec(G)= Y  I(PFNG)o(P), (A1)

PeP?(K)
con lo cual, en particular, tenemos el siguiente lema:

Lema A.1.2 Sea k un cuerpo y sea K una extension finita y galoisiana de k. Sea C una
cubica plana proyectiva no singular sobre K y sean P,Q, R € C (K) tales que PQ = R en
la operacion de C. Entonces, para todo o € Gal (K/k), se tiene o (P)o (Q) = o (R) en la
operacion de o (C).

Demostracion. Aplicando A.1 usando que CeL = P4+Q+ R, donde L es la recta por Py @ si
P # @Q, y larecta tangente a C' en P si P = @, tenemos 0 (C)eo (L) = o (P)+0 (Q)+0 (R),
de donde o (P) o (Q) = o (R) en la operacion de o (C). B

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.

Proposicion A.1.3 Sea k un cuerpo perfecto y sea C una cibica proyectiva plana con
coeficientes en k. Sean P,Q € C (k). Entonces, segin la operacion en C, PQ € C (k).

Demostracion. Sabemos que R := P() tiene una representacion con coordenadas proyectivas
en una clausura algebraica k de k. Fijamos esa representacion y tomamos la extension
de k generada por dichas coordenadas. Esta es una extension finita que puede extenderse
una extension K de tal forma que K/k es normal y finita. Al ser finita, es algebraica,
y al ser k perfecto, K/k es galoisiana. Como R = PQ € C (K), el Lema A.1.2 nos dice
que o (P) o (Q) = o (R) en la operacion de o (C). Pero como C tiene coeficientes en k, se
sigue que o (C) = C, y como P y @ tienen coordenadas en k, entonces PQ = o (R) en la
operacion de C, de donde R = o (R). Entonces R es fijado por Gal (K/k), de donde la
Teoria de Galois nos dice que R € C (k). B
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A.2 El grupo de Néron-Severi

En esta seccion consideraremos superficies proyectivas sobre C. Si bien lo que aqui expon-
dremos puede generalizarse a cuerpos en general, las particularidades del caso complejo
permiten ofrecer una exposicion mas sencilla que involucra menos carga conceptual, y dado
que en esta tesis analizamos una C-superficie eliptica, no necesitamos més.

Fijamos una superficie proyectiva no singular compleja S y notamos Pic (S) a su grupo
de Picard, es decir, el grupo de divisores modulo equivalencia lineal.

Si Og es el haz estructural de S y OF es el haz de elementos multiplicativamente
inversibles de Og, entonces sabemos que Pic (S) es isomorfo al primer grupo de coho-
mologia H'! (S, 0%) (léase [10, p. 143]). Sea ¢ : Pic(S) — H' (S, 0%) el correspondiente
isomorfismo.

Por otra parte, la funcién exponencial z — e
grupos abelianos

2miz induce una secuencia exacta corta de

0 7 c I, ¢~ 0

que induce, a su vez, una secuencia exacta corta de haces de S

0 Z Osf

05— 0

que, a su vez, induce una secuencia exacta larga en los grupos de cohomologia a la cual se
le puede agregar el morfismo ¢ para generar el siguiente diagrama conmutativo:

0—= H'(5,7) — H' (S,05) — H' (S,0%) > H2 (8, Z) —> - --

|

Pic (5)

donde 0 : H'(S,0%) — H?(S,Z) es el morfismo de conexién dado por el Lema de la
Serpiente, y ¢1 := 0 o ¢ recibe el nombre de primer morfismo de Chern de S. Este morfismo
es el que define el objeto de estudio de esta seccién.

Definicion A.2.1 Sea S una C-superficie proyectiva no singular. Definimos el grupo de
Néron-Severi de S como la imagen del primer morfismo de Chern de S, y lo notamos
NS (9).

Que el grupo de Néron-Severi de una C-superficie proyectiva no singular .S es finitamente
generado se sigue del hecho de que es un subrupo de H? (S,Z). Su rango, que notamos
p (5), se conoce como el nimero de Picard de S. Por otra parte, si ¢; es el primer morfismo
de Chern, su niicleo resulta isomorfo al cociente Pic® (S) := H'(S,0s) /H'(S,Z). Su
dimension, que llamamos la irregularidad de S, la notamos ¢ (.5).

El grupo de Néron-Severi es naturalmente isomorfo a un cociente del grupo de Picard
de S. Es posible demostrar que el pairing de interseccion de S (-,-) : Pic (S) x Pic (S) — Z
(léase [10, V 1]) es compatible con la relacion de equivalencia inducida por dicho cociente
(esta relacion recibe el nombre de equivalencia algebraica). Podemos eliminar la torsion
del grupo de Néron-Severi de S mediante la tensorizacion Ng (S) := NS (S) ® R, que no
solamente es un R-espacio vectorial de dimension p (S) sino que, junto con su forma bilineal
simétrica inducida por el pairing de interseccion de S mediante la extension lineal a Ng (.5),
se rige bajo el resultado estructural conocido como Teorema del indice de Hodge, que
enunciamos a continuacion.
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Teorema A.2.2 Sea S una superficie proyectiva compleja. Entonces la forma bilineal
simétrica Ng (S) x Ng () — R inducida por el pairing de interseccion de S es no degenerada
y de signatura (1,p(S) —1).

Asi, definiendo Num (S) := NS (S) / NS (5),,,. este grupo libre finitamente generado
adquiere estructura de reticulo por medio de la forma bilineal simétrica no degenerada que
hereda de Ng (5). Esta observacion sera crucial en el contenido de la tesis. Por lo pronto,
senalese que este cociente induce una nueva relaciéon de equivalencia en los divisores de
S (trivialmente implicada por la relacion de equivalencia algebraica, por definicion) que
denominamos equivalencia numérica.

Entonces tenemos tres relaciones de equivalencia en los divisores de una C-superficie
proyectiva no singular S: equivalencia numérica, equivalencia algebraica y equivalencia
lineal, cada una implicada por la siguiente. Recordemos que la notacién para dos divisores
D y D' de S que son linealmente equivalentes es D ~ D', y que dicha relaciéon se da
exactamente cuando la diferencia entre ambos es un divisor principal.

La equivalencia numérica es, explicitamente, la relacion entre dos divisores D y D’
(notada D = D’) que se da exactamente cuando (D,C) = (D', C) para todas las curvas
C C S. En cuanto a la equivalencia algebraica, requeriremos un poco més de espacio para
definirla.

Decimos que un divisor D de S es efectivo (y lo notamos D > 0) si todas las coordenadas
en su expansion en el grupo libre de divisores de S son no negativas.

Decimos que un divisor D de S es algebraicamente equivalente a 0 si existe un esquema
conexo W y un divisor efectivo D en S x W tal que D es playo sobre W y D = Dy, — Dy,
para algin par (wi,ws) € W2, donde D,, es la fibra de D en w para todo w € W. En
tal caso, notamos D = 0. Decimos que dos divisores D1 y Dy de S son algebraicamente
equivalentes si D1 — Dy =~ 0. Es posible demostrar que esta es una relacién de equivalencia
y que, de hecho, es la inducida por el nticleo del primer morfismo de Chern en Pic ().
De hecho, para cuerpos distintos de C, esta es exactamente la definicion del grupo de
Néron-Severi: el grupo de Picard modulo equivalencia algebraica, lo cual esté bien definido
pues todo lo que es linealmente equivalente a cero, es algebraicamente equivalente a cero.
Mas aiin, esto induce un isomorfismo natural con el grupo de divisores médulo equivalencia
algebraica, que es también otra de las definiciones clasicas del grupo de Néron-Severi.
Aunque, con estas definiciones, no es tan facil probar que es un grupo finitamente generado.
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A.3 Invariantes de superficies

Tenemos definido el grupo de divisores de una superficie S sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado como el grupo libre generado por las curvas irreducibles en S; o, més formalmente,
como el grupo libre generado por las subvariedades irreducibles de S de codimension 1. En
general, tenemos definido el concepto de divisor de Weil para todo esquema noetheriano,
integral y separable que es regular en codimension 1, es decir, tal que todos sus anillos locales
de dimensién 1 son regulares. El grupo de divisores de Weil de un tal esquema se define
como el grupo libre generado por sus divisores primos, entendidos como los subesquemas
cerrados de codimensién 1.

Dada una superficie S proyectiva y no singular sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
k, sabemos que existe una biyeccion canénica entre Pic (S) y el grupo de haces inversibles
(es decir, haces localmente libres de rango 1) en S a menos de isomorfismo, donde el haz
estructural Og es la identidad, la tensorizacion es la operaciéon de grupos, y la inversion
estd dada por la dualizacion, es decir: dado un haz inversible £ en S, podemos tomar
el haz dual £* := Homp, (£, Og), cuya tensorizacién con L es naturalmente isomorfa a
Hompg (£, L) = Og. La buena definicién de esta estructura de grupo esta dado por el
siguiente argumento estandar: dados dos haces inversibles £ y M en S, esté claro que L& M
es un haz inversible, pues ambos haces son localmente libres y de rango 1 y Og ® Og = Og.
La existencia de la biyeccion aludida al principio del parrafo es una aplicacién directa de la
identificacion entre divisores de Weil y divisores de Cartier (1éase [10, pp. 141-142]) que se
da bajo condiciones que son satisfechas por nuestra superficie S. Para cada divisor D de 5,
notamos Og (D) al haz inversible correspondiente a la clase de equivalencia lineal de D.

Esta identificacion nos permite redefinir el pairing de interseccion de S a través de
la caracteristica de Euler. Recordemos que, dado un esquema X proyectivo sobre k de
dimension n, definimos la caracteristica de Euler de %, para todo haz coherente .# en X,
como

X(F) = (=1) dim; H' (X, F).
=0

Asi, podemos definir (-, ) : Pic (S) x Pic(S) — Z de la siguiente manera: dados dos haces
inversibles £ y £ en S, podemos tomar

(L,L):=x(0s)—x (L) —x (™) +x (o).

Esta funcion resulta ser una forma bilineal simétrica tal que, si C'y C” son curvas irreducibles
distintas en S de grados ¢ y ¢ respectivamente, entonces (Og (C),Og (C')) es igual al
namero de interseccion entre ambas curvas vistas como curvas en S (léase |2, Theorem 1.4]),
que iguala a cc’ cuando S = P? (k) por el Teorema de Bézout. En efecto, recordemos
que, dado z € C N (', la multiplicidac(ll) de interseccion de C'y C’ en x se define como
S,x
(€, C)
ofrecimos en A.1 en el caso en que S = P2 (k), y el ntimero de intersecciéon entre C'y C es
la suma de estas multiplicidades para los puntos de C'NC” (ver [10, p. 360]).

la dimensién del k-espacio vectorial , que coincide con la definicién clasica que

Uno de los corolarios inmediatos clésicos, y del que hacemos un muy particular uso en
la tesis, es el que permite cuantificar el ntmero de self-intersection de las fibras de una
fibracion. Concretamente, se tiene lo siguiente.
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Lema A.3.1 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, sea S una k-superficie proyectiva
no singular y sea C una k-curva proyectiva no singular. Sea f : S — C wuna fibracion;
es decir, un morfismo sobreyectivo con fibras conexas. Entonces toda f-fibra F satisface
(F,F) = (F,0) =0 > (0,0), con igualdad si y solo si © = F, donde © es cualquier
componente irreducible de F.

La tltima parte del Lema A.3.1 es una parte de un resultado mas general conocido como
Lema de Zariski. Esa parte en concreto puede encontrarse demostrada en un contexto
mas general en |11, p. 61]. Para el Lema de Zariski completo, ver |1, p. 111]|. La primera
parte es un corolario inmediato del Lema A.3.9: Si D € {F, O}, entonces tomamos una
fibra F' # F, y por lo tanto F' y F’ son disjuntas, por ser fibras distintas. En consecuencia
0= (F',D) = (F, D), donde en la segunda igualdad hemos usado el Lema A.3.9 y que el
pairing de interseccién no distingue por equivalencia algebraica.

Naturalmente, esta forma bilineal se levanta a una forma bilineal simétrica en el grupo
de divisores (que no distingue equivalencia lineal), y como, en general, para superficies
proyectivas no singulares sobre cuerpos algebraicamente cerrados existe tinicamente una
forma bilineal simétrica en el grupo de divisores que cumple todas estas propiedades (ver
[10, pp. 358-359]), entonces hemos encontrado una nueva forma de definir el pairing de
interseccion en S. Esta definicion, junto con la Dualidad de Serre (ver [10, p. 244]), permite
probar resultados como la siguiente féormula de Riemann-Roch:

Teorema A.3.2 Sea S una superficie proyectiva no singular sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Sea L un haz inversible en S. Entonces
(L, L — wg)
X (£) = x (05) + 5545
En el enunciado del Teorema A.3.2, hemos notado wg al haz canénico de S. Recordemos
que dicho haz se define, en general, para una variedad no singular X de dimensién n sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k, como el producto wedge

wx = /\n Qx/k

donde Qy/;, es el haz de diferenciales relativos de X sobre k, el cual resulta ser un haz
inversible. El género geométrico de X, que notamos py (X), se define como la dimension
del k-espacio vectorial dado por las secciones globales del haz wy, que notamos I' (X, wx).

Asi, si S es una superficie proyectiva no singular sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado, wg tiene naturalmente asociada una clase de equivalencia lineal de divisores que
notamos Kg, y llamamos la clase canonica de divisores de S. FEsta clase cumple con
una formula de adjuncién que expondremos a continuacién, y que puede derivarse del
Teorema A.3.2. Dada una curva C' C S, tenemos definido el género aritmético de C' como
pa (C) :=1—x(O¢), que coincide con el género cuando la curva es no singular.

Teorema A.3.3 Sea S una superficie proyectiva no singular sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Dada una curva C C S, se tiene

2pa (C) =2 =(C,C) + (C, Ks) .

El género aritmético, ademés, ofrece un criterio de racionalidad que nos sera particular-
mente til.
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Lema A.3.4 Sea S una superficie proyectiva no singular sobre C y sea C' una curva en S
tal que p, (C) = 0. Entonces C es no singular e isomorfa a P! (C).

Sea S una superficie proyectiva no singular sobre C. Para cada i € Ny definimos el
i-ésimo nimero de Betti de S como b; (S) := dimg H* (S,R). Definimos la caracteristica de
Euler-Poincaré topoldgica de S como

4
e(S)=> (~1)'b; (S).

1=0

De hecho, es posible definir andlogamente la caracteristica de Euler-Poincaré topolégica
de una C-variedad proyectiva no singular X como la suma alternada de sus ntimeros de
Betti, tal y como hicimos para superficies. Mas aun, si n es la dimension de X, es sabido
que dimg H?" (X,R) = 1 y que, de hecho, para cada i € [0,2n] NNy existe un pairing no
degenerado H® (X,R) x H*"~*(X,R) — H?" (X,R) (conocido como producto cup). Este
resultado, conocido como Dualidad de Poincaré, tiene el importante corolario de que, para
todo ¢ € [0,2n] NNy, se tiene b; (X) = bap—; (X), con valor 1 si ¢ = 0.

Una relaciéon entre la irregularidad y los ntmeros de Betti estd dada en razén del
siguiente lema.

Lema A.3.5 Sea S una C-superficie proyectiva no singular. Entonces by (S) = 2q (S).

Definimos, a su vez, la caracteristica de Euler de S como la caracteristica de Euler de su
haz estructural; es decir, como x (S) := x (Og). La Dualidad de Serre permite probar que

X(S)=1-q(S)+pg(5). (A.2)

Senalese, asimismo, la conocida Fdormula de Noether (ver |2, p. 8|), en virtud de la cual
tenemos la igualdad
12 () = € () + (Ks, Ks) . (A3)

Para cada n € Ny, definimos el n-ésimo plurigénero de S como
P, (S) :=dimc H" (S,nKg).

Recordemos que tanto los plurigéneros como la irregularidad son cero si S = P2 (C).

Finalmente, definimos el nimero de Lefschetz de S como A (S) := by (S) — p(5). La im-
portancia de estas constantes que hemos definido es que muchas de ellas son birracionalmente
invariantes.

Lema A.3.6 Sean S y S’ dos C-superficies proyectivas no singulares birracionalmente
equivalentes. Entonces q(S) = q(57), x (S) = x (), pg (S) = pg (57), A(S) =X (5") y
P, (S) = P, (5) para todo n € Ny.

En el caso del espacio proyectivo, estas constantes estdn muy bien entendidas. A modo
de ejemplo, se sabe que ¢ (IP2 (C)) = Py (IP’2 (C)) =0y quep (I[D2 ((C)) = 1. Por otro lado,
en funcion de ellas es posible establecer el siguiente criterio de racionalidad, conocido como
Criterio de Castelnuovo.

Proposicion A.3.7 Sea S una C-superficie proyectiva no singular. Entonces S es birra-
cionalmente equivalente a P2 (C) si y solo si q(S) = Py (S) = 0.
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Dado que en esta tesis estaremos trabajando con superficies que admiten un morfismo
sobreyectivo a una curva, requeriremos también del siguiente resultado, que es un caso
particular de |2, Lemma VI.4|.

Proposicion A.3.8 Sea S una C-superficie proyectiva no singular tal que existe un mor-
fismo sobreyectivo f : S — C, donde C' es una C-curva proyectiva no singular, de forma que
f tiene fibras conexas y solamente finitas de ellas son singulares. Sea E la fibra genérica de
f ysea R C C el conjunto de puntos cuyas f-fibras son singulares. Entonces

e(S)=e(@)e(B)+Y (e(f(s) —e(B)).

SER

En el mismo contexto, podemos dar un argumento para probar el siguiente resultado.

Lema A.3.9 Sea S una C-superficie proyectiva no singular tal que existe un morfismo
sobreyectivo f : S — C, donde C' es una C-curva proyectiva no singular. Entonces todas
las fibras son algebraicamente equivalentes.

En esencia, se estd usando que cualesquiera dos miembros de una familia algebraica de
divisores son algebraicamente equivalentes. Léase también [25, p. 61].
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Apéndice B
Solucion alternativa

En este apéndice expondremos una solucién alternativa de nuestro problema principal. Si
bien la misma involucra menos conceptos, requiere de computos extremadamente enrevesados
y, ademaés, hace uso del Teorema de Mazur (nuestro Teorema 1.2.4), que es altamente
sofisticado de demostrar. Por esta razén hemos decidido exponer esta solucién alternativa
como apéndice para todo aquel que desee conocer un argumento para dar solucién al
problema principal, sin tener que involucrarse en la teoria de superficies elipticas y los
conceptos de geometria algebraica.

Por lo visto en el Capitulo 2, queremos ver que, fijado a € (—1,1) N Q, para todos salvo

: 1 L. .
finitos ¢ € (0, \/ﬁ} N Q, la Q-cubica en forma de Weierstrass

Eor:y?z =2+t {(1 +a)*t+4(a— 3)} 222+ 32 (1 — a) t?x2?

es una curva eliptica y admite un punto sin torsion.

Fijado t € Q, sabemos que P,; = (St :8(1+4a)t?: 1) es soluciéon de la Q-cibica
expuesta, y que para todos salvo finitos valores de ¢, la misma es una curva eliptica, pues
su discriminante es una expresion polinomial en ¢ que, como tal, solamente se anula para
finitos valores de t. Nuestro objetivo es ver que, para todos salvo finitos valores racionales
de ¢ para los cuales F,; es una curva eliptica, la misma admite un punto sin torsiéon. Si
demostramos esto, entonces habremos terminado, pues si hay solamente finitas excepciones

P . , . . . l
en Q, automaticamente habra finitas excepciones en el subconjunto ( , W] N Q.

Sea t € Q tal que E,; es una curva eliptica. Es claro que @ := (0:0: 1) es también
un punto solucién de E, ;. Aplicando repetidamente las féormulas de 1.3, es posible ver las
siguientes identidades, que expresamos de forma afinizada.

Q@ =(0,0),
Poy= (8t,8(1+a)t?),

—P,; = (8t,—-8(1+a)t?),
Pa’t—&—Q:( (I1—a)t,—4 (1—@2)t
— (Pt +Q)=(4(1—a)t,4(1—a?)

2P,; = (4,—4(a—3)t—8),

—2P,; = (4,4(a—3)t+8),

)
t),
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2P, + Q= (8(1—a)t*,8(1 —a)[(a—3)t+2]t?),
— (2P + Q)= (8(1 —a)t*,—8(1 —a) [(a — 3)t + 2] #?),

ap <8t[(a—1)t+1}2 8(a+1)2[(a—1)t+1] [2(a—1)t2+(a—3)t+3]>

2t-17° (2t — 1)

8t{la—1)t+1]* 8(a+1)t*[(a—1)t+1][2(a—1)t*+ (a — 3)t + 3]
_3Pat: ) )
’ (2t — 1) (2t — 1)

o Ala=DtE-1° 4@-1D)Et-1)[2(a- 1)+ (a-3)t+3]
3&¢+Q“< (a—1)t+1)° [(a—1)t+1)° )’

4(a—1)t(2t—1) 4(a®2=1)2 2t —1)[2(a— 1) >+ (a — 3)t + 3]
[(a—1)t+1 [(a—1)t+1]° ’

- (SPa,t "‘Q) = <_

2
4Py = (4[2(a—1)t2+21] 74[2(a—1)t2 +31]S(t)>’
[(a—3)t+2] [(a—3)t+ 2]

2
4P, = (4[2(a—1)t2+21] ’_4[2(a—1)t2 +31]S(t)>’
[(a—3)t+2] [(a—3)t+2]
o 8a-D[(a=3)t+2] 8(a— 1 [(a—3)t+2]
4P“’t+Q_< 2@-1+17 " [2@-1)2+1 S(t)>’
[ 8a—1)[(a=3)t+2? 8(a—1)t*[(a—3)t+2|
_(4Pa,t+Q)—< 2@ DELE 2@ DB I S(t)>,

donde
S(t):=2(a—1)(a® —2a+5)t*+8a* (a — 3) (a — 1) t*—(a® — 22a + 25) t*—4 (a — 3) t—2.

Estas expresiones inducen 17 puntos que, vistos como puntos en Q (t) x Q (¢), son
genéricamente distintos dos a dos. Si quisiésemos imponer que haya dos de estos puntos

17
que coincidan, tendriamos que plantear un total de ( 5 ) = 136 sistemas de dos ecuaciones

(una por cada coordenada) polinomiales en ¢, y buscar ¢ € Q tal que al menos uno de
estos sistemas sea satisfecho. Como los 17 puntos son genéricamente distintos, al menos
una ecuacién de cada sistema serd polinomial en ¢ y de grado positivo. Por consiguiente,
cada sistema tendré a lo sumo finitas soluciones racionales. Tomamos la union, sobre cada
sistema, de las soluciones racionales del mismo. Esto nos dara un nimero finito de valores
de t € Q para los cuales alguno de los 136 sistemas admite solucién. Descartando estos
finitos valores de t, y descartando también los finitos valores de t tales que el discriminante
de E,; se anula, obtenemos, para todo otro valor de ¢, que E,; es una Q-curva eliptica que
admite 17 soluciones distintas dos a dos. Pero el Teorema 1.2.4 implica que una Q-curva
eliptica no puede tener més de 16 puntos de torsiéon. Asi, hemos probado que para todos
salvo finitos valores de ¢, F,; es una QQ-curva eliptica de rango positivo.
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