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Capitulo 1

Introduccion

;Podemos cuantificar la existencia de tangentes a una curva de Jordan en R? de
forma geométrica? En esta tesis daremos una respuesta a esta pregunta.

Cuando hablamos de una curva en R? en su forma mds general estamos pensando
en una curva simple que es la imagen continua e inyectiva de un intervalo en R2. Una
curva simple y cerrada o una curva de Jordan es la imagen de una funcién continua e
inyectiva de S* en R%. Tipicamente si tenemos una curva podemos preguntarnos si es
suave, si admite una tangente en un punto y si tiene longitud finita.

Repasamos un poco sobre estas cuestiones. Decimos que una curva es suave si admite
una parametrizacién C' que tiene una inversa sobre la curva que es C' en un entorno
de la curva. Decimos que una curva admite una tangente en x € I' con direccién u, si
para todo a € (0,1) existe un real positivo r(a) tal que si y € T" con ||y — z|| < r(a)
entonces |(y — z) - u| < ally — z||. Esto ultimo es decir que en la curva entra en conos de
apertura arbitrariamente pequena. Por ultimo si « : [0, 1] — R? es una parametrizacién
de una curva C, definimos

Long(C') = sup {Z Ja(tive) — Oé(ti)H}

donde {0 =ty < t; < ... < tp,4y1 = 1} es una particién finita de [0, 1]. Decimos que la
curva es de longitud de finita o que es una curva rectificable si la longitud que definimos
recién es finita. Esto equivale a que admita una parametrizacion Lipschitz.

Mas en general que la medida de longitud, se puede definir una medida que extiende
la medida de longitud pero que esta definida sobre todos los conjuntos. Es decir, una
medida que sobre las curvas coincide con la medida de longitud (siendo posiblemente
o0) y le asigna una medida a todo el resto de los conjuntos de R". Esta medida se
conoce como la medida de Hausdorff de exponente 1 y se denota H!.



En dimensiones superiores n > 3 se puede hacer una construccién similar a la de
la H' para definir las medidas H? con 0 < d < n. Esta construccién también tiene
sentido para dimensiones no necesariamente enteras. Para exponentes enteros seran
una extensiéon de la medida de volumen para subvariedades C' de R"™. También se
pueden pensar como la extension correcta de la medida de Lebesgue de los planos
d-dimensionales a todo R".

Decimos que un conjunto E es d-rectificable si existen f; : R? — R” funciones
Lipschitz tales que HY(E \ ;2 fi(R?)) = 0. Dicho en palabras, un conjunto es d-
rectificable si (salvo medida H® cero) estd contenido dentro de la unién numerable de
imagenes Lipschitz de dimensién d.

Para una curva de Jordan I' vamos a definir la cantidad

1
Boor(z,r) =—  inf sup  dist(y, L) (1.1)
L recta CSYZNnY
LﬂB(z,T)#Q) yEFﬂB(w,T)

Figura 1.1: fBaor(z,7)

La cantidad (1.1) representa cudn pequenio podemos tomar el ancho de una franja
para cubrir la curva en la bola B(z,r). Como lo que nos interesa medir debe servirnos
multiescala debemos normalizar apropiadamente. Cuanto mas pequeno sea este coefi-
ciente [, mas finita serd la franja en la bola y mas se parecerd la curva a una recta.
En el dibujo vemos la franja marcada en azul, a la curva en verde y a la circunferencia
sobre la que estamos observando en rojo.



Definimos luego la siguiente cantidad asociada a la [..:

1
d
o) = [ Prar(er

La pregunta que nos haremos sera para que puntos de la curva seran finitos la funcién
cuadratica que definimos recién y de otra que definiremos pronto. Que la integral sea
finita es una forma de medir que los coeficientes deben estar decayendo cuando hacemos
decrecer el radio. El factor % en la integral provoca una explosion en el cero. Para que la
integral sea finita deberia haber coeficientes pequenos que estén decayendo rapido para
que eviten la explosion de % Esto serd pedir de una forma cuantitativa que tengamos
una oscilaciéon controlada cerca del punto.

La razon por la que consideramos las integrales de la forma % es que satisfacen
cierta invarianza por dilataciones:

. dr Aa o dr

| o= [ G

Esto nos permite “hacer zoom” sin cambiar la integral. Nosotros lo querremos usar para

medir la existencia de rectas tangentes. La cuestion de que una curva de Jordan admita

o no una recta tangente es local. Es decir, podria haber oscilacién a escalas grandes

de la curva y aun asi que la curva admita una recta tangente en cierto punto. Esto es

coherente desde la perspectiva de los coeficientes, ya que su finitud no depende de a
que escala sucede el decaimiento.

En 1990 Jones introdujo estos coeficientes [ y demostré que dado un conjunto E

compacto en R?, E esta contenido en una curva de longitud finita si y solo si para todo

xr € F vale que

1
/0 500,E<I77’)2g < 0. (1.2)

En su enunciado original el utiliza una versién discreta de los B4 que es comparable
a la recién definida. En su demostracion inicial utiliza argumentos de anélisis complejo.
Okikolu en 1992 demuestra el resultado en R™. Sus argumentos dan una cota fina para la
longitud de la curva mas corta que lo contiene. Los resultados que describimos recién se
conocen como el Analyst Traveling Salesman Theorem. Estos demuestran que si sobre
un conjunto E cerrado tenemos que para todo x € E vale la condicién (6.1) entonces
E es un conjunto 1- rectificable.

En el area de teoria geométrica de la medida la rectificabilidad es un concepto clave.
Es un problema importante dar caracterizaciones alternativas de rectificabilidad, entre
ellas las caracterizaciones cuantitativas. En su libro “Singular Sets and Rectifiable Sets
in R"” [DS91], Guy David y Stephen Semmes introducen el concepto de uniform rec-
tifiability. Esta clase de conjuntos satisfacen, como lo dice su nombre, una condiciéon
uniforme, sobre gréaficos Lipschitz que lo aproximen. En ese libro demuestran una serie
de equivalencias a ser uniformemente rectificable, entre ellas, finitud de ciertas integra-
les singulares y control muy fino sobre una variante LP de los coeficientes [, recién



mencionados. La caracterizacién de los conjuntos uniformemente rectificables mediante
la finitud de ciertas integrales singulares muestra que estos objetos son fundamentales
en el analisis armonico. Este trabajo de David-Semmes impacta en el area y motiva las
caracterizaciones cuantitativas tanto de los conjuntos rectificables como de los unifor-
memente rectificables (para los que tipicamente se piden condiciones muchisimo més
finas). En la seccién de problemas abiertos de ese trabajo, los autores incluyen una con-
jetura de Lennart Carleson. Se definen los coeficientes ¢(z,7) de la siguiente manera:
si z es un punto de la curva éstos miden la oscilacién de la curva en la bola B(z,r)
mediante informacién disponible de observar la cascara de esta bola. La pregunta es
si un control del tipo de funcién cuadratica del que teniamos para [, implica que el
conjunto donde tenemos tal control es 1-rectificable. En el paper “A proof of Carle-
son’s £2- conjecture” [JTV] de Benjamin Jaye, Xavier Tolsa y Michele Villa, los autores
demuestran la conjetura.

Figura 1.2: e(x,7)

La idea para definir e(x,r) es observar que pasa en la cascara de la bola 0B(x,r).
Recordamos que las curvas de Jordan dividen al plano en dos componentes conexas una
interior a la curva y otra exterior a esta. Si I' es una curva de Jordan llamaremos Q7 y
Q)™ a las dos componentes abiertas conexas en las que queda dividido R? \ T..
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Lo que haremos seréd observar como queda dividido dB(z,r) por Q% y Q™. Los con-
juntos OB(xz,r) N QT y OB(x,r) N Q™ serdn abiertos de 9B(x,r) y luego una unién
numerable de arquitos abiertos de circunferencia. Definimos I*(x,r) como la compo-
nente conexa de 0B(x,r) N Q" de mayor longitud. Puede ser vacia y pueden haber
miultiples que cumplan eso. Definimos I~ (z, r) andlogamente.

En la Figura 1.2 podemos ver cémo la curva corta a la circunferencia, dividiéndola
en arquitos abiertos azules que estdn en Q7 y en arquitos rojos que estéan en .

Ahora definimos

1, _
e(z,r) = . méx {|mr — Long(I* (z,7))|, |7r — Long(I~ (z,7))|} .

Lo que estamos haciendo acé es comparar la longitud del arco contra la longitud
de media circunferencia. Al igual que antes para que podamos hacer andlisis multies-
cala tenemos que normalizar todo apropiadamente. Si el coeficiente £(z, ) es pequerio,
entonces la cascara de la bola debe tener una componente del lado positivo y una
componente del lado negativo, cada una de las dos componentes pareciéndose a media
circunferencia. Entonces cuanto mas pequeno sea este coeficiente £ menos oscilacion
podra tener la curva sobre la bola.

Al igual que con el B4, le asociaremos a ¢ la funciéon cuadratica:

E(z)? = /Ols(x,rf%.

La discusion de este teorema es el objetivo principal de la tesis, para el cual prepa-
raremos toda la teoria.

Teorema 6.1.1. Es equivalente (salvo medida H' cero) que en un punto la curva admita
una tangente en x, que Poo(x) sea finito y que E(x) sea finito.

Hablar de medida H' cero sobre la curva es una condicién extremadamente fina en
este contexto ya que tipicamente una curva de Jordan no tiene porque tener medida
H! finita o incluso o-finita. Mds ain, puede tener dimensién de Hausdorff mds grande
que 1.

Lo que més nos interesard en esta tesis serd que la finitud de &£(x) implica que
la curva admita una tangente en x. De este resultado se deduce que ese conjunto es
rectificable, demostrando la conjetura de Lennart Carleson. En el paper “A proof of
Carleson’s 2~ conjecture” se presenta también una demostracién para otros conjuntos
menos generales que los de Jordan en un sentido pero para los que la demostracion
requiere notablemente menor trabajo técnico. Los conjuntos que estudiaremos seran el
borde de un dominio abierto 2-sided corkscrew. Se suelen utilizar estos conjuntos para
el estudio de la Harmonic Measure. Estos conjuntos nos dan una descomposicion del
espacio en dos abiertos QF, 7, y un borde comun entre ellos I, al igual que las curvas
de Jordan. La ventaja de estos conjuntos es que poseen una condicién cuantitativa de
ser abiertos que nos permite utilizar sin complejidad técnica argumentos de limite sobre
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conjuntos. En esta tesis se avanza en la direccién de obtener un teorema analogo en
dimensiones superiores probando algunos resultados parciales intermedios en el contexto
de R™, con n > 3.

La prueba de este resultado se basa en dos lemas. Daremos una idea de la estructura
sin meternos en detalle. La explicacion mas precisa estara en la tesis.

Lema Principal 1 - 6.3.2. Sea . una medida soportada en la curva I' tal que para toda
bola B(z,r), w(B(x,r)) < 1. Supongamos ademds que tenemos una bola B centrada en
la curva, tal que p(B) > Or con 0 fijo en (0,1).

Fijado ¢ > 0, si tenemos un control lo suficientemente fino para e(z,r) y de una
version suavizada de €(x,r) en los puntos del soporte de la medida, entonces

500,1"(3) <e.

Esto es decir que en lugares de densidad y buen control de la oscilacién via (esencial-
mente) acotaciones uniformes de ¢(z,r) para x € supp(u) nos da un control en flatness
directo en la bola original de tipo acotacién en f. La condicién de u(B(z,r)) < r
uno la tiene que pensar como una condicién de normalizacion. Pedir una condicién de
densidad suele ser natural porque para que la medida pueda dar informacion sobre el
comportamiento en la bola debemos tener controlado en algtin sentido que es lo que
esta viendo.

Lema Principal 2 - 6.3.3. Tenemos una bola By, una medida soportada en la curva
I, y una medida que cumple pu(B(z,r)) < r. Sean ¢y € (0,1), 8 >0 ye > 0. Si ademds
la medida cumple que

1. u(By) > cor
2. Boo(B) < e siempre que u(B) > 0r(B) y B sea una bola centrada en la curva T'.

3. Un control de tipo funcion cuadrdtica para una variante suave de los coeficientes
e(z,r).

Con ciertas condiciones sobre la dependencia entre las constantes, existe un grdfico
Lipschitz A tal que p(A) > 5u(Bo).

Describimos brevemente como se conectan los dos lemas. Queremos ver que el con-
junto donde la funcién cuadratica £(z) es finita y la curva no admite tangente tiene
medida H! cero. Con argumentos estandar del drea podemos conseguir un subconjunto
F de medida H! finita con control uniforme sobre las funciones cuadraticas que nos
interesan. Sobre ese conjunto podremos aplicar el Lema 1 considerando la restriccién
de la medida de Hausdorff al conjunto. Esto nos permitira conseguir una bola By C F
donde valgan las hipdtesis del Lema 2. Aca la segunda condicién del lema la tenemos
por una aplicacion del Lema 1, ya que tenemos control uniforme en By por tener tal
control en F'. Lo que tendremos finalmente es que un grafico Lipschitz A que interseca
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a F' con medida positiva. Como las funciones Lipschitz son diferenciables a.e., tendre-
mos que el grafico Lipschitz admite tangentes H! a.e. . La recta tangente al gréfico
Lipschitz A en un punto de densidad de la curva I' serd tangente a I' lo cual serd un
absurdo porque en el conjunto que estabamos estudiando la curva no admitia una recta
tangente en esos puntos. La ultima afirmacién sale del control que tenemos para los (4
en lugares de densidad.

Veremos ahora la rectificabilidad del conjunto donde £(z) es finita. Esto sale de
que salvo medida H' cero en todos esos puntos la curva admite una recta tangente.
Estas rectas seran lo que llamamos recta tangente aproximada y permitirdn construir
las curvas Lipschitz que le dan estructura de conjunto rectificable.

13
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Outline

En el Capitulo 2 se puede encontrar una introduccion a la teoria de la medida.
Trabajaremos con una clase de medidas general que son las de Radon. Estas tienen
una nocion de convergencia, conocida como la convergencia débil de medidas que posee
propiedades ttiles de compacidad. Las medidas méas fundamentales en el area son las
medidas de Hausdorff, esta familia de medidas esta indexada por nimeros reales. No-
sotros usaremos las medidas de Hausdorff indexadas por niimeros enteros que son una
extensién natural de la medida de volumen sobre variedades C! y tienen la ventaja de
estar definida sobre todos los conjuntos. Introduciremos la nocién de densidad respec-
to a una medida de Hausdorff y sus propiedades méas usadas. La nocién de densidad
mide en un sentido de teoria de la medida cuan llena esta una bola con puntos de un
conjunto.

En el Capitulo 3 hablaremos sobre convergencia de conjuntos cerrados. La nocién de
convergencia mas clasica es la convergencia en la distancia de Hausdorff. Nosotros uti-
lizaremos una versién local de esta que se conoce como convergencia en la topologia de
Attouch-Wets. En esta nocién local los conjuntos A; = {0}U{;j} en R convergen al con-
junto A, = {0}, pero en la nocién original no convergian a ningin conjunto. La ventaja
que presenta la nocion local es que permite este “escape de masa” al infinito. Discuti-
remos el buen comportamiento del coeficiente [3,, con respecto a la convergencia en la
topologia de Attouch-Wets. Aprovecharemos la ocasién para hablar de como metrizar
la Grasmanniana, el conjunto de planos de dimension d en R™ que pasan por el origen y
como esto se puede utilizar como nociéon de angulo entre dos planos. Introduciremos los
abiertos 2-sided c-corkscrew. Estos conjuntos satisfacen una condicién cuantitativa de
ser abiertos que esencialmente significa que el borde puede poseer pinches hacia adentro
o hacia afuera pero que deben tener un tamano relativo acotado de forma uniforme a lo
largo del conjunto. Estos conjuntos poseen propiedades tutiles de compacidad respecto
a la convergencia en la topologia de Attouch-Wets que las explotaremos al momento de
obtener las acotaciones del Lema principal 1.

En el Capitulo 4 sera de funciones analiticas reales en varias variables. Introduci-
remos a estas funciones ya que nos interesara explotar la rigidez de el conjunto de sus
ceros, las variedades analiticas reales. Introduciremos también la teoria de funciones ho-
lomorfas complejas en varias variables que utilizaremos més tarde para probar que una
funcion vital a nuestro analisis es analitica real construyéndole una extension holomorfa
compleja.
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En el Capitulo 5 introduciremos a los conjuntos rectificables motivandolos como la
clase adecuada en un sentido de teoria de la medida que extiende a las subvariedades
C!. Estos conjuntos son una unién numerable de imdgenes Lipschitz m4s posiblemente
un conjunto de medida de Hausdorff d- dimensional cero. Mencionaremos algunos re-
sultados de funciones Lipschitz que dicen que esta es una clase de funciones flexibles
sobre las que trabajar. Las funciones Lipschitz son diferenciables para casi todo punto,
son estables bajo la convergencia puntual y se pueden extender de un subconjunto a
todo el espacio sin tener que cambiar su constante de Lipschitz. Definiremos el plano
tangente de forma geométrica. Mas precisamente, un plano es tangente a un conjun-
to en un punto x si para todo cono centrado en x a alguna escala lo suficientemente
pequena el conjunto entra adentro del cono. Veremos un lema elemental en el que se
puede concluir rectificabilidad teniendo control uniforme sobre conos. Extensiones de
esta idea permiten concluir rectificabilidad en contextos mucho més generales. Una apli-
cacion sera que el subconjunto de puntos donde un conjunto admite un plano tangente
es rectificable. Por ultimo demostraremos un resultado de densidades y de existencia
de tangentes respecto a los gréaficos Lipschitz.

El Capitulo 6 esta dedicado a dar la prueba del resultado principal de este trabajo.
Empezamos comparando los coeficientes e(z,7) v oo (2, r) incluyendo algunos ejemplos
para mostrar que tener control de tamano para S (z,7) nos daré control sobre e(x,r).
Incluimos la versién n-dimensional del Lema principal 1 con la correspondiente version
de g(z,r). Con estas herramientas daremos la prueba del Teorema principal suponiendo
valida una version del Lema principal 2 en dimensiones superiores.

En el Apéndice haremos las cuentas especificas de porque la funcion mas impor-
tante del trabajo es analitica real. Le construiremos una extensién holomorfa compleja
cuidadosamente. Para eso necesitaremos en este contexto extender una convolucién de
R™ a C". Veremos que la convolucién es holomorfa viendo que es continua, existen sus
derivadas parciales y la convolucién satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Para
eso veremos que la derivada de la convoluciéon es la convolucion de la derivada en este
contexto en el que la convolucion esta definida en todo C™. Una vez probado todo esto
podremos concluir que la funciéon que nos interesa posee una extension a C" que es
limite uniforme sobre compactos de funciones holomorfas complejas definidas en todo

Cn.

16



Capitulo 2

Teoria de la Medida

En este capitulo hablaremos algunas cuestiones generales de medidas. Incluimos aca
algunas propiedades bien conocidas de medidas de Radon, de las medidas de Hausdorff
y de la dimension de Hausdorff. Las pruebas pueden encontrarse en muchos libros
del drea, tales como [Mat95], [Sim14], [EG15] o [Fal86]. Se podran encontrar en este
capitulo las definiciones de los objetos, las propiedades principales y algunas de sus
demostraciones.

2.1. Medidas de Radon

Vamos a definir la clase de medidas con la que estaremos trabajando. Decimos que
p es una medida exterior (o simplemente medida) si es una funcién de subconjuntos de
R™ en [0, 0o] que cumple:

1. La medida del conjunto vacio es cero. Es decir,
w(0) = 0.
2. Es monétona: si A y B son subconjuntos de R" tales que A C B entonces
u(A) < ju(B).
3. Es subaditiva: dados numerables subconjuntos {A; };cn contenidos en R™, vale
p (U Ai) < ZM(Az‘)-
ieN ieN

Definicién 2.1.1. Decimos que un conjunto F es pu medible (o medible a secas dando
por sobreentendida la medida) si para todo conjunto A vale la condicién de Caratheo-
dory:

(AN E) + p(ANE) = pu(A).
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La familia de conjuntos p medibles es una g-algebra. Esto ultimo es que contienen
al vacio, estan cerradas por complemento y por unién numerable.

Definicién 2.1.2. Recordamos que los conjuntos borelianos son la menor o-algebra que
contiene a los conjuntos abiertos y a los conjuntos cerrados. Decimos que una medida
es de Borel si los conjuntos borelianos son medibles. Una medida es Borel regular si
dado un conjunto A existe un conjunto boreliano E tal que A C E'y u(A) = u(E).
Finalmente decimos que una medida es de Radon si es Borel regular y es finita sobre
compactos.

En general las medidas de Radon presentan la siguiente propiedad de regularidad.

Proposicién 2.1.3. Si p es una medida de Radon entonces para todo E C R"™ tenemos
que
pu(E) = {inf u(A) : A D E, con A abierto}.

Si E es p-medible, tenemos que
pu(E) = {suppu(C): C C E,con C cerrado}.
Una cuestion sencilla que cumplen estas medidas es que estan cerradas por restric-
cién.
Proposicién 2.1.4. Si A es p-medible donde 1 es una medida Borel reqular y p(A) <
oo, entonces la medida p| 4 definida por

pla(E) = (AN E)

es una medida de Radon. Esta medida se llama la restriccion. Si p es de Radon la
hipotesis de que A tenga medida finita se puede quitar.

Repasamos algunas cuestiones béasicas de medidas con las que el lector seguramente
estara familiarizado.

Definicién 2.1.5. Sea E un conjunto medible. Dada una funcién f : R” — [—o0, o0
decimos que es medible si para todo t € R, los conjuntos {x € E : f(z) > t} son
medibles.

En general decimos que una propiedad P es cierta para casi todo punto en E o a.e.
(almost everywhere) en E' si

w({z € E : x no satisface P}) = 0.

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto £ C R", x medible. Decimos que una funcién
f:E — R es psimple si es medible y su imagen es contable.

Dada una funcién simple f : E — R decimos definimos su integral respecto a p
como

/Efdurz S tuwe B fx) =1),

tef(E)
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con la convenciéon de 0.0o = 0. Si f es no negativa y medible, definimos

/Efdu:Zfo{/Egdu:ngu—a-e-}

donde g varia entre las funciones simples g : £ — R.
Si f es medible y alguna de las integrales

/E Frdp o /E I dy

es finita (donde f™ = mdx(f,0), f~ = max(—f,0)), definimos

[E fp = [E frdp - /E 1 dn

Si ambas son finitas decimos que f es p-integrable.

Los teoremas usuales de convergencia siguen valiendo en este setting mas general.
En los proximos teoremas F denotara un conjunto medible en R".

Teorema 2.1.7 (Convergencia Monétona). Si fr : E — [0,00] es una sucesion cre-
ciente de funciones u-medibles no negativas, tales que fr < friip a.e. en E entonces

lim / fr dp = / sup fr dpu.
k—oo | @ E keN

Teorema 2.1.8 (Lema de Fatou). Si fi : E — [0,00] es una sucesion de funciones
p-medibles, entonces

/ liminf f; dp < lim inf/ fr du.
Teorema 2.1.9 (Teorema de Convergencia Mayorada). Si fi : B — R es una sucesion
de funciones p-medibles tales que convergen puntualmente a una funcion f sobre E,
a.e., y si existe una funcion integrable g tal que |fx] < g, u a.e., entonces

/fd,u: lim/fk dp.
E k—oo |

Teorema 2.1.10 (Egoroff). Sea f,, una sucesion de funciones pi-medibles que convergen
puntualmente sobre un conjunto E de medida finita a f. Entonces para todo € > 0 existe
un conjunto medible F C E con u(E'\ F) < e y f, converge uniformemente a f sobre
F.

El mismo teorema es cierto si los naturales se cambian por los reales. Es decir, si
{fr}rer son funciones medibles que covergen puntualmente sobre E a una funcion f
cuando r tiende a cero. Mas explicitamente

Ve € B lim f(z) = f(2).
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Entonces para todo € > 0 existe un conjunto medible I C E con un(E\ F) < ey f,
converge uniformemente a f sobre E cuando r tiende a cero. Mds explicitamente

iy (sup 11, (0) = )] ) =0

Nosotros trabajaremos siempre con medidas Borel regular. Nuestros conjuntos (aun-
que no siempre lo explicitaremos) seran todos borelianos. Nuestras funciones seran todas
medibles Borel. Esto tltimo es decir, si f : E C R™ — R es la funcién que estudiamos,
que {z € E : f(x) >t} es boreliano para todo t. Como los borelianos son todos medi-
bles para una medida Borel regular, entonces siempre todas nuestras funciones seran p
medibles para toda medida que estudiemos.

2.2. Medidas y dimensiéon de Hausdorft

Las medidas de Hausdorff son medidas que tienen sentido en un espacio métrico y
utilizan la métrica del espacio para estudiar su tamano. En R™ uno ya conoce a las
subvariedades diferenciables y como cada una de estas tiene asociada una medida de
volumen. Tomemos el ejemplo de curvas, superficies y solidos en R3. Conjuntisticamente
conviven estos objetos todos juntos en nuestro espacio. Pero geométricamente es claro
que son bien distintos. El plan de esta subseccién es definir las medidas de Hausdorff
y el concepto relacionado de dimensién de Hausdorff que “miden” los conjuntos en un
sentido analitico.

Definicién 2.2.1. Dados reales s € [0,00) y 0 > 0 definimos la medida de Hausdorff-s
a escala 0 de un conjunto F como:

HE(E) = Infp w; ZFGF(diaglF>S (2'1)

donde F' es un cubrimiento numerable de E tal que diam(F') < ¢ para todo conjunto
en F'e F.

Notamos que si achicamos ¢ habran menos posibles cubrimientos. Esto implica que
H;(E) serd creciente respecto a 0 — 0. Esto permite introducir la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. Para 0 < s denotamos

Ho(E) = lim H(E). (2.2)

§—0

Se verifica que cada H* es una medida Borel regular.

En la ecuacién (2.1) introducimos la constante wy como una normalizacién de la
medida. Si I' es la funcién gamma de Euler definida por la expresién

['(2) :/ xFe "dx,
0
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entonces la constante w, puede expresarse con la féormula

7Ts/2

ws = 3 Erl)
Nosotros usaremos las medidas de Hausdorff con exponentes enteros y ahi la normali-
zacion es para que coincida con la medida de Lebesgue.

Las medidas de Hausdorff son de Borel por un criterio de Carateodory que afirma
que una medida exterior en R", 1 es de Borel si y solo si para toda pareja de conjuntos
E'y F con dist(E, F') > 0 tenemos que

W(EUF) = p(E) + p(F).

Notamos que si s < t y H*(F) < oo entonces H'(F) = 0. Esto es equivalente a que si
H'(E) > 0 entonces H*(E) = oo. Se puede pensar al afirmar que un objeto mide finito
para algin exponente como que la medida de exponente s lo estd viendo. En esa linea,
al interpretar el significado de que un objeto mida cero lo podemos pensar como que
la medida no lo ve o que es muy pequeno para ésta. Por tltimo, la cuestion de que un
objeto mida infinito significard que el objeto que estamos observando es muy grande
para poder ser medido adecuadamente por la medida de ese exponente.

Hacemos una comparacién bruta y superficial para darle un poco mas intuicién
a la relacion entre los exponentes y si la medida es cero, positiva y finita o infinito.
Si uno esta interesado en medir una particula microscépica, una mano y un edificio,
las herramientas que debe usar seran claramente distintas. El edificio y la mano seran
inmensos si uno intenta utilizar la misma forma de medir que utiliza para la particula. A
la vez, la particula serd indetectable si uno utiliza la herramienta que tenia para medir
la mano o el edificio. Lo mismo sucede si uno intenta medir la mano con la herramienta
disponible para medir el edificio.

Luego, podemos definir la dimension de Hausdorff como

dim(E) = inf{s : #H*(F) = 0}. (2.3)

Todo lo descripto recién tiene sentido en un espacio métrico. Esta dimension se obtuvo a
través de usar precisamente como se adapta la métrica euclidea de R™ a nuestro objeto.
Esto suele dar lugar a la geometria fractal. Los conjuntos fractales son conjuntos que
su dimensién de Hausdorff no coincide con su dimensién topoldgica.

La dimension topoldgica o la dimensién de cubrimientos de Lebesgue se define a
través del estudio de sus cubrimientos por abiertos. Decimos que un cubrimiento por
abiertos D refina a un cubrimiento C si para abierto U en D esta contenido en un abierto
V de D. El orden de un cubrimiento es la mayor cantidad de abiertos con intersecciéon no
vacia. La dimension topolégica, denotada por dimy, es el menor entero n tal que todo
cubrimiento de abiertos de nuestro conjunto admite un refinamiento de orden como
mucho n + 1. Al hablar de la dimensién topoldgica de un conjunto en R™ pensamos que
esta dotado de la topologia de subespacio.
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En general se tiene que dimgy(E) > dimgp(E). Pero se puede dar la desigualdad
estricta en muchos casos. Muchos ejemplos tipicos de conjuntos fractales, estos conjuntos
donde se da la desigualdad estricta, exhiben autosimilaridad.

El conjunto mas conocido que presenta autosimilaridad es el de Cantor. Empezamos
con el intervalo I} = [0, 1] que seré el primer paso de la escala de la construccién. En
la segunda escala de la construccién tenemos I7 = [0, %] y 2 = [%, 1]. Si en la escala k
tenemos 2*~! intervalos I¥, en la escala k + 1 nos quedaremos de ese intervalo con los
subintervalos I5. y I5T! que estaran dados por la tercera parte de la izquierda y la

tercera parte de la derecha de IF. Luego C' = ;- Ufi;l IF.

W ==
Wl N1

— —

1 2 3 6 7 8
9 9 9 9 9 9

HH  HH HH HH

Figura 2.1: Conjunto de Cantor.

2.3. Propiedades de las medidas de Hausdorft

Recordamos primero la siguientes definiciones:

Definicién 2.3.1. Decimos que f: E C R" — R™ es una funcién Lipschitz si Vx,y €
E, existe una constante C' tal que

[f(x) = f(y)| < Cle —yl.

En general denotamos Lip(f) como el infimo de todas las constantes para las que se
satisface la desigualdad.
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Definicién 2.3.2. Decimos que M es una subvariedad C' de dimensién k de R™ si
existen abiertos U; C M para la topologia de subespacio y funciones ¢; : U; — RF tales

que

a) Los abiertos U; son un cubrimiento de M. Es decir | J,.y Ui = M.

b) ¢(U;) es un abierto de R* y ¢; es un homeomorfismo entre U; y o(U;).

¢) Si U;NU; # @ entonces p; 0 p; ' = ¢;(U; NU;) — ¢;(U; N U;) es una funcién C*.

Las siguiente lista contiene las propiedades mas relevantes que vamos a necesitar de
las medidas de Hausdorff. Por completitud las enumeramos a continuacién y haremos
la prueba de algunas de estas.

1.

10.

11.

Las medidas de Hausdorff son invariantes por traslacién. Ademas, vale la siguien-
te propiedad sobre el efecto de las dilataciones: si A > 0 entonces H*(A\E) =
NH(E).

Si E C R" dim(F) € [0,n]. También tenemos que H*(E) = oo si s < dim(FE).
Aunque si s = dim(F) entonces no podemos concluir nada de la medida H*(E),
es decir puede tomar cualquier valor en [0, co].

. HO(F) es la medida de contar.

Si E es una curva H! es la medida de longitud.

. Paral<k<n-—1sik &Ny FE esunasubvariedad C! de dimensién k entonces

HE(E) es la medida cldsica de volumen sobre la superficie.

Si B C R™ entonces H"(E) = L™(F), donde L™ es la medida de Lebesgue en R™.
Si E CR™y s> n entonces H*(E) = 0.

Si A es abierto en R™ entonces dim(A) = n.

Si s € [0,n] y E es un conjunto boreliano tal que H*(E) = oo, entonces existe K
un compacto con K C F tal que 0 < H*(K) < 0.

Sea f: EF CR” — R™ una funcién Lipschitz. Entonces tenemos
H(f(E)) < Lip(f)*H*(E).

En particular dim(f(£)) < dim(£). También podemos tener que si f es bi-
Lipschitz (un homeomorfismo donde la funcién y su inversa son Lipschitz) en-
tonces vale que dim(f(£)) = dim(E).

Las medidas de Hausdorff son invariantes por transformaciones ortogonales. Esto
es, para toda transformacién ortogonal O : R — R™ y todo conjunto A tenemos

que H*(OA) = H*(A).
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Proposicion 2.3.3. Sea H?® la medida de Hausdorff de exponente s definida en R™. Si
s > n entonces H* = 0.

Demostracion. Tomamos @ = (0,1)". Notemos primero que AM*H*(Q) = H*(AQ), que
converge a ‘H*(R") cuando A — oo entonces veremos que H*(Q)) = 0. Consideramos
una particién de @ en k™ cubitos de didmetro k=1/n:

2
s wsn®/

23

n—s

San(Q) < K X wi((2k) )

Haciendo k tender a oo tenemos que H*(Q) = 0. O
Proposicién 2.3.4. Si E C R", entonces dim(E) € [0,n] y H*(E) = oo si s < dim(E).

Demostracion. Por la proposicién anterior dim(FE) < n. Queremos ver entonces que si
H5(F) < oo para s € [0,n), entonces H'(E) = 0 para todo t > s. Si F' es un cubrimiento
numerable de E con conjuntos de didmetro menor que d entonces:

wesay (50) <5 () R (M5

Luego tomando infimo sobre los cubrimientos obtenemos

d —517/8 wi 0 —57/8
HA(E) < (2)H3(E) < ()= we(E).
Haciendo ¢ tender a cero tenemos que H!(E) = 0 como desedbamos. O

Proposicién 2.3.5. H° es la medida de contar.

Demostracion. Si x € R" y § > 0 entonces HI({z}) = 1 y luego H°({z}) = 1. Como
H° es una medida de Borel, si E es finito o contable entonces

HOUE) =) H({z}) = #(E).

zelE

Si E es infinito entonces existe F' C E numerable. Luego H°(E) > H(F) = co. O
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Proposicién 2.3.6. Si E C R" con H: (F) = 0, entonces H*(E) = 0. Aqui por H?,
denotamos el contenido de Hausdorff cuya definicion es la misma que las medidas H;
salvo que le quitamos las restricciones del diametro de los conjuntos.

Demostracién. Si s =0 lo que hicimos antes nos dio también que HY_({z}) = 0. Luego
si H2 (E) = 0 entonces debe suceder E = & por monotonfa.
Si s > 0, dado € > 0 consideramos un cubrimiento F' tal que

we Y (M> <H(E)+e=c.

2
FeF

En particular debemos tener (diar;(p))s < ¢/ws para todo F' € F'. Esto implica que
. 251/3

Como todos los conjuntos de F' cumplen esta desigualdad entonces debemos tener
’Hj(s)(E) < g, ya que F era una familia valida entre las que tomamos el infimo de la
definicién. Como d(e) tiende a cero cuando ¢ tiende a cero, tenemos que H*(E) =0. O

Proposicién 2.3.7. Sea f: E CR" — R™ una funcion Lipschitz. Entonces tenemos
Ho(f(E)) < Lip(f)*H*(E). En particular dim(f(F)) < dim(E). También podemos
tener que si f es bi-Lipschitz (un homeomorfismo donde la funcién y su inversa son
Lipschitz) entonces vale que dim(f(£)) = dim(E).

Demostracion. Sabemos que tenemos diam(f(F')) < Lip(f)diam(F'). La cota en medida
sale de la observacion de que si F' es una familia que sirve para el computo de Hj(E)
entonces la familia F dada por f(F) : F € F nos sirve como competidor para el
cémputo de Hi; r5(f(E)). Los didmetros de los conjuntos de la familia F son a lo
sumo Lip(f)d por la observacién que hicimos antes. Son un cubrimiento ya que F
era un cubrimiento de E. Como F' podia ser cualquier cubrimiento entonces de las
desigualdades

Mo 1) < 0 3 (PIED) < wipirya 3 (500

FeF FeF

tenemos que Hy, 5 (f(E)) < Lip(f)*H5(E). Haciendo 6 — 0" tenemos la desigualdad
deseada.

Esto implicard que dim(f(F)) < dim(E): Si s < dim(FE), entonces H*(E) = 0y
luego H*(f(FE)) = 0. Esto nos dice que s < dim(f(F)). Como vale la desigualdad para
todo s < dim(F), entonces dim(f(F)) < dim(E).

Si f es bi-Lipschitz entonces por el mismo argumento tenemos la desigualdad para
el otro lado, entonces dim(f(F)) = dim(E). O
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2.4. Convergencia débil de Medidas de Radon

Nos interesara en general tener una nociéon de convergencia de medidas de Radon .
Una motivacion posible orientada al estudio de tangentes podria ser la siguiente: supon-
gamos que tenemos un conjunto £ que pensaremos como una superficie d-dimensional
y una medida concentrada en él (i.e. u(R™\ E) = 0). Si se prefiere podria pensarse
p = H4| g para un conjunto de medida H¢ o-finita.

Dada una medida p, definimos

par(A) = p(r(A+a))

Si dejamos quieto a y vamos haciendo r tender a 0 iremos viendo la estructura local
del conjunto. Decimos que v es una medida tangente a p en a si existe una sucesion
decreciente de reales r; y una sucesion de reales positivos ¢; tales que c;f,,», converge
débilmente (explicaremos la convergencia en breve) a v. Los ¢; son simplemente una
normalizacion. Esta v captura comportamiento de la medida p cerca del punto a.

Cuando p = H4|g, si definimos T,,(A) = A;“, entonces fi,, = Hd]TW(E). Luego
estamos “haciendo zoom” en el punto a sobre el conjunto E desde el punto de vista de
la medida.

Si conseguimos una v que sea una medida tangente en a, esto podria darnos infor-

macién sobre existencia de tangentes respecto al conjunto E.

Definicién 2.4.1. Dada una sucesion de medidas de Radon py y una medida p decimos
que pr — i o que g converge débilmente a p si

lim fduw, = fdu (2.4)
k—oo Rn Rn
para toda f € C.(R") (funciones continuas de soporte compacto en R").

Incluimos en el siguiente lema algunas equivalencias al respecto.

Lema 2.4.2. En general se tiene que son equivalentes:

1. lim fdu, = fdu para toda f € C.(R™) para toda f € C.(R™).

k—o0 R® R™

2. limsup px(K) < K para todo K compacto y u(U) < liminfy o pr(U) para todo
k—o0

U abierto.

3. lim pg(B) = u(B) para todo B boreliano acotado con u(0B) = 0.

k—00

Vamos a necesitar un criterio de compacidad de medidas de Radon respecto a la
convergencia débil.

Teorema 2.4.3. Si p es una sucesion de medidas de Radon en R™ que satisfacen
para todo compacto K la acotacion uniforme supy up(K) < oo, entonces existe una
subsucesion py.,; de medidas que converge débil a una medida p de Radon.

La demostracién de los ultimos dos resultados se puede encontrar en [EG15].
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2.5. Densidades

Sea s un real no negativo A C R" y a € R". Definimos las s-densidades superior e
inferior como: (AN
S(AN
©*(A,a) = limsup ( (a, T)),
r—0 ws<2r>s

©;(A, a) = liminf H(AN Bla,r))

r—0 wg(2r)* ’

Si coinciden las densidades su valor se llama la s-densidad y se denota
O°%(A,a) = 0" (A,a) = O5(A, a). (2.5)
Lema 2.5.1. Sea A CR" y H*(A) < co. Entonces vales las siguientes propiedades:
1. 275 < ©*(A,x) <1 para H® casi todo z € A.
2. Si A es H® medible, entonces ©*°(A,x) =0 para H® casi todo v € R™\ A.

El lema recién enunciado es conocido en el area. Referimos al lector a cualquier
libro de Teoria Geométrica de la Medida. Por ejemplo al capitulo 6 de [Mat95]. La
estrategia de la demostracion utiliza para pasar de cotas locales a cotas en medida un
lema de cubrimiento de Vitali. El lector familiarizado con la demostracién del teorema
de diferenciacién de Lebesgue recordara que se utiliza un lema de cubrimientos en
su demostracién. En la tdltima, uno tiene cotas sobre el comportamiento de la funcion
maximal que se traducen en cotas de integrales sobre bolas no necesariamente disjuntas.
La forma de “disjuntarlas” es via un lema de cubrimientos. Los lemas de cubrimientos
aparecen de la misma manera aca.

Corolario 2.5.2. Sean A y B conjuntos H*® medibles en R", con B C A y H*(A) < o0.
Entonces para H® casi todo x € B, vale que

0™ (A, x) = ©"(B, 1) Yy O;(A,z) = ©](B, x).

Demostracion. Sale de aplicar el segundo item del Lema 2.5.1 a A\ B. O
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Capitulo 3

Conjuntos cerrados y algunas
nociones de convergencia

En este capitulo estudiaremos sobre nociones de convergencia de conjuntos cerra-
dos. Una referencia posible es [Bee93] que usaremos para la demostracién de la primera
proposicion. La mayoria de los resultados incluidos en este capitulo son demostraciones
originales y por lo tanto no seguimos detalladamente ninguna referencia clasica. Tam-
bién estudiaremos ciertos resultados relacionados a la Grasmanniana, algunos de los
cuales pueden encontrarse en [Karl7).

3.1. Topologia Attouch-Wets y distancia de Haus-
dorff

En esta seccion lo que nos interesara es desarrollar una nocion de convergencia de
conjuntos cerrados. El ejemplo que daremos serd esencialmente el mismo que el que
dimos para medidas pero acd tendrd un sabor distinto. Recordamos T, ,(r) = **.
Si tomamos T, ,(E), esto es hacer zoom en el conjunto E en el punto a y centrarlo
en el origen. Cuando achicamos r estaremos viendo como se ve el conjunto a escalas
mas pequenas. Si elegimos \,, una sucesién decreciente que converge a cero, si T, 5, (F)
converge en algin sentido a algin conjunto cuando n tiende a oo entonces ese conjunto
puede darnos informacién sobre la estructura del conjunto original.

Si esta sucesién de conjuntos cerrados convergiese en algiin sentido a algiin conjunto
cerrado entonces ese conjunto capturaria el comportamiento local cerca de ese punto.
Este procedimiento de Blowup claramente es de interés porque nos interesara estudiar
cuando podemos conseguir un espacio tangente y cuando no.

La topologia de Attouch-Wets saldra de emparejar conjuntos con sus funciones de
distancia.

Dado un espacio métrico completo (X,d) a cada conjunto cerrado A le podemos
asociar su funcién de distancia d(z, A) := dist(x, A).
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Proposicion 3.1.1. Sea A,, una familia de conjuntos cerrados de un espacio métrico
completo (X, d). Consideramos la familia de funciones f, = dist(., A,,). Si f, converge
uniformemente sobre conjuntos acotados a una funcion f entonces existe un conjunto

cerrado A tal que f(x) = d(z, A).

La topologia de Attouch-Wets se obtiene al declarar que si sucede lo recién descripto
entonces A, converge a A. Es decir si CL(X) son los conjuntos cerrados de X, la
topologia que le daremos sera la de subespacio de C'(X) mediante la identificacién recién
descripta. Notar que este espacio es un espacio métrico con la métrica dy definida como

dU<f79)=Z2‘imin{1, sup |f<:v)—g(l°)|}- (3.1)

d(z,z0)<t

Aqui zy es un punto fijo arbitrario en X y todas las métricas obtenidas a partir de
distintas elecciones de xq resultan equivalentes.

La proposicién muestra que el espacio de nuestro interés es cerrado. Luego por ser
un subespacio cerrado del espacio de funciones continuas sobre X, que es un espacio
métrico completo, el espacio C'L(X) serd un espacio métrico completo.

Demostracion. Definimos A = {x : f(x) = 0}. Sabemos que es cerrado porque f es
continua. Queremos ver que f(z) = d(z, A). Afirmo que si veo que d(z, A) < f(x) para
todo x entonces tendré que f(x) = d(z, A).

Supongamos que tengo xy con d(zg, A) = f(x¢) — €. Luego existe a € A tal que
d(xo,a) < d(wo, A) + 5. Existe n tal que
€

5 v @) —do Al <

| f(z0) — d(20, An)| < 3

Como f(a) = 0, tenemos que
2
fwo) < d(xo, A) + 5 < d(w,a) +d(a, A,) + 5 < d(z,0) + fla) + T < d(a, A) +e,

lo cual es un absurdo. Esto concluye la afirmacion que hicimos. Luego basta con de-
mostrar que d(z, A) < f(x).

Fijamos 2y en X con f(xy) = a. Luego queremos ver que d(zg, A) < f(xq). Dado
e > (0 veremos que d(zg, A) < a+2¢. Como f,, converge uniformemente sobre compactos
entonces sobre By a.(7) convergerdn uniformemente a f. Luego alli f,, son uniforme-
mente de Cauchy y podemos considerar f,, tales que si x € E(ng(mo) y M, N > ny
entonces

|fu(z) = fa(z)] <277 e
De lo anterior tenemos -

d(l’o, Ano) < d(Io, AN) + 5
y tomandole limite nos queda que

(w0, Any) < flao) + 5 =+

DO ™
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concluimos entonces que d(xg, A,,) < d(zg, Ap,) < @ + €.

Construiremos una sucesién que cumple que si k > 1, entonces x, € A,, y comienza
para k = 0 con el zy que elegimos. Esta sucesion convergera a un elemento w de A que
cumplird d(w, xy) < o + %5. Fijado z, € A, tal que

k
d(zp, x0) < o+ € (1+Zzi> <o+ 2,

1=2

elegiremos xy.1 € A tal que d(xy, 1p41) < 2% e, Esto se puede hacer porque como

- MNEk4+1
T € Baioe(o) entonces

d<x’€7 Ank+1) = fnk+1 (xk) - fnk (xk?> < 2_k_15'

Esto implica nuevamente que

k
d(xpy1,20) < a+e (1 + ZQZ> )

=2

y podemos proceder la construccién por induccion.

Como d(xy, zrpy1) < 27%le entonces esta sucesiéon es de Cauchy en un espacio
métrico completo y luego converge. Llamamos w al elemento al que converge. Tomandole
limite a la cota de distancia tenemos que d(zg, w) < a + 2¢. Luego,

f(w) = lim f, (w) = lim d(x, A,,) =0,
k—o00 k—o0

donde en el antetltimo paso usamos que la sucesion converge junto a que las distancias

convergen uniformemente sobre la bola cerrada que estamos observando. Esto implica

que w € A y luego tenemos la cota deseada. O

En general la usaremos en R™ donde la convergencia uniforme sobre acotados sera
uniforme sobre compactos. Esta nocién de convergencia es una version local de la conver-
gencia dada por la distancia de Hausdorff. Por eso nos referiremos a esta convergencia
como que que convergen en sentido local de Hausdorff. En la bibliografia puede ser
encontrado como que convergen en la topologia de Attouch-Wets.

Lo que nos sera 1til sera el siguiente resultado de compacidad.

Lema 3.1.2. Dados E; una sucesion de cerrados en R™ con

liminf d(0, E;) < oo,

1— 00

existe una subsucesion E;, tal que convergen en sentido local de Hausdorff a un conjunto
cerrado E no vacio en R™.
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La condicién
liminf d(0, E;) < o0
1— 00
evita el contraejemplo molesto en el que los conjuntos “se escapan al co”. Si tomamos
un conjunto compacto A y definimos los conjuntos A; = A+4v; donde v; es una sucesién
de vectores en R" con |v;| — oo, entonces “A; — @” en sentido local de Hausdorft.

Demostracion. Consideramos las funciones de distancia f;(x) = d(z, E;). La condicién
de que
liminf d(0, E;) < oo
1—00
nos permite quedarnos con una subsucesién para la que f;(0) esta uniformemente aco-
tado. Supongamos que estamos en tal subsucesion (solo requiere renombrar los indices).
Llamamos M a la cota uniforme para f;(0). Por desigualdad triangular tenemos que

fi(z) < fi(0) + [z < M + [z,

Sabemos que las funciones f; son Lipschitz de constante 1 y luego son uniformemente
equicontinuas. Si las restringimos a una bola B,.(0) allf estaran uniformemente acotadas
por M + r. Construiremos la subsucesion mediante un argumento diagonal y el uso del
teorema de Arzela Ascoli.

Llamamos f? a la sucesién f;. Por el teorema de Arzeld Ascoli existe una subsucesion
fi de f2 tal que f} converge uniformemente sobre la bola B;(0). Dada la subsucesién
ff que converge uniformemente en Ej(()) definimos ff 1 como una subsucesién de la
anterior que converge uniformemente en B, (0). Luego consideramos la subsucesién de
fi definida por f;, = f¥. Esta sucesién converge uniformemente sobre Ej((]) para todo
7, ya que si restringimos { f;, }ren a k > j esta es una subsucesion de f/. Asi concluimos
que f;, converge uniformemente sobre compactos y luego por la proposicién anterior es
la funcién de distancia a un conjunto cerrado E. Este conjunto E es el buscado. O

Proposicion 3.1.3. Sea E; una sucesion de cerrados no vacios en R™ que converge en
sentido local de Hausdorff a E. Ezxiste un compacto K tal que EN K = & si y solo si
K interseca a finitos E;.

Demostracion. Si E N K = @ entonces f = d(., E) debe ser estrictamente positiva
sobre K. Como K es compacto y f es continua, entonces alcanza un minimo sobre K.
Si llamamos m a ese minimo entonces tendremos f(z) > m > 0 para todo = € K.
Como f; = d(., E;) converge uniformemente sobre K a f entonces existe N tal que si
i > N, fi(z) > % > 0 para todo x € K. Luego para todo i > N E; no interseca a K.
Si tenemos una sucesién i tal que E; N K # & entonces existe una sucesiéon de
puntos z, € E; N K. Como K es compacto entonces existe una subsucesion z; que
converge a un punto x en K. Como f es continua, f(ry;) converge a f(x). Al tener
ademas que fik]- converge uniformemente sobre K tenemos entones que 0 = fik]_ (7x;)

converge a f(z). Luego f(x) =0y de ahi que z € EN K. O
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Corolario 3.1.4. Sea E; es una sucesion de conjuntos cerrados en R™ tal que todos
intersecan a un compacto K. Entonces existe una subsucesion E; de conjuntos que
converge a un conjunto E tal que interseca a un compacto K.

Demostracion. Basta utilizar las dos proposiciones anteriores. La condicion nos dice
que
d(0, E;) < méx{|z|: z € K},

de manera que satisfacen las hipotesis de la primera proposiciéon. Eso nos deja tomar
una subsucesion que converja. Esa subsucesion tiene interseccion no vacia con K por la
proposicion anterior. O

Proposicién 3.1.5. Si A;, B; son familias de cerrados que convergen a cerrados A y
B en sentido local de Hausdorff entonces:

1. A; U Bj converge en sentido local de Hausdorff AU B.
2. Si A; C Bj, entonces A C B.

Demostracion. El primer item sale de notar que la funcién de distancia de la unién de
dos conjuntos es el minimo de las funciones de distancia. Si a;, a, b;, b son las funciones
de distancia para A;, A, B;, B tenemos entonces que la funcién de distancia para A;UB;
es min{a;, b; }, la funcién de distancia para AU B es min{a, b}.

Como a; — a y b; — b uniformemente sobre compactos entonces min{a;,b;} —
min{a, b} uniformemente sobre compactos.

El segundo item se debe a que la condicién de contencién implica a; > b; y luego
a >b. Como a > b entonces si a = 0 tenemos que b = 0, esto implica que A C B.

O

Definicién 3.1.6. Dados dos conjuntos A y B la distancia de Hausdorff entre A y B

se define como
dy (A, B) = sup |dist(z, A) — dist(z, B)|.
reR™
Una sucesion F; de conjuntos cerrados converge en la distancia de Hausdorft a un
conjunto cerrado £ si y solo si las funciones de distancia asociadas a E; convergen
uniformemente a la funciéon de distancia asociada a F.

Proposicién 3.1.7. Si E y F' son dos conjuntos cerrados contenidos en un cerrado A

entonces
dy(E, F) = sup |dist(z, E) — dist(z, F)|
€A

En particular se puede tomar A = F' U F' que es el cerrado més pequeno en el que
pase eso.

Si A es compacto, entonces la proposicién dice que la distancia de Hausdorff se
puede computar localmente (recordar que en la definicién de la distancia de Hausdorff
permitimos que z este en R™ al tomar supremo).
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Demostracion. Sea dg = dist(., E), dp = dist(., F'). Sea
a = sup |dist(z, E) — dist(x, F)|.

€A

Como FE es cerrado podemos tomar z € E tal que |p—x| = dg(p). Tenemos entonces
que dg(x) = Oy de ahi que dp(z) < «;. Como F es cerrado esto significa que existe
y € F tal que |z — y| < a.. Entonces por desigualdad triangular

de(p) <|lp—yl <|lp—x|+|v -yl < delp) +a

Lo que acabamos de demostrar era simétrico en ambos conjuntos, es decir, si inter-
cambiamos los roles de E y F obtenemos dg(p) < dp(p) + . Esto demuestra que
|dg(p) — dr(p)| < a para todo p. Entonces

dy(E, F) < sup |dist(z, E) — dist(z, F)]|.

T€EA

La otra desigualdad es trivialmente valida porque el primero es un supremo sobre un
conjunto mas grande. O

Definicién 3.1.8. Dados dos conjuntos cerrados no vacios F y F' definimos

excess(E, F) == supd(z, F).
el

Corolario 3.1.9. Dados dos conjuntos cerrados EE y F' no vacios vale que
dy(E, F) = méx{excess(F, I), excess(F, E) }

Demostracion. Usamos la Proposicion 3.1.7 con A = E U F. Entonces al computar el
supremo tenemos que considerar dos casos x € Eyx € F. Six € F:
sup |d(z, E) — d(z, F)| = supd(z, F) = excess(E, F).

zeE

zelk
En el otro caso el supremo nos da excess(F, F'). De aqui se concluye la formula. O

Lema 3.1.10. St E; C K es una familia de cerrados en R™ contenidos en un compacto
K, entonces E; — E en sentido local de Hausdorff si y solo si dist(., E;) — dist(., E)
uniformemente sobre K. Esto es equivalente a que E; — E en la distancia de Hausdorff.

Demostracion. Llamamos d; = dist(., £}), d = dist(., E). Si E; — E en sentido local
de Hausdorff entonces d; — d uniformemente sobre compactos. Sean

a; = sup |dist(z, E) — dist(z, E;)|.
reK

La condicion de que d; converja a d uniformemente sobre K se traduce a que o; — 0.

Por la Proposicién 3.1.7 tenemos que dy(E, E;) = «; ya que todos los conjuntos
estdn contenidos en K. Como «; — 0 entonces los conjuntos E; convergen en la dis-
tancia de Hausdorff a E' y luego sus funciones de distancia convergen uniformemente.

En particular convergen uniformemente sobre compactos y luego F; — E en el sentido
local de Hausdorff. O
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sup inf d(z,y)

reX YEY

Sup inf d
sup inf (z,y)

Figura 3.1: Wikipedia Hausdorff Distance.

Ejemplo 3.1.11. En la Figura 3.1 vemos marcadas dos parejas de puntos donde se
alcanzan ambos excess.

Lema 3.1.12. Sea A un conjunto compacto. Si tenemos transformaciones afines T,
que convergen a T afin entonces T, A converge a T'A en la distancia de Hausdorff. Con
la convergencia de transformaciones afines nos referimos a que si T,,(x) = S,(x) + v,
y T(x) = S(z) +v con S, — S transformaciones lineales inversibles en norma de
operador y v, — v vectores en norma.

Demostracion. La observacién que utilizaremos es que se puede acotar la distancia de
Hausdorff utilizando que T, (x) esta uniformemente cerca de T'(z) en n y x € A. Més
precisamente tenemos que

d(To(x), T(x)) = d(Sp()+vn, S(2)+v) < [Sn(2)=5(2)[+]vn—v] < |[Sn =S| |2|+]vn—0].
Si definimos o = sup{||z|| : € A} entonces podemos pasar de la acotacién anterior a

excess(T, A, TA) < supd(T,(z), T(x)) < ||S, — S|la + |vn — v].

€A

De la misma forma excess(T'A, T,,A) < ||.S,, — S||a+ |v, —v|. Podemos entonces concluir
dy(T, A, TA) <|S, — S|la+ |v, —v|. Como lo ultimo tiende a cero cuando n tiende a
infinito entonces T, A converge a T'A en la distancia de Hausdorff. m

La demostracion anterior se puede adaptar para demostrar que si A es cerrado y
T,, — T transformaciones afines, entonces T,,A — T A en sentido local de Hausdorff.
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Podemos deducir del lema anterior dos corolarios inmediatos.

io 3.1.13. Si x,, son puntos en ue convergen a x, T, son reales positivos
Corolario 3.1.13. Si z,, t R , T [ t
que convergen a un real positivo r, entonces B(x,,r,) — B(z,r) en la distancia de
Hausdorff.

Como nosotros estudiaremos las esferas también no sera 1util este corolario.

Corolario 3.1.14. Si x,, son puntos en R"™ que convergen a x, r, son reales positivos
que convergen a un real positivo r, entonces OB(xy,1,) — 0B(x,1) en la distancia de

Hausdorff.

Proposicién 3.1.15. Si E;, E son cerrados tales que E; — E en sentido local de
Hausdorff entonces diam(E) < liminf diam(E};). Si estdn contenidos todos adentro de
un compacto K entonces diam(E) = lim diam(E}).

Podemos observar que la hipdtesis de que estén contenidos en un compacto es ne-
cesaria ya que si £} ={0}U{j} v £ = {0} entonces E; — E en sentido local de
Hausdorff. Como diam(E;) = j, entonces lim diam(E;) = oo y diam(E) = 0.

Demostracion. Si tenemos z e y en F sabemos que existe x; — x, y; — y con x;,y; €
E;. Luego,
|z —y| < liminf diam(E;).

Entonces vale que
diam(F) < liminf diam(E}).

Tomamos z; y y; en Ej tales que |z; — y;| = diam(E;). Tomando una subsucesion jj
podemos conseguir que

lim |z, — y;,| = limsup diam(E}).

Luego tomando otra subsucesiéon y renombrando podemos conseguir que z;, y y;, con-
verjan a x e y. Tenemos que x e y estan ambos en F ya que

dist(z, E;,) < |z —z;,| =0
(y andlogamente para y). Luego

|z —y| > limsup |z;, — y;,| = limsup diam(E}).
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A continuacién incluimos un lema que en algiin sentido nos dice que los soportes de
las medidas tienen cierta propiedad de “semicontinuidad inferior”.

Lema 3.1.16. Sean E;, E son cerrados tales que E; — E en sentido local de Hausdorff.
Sean p; medidas de Radon con supp(u;) C E;. Si la sucesion de medidas fi; converge
débilmente a p entonces supp(p) C E.

Podemos ser atin més precisos con a que nos referimos al decir que esta propiedad
refiere a una especie de semicontinuidad inferior. Por un lado, el lema esta diciendo que
las cotas superiores, en un sentido de contencién de conjuntos, “pasan al limite”. Por
el otro lado, si tenemos supp(p;,) — F entonces supp(p) € F. Esto tltimo implica
que supp(u) es un cerrado que esta contenido en la intersecciéon de todos los limites de
subsucesiones de soportes.

Demostracion. Sabemos que dado un abierto U, u(U) < liminf; . u;(U). Sea
. 1
Up = {m e R" : dist(z, E) > =y |z] < R} .
i

Entonces es un abierto de clausura compacta. Como su clausura no interseca a F,
entonces intersecard a finitos F; por el Lema 3.1.2. Luego si j es lo suficientemente
grande 11;(Ug) = 0 ya que el abierto no interseca al soporte de p;. Haciendo R tender a
infinito en los naturales y ¢ tender a cero tenemos p(R"\ E) = 0. Como E es cerrado,
el soporte de la medida debe estar en E. O

: d
3.2. Los coeficientes [

Definicién 3.2.1. Dado un conjunto E definimos los coeficientes (., d-dimensionales

CcOmao: )
< plx,r) == inf sup dist(y, P). (3.2)
’ T P plano de dimensién d EQW
PNB(z,r)#0 ye ;

Mas tarde obviaremos la dimension d en la notacién y trabajaremos con d =n — 1
porque estaremos interesados en estudiar el comportamiento de hipersuperficies.

Llamamos Gr(d,n) a la variedad Grasmanniana de planos de dimensién d que pasan
por el origen en R™. Esto es una variedad diferenciable de dimensién d(n — d). Lo
podemos ver como un espacio métrico de dos formas equivalentes.

Dados dos planos P; y P, que pasan por el origen se puede tomar:

1. La distancia de Hausdorff al restringirlos a la bola unitaria, esto es

dy <P1 N B(0,1), P, N B(O, 1)) .

2. Si consideramos 7 y 7y las proyecciones ortogonales en P; y P, entonces la dis-
tancia serd ||m; — mo|| donde la norma es la de operadores lineales.
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Ambas definiciones tienen sentido. Las dos resultan definir la misma distancia como
veremos en la siguiente Proposicion:

Proposiciéon 3.2.2. Las distancias coinciden y el espacio métrico que se obtiene al
equipar a la Grasmanniana con esta distancia es compacto. En R? si el dngulo euclideo
entre dos rectas es 0, entonces la distancia que describimos serd cos 6.

Si tomamos Pi- y P3- sus complementos ortogonales, que son elementos de Gr(n —
d,n), la distancia entre P, y Py en Gr(d,n) coincide con la distancia entre Pi- y Ps- en
Gr(n —d,n). En particular se puede entender el dngulo entre hiperplanos via el dngulo
entre sus rectas normales.

Demostracion. Empezamos viendo que el espacio métrico determinado por equipar a
la Grasmanniana con la primera distancia es compacto. Consideremos el conjunto

A={zeR" 241 =...=2, =0y |Jz]| < 1}

y notemos tres hechos: este conjunto es compacto, para cada plano P existe una trans-
formacion ortogonal Op tal que Op(A) = P N B(0,1) y ademés el conjunto de las
matrices ortogonales son un espacio métrico compacto con la norma de operador. Esto
se puede ver de la siguiente forma: si miramos a las transformaciones lineales de R™ en
R™ en R™ la norma de operador es una norma en R™. Todas las normas son equiva-
lentes en R™ y sus bolas son compactas. Las matrices ortogonales se caracterizan por
cumplir O'O = Id. Como esta condicién es estable por limites entonces las matrices
ortogonales son un subespacio cerrado de la bola unitaria de las matrices con la norma
de operador y luego un subespacio métrico compacto.

Si tenemos una sucesion de d-planos P,, utilizando la compacidad del espacio de las
transformaciones ortogonales podemos conseguir una subsucesion B, tal que las Op,
asociadas converjan a una transformacién ortogonal O. Por el Lema 3.1.12 tenemos que
Op, A — OA en la distancia de Hausdorff. El plano que corresponde a extender OA
es entonces un limite de la subsucesién de planos P, .

Sea K = (P,UP,) N B(0,1). Por la Proposicién 3.1.7 podemos computar la primera
distancia utilizando sélo al conjunto K. Esto significa que sélo usamos a elementos en

(PLUPy) N B(0,1)

Dado un punto z, mi(x) es el punto més cercano de x a P; y ma(x) es el punto
mas cercano de x a P,. Entonces si x € K sabemos que x € P ox € P,. Si x € P,
m1(x) = z. Esto implica que

|z = m(2)] = |z = ma(z)] = |m(2) = mo(z)] < flm — 7.

Anélogamente si x € P;. Esto implica directamente que

dy (P1 N B(0,1), P, N B(0, 1)) < |l — .

Nos queda entonces demostrar que es cierta la desigualdad opuesta. Sabemos que la
proyeccién ortogonal a Pi- es I — m; y la proyeccién ortogonal a Py~ es [ — my. Luego

(I —m)— (I —my) =my — 7y,
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lo que implica que
(I =m) = (I =m)| = [lm —ml|.

Esto implica que las distancias dadas por la segunda definicién coinciden entre Py y Py
que entre P{* y P;-. Consideremos ahora

p1 = excess (P1 N B(0,1), P, N B(0, 1))
= sup dist(x, N B(0,1))

zeP1NB(0,1)
= sup dist(x, Ps).

z€eP1NB(0,1)

Es decir p; es la mayor distancia posible entre un punto de P, N B(0,1) a P,. Anélo-

gamente py := excess (Pg N B(0,1), P, N B(0, 1)) y de la misma forma psy es la mayor

distancia posible entre un punto de P, N B(0,1) a P;.
Como max € PLN B(0,1) y I — m5 es la diferencia entre un punto y su proyeccién
entonces vale que

(I = mo)mi ()| < pr|mi(w)]. (3.3)
Anélogamente

(I = m)ma(z)| < polma(a)]. (3.4)
Tenemos entonces que

Im (I — mo)z]? = (m (I — mo)w, m (I — mo)x) = (m (I — mo)w, (I — mo)).

En el tltimo paso estamos usando que 71 (I — my)x es ortogonal a (I — mp)(I — my)x.
Como (I — my)? = (I — my) por ser proyector y ademds I — 7y es autoadjunto, entonces

(mi(I — mo)w, (I — mo)x) = (m (I — o), (I — mo)*x) = (I — mo)m1 (I — mo)x, (I — mo)),

donde en el dltimo paso usamos que es autoadjunto. Juntando la cadena de igualdades
tenemos que

T (I — mo)z|? = (I — mo)m(I — ma)x, (I —mo)x) < |(I — mo)mi (L — mo)x||(I — m2),
usando al final la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Ahora usando (3.3) tenemos que
m (1 = mo)z|* < prlmi (I — mo)||(I — m9)z].

Esto implica que
[mi (I = m)z| < pi|(1 — 72)|.
Ahora usando la descomposicién m — m = m (I — m2) — (I — m1)m2 tenemos que:
(my —ma)a? = |mi(I —mo)x|? + (I — m1)mal”
< P = mo)x|? + p3|mox|®
< max{p}, p3}|z*.
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Aqui estamos usando el teorema de Pitagoras en el primer paso via el hecho de que
m es un proyector ortogonal y en el dltimo paso via que m es un proyector ortogonal.
Esto concluye que

1 — mo|| < méx{p1, po} = du <P1 N B(0,1), PN B, 1)) .
Ahora, si Ly y Ly son rectas por el origen con angulo 6, queremos calcular

dy (me,mm).

Sabemos que el maximo de

eXCess <L1 N B(0,1), Ly N B(0, 1)>

se alcanza en 0B(0, 1). Si se alcanzase en # € 0B(0,7) con r < 1, al hacer una homotecia
que mande 0B(0,7) en 0B(0,1) se agranda la distancia dist(x, Ly). Ahora, en el caso
de que = € Ly N 9B(0,1), sabemos que dist(z, Ly) = cos 6 por trigonometria bésica.
Esto nos dice que

excess (Ll N B(0,1), Ly N B(0, 1)) = cos 6.

El resultado es analogo cambiando L, por Ls. Esto nos permite concluir como deseaba-
mos que

dy <L1 N B(0,1), L, N B(O, 1)) — cos 0.
O
La distancia en la Grasmanniana nos permite definir la siguiente nociéon de dngulo:

Definicién 3.2.3. Dados dos planos P, y P, denotamos con P;, Pj a los planos que
se obtienen por trasladar a P; y a P, para que pasen por el origen. El angulo entre P;
y P se define como:

/(P Py) = dy (Pl’ N B(0,1), P, N B(O0, 1))

Esto funciona bien como un angulo entre planos. Esta distancia es invariante por
la accién del grupo ortogonal. Es decir, si tomamos O una transformacién ortogonal,
entonces Z(OPy,OP,) = Z(Py, P»). Esto se debe a que al tomarles la distancia podemos
usar en realidad la norma de operador de los proyectores. Esto se debe a que si 7 es la
proyeccién ortogonal al plano P, entonces OrO™! es la proyeccién ortogonal al plano
O(P). Las transformaciones ortogonales no modifican norma de operador. Esto es una
coherencia que uno esperaria para una buena nocion de angulo.

Vimos como se pueden metrizar los planos que pasan por el origen. Ahora podemos
ver como metrizar los planos afines.
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Dado un plano afin P de dimensién d lo podemos pensar como (x, V') donde x € V
es la proyeccion ortogonal del origen sobre Py V' € G(d,n). La pareja (z, V') determina
univocamente al plano P. Sabemos por un lado que P = x 4+ V y por el otro, la
proyeccion ortogonal esta bien definida y después obtenemos V = P — z. Entonces el
espacio que tenemos sera

{(z,V):z e R",V € G(d,n),z L V}.
Una posible forma de metrizarlo es
d((21,W1), (22, V2)) = |21 — 22| + £(V1, V2). (3.5)
Sujeto a la restriccién obvia tenemos un resultado de compacidad.

Proposicién 3.2.4. Dada una sucesion de planos P; para los que

lim inf d(0, P;) < oo,

1—00
eziste una subsucesion P;, — P en la distancia d definida por (3.5).

Demostracion. Restringiéndonos a una subsucesién suponemos que d(0, F;) esta acota-
do en j: luego si los escribimos como (x;,V;) tenemos que |z;| = d(0, P;), entonces la
sucesion xz; esta acotada. Consideramos una subsucesion en la que xj, converja en nor-
ma y Vj, converja en angulo. Luego si x;, — x en normay V;, — V en angulo, entonces
(5., V;.) = (x,V) en la distancia (3.5). Sabemos que Z(Vj,, V) = Z(V;5, V1), lo que
implica que V]t — V1 en dngulo. Si x = 0, L V es trivialmente cierto. Si x # 0,
entonces z;, # 0 si k es lo suficientemente grande y luego z;, /|z;,| = x/|x| (donde esto
tiene sentido cuando se dejan de anular). Como

Sk e B0, 1) NV
|$jk|

y V;- N B(0,1) converge en la distancia de Hausdorff a V- N B(0,1) (ya que es la
definicién del dngulo), entonces

L evinBo,1).

||
O

Lema 3.2.5. Si P; es una sucesion de planos que converge en la distancia d definida
por (3.5) a un plano P, entonces P; — P en sentido local de Hausdorff.

Demostracion. Si convergen en la distancia d, entonces sabemos que

sup d(0, Pj) < oo
jeN
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ya que las proyecciones ortogonales del 0 en P; convergen a la proyeccion ortogonal del
0 en P. Sean Vj, V los planos P;, P trasladados al origen y u;, u las proyecciones orto-
gonales del origen en P;, P. Como la distancia es invariante por traslacién supondremos
que u = 0 trasladando a todos los planos por —u. Si demostramos que la proposicion
es cierta en esta situacion, habremos demostrado la proposicion.
Consideremos
r > supd(0, P).
jEN
Debemos ver que las funciones de distancia dist(z, P;) convergen uniformemente sobre

B(0,7) a dist(z, P). Sabemos que la distancia se alcanza en la proyeccién ortogonal.
Como B(0,r) interseca a todos los planos, entonces para todo z € B(0,r) la distancia
de z a P; es a lo sumo r. Luego el punto mas cercano de P; para x debe estar en
B(0,2r).

Ahora si cambiamos P; por Vj, la proyeccién ortogonal de z € B(0,7) en estos
planos serd desplazada por u;. Por desigualdad triangular tenemos entonces que

dist(e, V;) - dist(z, B})| < [u],

También podemos concluir juntando las observaciones de este parrafo y del parrafo
anterior que el punto més cercano de x a V; y a V esta en B(0,r) ya que u; € B(0,r).

Entonces sabemos que si x € B(0,7), vale:

|dist(x, Pj) — dist(z, P)| < |dist(x, P;) — dist(x, V})| + |dist(z, V) — dist(z, V)]
< Juy| +dn (vj N B(0,3r),V N B0, 3r)> .

En esta desigualdad usamos que P = V por pasar por el origen y la definicion de
la distancia de Hausdorff junto a que el punto mas cercano de z a V; y a V' esta en
B(0, 3r). Sabemos que |u;| — 0 ya que u; — 0 porque u = 0. Nos queda ver que

lfm dy (Vj N B(0,3r),V N B(0, 37")) =0.
J—00

Haciendo una homotecia en el origen, estamos preservando los planos V; y nos queda
que

dy (vj N B(0,3r),V N B0, 3r)) — 3rdy (vj N B(0,1), PN B(O, 1)) .

Como
lfm dy <Vj N B(0,1), P N B(0, 1)) —0,
j—o0
tenemos entonces que para todo r, dist(z, P;) converge uniformemente a dist(z, P)

sobre B(0, 1). Esto concluye como querfamos que P; — P en sentido local de Hausdorff
cuando P pasa por el origen y luego para todo P. O
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Proposicién 3.2.6. Se alcanza el % . Esto es, el infimo en la definicién es en realidad
un minimo.

Demostracion. Suponemos que x = 0y r = 1 por comodidad. Demostraremos entonces
que se alcanza el 8% ;(0,1). Consideramos P; tal que

sup  d(E,P;) < BL 5(0,1) +1/j.

2€ENB(0,1)
Usando la Proposicién 3.2.4 tenemos que existe P y una subsucesion P;, tal que P;, — P
en la distancia. Por el Lema 3.2.5 sabemos que P;, converge en sentido local de Hausdorff

a P. Luego Vo € EN B(0,1) tenemos que

dist(w, P) = lim dist(z, P;,) < limkinf( ¢ 5(0,1) +1/k) = BL (0,1).
—00 ’ ’

Como esto vale para todo x € FE, entonces el plano P alcanza el minimo para el
600,E- D

Lema 3.2.7. Si E,,, E son cerrados con E,, — E en sentido local de Hausdorff entonces

nlinc}o Bgo,En (Zﬂ, T) = go,E'<x7 T)'

Demostracion. Sin perdida de generalidad x = 0 y r = 1. Dado un plano P, considera-

mos el conjunto
P’ ={z:2 € B(0,1)yd(z, P) < d}.

Consideramos ¢ > 0 y un plano P tal que

sup |d(x, P)| < BL p(0.1) + <.

z€ENB(0,1)

Veremos que
limsup BL g (0,1) < BL (0,1) +&.

n—o0

Sea § = (% 5(0,1) +¢e. Si K = B(0,1) \ P?, este conjunto es compacto. Luego por
la Proposicion 3.1.3 tenemos que interseca a finitos F,. Esto es, existe ng tal que si
n > ng, entonces £, N K = &. Luego si n > ng, vale que @foﬂn(o,l) < 9, ya que

E, N B(0,1) C P°. Entonces

lfm sup 5;10,,5”(0, 1)< ﬁgo,E(o, 1) +e.

n—o0

Haciendo ¢ tender a cero tenemos que

lim sup ﬂgO’En(O, 1)< 550,15’(0» 1).

n—oo
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Tomamos ahora una subsucesién ny, tal que 8% En, (0,1) converge a

lim inf 5% 5 (0,1).

n—o0

Consideramos P, una sucesién de planos tales que

1
sSup |d(ZB, P”k)' < 550,]3% (07 1) +—.
2€En, NB(0,1) n

Podemos suponer que P,, converge en la distancia afin (3.5) renombrando apropia-
damente la sucesién. Entonces por el Lema 3.2.5 debe converger a un plano P, d-
dimensional en sentido local de Hausdorff.

Luego las funciones de distancia a P,, deben converger uniformemente sobre B(0, 1)
a la funcion de distancia a P. Queremos ver que la funcién de distancia a P estd acotada
por

liminf 8% 5 (0,1).
n—00 o
Dado x € EN B(0, 1), existe una sucesiéon z,, € E,, tal que x,, — x. Luego, tenemos
que
lim dist(z,, , P, ) = dist(z, P).

k—oo
Como 1
dist (2, Py) < B, (0,1) + z

entonces
dist(w, P) < lim inf Bk, (0,1).
—00 m

Como esto vale para todo x € EN B(0,1) entonces
’ n—oo n

Juntando las dos desigualdades tenemos la convergencia deseada. O]
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3.3. Abierto 2-sided corkscrew

En esta seccién presentaremos las ideas necesarias para entender la clase de objetos
con los que trabajaremos. Dado un abierto Q7 C R™, llamaremos 2~ := R" \ QF y

I:=00" .

Definicién 3.3.1. Decimos que Q7 es un abierto 2-sided c-corkscrew si cumple la
siguiente condicién: para todo x € I''y 0 < r < diam(Q") existen x;} x, tales que
Bz, er) C B(x,r) N QT y B(z, ,er) C B(x,r)NQ™.

Figura 3.2: 2-sided c-corkscrew [Bad10].

Esto dice que esta controlado cuanto pincha el borde. Si tuviese pedazos con forma
de aguja finita, entonces cerca del extremo la condiciéon no se satisfaceria. Remarcamos
que pedirle la condicion de que existan puntos situados de ambos lados significa que
el interior y el exterior de Q1 son cuantitativamente abiertos. No existirdn agujas ni
del lado de adentro ni del lado de afuera. En la Figura 3.3 tenemos dos ejemplos de
conjuntos que no son 2-sided c-corkscrew: en la figura de la izquierda tenemos una aguja
hacia afuera y en la figura de la derecha tenemos una aguja hacia adentro.

La ventaja que presentan estos conjuntos es que se comportan bien respecto a la
convergencia en sentido local de Hausdorff. La condicion de ser 2-sided c-corkscrew
nos dice en particular que I' = 9Q~. Si Q% no fuese un 2-sided c-corkscrew y fuese
simplemente un abierto entonces sigue siendo cierto 92~ C I', es decir, los puntos del
borde de Q= = R™ \ QF son puntos de 9QF. La afirmacién que utiliza la estructura de
un 2-sided c-corkscrew es que todos los puntos de I' estan en el borde de Q2.

El nombre corkscrew significa sacacorchos. La comparacién que uno le puede hacer
a estos conjuntos con los sacacorchos es que a lo largo del sacacorcho el metal esta
uniformemente separado.
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Q+

Figura 3.3: No-ejemplo de un 2-sided c-corkscrew [Bad10].

W

|

Figura 3.4: Un sacacorchos.

Ahora si x € I' tenemos que z, converge a x cuando r — 0 y entonces x € 9NQ™.
Esto nos dice que QF, Q= y I' son regiones disjuntas que parten a R" satisfaciendo
QtUQ " Ul'=R", ' =90Q" =90

Esto nos recuerda a la descomposicion de Jordan. Recordamos un poco sobre esto.
En R? o0 més atin en R™ podemos considerar I' la imagen de una funcién o : S"~! — R"
continua e inyectiva a R™. En R?, I se dice una curva de Jordan. M4s en general en R"
es un teorema conocido de topologia algebraica que el complemento de la imagen de una
esfera tiene dos componentes conexas. Si llamamos 27 a la componente conexa acotada
y 27 a la componente conexa no acotada, estos conjuntos son abiertos disjuntos de R”
cuyo borde es I'.

Atn si uno estuviese sélo interesado en estudiar curvas de Jordan, los 2-sided corks-
crew revelan mucha informacion sobre el comportamiento de las curvas de Jordan que
es utilizado fuertemente en la demostracién de la conjetura €2 de Carleson para curvas

de Jordan.
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Ejemplo 3.3.2. El copo de nieve de von Koch es un ejemplo del borde de un 2-sided
corkscrew. El proceso con el que se construye es reemplazar segmentos por un pinche.
Si tenemos el segmento entre (0,0) y (1,0) lo reemplazamos por la poligonal (0, 0),

(3,0), (3.3), (3,0), (1,0). Esto se puede realizar sobre cualquier segmento realizando

Figura 3.5: Transformacién generadora del proceso iterativo de la construccion del
Snowflake.

una transformacién afin que lleve el segmento entre (0,0) y (1,0) a un segmento entre
py q respetando la orientacion.

En el primer paso lo hacemos sobre los lados del triangulo. En el paso siguiente
repetimos el proceso de cambiar segmento por pinches. Siempre eligiendo la orientacion
antihoraria para que la poligonal quede hacia afuera. Como la construccién la hici-
mos mediante una transformacion afin, los pinches nuevos tienen siempre la mismas
relaciones de tamanos sobre el segmento en el que estan parados.

Como los pinches son siempre del mismo tamano relativo, entonces el abierto que se
encuentra en el interior de las curvas de la figura es un 2-sided c-corkscrew para todo
paso. La constante ¢ depende del tamano relativo del pinche que elegimos inicialmente.

Figura 3.6: Wikipedia Koch Snowflake
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El copo de nieve de von Koch se obtiene como el limite en sentido local de Hausdorff
de los conjuntos que se obtienen por iterar este proceso. Como veremos en el préximo
lema, la condicion de ser 2-sided c-corkscrew es estable por la convegencia local de
Hausdorff y luego la curva de von Koch es un 2-sided corkscrew.

La estabilidad respecto a la convergencia de Hausdorff de los 2-sided c-corkscrew
permitira familias de ejemplos fractales construidos manteniendo acotadas las relaciones
relativas de tamanos.

Ejemplo 3.3.3. El brocoli romanesco de la Figura 3.7 es un 2-sided c-corkscrew si uno
acota el tamano relativo de los pedazos al realizar un proceso iterativo como el que
hicimos para construir el copo de nieve de von Koch.

En estas construcciones uno puede también dejar partes en las que no continua
la construccién a ciertas escalas. Por ejemplo en la curva de von Koch, podriamos al
pasar de la primer escala a la segunda no continuar la construccién en el segmento
entre (3, 3), (2,0). Si esto lo hiciésemos repetidas veces en distintas escalas, tendrfamos
segmentos lisos en el limite. En estos segmentos lisos tendremos tangentes a la curva y
el coeficiente £(z) es finito alli. Este es un ejemplo en el que tenemos a la vez pedazos
con comportamiento como el de las curvas Lipschitz y pedazos con comportamiento

como el de una curva fractal como lo es la curva de von Koch.

Figura 3.7: Brécoli Romanesco.
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En la Figura 3.8 vemos juntos un ejemplo de una curva suave C*°, de una curva
Lipschitz y de una curva que es el borde de un 2-sided corkscrew (el snowflake que
mencionamos en el Ejemplo 3.3.2). Es ttil tener presente esta intuicién geométrica
sobre los objetos que trabajamos.

Curva Suave Curva Lipschitz 2 — sided Corkscrew

Figura 3.8: Comparacién de posibles regularidades de una curva [Bad10].

Veremos ahora un lema de convergencia sobre abiertos 2-sided corkscrew.

Lema 3.3.4. Sea Q;r una sucesion de abiertos 2-sided c-corkscrew. Denotaremos a
I = QF su borde y Q7 = R"\ QF. Suponemos que inf diam(Q2]) >0y0ely V.
Supongamos que existen conjuntos cerrados G, G~ y Gy tales que Qjﬁ — G* y que
I'; = Gy en sentido local de Hausdorff. Entonces:

1. Se cumple que GT UG~ =R", Gt NG~ = Go. En particular GT\ Gy y G~ \ Gy
son abiertos.

2.8 QL = G\ Gy, O = G"\ Gy y I's = Gy, entonces QL es un 2-sided

c-corkscrew con Ty, su borde y Qo su exterior. Asi tenemos que G* = QE .

3. QFf satisface lo siguiente: para toda bola B, si B C QX entonces un abierto que
contiene a B estd contenido en Q;L si j es lo suficientemente grande. Andloga-
mente si se cambia QL por Q.

Aca la condicién inf diam(Qj) > 0 nos dice que no convergen a un punto. La
condicién 0 € Q;r V7 nos dice que 'y, serd no vacio.

Demostracion. Como Qj U Q; = R" entonces, por la Proposicion 3.1.5 sobre la con-
vergencia de la unién, Gt UG~ = R".

Observamos primero que Gy € G* N G™. Esto es ver que Gy € G y Gy € G
Sabemos que I'; C Q;r y luego su limite local de Hausdorff también cumplird esta
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contencién. Es decir, Gy € G™T. Repitiendo el argumento para G~ obtenemos que
GoCGTNG™.
Si z € Gt NG~ entonces dado ¢ > 0 debe existir g tal que si j > jg tal que

dist(x,Q_j) <ey dist(x,Q_;) <e

Eso significa que deben existir yj-c € Q;t con ||z — yji|| < ¢. Si nos fijamos el segmento
yjyj’ éste debe tener un punto z € I';. Luego por convexidad de la bola de radio e,
|z —z|| < e. Esto implica que dist(z, Gp) < € y como sucede para todo €, z € G. Como
G* y Gy son cerrados entonces GT\ Gy y G~ \ Gy son abiertos.

Notemos que diam(G™) < lim infj_, diam(€2). Si tenemos = e y en Q% , entonces
existen z; € Qj ey; € Qj tales que x; — x y y; — y. Esto implica que

d(z,y) <liminfy_, d(z;,y;) < liminf,_,. diam(Q)).

Ahora vamos por el segundo item. Fijamos r € (0, diam(G™)). Veremos que existen
zt tales que
B(z*,er) € QX N B(a,r).

Que esto ultimo valga para todo r es la condicion de ser 2-sided c-corkscrew. Po-
demos tomar z; € I'; tales que x; — x. La desigualdad anterior implica que r <
liminf, diam(Q+) y luego para k suficientemente grande vale que r < diam(QJf)
Para esos k existen x tales que B( yer) C Qi N B(z;,7). Salvo tomar subsucesiones

tendremos que xf convergen a dos puntos xt,

Por el Corolario de convergencia de bolas 3.1.13 tenemos que B(x;-t, cr) — B(x*, er).

Ademas B(z;,r) — B(x,r). La primera sucesién esta contenida en la segunda. Luego,

tenemos que B(z*,cr) C B(z,r). De la misma forma, como B(a:j[, cr) C f, vale que
B(x*,cr) C G*. Asf tenemos que B(z;, cr) C G N B(z,r).

Como B (a:j ,cr) — B(x*, er) y estan contenidos todos en un compacto K (debido
a que xji — 2%) entonces debemos tener que las funciones de distancia a G conver-
gen uniformemente en K. Mds ain si dj, d son las funciones de distancia a I'; y G

respectivamente, entonces

~+
i, (y) = di(y + 27 — 2%)

+

converge uniformemente sobre K a d porque x; — x*. Sabemos que dj es al menos

cr—|y— :ci| si y esta en B( ,cr). Por lo tanto dki es al menos cr —|y—ax*| en B(z*, er).
Esto 1mphca que d es al menos cr — |y — %] en B(z*, cr), concluyendo que Gy tiene
interseccién vacfa con B(x*, cr). Luego d es estrictamente positiva en B(z*, cr). Esto
nos dice que B(x*, cr) C QX NB(x, 7). De esto tltimo se concluye que Q% es un abierto
2-sided corkscrew. L

Vemos el ultimo {tem. Sabemos que € — Q. Llamamos d;, d a las funciones

asociadas de distancia para estos conJuntos Luego si B C QF, sobre B tenemos que
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d>0. Como B es compacto, entonces existe o > 0 tal que d > a sobre B. Sea R tal
que B C B(0, R). Si consideramos el conjunto

K={xeR":d(z) >ay|z| <R}

este conjunto es compacto y contiene a B. Tendremos entonces que d; — d uniforme-
mente sobre K. Entonces existe jp tal que si 7 > jo, se tiene que

|d(z) — dj(z)] < a/2 Vze K.
El conjunto deseado sera
U= {z eR":d(x) > ay |z| < R}

Este abierto contiene a B y sabemos que d; sobre U serd al menos «/2 > 0. Esto
implicard que si j > jo, d;(U,§2y) > «/2 > 0. Concluimos que U C QF. O

Demostraremos ahora un lema de compacidad para conjuntos 2-sided c-corkscrew.

Lema 3.3.5. Sea Q;r una sucesion de abiertos 2-sided c-corkscrew. Suponemos al igual
que en el lema anterior que inf diam(Qj) >0y 0 eIy Vj. Erxiste una subsucesion jj
tal que :

1. Q_i — QFf yT'; = Ty en el sentido local de Hausdorff. Donde QL es un 2-sided
c-corkscrew.

2. Hay funciones g* € L>®(R") tales que

Lo+ — g débil* en L>®°(R")
Ik

con g¥ =1en QF y gt =0en QF.

Demostracion. Por el lema de compacidad de la convergencia local de Hausdorff, pode-
mos conseguir Q;i — G* yT'; — Gy. Por el lema anterior los limites tienen la estructura
deseada que proviene de la descomposicion asociada a un 2-sided corkscrew.

Demostramos ahora el segundo item. Por el teorema de Banach-Alaoglu, la bola en
un espacio dual es débilx compacta. Luego tomando subsucesiones podemos conseguir
que ji satisfaga que existan ¢g= tales que

Lo+ — g* débil* en L>®(R").
Ik
Vemos ahora que g* = 1 en Q. Consideramos ¢ en L'(R"™) de soporte compacto,

con supp(y) C QF . Al decir lo de recién estamos pensando que ¢ no es una clase de
L*(R™) con identificaciones en medida cero si no que es una funcién. Luego

lim Lo+ pdx :/ g pda.
R™ Ik n

k—o0

o1



Como Q; — @ y @ Nsupp(p) = @ entonces por el lema de compacidad de conver-

gencia local de Hausdorff vimos que existe kg tal que si k > kg Q_J_k Nsupp(yp) = 2.
Luego si k > kg, tenemos que

/ Lo+ wdx:/ wdx.
n Ik n
/ gt e = / pdx

para toda ¢ en L'(R™) soportada en 27 .Eso nos dice que

/ 1ot dx :/ g gt pdx

para toda ¢ en L!'(R"). En particular si definimos los conjuntos

Esto implica que

Ef={z:g"=1>0yz|<r} vy E ={z:¢g"—1<0yz]<r},

para todo r estos conjuntos tienen medida finita, lo que implica que 1+ estd en LY(R™).
Entonces se verifica que

/ (g% — 1)1 g+dr = 0.

Esto implica que EF tienen medida cero y luego E* tienen medida cero. Luego g* = 1 en
QL (penséndola en L>(R") estamos identificando funciones que coinciden en conjuntos
de medida cero).

Ahora para ver que g™ = 0 en 2, consideramos ¢ en L'(R") con soporte compacto
en Q. Luego existe kg tal que si k > kg, entonces supp(y) C 2, al igual que antes. Si

k > ko, vale que
/ Lo+ pdz = 0.
n Ik

De aqui se concluye como antes gt = 0 en . Las afirmaciones para g~ son comple-
tamente analogas. O

Incluimos ahora algunas definiciones mas para presentar los objetos geométricos
relevantes para lo que sigue.

Definicién 3.3.6. Una pareja de conjuntos cerrados (57, S2) se dicen hemiesferas com-
plementarias, si estdn ambos contenidos en una misma esfera dB(x,r) y se obtienen
al cortar a la esfera en dos pedazos mediante un plano que pasa por el centro. Esta
divisién no serd estricta y la interseccion del plano con la esfera pertenecera tanto a Sy
como a Ss.

Definicién 3.3.7. Llamaremos casquete esférico a la interseccion entre una esfera
OB(z, ) con una bola euclidea B(y, s) donde y € dB(z,1).
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Definicién 3.3.8. Decimos que una pareja de hemiesferas complementarias (S, S2)
es admisible para la sucesiéon de 2-sided corkscrews {Q*} si existe una subsucesién de

casquetes esféricos D C 0B(zj,,15) N Qi donde z;, € T, tales que D_jk —+ S1y

ko
Djk — S5 en sentido local de Hausdorff.

Lema 3.3.9. Si z es el centro de S1 U Sy y 1 su radio, entonces xj, — x y 1, — 7.
Tenemos que x € 'y, S1 C @ y Sy C @ Si Di =int S; y Dy = int Sy en la
topologia de la esfera, entonces Dy C QY y Dy C Q7
Ademds las parejas de hemiesferas admisibles son cerradas bajo la convergencia lo-
cal de Hausdorff. Esto es: Si (S14,52;) son hemiesferas admisibles con S1; — Si y
Soi — Sz en sentido local de Hausdorff, entonces (Si,S2) es una pareja de hemiesferas
admisible.

Demostracion. Sea Ej = D_;; U D_J_k Usando la Proposicién 3.1.5 tenemos que Ej —
S1U Sy =0B(x,r).

Afirmo que {z;, }x ¥ {rj, }» estan acotadas. Usamos la convergencia uniforme sobre
compactos en B(z,r). Existe ko tal que dist(Sy, E) < § si k > k.

Si tomamos K = B(z,2r) \ B(z, &) entonces como K N dB(z,r) = @, por la

Proposicién 3.1.3, tenemos que interseca a finitos Dj:' Esto significa que existe k; tal
que si k > kq, la interseccién de K con estos conjuntos es vacia.

Si k > max{ko, k1 } entonces la primera condicién implica que D;; N B(z, %7‘) + .
Como D;; es conexo y no interseca a K, entonces debe estar contenido en B(z, %r)

Como -
2r = diam(S;) < liminf diam(Dj)),

por la Proposicién 3.1.15, entonces debemos tener £’ tal que si k > k' entonces

diam(D_) > ;

Tomo pg, g tal que |xp —yi| = diam(D;-r) Como B(z, 3r) es convexa, entonces el punto
medio my = kaW estara en esa bola. Tenemos que el segmento x; my, es perpendicu-
lar al segmento myqx. Esto se obtiene restringiendonos a un 2-plano en el que estan
Zj,, Pk, @ Y notando que x;, my, es la mediatriz de py, qi.

Luego por el teorema de Pitdgoras tendremos que

2
=2 2> |gr — .|2_M_| P — | — qul? = |z, —
16 T Z |k — Ty, 1 = |qk — Ty, M — qk| = [Tj, — M| -
Luego |z, —my| < 47“ < 3r. Esto implica que z;, € B(z, r). Ahora como tenemos
_ 9 . 9.\) _ 9

que |z;, — pr| =71 ¥ pr € B(w, 37), entonces 7, < diam(B(z, jr)) = 5.

Supongamos que x;, — x’ y 75, — r’, veremos entonces que ' = x y r’ = r. Es decir
que anadiendo la suposicién de que estas sucesiones convergen, podemos conseguir que
convergen a donde queremos.
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Como tenemos que
D;;UD]; gaB(‘Tﬁwrik) y D;UD]; — S1USy = 0B(z,r),

entonces Sy U Sy C 9B(a2',r"). Aca estamos usando que 0B(xj,,1;,) — 0B(x,r) (por
el Corolario 3.1.14) junto a las propiedades de la convergencia local de Hausdorff de la
Proposicién 3.1.5. Luego 0B(z,r) C 0B(2',1") y entonces veremos que © =z’ y r = r’.
Este 1ltimo hecho es intuitivamente obvio. Consideramos la recta L que pasa por x y
2’ suponiendo que son distintos. Esta corta en dos puntos a ambas esferas. Sean p y g
los puntos en los que corta a dB(z,r). Como 0B(z',r") C 0B(z,r), entonces la recta
L corta a dB(z',7’") en p y q. Como la distancia entre dos puntos antipodales es el
didmetro de la bola, entonces |p — gq| = 2r = 2r’. Esto implica que r = ' y x = 2/ por
ser el punto medio entre p y q.

Afirmo ahora que entonces z;, — x y r;, — r. Como {z;, }x ¥ {rj, }x son sucesiones
acotadas es equivalente ver que convergen a x y a 7 a que estos son el tnico limite que
admiten subsucesiones z;, — x y r; — r. Renombrando los indices esto es lo que ya
vimos.

Vemos ahora la segunda afirmacién. Como z; — x entonces sabemos que z € I'
Como DJr — Sy Q+ — QF , usando la propiedad de la contencién de la Proposicién
3.1.5, tenemos que 51 C QF . Andlogamente se obtiene Sy C Q.

Por el mismo argumento que hicimos antes tenemos que z;, los centros de S; ;U Sy ;
y r;, los radios de esas esferas convergen a x, r el centro y radio de S;U.S;. Esto implica
que todos estos conjuntos estan dentro de un compacto y luego podemos aplicar el
Lema 3.1.10.

Para cada ¢ sabemos que tenemos

hmD )—S“ y hmD

k—o0 k—o0 Kk (9)

= 52

para dos sucesiones de casquetes esféricos donde los limites se toman en la distancia
de Hausdorff. Entonces existe m; una sucesién que cumple lo siguiente: Es creciente,
para todo i, m; es un elemento de la sucesién ji(i) y existen casquetes esféricos Di
0B (xp,, rmi) NQE tales que

d (Sl’u ) S

S| =

y d (5217 ) S

NIH

Como S;; — S; en la distancia de Hausdorff, entonces D:Zi — 57 en la distancia de
Hausdorff. También tendremos D,, — S en la distancia de Hausdorff. Esto demuestra
que (51, 52) son una pareja de hemiesferas admisibles.

O
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Capitulo 4

Funciones analiticas reales en varias
variables

Referimos al lector a los libros [Sch05] y [KP02] en los que basaremos parte de la
exposiciéon para una lectura mas profunda sobre el tema. También referimos al lector
al capitulo 7 del libro [SS11] sobre funciones holomorfas complejas en varias variables
en lo que basaremos la seccién de funciones holomorfas complejas en varias variables.

4.1. Funciones analiticas reales en varias variables

Empezamos mencionando algunos resultados sobre series en varias variables. Uti-
lizaremos la notacién multiindice. Denotaremos o = (o, ..., ) € Nf. Denotamos
la| = >,y 2 = (21,...,2,) € R" 0 C". Ademds notaremos 2% = 2"...25". Sea
(E,].]]) es un espacio de Banach y I un conjunto numerable.

Definicion 4.1.1. Si (aq)aer €s una familia contable, entonces decimos que (aq)acr €8
absolutamente sumable, si existe una biyeccion 7 : Ng — I tal que la serie Y . ||a-m)|
converge.

Lema 4.1.2. Sea (a4)aer una familila absolutamente sumable en un espacio de Banach
E. Entonces se cumple lo siguiente:

1. ano ay(ny converge para toda biyeccion ¢ : Nog — 1.

2. St I =N, entonces el limite se puede calcular via

00
2 0= | D a
aeNg k=0 \ |a|=k

Como ), 5o @ym no depende de la biyeccién ¢, entonces llamaremos al limite
> et Ga- Sea (Ca)aeny una familia de nimeros complejos. La expresion

Youlalz—=a)* =" Caran(z —a1)* (2 — an)*".
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se llama una serie de potencias en n variables complejas z1, ..., z, centrada en a.
Se llama el dominio de convergencia de la serie al interior del conjunto en C" donde
la serie (co(2z — a)¥)aens es absolutamente sumable. Llamamos polidisco al conjunto

P.(a) ={z: |z —aj| <m} con re(R")"

Decimos que una serie de potencias absolutamente sumable en un conjunto E es abso-
lutamente uniformemente convergente sobre E si para todo € > 0 existe F. C Nj un
subconjunto finito tal que

Z oz —a)¥| <e
aENP\Fe

para todo z en E.

Lema 4.1.3. Si una serie ) co(z — a)® es absolutamente sumable en la clausura de

un polidisco P,.(a), entonces es absolutamente uniformemente convergente en P.(a).

El siguiente lema de Abel es conocido para series complejas en una variable. Enun-
ciamos aca una version valida para varias variables.

Lema 4.1.4. (Abel): Sea (c,)a € Ny es una familia de nimeros complejos, t € (R1)" tal
que |cot®| esta acotado. Luego sir € (RY)" es tal que ry, < ty para todo k =1,...n, en-
tonces la serie de potencias converge absolutamente y es absolutamente uniformemente
convergente en P,.(a).

Decimos que una funciéon definida en un abierto U, f : U C C" — C es analitica
si para cada punto a € U existe una serie de potencias centrada en a cuyo dominio de
convergencia es un entorno de a y coincide alli con f.

Una funcién definida en un abierto U C R", f : U — R es analitica real si para cada
a € U existe una serie de potencias con coeficientes reales centrada en a cuyo dominio
de convergencia (al ser vista en los complejos) es un entorno V' de a en C" y coincide
sobre UNV NR™ con f.

Decimos que f : U — R™ con U C R" abierto, es analitica real si cada coordenada
lo es. Decimos que una funcién es analitica real a secas si U = R".

Lema 4.1.5. Las funciones analiticas reales estan cerradas por suma, multiplicacion vy
composicion. Las funciones analiticas reales son C* y todas sus derivadas son funciones
analiticas reales.

El lema anterior es intuitivo ya que para funciones holomorfas complejas en una
variable sabemos que el enunciado es cierto.
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La siguiente caracterizaciéon de las funciones analiticas reales es conocida, sobre
todo en una variable. Usaremos nuevamente la notacién multiindice, ahora para las
derivadas.

Teorema 4.1.6 (Taylor). Dada una funcion f € C*(U), para U un abierto de R™ y un
punto xog € U

Pily) = 30 o0 flroly”

Dada f € C*(U) las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:
1. f es analitica real en U.

2. Para todo xo € U eziste un entorno de xy, V con V. C U tal que

flx) = ZPk(:v—mo) Vo eV

k=0
donde la serie converge uniformemente.

La diferencia sutil que hay en el Teorema de Taylor es que en la definicién de funcién
analitica real se puede expresar localmente la funcion como una serie y lo que estamos
diciendo es que esa serie se puede tomar como la serie de Taylor. Esto es por la unicidad
del desarrollo en serie de potencias.

El siguiente teorema es incluso mas conocido que el anterior y su demostracion se
puede encontrar en cualquier libro de andlisis multivariable.

Teorema 4.1.7 (Resto de Taylor). Sea f € C**(U) donde U es un abierto convexo.
Sea vg € U yax € U. Los P; so los mismos polinomios que en el Teorema 4.1.6.
Definimos

Rk(h):%/ol(l—t)k > 0 f(xo +th)h® | dt.

|o|=k+1

Se tiene entonces

f(z) = ZPj(x—xo) + Ri(x — xp) Ve € U.

Jj=0

27



4.2. Variedades analiticas reales

Nosotros estudiaremos al conjunto de los ceros de una funcion analitica real. Estos
merecen nombre propio:

Definicién 4.2.1. Decimos que un conjunto Z es una variedad analitica real (real
analytic variety) si existe una funcién analitica real f tal que Z = f~1(0).

Presentamos dos resultados en los que sabiendo que una variedad analitica real
contiene a un conjunto, entonces debe contener a un conjunto mas grande.

Lema 4.2.2. Si f : R" — R es analitica real, L es una recta y f se anula en un
segmento, entonces se anula en toda la recta.

Demostracion. Si g : R — R”™ es una transformacion afin que su imagen es L, entonces
f o g es una funcién analitica real que se anula en un conjunto de interior no vacio.
Luego debe ser nula. Esto implica que f es nula sobre L. O

Corolario 4.2.3. Si f : R" — R es analitica real, P es un plano d-dimensional y f
se anula en un conjunto de interior no vacio en el plano, entonces se anula en todo el
plano.

Demostracion. Elegimos la imagen afin de un disco sobre P. Si se anula en un entorno
de z, entonces se anula en segmentos para todas las direcciones del plano (pasando por
P). Utilizando el lema anterior conseguimos que se anulard en todas las rectas en el
plano que pasan por P y luego se anulara en todo el plano. O

Teorema 4.2.4 (Funcién Implicita). Sea f : U C R* — R es analitica real, con U
abierto yp € U.0 Si f(p) =0y %(p) # 0, entonces existe un entorno Uy de p y una
funcion g analitica real en Uy NR™™! con

FHO)NUo = (w,9(x)) : 2w € Ug R,

Teorema 4.2.5 (Funcién Inversa). Si f : U C R* — V C R" es analitica real con
p €U y Df es no singular en p, entonces existen entornos Uy C U, Vo C V' para los
que flo,Up — Vo es un difeomorfismo analitico real entre Uy y Vy. Esto es, existe una
funcion analitica real g : Vo — Uy tal que fly, 0 g = 1Id, go fly, = Id.

Definicién 4.2.6. Decimos que M es una subvariedad analitica de dimensién k (analy-
tic submanifold) de R™ si existen abiertos U; C M para la topologia de subespacio y
funciones ¢; : U; — R¥ tales que

a) Los abiertos U; son un cubrimiento de M. Es decir | J,.y Ui = M.
b) ¢(U;) es un abierto de R* y ¢; es un homeomorfismo entre U; y o(U;).

¢) Si U; NU; # @ entonces p; o ;' (U NU;) — »;(U; N Uj) es una funcién
analitica real.
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Tenemos la mala suerte que la traduccion de variety y de manifold es la misma. Por mas
que los nombres son desafortunados, quedara claro a que nos referimos por el contexto.

El hecho de que trabajemos sobre los reales permite que suceda que si {Z;}1<i<m
son finitas variedades analiticas reales que son los ceros de funciones analiticas reales,

entonces
N 2

1<i<m

es una variedad analitica real asociada a la funcion

F=>_1
=1

Esto nos dice en general que no perdemos variedades analiticas reales al pedirles como
requisito que sean el conjunto de ceros de una funcion analitica real en vez de que sean
los ceros de finitas funciones analiticas reales.

Si tenemos una sucesién numerable variedades analiticas reales Z;, que son los ceros
de funciones analiticas reales f; con muchisimo decaimiento, bajo ciertas condiciones
podemos conseguir expresar (), Z; como el conjunto de ceros de una funcién analitica
real. Si existen reales positivos ¢; tales que la {¢;f;} esta localmente acotada, entonces

2
r=> =
20"
en casos muy especiales como el que nos encontraremos f serd analitica real. En el
apéndice verificaremos que esto es cierto en el caso que nos interesa. La cuestién en

nuestro caso es delicada y la vemos el Apéndice A. Entonces cuando f es analitica real
tenemos que (), Z; es la variedad analitica real dada por los ceros de f.

Teorema 4.2.7 (Whitney 1965). Una variedad analitica real Z C R™ propia, esto es
Z # R", se puede escribir como union de S; con 0 < j < n —1 donde cada S; es una
subvariedad analitica de dimension j (submanifold). En la descomposicion no pedimos
que todos los niveles S; sean no vacios.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos las funciones
fom (=124 =12+ (=12, fi=(-aP+(-17 . frmz—a®—y

El conjunto de ceros de la primera funcion es un punto, el conjunto de ceros de la segun-
da funcién es una recta y el conjunto de ceros de la tercera funcién es un paraboloide.
Estas son subvariedades analiticas reales de dimensiones 0, 1 y 2, respectivamente.

Si f = fofif> entonces la variedad analitica real Z = f~1(0) se puede escribir como
la union de

So={(LLY} , Si={y=wz2=1} , S={z=2"+y"}

las subvariedades determinadas por los conjuntos de ceros de fy, f1 v fo.

29



4.3. Funciones holomorfas en varias variables

Recordamos que si r = (rq,...1,) con r; > 0 el polidisco esta definido de la siguiente

manera
P.(2°) = {2z = (21, ..., 20) €C" : |2 —zo|<r]V1<]<n}

Similarmente, introducimos a continuacion la definicién del borde del polidisco como
sigue:
Cr(z0) ={z=(21,...20) €C": |z; — 2]| = r; V1 < j < n}

Teorema 4.3.1. Sea f: U C C" — C una funcion compleja definida en un abierto U
de C™. Si f es una funcion continua las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcion f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

gff =0 V1 <j <n en el sentido de distribuciones, (4.1)
Zj
donde

af af of .

8_5]- — (8_1"] + 0_yj> , donde z; = x; +1iy;, con z;,y; € R.

2. Para cada 2° € U y 1 < k <n, la funcién

g(zr) = f(22, .., zg_l, zk,z,gH, s zg)

es holomorfa en zj, (en el sentido de una variable) para z, en un entorno de z.

3. Para cada polidisco P,.(z°) cuya clausura cae en U, tenemos la representacion
integral de Cauchy

1 - 0
f(z) = @ri) / f(©) H Ck = Zk:7 para z € P.(z°). (4.2)

4. La funcion f es analitica compleja. Es decir, para cada 2° € U la funcion f
tiene una serie de potencias f(z) = >_ an(z — 2°)* que converge absolutamente y
uniformemente en un entorno de 2°.

Demostracion. Vemos que el primer item implica el segundo: Recordamos que al decir
que f satisface Cauchy-Riemann en el sentido de distribuciones estamos diciendo que
satisface la ecuacién de Cauchy-Riemann en sentido débil. Esto es, Vk y Vo € C§°(C")

o .0p : _
//Rzn (Gsck 8yk> f(z +iy)dzdy = 0,
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donde estamos pensando que C" esta identificado con R?".
Para ver porque el primer item implica el segundo, denotamos A al Laplaciano en

C", esto es:
92
A=
Z ( "oy )

J

Decimos que f satisface la ecuacion de Laplace en sentido débil si le pedimos que

Vi € Cge(CM)
I (2 (554 5) ) pasan o
R2n j=1

af of of of _1(af _.of
) v a6

oz, ~ 2 \ox, T lay,

Denotamos

0zj

Ox; 8y]

Como

y f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en sentido débil entonces satisface la
ecuaciéon de Laplace A f = 0 en sentido débil. Por la teoria de regularidad de la ecuacién
de Laplace sabemos que las soluciones débiles de la ecuacion de Laplace son C*°. En
particular deben ser C*. Esto implica que si dado k y 2° consideramos

g(zx) = f(z[l), e zg_l, zk,zgﬂ, e zg)

entonces es C! y satisface la ecuacién de Cauchy-Riemann en el sentido usual. Esto
implica que es holomorfa en una variable.

Vemos que el segundo item implica el tercero: Supongamos que z € P,.(2°) con
P, (29) C U. Si vale el segundo item podemos aplicar la formula de Cauchy en una
variable con 2y, 23, ..., 2, fijos para obtener

f(Z) L f(C17Z27"'7Zn) dCl

2 Ji¢y-f1=m =z

Ahora usando la formula integral de Cauchy en la segunda variable para representar
f(Chy 22,0y 2n) con (, 23, ... 2z, fijos, tenemos

= L C1, C2y ey Zn)
f(Z) - (271-2)2 /Kl 2|=r1 \/C2 z2|—r2 Zl)(CQ - ZQ))dCldC2

Siguiendo de la misma forma llegamos a




Vemos que el tercer item implica el cuarto: Notamos que

1 _ i 1 iCZk_Zk

Go—2z G—2p— (21— 2)) — (G — 20+t

Esta serie converge para todo z € P,(2°) y ¢ € C,.(2°) ya que |z, — 20| < [k — 20| = 1
para todo k. Tomamos P,(z") con P,.(z%) C U. Si reemplazamos en la formula integral
de Cauchy 4.2 las fracciones - por su serie asociada que describimos recién, entonces

C
tenemos que f(z) = > aq(z — 2z ) . Aqui

1 ~ dC

k=1
Como resultado |ay| < Mr~*, como r=® = r iy r oy
M = sup |f({)-
¢eCyr

Entonces la serie converge absolutamente y uniformemente si z € P,/(2°) para r}, < ry,
paratodo k=1,...n

Para completar la demostracion basta demostrar que el tiltimo item implica el prime-
ro. Si Y a,(z — 2%)* converge absolutamente para todo z en un entorno de 2%, podemos
elegir 2’ cerca de 2° tal que z, — 22 # 0 para todo k con 1 < k < n, entonces Y |aq|p®
converge p = (p1, .., pn), Pk = |2x — 2| > 0. Entonces z € P,(z") podemos diferenciar la
serie término a término y ver que como en particular f € C! en el polidisco y satisface
las ecuaciones de Cauchy-Riemann usuales alli. Como esto es valido para todo z° € U,
entonces f es C a lo largo de U y satisface (4.1) en sentido usual. Luego se satisface
el primer item. O

Definicién 4.3.2. Si f : U C C*" — C es una funcién definida en un abierto U,
continua y satisface las afirmaciones anteriores decimos que f es holomorfa o analitica
compleja.

Teorema 4.3.3. Si f, : U — C es una sucesion de funciones holomorfas definidas en
un mismo abierto U C C™ que convergen uniformemente sobre compactos a una funcion
f:U— C, entonces f : U — C es holomorfa.

Demostracion. Empezamos recordando la demostracion del caso conocido en una va-
riable por completitud. Para funciones holomorfas complejas en una variable esto es
una consecuencia del teorema de Morera, este dice que es lo mismo que una funcién sea
holomorfa a que integre cero sobre triangulo. Obtenemos el resultado del Teorema en
este caso ya que si las funciones convergen uniformemente sobre compactos, las inte-
grales sobre un triangulo de f, convergen a la integral sobre ese triangulo de f. Como
las primeras son cero, la tltima es cero.
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Para funciones holomorfas complejas en varias variables podemos usar el Teorema
4.3.1 para ver que nos alcanza con verlo en una variable. Es decir si fijamos j y 2z
sabemos que la funcién

9(z) == f(z}, ...z?fl,zj,zgﬂ, o 20)

es limite uniforme sobre compactos de las funciones

g(z5) = fr(2), ...2?71, 2, Z?H, o 20)

Usando que vale este teorema en una variable tenemos que g es holomorfa ya que gy lo
son. [

Incluimos a continuaciéon una observacion crucial para entender qué el problema
de concluir analiticidad real a partir de convergencia uniforme sobre compactos de
funciones analiticas reales NO es trivial.

Observacion 4.3.4. Este Teorema no es cierto para funciones analiticas reales. Por
el teorema de Stone Weierstrass sabemos que toda funciéon continua es limite uniforme
sobre compactos de polinomios. Los polinomios son funciones analiticas reales pero las
funciones continuas estan lejos de ser funciones analiticas reales. El teorema de Stone
Weirstrass tiene una versién de aproximacién de funciones continuas sobre los complejos
pero para eso es necesario utilizar polinomios en las variables z; y Z;. El hecho de que
tengan a la variable Z; hace que no sean holomorfas complejas. Esto muestra que el
Teorema de Stone Weierstrass por un lado nos provee de numerosos contraejemplos
para la version candidata del Teorema 4.3.3 para funciones analiticas reales, pero por
el otro no es un obstaculo para que valga el Teorema 4.3.3 para funciones holomorfas
complejas. En nuestro caso para esquivar esta dificultad, extenderemos la funcion (6.8)
definida en R™ que nos interesara ver que es analitica real a una funcién definida en C”
que sera holomorfa compleja. En R™ el hecho de ser limite uniforme sobre compactos
de funciones analiticas reales no nos alcanza pero si nos alcanza que en C" eso sea
cierto para sus extensiones. Es decir, sus extensiones convergeran uniformemente sobre
compactos sobre C™.
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Capitulo 5

Conjuntos rectificables

5.1. Conjuntos rectificables

. Qué queremos que sea un conjunto d-rectificable? Queremos una clase de conjuntos
que comparta las propiedades clésicas de las subvariedades C! de dimensién d embe-
bidas en R™ que puedan admitir singularidades en un conjunto de medida H%cero. Si
pensamos en la nocién clésica de curva rectificable estas son curvas de longitud fini-
ta que admiten una parametrizacion Lipschitz. Con esta idea en mente tiene sentido
aceptar a las imdgenes de funciones Lipschitz de R en R” como conjuntos rectificables.

i Ante qué operaciones queremos que este cerrada nuestra clase? Si E es rectificable
y difiere de " en un conjunto de medida H%cero entonces F' deberfa ser rectificable.
También tiene sentido pedir que la clase este cerrada por uniones finitas y por tomar
subconjuntos.

Consideremos el siguiente ejemplo: Dentro del disco unitario en R? consideramos
numerables circunferencias S; de radios 27¢. Definimos £ = Uf; S;. Definitivamente

\U:_, S: deberia ser rectificable por ser unién finita de curvas rectificables. Por la eleccién

de los radios tenemos que
k
. 1 | —
kh_}rgoH (E \ L__Jlsl) 0.

Esto significa que F se aproxima en medida por esas uniones finitas. Al querer que
la clase de conjuntos rectificables se comporte bien en sentidos de teoria de la medida
deberiamos aceptar que FE sea rectificable. Esto seria pedir que la clase de conjuntos
esté cerrada bajo uniéon numerable. La objecion que uno podria presentar ante eso es
que si tomamos como centros de los circulos S; una numeracion ¢; de los racionales F
seria denso en el disco. Esto desafia altamente las propiedades geométricas intuitivas
que uno esperaria que tuviesen. A pesar de eso, declararemos que la clase de conjuntos
rectificables es la que esta tiene a las imagenes Lipschitz y estd cerrada bajo las ope-
raciones mencionadas. A lo largo de esta tesis veremos en repetidas oportunidades que
esta definicion es perfectamente adecuada para nuestros propositos.
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Introducimos entonces la siguiente definicion:

Definicién 5.1.1. Decimos que un conjunto £ C R"™ es d-rectificable si existen funcio-
nes Lipschitz f; : RY — R" tales que

H4 (E \ G fi(Rd)> = 0.

Dicho en palabras, un conjunto es d-rectificable si (salvo medida H? cero) estd
contenido dentro de la unién numerable de iméagenes Lipschitz de dimensién d. Es facil
ver que esta clase efectivamente esta cerrada bajo las operaciones ya descriptas. Voy a
reservar las letras d y n para la dimensién del conjunto rectificable estudiado y la del
espacio, respectivamente. Voy a tomarme la libertad de decir sélo conjunto rectificable
de ahora en mas y dar por sobreentendida la dimensién.

Una referencia interesante de rectificabilidad y en especial sobre el Teorema de Preiss
que conecta la nocién de rectificabilidad con la exista de densidades es [DLOS].

5.2. Funciones Lipschitz

i Por qué elegimos que las funciones sean Lipschitz en la definicién de conjuntos
rectificables? Lo primero que es muy conveniente es que las funciones Lipschitz de la
misma constante son estables bajo la convergencia puntual. Es decir, si f,, : £ — R™
es una sucesion de funciones Lipschitz de constante C' que converge puntualmente a f,
sabemos que Vz,y € E tenemos que

I [£,(@) = L.0)] = @) = F@).

Luego como |f,(z) — fu(y)| < Clz —y|, entonces |f(x) — f(y)| < Clz — y|. Esto es que
f sea Lipschitz sobre E.

Teorema 5.2.1. Si E CR" y f : E — R™ es una funcion Lipschitz, entonces existe
una funcion g : R — R™ Lipschitz tal que g = f en E. De hecho se puede tomar f

con Lip(f) = Lip(g).

El hecho que se puede tomar Lip(f) = Lip(g) se conoce como el teorema de Kirsz-
braun. Hacemos una demostracién sin pedirle esto. La demostracion esta en [Magl2].

Demostracion. Si m = 1 definimos
g(x) == inf f(y) + Lip(f)|ly — =|.
yelr

Es facil ver que g es Lipschitz y que es una extension de f. Sim > 1 usamos la definicién
anterior en cada componente. O
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Un resultado central sobre funciones Lipschitz y diferenciabilidad es el siguiente
teorema de Rademacher.

Teorema 5.2.2 (Rademacher). Si f : E C R" — R™ es Lipschitz, entonces es dife-
renciable para casi todo punto x € E (respecto a la medida de Lebesgue en R™).

El siguiente teorema nos da una indicacion de que no estan tan lejos de ser funciones
C! las funciones Lipschitz.

Teorema 5.2.3 (Aproximacién C1). Sea f : E C R¥ — R"™ una funcién Lipschitz.
Para todo € existe una funcién g € C*(R*,R") tal que

Lf{z € E: f(x) # g(x)} U{x : VDf(x) # VDg(xz) o Df(z) no esta definido}) < .

Esta g se puede tomar con sup,cp |Dg(x)| < CLip(f) con C solo dependiendo de k y
n.

Su demostracién para n = 1 se puede encontrar en [EG15]. Paran > 1, basta utilizar
el teorema en cada coordenada.

Un hecho sorprendente que se desprende del teorema anterior es que se puede cam-
biar imagenes Lipschitz por variedades C!. Es decir, tenemos el siguiente teorema cuya
demostracién se puede encontrar en [Sim14].

Teorema 5.2.4. Un conjunto M es k-rectificable si y solo si existen numerables sub-
variedades C*, {N;}jen tales que H*(M \ U2, N;) = 0.

El teorema anterior sigue demostrando la afirmacién que venimos haciendo que es
que la estructura de los conjuntos rectificables imita a la estructura de las subvariedades
C'. Aunque ddndole mayor libertad a esta clase de conjuntos y haciéndola apropiada
para trabajar en un sentido de teoria de la medida. La pregunta que uno se puede
hacer ahora es: si uno puede tomar variedades C' ;jpor qué nos quedamos trabajando
sobre imagenes Lipschitz? Los mismos comentarios anteriores dan una explicacion. Las
funciones C! tienen mayor rigidez que las funciones Lipschitz, lo que es ventajoso al
momento de querer demostrar que un conjunto es rectificable.
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5.3. Rectificabilidad via control sobre conos

Sea V un plano d dimensional que pasa por el origen. Sea Py, : R™ — V' su proyeccion
ortogonal. Sia € R", 0 < s <1y 0 <r < oo definimos

X(a,V,s)={z €eR":d(x —a, V') <slz —a|} ={z € R": |Py(x —a)| < slz —al|}
y
X(a,r,V,s) = X(a,V,s)N B(a,r).

Estos conjuntos que definimos recién son conos. Acé s juega el rol de la apertura del
cono centrado en a alrededor de V*+. El radio 7 es la escala en la que nos estamos
restringiendo.

Figura 5.1: Cono y plano tangente.

En la Figura 5.1 tenemos el cono, el plano V' que es tangente a una superficie en el
punto. Uno puede ver como la superficie no se esta metiendo en el cono.

Demostraremos un lema que por mas que la version que enunciaremos es extrema-
damente simple, variantes mas generales de esta estrategia se utilizan ampliamente al
querer demostrar rectificabilidad. La idea de la demostracion es muy instructiva.
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Lema 5.3.1. Sea E CR", V un plano d dimensional, 0 < s <1, 0 <r < oco. St
EnX(a,r,V,s) =2 VYa€FE
entonces ' es d-rectificable.

Lo que estamos diciendo es que si tenemos un control uniforme sobre que nuestro
conjunto £ no se mete en conos que lo alejan de V' entonces el conjunto £ es rectificable.
Las hipotesis de este enunciado son demasiado fuertes para el caso tipico pero por
ejemplo se puede permitir que r, s y el plano V' varien con el punto. La versiéon mas
general se desprende de la version que ya enuncié descomponiendo a F en numerables
conjuntos donde la oscilacién en r, s y V' esta uniformemente controlada.

Demostracion. Veremos que localmente E esta contenido en un grafico Lipschitz sobre
V. Més precisamente, veremos que si F' C E diam(F') < r entonces F' esta contenido
en un grafico Lipschitz sobre V. Descomponiendo a E en numerables tales conjuntos F
con diametro menor a r tendremos que E es d-rectificable.

Seaa € F. Si

|Pv(a) — Pv(b)] <sla—bl y  Ja—bf<r,
entonces b € X(a,r,V,s) y luego b ¢ F por hipétesis. Esto implica que
[Py (a) — Py (b)| = sla — bl

siempre que a,b € F. Entonces Py|F : F — Py(F) es una biyeccién y f = P, (F),
Lip(f) < i1. Esto demuestra que F' es el grifico de f sobre Py (F) C V. Como toda
funcién Lipschitz definida en un subconjunto de R se puede extender a una funcién
Lipschitz en todo R?, podemos darle una estructura a £ como conjunto rectificable [J

Definicién 5.3.2. Dado un conjunto F decimos que E admite un plano tangente de
dimensién d en un punto a si existe un d-plano V' que pasa por a y para todo 0 < s < 1
existe un real positivo r(s) tal que

EnX(a,r(s),V,s)=2a.

Teorema 5.3.3. Sea £ C R". Si para H?- casi todo x € E admite un plano tangente
de dimension d, entonces E es rectificable.

Demostracion. Podemos suponer que F tiene tangentes de dimension d en todo punto
tirando un subconjunto de medida cero. Para cada plano V' definimos

E(V)={a: ENX(a,1/i,V,1/2) = &}.

Estos conjuntos tienen todos un control uniforme a que escala entran en ciertos conos.

Sabemos que al variar ¢ y V' tenemos a todo E. Si V; es una familia densa de planos
en la Grasmanniana con la distancia de la que hablamos antes, entonces definimos
A;; = E;(V;). Al unir A;; tenemos todo E. Esto es porque si ¢ es lo suficientemente
grande, el conjunto entra en conos més pequenos. Si el cono es méas pequenio podemos
cambiar el plano tangente real por uno que lo aproxima, perdiendo un poco de apertura
en el cono. Finalmente como cada A;; es rectificable £ = | J A;; serd rectificable. O
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Hacemos algunos comentarios sobre imagenes de funciones Lipschitz.

Observacién 5.3.4. En lo siguiente supondremos d < n. Uno se puede preguntar,
;cual es la diferencia entre que una funcién Lipschitz f : RY — R” sea diferenciable en
z a que admita un plano tangente d-dimensional en f(x)?. Esto es una cuestién mas
delicada de lo que parece en general. La dificultad es que pueden suceder las siguientes
dos situaciones: La primera, f puede estar “bajando de dimensién” (por ejemplo si es
la proyeccién a un plano de dimensién menor a d) y que la aproximacién lineal més
correcta no tenga dimension d. La segunda, que cerca de f(z) el comportamiento del
grafico combine dos escalas distintas en el dominio (por ejemplo si existe y tal que
f(y) = f(z) y f no es diferenciable en y o si lo es pero los planos que mejor aproximan
a f cerca de x e y son distintos).

En general la suposicién que hicimos recién de que f estaba globalmente definida no
es una obstruccién al andlisis sobre una funcién f que esta solo parcialmente definida por
el Teorema de extension de funciones Lipschitz 5.2.1. Si f tiene buen comportamiento
al agrandarle el dominio, tendra buen comportamiento en su dominio original.

Sabemos por el Teorema de Rademacher 5.2.2 que para £? casi todo z € R?, f es
diferenciable. Podemos considerar entonces la siguiente funcion asociada a la f que se
conoce como el Jacobiano.

Jf(z) { o\édet(Df@)th(x)) si f es diferenciable en x

Si no.

El Jacobiano se puede definir sobre cualquier transformacion lineal de la misma manera.
Si T es una transformacién lineal uno tiene la descomposiciéon polar 7' = PS con
S : R? — R?simétricay P : R? — R” ortogonal. También se puede calcular el Jacobiano
de la transformacion lineal como det(S). Es decir el Jacobiano de una transformacién
lineal mide el area d-dimensional de un conjunto bajo la accién de la transformacién
T'. Luego computarle el Jacobiano al diferencial de la funciéon nos dice como cambia el
area d-dimensional infinitisimalmente.
Se tiene entonces la famosa y de vital importancia formula del drea.

Teorema 5.3.5 (Formula del Area). Si f : R* — R" Lipschitz con 1 < d <

ny
E C R? medible L2, entonces la funcién de multiplicidad M (y) = HY(EN{f =y}) es

He medible y se tiene

/E If@yde = | HEN D)
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Es natural introducir la siguiente definicién de punto critico:

Definicién 5.3.6. Dado x € R? y una funcién Lipschitz f : R? — R" decimos que x
es un punto critico de f si f no es diferenciable en x o si Jf = 0.

El siguiente resultado es una version del teorema de Sard, muy conocido en la
topologia diferencial, para funciones Lipschitz.

Corolario 5.3.7. Si f : R? = R" es una funcion Lipschitz y C' es el conjunto de sus
puntos criticos, entonces Hi(f(C)) = 0.

Demostracion. Se obtiene aplicando la formula del area directamente. Por un lado el
conjunto donde f no es diferenciable tiene medida £? cero. Por el otro lado la integral
sobre conjunto donde Jf(x) = 0 es cero. Por la formula del drea tenemos

0= [ If@yds = [ HCOFHDAH ) = HSC),
c Rn
El dltimo paso es simplemente acotar la funcién de multiplicidad por 1 en f(C) ya que
esos puntos estan en la imagen. O]

También se tiene la famosa y de vital importancia formula de Coarea que cubre los
casos d > n.

Teorema 5.3.8 (Formula de Coarea). Si f : RY — R™ Lipschitz con 1 < n < d y
E C RY medible L%, entonces la funcion M(y) = HE(EN{f*(y)}) es L™ medible y
se tiene

[ r@as = [ wwa g wha

Las demostraciones de las formulas de area y coarea se pueden encontrar en cualquier
libro del area. Por ejemplo [EG15], [Magl2] o [Sim14].

Lema 5.3.9. Si A es un grdfico Lipschitz de dimension d y F C A entonces para H
casi todo x € F tenemos que

1. A admite un plano tangente de dimension d en x,
2. OUF,z) =0"(F,z)=1.
Daremos una idea de la demostracion.

Demostracion. Al decir un grafico Lipschitz de dimensién d nos estamos refiriendo a
que existe una funcién g sobre un plano por el origen V que satisface g(y) € V+ Vy.

A={y+gly):yeV}

La podemos pensar como una imagen Lipschitz f : R — R" via la identificacién
de V con R%.
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El hecho de que A sea un grafico nos deja en una mejor situacién que la discusion que
la posterior al Teorema 5.3.3. La ventaja que encontramos es que f es bilipschitz con
inversa la proyeccién ortogonal sobre V. Los enunciados de densidad salen de explotar
este hecho. Sabemos si tomo x € A y llamo 7 a la proyeccion ortogonal sobre V', entonces

HYAN Bu(x)) > HY (AN B.(x))) = HYV N B, (n(x)) = war?.

Esto implica que siempre ©%(x, A) > 1.. Tenemos por otro lado que ©*¢(x, A) <1, H?
a.e ¢ € A por el Lema 2.5.1.

Por el Corolario 5.3.7 sabemos que la imagen de los puntos criticos tiene medida H?
cero. Luego H? casi todos los puntos en A son la imagen de un punto en el que f es
diferenciable. Eso permite construirle el plano tangente a esos puntos.

En conclusién las dos dificultades que describimos en la discusion posterior al Teo-
rema 5.3.3 no se encuentran presentes. La primera dificultad no se encuentra presente
nunca si estamos interesados en cuestiones ciertas H% a.e. porque la imagen de los pun-
tos criticos mide cero. La segunda dificultad no se encuentra presente aqui porque al
saber que f es bilipschitz, puntos cercanos en A tienen que haber venido de aplicarle f
a puntos cercanos.

Para obtener los resultados sobre ' C A en vez de sobre A basta usar el Corolario
2.5.2. ]
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Capitulo 6

Tangentes, 2 y ﬁ?x)

6.1. Introducciéon

Recordamos las definiciones de la introduccidon a la tesis. Para una curva de Jordan
I" vamos a definir la cantidad

1
Boor(x, 1) == Linf sup  dist(y, L)
" LBl

yer'NB(z,r)

Figura 6.1: oo r(z,7)
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La cantidad (1.1) representa cudn pequenio podemos tomar el ancho de una franja
para cubrir la curva en la bola B(z,r). Como lo que nos interesa medir debe servirnos
multiescala debemos normalizar apropiadamente. Cuanto méas pequeno sea este coefi-
ciente [, mas finita serd la franja en la bola y més se parecera la curva a una recta. En
la Figura 6.1 vemos la franja marcada en azul, a la curva en verde y a la circunferencia
sobre la que estamos observando en rojo.

Definimos luego la siguiente cantidad asociada a la [.:

1
600(1')2:/0 ﬁoo,F(xvr)Q%

La pregunta que nos haremos sera para qué puntos de la curva seran finitos la funcién
cuadratica que definimos recién y de otra que definiremos pronto. Que la integral sea
finita es una forma de medir que los coeficientes deben estar decayendo cuando hacemos
decrecer el radio. El factor % en la integral provoca una explosion en el cero. Para que la
integral sea finita deberia haber coeficientes pequenos que estén decayendo rapido para
que eviten la explosion de % Esto serd pedir de una forma cuantitativa que tengamos
una oscilaciéon controlada cerca del punto.

La razén por la que consideramos las integrales de la forma % es que satisfacen
cierta invarianza por dilataciones:

@ dr Aa o dr

| o= [ s

Esto nos permite “hacer zoom” sin cambiar la integral. Nosotros lo querremos usar para

medir la existencia de rectas tangentes. La cuestion de que una curva de Jordan admita

o no una recta tangente es local. Es decir, podria haber oscilacién a escalas grandes

de la curva y aun asi que la curva admita una recta tangente en cierto punto. Esto es

coherente desde la perspectiva de los coeficientes, ya que su finitud no depende de a
qué escala sucede el decaimiento.

La idea para definir e(x,r) es observar que pasa en la céscara de la bola 0B(x,r).
Recordamos que las curvas de Jordan dividen al plano en dos componentes conexas,
una interior a la curva y otra exterior a ésta. Si I' es una curva de Jordan llamaremos
Q" v Q7 alas dos componentes abiertas conexas en las que queda dividido R? \ T..

Lo que haremos serd observar como queda dividido dB(z,r) por QT y Q7. Los con-
juntos OB (xz,r) N QT y 0B(x,r) N Q™ seran abiertos de dB(x,r) y luego una unién
numerable de arquitos abiertos de circunferencia. Definimos I*(x,r) como la compo-
nente conexa de dB(z,r) N QT de mayor longitud. Puede ser vacfa y pueden haber
multiples que cumplan eso. Definimos I~ (z,r) andlogamente.
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En el la Figura 6.2 podemos cémo la curva corta a la circunferencia, dividiéndola
en arquitos abiertos azules que estdn en Q% y en arquitos rojos que estdn en .

Figura 6.2: e(x,7)

Ahora definimos

e(z,r) = %méx{!m* — Long(IJr(x,r))‘ , ’m‘ — Long([‘(:r,r))}}

Lo que estamos haciendo acéd es comparar la longitud del arco contra la longitud de
media circunferencia. Al igual que antes para que podamos hacer andlisis multiescala
tenemos que normalizar todo apropiadamente. Si el coeficiente € es pequeno, entonces
la cascara de la bola debe tener una componente del lado positivo y una componente del
lado negativo que deberan ser casi toda la circunferencia. Entonces cuanto mas pequeno
sea este coeficiente € menos oscilacion podra tener la curva sobre la bola.

Al igual que con el B4, le asociaremos a ¢ la funciéon cuadratica:

E(x)? = /Olg(x,ry%

El resultado que hay entonces es que (salvo medida H! cero): Es equivalente que en
un punto la curva admita una tangente en x, que S (x) sea finito y que £(x) sea finito.
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Hablar de medida H® cero sobre la curva es una condicién extremadamente fina en
este contexto ya que tipicamente una curva de Jordan no tiene porque tener medida
H! finita o incluso o-finita. Mds atin, puede tener dimensién de Hausdorff més grande
que 1.

A continuacién presentamos finalmente el resultado principal de este trabajo. Todo
el material desarrollado hasta ahora sera usado para dar una demostracion de lo que
se conoce como la Conjetura 2 de Carleson. La prueba parcial que presentamos acé se
debe a Jaye-Tolsa-Villa y aparece en [JTV]. Dicho trabajo es uno de varios de una serie
de articulos en donde se ve el alcance y la utilidad de las técnicas cuantitativas en el
estudio de problemas de rectificabilidad y existencia de tangentes.

Teorema 6.1.1. Si I' es el borde de un abierto 2-sided corkscrew en R? entonces el
conjunto de puntos donde E(x) es finita esta contenido (salvo medida H' cero) en el
congunto donde la curva admite una tangente.

Hablaremos un poco sobre esta pregunta primero. ;Cémo se suelen relacionar el
Boor(z,7) v €l e(x,r)? Més especificamente, jes cierto que foor(z,r) < Ce(x,r), para
alguna constante C positiva? Y la misma pregunta en la otra direccién ;es cierto que
e(z,r) < CP(z, 1), para alguna constante C' positiva?

En la Figura 6.3 vemos que la cantidad S r(x,r) controla a e(x,r). Es decir, si es
cierto que e(x,r) < CBxr(z,7). Podemos considerar una recta L donde se alcanza el
minimo del .. Como = € I', entonces si trasladamos a Ly para que pase por x tenemos
una franja de tamano 475 (x,r) en la que esta contenida toda la curva en la bola. Es
decir si F' = {y : dist(y, Lo) < 2Ber}, entonces I' N B(z,r) C F. La recta Ly es un
didmetro de la bola B(z,r).

Poc,r (X, r)2r

Figura 6.3: (z,1) < Cfusor(z,r) [Tol20]
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Como se ve en la Figura 6.3 quedan dos arcos grandes uno en cada lado. El control
de tamano que tenemos para esos arcos depende del que tenemos para B r(z, 7). Si
nos fijamos 0B(x,r) \ F, este conjunto tiene dos arcos de longitud al menos 7r —
2arcsin (26 r(x,7)). Esto implica que

e(x,r) < 2arcsin (28 r(z, 7)) -

Esto tltimo nos da e(x,r) < Cfr(z,r) como deseabamos.

Por otro lado, en la Figura 6.4 vemos que puede pasar que e¢(x,r) = 0 pero
Boor(z,7) > 0. Lo que muestra que no podemos tener una desigualdad de la forma
Boor(z,7) < Ce(z, 7).

Figura 6.4: e(x,r) =0y Bor(z,7) > 0 [Tol20].

Como ya mencionamos en la introduccién Jones demostré en [Jon90] una versién
del siguiente teorema.

Teorema 6.1.2 (Analyst Traveling Salesman). Si E es compacto en R? esta contenido
en una curva de longitud finita si y solo si para todo v € E vale que

1
/0 Boo,E(Iaryg < 0. (6.1)

El lector puede encontrar una demostracién de este teorema en los libros [GMO0S8] y
[BP17]. En el libro [GMO08] se demuestra también el siguiente Teorema:

Teorema 6.1.3. Sea I' una curva de Jordan. Es equivalente salvo en medida H' cero

1. T admite una recta tangente en x.

odr
— < O0.
r

1
2. /0 Boo.r(,T)
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Una vez notado que e(z,7) < Cfor(x,r) usando el Analyst Traveling Salesman
Theorem que ya mencionamos en la introduccion, tenemos que si [' admite tangentes
en un conjunto £/ C I' entonces para H! casitodo z € E

1
d

/ ﬁoo,p(:n,r)Q—r < 00.
0 r

Esto implica directamente que

1
d

/ €(x,r)2—r < 0.
0 r

Estudiaremos este problema en codimensién 1 y veremos que suponiendo valido
el 6.3.3 Lema 2, el teorema sigue siendo cierto en codimensién 1. Incluso si hubiese
alguna obstruccion en la extension del lema 2 a dimensiones superiores, es de interés
verificar que las herramientas utilizadas a lo largo de la demostracién no presentaban
una obstruccion.

La triple equivalencia que anunciamos hace un rato no es cierta en dimensiones
superiores. La direccién que seguro falla es que el conjunto donde una hipersuperfice
admite planos tangentes tiene la funcién cuadréatica asociada a la [, finita. Existen
gréaficos Lipschitz de dimensiones superiores con 2 no finita. Una tal construccién esta
en el Paper [AS18] Ejemplo 1.16.

En dimensiones superiores si I' es el borde de un 2-sided c-corkscrew entonces

1
Buor(e,r) =~ imf  sup dist(y, P).
7 P hiperplano yeINB(z,r)
PNB(z,r)#0

Al momento de pensar sobre cuales deberian ser los coeficientes e(x,r) no hay una
eleccién canodnica. La eleccién que hago es en mirar cuan grande puede ser un casquete
de esfera (que es la interseccién de una bola euclidea con la esfera) a la descomposicién
en abiertos inducida por el 2-sided c-corkscrew. Esta eleccion es no trivial. La ventaja de
utilizar esta familia de conjuntos es que es regular respecto al radio de la bola euclidea
con el que intersecamos a la esfera.

Lo que haremos serd observar cémo queda dividido dB(z,r) por QT y Q. Los
conjuntos dB(xz,r) N QT y dB(x,r) N Q™ serdn abiertos de dB(x,r). Para cada g €
Qt NOB(x,r) definimos s como

s :=sup{t: B(x{,t)NOB(z,r) CQ* NOB(z,r)}
Ahora a(xg) = H"Y(B(xg,s)NOB(z,r)). Le asignaremos a la parte positiva la cantidad
m™*(z,r) = sup{a(xg) : o € OB(z,r) N Q" }.

Andlogamente definimos m™(z, 7).
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En la Figura 6.5 vemos dos casquetes en verde sobre puntos en dB(z, ) uno en Q*
y otro en 7. Estos casquetes son algunos de los que consideramos al tomar el supremo.
En gris claro estan las bolas Euclideas con las que estamos intersecando a 0B(z, ) con
centro en los puntos azules.

Figura 6.5: Versién de e(z,7) en R3.

Estas cantidades representan la mayor area que podemos conseguir en un casquete
que sea la interseccion de la esfera con una bola euclidea para que estén adentro de las
componentes conexas de QF N IB(z, 7).

Lo que estamos midiendo es cuan grande en drea es el disco euclideo en la esfera
més grande contenido en Q7.
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Ahora definimos

1 n
e(r,r) = — méx{‘gwnr”_l —m™(
r

n
, ‘—wnr"_l —m (z, 7‘)‘}

$,7“) 2

Sabemos que H"1(S"" 1) = nH"(B(0,1)) = nw,. Entonces 22r""! es la medida
de media esfera. Luego la idea es la misma aca, estamos midiendo casquetes y pre-
guntandonos cuan lejos estan de ser media esfera.

6.2. Lema de funciones cuadraticas

Definimos

n/2
w1 e—y—xﬁ/ﬁdy’.

2 rn O+

at(z,r) =

Asociada a estos coeficientes definimos

Maés en general, si ¢ : R :— [0,00) que cumple

/000 o(t)t" \/log(e + 1) < oo,

definimos ¥ (z) = ¢(]z|). Luego

donde

Acé adoptamos la notacion R = {(z1,...,2,) : ¥, > 0}. Asociada a estos coeficientes
definimos

Sabemos que [g, e P dy es
+

(/R e‘t2dt) " X (/]R+ e_t2dt) — (V)" x \/7% _ Wr;/z.

Esto justifica la constante en la definicién de o™ (x, r).
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Lema 6.2.1. Existe una constante Cy, tal que para todo v € R", para todo R > 0, y
M > 1, tenemos:

r dr ME dr  nw, [ t\"?
2—<C/ 2= ”/ " (logt—] .
[ asterr < [ e T T [ (1o

Aqui usamos la notacion log*(x) = log(e + ).

Demostracion. Si € es pequena, entonces deben haber dos casquetes grandotes del lado
positivo y negativo. Luego una afirmacién que se desprende de esto es que en medida
H"HOB(z,s) N QT) debe parecerse a media esfera. Una cota sale de que el casquete
del lado positivo tiene bastante medida y la otra que el casquete del lado negativo tiene
bastante medida y esté en el complemento.

El argumento que dimos recién funciona sin que necesariamente ¢ sea chica para
controlar la medida de la parte positiva en la esfera y la de la parte negativa. Integrando
en coordenadas polares en x tenemos que

Y S o1 n
%_T_”/O cp(;)?-l (0B(z,s) NQ")|ds

L L () |52 - @B, s n b ds.
0

rn T 2

ay(x,r) =

Si tomamos D*(z, s) casquetes en QF N JB(z, s), entonces:
D*(x,5) COB(z,s) N QY COB(z,s)\ D (z,s),
y de ahi que
H" Y (DT (x,8) < H" Y OB(x,8) NQ+) < nw, — H" (D (z,5)).
Variando las elecciones de los casquetes tenemos que:
m*(z,s) < H" N OB(x,s) NQ+) < nw, —m™(z, ).

Este ultimo paso se debe a que tienen que existir sucesiones de casquetes convergiendo
en medida a esas cantidades y luego podemos obtener la desigualdad pasando al limite.
Restando "4 y acotando por £(z, s) desde arriba y abajo tenemos que

nWy,

2

— H" 1 (OB(x,s) N Q*)‘ < s"le(a,s).

Esto nos dice que :

ay(x,r) < 1 /Ooogo <§> e(x,8)s" ds. (6.2)
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Elevando al cuadrado (6.2) e integrando sobre r € (0, R) tenemos que,

([oerr )™ < ([ (& [ o) e %)
_ </0R (rin /OOO o(t)e(x, tr)t"” 1dt> d7>

Ahora, usando la desigualdad integral de Minkowski,

</0R ay(z,r)’ ir) < /Ooo (E(m,tr)2%>l/2 S
d _

Parat > 1y M > 1, dividimos

tR
d

/ 5(x,u)2—u
0 u

IA
o\
I~
=
o
=
N
e
E
_l’_
VS
S
N &
3
N——
[\]
—
NI
SHE

Aqui el (%)2 sale de acotar a e(z,r) por “5=. Como la desigualdad es cierta también
para todo ¢t € (0, 1) entonces:

/Ooo (/OtRa(:c u)? Cif) @(t)t"’ldt < (/OMRa(:c,qu—j)l/z /OOO o(1)E"dt

nw & t 1/2
L " logt— .
= /M () <og M)

De esto se concluye el lema. O]

Corolario 6.2.2. En particular si

! d
r
/ e(z,r)*— < oo,
0 r
tenemos que

1
d
/ aw(:v,r)Z—r < 00.
0 r
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6.3. Estructura de la demostracion

Definicién 6.3.1. Decimos que u tiene crecimiento C-polinomial de grado d, si para
toda bola B tenemos que u(B) < Cr.

Lema 6.3.2. Lema principal 1:

Sea QT C R™ un abierto 2-sided c-corkscrew, I' = 0Q", sea pu una medida con creci-
miento 1-polinomial de grado n — 1 soportada en I'. Sea B una bola centrada en I' tal
que (B) > cor(B)"! para 0 < ¢y < Cy. Dado &€ > 0, existe & > 0 (dependiendo en
Co,co,¢, €) tal que si

/73 /o (e, )" + o™ (x, T)2)¥du(rv) < 6u(7B),

entonces Boor(B) < €.

Esto es decir que en lugares de densidad y buen control de la oscilacién via (esencial-
mente) acotaciones uniformes de e(x, r) para x € supp(p) nos da un control en flatness
directo en la bola original de tipo acotacién en B.,. La condicién de u(B(x,7)) < r"~!
uno la tiene que pensar como una condicién de normalizacion. Esta condicién de nor-
malizacion no es demasiado pedir en este contexto porque utilizaremos el lema para la
restriccion de las medidas de Hausdorff a un conjunto. Pedir una condicién de densidad
suele ser natural porque para que la medida pueda dar informacion sobre el comporta-
miento en la bola debemos tener controlado en algin sentido que es lo que esta viendo.

Conjetura 6.3.3. Lema principal 2:

Sea QT C R™ un abierto 2-sided c-corkscrew, I' = 00", Sea By una bola centrada en
I y u una medida con crecimiento 1- polinomial de grado n — 1 soportada en T N By.
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. p(By) > cor™?

2. Boo(B) < & siempre que u(B) > 0r(B)"' y B sea una bola centrada en la hiper-
superficie I.

3. Para una funcion radial ¢ € C*°(R™) con I < ¥ < 1p@,1), se cumple que
r(Bo)/e dr
/ ay(r,r)*— < € para todo x € supp(i).
0 r

Si 0 es lo suficientemente chico en términos de cy, y € es lo suficientemente chico en
términos de 0 y co, existe un un grdfico Lipschitz A de pendiente pequena (sin =2 de
pendiente como mucho 1) tal que p(A) > $u(By).
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Demostracion del Teorema 6.1.1. En esta seccién demostraremos el resultado principal
suponiendo que es vélida la Conjetura 6.3.3 (es decir, que el Lema 2 es valido en general).

Sea G = {x € I': e(x) < co}. Veremos que los puntos de G en los que I" no admite
un plano tangente tienen medida H" ! cero.

Supongamos que eso no sucede. Entonces si Fy C G es tal que G no admite tangentes
en puntos de [y, tenemos que Fy tiene medida H" ! positiva. Podemos quedarnos
con un subconjunto cerrado de Fy, F' tal que tiene medida positiva y finita. Esto es
0<H" Y F) < oco. Como E(z) < oo en F tenemos por el Lema 6.2.1

/0 [5(:1:,7’)2 +at(z,r)* + aw(x,r)Q] % < 00.

Por el teorema de Egoroff para medidas 2.1.10 podemos remplazar a F' por un subcon-
junto cerrado que siga teniendo medida H" ! positiva sobre el cual

S

d
lim (e(z,7)* + a™ (2, 7)” + ay(z,7)?) ' — 0 uniformemente.
s—=0 Jo r

Preservamos el nombre de F'. Podemos conseguir que en ese conjunto tengamos ademas
H" N (B(z,r) N F) < 3w,_1r Vo € F,r > 0. (6.3)

Para r chicos se consigue facilmente ya que ©"~1*(F,z) < 1 para H"! casi todo
punto en F' por el Lema 2.5.1. Quitando un conjunto de medida cero podemos conseguir
que eso pase para todo F.

Si nos fijamos
_ H"Y(B(z,r)NF)

wn—lrn_l

w(z,7)

para todo x € F tenemos que limsup,_,,¢(z,7) < 1. Usando (esencialmente) el Teo-
rema de Egoroff 2.1.10 podemos conseguir que este limite superior sea uniforme en un
subconjunto cerrado de F' de medida H" ™! positiva. Nos alcanzard con que existe rg
tal que para todo r < 1y tenemos que Vx € F' (aunque ahora F' es posiblemente mas
chico) Vr < rg la cota p(x,r) < 3.

Ahora elegimos algin x € F' y cambiamos F' por F'N B(x,r5/2). Luego sabemos
que sir > 1o, p(y,r) = ©(y,r0)Vy € F porque no hay puntos de F' en B(y,r)\ B(y,ro)
porque restringimos al conjunto F' a B(x,ry/2) que tiene didmetro ro. Como ¢(y,r) < 3
para y € F' cuando r < rg, entonces ¢(y,r) < 3 para todo r.

Sicy = ﬁwn,l, elegimos 6 > 0, € € (0,0) lo suficientemente chicos para estar
en las hipdtesis del Lema 6.3.3. Elegimos 0 > 0 suficientemente chico para que valga el
Lema 6.3.2 (Lema principal 1). Sea R lo suficientemente chico como para que

TR/e dr
/0 (e(z,7)* + o™ (2, r)” + ay(z,7)?) . < min(4, ¢) (6.4)
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para todo x € F. Denotamos p = 3w1717-L”_1| r. Entonces p tiene crecimiento 1-

polinomial de grado n — 1 por (6.3). Como ©" "*(F,z) > 57 para H"! casi todo
x € F' podemos encontrar una bola By de radio menor a R tal que

1 _
/,L(Bo) Z mwn,lr(Bo)” 1.

Estamos en condiciones de aplicar el Lema 6.3.3 para la medida v =
claramente satisface v(By) > cor(By)" !). Si B es una bola con v(B) > 6r(B)",
entonces BN By # @ y ademas

T(Bo)n_l < T(Bo)n_l
- 0 - e

Entonces usando (6.4) obtenemos que

Tr(B) 0
/73/0 [e@,1)* + a (@, )] du(w) — < 6u(7B).

Como tenemos p(B) > Or(B)™ ! entonces por el Lema 6.3.2 tenemos que By r(B) < ¢.
Tenemos también por (6.4) que

r(Bo)/e d
/ aw(x,r)z%dl/(a:) < ¢ en supp(v).
0

Ahora usando el Lema 6.3.3 tenemos un grafico A con F; = F'N A que satisface
H" 1 (Fy) > 0. Por el Lema 5.3.9 H"! casi todo z € A tenemos que

Or Hx,A) = 1.

Usamos ahora el Lema 2.5.1 y el Corolario 2.5.2 para obtener que para H" ! casi todo

x € F vale que
@:_l(xaFl) =1

y A admite un plano tangente en x.
Lo que sigue mostrara que el plano tangente a A en x es tangente a I'. Definimos

A(Z’,T’,R):{yi7"< |y_x| <R}

el anillo abierto centrado en x con radio interior r y radio exterior R.

Usamos la notacion de la Seccion 5.3. Debemos ver entonces que si V' es el plano
tangente a A en z para todo real positivo s existe r(s) tal que I' N X (z,7(s),V,s) = @.
Para ver eso veremos que existe r(s) tal que si r < r(s) entonces

N X(z,V,s)NA(z,r/2,r) = 2.

Como podemos ir cambiando r, entonces recorremos todo B(z,7(s)) \ {z} al variar r.
Esto implica directamente que

I'nX(z,V,s)NB(z,r(s)) =T'N X (z,r(s),V,s) = 2.
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Como O!(z, F}) = 1, si elegimos € > 0, entonces existe ry que depende de ¢ tal
que si r < ro estamos frente a las hipétesis del Lema 6.3.2 para la medida p y la bola
By = B(z,r). Es decir, podemos aplicar el lema porque tenemos densidad alta y las
acotaciones que ya mencionamos antes para la medida p y los coeficientes. Esto implica
que Boor(B(z,7)) < €. Como podemos hacer esto para todo € > 0 concluimos que

11}_1{(1) Boor(B(z,7)) = 0.

Supongamos entonces que existe una sucesion de radios 7 que convergen a cero tales
que 'N X (z,V,s) N Az, /2, 1) # @. Trasladamos todo para que x = 0 y hacemos
una homotecia para que la figura ahora sea I'y N X (0, V, s)NA(0,1/2,1). Aqui [y, = %F.

Sea yp € ', N X(0,V,s) N A(0,1/2,1). Estos I'y son bordes de 2-sided c-corkscrew
y luego podemos aplicar el lema de compacidad de 2-sided c-corkscrew respecto a la
convergencia local de Hausdorff. Podemos suponer ademas que en la subsucesion que
tomamos y,, converge a un punto y. Tenemos que y debe estar en A(0,1/2,1).

Como V es el plano tangente a A tendremos que los conjuntos

Ay = —(A—2)n B0, 1)

T
que se obtienen por ampliar el grafico y trasladarlo convergen en sentido local de Haus-
dorff al plano V. Los conjuntos

1
Ay = —(F, —2)nB(0,1)
Tk

estan contenidos en Aj. Queddndonos en una subsucesién podemos conseguir que Ay
converja en sentido local de Hausdorff a un cerrado A.,. La condicién de densidad sobre
r se traduce en que H"'(A;) converge a w, ;. También se puede ver que H" ' (Ay)
converge a wy,_1.

Sabemos que Ay converge a V' N B(0,1) y que Ay converge A,,. Veamos ahora que

A =V N B(0,1)

Si no fuera asi, como

(VN B(0, 1))\ A)

es no vacio, entonces serda abierto. Luego habria un conjunto cerrado C, la clausura
de una bola abierta en ((V N B(0,1)) \ Ay). Para k suficientemente grande, Ay es un
grafico Lipschitz sobre V' en B(0,1). Si fi es la funcién Lipschitz, el problema es que
al levantar C' al grafico mirando fi(Cy) tenemos que

H*(fr(Cr)) = H"H(C)

porque C' es la proyeccién ortogonal de fi(Cy) sobre V.
Como tenemos que

Hn_l(Ak \ Ak) — 0

entonces debe suceder que fi(Cy) N Ay # @ para k suficientemente grande. Si tomamos
2k € fr(Cy) N Ay entonces salvo una subsucesién z;, converge a z que debe estar en C'
Luego debemos tener que z € C'N Ay, lo cual es un absurdo.
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En la Figura 6.6 tenemos al conjunto C' en el plano pintado de rojo, que esta metido
en una bola que estamos mirando sobre el plano. El conjunto azul oscuro es el que se
obtiene por levantar a C' por el grafico Lipschitz.

Figura 6.6: Tangente blow-up sin agujeros.

Entonces tenemos que en el limite esta el plano V' y el punto y en A(0,1/2,1). Por

el Lema 3.2.7 deberfamos tener S . (B(0,1)) = 0. Esto significarfa que I'nc N B(0, 1)

estd contenido en un plano ya que se alcanza el .. Esto es un absurdo porque y esta
afuera.
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En la Figura 6.7 vemos dénde estaria y entre las dos bolas B(0,1/2), B(0,1) y en
el cono.

Figura 6.7: Cono y blow-up.

Nota: El argumento que muestra que cotas finas en medida se pueden usar para
concluir que no puede haber agujeros en el limite lo vuelvo a hacer en la demostracién
del Lema 6.4.1. En esa seccion se pueden encontrar las cuentas explicadas con mucho
mas detalle.

Ahora para ver la rectificabilidad del conjunto donde £(x) es finita basta notar que
por lo que demostramos tendremos que para H" ™! casi todo punto de G, I" admite un
plano tangente en x. Esto junto al Teorema 5.3.3 implica la rectificabilidad del conjunto
donde £(z) es finita. O
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6.4. Un resultado de convergencia

Vamos a probar el Lema Principal 1 6.3.2 por el absurdo. Para eso vamos a consi-
derar una sucesion numerable de 2-sided c-corkscrew Qj para los que no se satisface la
desigualdad que buscamos en (., y tienen cotas para las funciones cuadraticas que van
mejorando cuando j — oo. Nuestra intencién sera usar un argumento de compacidad,
decir que el limite es analiticamente suave y a la vez liso. Eso implicard que a cierta
escala es un plano lo que nos permitird contradecir el hecho de que ningin término de
la sucesion satisfacia las cotas que deseabamos de (.

Llamamos &;(z,7), a; (z,7) los coeficientes e(x,7) y o (x,7) asociados a Q. Usa-
remos QF y I para referirnos a Q% I'..

Lema 6.4.1. Fijamos Cy,co > 0. Sea {p;}; una sucesion de medidas con crecimiento
Co-polinomial de grado n—1 soportadas en I'; y convergiendo débilmente a una medida
p (entonces u tiene crecimiento Cy-polinomial de grado n — 1 y esta soportada en T').
Supongamos que By es una bola con p(B) > cor™ 1. Asumimos también que para todo
j > 1 vale que :

7r(Bo) N QdT 1
af (z,r)"—dp;(x) < —p;(7Bo), (6.5)
7B JO r J
i 7r(Bo)
o dr 1
[ s < ). (6.6)
7By J0 r J

Entonces vale lo siguiente

1. Existe una variedad analitica real Z tal que

supp(p) N 7By C Z C T

2. Para todo x € TBy N supp(p) y para todo r € (0,7r(By)) existe una pareja de
hemiesferas admisible contenida en OB(z,r).

En este caso, cuando hablamos de una variedad analitica real nos estamos refiriendo
a que Z sera el conjunto de ceros de una funcién analitica real.

Lema 6.4.2. Sea O C R™ un abierto no vacio con O~ = R*\ QF y T' = 9Q*.
Suponemos que 02~ = I tambien. Sea . una medida con crecimiento Cy-polinomial de
grado n — 1 soportada en I', sea B una bola centrada en supp(p). Suponemos que:

1. Eziste una variedad analitica real Z tal que supp(p) NBC Z CT', y

2. Para todo x € B N supp(p) yr € (0,3r(B)), existen dos hemiesferas complemen-
tarias ST (x,r), S~ (x,r) de radio r tales que S*(z,r) CQt y S~ (z,r) C Q.

entonces existe un hiperplano P tal que 'N B = PN B.
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Demostramos el Lema 6.3.2 (Lema principal 1) suponiendo validos los dos lemas
de arriba.

Demostracion del Lema 6.5.2. Renormalizando alcanza probar el lema para la bola
By := B(0,1). Vamos a demostrar el resultado por contradiccién: supongamos que
existe € > 0 tal que para todo k € N hay un abierto 2-sided c-corkscrew ) con
'), := 09 conteniendo a 0 y soportando a una medida py,, Cy polinomial de exponente
n —1 con pk(By) > cp. Suponemos que estas medidas satisfacen:

/73 /0 (exl,r)* +of (3377“)2%61;%(1’) > %M(?BO)

Y Boor, (Bo) > &. Acd i (x,7) y o) (x,7) son los coeficientes e(z,7) y a™(z,r) asociados
a Q.
La condicion ug(By) ~ 1 junto al crecimiento Cy-polinomial de grado n — 1 implica
que
diam(Q;) > diam(T';,) > diam(By N supp(ux)) = 1.

Es decir, infdiam(Q}) > 0. Esto nos permite aplicar el lema de compacidad para
abiertos 2-sided c-corkscrew, Lema 3.3.5. Luego pasando a una subsucesion a la que
renombramos, tenemos un abierto 2-sided c-corkscrew Q7 tal que

Q= @5y iD=t

en sentido local de Hausdorff. Por el Lema 3.2.7 tenemos que B r(By) > €. Entonces
por el resultado de compacidad de medidas del Teorema 2.4.3 tenemos que pasando a
una subsucesion py converge débilmente a una medida u. Esta medida estara soportada
en I' por el Lema 3.1.16 con ,u(BT)) > ¢o. Ahora aplicamos el Lema 6.4.1. Entonces,
tenemos una variedad analitica real Z tal que 7ByNsupp(u) € Z C I'. También, tenemos
para todo x € 7By Nsupp(p) vy r € (0,7) que existen hemiesferas complementarias
(S*,S7) centradas en x con radio r satisfaciendo S* C Q.

Como pu(By) > ¢y, podemos encontrar un a bola B’ centrada en supp(u) N By tal
que 7By 2 B’ D By con supp(p) N B’ C Z para todo x € supp(u)NB'yr € (0,3r(B")).
Ahora aplicamos el Lema 6.4.2 para la bola B’ y concluimos que existe un plano tal que
I'N B"= PN B Pero esto contradice el hecho que foor(By) > ¢ = 0 porque coincide
con el plano P en la bola y luego for(By) = 0. O

Demostracion del Lema 6.4.1. El hecho de que supp(p) C I' viene del Lema 3.1.16.
Suponemos que By = 1. La primer conclusién sale de (6.5). Esencialmente lo que
usamos es que los coeficientes involucrados ot (z,r)? son analiticos reales en x para r
fijo.

La segunda conclusién sale de (6.6). El control que tenemos en los coeficientes ¢ se
traduce en un control de flatness en el limite muy fino.

Empezamos demostrando el el primer item.
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Demostracion Smoothness: Por el lema de compacidad de corkscrew, Lema 3.3.5 tene-
mos que eligiendo una subsucesion Qi con sus funciones caracteristicas convergiendo a
g+ débilx en L>®°(R™) con g" =1 en O, g" = 0 en Q. Definimos

/2 1

B R KA
5~ | 9 (We

1

(gt e @),

ag (x,7) = |

Estudiamos algunas propiedades de g (x,7)%. Para cada r > 0 fijo la funcién z —

ag (z,7)? es analitica real como veremos en el Apéndice A. Vista como una funcién en

R" x R* via (z,7) — af (x,7) se puede verificar que es una funcién continua.

Afirmacién 6.4.3. Tenemos que o (x,7) = 0 para todo x € 7By N supp().

Demostracion. Veremos que la condicién

7
/ / af (z,r)*r*drdu(z) =0
7By J0

[ 7 .
nos alcanzard para lo que queremos. Se puede notar que fo ag (z,7)?r3dr es continua en

x ya que ag (z,7)? es continua en (x, 7). Luego si af (zg, r9) # 0 para z¢ € supp(u)N7By,

ro € (0,7] entonces como esta en el soporte, en un entorno a (z,r) debe no anularse

af (z,r). Luego tendremos que

7
/ af (z,7)*rdr > 0
0

para x en un entorno de xy. Como z( esta en el soporte de la medida, entonces eso

implica
7
/ / af (z,7)*r*drdu(z) > 0,
7TBg J0

lo cual es un absurdo.

Sabemos que
#, (7Bo)
7By =%

Donde C' es alguna constante universal. Esto se debe al crecimiento Cp-polinomial de
grado n — 1 junto a que la sucesiéon j, es creciente.
Si tenemos ¢ € CX(7By), ¥ € C°((0,7)), entonces definimos:

rm Ik 2

) 7Tn/2 2
o) = @) (e 1gs = )

Definimos también

fa.r) = gl (— : *g+—””/2)2.



Sabemos que como L+ converge débilx a g*, entonces
Tk
lim fi(x,r) = f(z,7)
k—o00

donde el limite es puntual. Es porque convolucionar contra e l7” es simplemente in-
tegrar contra una funcién en L!'(R"). Al dejar fijo (z,7), la convolucién converge a la
convolucién.

Tenemos que f;, esta uniformemente acotada en 7By x [0, 7] con sus derivadas aco-
tadas uniformemente. Por un lado multiplicar por ¢ y 1 nos permite restringirnos a
un lugar donde tenemos control ya que nos transforma a f; en una funcién de soporte
compacto. Por el otro la potencia por la que elegimos multiplicar a r es para que sus
derivadas parciales primeras estan acotadas uniformemente. La tnica derivada parcial
que puede generar problemas es respecto a r. La mayor potencia de r que se puede
generar al derivar dividiendo es r3. El 7° se genera de derivar e~/ ysando la regla
de la cadena. El hecho de que aparezca r" dividiendo no genera problemas porque este
factor es de normalizacion. Es decir tenemos la siguiente igualdad

ri” (e"?‘z * g*) () = ri"/n gt —y)e Py = / gt —rz)e " dz.
El dltimo paso se obtiene al hacer un cambio de variables.

Por el teorema de Arzela-Ascoli tenemos que podemos conseguir una subsucesion
de fi. que converge uniforme sobre compactos a f. Renombramos la sucesion para que
fr converja uniformemente sobre compactos a f. Ya dijimos que estan acotadas. La
equicontinuidad para poder aplicar Arzela-Ascoli la conseguimos ya que las primeras
derivadas estan acotadas uniformemente.

Ahora tenemos que

[[ savauta) = [[ rariu =+ [[ (6 = soydrdu, + [ [ v

La primera integral converge a cero cuando k — oo ya que drdpu;, converge débil a
drdp porque pj, ya converge débil a p. La segunda integral converge a cero cuando
k — oo, por la convergencia uniforme sobre compactos de f; a f. Para la tercera
integral tenemos:

‘/ frdrdp,

Aqui seguimos teniendo esta desigualdad ya que cuando renombramos para tener una
subsucesion convergente de f, esta subsucesion k; por la que renombramos es creciente
y luego € > £ Esto nos da que, para toda ¢ € C(7By), y para toda 1 € C2°((0, 7)),

vale que
//fdrd,u = 0.
92
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S/ / af (z,r)*rdrdy;, (z) < %
7By Jo




Entonces tenemos que

7
/ / af (z,7)*r*drdu(z) = 0.
7By J0

]
Afirmacién 6.4.4. Para todo x € R", si existe una sucesién rj, — 0 tal que ag (z,73) =
0, entonces x € I
Demostracion. Sabemos que g™ =1en QT y gt =0en Q7. Si 2 € QT entonces
1
lim — /g+(y)e_|y_ml2/’"2dy —lim [ g (rz+z)e ¥ dz = /g+(x)e_y|2dy = 72,
r—0 rh r—0
(6.7)

El segundo paso se obtiene haciendo el cambio de variables z = —=* y el tercero es por
convergencia mayorada. la ultima igualdad es la conocida identidad

/e_|y2dy = g2,

Luego para r > 0 suficientemente chico

1 2/,.2 7I'n/2
- e V=2l gy — /2| <
o / g (y)e y—m 5
Eso es imposible ya que para la sucesion r; teniamos
1 2/, 2 7Tn/2
+ —ly—=|?/ry —
i e dy = ——
ol (y) y=

Esto dice que = ¢ Q. Si € Q~ entonces tenemos usando las mismas cuentas que en
(6.7) tenemos que

1 2 /2 2
m — + —|y—x|?/r _ + — |yl —0
Hm /9 (y)e dy g (x)e”dy =0
De la misma forma si r > 0 es pequeno deberia tener

]_ _ 7x27,.2
— [ 9" w)e =2/ dy

cercano a cero pero eso no es compatible con a(z, ;) = 0 para ry — 0 porque tenemos
o - n/2 ) .
7 arbitrariamente pequefios para los cuales se parece a "5—. Asf concluimos x € I'. [

Consideramos ahora el conjunto

7 = ﬂ{x eR™: af (v,27%) = 0}.

k>0
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La primera afirmaciéon que hicimos recién nos dice que 7By Nsupp(p) € Z. Esto es
porque los elementos de 7By N supp(u) anulan los coeficientes a todas las escalas. La
segunda afirmacién dice que Z esta contenido en nuestra hipersuperficie I', ya que 2%
servirfa como ejemplo de sucesién que converge a cero donde se anula el coeficiente « .
Juntando las dos tenemos supp(p) N 7By C Z C T

Para decir que Z es una variedad analitica real definimos la siguiente funcién:

Fi=Y"27he 2 ol 27hy2, (6.8)

k>0

Podemos ver que ag (z,7) esta acotada y luego la serie converge uniformemente. Lo

que hace que F' este bien definida. Como dijimos antes:

1

—|y—x|?/r? —|2|? n
= [t < | [ gt e < gt

Luego ag (z,r) esta acotado y la serie en F' converge uniformemente. Veremos que es

analitica real en el Apéndice A. Entonces Z = F~'(0) es una variedad analitica real. [J
Pasamos a demostrar el segundo item.

Demostracion Flatness: Sea

{ /7 ( )Qd’l" < 1 }
E = IL'EI IB . ER\T,1 — — .
k k 0 . k r _\/E

Por la desigualdad de Chebyshev tenemos que

1(7By) = ——pu(7By).

vk
k VE

pr(7Bo \ Ey) < \/E/m /0 ek(x;r)z%d,uk(m) <

Sea 7, = 1 — k=4 Para cada x € Ej, y 0 < r < 7 tenemos que

7
s [art
0 S
> / ez, 8)2@
. S

LT

-

1 1
inf ez, s)’log— ~ inf e4(z, s)*log—--.
sE€[trr,T] k( ) g’/'k s€[tpr,r] k( ) gk1/4
En el ultimo paso estamos usando la aproximacién de primer orden de log(l + x).
Como estamos tomando x cercano a cero no hay problema en eso. Entonces para todo
r € (0,7) existe algun sy, € [mr, 7] tal que

1
e(x, Skr) S T (6.9)
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Entonces para cada x € Fy, y 0 < r < 7 deben existir dos casquetes esféricos
D*(x, s1,.,) C 0B(x, s1.r)

que satisfacen

— Ck’l/g) sz;l y D¥(z, s1,) C Qi

nwy,

H (D (z, 51,,)) > ( .

Donde C' es la constante implicita en (6.9).
Consideramos E), C E) un compacto tal que

e (Ey) > i 2 1Mk(Ek:) > % (1 - %) 11:(7Bo).

Por nuestro resultado de compacidad para conjuntos probado en el Lema 3.1.2 y para
medidas probado en el Teorema 2.4.3, podemos conseguir que pasen dos cosas al tomar
una subsucesién. La primera, las medidas p|Fy convergen débilmente a alguna medida
o. La segunda, los conjuntos E’; convergen en la distancia de Hausdorff a un compacto
FCR"

Como Ej C Iy, entonces F' C I'. Por nuestro Lema 3.1.16 sobre el comportamiento
de los soportes de medidas respecto a la convergencia de Hausdorff, al tener que Ej, C T,
tenemos entonces que supp(o) C F. Luego supp(c) C T

Afirmo que Vo € supp(o) y todo r € (0,7) existen una pareja de hemiesferas
admisible de centro z y radio r. Dado x € supp(o) sabemos que estd en F'. Luego deben
existir xy € E;; tales que xp — x porque la sucesiéon Evk converge a F' en la distancia
de Hausdorff. Entonces podemos tomar ¢, = s,x(xx) tal que tengamos los casquetes
D,f(xk, t) con las cotas de antes. Suponemos ademads que los casquetes estan contenidos
en alguna hemiesfera. Si no fuese asi reemplazamos los casquetes por casquetes mas
pequenos que cumplan la cota y esten contenidos dentro de una hemiesfera. Ahora
tomamos S;° dos hemiesferas (no necesariamente complementarias) tales que

Salvo subsucesiones podemos conseguir que D,f (x, tr) converjan a conjuntos cerrados
DZ y S converjan a hemiesferas S de 0B(z,r). Todos estos conjuntos estaran en
0B(x,r) ya que zp — =y ty — r por el Lema 3.1.2 y el Corolario 3.1.14.

Supongamos que SE # DI, entonces como DY C S+ debe existir un punto en el
interior de S%. para la topologia de la esfera y un casquete abierto C tal que CNDL = @.
Con C' en el interior estricto de SE. Ahora elegimos C}, que serfa en algin sentido “el
C de S 7.

Existe una transformacion afin Tj que lleva S en S;". Podemos tomarlas de forma
tal que Ty, — Id (como transformaciones afines, recordar el Corolario 3.1.14). Si consi-
deramos C} = Tj(C) entonces tendremos que 7;(C) — C en la distancia de Hausdorff.
Veremos que

T,(C)ND; + @
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para k suficientemente grande. Esto se debe a que el volumen relativo que ocupa Ty (C')
varia levemente cuando k — oo. Mas precisamente podemos tomar 7) como compo-
ner una transformacion ortogonal que le da la direccién correcta a la esfera, con una
homotecia que le da el radio correcto a T;(SY), con una traslacién que la centra correc-
tamente. Para que T, — Id basta con elegir la transformacion ortogonal lo més cerca
posible de la identidad. El tnico factor que altera el area es la homotecia que lo altera

n—1 ., ’
por un factor de (%) . Como esta sucesién converge a 1 es levemente alterado el drea
para k suficientemente grande.

Figura 6.8: Hemiesferas

En la Figura 6.8 tenemos la hemiesfera limite S, y una de las hemiesferas St. En
S+ marcamos C'y en S}, C que son los parches en gris. Los planos sobre los que hacen
sombra son los que le dan la direccién a la esfera.

Sabemos entonces que

173

H(C) = (7)n_1¢z"1(0).

Esto implica que

k—o00 k—o00 r

= HTHSENC) < HTH(SE)
e,

2
Si T,(C) N D = & infinitas veces, entonces H" 1 (C N D_,j) =0y luego

H'H(DF) = HH(DE N (SF\ Cr)) < H TS\ Ch).

n—1
lim H*Y(SF\ Cy) = lim (t—k> HH(SEN\C)

n—1
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Esto implica que

limsup H" (D) < H1(SH\ €) < npm—t,

k—o00 2

contradiciendo las desigualdades H"~'(D;) > (%= — Ck~1/8)i7 1.

Luego para k suficientemente grande se obtiene que T3(C) N D} # @. Tomamos
una sucesion y; en esa interseccion definida a partir de un ky donde empieza a pasar
que la interseccién es no vacia. Esta sucesion esta contenida en un compacto y luego
tiene una subsucesion convergente que convergera a un elemento y de C. Esto implica
que y € C N DE. Contradiciendo la definicién de C. De aqui concluimos DI = S%.
Andlogamente para Dy = S.

Lo que no es inmediato es que valga que D_jo U D_go = 0B(x,r). La idea para esto
es la siguiente: Definimos S, = S,j U S, . Definimos por otro lado D; = D,j UD,.
Con estos conjuntos se puede usar un argumento idéntico ya que el hecho de que sean
disjuntos nos dice que podemos sumar las cotas inferiores para el drea. La contradiccion
es la misma.

En conclusién tenemos el resultado de flatness para todo x € supp(o). Finalmente
vemos que ol7p, = p|7,- Esto se debe a que si f € Cy(7By),

| flloot(7Bo)
A — d [/l 750)
E;f i /730f Mk‘ ST

]

En lo que sigue queremos ver que suponiendo las hipdtesis que son consecuencia
del Lema 6.4.1 que nos daba condiciones sobre el 2-sided c-corkscrew limite, tenemos
el Lema 6.4.2 que nos dice que efectivamente el limite es plano en la bola que estamos
mirando.

Demostracion del Lema 6.4.2. Como p es no nula y tiene crecimiento polinomial de
grado n — 1, entonces
H*H(Z) = H" (supp(u)) > 0.

Esto es porque el crecimiento polinomial de grado n — 1 implica que p es absolutamente
continua con respecto a H" L.

Sabemos que Z # R™ porque Q7 es no vacio. Si consideramos S,,_; en la descompo-
sicién del Teorema de stratification de Whitney 4.2.7 de Z, entonces H" (S, 1) > 0
va que H"1(S;) = 0 para todo 0 < j < n — 2. Esto nos dice entonces que S,,_; # &.
M4s atin, para toda bola B’ C B que corta a supp(u) tenemos que H"1(S,_1NB’) > 0
va que si H"1(S,_1 N B’) = 0 entonces H"*(Z N B’) = 0 porque las subvariedades de
dimensiones menores en la descomposicién no aportan medida.

Por comodidad eliminaremos el subindice en S,,_; y nos referiremos a esta subva-
riedad como S. Veremos que S esta contenida en un plano. Miramos la normal exterior
sobre S. Podemos verla como un mapa a S™' (el mapa de Gauss) si trasladamos al
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origen el vector normal. Como tenemos definido N : S — S ! tiene sentido calcularle
el diferencial. Veremos que dN = 0 sobre S N B y luego sera un plano alli. Veremos
que esta diferencial es cero para todo y € supp(u) NS N B. Sabemos que la normal es
analitica real vista como funcién entre variedades analiticas reales. Es decir, al restrin-
girla a cartas es analitica real. Luego como H" (S Nsupp(p)) > 0 el diferencial de la
normal debe anularse en toda la variedad S, esto implica que la normal es constante y
luego debe estar contenida en un plano.

Una vez demostrado esto, sabremos que es una subvariedad del plano y luego es un
abierto de este plano. Esto implicara que esta contenido todo el plano por el Corolario
4.2.3.

Dado z € supp(u) NS N B si consideramos V' = T,(5), entonces existe un entorno
de x para el cual esto es un grafico analitico real sobre V. Esto se obtiene al utilizar el
teorema de la funcion inversa al componer una parametrizacion de un entorno de x en
S con la proyeccion ortogonal en V. Entonces tenemos una bola B’ centrada en x con
B’ C B tal que existe un plano afin V de dimensién n — 1 que pasa por = y en B, la
hipersuperficie S es el grafico de una funcién analitica real sobre V.

Sin perdida de generalidad suponemos que y =0, V = {zx; =29 = ... = 2,1 = 0}.
Veré si f es la parametrizacién analitica real, en B’ de S, entonces 8228’; ’ (0) = 0 para
todos 1 <4, <n-—1

Estudiaremos como se comportan los arcos geodésicos en la esfera con respecto a la
particion de conjuntos dada por la descomposicién de un 2-sided c-corkscrew.

Los arcos geodésicos en la esfera son los arcos circulares que estan contenidos en
grandes circulos. Los grandes circulos de una esfera son las intersecciones de 2-planos
que pasan por el centro y la esfera. Si la esfera es la unitaria, si u y v son dos vectores
unitarios y ortogonales un gran circulo es cos(#)u + sin(f)v con 6 € [0, 27]. Los grandes
circulos se obtienen al variar u y v en S™! preservdndolos ortogonales.

Propiedad Fundamental. Sea x € BN supp(p) y r € (0,3r(B)), sea I C 0B(x,7)
un arco geodésico tal queﬂl(]) < 7r y sus extremos estdn ambos en Q. Entonces
I C St(x,r), yluego I C Q. La misma afirmacion es cierta intercambiando Q% y Q™.

Para verificar la propiedad fundamental basta notar que si I es un arco geodésico
como el que dijimos, entonces sus extremos x; y T no estdn en O~ ya que estan en
QF. Entonces 71 y 3 estan en ST(z,r). Si C' el gran circulo que tiene a 1 y a o
entonces la descomposicién en las hemiesferas S (z,r), S~ (x,r) descompone a C' en
dos semicirculos cerrados C* y C~ con

C*t C St (x,r) y C~ C S (x,r).

Los dos semicirculos tendran longitud 7r. Esto se puede observar notando que si V' es
el plano que determina la divisién en Sty S~ y P es el 2-plano que determina el gran
circulo, entonces el conjunto PNV NOB(x,r) tiene dos puntos. Sea y; uno de ellos. Si
armamos una base ortonormal de P, {y, 72} tenemos que

cos| — |y +sm| — ] ys
T r
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es una parametrizacién por longitud de arco que esta en ST y en S~ en los intervalos
[0, 7r], [mr,27r] en algin orden (que depende de la orientacién de la base {y1,y2}.)
Notamos entonces que
HY(CT) =HNCT) = 7.
Sabemos que como z; y xp estdn en Ct. Hay dos formas posibles de llegar desde z; a
x9 por C. Hay un arco que es mas corto y un arco que es mas largo. Como tenemos que
H(I) < 7r, este arco es el méas corto. Si INC~ es no vacio, como C'~ es un semicirculo
y 1y T estan en el interior de Ct entonces I debe contener a todo C~. Eso implica
HY(I) > HY(C~) = 7r lo cual es un absurdo porque dirfa que es el arco més largo.
Entonces sabemos que I C Ct que es lo que buscdbamos.
Supongamos que existen i, j tales que

02 f
8%8:6]-

(0) # 0.

Entonces el hessiano de f en cero no puede ser nulo. Luego existe una direccion v
tal que Hess(f)(v,v) # 0. Podemos suponer que Hess(f)(v,v) > 0, ya que si no sucede
podemos reflejar todo por el plano x,, = 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que v = (1,0, ...,0). Luego en un entorno del origen, si

g(t) = f(t,0,...,0), ¢"(0) > 0.

Nos podemos restringir a un entorno del origen en el que g es estrictamente convexa.
Esto es, consideramos ¢ tal que g”(t) > 0 para todo [t| < . Observaremos entonces qué
pasa en el abierto Bj(0).

Llamamos « a la curva parametrizada por ¢ : [—9,d] — R™. Esta curva es analitica
real. Consideramos z; = g(—9) y z2 = g(9). Sea

1
dyp = = min dist ).
0 = 5 min dist(z, z)
Definimos § < 1 una constante positiva que elegiremos después. La figura 6.4 la de-
beriamos pensar como la proyeccion sobre el plano

Tg = T3 = ... = Tp_1 =0.

Por mas que no es exactamente eso, se veria parecido a esto al proyectarlo. La figura
no esta a escala y tenemos que pensar que 7(By) > r(By) > r(Bs). Consideramos
entonces B(z,7) con r € (0, %0) Suponemos que r es lo suficientemente chico como
para que la distancia de cualquier punto en S N B(xz,r) al plano V' es como mucho
d1555- Sea y1 € 0B(z,7) Na. Como I' = 9NF, entonces existe una bola By € QF que
satisface

dist(y, By) + r(B1) < odist(y;, R™).

Esto implica que B; C R". Sea C4 un gran circulo de 0B (z,r) que pasa por el centro
de By y por el punto de & N 0B(z,7/2) mas cercano respecto a y; (si 7 > 0 es
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Figura 6.9: Hessiano se anula [JTV].

lo suficientemente chico « siempre corta a dB(z,r) en dos puntos por la convexidad
estricta de «). Ahora usando que I' = 02~ existe una bola By C (2~ que satisface

dist(y2, Ba) + r(B2) < d min(dist(y,, R™ ), 7(By)).

La eleccién de que B; sea tan chica hace que esté en R’} y que exista un entorno de
elecciones de grandes circulos que pasan por By y Bs en alguna esfera. Dada una esfera
0B(z,r), decimos que un gran circulo es la interseccién de un 2 plano que pasa por el
centro con la esfera. Luego los grandes circulos se pueden pensar como G7(2,n) x R
donde la primera coordenada marca el plano y la segunda la esfera en la que estamos
observando.

Sea Cy un arco geodésico que pasa por By y Bs. Para ¢ lo suficientemente chico (tal
vez en funcién del r fijado) este gran circulo interseca a S en R} ya que en un entorno
del eje x1, f es positiva.

Tenemos que distinguir entre dos casos. El primero es en el que B, esta arriba de
By en la tltima coordenada (esto pasa si By esta abajo de ). Entonces, usando que
I' = 00T, vemos que existe una bola B3 C Q1 que satisface

dist(ys, Bs) + r(B3) < 0 min(dist(ys, R™ ), r(B2)).

En el caso en que By esta por debajo de B; (que pasa si Bj esta arriba de S), usando
que I' = 092, podemos elegir una bola B3 C 2~ que también satisfaga la desigualdad
anterior. En cualquier caso, podemos encontrar una gran circulo geodésico C3 que pase
por By, By y Bs. Esto es porque si ¢ es lo suficientemente chico la estabilidad anterior
que nos da que los arcos geodésicos que pasan por By y By son un abierto, nos permite
deformar sutilmente a Csy para que ahora si pase por Bs.

En el primer caso, tenemos que existe un arco en C3 con extremos en By y Bs
(que estéan en Q1) y pasa por Bs. La longitud de este arco es estrictamente menor que
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H'(C5)/2 porque sus extremos estdn contenidos en R’;. Por la propiedad fundamental,
este arco esta contenido en QF, que es una contradiccién porque B, C Q~. En el
segundo caso tenemos que existe un arco en C3 que une By y Bs (que estan contenidos
en 27) y pasa por Bj. Este arco tiene longitud estrictamente menor que H!'(Cj3)/2.
Por la propiedad fundamental, este arco esta contenido en Q~. Esto es de nuevo una
contradiccién porque By € Q7. Entonces ¢”(0) = 0 y se anula el Hessiano en x.

Vemos ahora que si se anula el Hessiano en = se anula el diferencial de la normal.
Preservamos la notacién de antes. Dado v € Ty(S) = V tenemos una curva () tal que
7/ (t) = v. Justamente esta se puede tomar como 7y(t) = f(tv) para |t| < J. Para cada t,
~'(t) es un vector tangente a S. Luego

(N,¥'(t)) = 0.

Esto tdltimo implica que
(N(y(®)), 7' (1)) = 0.

Derivando la ultima igualdad tenemos que

(AN (v ()Y (t),7'(1)) = 0.
Luego
(dNgv,v) = 0.

Esto implica que sobre Ty(.S) sabemos que la forma bilineal simétrica
Blo,w) = (dNov, w)

se anula siempre que v = w. Eso implica que la forma bilineal es nula. Finalmente se
desprende de esto dN = 0 en el origen como queriamos.

Juntando lo que obtuvimos tenemos que existe un plano P tal que S = P, entonces
P C Z. Estonos dice que I'NB C PN B. Suponemos de nuevo sin perdida de generalidad
que P ={z:z, =0}.

Si BNRT NQT # & veremos que BNRY C QF. Para ¢ € P, consideramos la
siguiente extension por hemiesferas de O N BN R’ con respecto al centro z:

Uf = U 0B(z,r) NRY

x
r€(0,3r(B)):0B(z,r)NQTNRY £

Este conjunto U es un abierto.
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Afirmacién 6.4.5. Si x € supp(u) N BN Py U # & entonces
Q"N B(x,3r(B))NRY = U

Demostracion. Observemos la Figura 6.10.

Figura 6.10: Q" esta cerrado por hemiesferas [JTV].

La figura la deberiamos pensar como la proyeccién sobre algin 2-plano que contenga
al eje x,,. Por mas que no es exactamente eso, se veria parecido a esto al proyectarlo en
algin plano. La figura no esté a escala y tenemos que pensar que r(B]) > r(Bj).

Los argumentos son similares a los que usamos antes. Es claro que nos alcanza
demostrar que U} C Q1 ya que por definicién de U

Q"N B(z,3r(B))NR} C U, .

Si no sucede que UF C Q% entonces existe un punto y € U} N Q~. Afirmo que si
tomamos r = |y — x| entonces

OB(z,r)NQ NRY #@ y 0B(x,r) NI NRY # 2.

Por un lado como U} es abierto y y € U}, entonces 0B(z,7) N QT NR"} # @. Como

x )

y € Q~ entonces o bien y € ' o0 bien y € Q™. Si sucede el primero, entonces queda
demostrada la afirmacion. Si sucede el segundo sabemos que

0B(z, ) NQ" NRY # @.
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Esto implica que hay dos puntos a y b en 0B(x,r) N R’ tales que uno esta en Q™ y
otro esta en QF. Como I' = 90*, entonces toda curva entre a y b debe cortar a I'. En
particular si tomamos una que se mantenga en 0B(z,r) N R’ (por ejemplo un gran
circulo de 0B(z, ) entre a y b) tenemos lo deseado.

Como existe un punto y' € 0B(x,7) NT' N R, el hecho de que I' = 0™, y que U
es abierto implica que existe una bola B} C U N Q™. Sea C] un gran circulo que pasa
por el centro de By y por Q7. Elegimos uno de los dos puntos z € C} N L tal que el
arco més corto entre Cf y el centro de Bj interseque a Q7.

Sea 0 < 1 un real positivo que fijaremos después. Como I' = 0€2~, entonces existe
Bl C Q~ tal que

r(By) + dist(z, By) < d min(r(B}), dist(B], P)).

Sabemos que los grandes circulos que intersecan a Bf y a Q" son un abierto de G(2,n) x
R,. Si § es lo suficientemente chico, entonces B) esta lo suficientemente cerca de z
y luego hay un gran circulo C que corta a B, a QT y a Bj. Si tomamos un arco
I' C O con sus extremos en B} y Bj, entonces para § suficientemente chico vale que
HI(I') < HYCY), y que I’ interseca a QT en su interior. Como Bj y B} estan en
Q. entonces todo I’ debe estar contenido en Q~ por la propiedad fundamental, que
contradice el hecho de que I' N QT # &. O

Ahora asumimos que B NR}Y N QT # @ y queremos ver entonces que
BNR} C QF.

Supongamos que esto no es cierto. Esto implica que si zp € supp(u) N P es el centro
de B, entonces
B(zp,2r(B))NRL C Q.

Sea V' una componente conexa de QF N B(xp,2r(B)) NR. Por el claim anterior, V'
coincide con la extension por hemiesferas centrada en zp, es decir, es de la forma

V = A(xp,s1,5) NRYL oV = B(xg,s1) NRY,
con s; < 2r(B) siempre ya que V # B(zpg,2r(B)) N R} por suposicion. Sea z’ €
=B N PNsupp(u), 2’ # zp (la existencia de 2’ sale del crecimiento polinomial de p).

Por el claim, la extensién por hemiesferas U,, centrada en 2’ esta contenida en Q7, pero
entonces

Qt DU, D U OB(z',r) NR? D dB(zp,51) N R,
r€(0,3r(B)):0B(z! ,r)NQTNRY #£&

que contradice la definicién de V' como componente conexa de Q. Ahora si
BNRINQY £ o
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entonces
BNR} C QF.

Por argumentos completamente analogos, tenemos que si BN R’} N Q™ # & entonces
B NRY C Q7. Para cubrimos el resto de los casos basta reflejar por el plano P para
que la seccién superior al plano se intercambie con la seccién inferior al plano. Entonces
concluimos que B N oNT C P, concluyendo la demostracion del lema. O

]
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Apéndice A

Un resultado sobre funciones
analiticas reales

El plan de esta seccién es demostrar que la funcién F' definida en (6.8) es una
funcion analitica real. Nuestra estrategia sera considerar primero la siguiente definicién
de convolucion:

Definicién A.0.1. Dada f : C* — C tal que si 2z = x + iy con x,y € R", entonces la
funcién © — f(x + iy) con y fijo es integrable. Dada g € L>®(R™) definimos

(g f)lx+1iy) = /n g(u) f(z + iy — u)du. (A1)
Es decir, es la convolucion entre g y f al fijar la parte imaginaria.
Definicién A.0.2. Sea a € R+. Consideramos la funciéon f, : C* — C
fal2) = a™?e70%im &
Proposicién A.0.3. Si g € L>(R") se tiene la acotacion
(9% fa) (@ + iy)| < [lgllom" e,

Demostracion. Reescribimos la expresion como

fa($ + iy) _ 6—a\m|2+2ia$.y+a\y|2.
Si le tomamos modulo a la expresion y descomponemos en producto obtenemos:

[falw +iy)| = el eel”

La expresién e desaparece porque tiene modulo 1.
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Acotando la convolucién por la norma infinito de g, multiplicado por la norma 1 de

f (con parte imaginaria fija) tenemos:
§||g||ooa"/2 (/ 6—a|x—u|2du) ea\y|2

:ngooﬂnmea\yl?

(g * fo)(z +iy)| =

[ stwtate iy = wia

En el ultimo paso estamos usando primero la invarianza de traslacion para eliminiar a

x de la integral junto al cambio de variables v = /au. La constante 7"/2 corresponde
. . . _|u‘2

a la integral bien conocida [, e~ du. O

Vamos a demostrar dos proposiciones sobre que podemos meter derivadas adentro
de la convolucién. Esto nos permitird usar Cauchy-Riemann para demostrar que la
convolucién es holomorfa.

Proposiciéon A.0.4. Si g € L™ entonces

Aot ., (25)

&I;k axk

Demostracion. Pensaremos a y fijo en todo momento. Denotamos ¢ al elemento de R™
que tiene un solamente un 1 en la coordenada k y ceros en las demas. La derivada por
definicion es

(g * fa) o
“on, W) =i

g(u) (fa($+iy+h€k —z) — fa(x+z'y—u)> du.
R

Sabemos que puntualmente esa funcién converge a

dfa
g(u) aj;k

(x + iy — u).

Vamos a utilizar el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue para ver que la
integral efectivamente converge a lo que deseamos.

Nos restringiremos a h > 0, luego cambiando h por —h el mismo argumento da que
la integral converge en ese caso. Como ambas convergeran a la convolucion, entonces
efectivamente ese sera el limite de h tendiendo a cero porque coinciden sus limites
laterales.

Por el Teorema del valor medio sabemos que existe s € (0, h) tal que

fa(‘r+iy+h€k_u) _fa<x+iy_u> _ afa
h Oy,

(x + sey, + iy — u). (A.2)
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Llamamos M := ||g||oc. Si nos restringimos a considerar inicamente h < 1 entonces
la funcién
a(u) := M sup | ==

T+ sep +iy —u)| .
s€[0,1] amk( )

es una cota superior para la expresién en (A.2). Debemos ver que a € L'(R"). Calcu-
lamos

dfa : . ;
8f (z +iy) = a"™2a(=2u, + iy )e ol +2iaryTaly
Ty
Esto implica que
Ofa . _
S22 ot )| < 2072 (] + e

Estudiaremos cotas para a(u).

‘ 9fa

< 20" (| + 5 — ug| + |yp|)em T ealv® (A 3)
8$k

(x+ 1y + sex — u)

Expandimos el cuadrado:
A3) < 2an/2+1 T 4+ 5 — | + e—a|z—u\26—a52—2a(zk—uk)sea|y\2
> k k Yk

Usamos desigualdad triangular en |z, + s — ug|. Acotamos e—as” < 1 y también como
s <1, =2(x —ug)s < 2|z — ugl:

(A.3) < 20" (| — ug| + 1+ yi| el el gl
Definimos
Bl) = 2Ma™2 [y — ] 1+ [yl el ol

Veremos que 3 es una funcién integrable. Notamos que la expresién que tenemos es un
producto de funciones en una variable. Por un lado tenemos la constante 2Ma™/ 2+ aly[?
que no cambia el hecho de que « sea integrable (recordar que estamos con y fijo).

Si j # k tenemos la funcién

ﬁj(u]’) — a1/2€fa\xjfuj 2.
Por otro lado
By (uy) := a1/2(|xk —ug| + 14 |yk|)e—a|ﬂ’k—uk|2+2a|mk_uk '
Sabemos entonces que

k
Bu) = 2Mae™’® H Bj(u;).
j=1
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Por el Teorema de Fubini, sabemos que

k
; B(u)du = 2Ma™/* P H/Rﬂj(uj)duj.

Esta identidad vale ya que todas las funciones son positivas. Si la integral de alguna de
las 3; fuese co entonces la integral de /3 seria co. Sabemos que si j # k tenemos que:

/ﬁj(uj)duj = / al/Qe’“m’“jlzduj = 71/2,
R R

Llamamos b = |yx| + 2. Sabemos que () es simétrica respecto a xy. Luego basta ver
que si xp — up > 0 la integral converge. Llamamos t = z, — ug. Vemos que la integral
restringida a ¢t > 0 converge.

/ a2 (t — 1+ b)e 2 gt = / a?e(t — 14 b)e Vgt = / a'?e?(t + b)e " dt
0 0

-1

ea o (o9}
:—/ ote Vdt + be“/ e " dt.
a1/2 _al/2 _al/2

En el primer paso completamos el cuadrado. En el segundo paso hicimos el cambio de
variables s = ¢ + 1. En el tercer paso hicimos el cambio de variables s = a'/?¢t.
Estimamos las dos integrales de la suma.

e’ B
—2 /al/z 2te”" dt = a1/2€

t=00 e? al/?

= —=€
t=—al/2 a1/2

Por otro lado -
bea/ et dt < bea/ e dt < ber!/?,
- R

al/2

Juntando estas dos desigualdades tenemos que [(u) es integrable. Luego al conocer
a(u) < B(u) sabemos que a(u) es integrable. Por lo tanto podemos usar el Teorema de
convergencia mayorada de Lebesgue como queriamos. O]

Al igual que con la Proposicién anterior, necesitaremos que la derivada respecto de
y se mete adentro de la convolucion.

Proposiciéon A.0.5. Si g € L™ entonces
(g * fa) (3fa)
e v — g k -
Yk Yk

Demostracion. Denotamos nuevamente como e al elemento de R™ que tiene un tinico
1 en la coordenada k. La derivada por definicién es

(g * fa) o folx +iy + they —u) — fo(z + iy — u)
—om (¢ +iy) = lim Rng(U) ( : )du-
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Sabemos que puntualmente esa funcién converge a

O fa
Oy

g(u)z—=(x + iy — u).
Vamos a utilizar el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue para ver que la
integral efectivamente converge a lo que deseamos.

Nos restringiremos a A > 0, luego cambiando h por —h el mismo argumento da que
la integral converge en ese caso. Como ambas convergeran a la convolucion, entonces
efectivamente ese sera el limite de h tendiendo a cero porque coinciden sus limites
laterales.

Por el Teorema del valor medio sabemos que existe s € (0, ) tal que

fa(x + iy +ihey —u) — fo(x +iy —u)  Of,

h = (z+isep +iy—u). (A4
Calculamos of n 2
ayz (z + iy) = a™2a(2yy + 2izy,)e el +2iarytalyl®,
Acotamos la derivada nuevamente como
‘gYJJCZ @+ zy)‘ < 20" (|| + [yl e e,

Como el cémputo de la derivada es local podemos considerar R > 0 tal que |y+sex| <
R cuando 0 < s < 1. Considerando esto tdltimo tenemos que

0fa

§2a"/2+1(|xk . Uk| + ka + S|)€—a|z—u\26a|y+sek\2
Oy,

(x +iser + iy — u)

§2an/2+1(|xk . uk‘ + R)e—a\x—u|26aR2‘
Sea M = ||g||oo. Definimos
a(u) == 2Ma™ > (|z), — ug| + R)e e o,

Podemos notar que « esta en L'(R"). Andlogamente al caso anterior podemos partir la

integral como producto via el Teorema de Fubini.
Si j # k definimos

1/26—a|m]-—uj|2

aj(u;) =a para u; € R.

Teniendo
/ozj(uj)duj = 71/2,
R

Definimos
2
a(ug) = a?(Jog — wg| + R)e™ == para ), € R.
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Asi se tiene

/CYk(Uk)duk = 2a1/2/ te dt + QR/ e P dt < oo.
R 0 0

Como .
/ a(u)du = 2M ae™™ H/ a;j(uj)du; < oo.

En conclusién como « € L'(R") y acota los cocientes incrementales sus integrales
convergen por el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue. O]

Para estar en las hipdtesis del Teorema 4.3.1, necesitamos que la convolucion sea
continua.

Proposicion A.0.6. La convolucion g x f, es continua.

Demostracion. Debemos ver que si x, € R", yp € R” tales que =, — x, yx — ¥,
entonces (g * f,)(zr +iyx) — (g * fo)(z + 1y).

(9% fa) (2 +iy) — (g% fo) (xk + iyx) = / 9(w) (fa(x + 1y —u) = fa(we +iye — u)) du.

n

Sabemos que puntualmente el integrando converge a cero. Veremos que la integral con-
verge a cero por el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue. Para eso debemos
acotarla por una funcién mayorante en L'(R").

Si k es suficientemente grande, entonces |(z + iy) — (x + iyx)| < 1. Sea R tal que
|(zx, yx)| < R para todo k. Computamos algunas desigualdades que utilizaremos en
breve. Entonces tenemos que |y| — |yx| < 1y |y| + |yx| < 2R. Esto implica que

w2 = luel® = Iyl = lwel) (vl + lyx|) < 2R. (A.5)

Por desigualdad triangular |zy — u| — |z — u| < |z — 2| < 1. También tenemos
|z — u| + |z —u| < 2|z — u| + |z, — x| < 2|z — u| + 1. Esto implica que

i — wf® — o — uf® = (og — ul — |2 — ul)(jox —ul + |z —ul) <2z —u| + 1. (A6)
Juntando las dos desigualdades (A.5) y (A.6) tenemos que
e —ul® = |v —ul* + [yl* — lyel* < 2z —u| + 2R+ 1.
Esto nos permitira acotar
1 — ellza—ul—lz—ul+y*~|u?)

Fulw 4 iy — 1) = fuliog + g — )] =e=lrm+ols?

SeaR2e—a|(E—u‘2 (1 + ea(le—uH-QR—l-l)) .
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Sea M = ||g||co- Definimos
a(u> — MeaR2€—a\x—u|2 (1 + 6a(2\x—u|+2R+1)) )

Afirmo que esta funcion es integrable. Como la funcién es radial podemos cambiar a
polares.

/ Oz(u)du :/ MGaR2e_at2(1 +€a(2t+2R+1))nwntn_ldt,
n 0

Separamos la integral anterior. Por un lado

/ Me“Rnwnt"’lefatht <Menw, (1 +/ t”leaﬂdt)
0 1

<Menw, (1—1—/1 tnt 2nt2ndt>

a t

En el antetdltimo paso estamos usando la cota e > mirando la expansion de
Taylor de la exponen(:lal y usando que todos los términos son positivos. Esa cota implica
que e~ < 1. Como [[“¢'""dt < oo tenemos que la integral es finita.

Por otro lado

0o 0o 00
/ MGaR2e_at2ea(2t+2R+1)nwntn_ldt ~ / e_“(t_l)Qt”_ldt _ / e—at2 (t + ]_)n_ldt
0 0

-1

En el primer paso estamos desechando las constantes y completando el cuadrado. En
el dltimo paso haciendo el cambio de variables s = ¢ — 1. Debemos ver entonces que

/ e~ (t+1)"dt < .

-1

Tenemos que
o [ee]
/ e~ (t+1)"dt < 2 +/ e (t + 1) 1dt.
- 1

1
En la desigualdad anterior estamos acotando por 1 el integrando en el intervalo [—1, 1].

Como e~ < ntz” tenemos entonces

a?ng?n am

oo o0 | 27"l *
/ e (t+ 1)t < / () < T / 7t < oo,
1 1 !

Esto tltimo nos permite concluir que « es integrable. Aplicando el Teorema de Con-

vergencia Mayorada de Lebesgue usando a a como mayorante tenemos el resultado
deseado. O]

111



Veamos ahora que la convoluciéon queda holomorfa.

Lema A.0.7. Dada g € L>®(R"™) tenemos que la convolucion g f, (definida por (A.1))
es holomorfa.

Demostracion. Sabemos que f, es holomorfa porque la exponencial lo es y los polino-
mios lo son. Para ver que g * f, es holomorfa veremos que se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Veremos que las derivadas clasicas en este caso coinciden con las
distribucionales. La razon por la que las satisfara Cauchy-Riemann es que la derivadas
pasaran a la f por la Proposicion A.0.4 y la Proposicion A.0.5.

Por los argumentos de A.0.4 sabemos que

af

< 2a"/2+1(|xk—uk| +14 |y |) —a|z—ul? 2a|zk ug| (JL|y|2
6xk

Lo+ iy — )

8fa (RQ") )

Si ¢ € C°(R*) tenemos que (aplicando repetldas veces el Teorema de Fubini ya
que lo que integramos es absolutamente integrable). Para simplificar la presentacién,

pongamos
0 fa .
I= // o(x +iy) (g * —f) (x + iy)dxdy.
R2n axk

- //Rzn /n glu)plr + iy)gi(x + iy — u)dudwdy
/ // (@ + Zy i (95 + iy — u)dzdydu

/ //Rzn Dy, (z +iy) fo(r + iy — u)dzdydu
N //RQ _a_m@ +iy) (g * fa) (x + iy)dady.

esta en L}

Nuestras acotaciones siguientes nos dan que g * loc

Entonces

En el medio estamos usando la regularidad de la f, para usar que podemos aplicar
partes. Juntando todo tenemos que

//R% x +iy) (98 kfa) (x + 1y)dzdy = //R% i (z +1y)(g * f.)(x + iy)dzdy.

Esto nos da que efectivamente la derivada distribucional de la convolucién en la
variable zj, es la convolucién de la derivada en la variable .
En la variable y usando las cotas de (A.0.5) tenemos que

a1 iy )

O < 20" (| — |+ [yl Jem e

112



. . af, 1 2n :
Las cotas que siguen nos permiten ver que g * 5y, esta en L;,.(R*"). Esto nos deja
concluir usando el mismo argumento de Fubini que usamos recién que la derivada
distribucional de la convolucién en la variable g, es la convoluciéon con la derivada en
la variable .

Tenemos entonces

oo fo) | Do) _ (ﬁ -afa> ~0.

oy, Oy Oxy, * Zayk

El primer paso se deduce de las Proposiciones A.0.4 y A.0.5. El ultimo es porque f,
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann por ser holomorfa. Luego g * f, satisface
las ecuaciones de Cauchy-Riemann en sentido distribucional. Esto implica que g * f, es
una funciéon holomorfa.

También se puede conseguir esto tultimo viendo que las derivadas parciales de la
convolucién son continuas como en la Proposicién A.0.6. Esto implica que la convolucion
es C1(R™) y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en sentido usual. ]

Recordamos ahora la definicién

it (a,r)? = <g+ o2 _ 7_[_n/2>2.

Aqui g* es una funcién en L*(R™). Utilizando la definicién de convolucién de (A.1)

extendemos a nuestra ag (z,r) original a una funcién compleja. Esta funcién serd

O‘(J)F(Zﬂ")z = (g+ * fl/r2 -

n/2)2.
Deducimos del Lemaa A.0.7 que esta funcién es holomorfa compleja.
Corolario A.0.8. La funcion compleja F' : C* — C dada por la serie

F(z):= Z 2*’“6*2%“’“204;(,2, 27F)2
k=0

esta bien definida. La serie converge absolutamente y uniformemente sobre compactos.
En particular F es holomorfa.

Demostracion. Expandiendo el cuadrado en la definicién de of (z,7)? tenemos que:
ai (z,7)2 = (g% * fuprz)” + 297 % frype + 7"
Tenemos entonces usando la Proposicién A.0.3 para a = 7%2 que
(g = fi2) (@ + iy)| < g [|oor™/ 2/

Luego
2 . n 2 /2
(gF * fie)” (m+iy) < |lgt|2 e,

113



Esto implica que

o 00
D2 e (g x o) (4 dy) < g |Rmn Y 27 T,
k=0 k=0

Si nos restringimos a la franja |y| < R para algin R > 0 vemos que la serie descripta
converge absolutamente y uniformemente.

oo

o0
Z 2_k€22k+1(|y|2_k2) < Z 2_k622k+1(R2_k2).
k=0 k=0

Cuando k > R tenemos que R? — k%? < 0. Esto implica que si &k > R tenemos
9 k2 TR =K < 9=k 6gt0 hace que la serie converja absolutamente y uniformemente.
Como la ultima conclusion vale para todo R, sabemos que la serie determinada por
quedarnos con el término cuadrado en la convolucion de los tres que dimos al expandir
ag (z,r)2.

Vemos que al igual que recién la serie asociada al segundo término de la convolucion
converge absolutamente y uniformemente sobre compactos.

o0

ZQ_ke_szsz (2g+ « f272k) (I + zy) < ||g+||§o7T”22_k2622k(|y|2_2k2),
k=0 k=0

Ahora si nos restringimos a |y| < R tenemos:

o0 o0
Z 2—k622k(\y|2—2k:2) < Z 2—k622k(R2—2k2).
k=0 k=0

Luego si k > R/+v/2 entonces tenemos R? — 2k? < 0 que hace que

2—k622k(R2—2k2) < 9k
Esto hace que la serie converja absolutamente y uniformemente en |y| < R. Como esto
vale para todo R sabemos que la serie converge absolutamente y uniformemente sobre
compactos.
Por tltimo como el exponente de la exponencial es negativo, podemos acotarla por

1. Esto implica que
o0 o0
ZW"Q%GJ%HW < ZW”Z% < 27",
k=0 k=0

Luego la ultima serie converge uniformemente y absolutamente.
En conclusion sabemos que la serie converge uniformemente sobre compactos y por
el Lema A.0.7 las sumas parciales son holomorfas. Por el Teorema 4.3.3 tenemos que el

limite es holomorfo.
O
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