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Introduccion

La teoria de Redes de Reacciones Quimicas ha sido desarrollada a lo largo de los
ultimos 50 afos a partir de los trabajos seminales de Feinberg [Fei72, Fei77, FH77, Fei79,
Fei89, Fei95a, Fei95b], Horn y Jackson [Hor72, HJ72, Hor73, Hor74] y Vol’pert (en ruso)
[VK75]. Los resultados clasicos principales de las redes de reacciones quimicas pueden
encontrarse en el reciente libro de Feinberg [Feil9]. Estos sistemas tienen un amplio
rango de aplicaciones en las ciencias fisicas y juegan un rol importante en la biologia de
sistemas.

La introduccion de métodos algebraicos es relativamente nueva. Gatermann introdujo
la conexién entre cinética de accidn de masas y el dlgebra computacional por medio de
varios trabajos entre 2001 y 2005 [GatO1, GHO2, GW05]. Gunawardena y coautores tam-
bién comenzaron a abordar estos resultados de Teoria de Redes de Reacciones Quimicas
con herramientas algebraicas ([Gun03, GunO7, Gunl2, MGOS8, TG09a, TG09b]). Des-
de ese entonces, se han introducido herramientas algebraicas en trabajos de diferentes
autores como por ejemplo Craciun, Dickenstein, Peréz Millan, Shiu, Sturmfels, Feliu,
Wiuf y coautores. Algunos de los primeros trabajos en esta direcciéon son [CDSS09,
PMDSC12, KPMD*12, DPM11, CNP13, PGRC14, FW12a, FW12b, FW13b, FKLW12,
HFWS13, KFW12]. Més recientemente podemos citar [FS19, DPMSX19, DGRPM19,
CAT19, CEMC17, CFW20a, AF, FKdWY20, SF19b, SWF19, SF19a, OSTT19, NGA*20,
BG19]. Referimos a los surveys [Dic16, Dic19] y al Capitulo 5 del libro reciente [Cox20]
que contienen una introduccién al tema, asi como resultados recientes y una extensa bi-
bliografia.

Las no linealidades presentes en las redes moleculares han conducido tradicional-
mente a estudiar su comportamiento por medio de simulaciones numéricas, con lo cual
es dificil (o imposible) estimar los parametros. Sin embargo, las redes moleculares con
cinética de accién de masas dan lugar a sistemas dindmicos polinomiales que dependen
de pardmetros. Los estados estacionarios de estas redes son por lo tanto los ceros de
un sistema polinomial, es decir, variedades algebraicas afines. El abordaje por métodos
algebraicos permite tratar los (muchos) pardmetros como variables y predecir el compor-
tamiento cualitativo de las soluciones en regiones del espacio de parametros. Este estudio
es especialmente posible para las redes biol6gicas enzimadticas y en general para las redes
con estructura MESSI, introducida por Dickenstein y Pérez Millan en [MD18].

Una manera de abordar la complejidad de las redes bioquimicas es restringir el es-
tudio a subredes de las que se espera extrapolar el comportamiento dindmico de la red
total. En este sentido, U. Alon y colaboradores introdujeron la nocién de “motif”, que
corresponde a subredes que se observan en redes reales con mucha mayor probabilidad
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6 INTRODUCCION

que en redes aleatorias [SOMMUO?2]. Esta idea fue también desarrollada por ejemplo en
[FW12a] donde determinan condiciones para la existencia de multiestacionariedad en pe-
quenos motifs sin feedback que ocurren recurrentemente en redes enzimaticas, como paso
previo al estudio de la multiestacionariedad en redes generales. Un concepto similar es el
de “4tomos de multiestacionariedad” introducido en [JS13]. En todos los casos, se espera
extrapolar a la red total las caracteristicas cualitativas fundamentales que son posibles de
ser estudiadas en subredes més pequeias (ver también [CFRS07]), en particular la posible
ocurrencia de multiestacionariedad.

En esta tesis nos proponemos introducir y mostrar (algunos de los) diversos métodos
algebraicos que se utilizan para estudiar el tema de Redes de Reacciones Quimicas, en
particular Redes de Reacciones Quimicas utilizadas en Bioquimica y generar interés en
estudiantes con nuevas ideas y aportes para desarrollar técnicas y estrategias que permitan
seguir profundizando el estudio en este tema. Presentamos diferentes métodos algebraicos
que fueron desarrollados para estudiar el comportamiento de este tipo de redes y, en par-
ticular, para intentar determinar cudndo una red resulta multiestacionaria, es decir, para
qué valores de los pardmetros que aparecen en el modelo, la red tiene mas de un estado
estacionario positivo en alguna clase de compatibilidad estequiométrica. Quedan afuera
muchos resultados y estrategias de estudio de interés como son: el estudio de inyectivi-
dad ([DF21] Capitulo 4), la nocioén de grafo DSR [FW15], la matriz jacobiana reducida
([CC18, Capitulo 9]), resultados sobre multiestabilidad [CFW20b, FRW20], etc.

Resumimos el contenido de esta tesis:

En el Capitulo 1 introducimos la notacion y los principales conceptos de Redes de
Reacciones Quimicas, mostramos diferentes formas de representarlas y la nocion de mul-
tiestacionariedad.

En el Capitulo 2 damos una demostracion completa del Teorema 2.4.1 que muestra
que si una subred resulta multiestacionaria, entonces la red mas grande que la contiene
también lo es, bajo ciertas hipotesis. Usamos los resultados y definiciones que figuran en
[JS13]. Para la demostracion usamos algunas herramientas de Homotopia [CHWO08].

En el Capitulo 3, presentamos las Redes con estructura MESSI. Esta estructura se
repite en gran cantidad de redes de interés bioldgico. Presentamos algunos resultados
generales y un algoritmo presente en el mismo trabajo e implementado por G. Mosse
[Mos20], que decide si una red consistente y térica admite multiples estados estacionarios
o resulta monoestacionaria. Explicamos los pasos del algoritmo y los fundamentos en los
cuales se basa.

En el Capitulo 4 presentamos los resultados presentes en [GBD19], donde se muestran
estrategias para encontrar regiones de pardmetros que garantizan la multiestacionariedad
de una red. En particular, se presenta el caso de la cascada enzimética con n niveles y
usamos este resultado en el capitulo siguiente para encontrar regiones de pardmetros para
los que la cascada enzimatica con 3 niveles resulta multiestacionaria.

En el Capitulo 5, analizamos un ejemplo: cascada enzimatica con 3 niveles de fos-
forilacion / desfosforilacion. La cantidad de variables y de pardmetros hacen imposible
actualmente que el problema pueda abordarse con métodos simbdlicos que detecten to-
das las componentes conexas del complemento del discriminante del sistema. Asimismo,
una simulacion numérica que recorra el espacio de parametros con una malla suficien-
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temente fina requeriria un poder enorme de cémputo. En cambio, usamos los resultados
presentados en los capitulos anteriores para mostrar las diversas estrategias presentadas
en la tesis y aplicamos el algoritmo presentado en el Capitulo 3 para obtener testigos de
multiestacionariedad.
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Capitulo 1

Redes de reacciones bioquimicas

En este capitulo haremos una introduccion al tema de redes para especificar los nom-
bres de las componentes que las conforman y las notaciones que usaremos de aqui en
adelante. Mostraremos diferentes maneras de modelar una red: el sistema de ecuaciones
diferenciales asociado, un grafo dirigido, diferentes formas matriciales para representar-
la. Ademds vamos a definir qué son los estados estacionarios de una red y el concepto
de red multiestacionaria, ya que el objetivo de este trabajo es mostrar algunos de los dis-
tintos métodos que existen para determinar si una red admite (o no) multiples estados
estacionarios.

1.1. Introduccion a redes

Empezaremos mostrando un ejemplo de una reaccién quimica cldsica:

Ejemplo 1.1.1.
DH+0 -5 A 1.1

Este esquema muestra que cuando reaccionan 2 moléculas de Hidrégeno (H) con 1 molécu-
la de Oxigeno (O) dan lugar a un nuevo compuesto llamado A(gua). A los elementos

quimicos {H, O, A} se los denomina especies de la reaccion, y a la fuente 2H + O y al

producto A se los denomina complejos, que son elementos formados por combinaciones

lineales con coeficientes naturales de las especies. La flecha indica el sentido de la reac-

cion y, en general, aparecerd una etiqueta o pardmetro, en este caso k, que identifica a la

reaccion e involucra alguna informacién (por ejemplo, velocidad de la reaccion o proba-

bilidad de que la reaccion ocurra).

Una red de reacciones quimicas serd un conjunto de reacciones que suceden en si-
multidneo y dan lugar a un sistema dindmico.

Entonces, para definir una red de reacciones quimicas necesitamos la siguiente infor-
macion:

= Un conjunto finito de especies, que notaremos X = {X;, X5, ..., X,,}.

9



10 CAPITULO 1. REDES BIOQUIMICAS

» Un conjunto finito de vectores Y = {y1,ys,...,yn}, cony; € Z%,, que representan a
los complejos de la red. Para cada especie X; € X, existe algiun complejo y € Y que

la contiene.
= Un conjunto de reacciones R ¢ Y x Y, que cumplen:

e (v,y) ¢ Rparatodoy € Y, o sea, ninglin complejo reacciona con si mismo.

e Para cada complejo y € Y existe y) € Y tal que (v,Y) € Ro (y,y) € R,
es decir, existe una reaccion en R para la cual y es el complejo fuente o el
complejo producto.

(y,y") € R es un par ordenado que indica que el complejo y reacciona al complejo
y’; en general escribiremos y — y'.

Definicion 1.1.2. Una red de reacciones quimicas sobre X es un grafo dirigido sin bu-
cles, G = (V(G),&E(G)) donde los nodos o vértices del grafo representan al conjunto
de complejos V(G) = Y, y las flechas o ejes representan las reacciones E(G) = R. En
general consideraremos que los cardinales de los conjuntos son #X = n,#Y = m,#R = r.

A una red G con un conjunto de especies X, con un conjunto de complejos Y y con un
conjunto de reacciones R la notamos G = {X, Y, R}.
Veamos ahora un ejemplo de una red:

Ejemplo 1.1.3.
A+Bo 2B+C 3 A+2C (1.2)

K21

En este ejemplo,

= ¢l conjunto de especies es X = {A, B, C} y las asumimos ordenadas para representar
los complejos como vectores,

= el conjunto de complejoses Y = {y; : A+ B,y, : 2B+ C,y; : A+2C} =
{(1,1,0);(0,2,1);(1,0,2)},

= las reacciones son R = {y; — y2, y2 = y1, Y2 = y3} = {1, ¥2); (2, Y1) (02, y3)}-

Al vector de parametros lo notaremos k € R”, en este caso k = (ky2, K21, K23)-

En una red podria aparecer la reaccion 0 — A 0 A — 0 lo que indica respectivamente
la creacion o degradacién de un elemento quimico. Cominmente son llamadas reacciones
inflow/outflow. El complejo 0 serd representado con el vector nulo.

1.2. Cinéticas y Sistemas dinamicos

Las redes de reacciones quimicas definen sistemas dindmicos, que evolucionan en el
tiempo. El vector de concentraciones:

x(1) = (x1(0), %2(0), . . ., %,(1))
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representa la concentracién molar! x;(f) de la especie X; en el instante . A cada reaccién
Y — ¥, se le asigna una funcion de velocidad que determinaré el modelo del sistema. La
funcién de velocidad, que notaremos

Ri() = Ry i () 1 REy = R

es una funcién suave (continua y diferenciable, con derivadas parciales también conti-
nuas), que debe satisfacer las siguientes propiedades:

1. Ryk_>y]/€(~) depende explicitamente de x; s6lo si (yi); # 0.

2. B%Ryk_,y;(x) > ( para los x; con (y); # 0, y la igualdad puede valer s6lo si al menos

una coordenada de x es cero.

3. Ryk_w;((x) = 0 si x; = 0 para algtin i con (y;); # 0.

R
4.Si1< () < (v, entonces lim Se)

= 0, donde todas las demas x; > 0 estdn
-0 Ry (x)

fijas en el limite.

El punto 4. senala que si la reaccion ¢ demanda mds moléculas de la especie X; como
fuente que la reaccidn k, entonces la velocidad de la reaccion ¢ decrece a 0 mas rapido
que la reaccion k cuando x; — 0.

Definicion 1.2.1. Una cinética K para una red de reacciones quimicas G = {X,Y, R} es
la asignacion a cada reaccion y; — y; € R de una funcion de velocidad Ri(-) = R),kﬂ,;(-),
que satisface las propiedades numeradas anteriormente.

En este trabajo estudiaremos las redes modeladas bajo la hipétesis de cinética de ac-
cion de masas, que es estindar en el modelado matematico de eventos bioldgicos: asumi-
mos que las especies involucradas en el complejo fuente estin homogéneamente distri-
buidas, que participa una cantidad abundante de ellas, y que reaccionan a una velocidad
proporcional al producto de sus concentraciones. La constante de proporcionalidad esta
representada en la etiqueta de cada reaccion.

En general notaremos x; en vez de x;(r) a la concentracion molar de la especie X;,
obviando que es una variable que depende del tiempo.

1.2.1. Redes modeladas bajo cinética de accion de masas

Partimos del grafo dirigido G = {X, Y, R}. Asumimos que los elementos de X y de
Y estan numerados. Notamos por x = (x1, X2, ..., X,) al vector de concentraciones de las
especies. Cada complejo y; da lugar a un monomio en las concentraciones:

n
Y o— Y1k . Y2k Ynk — Yek
X =T g —| |(x€ ) (1.3)
=1

ILa concentracién molar, digamos x,, especifica el niimero de moléculas A por unidad de volumen de
mezcla. Mds precisamente, x4 es el nimero de moléculas A por unidad de volumen, dividido por el nimero
de Avogadro, 6,023 x 102,
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con la convencién de que 0° = 1.

Definicion 1.2.2. Decimos que un sistema de reacciones quimicas tiene cinética de accién
de masas si todas las funciones de velocidad asociadas a cada reaccion tienen la forma:

Ri(x) = ki x) " x) L x) =0 kg
ara alguiin vector positivo de constantes de reaccion (ky, ko, ..., k) € R .
>0

Es féacil chequear que dichas funciones R; cumplen las propiedades de las funciones
de velocidad enunciadas anteriormente.

En general notaremos «;; a la etiqueta de la reaccion y; — y;.

Un modelo bajo cinética de accion de masas es un sistema auténomo de n ecuaciones
diferenciales ordinarias en las concentraciones de las especies xi, x», . . . , X, como funcio-
nes en el tiempo y tiene la forma:

dx , .
E:x(t): Z Kijxy’(yj—y,-), X€R>0. (1.4)

yi—yeR

Podemos escribir la formulacion (1.4) para cada especie:

XZ = Z (.ij _ygl.)Kinyi, { = 1,...,1’1. (15)

yi—yjeR

Observamos que el término
e, = Ye) kij X7

representa la produccion neta de la especie X, en la reaccion y; — y; que se genera a una
velocidad «;; x”" que, bajo esta hipétesis, es proporcional al producto de las concentracio-
nes de las especies en la fuente de la reaccion, y donde la constante de porporcionalidad
es k;;. En (1.5) calculamos la creacion total (o degradacion) de la especie X, cuando las
reacciones en las que participa esta especie ocurren.

Cada derivada X, es una combinacion lineal de monomios con coeficientes reales, es decir,
una ecuacion polinomial en R[xy, ..., x,]. Notaremos entonces X, = f;(x) a cada ecuacién
y abreviaremos al sistema de ecuaciones asociado a una red de reacciones quimicas como
x = f(x), luego la funcion de velocidad de formacion de especies para esta cinética es:

)= ) kx"(-y), xeRY, (1.6)

yi—>yj€'R

Introducimos otra notacion que serd utilizada més adelante. Asumimos que las reac-
ciones del conjunto R estdn numeradas para considerarlas en algtin orden {R;,R,, ..., R,}.
Para cada complejo y; notamos cf(K) al coeficiente del monomio x” en el polinomio f;.
Esto es, mirando la ecuacion (1.5) el coeficiente correspondiente al monomio x” es

Cf(K) = Z Ve; — Ye) Kij (1.7)

yi—yjEeR
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y entonces podemos escribir de manera mas compacta

m

= i) = ) clwx, £=1,...,n.

i=1

Si el complejo y; no es la fuente de ninguna reaccion, el coeficiente ¢f(x) = 0. Sin embar-
go, hay casos en los cuales y; es la fuente de una reaccion y el coeficiente cf(K) = 0, esto
ocurre cuando la reaccion y; — y; tiene la misma cantidad de moléculas de la especie X,
en la fuente y en el producto, es decir, y,, = y, (incluye el caso en el que la especie X; no
participa de la reaccion).

Si notamos X, € R a la matriz de coeficientes de los polinomios f;:

e =clw), €=1,...,myi=1,...,m. (1.8)

podemos reescribir el sistema de ecuaciones asociado a una red modelada bajo la hipdtesis
de cinética de accion de masas como:

=2 xF (1.9)

donde Y € NJ" es la matriz que en sus columnas contiene los vectores que describen a
los complejos, y se define x¥ := (x”1, x*2, ..., x")' (el exponente ¢ denota la traspuesta).
Aclaramos la notacién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Continuamos con la red (1.2) del Ejemplo 1.1.3. Notaremos x4, xg y
xc a las concentraciones de las especies A, B, C respectivamente. Como ya dijimos, cada
complejo da lugar a un monomio en las concentraciones:

A+ B:xTO = x, xp,
2B+ C : xO2D = xp2 xc,
A+2C: x102 = x, x-2.

La evolucién en el tiempo de la concentracién de todas las especies, segun la formula
(1.4), quedara determinada por el siguiente sistema de ecuaciones:

-1 1 1
X = K2 XaXp 1 |+ K21 XBZXC -1 |+ K23 X32XC -2
1 -1 1

Si lo separamos en cada componente, el sistema de ecuaciones diferenciales asociado es:

XA = —Kip Xaxp + (Kay + K23) X2 Xc,s

. 2

Xp = K12 Xaxp — (K21 + 2K23) X~ Xc, (1.10)
. 2

Xc = K12 Xaxp + (k23 — Ka1) X~ Xc.

2

En este caso, X, € R¥? tiene una columna de ceros porque el complejo x, x¢c? no es la

fuente de ninguna reaccion, Y € NSXS

—Ki2 K1tk 0O 1 01
EK = K12 —Kp1 — 2K23 0 Y = 1 20
Ko ka—ky O 01 2



14 CAPITULO 1. REDES BIOQUIMICAS

Entonces el sistema se puede describir con el producto entre matrices como en (1.9):

—Ki2 Ktk O XA XB

= —Ky1 — 2 0 2
X = K12 K21 K23 Xg XcC
2
Kiz Kk —ky 0 )\ xax;

1.3. Subespacio estequiométrico y Subespacio cinético

Consideramos las reacciones de la red numeradas para poder ordenarlas {R;,..., R}
y asociamos a cada reaccion y; — y; el vector y; —y; € Z" que representa la produccion
neta de cada especie que participa en la reaccién una vez que ocurre.

Se llama subespacio estequiométrico de la red, S C R”, al subespacio vectorial
generado por los vectores asociados a cada reaccion:

S={j—yi:yi—2y eR. (L.1T)

Con esta informacion podemos construir una matriz, llamada matriz estequiométrica o de
estequiometria N € Z™" en cuya {-ésima columna aparece el vector asociado a la reac-
cién R,. Observamos que en las columnas de N aparecen los generadores de S y, por lo
tanto, S = Img(N), rango(N) = dim(S) = s.

Llamamos subespacio cinético de la red, que notamos S ,, al menor subespacio lineal
que contiene a la imagen de la funcién de velocidad de formacién de especies f. Siusamos
la forma de escritura matricial del sistema dada en (1.9),

Se=(Zx",xeRL) CR".

Observamos que S, estd generado por las columnas de %, también podemos escribir al
subespacio cinético como la imagen de la transformacion matricial definida por Z,.

S = (Img(X))-

A diferencia del subespacio estequiométrico, el subespacio cinético depende de los
valores que toman los parametros. Por la definicién de S y por la forma que tiene un
sistema modelado bajo cinética de accion de masas (1.6), es claro que S contiene a la
imagen de f. Al ser S, el subespacio mds chico que contiene la imagen de f, siempre se
verifica S, C S.

Ejemplo 1.3.1. Si analizamos la red (1.2) del Ejemplo 1.1.3, el subespacio estequiométri-
co asociado es
S = <(_1’ 1’ 1); (1’ _27 1)>7

y la matriz de estequiometria

-1 1 1
N = I -1 =2
I -1 1
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Notemos que el subespacio estequiométrico es independiente de los pardmetros de las
reacciones.
El subespacio cinético estd dado por:

S« = ((=K12, K12, K12); (Ka1 + K23, —K21 — 2K23, K23 — K21))

como estos vectores son linealmente independientes para cualquier valor que tomen los
pardmetros «;; que son, en principio, valores positivos, dim(S) = dim(S ), el subespacio
cinético y el subespacio estequiométrico coinciden para cualquier vector de pardmetros «.

Mas adelante veremos qué implica la igualdad (o no) de estos subespacios.

Usando la matriz N podemos escribir el sistema de ecuaciones asociado de otra forma

matricial:
-1 1 1 K12XA XB

X = 1 -1 -2 K1 XB° X (1.12)
1 -1 1 K23)CB2XC

Notamos R(x) al vector que contiene los monomios de las reacciones (y sus respec-
tivos coeficientes paramétricos): con las reacciones ordenadas, si la ¢-ésima reaccion es
y; — y; con pardmetro ;;, en la £-ésima entrada del vector R(x) € R™! figura el monomio
k;j x*', podemos describir al sistema con el producto entre matrices como en (1.12) del
ejemplo:

X = NR(x). (1.13)

Una de las preguntas que surgen naturalmente es ;cudando un sistema de ecuaciones
diferenciales polinomiales proviene de una red de reacciones quimicas modelada ba-
jo cinética de accion de masas? La respuesta estd publicada en el trabajo de Hars y Téth
en [HT79], el resultado es conocido como el Lema Hiingaro:

Lema 1.3.2. Sean fi,...,f, e R[xy,...,x, ]y f = (f1,..., f»). Son equivalentes:

(i) El sistema polinomial de ecuaciones diferenciales x = f(x) es un sistema asociado
a una red de reacciones quimicas modelada bajo cinética de accion de masas.

(ii) Para cada 1 < € < n existe un par de polinomios ps,q, € R[xy,...,x,] con coefi-
cientes no negativos, tales que fy = pr — x¢ qq.

(iii) Si escribimos f; = )., cf; x*parat =1,...,n, donde @ € N" y cf; € R, entonces
x¢ divide a x para todo a tal que ¢t < 0.

Demostracion. La equivalencia entre (i) y (ii1) es inmediata y se deduce igualando las
dos expresiones para f;.

Para probar que (i) implica (iii) notemos que el coeficiente de la ecuacién dada por
(1.5), (ve; — ye) kij» es negativo sdlo en caso de que y,, < yg. En este caso y, > 1y
entonces, x, divide al monomio x”' = x}" ;... " ... 5"

Asumimos ahora que las funciones se pueden escribir como figura en (ii) y probare-
mos que se verifica (i), para esto definimos una red sobre las especies X = {X,...,X,}
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que modelada bajo accién de masas coincida con el sistema formado por las funciones
f¢. Construimos una reaccion (etiquetada) para cada monomio presente en fy, para cada
¢ =1,...,n, de la siguiente manera: sea e, el £-€simo vector candnico de R". Tomamos
un monomio ¢, x® presente en el polinomio p, (¢, > 0). Agregamos a y @+ ¢, al conjunto
de complejos de la red y asociamos con este monomio la siguiente reaccion etiquetada:

Ca
- a+ey

Como el vector asociado a esta reaccion es e;, el monomio ¢, x s6lo estard presente en la
funcién f; del sistema asociado. De manera equivalente, tomamos un monomio cz x? del

t B
polinomio g, (cs > 0) tal que la funcién f; involucra al monomio —cg x#**. Agregamos 3
y B + e, al conjunto de complejos y agregamos a la red la reaccion etiquetada:

B
B+e —pB

Luego, el monomio correspondiente solo estard presente en fy. O

1.4. Leyes de conservacion

Dado un sistema de ecuaciones asociado a una red de reacciones quimicas, x = f(x),
un subconjunto £ C R”" se dice invariante si para cualquier trayectoria x : I — R”
definida por el sistema en un intervalo I que contiene al origen y cuyo valor inicial es
x(0) € P, implica que x(¢) € P,Vt € I, es decir, que la trayectoria que tiene como dato
inicial x(0) € # permanece dentro del conjunto # para todo instante ¢ en el intervalo de
definicién /. Cuando ¢ > 0 se dice que el conjunto es invariante hacia adelante.

Proposicion 1.4.1. Sea x = f(x) un sistema de ecuaciones proveniente de una red mode-
lada bajo la hipdtesis de cinética de accion de masas, entonces R es invariante hacia
adelante para la dindmica.

Demostracion. Sabemos por el Lema 1.3.2 que cada funcion f; se escribe de la forma

Ji=pi—xigq

con p;, q; € R[x] con coeficientes no negativos Vi = 1,...,n.
Entonces p;(x), gi(x) > 0 en RZ ;. Queremos probar que x(r) € R, Vr € I,1 > 0.

Supongamos que el enunciado no es cierto: entonces existe #; en el intervalo de de-
finicion de la trayectoria I y un indice i € {1,...,n} tal que x;(#) > 0, VO <t < t; y
xi(f) = 0.

ParaO0 <t <1

Xi(1) = pi(x(1)) = xi(1) gi(x(1)) = —xi() gi(x(1))

Luego

xi(1)
0 > —q;(x(1))
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Como [0, #;] es compacto, existe C € Ry tal que 0 < ¢g;(x(¢)) < C. Entonces

E(log(xi(t))) = 50 >-C

Integrando ambos miembros
log(xi(1)) =2 =Ct + log(x(0))
x(1) > e x;(0) > O en [0, ;]

(vale también en t; por continuidad). Lo que nos lleva a una contradiccion. O

Entonces, cada trayectoria que comienza en el ortante positivo de R”, R” ), donde el
dato inicial representa la concentracion inicial de las especies involucradas en la red,
permanece en ese ortante. Lo que implica que las concentraciones de las especies podrian
disminuir mucho, tender a cero, pero no se anulan (no se degradan totalmente), ni toman
valores negativos, lo que es coherente con el problema que se estd modelando.

Es posible ver que si un conjunto # C R” es invariante hacia adelante, su clausura P
también lo es [Son01]. Por lo tanto, cualquier trayectoria que sea solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales asociado a una red de reacciones quimicas modelada bajo la
hipoétesis de cinética de accion de masas cuyo dato inicial sea positivo o cero, permanecera
en el ortante no negativo de R” para todo tiempo positivo ¢ donde la solucidn esté definida.

Veamos que existen variedades lineales invariantes para un sistema modelado bajo
cinética de accidon de masas. Para esto volvamos al ejemplo:

Ejemplo 1.4.2. (Continuacién Ejemplo 1.1.3) A partir del sistema de ecuaciones (1.10),
podemos comprobar que se verifica:

3XA+2xB+xC =0
O lo que es igual:

d
—@Bxs+2x+xc)=0
7 t( A B+ Xc)
Y, por lo tanto, podemos afirmar que la cantidad 3 x4 + 2 xz + x¢ permanece constante a

lo largo del tiempo. Entonces existe algun valor T tal que
3x4+2xp+xc=T (1.14)

y el valor total 7" depende de la concentracion inicial de las especies. Si notamos x;(0) a
la concentracioén inicial de la especie i,

T =3 x4(0) + 2 x5(0) + xc(0)

En este caso, para cada T, la ecuacién (1.14) define un plano en R?. Dadas las con-
centraciones iniciales de las especies, el valor de T restringe las trayectorias que define
el sistema de ecuaciones al plano que ese valor de 7 define. A la ecuacion (1.14) se la
denomina Ley de conservacion para el sistema, que definimos de manera mas general a
continuacion.

Sean x,y € R”, notaremos indistintamente con x - y o con { x, y) al producto escalar
entre los vectores xey: x-y=(X,y):=x1y1+ X2y + + X, V.



18 CAPITULO 1. REDES BIOQUIMICAS

Definicion 1.4.3. Sea x = f(x) un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
x € R", sead € R", y L, una forma lineal dada por

Ly(x)=A4-x

Decimos que L,(x) es una ley de conservacion para x = f(x) si L,(x(¢)) es constante para
cada trayectoria x(¢) definida por el sistema en su intervalo de definiciéon I C R, es decir,
si existe T € R tal que A1x1(¢) + Lxo(t) + -+ - + A, x,(1) = T,Vt € I.

En este caso decimos que L,(x(¢)) = T es la ecuacién de una ley de conservaciony a la
constante 7" la denominamos cantidad total. Una ley de conservacion representa entonces
una cantidad fisica que se preserva a lo largo del tiempo en el sistema.

En general, dado un sistema EDO x = f(x) en R" se define el subespacio de leyes de
conservacion como:

A ={21 € R": Ly(x) es una ley de conservacion del sistema x = f(x)} (1.15)

En el Ejemplo 1.4.2, el subespacio ortogonal a S, que lo notamos S+, estd generado
por el vector (3,2, 1), entonces (3,2,1) - x = 0, Vx € §. Luego podemos describir al
subespacio estequiométrico en su forma dual:

S={xeR*:3x +2x +x;3 =0). (1.16)

Si llamamos 4y = (3,2, 1), la forma lineal L;,(x) = 3 x; + 2 x, + x3 se anula en S por
(1.16) y ala vez, paracada T = 3 x;(0) + 2 x2(0) + x3(0) > 0, L,,(x) = T define una ley de
conservacion para el sistema por lo visto en (1.14). Entonces, las leyes de conservacion
resultan ser traslaciones del subespacio estequiométrico de la red.

Es un resultado general que los vectores generadores de S+ dan lugar a leyes de con-
servacion para el sistema de ecuaciones diferenciales asociado a la red cuyo subespacio
estequiométrico esta dado por S, como lo demostraremos a continuacion, y por lo tanto
S+t CA.

Lema 1.4.4. En un sistema de ecuaciones correspondiente a una red modelada bajo
cinética de accion de masas con subespacio estequiométrico S, toda forma lineal L,(x)
con A € S+ define una ley de conservacion para el sistema.

Demostracion. Por la forma que tiene un sistema modelado bajo esta cinética, podemos
ver en la ecuacion (1.4) que para cualquier trayectoria x : I — R”, el vector X(¢) es una
combinacion lineal de vectores asociados a las reacciones, esto €s,

X eS=Qj-yi:yi—=yeR,Vtel

Sead e S+, entonces 0 = A - x(f) = di,(/l - x(1)),Vt € I. Luego el valor A - x(t) = Ly(x) es
constante a lo largo del tiempo y, por lo tanto, define una ley de conservacion. O
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Por lo sefialado anteriormente, si X = f(x) es el sistema de ecuaciones que modela
una red de reacciones quimicas bajo cinética de accion de masas, con S el subespacio
estequiométrico de dimensioén s, y {1, ..., 4,_} es una base de S+, podemos describir a
S como

S={xeR":L(x)=---=L,, (x)=0} (1.17)

y el conjunto
{Ly(x)=T;, i=1,...,n—s}, (1.18)
son leyes de conservacion para el sistema con cantidades totales 7; = L,,(x(0)) € R.o,

donde x(0) denota la concentracién inicial de las especies que actian en la red.

Observacion 1.4.5. Por el Lema 1.4.4 sabemos que cada vector de S+ define una ley de
conservacion para el sistema, pero no necesariamente todas las leyes de conservacion del
sistema provienen de S .

Mostramos un pequeio ejemplo en el cual existen leyes de conservacion del siste-
ma que no provienen de S+, adelantamos que esta situacion esta relacionada con que el
subespacio cinético y el subespacio estequiométrico de la red no coinciden:

Ejemplo 1.4.6.
B&ASC

El sistema de ecuaciones asociado es:

X4 = —(k1 + K2) X4,
XB = K1 Xa,
XC = Ky X4.

El subespacio estequiométrico de la red y su complemento ortogonal son:
S ={((-1,1,0);(-1,0, 1)), dim(S) =2, S~ =((1, 1, )).
Si llamamos 4 = (1, 1, 1), 4 define una ley de conservacion para el sistema ya que
A-x=Xs+Xp+%=0

entonces, existe 7" tal que x4 + xp + xc = T. Pero no es la Unica: si miramos el sistema
podemos comprobar que

(0,k2,=K1) - X =Ko Xp— k1 Xc =0

y por lo tanto, el vector A’ = (0, x, —«;) también define una ley de conservacion, A" € A.
La diferencia es que A" depende de los parametros de las reacciones y no es un vector de
S+

En este ejemplo el subespacio cinético asociado a lared es S, = ((—k; — k2, K1, K2)),
para cualquier vector de parametros k = (ki, k2, k3) € Rio, dim(S,) =1 < dim(S), luego el
subespacio cinético de la red esta contenido propiamente en el subespacio estequiométrico
asociado, lo notamos S, € S.
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En cambio, si agregdramos a la red una reaccién adicional, haciendo que la reaccion
A — B seareversible, la nueva red es:

BsASC
K3

El sistema de ecuaciones diferenciales asociado en este caso es:

Xa = —(k1 + K2) Xa + K3 X3,
XB = K1 Xg — K3 XB,
XC = Ky X4.

El subespacio estequiométrico de la red es el mismo que el de la red anterior:
S ={(-1,1,0);(=1,0, 1)), dim(S) =2, S~ ={(1, 1, 1)).
La diferencia es que el subespacio cinético ahora estd generado por
S = (=K1 = k2, K1, k2); (K3, =£3, 0))

Y como para cualquier eleccion de parametros k = (ki, k2,k3) € Rio los vectores que
generan S, son linealmente independientes, dim(S,) = 2 = dim(S). Y, por lo tanto, el
subespacio cinético y el subespacio estequiométrico de la red coinciden. En este caso,
todas las leyes de conservacion provienen de los vectores en S+, es decir, la tnica ley de
conservacion estd dada por la ecuacién x4 + xg + xc = T.

En el trabajo de Feinberg y Horn [FH77] se analizan condiciones suficientes sobre
caracteristicas de la red para determinar que el subespacio cinético y el subespacio este-
quiométrico coincidan independientemente de la eleccion de los pardmetros de las reac-
ciones.

Como S, C §, pedir que S, = S es equivalente a pedir que dim(S,) = dim(S) para
cualquier vector de parametros «, y en ese caso, todas las leyes de conservacién provienen
de S+ y se verifica entonces A = S+.

Observamos que las leyes de conservacion definidas a partir de S+ no dependen de los
parametros de las reacciones, s6lo dependen de la estructura de la red, por eso es comin
hablar de las leyes de conservacion de la red.

Mis adelante en este capitulo probaremos que si existe 4 € A N R, entonces las tra-
yectorias x(f) que define el sistema X = f(x) son acotadas y, por lo tanto, estaran definidas

¥Vt > 0. En ese caso decimos que el sistema es conservativo.

Como dijimos al comienzo de esta seccion, las leyes de conservacion definen varieda-
des lineales invariantes para las trayectorias. Y vimos que estas variedades corresponden
a traslaciones paralelas del subespacio estequiométrico S .

Para cada dato inicial x(0) € R", x(0) + S es el subespacio afin de S que pasa por
el punto x(0). Cuando miramos la interseccion de las traslaciones de S con el ortante
positivo, esto define las llamadas clases de compatibilidad estequiométrica o, de manera
reducida, S-clases, las definimos a continuacion con mayor precision.
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1.4.1. Clases de compatibilidad estequiométrica (S-Clases)

Bajo la hipdtesis de cinética de accién de masas, la trayectoria del sistema dindmico
con dato inicial x(0) queda restringida a la traslacion del subespacio estequiométrico que
pasa por ese punto: x(0) + S.

Definicion 1.4.7. Sea S el subespacio estequiométrico de una red de reacciones quimicas

y x” € R?,.. La clase de compatibilidad estequiométrica de x° es el subconjunto de R,

dado por: )
Pooi= (0 +S)NRY = {xe R : x—2" €S (1.19)

Para simplificar, denominamos a .0 la S-Clase de X0,
Sean x, z vectores de R”,
5Z€EXx(0)+S = x-z€S e (x-2)-1=0,Y1e S (1.20)

e x-A1=z7-4,Y¥A1eSt & Ly(x) = Ly(z), YA€ S* .

Dos vectores pertenecen a la misma clase de compatibilidad estequiométrica si y s6lo
si definen la misma ley de conservacion para el sistema.

La siguiente figura muestra el subespacio estequiométrico de una red representado por
la recta que pasa por el origen, junto a algunas S-clases que son traslaciones del subespa-
cio estequiométrico intersecadas con el ortante positivo.

Clases de compatibilidad estequiométrica

/

Subespacio estequiométrico

Toda S-Clase es un subconjunto cerrado: estd determinado por la interseccion entre
una variedad lineal y el ortante no negativo, luego estd definido por igualdades lineales y
desigualdades no estrictas.

Por lo visto en (1.20) y teniendo en cuenta que las S-Clases estan definidas en el or-
tante positivo, sabemos que toda S-Clase es un conjunto invariante hacia adelante y que
no depende de la eleccion de los pardmetros de las reacciones. Por lo tanto, las trayec-
torias que define el sistema asociado a la red quedan restringidas a una de estas clases
(dependiendo del valor inicial x?).

Ejemplo 1.4.8 (Continuacién del Ejemplo 1.1.3). La S-clase de x° esta definida por:

Po =" +((-1,1,1);(1,-2, D) N R,
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y también puede ser descripta por lo visto en (1.14):
{xeRy, :3x +2xm+x3 =T}, donde T =((3,2,1), x°) €Ryg

A partir de esta descripcion podemos observar que, para cada valor de 7', la S-Clase
no sélo es un conjunto cerrado, también es acotado ya que xi, x,, x3 < T. Luego, las S-
Clases son conjuntos compactos. Esto ocurrird cada vez que exista en S+ un vector con
todas las coordenadas positivas, como lo demostraremos en la Proposicion 1.4.9.

En este ejemplo cada S-Clase representa un plano (subespacio de dimension 2 en el
espacio vectorial R*) que corta al ortante positivo como se muestra en la siguiente figura.

La siguiente Proposicién es consecuencia de la Proposicion 1.3.9 presente en el tra-
bajo de Dickenstein y Feliu [DF21] en el que se muestra un resultado mds general.

Proposicion 1.4.9. Sea x = f(x) el sistema de ecuaciones asociado a una red modelada
bajo la hipdtesis de cinética de accion de masas, x € R". Sea S C R" el subespacio
estequiométrico de la red. Son equivalentes:

) . N
(i) Existe un vector 1 € S+ NRY.

(ii) Existe una base de S+ con todos sus vectores positivos.

(iii) (x°+8)NRY, es acotado (y, por lo tanto, compacto) ¥x° € R,

Demostracion. La equivalencia (i) < (ii) es inmediata si notamos que, dada una base de
S+, si existe un vector positivo en el subespacio, basta sumar este vector al resto de los
vectores de la base tantas veces como sea necesario para lograr que todos los vectores de
la base sean positivos.

(i) = (iii) Sea A € S+ un vector positivo, y x° € RZ,, entonces T = A - x> 0.

Seaz € (x°+S)ﬂR’;0 por lo visto en (1.20) vale que_/l~z =L+t +A,7,=T,
entonces para cada indice 1 < j<n

OSZ]‘S

Sl B

La implicacion (iii) = (i) es un resultado general de espacios vectoriales, la idea de la
demostracidn es la siguiente: primero veamos que dado un subespacio vectorial L C R”, si
existe x° € RZ, tal que x°+L)n RZ, es acotado, entonces LNRZ = {0}. De lo contrario,
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seav € LNR” un vector no nulo. Para cualquier u € Ry el vector x’+uv € (x°+L)NR?,
ysiv; >0,

, 0 _

lim x; +pv; = +oo

U—+00

lo que nos lleva a una contradiccién. Luego, el resultado que completa la prueba es el
Corolario 3’ en [BI64] que muestra que

LNRL,={0} & L* NRL, # 0
O

Entonces, cada vez que exista un vector en S+ con todas sus coordenadas positivas,
las S-Clases serdn compactas. Por lo tanto, la trayectoria con dato inicial x° que queda
restringida a la S-Clase de x° estard acotada, lo que garantiza que estard definida para
todo tiempo ¢ > 0.

Por lo visto en esta seccion, cada S-Clase puede describirse usando las leyes de con-
servacion determinadas por una base de S+, {1, A5, ..., 4,_}, de la siguiente manera:

P = {x eRL): Ly(x) = Li(x%, i=1,...,n— s}.
Si notamos W € R"~*" a a matriz cuyas filas son los vectores de la base de S+,

A

w=|

yT =Wx%eR"™*
Ap—s
podemos escribir de forma compacta

P ={xeRly: Wx=T) (1.21)

Luego, las S-Clases pueden ser descriptas de forma dual definiendo un vector de can-
tidades totales T = (T4,...,T,—,) € W (R’;O), que denota la imagen por W de los vectores
en el ortante no negativo. Entonces, en vez de parametrizar cada clase con un vector
x0 e RZ,, podemos hacerlo con un vector T € R"™ que vive en el ortante positivo y en
la imagen de W. El beneficio de usar la forma dual es que, una vez fijado W, el vector T
identifica de forma tnica la S-Clase. En cambio, si usamos el vector x°, cualquier otro
vector z € P,o define la misma clase, como vimos en (1.20).

1.5. Estados estacionarios y el concepto de multiestacio-
nariedad.

1.5.1. Variedad de estados estacionarios

Definicién 1.5.1. Sea x = f(x) un sistema EDO asociado a una red de reacciones quimi-
cas modelada bajo cinética de accién de masas definida en RZ. La variedad de estados
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estacionarios V,(f) del sistema es el conjunto de ceros reales no negativos comunes de las
funciones fi, ..., f, que quedan determinadas cuando el vector de parametros « esta fijo.

Vi) ={reRly: i) =+ = fu(0) = 0 (1.22)

Un elemento del conjunto V,(f) se llama un estado estacionario del sistema.

Los estados estacionarios positivos son aquellos elementos del conjunto V,(f) que perte-
necen al ortante positivo R” ;, es decir, aquellos que tienen todas sus componentes mayores
a cero. Notamos V,o)(f) = Vi(f) N R, al conjunto de elementos positivos de V,(f).

Si miramos la forma matricial del sistema x = N R(x), como la definimos en (1.13),
podemos deducir que si el sistema admite un estado estacionario positivo x*, el vector co-
rrespondiente R(x*) € R™! tiene todas sus componentes positivas. Luego, una condicién
necesaria para la existencia de estados estacionarios positivos del sistema es que exista un
vector positivo en el nucleo de la matriz estequiométrica N:

X € Veoo)(f) & NR(x) = 0,x" € RY,, (1.23)

en este caso R(x") € ker(N) N R y entonces podemos afirmar que ker(N) N RZ, # 0.
Cuando el sistema admite al menos una solucién positiva, decimos que el sistema es con-
sistente.

En general, como la dindmica de un sistema modelado bajo cinética de accion de
masas estd restringida a las S-clases, nos interesa estudiar el comportamiento en cada
clase. En particular, estudiamos los estados estacionarios del sistema en cada S-clase.
Para esto consideramos el conjunto

V() NP, x° € RY, (1.24)

y queremos determinar cudntos puntos hay en la interseccion de la variedad de estados
estacionarios y las clases de estequiometria. Un resultado importante que se deduce del
teorema de punto fijo de Brouwer es que cuando un sistema es conservativo, existe al
menos un estado estacionario en cada clase de compatibilidad estequiométrica. En este
trabajo nos interesa estudiar bajo qué condiciones existe alguna clase con mas de un
estado estacionario, es decir, cudndo la interseccion (1.24) tiene dos o mds puntos.

Recordemos que las clases de compatibilidad estequiométrica pueden ser definidas
de manera unica con el vector de cantidades totales 7. Usando la forma compacta de
escritura como en (1.21), dado « € R, (el vector de pardmetros de las reacciones fijo) y
dado T € R"*, un punto x* es un estado estacionario positivo del sistema en la S-clase
definida por T siy s6losi f(x*) =0y Wx* =T.

Definicion 1.5.2. Decimos que un sistema modelado bajo cinética de accion de masas
x = f(x) con vector de constantes de las reacciones « fijo es multiestacionario si la
variedad de estados estacionarios positivos corta alguna S-clase en mas de un punto. En
el caso de que exista un tnico estado estacionario en cada clase decimos que el sistema
es monoestacionario.

Diremos que una red de reacciones quimicas es multiestacionaria o tiene la capacidad de
multiestacionariedad si existe alguna eleccion de parametros « tal que el sistema x = f(x)
es multiestacionario.
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En la siguiente figura se muestra la interseccion de una variedad de estados estacio-
narios (para describirla el vector de pardmetros « debe estar fijo) con tres clases de este-
quiometria distintas. Podemos observar que hay una de las clases que tiene tres puntos en
la interseccion con la variedad. Es decir, existe cierto vector de cantidades totales 7' que
define esa S-clase para el cual la red resulta multiestacionaria.

Ejemplo 1.5.3. Un pequeiio ejemplo para entender el concepto de multiestacionariedad.
Dada la red con parametros fijos iguales a 1:

JA+B — 34

A - B

El sistema EDO asociado cuando modelamos bajo la hipétesis de accion de masas esta
dado por:

X4 = xa" X — Xy
.fCB —XAZ X+ X4

O escrito en forma matricial:

[)=( 0 )

Las ecuaciones son linealmente dependientes, X = —X4. El subespacio estequiométri-
coes S = ((I,-1)y S+ = ((,1)). Como hay un vector con todas sus componentes
positivas en S+, el sistema es conservativo y estara definido Y¢ > 0. Existe una ley de
conservacion que proviene de S+ yes x4 + x5 = T con T > 0 que representa la concen-
tracion total de las especies A y B. Para encontrar los estados estacionarios positivos de la
red que verifican la ley de conservacion debemos resolver el sistema:

).CA = O
Xa+xg = T

xAsz—xA=0(:>xA.(xAxB—1)=0(:>xA:OoxAxB:1

Pero x4 # 0 porque representa la concentracion de la especie A en la red y asumimos
que es positiva. Entonces x4 xg = 1 define la variedad de estados estacionarios positivos.
En el siguiente esquema se muestra la variedad de estados estacionarios positivos junto al
subespacio estequiométrico S = {(x4, xp) € R*/x4 + x5 = O}:
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ra+2xp=0

Ahora agregamos la restriccion que impone la ley de conservacién, con un valor de T
genérico:
Xatxpg=T o xp=T — x4

Reemplazamos en la variedad esta dependencia entre las variables:
x0T -x)=1 -3 +Tx,—1=0

Analicemos cudntas soluciones tiene el sistema dependiendo del valor de 7 > 0 y cudles
son esas soluciones:

T+ NT? -4
2

XA, XB =

» Si7? -4 =0 T =2 el sistema tiene una dnica solucién positiva x4 = ;x5 = 1.
Es decir, hay un tnico estado estacionario positivo en la clase definida por x4 +xp =
2.

» Si7T?-4<0 & 0<T <2 el sistema no tiene soluciones reales, es decir, no hay
estados estacionarios positivos en las clases definidas por x4 + xg =T con T < 2.

m 72 -4 >0 © T > 2 el sistema tiene dos soluciones reales distintas, es decir, en
cada clase de compatibilidad estequiométrica definida por x4 + x3 = T con T > 2
podemos encontrar dos estados estacionarios positivos distintos, a saber,

xl:(T+ V12 -4 T—\/T2—4) , (T_\/m T+\/m]

2 2 yr = 2 2

Aqui se muestra un esquema de la variedad de estados estacionarios positivos, el subes-
pacio estequiométrico S y distintas clases de compatibilidad estequiométrica. En la inter-
seccion entre la variedad y las S-clases encontramos los estados estacionarios positivos
de la red.



1.6. SISTEMAS LINEALES 27

N\ b N
Toa+axp=2

xa+ap=T,T>2

Concluimos entonces que para valores de 7 > 2 la red resulta multiestacionaria, para
T = 2 la red resulta monoestacionaria y para valores de 7 < 2 no se alcanzaran estados
estacionarios positivos.

Mencionamos antes que cuando el sistema es conservativo existe al menos un estado
estacionario en cada clase de compatibilidad estequiométrica. Es importante destacar que
esto sucede cuando consideramos que alguna de las concentraciones puede ser nula, es
decir, que este punto puede estar en el borde del ortante. Al comienzo de este ejemplo
descartamos el caso x4 = 0 para concentrarnos en los estados estacionarios positivos. Si
consideramos los estados estacionarios mayores o iguales a cero, a la variedad de estados
estacionarios que muestra la figura hay que agregarle la variedad descripta por x4 = 0,
que corta a cada clase en el punto (0, 7).

Una pregunta mds general que nos hacemos es: si los pardmetros de las reacciones no
estuvieran fijos en la red,

2A+B 5 34
A = B

(cudl es el conjunto de pardmetros (k;, k2, T') para los cuales la red resulta multiestacio-
naria? Es decir, para qué valores de (ki, k2, T') podemos encontrar dos o mas puntos en la
interseccion de la variedad de estados estacionarios y las clases de compatibilidad este-
quiométrica.

1.6. Sistemas lineales

Consideramos ahora el caso particular en el que cada complejo de la red consiste
en una Unica especie. En este caso X = {Xj,...,X,} = Y y la matriz que contiene en sus
columnas a los complejos ¥ € Ni*” es la matriz identidad. Decimos que la red y el digrafo
asociado G = {X, Y, R} son lineales porque el sistema asociado, cuando modelamos bajo
la hipétesis de cinética de accidn de masas, es lineal.

Notaremos «;; a la etiqueta de la reaccion X; — X;.
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Definicién 1.6.1. Sea G una red lineal en n especies {Xj, ..., X,}, con etiquetas ;; positi-
vas en las reacciones, la matriz Laplaciana asociada A,(G) € R™" est4 definida por:

Kij siX; — Xj eR
Ay =¢ 0 s X ERiz ) (1.25)
- 2 Kig Sli=]
Xi—Xy erR

Es decir, la matriz tiene en la i j-ésima entrada que esta fuera de la diagonal (i # j)la
etiqueta de la reaccion que tiene a X; en la fuente y a X; en el producto si existe esa reac-
cién en R, si no existe tiene un cero. Y en las entradas de la diagonal ii contiene el opuesto
de la suma de todas las etiquetas en las cuales X; es la fuente. Por definicidn, las entradas
de cada columna suman cero, entonces si sumamos todas las filas de la matriz obtendre-
mos el vector nulo, lo que implica que las filas de A, son linealmente dependientes y, por
lo tanto, det(A,(G)) = 0y el rango de A,(G) es siempre menor que 7.

Ejemplo 1.6.2. Dado el digrafo lineal

G: X —2-X, (1.26)
K24
K41T ki lKB
X4 T X3
La matriz Laplaciana asociada es
—K12 0 0 K41
K12 —K23 — K4 0 Kap
A(G) =
{(6) 0 K23 —K34 0
0 K24 K34 —K41 — Ka2

Una observacion importante es que en los sistemas lineales, la matriz Laplaciana coin-
cide con la matriz X, definida en (1.8), entonces el sistema de ecuaciones diferenciales
asociado puede escribirse como:

=2 x = A x! (1.27)

Y, por lo tanto, el subespacio cinético de la red S, coincide con el subespacio columna de
la matriz Laplaciana, S, = Img(A,).

1.6.1. Algunas definiciones de Teoria de grafos

Introducimos algunas definiciones que necesitaremos para poder enunciar el Teorema
1.6.7 y otros resultados mds adelante.

Definicion 1.6.3. Dado un grafo dirigido, o digrafo, G = (V, &), donde V es el conjunto
de vértices o nodos y & es el conjunto de ejes o flechas del grafo, se define la siguiente
relacion de equivalencia en el conjunto V: dos nodos 7, j € V estdn relacionados si y
sOlo si existe un camino dirigido de i a j y un camino dirigido de j a i. Las clases de
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equivalencia de los nodos definen las componentes fuertemente conexas del grafo G. Un
grafo se dice fuertemente conexo si para todo par ordenado de nodos (i, j) existe un
camino dirigido de i a j.

El grafo subyacente de un grafo dirigido es el grafo que conserva los ejes pero no
conserva las direcciones de las flechas. El grafo subyacente de un grafo fuertemente co-
nexo es conexo.

Se llama una componente terminal fuertemente conexa a una componente fuerte-
mente conexa de la cual no salen flechas que la conectan con un nodo perteneciente a otra
componente conexa del grafo.

Un grafo dirigido se dice que es débilmente reversible si cada componente conexa
del grafo es una componente terminal fuertemente conexa. Es decir, si dos nodos perte-
necen a la misma componente conexa, existe un camino dirigido de uno a otro en ambos
sentidos. Pero podria pasar que dos nodos del grafo no estén conectados: si pertenecen a
componentes conexas distintas. Un grafo conexo y débilmente reversible es fuertemente
conexo.

Definicion 1.6.4. Un spanning tree o arbol generador de un grafo dirigido es un sub-
grafo que contiene a todos los vértices, es conexo y su grafo subyacente no tiene ciclos.

Un i-tree de un grafo dirigido es un 4rbol generador en el cual el i-ésimo vértice es el
unico vértice del arbol del cual no salen flechas.

Definicion 1.6.5. Sea G un grafo dirigido fuertemente conexo, con etiquetas «;; en los ejes
de las reacciones X; — X;. Para cada spanning tree 7 = (V(7),E(7)) de G, notamos
k" al producto de las etiquetas presentes en E(7"). Para cada nodo i de G definimos los
siguientes polinomios en ;;:

pfi= > W

9 un i—tree

Ejemplo 1.6.6 (Continuacion del Ejemplo 1.6.2). Dado el digrafo (1.26), el grafo subya-
cente de G es:

G: X X,
Xy X;
Tres spanning trees distintos son, por ejemplo:
X Xa X Xz X X5
Xy X3 Xy X; Xy X;
Los X,-trees de esta red son:
T X —=X, T X, ==X,

K24
K23

X4TX3 X4TX3
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Los monomios que resultan de los productos de las etiquetas presentes en los Xj-trees

SOon:
4 4

T4 _ T _
K'' = K12 K4 K34, K2 = K12K23 K34

Y la suma de los monomios definen el polinomio:

G _
Px, = K12 K24 K34 + K12 K23 K34

1.6.2. Un resultado de monoestacionariedad

Ahora si estamos en condiciones de enunciar el Teorema 1.6.7 conocido como el
Matrix-tree theorem que esté presente en [DF21].

Teorema 1.6.7. Sea G un digrafo fuertemente conexo con n nodos numerados {1,2,...,n},

con etiquetas positivas k;; en los ejes i “ Jjysea A, la matriz Laplaciana asociada.
Para cada nodo i, el determinante de la submatriz de A, que se obtiene eliminando la
i-ésima columna y la j-ésima fila es igual a

i+j+n-1 G
(1)t
Ademads, rango(A,) = n — 1 y el niicleo de la matriz estd generado por el vector

p° = (pf.....05)

El grafo G del Ejemplo 1.6.2 es fuertemente conexo ya que existe un camino dirigi-
do entre cualquier par de nodos. En el Ejemplo 1.6.6 mostramos los X,-trees de G, los
monomios que quedan determinados por el producto de las etiquetas de los ejes que parti-
cipan en cada X,-tree y el polinomio p%. Completamos ahora esa informacion calculando
los polinomios asociados al resto de los X;-trees, i = 1,2,3 (al ser un grafo fuertemente
conexo, para cada nodo existe al menos uno de ellos):

G G G
Px, = K41 K24 K34 + K41 K34 K23, Px, = K12 K42 K34 + K12 K34 K41, Py, = K41 K12 K23 + K12 K42 K23

Y por lo tanto, un vector generador del nucleo de A,(G) segin el Teorema 1.6.7 es
0% = (05,. 05, P, PS.)

K41 K24 K34 + K41 K34 K23
K12 K42 K34 + K12 K34 K41
K41 K12 K23 t K12 K42 K23
K12 K24 K34 + K12 K23 K34

(pG)t —

Como cada «;; toma valores positivos, estos polinomios, para cada valor de los pardmetros,
también serdn positivos. Y por lo tanto, el teorema nos muestra que hay un vector positivo
en el nicleo de la matriz Laplaciana y como construirlo.

Si observamos el sistema lineal asociado x = A, x’, el hecho de que el nicleo de A,
contenga un vector positivo implica que ese vector es un estado estacionario positivo de

la red ya que si notamos x = f(x) = f(pG) = A, (pG)t =0.
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Si el grafo G no es fuertemente conexo, pero si débilmente reversible, quiere decir
que tiene mds de una componente fuertemente conexa, en este caso la matriz Laplaciana
asociada tendré forma de bloques. Sean G, . . ., G, las componentes fuertementes conexas
de G, la matriz A, resulta:

Al(Gy) 0 0 0
0 AlGy) O 0

0 0 . 0
0 0 0 AdGy)

A(G) =

Y el nucleo de la matriz Laplaciana asociada al grafo G es la suma directa de los nucleos
de la matriz Laplaciana asociada a cada componente fuertemente conexa:

ker(A(G)) = ker(A(G))) ® ker(A(Gr)) ® - - - ® ker(A(Gy))

Veremos a continuacion que si el digrafo lineal G asociado a una red de reacciones
quimicas es débilmente reversible, entonces la red resulta monoestacionaria. Para esto
primero definimos los vectores indicadores de las componentes conexas de un grafo y
probaremos que la cantidad de componentes terminales fuertemente conexas de un grafo
coincide con la dimensién de S+ (y por lo tanto, coincide con la cantidad de leyes de
conservacion linealmente independientes que provienen de S+). Recordamos que si el
grafo es débilmente reversible, cada componente conexa es una componente terminal
fuertemente conexa. Notamos e; al j-ésimo vector canonico de R".

Definicion 1.6.8. Sean G,..., G, las componentes conexas de G, definimos los vectores
indicadores de las componentes conexas w' € {0, 1} como:

w' =1 & X; es un nodo de G;

Luego w' = 2x;ec, € Y- si el grafo es débilmente reversible, en cada componente conexa
se verifica la relacién lineal Zx,-ec;,- Xj=w-x=0,Vi=1,...,¢

Lema 1.6.9. Sea G un digrafo lineal débilmente reversible con n nodos y { componentes
conexas, y sea S el subespacio estequiométrico de la red. Entonces dim(S) =n—{y los
vectores indicadores de las componentes conexas w',i = 1,...,{ forman una base de S *.

Demostracion. Primero analicemos el caso £ = 1: en este caso, el grafo G = (V(G), E(G))
es fuertemente conexo y por lo tanto existe un camino dirigido entre cualquier par de no-
dos V(G) = {l1,2,...,n}. El subespacio estequiométrico S contiene (y estd generado
por) los vectores e; — e; para cada eje i — j € &(G). Mds aun, si hay un eje del no-
do i al jy otro del nodo j al k, los vectores e; — e; y e, — e; pertenecen a S y ademads
ex —e; = (ej —e;) + (ex — e;) € §. Recursivamente podemos ver que S estd generado por
todos los vectores e; —e; coni, j=1,...,n,(i # j), luego dim(S) =n - 1.

Por otro lado, el vector indicador de la inica componente conexa w! = (1,...,1) € R"
es ortogonal a todos los vectores de S porque (w', e;—¢;) = 1—1 = 0, entonces w' € S*.
Reciprocamente, cualquier vector w € S+ debe verificar (w, e¢; — ¢;) = 0 para todos los
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indices i, j, entonces todas sus componentes deben ser iguales y resulta ser un maltiplo de
w!. Aqui probamos que dim(S) =n—1y S+ = (w').

Seguimos con el caso ¢ = 2, y de manera andloga se demuestra el caso general.

Si ¢ = 2, G tiene dos componentes fuertemente conexas, G, G,. Supongamos que
etiquetamos los nodos del grafo de forma tal que todos los indices de los nodos en G son
menores que cualquier nodo presente en G,. Entonces

V(G =1{1,2,... . #V(G)}y V(Gy) = #V(G) + 1,...,n}
y los vectores indicadores (que tienen soporte disjunto) son de la forma
w! = (1,...,1,0,...,0) con #V(G,) componentes no nulas y

w? =(0,...,0,1,...,1) con #V(G,) componentes no nulas.

Podemos hacer un razonamiento andlogo al caso ¢ = 1 en cada componente conexa: existe
un camino dirigido entre cualquier par de nodos que pertenecen a la misma componente,
entonces S = (e; — e;;ex — e,), {i, j} # {k,t} para todo i, j indices de nodos en G, y para
todo k, t indices de nodos en G,. Luego, dim(S) = #V(Gy) — 1+ #V(G,) -1 =n-2y
cualquier vector w € S+ debe verificar:

(w, ej—e;)=0,Vi,jindicesdenodosen Gy => w=(1,...,1,%,...,%), y

w, e, —e;) =0,Yk,tindices denodosen G, > w = (*,...,*%,1,...,1)

donde = representa cualquier nimero real. Como debe verificar las dos condiciones a la
vez, podemos afirmar que w debe ser una combinacidn lineal de los vectores indicadores
y por lo tanto w € {w!, w?). Por otro lado, w' € S+ yw? € S*. Luego S* = (w!',w?). O

Se deduce del Lema 1.6.9 que la cantidad de componentes conexas de un grafo débil-
mente reversible coincide con la dimension de S+.

Proposicion 1.6.10. Si el digrafo lineal G de una red de reacciones quimicas es débil-
mente reversible, entonces la red es monoestacionaria.

Demostracion. Como G = (V(G), E(G)) es débilmente reversible, cada componente co-
nexa es fuertemente conexa, es decir, existe un camino dirigido entre cualquier par de
nodos que pertenecen a la misma componente. Supongamos que Gy, ..., G, son las com-
ponentes conexas de G y que ordenamos los indices de los nodos de forma tal que si
i < J, los nodos en G; tienen indice menor que cualquier nodo en G;. Y sean wh,.oowl
los vectores indicadores de las componentes conexas. Por lo visto en el Lema 1.6.9 los
vectores w',i = 1, ..., ¢ forman una base de S+.

Al ser una red lineal podemos describir al sistema de ecuaciones de forma matricial como
en (1.27), x = A x" con A, la matriz Laplaciana asociada. Como vimos anteriormente,
los estados estacionarios positivos de la red son los vectores positivos en el ker(A,(G)).
Queremos probar que para cualquier eleccion de constantes 77, ..., T¢, el conjunto

{XERZO:AKX’:O, wi-x:Ti,i:I,...,f}
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tiene un unico punto. Para eso necesitamos probar que existe una unica solucién del sis-

tema lineal

1...1 0...0 | 0...0 | 0...0 Ty
A(Gy) | 0...0 | 0...0 | 0...0 0
0...0 1...1 0...0 | 0...0 T,
0...0 | AG>2) | 0...0 | 0...0 0
0...0 0...0 | 0...0 1...1 T,
0...0 0...0 | 0...0 | A«Gp) 0

Esto es equivalente a probar que para cada componente fuertemente conexa G; existe
una tnica solucién positiva x” del sistema lineal definido por

1 ... 1 ine _ [ Ti .
( A(G) )(x )—(0),1—1,...,5

Sea x' € ker(A«(G))), por el Teorema 1.6.7, sabemos que existe un nimero ¢; € R tal que

(1.28)

X9 = C; pGi
Si ademas x es una solucién de (1.28), verifica
woxD =T, =>w. (cipG") =T;

entonces
G;
i [ 2 ] =T
JEV(G)
lo que determina, para cada valor de T;, univocamente el valor de ¢;. Y por lo tanto el

sistema tiene una unica solucidn. O

Entonces, si cada componente conexa de la red lineal es fuertemente conexa, sabemos
que la red resulta monoestacionaria.
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Capitulo 2

Levantando multiestacionariedad desde
subredes

En esta seccién analizaremos la relacion que existe entre la cantidad de estados es-
tacionarios que admite una red de reacciones quimicas y una subred. ;Serd cierto que si
una subred admite multiples estados estacionarios, entonces también lo hace la red que
la contiene? La respuesta es que si, bajo ciertas hipétesis. El resultado principal de este
capitulo es el Teorema 2.4.1 junto con su demostracion que es una version corregida de
la que figura en [JS13].

Cuando estudiamos un sistema de ecuaciones diferenciales asociado a una red de reac-
ciones quimicas, el tamafio de la red que estemos considerando determinard la compleji-
dad del sistema y el nivel de dificultad para encontrar soluciones. La cantidad de ecuacio-
nes y variables que conforman el sistema, estd relacionada con la cantidad de especies que
estén presentes en la red; y la cantidad de términos que tendra cada ecuacion esta deter-
minada por la cantidad de reacciones que actian. Claramente, la complejidad del sistema
serd mayor cuanto mdas grande sea la red que estemos modelando. En este sentido, es
util estudiar ciertas propiedades en redes mds pequeias, y por lo tanto méas sencillas, que
puedan ser generalizadas luego a redes mas grandes que las contienen.

2.1. Definicion de subred

Definicién 2.1.1. Sea G = {X, Y, R} una red de reacciones quimicas donde X es el con-
junto de especies, Y el conjunto de complejos y R el conjunto de reacciones involucradas.
Diremos que U es una subred de G si se obtiene eliminando algunas de las reacciones
presentes en R. Es decir, U es una subred de G si U = {X’,Y’, R’} donde R C R, y los
conjuntos X’ = X |z y Y’ = Y |g son respectivamente las especies y complejos que estin
involucrados en las reacciones del subconjunto R'.

Toda red de reacciones quimicas es una subred de ella misma.
Ejemplo 2.1.2. Sea G la siguiente red de reacciones quimicas,
E+S 2ES - FE+P
P—-S

35
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Tanto U;:
E+S—>ES—>E+P
P—-S
Como U,:
E+S—>ES—>E+P
YU3Z
P—-S
Son subredes de G.

Supongamos que las especies estan ordenadas {E, S, P, ES}. Una de las diferencias
que nos interesa destacar entre estas subredes es que el subespacio estequiométrico aso-
ciadoa G, U; y Uy esel mismo: Sg = Sy, = Sy, =((1,1,0,-1);(1,0,1,—1)), mientras
que el subespacio estequiométrico asociado a Uz es Sy, = (0, 1, -1, 0)) cuya dimensién
es menor y estd contenido en S.

El subespacio estequiométrico asociado a una subred siempre estd incluido en el
subespacio estequiométrico de la red més grande.

2.2. Estabilidad de las soluciones

En el caso de un sistema de ecuaciones polinomiales asociado a una red de reacciones
quimicas modelado bajo la hip6tesis de accidon de masas como lo definimos en (1.4), el
sistema X = f(x) es un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias dado que
las trayectorias no dependen explicitamente del valor de la variable 7, que en este caso
representa al tiempo. La nocién de estabilidad de las soluciones busca determinar si con
el paso del tiempo, ¢ > 0,1 — oo, las trayectorias permanecen acotadas, o convergen a una
trayectoria dada o bien, divergen.

Sea X(f) una solucién de f(x) = 0O, informalmente decimos que X(¢) es estable si las
trayectorias que comienzan cerca del valor inicial X(#y) para algin tiempo inicial 7, € R
permanecen cerca de x(t), YVt > t,. La trayectoria x(#) se dice que es asintoticamente
estable o exponencialmente estable si las trayectorias que comienzan cerca de x(f) no
s6lo permanecen cerca sino, ademads, convergen a X(¢) cuando t — oo.

Formalizamos estos conceptos con las siguientes definiciones:

Definicion 2.2.1. La solucion x(¢) es estable Lyapunov si para todo e > 0, 36 = §(g) > 0
tal que para cualquier otra trayectoria y(f) que satisface |x(¢y) — y(#p)| < ¢ implica que

|X() —y(®)| < &, YVt > 1, 1o € R.

Definicion 2.2.2. x(¢) es asintéticamente estable si es estable en el sentido de Lyapunov
y ademas, para cualquier otra trayectoria y(¢), b € R, tal que

[%(t0) = y(t0)l < b= lim X(1) — y(1)] = 0.
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Un andlisis més profundo de la estabilidad de las trayectorias que son soluciones de
un sistema EDO se puede encontrar en el trabajo de Wiggins [Wig03], junto al siguiente
Teorema que nos facilita una nueva caracterizacion de las trayectorias estables.

Sea X(f) = X una trayectoria constante solucion del sistema de ecuaciones asociado a
una red de reacciones quimicas, notamos J(¥) a la matriz Jacobiana de f evaluada en x:

es la matriz (con entradas constantes) de tamafio n X n cuya (i, j)-ésima entrada es %()_C).
J

Teorema 2.2.3 (Teorema 1.2.5 en [Wig03]). Si todos los autovalores de la matriz J/(X)
tienen parte real negativa, la solucion x(7) es asintéticamente estable.

2.3. Estados estacionarios no degenerados

Para introducir las siguientes definiciones recordamos que X es un estado estacionario
positivo de la red dada por X = f(x) si verifica: f(X) = 0 y todas sus componentes son
positivas.

Definicion 2.3.1. Un estado estacionario X se dice no degenerado si
ker(Jp(x)) NS = {0}

donde J; (¥) es la matriz Jacobiana de f evaluadaen Xy S C R” es el subespacio este-
quiométrico de la red.

Definicion 2.3.2. Un estado estacionario no degenerado X es asintoticamente estable o
exponencialmente estable si todos los autovalores no nulos de J/(X) tienen parte real
negativa.

Sea x = f(x) un sistema de ecuaciones asociado a una red de reacciones quimicas,
sabemos por lo visto en el Capitulo 1, que cada vez que existe 4 € S+, este vector define
una ley de conservacion para el sistema. También vimos que hay casos en los cuales
existen leyes de conservacion que no provienen de S+.

Veremos ahora que si un sistema admite un estado estacionario no degenerado, enton-
ces todas las leyes de conservacion provienen de S .

Lema 2.3.3. Sea x = f(x) el sistema de ecuaciones asociado a una red de reacciones
quimicas con n especies y S el subespacio estequiométrico de la red. Si la red admite un
estado estacionario no degenerado, entonces todas las leyes de conservacion del sistema
provienen de S+.

Demostracion. Notemos s = dim(S) = dim(S*+) = n - s.
Supongamos que existe al menos una ley de conservacion que no proviene de S+, esto
es, existe 1 ¢ S+ tal que
Lix)=1-x=C, CeR

o lo que es equivalente,
1-x=0=2-f(x)=0 2.1
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La ecuacion (2.1) muestra que existe una combinacion lineal de las funciones del sistema
{fix), f2(x),..., fu(x)} igualada a cero, donde el vector de coeficientes no pertenece al
subespacio S *. Entonces existen mds que n — s funciones del sistema linealmente depen-
dientes, lo que implica que rango(J¢(x)) < s (porque la diferenciacion respeta combina-
ciones lineales) y, por el teorema de la dimension, nulidad(J¢(x)) > n — s, esto pasa para
cada x € R".

Luego, dim(ker(J¢(x)) N'S) > 1 dado que estamos calculando la interseccion de un
subespacio de dimensidn estrictamente mayor a n — s y otro de dimensién igual a s en un
espacio vectorial de dimension n. Entonces podemos afirmar que

ker(Js(x)) NS # {0}, Vx € R"
Por definicion, en este caso no puede existir un estado estacionario no degenerado. O

Lema 2.3.4. Sea x = f(x) el sistema de ecuaciones asociado a una red de reaccio-
nes quimicas, x € R"y S C R" el subespacio estequiométrico asociado a la red con
dim(S) = s. Son equivalentes:

= X" es un estado estacionario no degenerado de x = f(x).

» Para toda eleccion de {Ay,...,,_5} base de S~ y {f,,..., f..}, s ecuaciones del
sistema linealmente independientes,

dfil ()C*)
dy, (x")

dy, (x)
det 1,
A

#0

/1n—s

donde dy(x) = (F2(x"), 22X, ... 72(x).

> Oxp > Oxp

Demostracion. Por definicidn, un estado estacionario no degenerado de x = f(x) es un
punto x* que verifica ker(J;(x*)) NS = {0}. Como dim(S) = s, entonces dim(S+) = n —s.
Sea {4y,...,4, 4} unabase de S+ C R”, por lo visto en el Capitulo 1, podemos describir a
S como el conjunto de soluciones de un sistema formado por n — s formas lineales:

S={xeR":L(x)=---=L,, (x)=0} (2.2)
donde L, (x) = A; - x, y de aqui se desprende que

A

A

S = ker 2.3)

/ln—s
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Por otro lado,

dy, (xf)
ker(J;(x*)) := ker| 9207 2.4)
dys (x")
Sea {f;,,..., fi,} un conjunto de s ecuaciones del sistema linealmente independientes, en-
tonces (2.4) es igual a:
dy (x*)
ker| 450D 2.5)
dy, (x7)
Juntando todo podemos concluir el resultado:
d, (x*) A
ker(J;(x)) NS = {0} = ker G N ker| | = q0)
d fis (x*) An—s
dy, () dy, ()
dfi2 (X*) df,-2 (X*)
s ker| 4O |2 (0} = det 4, () 1 4o,
/11 /11
/12 /12
/ln—s /ln—s
La primera equivalencia se deduce de (2.3) y (2.5), el resto son resultados basicos de
algebra lineal. O

Proposicion 2.3.5. Sea x = f(x) el sistema de ecuaciones asociado a una red de reac-
ciones quimicas, x € R" y § C R" el subespacio estequiométrico asociado a la red con
dim(S) = s. Si x* es un estado estacionario no degenerado del sistema, entonces existe
un entorno Q C R" del punto x* en el que se verifica

ker(Jr(x)) NS = {0}, Vx € Q.

Demostracion. Usando el Lema 2.3.4, sabemos que si x* es un estado estacionario no
degenerado del sistema, entonces para cualquier eleccion de {1;, 45, ...,4,_}, base de
dy, (x°)
dp, (x7)

dﬁx (x")
A
A

S+, y{fi,» fir»- - fi,} un conjunto linealmente independiente, det # 0.

/l}’l—S
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Al ser det(-) una funcién continua y det(-) # 0 una condicion abierta, sabemos que esta
desigualdad se verifica en un entorno del punto x*. Entonces existe un abierto, Q C R”,
d;, (%)
dy, (x)
dy, (x)

A1
A

con x* € €, en el cual det # 0, Vx € Q. Y por la misma equivalencia podemos

/ln—s
afirmar entonces que
ker(Js(x)) NS = {0}, Vx € Q. (2.6)

O

Esta proposicion nos permite saber que cada vez que la red admita un estado estacio-
nario no degenerado, existe un entorno del punto en donde se verifica que el nicleo de la
matriz jacobiana del sistema y el subespacio estequiométrico de la red sélo se cortan en
el cero. Este resultado nos va a servir para demostrar el Teorema 2.4.1 que enunciaremos
mas adelante en este capitulo.

Definicion 2.3.6. Decimos que un punto p € R” es aislado en un conjunto % si existe un
abierto {2 C R" que contiene a p, tal que QNP = {p}.

Proposicion 2.3.7. Sea G una red de reacciones quimicas, x = fg(x) el sistema de ecua-
ciones asociadoy S C R" el subespacio estequiométrico de la red. Si p € R”, es un estado
estacionario no degenerado del sistema, entonces es un punto aislado en la S-clase que
lo contiene.

Demostracion. Sea dim(S) = s < n, como dim(S+) = n — s, podemos describir al subes-
pacio S como el conjunto de soluciones de un sistema formado por n — s formas lineales:
S={xeR"/L,(x)=Ly(x)=---=L,_(x)=0}dondecada L,(x)=41;-xy A € R"son
vectores que generan S .

SeaS +C ={L,(x) =Cy,L,(x) =Cs,...,L,, (x)=C,_}laclase de compatibilidad
estequiométrica a la cual pertenece el punto p, y {f;, (%), f,,(x),..., fi,(x)} s ecuaciones
linealmente independientes del sistema x = f;(x). Los estados estacionarios que pertene-
cen a laclase § + C deben verificar:

Ji)=0,Vk=1,....,5; Li(x)=C;,¥j=1,....,n—s. 2.7)

Sea F : R, — R" la funcion que asigna a cada vector xo su evaluacion en el sistema
X = fc(x) en el que se reemplazaron n — s funciones linealmente dependientes por las
leyes de conservacion:

xo > (fi,(x0), fi (X0, - - -, fi,(%0), La, (x0), Lo, (X0), - . ., Ly, (X0)).
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Dado que p es un estado estacionario no degenerado del sistema que pertenece a la
clase S + C, F(p) = (0, ...,0,Cy, ..., C,—y).

Sinotamos como antes dy al operador diferencial de /'y observamos que d, (p) = 4;,
la matriz Jacobiana de F evaluada en p tiene la forma:

dr, (p)

dy, (p)

ds, (p)
A
A

Jr(p) =

/ln—s
Y, por el Lema 2.3.4, verifica que det(Jr(p)) # 0.
Como F es de clase C' y det(Jp(p)) # 0, por el Teorema de la Funcién Inversa, F

resulta localmente inversible, es decir, existe un entorno abierto Q C R, que contiene al

punto p en el cual F es inversible, en particular, es inyectiva. Y, por lo tanto, cualquier
otropunto g € (S + C) N Q,q # p, no puede ser un estado estacionario del sistema: de
lo contrario, F(q) = (0,...,0,C,...,C,_s) = F(p) lo que contradice el hecho de que F es
localmente inyectiva. Luego, existe un entorno abierto Q" C (§ + C) N Qen el cual p es
el unico estado estacionario del sistema y, por lo tanto, es aisladoenlaclase S + C. O

2.4. Extrapolacion desde subredes

Si una subred U de una red G admite multiples estados estacionarios positivos, ;en-
tonces G también? El siguiente teorema que estd presente en el trabajo realizado por B.
Joshi y A. Shiu [JS13], nos dice que la respuesta es si, bajo dos hipdtesis: que las dos
redes compartan el subespacio estequiométrico y que los estados estacionarios sean no
degenerados. La prueba asocia a cada estado estacionario x* de U con un punto “cercano”
que es un estado estacionario de G.

El siguiente resultado es valido para casos de cinéticas mas generales, en este trabajo
lo demostraremos bajo la hipétesis de cinética de accion de masas:

Teorema 2.4.1. Sea G una red de reacciones quimicas y U una subred que comparte el
subespacio estequiométrico: Sy = S g, entonces se verifica lo siguiente:

» Si U admite miiltiples estados estacionarios positivos no degenerados, entonces G
admite al menos la misma cantidad.

» Ademds, si U admite miiltiples estados estacionarios positivos exponencialmente
estables, entonces G admite al menos la misma cantidad de estos puntos.

Para demostrar el Teorema 2.4.1 haremos uso de algunas herramientas de Homotopia
desarrollados por Craciun, Helton y Williams en [CHWOS8] y que presentaremos a conti-
nuacion.
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2.4.1. Definiciones y resultados de Homotopia

Definicion 2.4.2. Sea Q un dominio de R” que es un conjunto abierto y conexo, notare-
mos Q a su clausura y dQ al borde. Una funcién f : Q — R” es de clase C'(Q) si es
continua y diferenciable, con sus derivadas parciales de primer orden también continuas
en . Si Q es acotado, la siguiente norma definida para f es finita:

I £ llo:= sup Il £(O) I,
ceQ
donde || - || denota la norma euclidea en R".

Cuando Q es acotado, una familia de funciones f) : Q- R", con A € [0, 1] se dice
que varia continuamente con A si la aplicacion 4 — f; es continua en [0, 1], es decir,
dado £ > 0O existe 0 > 0 tal que para cada par de valores 4, 4, € [0, 1] que disten en menos
de 9, las funciones f;, y f,, distan en menos de € con la norma definida anteriormente.

Definicion 2.4.3. Decimos que p es un valor regular de f si J¢(p) es inversible, o lo que
es equivalente, det(J¢(p)) # 0 (J; denota la matriz jacobiana de f).

Sea QO € R" un abierto acotado y f : Q — R de clase C'(Q) y sea p un valor regular
de f tal que f(x) # p, Yx € 0L, entonces se define el grado de Brouwer de la funcién f
con respecto al punto p como:

deg (f,Q, p) := Z sgn (det (Jf(c)))

CEZf

donde Z; = fdp) = {c e Q/f(c) = p},y sgn : R — {=1,0, 1} es la funcién que toma
signo.

El hecho de que p sea un valor regular garantiza que Zy es un conjunto finito y, por
lo tanto, la suma de la definicion es finita. Cuando p = 0 y el conjunto Q quede cla-
ramente definido en el contexto en el que trabajamos, notaremos simplemente deg(f) a
deg(f,Q,0).

Presentamos a continuacion un resultado conocido de Homotopia, que determina la
invariancia del grado de una funcién, que es el Teorema 3.1 presente en el trabajo de
Craciun, Helton y Williams [CHWO08]:

Teorema 2.4.4. Consideramos Q C R" un dominio acotado y f : Q — R", A € [0, 1],
una familia de funciones de clase C'(Q) que varia continuamente con A tales que f, no
se anula en 02, YA € [0, 1]. Entonces, deg(f,) es constante para todo A € [0, 1].

Y ahora introducimos una proposicion que incluye las hipétesis del Teorema anterior,
y que nos servird para demostrar el resultado principal de este capitulo:

Proposicion 2.4.5. Sea Q c R” un dominio acotado y f; : Q — R, A € [0, 1], una familia
de funciones de clase C'(Q) que varia continuamente con A tales que f; no se anula en
0Q, VA € [0, 1]. Luego, para cada f), con Ay € [0, 1] tal que det(Jf/{O () #0,VYce el
valor absoluto de deg(f),) en  es igual a la cantidad de raices de f,, en €.
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Demostracion. Sea Ay € [0, 1] tal que det(J 1o (c)) # 0, Ve € Q, entonces el signo de
det(Jy, ) es independiente de ¢ y serd siempre positivo o siempre negativo.

Mirando la férmula del grado de la funcién f,, |ZC€ 7y, SN (det (J o (c)))| cuenta
0

la cantidad de raices de f,, en Q, dado que cada sumando es siempre 1 6 —1 para cada
ceZp CQ. o

Observacion 2.4.6. Es suficiente pedir que el signo de det(J,(c)) sea el mismo para todo
valor ¢ € Z; en vez de Yc € Q, pero, en general, es dificil establecer los elementos del
conjunto Zy.

Teorema 2.4.7. Sea Q C R un dominio acotado y f; : Q — R”, A € [0, 1], una familia
de funciones de clase C'(Q) que varia continuamente con A tales que f) no se anula en
0Q, VA€ [0,1]. Siparad =0y A =1, det(J;(c)) # 0, YVc € Q, entonces la cantidad de
raices de fy en Q es igual a la cantidad de raices de f, en Q.

Demostracion. Por hipotesis det(J 4, (c)) # 0, Yc € Qy det(J;(c)) # 0, Ve € Q, entonces,
por la Proposicion 2.4.5, el valor absoluto de deg(fy) cuenta la cantidad de raices de f; en
Q y el valor absoluto de deg( f) cuenta la cantidad de raices de f; en Q. Ademas, la familia
de funciones f; estd en las hipétesis del Teorema 2.4.4, 1o que implica que el grado de f;
es constante YA € [0, 1], en particular deg(fy) = deg(f) y por lo tanto podemos afirmar
que la cantidad de raices de f; en Q es igual a la cantidad de raices de f; en Q. O

A continuacion presentamos, con su demostracion, el Lema 2.4.8 que es una version
modificada del Lema 3.2 que estd presente en el trabajo publicado por Joshi y Shiu en
[JS13].

Cabe aclarar que fue necesario modificar alguna de las hipétesis presentes en el Lema
publicado, en virtud de mejorar el nivel de especificidad del resultado adecuado a las redes
que son de interés en el presente trabajo.

Lema 2.4.8. Sea S C R" un subespacio vectorial de dimension s < ny S + x(0) una

traslacion afin. Sea Q C S +x(0) un conjunto conexo, acotado y abierto relativo a S + x(0)
(es decir, Q = Q' N (S + x(0)) donde €' es un conjunto abierto de R"). Sea f : Q- S,
A € [0, 1] una familia de funciones de clase C'(Q) que varia continuamente con A y que
satisface:

» YA € [0, 1], fi no se anula en 09,
w parad =0y A=1, ker(Js(x)) NS = {0}, Vx € Q.
Entonces, la cantidad de raices de fy en Q es igual a la cantidad de raices de f, en Q.

Demostracion. Sea S C R" un subespacio vectorial de dimensién s < n.
Seaa e R*,a = (ay,...,a5) yt: R® — § un isomorfismo lineal que verifica:

s

_t

a = E a;v;
i=1

donde {v{, vy, ..., v} es una base de S .



44 CAPITULO 2. SUBREDES

Salvo por un cambio lineal de coordenadas, podemos asumir que el subespacio es
S={xeR"/x41 =X0=...=x, =0}

y elegimos la base canodnica {ey, e, ..., €5}, donde e; representa el i-€simo vector canénico
de R". En este caso,

Ha) = t(ay, ...,ay) = (ay,...,a,0,...,0) CR"
Seat; : R* — S + x(0) el isomorfismo lineal afin definido por
t(@) = t(@) + x(0)
Dado Q € S + x(0), conexo, acotado y abierto relativo a S + x(0), definimos
Q= tl_l(Q) y, por continuidad de #; y de tl‘l, Q = tl_l(ﬁ).

Sea f; : Q- S , A € [0,1], una familia de funciones de clase C!(Q) que verifica
las hipétesis, queremos ver que la cantidad de raices de f; en Q es igual a la cantidad de
raices de f; en Q. Para eso consideramos la familia de funciones g, : Q; — R’ para cada
A de la siguiente manera:

gix) = ("o fron)(x)

QCS+x(0)L~5 cRr" (2.8)

Q, cRs—% RS

Las funciones g, son de clase C'(€,) por ser composicién de funciones de clase C',
cada una en su dominio correspondiente.

Veamos que la cantidad de raices de las funciones g, en 51 es igual a la cantidad de
raices de f, en Q. Para esto consideramos los conjuntos de ceros:

Z, ={c €Q/fie) = 0}; Zy, = {w € Qi/gu(w) = 0}

Para cada ¢ € Z;, podemos calcular la preimagen de c por 1, tl‘l(c) = w € Q, veamos
que w es raiz de g,:

giw) = ("o fron)(w) = (" o fron)(t () = ' (fule) = 71(0) =0,

La dltima igualdad se deduce porque al ser ¢~' un isomorfismo, y por lo tanto biyectivo,
manda el cero en el cero. Luego w € Z,,.

Y al revés, para cada w € Z;, podemos calcular ¢ = #(w) € Q, veamos que ¢ es raiz
de fy:
0=gyw)=(@"o fion)w) =r"(fic),

usando el mismo argumento que antes, al ser ¢! biyectivo, 0 = t~!(fi(c)) = fi(c) = 0.
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Podemos concluir entonces que, para cada A € [0, 1], la cantidad de raices de g, en
Q es igual a la cantidad de raices de f; en Q. En particular, concluimos un resultado que
usaremos mds adelante:

{ La cantidad de raices de f, en Q es igual a la cantidad de raices de g en Q. (2.9)

La cantidad de raices de f; en Q es igual a la cantidad de raices de g, en Q.

El hecho de que las funciones f; no se anulan en JQ garantiza que las funciones g,
no se anulen en 0€);, dado que #; es un isomorfismo, tanto ¢; como su inversa tl‘1 son
funciones biyectivas y continuas, entonces #; : 0€2; — 9Q. Si existiera w € 0Q; tal que
g.(w) = 0, entonces existiria ¢ = t;(w) € 0Q tal que f(c) = 0, lo que nos lleva a un
absurdo.

Resta ver que las raices de las funciones gy y g; son puntos en los cuales el determi-
nante de la matriz jacobiana no se anula. Asi estas funciones estardn en las hipotesis del
Teorema 2.4.7 y podremos concluir el resultado deseado. Para esto analicemos la relacién
entre la matriz jacobiana de f, y la matriz jacobiana de g;:

Jg/l(a)) = (‘]’l : ‘]f/l ' Jll)(w)
Sea ¢ = t1(w), entonces
Jo(w) = T - T () - Ty, (2.10)

Tanto ¢; como 7! son lineales, y por lo tanto, su matriz jacobiana tiene todas las en-
tradas constantes e independientes del punto en que se evalie. Mds atn, por construccion,
la matriz jacobiana incluye a la matriz identidad de tamafio s X s (la notamos /) y el resto
de las entradas serdn nulas: por ejemplo, t,(@) = (a1, 3, ..., @4, 0, ..., 0) y entonces

1 0 0 00 O O

1 0 00 O O
Jy@=]1 0 0 .00 0 O
e ... 0 10 ... ...
0O 0 0 01 0 O

Volvamos a (2.10). Llamamos M a la matriz jacobiana de f; evaluada en c y analizamos
el producto de matrices

B =(1 o))

O representa la matriz nula de tamafio indicado en el subindice.

Al resolver este producto podemos observar que la matriz jacobiana de g, evaluada
en w coincide con las primeras s filas y s columnas de la matriz jacobiana de f) en c. Lo
cual implica que si existiera un vector w € R*,w # 0 en el nicleo de J,,(w) entonces
el vector w = (w,0,...,0) € R" serfa un vector no nulo en el nicleo de Jy,(c) y ademads
w € §, es decir, existiria un vector no nulo en ker(J,(c)) NS lo que contradice la hipotesis
sid =004 = 1. Entonces las hipétesis del lema garantizan que, parad = 0y A = 1,
det(J, (w)) # 0, Yw € Q:
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ker(J;(c) NS = {0} = ker(J,,(w)) = {0} & det(J,,(w)) # 0.

En resumen:

Q) es un dominio acotado, la familia de funciones g, : ﬁl — R* es de clase C1(Q), y
varfa continuamente con A € [0, 1], las funciones g, no se anulan en 9Q;, y parad =0y
A=1,det(J,(w)) # 0, Vw € Q.

Por el Teorema 2.4.7 podemos afirmar que la cantidad de raices de gy en Q; es igual
a la cantidad de raices de g, en Q;, entonces, por lo visto en la comparacioén entre la
cantidad de raices de las funciones g, y f, (2.9), concluimos que la cantidad de raices de
foen Q esigual a la cantidad de raices de f; en Q. |

Abhora si, estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este capitulo:

2.5. Demostracion del Teorema de subredes

Demostracion del Teorema 2.4.1. Sea G una red de reacciones quimicas modelada bajo
la hipétesis de cinética de accidén de masas. Y sea U una subred de G que comparte el
mismo subespacio estequiométrico S = Sy, llamemos S a este subespacio.

Notemos por R" = Rg\p al conjunto de reacciones que estin presentes en G y no en
U. Al conjunto de reacciones de G lo podemos escribir entonces como la unién disjunta
R U RU-

Asumimos que U admite multiples estados estacionarios positivos no degenerados,
esto es, existe un vector de pardmetros k* = (kj, &5, .. .,Kl*Rul) € RZ{O" ! para el cual hay
(al menos) dos estados estacionarios distintos x*, x**, no degenerados, en la misma clase
de estequiometria, correspondientes a la red de reacciones quimicas (U, k*). Denotamos
por fy(x) al sistema de ecuaciones diferenciales asociado a esta subred, con el vector de
parametros «* fijo.

Tomemos uno de estos puntos, x*, en la clase de estequiometria S + x(0). Al ser no
degenerado, por las Proposiciones 2.3.5 y 2.3.7, existe un entorno abierto Q en el interior
relativo de S + x(0) que contiene a x* en el cual se verifica:

(1) x* es el tnico estado estacionario (raiz de fy) en Q,y
(2) ker(Jp,(x)) NS = {0}, ¥x € Q.

Ademads asumimos que fy no se anula en 0€, de lo contrario achicamos el entorno para
que x* sea el tGinico estado estacionario en Q.

Abhora bien, para cada vector de pardmetros k € le(;l definimos la siguiente familia de
funciones para cada 4 € [0, 1]:

FA(,K) = fy()+ 4 D k2" (4] = y,)

reR

Notemos que para cada A, F,(x, k) define el sistema de ecuaciones diferenciales aso-
ciado a lared G con el vector de parametros

* % % *
(", Ak) = (Kl, Ky« s Kigy|» Ak, Ak, ., /1K|Rr|)
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En particular, Fy(x, k) = fy(x) corresponde al sistema polinomial asociado a la red (U, «*)
y Fi(x, k) corresponde al sistema polinomial asociado a la red (G, (x*, «)). Si llamamos
{fi(x), f2(x), ..., fu(x)} a las funciones del sistema EDO asociado a la red (U, «*), para
cada 4, las funciones del sistema asociado a la red (G, (", A k)) tienen la forma

(%) + A81(x), o(x) + Ag2(x), ..., fu(X) + A8a(X)}

con polinomios g;(x) que tienen coeficientes en «.

La familia de funciones F,(x, k) : Q — S es de clase CY(Q) y para cada « fijo,
la asignacion 4 — F,(x, k) varia continuamente con A: como € es acotado, existe una
constante A € R, tal que

I Fax, ) = Fay (6,0 llo =1l (A=) ) & X0, =y lla <

rer’

- mZﬂ 167G = ) lla < AL = Aol 1= 0, Vx € Q.
reR’

En particular, F,(x, k) — fy(x) converge uniformemente en Q cuando 1 — 0.

Fijado k > 0, sean = m19rg12 || fu(x) llo y sead > O tal que
XEC

A < 8 3| Fa(x,6) = fu0) lla < g VxeQ,

entonces F (x, k) # 0, Vx € Q. Si ademds reescalamos el vector de pardmetros «’ = %K,

0
(K, A€ [0, 1]} = {/l'K, Xe [0, E]}
para este K’ y paratodo 4 € [0, 1], F(x,«") # 0 Vx € 0Q.

Sea s = dim(S) y {41, 45,...,4,_5} una base de S+. Por el Lema 2.3.4, como x* es
un estado estacionario no degenerado de fy = Fy, dado {f;,, fi,,..., f;,} un conjunto de s
ecuaciones linealmente independientes del sistema EDO asociado a la red (U, ),

dp, (x°)
dy (x7)

ker (Jp,(x", k) NS = {0} © det df";l(x ) #0
1

A2

/1)1— N
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Para cada A € [0, 1], si {f;,, fi,,- - -, fi,} es linealmente independiente, también lo es el
conjunto {f;, + 1g;, fi, + 18i, ..., fi, + 1g:.}, y por lo tanto,

dj;-l +A.gi) (x)
dfiy 2, (X7)

det dﬁf”ﬂg’f(x) #0.
|
A

/ln—s
Usando el mismo Lema podemos afirmar que ker (Jp,(x*, A’)) NS = {0} VA € [0, 1].

En particular vale que
ker (Jp,(x*, K)) NS = {0}

es decir, x* es un estado estacionario no degenerado de la red (G, (x*, k)).
Por la Proposicién 2.3.5, sabemos que existe un entorno del punto x*, Q" donde se
verifica
ker (Jp,(x, K)) NS ={0},Yx e Q.

Si tomamos Q C QN Y, y eventualmente achicando atin mads el vector de parametros,

lo llamamos &k, probamos que la familia de funciones F(x, k) : Q — S verifica:
» Es una familia de clase C! (?2) que varia continuamente con A,
= VA € [0,1] Fi(x,R) #0,¥ x €dQ,
= Para1=0,1=1ker(Jp(x,R)) NS = {0},Yx € Q.

Entonces la familia de funciones F, esta en las hipotesis del Lema 2.4.8 y, por lo tanto,
podemos concluir que la cantidad de raices de Fo(x, k) en € es igual a la cantidad de raices
de Fi(x,k) en Q, o, en este caso, la cantidad de estados estacionarios no degenerados de
la subred (U, k) en Q es igual a la cantidad de estados estacionarios no degenerados de la
red (G, (k*, k) en el entorno Q. Como asumimos que x* es el Unico estado estacionario de
(U, «*) en Q, podemos afirmar que la red (G, (k*, k)) tiene un estado estacionario en Q que
lo levantamos desde el punto x* en el sentido de que conviven en un mismo entorno, son
puntos cercanos. La red G podria tener més estados estacionarios que no se correspondan
con los de la subred U.

Con el otro estado estacionario, x**, procedemos de la misma manera, teniendo cuida-
do de que el entorno Q2 C § +x(0) que contiene a x™ no interseque al entorno considerado
anteriormente €, lo cual es posible porque los estados estacionarios no degenerados son
aislados en su clase como vimos en la Proposicién 2.3.7.

Entonces, como la subred U admite al menos dos estados estacionarios distintos, la
red G admite al menos la misma cantidad.
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Para el resultado de estabilidad notamos que los autovalores de la matriz jacobiana
varian continuamente bajo perturbaciones continuas de A. Si los estados estacionarios que
admite U ademas verifican que son exponencialmente estables, los autovalores no nulos
de la matriz jacobiana de f;; evaluada en cada punto tienen parte real negativa y también
lo harén los autovalores asociados a la matriz jacobiana de la red G. O
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Capitulo 3

Sistemas con estructura MESSI

En este capitulo describiremos redes de reacciones quimicas que tienen una estructu-
ra particular, llamada estructura MESSI, que fue caracterizada por Dickenstein y Pérez
Millan en su trabajo [MD18], donde se presenta la definicién junto a resultados gene-
rales basados en la estructura de la red. Su nombre proviene de las siglas en inglés de
Modification of type Enzyme-Substrate or Swap with Intermediates.

La presencia de esta estructura permite probar resultados generales para mecanismos
bastante diferentes entre si. El ingrediente basico de una estructura MESSI es una parti-
cién del conjunto de especies en subconjuntos disjuntos con ciertas reglas que presenta-
remos a continuacidn. Esta separacion de las especies quimicas estd en concordancia con
la agrupacioén de las especies de acuerdo a su funcién quimica o su rol en la red.

Presentamos también un algoritmo que decide si una red con estructura MESSI es
monoestacionaria o multiestacionaria, en caso de admitir multiples estados estacionarios
el algoritmo muestra testigos de multiestacionariedad: dos puntos distintos en la mis-
ma clase de compatibilidad estequiométrica junto al vector de parametros que definen la
variedad y cantidades totales de las leyes de conservacion. Este algoritmo también esta
presente en [MD18] y estd en vias de implementacion por el Lic. Guillermo Mosse bajo
la coordinacion de las Dras. Pérez Millan y Dickenstein [Mos20].

Usaremos la implementacion del algoritmo para mostrar resultados en el Capitulo 5.
Existe un software general en DOS que permite obtener testigos de multiestacionariedad
[ea], pero es una caja negra ya que no tiene documentacién y no estd particularmente
adaptado para estos sistemas.

3.1. Definicion de los sistemas MESSI

Describiremos a continuacion las caracteristicas que debe presentar una red para ser
clasificada como Red MESSI.

Definicion 3.1.1. Una red de reacciones quimicas tiene estructura MESSI si hay una
particion ., que es una descomposicién en subconjuntos disjuntos, del conjunto X de
especies involucradas en la red,

7 =70 |70 | 72| || |7 3.1)
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donde m > 1y | | representa una unién disjunta, de manera tal que las especies involucra-
das en la red verifican las condiciones que daremos a continuacion.

Notaremos al cardinal de cada subconjunto #.@ = n, paraa > 0y 3,501, = n = #X. El
valor n podria ser 0, pero asumimos que todo el resto de los subconjuntos son no vacios,
por lo tanto, asumimos n, positivo Ya € {1,...,m}. Las especies del conjunto .#© se
llaman especies intermedias, y las especies del resto de los conjuntos .%; := .7\ .7 se
llaman especies core.

El conjunto de complejos Y presentes en la red también puede separarse en dos con-
juntos disjuntos, a saber:

(i) Complejos intermedios: cada complejo intermedio estd formado por una Unica
especie intermedia que s6lo aparece en ese complejo. Los agrupamos en el subcon-
junto .~ ©.

(ii)) Complejos core: son monomoleculares o bimoleculares, es decir, involucran a lo
sumo dos especies core. Cuando un complejo core involucra dos especies core,
X;, X, cada una de ellas debe pertenecer a un conjunto distinto de la particion:
L@ FPB cona # B, a,f>0. Al complejo X; + X; = X; + X; lo notaremos y; ;.

Decimos que el complejo y reacciona al complejo y’ via intermedios si existe la
reaccion y — y’ en la red o existe un camino dirigido de y a y” que s6lo involucra especies
intermedias. En este caso notaremos y —, y'.

Los complejos intermedios de una red MESSI deben verificar ademas:

(C) Para cada complejo intermedio y; existe un camino que lo contiene y existen com-
plejos core y;;, Yo tales que y;; —o i Y Yk —o Yem (€s €l producto de alguna reaccion
y es la fuente de alguna reaccion). Es decir, a él llegan y de €l salen flechas (de aqui
su nombre).

Las reacciones de una red MESSI estan limitadas por las siguientes reglas:

(R1) Si tres especies estan relacionadas por X; + X; —, X; 0 X; —, X; + X, entonces Xj
es una especie intermedia.

(R») Si dos especies core estdn relacionadas X; —, X, entonces existe @ > 0 tal que
ambas especies pertenecen al mismo subconjunto .#(@.

(R3) Si existe un camino X; + X; —, X, + Xi, entonces existen « # £ tales que X;, X, €
LD X, X € SP obien X;, X, € SV, X;, X, € SP.

Entonces, si existe una particion del conjunto de las especies en la red que verifica todas
las condiciones hasta aqui descriptas, decimos que la particion (3.1) define una estructura
MESSI en la red.

Si una red con estructura MESSI es modelada bajo la hipétesis de cinética de accion
de masas, llamaremos Sistema MESSI al sistema de ecuaciones diferenciales asociado
que modela la dindmica de la red. Notaremos con letra mintdscula x; a la concentracion de
la especie core X; y, en general, notaremos con Y; las especies intermedias y con u; a su
concentracion.
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Ejemplo 3.1.2. El siguiente esquema representa una cascada enzimdtica con un nivel de
fosforilacién/desfosforilacién:

La fosforilacion es la adicion de un grupo fosfato a cualquier otra molécula. En el
metabolismo, la fosforilacién es el mecanismo basico de transporte de energia desde los
lugares donde se produce hasta los lugares donde se necesita. Asimismo, es uno de los
principales mecanismos de regulacion de la actividad de proteinas en general y de las
enzimas en particular.

SO+E<§Y1K—”>S1+E

K12

K21 K23
Si+Fa2Y,>5>S0+F
K22
Las especies E y F son enzimas catalizadoras de la reaccion, aceleran la velocidad a la
que ésta se produce, el sustrato S tiene un lugar para su fosforilaciéon o adhesion de un
grupo fosfato y el sustrato S| estd activado, tiene un grupo fosfato adherido. En la primera
componente de la red se produce la fosforilacién y en la segunda componente se produce
la desfosforilacién (el mecanismo inverso).
Una particién del conjunto de especies X = {S¢,S, E, F, Y}, Y>} que define una es-
tructura MESSI en la red es:
SO = (Y}, Y}, especies o complejos intermedios.
S =(S,,8,}; S ={E}; P = {F}, subconjuntos de especies core.
Es facil verificar que se cumplen todas las condiciones detalladas anteriormente.

Observacion 3.1.3. La particién no es unica. Otra particién que podriamos definir para el
Ejemplo 3.1.2 es: .7’ = (Y, Y,};. D = (S, S}; .7'® = {E, F}; que también verifica
las condiciones de la definicién y, por ende, también define una estructura MESSI en la
misma red.

Definicion 3.1.4. Dadas dos particiones

7= y<0>uy(1>LIy(2>U...Uy<m>,
7 :yf<0>|_|yr(1)I_lyf<2>|_|...|_|yf<m’>

decimos que .7 refina a .’ siy s6lo si . 2 .7 y para cada @ > 0 existe un o’ > 0
tal que .7 C .#"@",

Esto define un orden parcial en el conjunto de particiones y con este orden tenemos la
nocion de particion minimal: aquella que no puede ser refinada.

En el Ejemplo 3.1.2 la particion . es una particién minimal que refina a la particién
" dada en la Observacion 3.1.3.

Como dijimos al comienzo de este capitulo, el nombre de esta estructura proviene de
las siglas de Modification of type Enzime-Substrate or Swap with Intermediates. Defini-
mos a continuacion la clasificaciéon de un comportamiento enzimético y el concepto de
Swap:
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Definicién 3.1.5. Una especie X; que participa en una reaccién de la forma
Xi+Xj 5 X[+Xj

para algunas especies core X;, X, se dice que actia como enzima. En este caso llamamos
a X; el sustrato y a X; el producto de la reaccion. Una reaccion via intermedios se llama
un Swap si X; + X; —, X, + X, y i, j ¢ {€,k}, es decir, ni X; ni X; actia como enzima en
esa reaccion.

3.2. Leyes de conservacion en sistemas MESSI

Dada una red MESSI y una particién que verifica las condiciones dadas en la Defini-
cioén 3.1.1, para cada @ > 0 definimos el conjunto

Int(e) = {k : existe y;; =, yx conX; € BN X; € Y(")}. (3.2)

Int(@) es el conjunto de indices de los complejos intermedios que participan en alguna
reaccion en la cual la fuente es un complejo core que tiene alguna de sus especies en el
conjunto .@.

Veremos a continuacioén que las siguientes formas lineales con coeficientes {0, 1} de-
finen leyes de conservacion para un sistema MESSI:

,(u, x) = C,, donde £,(u,x) = Z X + Z g (3.3)

X;e S @ k € Int(a)

para alguna constante C,, que es positiva si la trayectoria corta al ortante positivo.

El siguiente Teorema da condiciones suficientes para garantizar que las formas linea-
les dadas por (3.3) generan todas las leyes de conservacion del sistema. Luego presen-
taremos la Proposicion 3.2.2 que establece condiciones para asegurar que el subespacio
estequiométrico y el subespacio cinético de la red coincidan.

Teorema 3.2.1. Sea G una red de reacciones quimicas y sea . una particion del con-
junto de especies como en (3.1) que define una estructura MESSI. Para cada subconjunto
SO 1 < a < mlaforma lineal €, que figura en (3.3) define una ley de conservacion para
el sistema. En particular, todos los sistemas MESSI son conservativos. Ademads, si la red
G no tiene swaps 'y la particion es minimal seguin el orden parcial presentado en la Defi-
nicion 3.1.4, entonces dim(S+) = m. Si, ademds, el subespacio estequiométrico coincide
con el subespacio cinético de la red, entonces las uinicas posibles leyes de conservacion
presentes en el sistema son generadas por la ecuacion (3.3), para cada 1 < a < m.

Para presentar los siguientes resultados recordamos que una componente conexa de un
grafo es aquella en la cual todos los nodos estdn conectados por algiin camino no dirigido.
Un grafo puede tener una tnica componente conexa (en este caso decimos que el grafo
es conexo) o varias componentes conexas. Una componente conexa es terminal cuando
de ella no salen flechas que la conecten con un nodo perteneciente a otra componente
conexa.

La siguiente proposicion es la Proposicion 3.6 en [MD18].
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Proposicion 3.2.2. Si el grafo dirigido de la red G tiene en cada componente conexa una
inica componente terminal fuertemente conexa, la cantidad de leyes de conservacion
linealmente independientes es n — dim(S), donde n es la cantidad de especies en la red y
S es el subespacio estequiométrico asociado. En este caso el subespacio estequiométrico
y el subespacio cinético de la red coinciden.

Cuando existe mds de una componente terminal fuertemente conexa en alguna compo-
nente conexa del grafo podemos encontrar otras relaciones de conservacion que no estan
definidas por las ecuaciones (3.3).

3.3. Grafos asociados a una red con estructura MESSI

Consideremos un grafo dirigido G = (V, &) en un conjunto X con n especies. V es el
conjunto de vértices o nodos y & el conjunto de ejes. Sea k € R el vector de parametros
presentes en las etiquetas de los ejes. Y sea .¥” una particion como en (3.1) que define una
estructura MESSI para G.

Asociamos con G tres nuevos grafos dirigidos que los notamos: G, G,, Gg y los de-
finimos a continuacion. Para leer las definiciones completas y profundizar en las carac-
teristicas y usos de estos grafos ver [MD18]:

Definicion 3.3.1. El grafo G| = (V4, &) se obtiene eliminando del grafo G todas las es-
pecies intermedias. Hereda la particién .7] = .7\ .#®, que define una estructura MESSI
para G;. Los complejos core de G; son los mismos que los de G y existe un eje entre
dos complejos core y — y’ si existia en G un camino dirigido via intermedios entre esos
complejos, es decir, cada vez que y —, y’ estaba presente en G. Las etiquetas de las reac-
ciones las cambiamos por una funcion racional en los pardmetros con denominador no
nulo 7 = 7(k), de manera tal que si lo vemos como un sistema bajo cinética de accion
de masas, da lugar a un nuevo sistema x’ = f!(x’) asociado a la red G, cuya variedad de
estados estacionarios Vo (f') es una proyeccién de la variedad de estados estacionarios
V(f) del sistema X = f(x) asociado a la red G. Una vez conocidas las concentraciones
de las especies core en estados estacionarios, se podrd determinar la concentracion de las
especies intermedias en la red original. Ver Teorema 3.1 en [FW13a].

El grafo G, = (V», &) es un multigrafo en el cual las etiquetas de los ejes esconderdn
las concentraciones de algunas especies. Las especies son las mismas que participan en
G, los complejos core de la red original G, con la particién inducida .. El conjunto de
ejes &, esta conformado por todas las reacciones monomoleculares X; — X; presentes
en &, y por cada reaccién de la forma X; + X, — X;+ X, en &, con X;, X; € S,
X¢, X € P, agregamos dos reacciones al conjunto &,: X; X iy Xy 2 X,,. Asi
obtenemos en principio un multigrafo MG, que podria contener loops o ejes paralelos
entre cualquier par de nodos. Definimos el grafo dirigido G, juntando en un tnico eje
los posibles ejes paralelos presentes en MG,, y definimos las etiquetas de esas reacciones
como la suma de las etiquetas de los ejes paralelos. Notamos G el grafo dirigido que
se obtiene al eliminar los loops y nodos aislados del grafo G,. El grafo G, es lineal,
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cada vértice de V, representa una especie. Las etiquetas de las reacciones dependen de
los pardmetros 7 del grafo G, y también podrian depender de las concentraciones de las
especies. Como consecuencia de las reglas que deben verificar las reacciones de una red
con estructura MESSI, notamos que para cada @ > 0, si alguna especie de .® aparece
en un vértice de G,, todas las especies presentes en la misma componente conexa también
son especies del mismo subconjunto de la particién .7,

Abhora definimos el dltimo grafo asociado que vamos a considerar, Gg, que es un poco
diferente a los anteriores ya que los nodos van a representar a los subconjuntos de la
particion y los ejes van a representar una relacion entre estos subconjuntos:

Definicion 3.3.2. Consideramos una red G con estructura MESSI y una particién minimal
del conjunto de especies. Sean G, y G5 como en la Definicion 3.3.1. El conjunto de nodos
del grafo G = (Vg, &) estd definido Vg = {S @, a > 1}, y el par (5”(“), Y(ﬁ)) es un eje
del conjunto &g cuando en el grafo G5 existe una especie de . en la etiqueta de un eje
entre (distintas) especies del conjunto .7,

Como en cada componente conexa de G, participan todas las especies de uno de los
subconjuntos de la particion, cada componente conexa de G, estd en correspondencia con
uno de los nodos en Gg.

Ejemplo 3.3.3. La siguiente red corresponde a una cascada enzimdtica con 2 niveles de
fosforilacion/desfosforilacion. El primer nivel es igual a la red que figura en el Ejemplo
3.1.2. En el segundo nivel, el sustrato activado §; actiia como enzima catalizadora de la
reaccion.

So+E2Y, 35S, +E  Po+S, 2V 3P +5,
Ks

K2

S +F2Y, 88 +F P +FaY, B3P +F

K5 K11

La particién minimal que define una estructura MESSI en la red:
SO = {Y1. Y2, Y3, Y4}, SV = {S0,51}, S = {Po, P1}, S = {E}, SV = {F}

A continuacion los grafos asociados a esta red:

Gl: G;: GE:
So+E SN S+ E S0<T—1>:S1 SO, g, @)
S\ +F 3 So+F o/
73
Py+ S, T—4> P +S5, P0T3<_—S’1P1 P
P1+F - P0+F Taf

El grafo asociado G, contiene ademds de las dos componentes conexas que figuran en
G35 dos nodos aislados correspondientes a las especies E'y F, y un loop en el nodo § ;.
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3.4. Parametrizacion de los estados estacionarios

En muchos casos podremos parametrizar los estados estacionarios positivos de un
sistema MESSI. El Teorema 3.4.1 nos dara una pauta de cuando esta parametrizacion es
posible. Aclaramos que el grado de un nodo en un grafo dirigido es la cantidad de flechas
que llegan a €l y recordamos que un grafo es débilmente reversible si cada componente
conexa es fuertemente conexa.

Teorema 3.4.1. Sea G un grafo dirigido asociado a un sistema MESSI. Si el digrafo aso-
ciado G, es débilmente reversible y Gg no contiene ciclos dirigidos, entonces, la variedad
de estados estacionarios positivos, V() "R, admite una parametrizacion racional que
puede ser calculada algoritmicamente. Explicitamente, es posible definir niveles para los
conjuntos .Y, a > 0 de acuerdo a su grado en Gg. Para cualquier eleccion de un indice
iy en cada /'Y, la concentracion de cada especie core x; en /P puede ser descripta de
manera racional en términos de x;, y de las variables x;, para las cuales el grado de ./ (@
sea estrictamente menor que el grado de ./®.

Ademas, si la particion es minimal con m conjuntos de especies core, la dimension de
V() NRY, esigual amy m = dim(S+).

Idea de la demostracion.

= Si el grafo asociado G, es débilmente reversible, existird una parametrizacion ra-
cional de los estados estacionarios positivos: como el grafo G, es lineal, podremos
aplicar el Teorema 1.6.7 del Capitulo 1 (Matrix-tree) a cada componente (fuerte-
mente) conexa del grafo G, (supongamos para facilitar la notaciéon que G, tiene
una Unica componente conexa): si x € R es un estado estacionario de la red, por

p1(G2)
. 02(G2)
el Teorema 1.6.7, existe 4 € R tal que x = Ap(G,) donde p(G,) := . ,
pn(GZ)
entonces
ran 0( 1 2 o )—1
8\ p1(Gy) p2(Gy) -+ pulGa)

y por lo tanto, todos los menores de 2 X 2 tienen determinante igual a cero,

‘ Xi Xj =0 = X,'pj(Gz) - -xjpi(GZ) = 09 Vl’ ]

pi(G2) pi(G2)

Este razonamiento se puede replicar en cada componente fuertemente conexa del
grafo G,. Por construccién de G, y las reglas (R,) y (R3) que se verifican en una
red con estructura MESSI, si la particion es minimal, cada componente conexa de
G, contiene a tfodas las especies de un subconjunto de la particion, es decir, cada
componente conexa de G, esté en biyeccién con un subconjunto .#@ de . (con un
unico nodo del digrafo G). Entonces, si la particiéon . es minimal con m conjuntos
de especies core, el grafo G, tiene m componentes terminales fuertemente conexas.
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= Si el digrafo Gg no contiene ciclos dirigidos se podrdn ordenar los conjuntos de la
particién . segun el grado del nodo correspondiente en dicho grafo. Para ordenar-
los se definen los conjuntos de indices de los nodos en G:

Ly = {ﬁz 1: el grado de .#® en Gy es O}

k-1
L, = {B > 1: paracada I 5 7P ge verificay € L,, cont < k} \ ULt,k > 1.
=0

Bajo esta hipotesis, Ly # 0, lo que permitira despejar inductivamente las variables
para parametrizar los estados estacionarios. Al haber algtin nodo con grado cero,
existe un conjunto de la particién desde el cual empezar a despejar las variables.
Lo que establece el teorema es que, elegido un indice iz la concentracion de la
especie X;, € ® se podra describir en términos de las concentraciones de las
otras especies presentes en la misma componente conexa de G, (que forman parte
del mismo subconjunto de la particién) y de las concentraciones de las especies X;,
pertenecientes a los conjuntos . que tengan grado estrictamente menor al grado
de .#® en el grafo G. Por otro lado, el hecho de que el grafo G no contenga ciclos
dirigidos, excluye la existencia de swaps en la red: si existiera X; + X; — X; + X,
coni ¢ {k, €}y j ¢ {k, ¢}, supongamos que X;, X € Sy X;,X, € /P con
a # 3 (esto se verifica por la estructura de la red), existiria un ciclo dirigido en G,
S @ 2 7P Siademds la particién es minimal con m conjuntos de especies core,
el Teorema 3.2.1 garantiza que dim(S+) = m.

Definicion 3.4.2. Un sistema MESSI es térico si sus estados estacionarios positivos pue-
den ser descriptos con binomios. Llamamos red MESSI térica a la red que tiene asociado
un sistema que es torico.

Los puntos reales positivos de una variedad algebraica no vacia descriptos por bi-
nomios siempre se pueden parametrizar con monomios de Laurent: son monomios con
exponentes enteros que podrian ser negativos.

pi(G?)
X, pi(Gy) —x:pi(Gy) =0 = x; = X;
p]( 2) iP ( 2) pj(Gz) Jj

Entonces, si el sistema MESSI es consistente y tdrico, existird una parametrizacion ra-
cional de los estados estacionarios positivos (ain en el caso en que Gg contenga ciclos
dirigidos). Recordamos que un sistema es consistente cuando existe algtin vector no nulo
en el nucleo de la matriz de estequiometria NV, como vimos en (1.23), lo que garantiza la
existencia de al menos un estado estacionario positivo y por lo tanto la variedad serd no
vacfia.

Para definir los sistemas MESSI estructuralmente toricos primero recordamos que
un spanning tree o drbol generador 7 es un grafo conexo cuyo grafo subyacente no
contiene ciclos. Y un i-tree de un digrafo es un spanning tree en el cual el i-ésimo vértice
es el unico del cual no salen flechas (ver Definicion 1.6.4). Para el grafo asociado G, de
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una red MESSI G, los productos de las etiquetas presentes en las reacciones del i-tree 7,
¢”, son monomios que dependen, en principio, de 7(«) y de las concentraciones de las
especies core.

Definicion 3.4.3. Un sistema MESSI estructuralmente torico, que llamamos de manera
compacta s-térico, es un sistema MESSI que verifica las siguientes condiciones:

(Cy) Se verifica la condicién (C) de la definicién de red con estructura MESSI y ademats,
para cada especie intermedia y; existe un tinico complejo core y;; tal que y;; —o y«
en G.

(C,) El multigrafo asociado MG, no tiene ejes paralelos (salvo quizds por la existencia
de loops repetidos) y el digrafo G, es débilmente reversible.

(Cs) Paracadai € {1,...,n}y cualquier eleccion de i-trees 7,7 de G3, el cociente f,:

s6lo depende de las constantes 7(k).

Por ejemplo, las cascadas enzimaticas de los Ejemplos 3.1.2 y 3.3.3, verifican todas las
condiciones, en particular verifican la condicién (C3) dado que existe un dnico i-tree para
cada i. Los sistemas asociados a estas cascadas enzimaticas son s-toricos.

Se verifica que todo sistema MESSI s-torico es torico y ademads sus estados esta-
cionarios positivos pueden ser descriptos por binomios explicitos. El siguiente Teorema
corresponde al Teorema 4.8 del trabajo [MD18] y muestra explicitamente la parametriza-
cion de los estados estacionarios positivos.

Dada una especie intermedia Y; de un sistema MESSI s-térico, notaremos y;; al unico
complejo core que reacciona via intermedios con Y; y definimos el monomio

X‘p(k): Xi X S% yij:Xi+Xj
X; S1 ]:Oy y[j:X,'.

Teorema 3.4.4. Todo sistema MESSI estructuralmente torico es torico. Ademds se pue-
den elegir n — £ binomios explicitos con coeficientes en Q(k) que describen los estados
estacionarios positivos, donde n es la cantidad total de especies presentes en la red y € es
la cantidad de componentes conexas del grafo asociado G».

En particular, dada G una red MESSI y una particion de las especies como en (3.1), asu-
mimos que para cada > 1y X; # X; € @ gue pertenecen a la misma componente
conexa de G, existe un unico camino simple Pj; en G5 de X; a X;." Luego, el sistema
dindmico asociado es s-torico 'y existen p y 1;; en Q(k) tales que los n —  binomios que

describen los estados estacionarios positivos se pueden elegir de la siguiente manera:

up — e x¥® =0 (3.4)
para cada especie intermedia Y; (1 < k < ny), . - lj ,
X Xi = 1ij Xm X = 0 (3.5) '

’

. ) . ° T X .
siX;— Xjestien G,y X; — X, estd en Pj;.

'Un camino simple es un camino que pasa por cada vértice exactamente una vez.
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Ejemplo 3.4.5. Continuamos con el Ejemplo 3.3.3, recordamos que el grafo asociado G35

es
T1e 381

SoaS81 Py& Py,
o f T f

y el grafo G, tiene, ademds, dos componentes conexas que corresponden a los nodos ais-
lados E'y F. Se puede ver que para cada vértice del grafo G5 hay un tinico camino simple
desde el otro vértice que estd presente en la misma componente conexa. Por ejemplo, el
Ginico S -tree, 7, es S¢ — S| yc =1

Notamos las concentraciones de las especies intermedias Y;, Y>, Y3, Y4 con uy, uy, us, ug,

respectivamente. Las funciones racionales correspondientes yy, . . ., (4 son:
'u_Kl /l_K4 ,u—K7 s = K10
1= 2= 3= 4= —
K2+K3’ K5+K6, K8+K9’ K11 + K12

7'4

Ademads notaremos 1, = T1 M= 3
De acuerdo con el Teorema 3. 4 4, los siguientes 10 — 4 = 6 binomios describen los
estados estacionarios positivos del sistema MESSI asociado:

up—preso = 0, ww—pofsy = 0, eso—-mfsi = 0,
us — {43 S1 Po 0, us—pa fpi 0, sipp—-mfpir = 0.

Los primeros cuatro binomios corresponden a (3.4), y los dltimos dos a (3.5).

Observacion 3.4.6. Reconocer la existencia de una estructura MESSI en una red dada,
verificar las hipétesis de todos los resultados aqui presentes, generar los grafos asocia-
dos y encontrar una parametrizacion racional de los estados estacionarios positivos son
algoritmicos y solo dependen de la estructura y no de los pardmetros particulares.

3.5. Hacia el algoritmo

Dado un sistema MESSI consistente y tdrico, asociado a una red de reacciones quimi-
cas G, presentamos a continuacion un algoritmo que decide si la red tiene la capacidad de
multiestacionariedad y encuentra, en caso de existir, un vector de parametros k que garan-
tiza la existencia de multiples estados estacionarios en la misma clase de estequiometria
o, por el contrario, decide que el sistema es monoestacionario. Para esto presentamos
la notacidn, algunas definiciones y explicaremos los resultados en los cuales se basa el
algoritmo.

3.5.1. Notacion

Sea G una red MESSI. Asumimos que los estados estacionarios del sistema asociado
pueden ser descriptos como las soluciones positivas de binomios de la forma x” — nx".
Llamamos 7' € R" al subespacio generado por los vectores v' — v. Sea B una matriz cuyas
columnas forman una base de 7'. Consideramos el complemento ortogonal de 7, T+ C R”
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y una nueva matriz que notamos B* cuyas filas forman una base del subespacio T+. Ele-
gimos By B* con entradas enteras. Por construccion rango(B) = dim(T), rango(B*) =
dim(T+).

Consideramos una matriz M cuyas columnas forman una base del subespacio este-
quiométrico S asociado a la red. Y construimos una matriz que notamos M* cuyas fi-
las forman una base del subespacio ortogonal de S, S+. Entonces rango(M) = dim(S),
rango(M*) = dim(S ).

Sea n € N, notamos [n] = {1,...,n}. Dada una matriz A € R®", d < n'y un subcon-
junto de indices J C [n] notamos A, a la submatriz de A formada por las columnas de
indices en J. Notamos J al conjunto de indices que no estan en J y v(J) = };; j. Un
ortante O C R”" queda definido por los signos de los puntos que viven en €l, de manera
que asociaremos cada ortante con un vector de {—1,0, 1}" o equivalentemente {—, 0, +}".

Definicion 3.5.1. Dadas las matrices M, B, M+ y B+ como las definimos anteriormente,
con rango(M) = rango(B) = s, definimos los siguientes conjuntos de signos:

S = {sgn(det(M})det(B)): J C [n], #J = s},

Tt o= {sgn((-1)"Y) det(M?)det(BL)) : J C [n]. #] =n - s},
T, = {sgn((-1)’V) det(M})det(BS)): J C[n], #J =n-s},
Tt = {sgn(det(M)det(BY)): J < [n], #J =n—s).

Diremos que un conjunto de signos o # {0} estd mezclado si {—, +} C o y no-mezclado
en otro caso.

A continuacion presentamos el Lema 3.5.2 que es consecuencia del Lema 2.10 pre-
sente en [MFR*16] y las referencias que alli figuran.

Lema 3.5.2. Con la notacion de la Definicion 3.5.1, si alguno de los conjuntos de signo
X, X %, Xt es distinto de {0}, todos lo son. Ademds, si alguno de los conjuntos de signo
estd mezclado, todos lo estdn.

El siguiente Teorema nos daréd condiciones necesarias y suficientes para determinar si
un sistema MESSI térico es monoestacionario, basado en el Teorema 3.4 del trabajo ya
citado [MFR*16] y el trabajo [PMDSC12].

Teorema 3.5.3. Sea G una red MESSI térica. Sean M y B matrices como las defini-
das anteriormente que verifican rango(M) = rango(B) = sy los conjuntos de signo
X X245 X, X7 son distintos de {0}. Son equivalentes:

1. El sistema MESSI asociado es monoestacionario.
2. Los conjuntos de signo £, X+, X, , X1 estdn no-mezclados.
3. Para todos los ortantes O € {—1,0,1}",0O#0,SNO=00T+*NO = 0.

Observacion 3.5.4. Se deduce del Teorema 3.5.3 que cuando el sistema es multiestacio-
nario, podemos encontrar un ortante O tal que S N O # 0y T+ N O # 0. Es decir, que
ambos subespacios cortaran al mismo ortante.
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Ejemplo 3.5.5. Dada la siguiente red:
SO+Eﬂ>YgSl+Eﬁ>Sz+E

Sz+F ﬁ>S]+FVE>SO+F‘

La estructura MESSI queda determinada por la particion minimal:
SO =) SV = (S0, 51,828 S = (E), SV = (F)

Consideramos el orden de las especies (por orden de aparicién) {So, E, Y, S, S 2, F}, nota-
mos con minusculas sus concentraciones x = (8o, e, Y, S1, 52, f).
El sistema de ecuaciones asociado es:

S0 = —Ki1Soe+kssyf
é —K1S0€ + Ky
KiSp€ — Ky Yy

SI = Ky-—KSie+ks) f—Kkssif
$) = Kyspe—ky8) f
f =290
Los grafos asociados G| y G; son:
Gli G;
7 k3 Tie K3e
SO+E:S1+E:SZ+E So2 S, 28,
So+F—>81+F—>S80+F ksfo kaf

El grafo asociado G, tiene, ademads, dos componentes conexas que corresponden a los
nodos aislados E y F. Usando el Teorema 3.4.4 podemos ver que los siguientes 6 —3 = 3
binomios parametrizan estados estacionarios del sistema:

Kisoe—ky =0, Ti50e—kss1 f =0, k3851 —kys2 f =0, (3.6)

donde 7, = k;. La primera ecuacion corresponde a (3.4), las ultimas dos corresponden a
(3.5). Construimos una matriz M cuyas columnas forman una base del subespacio este-
quiométrico S y M* cuyas filas forman una base de S-:

-1 0 0

_}_}8 0 11000
M= o | _;|M=[1-10110

0 0 1 0 00001

0 0 0

De las ecuaciones en (3.6) podemos deducir que 7 estd generado por los vectores:

r=<1,1,-1,0,0,0);(1,1,0,-1,0,-1); (0, 1,0, 1, -1, - 1))
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Con esto construimos una matriz B que contiene en sus columnas una base de 7 y otra
matriz B+ que contiene en sus filas una base de T+:

-1 1 0
_i(l)(l) 2 -1 1100
B:O_llBl:—IIOOIO
0 0 -1 0 11001
0 -1 -1

El rango de las matrices M y B es igual a 3. Calcularemos el conjunto de signos dado por:
% = {sgn (det(M}) det(B))) : J C [6], #J = 3

donde J representa al conjunto de indices de las columnas de las matrices correspondien-
tes.

La siguiente tabla retne la informacién que necesitamos para comprobar que el con-
junto de signos X estd mezclado (y por el Lema 3.5.2 todos los demds también), y por
lo tanto podemos concluir, a partir del resultado del Teorema 3.5.3, que la red resulta
multiestacionaria:

J [ dexM)) | det(B)) | SIGNO
{1;2; 4} 1 -1 -
{1; 3; 4} -1 -1 +

Mas adelante, usando el Teorema 3.5.7, veremos cOmo construir dos estados estacionarios
positivos que pertenezcan a la misma clase de compatibilidad estequiométrica para este
mismo ejemplo.

La siguiente proposicion nos dard una condicion suficiente para que se verifique la
hipétesis del Teorema 3.5.3 que pide que los rangos de las matrices M y B coincidan.

Proposicion 3.5.6. Sea G una red MESSI s-torica. Asumimos que la particion que define
esta estructura es minimal con m conjuntos de especies core y que el grafo asociado Gg
no contiene ciclos dirigidos. Entonces rango(B*) = rango(M~*) = m.

Si un sistema MESSI no es monoestacionario, podemos construir efectivamente dos
estados estacionarios distintos x', x> y un vector de pardmetros x que servirdn como tes-
tigos de multiestacionariedad. El siguiente teorema nos indica como construirlos. Conti-
nuamos usando la misma notacion, S es el subespacio estequiométrico de lared y T+ el
subespacio definido al comienzo de esta seccion.

Teorema 3.5.7. Sea G una red MESSI consistente que satisface las hipotesis del Teore-
ma 3.5.3 y tal que el sistema asociado x = f(x, k) modelado bajo cinética de accion de
masas es torico y no monoestacionario. Para cualquier eleccion de vectoresw € S,v € T+
que pertenezcan al mismo ortante, los vectores positivos X' y x? definidos por:

Wi
x': (xll) = ei-1’
i=1,...,s a€R,yp

X’ (x-z). = e" x!
ti=1,..,s !

siv; #0
en otro caso
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(donde a puede tomar cualquier valor positivo), son dos estados estacionarios (distintos)
del sistema, pertenecientes a la misma clase de compatibilidad estequiométrica, para
cualquier vector de pardmetros k que sea solucién positiva de f(x', k) = 0.

Demostracion. Como el sistema MESSI asociado es consistente y térico sabemos que
la variedad de estados estacionarios positivos es no vacia y se puede describir con bino-
mios x” — i x”. Nuevamente, llamemos T al subespacio generado por los vectores v/ — v.
Entonces, los estados estacionarios pueden parametrizarse por monomios de la forma

Veso) (f) = {x[ = thi=1,...,n,te Rﬁo}

donde 1 < d < n-1; uy,...,u, son funciones racionales de las constantes « con de-
nominador no nulo y si llamamos A a la matriz que tiene en sus columnas los vectores
A,’Z

A=| A A, ... A, |€Z% conrango(A) = d,

el subespacio fila de la matriz A coincide con el subespacio T+ ortogonal a 7' [Stu96].
Sean w € §,v € T+ que pertenecen al mismo ortante, es decir, sus vectores de signo
coinciden,
sgn(w;) = sgn(v;), Vi=1,...,n.
En particular w; = 0 & v; = 0. Veamos que x' y x> son estados estacionarios del sistema
que pertenecen a la misma clase de compatibilidad estequiométrica:

» Pertenecen a la misma S-clase: esto sucede siy s6losi x> —x!' € §.

Primero analicemos la diferencia,

W i .

2l e’ — - — siv; # 0,

X —X = ei—1 ei—-1 ] =
eia—a siv; =0

w; siv; #0,
0 siv;=0,

para cualquier valor que tome a € R.. Basta ver que el producto escalar de x> —x' contra
cualquier elemento u € S+ es igual a cero.

(u, x> = x'y = Z u;. (x2 — xl), + Z u;. (x2 - Xl), = Z upw; = {u,w) =0
vi#0 l vi=0 l vi#0
la dltima igualdad es valida porque u € S* yw € S. Luego, Vu € S+, (u,x*> - x'y =0y
porlo tanto x> —x' € §.

= Son estados estacionarios del sistema:

Como el sistema es consistente, sabemos que ker(N) NR. ) # (. Sea z € ker(N) "Ry
f(x,k) = NR(x), definimos «;; para que se verifique la siguiente igualdad

<1
| .

R(x) = Kij (Xl)yi =Z=1 2

Zr
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2
(x>
Con esta definicién para los pardmetros armamos el vector k y x! verifica f(x!, k) = 0.
Veamos que para las mismas constantes se verifica f(x?,«) = 0: sabemos que existe
d
1y € R, tal que

. . L. ., Kij
Es decir, si la {-ésima reaccion es y; — y;, tomamos «;; =

x} :,u,'(K)tf”, i=1,...,n.

Entonces, por definicién, x? = u;(k) e" ¢/, Siv € T+, existe A € RY tal que
v=2A4;1 (A1, A1, .., Ap) + A (A, Ag, ooy A) + -+ Ay (Aras Asas - o Ana)

= J1 e R%tal queparacadal <i<n,vi=41An+ LAp+ -+ A Au.

Luego
ev,- — e/ll Aj+A Ap++Ag Aig — (e/h , e/lz’ e, eﬂd)Ai
Si tomamos 1, = (e* ty1,e% 11, ..., €% 11,), entonces x7 = p(k) i =1,....n,es
o2 2 N
decir x* € Vi)(f) y por lo tanto f(x*,«) = 0. i

Abhora bien, para construir dos estados estacionarios positivos distintos como indica el
Teorema 3.5.7 necesitamos encontrar vectores de S y T+ con el mismo signo, o sea, dos
vectores que viven en el mismo ortante. En lo que sigue analizaremos como encontrar los
ortantes que corta un subespacio.

3.5.2. ;Como determinar los ortantes que corta un subespacio?

Dado un subespacio V C R”, queremos conocer cudles son los ortantes de R" que
intersecta, es decir, queremos conocer en qué ortantes de R” hay vectores del subespacio
V. Para esto, alcanza con conocer los posibles vectores de signo de los vectores que con-
forman el subespacio V. Vamos a definir qué son los circuitos de un subespacio, cémo
calcularlos y como, a partir de los circuitos, podremos conocer los vectores de signo de
todos los vectores del subespacio.

Definicion 3.5.8. Llamamos circuito de un subespacio V a un vector r € V que:
mr#0;

= tiene soporte minimal (con respecto a la inclusién), es decir, su soporte no contiene
propiamente al soporte de cualquier otro vector no nulo de V.

El soporte de un vector es el conjunto de indices de sus entradas no nulas.

Una observacion es que si dos circuitos de un subespacio tienen el mismo soporte,
deben ser multiplos. En general, si la dimension del subespacio es d se espera que los
circuitos tengan d — 1 entradas nulas.

Definicion 3.5.9. Dado un ortante O € {—1,0, 1}" (0 un vector v), decimos que un circuito
r es conforme con O (respectivamente con v) si para todo i € sop(r), signo(r;) = O;
(respectivamente sgn(r;) = sgn(v;)).
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Ejemplo 3.5.10. Dada una matriz,

1121
A:(o 2 4 3) S

si miramos el subespacio V generado por las filas de A,
vV =((1,1,2,1);(0,2,4,3))

el vector (0, 2,4, 3) es un circuito de V' y el vector (1, 1,2, 1) no es un circuito de V. Otro
vector del subespacio, por ejemplo, (-2,0,0,1) = (0,2,4,3) —2.(1, 1,2, 1) también es un
circuito de V ya que su soporte {1, 4} es minimal. Observamos que ninguno de los soportes
de los circuitos que mencionamos contiene propiamente al soporte de otro vector no nulo
del subespacio.

Dado el ortante O; = (—, +, +, +), los circuitos asociados a la matriz A

r= (0,2’4,3)}’7', = (_270’0’ 1)

son conformes con él, pero el circuito " = (6,2,4,0) no lo es, los signos deben coinci-
dir en las componentes del soporte del circuito. El soporte del ortante O, coincide con la
union de los soportes de los circuitos conformes con él: sop(O;) = sop(r) U sop(r’). Esta
observacion serd de utilidad para ejemplificar los resultados que presentamos a continua-
cion.

El siguiente teorema contiene un resultado clave que dice que cada vector de un subes-
pacio se puede calcular como la combinacion lineal no negativa (es decir, con coeficientes

no negativos) de circuitos conformes con él, y corresponde al Teorema 1 presente en el
trabajo de Rockafellar [Roc69].

Teorema 3.5.11. Sea u un vector no nulo del subespacio vectorial V C R", existen cir-
cuitos ry,...,r, de 'V tales que:

= 1, es un circuito conforme conu, ¥i =1,...,m, y
m .
mu=)"Air, LER,VYi=1,...,m.

Observacion 3.5.12. Por definicion los circuitos tienen soporte minimal, entonces, para
cadai = 1,...,m, sop(r;) € sop(u). Ademds, ninguno de los circuitos tiene soporte
contenido en la unién de los soportes del resto de los circuitos.

Una consecuencia importante del Teorema 3.5.11 es que, para encontrar los signos
de los vectores de un subespacio, es suficiente con determinar los signos de todos los
circuitos del subespacio. Para esto damos la siguiente definicion:

Definicion 3.5.13. Diremos que dos vectores de signo 0,0, € {—,0,+}" son confor-
mes si coinciden en sus componentes no nulas. Dados dos vectores de signo conformes,
definimos su unién de la siguiente manera:

_ (01)isi(02)i =(01)i0(02); =0
(0o = { (02)isi(o); =0
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Es decir, si ambos vectores tienen la i-ésima componente no nula, al ser conformes el
signo coincide, entonces la unién lleva ese signo. Para el resto de las componentes se
respeta el signo de la componente no nula, si es que hay alguna.

Teorema 3.5.14. Dado un ortante O € {—,0,+}",0 # 0y sea V un subespacio vectorial
de R". Entonces VN O # 0 si y solo si el soporte de O es igual a la union de los soportes
de los circuitos de V conformes con O.

Demostracion. (=) Por el Teorema 3.5.11, dado # € V no nulo, existen r;, i = 1,...,m,
circuitos conformes con u tales que u = >, A; 4, Ay,..., A, > 0. Al ser una combinacién
lineal de coeficientes positivos,

m

sop(u) = _ sop(r)

i=1

Sea u € V N O, entonces sop(u) = sop(0) y los circuitos conformes con u son circuitos
conformes con O. Luego, r, ..., r, son circuitos de V conformes con O tales que

m

s0p(0) = sop(u) = _] sop(r.

i=1

(&) Si sop(O) = | sop(v;), con v; circuitos de V conformes con O, entonces u = ) ; v; es
un vector del subespacio V en el ortante O. i

Conociendo todos los circuitos de un subespacio, a partir de los Teoremas 3.5.11 y
3.5.14 podremos calcular los vectores de signo de todos los vectores del subespacio y
obtendremos los ortantes que corta el subespacio calculando uniones de circuitos con-
formes. Por ejemplo, sabemos que el subespacio V del Ejemplo 3.5.10 corta al ortante
O, = (-, +, +, +) dado que existen circuitos de V, r = (0,2,4,3) y ' = (-2,0,0, 1) tales
que

= 7,7’ son conformes con Oy,

= 50p(0)) = sop(r) U sop(r’),

y, por lo tanto, existe una combinacién lineal no negativa de ellos (por ejemplo la suma
r + r’) que cae en ese ortante: r + ' = (=2,2,4,4) € Oy, entonces existe un vector del
subespacio V (combinacion lineal de circuitos) en ese ortante.

La pregunta que nos hacemos entonces es ;como calculamos fodos los circuitos de un
subespacio? El siguiente lema, que responde esta pregunta, esta presente en el Apéndice
A del trabajo de Pérez Millan y Dickenstein ya citado [MD18] y nos dard una regla para
calcular todos los circuitos de un subespacio.

Lema 3.5.15. Dada una matriz A € R™" de rango d, sea V el subespacio generado
por las filas de A. Para cada subconjunto de indices J C {1,...,n} de cardinal d — 1
calculamos los circuitos de V, r;, de la siguiente manera:

()i = ((=D** det (Aju)), k= 1,....n, 1 €R, (3.8)



68 CAPITULO 3. REDES MESSI

donde A juuy es la submatriz de tamaiio dXd formada por las columnas de A con indices en
JUk} y u(k, J) es la funcion que determina el signo: es la cantidad de trasposiciones que
hay que hacer para ordenar el conjunto de indices k seguido de J de menor a mayor, es
decir, la cantidad de indices en J que son estrictamente menores que k. Si k € J definimos
uk, J) = 0.

Observacion 3.5.16. Los circuitos calculados segtin (3.8) podrian aparecer repetidos.
El resultado garantiza que con esta férmula, salvo por alguna constante multiplicativa,
los calculamos todos. Dada una matriz A, cuando hablamos de los circuitos de A nos
referimos a los circuitos del subespacio formado por las filas de A.

Observacion 3.5.17. Si el indice k pertenece al conjunto J, la definicién de la funcién de
signo no es relevante dado que el determinante de la submatriz A, serd igual a cero por
tener dos columnas iguales.

Entonces, el resultado nos dice que los signos de todos los vectores del subespacio fila
de A estan determinados por los signos de los menores maximales de esa matriz.

Ejemplo 3.5.18. [Continuacién del Ejemplo 3.5.10] Calcularemos todos los circuitos de
A (los circuitos del subespacio V generado por las filas de la matriz A). La matriz es de
tamano 2 X4 y rango 2. Segun el Lema 3.5.15 el cardinal de J debe ser 2—1 = 1. A modo
de ejemplo reproducimos la formula (3.8) para el primer caso. J = {1}:

(rmy), = ((—1)"“’“” det( (1) (1) )z 0,
(ry), = [ (=1)#*1D dey (1) ; -2,
(ri)); = [(=DHCD et (1) i = 4,
(ray)y = (=D det (1) ; = -3,

El signo de cada componente depende de la funcion u(k, {1}):

p(L A1) =0, w2,{1) = 1, u@3, {1} = 1, p(4,{1}) = L.

Los circuitos para J = {1} son: ry;; = + (0, -2, -4, —3) y todos sus muiltiplos.
Si hacemos el calculo para todos los conjuntos de indices de cardinal 1, obtenemos lo
siguiente:

= para J = {2} los circuitos son rpp; = £(2,0,0,—-1);
= paraJ = {3}, rj3; = £(4,0,0, -2);

m paraJ =1{4}, ryy =+(3,1,2,0).
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Observamos que los casos J = {2} y J = {3} dan lugar a los mismos circuitos, y por
ende, tienen los mismos vectores de signo asociados. Esto estd relacionado con el hecho
de que los vectores de las columnas de indice 2 y 3 de la matriz A son multiplos.

Los vectores de signo de todos los circuitos (por orden de aparicién) son:

0,—,—-); 0, +,+,4);(+,0,0,-); (-,0,0, +); (+, +,+,0); (-, —, =, 0) (3.9

Por ejemplo, dado el ortante O, = (+,+,+,+), los circuitos de A conformes con O,
son: (0,2,4,3) y (3,1,2,0), como la unién de sus soportes coincide con el soporte de
este ortante, calculando una combinacién lineal con coeficientes positivos, por ejemplo
sumando los circuitos, encontramos un vector (3, 3, 6, 3) del subespacio en ese ortante.

Sabemos también que el subespacio V no corta al ortante O; = (+,—, +,—) dado
que los circuitos de V conformes con O son (2,0,0,—1) y sus mdltiplos positivos, pero
la unién de los soportes de estos circuitos es {1,4} # sop(Os). Entonces no habra un
vector del subespacio V con el vector de signos (+, —, +, —). Podemos concluir esto mismo
viendo que no hay ninguna union de vectores de signo conformes que den como resultado
el vector de signos Os.

3.5.3. Algoritmo para decidir si una red MESSI admite multiples es-
tados estacionarios positivos

Presentamos a continuacion un algoritmo basado en los Teoremas 3.5.3 y 3.5.7 que
decide si un sistema MESSI consistente y torico tiene la capacidad de multiestacionarie-
dad. En ese caso busca ortantes que contienen vectores de los subespacios S y T+, es
decir, encuentra un vector en S y otro en 7 con el mismo vector de signos, y calcula
testigos de multiestacionariedad: dos puntos que son estados estacionarios del sistema
y que pertenecen a la misma clase de compatibilidad estequiométrica, junto al vector de
parametros que define la variedad.

Algoritmo 1. Dado un sistema MESSI consistente y térico, el siguiente procedimiento
encuentra, cuando existen, pardmetros x que garantizan la existencia de multiples estados
estacionarios en la misma clase o decide que el sistema es monoestacionario.

Input: Unared G MESSI t6rica.

Paso 0: Calcular las matrices M (o M*) y B+ (o B) paralared G.

Paso 1: Calcular X, (o alguno de los conjuntos X, X+, X1). Decidir si £, estd mezclado. Si
no lo estd, STOP. Responder que el sistema es monoestacionario.

Paso 2: Calcular los circuitos de B+ y obtener un ortante calculando las posibles uniones de
vectores de signo de circuitos conformes.

Paso 3: Para el ortante calculado en Paso 2, revisar los circuitos de M’ conformes con él.
Comprobar que la unién de los soportes de los circuitos de M’ conformes con €l es
igual al soporte del ortante hallado. En otro caso, descartarlo y volver al Paso 2.
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Paso 4: Para cada ortante O con S NO # 0y T+ N O # 0, guardar todos los circuitos de M’
y B* conformes con O .

Paso 5: Construir vectores w € S y v € T+, por ejemplo, como la suma de los circuitos
conformes correspondientes.

Paso 6: Calcular los testigos de multiestacionariedad: mostrar x!, x? y  calculados segin el
Teorema 3.5.7.

Para mostrar los pasos que realiza el algoritmo continuamos con el Ejemplo 3.5.5,
calculamos todos los circuitos de las matrices M’ y B* y un par de vectores positivos
x!, x? que son estados estacionarios del sistema.

Ejemplo 3.5.19. (Continuacién del Ejemplo 3.5.5) La red que analizamos es:
So+Eﬂ>Yﬁ>Sl+Eﬁ>Sz+E

So+F 58, +FSS,+F

A partir de la formula dada en el Lema 3.5.15 calculamos los circuitos, detallamos a
continuacion un representante por circuito. Recordamos que dado un circuito, todos sus
multiplos también lo son.

Los circuitos de B*:

(07 07 07 _17 _27 1); (Oa 1’ 1’0’ 07 1); (07 _1’ _19 _17 _2’ 0); (_1707 _1707 17 _1); (27 07 27 1707 1);
(la()’ 1’ 13 190); (la _1705 0’ _150); (2’ _2, O’ 150, _1)’ (2’ _17 1’ 1709 0)

El ortante O = (+, —, +,+, —,0) es unién de los vectores de signo de los circuitos
conformes (1,-1,0,0,-1,0)y (2,-1,1,1,0,0) de B*.
Los circuitos de M":

0,0,0,1,-1,0);(0,-1,1,0,-1,0); (0, 1,-1, 1,0, 0);

(1,0,0,0,-1,0);(-1,0,0,1,0,0); (1, 1,-1,0,0,0).
Los circuitos de M’ conformes con O son

0,0,0,1,-1,0),(0,-1,1,0,-1,0),(1,0,0,0,-1,0)

y se verifica que la unién de sus soportes es igual al soporte del ortante. Entonces, pode-
mos afirmar que tanto S como 7+ cortan al ortante O, es decir, hay vectores en ambos
subespacios con ese vector de signos. Podemos obtenerlos, por ejemplo, sumando los
circuitos conformes (sirve cualquier combinacién lineal con coeficientes positivos):

w=(1,-1,1,1,-3,00e S yv=3,-2,1,1,-1,0) e T+
Ahora, usando el Teorema 3.5.7 construimos los testigos de multiestacionariedad:

R e S T B Y
-1 e2-1"e-1"e-1"el=1")’
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3 _,2 _3—1
X2:( e e e e e ’1).

A—-1"e?2-1"e-1"e-1"e1-1
Y el vector de parametros «:
3_ -2 _ -1 _
.= (e —=1)(e 1)’ L1 e 1 N
l-e 3(e?2-1)(e—-1)

Sus valores aproximados son:
x! ~ (0.0523957, 1.15652, 0.581977, 0.581977, 4.74593, 1);

x? ~ (1.0523957, 0.15652, 1.581977, 1.581977, 1.74593, 1);
k = (9.604123, 1, 1, 0.141819688, 1)

Observacion 3.5.20. Si analizamos la red de este ejemplo con una pequeria modificacion
(quitando la tnica especie intermedia Y):

So+ES S +ES S, +E

So+F 58 +F5 S0+ F
La estructura MESSI queda determinada por la particion minimal:
y(O) = @, y(l) = {SOaSIaS2}; y(Z) = {E}’ yﬁ) = {F}

Y la red resulta monoestacionaria!
El sistema de ecuaciones asociado es:

Sy = —I_<S0€+K5S1f

S§1 = KkSope—k3Sie+kySy [ —KsSsy f

.§2 = K35 €—K4S2f (310)
e =0

f =0

Las leyes de conservacion quedan determinadas por:

So+Ss1+85 = Tl
e = T2

f = T;
Las concentraciones de las especies E y F permanecen constantes a lo largo de toda la

reaccion. Para buscar los estados estacionarios positivos de esta red debemos encontrar
las soluciones positivas del sistema:

—kspe+kss1 f = 0

k3sie—kgso f = 0

So+ 81+ 52 = T (311)
e =T,

f = T3
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Para cada vector de pardmetros (k, k3, k4, k5) y cada vector de cantidades totales fijo
(T, T, Ts),lasolucion del sistema (3.11) es unica: al ser una red simple podemos resolver
los calculos a mano, o verificar que alguno de los conjuntos de signo definidos en 3.5.1
estd no mezclado y por el Teorema 3.5.3 concluir el resultado de monoestacionariedad.

De la primera y segunda ecuacién de (3.11) despejamos

_K5S1f, _
So=——"> $=

K3 S1 €
K e Ky f

(3.12)

Si reemplazamos usando las restricciones de las leyes de conservacion:

ks T k3 T
TS—3S1+S1+—3—S1—T1
k T, 413
T T
S1 ﬁ—3 1+ﬁ—2 :T1
KTZ K4T3
T,
51 K5T3 1 K3T2>O
I_<T2 K4T3

El valor de la concentracion de la especie S| es unico para cada vector de pardme-
tros fijo. Las concentraciones e y f son constantes y quedan determinadas al fijar las
cantidades totales iniciales. Y por (3.12) se pueden determinar univocamente los valores
de sy, s,. Luego, para cada vector de pardmetros y vectores de cantidades totales, la red
resulta monoestacionaria, hay un unico estado estacionario (positivo) en cada clase de
compatibilidad estequiométrica.

En el trabajo de Feliu y Wiuf [FW12a] se profundiza en el analisis de este tipo de redes
llamadas signaling networks, con algunas variaciones: analizan redes en las que participa
uno o dos sustratos distintos S o P, cambiando la cantidad de lugares para activar a los
sustratos con 0,1 o 2 lugares para su fosforilacion; analizan modificaciones en las redes
en las que actuan las enzimas E (kinasa) y F' (fosfatasa) catalizadoras de la reaccion, en
las cuales F es la misma en cada reaccion o distinta o si la enzima E es igual en cada
reaccion o es distinta; y analizan cudles son las caracteristicas de estas redes que garan-
tizan multiestacionariedad. El ejemplo que analizamos recién, sin la especie intermedia,
coincide con la red (g) que figura en este trabajo, y mencionan que si la red es modelada
con otra cinética (distinta de accion de masas) la red puede resultar multiestacionaria.

En el trabajo [FW13a] de los mismos autores, analizan los efectos de la inclusion (o
no) de las especies intermedias en diferentes redes, y clasifican grupos de redes que tienen
un comportamiento similar. Ademds, el Teorema 5.1 alli presente especifica la relacion
que hay entre la cantidad de estados estacionarios de lared original y de la red simplificada
(sin especies intermedias).



Capitulo 4

Regiones de multiestacionariedad

Como lo mencionamos en el Capitulo 1, cuando analizamos si una red de reacciones
quimicas resulta multiestacionaria, buscamos si existen vectores de pardmetros (constan-
tes de las reacciones « y cantidades totales de las leyes de conservacion T') para los cuales
hay dos 0 mds puntos en la interseccion entre la variedad de estados estacionarios positi-
vos (determinada por «) y alguna S-clase (determinada por T').

En este capitulo haremos un recorrido por los resultados presentes en el trabajo de
Giaroli, Bihan, Dickenstein en [GBD19] en los que se encuentran regiones abiertas de
parametros que garantizan multiestacionariedad en la red y luego los utilizaremos para
mostrar regiones de pardmetros para los cuales la cascada enzimatica con tres niveles de
fosforilacién/desfosforilacion resulta multiestacionaria.

Una de las condiciones necesarias para que existan multiples estados estacionarios
positivos en este tipo de redes es que la misma enzima F actde en al menos dos niveles
de la cascada enzimatica [FKLW12], [BP18].

La estrategia que usaron para determinar estas regiones de pardmetros consiste en
restringir el sistema de ecuaciones a subsistemas para los que pudieran garantizar la exis-
tencia de soluciones positivas y luego extender esas soluciones a soluciones del sistema
general deformando los coeficientes con un nuevo pardmetro que toma valores reales.

Una observacion importante es que las cascadas enzimaticas con las que trabajamos
tienen estructura MESSI, por ende, podremos conseguir una parametrizacion explicita de
los estados estacionarios positivos, y ademads, al ser sistemas conservativos, las trayecto-
rias x(#) que determinan estos sistemas estardn definidas para todo t > 0. En particular
nos interesa estudiar trayectorias constantes a lo largo del tiempo X(#) = 0.

A partir de un sistema de ecuaciones polinomiales, asociado a una red de reacciones
quimicas que modelamos bajo cinética de accidn de masas:

f= ) wkx"j-y), xeRl, (4.1)

yi—Yy; ER

La idea general serd deformar los coeficientes del sistema con un pardmetro real 7 € R
de la siguiente manera:

)= ) kT -y, xeRY, (4.2)

yi—y;€R

73
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Observamos que para 7 = 1 los sistemas coinciden. Mds adelante en el recorrido de
este capitulo vamos a definir con mayor precision cdmo se construyen los exponentes 6;;
que figuran en la formula (4.2).

Mostraremos los resultados que prueban que existe un valor 7y € R tal que para todo
0 < 7 < 19 el sistema de ecuaciones f;(x) = 0 tiene multiples soluciones reales positivas,
es decir, reescalando los parametros originales, cambiando k;; por «;; 7% construimos
parametros para los cuales la red asociada resulta multiestacionaria.

4.1. Soluciones positivas de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales

El andlisis de multiestacionariedad estd relacionado con el célculo de raices reales
positivas de un sistema polinomial. Introduciremos la notacién y algunas definiciones ne-
cesarias para el desarrollo de este capitulo.

Consideramos el sistema polinomial formado por d polinomios de Laurent (donde
los exponentes enteros de las variables podrian ser negativos). Y buscamos soluciones
comunes de fi(x) =--- = fy(x) = 0 end variables x = (xy, ..., x;), con

n

fix)= > cijx €Rxi,...,xa), i=1,....d, (4.3)

=1

Notamos C € R™", (C), j = ¢ij, la matriz de coeficientes y asumimos, sin pérdida de
generalidad, que ninguna columna de C es nula. Los monomios los indicamos con x%
donde los exponentes son vectores de componentes enteras que pertenecen a un conjunto
finito de puntos A = {ay,...,a,} C Z¢, conn+2 >d, que llamamos el soporte del
sistema polinomial.

Veamos un ejemplo simple para entender la notacion y las definiciones que vamos
presentando.

Ejemplo 4.1.1. Consideramos la siguiente configuracién de puntos:
A =1{(0,0),(2,0),(0,1),(2,1),(1,2),(1,3)} ¢ Z*, (4.4)
y la matriz de coeficientes

1 21 1 -120

C:(—z 10 -1 -1 1 (43)
El sistema polinomial de 2 ecuaciones en 2 variables x, y:
1-2x2+y+x2y—x? 0,
{ 2+x*-xy-x*+xy° = 0, (4.6)
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tiene soporte A y matriz de coeficientes C, lo escribimos de la siguiente forma matricial:
t
C (1 2y xy 0t xy3) =0,

donde ¢ indica la traspuesta. En la Figura 4.1 se muestra la capsula convexa formada por
los puntos en A.

Figura 4.1: Capsula convexa del soporte A del Ejemplo 4.1.1.

Como anticipamos al comienzo de este capitulo, la idea es restringir primero el siste-
ma de ecuaciones polinomiales asociado a subsistemas para los que se pueda garantizar
la existencia de soluciones positivas, y luego extender esas soluciones al sistema original,
deformando los coeficientes con un parametro real.

El primer resultado es el que garantiza la existencia de soluciones positivas en el
subsistema. Para presentarlo, introducimos las siguientes definiciones:

Definicion 4.1.2. Decimos que un conjunto de vectores {v, v,, ..., v,} s afinmente inde-
pendiente si Y, 4,v; =0con )", 4; = 0 implica 4; = 0 Vi.

Llamaremos d-simplex con vértices en A a un subconjunto de d + 1 puntos de A
afinmente independientes.

Definicion 4.1.3. Sea A € R@*D [lamamos menor(A, i) al determinante de la submatriz
cuadrada que se obtiene a partir de A al eliminar la i-ésima columna. Decimos que A es
positively spanning o estd generada positivamente si todos los valores (—1)' menor(A, i)
parai = 1,...,d + 1 son no nulos y tienen el mismo signo.

Entonces, una matriz estara generada positivamente si todas las componentes de los
vectores en el nicleo son no nulas y tienen el mismo signo.

Definicién 4.1.4. Dada una matriz C € R®". Decimos que un d-simplex A = {a;,, ..., a;,,,}
estd decorado positivamente por C si la submatriz de C de tamafio d X (d + 1) formada
por las columnas {iy, ..., iz} estd generada positivamente.

Ejemplo 4.1.5 (Continuacion del Ejemplo 4.1.1). La matriz

1 -1 0
M‘(o -1 1)
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formada por las columnas 3, 5y 6 de C esta generada positivamente dado que los valores

(=)' menor(M, 1) = (=1).(-1) = 1,
(=1)?menor(M,2) =1.1 =1,
(=1)} menor(M,3) = (-1).(-1) =1

son todos no nulos y tienen el mismo signo. Entonces el 2-simplex A = {(0, 1); (1, 2); (1, 3)}
estd decorado positivamente por C.
Pero, por ejemplo, la matriz formada por las columnas 3,4y 6 de C

(1 10
M‘(o-11)

no esta generada positivamente ya que los valores

(=1)! menor(M, 1) = (=1).(1) = -1,
(=1)> menor(M,2) = 1.1 = 1,
(=1 menor(M,3) = (-1).(-1) =1

no tienen todos el mismo signo, lo que implica que el 2-simplex A = {(0, 1); (2, 1); (1, 3)}
no esta decorado positivamente por C.

Se puede demostrar que si un sistema polinomial con d ecuaciones en d variables con-
tiene un d-simplex como soporte entonces tiene una unica solucion positiva no degenerada
si y solo si la matriz de coeficientes del sistema estd generada positivamente.

Proposicion 4.1.6 (Proposicion 3.3 en [BSS18]). Sea A = {ay,...,aq.1} el conjunto de
vértices de un d-simplex en R, y consideremos el sistema polinomial con coeficientes

reales
d+1

A=Y cyx®, i=1,....d.
=1
El sistema fi(x) = --- = fu(x) = 0 tiene a lo sumo una solucion positiva no degenerada.
Y, tiene una tvinica solucion positiva no degenerada si y solo si la matriz de coeficientes
(C)ij=cij € R&™D ostd generada positivamente.

Para dar una idea intuitiva de este resultado analicemos cuando un sistema lineal de
dos ecuaciones en dos variables x, y admite una solucion positiva:

El sistema
cnx+cepyt+ceciy = 0 (47)
o Xx+cepy+ces = 0 '

Que también podemos escribir en forma matricial:
Ci1 C12 X _ [ ~¢3
€21 y —C23
Tiene como soporte el 2-simplex A = {(1,0); (0, 1); (0,0)} y matriz de coeficientes
ci1 Cip C
c=|Cn ¢ s
€21 €2 (23
Notaremos C(i) a la submatriz de C que se obtiene al eliminar la i-ésima columna.
El sistema (4.7) tiene unica solucion con x,y > 0 siy solo si:
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= Se verifica det(C(3)) # 0 (para que la solucién sea unica),

= Usando la Regla de Cramer para calcular la solucion:

det —C13 C12 det Ci2 Ci3
—C3 €22 Cn €3 | der(C(1))

det(C(3)) - det(C(3))  det(C(3))

det Ci1 —Ci3 _det Ci1 €13
€1 €3 ) —det(C(2))

_ Cr1 —C23 _
YT T de(C(3) | denC(3)  denC(3))
Llegamos a
det(C(1)) y det(C(3)) tienen el mismo signo,
%y >0 { det(C(2)) y det(C(3)) tienen signos distintos.

Si esto se verifica, para cada i = 1,2, 3, (=1) menor(C, i) es un valor no nulo y para
todo i tiene el mismo signo, por lo tanto, la matriz C esta generada positivamente.
Podemos generalizar este resultado:
Dados a, 3,y € Z* afinmente independientes (« — y; 8 — y son linealmente indepen-
dientes), el sistema
cnx®+cepxP +cepsx? = 0
N s (4.8)
Co X%+ CpnxP + cp3x? = 0

cuyo soporte {a@, 3,7y} es un 2-simplex, tiene una unica solucidn positiva si y sélo si el
sistema (4.7) tiene una unica solucidn positiva: dividiendo todo por x» obtenemos un
sistema equivalente (sacando la solucidn trivial del conjunto de soluciones),

0
0

y el soporte {& — y,8 — v,(0,0)} es un 2-simplex. Las condiciones para que el sistema
(4.9) tenga una unica solucion positiva son las mismas que analizamos para que el sis-
tema (4.7) tenga una Unica solucién positiva, esto es, que la matriz de coeficientes esté
generada positivamente. Y si la matriz de coeficientes estd generada positivamente, en-
tonces el sistema tendrd una tnica solucién (det(C(3)) # 0) y la solucién tendré todas las
componentes positivas ya que (—1)’ menor(C(i)) tiene el mismo signo paratodoi = 1,2, 3,
lo que implica que sgn(det(C(3))) = sgn(det(C(1))) = —sgn(det(C(2))).

4.9)

cllx“_7 + C]z.X‘B_y + C13
621x"‘_7 + szX’B_y + Cx3

Dado un d-simplex A con vértices en ‘A, consideramos los vectores de altura h € R”,
donde £ representa el valor de elevacion del punto a; de A.
Notamos ¢, , a la tnica funcién lineal afin que coincide con 4 en los puntos del
simplex A, esto es,
oa,n(aj) = hj paratodoa; € A

Y asociamos con A el siguiente cono:

Cr = {h: (hi,....,h,) €R" : @pnlaj) < hj paratodoajng}.
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Decimos que dos d-simplices A; y A, comparten una faceta si tienen d puntos en
comun, es decir, caen en una cara de dimension d — 1 de su cdpsula convexa. Se puede
demostrar que si dos d-simplices A; y A, comparten una faceta y sélo se intersectan alli,
el cono Ch, s, definido como la interseccion Cx, a, = Ca, NCx, €s no vacio. Este resultado
(y su demostracion) estd presente en el trabajo [BDG18] (Proposicion 2.5). En la Figura
4.2 se muestran dos 2-simplices que comparten una cara de dimension 1.

Ay

Figura 4.2: A, y A, comparten una faceta.

Ejemplo 4.1.7 (Continuacién del Ejemplo 4.1.1). Sean
A ={(0,0),(2,0),(0, D} y A, ={(2,0),(0,1),(2, D},

estos 2-simplices estdn decorados positivamente por C (la submatriz de la matriz de co-
eficientes formada por las columnas correspondientes a estos puntos del soporte esta ge-
nerada positivamente) y comparten una faceta. Calcularemos el cono Ca, a, que, por lo
mencionado anteriormente, sabemos que es no vacio.

Tomamos cualquier valor de elevacion hy, h,, h; para los puntos de A;: (0,0), (2,0) y
(0, 1) respectivamente.

Consideramos la tnica funcion lineal afin @, 4(x,y) que verifica: u, 4(0,0) = hy,

©aL1(2,0) = hy y @A, 1(0,1) = hs3:

hy = hy

GDAl,h(X,y):( )X+(h3—h1))’+h1-

Para definir el cono necesitamos que se verifique

3 1
oan(2,1) = =hy +hy+ hy < hg,  @a, 0(1,2) = ) hy + Ehz +2h;3 < hs,

5 1
oA, n(1,3) = ) hy + Ehz + 3 hy < hg.

Luego, obtenemos la descripcion del cono asociado al simplex A;:

CA1 :{h:(hl,...,h6)€R6 : h]—hz—h3+h4>0,3h1—h2—4h3+2h5>0,
Shy — hy — 6hs + 2hg > 0}.

De forma anédloga podemos calcular la funcién ¢,, , y el cono para el simplex A;:

hy — h3

P, n(X,y) :( )X+(h4—h2))’+h2+h3—h4~
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(a, h(a)) 9

Figura 4.3: Triangulacién regular.

Para definir el cono necesitamos que se verifique

3 1
Oar0(0,0) = hy + h3s —hy < hy,  @a,n(1,2) = 5 hy + 5 hs — hy < hs,

5 1
Oron(1,3) = —ha + = hy —2hy < he.
2 2
Con estas desigualdades describimos el cono asociado al simplex A;:

CAzz{h:(hl,...,h6)€R6 . hl—]’lz—h3+h4>0,2h2—h3—3h4+2h5>O,
4hy — hy — Shy + 2hg > 0}.

Observamos que al calcular la interseccion Ca, N Cy,, una de las desigualdades aparece
dos veces, luego el cono Cy, A, queda definido por 5 inecuaciones:

Canay ={h=(hi.....hg) €R® ¢ (m.h)>0, r=1,....5},

donde mp; = (1$ _19 _15 19 0’ 0)9 mp = (39 _1’ _4’ 0’ 29 O)a ms = (5’ _19 _65 09 0’ 2)’ my =
0,2,-1,-3,2,0), ms = (0,4,-1,-5,0,2), y (, ) denota el producto interno real canoni-
co.

Observacion 4.1.8. Tomamos cualquier vector 2 € R" y consideramos la cdpsula convexa
inferior L de los n puntos levantados (a;, h;) € R con aj, j=1,...,n, en A (Ver
Figura 4.3). Proyectamos en R? los subconjuntos de puntos de cada cara de L. Estos
subconjuntos definen una subdivision regular de ‘A asociada con h. Cuando el vector
de elevacioén de puntos /4 es genérico, la subdivision regular se llama una triangulacién
regular, en la cual todos los subconjuntos de puntos son simplex. Notemos que dado un
simplex A C A, el cono C, consiste de todos los vectores h para los cuales la subdivision
regular inducida contiene al simplex A. También existen soportes para los cuales no todas
las triangulaciones resultan regulares. Para una explicacion mds detallada ver [BDG18] y
las referencias que alli se mencionan.

Dado h € R", consideramos la siguiente familia de sistemas polinomiales parametriza-
dos con un nimero real 7, que coincide para T = 1 con el sistema polinomial original (4.3):

fic(x) == fa.(x) =0, (4.10)
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AS

Figura 4.4: Los simplices de A del Ejemplo 4.1.1 que estan decorados positivamente
por C.

donde

n
fie() = Z e TV xY €R[xy, .. xgl, i=1,....d.
J=1
Para cada valor positivo de 7, el soporte del sistema sigue estando incluido en A.

El siguiente resultado es un caso particular del Teorema 3.4 en [BSS18].

Teorema 4.1.9. Sea A = {a,, ..., a,} C Z¢ una configuracion finita de puntos y C € R
una matriz (C);; = c¢;j. Sean Ay, A, dos d-simplices con vértices en A que comparten una
faceta, y que estan decorados positivamente por la matriz C. Sea h un vector en el cono
Ca,.a,- Entonces existe Ty € R, tal que para todo 0 < T < 7, el sistema parametrizado
(4.10) tiene al menos dos soluciones (no degeneradas) contenidas en el ortante positivo.

Ejemplo 4.1.10 (Continuacién del Ejemplo 4.1.1). Los 2-simplices
Ay ={(0,0),(2,0),(0, D} y A ={(2,0),(0, 1), (2, D},

que usamos en el Ejemplo 4.1.7 estdn decorados positivamente por C y comparten una
faceta, luego, si tomamos i € Cy, a,, €l Teorema 4.1.9 nos permite afirmar que existe
79 € R.g tal que para todo 0 < 7 < 7 el sistema (4.6) parametrizado

oty 4oty pohly—1hsxy? =0, 4.11)
—th gl y el xyr 1 el xyd = 0,
tiene al menos dos soluciones positivas no degeneradas.

Mas atn, en la Figura 4.4 se muestran en color los 2-simplices del ejemplo principal
de este capitulo que estdn decorados positivamente por C. Se puede probar que, por el
Teorema 2.9 en [BDG18], para todo & € Cy, N Ca, NCa, NCa,, existe 7y tal que para todo
0 < 7 < 19 el sistema parametrizado (4.11) tiene al menos cuatro soluciones positivas (el
mismo numero que la cantidad de 2-simplices decorados por C).

El siguiente es un resultado similar al anterior, pero en este caso se describe un sub-
conjunto de interior no vacio en el espacio de coeficientes donde se pueden encontrar
al menos dos soluciones positivas del sistema asociado. Es una version simplificada del
Teorema 2.11 en [BDG18].
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Teorema 4.1.11. Consideremos el conjunto A = {a,...,a,} de n puntos en R? y una
matriz (C);; = ¢;j € R™". Supongamos que hay dos d-simplices A1, A, con vértices en A,
que comparten una faceta y estdn decorados positivamente por la matriz C. Supongamos
ademds que el cono Ca, a, estd definido por las desigualdades

(my,hy>0, r=1,...,¢, (4.12)

donde m, = (m,,,...,m,,) € R". Entonces existen constantes M,, ..., M; > 0 tales que
para cualquier vy en el conjunto abierto

U={yeRl, :y"<M,r=1...,¢},

el sistema
n

Dlcyix=0, i=1,...4d (4.13)

J=1

tiene al menos 2 soluciones no degeneradas contenidas en el ortante positivo.

4.2. Cascada enzimatica con n niveles

En el trabajo ya citado de Giaroli, Bihan y Dickenstein [GBD19], se presentan las
condiciones para determinar regiones de multiestacionariedad de una cascada enzimati-
ca con n niveles y muestran una parametrizacion explicita para encontrar los multiples
estados estacionarios positivos en la misma clase de compatibilidad estequiométrica. En
esta seccion presentaremos los resultados generales que usaremos en el préximo capitu-
lo para encontrar pardmetros para los cuales la cascada enzimatica con 3 niveles resulta
multiestacionaria.

Sabemos que para que exista la posibilidad de tener dos o més estados estacionarios
positivos en la misma clase de compatibilidad estequiométrica, una condicidén necesaria
es que la misma enzima fosfatasa actie en al menos dos niveles distintos de la cascada.
Hay que diferenciar entre dos casos:

s [.a misma enzima fosfatasa actuando en niveles consecutivos,
» [a misma enzima fosfatasa actuando en niveles no consecutivos.

Para cada uno de estos casos presentan un resultado que garantiza la existencia de parame-
tros, tanto de las etiquetas de las reacciones como de las cantidades totales de las leyes
de conservacidn, para los cuales la red resulta multiestacionaria. La estrategia sera deter-
minar dentro del soporte de la red, dos d-simplices que compartan una faceta y que estén
decorados positivamente por la matriz de coeficientes. Luego, usando el Teorema 4.1.9, se
garantiza la existencia de al menos dos soluciones no degeneradas en el ortante positivo.
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4.2.1. Notacion general

Usando la notacién de la Figura 4.5 (abajo), llamamos S, S ! a los sustratos que actdan
en el i-ésimo nivel parai = 1,...,n. El indice superior se interpreta como la ausencia (0)
o presencia (1) de un grupo fosfato adherido al sustrato. Cuando se adhiere el grupo
fosfato a la enzima, decimos que la enzima esta activada. En el primer nivel, el proceso de
fosforilacién es catalizada por la enzima S . Una vez que la proteina estd activada en el
i-ésimo nivel S| actiia como enzima en el siguiente nivel (i + 1) para catalizar la reaccion.

El proceso de desfosforilacion en el i-ésimo nivel es catalizado por la fosfatasa F;.
Algunas de las enzimas fosfatasa pueden repetirse en mas de un nivel y ser iguales a F.

1
SO
T~
S0 Sl
lv 'Y
T~
F SO S]
2 2
K \
Fy 7 e
~__~ )
Fi O/\ |
S, S
K
Fy

Figura 4.5: Cascada enzimatica con n niveles.

El siguiente esquema muestra el i-ésimo nivel de la reaccion:

1 ko"l kcati 1 1 X
SO+Sl 27058548t i=1...,n,
i i—-1 i i i—1
koﬂ"i
1 f"“i 1 [cmi 0 .
Si+Fi(__)Yi _>S,'+Fi’ i=1,...,n.
€oﬁi
Notamos ¥ = {P1, ..., P,} el conjunto de todas las enzimas fosfatasa que aparecen en
la red. En este caso tenemos 4n + r + 1 especies: sustratos S§, S, S1, 89, 53, ....5%, S,
enzimas fosfatasa Py, P, ... P,, y especies intermedias Y?, Y|, Y7, Y, ..., Yy, Y. Nota-
remos las concentraciones de cada especie con letra mindscula. Para cada j = 1,...,r,
llamamos A; = {i € {1,...,n} : F; = P;} el conjunto de indices de todas las enzimas fos-
fatasa iguales a P;, y consideramos la funcion que las relaciona j: {1,...,n} = {1,...,7},

definida por j(i) = jsi F; = P;.
El sistema dindmico asociado, cuando modelamos la red bajo la hip6tesis de accidén
de masas resulta:
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ds? 0.1 0 1
ar ~kon; 5 Si_y + kot Vi + Leany;, i=1,...,m,
ds} 0 1 1 0 .1 0 .
dr = keay; = Con;S; Pjiiy + Cott, Y; — Kongy Siy 8 + (Koftyyy + Keaty )yipy,  i=1...,n—1,
ds!
d_tn = kcatnyg - fonn S:ll?j(n) + foﬂny}u
a'yQ
d_tl = OniS?Sg_l - (koﬂ'i + kcati)yt')y 1= 17 A (S
a'y.1
d_l‘l = onis,'lpj(i)_(foffi+€cati)y,'l, i=1,...,n,
1 0 1
dig _ Y dy_ i
dt dt’ dt dt’

IGAj

El espacio de las formas lineales que determinan las leyes de conservacion tiene di-
mensién n + r + 1, consideramos las siguientes que son linealmente independientes:

1 0
So Vi :SO,zot,
0 1 0 1 0 .
S;+ sy Y Vi =Siwer, 1=1,...,n-1, 4.14)
0 1 0 1
sn+sn+yn+yn :SnJOf’

pj+Zyi1 :Pj,tot, j=1,...,r.
iEAj

Como mencionamos al comienzo, el hecho de que estas redes tienen estructura MESSI
tdrica, nos permite afirmar que podemos describir las concentraciones de las especies en
estados estacionarios con binomios.

Las concentraciones de las especies intermedias (en estados estacionarios) verifican:

0 10 : 1 1 -
vi —Kis;i_5;, =0, i=1...,n, yi —Lipjps; =0, i=1...,n,

koni foni

koffi + kgati ’ . ‘foffi + fcati ’ .
El resto de los binomios podemos elegirlos (algoritmicamente) como

donde K; = i=1,...,n, L= i=1,...,n.

0.l 1 -
nis; s —visipiy=0,i=1,...,n,

donde ni = kcati Ki, V; = fcati L,‘, i = 1, R (B
Podemos parametrizar los estados estacionarios positivos con monomios, por ejemplo,
podemos describir las concentraciones de todas las especies en términos de s/, para i =

0,1,...,ny p1,...,ps

s'pia) .
= G,-’Sl—, i=1,...,n,
i-1
— 1 c
yi = KiGisl'pj(i)’ 1= 1,...,1’1,
1 L
L,’Sipj(,'), 1= 1,...,n,

=
Il



84 CAPITULO 4. REGIONES DE MULTIESTACIONARIEDAD

donde G, = Yi paratodoi=1,...,n.

1
Para cada j = 1,...,n notaremos:

gcatj
= (4.15)

A
kcatj

4.2.2. Teoremas que garantizan multiestacionariedad en la cascada
enzimatica

Primero supongamos que en la cascada enzimadtica con n niveles estd actuando la
misma enzima fosfatasa F' en dos niveles consecutivos iy, ip + 1, 1 < iy < n— 1, esto es,
Pjiy = Pji,+1), Y no imponemos ninguna restriccion para el resto de los niveles.

Sean a) ;,, @2, @3,, Y @4, correspondientes a las restricciones de los niveles iy y ip+1,
definidas como sigue:

S i,tot

F tot

- Ai0+19

ay i, =
S

0,0t

@i, =(A, + 1) — F

tot

Aio + 1 - Ai0+1 Sio—l,tot (Sio,tot

- Ai0+l) ’

as j, =
Ai() Ft()t Ftot
Ay +1 = A1 Sigeti0r S g tot
A4,iy = -4, +1- )
Ai0+l + 1 Fl()t tot

donde Fy,; = P jio),tot = P jlio+1),t0t+
El siguiente resultado garantiza la existencia de multiples estados estacionarios posi-
tivos:

Teorema 4.2.1 (Teorema 5.1 en [GBD19]). Suponemos n > 3, y que hay dos niveles con-
secutivos iy, ip + 1, con 1 < iy < n—1, en los cuales actiia la misma enzima fosfatasa (sin
restricciones para el resto de los niveles). Sean A;,, A;,+1 como las definimos en (4.15). Si
las constantes de reaccion y las cantidades totales de las leyes de conservacion verifican
las desigualdades

Ay, +1>A4 (4.16)

a],io’ az,i()’ a:’a,ioa Cl4,i0 > 07

esto es:
S i,tot S ip—1,tot S io,tot Aio
A +1> > Ajg+1s > —Ajg+l ) T
0 0 0
tot Ft()t Ftot Ai() + 1 - Ai0+1
Sio+1,tot > (A +1 Sio,tot) Ai0+1 +1
- = io - b
Fio Fior ) Aig +1 = A
o verifican

Ai() + 1 < Ai()+1’ al,igaaz,i()’ a3,i0’a4,io < O
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Entonces se pueden reescalar las constantes k,,,i =1,...,ny,,, i =1,...,n, para
que el sistema de ecuaciones asociado a la red tenga al menos dos soluciones positivas,
es decir, para que existan al menos dos estados estacionarios positivos de la red.

Ahora supongamos que los niveles i; < i, que comparten la misma enzima fosfatasa
son no consecutivos. Asumimos ademds que no hay en toda la red dos niveles consecuti-
vos que comparten la misma enzima fosfatasa (en ese caso estariamos en el caso anterior).
Entonces existen ij, i, con 1 < i < i +1 < i; < n, tales que Pj;) = Pji,) = F,y Pjq
para los niveles intermedios entre i; € i, i = i; + 1,...,i, — 1, son todas distintas y di-
ferentes de F. No necesitamos imponer ninguna restriccién para el resto de los niveles
1,...,i1 - 1,i2+ 1,...,n.

Consideramos las funciones racionales B ;, i,, £2,i1,i,» B3,i1io Y Ba,iri» que dependen de
las constantes de reaccion y del vector de cantidades totales de las leyes de conservacion:

ﬁ _Sil—l,tot Ai]
1,i1,0ip — - s
Sil,t()l‘ Ai1+l
Si
1,tot
Boivi, =(A; +1) — F_
tot
Si-1 S;
2—1,tot 1p,tot
B3ivi, =—— — (Ai, + 1) ,
FZ‘OI FIOt
Bui _Siytor B (Ai1 + 1) (A- +1- Siz,lot)
S T [5) )
Ftot Aiz + 1 tot

donde F,, = Pj(i]),tot = Pj(ig),tot-
El siguiente resultado garantiza la existencia de multiples estados estacionarios posi-
tivos de la red en este caso:

Teorema 4.2.2 (Teorema 5.2 en [GBD19]). Suponemos n > 3, y que existen niveles iy, i,
conl <ip<ij+1<i,<n, talesquer(il) :Pj(iQ) :F,ij(i)parai:il +1,...,ib—1
son todas distintas y diferentes de F, sin restricciones para el resto de los niveles. Si las
constantes de reaccion y las cantidades totales de las leyes de conservacion verifican

B.ivins B2ivins B3,irins Baivin > 0.

Entonces se pueden reescalar las constantes ko, i = 1,...,ny ,p, 1 =1,...,n, para
que el sistema de ecuaciones asociado a la red tenga al menos dos soluciones positivas,
es decir, para que existan al menos dos estados estacionarios positivos de la red.

Observacion 4.2.3. Los Teoremas 4.2.1 y 4.2.2 afirman que, si se verifican las hipdtesis
respectivas, es suficiente con reescalar las constantes de las reacciones que tienen como
fuente un complejo core. La garantia de que la cantidad de soluciones no cambia entre el
sistema de ecuaciones original y el sistema reescalado, es el Teorema 5.4 de [BDG18].

En el préximo capitulo usaremos estos resultados para encontrar parimetros que ga-
ranticen la multiestacionariedad de la cascada enzimatica con 3 niveles.
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Capitulo 5

Aplicacion: Cascada enzimatica con 3
niveles.

5.1. Cascadas de fosforilacion y desfosforilacion

La fosforilacion es la adicion de un grupo fosfato a cualquier otra molécula. Su papel
predominante en la bioquimica lo convierte en un importante objeto de investigacion sobre
todo en la fosforilacion de proteinas y de fructosa. En el metabolismo, la fosforilacién
(y desfosforilacion) es el mecanismo basico de transporte de energia desde los lugares
donde se produce hasta los lugares donde se necesita. Asimismo, es uno de los principales
mecanismos de regulacién de la actividad de proteinas en general y de las enzimas en
particular.

Estas estructuras, que llamamos cascadas enzimaticas, también aparecen con frecuen-
cia bajo el nombre de ciclos enzimaticos, o cascadas de sefializacion, porque sirven como
bloques intermedios basicos en vias de serializacion: es la descripcion de una serie de
reacciones quimicas en las que un grupo de moléculas de la célula trabajan juntas pa-
ra controlar las funciones celulares, como la multiplicacion o la destruccion celular. Las
células reciben senales del entorno cuando una molécula (como una hormona o factor de
crecimiento) se une a una proteina especifica (Ilamada receptor) sobre la célula o dentro
de ella. Después de que la primera molécula de la via de sefializacion recibe la sefial,
se activa otra molécula y este proceso se repite durante toda la via hasta que la dltima
molécula se activa y cumple con la funcion celular. La activacion anormal de las vias
de sefializacion podria producir enfermedades, como el cancer. Las cascadas enziméticas
participan en procesos de control metabdlico, division celular (coagulacién sanguinea,
desarrollo embrionario, etc.) y apoptosis. La regulacion de la actividad de las proteinas
implica principalmente eventos de fosforilacion / desfosforilacion, que conducen a su ac-
tivacion o inhibicidn, segin sea el caso.

Un ejemplo muy importante es el de la proteina quinasa activada por mitégenos, o
cascadas de quinasa “MAPK”, que regulan las actividades celulares primarias como la
proliferacion, diferenciacidon y apoptosis en eucariotas desde levaduras hasta humanos.
Estos sistemas son sistemas bioldgicos de sefializacion en los que una proteina histidina
quinasa (HK), en respuesta a un estimulo, se autofosforila para después transferir esa sefial
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quimica a otra proteina llamada proteina reguladora de respuesta (RR). [CKO1], [ALO1],
[CFRO8]. En cada paso de la cascada, varios factores de control estdn involucrados para
regular las acciones celulares, a fin de responder de manera efectiva a las sefales sobre
sus distintos entornos internos y externos.

Otro ejemplo: en la primera reacciéon de la glucdlisis, que es el primer paso en la
degradacion de la glucosa para extraer energia para el metabolismo celular, la enzima he-
xoquinasa adiciona un grupo fosfato al carbono 6 de la glucosa mediante la fosforilacién
a nivel de sustrato con dos objetivos: aumentar su energia y asi poder utilizarla en otros
procesos cuando sea necesario; y evitar la pérdida de sustrato energético para la célula
produciendo la molécula glucosa-6-fosfato que -a diferencia de la glucosa- tiene la venta-
ja de que no puede cruzar la membrana celular ya que la carga negativa que le proporciona
el grupo fosfato a la molécula hace que sea mas dificil atravesarla.

Para profundizar sobre la importancia de estas redes y la relacion con el trabajo aqui
presente se puede consultar [RMBS16].

El caso de la cascada enzimatica con dos niveles fue estudiado por Feliu y Wiuf en
[FKLW12] y determinaron que si en cada nivel actiia una enzima fosfatasa distinta la red
resulta monoestacionaria; en cambio, si en ambos niveles actia la misma enzima F la
red resulta multiestacionaria. Se puede deducir del trabajo de Banaji y Pantea [BP18] que
en una cascada enzimdtica con n niveles, si los tltimos dos comparten la misma enzima
fosfatasa, los parametros que garantizan la multiestacionariedad de la red en el cason = 2
pueden extenderse para garantizar la multiestacionariedad en el caso general.

En la cascada enzimdtica que analizamos, la enzima E (kinasa) actia como cataliza-
dora de la reaccion, aumentando la velocidad de reaccién entre las especies al adherir un
grupo fosfato al sustrato involucrado, que notamos S, y notamos S? cuando el sustrato
del i-ésimo nivel esta libre y S! cuando estd adherido a un grupo fosfato, en este caso
decimos que el sustrato estd activado. La enzima fosfatasa F actiia como catalizadora del
proceso inverso, la desfosforilacion.

El grafo de la cascada enzimadtica con 3 niveles que representa esta serie de reacciones
consecutivas es

ki1 K13 ka1 K23 K31 K33
SI+E2Y) SSI+E  S)+Si2Y)38,+8]  Si+Si2Y) 5851+,
K12 K22 K32
1 o1 3 G0 1 21123 G0 1 BU1 B3 G0
S\ +F2Y -8 +F S,+F2Y, >S5, +F S;+F2Y;, > 55+F

12 22 132

El siguiente es un esquema reducido que usamos para representar esta red en el que
se indica que en el primer nivel, la especie E actiia como enzima catalizadora de la fosfo-
rilacidn, acelerando los tiempos de reaccién y en los niveles 2 y 3 las especies que actian
como enzima catalizadora son los sustratos activados S| y S respectivamente. La enzima
fosfatasa F' es la encargada del proceso inverso, la desfosforilacion:
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E
VR
TN
F VR
9 S)
LN
F T
st !
>

La cascada enzimaética es un ejemplo de una red con estructura MESSI, es decir, existe
una particién de las especies involucradas en la red que determina esa estructura. Es por
esto que podremos usar los resultados y el algoritmo presentados en el Capitulo 3 del
presente trabajo.

Analizamos la cascada enzimatica con tres niveles haciendo variaciones de la enzima
fosfatasa presente en cada nivel. La idea es determinar cudles de estas variantes resultan
multiestacionarias y cudles no. Ademads, en los casos en que la red resulte multiestacio-
naria, usaremos el algoritmo presentado en el Capitulo 3, que fue implementado por el
Lic. Guillermo Mosse bajo la coordinacion de Dra. Mercedes Pérez Millan y Dra. Alicia
Dickenstein, para encontrar los valores de los pardmetros que la garantizan y mostrare-
mos dos vectores de concentracion de las especies que pertenezcan a la misma clase de
compatibilidad estequiométrica que serdn nuestros testigos de multiestacionariedad.

Las variantes que analizamos son:

m Version 1: la misma enzima F actuando en los tres niveles.

E
TN
S9 Si
SRS
F VR
S9 s]
U
F T
9 sy
|
F

= Version 2: dos enzimas fosfatasa iguales actuando en niveles consecutivos: F en el
primer y segundo nivel, y una enzima distinta F; # F en el tercer nivel.
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E
X
TN
F TN
S9 s!
PR
F VR
S5 S;
>
F

= Version 3: dos enzimas fosfatasa iguales actuando en niveles no consecutivos: F en
el primer y tercer nivel, F'; # F en el segundo nivel.

E
VY
SO Sl
1 1
RN
F VY
S0 S!
2 2
- I\
Fl O/—\ |
3 S3
*_ “

Las especies involucradas en todas estas versiones de cascadas enzimaticas son
0 ¢l ¢0 ¢l @0 ¢l y0 yl yO yl 30 vl
X:{EaF’F15F27S19S1952552’S39S37Y]sY19Y29Y29Y39Y3}

Para facilitar la notacién nombraremos las concentraciones de las especies de acuerdo
al siguiente listado:

e=[El, f=[Fl, g =[Fil, h = [F,]
x1 =89, X2 = [S1], x5 = [S9], x4 = [S1], x5 = [SY], x6 = [S]]
yi =Y, 30 = (Y]], 33 = (Y31, ya = (Y21, y5s = [Y2], y6 = [ V1]
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5.2. Una primera aproximacion al problema de decidir
multiestacionariedad de la red

Para entender un poco la dificultad de decidir multiestacionariedad en una red, es de-
cir, si existen dos o mas soluciones positivas en la interseccion de la variedad de estados
estacionarios y alguna clase de compatibilidad estequiométrica, lo primero que podemos
hacer es, a partir del sistema EDO asociado a la red X = f(x), intentaremos resolver
f(x) = 0 habiendo fijado previamente los pardmetros de las reacciones (coeficientes que
aparecen en las ecuaciones polinomiales del sistema asociado). Mostraremos la primera
aproximacion analizando la Version 1, en la cual actia la misma enzima fosfatasa F en to-
dos los niveles. Y aprovechamos para mostrar algunos elementos de Redes de reacciones
quimicas que definimos en el Capitulo 1 del presente trabajo a modo de ejemplo.

5.2.1. Version 1:

Consideramos el conjunto de especies en el siguiente orden:
X ={E,F,S),51,55,5, 85,81, ¥), Y], V9,¥), Y}, ¥}} #X =14

El sistema de ecuaciones diferenciales asociado, cuando modelamos bajo la hipétesis
de accion de masas, queda determinado por:

e = —Knpex + (K12 + K13) Y1

fo= —tufxo—tafxa—t3 fxe+ (ti+113)y2 + (t2 + 123) ya + (132 + 133) Vs
Xy = —Kiexp+kpyr+thzy

Xp = —hifxo—KnXoXz+Kizyr + oy + (ko +K23) 3
X3 = —K X2 X3+ Knystinys

X4 = —ly fX4— K31 X4 X5 + Koz y3 + o Y4 + (K32 + K33) Vs
Xs = —K31 X4 X5+ K35+ 1336

X6 = —t31fXe+ K35+ 1326

Vi = kipex; — (k2 +K13) Y

V2 = tifx—({n+t3)ym

V3 = ka1 X2 X3 — (K22 + K23) V3

Vo = by fxg—(tn+3)y

Vs = K31 X4 X5 — (K3 + K33) Vs

Y6 = IB31fxe— (32 +133) Y6

La matriz de estequiometria de lared, N € R!**!2 (sus columnas generan el subespacio
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estequiométrico S ):

-11 0 0 O O O O O O 0 O
o 0-1t 1 0 O0-1 1 0 O0-1 1
-1 0 o0 1 o0 O O O 0 O 0 O
o 1 -1 0o-1r 1 O O O O O O
o 0 0 0-r 0 O 1 O O 0 O
o o o0 o0 o 1-1 O0-1 1 0 O
N = o o 0 0 0o o0 O O0-1 0 0 1
o 0 0 0o 0 o0 O O o 1 -1 0
I -r 0o 0 0 O O O O O O O
o o0 1 -1 0 0 O O O O O O
o o 0 o0 1 - 0 O O O O O
o o 0 0 o0 o0 1-1 0 O O O
o 0 0 o o0 o0 O o 1 -1 0 O
o 0 0o 0 O O O O o0 o0 1 -1

dim(S) = 9. Podemos eliminar, por ejemplo, las columnas 4, 8 y 12 que se pueden escribir
como combinacidn lineal del resto de las columnas, y tendremos una base del subespa-
cio estequiométrico. Como el rango(N) = 9, se sabe que hay 9 ecuaciones del sistema
que forman un conjunto linealmente independiente. En este caso, como cada componente
conexa del grafo tiene una tnica componente terminal fuertemente conexa, por la Pro-
posicion 3.2.2 presentada en el Capitulo 3, el subespacio cinético y el subespacio este-
quiométrico de la red coinciden, y entonces todas las leyes de conservacion provienen de
S+. Dado que dim(S+) = 5, en este sistema quedaran definidas 5 leyes de conservacion,
a saber:

ety =T

fHy+ya+ys=T>

Xi+X2+y1+y2+y3 =13

X3+ X +y3+ya+ys =14

X5+ X6+ Y5+ Y6 =Ts

donde los valores T;,i = 1,...,5 representan las cantidades totales de la enzima E, de la
enzima fosfatasa F' y de los sustratos S, S, S; respectivamente.

La idea que podemos usar para analizar la multiestacionariedad de la red, es para-
metrizar el sistema usando las leyes de conservacion y la concentracion de las especies
en estados estacionarios. El beneficio es que quedard un sistema con menos ecuaciones
(tantas como leyes de conservacion) pero el problema es que la cantidad de términos es,
en general, grande, lo que dificulta su resolucion.

Si despejamos las concentraciones de las especies intermedias en estados estaciona-
rios, es decir

por ejemplo,
1 = ki exy — (K2 +K13) Y

0=xi1ex; — (kia+Ki3) )1
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K11
=S y|=—ex
Ki2 + K13
Las ecuaciones de las especies intermedias en estados estacionarios dan lugar a los

siguientes binomios:

yv—Kixie =0, yy—Lyxsf = 0,
n-Lixf =0, ys—Ksxsxy = 0, (5.1)
vi—-Kaxsxa = 0, yo—Lixef = 0.

donde las constantes K;, L; corresponden a las inversas de las constantes de Michaelis-
Menten: .
Ki1 i1 .
Ki=———; Li=———, parai=1,23.
Kip + K3 Ip+153

Por otro lado, las ecuaciones correspondientes a las enzimas y sustratos
0 ¢l .
E,F,§;,S; parai =1,2,3,

en estados estacionarios, ¢ = f =X =X, = X3 = X4 = X5 = X¢ = 0, reemplazando las
concentraciones de las especies intermedias en estados estacionarios calculadas en (5.1),
dan lugar a las siguientes ecuaciones binomiales linealmente independientes:

xie—ci fx, = 0,
Xox3—cfxsg = 0,
X4 X5 — C3 f X¢

I
L

donde las constantes cy, ¢3, c3 son funciones racionales de los parametros «;j, #;;.

Obtenemos la parametrizacion al reemplazar en las ecuaciones de las leyes de con-
servacion la informacion de las concentraciones de las especies en estados estacionarios,
escribimos todo en funcion de las variables e, f, x,, x4, X¢. En este caso queda un sistema
de 5 ecuaciones en 5 variables con 14 parametros:

€+C1K1fX2—T1 =0

f+L1X2f+L2X4f+L3X6f—T2 =0
caxxft+exr+eKiexrf+Liexxf+eyKryexyf—eTs = 0
C2X4f+X2X4+C2K2X2X4f+L2X2X4f+€3K3X2x6f—X2T4 =0
C3xe [+ Xxaxe+ 3 Ksxgxef+Lsxaxe f—x4Ts = 0

Una primera prueba fue ingresar en SINGuLAR [DGPS13] [DLO06] el sistema, definien-
do los valores de los parametros, para calcular raices comunes de estos 5 polinomios. Eli-
minamos variables con orden dp y calculamos una base de Groebner reducida del ideal
formado por ellos [CLOO7]. Si bien logramos acotar por arriba la cantidad de soluciones
positivas, no logramos sin un método mas especifico, definir exactamente la cantidad de
soluciones positivas del sistema. Tampoco nos sirve esta prueba para analizar para qué
valores de los pardmetros existen (sabemos que las hay) multiples soluciones positivas.
Al calcular una base de Groebner reducida, eliminamos 4 de las 5 variables, y encontra-
mos dentro del ideal un polinomio en una variable, lo que garantiza (Shape Lemma) que
el cardinal de la variedad es finito, y usamos la Regla de los signos de Descartes para aco-
tar la cantidad de estados estacionarios positivos. Recordamos esta regla que sirve para
acotar la cantidad de raices reales positivas de un polinomio en una variable:
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Teorema 5.2.1 (Regla de los signos de Descartes). Sea p(x) € R[x],
p(x) =a, x" +a, X"t a x+a

un polinomio de grado n en una variable. Sea o(p) la cantidad de cambios de signo entre
los coeficientes del polinomio p, (a,,a,-1,...,a;,ay) omitiendo los coeficientes nulos,
entonces:

» La cantidad de raices reales positivas de p(x) es menor o igual que o(p).

» La cantidad de raices reales positivas tiene la misma paridad que el niimero o (p).
Son iguales modulo 2.

Primero ingresamos en SINGULAR los polinomios y fijamos los valores de los pardme-
tros:

ring r=(0,cl1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9,tl,t2,t3,t4,t5), (x2, x4, x6, e, f), dp;
poly hl=e+c4*f*x2-t1;

poly h2=f+c5*f*x2+c7*£*x4+c9*£*x6-t2;

poly h3=cl*f*x2+e*x2+c4*e*f*x2+c5%e*f*x2+c6*e*f*x4-e*t3;

poly h4=c2*f*x4+x2*xX4+Cc6*X2*f*X4+C7*x2%* £*x4+Cc8%x2*f*x6-%x2%t4;

poly h5=c3*f*x6+x4*x6+Cc8*f*x4%*x6+c9*£*x4*x6-x4*15;

V V.V V V V

> ideal i=h1,h2,h3,h4,h5;
> subst(i,cl1,2,c2,1,c3,4,c4,6,c5,1,c6,1,c7,8,c8,10,c9,6,t1,2,
t2,7,t3,5,t4,4,t5,1);

Definimos el nuevo anillo de polinomios con los coeficientes fijos, calculamos una
base de Groebner reducida y eliminamos las variables e, x,, x4, X¢:

> ring r=(0), (x2,x4,x6,e,f), dp;

> poly H1=6*x2%*f+e-2;

> poly H2=x2*f+8*x4*f+6*x6*f+f-7;

> poly H3=7*x2*e*f+x2*e+2*x2*f+x4%*e*f-5%e;

> poly H4=9*x2%x4*f+x2*x4+10%x2*x6%*f-4*x2+x4*f;
> poly H5=16*x4*x6*f+x4*x6-x4+4*x6*f;

> option(redSB);

> ideal I=H1,H2,H3,H4,H5;

> ideal J=eliminate(I, e*x2*x4%*x6);

> J;

J[1]=4473004032*£"15-9082088064*f"14-239985698112*f"13+267318062400*f" 12
+4773671117328%£711-2265638623260*f£"10-37641210609474%£"9-6471534764679%£"8
+93115284899853*1£77+86503727465129%£"6+33812660551852*£"5+7115233670558*£"4
+863163818420*%£"3+60145128920*%£"2+2229513120*£+34003200
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Obtuvimos un polinomio de grado 15 en una variable. La cantidad de raices reales
positivas de este polinomio serd una cota superior para la cantidad de estados estacionarios
positivos de la red. Si contamos la cantidad de variaciones de signo que hay entre los
términos del polinomio:

V(+a I O e Rt T ar Tt s o S P o +) = 4

Entonces, por el Teorema 5.2.1, la cantidad de raices reales positivas de este polinomio
es 0,2 o 4. Si calculamos las raices del polinomio con MapLE obtenemos 4 raices reales
positivas y 9 raices reales negativas:

2.554847607, 3.672720403, 4.090589046, 5.534386648, -2.804368763,
-1.541539528,-0.2476494318,-0.2261640954,-0.1739274970,-0.1341995692,
-0.07366067399,-0.07225842296,-0.06198277193.

Sabemos que esta es s6lo una cota superior para las posibles soluciones positivas del
sistema: de las raices positivas deberiamos analizar cudles son, si hay una o més de una,
que también resuelva el resto de las ecuaciones del sistema de forma positiva, es decir,
que al despejar una a una el resto de las variables también tomen valores reales positivos.

Si usamos el comando firstoct de SINGULAR, calcula la cantidad de raices reales posi-
tivas comunes a todos los polinomios del sistema (con los pardmetros que fijamos antes).
Llegamos a que este sistema tiene una tnica solucion positiva:

>ring r=(0), (x2,x4,x6,e,f), dp;

>poly H1=6*x2*f+e-2;

>poly H2=x2*f+8*x4*f+6*x6*f+f-7;

>poly H3=7*x2%*e*f+x2%e+2*x2*f+x4%e*f-5%e;
>poly H4=9%x2*x4*f+x2*x4+10*x2*x6%f-4*x2+x4*f;
>poly H5=16*x4%*x6*f+x4*x6-x4+4*x6%f;

>option(redSB) ;

>ideal I=H1,H2,H3,H4,H5;
>firstoct(I);

1

Ahora bien, sabemos que la cascada enzimdtica es multiestacionaria si dos o mas niveles
comparten la misma enzima fosfatasa F. Lo que esta fallando es que elegimos al azar los
valores de los pardmetros de las reacciones que definen la variedad de estados estaciona-
rios. Podemos ver, entonces, que sin un analisis mds especifico de los posibles parametros
del sistema serd dificil obtener multiples soluciones positivas por tanteo.

5.3. Levantando multiestacionariedad desde subredes

5.3.1. Subred que comparte el subespacio estequiométrico con la red
original

En este ejemplo analizamos una subred de la cascada enzimatica (Version 1) que com-
parte el subespacio estequiométrico con la red original. Como vimos en el Capitulo 2, si
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una subred admite multiples estados estacionarios positivos, entonces podremos encon-
trar, en un entorno de esos puntos, estados estacionarios positivos de la red original. En-
tonces, si la subred resulta multiestacionaria, la red original también lo serd. El beneficio
de estudiar subredes es que la cantidad de términos que aparecen en las ecuaciones del
sistema serd menor, y por lo tanto, baja la dificultad del problema.

Como la subred tiene estructura MESSI s-tdrica, usamos la implementacion del algo-
ritmo que figura en el Capitulo 3.

La subred que analizamos es la que se muestra en el siguiente grafo:

K11 K13 K21 K23 K31 K33
S4ESYSSI4E S04 YIS sl+s! SO+85! S90S s5l45)
1 1 1 2 1 2 2 1 3 2 3 3 2
1 13 153 03 131 133
SI+F=>Y S8+ F S)+FSYl S8+ F SI+F 5y SS9+ F

A diferencia de la red original esta (sub)red no tiene reacciones reversibles, entonces
tiene 6 reacciones menos y, por ende, 6 parimetros menos. Las especies involucradas en
la red son las mismas y el subespacio estequiométrico S coincide con el de la red original.

Mostramos a continuacion los resultados de la aplicacién del algoritmo y més adelante
compararemos estos valores con los resultados obtenidos para la red original.

Input:
(SO1+E,Y01,k11)
(Y01,S11+E,k13)
(S11+F,Y11,t11)
(Y11,S01+F,t13)
(S02+S11,Y02,k21)
(Y02,S12+S11,k23)
(S12+F,Y12,t21)
(Y12,S02+F,t23)
(S03+S12,Y03,k31)
(Y03,S13+S12,k33)
(S13+F,Y13,t31)
(Y13,S03+F,t33)
END

Estructura MESSI:

Y01
Y11
Y02
Y12
Y03
Y13
END
E
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END
F
END
S01
S11
END
S02
S12
END
S03
S13
END_CORES

Output:
Sigma is mixed! This system is multistationary.

Two vectors with the same sign, corresponding to the orthant
(_1! 1! _1! _11 _1! _1! 1! 1, 1! 11 _1! _1! 1! _1)!

are [-11, 6, -5, -3, -2, -5, 4, 1, 3, 1, -4, -1, 1, -1], from M1,
and [-1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, 4, 1, 3, -3, -9, 13, -1], from M2.

We have found multistationarity witnesses.

Concentrations for x1:
E: 0.0024849116568445855
S01: 1.0000167019797417

F: 1.1565176427496657 |
S11: 1.052395696491256 |

|

|
S02: 0.01865736036377405 | S12: 0.05239569649125595|
S03: 3.0559720810913222 | S13: 7.565697189301244 |
Y01: 1.0067836549063043 | Y11: 1.0067836549063043 |
Y02: 2.327906827477306 | Y12: 1.7459301206079794 |
Y03: 14.237790361823938 | Y13: 1.5819767068693265
Concentrations for x2:
E: 1.0024849116568446 | F: 0.15651764274966568
S01: 1.670197974171391e-05| S11: 0.05239569649125595 |
S02: 1.018657360363774 | S12: 1.052395696491256 |
S03: 0.05597208109132214 | S13: 20.565697189301243 |
Y01: 0.006783654906304231 | Y11: 0.006783654906304231|
Y02: 6.327906827477306 | Y12: 4.745930120607979 |
Y03: 5.237790361823938 | Y13: 0.5819767068693265

Reaction constants:
k11: 804.8441444948737 | k13: 1.986524106001829 |
tl1l: 1.6432311907892174 | t13: 1.986524106001829 |
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k21: 101.8593105461061
t21: 33.00518075593047
k31: 12.490648747269972
t31: 0.22857502623449466

| k23: 0.8591409142295225 |
| t23: 1.1455212189726969 |
| k33: 0.14047123529523503|
| t33: 1.2642411176571153
Total Amounts:

Y01 + E = 1.009269

Y11 + Y12 + Y13 + F = 5.491208

Y01 + Y11 + Y02 + SO1 + S11 = 6.393887

Y02 + Y12 + Y03 + SO2 + S12 = 18.382680

Y03 + Y13 + SO3 + S13 26.441436

Total Amounts were calculated with both x1 and x2 and the result did not change.

Al ser multiestacionaria, sabemos que la red original con la misma enzima fosfatasa
actuando en todos los niveles también lo serd.

5.4. Estructura MESSI de la red

5.4.1. Version 1: misma enzima fosfatasa actuando en los tres niveles

= La particion minimal que define una estructura MESSI de la red es:

SO =YY, Y5, ), SV = {E), 9 = (F)

SO =(80.81}, S ={89.5}), SO =5, 5})

= [ os grafos asociados a esta red son:

G: G3: Gg:
SO+E 5 SI+E sV s!
1 T 0 f
Si+F = S5+ F P20 %6 )
SY+S! ?3 sl+s! SQTgSé j\ j
S+ F = SO+F uf 5 "
sO+5) 5 sles! e S
S+ F 5 S04+F 53255
3 3 of

El grafo G, es débilmente reversible y Gg no contiene ciclos dirigidos, lo que garan-
tiza, por el Teorema 3.4.1 que existe una parametrizacion racional de los estados estacio-
narios positivos que se puede calcular algoritmicamente.

El grafo G, tiene, ademds de las componentes conexas presentes en G, dos compo-
nentes conexas correspondientes a los nodos aislados E y F. De acuerdo con el Teorema
3.4.4 los siguientes 14 —5 = 9 binomios parametrizan los estados estacionarios positivos:
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exi—vifx, =0, yy—mxie = 0, yy—paxaf = 0,
3% =V fxys = 0, m—mwxof = 0, ys—pusxsxy = 0, (5.2)
X5X4—V3fx6 = 0, V3 — U3 X3Xp = O, y6—,u6x6f = ()
Donde
hs Mo 13 Uy 133 He
V= ==, =, vy = ——
K13 M1 K23 M3 K33 Us
y
) = K11 0 = I u K21
| =———, (b = , M3 = ———,
K12 + K13 ty + 113 K2o + K23
11 K31 131
Ha

= s /l5 e ——— ﬂ6 =
I + 1 K32 + K33 I3 + 133

Los primeros tres binomios en (5.2) corresponden a la férmula (3.5) y los ultimos seis
a las especies intermedias, segun la férmula (3.4). Notamos que los binomios correspon-
dientes a las especies intermedias en (5.2) son los mismos que nos habian quedado en
(5.1) cuando hicimos las cuentas a mano.

Si nos basamos en las ecuaciones que definen las leyes de conservacion ¢, definidas
por (3.3) junto a los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 que presentamos en el Capitulo 3, quedan
determinadas 5 leyes de conservacion por las siguientes ecuaciones lineales:

e+y =T,
fty+ya+tys =T,
Xi+x+y1+n+y; =13
X3+ X4 +y3+ya+ys =Ty
Xs+ X+ ys+ Y6 =15

donde los valores 7;,i = 1, ..., 5 representan las cantidades totales de las enzimas E 'y F,
y de los sustratos S, S, S 3 respectivamente.

Al ser un sistema MESSI consistente y torico, podemos usar la implementacion del
algoritmo presentado en el Capitulo 3. Mostramos a continuacion los resultados obteni-
dos:

Input:
(SO01+E,Y01,k11)
(Y01,S01+E,k12)
(Y®1,S11+E,k13)
(S11+F,Y11,t11)
(Y11,S11+F,t12)
(Y11,S01+F,t13)
(S02+S11,Y02,k21)
(Y02,S02+S11,k22)
(Y02,S12+S11,k23)
(S12+F,Y12,t21)
(Y12,S12+F,t22)



100 CAPITULO 5. CASCADA CON 3 NIVELES

(Y12,S02+F,t23)
(S03+S12,Y03,k31)
(Y03,S03+S12,k32)
(Y03,S13+S12,k33)
(S13+F,Y13,t31)
(Y13,S13+4F,t32)
(Y13,S03+F,t33)

Estructura MESSI:
YO1
Y11
Y02
Y12
Y03
Y13
END
E
END
F
END
S01
S11
END
S02
S12
END
S03
S13
END_CORES

Output:
Sigma is mixed! This system is multistationary.

Two vectors with the same sign, corresponding to the orthant

¢-1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, 1, 1,1, -1, -1, 1, -1),

are [-1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, 4, 1, 3, -3, -9, 13, -1], from M1,
and [-11, 6, -5, -3, -2, -5, 4, 1, 3, 1, -4, -1, 1, -1], from M2.

We have found multistationarity witnesses:

Concentrations for x1:

E: 0.0024849116568445855 |F: 1.1565176427496657 |
S01: 1.0000167019797417 |S11: 1.052395696491256 |
S02: 0.01865736036377405 |S12: 0.05239569649125595|



5.4. ESTRUCTURA MESSI DE LA RED 101

S03: 3.0559720810913222 [S13: 7.565697189301244 |
Y01: 1.0067836549063043 |Y11l: 1.0067836549063043 |
Y02: 2.327906827477306 |Y12: 1.7459301206079794 |
Y03: 14.237790361823938 |Y13: 1.5819767068693265 |

Concentrations for x2:

E: 1.0024849116568446 |F: 0.15651764274966568 |
S01: 1.670197974171391e-05]S11: 0.05239569649125595 |
S02: 1.018657360363774 |S12: 1.052395696491256 |
S03: 0.05597208109132214 [S13: 20.565697189301243 |
Y01: 0.006783654906304231 |Y11l: 0.006783654906304231|
Y02: 6.327906827477306 |Y12: 4.745930120607979 |
Y03: 5.237790361823938 |Y13: 0.5819767068693265 |

Reaction constants:

k11: 6438.75315595899 |kl12: 7.946096424007316 |k13: 7.946096424007316 |
tll: 13.14584952631374 [tl12: 7.946096424007317 [t13: 7.946096424007316 |
k21: 814.8744843688488 |k22: 3.43656365691809 |k23: 3.43656365691809 |
t21: 264.04144604744374|t22: 4.5820848758907875|t23: 4.5820848758907875|
k31: 99.92518997815978 |k32: 0.5618849411809401|k33: 0.5618849411809401|
t31: 1.8286002098759573[t32: 5.056964470628461 [t33: 5.056964470628461 |

Total Amounts:

Y01 + E = 1.009269

Y11 + Y12 + Y13 + F = 5.491208

Y01 + Y11 + Y02 + SO1 + S11 = 6.393887
Y02 + Y12 + Y®3 + S02 + S12 = 18.382680
Y03 + Y13 + SO3 + S13 = 26.441436

Total Amounts were calculated with both x1 and x2 and the result did not change.

Lo que nos dice que la cascada enzimatica con tres niveles, en la cual actia la misma
enzima F en todos los niveles es multiestacionaria y nos muestra testigos de multiestacio-
nariedad: el vector de pardmetros que define la variedad de estados estacionarios, junto
con dos puntos que pertenecen a la misma clase de compatibilidad estequiométrica.

Como vimos en el ejemplo anterior (5.3.1) de la subred que comparte el subespacio
estequiométrico, ya sabiamos que la red original resulta multiestacionaria. Las concen-
traciones de las especies en estados estacionarios dan los mismos valores, y por lo tanto,
también coinciden las cantidades totales de las leyes de conservacion. Lo que cambia son
los valores de los pardmetros presentes en las etiquetas de las reacciones. Recordemos que
en la subred habia 6 reacciones menos que en la red original, y por lo tanto, 6 pardmetros
menos. Se puede observar que cambia el orden de los valores de los pardmetros: mientras
en la subred la mayoria de los parametros tienen orden de 1 a 10, en la red original hay
parametros del orden de 1000.
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5.4.2. Version 2: dos enzimas fosfatasa iguales actuando en niveles
consecutivos

= La particion minimal que define una estructura MESSI de la red es:

SO = (¥), v, Y8, 7). V3, v,
SV ={E}, P =(F}, O = (F\}
t5/(4) — {S?,Si}, <5/(5) — {SO,Sé}, y(ﬁ) = {SO’Sé}

» Los grafos asociados a esta red son:

G Gs: Gg:
SO+E D SI4E stz s!
T ©f
Si+F jz’ ST+ F P20 20 P20
S9+581 _> S1+8] 50 51 L /
Sl+F S SY+F wf

R4S BAN 3

shesy 3 oslesl L
S+ F E SY+F, S3T6<:>g53
El grafo G, es débilmente reversible y G no contiene ciclos dirigidos, lo que garan-
tiza, por el Teorema 3.4.1 que existe una parametrizacion racional de los estados esta-
cionarios positivos que se puede calcular algoritmicamente. El grafo G, tiene, ademés de
las componentes conexas presentes en el grafo G; tres componentes conexas correspon-
dientes a los nodos aislados E, F'y F;. De acuerdo con el Teorema 3.4.4 los siguientes

15 — 6 = 9 binomios parametrizan los estados estacionarios positivos:

exi—vifx, =0, yy—uuxie = 0, yy—wxsf = 0,
x3x0-vfxy = 0, m—wxf = 0, ys—usxsxy = 0, (5.3)
Xsx4—v3gxs = 0, y3—w3xzsxa = 0, yo—psxeg = 0.

Donde, al igual que en la version anterior,

iz e iz g _ 133 He
V= ——,Vp=——, 3= ——
K13 Ui K23 U3 K33 Us
y
= K11 0 = I s = K21
| = M= ——, I3 = ——,
K12 t+ K13 tiy + 113 K2p + K23
e 53} s = K31 s = 131
g = 5= ———, lg = ————
I + 1 K32 + K33 I3 + 133

La diferencia con la Version 1 analizada en el caso anterior es que en el tercer y noveno
binomios de la parametrizacion de los estados estacionarios aparece la concentracién de
[F1] = g, en vez de la concentracion de la enzima fosfatasa F'.

Usamos la implementacién del algoritmo ya mencionado. A continuacién mostramos
los resultados:
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Input:
(S01+E,Y01,k11)
(Y01,S01+E,k12)
(Y®1,S11+E,k13)
(S11+F,Y¥11,t11)
(Y11,S11+F,t12)
(Y11,S01+F,t13)
(S02+S11,Y02,k21)
(Y02,S02+S11,k22)
(Y02,S12+S11,k23)
(S12+F,Y12,t21)
(Y12,S12+F,t22)
(Y12,S02+F,t23)
(S03+S12,Y03,k31)
(Y03,S03+S12,k32)
(Y03,S13+S12,k33)
(S13+F1,Y13,t31)
(Y13,S13+F1,t32)
(Y13,S03+F1,t33)
END

Y01
Y11
Y02
Y12
Y03
Y13
END
E
END
F
END
Fl
END
S01
S11
END
S02
S12
END
S03
S13
END_CORES
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Output:
Sigma is mixed! This system is multistationary.

Two vectors with the same sign, corresponding to the orthant

¢-1, 1, -1, -1,1, -1, 1,1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1),

are [-2, 2, -2, -2, 2, -4, 2, 10, -7, 2, 13, -7, -3, 3, -3], from M1,
and [-4, 3, -1, -4, 3, -1, 5,1, -2, 1, 1, -1, -4, 3, -1], from M2.

We have found multistationarity witnesses.
Concentrations for x1:
E: 0.1047913929825119 | F: 0.1047913929825119 | F1:0.15718708947376786 |

S01: 2.037314720727548 | S11: 2.037314720727548| S02: 0.013567309812608463 |
S12: 8.09562349924766 | SO03: 7.565697189301244| S13: 3.0559720810913222 |
YO1: 3.163953413738653 | Y11: 6.327906827477306|
Y02: 5.819767068693265 | Y12: 1.163953413738653|
Y03: 11.073836948085285| Y13: 4.745930120607979

Concentrations for x2:

E: 2.104791392982512 | F: 2.104791392982512 | F1: 3.157187089473768
S01: 0.037314720727548094| S11: 0.037314720727548094| S02: 2.0135673098126086 |
S12: 1.0956234992476597 | S03: 20.565697189301243 | S13: 0.05597208109132214|
Y®1: 1.163953413738653 | Y11: 2.327906827477306 |

Y02: 15.819767068693265 | Y12: 3.163953413738653 |

Y03: 4.073836948085285 | Y13: 1.7459301206079794

Reaction constants:

k11l: 9.36798656045248 | k12: 0.31606027941427883 | k13: 0.31606027941427883|
tll: 9.36798656045248 | t12: 0.15803013970713942 | t13: 0.15803013970713942|
k21: 72.35659645650314 | k22: 0.1718281828459045 | k23: 0.1718281828459045 |
t21: 2.3575129111378907 | t22: 0.8591409142295225 | t23: 0.8591409142295225 |
k31: 0.032653575176356385| k32: 0.09030293697550824 | k33: 0.09030293697550824 |
t31: 4.163549582423324 | t32: 0.21070685294285257 | t33: 0.21070685294285257
Total Amounts:

YO1 + E = 3.268745

Y11 + Y12 + F = 7.596652

Y13 + F1 = 4.903117

YO1 + Y11 + Y02 + SO1 + S11 = 19.386257

Y02 + Y12 + YO3 + S02 + S12 = 26.166748

YO3 + Y13 + SO3 + S13 = 26.441436

Total Amounts were calculated with both x1 and x2 and the result did not change.
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5.4.3. Version 3: dos enzimas fosfatasa iguales actuando en niveles no
consecutivos

= La particién minimal que define una estructura MESSI de la red es:

y(O) — {YO, Yl, YO, Yl, YO, Y31}9
D =E), P ={(F}), &P = {F,}
SD =185}, SO =1{89,5,}, LSO =(5%,S})

= [ os grafos asociados a esta red son:

Gi: Gs: Gg:

T Tie
S'+E = SI+E stas,
1 T 0 72f
Si+F = ST+ F 20 @ %)
S9+81 S sl+s! §0 gl l l
Sy +F S S+ F >rg C

R 3) ) ®)
S+sE B sies] Josis 7 4 7
SI+F 5 S)+F S3 :6753

El grafo G, es débilmente reversible y Gg no contiene ciclos dirigidos, lo que garan-
tiza, por el Teorema 3.4.1 que existe una parametrizacion racional de los estados estacio-
narios positivos que se puede calcular algoritmicamente. El grafo G, tiene, ademads de las
componentes conexas presentes en G, tres componentes conexas correspondientes a los
nodos aislados E, F' 'y F,. De acuerdo con el Teorema 3.4.4 los siguientes 15 -6 = 9
binomios parametrizan los estados estacionarios positivos del sistema:

exi—vifxa = 0, yiy—wmxie = 0, ya—paxsg 0,
X3X—=vag8xs = 0, yo—pox2f = 0, ys—usxsxs = 0, (5.4)
X5X4—V3fx6 = 0, V3 — U3 X3Xp = O, y6—,u6x6f = ()
Donde
hs Mo 13 Uy 133 He
Vi=——, V)= ——, V3= ——
K13 1y K23 U3 K33 Us
y
= K11 1 = I s = K21
| = ———, M = S M3 = ,
K12 + K13 oy + 113 K22 + K23
15) K31 131
H4

= M5 = —/—/— e = —————
Iy + b3 K3 + K33 I3 + 133

coinciden con los coeficientes de las parametrizaciones de los casos anteriores.

Usamos la implementacién del algoritmo ya mencionado. A continuacién mostramos
los resultados:
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Input:
(S01+E,Y01,k11)
(Y01,S01+E,k12)
(Y®1,S11+E,k13)
(S11+F,Y¥11,t11)
(Y11,S11+F,t12)
(Y11,S01+F,t13)
(S02+S11,Y02,k21)
(Y02,S02+S11,k22)
(Y02,S12+S11,k23)
(S12+F1,Y12,t21)
(Y12,S12+F1,t22)
(Y12,S02+F1,t23)
(S03+S12,Y03,k31)
(Y03,S03+S12,k32)
(Y03,S13+S12,k33)
(S13+F,Y13,t31)
(Y13,S13+4F,t32)
(Y13,S03+F,t33)
END

Y01
Y11
Y02
Y12
Y03
Y13
END
E
END
F
END
F1
END
S01
S11
END
S02
S12
END
S03
S13
END_CORES

CAPITULO 5. CASCADA CON 3 NIVELES
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Output:
Sigma is mixed! This system is multistationary.

Two vectors with the same sign, corresponding to the orthant
¢-1, 1, -1,1, -1, -1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, D),
are [-4, 3, -1, 3, -4, -1, -1, 2, 4, -2, 2, -2, 2, 6, 2], from M1,
and -2, 2, -2, 3, -1, -2, -6, 3, 1, -1, 1, -5, 1, 1, 3], from M2.

We have found multistationarity witnesses.

Concentrations for x1:

E: 0.1047913929825119 | F: 1.018657360363774 | F1: 1.1565176427496657 |
S01: 2.037314720727548 | S11: 0.15718708947376786 |

S02: 9.491860241215958 | S12: 0.01865736036377405 |

S03: 5.782588213748328 | S13: 0.0024849116568445855|

YO01: 3.163953413738653 | Y11: 3.163953413738653 |

Y02: 0.4695529282489969 | Y12: 0.15651764274966565 |

Y03: 0.15651764274966565| Y13: 0.4695529282489969

Concentrations for x2:

E: 2.104791392982512 | F: 0.018657360363774047 |F1: 0.15651764274966568 |
SO1: 0.037314720727548094| S11: 3.157187089473768 |
S02: 3.4918602412159587 | S12: 1.018657360363774 |
S03: 0.7825882137483283 | S13: 1.0024849116568446|
Y01: 1.163953413738653 | Y11: 1.163953413738653 |
Y02: 3.4695529282489965 | Y12: 1.1565176427496657 |
Y03: 1.1565176427496657 | Y13: 3.4695529282489965

Reaction constants:

k11l: 9.36798656045248 | k12: 0.31606027941427883| k13: 0.31606027941427883 |
t11: 12.490648747269972| t12: 0.31606027941427883| t13: 0.31606027941427883 |
k21: 1.3404844739364954| k22: 2.129685366310217 | k23: 2.129685366310217
t21: 92.68885843490038 | t22: 6.38905609893065 | t23: 6.38905609893065

k31: 18.53777168698008 | k32: 6.38905609893065 | k33: 6.38905609893065

t31: 790.1161060653865 | t32: 2.129685366310217 | t33: 2.129685366310217
Total Amounts:

Y01 + E = 3.268745

Y11 + Y13 + F = 4.652164

Y12 + F1 = 1.313035

Y01 + Y11 + Y02 + SO1 + S11 = 8.991962

Y02 + Y12 + Y03 + S02 + S12 = 10.293106

YO3 + Y13 + SO3 + S13 = 6.411144
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Total Amounts were calculated with both x1 and x2 and the result did not change.

5.4.4. Version 4: tres enzimas fosfatasa distintas actuando, una en
cada nivel

= [a particion minimal que define una estructura MESSI de la red es:

SO =y v Y0, vl Y0, vl
SV ={E), S?P ={F}, 9 =(F)}, SV = (F,},
SO =(80,81}, SO =1{89,53), SV = {85,853}

» Los grafos asociados a esta red son:

Gi: Gs: Gg:

S9+E 3 S!+E S?g'S%

S} +F 55§ (1) + F " 200 ) F©) R4
S9+S 5 sl+s! §0 g ] ] T
SleF, 5 S0+ F Prg 7 N 5 o
spesh Sostest G
SleF, 3 S04 F, 53353

El grafo G, es débilmente reversible y Gg no contiene ciclos dirigidos, lo que garan-
tiza, por el Teorema 3.4.1 que existe una parametrizacion racional de los estados estacio-
narios positivos que se puede calcular algoritmicamente. El grafo G, tiene, ademds de las
componentes conexas presentes en G, cuatro componentes conexas correspondientes a
los nodos aislados E, F, Fy y F5.

De acuerdo con el Teorema 3.4.4 los siguientes 16 — 7 = 9 binomios parametrizan los
estados estacionarios positivos:

exi—Vvifx, =0, yi—mixie = 0, ya—psxsg 0,
X3xX-=v28xs = 0, m—wxf = 0, ys—usxsxy = 0, (5.5)
Xsxs—vihxs = 0, y3—usx3x; = 0, ys—pusxgh = 0.
Donde
hs Mo I3 Mg 133 U
VIS ———, = —, V3= ——
K13 11 K3 U3 K33 Us
y
_ Kn 0 = I s = K21
| = —— M = s U3 = )
K12 + K13 iy + 113 K22 + K23
1531 K31 131
Ha O EE—

= s M5 = sMe =
I + 13 K32 + K33 I3 + 133

coinciden con los coeficientes de la parametrizacion de los casos anteriores.
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Usamos la implementacion del algoritmo ya mencionado y la red resulta monoesta-
cionaria, no admite multiples estados estacionarios positivos. Es decir, en cada clase de
compatibilidad estequiométrica hay un tnico estado estacionario (positivo).

Input:
(SO01+E,Y01,k11)
(Y01,S01+E,k12)
(Y®1,S11+E,k13)
(S11+F,Y11,t11)
(Y11,S11+F,t12)
(Y11,S01+F,t13)
(S02+S11,Y02,k21)
(Y02,S02+S11,k22)
(Y02,S12+S11,k23)
(S12+F1,Y12,t21)
(Y12,S12+4F1,t22)
(Y12,S02+F1,t23)
(S03+S12,Y03,k31)
(Y03,S03+S12,k32)
(Y03,S13+S12,k33)
(S13+F2,Y13,t31)
(Y13,S13+4F2,t32)
(Y13,S03+F2,t33)
END

Y01
Y11
Y02
Y12
Y03
Y13
END

END

END
F1

END
F2

END
S01
S11
END
S02
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S12
END
S03
S13
END_CORES

Output:

CAPITULO 5. CASCADA CON 3 NIVELES

Sigma is NOT mixed. This system is monostationary.

5.5. Regiones de Multiestacionariedad

5.5.1. Analizamos la Version 2: misma F actuando en niveles conse-
cutivos (ler y 2do nivel)

E
A
So St
SN
F T
S9 Sl
DM
F ™
S3 S
~__
F

El sistema EDO asociado, cuando modelamos bajo la hipétesis de cinética de accidén

de masas:

e
f
8
X1
X
X3
X4
Xs
X6
Y1
V2
V3
V4
Vs
Y6

—K11 e X1 + (K12 + K13) Y1

—ti f X =ty fxa+ (t1o + 113) Y2 + (fo + 123) Y4
—131 8 X6 + (132 + 133) Y6

—Kjpexy +Kpy tiizy2

=t f X — K1 X2 X3 + K13 Y1+t Y2 + (K2 + K23) V3
—K21 X2 X3 + K2 y3 + 123 )4

—ly1 f X4 — K31 X4 X5 + K23 Y3 + In Y4 + (K32 + K33) Vs
—K31 X4 X5 + K32 Y5 + 133 Y6

—131 8 X6 + K33 Y5 + 132 Y6

Kiiex; — (K2 + Ki3) y1

i fxa—(n+tH3)ym

Kot X2 X3 — (Koo + K23) 13

by fxg— (tr +13) Y4

K31 X4 X5 — (K32 + K33) Y5

11 8 X6 — (132 + 133) s

Las leyes de conservacion quedan determinadas por las siguientes relaciones lineales:
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ety =T,

fAn+ya=T

X1+ +yi+n+y; =13

X3+ Xs+y3+yat+ys =14

Xs+ X6+ Y5+ Yo =1T5s

8+ys =T

Podemos parametrizar las concentraciones de las especies en estados estacionarios
con monomios en funcién de las variables e, x,, x4, X6, f, &:

xi= G2, yi= GiKifxa ya= Lofxy

X3 = sz—x;, 2= L fx, ys = G3K3g8x6 (5.6)
X5 = Gz%, vi= G Ky fxs, yo= L3gxe
donde B " "
Ki=—"—, Li=——, Gi=-"L, i=12.3
Kip + K3 Ip +13 Ki3

Cuando reemplazamos la parametrizacion (5.6) en las leyes de conservacion obtene-
mos un sistema de 6 ecuaciones polinomiales de Laurent en 6 variables e, x,, X4, X, f, &:

€+G1K1f.X2—T1 =0
ftLifx+Llfx,—-T, = 0
X2+GlK]f)C2+L1fX2+G2K2fX4+G1fX2€_1—T3 =0 (57)
X4+GzK2f)C4+L2fX4+G3K3gX6+G2fX4X£1—T4 =0 )
x6+G3K3gx6+L3gx6+G3gx6x;1—T5 =0
g+Ligxs—Ts = 0
Podemos escribir al sistema (5.7) en forma matricial:
t
C(e,f,xz,X4,X6,g,fxz,fX4,gX6,fx2e_l,fx4xgl,gX6XZl,1) = 0
donde la matriz de coeficientes C € R%*!3 es
100 0 0O G K, 0 0 O 0 0 -T,
01 00 0O L L, 0 0O 0 0 -T,
C = 001 00 0 GiKyj+ L GrK, 0 G; O 0 —T;
O O0OO0OT1TO00 0 G, K, + L, G3K;5 0O G, 0 -T4
000O0OT1O0 0 0 GKz+L; 0 0 G; -Ts
000 O0O0OT1 0 0 L 0O 0 0 -Ts

Para encontrar las regiones de parametros que garantizan la multiestacionariedad de
la red, ordenamos la informacién de la siguiente manera: consideramos M el conjunto
de todos los monomios que aparecen en la parametrizacion de las concentraciones en
estados estacionarios de las especies que estdn involucradas en los niveles que comparten
la enzima fosfatasa F', en este caso niveles 1 y 2:

M=le, foxo, xa f 2o, fxas f e frax ™ 1.
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Luego agregamos al conjunto los monomios de las especies que figuran en la red en
el nivel 3:

M = MU {xq, g}

Y luego completamos con el resto de los monomios y construimos el conjunto que con-
tiene todos los monomios que aparecen en la parametrizacion de la red:

M= MU {g X6, & X6 x4_1} .

Tenemos 6 variables que las consideramos en el siguiente orden: e, x,, x4, X¢, f, g. Sean
AA, A” C R® los soportes correspondientes a los conjuntos M, M’, M” respectiva-
mente, esto es, los exponentes de los monomios de cada conjunto.

A= ey, es, e2, €3, €x + €5, e3+es5, e, +e5s— ey, e3+es — ey, 0}
ﬂ’ =AU {64, 86}

A=A U{€4 + €g, €4 + €4 —83}

donde e; representa el i-ésimo vector canénico de R®. Consideramos el orden en A" dado
por el orden en el que construimos AM”. En total hay 13 monomios involucrados.
Ahora elegimos dos 6-simplices con vértices en ‘A" que compartan una faceta:

A; ={ey, ez +es, e3 +es, €3, 0, e4, €6}

Ay ={ej, ey +es,e3+es,e3+es—ey, 0,e4,6e6)

La matriz de coeficientes restringida a cada 6-simplex tiene la forma:

Cj [0 0
Cp,=[0 ... -T5|1 O [,
0 ... =T¢|0 1
donde
1 G K, 0 0 =T,
C. = 0 L L, 0 -7,
710 G K|+ L GrK, 0 -T;5 ’

0 0 GoKry + Ly (Cjlag —Ty

Y (Cas =1y (Coas = Go.

Notamos que la matriz C,, estd generada positivamente si y solo si C; estd generada
positivamente para j = 1,2. Ademds, C; y C, estdn generadas positivamente si y s6lo si
se verifican las condiciones del Teorema 4.2.1, esto es,

Al+1>A y a,az1,a31,a41 >0; 6
Al+1 <Ay y aip,az1,a3),a4; <O.
Recordemos que, por definicion, con la notacidon que usamos en nuestra red,

A_T13_G1yA_l23_G2
1= — =5 2= — = —
K13 L, K23 L,
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y las funciones que dependen de los pardmetros de las reacciones y las cantidades totales
de las leyes de conservacion quedan definidas:

T3
=2 _ A,
aj,1 T, 2
T;
A+ 1) - =2,
a =(A; +1) T,
Al+1-A, T T5
@) =————— = — | 5= — A2,
’ Ay T, \T
Al+1-A, T
. 2 Ta () 1_T3
’ Ay +1 T, T,

Entonces, para que el sistema tenga al menos dos soluciones positivas, buscamos dos
6-simplices que estén decorados positivamente por C. Y esto sucede si y solo si se verifi-
can las condiciones del Teorema 4.2.1. Entonces, daremos valores a los pardmetros invo-
lucrados tal que se verifiquen las condiciones y reescalaremos el sistema original usando
las técnicas mostradas en la demostracion del teorema que pueden verse en [GBD19].

El hecho de que las funciones «;;,i = 1,...4 sean positivas, y que ademas se ve-
rifiquen las condiciones sobre los valores de A, A, se pueden resumir en las siguientes
desigualdades:

T
A +1>=> A,
T

2
T, Ts Ay
o2 a2
T> (T2 2) Ar+1-A, (58)
T. T Ay +1
Loy (g 41 D) Arl
T, T,]A;+1-A,

Dado h € Cy, a, por el Teorema 4.1.9 sabemos que existe 7y € R, tal que para todo
0 < 7 < 19 el sistema (5.7) reescalado

13

field) = D eyt x, i=1,...,6, (5.9)

j=1

tiene al menos dos soluciones positivas (no degeneradas).

Recordamos que cada coeficiente ¢;; de la matriz de coeficientes C es una funcién
racional en k = (k,t,T), donde « y t son los vectores de parametros de las reacciones
y T el vector de cantidades totales de las leyes de conservacion. Podemos enfatizar esto
escribiendo ¢;; = ¢;;(k). Si notamos y; = v/ paratodo j = 1,..., 13, tenemos que resolver
el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales de Laurent:

13

Zcij(k)ijaj =0,i=1,...,6. (5.10)

J=1

Ahora bien, la red de reacciones quimicas que estamos considerando satisface las
hipdtesis del Teorema 5.4 del trabajo de Bihan, Dickenstein y Giaroli ya citado [BDG18],
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lo que garantiza que existe un vector de pardmetros k tal que la cantidad de soluciones
positivas del sistema (5.10) coincide con la cantidad de soluciones positivas del sistema

13

D el x=0,i=1,..6. (5.11)

=

Es decir, que basta con reescalar los coeficientes de las reacciones que tienen como
fuente un complejo core.

Si pensamos al vector de alturas 4 como una funciéon A — R definida por h(a;) := hj,
(le asigna a cada punto del soporte la altura correspondiente):

hy = h(1,0,0,0,0,0), h, =h(0,0,0,0,1,0), hs =h(0,1,0,0,0,0),

hs = h(0,0,1,0,0,0), hs =h(0,1,0,0,1,0), hs = h(0,0,1,0,1,0),
h; = h(-1,1,0,0,1,0), hg =h(0,-1,1,0,1,0), hy = h(0,0,0,0,0,0),
hio = h(0,0,0,1,0,0), hy; = h(0,0,0,0,0,1), hy, =h(0,0,0,1,0,1),
hz = h(0,0,-1,1,0,1).

Calculamos el cono Cy, a,: sean las funciones lineales afines ¢, y ¢, que coinciden
con A en los simplices A; y A, respectivamente.
Tomamos h1 = h4 = h5 = ]’l6 = ]’lg = th = h11 = 0,

Sol(e’ X2, X4, Xo, f, g) =0
a(e, x2, X4, X6, f 8) —hgx, —hg x4 + hg f

Condiciones para que 0 = ¢;(a) < h(a), @ € A;:
h2>0, h3>0, h7>0, h8>0, h12>0, I’L13>O
Mis condiciones para que ¢;(a) < h(a), @ € Ay, As:

pa(a2) = ga(es) = hg < hy;

pa(a3) = pa(er) = —hg < hs;

wa(ar) = pa(er +es —ey) =0 < hy;
pa(an) = pa(es +e5) =0 < hyy;
pa(ai3) = gales + e — e3) = hg < hys.

Entonces

Ca, =the(hy,...,h;3) :hy >0, h3 >0, h; >0, hg > 0, hi, >0, hy3 >0}
CA2:{]’lE(hl,...,h13):h2—l’l8>O, ]’l3+h8>0, h7>0, h12>0, ]’l13—]’l8>0}

El cono definido por la interseccion queda determinado por las desigualdades:

CAI,AZ:{hE(l’Ll,...,l’l13)ll’l2>0, hy >0, hg >0, hi3>0, hp —hg >0, hs + hg > 0,
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hy > 0, h12>0, /’l13—/’lg>0}

Observamos que las desigualdades h3 > 0y hg > 0 implican que h3 + hg > 0.
Establecemos las constantes:

T1:T3:T4:40; T2:T5:T6:20
A1:3;A2:1;A3:1;G1:3;G2:G3:1
K1:K2:K3:L1:L2:L3:l

Un posible vector & que define una particion regular en la cdpsula convexa definida
por el soporte del sistema (2 que pertenece a Ca, a,):

hy =hy=hs =he=hg="hyy=h;; =0
hy=3;h3=h;=hg=h,=1,h3=3

Probamos que se verifican las hipétesis para que la submatriz correspondiente a los
6-simplices que comparten una faceta esté generada positivamente y esto garantiza la
existencia de soluciones positivas del sistema:

T
b=A+1>==2>A4,=1
T,

I, (T3 A 3
2=— — —A|—=2-1.==1
T2>(T2 2)A1+1—A2 ( )3

T4 T5 Ay +1 2 4
oo b (a1 D) At 2 4
T2>( ! T2)A1+1—A2 ( )3 3

El sistema parametrizado reescalado con 7 > 0 en forma matricial:

3 1 1 1 -1 _1 -1 _3 -1 !
C(e,T foT X0, X4y X6, &5 [ X0, [ X4, T 8X6, T o€, T fX4x,, T gx6X4,1) =0

Reemplazamos por las constantes elegidas y el sistema polinomial resulta:

e+3fx—40 =

Pf+fx+fx—-20 =

T+ 32 14 fn+ fa—40 =
x4+71%+2fx4+71gx6—40
x6+‘r3%+7'12gx6—20

g+1lgxs—20 = 0

S O O OO

Multiplicamos por los monomios que aparecen con exponentes negativos para evitar
las variables dividiendo, las soluciones son las mismas:

e+3fx,—40 =

T+ fx+ fx—20

tlex, +t'3fx,+defxr+efx,—40e
X X2+ 7T Fxs +2 Fxaxs + 1l gx0 x6 — 40 X,
Xe X4+ T8 X6 + T 28 x4 X6 — 20 x4
g+1lgxs—20 =

(5.12)

SO OO OO
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Verificamos, usando SINGULAR (2013) [DGPS13] con la libreria “signcond.lib”, que el
sistema (5.12) tiene 3 soluciones positivas para T =

1.
s
t=1/5

LIB "signcond.lib";

ring r=(0,t), (e,x2,x4,x6,f,9), dp;

poly fl=e+3*£f*x2-40;

poly £2=(t"3)*f+f*x2+f*x4-20;

poly f3=(t"1)*e*x2+(t"1)*3*f*x2+4*e*f*x2+e*f*x4-e%40;
poly f4=x4%*x2+(t"1)*£*x4+2*x2*f*x4+(t" 1) *x2*x6*g-x2%40;
poly £5=x6*x4+(t"3)*x6*g+(t"1)*2%x4%x6%g-x4%*20;

poly f6=g+(t"1)*x6%g-20;

poly gl=subst(£fl,t,1/5);

poly g2=subst(£f2,t,1/5);

poly g3=subst(£f3,t,1/5);

poly g4=subst(f4,t,1/5);

poly g5=subst(£f5,t,1/5);

poly g6=subst(£f6,t,1/5);

ideal i=gl,92,93,94,95,96;

ideal j=std(i);

firstoct(j);

3

Para un valor més grande del pardmetro 7 = }P salimos de la regién de multiestacionarie-
dad, el sistema tiene una tnica solucién positiva:

t=1/4

LIB "signcond.lib";

ring r=(0,t), (e,x2,x4,x6,f,9), dp;

poly fl=e+3*£f*x2-40;

poly f2=(t"3)*f+f*x2+f*x4-20;

poly f3=(t"1)*e*x2+(t"1)*3*f*x2+4*%e*f*x2+e*f*x4-e%40;
poly f4=x4%*x2+(t"1)*£*x4+2*x2*f*x4+(t" 1) *x2*x6%*g-x2%40;
poly f5=x6%x4+(t"3)*x6*g+(t"1)*2*%x4*x6*g-x4%20;

poly f6=g+(t"1)*x6%g-20;

poly gl=subst(fl,t,1/4);

poly g2=subst(f2,t,1/4);

poly g3=subst(£f3,t,1/4);

poly g4=subst(f4,t,1/4);

poly g5=subst(£5,t,1/4);

poly g6=subst(f6,t,1/4);

ideal i=gl,92,93,94,95,96;

ideal j=std(i);

firstoct(j);

1
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5.5.2. Analizamos la Version 3: misma F actuando en niveles no con-
secutivos (ler y 3er nivel)

E
VRN
S0 Sl
1 1
w TN
F VR
SO Sl
2 2
2N
Fl O/_\ 1
3 S3
*_

El sistema EDO asociado, cuando modelamos bajo la hipétesis de cinética de accidén
de masas:

e = —knpex+ (K12 + K13) Y1

f o= —tufxa+(tn+h3)ys— 61 f xe+ (532 + 133) ye

& = —hygxs+(In+in)ys

X = —Kiexp+kpy +thzy:

Xy = —tifxa—kyXox3+ K3y + L ya + (Koo + K23) ¥3
X3 = —KX2X3+ Kzt

X4 = —lgX4— K3 X4 X5 +K3Y3+Inys+ (K32 +K33) Y5
Xs = —K31 X4 X5+ K3Ys5+ 133 )6

X6 = —t31fxXe+ K35+ 1326

yi = kipexy— (k2 +K13) Y1

2 = thfx-(U2+h3)y

V3 = ka1 X2 X3 — (K22 + K23) V3

Vo = b1 gxs— (b +13)ys

V5 = K31 X4 X5 — (K32 + K33) Vs

Y6 = 131 fxe— (132 +133) Vs

Las leyes de conservacion quedan determinadas por las siguientes relaciones lineales:

e+y :T1
frn+tys=T
g+ys=1T3

Xi+txo+tyi+y+y3 =14
X3+ x4 +y3+ys+ys=Ts
X5+ X6 +ys+ys =Ts

Podemos parametrizar las concentraciones de las especies en estados estacionarios
con monomios en funcién de las variables e, x,, x4, X, f, &:

xXp = Gl%’ yi= GiKifxy ya= Lrgxs
X3 = Gz%, 2= L fx, s = G3K; f xg (5.13)

xs= G322, yi= GyKrgxy, yo= Lsfxe
x4
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donde, al igual que en el caso anterior,

Ki1 i i3 .
Ki = l s Li = l s Gi = l_Lh 1= 192',3'
Kip + K3 Ip +13 Ki3

Cuando reemplazamos la parametrizacion (5.13) en las leyes de conservacion, obtene-
mos un sistema de 6 ecuaciones polinomiales de Laurent en 6 variables: e, x;, x4, X6, f, &

€+G1K1fX2—T1 =
fHLifxo+L3fxs—T
8+ Lrgxs—T;

(=l elolN oo

Xz+G1K1fX2+L1fX2+G2K2g)C4+G1f)C2€_1—T4 = (514)
X4+G2K2g)€4+L2gX4+G3K3fX6+G2gX4X£1—T5 =
X6+G3K3fX6+L3fX6+G3fX6XZ] T =
Podemos escribir al sistema (5.14) en forma matricial:
t
C (e,f,g,XQ,X4,X6,fXQ,gX4,fX6,fXZe_l,gX4x5],fX6XZl, 1) = 0
donde la matriz de coeficientes C € R®!? es
1 00 00O G K, 0 0 0O 0 0 -T
01 00O00O0 L, 0 L; 0O 0 0 -T,
C= 0O 01 0O00O0 0 L, 0 0O 0 0 -T;
0O O0OO0OT1O00 GK,+ L GrK, 0 G, O 0 -7y
00 0O0T1TO0 0 G,K> + L, G3K5 0 G, 0 -T;s
00 0O0O01 0 0 G:Kz3+L; O 0 G; -Tg

En la parametrizacion hay 13 monomios distintos que los consideramos en el siguiente
orden: M = {e, X2, X4, Xe, [ & f X2, 8 Xay f Xeo [ X2 €™, g x4 X5, f X6 %7, 1}.

Llamamos A al soporte del sistema y consideramos los puntos del soporte en el mismo
orden que definimos los monomios, esto es,

A={ey, er, €3, €4, €5, €6, €2 + €5, €3+ €6, €4 + €5, &) + €5 — €1, €3+ €5 — €, e4 + e5 — e3, 0}

donde ¢; representa al i-ésimo vector canénico de RS.
Abhora elegimos dos 6-simplices con vértices en ‘A que compartan una faceta:

Ay = e, ey +es, es+es, e3+es— ey, 4,0, e6)

Ay ={er, ex tes, e4 +es, €3+ €5 — €, €4 + €5 — €3,0, 6}
La matriz de coeficientes restringida a cada 6-simplex tiene la forma:

(o
CAf_(O ) —T31)’
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donde
1 G K, 0 0 0 -T
0 Ly Ls 0 0 =T,
CJ =10 G|K,+ L, 0 0 0 T4,
0 0 G;K; G, 0 —T5

0 0 G:Kz+Ls 0 (C)ss —Ts

y (CDss = 1y (Cr)ss = Gs.

Nuevamente, la matriz C,; estd generada positivamente si y s6lo si C; estd generada
positivamente para j = 1,2. Ademds C; y C, estdn generadas positivamente si y s6lo si
las constantes de reaccion y las cantidades totales de las leyes de conservacion verifican
la hipotesis del Teorema 4.2.2 B113, B2.13, B3.13, Ba13 > 0, que en este caso y con la

notacion elegida las funciones §; ;3,7 = 1, ...,4, quedan definidas:
T, A
Biis Zi - A_;’
Baiz =(Ar+ 1) - %,
Bais Z;—z - (A + 1)%,
Bais :% - ﬁi : i (A3 +1- %)

Dado h € Cy, a, por el Teorema 4.1.9 sabemos que existe 79 € R, tal que para todo
0 < 7 < 1 el sistema (5.14) reescalado

13
Fie@)= > cythx, i=1,....6, (5.15)

=

tiene al menos dos soluciones positivas (no degeneradas).

De la misma manera que en el caso anterior, dado que la red verifica las hip6tesis del
Teorema 5.4 en [BDG18], sabemos que basta con reescalar los parametros de las reac-
ciones que tienen como fuente una especie core y ademds sabemos que existe un vector
de parametros (reescalado) para el cual la cantidad de soluciones positivas del sistema
original coincide con la cantidad de soluciones positivas del sistema reescalado.

Nuevamente notamos i; = h(a;) cona; € A, j=1,...,13. En este caso:
hy = h(1,0,0,0,0,0), hy =h(0,1,0,0,0,0), h; =h(0,0,1,0,0,0),

hs = h(0,0,0,1,0,0), hs =h(0,0,0,0,1,0), hs = h(0,0,0,0,0,1),
h; = h(0,1,0,0,1,0), hg =h(0,0,1,0,0,1), hy =h(0,0,0,1,1,0),
hy =h(-1,1,0,0,1,0), hy; =h(0,-1,1,0,0,1), hi, =h(0,0,-1,1,1,0),
hiz = h(0,0,0,0,0,0).
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Calculamos el cono Cy, a,: sean las funciones lineales afines ¢; y ¢, que coinciden
con h en los simplices A; y A, respectivamente.
Tomamos h] = h4 = h(, = h7 = h9 = h]l = ]’l13 =0

¢l(e’x2ax4’x6,fag) =0
902(6’ X2, X4, X6, fa g) = _h12 Xy — ]’l12 X4 + hlZf

Condiciones para que 0 = ¢;(a@) < h(a),a € A;:
h2>0, h3>0, h5>0, h3>0, h10>0, ]’112>0
Mas condiciones para que ¢, (@) < h(a@),a ¢ Ay, A;:

P2(az) = @a(e2) = —hia < hy;
¢a(as) = ¢a(e3) = —hip < h;
@a(as) = ga(es) = hip < hs;

pa(ag) = pa(es + es) = —hip < hg;
pa(ai) = pa(ex +es —e) =0 < hy.

Entonces
Ca =theh,...;h3) :hy >0, h3 >0, hs >0, hg >0, hyg > 0, hyp > 0}
Cp,=theh,...;h3) tha+hip >0, hs3+hip >0, hs —hip >0, hyo >0, hg + hj, > 0}
El cono de la interseccion queda determinado por las desigualdades:
Cany=the(hy,....h3) 1 hy >0, h3>0, hs >0, hg >0, hjo >0, hj >0, hy + hjp > 0,
hs + hi, >0, hs —hi, >0, hg + hy, > 0}

Podemos observar que hay desigualdades que no agregan restricciones (por ejemplo
st h, > 0y hy; > 0 entonces se verifica i, + hy; > 0). Si eliminamos esas desigualdades,
el cono queda descripto por

CAI,AZ =the(,....,h3) :hhy >0, h3>0, hs >0, hg >0, h1g >0, h;p >0, hs — hj, > 0}

Fijaremos los valores de las constantes para que se verifiquen las hipétesis y asi en-
contraremos una region de pardmetros para los cuales la red resulta multiestacionaria.
Establecemos las constantes:

T'=T3=2Ty=Te=1,T,=5Ts=6
Ai=4;,A,=3,A=5,G1=4,G,=3; G3=5;
K1:K2:K3:L1:L2:L3:1

Un posible vector & que define una particion regular en la cdpsula convexa definida
por el soporte del sistema (7 que pertenece a Ca, a,):

hi =hy=hs=h;=hg =h;; =h;3=0
hy =h3 =hg =hig=hip=1; hs =2
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Verificamos que se cumplen las hipétesis que garantizan que los 6-simplices que com-
parten una faceta estén decorados positivamente por C:

T, A 2 4 2

T a1 3 3%
m4+n—;%:5—ﬁzzl>a
b et CRRRS o vt | Ot v R

El sistema parametrizado reescalado con 7 > 0 en forma matricial:

1 1 2 1 1 -1 -1 _1 -1 1Y
C (et 0,7 xa X6, T f.8 f 20, T g 00, f X0, T fr2€7 g g 257! 6", 1) = 0

Reemplazamos por las constantes elegidas y el sistema polinomial resulta:

etdfxg—2
TfHfn+frx-1 =
g+tlgxy, -2

Tlx2+714%+5fx2+713gx4—1
T +38 +1ldg s +5fx -6
x6+‘r15%+6fx6—1 =

Il
S OO O OO

Multiplicamos por los monomios con exponente negativo para que no aparezcan divi-
diendo, las soluciones son las mismas:

e+4fx,-2
A4 f+4fxs+4fxs—1 =
g+tlgxs -2 =

1 (5.16)

tlexs+t'4fx+5efx,+7'3egxs—e
thxs o +3gxs +1 4 gx0x4 +5F X2 X6 — 6 X2
XeXs +T'5fxg+6fx4sx6— X3 =

I
SO oo o0

Verificamos, usando Singurar (2013) [DGPS13] con la libreria “signcond.lib”, que el
sistema (5.16) con 7 = % tiene 3 soluciones positivas:

t=1/50

LIB "signcond.lib";

ring r=(0,t),(e,x2,x4,x6,f,9), dp;

poly fl=e+4*£f*x2-2;

poly f2=4*(t"2)*f+4*f*x2+4*f*x6-1;

poly £3=g+(t"1)*x4*g-2;

poly f4=(t"1)*e*x2+(t"1)*4*£*x2+5%e*f*x2+3*(t" 1) *e*g*x4-e*1;
poly £5=(t"1)*x4*x2+3*g*x4+(1t"1)*4*x2%g*x4+5%x2*x6*£-x2%6;
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poly

poly
poly
poly
poly
poly
poly

CAPITULO 5. CASCADA CON 3 NIVELES
£f6=x6*x4+(t"1)*5%x6*f+6*x4*x6*f-x4%1;

gl=subst(f1,t,1/50);
g2=subst(f2,t,1/50);
g3=subst(£f3,t,1/50);
g4=subst(f4,t,1/50);
g5=subst(£f5,t,1/50);
g6=subst(£f6,t,1/50);

ideal i=g1,92,93,94,95,96;
ideal j=std(i);
firstoct(j);

3

Para un valor un poco més grande del pardmetro 7, salimos de la region de multiesta-
cionariedad:

t=1/45

LIB '

ring
poly
poly
poly
poly
poly
poly

poly
poly
poly
poly
poly
poly

'signcond.lib";

r=(0,t), (e,x2,x4,x6,f,9), dp;

fl=e+4*£f*x2-2;

f2=4%(t"2) *f+4*f*x2+4%£f*x6-1;

f3=g+(t"1)*x4*g-2;
f4=(t"1)*e*x2+(t " 1) *4*f*x2+5%e*f*x2+3* (1t 1) *e*g*x4-e*1;
£5=(t" 1) *x4*x2+3%g*x4+ (1t 1) *4*x2*g*x4+5%x2*x6* £-x2%6;
£6=x6*x4+(t"1)*5*x6*£+6*x4*x6* £-x4*1;

gl=subst(f1l,t,1/45);
g2=subst(f2,t,1/45);
g3=subst(£f3,t,1/45);
g4=subst(f4,t,1/45);
g5=subst(£f5,t,1/45);
g6=subst(£f6,t,1/45);

ideal i=g1,92,93,94,95,96;
ideal j=std(i);
firstoct(j);

1
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