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1. Introduccion

En este trabajo vamos a obtener soluciones viscosas de un sistema de ecuaciones con dos operado-
res distintos (el Laplaciano y el Infinito Laplaciano) utilizando juegos probabilisticos que aproximen
a la solucién. Construiremos un juego que combina las reglas Tug-of-War y paseos aleatorios en
dos tablero diferentes. Probaremos que el valor esperado del juego existe y es unico. Y finalmente
veremos que este valor converge uniformemente a la solucion del sistema.

1.1. Nuestro Sistema de Ecuaciones Diferenciales

El objetivo de este trabajo es construir un par de funciones continuas (u, v) soluciones del sistema

( _%Aoou(x>+u(x)_v($):0 st x € (),
K ,
—§AU($) + U(I) — ’U,(SL’) =0 S1T € Q, (1)
u(z) = f(z) stz € 08,
[ v(a) = g(2) siw e o0

donde k es una constante a definir. Al conjunto 2 C R"” le pediremos que sea abierto conexo con
borde Lipschitz, y que ademds cumpla la propiedad de tener una bola uniforme tangente exterior.
Esto quiere decir que existe una constante # > 0 tal que para todo y € 0f2 existe una bola cerrada de
radio # que solo corta a 2 en 7. Esto es equivalente a decir que para todo y € 05 extiste un 2z, tal que
By(z,) N Q = {y}. A las funciones f y g vamos a pedirles que sean Lipshitz.

Como se puede ver el sistema relaciona dos operadores diferenciales, por un lado el Laplaciano

que se define como
A= 0y
=1

y el Infinito Laplaciano que se define como
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Observar que en ambos casos serd necesario pedirle a las funciones cierta suavidad, por ejemplo ser
%?, para evaluar setos operadores puntualmente. Las funciones u y v que vamos a construir como
soluciones serdn continuas, pero no podemos obtener més regularidad. Es por este motivo que debe-
mos considerar a tales u y v (s6lo continuas) como soluciones generalizadas, soluciones viscosas, del
sistema (1.1).

Introduzcamos entonces la definicidn precisa de solucién viscosa para una ecuacion en derivadas
parciales totalmente no-lineal,

Definicién 1. Sea la ecuacion diferencial F(z,u(z), Vu(z), D*>u(x)) = 0 en ). Decimos que u es
subsolucién viscosa (resp. supersolucién viscosa) si y solo si para toda ¢ € €*()) que cumple que
u — ¢ tiene un mdximo (resp. minimo) en o € §2 con 0 = u(xo) — ¢(x¢) entonces sucede que

F (20, u(z0), Vo(20), D*¢(20)) <0 (resp > 0)

Decimos que u es solucion viscosa si es subsolucion y supersolucion viscosa.

Abhora bien, para un sistema, tenemos la siguiente definicién de solucién viscosa,

Definicion 2. Consideremos el sistema:

( F(z,u(z),v(z), Vu(z), D*u(x)) =0 si x €,
G(z,u(z),v(x), Vo(x), D*v(x)) =0 si x €.
(2)
u(z) = f(x) six € O,
L v(z) =g(x) si x € 0fL.

Decimos que el par (u,v) € € (Q) x € (Q) es subsolucion viscosa (resp. supersolucion viscosa) de
(2) si y solo si u es subsolucion viscosa (resp. supersolucion) de

F(z,u(z),v(z), Vu(z), D*u(x)) =0
en el sentido de la Definicion 1 y v es subsolucion viscosa (resp supersolucion) de
G(z,u(z),v(z), Vu(z), D*v(z)) =0
también en el sentido de la Definicion 1 y se cumple
u(r) < flz),  w(z) <g(z),

para x € 0S2.

Diremos entonces que (u,v) es solucion viscosa del sistema si el par es subsolucion y supersolu-
cion viscosa.



Nuestro objetivo en esta tesis es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1. El sistema (1.1) tiene una solucion viscosa.

Para demostrar este teorema nos valdremos de argumentos que combinan andlisis y probabilidad.
Mas concretamente introducimos una aproximacién usando las funciones valor de un juego de dos
jugadores de suma cero. Para introducir las reglas de este juego primero debemos describir juegos
conocidos que aproximan funciones arménicas (soluciones de Av = 0) o funciones co—armonicas
(soluciones de A, u = 0).

1.2. Juegos Teéricos

Ahora vamos a describir algunos juegos teoricos, y veremos como, utilizando la esperanza ma-
temadtica, obtendremos una forma de caracterizar funciones que describen el valor del juego. Estas
funciones, en caso de existir, serdn las que luego converjan a limites que resuelvan algunas ecuaciones
diferenciales en sentido viscoso. Estos valores de los juegos considerados tienen una caracterizacion
por medio de féormulas del valor medio. A estas caracterizaciones se las llaman Dynamic Program-
ming Principle (DPP). Analicemos entonces los juegos tedricos que se usan tipicamente para obtener
un DPP adaptado a obtener aproximaciones para los operadores Laplaciano e Infinito Laplaciano.

1.2.1. El Laplaciano

En el caso del operador Laplaciano el juego que se propone, que se suele llamar juego de paseos al
azar, es el siguiente: Sea (2 un abierto acotado con borde suave, g : R™"\Q2 — R una funcién Lischitz
acotada. Entonces dado € > 0y dado z( € €2, vamos a dar un primer paso en el juego eligiendo un
punto al azar en B.(z)con densidad uniforme.

Supongamos que el primer punto elegido x; cae en (), entonces volvemos a repetir el proce-
dimiento, es decir, vamos a elegir un segundo punto xo € B.(z1), y asi seguiremos repitiendo el
procedimiento (ver Figura 1). El juego termina cuando el punto elegido cae fuera de €2 (se puede pro-
bar que el juego termina con probabilidad uno) y el jugador recibe como paga el valor de la funcién
g en el punto de salida. Es decir, si z, € R™\( es la ultima posicion entonces el jugador recibe como
pago la cantidad g(x).



Sea E™[g(x,)] la esperanza martemética del pago fi-
nal (es decir, de salir en el punto z, € R"\Q y recibir la
paga g(z,)) habiendo comenzado en z,. Antes de avanzar
introduciremos un(a) nombre/notacion: Llamaremos

v (x) = E*[g(z-)].

Ahora llamaremos Y a la variable aleatoria que indica la
posicion en el juego luego del primer paso. Como este pri-
mer punto va a ser elegido al azar en B.(zy) deducimos
que Y ~ U(B.(z¢)). La idea ahora es usar la esperanza
condicional. Consideremos la funcién

p™(y) = E™[g(z,) | Y = y]. Figura 1: Paseos al azar.

Entonces a través de p obtendremos una nueva variable aleatoria
Z = p*(Y) =E"[g(z;) [ Y].

Calculemos ahora E[Z]

E[Z] = E[p™(Y)] = / () iy (y)dy = / B [g(z,) | Y = )Xoty (0.

n | B (0]

n

Observemos que E™[g(x,) | Y = y] = E¥[g(z,)] entonces retomando la cuenta anterior obtenemos

BE“[g(e.) | Y] = | Bl )l ()
1 v (y)dy

Be(20)] J B, (2o
= ][ v*(y)dy.
B.(z0)

Pero sabemos que E[E*[g(z,) | Y]] = E**[g(z,)] = v*(x(). Entonces llegamos al DPP para v*

o (20) = ]i iy 3)

La observacién anterior muestra que si luego de cualquier paso del juego caemos dentro de §2, pode-
mos pensar que este es el primer paso. Entonces podemos deducir que la propiedad (1.2.1) se puede
aplicar no solo en x sino que vale para cualquier punto en 2.
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Se puede probar realizando una cuenta similar a la que haremos en el capitulo 5 que estas fun-
ciones convergen uniformemente a una funcién v que resulta continua en €2 y resulta ser la solucion
viscosa de

Av =0, en €2

con la condicién de borde

1.2.2. El Infinito Laplaciano

Para el operador Infinito Laplaciano se puede ver en [16] (ver también [4]) que se utiliza lo que se
conoce como Tug-of-War. Se trata de un juego de suma cero entre dos jugadores que compiten entre
si mediante unas reglas que describimos a continuacion.

Dado (2 abierto acotado y con borde suave y dada f : R"\Q — R una funcién Lipschitz acotada.
Tomemos un € > (. Desde un punto zy, € €2 dos jugadores se van a disputar el comienzo del jue-
go lanzando una moneda equilibrada. El jugador favorecido eligird el siguiente punto x; en la bola
B.(xp). Si el punto x; estd dentro de (2 el proceso vuelve a repetirse. El juego finaliza cuando el punto
elegido cae fuera de €2, y en este caso el jugador I recibe el valor de la funcién en el punto de salida
y el jugador II paga este valor. Es decir, si z, € R"\(2 es la tltima eleccion, el jugador II le paga
al jugador I la cantidad f(x,) (naturalmente si el nimero f(z,) es negativo entonces el jugador I le
pagard al jugador II la cantidad positiva —7(1})). Llamemos S; y S;; a dos estrategias de los jugado-
res I y II respectivamente. Por ejemplo supongamos que hemos realizado k pasos {xg, x1, ..., Zx } sin
abandonar (2 entonces sean

St(@o, @1, ooy ) = Thy Str(To, 1, ooy 1) = Tl
donde x! 41 s la eleccion segun la estrategia del jugador I'y xilﬂ segln la estrategia del jugador II.
Sea

Esrs, Lf ()]
la esperanza matematica de salir en el punto z, € R"\Q (y por lo tanto que el jugador II pague
al jugador I f(x,)) habiendo comenzado en z, € ). En este punto hay que aclarar que este juego
puede no terminar con probabilidad uno (dependiendo de las estrategias usadas por los jugadores,
por ejemplo, ambos jugadores puede elegir permanecer en el mismo punto). En este tltimo caso se
penalizan severamente las ganancias de ambos jugadores (ambos pierden oo).

Teniendo en cuenta el objetivo final del juego podemos deducir que las estrategias que van a tener
los jugadores serdn, la del jugador I buscar el maximo de la esperanza de la funcién de salida, y la del



jugador II buscar el minimo. Definimos entonces la funcién

u*(x) = inf supEZ, g, [F(z,)]

S S

Primero observemos que, gracias a los resultados de [16], se puede intercambiar el inf con el sup y
se tiene que

u®(x) = supinf Eg ¢ [f(2-)].
Sy Sir

Sea x € (2 analicemos un poco la funcién u* que definimos como

inf supE% o [f(z,)]-

S sy

Se puede ver en [16] que u® cumple el DPP

1
S(z) = = e = oinf w(y). 4
u () 5 yesg}?x)u (y) + 5ot U (y) )

, ‘- 1 e .z
Aqui se ve como el término 3 sup,cp () U (y) representa el caso en que la moneda favorecié al
jugador I y el término % infyep.(z) u®(y) el caso contrario.

Estas funciones u° convergen uniformemente a una u que resulta continua en €2 y es la solucion
viscosa de la ecuacién
Asu=0 en (),

con la condicién de borde B
u=f, en 0.

2. Descripcion del Juego para nuestro problema

El objetivo de esta seccion serd describir el juego tedrico que nos servird para llegar, via un DPP
adecuado, al sistema de ecuaciones (1). Para llegar a un sistema de dos ecuaciones vamos a construir
un juego con dos tableros, donde usaremos diferentes juegos en cada tablero, pero incluiremos la
posibilidad de "saltar" de un tablero al otro. Comencemos la construccion.

Sea ) C R"™ un abierto acotado con borde suave. Llamaremos tablero a una copia de R" con el
abierto {2 contenido. El juego que vamos a contruir va a utilizar dos tableros que llamaremos tablero
1 y tablero 2. Necesitamos dos funciones definidas fuera de {2 en cada tablero. Sean f : R"\Q2 — Ry



g : R"\Q — R dos funciones Lipschitz y acotadas que corresponderan a los tableros 1y 2 respecti-
vamente.

En el tablero 1 jugaremos Tug-of-War, el juego de suma cero que describimos anteriormente y
que esté relacionado con el infinito Laplaciano. Es decir, dos jugadores se disputan la eleccion de la
siguiente posicion lanzando una moneda equilibrada. El jugador favorecido eligird un punto no mas
lejos del anterior que cierto €. En el tablero 2 utilizaremos los paseos al azar que estan asociados al
Laplaciano. O sea que la eleccion de la siguiente posicion serd un punto al azar nuevamente no mas
lejos que el mismo <. Pero ademds de las reglas de cada tablero tenemos que establecer una regla para
"saltar" de un tablero al otro con una cierta probabilidad.

Veamos entonces como funciona este juego: Sea € > 0, elijamos un tablero para comenzar, y un
punto zy € €2 como punto de partida. A veces va a reultar comodo notar a los puntos como un par
(x,j),donde z € Qy j € {1,2} indica el tablero donde estamos parados. Supongamos que elegimos
comenzar el juego parados en el tablero 1, entonces, con probabilidad (1 — £%) vamos a jugar en
este tablero con las reglas que describimos antes (jugamos Tug-of-War, es decir, tirando una moneda
equilibrada, los jugadores eligen la siguiente posicién del juego), y con probabilidad £ vamos a
saltar al tablero 2 conservando el mismo punto en {2. Supongamos que nos quedamos en el tablero 1
y jugamos segun las reglas del Tug-of-War y el punto que eligieron el jugador 1 o 2 (dependiendo del
lanzamiento de la moneda) cae dentro de €2, entonces volvemos a repetir el procedimiento, es decir,
con probabilidad (1 — %) jugamos en el tablero 1 y con probabilidad £? pasaremos al tablero dos.
Abhora bien, si en cambio del z del tablero 1 hemos saltado al x, del tablero 2 (con probabilidad £?)
entonces partiendo de este punto jugaremos con probabilidad (1 — £2) segtin las reglas del tablero 2
(el siguiente punto se elige al azar en la bola de radio ) y volveremos al tablero 1 con probabilidad
2. El juego se sigue desenvolviendo de esta manera, es decir, con probabilidad (1 —&?) vamos a jugar
en el tablero donde estamos con su regla correspondiente, y con probabilidad ¢? pasaremos al otro
tablero. El juego finaliza cuando el punto elegido (en cualquiera de los dos tableros) cae fuera de 2, y
como resultado final el jugador I recibird el valor de la funcién correspondiente al tablero donde sale
evaluada en el punto de salida y el jugador II pagara esta cantidad. Es decir, si el punto z, € R"\(
es la ltima eleccion y esta la hicimos en el tablero 1, entonces el jugador I recibe la cantidad f(x,)y
el jugador II paga esta misma cantidad (recibe — f(z,)). Naturalmente el caso de terminar el tablero
2 es totalmente andlogo, en este caso el jugador I recibe la cantidad g(x,) y el jugador II paga esta
misma cantidad (recibe —g(z,)).

Las reglas del juego estan esquematizadas en la Figura 2.

En este contexto vamos a llamar ”una partida” a una tira finita de pares

P = {(Ilio,jo), (1317j1)7 e (Z'T’jT)}

con j; € {1,2} y x; € Q en el tablero j;. Ademds z, es el primer punto que cae fuera de €2 (en el
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tablero 1

(1-¢%

Jugadorl

Jugadorl T

tablero 2

QI

(1-¢%)

Figura 2: Esquema del juego con dos tableros.

tablero correspondiente j, ). Por ejemplo, para la tira anterior, el jugador 2 le pagara al jugador 1 f(z)
si jr = 1,y g(x,) en caso contrario. Ademds vale la siguiente regla: cuando en la sucesion (j;)1<;<- se
produce un salto de un entero al otro, debe suceder que el punto elegido en el paso siguiente debe ser
el mismo que el anterior (este paso representa un “’salto” de una tablero al otro). Es decir, si 7,11 # J;
entonces 11 = ;.

Definimos las funciones

u®(zg) = sup }'gnf ES s,,(pago final saliendo en ;) ®)
S; 11 ’

si xg € () jugando en el tablero 1

Ve () = sup iSnf EY s,,(pago final saliendo en ;) (6)
S; SIr ’

si zg € ) jugando en el tablero 2. En este caso, como probaremos, también se pueden intercambiar
inf con sup en la definicién de ambas funciones u° y v°.

Recordamos que S; y Sy; son las estrategias de los jugadores I y II cuando juegan en el primer
tablero. Observar que estas estrategias se consideran tanto si comenzamos en el primer tablero como
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en el segundo, ya que en cada jugada tenemos chances de pasar al otro tablero respecto de donde
estamos. Precisamente por eso escribimos la sentencia ’pago final saliendo en ., porque no sabemos
en cual de los dos tableros vamos a finalizar sea cual sea el tablero en el que comenzamos.

El DPP que corresponde a las funciones u° y v en el juego es el siguiente:

( 1 1
u(z) = e*vf(x) + (1 —€?)9 = sup u(y)+ = inf u° st x € €,
(@) =)+ (1= {5 swp wly)+ g dnt ()
ve(z) = e*us(z) + (1 — 52)][ v (y)dy sixz €€, 7
B.(2) (7N
w(z) = f(x) stz € RM\Q,
| v°(2) = g(z) si x € R™\Q.

En este sistema la funcién u®(z) describe la esperanza del pago final del juego estando en el punto
x en el tablero 1, y v°(x) la esperanza del pago final estando en x en el tablero 2. Justamente Yy,
conforme a lo que hemos descripto anteriormente, si miramos la primer ecuacién del sistema (2) la
funcién u° juega con probabilidad (1 — &2) Tug-of-War (entonces tenemos alli el DPP (1.2.2)), y con
probabilidad €2 "salta.? la funcién v¥(z) correspondiente al tablero 2. De manera analoga podemos
ver como estando en un punto z € {2 del tablero 2, si miramos la segunda ecuacién del sistema (2)
nos dice que vamos a jugar con probabilidad (1 — £?) en este tablero (usamos DPP (1.2.1)), y con
probabilidad £? pasaremos al tablero 1.

Vamos a enunciar y demostrar el primer resultado del trabajo que nos dice que el juego termina
con probabilidad 1.

Proposicion 2. (Teorema del mono infinto)
Sea P una partida comenzando en un punto (x, jo). Entonces

P(la partida P termina) = 1.

Antes de demostrar la proposiciéon hagamos un breve comentario: El teorema del mono infinito
afirma que un mono tecleando al azar en una maquina de escribir durante un periodo de tiempo infinito
escribird con probabilidad 1 cualquier texto, por ejemplo El Quijote de la Mancha. La alusion a este
famoso resultado de la teoria de probabilidades es porque la demostracion que haremos a continuacion
utiliza la misma idea que la demostracion del teorema.

Demostracion. Vamos a comenzar probando que vamos a salir con probabilidad 1 si comenzamos a
jugar en el tablero 2. Necesitamos hacer una construccidn geométrica un poco engorrosa pero util.
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Sea & € R" con || = 1 una direccién fija. Definamos el conjunto

Tew = {y €R" 1y € Bu(m) Ay — (12 +56),6) 2 0}

que resulta una porcion de la bola donde los puntos estdn a distancia por lo menos 5 del centro y
siempre estdn en la misma direccion respecto del centro. Esto implica que arrancando desde cualquier
punto en €2 si en cada paso elegimos un punto en 7 ,, a lo sumo en (%1 pasos vamos a salir de €2
(aqui denotamos R = diam({2)). Ademds, como T ,, tiene medidia positiva vale lo siguiente

]P(J]]H_l S T§,$k|l’k) =a > 0.

Por lo tanto, si no saltamos de tablero y jugamos la cantidad de pasos anterior que llamaremos K =
f%ﬂ habremos salido. Luego

P(salir en K pasos) > [(1 —e*)a]® =r >0
y tomando complemento obtenemos
P(no salir en K pasos) <1 —r.

Ahora argumentamos de la siguiente manera; en K pasos tengo probabilidad menor que 1 — r de
no salir. En 2K pasos tenemos probabilidad menor que (1 — r)?. Inductivamente tenemos que la
probabilidad de no salir en nK pasos es menor que (1 — r)™. Asi obtenemos lo siguiente

P(no salir) < (1 —r)"
para todo n € N.

Es decir
P(no salir) = 0.

Para el caso en comenzamos en el tablero 1 probaremos que vamos a pasar al otro tablero o
terminar con probabilidad 1. En efecto la probabilidad de no cambiar de tablero en n pasos es (1—¢2)".
Por lo tanto

P(no cambiar de tablero) < (1 — &*)"

paratodon € N.

Esto nos dice que, comenzando en el tablero 1, vamos a finalizar o vamos a pasar al tablero 2 con
probabildad 1. Como el caso de comenzar en el tablero 2 ya lo probamos, hemos garantizado que el
juego va a terminar. O
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En los siguiente capitulos probaremos que existe un par de funciones que satisfacen (2). Ademas
veremos que estas funciones son tnicas y son exactamente la funciones valor esperado del juego de-
finidas en (2) y (2). Una vez que tengamos estas funciones veremos que convergen uniformemente
cuando ¢ — 0 (via subsucesiénes) a un par de funciones (u,v) continuas en £ (obtener esta conver-
gencia es la parte mas dificil del trabajo) y, finalmente, probaremos que dicho par limite resulta ser
una solucion viscosa de nuestro sistema (1.1).

3. Existencia de las funciones »° y v° que cumplen el DPP (2)

El objetivo de este capitulo es ver que, dado € > 0 existen funciones u° y v° que cumplen el DPP
(2). Sobre estas funciones no vamos a hacer ninguna presuncion sobre su regularidad, de hecho ni
siquiera vamos a pedirles que sean continuas. Lo que vamos a hacer ahora es proceder mediante el
método que se conoce como método de Perron. Es decir, vamos a tomar el supremo de subsoluciones
que se encuentran por debajo de una supersolucion. Este procedimiento hay que hacerlo con cuidado,
ya que en el caso del DPP no tenemos estimaciones de regularidad.

Comencemos construyendo un conjunto de funciones (subsoluciones de nuestro problema). Dado
e > 0y dadas f y g dos funciones Lipschitz acotadas definidas en R\ (2 a valores reales. Llamaremos
condicidn e a lo siguiente:

( 1 1
2 (z) < ew(x) + (1 — 52){— sup 2°(y)+ = inf ze(y)} six €€,
yeB:(z) 2 yEBe ()
) wt(z) <€ (x) + (1 - 52)][ w(y)dy six € (),
e: B.(x) (®)
#(x) < f(2) si v € R"\Q,
| w'(z) < g() st x € R™\Q.

Observar que es la condicion del DPP (2) del capitulo pasado pero con desigualdades. Definamos
ahora si al conjunto de funciones donde queremos tomar supremo

of = {(2%,w%)/son funciones acotadas que cumplen e}. 9)

Observacion 1. Observemos que debemos pedir que (z¢, w®) sean funciones acotadas, ya que

{—l—oo x €N {+oo z e
f Y g z &

nos dan un par de funciones que cumplen e.

25 (x) =
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Lo primero que vamos a probar es que este conjunto no es vacio.

Lema 1. o7 # .

Demostracion. Para probar esto vamos a recordar que las funciones f y g son acotadas. Sea

€ = méx { sup{[|}. sup{lgl} }.

Entonces si consideramos las funciones

en {2 obtenemos un par que cumple que (2, w®) € 7. Con esto hemos probado que &7 # ). ]

Lo siguiente que vamos a probar es que las funciones de este conjunto estdn acotadas superior-
mente de manera uniforme. Lo haremos mediante el siguiente lema.

Lema 2. Dado £ > 0, dadas f y G dos funciones Lipschitz acotadas y dado el conjunto </ como lo
definimos en (3). Sea

M:mémx{ sup f(x), sup §(w)}
z€R™\Q z€RM\Q

Entonces vale que

méx{ sup z°(x), sup we(x)} <M
zeR” zeR?

para todo (2°,w°) € .

Demostracion. Vamos a demostrarlo razonando por el absurdo. Es decir, vamos a suponer que existe
un par de funciones (2§, w§) € <7 tales que

méx{ sup zg(x), sup wS(x)} > M.
zeRn w€Rn

Llamemos

M = méx{ sup zg(x), sup wg(:v)}
w€Rn z€R™

Este valor es finito, pues las funciones z§ y w§ son acotadas. Sea (z,,),>1 una sucesion que verifica

max{z5(x,), wi(w,)} > M —

(x
0 (10)
n
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M—-M

5 =
con 5

Supongamos que hay infinitos naturales en los que z§(x,) > w§(x,) (luego analizaremos el
caso contrario). Entonces trabajaremos con una subsucesion de la sucesion original que cumple esta
propiedad. Para no hacer engorrosa la notacién poniendo subindices vamos a suponer que (z,)n>1
es la sucesioén que cumple la propiedad que supusimos anteriormente que llamaremos propiedad 6.
Observemos lo siguiente; si z,, € R™\(2 para todo n > N para cierto N € N, entonces si n > N

— 0
M—— < z5(z,) <M
n

Lo que produce un absurdo si n > 1.

Luego existe una subsucesion de (x,,),>1 que esta completamente dentro de 2. Nuevamente para
no hacer engorrosa la notacion vamos a suponer que esta sucesion es (z,),>1 C 2. Pero como (2
es acotado existe una subsucesion que tiene limite. Nuevamente vamos a suponer que directamente
(z,)n>1 €s una sucesion convergente. Es decir, existe 2y € Q tal que z,, — xo. Hagamos ahora con
esta sucesion que pudimos construir la siguiente cuenta utilizando la propiedad e, (3),

1 1
#5(@a) < (@) + (1= ){5 sw 25+ if =)}
2 Be(zn) 2 Be(zn)

Utilizando la propiedad ¢, llegamos a

1 1
z5(x,) < 5228(%) + (1 - 52){5 Bs1(1p) 25(y) + 5 Bi{lmf : zS(y)}

Si pasamos restando el término £22§(x,,) obtenemos

1 1
(1= e2)zi(en) < (1= 2){5 sup z(y)+5 mf ()}
2 Be(zn) 2 Be(zn)

Ahora cancelamos el término (1 — £?) para obtener

£ ]' & 1 z. &
(@) S 5 sup z(y) 5l z0) an

Ahora bien, como z,, — xg existe un N € N tal que si n > N sucede que =y € B.(z,). Entonces si
tomamos un n > N y volvemos a (3), utilizando (3) obtenemos
M +

— 0
M — ﬁ < Zg(l’n> S ZS(SC(]).

1
2
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Si hacemos un despeje elemental llegamos a

4]
M — 25 < z5(p).

Tomando limite n — oo se obtiene
M < z5(xo).
.CL’())

Pero por definicién de M sabemos que 25 (o) < M. Asi obtenemos

25(w0) = M.
De aca se puede deducir inmediatamente que xy no puede estar en Jf2 pues de ser asi
M = z5(xo) < M lo que produce un absurdo.

Entonces tenemos que z € (2. Ahora bien, si volvemos a e, (3), y usamos que wj (1) < My que
SUDp_ (z0) 20(y) < M llegamos a

— — 1— 1

Nuevamente haciendo un despeje elemental obtenemos

M < inf 2(v).
= Brlo) 0(?/)

De esto podemos deducir que
=M
en B.(zp). Sea £ € R™ un vector de norma 1 que usaremos como direcciéon. Consideremos el punto
x§ = xo + 5. Entonces sucede que z§(xj) = M, si razonamos de la misma manera que hicimos
e — Af 1 sl ; 2 _ €
antes llegaremos a que z; = M en Bg_(wo). Si x; cae en € consideraremos el punto x5 = xg + 25¢.
Nuevamente llegaremos a que z5 = M en B.(z2). Si procedemos inductivamente, como ¢ estd fijo,
2diam (2

%()1 + 1 vamos a caer afuera de (). En
este caso sucederia que z§ valdria M en puntos fuera de €2 lo que produce un absurdo como vimos
anteriormente. Es decir, llegarfamos a M = z§(x{) < M, lo cual es un absurdo.

si avanzamos a lo sumo la cantidad de veces n < |

En definitiva vimos que en cualquier caso llegamos a un absurdo y este absurdo vino de suponer
falsa la tesis del lema.

Nos queda por probar el otro caso. Es decir, vamos a analizar el caso en que no sucede hay infinitos
naturales con z§(z,,) > w§(x,,). En este caso hay una subsucesion de (x,,),,>1 donde w(x,,) > 2z§5(xy).
Nuevamente, para no cargar la notacién vamos a suponer que toda la sucesioén (z,,),>; cumple esta
propiedad que llamamos propiedad 6s.
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Observemos nuevamente que si existe N € R" tal que z,, € R™\() entonces sucede que, sin > N
— 9 .
M — — < wg(x,) < M.
n

Lo cual produce un absurdo. Entonces podemos obtener una subsucesion completamente contenida
en {2, y como este conjunto es acotado existe una subsucesion de la subsucesion anterior con limite
en Q. Para simplificar vamos a pensar que la sucesion (x,),>1 € €2 es convergente. Es decir, existe
zo € Q) tal que x, — 7. Volvemos ahora a la segunda ecuacién de la condicién e, (3),

wilz) <o) + (1= f wiwd.
Be(zn)
Si utilizamos la condicién 65 llegamos a
wilen) < ui(en) + (1= £ ui)dy
Be(zn)

Si pasamos restando el término £2w§(z,,), sacamos factor comin w§(z,) y cancelamos (1 — £2)
obtenemos

wilm) < § wio)dy (12)
Bs (-Tn)
Hacemos la siguiente afirmacién
][ we(y)dy — we(y)dy, cuando n — 0.
Bs(mn) B (rO)
Demostremos esta afirmacion

][ we(y)dy —][ wS(y)dy‘ S][ lwg(y)|dy,
Be(zn) Be(z0) Be(xn)AB:(z0)

donde B.(z,)AB.(x) es la diferencia simétrica entre B.(z,) y B-(zo). Es decir, B-(z,,) AB(z¢) =
(Be(2)\B:(0)) U (B:(x9)\B(x,,)). Para acotar la integral anterior recordemos que w§, es acotada,
entonces

][ [wo(y)|dy < sup{|wg|}|B:(2n)AB:(x0)| — 0
B:(zn)ABe:(z0)
cuando n — oo.

Abhora bien, si volvemos a la inecuacién (3), utilizando (3) llegamos a

— 4
M-l <ui@) <4 uilds

B (xn)
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Tomando limite obtenemos

Pero por definicién de M sabemos que

Luego llegamos a

Pero sabemos que si una funcién acotada cumple que su promedio es su supremo entonces la funcién
es constantemente ese ndmero. Es decir,
M

wy
en B.(z(). Observemos que si z € Jf2 entonces

M = wg(zg) < M.

Lo cual produce un absurdo. Por lo tanto tenemos que x( € 2. Ahora hacemos un argumento idéntico
al hecho antes avanzando en alguna direccion hacia el borde para generar un absurdo. Sea entonces
£ € R™ un vector de norma 1, y sea 2§ = xo + 5. Como w§(xy) = M si zj € Q podemos razonar
igual a como hicimos antes para llegar a que f B.(a}) w§(y)dy = M y nuevamente deducimos que

w§ = M en B.(z(). Sea xf = x¢ + 25¢,. Nuevamente vamos a hacer el mismo razonamiento para
llegar a que wi = M en B.(x3). Si procedemos inductivamente seguiremos construyendo puntos y a

2dia—m(Q)-| +1 obtnedremos un punto z,, € R™\Q y en tal caso obtendremos

lo sumo para un valor n < [ ===

que o
M = wi(zy) < M

Lo que produce un absurdo. Nuevamente lo que termina sucediendo es que en todos los casos llega-
mos a un absurdo.

Esto agota todas las posibilidades. Por lo tanto hemos finalizado la demostracion. ]
Esta condicion de acotacion uniforme o equiacotacion la usaremos para obtener las funciones que
cumplan el DPP, (2). Por esta misma construccion, esta funciones resultan estar acotadas uniforme-

mente en €, cosa que necesitaremos en el préximo capitulo. Estamos en condiciones de obtener estas
funciones que son soluciones del DPP.
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Definicion 3. Sean ¢ > 0, f,g : R"\Q — R funciones Lipshitz y acotadas y sea < el conjunto
definido anteriormente. Llamaremos

u(z) = sup z2°(z)
(25, we)ed
y
vi(xz) = sup w(z).
(25,w)ed

El objetivo ahora es probar que estas funciones cumplen el DPP (2). Vamos a enunciar este resul-
tado mediante una proposicion.

Proposicién 3. Bajo las condiciones de la definicion anterior el par de funciones (u®,v®) cumple el
DPP (2) que recordamos a continuacion

( uf(x) = v (x) + (1 — 52){% yes;}?x) u(y) + = yelélsf(x) u®(y } six €,
v () = e*uf(v) + (1 — 52)][ ve(y)dy stz € (),
uf(r) = f(x) E(x) stz € R"\Q,
| v°(2) = g(z) si x € R™\Q.

Demostracion. Comencemos la demostracion observando que, como z° y w® estdn acotadas superior-
mente de manera uniforme por M = méx{sup f,sup g}, entonces las funciones u° y v° estdn acota-
das por esta constante M/. Ademds, las funciones 2° = w® = —C (con C' = max{sup | f|,sup[7]})
son funciones acotadas inferiormente que pertenecen al conjunto .<7. Por lo tanto —C' < ufy
—(C < v°. Entonces, como M < (' llegamos a que |u°|, < C'y [t°| < C. Observar que esta
cota no depende de ¢, es decir, como las funciones f y g no dependen de &, la constante C' tampoco.

Lo siguiente que haremos es ver que el par de funciones (u¢, v°) estdn en el conjunto <7, definido
por (3). Como acabamos de ver que las funciones u° y v° son acotadas, basta ver que el par cumple
la condicién e, (3). Es evidente que si z € R™\Q entonces u®(x) < f(z) y v°(x) < g(z). Por lo tanto
basta probar e (3) para z € (2. Tomemos entonces un par (2%, w®) € &7 arbitrario. Este par cumple la
condicion e (3). Sea x € () entonces

1 1
2 (z) < &®w(x) + (1 — 82){— sup 2°(y) + = inf ze(y)}.
yEBe (x) 2 yeBe(z)

Como 2* < u° y w® < v° llegamos a

1 1
2 (x) < e®vf(x) + (1 — 52){— sup u’(y) + - inf ug(y)}
yEBe(x) 2 yeB.(x)
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Si tomamos el supremo sobre todas las funciones del conjunto <7 (3) en el término de la izquierda
obtenemos

1 1
uf(z) < e20(x) + (1 — 52){— sup u°(y)+ = inf us(y)}.
yEB: () yEBe ()

Andlogamente, podemos trabajar con w* de la siguiente manera, tenemos

we(z) < e?2%(x) + (1 — 52)]{9 ( )wg(y)dy.

Nuevamente utilizando que 2° < u® y w® < v° llegamos a

we(z) < ®uf(z) + (1 — 52)]{9 ( )va(y)dy.

Si tomamos supremo sobre todas las funciones del conjunto .7 en el término de la izquierda llegamos
a
v (z) < e*uf(x) + (1 — 52)][ v (y)dy.
<(2)
Con esto acabamos de probar que el par (u®,v°) € 7.

Para finalizar la demostracion tenemos que probar que para todo punto x € R" el par de funciones
(uf, v°) verifica siempre la igualdad en la condicién e (3). Nuevamente razonaremos por el absurdo.
Es decir supongamos que existe xy € R"™ donde algunas de las desigualdades de la condicién e (3)
es estricta. Comencemos suponiendo que zo € R™\(2, y que la desigualdad estricta se da con u°. Es
decir, supongamos que vale

u® (o) < f(xo)

Definamos entonces la funcion u{ de la siguiente manera; u§(x) = u®(z) para todo x # xoy u§(xo) =
f(x0). Es evidente que que el par (ug,v°) € o/ pero u§(wo) > uf(x0) lo cual produce un absurdo
pues u° es por construccion el supremo sobre las funciones del conjunto 7. De igual manera podemos
razonar si hubiera sucedido que v°(xy) < g(zo).

Consideremos ahora un punto z, € () donde alguna desigualdad de e es estricta. Comencemos
analizando el caso en que

1 1
u (o) < e20°(z0) + (1 — 62){— sup u®(y)+ = inf ua(y)}
yE€Be(z0) y€Be(z0)

Sea

1 1
§ = e*v(wo) + (1 — 52){— sup u(y)+ - inf ue(y)} — u(zg) > 0.
y€Be (o) 2 yeB:(wo)
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Construyamos entonces la funcién v de la siguiente manera;

us(z) st x # T,
st x = xg.
Observemos que

ug(@o) = u(wo) + 5 < "0 (wo) + (1 = 52){— sup u(y)+ = inf ug(y)}
2 yEBe(x0) 2 yeB.(z0)

y por construccién podemos poner

1 1
ug(wo) < €0 (o) + (1 — 52){_ sup ug(y) + 5 inf ué(y)}
yGBs(fEO) 2 yEBg(Io)

Con esto hemos probado que el par (u§, v®) € &7 pero u§(xy) > u®(zo) lo cual contradice el hecho
que u° es el supremo.

De manera completamente andloga podemos probar el caso en que

vlan) < o) + (1) f )y

Bs(l'())
Es decir, si llamamos ¢ a esta diferencia y definimos
ve(x) st x # T,
’US = 5
ve(z) + 3 si T = xp.

Razonando como antes llegaremos a que el par (u®, v§) € <7 lo que es contradictorio con la definicién
de v°.

Asi hemos probado que en todos los puntos se debe dar la igualdad en la condicion e (3). Esto
concluye la demostracion. O]

Hagamos un resumen de hecho en este capitulo: Hemos construido un par de funciones (u®, v°)
que cumplen el DPP (2) y que estan equiacotadas. Es decir, dichas funciones cumplen lo siguiente

max { SI};P |u® ()], SI};TP |vs(:c)|} <C. (13)
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Siendo C' = max{supgn.q 1, SUpgn\q 9]} Esta contante no depende de ¢, es decir que la misma
constante C' acota a las funciones (u®, v®) para todo . Con esto hemos logrado el principal propésito
de este capitulo.

Vamos a probar un teorema que nos va a dar unicidad de las funciones que cumplen el DPP, (2).
Para demostrar el teorema vamos a construir una sucesion de variables aleatorias que resultardn ser
supermartingalas y utilizaremos el Optimal Stopping Theorem. Recordemos estos resultados

Definicion 4. Sea { M} }>1 una sucesion de variables aleatorias. Decimos que esta sucesion es una
supermartingala (resp. submartingalas) si cumple

]E[Mk+1|MQ,M1, ,Mk] S Mk (T@Sp. 2)

Diremos que una sucesion de variables aleatorias es una martingala si es submartingala y supermar-
tingala.

Teorema 4 (Optimal Stopping Theorem (OSTh)). Sea { M}, } >0 una sucesion de variables aleatorias
de variables aleatorias que cumple una de las siguientes propiedades

(a) Eltiempo de detencion T es acotado (salvo medida cero).

(b) Vale que E[T] < 0o. Ademds existe una constante ¢ > 0 tal que E[My, — My| My, ..., My] < c.

(c) Existe una constante c > 0 tal que |Mmin{77k}] < ¢ (salvo medida cero).

Entonces la variable aleatoria M. esta bien definida (salvo medida cero) y vale
E[M,] < EM,] (resp >)
si { My }x>0 es supermartingala (resp submartingala).
La demostracion de este teorema se puede encontrar en [8, 19]. Ahora si estamos en condiciones

de enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 5. Dado € > 0 sea el par (u®,v°) que cumple el DPP (2), entonces vale

u® (o) = sup 1'Snf ES s, [pago final saliendo en x|
Sy Sir ’

si g € ) jugando en el tablero 1

v°(xg) = sup 1:qnf EY s,,[pago final saliendo en ]
Sp OII ’
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si xg € ) jugando en el tablero 2.

Mads aiin, vale también que se pueden intercambiar inf con sup en las igualdades anteriores, es
decir el juego tiene un valor en cada tablero que resulta ser la vnica solucion del DPP.

Demostracion. Dado £ > 0 hemos probado que existe un par de funciones (u°,v®) que cumple el
DPP, (2). Consideremos un par (u°, v¢) fijo cualquiera y fijemos un valor 6 > 0.

Comencemos con un valor inicial (z, 1). Es decir, comenzamos en el tablero 1.
Vamos a definir una estrategia particular para el jugador I

xiﬂ = Si(zg, ..., k)

es tal que

4]
sup ' (y) - o < (k)
YEBe (k)
Dada esta estrategia para el jugador I y sea S;; una estrategia cualquiera para el jugador II. Conside-
remos la sucesion de variables aleatorias para £ > 0 dada por

) .
u(zg) — o st (xp, 1),
M, = :
v (zg) — o st (xg,2).

Vamos a probar que (M}).>o es una submartingala y vamos a usar el Optimal Stoping Theorem
(OSTh) para tener una acotacion de la esperanza de la variable aleatoria en el paso final.

Comencemos a acotar
Eg‘ioéjl (M1 | My] = Ego;,)l (M| (@, ji)]-
Separemos en dos casos:
Caso 1: Supongamos que j; = 1 entonces, utilizando la esperanza condicional
E§s), [ M| (i, 1)
= (1= )EES), My (2, 1) A i = 1] + €2EE05) (M| (20, 1) A Gias = 2],

Aqui utilizamos que en cada paso la probabilidad de quedarme en el mismo tablero es (1 — &2) y
la probabilidad de “saltar” al otro tablero es £2. Ahora bien, observemos que si jx = 1y jry1 = 2
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entonces r,.1 = T (cambio de tablero). Por otro lado en el caso en que nos quedamos en el tablero
1 podemos aplicar nuevamente la esperanza condicional para obtener

0,1 1 1 ) )
EE@;O,SI)I [Mpqa|(2x, 1)] = (1 — 52){§U8($é+1) + 5“%%11) - 2k+1} + 52(716(5%) - W)
Recordemos que estamos usando las estrategias ST y Sy, entonces vale que
)
sup u(y) — 5 < ok
yEB:(zk)
Y 1
inf u(y) <u(x )
yeBelan) (y) < u(2454)
Por lo tanto llegamos a
E&Y (M |(zs,1)] > (1 — 52){1( sup u(y) — i) +1 if  u®( )} + 2% (zy,) — o
S;,S[[ k41 k> - 2 yEBE%)mk) Yy 2k 2 yEBs(l‘k) Yy k 2k+1 ’
Es decir,
zo,1
EGs), M| (2, 1)
1 1 o )
2 € ’ € 2, 2
2 (=g, sop w00+ g, O} + ) = (- S g
Como u° cumple el DPP (2) se obtiene
ES08 [ My | (zp, 1)] > (1) — LY
S¥,S11 k+1 k> = k ok - k

y con esto hemos probado el caso 1.
Caso 2: Supongamos ahora que j; = 2. Repitiendo un poco la cuenta anterior tenemos
EG5), Mo (v, 2)]
= (1= )ES), [Misr (28, 2) A jrer = 2] + €2EGE5) (M| (20, 2) A iar = 1],

Observar que si j, = Jiy1 = 2 significa que jugaremos en el tablero 2 parados en x;, € 2, entonces
el punto ;. serd elegido con distribucién uniforme en B.(x;). Entonces tenemos

o,1 .
E§s), [Misa| (e, 2) A s = 2]

xo,1 .
- ]E(S;O,SI)I [ (Zk41) — W’(xk’ 2) A k1 = 2]

b
= v (Y)dy — .
]Z;E(xk) 2]€+1
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Por otro lado

z . R 0
EG 5, [Misl (2, 2) A = 1] = 0(@1) = 7
Juntando todo obtenemos
(z0,1) 2 € Y 2/, ¢ 0
]Es* SH[MkH’(l"ka 2)]=(1-¢)( 5.( )U (y)dy — 2k+1) + e (u®(zy) — W)
e\ Tk
2 e 2 ¢ 6
> (1-¢7) v (y)dy +eut () — o,
Bg(l’k)
es decir, 5
B3, Mo (21, 2)) 2 0% (k) — o = My

Aqui usamos que v* cumple el DPP, (2). Esto concluye el 2do caso.

Asi hemos probado que la sucesién de variables aleatorias (My)x>o es una submartingala. Utili-
zando el OSTh llegamos a

xp,l
EES*}*O,SI)I [MT] > My

donde 7 es el paso donde x, ¢ (2 en cualquiera de los dos tableros. Es decir
E(xo’ ) ? [pago final] > u(xo) — 0.
Como S;y es arbitraria podemos tomar infimo, entonces
mfIE [pago final] > u(xy) — 0
y ahora tomamos supremo para las estrategias Sy

sup mes, SI [pago final] > u®(zo) — 0.
Sy Sir

Observemos que si hubieramos comenzado en (zy, 2), es decir, en el tablero 2, la cuenta anterior nos

arroja el resultado
)

II

sup mf ]E(SIO’S [pago final] > v*(zg) — 9.
I

St

Nuestro objetivo ahora es probar la desigualdad inversa (invirtiendo inf con sup). Definamos una
estrategia para el jugador II de la siguiente manera

xé{i-l }kl(m()a"'axk)
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es tal que
)
; 7 II
Bll(lmfk) ut(z) + oF = ut (24)-
Definamos la sucesion de variables aleatorias

J

u(zg) + 5 st (xp, 1)
Ny = .
ve(zg) + 5 st (xp,2).

Vamos a probar que esta sucesion de variables aleatorias es una supermartingala. Consideremos nue-

vamente un punto (xg, 1), entonces

zo,1 z0,1 .
05 [Niaa|Ni = ES°5) [Nicpa (1, 52).

Nuevamente separcmos el argumento en dos casos,

Caso 1: Supongamos que j, = 1 entonces

0,1 1 . 1. o . 4]
B, (Ve 1] = (1= e){ Su(af ) + 507 (k) + g7 ) + 207 () + 7).

Como estamos usando las estrategias S; y S7;, entonces vale que

)
nf  ut O S el
yegsl(xk)u (v) + 2k — Y <xk+1)
y
sup  uS(y) > u(z),,).
yGBE(xk)
Por lo tanto llegamos a
ES"5) [N | (e, 1)]
81,97, [VE+11( Tk,
=(1- 52){1 sup  u*(y) + 1( inf  u(y) + i)} + e® () + -
N yeB- (ax) yeB- (a) ok T

Usando que »° cumple el DPP (2) y haciendo un manejo algebréico llegamos a

X R 5
Egsi, el (e, D] < () + 5 = N,

con esto hemos probado el caso 1.
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Caso 2: Supongamos ahora que j; = 2. Entonces
E§5! [Niw (2, 2)
= (1= )ES"S [Nipa| (24,2) A Gior = 2+ 2B [N (20, 2) A i = 1.

Observamos nuevamente que si jx = jrr1 = 2 tenemos

ES8) [Nia| (2, 2) A s = 2]

o
zo,1 .
- E Os*) [v° (zer1) + WK%’ 2) A1 = 2]

)
= v (y)dy + o
]{36(%) 2k+1

Por otro lado

Egosl [Nit1l(@e, 2) A Jepr = 1] = u (k) + Q1

Juntando todo obtenemos

T ¢ 5 ’ 6
B Pl 20 = (=, gz + 20 o) + i)

J
<(1- 52)][ v (y)dy + *u (zx) + o
Be(xk) 2

es decir,

i )
Efg]o 5 [Nk+1|(l’k, 2)] < vf(xy) + 5 = N,

aqui usamos que v° cumple el DPP (2). Esto concluye el 2do caso.

Hemos probado que la sucesion de variables aleatorias (Vi )x>o es una supermartingala. Utilizan-
do el OSTh llegamos a
(z0,1)
ES;O,SH [N-] < No

donde 7 es el paso donde x, ¢ (2 en cualquiera de los dos tableros. Es decir,
Egzo;,), [pago final] < u(xg) + 6.
Como S es arbitraria podemos tomar supremo, entonces

(wo,1

Sup Es s, ) [pago final] < u(x) + 6
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y ahora tomamos infimo para las estrategias Str

inf Sup ESZ SII ) [pago final] < uf(xo) + 6.

Srr

Como ya observamos antes la misma cuenta comenzando en (o, 2) nos da como resultado

inf sup Es S ) [pago final] < v° (o) + 6.
SII S[ I,911

Para finalizar la demostracién observemos que
sup mf Es,.s,;[pago final] < 1Snf sup Eg, s,,[pago final].
Sy St 1
Juntando todo llegamos a
1)

II

u(zg) — 9 < S;lp inf Es Su [pago final] < mf sup IES s, [pago final] < wu(xg) + 6

v¥(xg) — 0 < sup me( 0’ [pago final] < mf supE ) [pago final] < v°(xg) + 0.

Sy St S s
Como 0 > 0 es arbitrario todas las desigualdades son igualdades y tenemos
u(zg) = sup inf Egﬁog) [pago final] < inf sup Egﬁog) [pago final]
S[ SII 1,211 SII S[ 1,011

2)

II

2)

v° () = sup mf IESI 3 [pago final] < mf sup IESI 5, [pago finall,
I

St
lo que concluye la demostracion.

]

Este teorema nos dice que el valor esperado del juego es lo que intuitivamente nos dice el DPP que
construimos analizando el juego. Ademads nos indica "buenas estrategias” para los jugadores [ y II, en
el sentido que jugando con esas estrategias estamos cerca del valor esperado supremizando sobre S;

e infimizando sobre S;;. Por tltimo con este teorema podemos hacer la siguiente observacién:

Observacion 2. Se puede hacer una construccién andloga considerando las desigualdades opuestas,

es decir,
( 1 1
25 (x) > e*w(x) + (1 — 52){— sup 2°(y)+ = inf ze(y)} six €,
yEBe(x) 2 YEBe(z)
o we(z) > e22°(z) + (1 — 52)][ w®(y)dy six € Q,
B:(z)
2 (x) > f(x) si x € R"\Q,
| w(7) > g(z) si x € R™\Q.
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Definamos ahora el conjunto
B = {(z°,w")/son funciones acotadas que cumplen e*}

Y ahora calculemos infimos, es decir, consideremos

€% — inf €
@ = )
y
v9*(x) = Inf w(x
( ) (z5,we)eR ( )

que resultan ser soluciones del DPP (esto se puede demostrar por razonamientos andlogos a los ante-
riores). Entonces, por la unicidad de solucion del DPP tenemos que

£,% € £,% €

vt =u y v =0t

4. Convergencia cuando ¢ — 0

El objetivo de este capitulo es probar que existen funciones continuas v y v limites de las funciones
u® y v° construidas en el capitulo anterior. Para ello vamos usar el siguiente Lema cuyo enunciado (y
demostracion) es una variante del Teorema de Arzela-Ascoli.

Lema 3 ([14]). Sea Q C R™ un abierto acotado con borde suave. Sea la familia {uf : Q — R :
e > 0} verificando las siguientes dos condiciones:

1 Existe una constante C' > 0 tal que |u®(z)| < C para todo € > 0 para todo x € Q.

2 Dado n > 0 existe unro > 0y o > 0 tal que para todo € < &, y para todos x,y € ) tales que
|x —y| < rosucede que
() —u(y)| <n

Entonces existe una funcion u : €} :— R uniformemente continua que es limite uniforme de la familia
{uf}e~0 cuando € — 0 a lo largo de una subsucesion.

Para poder usar el Lema tenemos que chequear que las funciones »° y v* cumplen las dos hipétesis.
Observar que la primera hipétesis ya la obtuvimos en (3) en el capitulo anterior. Para probar la segunda
hipétesis vamos a usar otros lemas que enunciaremos a continuacion recordando las definiciones de
u® y v° que dimos en (2) y (2). Vamos a enunciar los lemas separando dos casos.
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4.1. Jugando Tug-of-War

En los lemas que vamos a enunciar a continuacién vamos a suponer que jugamos solamente con
las reglas de Tug-of-War (siempre jugamos en el tablero 1).

Lema 4. Dadosn > 0y a > 0, existen g > 0y gy > 0 tales que, dado y € O si xy € Q en el
tablero 1 con |xg — y| < ro, entonces, si jugamos Tug-of-War, el Jugador I o el Jugador II tiene una
estrategia que llamaremos STy S7; tal que:

Pz, : |z, —y| >a) <n

a
P(TZE—Q)<77

para € < g9y para x, el punto donde el juego finaliza sin haber abandonado el tablero 1.

Lo que dice este lema es que si
comenzamos a jugar suficientemente
cerca del punto borde y, vamos a ter-
minar “rdpido” y “cerca” del punto
y € 0f2 con probabilidad alta (co-
mo muestra la Figura 3). Antes de f
comenzar la demostraciéon definamos
una estrategia particular que llamare-
mos apuntar en una direccion.

Definicion 5. Sea €2 C R" un abier-
to con borde suave, y sea vy € S
Si jugamos Tug of War definimos, pa-
ra cualquiera de los dos jugadores, la
estrategia "apuntar en una direccion”
de la siguiente manera

Figura 3: Esquema de salida

53

9k—1

JIS

xp = S(Tp-1) = Tp_1 + (6 —

para todo k > 1

Observar que usando esta estrategia jugamos en el bola abierta B.(xj_;). Observemos también
que esta estrategia depende tinicamente de la jugada anterior.

Comencemos ahora si la demostracion del Lema 4.

30



Demostracion. Para probar el Lema 4 vamos a enunciar y demostrar el siguiente lema:

Lema 5. Consideremos sin pérdida de generaldad que 0 € 9S). Sea xy € 2 (cerca de 0), entonces
existe una constante C' (independiente de <) tal que si alguno de los dos jugadores apunta en una
direccion vamos a poder acotar el tiempo esperado de salida y la distancia del punto de salida al

0 € 0N) de la siguiente manera:
E™[7] < Clao|?e™?

E™[lz-|*] < Clao|*

para todo € < gy.

Demostracion. Vamos comenzar probando un caso particular. Supongamos primero que el conjunto
(2 es convexo. Nuevamente sin perdida de generalidad podemos suponer que

QC{zreR":0<z, <R}

Vamos a suponer que alguno de los dos jugadores tiene como estrategia jugar apuntando en la direc-
cién —e,,.

El gréifico que se ve en la Figura 4 muestra la situacién en R2,

.
el

Figura 4: Estrategia apuntar en la direccién —e,
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Lo que vamos a probar ahora es que
E“[7] < 3((z0)n + €)% ?

Para eso vamos a definir una sucesion de variables aleatorias (M},)>o de la siguiente manera

83

My = (zx)n + o

Donde (z;),, es 1a n-ésima coordenada de z;. Lo que vamos a hacer ahora es probar que la sucesién de
variables aleatorias es supermartingala. Observemos que en nuestro caso, como cada paso depende
unicamente de la posicion anterior y del nimero de pasos que se dieron vale lo siguiente

E[Mpy1|Mo, My, ..., My] = E[My11| My
entonces, lo que queremos probar es
]E[Mk+1’Mk] < M,

para eso veamos que si parados en zj, jugamos Tug-of-War, con probabilidad 1/2 obtendremos

3

(Tht1)n = (Th)n — € + ok
(es el caso en que usamos la estrategia del jugador que apunta en la direcciéon —e,,). Por otro lado,
como zi11 € B:(zy), sucede que (x41)n < (xx), + €. Entonces

[kl (@] < 2[(@0 =+ 5 + 2@ +¢] = (00 + 7oy
2 2k 2 2k+1
3
como o es deterministico para todo k llegamos a
3 3 3 3 3

E{(wes)a + gzl @0n + 58] < @0+ g + gr = @0 + 55
asi hemos probado que { My }r<; es supermartingala.
Consideremos ahora la variable aleatoria
(Mi1 — My)?
llamemos H}, al siguiente evento

Hy = {xp11 es elegido por el jugador que apunta hacia — ey} (14)
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entonces vale lo siguiente

1 1
E[(Myy1 — My,)*|My) = E[(My1 — My)?* [ My A Hy)] + E[(My1 — My)?| My A Hy
2 2

> “E[(My1 — My)?| My A Hy).

N | —

Ahora observemos que

1
QE[(MICH — M) | My, A Hy

1 g3 5 €

= SEl((@n)n — e+ 55 + g — @h)a — ?)z]
1 e 5 _ &2
=Bl t )25

sl e < g¢ para alguin ¢, suficientemente chico. Con esto hemos probado que
2 e?
E[(Myy1 — My)*| My > 3 (15)

Vamos a trabajar ahora con la variable aleatoria M7 — M}? +1- Haciendo un manejo algebrdico llega-

remos a
M} — M13+1 = (Mys1 — My)? 4 2Mj 1 (Mg — Myiq) (16)

veamos que E[My 1 (My — Myy1)|My] > 0. Para eso usaremos nuevamente el conjunto Hy, definido
en (4.1)

E[Mp 1 (My, — My11)| My
1 1
= SEMit(My — My | My A Hi] + SE[Myy (My — Myr) [ My A Hy]
1 g & g3 g &
5[((%% Tet ot W)((mk)n Tor T (Tk)n + € — ok ﬁ)]
g3 g3 o
+5[(@ps1)n + %)((:vk)n Tor T (Th+1)n — %)]
1 g &8 g3 1 o
> 5((9@:% —et gt 2k+1)(5 - 2k+1) + 5[((%% —e+ W)((%)n
o g3
Tor T (Tk)n — € — W)]
aqui usamos que (), — € < (Tg41)n < (zk), + €. Luego llegamos a
1 g & o o o
E[Mps1(My — Miy1)| My > 5((%% —et o +?)(5— W) +§((xk)n —et o )(—e+ 2k+1)
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si hacemos las distributivas llegamos a

E[Mj 1 (My, — My11)|[My] > S50 (e — W)] >0

locualesciertosi k > 0y 0 < ¢ < 1 (lo que podemos suponer pues vamos a hacer tender a € a cero).
Luego si volvemos a (4.1), y usamos el resultado que acabamos de obtener y (4.1) llegamos a

2
9
E[ME — M |Mi) = B[(My — MM 2 5

Antes de seguir observemos que calcular la esperanza bajo la condicién M, o M? es 1o mismo por-
que ambas dependen tnicamente del valor (xy), y de la cantidad de pasos dados k. Entonces, si
consideramos la sucesion de variables aleatorias

k’2
Yk:M,er%

y usando nuevamente que calculando esperanza condicional bajo la condicién Y es lo mismo que
bajo la condicién M} llegamos a

2
€
E[Y) — Vi |Yi] = B[M; — Mg, — g!Yk] >0
como E[Y}|Y] = Y} obtenemos
E[Yi1|Ye] < Yy

con esto hemos probado que la sucesion { Yy };>1 es una supermartingala. Pero no estamos en condi-
ciones de usar el Optimal Stopping Theorem for Submartingales pues {Y}} no cumple ninguna de las
hipdtesis del teorema. Hagamos entonces la siguiente construcciéon: Dado un m € N fijo definimos

T = T Am := min{r, m}.
Entonces sucede que la variable aleatoria 7,,, esta acotada pues trivialmente

T < M.

Con esto cumplimos la primer hipétesis del teorema. Entonces usando OSTh obtenemos

E[Y, ] < Y.

Por otra parte vale el limite

Im tAm=r1
m—00
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casi seguramente. Entonces si usamos el Lema de Fatou, llegamos a

]E[YT]:E[lirr}nianmm} < liIr}ninfE[YTAm] < Y,.

Fatou OSTh

Por lo tanto llegamos al siguiente resultado

E[YT] S YOa
es decir

) TE 2

E[M2 + ?] < M2, (17)
Entonces
E[r] < 3MFe2,

es decir,

E[7r] < 3((20)n + €%)%e72 < 4((w0)n)?e 2 < 4|zo|?e 2

si € es suficientemente chico (y menor que el elegido anteriormente). Luego
E[7r] < 4|zol?e?
para todo € < .

Por otro lado, si volvemos a (4.1) llegamos a

E[M?] < M,
es decir, ,
E[((7)n)?] < E[((2)n + %)2] < ((zo)n + %)% < 2(20)7, < 2zl

Para finalizar tendriamos que probar que si la n-€sima coordenada de z, es chica entonces la
norma de z, también lo es, 1o cual no es necesariamente cierto si €2 no es estrictamente convexo.
Vamos a avanzar un poco mds sobre esta idea. En la figura (5) se muestran dos dominios. En el caso
I, donde el conjunto €2 no es estrictamente convexo se ve que el punto de salida x, tiene coordenada
n-ésima muy chica pero el vector tiene norma grande (estd lejos de 0). Por otro lado, en el caso II
donde el conjunto € es estrictamente convexo sucede que la norma de z, serd chica si la coordenada
n-ésima lo es suficientemente (es mds, si nuestro dominio tiene en cada punto curvatura mayor o
igual una (misma) constante positiva sucede que dado a > 0 existe un b = b(a) > 0 tal que si
(x;)n < b entonces |x,;| < a). Por lo tanto, con este argumento, tendremos el resultado para un
conjunto estrictamente convexo.
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Figura 5: I:conjunto convexo, Il:conjunto estrictamente convexo

Supongamos ahora que €2 no es necesariamente convexo. En este caso vamos a utilizar la estrategia
(para cualquiera de los dos jugadores) de “apuntar en la direccién 0 € 92”. Es decir

3
€ Tk—1
Tk = Thk-1 —|— (2k—1 — 5) |ajk 1| .
Definamos ahora las variables aleatorias
3
€
N = ’37]@’ -+ ?

para k > 0.

Nuevamente el objetivo es probar que la sucesion de variables aleatorias { Ny }r>o es una super-

martingala. Observemos que, como Ny, ; depende exclusivamente de NV y de la cantidad de jugadas
k, lo que debemos probar es que

E[Ng41|Ni] < Ny
Para probarlo vamos a usar que, con probabilidad 1/2 obtendremos
3

€

Tge1 = Tp + (? —¢€)

Tk

||
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(este es el caso del jugador que apunta hacia el 0 € 9€2) y por otro lado |zy1| < |zx| 4 €. Entonces

3 53

2k+1’

1 € 1
Slowl + G = )] + 5 (1ol +€) = ol + 5o

por lo tanto obtenemos lo siguiente

Ellzesallze]] <

3 83

€
E[Nk+1|Nk} = E[|$k+1| + 50T 2k+1 ||5Ul<:| + < || + ok+1 + ok+1 = Ni.

Acabamos de probar que la sucesion { Ny }x>o es una supermartingala.

Reproduciendo la cuenta hecha para el caso convexo consideremos ahora la variable aleatoria
(N1 — N
Llamemos F}, al siguiente evento
Fy, = {zk41 es elegido por el jugador que apunta hacia 0 € 0} (18)
entonces vale lo siguiente
E[(Nit1 — Ni)?| N

1 1
§E[<Nk+1 — Ni)?|Ny A Fi] + §E[(Nk+1 — Nu)?|Ni A F)

>2E[(Nyt1 — Ni)?[Ni A F.

Ahora observemos que

1
SEl(Nesr — Ni)?|Ni A
1 g & g3
= E[(lz| =+ ? + o el = ?)2]
1 3, &2
= 5El(—e+ 5)1 2 3

si € < g para algin ¢, suficientemente chico. Con esto hemos probado que

E[(Nit1 — Ni)?|Ni] > (19)

€
5
Vamos a trabajar ahora con la variable aleatoria N — N7, ;. Haciendo un manejo algebrdico llegare-

mos a
NE = Niy = (Nega — Ni)? + 2Nt (N — Nigga). (20)
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Veamos que E[Ny1(Nr — Ngi1)|Ng] > 0. Para eso usaremos nuevamente el conjunto Fj, definido
en (4.1). Vale que

%E[Nk+1(Nk — Niy1) [N A Fi] + ;E[Nkﬂ(Nk — Ni1) [N A F]
= 0l — +5 + el + 55— ol e = 5 o)
(el + )] + 5 — il = o)
> %(|xk| —e+ ;—i + 2‘,i)(6 - 221)

1 63 3 53
5[l =+ o) (el + 5 — ol == = )

aqui usamos que |xy| — & < |xpy1| < |xk| + €. Luego llegamos a

3 3 3 3 53

€ € € 1
(|:ck\—g+ €+

1
okl —e+ 57 ok+1 ?)(5 - 21€+1)

-2

y si hacemos las distributivas obtenemos

E[Niy1(Ny — Nigy1)|Ni] >

) (== 5rr)

1 &3 g3

E[Np41(Ng — Ni1)|[Ni] > 2[2k( Wﬂ >0

Luego si volvemos a (4.1), y usamos el resultado que acabamos de obtener y (4.1) obtenemos

€
2 2 2

E[Ni = Niwa|Nil 2 E[(Nipr = Ni)*[Ni] = -

Como la esperanza bajo la condicién N o N7 es el mismo valor, entonces si consideramos la sucesion

de variables aleatorias

y usamos nuevamente que calculando esperanza condicional bajo la condicién W es lo mismo que
bajo la condicién N7 llegamos a

2
S
E[Wy — W1 [We] = B[N; — Ny — (W] > 0.

Como E[W, W] = W, obtenemos
E[Wgi1|Wg] < W.
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Con esto hemos probado que la sucesién {Wy },>1 es una supermartingala. De acuedo con el Opti-
mal Stopping Theorem y repitiendo la construccién que hicimos mads arriba obtenemos el siguiente

resultado
T2

E[NZ + ] < NB. 21

Entonces
E[r] < 3NZe 2,

es decir,
E[r] < 3(|wo| + €*)%e™? < 4|wo|?e?

si € es suficientemente chico. Luego
E[r] < 4|zo|?e™2.

Por otro lado, si volvemos a (4.1) podemos llegamos a
E[N?] < NG,

es decir,
3

£
Elz,|*] <E[(|lz-| + 57)%] < (lo] +&%)* < 2|o|*

Con esto hemos finalizado la demostracion. OJ

Usemos ahora el Lema 5 para probar

a

P(r>—)<n

(O}

P(lzr —yl = a) <7
para el caso en que estamos jugando siempre con las reglas de Tug of War (lo que equivale a jugar

siempre en el tablero 1).

Dadon > 0ya > 0,y dado y € 02, usando el £, que propone el lema, tomamos z, € € tal que
|zg — y| < ro para un ry que pronto vamos a determinar.

Entonces tenemos

_ _ . a.a
Crie™ > Clag — y[*e 2 > E™[r] > P(r > g);

luego

pac)
\]

vV
mwl S
INA
Q
S |oﬁw
VAN
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lo cual es verdadero si rg < /5.
Por otro lado,
O3 > Clro — 4P > E¥[lz, — yf?] > B(lz, — gl > o?)
luego

2
o
P(lzr =yl = a) <05 <n

. na? . na? Ta
lo cual es verdadero si 79 < 4/ -=. Observar que si suponemos que a < 1 sucede que |/ = < /&,

o g2 2 s . .
entonces pidiéndole a o < 4/ & se cumplen automdticamente las dos condiciones. [

4.2. Jugando paseos al azar

Vamos a enunciar y probar un lema similar a los anteriores pero jugando con la regla de paseos al
azar. En las demostraciones utilizaremos estrategias similares a lo hecho annteriormente, construyen-
do variables aleatorias que son supermartingalas o martingalas y usando el Optimal Stopping Theorem
(OSTh).

Lema 6. Dadosn > 0ya > 0, existen g > 0y ey > 0 tales que, dado y € 99 si vy € Q con
|zo — y| < 7o, entonces, si jugamos paseos al azar se tienen las siguientes estimaciones:

Pz, : |z, —y| >a) <n

para € < g9y para x, el punto donde el juego finaliza sin abandonar el tablero 2.

Demostracion. Repitiendo un poco la demostracién para el caso que jugamos Tug-of-War vamos a
comenzar esta demostracion haciendo primero el caso particular en que €2 es un conjunto convexo, y
luego haremos el caso general.

- Caso Convexo

Consideremos la variable aleatoria
M, = (xk)n (22)
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la n-ésima coordenada de la posicién x;. Veamos que M}, es una martingala. En efecto,

E[Mk+1|Mk] = ][ wndw.

Be(zg)
Si hacemos el cambio de variables

W =T, +E2
dw = "dz

donde z € B;(0), llegamos a

1 / 1 /
wpdw = ——— wpdw = ———— (g )n + £25)e"dz.
]{E?s(xk) B (k) Jp.(ap) e"B1(0) Jp, (o)

Si cancelamos £, separamos la suma y usamos que (), no depende de z y que la funcién z,
es impar (entonces integra 0 en B;(0)) llegamos a

][ Wydw = (Tg)p.
Be ()

E[Mjy1| M) = M,

Juntando todo obtuvimos

lo que prueba que M, es una martingala. De acuerdo al OSTh vale lo siguiente
E[Muir,] < My
y tomando limite para £ — oo llegamos a
E[M,] < M,,
es decir,
E[(z-)n] < (0)n < |20l (23)

Llegados a esta instancia vamos a volver sobre lo que hemos analizado antes respecto a la
hipétesis extra que le debemos pedir a 2, a saber, ser estrictamente convexo, y ademds que cada
punto del borde tenga curvatura mayor que un nimero positivo. En este caso podemos probar
los siguiente:

Afirmacién: Dado a > 0 existe un b > 0 tal que si (z,), < b entonces |z,| < a. Vamos a
probar esto para el punto 0 € Jf2. Para esto podemos suponer que existe una constante ¢ > 0

(curvatura minima) tal que
n—1

O C {mn > szjz}

J=1
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Entonces en este sentido el valor b lo obtendremos calculando la inteseccion entre las superficies

[y

n—

n

2 _ 2 _ 2
E r;=a y Tp=2¢C) Ij.
Jj=1

1

<.
Il

Haciendo un despeje elemental llegamos a la ecuacion cuadratica

que tiene una raiz positiva que llamaremos b(a) cuya férmula es

—L144/% +4a?
b(a) = :

2

Analizando esta funcién llegamos a lo siguiente; b(0) = 0, &'(0) = 0y b”(0) = 2¢. Por lo tanto,
si a es suficientemente chico podemos probar que existe o > 0 tal que b(a) > aa®.

A partir de esto hemos probado la afirmacién, por lo tanto

{(z7)n < b} C {[2;| < a}.
Hagamos a continuacidn la siguiente observacion:

Observacion 3. Dado n > 0y a > 0 si {2 cumple las hipdtesis anteriores, sea b = b(a) como
antes. Entonces
E[(z7)n] = OP((27)n > b) > aaQIP’(|IT| > a).

Luego, si comenzamos en un punto x, con |zy| < ry para un 7y que vamos a determinar a
continuacion, volviendo a (4.2) obtenemos

aa®P(|z,| > a) < 7o

Por lo tanto vamos a llegar a
P(lz-| = a) <n

sirg < aa’n.

Esta observacion la usaremos mas adelante.
Si volvemos ahora a las variables aleatorias M, definidas en (4.2) calculemos

whdv = (@} = f (ot e2),)ds — (@)

B1(0)

B[V, - M) = f

Be (afk)
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aqui hemos hecho el cambio de variables

W =T +EZ
dw = "dz.

Desarrollando el cuadrado del binomio vamos a obtener

]{5’1(0)((% +e2),)’dz — (z1)2 = (vp)2 + 25(%%][

Zndz + € ][ 2dz — (zp)2.
B1(0) B1(0)

Si analizamos las integrales es fécil ver que f B1(0) zndz = 0 pues la funcién z,, es impar, y

f B1(0) 22dz = k donde k es la constante positiva que aparece en (1.1), como probaremos en el
proximo capitulo. Finalmente hemos llegado a

E[Mp ., — M} My = k.

Consideremos ahora la variable aleatoria
Yy = —M7? + ke’k,
entonces
E[Yi1 — Y Y] = E[- M7, + ke*(k + 1) + M7 — ke’k] = 0

asi obtenemos que la sucesion (Yy)x>o es martingala. Si utilizamos el OSTh (y tomamos limite
cuando £ — o0) llegamos a

E[—(2-), + Ke’r] = —(z0),
usando que la esperanza es lineal

Elre*7] = —(z0); + E[(z,);] < E[(z);]

acotemos ahora E[(z,)?] utilizando esperanza condicional

El(2);] = El(z:),/le-| < alP(lz-| < a) + E[(z-);|l2-] > a]P((|z.] > a).

n

Analicemos cada termino: esta claro que E[(z,)3||z,| < a] < a® y P(Jz,] < a) < 1. Para
acotar E[(z,)2||z,| > a] voy a usar el nimero R = méx,ecq yy. Por dltimo en la Observacién 3
se ve que P((|z,| > a) < 2%). Con todo esto llegamos a

aa?

E[ke?7] < a + (R> +1)—%. (24)
aa

Antes de seguir vamos a generar una relacién entre a y 7, a saber a < L.

Hagamos una nueva observacion
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Observacién 4. Dadon > 0y 0 < a < %! usando (4.2) tenemos la siguiente desigualdad

2 2 T
a a’+ (R*+1)2%
Plr> —)— < E < aa
(12 5)5 <Elr]< —
Entonces (R2 ) (R2 )
a a +1)rg _n + 1)ro
P > —) < — - <2 - <
(7= €2> K + kaad T 2 + kaad n
nmaa3

esta dltima desigualdad sera cierta si rp < ————.
g "= 9mE 1)

Pidiéndole a r, esta condicién se cumple automaticamente que ro < «a’n si a < 1 (pues
k < 1). Esta es la segunda desigualdad que pide el Lema 6. Lo importante en esta cuenta es
que ~ es un numero fijo y los valores R y o dependen exclusivamente de €2. Por lo tanto 7y no
depende y € 012, es decir el valor que obtuvimos de r sirve para todo el borde 0f2.

Caso General
Vamos a suponer ahora que {2 no es necesariamente convexo. De todos modos en este caso
vamos a pedirle una propiedad al borde de €2 que daremos en forma de definicién

Definicion 6. Sea ) un abierto conexo con borde suave a trozos. Decimos que §2 tiene la
propiedad de circunferencia tangente exterior si existe un nimero 0 > 0 tal que para todo

y € OS2 hay una cirncunferencia cerrada de radio 0 que solo corta a Q en y. Es decir, para
cada y € 0S, existe un z, € R"\(2 tal que By(z,) N2 =y.

Veamos algunos ejemplos. En la Figura 6 tenemos cuatro conjuntos. Los primeros dos, €21 y €25,
cumplen la propiedad de la circunferencia tangente exterior, mientras que los conjuntos {23 y {24
no cumplen la propiedad. Como se ve en los graficos el conjunto puede tener puntos cuspides
exteriores, pero lo que no puede suceder es que tenga puntos con cuspides interiores.

Observemos lo siguiente: Si un conjunto cumple la definicién (6) para cierto 6 > 0, lo cumplird
para cualquier otro nimero menor. Esta observacion la usaremos mas adelante.

Supongamos entonces que tenemos un {2 que cumple la definicién (6) para cierto ¢, > 0. Sea
n > 0, vamos determinar un valor 0 < a < 6, que dependerd de n de modo que veremos
mds adelante. Vamos a construir una funcién p(z) que sea positiva, radialmente creciente y
armonica.

Paran > 3, dado 6 < 0y, e y € {2 vamos a trasladar el punto z, al 0. Haciendo esto llegamos
a que By(0) corta a  solo en y (en el trasladado de y en realidad, que llamaremos de igual

manera). Sea el conjunto
Q.={xeR":d(z,Q) < e}
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Figura 6: Ejemplos de conjuntos que cumplen y no cumplen la definicién (6).

45



para ¢ suficientemente chico (menor que g por ejemplo). Definamos ahora la funcién x4 : Q. —

R de la siguiente manera
1 1
= - 25
W) = 7= = (25)

Esta funcién verifica todo lo pedido antes, es positiva en Q\{y}, creciente (radialmente) y
armoénica en 2. Ademds p(y) = 0.

Vamos a tomar entonces un primer punto xy € € tal que |zq — y| < ro con ry que definire-
mos oportunamente. Sea (xy)x>o la sucesion de pasos jugando paseos al azar. Consideremos la
sucesion de variables aleatorias

Ny = p(zy)
para k > 0. Veamos que Ny, es una martingala. En efecto
E[Nk41|Ni] = ][ ( )M(y)dy = p(@p) = Ny
Be(xp,

aqui hemos usado que p es armoénica. Utilizando nuevamente el OSTh llegamos a

Elp(zr)] = p(zo). (26)
Acotemos este valor
1 L a2 =02 (wol = 0) (R~ o gai
— — = = " 6’ . 27
,U(.Io) Gn—2 ‘x0|n72 0”72’.%’0’"72 6n72|x0‘n72 (]:Zl ’.Io‘ ) ( )

El primer término lo acotamos asi
(lzol = 0) = (Jzo| — [y]) < [xo —yl < ro.

Para el segundo término pediremos 6 < 1y |zo|' < R"? donde R = méx,ca{|z|} (suponemos
R > 1). Asi obtenemos

n—2
> ao|" VP < R (n - 2).
j=1
Por dltimo usemos que |zo| > 6. Con todo esto, si recuperamos (4.2) llegaremos a

o o T2

Ahora bien, si llamamos
R"%(n — 2)

c(2,0) = 02(n—2)
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y volvemos a (4.2) llegamos a
E[p(z,)] < c(S2,0)ro. (28)

Necesitamos establecer ahora una relacion entre p(x,) y |z, — y|. Para esto vamos a definir la
funcién b : [0, 4+00) = R
1 1

)= gis ~ n

b(a

Observar que esta funcion es la version radial de la funcién i, ademds verifica ser positiva y
creciente. Entonces tiene inversa (también creciente) que obtendremos despejando

o 0
ab) = (1— gn—2p)iz

La funcién a(b) resulta ser mayor que 6, por lo tanto mayor que cero, creciente y con concavidad
positiva (@’ > 0). Por lo tanto, para b < 1, acotando por la recta secante llegamos a lo siguiente,

a(b) <0+ (a(l) — 0)b.

Llamaremos K (6) = (a(1) — ) > 0. Observar que aunque aparezca a la constante /' depende
exclusivamente de . En este contexto, y utilizando esta relacién que establecimos entre a y b
llegamos a lo siguiente: Dado @ > 6 existe un b > 0 tal que

sip(xy) <b= |z, | <@

acd estamos usando fuertemente que la funcién b(a) es creciente.

Hagamos una Afirmacion: Para todo a > 0, existena > 0 y 9 > 0 tal que si
|z, < a,

d(ZI}T, Q) < €,
entonces se cumple que
|z, —y| < a.

Vamos a demostrar esta afirmacion por el absurdo: Supongamos que negamos la afirmacion,
entonces existe un ay > 0 tal que para todo @ > 6 y para todo £, > 0 existe z, con |z.| < ay
d(z,,Q) < g. pero

[2r —y| = ao.

En este caso podemos construir sucesiones a” — 0, € — 0y z” un conjunto acotado de puntos.
Este conjunto tiene una subsucesion convergente que para no cargar la notaciéon llamaremos
simplemente 2 — z. Analicemos un poco que cumple z.

como |z| <a@" = |z| <0,
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como |z —y| > ag = |z — y| > ao,

y finalmente B
como d(z, Q) < ey = d(2,2)=0= 2z €.

Esto implica que |z| =  y z € Q. El tinico punto que cumple esto es y, pero z # y pues
|z —y| > ay > 0.

Esto produce un absurdo, lo que concluye la demostracion.

Juntando todo llegamos a este resultado: Dado a > 0 existena > 6,b > 0y g5 > 0 tal que
sip(zr) < b=z, —y| <a, dx;,Q) <e.

Vamos a pedir la condicion
0<b<a

que usaremos mds adelante. Por lo tanto tenemos
P(u(x7) > b) > P(lz, —y| > a)
si recuperamos (4.2) llegamos a
e(2,0)ro > Elu(e,)] > Plu(x,) > b)b > B(|z, —y| > a)b (29)

y si usamos que @ — 6 < K ()b llegamos a

c(Q, O)ro > P(|z, —y| > a)aK}eﬁ'

Luego
c(Q,0)ro K (0)

Plz, —y|l > a) < <
(lzr =yl = a) " U
lo cual es cierto si B
n(@—90)
T < —/—————~-
c(Q,0)K(0)
Esta es una de las desigualdades que queriamos probar.
Vamos a calcular ahora
BN~ NENG = ) = e (30)
Be(xp
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Llamemos ¢ = 12, si hacemos la expansién de Taylor hasta orden dos obtenemos

p(w) = p(ar) + (Veolar), (w — k) + %<D280(33k)(w — ), (w—23)) + O(lw — 2 [*).

Luego llegaremos a

]{3 . (6w) — ()

- ]{B (V). 0 i

1

+§ ][Ba(xk)<D290(xk)(w - xk)’ (w - xk»dw

+][ O(|w — x4 *)dw
Be(zg)

Analicemos estas integrales

]{9 ( )(Vgp(a:k), (w — xp))dw = 0.

pues la funcidn que integramos es impar en la bola centrada en x. Por otro lado si analizamos el
integrando (D?p(xy,)(w — ), (w — x3,)) sucede que todos los términos son impares respecto a
la bola centrada en z, salvo los que son de la forma 83 o, 0(T) (W — (k) 5 -)2. Con esto llegamos
a

][ (D () (w0 — 1), (w — )y = ][ awi () (uw; — (1))l
B (zk) e (k) 5

si aplicamos una vez mds el cambio de variables

W= T + €2
dw = "dz

obtendremos .
Z o, P(Tk)E ][ zJQ-dz = ke’ Zaijxjgo(:ck)
B1(0) j=1

aqui utilizamos nuevamente el nimero x que aparece en la ecuacion (1.1). Vamos a calcular
ahora las derivadas segundas de . Recordemos que ¢ = p2, entonces

O;p(w) = 20(w) 0y p(w)
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si volvemos a derivar obtenemos
02 1, 0 () = 2(0u, (1)) + 20(w)P2,, pw)
entonces

la segunda suma es cero pues p es armonica en §2. Con esto llagamos a

§:$x¢wk—2§:%m )’

7=1
recordando la definicién de i (4.2) llegamos a

(n — 2)*(x)]

|xk|2n

(Ou, ilwr))* =

entonces
~ 2(n—2)?
Z CCJSCJ ’xk|2(n—2) '

Juntando todo hemos llegado a

][ ((w) — p(ay))duw
B:(z1)

1 ,2(n—2)?
= —H€2W + O<|U} — l’k|3)

g K(n — 2>2 3
= ¢ R2(n-2) e
g K(n — 2)?
=& S R2m-2) ’

si € es suficientemente pequeno. Aqui hemos usado nuevamente el nimero R = max,co{|z|}.

Llamemos
k(n —2)?

o(Q) = SR

Si volvemos a (4.2) llegaremos a

E[NZ,; — NN = o(Q).
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Consideremos ahora la sucesion de variables aleatorias (W}, ),>o definida de la siguiente manera
Wy = —N7 + o(Q)ke?.
Entonces sucede que
E[Wii1 = Wi |Wi] = B[ (Ngyy — Ny) + 0% [N <0
lo que prueba que Wy, es una supermartingala. Utilizamos una vez mas el OSTh y llegamos a
E[—p*(x,) + o7e’] < —p?(x0).

Si usamos la linealidad de la esperanza obtenemos

Elore?] < —p*(w0) + Elp*(2,)] < B[’ (2.)]. (1)
Nuestro objetivo ahora es acotar el valor E[u?(z,)].

Elp(z,)] = Elp® (z,) () < bP(u(z,) < b) + E[p?(x,)|p(z,) > O)P(u(x,) > b).

Acotemos cada término: E[p?(z,)|pu(z,) < b] < v y P(u(z,) < b) < 1, con esto he-
mos acotado el primer sumando. Si llamamos M (gy) = méx,eq., [¢(r)| podemos acotar
E[p?(z,)|pu(x,) > b] < M(go)?. Finalmente usamos (4.2) para llegar a

c(Q,0)rg

P(p(er) 20) < =

Asi se obtiene
2 C(Q7 G)TO

Bl (e.)] < 8 + M(eo)* S

Ahora bien, usando que 0 < b < a, tenemos

Q,@)T‘O

E[p?(z,)] < a® + M(50)2C( ; (32)

Por otro lado
oE[re?] > P(7e? > a)ao.

Juntando (4.2) y (4.2) llegamos a

Q
acP(1 > %) <a’+ M(50)26<’—b0)r0
€
y entonces
a c(Q,0)rg
> )< = R ERTALY
]P)(T 52) >~ + M(Efo) boa



Si pedimos la condicién

a _n

J— < —_

o 2
llegaremos a

a n 2 C(Qa Q)TO
Plr>—=)<=-+M — <
(r= 52) -2 + M(=o) bao "
lo cual serd cierto si
- bnao
ro < ———————.
O 2M(g0)c(9, 6)
Asi logramos la segunda desigualdad del lema, por lo tanto hemos finalizado la demostracién. [

Con este lema vamos a probar la siguiente proposicion donde vamos a obtener la 2da hipdtesis del
Lema 3 pero comenzando el juego cerca del borde. Vamos a hacer las cuentas para las dos funciones
u® y v°. Estas estimaciones serdn similares para ambas funciones u° y v°, asi que s6lo incluiremos la
demostracién para u°.

Proposicion 6. Dadon > 0y a > 0 existen g > 0y ro > 0 tal que dado y € 0%, si xq € € con
|z — y| < ro entonces

[u®(z0) — u(y)| < C(a,n)

v (z0) — v (y)] < Cla,n)
donde vale que C(a,n) — 0 cuando a — 0y n — 0.

Demostracion. Antes de comenzar la demostracién hagamos una primera aclaracién; u(y) = f(y)
pues y € 0f). Seanp > 0 tomamos a, ry y €9 como en el Lema 4. Sea ademds S} la estrategia que
propone este lema. Antes de comenzar a acotar definamos el siguiente evento para simplificar un poco
la notacion. Sea el conjunto

a a
A= {no se cambia de tablero en [ — | jugadas y T < [ }
€ €
Vamos a separar la cuenta de dos casos:

ler caso: Vamos a probar primero que

u(zo) — fy) = — (a,n)

con .o/ (a,n) \(O0sia—0yn—0.

52



Comencemos entonces a acotar:

u () > lSrlef ES s [pago final saliendo en x.]

Analicemos
E?},s,, [pago final saliendo en x.]

=Eg g, [pago final saliendo en x,|A]P(A)
+Es: s, [pago final saliendo en x,|A°|P(A)
> B g, [f(2-)|AJP(A) — méx{|f], [g] }P(A°).
Aqui usamos que bajo la condicién A el pago final es f(z,) y que cualquier esperanza es mayor
que el valor — max{|f|, ||}

Acotemos ahora P(A) y P(A°). Para eso observemos que

A = {el Jjuego cambia de tablero antes de f;ﬂ} u{r> %}

|

Entonces sucede que P(A®) < P(cambia de tablero antes de[ %) +P(7 > [
probabilidad.

1). Calculemos cada

)

£

P<cambza de tablero antes de[gﬂ) =1 IP’(no cambia de tablero en [521) 1—(1—¢%)-2.

Hagamos la siguiente observacion

Observacién 5. Como (1 — €?)=2 es creciente entonces vale que

Omw‘ Q

(1-e%) > (1 - <)

si € < g9. Entonces

Como se tiene que

Luego



Si retomamos la cuenta anterior usando la observacién llegamos a
P( cambiar de tabl tes de [=] jugadas) =1 — (1 — 2)# < (1 —e~%) + (33)
cambiar de tablero antes de | | jugadas | = g9)2 < e 7.

Por otro lado para acotar la otra probabilidad observemos que

si € < g9. Entonces

P(r> =) <P(r>—)<n. (34)

Asi, juntando (4.2) y (4.2) llegamos a
PA)< (A —e)+n+n=(1-e")+2n
De donde se deduce inmediatamente que
PA)=1-P(A) >1—-[(1—e) +2n).
Retomemos la cuenta
ES ) [pago final saliendo en x,| > ES s [f(z,)|A]P(A) — max{|f|, |g|}P(A°)
usando las acotaciones de P(A) y P(A¢) obtenemos

Eg%,sn [pago final saliendo en x.]

— _ (35)
> B g, [f (@) AJ(1 = [(1 = e7) + 2n]) — max{[f], [g]}[(1 — ™) + 2n].

Analicemos ahora la esperanza EZ? o [f(z,)|A]. Nuevamente vamos a separar en dos eventos.
ST,S11
Sean los eventos:
Ay =An{|z; —y| <a}

Ay = An{lz, —y| > a}.

Es evidente que A = A; U A, y esta union es disjunta.
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Entonces
Bz s, (Flan) 4] = B3 o, (o) AJB(A) + EZ: g, [F(e.)| AoP(Ay).
Nuevamente vamos a acotar convenientemente cada probabilidad. Tenemos
P(Az) < P(z- —y[ = a) <.
Para acotar la otra probabilidad observemos lo siguiente:
A = AU {|z, —y| > a}.

Entonces
P(A1) =1-P(47) > 1 = [P(A°) + P(|lz- — y| = a)].

Usando las acotaciones ya conocidas de cada probabilidad llegamos a
P(A) 21-[(1—e)+2n+n =1-[1-e")+3n]
Si retomamos la cuenta (4.2) y usamos las acotaciones (4.2) y (4.2) llegamos a
ES s, [f(2:)|A] 2 Eg g, [F ()| A1 = [(1 = e7*) + 3n]) — max{|f[}n.

Hagamos una observacion,

(36)

(37)

(38)

(39)

Observacion 6. Recordemos que f es una funcién Lipschitz, entonces, estando bajo la condicién A;.

|?(x7) - T(y)| < L?|$T - yl < L?a

Luego _ _ _
f(z:) = f(y) — Llzr —y| = f(y) — La.
Si usamos esta observacion en (4.2) llegamos a

ES s, [f(@n)|A] 2 Eg o [(f(y) — La)|AiJ(1 = [(1 = ™) + 3n]) — méx{| f|}n.
Como (f(y) — La) no depende de las estrategias S; y S;; llegamos a

B8} s, [F (@) 14] 2 (F(y) = La)(1 = [(1 = €7*) =+ 31]) — méx{| I},

Si volvemos a (4.2) vamos a obtener lo siguiente
ES s [pago final saliendo en x.]
> {(F(y) — La)(1 — [(1 — ™) + 3n]) — méx{|f[}n}(1 — [(1 — ™) + 2n])
—méx{|f], [g1}[(1 — e™*) + 2n].
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Observar que cuando — 0y a — 0 toda la expresion de la derecha tiende a f(y) por abajo. Entonces
podemos llegar a lo siguiente

ES s [pago final saliendo en x.] > f(y) — </ (a,n)
con <7 (a,n) > 0. Tomando infimo sobre todas las estrategias S;; llegamos a
u(wo) > fly) — o/ (a,n)
con <7 (a,n) — 0 cuandon — 0y a — 0 que es lo que querfamos probar.
2do caso: Ahora queremos probar que
u(wo) — f(y) < HBla,n)
con A(a,n) N\ 0cuandon — 0y a — 0.

Vamos a utilizar en este caso la estrategia S7; que nos propone el lema (4) para comenzar la
acotacion:
u(zo) < sup ES) s:, [pago final saliendo en x.]

Srr
Otra vez vamos a utilizar el conjunto A definido al comienzo de la demostracién. Tenemos
E?},S;, pfsenx]= ]Eg(;ﬁ;] p fsenx|AP(A) + ]Eg?,s;, p fsenx|AYP(AS).

En este caso las acotaciones van a ser un poco mds sencillas.

Recordemos que P(A¢) < (1 —e™®) + 2n. La P(A) la vamos a acotar simplemente por 1. Si
ademds acotamos la esperanza bajo la condicion A° por max{|f|, |g|} obtenemos

Eg},s;, [pago final saliendo en ] )
< Eg) s [pago final saliendo en x| A] + max{|f|, [g|}[(1 — e *) + 2n].
Trabajemos ahora con
Eg‘;’s}k[ [pago final saliendo en x,|A] = E?},S;, [f(z,)]A].
Nuevamente vamos a usar los conjuntos A; y A, definidos anteriormente. Entonces
B . (Flen)|A] = B . (Flan)| AJB(AL) + B g, [F(x,)|AoJP(A2).
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Nuevamente si acotamos IP(A;) por 1, recordamos que P(A;) < ¢y acotando toda esperando con
salida en el tablero 1 por méx{|f|} vamos a obtener

E) s, [f (@)l Al <E) g, [ ()| Ar] + max{|f[}n.

Trabajemos ahora con Eg) . [f(z,)|A;]. Si estamos en el conjunto A; podemos usar la Observacién
6. Entonces obtenemos

flar) < fly) + La.
Luego

ED o [Fa)|A] < ED s (F(y) + LalAy] + méx{[F|}.

Como (f(y) + La) no dependen de las estrategias S; y S7; llegamos a
E) s [f(2:)|A] < (F(y) + La) + max{[ f[}n.
Si retomamos la cuenta (4.2) obtenemos
Eg(;,sf, [pago final saliendo en x| < 7(y) + La + méx{m}n + méx{m, 19|} (1 —e™*) 4 27].
Nuevamente podemos escribir lo anterior de la siguiente manera
ES g [p fsen ] < f(y) + %B(a.n)
con #A(a,n) > 0. Tomando supremo sobre las estrategias S; obtenemos
u(wo) < f(y) + Bla.n)
con #(a,n) — 0sin — 0y a — 0. Con esto hemos probado el segundo caso.
Para finalizar la demostracion vamos a tomar
C(a,n) = méx{s/(a,n), B(a,n)}.

Llegamos a B
|u(z0) — f(y)| < C(a,n).
Con C(a,n) — 0sin — 0y a — 0. Esto concluye la demostracion. O

Observemos que la Proposicion 6 nos da la validez de la segunda hipoétesis del Lema (3) cuando
uno de los puntos esta fuera de {2 y el otro se encuentra cerca de este.
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Ya estamos en condiciones de probar la segunda hipétesis del Lema (3) en general. Pero antes
vamos a dar una notaciéon comoda respecto a las estrategias. Dada una partida (no concluida) para dos
estrategias fijas SV y SY,

{(x07j0)a (x17j1)’ (xk7]/€)7 }

recordemos que las estrategias solo se utilizaran cuando estemos en el primer tablero (y no saltamos),
es decir, si jp = 1y jxi1 = 1 entonces

S?(<x07j0)7 ey (xk? 1)) = (x£+17 1) ) S?I((x()?jo)v A (xkv 1)) = (xﬁrb 1)

donde z}_, € B.(xx) y 1., € B:(xy) dentro del tablero 1 son las elecciones de los jugadores I y II
respectivamente segun las estrategias dadas.

La idea es ahora definir, para un punto inicial distinto, una nueva partida que ’persigue” a los
puntos de una partida dada. Demos una definicién de esto

Definicion 7. Dada una partida (parcial o total) para estrategias fijas S? y S?;

P ={(xo, o), (x1,)1), ---(Tk, jk)---}
y dado un yy € () en el mismo tablero que x(, decimos que la partida para estrategias g(; y Ei_) I

P ={(yo,10), (y1,11), - (yir i)}
es semejante a P si vale lo siguiente

Jk =l paratodok >0
Ykt1 — Yk = Tky1 — T para todo k > 0.
Observar que los puntos zj, € Y, estan siempre en el mismo tablero. Ademds, dado un punto xj, en

algun tablero, entonces el punto ¥, en el mismo tablero cumple vy, — xr = Yo — T un vector constante

independiente de k. Por otro lado, si en la partida P se produce un ”salto” de tablero en el paso k, la
partida P tendrd el mismo ”salto” an el mismo paso k.

Las estrategias §? y §? ; dependen de S? y SY; y funcionan de la siguiente manera: Si en la partida
P el punto elegido por el jugador I es

Tht1 = S?((l’o,jo), Ly} (mkv 1))7

entonces en la partida P el punto eligido por el jugador I es
_0
SI((y()a l0)7 ) (ykw 1)) = Yk+1 = Yk + L+1 — Tk-
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Figura 7: Dos partidas semejantes juegan hasta que una termina.

. . . =0 . - .
Analogamente el jugador II elige su estrategia S, asociada con SY;. Este procedimiento lo repetire-
mos cada vez que se utilicen las estrategias.

Hagamos una observacién importante: Dos partidas semejantes tienen la misma probabilidad de
que se jueguen. Esto se deduce de el hecho que si estamos en el tablero 1, cada jugador va a tener la
misma probabilidad de elegir el proximo paso (%) estando parados en x; 0 en y. Y si estamos en el
tablero dos la probabilidad de elegir un punto x4, 1 en la bola B.(z}) de manera uniforme es la misma
que elegir el punto Y1 = Yx + Tx+1 — Tk en la bola B.(yy). Por tltimo la probabilidad de “saltar”
de un tablero a otro es la misma en cada punto (£2).

Consideremos ahora dos partidas semejantes que jugaremos hasta que alguna de las dos termine,
es decir, hasta que en alguna de las dos partidas se elija un punto fuera de €2 (en cualquiera de los dos
tableros). En la figura (7) se ve un ejemplo de esto.

Dadon > O sean a, g > 0y ry > 0 como en los resultados anteriores donde controlamos que
sucede cuando empezamos cerca del borde y sean dos puntos z € Yo en un mismo tablero tales que
|zo — yo| < 70. Comenzamos a jugar con dos partidas semejantes Py P que comienzan en z € ¥
respectivamente, hasta que en una de las dos partidas se obtiene un punto fuera de 2. Supongamos
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que esto sucede en la partida P. Es decir
P ={xo,21,...2,}

F = {yO;yh "'7y7'}

donde los puntos x; € Q paratodo 0 < k < 7,7y, € Qparatodo0 < k < 7 — 1, peroy, ¢ Q. A
partir de aqui seguiremos jugando la partida P a partir de z, hasta salir de €). Es decir las partidas
quedaran de la siguiente manera

P =A{xg,x1,.. 00, Xr11, ..., T}

F = {y07y17 '-'7y7'}

donde == ¢ (2 es el primer punto donde se abandona ). Observar que en el paso 7 tenemos que
r, € Ay, ¢ Qy |x, — y-| < ro. Entonces por uno de los dos lemas anteriores tenemos lo siguiente

__a
P(72§+7)<77,

P(lzr —y-| > a) <n.

Consideremos el siguiente conjunto de eventos
— a
A= {no cambia de tablero y termina, entre la jugada 7+ 1y 7 + —2}.
€

Queremos obtener una desigualdad entre ciertas esperanzas. Comencemos la cuenta

Eg% s, [pago final en =]
= E% ., [pago final en z=|A|P(A) + E* ., [pago final en x| A JP(A").
STSTr S7Str

Repitiendo la cuenta que hicimos anteriormente tenemos las siguientes acotaciones

P(A) <1, E®

0 g0
SI’SII

[pago final en 1+/A°] < max{|f|oo, [Tloc} , P(A") < (1 —e™%) + 2
Sigamos con la cuenta anterior. Sean los conjuntos
A =An{|zr —y.| < a}
Ay = An{|zr — y,| > a}.
Nuevamente vemos que A = A; U A y los conjuntos son disjuntos. Entonces
Epsy,

= Eg‘(}ﬂ?[ [pago final en z+| A |P(A;) + ]E?é,sg, [pago final en z+As)P(As).

[pago final en x+|A]

60



Acotando, obtenemos las siguientes desigualdades
P(A) <1, Ez%,s?, [pago final en x+|As] < max{|f|so, [Tloo} , P(Az) < (1 —e™) + 3n,

la ultima desigualdad se obtiene igual a como lo hicimos en la proposicion anterior. Supongamos que
la partida P finaliza en el tablero 1. Entonces, si estamos bajo la condicién A la partida P también va
a finalizar en el mismo tablero. Aqui, la paga final viene dada por la funcién f. Recordemos que f es
Lipschitz, entonces si estamos bajo la condicién A; tenemos

|f(z7) = f(y:)| < La.

Entonces

flaz) < fy-) + La.
Asi obtenemos la siguiente desigualdad

Eg%’s?l [?(ZE?HZI] < E?é,g% [7<y7)|21} + La

En este punto haremos un paso muy importante. Como las partidas P y P pensadas ambas hasta el
paso 7 tienen la misma probabilidad, vale que

B3 g0, [0 A1) = B2 oo [F(ur)[ 7).

Observar que hemos cambiado las estrategias, pues pasamos a jugar a la partida P comenzando en
Yo-

Ahora bien, las condiciones del conjunto A; son sobre cosas que suceden a partir del paso 7, que
es donde la partida P ya finaliz6. Entonces vale que

B2 5, 0 = B o)

Juntando todo obtenemos

Eg% s, [pago final en x=] < ]E%% 0 [pago final en y;] + La + max{| f|oo; [Gloo }[2(1 — €™%) + 57].
’ I

W IT

Es decir
E*o

0 g0
SI7SII

[pago final en z+] < E%% 0 [pago final en y.] + AB(a,n).
IR
con AB(a,n) N0 cuandoa — 0y n — 0.
Como las estrategias son arbitrarias podemos tomar supremo sobre todas las estrategias S;

B} s, lpogo final en 7] < supEL o [pago final en yr) + B(a )
I
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y como esto vale para cualquier estrategia S; llegamos a

sup ES 50, [pago final en x+] < sup E, 0 [pago final en y.] + HB(a,n).

SI I» 11

Ahora podemos tomar infimo sobre todas las estrategias S;;, entonces

inf sup ES g, [pago final en x7] < sup ]Eyo o [pago final en y,| + %(a,n)

S
II I SI 17 II

y como esto vale para cualquier estrategia S;; vale también para el infimo. Asi obtenemos

1Snf supES’ ¢ [pago final en rz] < inf sup Eyo I[pago final en y;| + B(a,n).
1 Sy Sir St

Es decir, concluimos que

u (o) < u(yo) + Bla,n)
si los puntos x € y, estdn en el tablero 1, o bien

v (o) < v°(yo) + A(a,n)

si los puntos x € yo estdn en el tablero 2.

De forma andloga se puede probar la otra desigualdad, lo dejamos como ejercicio para el lector.
Con esto acabamos de probar el siguiente teorema

Teorema 7. Dado n > 0, existen £y y 1 tal que dados xg,yo € §2 con |xg — yo| < roy dado € < €
vale lo siguiente

|u(zo) — u(yo)| <m
si los puntos xq e yy estdn en el tablero 1, o
v (o) — v*(yo)| <1

si los puntos xq e 1y estdn en el tablero 2.

Este teorema es exactamente la segunda hipétesis del Lema de tipo Arzela-Ascoli. Con esto hemos
logrado el objetivo de este capitulo, a través del Lema del tipo Arzela-Ascoli obtenemos un par de
funciones continuas (u,v) que son limite uniforme de una subsucesién de funciones (u°,v®) que
cumplen el DPP.

Teorema 8. Dada la familia de soluciones del DPP (u®, v®) hay una subsucesion £, — 0y un par de
funciones (u,v) continuas en §) tales que

ut — u, y v —= v,

uniformemente en ().

En el siguiente capitulo veremos que este par de funciones (u, v) son solucién (en sentido viscoso)
de nuestro sistema (1.1).
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5. Existencia de solucion viscosa del sistema

El objetivo de este capitulo es ver que las funciones u y v, limites de las funciones u® y v° respec-
tivamente que cumplen el DPP (5) son soluciones viscosas del sistema (1). La forma en que haremos
esto serd, como se hace muchas veces con este tipo de soluciones, probando que (u, v) son subsolu-
ciones viscosas'y supersoluciones viscosas.

5.1. Infinito Laplaciano

Comencemos probando que u es subsolucidn viscosa de la ecuacion

—%Aoou(x) +u(x) —v(z) =0

Sea 7y € Oy sea ¢ una funcion €*(€2) que cumple u(zg) — (o) = 0 tiene un méximo absoluto en
xg. Sea ().~ una sucesioén con r. — xg si ¢ — 0y que verifica

ut(y) — d(y) < u(xe) — plae) +&°

para todo i € Q. Entonces sucede que

u(y) — u(ze) < oly) — ¢lae) +€° (41)
Utilizando el DPP que verifican las funciones,

uf(r.) = v (x.) + (1 — &?) {1 sup u(y) + ! inf ue}

2 yeB.(a2) 2 yeB.(zc)

si pasamos restando el termino de la derecha u°(x) y lo repartimos en los términos multiplicando por
e?y (1 — €%) obtenemos

0= (07 (ee) — u(2)) + (1 - ) {% S () ) gt () - uf(:cg»} .

Entonces si usamos (5.1) obtenemos

0 < e*(v(xe) — u(2e)) + (1 — %) {l sup  (¢(y) — ¢(xe)) + S (o(y) — ¢(:cs))} +e.

yEB:(z¢) 2 yEB:(ze)
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Como la funcién ¢ es € en particular es continua, entonces los supremos e infimos en B.(z.) son
mdximos y minimos en B.(x.). Entonces obtenemos

0 i (o) = of(e)) + (1= {5 mix (60) — o)) + 3 i (6(0) — oe) p + 2
(42)

Como sabemos, la funcién ¢ € 6> cumple que, si V¢ # 0, la direccién de maximo crecimiento
es V¢ (y la de minimo crecimiento serd naturalmente —V ¢). Supongamos entonces que Vo (xg) # 0,
por continuidad del gradiente, si € es lo suficientemente chico sucede que V¢ # 0 en toda B.(x.), en

particular Vo(z.) # 0. Llamemos w. = ;zgz;‘. Usando que V¢ # 0 obtenemos

max = mix .
x| P(y) jondx P(y)

Construyamos una sucesion z. con |z.| = 1 tal que

o) oe s
bty P 7 Ot )

Ahora bien
Oz +ez:) — Pxe)

= £(V(z.), 2:) + o(e)
< e(Vo(a.),w:) + ofe)
= ¢(ze +ew:) — ¢(x:) + ofe).
Pero por otro lado
O(xe + ewe) — P(xe) = e(V(xe), we) + o(e) < ¢(we +e2:) — P(xe)
Luego llegamos a
e(Vo(a.), we) +o(e) < e(V(x.), z) + o(e) < e(V(ze), we) + ofe)

si dividimos por € y tomamos limite obtenemos

(Vo(xo), wo) = (Vo(x0), 20)
Vo(zo)

sinedo wy = 757057 como el valor (V(xo),wp) es el mayor valor que toma la funcién (Vo(zo), —)

en 0B (0) no queda otra posibilidad que tener

Vo(xo)

Z0 =Wy = ———.

[V (x0)|
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Con todo esto lo que logramos es construir una sucesion de vectores unitarios z. tales que

N o) ofe
bty P 7 Ot )

que probamos que cumple z. — wy. Volviendo a (5.1) obtenemos

0 < (0" ()~ (1)) + (1 —&) {%@(xs bes) — o(z.) + %@(IE Ce) - ¢(x5))}+53, 43)

Ahora, si hacemos la expansion de Taylor hasta orden dos de ¢ nos quedan las siguientes ecua-
ciones

(e +e2.) — (a2) = £(V(x.), 2.) + 52%(D2¢(x5)z5, =) + o(e2)

(e — e2.) — 3(a2) = —e(Vo(z.), 22) + 52%(D2¢(:v5)z€, ) + o(e).

De estas ecuaciones se deduce que

{5000+ 22 o0 + 560 = e - 9(0.)) | = 3D 02150 2) + ol

Entonces si volvemos a (5.1), dividiendo todo por £2, obtenemos

0(82)'

e2

1
0 <v(z:) —u(x.) + (1 — 52)§(D2¢($8)z€, ze) +

Luego tomando limite cuando ¢ — 0 llegamos a

1

0 < v(xg) — ulxg) + §<D2¢(x0)w0,w0>
o lo que es lo mismo
1

—§AOO¢($0) + u(zo) — v(xg) < 0.

Nos queda analizar el caso en que V¢ (xy) = 0. Para esto tenemos que usar lo que se llaman las
funciones envolventes semicontinuas superior e inferior. Demos las definiciones correspondientes.

Definicion 8. Sean M € R™ "™ una matriz simétrica y sea & € R" un vector, definimos

oyl €
Fean = Mgy 670

0 £=0
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Entonces a partir de la definicion anterior definimos las envolventes semiconitnuas superiores e infe-
riores asociadas a F' como

—<Mé—’; %> §#0
FH& M) = e n.n
max{hrnnj(l)lp —(Mm, m), 0} £E=0.
y
—<M%; é—,> €40
F.(6,M) = -
ml’n{h’%n_)iglf _<MW; m), 0} £=0.
respectivamente.

Hagamos la siguiente observacion que tiene que ver con resultados del dlgebra lineal.

Observacion 7. Si M € R™ ™ una matriz simétrica’y v € R™ que cumple |v| = 1, entonces existe
B = {wv,...,v,} una base donde M se diagonaliza de la forma

A O 0

0 X 0
[M]p =D = N

0 0 An

Es decir, existe un matriz O € R™ " ortogonal que cumple
M = ODO".

Entonces sucede que
(Mv,v) = vMv' = vODO'

llamemos w = vO, entonces O'v' = (vO)" = w'. Como O es ortogonal vale que |w| = |v| = 1. Asi
llegamos a que si w = |wy, ..., w,] vale que w? + ... + w? = 1y sucede que

A 0 ... 0 w
. . 0 XA ... 0 ' ) , ,
oMo' =wDw' = [wy,..,wa] | .. = Mwi 4+ A, < L 1r£1a<x{)\i}.
: : . : w <i<n
0 0 ... X\ "
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Si hacemos una deduccién similar a la anterior acotando con el minimo de los autovalores obte-
nemos lo siguiente

min {\;} < (M=, =) < méax {\;}

1<i<n E’ |€]" ~ 1<i<n

Y multiplicando por (—1) llegamos a

- i (0 <~V e < = in ()

Utilizando este resultado vemos que se puede modificar la Definicién 3 considerando

( £ ¢
—(M = — 0
F* (&, M) = ( €] |€!> 7
max{— 1r£1i1'<nn{)\i}; 0} £=0.
’ (£
— (M = = 0
rean=1 M 7
min{— mdx {\;}; 0} ¢=0.

\

Volvamos entonces a las hipétesis que teniamos antes. Es decir, sea u limite uniforme de las u° y
sea ¢ € €*(Q) una funcién que verifica que u(zg) — ¢(z) = 0 es un maximo de la funcién u — ¢.
Observemos que el caso en que V(zo) # 0 ya hemos probado que —3 A ¢ (o) +u(zo) —v () < 0.

Es decir . V¢>( ) V¢( )
~2 PG Watw)

Lo que queremos hacer notar es que hemos probado

)+ u(xo) — v(zo) < 0.

S E(V6(a0), D0(w) + u(wo) — v(z) < 0.
Para el caso V¢(xy) = 0 vamos a probar que
%F*(O, D?¢(z0)) + u(xg) — v(zg) < 0.

Nuevamente vamos a usar una red (z.).~o que cumple z. — z y sucede que u®(z.) — ¢(z.) = O es
un maximo de la funcién u* — ¢. De nuevo tenemos que

u(y) — o(y) < u(ze) — d(ae) = u(y) — u'(ze) < d(y) — d(ze). (44)
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Utilizando el DPP correspondiente a «° obtenemos lo siguiente

0=(-{5 s () —w )+ 5wl (@) ()} + 2 - ()

yEBs(l‘s) 2 yEBE(xE)

con la desigualdad (5.1) obtenemos

0< -5 s (60) ~ @)+ i (0y) — olr) } + 0 (a) — ()

2 yeB.(x2) 2 yeB:(z2)

como ¢ es continua el supremo e infimo en B.(z.) son maximos y minimos en B.(x.). Entonces

0< (1= )] 5 mix (6(y) — 6(22)) + 5 min (B() — 6(x))} + 20 () — w(z)). @9)

2 Be(lvs) BE(IE)

Sea w. € B.(x.) tal que

¢(we) — ¢(z.) = méx (p(y) — ¢(x)).

Be(ze)

Es decir, ¢(w.) = méxg_, 5 #(y). Llamemos w; al simétrico de w. respecto de z. en la bola B ().
Entonces, si volvemos a la cuenta (5.1) obtenemos

1 1

0< (1= {5 0(w) = 6(a) + 5(6(T) — 6(a) b + (7 (w) = w(a2)).

Nuevamente vamos a hacer la expansion de Taylor hasta orden 2

P(w:) = d(z) + (Vo(z.), (we — xc)) + %(DQQS(IE)(U}& —7), (we — x.)) + 0(52)

— 1
6(@:) = d(xe) = (V(xe), (we = x2)) + 5 (D*(e) (we — o), (we — 22)) + o(e”).
Entonces si volvemos a lo anterior y dividimos por €% nos queda

0<(1- 52)%<D2¢(9«"a> e . ), L - x€)> + o7 (o) — ut(ze) +o(1).

Si para infinitos ¢ — 0 tenemos

=1

entonces via una subsucesion hay un z € R” con ||z|| = 1 tal que

(we — z¢)
g

— Z.
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Pasando al limite nos queda

0 < ~(D*¢(x0)2, 2) + v(x0) — u(mp).

N | —

Entonces .
0 < — max{\} + v(xo) — ulxo).

2 1<i<n
O lo que es lo mismo

L
—3 lrgaé}%{)\z} + u(xg) — v(xg) < 0.

Con esto llegamos a

1
§F*(07 D?¢(x0)) + u(zo) — v(20) < 0.
Ahora bien, si para € pequeno tenemos
‘—(we — )| g
€

entonces en esos puntos de maximo interiores a la bola se tiene que D?¢(w. ) es semidefinida negativa.
Entonces pasando al limite concluimos que D?@¢(x) es semidefinida negativa. Es decir, todos los
autovalores de D?¢(zo) son menores o iguales a 0, por lo tanto el mdximo de los autovalores es
menor o igual a 0. Asi concluimos lo siguiente

F.(0, D*¢(10)) = min{— llrgéx{/\i}; 0} =0.

wsfxs) (wsfxs) >

Ademés para ¢ chico tenemos que (D%¢(z.) " < 0. Entonces obtenemos

0 <v°(z:) — u(xe) + o(1)
Tomando limite cuando ¢ — 0 llegamos a
0 < w(xg) — u(xo).
O lo que es lo mismo
u(zo) — v(zo) < 0.

Nuevamente llegamos a

%F*(O, D*¢(x0)) + u(ao) — v(xo) < 0.

que es lo que queriamos probar.
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Si recuperamos todas las cuentas lo que hemos probado es

%F*(ngﬁ(xo), D?¢(z0)) + u(xg) — v(zo) < 0.

De forma andloga podemos llegar a la desigualdad
1
S F (Vo(zo), D*¢(x0)) + u(wo) — v(zo) > 0,

cuando zy € Q 'y ¢ es una funcién €?(Q) que cumple u(xg) — ¢(zo) = 0y u — ¢ tiene un minimo en
Zo.

5.2. Laplaciano

Ahora vamos a ver que la funcion v es solucion viscosa de la ecuacion
K
—EAv(x) +v(z) —u(z) =0,
para z € ().

En esta cuenta vamos a determinar también el valor de la constante x (que ya aparecid antes).
Dicho valor k es una constante que va a depender s6lo de la dimension del espacio donde estemos
trabajando. Nuevamente vamos a ver primero que v es subsolucion viscosa. Para eso como siempre
vamos a cosniderar una funcién ¢ € €*(2) que cumple v(xy) — ¥(x9) = 0 es un méximo de la
funcién v — ¢ con xy € 2. Como antes vamos a usar una red (z.).~o que cumple que . — xgy
v® — 1) tiene un maximo en x.. Nuevamente tenemos este resultado

vi(y) = (y) < v(@:) = P(re) = v7(y) — v™(xe) < Ply) — vl (46)

Entonces si tomamos el DPP correspondiente a las funciones v°, si pasamos restando v°(z.) y lo
distribuimos multiplicando por 2 y por (1 — £2) obtenemos

0= (o) —v @) + (1= f ) )
Be(xe
Entonces usando (5.2) y dividiendo por 2 obtendremos

0< (u(w) — v (2)) + (1— )= 4 (@) — ¥la)dy.

2
€ Bs(l’s)
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Nuevamente vamos a usar la expansion de Taylor hasta orden 2 de la funcién ¢

P(y) = Plae) + (Vi(ze), (y — o)) + %<D2¢(f€s)(y — ), (y — x2)) +o(ly — 2 )
Cony € B.(x.).

Entonces

L ) - ) dy = ~

€ Be(ze) €2 Be(ze)

(V). (g = ) + 5{DH0(w) y — 22), (g — )y

Aqui falta sumar el término o(|y — z.|?), pero como este término va a cero cuando € — 0 lo vamos a
eliminar ahora.

Vamos a analizar la integral anterior separando la suma,

ARALCRNTRES dy—Z F o o - )y

< (ze)

Observar que dentro de la integral ., (z.) es constante y el factor (y; — (z.);) es impar en B.(z.)
para todo j. Entonces podemos deducir que todas las integrales son 0, es decir,

iz (Vip(z2), (y — xc))dy = 0.

€ Bs(l's)

Por otro lado

1]{36(%)<D2w(%) (y — .Te)’ (?J — xe Z Ovva, (22) ?Jz’ — (22)s) (yj — (xs)j)dy.

2 € € €

1]1 = (ze)

Razzonando de manera similar a lo anterior, es decir, usando que (y; — (x.);)(y; — (x.);) es impar en
B.(z.) sii # j obtenemos lo siguiente

(i — (2):) (4 — (2.);) | 7
aacixj (l'g) Y Feli) Wy — \Pe)i dy = R )2
i - : savie) f, gy e

Calculemos la integral

2
][ (yj - (2x6)j)2dy _ 1 (yj - <$6)j) dy.
B.(z) € | B(.)| Be(z) €
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Hagamos el siguiente cambio de variables z = == entonces dz = dygln y asi obtenemos la constante
R,

1 1
22e"dz =

_— —_ 22dz = K.
e"|B1(0)| Jpy(0) ’ 1B1(0)| JB,0) 7

Asi llegamos a que

% Z ][ Onva (22) (yi — (22):) (5 _€($a)j)dy — %; KOz, (Te) = gAg/z(mg).

i,5=1 < (ze) €

Luego si volvemos a nuestra cuenta anterior obtenemos
K
0 <wu(z.) —v(z) + (1 — 62)§A1/1<1’5).

Entonces tomando limite cuando € — 0 y usando la convergencia uniforme de «° y v° y la continuidad
de A llegamos a

K
0 < u(xg) —v(zg) + §A¢(xo).
O lo que es lo mismo

—gA¢(x0) + v(xg) —u(zg) <0

Lo que prueba que v es subsolucién viscosa de la ecuacién

—gAv(mo) +v(xg) — u(xg) = 0.

Probar que v es supersolucion viscosa es totalmente andlogo.

6. El sistema en una dimension

Si escribimos nuestro sistema en un intervalo se simplifica mucho, ya que el infinito laplaciano
unidimensional es la derivada segunda usual. Tenemos

( —%u”(x) +u(z) —v(z) =0 siz e (0,1)
—%U”(l‘) +v(x) —u(x) =0 siz € (0,1)
u(x) = f(x) sizx=0,1
v(z) = g(z) siz=0,1.
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que se puede resolver explicito usando que w := u + v es solucién de

_%w"(x) —0 siz e (0,1)
w(x) = f(z) + g(z) six=0,1.

De esta ecuacion se obtiene que

—%u"(m) +oue) —w(x) =0 size(01)

w(z) = f(z) siz=0,1.
Y 1

50" (@) + 200 —w@) =0 size(01)

v(z) = g(x) siz=0,1.

Terminemos con una simple observacon que es valida en cualquier dimension.

Observacion 8. si
inf f >supg 47)

entonces
u(z) > v(z), Vo e Q

(siempre conviene estar jugando en el primer tablero porque salir en el primer tablero paga mas que
en el segundo). Y de ahi que, pasando al limite, si se cumple (8) se tiene

u(x) > v(x), Vx € Q.

7. Extensiones

En este dltimo capfitulo describiremos brevemente una serie de posibles formas de extender nues-
tros resultados para abordar nuevos problemas.
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7.1. Iteraciones

En esta subseccion esbozaremos que sucede cuando iteramos los juegos considerando la cantidad

de saltos que se pueden producir.

Si en el juego no admitimos ninglin cambio de tablero (ambos juegos se juegan en tableros que no
estan conectados) nos queda una solucién del DPP

(i) =15

f(z)

[ vo(®) = 7(z)

uy ()

o) = f iy

sup ug(y) + ! inf ug(y)} six €€,
y€B: () y€EB:(z)
stx € €,
si x € R"\Q,
si v € R"\(Q,

que nos lleva (pasando al limite como antes) a una solucién del sistema desacoplado

p

\

1

—§Aoou0(sc) =0 six € ()
—gAvo(m) =0 six € ()
up(z) = f(x) six € 0N
vo(z) = g(x) si x € 0L

Ahora bien, si dejamos que cambie solo una vez (una vez que se produce un cambio de tablero nunca
mas se puede volver al tablero anterior), nos queda

=%v5(z) + (1 — 52){1

o () = Eu () + (1 - £2) f

1
sup uj(y)+ = inf ui(y)} st x €€,
yEB. () 2 yEBe ()
vi(y)dy six € (),
B.(z)
si v € R"\Q,
st x € R™\CQ.
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Pasando al limite obtenemos una solucion de

( _%Amul(x)—i—ul(x)—vo(x) —0 sizeQ
_gAfUl(g;)+ful(;c)—u0(aj) =0 six € Q)
ui(z) = f() siz € 00

L o1 (z) = g(x) st x € 0L

Y si le dejamos hacer solo n cambios, llamando (u:,v%) al valor del juego con a lo sumo n
cambios, nos queda

i) =) 0= g s w) g G} sieeo
vi(z) = e*us_ (v) + (1 — 52)][ v; (y)dy sixz €,
s () = F(x) o siz € RMQ.
\ vE(z) = g(x) stz € R™\Q.

y llegamos a una solucion de

( —%Aooun(x) + up(x) —vp_1(z) =0 six €€
—gAvn(x) + 0 (@) — un_1(x) = 0 sizeQ
un(z) = f(x) six € 0N

 vn(2) = g(2) st x € ON0.

Conjeturamos que estas funciones (u,, v,,) convergen a una solucién de nuestro problema original
n — oo (y los correspondientes valores de los juegos convergen a una solucién del DPP original).

7.2. Sistemas con coeficientes dependientes de =

Podemos mirar el caso en que la probabilidad de saltar de un tablero a otro depende del punto. Por
ejemplo, podemos poner que para saltar del tablero 1 al 2 la probabilidad es a(x)e? y del tablero 2 al
1 b(x)e?, para dos funciones a(x), b(x) no-negativas. Para este juego el correspondiente DPP toma la
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uf(x) = a(x)e*v®(x) + (1 — a(:z:)eSZ){1 Es;l[() )ue(y) + %yel'gaf(x) us(y)}

o (1) = ()2l (2) + (1 — b(z)e?) ][ R

[ v°(z) =9(2)

six € €,
stx € S,
si v € R"\Q,
st x € R™M\Q.

Y, si pasdaramos al limite como antes (notemos que las estimaciones necesarias para usar el lema de
tipo Arzela-Ascoli no son exactamente iguales a las hechas en este trabajo, ya que la idea de seguir
una trayectoria de puntos empezando en x, por otra empezando en y, en el mismo tablero es posible
pero los saltos ya no tienen la misma probabilidad), obtendriamos soluciones del sistema

;

—%Aoou(x) +a(z)u() —a(@e(z) =0 sizeQ,
—gm(x) +b(x)v(z) — b(z)u(z) = 0 sizeQ,
u(r) = f() six € 09,
( v(z) = g(z) six € 09,

7.3. Sistemas N x N

Podemos abordar el sistema de N ecuaciones con N incégnitas, uq, ..., Uy,

—Liui(z) + bju;(z Z a;jui(z six €,
J#i
wi(z) = fi(z) st x € OS).

Aqui L; es el operador eliptico A, 0 A, y los coeficientes b;, a;; son no-negativos y verifican

b; —Zam

Cuando pensamos en el correspondiente juego debemos contemplar /N tableros y poner que la
probabilidad de saltar del tablero ¢ al j es a;;e? (y entonces la probabilidad de seguir jugando en el

tablerodes 1 — 3 ,; a;;e?).
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El correspondiente DPP es

(

ui(e) = 2 Y agus(a) + (- b5 swp i)+ 5 ik ui(y))

i yEB: () 2 yeBe(x)
o bien
—522%3 1—b5)][ us (y)dy stz € (),
< (z)

i
L ui(z) = f(x) si x € R™\Q.

7.4. Sistemas con el p—Laplaciano normalizado

El p—Laplaciano normalizado se define como
A]])Vu(:v) = aA u(z) + fAu(z),
con «(p), B(p) dependiendo de p y verificando
a+p=1
(ver [14]).

Nuestros resultados se pueden extender para cubrir sistemas de la forma:

pu(z) +u(r) —v(x) =0 six € (),

—AN () +v(z) —u(r) =0 siz € Q,
w(z) = f(z) six € 0,
L v(2) = g(2) six € 0.

Para este problema un juego cuyas funciones valor aproximen las soluciones se basa en reglas simi-
lares a las estudiadas en esta tesis pero sorteando con una moneda desbalanceada con probabilidad
a(p) de cara'y B(p) de ceca cual juego (si jugamos Tug-of-War o jugamos al azar) determina la po-
sicién en el tablero 1. También usamos una moneda cargada en el tablero 2 (pero en este caso con
probabilidades «(q) de cara 'y 5(q) de ceca).
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Para este juego el correspondiente DPP es el siguiente:

( 1 L c e
W) = @)+ (1= 2) [a@) {5 sw w45t W)+
i 2 yeB.(2) 2 yeBc(x) Be(z)
stx € §,
€ 2, € 2 _ 1 € 1 ‘ € €
vi(@) = () + (L—) [a(@){5 swp v () +5 if v ()} +Ba) F o (y)dy
i VEBe(x) y€Be(2) (@)
stx € §,
uf(x) = f(x) si x € R"\Q,
ve(x) = g(x) st x € R™M\Q.
7.5. Sistemas parabolicos
Nos referimos a sistemas de la forma
( 1
u(x,t) — §Aoou(:t,t) +u(x,t) —v(x,t) =0 six €Q, t>0,
vz, t) — gAv(m,t) +ou(z,t) —u(z,t) =0 sized t>0,
u(z,t) = f(x) siz e ), t>0,
v(x,t) = g(z) sized, t>0,
u(z,0) = ug(x) six €,
L v(z,0) = vo(x) six € Q.

Para disenar un juego cuyas funciones valor aproximen sistema de este tipo podemos pensar en reglas
similares a las estudiadas en esta tesis con el agregado de una variable, ¢, que en cada jugada decrece
at — &2. El juego termina si la posicion z, cae fuera de 2 con ¢, > 0 (y en este caso el pago final
viene dado por f(x,) o por g(x,) dependiendo si estamos en el primer tablero o en el segundo) o bien
si t, < 0 (y en este caso el pago final viene dado por ug(x,) o por vy(x,) dependiendo si estamos en
el primer tablero o en el segundo).
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Para este juego el correspondiente DPP es el siguiente:

( 1 1
uf(x,t) = v (x,t —e?) + (1 — 52){— sup u(y,t —e*)+ = inf u(y,t— 62)}
2 yEB:(x) 2 y€EB:(z)

six €, t>0,

v (z,t) = ®uf (2, t — %) + (1 — &%) ][ v (y,t —e¥)dy
B:(x)

stx €, t>0,

= f(x) six € RM\Q, t >0,

= ug(x) sizxeQ t<0,

(2, 1)
ve(x,t) = g(z) siz € RM\Q, t >0,
(z,1)
[ v°(2,t) = vo() stx e, t<O0.

También podemos encarar el estudio de sistemas con una ecuacion parabdlica y una eliptica, por
ejemplo,

( u(x,t) — %Aoou(x,t) +u(z,t) —v(x,t) =0 sixz €, t>0,
—gAv(x,t) +o(z,t) —u(z,t) =0 sizx e, t>0,
u(z,t) = f(x) six e 0, t>0,
v(x,t) = g(z) siz e dfd, t>0,
u(z,0) = ug(x) six € Q.

\
Observemos que en este sistema la funcion v(x, t) depende de t (ya que aparece u(z,t) en la corres-
pondiente ecuacion).

En este caso, decrecemos ¢ a t — £ s6lo si jugamos en el tablero 1, mientras que si jugamos en el
tablero 2 no modificamos la variable ¢ en cada jugada,

7.6. Sistemas con decision de saltar

Now referimos a introducir la posibilidad de que uno de los jugadores (por ejemplo el jugador I
que busca maximizar el pago final) puede decidir en el primer tablero si saltar al otro tablero o jugar
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Tug-of-War, mientras que en el segundo tablero las reglas son las que ya hemos descripto en este
trabajo (con la probabilidad de saltar de tablero dada por £2). Para este juego el DPP es

)
u®(x) = max {vg(:):); {% yes]i}?x) u(y) + %yGian(m) ua(y)}} six €9,
v (z) = e*uf(z) + (1 — &?) ve(y)dy six € ),
uf(r) = f(x) six € R”\BKEZ(:B)

| v*(z) =7(x) si v € R"\Q.

Si lograsemos tener un limite uniforme llegariamos a soluciones del sistema,

( mix {v(z) — u(z); Au(z)} =0 siz € Q,
—Aw(z) + v(z) — u(z) = 0 siz € Q,
u(e) = f(z) siz € 00,

| (@) = g(a) six € 09,

Para este problema hay que suponer que
f(x) 2 g(z), =€0%,

para tener chances de tener una solucion continua hasta el borde (observemos que de la ecuacion
tenemos v(x) — u(z) < 0 para x € ().

Si es el jugador II (el que quiere minimizar) el que tiene la decision de saltar se obtendria una
ecuacion de la forma

min {v(z) — u(z); Axu(x)} =0.
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