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Introduccion

Una forma cuadritica binaria es un polinomio de la forma q(z,y) = az? + bry + cy® y su
discriminante estd dado por d = b? — 4ac. Las formas cuadriticas binarias han sido objeto de
estudio en teoria de numeros por siglos. El objetivo de esta tesis es demostrar un teorema de
equidistribucién del conjunto de formas cuadréticas sobre Z de igual discriminante d, cuando
d — 4o00. Basta considerar las formas cuadréticas primitivas, es decir aquellas cuyos coeficientes
no tienen un divisor en comun. Las formas cuadréticas binarias primitivas de discriminante d se
identifican con el conjunto

Raise(d) = {(a,b,c) € Z* : mcd(a,b,c) = 1, b* — dac = d}.

Un discriminante es un entero d para el cual Rgjsc(d) es no vacio. Resulta natural preguntar cémo
se distribuye el conjunto Rgis(d). Es claro que |d|~1/2Rgisc(d) esté contenido en el conjunto

Vdec(R) = {(a7b7 C) € R3: b? — dac = 1} (1)

de formas cuadraticas reales de discriminante 1. Este espacio posee una medida pgisc definida
de la siguiente manera: para A C V. (R) medible, pqisc(A4) es la medida de Lebesgue del cono
C(A) = {(a,b,c) €R?: 0 < b? —4dac < 1, y (b*> — 4ac)~/?(a,b,c) € A}. En los aiios 50, Linnik
comenzé a estudiar la distribucién de |d|~'/?Rgisc(d) en Vi (R) y problemas similares sobre la
distribucién de las soluciones de Q(a,b,c) = d a medida que d — +o00, donde @ es una forma
cuadratica ternaria (ver [ ]). Este trabajo fue continuado por su estudiante Skubenko. El

resultado que buscaban demostrar es el siguiente:
Teorema 0.1 (Duke). A medida que d — 400 entre los disriminantes positivos, el conjunto
A2 Ryisc(d) C Vi (R)

se vuelve equidistribuido en Vdec(R) con respecto a la medida pgisc, en el siguiente sentido: para

todo par de funciones @1, pq € CC(VdTSC(R)) tales que paisc(w2) # 0, se tiene

ZIGRdisc(d) 301(1‘/\/8) N Hdisc(%pl)
ZmeRdiSC(d) wz(x/\/ﬁ) Haisc(2)

(2)

En 1962, Skubenko [ | demostro el teorema para los discriminantes d > 0 tales que (%) =1

para un primo p fijo, donde (5) es el simbolo de Legendre. Aunque la condicién (4) = 1 es esencial

en el método de demostracion de Linnik, resulta arbitraria y se esperaba que el resultado valiera en
general. Duke | ] logré eliminar la condicién (£) =1 recién dos décadas més tarde, usando
métodos de andlisis armoénico y en particular una cota no trivial para sumas de Kloosterman
usando ideas y resultados de Iwaniec | ]

Una de las ideas clave de la demostraciéon de Duke consiste en reinterpretar el problema en
términos de la distribucién de un conjunto finito de geodésicas en el campo tangente unitario de
la curva modular Yp(1). A cada forma cuadratica q(x,y) = ax? + bxy + cy? en Rgisc(d) se le puede
asignar el par de puntos %G\/E € R. En el plano hiperbdlico H = {z € C : Im(z) > 0} hay una
Unica geodésica cuyos extremos son estos dos puntos y es la semicircunferencia que los une (en
el sentido de geometria euclideana). En Yy(1) = PSLo(Z)\H, esta geodésica se vuelve una curva
cerrada 4. Sea

%= U (3)

q€ Raisc (d)
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El teorema de Duke es equivalente al siguiente resultado:

Teorema 0.2 (Duke, versién 2). A medida que d — 400 entre los discriminantes fundamentales,
el conjunto 4, se vuelve equidistribuido en T (Yy(1)) con respecto a la medida de Haar.

El enunciado preciso de este teorema serd dado en el comienzo del capitulo 2, asi como la
demostracion de la equivalencia entre los teoremas 0.1 y 0.2. Recientemente, Venkatesh, Lindens-
trauss, Einsiedler y Michel [ ] hallaron una demostracién original del teorema de Duke,
usando teoria ergddica, y éste es el enfoque que utilizaremos en esta tesis. La demostracién tiene
dos ingredientes principales: el lema bdsico de Linnik 4.5, que ya estaba presente en el método
original de Linnik, y la unicidad de la medida de maxima entropia para el flujo asociado al grupo
uniparamétrico a; = (%t 20) en PSLy(Z)\PSLa(R).

Vale la pena mencionar que un método similar fue utilizado por los mismos autores en | 1,
donde demuestran un resultado andlogo para X3 = PGL3(Z)\PGL3(R). En este caso las geodésicas
son reemplazadas por subvariedades riemannianas completas totalmente geodésicas de curvatura
seccional 0 maximales. Sea H el subgrupo de matrices diagonales en PGL3(R). A cada 6rbita
cerrada ©H en X3 le asignan un “discriminante” que mide la complejidad aritmética de la orbita.
Luego demuestran el siguiente resultado:

Teorema 0.3. Las orbitas periddicas de H en X3 se pueden agrupar en clases de equivalencia de
modo que dos orbitas equivalentes tienen igual volumen y discriminante. Para cada drbita periddica
xH, sea Y, g la unidn de todas las drbitas compactas equivalentes a xH. Si (x;H); es una sucesion
de drbitas compactas tales que disc(x;H) — +00, entonces

(a) vol(Yy, ) = disc(ax; H)/2+o),
(b) Los conjuntos Yy, m se vuelven uniformemente distribuidos en X3 con respecto a la medida
de Haar.

Este teorema se puede interpretar de varias maneras y tiene, por ejemplo, el siguiente corolario:

Corolario 0.4. Fijemos un primo p > 3. Entonces, cuando d — +oo entre los enteros que mo

son cubos perfectos y tales que p no se parte completamente en Q(\S/a), la sucesion de conjuntos
d=13{M € M3(Z) : M? = dI} se vuelve equidistribuido en {M € Ms(Z) : M?> = TI}.

En el capitulo 1 desarrollamos los resultados de teoria ergddica que necesitaremos para la
demostracién. Las principales herramientas son el teorema ergddico puntual de Birkhoff, la des-
composicién ergddica y las cotas a la entropia que demostraremos en la 1ltima seccion.

En el capitulo 2 estudiamos las propiedades métricas bésicas del plano hiperbdlico, definimos
el flujo hiperbdlico en esta variedad y en cocientes de la misma por reticulos, y probamos que es
ergodico con respecto a la medida de Haar en este tltimo caso.

El capitulo 3 estda dedicado al estudio de formas cuadréticas binarias y cuerpos cuadraticos.
En él estudiaremos los espacios cuadraticos y los érdenes en cuerpos cuadraticos. En particular
demostraremos la correspondencia entre ideales inversibles sobre estos 6rdenes y clases de formas
cuadréticas binarias mddulo la accién de GLa(Z). Luego demostraremos una cota sobre represen-
taciones de formas cuadraticas que luego usaremos en el ultimo capitulo para demostrar el lema
bésico de Linnik, que es uno de los ingredientes clave de la demostracién.

Finalmente, en el capitulo 4 daremos la demostracién del teorema de Duke.

Notacion asintotica

Dadas dos funciones f, g a valores complejos con igual dominio, la notacién f(z) = O(g(x))
denota que existe una constante ¢ > 0 tal que |f(z)| < c|g(z)| para todo z en el dominio de f y g.
Maés en general, dada una funcién F' : R™ x Ry — C, usamos la notacién f(z) = F(z,O(g(x)))
para denotar que existe una funcién r(z) = O(g(x)) tal que f(x) = F(x,r(x)) para todo x. Por
ejemplo, f(x) = h(x)+O(g(x)) se traduce como f(x)—h(x) = O(g(zx)), mientras que la condicién
f(z) = 290 es equivalente a pedir la existencia de una constante ¢ > 0 tal que |f(z)| < z¢ para
todo x. En el caso que la constante implicita dependa de algiin o varios parametros, todos estos



parametros deben ser especificados ubicdndolos como subindice de O. Por ejemplo, la ecuacién
f(z) = O-(x*) significa que existe una constante C(g) > 0 tal que |f(x)| < C(e)ze.

Dadas dos funciones f, g : 2 — C definidas en un conjunto 2 C R y un punto de acumulacién
Zo € [—00,+00] de Q, decimos que f(x) = o(g(z)) cuando x — xq si

f(z)

9()

Los mismos comentarios hechos sobre la notacién O también son aplicables para la notacién o. En
vez de la notacién f(x) = O(g(z)) utilizaremos a veces la notacién equivalente f(x) < g(x), cuya
ventaja radica en que es posible concatenar varias de estas expresiones, aprovechando el hecho de
que < es una relacién transitiva entre funciones. Andlogamente, escribir f(z) <y, . 4. g(x) es
equivalente a f(x) = Oy, ... (9(x)).

lim
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Capitulo 1

Teoria ergédica

1.1. Teoria de la medida

Esta seccién sirve como repaso de los resultados de teoria de la medida que utilizaremos mas
adelante, asi como para fijar notacién.

Sea X un conjunto. Un dlgebra de subconjuntos de X es una familia &/ de subconjuntos de X
que cumple: (i) @ € «f; (i1) si A, B € o entonces AUB € o,y (ii1) si A € o entonces X \ A € o.
Una o-dlgebra es un dlgebra 9 que es cerrada por uniones numerables de sus elementos, es decir, si
A, € 9 para cadan € N, entonces J—, A, € «. Notemos que cualquier interseccién de dlgebras
en el conjunto de partes 2 (X) es un élgebra, asi que para toda coleccién & C % (X) existe una
Unica algebra que es minimal con la propiedad de contener a &. Llamamos a esta algebra el dlgebra
generada por &. El mismo argumento es vélido para o-algebras, asi que existe para & C 2 (X)
una tnica o-dlgebra o(¢) que contiene a & y es minimal con esta propiedad, y que llamamos la
o-dlgebra generada por &. Si X es un espacio topoldgico, su o-dlgebra de Borel es la o-algebra
9% x generada por los abiertos (o equivalentemente, los cerrados) de X.

Un espacio medible consiste de un conjunto X provisto de una o-dlgebra 8 C P (X), y lla-
mamos conjuntos medibles a los elementos de %8. Si (X, %) es un espacio medible, una medida en
este espacio es una funcién p: B — [0, +oo| tal que u(@) =0y p(U,—; Bn) = >, 1(By) para
toda sucesién { By, }neny C % de conjuntos disjuntos dos a dos. Andlogamente, una medida signada
finita (resp. medida compleja) es una funcién p : B — R (resp. p : B — C) que es o-aditiva.
Decimos que una medida p es una medida de probabilidad si ademds p(X) = 1. Decimos que u es
finita (resp. o-finita) si pu(X) < +oo (resp. X es la unién de numerables conjuntos medibles de
medida finita). Un espacio de medida es una terna (X, %, 1) donde (X,%) es un espacio medible
y p es una medida. Si p(X) = 1 decimos que (X, 9B, 1) es un espacio de probabilidad.

Si (X,%), (Y,6) son espacios medibles, llamamos a una funcién f : X — Y medible si
f~YC) € B para todo conjunto medible C' € 6. En el caso que ¥ = R o C, tomamos por
convencién la o-dlgebra de Borel. Entonces una funcién f : (X,%) — R es medible si y solo si
f7(c,+00) € B paratodoc € R. Si f: (X,%B) — (Y,6) es medible y 11 es una medida en (X, %),
entonces f define una medida push-forward f.p en (Y,6), dada por f.u(C) = u(f~(C)) para
todo C' € 6.

Un método posible para definir medidas en un espacio medible (X,%) consiste en definir la
medida g en un subconjunto de %, por ejemplo un dlgebra By C 9B y después probar que u
se puede extender a %B. Si Bg es un algebra de subconjuntos de X, una pre-medida en B, es
una funcién ug : By — [0, +o0] tal que: (i) po(D) = 0, y (i) si {An}nen € Bo son conjuntos
disjuntos dos a dos tales que |J,—; A, € By, entonces po(U,—q An) = >y to(Ay). Notemos
que una pre-medida es finitamente aditiva ya que podemos tomar A,, = & en la definicién para n
grande. Es claro que si pg se puede extender a una medida en una o-algebra més grande entonces
debe cumplir estas dos propiedades. El siguiente teorema garantiza que pg se puede extender a la
o-algebra generada por %By:

Teorema 1.1 (Hahn-Kolmogorov). Sea B¢ un dlgebra de subconjuntos de X y sea B la o-dlgebra
generada por Bg. Entonces toda pre-medida g : By — [0, +00] se puede extender a una medida
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w:%B —[0,400]. Sip es o-finita, entonces tal extension es dnica y estd dada por

w(E) = inf {Z po(By) : By € B, E C | Bk}. (1.1)
k=1

k=1
Demostracion. Ver | , Teo. 1.14]. O

Teorema 1.2 (Teorema de aproximacion). Sea (X,%B, u) un espacio de medida y sea Bog C B un
dlgebra que genera a B como o-dlgebra. Entonces para todo B € B tal que u(B) < 0o y para todo
e > 0 existe By € B tal que u(B A By) < e.

Demostracion. Ver | , §12.B] O

Supongamos ahora que (X,%,u) es un espacio de medida donde X es un espacio métrico
separable y 9B es la g-algebra de Borel. Sea N C X la unién de todos los abiertos U C X con
u(U) = 0. Como X es separable, N se puede expresar como la unién de a lo sumo numerables de
estos abiertos, asi que u(N) = 0 por o-aditividad. Se sigue que N es el mayor abierto con medida
0. El complemento de N se denomina el soporte de p, notado sop(u). El soporte es un subespacio
cerrado y se puede caracterizar como el conjunto de puntos = € X tales que u(U) > 0 para todo
entorno abierto U de x.

1.1.1. Espacios de Lebesgue

Dado p € [1,+00) definimos £%(X) como el conjunto de todas las funciones f : X — C

medibles tales que [ |f[P du < co. Por la desigualdad de Minkowski, || f|l, = ([ |f|P du) Y7 es una
seminorma en este espacio. Su nucleo es el conjunto N de funciones medibles que son iguales
a 0 c.t.p. Luego el cociente LF(X) = £E(X)/N es un espacio normado que es completo (ver
[ , Teo. 6.6]). También usamos la notacién alternativa LP(X,%,u) para especificar la o-
algebra 9. Para p = oo, .Sfﬁo(X ) es el conjunto de funciones esencialmente acotadas, es decir,
aquellas funciones para las cuales

Iflloc = inf{c € R: |f| < ¢ para p-casi todo z € X} < o0.

Al igual que antes, || f||o es una norma en el cociente L;7(X) = £3°(X)/N.

1.1.2. Convergencia de medidas

Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Una medida de Radon en X es una medida
de Borel que cumple:

(i) p(K) < oo para todo compacto K C X;
(#3) p(E) =inf{u(U): U D E es abierto} para todo boreliano F € B x;
(#91) p(U) =sup{u(K): K C U es compacto} para todo abierto U C X.

Denotamos por A (X) al espacio de medidas de Radon complejas. Se puede ver que cualquier
medida de Borel finita es una medida de Radon.

Teorema 1.3 (Riesz-Markov). Si ¢ : Co(X) — C es una transformacion lineal positiva, entonces
existe una unica medida de Radon p en X tal que o(f) = [ fdp para toda f € C.(X).

Demostracion. Ver | , Teo. 7.2]. O

Corolario 1.4. C*(X) es isomorfo como C-espacio vectorial a M (X)
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Si X es un espacio localmente compacto y Hausdorff, denotamos por 4+ (X) (resp. M1 (X)) al
conjunto de medidas de Radon (resp. medidas de probabilidad de Radon). Si H es un grupo que
actia a derecha en X, denotamos por . };(X) al conjunto de medidas de Radon H-invariantes a
derecha. Se le puede asignar a todos estos conjuntos una topologia débil" que es la topologia inicial
con respecto a la familia de mapas p — pu(f) = [ f dp donde f varfa en C.(X). En otras palabras,
es la topologia con sub-base formada por los conjuntos

Ulpo, fre) = {p € M(X) : [u(f) — po(f) < e},

donde £ > 0, o € M(X) y f € Ce(X). Bajo el isomorfismo A (X) = C.(X)*, la topologia débil*
se corresponde con la topologfa débil* en C.(X)*. A su vez podemos considerar la topologia inicial
en A (X) con respecto a los mapas p — p(f) con f variando en Cy(X), el espacio de funciones
continuas acotadas. Esta topologia es mas fina que la débil* y se suele llamar la topologia débil.
Usamos la notacién p, — p para denotar convergencia débil* y la notacién p, = p para
denotar convergencia débil.

Lema 1.5. Sea (X,d) un espacio métrico y sean pin, u medidas de probabilidad en (X,%8). Son
equivalentes:

(i) pn = p.
(i) limsup p, (F) < p(F) para todo cerrado F C X.

n—oo

(#91) lminf p, (U) > u(U) para todo abierto U C X.

n—00

(iv) pn(B) = u(B) para todo B € B tal que u(0B) = 0.
Demostracion. Ver | , Teo. 2.1] O

Teorema 1.6. Sea X un espacio métrico separable y localmente compacto. Entonces la topologia
débil* y la topologia débil en M'(X) son metrizables.

Demostracion. El espacio normado (Ce(X), || - |lsup) €s separable asi que la bola unitaria cerrada
B de C.(X)* es metrizable con la topologia débil*. Por el teorema de Riesz-Markov el espacio
M (X)) con la topologfa débil* es homeomorfo a un subespacio de B y en particular es metrizable.
Para la topologia débil el teorema se deduce de que esta topologia esta inducida por una distancia
conocida como la métrica de Prohorov, cf. | , §6]. O

Si X es un espacio métrico compacto, entonces . (X) es compacto ya que bajo el isomorfismo
M(X) = C(X)*, M (X) se corresponde con un subespacio cerrado de la bola unitaria cerrada,
que es débil*-compacta por Banach-Alaoglu. Sin embargo esto no vale cuando X no es compacto
y puede suceder que una sucesién de medidas de probabilidad converja a una medida pu € A (X)
con p(X) < 1. Por ejemplo, si tomamos las medidas de Dirac 8, en X = R, entonces 8, — 0 ya
que 0, (f) = f(n) es eventualmente cero para cualquier f € C.(R). Este fenémeno se suele llamar
escape de masa. Notar ademds que d,, no converge débilmente a 0.

No obstante, hay una condicién sencilla que garantiza la compacidad de subespacios de (! (X).
Sea X un espacio métrico separable y completo. Decimos que un conjunto II C 1 (X) es tight
si para todo £ > 0 existe un compacto K C X tal que pu(K) > 1 — € para todo u € II. Decimos
que una sucesion (pi,)n, C A (X) es tight si para todo € > 0 existe ng € N y un compacto K
tal que u,(K) > 1 — € para todo n > ng. Observemos que esto es equivalente a que el conjunto
{pn : n € N} sea tight. En efecto, es facil ver que {u} es tight para cualquier medida p € 1 (X)

(cf. [ , Teo. 1.3]). De esto se deduce que cualquier conjunto II C .#(X) finito es tight. Si
(1) es una sucesién tight, dado € > 0 existe ng € Ny K; C X compacto tal que u, (K1) > 1—¢
para todo n > ng. Como {1, ..., fin,—1} es finto, existe un compacto Ko tal que p,(Kz) >1—¢

para todo n < ng. Entonces p,, (K7 U K3) > 1 — ¢ para todo n. La implicacién inversa es evidente.

Teorema 1.7 (Prohorov). Si X es un espacio métrico separable, entonces toda sucesidn tight
(pn)n C MY(X) posee una subsucesion que converge débilmente.

Demostracion. Ver | , §5]. O
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Proposicion 1.8. Si X es un espacio métrico localmente compacto y separable, entonces la to-
pologia débil* y la débil coinciden en M (X).

Demostracion. Como ambas topologias son metrizables, basta ver que tienen las mismas sucesiones
convergentes. Es claro que la convergencia débil implica la convergencia débil*. Reciprocamente,
supongamos que (fi,), es una sucesién que converge débil* a p € M1 (X). Veamos primero que
(t4n)n es tight. Si esto no pasa, entonces existe n > 0 tal que lim inf,,_, - pn (K) < 1 —n para todo
compacto K. Por otro lado, como {u} es tight, existe un compacto K; tal que u(Kiy) > 1 —n/2.
Sea f: X — [0,1] una funcién continua de soporte compacto tal que f|x, = 1. Entonces [ fdu >
u(K1) > 1—n/2. Por otro lado el soporte K3 de f es compacto, asi que

liminf | fdp, <liminf g, (K2) <1-—1.
n—oo n—oo
Pero esto se contradice con que p,(f) — wu(f). Por lo tanto (p,)y es tight.

Como la sucesién es tight, para todo j € N existe un compacto C; tal que y,,(C;) > 1—1/j para
todo n. Como X es separable y localmente compacto, se puede escribir como unién numerable de
bolas abiertas precompactas B,,, n € N. Construimos inductivamente una sucesion de compactos
K; 2 Cj tales que K; C K¢, para todo j y X = |J;2, K;. En primer lugar tomamos K, = Ci.
Supongamos que hemos definido K; para algin j > 1. Por compacidad existe n; > 0 tal que

K;CBiU---UB,, =W,.

Notar que W] =B U---U B, es compacto. Entonces podemos tomar K1 = Cit1 UWJ. Por el
lema de Urysohn existe una funcién continua ¢; : X — [0,1] tal que ¢, =1 en K; y ¢; =0 en
X\ K7y. Dada una funcién f € Cy(X), definimos f; = ¢;f € C.(X). Notemos que f = f; en
K;, asi que

S =l = [ 101005 din < X\ K < LD
X X\K;

J
para todo n € N. Ahora veamos que p,(f) — p(f). Tenemos que

[(f) = b (O] < Ap(F) = n(UD+ [10(F5) = pn(F + [ (S5) = pn (F)]

< u(fi) = ()] + 2||fjsup’

Haciendo n — oo obtenemos que limsup,, , . |1(f) — un(f)] < % Esto vale para todo j, asi
que pn(f) = p(f). Por lo tanto p, = p. O

1.1.3. Medida producto

Si {(X;,%;)}icr es una familia de espacios medibles, definimos la o-dlgebra producto como
la o-dlgebra % = @,c;%; en X = [[,c; Xi generada por los conjuntos A; x [[;; X;, donde
A; € 9B;. Llamamos rectingulo medible a todo conjunto de la forma

A= HA]X H Xi7

JEF i€EI\F

donde F' C I es un conjunto finito y A; € %; para todo j € F. Es claro que el algebra generada
por los conjuntos A; X Hj 4 X; considerados antes consiste de aquellos conjuntos que son unién
finita de rectdngulos medibles. Ademas, si I es infinito definimos un conjunto cilindrico como un
conjunto de la forma A = Ap X HieI\F X; donde F' C I es finitoy Ap € ®j€F Bj.

Ahora procedemos a definir la medida producto. Veamos primero el caso finito. Sean (X, %, u),
(Y,6,v) espacios de medida o-finitos y consideremos el dlgebra o generada por los rectdngulos
medibles en X x Y. Definimos una funcién 7o : & — [0, +00] de la siguiente manera: si A € of es
unién disjunta de numerables rectangulos medibles B,, x C},, n € N, entonces

70(A) ==Y pu(Bn)v(Cy).
n=1
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Es rutinario ver que esta funcién estd bien definida y es una pre-medida en ¢f. Luego por el
teorema 1.1, 75 se extiende de manera 1inica a una medida 7 en % ® 6. Llamamos a 7 la medida
producto y la notamos 7 = pu X v. Podemos extender esta construcciéon a una medida producto
en un espacio producto con finitos factores definiendo py X po X pz = (1 X p2) X ps, ete. Si los
factores son o-finitos entonces la medida resultante no depende del orden de los factores. En el
caso de numerables factores solo consideramos espacios de probabilidad.

Teorema 1.9. Si {(X,,, B, tin) fnen una sucesion de espacios de probabilidad, entonces existe
una tnica medida p en la o-dlgebra B = Q.- By, tal que para todo conjunto cilindrico de la
forma E = A x[] X, con A€ B ®--- B, se tiene

w(E) = (p1 X - X pn)(A).

Demostracion. Ver | , Teo. 38.B] O

m>n

1.1.4. Esperanza condicional

Sea p una medida en (X, %) y v una medida signada. Decimos que v es absolutamente continua
con respecto a u (notado v < ) si v(E) = 0 para todo E € % tal que u(F) = 0.

Teorema 1.10 (Radon-Nikodym). Sean u,v medidas signadas en un espacio medible (X,%B) y
supongamos que ju es positiva. Si v < u entonces existe [ € LL(X) tal que v(B) = [, fdp para
todo B € %B. Cualquier otra funcion con estas propiedades es igual a f p-c.t.p. Mds ain, para
toda g € LL(X) se tiene que gf € LIIL(X) y [gdv=[gfdpu.

Demostracion. Ver | , §3.2]. O

El teorema de Radon-Nikodym nos permite definir la esperanza condicional de una funcién
integrable con respecto a una o-algebra  C %B. Si f € LL(X ), tomando parte real e imaginaria
podemos suponer que f toma valores reales. Entonces la féormula v(B) = [ fdu define una
medida signada en (X,%), que podemos restringir a %. Como v|g < ul|g, existe una tnica
g € LNX,F,pulg) tal que [, fdu = [, gdp para todo A € F. Llamamos a g = E(f|F) la
esperanza condicional de f con respecto a F. Por linealidad podemos extender la definicién a
funciones a valores complejos.

Si X es un espacio de probabilidad, entonces toda funcion f € Lz(X ) pertenece a L}L(X ) ya
que [|fldp < 5 [|f[*du+ 3. Luego podemos mirar a L2(X) como un subespacio de L}, (X),
aunque con distinta norma.

Proposicién 1.11. Sea (X, 9B, 1) un espacio de probabilidad y sea F C B una o-dlgebra. Entonces
la restriccion del operador esperanza condicional E(—|F) a L?(X,%B,u) es igual a la proyeccion
ortogonal L*(X, B, u) — L*(X,F, u).

Demostracion. Ver | , Teo. 0.12] O

Finalmente notemos que si u(X) < ooy f: X — R es acotada, entonces ||E(f|F)]lco < || f]loo-
En efecto, sea M = ||f]lco v sea B = {z: E(f|F)(x) > M} € F. Si u(B) > 0 entonces

Mu(B) < /B E(f|F) dy = /B fdu < Mu(B),

lo cual es absurdo. Por lo tanto u(B) = 0. Andlogamente se demuestra que E(f|F) > —M c.t.p.
asi que [|[E(f]F)|loc < M.

1.1.5. Medida de Haar

Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff. Una medida de Haar a izquierda (resp. a
derecha) en G es una medida de Radén p que es invariante por traslaciones a izquierda (resp.
a derecha), es decir, tal que u(gA) = u(A) para todo g € G y para todo boreliano A C G. Si
denotamos por Ly al mapa = — gz, notemos que p es invariante a izquierda si y solo si (Lg)«pt = p
para todo g € G.
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Teorema 1.12 (Haar). Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff. Entonces G admite
una medida de Haar a izquierda. Si A y p son medidas de Haar a izquierda en G, entonces existe
una constante ¢ > 0 tal que p = cA.

Demostracion. Ver | , §2.2]. O

Para varios grupos de Lie clasicos es sencillo encontrar su medida de Haar. Esto se debe al
siguiente resultado:

Proposicién 1.13. Sea G un grupo de Lie real o complejo cuya variedad subyacente es un abierto
de RY y tal que las traslaciones a izquierda son transformaciones afines, i.e. xy = Ayy + by para
todos x,y € G, donde Ay € My (R) y b, € RN, Entonces |det(A,)|"! dz es una medida de Haar
en G, donde dx denota la medida de Lebesgue en RN .

Demostracion. Ver | , Teo. 2.21]. O

Ejemplo 1.14. Por ejemplo, GL,(R) es un abierto de R y los mapas y — xy, y — yx son
R-lineales para todo z € GL,(R). Usando la proposicién anterior es ficil ver que la medida
|det A|7™dA es una medida de Haar a izquierda y a derecha en GL,(R).

En el caso general de un grupo de Lie G de dimensién real n, se puede construir una medida
de Haar a izquierda usando una forma de volumen invariante a izquierda. Si ws,...,w, son una
base de 1-formas invariantes a izquierda, entonces w = w1 A - -+ A w, es una n-forma invariante
a izquierda que es nunca nula. En particular, w determina una orientacién en G. Ademéas w nos
permite definir una funcional positiva I en C.(G) dada por I(f) = [, fw. Por Riesz-Markov,
existe una tnica medida de Radon y tal que I(f) = [ f du. Como Liw = w para todo g € G, u es
una medida G-invariante a izquierda, ya que para toda f € C.(G),

/fd(Lg)*u:/(foLg)du:/G(foLg)w

= [ ot~ [ L = [ o= [ rau

La antetltima igualdad se debe a que L, preserva la orientacién de G. Se sigue que (Lg).pt = p
para todo g € G, asi que p es invariante.

Sea Ry : G — G el mapa x — xg. Notemos que si ;1 es una medida de Haar a izquierda en G
entonces (Ry).p también lo es. En efecto, como R, y Lj conmutan para cualesquiera g,h € G,
tenemos

(Ln)«(Rg)spt = (Rg)«(Ln) syt = (Ry)spt-

Por el teorema 1.12 existe una constante Ag(g~!) > 0 tal que (R,)«pu = Ag(g~!)u. La funcién
Ag : G = Ryg es un morfismo de grupos topoldgicos y se denomina la funcién modular de
G. Decimos que G es unimodular si Ag = 1. Un ejemplo de grupo unimodular es GL,,(R), por
conscuencia de la proposiciéon 1.13.

Si G es un grupo topoldgico que actia por homeomorfismos en un espacio Hausdorff X, decimos
que X es un espacio homogéneo si para todo z € X, el mapa 7, : G — X, m,(g) = gz es continuo,
abierto y sobreyectivo. Es fdcil ver que bajo estas condiciones el estabilizador H = Stabg(z) de
cualquier punto es un subgrupo cerrado y que el mapa G/H — X, g — gz es un homeomorfismo
que conmuta con la accién de G. En el caso de espacios homogéneos no siempre es posible definir
una medida de Radén en X que sea G-invariante.

Teorema 1.15. Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff y sea H < G un subgrupo
cerrado. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una medida de Radon G-invariante
a izquierda p en G/H es que Aglg = Ap. En ese caso p es dnica salvo por factor de proporcio-
nalidad.

Demostracion. Ver | , §IIL.4]. O

Por ejemplo se dan las condiciones del teorema si G y H son grupos unimodulares. Esta medida
también se llama medida de Haar.
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Lema 1.16. Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff con una medida de Haar a izquierda
A. Entonces

[ 119 = [ 186l ir). (1.2
G G
En particular, si G es unimodular, entonces [, f(g)d\(g) = [, f(g7") d\(g).

Demostracion. Sea § : G — Ry, d(z) = A(x™!) y sea v la medida de Radon en G definida por
v(f) = [ f(g71)d(g) dA(g) para toda f € C.(G). Esta medida es G-invariante a izquierda ya que
para todo a € G,

V(fo L) = / f(ag™1)8(g) dA(g) = 6(a) / F((ga™))b(ga) dA(g)
—3(@)A() [ flg7)(g)dAg) = v(1).

Se sigue que v = ¢\ para alguna constante ¢ > 0. Para ver que ¢ = 1, dado € > 0, por continuidad
de 0 podemos tomar un entorno abierto precompacto V de la identidad tal que V = V! y
1—e<d(9) <1+e paratodo g € V. En ese caso, tenemos (1 — e)A(V) < v(V) < (1 4+ e)A(V).
Como A(V') > 0, esto implica que |¢c — 1| < €. Por lo tanto ¢ = 1. O

Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y sea H < G un subgrupo cerrado. Fijemos
una medida de Haar a izquierda Ay en H. Definimos un mapa I = Iy : C.(G) — C.(G/H) como

If(gH) = /H F(gh) drs (). (1.3)

La funcién If estd bien definida ya que si yH = xH, entonces y = xhg para algin hy € H, lo
que implica que

[ sy aran) = [ fGahoh)ara(n) = [ fGah)ara(h)
H H H

por ser Ay invariante a izquierda. Claramente I f es continua y estd soportada en m(E) donde E
es el soporte de f y m: G — G/H es la proyeccién canénica.

Proposicién 1.17. I: C.(G) — C.(G/H) es sobreyectiva.
Demostracion. Ver | , Lema 1.1]. O

Lema 1.18. Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y sea H < G un subgrupo cerrado
unimodular. Supongamos que Ag es una medida de Haar en H. Entonces hay una biyeccion
a: MYG/H) — M (G), v u, donde pi es la tnica medida en G tal que

/ fdp = / If(gH) dv(gH), (1.4)
G G/H

para toda f € C.(G).

Observacién 1.19. Este lema y la proposicién 1.20 estdn sacados de | , §8]. Sin embargo,
los autores omitieron agregar que H sea unimodular y en tal caso el enunciado del lema anterior
es falso ya que junto con el teorema 1.15 implicaria que todo subgrupo de un grupo unimodular
es unimodular. En efecto, si G es unimodular, en particular su medida de Haar es H-invariante
a derecha y luego inducirfa una medida en G/H que es G-invariante a izquierda, es decir una
medida de Haar. Por el teorema 1.15 esto implica que Ay = Ag|y asi que H serfa unimodular.
Un contraejemplo de esta afirmacién es G = GLj (R) = {g € GLy(R) : det(g) > 0} y H =

{(§1): a>0}.

Demostracion. Siv esuna medidaen G/H, entonces la medida p definida por (1.4) es H-invariante
a derecha ya que para todo y € H, es

I(f o Ry)(gH) = /H F(ghy) dr(h) = /H f(gh) A (h) = Tf (gH)
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por ser H unimodular. Vamos a construir la inversa de a.

Dada p € M (G), su preimagen por « es una medida v tal que v(If) = u(f) para toda
f € C.G). Como I : C.(G) = C.(G/H) es sobreyectiva, v estd completamente determinada por
esta condicién. Para ver que v estd bien definida, supongamos que f € C.(G) estal que If =0y
veamos que u(f) = 0. Si p € C.(G), entonces la funcién F(g,h) = ¢(g)f(gh) € C(G x H) tiene
soporte compacto y en particular es integrable con respecto a p X Ag. Por Fubini, tenemos que

0= [ oto) ([ st dran)) anto)
:/H (/G ©(9)f(gh) du(g)) dAp (h)
— [ ([ etar 11001 dnta) ) arui)
- [ 160 (/ >dAH<h>) au(g)
/f (/ gh)dAH(h)> du(g)=/Gf(g)ls0(gH)du(g)~

Como I es sobreyectiva, podemos elegir ¢ € C.(G) tal que Ip|,g) =1, donde E es el soporte de
f. En ese caso, [p o esigual a 1 en 7~ !7(E), asf que (Ig o7)f = f. Por lo tanto fG fdu =0,
lo que implica que v estd bien definida. Es facil ver que « y su inversa son continuas. O

Proposicion 1.20. Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y sean ', H < G subgrupos
cerrados unimodulares. Fijemos medidas de Haar Ay y Ar en H y ', respectivamente. Entonces
hay homeomorfismos de los siguientes espacios provistos de la topologia débil-*:

H-invariantes a H-invariantes a derecha y I'-invariantes a
derecha en T\G I'-invariantes a izquierda izquierda en G/H
p “ 7 ~ v

medidas de Radon { medidas de Radon en G, } medidas de Radon
“~ >

caracterizados por la siguiente propiedad: para toda f € C.(G), se tiene

/ I f(T'g) dp(T'g) = / fdu= / Iy f(gH) dv(gH),
NG G G/H

donde It f(Tg) = [ f(vg) dA\r(v) y Iu f(gH) = [} f(gh) dXu(h).

Demostracion. Se deduce de aplicar el lema anterior dos veces, notando que bajo la corresponden-
cia de este lema, la medidas de Radon en G/H que son I'-invariantes a izquierda se corresponden
con medidas en J};(G) que son I-invariantes a izquierda. O

1.2. Transformaciones invariantes

Definicién 1.21. Sea (X,%, 1) un espacio de medida y sea T : X — X una funcién medible.
(1) Decimos que un conjunto A € & es T-invariante si T-1(A) = A.

(2) Decimos que u es T-invariante si u(T~*A) = u(A) para todo A € B, i.e. si Typ = pu. En ese
caso también decimos que T preserva a p o que preserva la medida.

(3) Llamamos sistema dindmico medible a una tupla (X, %, u, T) donde (X, %, 1) es un espacio
de mediday T : X — X es medible y preserva a p. Ademds asumiremos que p es una medida
de probabilidad.

(4) Un factor de un sistema dindmico (X,%,u,T) es un sistema dindmico (Y,9,v,S) y una
funcién medible ¢ : X — Y tal que v = ¢ppuy poT = S o ¢.
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Mas adelante trabajaremos con acciones de grupo que preservan la medida. Si G un grupo,
una accidn de G en un espacio de medida (X, %, u) es un mapa G x X — X, (g,z) — g.z tal que:
(7) (gh).x = g.(h.x) para todos g,h € G, x € X, y (ii) para todo B € 8 y todo g € G tenemos
que pu(B) = 0 siy solo si u(gB) = 0. Si G = R, la accién se denomina flujo. Decimos que p es
G-invariante si u(gA) = pu(A) para todo A € % y para todo g € G.

Ejemplos. (1) (Rotaciones del circulo) Sea T = R/Z provisto de la topologia cociente y de la

medida de Lebesgue p = m, A donde 7 : [0,1] — R/Z es la proyeccién al cociente y A es la
medida de Lebesgue en R. Entonces la transformacién

Ry:T—T, Ry(x) =z + [a]

preserva la medida, para todo « € R (donde [a] = 7(«)). Para ver esto, consideremos el
diagrama conmutativo

0,1] = [0,1]

1k
T ——T

donde T, (z) = ¢+ a — |z + «. Es claro que T, preserva la medida de Lebesgue en R, luego

(Ro) st = (Ra) s« d = T (T ) s A = T A = .

Mas en general, si G es un grupo localmente compacto y Hausdorff, entonces para todo g € G
el mapa T : G — G, T'(z) = gx preserva la medida de Haar a izquierda, por definicién.

Sea G = PSLy(R). El flujo geodésico en G es la accién a izquierda ¢ : R x G — G dada

por pi(g) =g (eto/z 6_9/2 ) Es claro que el flujo preserva la medida de Haar a derecha. En el

capitulo siguiente veremos que G es unimodular. Luego el flujo preserva la medida de Haar
a izquierda.

(Esquemas de Bernoulli) Sea (2, %, 1) un espacio de probabilidad. Usualmente se toma un
conjunto finito Q = {w1,...,w,} con F =P (Q) y u({w;}) = p;. Sea X = QN con la medida
producto u" y sea S : X — X dado por S(x1,22,...) = (v2,23,...). Entonces S preserva
a . En efecto, para todo rectdngulo medible A = A; x Ay x -+ x A, x [] Q, su
preimagen es

m>n+1

STHA) =Qx Ay x- x4, x [ @

m>n+2

y ambos conjuntos tienen medida igual a p(A4;)...u(A,). Como los rectdngulos generan
la o-dlgebra producto, se sigue que pN(S7'B) = pN(B) para todo conjunto medible B.
El sistema dindmico (X, F®N N S) se llama esquema o shift de Bernoulli. Andlogamente
es posible definir una versién inversible del sistema tomando como espacio X = Q%. Para
distinguirlos llamamos unilateral al primero y bilateral al tltimo.

Si X es un espacio métrico compacto y T : X — X es una funcién continua, por el teorema
de Krylov-Bogolyubov existe una medida de probabilidad de Radon p que es T-invariante
(ver | , corolario 4.2]). Sin embargo, existen acciones de grupos que no admiten medidas
invariantes.

Proposicién 1.22. Sea T : X — X una funcidn medible en un espacio de medida (X,%B, u). Son
equivalentes:

(4)
(i)

w es T-invariante.

Para toda f € L}L(X) se tiene que [ fdp= [ foT dpu.
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Demostracidn. Supongamos que se cumple (i) y sea B € % un conjunto medible. Si tomamos
f = xp tenemos que u(B) = [xpdu = [xpoTdu = [xr-1pdu = p(T7'B), asi que p es
T-invariante.

Reciprocamente, si T' preserva a p entonces la ecuacién del punto (i) se verifica para xp,
para todo B € 9% y luego por linealidad se verifica para toda funcién simple. Dada f € L}L(X),
tras descomponerla en parte real e imaginaria y luego como f = f; — f_ podemos suponer que
f > 0. Entonces existe una sucesion (¢, ),>1 de funciones simples tales que ¢,, ,/* f puntualmente.
Entonces ¢ o T' * f oT y por el teorema de convergencia monétona,

/fonu: lim /SDnOTdM: lim /gondu:/fdu. O
n— 00 n—oo

Teorema 1.23 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (X,%, u) un espacio de probabilidad,
sea T : X — X wuna transformacion que preserva a p y sea B € B un conjunto con medida no
nula. Entonces casi todo punto x € B regresa a B infinitas veces, es decir, el conjunto

{neN: T"(z) € B}
es infinito para casi todo x € B.

El teorema sigue siendo valido si u(B) = 0, pero en ese caso el enunciado del teorema es trivial
ya que el conjunto de puntos que no regresan a B necesariamente tiene medida 0 (este conjunto es
medible ya que es igual a liminf,, ;oo B\T "B = Jo_, (Nr.—,, B\ T~™B). Tampoco es necesario
que X sea un espacio de probabilidad, solo hay que pedir u(X) < oo en cuyo caso la demostracién
es la misma. Sin embargo, el teorema no vale para espacios de medida infinita, como se ve tomando
X =R, T(z) =2+ 1y B CR cualquier conjunto acotado (medible).

Demostracion. Sea A={z € B: T"(z) ¢ B,Yn > 1} = B\ ,5, T~ "(B). Entonces

A =T B\ TT(B)

n>m+1

asi que T~(A) N T9(A) = @ para todo par de enteros no negativos i # j. Ademds todos los
conjuntos T~™(A) tienen igual medida por ser p T-invariante. Se sigue que pu(A) = 0, ya que
en caso contrario la unién J,,~,; 77" (A) tendria medida infinita, lo cual no es posible. Luego el
conjunto C; = B\ A C B tiene u(C) = p(B) y verifica que todo punto z € Cy regresa a B al
menos una vez. Aplicando el mismo argumento a 72,72, ... hallamos conjuntos C,, C B, n > 1
con p(C,) = u(B) tales que para todo z € C,, existe k > 1 tal que T"*(z) € B. Entonces el
conjunto C' = ",,~; Cp tiene u(C) = p(B) y todo punto = € C regresa a B infinitas veces. O

1.3. Transformaciones ergodicas

Definicién 1.24. Sea (X, %, 1) un espacio de mediday 7' : X — X una funcién medible. Decimos
que T es ergddica si para todo conjunto T-invariante B € 9B se tiene u(B) =00 u(X\ B) = 0. En
tal caso p es T-ergddica. Andlogamente, si G es un grupo que actia en X, decimos que la accién
es ergddica si todo conjunto G-invariante B € 9 verifica u(B) =00 u(X \ B) =0.

Es decir, la ergodicidad nos dice que no es posible descomponer el sistema en sistemas mas
chicos de manera no trivial.

Ejemplos. (1) Sea p € X un punto y supongamos que %8 = % (X) es el conjunto de partes y
tomamos la medida de Dirac §,. Entonces toda transformacién T : X — X es ergédica ya
que todos los conjuntos tienen medida 0 o 1.

(2) Sea R, : T — T la rotacién del circulo vista en la seccién anterior y supongamos que «

es racional, digamos a = 7 con m,n € Z coprimos. Entonces R, no es ergédica para la

medida de Lebesgue, ya que el conjunto Z;S (28 2E41] o5 R,-invariante y tiene medida
%. Sin embargo, R, posee medidas invariantes y ergddicas, por ejemplo p = %Zpe'ﬂ'[n] Op

donde T[n] = {0,1,... 2=11

Y
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Para dar ejemplos no triviales de transformaciones ergddicas, necesitamos criterios de ergodi-
cidad.

Definicién 1.25. Sea (X,%, 1) un espacio de medida y sea T : X — X medible.
(1) Un conjunto B € B se dice esencialmente T-invariante si u(B AT~*B) = 0.
(2) Una funcién medible f : X — C se dice esencialmente T-invariante si f oT = f c.t.p.
Teorema 1.26. Sea (X,%B,u,T) un sistema dindmico. Son equivalentes:
(i) T es ergddica.
) Todo conjunto esencialmente T-invariante B € B cumple u(B) =0 o p(B) = 1.
(iii) Para todo A € B tal que u(A) >0 se tiene pu(U,—, T~ "A) =
) Para todo par de conjuntos A, B € B de medida no nula, existe n > 1 tal que

w(T AN B) > 0.

(v) Toda funcién f: X — C esencialmente T-invariante es igual a una constante en casi todo
punto.

(vi) Toda funcion f € LY (X) esencialmente T-invariante es igual a una constante en casi todo
punto.

Demostracion. (i) = (ii) Sea B € % esencialmente T-invariante. Consideremos el conjunto

A—llrIlsong "B = DlmUnT mB.

Afirmamos que AAB C |J-_ T ™ (BAT'B). Seax € B\ A. Como = ¢ A existe un primer
entero n > 1 tal que z ¢ T-"B. Si m = n — 1 entonces x € T "B\ T-"*UB C T-"B A
T-("**YB =T-"(B AT!B). Andlogamente se demuestra que A\ B C |Jo*_, T~ (B AT 'B).
Luego

w(A N B) < i wW(T~™(BAT'B))=0

m=0

por T-invariancia de p y porque u(B AT~1B) = 0. En particular j(A) = pu(B). Ademds notemos

que
T'A=() T "B=A
n=2m=n
Como T es ergédica, u(A) € {0,1} y luego u(B) € {0,1}.

(ii) = (iii) Sea A € B un conjunto de medida positiva y sea B = J; -, T~™A. Notemos que
T'B=,_,T "AC B.Como u(T~'B) = pu(B), se sigue que u(BAT~ 1B) w(B\T~1B) = 0.
Por (ii) se sigue que p(B) € {0,1}. Pero B no puede tener medida 0 ya que T-'4 C B. Luego
u(B) =1, como querfamos ver.

(#i1) = (iv) Supongamos que vale (iii) y sean A, B € % conjuntos de medida positiva. Como
u(U, T7"A) = 1, tenemos que

n=1
0<u(B)u<BnGT”A>u<GBmT”A> i (BNT™A).

n=1 n=1

Luego u(BNT™™A) > 0 para algin n > 1.
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(iv) = (v) Notemos que (iv) implica que para todo par de conjuntos 4, B € B de medida
positiva que son esencialmente T-invariantes, su interseccion tiene medida positiva. Esto se debe
a que p(A AT ™A) =0, puesto que

AAT ™A= (AAT YA A (T PAAT2A) A A (T AAT™A)

n—1 n—1
c @ AaaT A = | JTH(AATA)
i=0 =0

Sea f : X — C una funcién medible y T-invariante. Tomando parte real e imaginaria podemos
suponer que f(X) CR. Dados k € Zy n > 0, sea

App={xeX: f(z) e [2%,%)}

Este conjunto es esencialmente T-invariante, ya que A, y AT 1A, C{x € X : f(z) # foT(z)}.
Fijemos n > 0y sean k # { enteros. Como A,, yNA, ¢ = &, por (iv) alguno de los dos tiene medida
0. Luego para cada n existe un tinico k(n) € Z tal que (A, k) # 0y como X =[], ., An i, se
sigue que (A k(n)) = 1. Consideremos el conjunto

Y= ﬂ An,k(n)a

n=0

que tiene medida 1. Como f(Y') tiene didmetro 0, debe ser un punto y luego f es igual a una
constante en casi todo punto.

La implicacién (v) = (vi) es clara. Finalmente, supongamos que vale (vi) y veamos que
esto implica (7). Sea A € % un conjunto T-invariante. Entonces la funcién f = xa € LF(X) es
T-invariante, asi que por (vi) f es igual a una constante en casi todo punto. Como f(X) C {0,1}
esta constante solo puede ser 0 o 1. En el primer caso x(A) =0y en el segundo u(A) = 1. Por lo
tanto T es ergddica. O

Proposicién 1.27. R, : T — T es ergddica con respecto a la medida de Lebesque si y solo si «
es irracional.

Demostracion. Ya vimos que R, no puede ser ergddica si o € Q. Supongamos que « no es racional
y sea f € L?(T) una funcién esencialmente R,-invariante. Entonces f admite una expansién de
Fourier f(t) =Y, .7 cn€®™" que converge en L?, donde ¢, = fol ft)e 2t gt Como f(t+a) =
f({t) c.t.p. esto implica que

Cp = / f(t + 04)6727”"“ dt = / f(t)672m‘n(t7a) dt = 627””&8".
T T

Como « es irracional, e2™™m® = 1 para todo n # 0 y luego ¢, = 0 para n # 0. Por lo tanto f es
constante c.t.p. asi que R, es ergddica. O

Proposicion 1.28. Todo shift de Bernoulli es ergddico.

Demostracion. Sea S : X — X el shift de Bernoulli unilateral asociado a un espacio de probabili-
dad (9, %, j1), descripto en la seccién anterior. Sea B C QN medible y S-invariante. Dado € € (0, 1),
por el teorema de aproximacion existe un conjunto A que es unién finita de rectangulos medibles,
tal que (A A B) < e. En particular |u(A) — p(B)| < e. Como A es unién finita de rectdngulos
medibles, es de la forma A = F x [] ., 41§ donde F' C Q" es un conjunto medible. Entonces
STA\NA=(X\F)x Fx]] Qv luego es facil ver que p(S™"A\ A) = p(A)u(X \ A).
Ahora,

m>2n+1
W(ST"ANA) < u(STMAN B) + u(B A A)
W(STANSTB) + (B A A)
(A A B) + (B A A) < 2.
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Luego

w(B)u(X \ B) < ((A) +e)(u(X \ 4) +¢)
= p(A)p(X \ A) +e[p(A) + p(X \ A)] + &
=p(STAN\A) +e+e% < de.

Como esto vale para todo € € (0, 1), se sigue que p(B)u(X \ B) =0y luego u(B) € {0,1}. Por lo
tanto S es ergddico. El mismo argumento es valido para el shift bildtero. O

1.4. El teorema ergédico de Von Neumann

El primer teorema ergddico que consideraremos es el teorema ergodico de Von Neumann, que
trata de la convergencia en Li de los promedios ergddicos

1 N-1
Anf(@) =5 D f(T"), (1.5)
n=0

donde TV es la identidad. Para todo p € [1, +00] la aplicacién Uy : LE(X) = LP(X),Urf = foT
estd bien definida. En efecto, si f,g : X — C son funciones medibles que representan el mismo
elemento de L (X), entonces

{w: foT(x)#goT()} =T"Ha: f(z) # g(x)}

y luego p({z @ foT(x) #goT(x)}) = p({x: f(x) # g(x)}) = 0 ya que T preserva la medida.
Por el mismo motivo,

1/p 1/p
W%ﬂbz(&Uth@> =<Lumm0 — 1flly < o0

para toda f € L (X), asi que Ur f € L (X) (si p= oo es claro que foT es esencialmente acotada
si f lo es). Esto ademéds demuestra que Ur es un operador acotado, con ||Ur|| = 1. El operador Ur
se suele denominar el operador de Koopman. Es claro que Ay también es acotado como operador
An : LE(X) — L7, (X) por ser combinacién lineal de potencias de Ur. Més precisamente,

1 N—-1
¥ 2 Ut
n=0

asi que || An fll, < ||fll, para toda f € LZ(X).
En el caso p = 2, podemos decir algo mds de Ur. El hecho de que ||Urfl|l2 = ||f|l2 para toda
f implica que Ur es una isometria, es decir, que cumple

(Urf,Urg) = (f,9)

para todo par de funciones f,g € L2(X). Si ademds T es inversible entonces Uy € U (L% (X)), el
grupo de operadores unitarios, ya que Ur es una isometria inversible.

N-1

1 n
14Nl = <% 2 lurlt <1,
n=0

Teorema 1.29 (Von Neumann). Sean (X,%, p, T) un sistema dindmico y Pr : L2(X) — L2(X)
la proyeccion ortogonal al subespacio cerrado

S={feLj(X): Urf = f}.

Entonces, para toda f € L2,(X) se tiene que

N-1

1 Lz

¥ > Upf =% Prf. (1.6)
n=0
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Demostracion. Sea E ={Urg—g: g € Li (X)}. Afirmamos que E+ = S. Si f € S, entonces para
toda g € L7 (X),

<f7UTg_g> = <faUTg>_ <fvg> = <UTf7UTg>_ <fag> :Oa

asi que f € Et. Reciprocamente, si f € E+ entonces

(9, f) = (Urg, f) = (9, Uz-f)
para toda g € Li(X), asi que f = U f. Luego

Uz f = fI3 = Uz fl3 = Uz f, £) = (£.Urf) + 1 £13
=200, 1) = Uzf, ) = (£, Urf) = (f, F =Urf) + (f = Uz S, f) = 0.

Por lo tanto f =Urfy f€S.
Como S es un subespacio cerrado de L?(X), hay una descomposicién L2(X) = S & S+ y

notemos que S+ = (E+)t = E. Entonces por linealidad basta probar que se cumple (1.6) en S
y en E. Es claro que (1.6) se cumple para f € S ya que U} f = f para todo n en ese caso. Si
h =Urg — g € E entonces

1 N—-1
N > Uph

n=0

1 N-—1
~ 2 (Uit~ Utg)
n=0

1
= 2:N||U%V9—9H2—>0

2

y luego % Zg;ol Urh — 0 = Prh. Si en cambio h € E, podemos hallar una sucesién (hi)k>1 en
FE tal que h = limy_, hr. Para todo k tenemos que

[Anhll2 < AN (h = hi)ll2 + [[ANTr]l2-

Dado ¢ > 0 sea k € N tal que ||h — hi|l2 < . Entonces ||An(h — hi)|l2 < ||h — hill2 < € para todo
N > 0, luego

limsup [|[Anhl|l2 < lmsup [|[An(h — hg)|l2 + Hmsup |Anhil2 < e.
N—00 N—00 N—o00

Como esto vale para todo € > 0, se sigue que Axyh — 0 = Prh, como queriamos ver. O

1.5. El teorema ergdédico de Birkhoff

En esta seccién probamos el teorema ergédico de Birkhoff, también llamado teorema ergédico
puntual, que garantiza la convergencia c.t.p. de los promedios ergddicos Ay f, y mencionamos un
par de aplicaciones.

Teorema 1.30 (Birkhoff). Sea (X,%,u) un espacio de probabilidad y sea T : X — X wuna
transformacion que preserva medida. Entonces para toda f € L}L(X), se tiene que

=

i Z f(T™(z)) — E(f|BT), para p-casi todo x € X, (1.7)

n=0
1
donde BT es la o-dlgebra de conjuntos esencialmente T-invariantes. Ademds Ay f — E(f|BT)
cuando N — oo.

Si ademds T es ergddica, E(f|%7T) es una constante y luego E(f|BT) = [ fdu para p-casi
todo x. Por lo tanto obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.31. Si T es ergddica entonces

N-1

1

N Z f(T(x)) — /fdu, para p-casi todo x € X. (1.8)
n=0
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Es decir, si T es una transformacién ergdédica entonces para todo observable f & L}L (X), el
promedio temporal del valor de f en la érbita de x se aproxima al promedio espacial de f y esto
nos dice que la érbita de casi todo punto z € X se distribuye uniformemente en X.

Observacién 1.32. Reciprocamente, cualquier medida p € M+ (X) que verifica (1.8) para toda
fe LL(X ) es T-ergédica. En efecto, si aplicamos esto a una funcién T-invariante obtenemos que
f(x) = u(f) para p-casi todo z, de modo que f es constante u-c.t.p. Luego u es ergddica por el
punto (vi) de 1.26.

Antes de demostrar el teorema, mencionamos un par de aplicaciones:

Corolario 1.33. Si T es ergodica, para todo conjunto A € B, se tiene que
1
lim —{ne{l,...,N}: T"(z) € A}| = u(4)
N—oo N

para casi todo © € X.
Esto se deduce de aplicar el corolario 1.31 a f = x 4.

Teorema 1.34 (Ley fuerte de los grandes ntimeros). Sean (X, )nen variables aleatorias reales
i.i.d. en un espacio de probabilidad (0, F, 1) y supongamos que E|X1| < co. Entonces

X144 X

n n—oo

EX: casi seguro. (1.9)

Demostracion. Consideremos el espacio Y = RY con la topologfa producto y el mapa 6 : Q — Y,
O(w) = (X1(w), X2(w),...). Sile damos a Y la o-dlgebra de Borel By, entonces 6 es medible ya
que para todo abierto bésico U, es decir de la forma U = Uy x - - - x Uy, X anoan R, su preimagen

6-1(U) = X7 (U) NN X, (U)

es medible. Como los abiertos bésicos generan la o-dlgebra de Borel', la preimagen de cualquier
Boreliano es medible. Luego podemos definir la medida v = 6, en Y. Ademds sea n = (X7).pu la
medida inducida por X; : 2 — R. Dado un abierto U C R y n € N definimos

U =R x U x H R.

m=n+1

Para todo abierto U C R, tenemos que
v(U™) =P(X, e U)=P(X, € U) =n(U).

Como los abiertos U™ generan la o-dlgebra By, se sigue que v = 7V, la medida producto
en Y. Ahora consideremos la transformacién 7' : Y — Y, T(z1,29,...) = (22,23,...). Esta
transformacién preserva la medida y por 1.28 es ergédica. Sea f : Y — R, f(z1,22,...) = 1.
Esta funcién estd en L1(Y) puesto que

[ty = [ 111d00= [ 1 ob1du= [ 1Xa]du = Elx] < o
Y Y Q Q

Luego estamos en condiciones de aplicar el teorema ergddico de Birkhoff, que nos dice que

= 1 N
N;f(Tn(y)):N;yn%/deVzEXl

para v-casi todo y € Y. Es decir, si definimos Z = {y € Y : % 25:1 yn —~ EX;} entonces
v(Z) = p(0~'Z) = 0. Ahora, 67'(Z) es el conjunto de puntos w € Q tales que % Zﬁf:l Xn -~
EX;. O

INotar que Y es un espacio métrico ya que hay numerables factores en el producto HZOZI R. Ademéas Y es
separable ya que el subconjunto E = ;7 ; Q es denso en Y. Luego Y es Lindelof, de modo que todo abierto de Y’
es unién a lo sumo numerable de abiertos basicos. Se sigue que los abiertos bésicos generan Ay .
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Ahora procedemos a probar el teorema, probando primero el teorema ergdédico maximal 1.36.
Para eso necesitamos el siguiente lema:

Lema 1.35. Bajo las condiciones del teorema 1.30, sea f € L}L(X), sea fo =0 y sea

n—1
fo= foT
=0

paran > 1. Sea Fy(x) = méXN fn(x). Entonces para todo N > 1 se tiene

0<n<
/ Fdu>o. (1.10)
{Fn>0}

Demostracion. Observemos primero que Fy(x) > 0 para todo z. Dado N > 1, para todo n < N
se tiene
FNOT+fonOT+f:fn+l-

Luego FnoT+f > méxi<p<n fn- Siz € Py = {y: Fn(y) > 0} entonces Fiy(z) = méxi<p<n fn(x)
y luego
FyoT(x)+ f(z) > Fn(x).

Se sigue que f > Fy — Fiy oT en Py, asi que

fduz/ FNduf/ FyoTdy
PN PN Py
:/FNduf/ FyoTdu
X Pn

z/FNdu—/FNon,u:O
X X

ya que T preserva la medida. O

Teorema 1.36 (Teorema ergédico maximal). Sea (X,%,u) un espacio de probabilidad, sea T :
X — X una transformacion que preserva medida y sea g € L}L(X). Para cada o € R, sea

Ea:{xeX: supANg>a}.
N>1

FEntonces

a,u(Ea)g/ gdu. (1.11)

Eq

Ademds, ap(E, N A) < fE Aa 9dp para todo conjunto T-invariante A € %.
Demostracion. Tomamos f = g — «a y sea Fiy como en el lema 1.35. Entonces

Fy = méix nA,f = mix n(A,qg — «).
0<n<N nf 0<n<N (Ang )

Se sigue que Fjy > 0 si y solo si A,g > « para algin n < N y luego

Eo=|J{zeX: Fy(x) >0}
N>0

Notemos ademds que Fy < Fy 11 para todo N, asi que los conjuntos Sy = {x € X : Fy(z) > 0}
forman una sucesién creciente Sy € .S; C So C .... Entonces fxsy, — fxg, cuando N — ooy

por convergencia dominada,
/ fdu= h'm/ fdu>0.
Ea N—o0 SN

Luego [ 5 9du > au(E,). La segunda afirmacién se deduce de aplicar el mismo argumento al
sistema (A4, B |4, sy, Tla)- O
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Demostracion de 1.30. Consideremos las funciones

[ (z) = limsup Ay f(2),

N—o00

fe(z) = liminf Ay f(x).

n— oo

Afirmamos que estas funciones son T-invariantes. En efecto,

N—o0 N—o0

N
ffoT(z)=limsup An f(T(z)) = h’msup% (Z foT™(x)— f(:l:))
n=0

= limsup (Nj;;lANﬂf(SU) - ]tf(x)) = f*(x).

N—oc0

y una cuenta similar muestra que f,oT(xz) = f.(z). Para ver que el limite limy_,o Ax f converge
c.t.p. basta ver que f*(x) = f.(x) para p-casi todo x € X. Ahora notemos que

{reX: f"(z) # fulx)} = U {reX: fulz)<a< < f ()}
a,BEQ
a<f

Luego basta probar que el conjunto Ef = {z € X : f.(v) < a < B < f*(x)} tiene medida 0
para todos a < 3. Fijemos a < 3 y notemos que Ef C Eg, usando la notacién del teorema 1.36.
Aplicando este teorema al conjunto A = E obtenemos que | o fdp > w(E2). Por un argumento

similar aplicado a —f (que cumple (—f)* = —f,) obtenemos [.s fdu < au(Ef). Combinando

estas desigualdades resulta (3 — a)u(E?) < 0y luego u(E?) = 0. Por lo tanto limy oo Anf
converge en p-casi todo punto.
Sea f(x) = limy_,00 An f(z). Esta funcién estd en L, (X) ya que por el lema de Fatou,

N-1
- z z . z : 1 mn —
170 = [ i A Sl di < timint [ An f]dp < tgnint S e b=l (112

Queda ver que |[Axf — f|l1 — 0. Dado ¢ > 0 podemos descomponer a f como f = fo + 7
donde f es acotada y r € L} (X) verifica ||r|l; < e. Definimos fo(z) = lmy_o0 Anfo(z) ¥

7(z) = limy_ 00 Axr(z). Como fy es acotada todas las funciones |Ay fo — fo| estdn acotadas
puntualmente por una misma constante (que no depende de N). Entonces, por convergencia
dominada tenemos que ||[Anfo — foll1 — 0 cuando N — oco. Ademds ||F||; < |r[l1 < & por la
misma cuenta que aparece en (1.12). Luego

limsup [|[An f — fllv < lmsup || Ax(f — fo)llx + lUmsup |[Ax fo — folls + If — follx
N—o0 N—00 N— 00

= limsup || An7|j1 + ||7]]1 < 2e.
N—o00

Por lo tanto ||[Axf — f|1 — 0. Finalmente veamos que f = E(f|%87) u-c.t.p. Es claro que f es
%8 T-medible ya que es esencialmente T-invariante. Ademds, para cualquier B € B7 tenemos que

/BfoT’“d/J:/llB(foT’“)du=/(llBoTk)(foT’“)du=/ILdem

para todo k. Se sigue que [, Anfdu = [ fdu y pasando al limite, [, fdu = [, fdp. Por lo
tanto f = E(f|B7T) c.t.p. O

1.6. La descomposicion ergdodica
Definicién 1.37. Sean (X,%B) e (Y,9) dos espacios medibles. Llamamos nicleo de probabilidad

a una aplicacién Y — M (X), y — u, tal que el mapa y — wu,(f) es medible para toda funcién
f X — C medible y acotada.
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Definicién 1.38. Decimos que un espacio medible (X,%) es regular si existe una topologia
compacta metrizable 7 en X tal que % es la o-dlgebra de Borel asociada.

La condiciéon de regularidad no es tan restrictiva como podria parecer a primera vista. De
hecho, para todo par de espacios métricos X, Y completos y separables de igual cardinalidad,
existe un isomorfismo Borel entre X e Y, es decir, una biyeccién f : X — Y tal que tanto f como
! son medibles Borel (ver | , Teo. 2.8]). Se sigue de esto que si X es un espacio métrico
completo y separable y 9 es su o-dlgebra de Borel, entonces (X, %) es un espacio regular.

Teorema 1.39 (Desintegracién de medidas). Sean (X,%,u), (Y,%,v) dos espacios de probabi-
lidad con (X,%) regular y sea m : X — Y wun factor. Entonces eziste un nicleo de probabilidad

Y =ty tal que
/X flgom)du = /Y </X fduy) 9(y) dv(y), (1.13)

para todo par de funciones f € Li7(X), g € L(Y). Mds ain, siy — p, es otro nicleo de
probabilidad con las mismas propiedades, entonces p, = ,u; para v-cast todo y €Y.

Demostracion. Como (X, %) es regular, podemos suponer que X es un espacio métrico compacto
y que % es la o-algebra de Borel. Veamos primero la unicidad. Supongamos que existen dos nicleos
de probabilidad y — py, y — M;, con las propiedades del enunciado. Entonces

/Y‘“y(f) — 1 (f)g(y) dv(y) =0

para todo par de funciones medibles y acotadas f,g. Tomando g(y) = p,(f) — p,(f) vemos que
ty(f) = py,(f) para v-casi todo y. Como X es un espacio métrico compacto, posee una base de
abiertos numerable {Uy, }nen. Tomando f = 1y, , obtenemos que i, (Uy,) = p(Uy) para todo y
afuera de un conjunto Z, C Y de medida 0. Como los U,, generan %, se sigue que p, = ,u; para
todoy € Y\ U, Zn.

Ahora demostramos la existencia. Sea 7# : L2(Y) — L2(X) el operador 7#(g) = g o y sea
7y : L2(X) — L(Y) su operador adjunto. Entonces

[ faomau= [ mp(ngar

para todo f € L%(X) y todo g € LZ(Y). Si f € C(X), entonces

A [— / ra(fgdv = sup / f(gom)dp < || Fllsups
geLZ(YV)JY geL(YV) /X
HQHL;S HQHL;S

ya que L (Y') es isomorfo al dual de L. (Y) y L2(Y) es denso en LL(Y). Luego 7y f € L (Y) para
toda f € C(X). Ahora, como C(X) es separable podemos tomar un conjunto {f,}neny C C(X)
numerable que genera un subespacio denso. Podemos suponer ademaés que f; = 1 y que los f,
son linealmente independientes. Para cada n € N elegimos un representante w4 f, € £°(Y) de
7y frn. Para n = 1 tomamos 7x(1) = 1. Llamando V' C C(X) al subespacio vectorial sobre Q(%)
generado por {f,}nen, podemos extender linealmente la definicién de 74 a V. Es claro que la
clase de Txf en LX(Y) es igual a myuf para todo f € V, y en particular existe un conjunto
Zy CY con v(Zy) =0 tal que [T f(y)| < ||fllsup para todo y € Y\ Z;. Como V es numerable,
la unién Z = J,cy Zy tiene medida 0. Para cada y € Y\ Z, la transformacién lineal ¢, : V' — C,
Oy (f) = T f(y) es acotada. Como V es denso en C(X), es posible extender ¢, de manera tnica
a una funcional C-lineal en C(X). Por el teorema de representacién de Riesz-Markov, existe una
medida de Radon finita 1, en X tal que

by () = /X i,

para toda f € C(X). Notemos que £, es una medida de probabilidad ya que [y 1dp, = ¢,(f1) = 1.
Para y € Z podemos tomar p, = po, donde pg € M (X) es una medida fija. De esta manera
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obtenemos una aplicacién y — f,. Para f € V es claro que el mapa y — p,(f) es medible ya que
esigual a Ty f en Y\ Z y es constante en Z. Para una funcién f € C(X) general, sea (hy)r C C(X)
una sucesién que tiende a f uniformemente. Entonces g, (hy) — py(f) para todo y € Y, asi que
la funcién y + g, (f) es medible. Ahora notemos que el conjunto ¥ de funciones f € L;°(X) tales
que el mapa y — 1, (f) es medible es cerrado bajo convergencia mondtona, ya que si (hg)r € F
es una sucesién creciente de funciones no negativas tales que hy — h puntualmente, entonces
oy (hi) = py(h), asi que la funcién y — p,, (h) también es medible. Dado un abierto U C X, existe
una sucesién creciente de funciones (hi)r C C(X) no negativas tales que hy — 1y puntualmente.
Por ejemplo se puede tomar hg(z) =1— (1 — kd(x,U¢))+, donde d es una distancia que induce la
topologia de X. Se sigue que 1y € ¥ para todo abierto U y luego 1 € F para todo E € %B. Dada
una funcién f € Li? (X)) no negativa, existe una sucesién de funciones simples ¢ > 0 tales que
¢/ f puntualmente. Entonces f € ¥, y luego F = Li°(X), ya que toda funcién en L5 (X) es
combinacién lineal de funciones no negativas. Por lo tanto y — p,, es un nicleo de probabilidad.

Finalmente, veamos que se cumple (1.13). Es claro que la ecuacién vale si f € V. Ademds es
facil ver que el conjunto 9§ de funciones medibles f : X — C que cumplen (1.13) para toda g es
cerrado bajo convergencia monétona y combinaciones lineales. Utilizando un argumento similar
al anterior, obtenemos que (1.13) se verifica para toda f € L (X). O

Llamamos al nicleo de probabilidad del teorema anterior la desintegracion de u relativa a 7.

Observacién 1.40. (a) Supongamos y > [, es la desintegracién respecto a un factor 7 : X —
Y. Si g € L°(Y), entonces para v-casi todo y € Y se cumple que

gom(z)=g(y), para fi,~casi todo .

En efecto, dada una funcién h € L (Y), tenemos que

/}/(/Xf(gow)dﬂy)h( /fgow Y(hom)du = /(/ foly duy) h(y) dv(y).

Como esto vale para toda h se sigue que

/Xf(QOW)duyz/ng(y)duy

para v-casi todo y. Tomando f = gom — g(y) obtenemos que fX(gwr —g(y))? du, = 0 para
v-casi todo y, de donde se deduce la afirmacion.

(b) Notemos ademés que si E € 9B cumple p(E) = 0, aplicando (1.13) a f = 1g, g = 1,
obtenemos que

M@:LMWMWA

asi que p,(F) = 0 para v-casi todo y € Y. En otras palabras, si una propiedad se cumple
p-c.t.p. entonces se cumple p,-c.t.p. para v-casi todo y.

Teorema 1.41 (Descomposicién ergddica). Sea (X,%, u, T) un sistema dindmico tal que (X,%)
es regular. Entonces existe un espacio de probabilidad (Y,9,v) y un nicleo de probabilidad y — iy
que cumple:

(1) py es T-invariante y ergédica para v-casi todo y € Y.
(1) p= [y pydv(y), es decir,
w(h = [ m(H)dvty)
para toda f € L2(X).

Demostracion. Sea Y = X, sea BT C % la o-dlgebra de conjuntos medibles T-invariantes y sea
v = p|gr. Entonces la identidad 7 : X — Y es un factor de X. Afirmamos que la desintegracién
y +— iy de m cumple las propiedades del enunciado.
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En primer lugar observemos que toda g € L>(Y,%7T,v) cumple g o T = g. En efecto, dado
r € X, sea a = g(Tz). El conjunto B = g~ (a) € BT es T-invariante, asi que z € T"'B =By
luego g(z) = a = g(Tx). Esto implica que el mapa y — T\, es una desintegracién ya que

L(/deT*uy) 9(2/)d1/(1/)/y</xfon,uy> g(y) dv(y)
:/X(fOT)gd,UZ/X(foT)(goT)dM:/Xfgd’u.

Por el teorema 1.39 deducimos que p, = Ty, para v-casi todo y.

Al igual que antes podemos suponer que X es un espacio métrico compacto y que % es la
o-algebra de Borel. Afirmamos que para toda f € C(X) fija, ANf — py(f) py-c.t.p. cuando
N — oo, para v-casi todo y € Y. En efecto, sabemos por el teorema ergddico puntual que
ANf = E(f|B7T) p-c.t.p. y luego se da la convergencia ji,-c.t.p. para v-casi todo y por 1.40.(b).
Ahora, E(f|7T) € L>(Y, %7, v), asi que por 1.40.(a), E(f|%7) es igual a una constante j,-c.t.p.
para v-casi todo y. Luego para v-casi todo y € Y los promedios Ay f convergen p,-c.t.p. a una
constante y luego esa constante debe ser pu,(f).

Notemos que la inclusién C(X) < L, (X) es un operador acotado ya que [ |f|du < || fllsup
para toda f € C'(X). Como C(X) es separable existe un subconjunto £ C (X) denso y numerable.
Como C(X) es denso en L, (X), se sigue que E es denso en L;,(X). Para cada f € E existe un
conjunto Zy C Y conv(Zy) = 0tal que Anf — py(f) py-c.t.p. para todo y € Y'\ Z¢. Si definimos
Z =U;ep Zy entonces An f — iy (f) py-c-t.p. para todo y € Y\ Z y para toda f € E. Es ficil ver
que entonces lo mismo vale para toda f € Llll (X) por densidad. Por la observacién 1.32 deducimos
que p, es ergédica para todo y € Y\ Z. La segunda propiedad se deduce de que y — p,, es una
desintegracion. O

1.7. Entropia

La entropia de un sistema dindmico es un invariante que mide qué tan “impredecible” es un
sistema. Fue introducida por Kolmogorov en 1958 para probar que distintos esquemas de Bernoulli
no son isomorfos. La definicién usada actualmente sin embargo es la que propuso Sinai en 1959.
Uno de los problemas principales en la teoria ergédica es la clasificacién de los sistemas dindmicos
salvo isomorfismo, y uno de los mayores logros de la teoria ergddica en este sentido es el teorema
de Ornstein, que dice que la entropia es un invariante completo para los esquemas de Bernoulli.

Definicién 1.42. Sea (X,%, ) un espacio de probabilidad.
(1) Una particion es una colecciéon & de elementos de %8 disjuntos cuya unién es X.

(2) Si % y 2 son particiones, decimos que  es un refinamiento de % (notado Q > %) si para
todo Q € Q existe P € & tal que u(Q \ P) = 0. Decimos que & y Q son equivalentes
(notado 2 =2)si P = Ay Q > P.

(3) Si % y Q son particiones, su supremo es la particién

PVA={PNQ: PP Qe}

(4) Si% ={A,,..., A} es una particién finita, definimos la entropia de % como

m

H(?) = _ZU(Ai)IOgM(Ai>7 (1.14)

i=1

con la convencién de que xlogz = 0 si = 0. Ocasionalmente usaremos la notacién H, (%)
para especificar la medida.
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(5) Si® = {A;,...,An} vy 2 = {By,...,B,} son particiones finitas, definimos la entropia
condicional H(%|2) como

H(@|2) = ZZuA NB)) %ﬁj). (1.15)

En esta suma se deben omitir aquellos términos en los que p(B;) = 0.
(6) SiT:X — X es una funcién medible, definimos

“lgp — {T~Y(P): P e P}.

Si uno interpreta una particién % = {Ay,..., A, } como una lista de los posibles resultados de
un experimento, donde cada resultado A; tiene probabilidad u(A;) de ocurrir, entonces la entropia
H(2) es la esperanza de la funcién — log p(A;), que mide la cantidad “informacién” que representa
el conjunto A;. Podemos justificar esto de la siguiente manera: si A es un conjunto de medida 2~
y particionamos a X en 2" conjuntos de igual medida, uno de los cuales es A, entonces hacen
falta n = —log, p(A) digitos binarios para especificar a A entre los otros. Alternativamente, se
puede ver que la funcién H(p1,...,pn) = — Z?=1 pjlogp; es la unica (salvo por una constante
multiplicativa) que cumple una serie de condiciones naturales [ , Teo. 4.1]. Andlogamente, la
entropia condicional H(%|2) representa la cantidad de informacién que uno obtiene al realizar el
experimento asociado a % habiendo realizado antes el experimento asociado a Q.

Observacién 1.43. Si &# = {A;,...,A,} una particién finita en un espacio de probabilidad
(X, %, 1), entonces podemos acotar su entropia por

H(®) > —log (Z u(Am) . (1.16)

Més en general, vale que si z1,...,z, € (0,1) son tales que 1 + - - - + z, = 1, entonces
n n
- Zx, logxz; > —log (Z xf) . (1.17)
i=1 i=1
Esto se debe a que la funcién f: (0,1) = R, f(z) = —logx es convexa.

Proposicién 1.44. Sean %, Q, R particiones finitas de X .

(a) HPV2)=H(2)+ H(|2).

(b) Si %P < entonces HP) < H(Q) y HP|R) < H2|R).

() HP|1Q)<H®P)yHPV2) <HP)+H(Q).

(d) SiT:X — X preserva medida entonces H(T7'%) = H(P).

(e) H(P) < card,(?), donde card, () es la cantidad de elementos de P con medida positiva.

Demostracion. (a) Supongamos que ? = {Aq,..., A}y Q2 ={B1,...,B,}. Entonces ?VQ =
{AinBj:1<i<m,1<j<n} asi que?

H@Vv2)= 1(A; N Bj)log u(A; N Bj)

.MS
NE

s
I
—

<
I

p(Ai N By)
w(Bj)

I
'MS
M=

s
Il
—

n(Ai N Bj) (10g + logﬂ(Bj)>

j=1

I
'MS
M:

s
Il
-
H

1(A; 1 By log A0 B1) zn:logu(Bj) f:u(Ai N B,)
i=1

— 1(B;) =

= H(?|2) +Z/~‘ Vlogu(B;) = H(P|2) + H(2).

2Notar que en la cuenta que sigue, aquellos términos en los que p(A; N B;) = 0 no contribuyen a la suma en
ningtn paso, asi que podemos ignorarlos.
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(b) Si %P < Q entonces HQ)=H(PVA)=H(P)+ H(Q|») > H(?P). Ademés,

H@R)=H@PVR) — HR) < HQVR) — HR) = H(Q|R).

(¢) Sea ¢ :[0,1] — R la funcién dada por

—xlogx, sixz#0,
¢(z) = . (1.18)
0, siz =0.
Esta funcién es céncava en (0,1] ya que ¢”(z) = =% < 0. Luego

otz + (1 = t)y) = to(z) + (1 — t)o(y)

para todos z,y € (0,1] y t € [0,1]. Notemos que la desigualdad anterior también vale si
y = 0 ya que ¢(tx) = —talog(tz) > —taxlogax = téd(x), puesto que tz < z. Por induccién
tenemos que ¢ (>, pixi) > >, pip(x;) siempre que 1,...,Tpn,P1,-..,Pn € [0,1] cumplen
P+ +pn =181 ={A,...,An} vy 2 ={Bi,..., By} son particiones, entonces

H(2|2) = ZZ“ A;N By) M
== 1(Bj)
v N (AN B))
_;j_IM(BJ)¢( 1(B;) >

La segunda desigualdad se deduce de la primera y del punto (a).
(d) Se deduce del hecho que pu(T~1A) = u(A) para todo elemento A € .

(e) Podemos suponer que ? = {A;,..., A} con u(A;) > 0 para todo ¢ ya que los conjuntos de
medida 0 no contribuyen a la entropia. Como la funcién ¢ definida antes es concava, tenemos

que
LH@)= > olu(4) <o (; ;wm) = 6(%) = —logm.
Luego H(?) < logm. O
Definimos -
pm = \/ 1. (1.19)
k=0

Definicién 1.45. Sea (X,%, ) un espacio de probabilidad y sea T': X — X una transformacion
que preserva medida. Definimos la entropia de T con respecto a u y una particion medible 9
como

hu(T,%2) = lim H(Q’(")) (1.20)

n—00 N

Veamos que este limite siempre existe:

Lema 1.46. Si (a,)n>0 es una sucesion de reales positivos tales que apim < an + am, entonces
an

limy, ;o0 5 existe y es igual a inf, ey 5>
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Demostracion. Fijemos b € N. Todo n € N se puede expresar como n = gb+r con ¢ € Ng y
r €{0,...,b— 1}. Entonces

an _ qw+ar _ ay+ar/q

n — qgb+r b+r/q

A medida que n — 0o, ¢ = | 7] también tiende a oo y luego

a
lim sup — < —2.
n—oo N b

Como b es arbitrario, esto implica que limsup,,_, , %+ < liminf, ;. %> y por lo tanto el limite
existe. 0

Notemos que (H (%2 (™)),ey es una sucesién subaditiva ya que
H(@ )y = H(@™ v e M)y < H(@ ™) + H(T "2 ™) = H(@ ™) + H(@ ™).

Entonces por el lema 1.46, h,(T,%) esta bien definida. La entropia h,(T') del sistema dindmico
(X, %8B, u1,T) se define como

hy(T) = sup{h,(T,%) : P es una particién medible de X}. (1.21)

Si pensamos a la transformacién 7' como el paso de un dfa, entonces H(% (™)) mide la cantidad
de informacién que se obtiene de realizar el experimento asociado a la particion % en n dias
consecutivos. Luego h,,(T,%) se puede interpretar como la cantidad de informacién promedio por
dia que proporciona asintéticamente el experimento.

Ahora definimos la entropfa de una subdlgebra finita siguiendo a | ]. Si % es una particién
finita, entonces la o-dlgebra que genera s = o (%) es un dlgebra finita y los elementos de 2 son los
conjuntos no vacios de & que son minimales con respecto a la inclusién. Reciprocamente, dada un
algebra finita & C %, sus elementos minimales no vacios forman una particién finita % = % () tal
que (%) = 4. Luego hay una correspondencia 1-1 entre particiones finitas y subélgebras finitas
de %. En particular podemos definir la entropfa de una subdlgebra como H(o) = H(P(A)), y
andlogamente H (A |6€) = H(P (#)|2(€)). Ademés definimos o V 6 como la o-dlgebra generada
por 4 U€ y o™ = \/?_) T~*o. Finalmente, si a < b son enteros entonces 4% := \/*_ T—kgf.
La correspondencia entre particiones y algebras respeta todas las operaciones y relaciones definidas.
La ventaja de usar dlgebras es que nos permite generalizar la entropia condicional. Sean of y 6
las dlgebras asociadas a las particiones {Ay,..., A} v {C1,...,C,} respectivamente. Afirmamos
que H(A|€) = [ Iy dp, donde

m

i=1

es la funcidn de informacion condicional de & con respecto a 6. En efecto,

/Imr@ dp = — Z/A log E(xa,|6) du

-3y )i
= —2}2/ log (j) /C XA, du) dp
:—ZZMA ne;) (A(gj)c) H(1]6).

Entonces tiene sentido definir H(s4|6) en el caso que 6 C % es una o-dlgebra arbitraria como
H(A|6) = [ Ig¢ du, donde Iy estd definida por (1.22).
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Proposicién 1.47. Sean o,6€ C B subdlgebras finitas en un espacio de probabilidad (X, B, u) y
supongamos que T : X — X preserva medida. Entonces

(a) A C€ implica hy,(T,4) < h,(T,6).

(b) hu(T,6) < hy(T, )+ H(6|d).

(¢) hy(T, T ) = h,(T, o).

(d) hu(T,d) = h,(T, ") para todo k > 1.

(e) Si T es inversible, entonces h, (T, ) = h, (T, 4=**) para todo k > 1.
(f) hu(T*) = [kl (T).

La demostracién de estas propiedades es rutinaria, y referimos al lector a [ , Teoremas
4.12 y 4.13] para su demostracion.

Proposicién 1.48. Sea (X,%, ) un espacio de probabilidad, sea {Fp, }nen una sucesion creciente
de sub-o-dlgebras de B y sea F =\, Fn. Para toda f € L7.(X) se tiene

[E(f1%n) — E(fIF)]l, — 0. (1.23)

Demostracion. Sea B € F. Como F es la o-dlgebra generada por |J,-; F,, por el teorema de
aproximacion existen conjuntos B,, € %, tales que u(BA B,,) — 0. Como E(x g|%,) es el elemento
de L?(X,%,, 1) mas cercano a yp en norma, tenemos

[E(x8|%n) = xBll2 < lIXB, — XxBll2 = 1(B A By)'/? = 0.

Como las funciones x5, B € ¥ generan L*(X, %, u) esto implica que ||E(h|%,) — h|l2 — 0 para
toda h € L*(X,%, ). Si aplicamos esto a h = E(f|¥) donde f € L?(X,%,u), obtenemos (1.23)
yva que E(E(f[F)|Fn) = E(f|Fn). O

Corolario 1.49. Bajo las condiciones de la proposicion anterior, si A es una subdlgebra finita
de B entonces H(A|F,) — H(A|F).

Demostracion. Sea ® = {Ai,..., A} la particién asociada a ¢f. Por la proposicién anterior,
IE(xa;1%) — E(xa;|F)|l2 — 0 para todo i. En particular E(xa,|%.) — E(xa,|F) ct.p. y

luego ¢ o E(xa,|%n) — ¢ o E(xa,|F) c.t.p., donde ¢ es la funcién definida en (1.18). Ademds
IE(x4;1%) |loo < llxallco = 1. Por convergencia acotada, tenemos que
[ BT g B 1.) dis — / E(xa|F) 108 E(xa, 1) dy.
Fn) log E( du J xa; log E(x4,|%,) dp por 1.10, ya que

log E( Fn) es una fun01on medlble con respecto a F,, y lo mismo vale reemplazando %, por
% . Se sigue que

H(st|F,) = Z / X, 108 (x4, ) dpt — — Z / X 108 E(xa,|F) dp = H(|F). O
Teorema 1.50. Si of C B es una subdlgebra finita, entonces

—w) —n (gq

Demostracion. La segunda igualdad se deduce del corolario 1.49. Luego basta probar la primera
igualdad. Notemos que

n—oo

h,(T,sd) = lfm H <94

—kgj> . (1.24)

H(d" ) = H (94 v T‘lgi(”))
=H(T'd™) + H (524|T_1gz¢("))

— H(d™) + H (gﬁ| T*lgﬂn)) :
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Entonces, por induccién

H(sA™) = H(sd) +HX_:H (aﬂT’ld(j)). (1.25)

j=1

Ahora dividimos por n en (1.25) y hacemos n — oco. Como la sucesién H (| T~ '¢1(™)) tiende
a H(d|\/;—, T "), sus sumas de Cesaro tienden al mismo limite. Por lo tanto h, (T, ) =
H (| V72, T"st). O

Definicién 1.51. Sea (X,%, u,T) un sistema dindmico inversible y sea o C % una o-algebra.
Decimos que o es un generador (con respecto a T) si \/; o, TFod = 9.

El siguiente teorema da un método para calcular la entropia de un sistema dindmico, si uno
puede hallar generadores:

Teorema 1.52 (Kolmogorov-Sinai). Sea T : X — X una transformacion inversible que preserva
medida en un espacio de probabilidad (X, B, ) y sea A C B una subdlgebra finita. Si 4 C B es
un generador entonces hy,(T) = h,(T, ).

Demostracion. Sea € C % un &lgebra finita. Queremos ver que h,(T,6) < h,(T, ). Por 1.47,
tenemos h, (T, 6) < h,(T, =) + H(G|4l="") = h, (T, o) + H(6|od[="). Como o es
generador, H(‘@\&i[_” "f ) — H(€|%B). Ahora, H(6|%) = 0 ya que si € = {C1,...,Cp,} entonces

H(€|B) = Z/ logE(xc,|%)d Z/ log x ¢, du = 0.

Luego, haciendo n — oo resulta h,(T,6) < h, (T, o). Por lo tanto h,(T) = h,(T, ). O

El teorema anterior nos permite calcular la entropia de un esquema de Bernoulli bilateral
asociado a un espacio de probabilidad (2,%,u) donde Q es finito y F = 2(Q). Por ejemplo,
si Q@ = {wy,...,w.} con p({w;}) = p;, entonces la particion ¥ = {4;,...,A,}, donde A; =
{z € QY : 21 = w;}, genera @2, F, asf que h,(S) = h,(S,?). Ademds es facil ver que
H(®»™) = nH(P) ya que las particiones %,S~ 1%, ..., S~ 1% son independientes entre si.
Luego

hu(S)=H(®) = — ij log p;.

Teorema 1.53. Sea (X, B, u,T) un sistema dindmico medible y sea A C B una subdlgebra finita.

Si
H= / iy dv(y)
Y

es la descomposicion ergddica de u, entonces

(a) hy(T, ) = [y hp, (T, ) dv(y).

T) = fy by, (T) du(y).

Demostracion. Ver | , Teo. 15.12]. O



Capitulo 2
El flujo geodésico

El flujo geodésico en variedades riemannianas es un sistema dindmico muy estudiado en teoria
ergodica. El teorema de Duke en su segunda versién habla de la distribucién de una serie de
medidas en el campo tangente unitario de la curva modular Y5(1). Resulta que Yj(1) tiene una
estructura natural de variedad riemanniana y que estas medidas son invariantes bajo el respectivo
flujo geodésico. Esto nos permitira utilizar los resultados de teoria ergddica vistos en el capitulo
anterior para probar el teorema.

En primer lugar describiremos la conexion entre la equidistribucion de las formas cuadraticas
de discriminante d y la equidistribucién de 94, en T1Yy(1). Esta conexién estd basada en la
proposicién 1.20. Recordemos que Rqisc(d) es el conjunto de formas cuadriticas binarias enteras
primitivas de discriminante d. El teorema de Skubenko habla de la distribucién de d-1/ 2Rdisc(d)
en el espacio

Vi (R)={(a,b,c) € R®: b* — dac = 1}. (2.1)

Esta superficie es un hiperboloide de revolucién. Identificamos a VdTSC(R) con el conjunto de

formas cuadréticas reales ¢(z,y) = ax? + bry + cy? de discriminante 1. El grupo GL2(R) acttia a
izquierda en V| (R) via

isc

g-q(z,y) = @ﬂ(fc,y)g)-

El subgrupo R*I actia trivialmente, asi que la accién pasa al cociente PGLy(R) = GLo(R)/R*.
Por comodidad escribiremos los elementos de PGLy(R) y PSLa(R) como matrices, sin hacer dis-
tincién notacional con un elemento de GLy(R). Afirmamos que la accién es transitiva. En efecto,
dada una forma cuadritica q(z,y) = az? + bzy + cy? en Vi (R), como disc(q) > 0 el polinomio
q(-,1) tiene raices reales 71 < 12 y ¢ se factoriza como ¢ = a(x — 11y)(x — T2y). Si a > 0 entonces

la matriz g = (,gm ,1T1 ) tiene determinante 1 y manda go(z,y) = zy a ¢:

ol (_e, 1)) e me - n = ate)

—QaTy —T1

Si a < 0 entonces podemos tomar g = (_gn —172) en cambio. Ahora calculemos el estabilizador

Stab(go) de go en PGLy(R). Supongamos que g = (2Y) € PGLy(R) fija go. Multiplicando a la
matriz que representa a g por un escalar A > 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
ad — bc = +1. Si ad — bc = 1, entonces

9+ q0(x,y) = qo(az + cy, bz + dy) = (ax + cy)(bx + dy) = abz® + (ad + be)zy + cdy®.

Luego ab = ¢d = 0 y ad + bc = 1. La ultima ecuacién combinada con ad — bc = 1 implica que
ad =1y bc=0.Entonces b=c=0yd=a"', asi que g = (8 1(/)a) para algin a # 0. Si en
cambio ad — be = —1, entonces g - qo(z,y) = —[abx® + (ad + bc)xy + cdy?] y por un argumento
analogo al anterior deducimos que ad = —1 y be = 0, en cuyo caso g = (8 ¥ /a). Definimos

A= {(g ﬂ?_1> Lac ]RX} C GLy(R) (2.2)

1Este conjunto fue definido en la introduccién, ver (3).

34
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y por abuso de notacién también denotamos por A a su imagen en G = PGLy(R). Hemos visto
que Stab(go) = 4, asf que V| _(R) = PGL3(R).qo = PGL2(R)/A.

Sea d > 0 tal que d = 0,1 (méd 4). Observemos que d~/2Ryisc(d) C Vi (R), asi que a cada
elemento ¢ € Rgisc(d) con d > 0 le corresponde una coclase g;A € PGL2(R)/A, donde g, € GL2(R)
es una matriz tal que g4.q0 = d=1/2¢. El conjunto d*1/2RdiSC(d) es invariante bajo la accién de
I' = PGL2(Z), asi que es una unién disjunta de I'-6rbitas. Denotamos por C(d) al conjunto de
clases de equivalencia de Rgisc(d) bajo la accién de T'. Aunque Rygisc(d) es infinito, veremos en la
observacién 3.19 que C(d) es un conjunto finito.

El grupo GL2(R) es unimodular, como vimos en el ejemplo 1.14. En particular su medida de
Haar po es R*-invariante a derecha. Por 1.20, p induce una medida vy en GLo(R)/R* que es
GLg(R)-invariante a izquierda. A su vez o induce una medida v; en R*\GL2(R) que es GLa(RR)-
invariante a derecha. Ahora, como R* esté en el centro de GLo(R) estos dos espacios son isomorfos
de manera candnica y es facil ver que vy = 11 bajo esta identificacion. Por lo tanto G también es
unimodular.

Notemos que A y I' son unimodulares, ya que A es abeliano y I' es discreto®. Entonces por
la proposicién 1.20 hay una correspondencia entre medidas de Radon I'-invariantes a izquierda
en G/A y medidas de Radon A-invariantes a derecha en I'\G. Usando este resultado, podemos
trasladar el problema sobre la equidistribucién de d=1/ 2Raisc(d) en lesc( ) a un problema de
equidistribucién de medidas en I'\G. Tomamos como medida de Haar Ar en T' la medida de
contar y fijamos una medida de Haar a izquierda Ay en A. Ademds elegimos una medida de
Haar pgisc para Vdic( )‘5 Como G es unimodular, su medida de Haar a izquierda es A-invariante
a derecha. La medida asociada en I'\G es la medida de Haar up\¢, y la medida asociada en
G/A 2V (R) es una medida de Haar a izquierda en G/A y por eso difiere de pqisc solo en una
constante multiplicativa. Entonces podemos normalizar a pur\ g de manera que se corresponda con
Ldisc bajo la correspondencia de la proposicién 1.20.

Sea I'; el estabilizador de ¢ en I'. En vista del homeomorfismo Vi (R) = PGLy(R).qy =
PGL3(R)/A, un elemento v € I' pertenece a T'y si y solo si ygqA = g4A, si y solo si g, 'vg, € A.

Se sigue que I'y = qugq_1 NT. Podemos escribir la medida asociada a d~'/2 Rgjsc(d) como
Z Z Oyg,A-
[q]€C(d) vEL/Tq

Para cada [¢] € C(d) la medida Ay = EweF/Fq 0yg,4 €s I-invariante a izquierda, asi que le
corresponde una medida A-invariante a derecha pj, en I'\G. Afirmamos que pjg es la medida de
Haar A, 4 del espacio homogéneo x,4, donde z, = I'g,. En efecto, usando la notacién de 1.20 la
medida p en G asociada a \|g estd caracterizada por

1) =NgLap) = > ILap(vged) = Y / p(7194a) dAa(a),
~€ED/T, ~ED/T,

para toda ¢ € C.(G). Ahora, la érbita 244 esta en biyeccién con fq\A donde fq es el estabilizador
de x4 en A. Es féacil ver que I'; = gq_lfgq NA= gq_qugq. Si tomamos un dominio fundamental®

S para la accién de I'; en A, entonces

Nalae) = 3 Y [etmeaan@ = ¥ 3 [ etsan i

YED/T, €l yer/r, Ber,
= / o(1950) dAa(a) = / Irp(a) dAs, a(a).
~el’ xqA

Por 1.20 se sigue que pjg) = Ay, a- Luego Ag se corresponde con pg = Z[
en Yq := U, 244
Luego vemos que si pq = m pd, entonces basta probar lo siguiente:

al Az, 4, que estd soportada

2Un grupo discreto es unimodular ya que su medida de Haar a izquierda es la medida de contar, que adem4s es
invariante a derecha.

3Es facil ver que la medida pqgisc definida en la introduccién es efectivamente G-invariante.

4Daremos la definicién més adelante, ver la seccién 2.4
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Teorema 2.1. Cuando d — 400 entre los enteros d = 0,1 (méd 4), pq Sk ur\g- Es decir, para
toda f € C.(I'\G) se tiene

1
ol @) Z /I ) fdAeoa — pr\g, cuando d — +oo. (2.3)
[gleC(d) " ™4

Por otro lado T'\G = PSLy(Z)\PSL2(R) = T*(PSLy(Z)\H) como veremos mds adelante, y
resulta que la accién de A en este espacio se puede interpretar de manera geométrica, como la
accion del flujo geodésico, y las medidas pg4 son invariantes bajo este flujo. Por este motivo es
necesario estudiar el flujo geodésico en PSLy(Z)\H.

Demostracion de 0.1 asumiendo 2.1. Supongamos que fig —s pr\a y sea f: G/A — R continua
de soporte compacto. Por 1.17 el operador I4 : C.(G) — C.(G/A) es sobreyectivo, asi que podemos
elegir h € C.(G) tal que Iyh = f. En ese caso, por 1.20 tenemos que

1 1 1
m/\d(f) = m)\d(IAh) = mpd(frh) = ,Ud(IFh)
y luego )
m)‘d(f) — pr\g(Irh) = paisc(Iah) = paise(f),

cuando d — +o00. Se sigue que si ¢1,¢92 : G/A — R son continuas de soporte compacto con
taisc(p2) # 0, entonces
Aa(p1) . Aa(p1)/vol(Gy) . Hdise (©1)
Ai(p2)  Aa(p2)/vol(Ga)  paisc(p2)

Para terminar esta seccién, calcularemos la pg-medida de las A-6rbitas z4A en 94 y en parti-

cular veremos que tienen igual medida. Sea K = Q(\/g) y consideremos el morfismo de Q-algebras
ig : K — My(R), io(u + vv/d) = u + vv/dmyg, donde

(1 0
mo = o -1/

Podemos extender iy a un morfismo K ®g R — M>(R). El anillo K ® R es un R-espacio vectorial
con base {1®1, £ = \/&@1}. Su grupo de unidades consiste de los elementos u+v¢ con u? —dv? # 0.
De esto se deduce que io((K ® R)*) C GLy(R), ya que

a0 = ("5 )

tiene determinante no nulo. De hecho, la imagen de (K ® R)* en PGL3(R) estd contenida en A.
Sea jo : (K @ R)* — PGL2(R) el morfismo de grupos inducido por iy y sea G4 = Z[‘”—z‘/a] CK.

O

Claramente la imagen de jo es A. Afirmamos que jo(0;) =T’y para todo ¢ € Ragisc(d). En efecto,
si ¢ = ax? + bzy + cy?, podemos tomar g, = (bzﬂ b?c/a). Entonces

-l L (b+Vd b—Vd) (1 0 2c —b+Vd\ 1 (b —2a
Jalodq = Ja \ 2¢ 2 J\o —1)\—2¢c b4va 2 —b )

. d—i—\/& -1 b;J —Qa
o\ T 9 T e b

tiene coordenadas enteras, ya que d = b*> — 4ac = b (méd 2). Se sigue que gqio(8)g, ' € Ma(Z)
para todo 8 € 04. El mapa 3 — gqio(ﬂ)gq’1 es un morfismo de anillos G4 — M>(Z), asi que manda
unidades en unidades, es decir, gqio(0, )g; " € GL2(Z). Luego jo(0,) C g, 'TgsNA = fq. Para

Vd

Luego la matriz
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ver la inclusién opuesta, sea o € I';. Entonces o estd representado por una matriz de la forma

(4 2) tal que

A0
gq<01 A2>gqleGL2(Z).

Podemos hallar u, v € R tales que utovvd =)\ y u—vvd = \y. Entonces u? — dv? = M\ Ay = +1,

asi que u 4+ v€ € (K ® R)*. Por la eleccién de u, v tenemos que ig(u + v€) = (Aol ;)2 ), luego

u+bv —2av

ot w9y = ("0

) € My(Z).

Tomando traza de esta matriz vemos que u € %Z y luego av, bv, cv € %Z. Por hipdtesis el maximo
comun divisor de a,b,c es 1, asi que v € %Z. Entonces

b+d d d
u+vVd = (u+bv) —2v + + 2v +\f€

Gy.
2 2 d

Ademis u +vvd € 6 ya que u? — dv? = £1. Por lo tanto a € jo(0,).
Se sigue que jp induce un isomorfismo de grupos

~ (KeR)* | =
Jo : W — A/Fq,

donde identificamos a R* con su imagen en (K ® R)* por el morfismo z — 1 ® x. Por otro lado,
hay un isomorfismo (K ® R)* =% (R*)?, u 4 v€ — (u + vvd,u — vV/d) y el subgrupo R* tiene
como imagen la diagonal {(z,z) : z € R*}, as{ que (K ® R)*/R* =2 R*. Sea ¢ : 6 — R? dado
por ¢(u + vv/d) = (log|u + vV/d|,log |u — v/d|). La imagen de ¢ esté contenida en el subespacio
V ={(x,y) € R? : z+y = 0}. El requlador Reg(64) de G4 se puede definir como el volumen de
V/$(0)) con respecto a la medida de Lebesgue, que es una medida de Haar. Hay un epimorfismo
de grupos (K ® R)*/R* — V definido por

u+vvd
u—vvd|]’

u + v\/a
u—vVd

que coincide con ¢ en G,4. Esto induce un epimorfismo (K @ R)* /R*6 — V/¢(6 ), cuyo nicleo

es de orden 2. Luego podemos elegir una medida de Haar en (K ® R)* de modo que (K ®

R)*/R*0} tenga medida Reg(04). El pushforward de esta medida bajo jo es una medida de Haar

1
—log

1
-1 _
u+v§H<2 og .

en A/fq & z4,A. Luego, multiplicando a pg por una constante (que no depende de d) podemos
suponer que pq(xqA) = Reg(0q) para toda ¢ € Raisc(d). Notar finalmente que multiplicar a pq
por una constante no modifica a pg.

2.1. Variedades riemannianas

Recordemos que una métrica riemanniana en una variedad diferenciable M es una aplicacién
@ que le asigna a cada punto p € M un producto interno @, = (-, ), en T,M de manera suave,
en el sentido de que (X,Y) es una funcién C* para todo par de campos suaves X,Y € X(M).
Una variedad riemanniana es un par (M, Q) donde M es una variedad diferenciable y @ es una
métrica riemanniana.

Una métrica riemanniana nos permite definir longitudes y distancias (y dngulos, pero no los
usaremos). El producto interno (-, -),, determina una norma |v||, = (v,v>,1,/2 en T,M, para cada
p € M. La longitud de una curva suave a trozos 7 : [a,b] — M se define como

b
L) = [ 15Ol dt. (2.0
A su vez, podemos definir una distancia en M en términos de la longitud de curvas:

dg(p,q) = mf{L(y) : v es una curva suave a trozos que une a p y q}. (2.5)
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Es fécil ver que si M es una variedad riemanniana conexa, entonces todo par de puntos esta
conectado por una curva suave a trozos, asi que dg(p,q) < +oo. Ademds es claro que dg cumple
la desigualdad triangular, ya que si 71 es una curva que une p y ¢ y y2 €s una curva que une q y
7 entonces su concatenacién es una curva que une p y r, que es suave a trozos si vy; y 72 lo son.

Teorema 2.2. Si (M, Q) es una variedad riemanniana coneza entonces dg es una distancia y la
topologia que induce en M es igual a topologia original de M.

Demostracion. Ver | , Teo. 13.29]. O

Definicién 2.3. Una conexion afin en una variedad diferenciable M es una aplicacién
V:X(M)xX(M)— X(M), (X,Y)— VxY
que es C°°(M)-lineal en la primera variable, R-lineal en la segunda y satisface la ecuacién
Vx(fY)=X()Y + fVxY

para todo par de campos X,Y € X(M) y toda f € C°°(M). Decimos que una conexién V es
simétrica si cumple

VxY - VyX =[X,Y]
para todos X,Y € X(M) y decimos que es compatible con una métrica riemanniana @ si
X{Y,2) =(VxY,Z) + (Y, VxZ)
para todos X,Y, Z € X(M).

Teorema 2.4 (Levi-Civita). Sea (M, Q) una variedad riemanniana. Entonces existe una tinica
conezion afin V en M que es simétrica y compatible con la métrica riemanniana.

Demostracion. Ver | , Teo 2.3.6]. O

Si V es una conexién afin, es facil ver usando un argumento con funciones bump que (VxY),
solo depende de los valores de X e Y en un entorno de p. En particular si tomamos una carta
(U, ) donde ¢ = (x1,...,2,) y escribimos a X e Y en coordenadas X = ). a;0;, Y = >, b;0;
donde 0; = 8%1-’ entonces

ob;
VxY =Y a;Vo,(b;0;) =Y a; [axj»aj Ve, (@-)} '
i iJ '

Expandiendo Vo, (9;) = 3, I'};0), tenemos que

VxY = Z(Zale +X( bk)>8k.

En particular se ve que (VxY), solo depende de X,,, Y, y de las derivadas X,,(by). Los coeficientes
Ffj son los simbolos de Christoffel de la conexién.

Definicién 2.5. Sea I C R un intervalo y sea v : I — M una curva suave. Un campo a lo largo
de ~y es una funcién suave V : I — T'M tal que V(t) € T4 M para todo ¢t € I. Denotamos por

X(v) al conjunto de todos los campos a lo largo de . Decimos que un campo V estiende a un
campo V € X(7) si V, ) = V(t) para todo t € 1.

Proposicién 2.6. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y sea v : 1 — M
una curva suave. Entonces existe un dnico morfismo Dy : X(y) — X(v) que es R-lineal y cumple

(1) D:(fV) = %V + fD(V) para todo V € X(7y) y para toda f : I — R suave.

(ii) 8iV € X(M) es un campo que extiende a V entonces Dy(V) = Vﬁ(t)f/.
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Este morfismo se denomina la derivada covariante.
Demostracion. Ver | , Teo. 2.2.2]. O

Decimos que una curva suave v : I — M es una geodésica con respecto a una conexiéon V si
D% = 0 para todo t € I. En coordenadas, esta condicion se traduce en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden 2. En efecto, si (U, ¢) es una carta con coordenadas (x1, ..., %),
por las propiedades de la derivada covariante tenemos que

Dy =3 Dul3idi) = (i + %Di()

= Z"&k(’?k + Z%‘V»y(t)(ai)
k %

— Z%ak + Z%%‘Vaj (i)
k ,J

= Z (% + Z%%Ffj)ak-
% 6

Luego v es una geodésica si y solo si Y% + Z” "yi"yjffj = 0 para todo 1 < k < n, en toda carta
(U, ).

Proposicién 2.7. Sea v : [a,b] = M una curva suave a trozos y tal que ||5(t)|| = ¢ es constante
en [a,b]. Si L(y) = d(y(a), (b)) entonces v es una geodésica.

Demostracion. Ver | , Teo. 2.3.9]. O

Definicién 2.8. Sean (Mp,Q1), (M2, Q2) variedades riemannianas. Decimos que una funcién
suave ¢ : M1 — Ms es una isometria riemanniana si ¢*Qe = @1, es decir, si

(v, w)p = (dpp(v), dpp(W)) ()

para todos v,w € T,,(M) y para todo p € M.

2.2. El plano hiperbdlico
El semi-plano superior se define como
H={z+iyeC: y>0} (2.6)

Este espacio es un abierto de C 22 R? y luego tiene estructura de variedad diferenciable. Le damos
a H la métrica hiperbdlica Q = y%(dz2 + dy?).

Como H puede ser cubierto por una sola carta (z,y), su fibrado tangente es trivial: hay un
isomorfismo ¢ : TH - H x C dado por a2 {Z + ba% . (2,a+1b). Este isomorfismo restringido
a cada fibra induce un isomorfismo canénico T,H =~ C, para todo z € H. En particular T,H
tiene estructura de C-espacio vectorial para todo z. Usando este isomorfismo, el producto interno
en T, H se puede expresar como

(v, w), = Re(vw). (2.7)

1
Im(z)2

Ahora procedemos a describir la accién de PSLy(R) en H. El grupo SL2(R) actiia en la esfera
de Riemann P!(C) via g - [v] = [gv] para todo v € C?. Podemos mirar a H como subespacio de
P(C) a través del mapa z € H — [()] € P1(C). En ese caso, notemos que g - H C H para todo
g € SLy(R). En efecto, si g = (24) € SLy(R), entonces

(¢ a) G - 1G9 [)]
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(Notemos que cz + d # 0 ya que tiene parte imaginaria no nula). Ademsds,

Im az+b — Im (az+b)(cz+d)
cz+d lcz +d|?

_ Im(ac|z|? + adz 4 bcz + bd)

lcz + d|?
(ad — be)Im(z) Im(2)
= = 2.
lcz +d|? lcz + dJ? >0, (28)

asi que ¢g - z € H para todo z € H. Por lo tanto esto define una accién de SLy(R) en H. Como
—I= (73" ") acttia trivialmente en H, la accién pasa al cociente PSLy(R) = SLo(R)/{=£I}.
Esta accién a su vez induce una accién de PSLy(R) en TH=H x C, g- (2, w) = (¢ - 2, d.g(w)).
az+b

Notemos que para todo g = (24) € PSLy(R) la funcién g(z) = %£2 es holomorfa en H. Por las

ecuaciones de Cauchy-Riemann esto implica que la matriz Jacobiana real de g(z) = u(z) + iv(z)

es de la forma
C(uz uy\  (ux —vg
sor = (5 )= (e ) 29)

y luego bajo la identificacién T,H = C, tenemos que

w

dz = / = e
o) = g'(Jw = o
para todo w € T, H.

Proposicién 2.9. La accion de PSLa(R) en H es isométrica y transitiva. El estabilizador Stab(i)
de i es PSO(2).

Demostracién. Sea g = (2Y) € PSLy(R), sea z = z+iy € Hy sean v, w € T.H. Por (2.8) tenemos
que

(d.g(v), dzg(w)>g(z) = ( )2 Re (dzg(v)dzg(w)>

|ez + d|?
ez +d|* VW 1 .
— )2 Re o+ d]t = Re(vw) = (v, w)..

Luego g actia isométricamente en H. Para probar que la accién es transitiva, basta ver que para
VU /Y )

todo z = = + iy € H existe g € PSLy(R) tal que g(i) = z. Y efectivamente la matriz ( 0 1vg

manda i a x + 1y.
Queda probar la tltima afirmacién. Es claro que PSO(2) C Stab(i) ya que

(COSQ —sin@) . dcosf) —sinf .

. = ———————— =3,
sinf  cosf cos@ +isinf

Reciprocamente, supongamos que g = (%) € PSLy(R) cumple g(i) = 4. Por (2.8) se tiene que
Img(i) = |ci +d|~2 = 1, es decir, |ci+d| = 1 y luego existe 0 € [0,27) tal que ¢ = sinf, d = cos .
Como ¢(i) = i, tenemos que ai + b =i(ci +d) = —c+ di, as{ que a =d y b = —c. Se sigue que

cosf —sinf
N <sin9 cos 6 > € PSO(2). =
Como PSLy(R) actiia por isometrias, su accién en TH preserva el subespacio
T'H := {(z,v) e TH: |jv||, = 1}

que es llamado el fibrado tangente unitario. La misma definicién es valida para cualquier variedad
riemanniana (M, Q) reemplazando H por M. Notemos que hay un difeomorfismo TH - H x S*,

(z,v) — (2, )
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Proposicién 2.10. La accion de PSLy(R) en T H es simplemente transitiva.

Demostracién. Dado (z,v) € T H, veamos que existe g € PSLy(R) tal que g.(z,v) = (i,4). De
esto se deduce que la accién es transitiva. Por la proposicién anterior existe g € PSLy(R) tal que
g(z) =14.Si h= (9 5n0) con § € R, entonces h(i) =iy

sinf cos@
w w
d:h = = .
(w) (cosf +isinfh)?  cos(260) + isin(26)

A medida que 0 varia en R, el denominador toma cualquier valor en S!. Luego existe # € R tal
que d;h od,g(v) = i. Se sigue que hg.(z,v) = (i,1).

Para probar la transitividad simple basta ver que el estabilizador de (i,7) es la identidad.
Si g € PSLy(R) fija (i,7), entonces g € PSO(2), digamos g = (50 ~sn0) Como d;g(i) =

i(cosf + isin ) =2, se sigue que cosf = +1 y sinf = 0. Luego g = +1 es la identidad. O
Luego hay un isomorfismo PSLy(R) —~~ T H dado por g — g.(i, ).

Proposiciéon 2.11. Las geodésicas en H son los semicirculos cuyo centro yace en el eje x y las
semirrectas que son paralelas al eje y.

Demostracion. Veamos primero que las semirrectas paralelas al eje y son geodésicas. Supongamos
que v : [0,¢] — H es una curva que une los puntos z = ia y w = ¢b. Cambiando la orientacién de
~v podemos suponer que b > a. Entonces
C/E2(t) + 3(t Cy(t
L(V):/ Mdtz Mdtzlogb—loga.
0 y(t) 0o y(t)
Por otro lado, si uno elige £ = logh —loga y v(t) = iae’ entonces se da la igualdad en la ecuacién
anterior, lo que implica que L(vy) = d(z,w). Ademds

: t
ol = Kl o
y(t) ae

asi que por la proposicién 2.7, v es una geodésica.
Pasando al caso general, supongamos que 7 : [tg,#1] — H es una geodésica con v(tg) = z,
4(to) = v. Como la accién de PSLy(R) en T H es transitiva, podemos tomar g € PSLy(R) tal que
g(i) = z y dig(%(i)) = v. Sea yo(t) = ie' la geodésica del parrafo anterior con a = 1. Como g es

una isometria inversible, 8 = g o v cumple que ||3(t)| = |F0(t)|| = 1 para todo ¢ y

L(B) = d(y(to), ¥(t1)) = d(B(to), 5(t1))-

Luego f es una geodésica por 2.7. Ahora, esta geodésica estd determinada por B(tg) y 5(t0) ya
que B cumple una ecuacién diferencial ordinaria de orden 2. Como los valores de 3 y su derivada
en a coinciden con los de 7, esto implica que (t) = B(t) = g o v (1).

=1

)

Supongamos que g = (‘ZZ) Sic =0, entonces d = a~! y g(z) = a?z + ab. En ese caso
go7(t) = ia’e’ + ab es una recta vertical. Si en cambio d = 0, entonces b = —1/cy
a 1
9@=3"=

Luego go(t) = ¢ — ic™2e~! también es una recta vertical. Finalmente, si cd # 0, afirmamos que
g(iR~() estd contenido en una circunferencia con centro %. En efecto, dado ¢t > 0, tenemos

ait+b ad+bc  (ait + b)2cd — (cit + d)(ad + be)

cit+d  2cd 2cd(cit + d)
_cit(ad —bc) +d(bc —ad)  cit—d
B 2¢d(cit + d)  2cd(cit +d)’

La norma del dltimo término es (2cd)™!, que no depende de t. Luego la imagen de g o g estd
contenida en el semicirculo de centro “gjjc y radio (2cd)~!. Notemos ademds que a medida que
t — —00, govo(t) tiende a b/d y a medida que t — +00, go~(t) tiende a a/c. Estos son el punto

inicial y final del semicirculo. Como la imagen de go~yg es conexa, debe ser todo el semicirculo. [
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Por la demostracién se ve que cualquier geodésica en H se puede extender para estar definida
en todo R. Las variedades riemannianas con esta propiedad se dicen geodésicamente completas.

Proposicion 2.12. La distancia hiperbdlica entre dos puntos z,w € H estd dada por

(2.10)

|z —w| — |z — w|

Demostracion. Llamemos §(z,w) al lado derecho de 2.10. Afirmamos que §(g(z), g(w)) = §(z, w)
para todo g € PSLa(R). En efecto, es claro que § es invariante bajo z — z+t cont € R, y es
invariante bajo z — —1/z ya que

1z —1/wl+ 1z =1/w] _ (z=w|+ |z —w])/|lwz] _ |z -]+ |z — w|
1/z=1/w| - 1/z = 1/w|  (]z =] = |z —w])/lwz] |z =] — |z —w|

Como veremos en la siguiente seccién, SLa(R) estd generado por (9 ')y (§4) con ¢ € R. Luego
la afirmacién es valida.

Siz =iday w = ib, con a < b, vimos en la demostracién de la proposicién anterior que
v :10,log(b/a)] — H, ~(t) = iae’ es una geodésica entre z y w con longitud log(b/a). En particular
d(ia,ib) = log(b/a), mientras que

|z —w| + |z — w| la +b] + |a — b 2b o
1 =1 — | =1 — | =d b).
Og(|zw|zw| C\lato—ja—0/) ®\2 (ia, )
En el caso general, aplicando una transformacién afin s — as 4+ t podemos llevar z a i, y luego
podemos aplicar una transformacién en PSO(2) para llevar a w a la recta Re(s) = 0. Luego existe

g € PSLo(R) tal que g(z) =iy g(w) = ib con b > 0. Intercambiando z y w podemos suponer que
b > 1. Como s — ¢g(s) es una isometria, tenemos que

d(z,w) = d(i,ib) = (i, ib) = §(z, w). O

Corolario 2.13. Sean z,w € H tales que |Re(z — w)| <1 y Im(z) > Im(w) > 1. Entonces
)

log Gﬁ%) < d(z,w) < log (4112((2)> . (2.11)

Demostracion. Sean r = Im(z), s = Im(w). Tenemos que

[zl + ]z —w| _ (2= + |z —w|)

eoa = —wl e —mE == ul?
y puesto que Re(z — w) = Re(z — w), es
|z =@ — |z —w|? = Im(z — @)% —Im(z —w)? = (1 + 5)* = (r — 5)> = 4rs. (2.12)
Por otro lado, como |Re(z — w)| <1,

lz—wWl+z—w| < (r+s+1)+(r—s+1)=2(r+1) <4r.

Luego d(z,w) < log (16’"2) =log (%). La primera desigualdad se obtiene acotando

4rs
|z —w|+|z—w|>(r+s)+(r—s)=2r

lo que junto con (2.12) nos da

4r? r
d(z,w) > log (47"5) = log (;) . O

Lema 2.14. La medida duy = y~2dx dy en H es invariante bajo la accion de PSLa(R).
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Demostracién. Sea g = (Y) € PSLy(R). Por (2.9) tenemos que det Jg(z) = u2 +v2 = |¢/(z)|*> =
|cz + d|~=*. Luego, por el teorema de cambio de variable,

dacdy z \cz+d\4 dxdy
Joro o= L = [0

para toda f € C.(H). Se sigue que (L;l)*,uo = g, asi que pg es invariante. O

El flujo geodésico de una variedad riemanniana geodésicamente completa (M, Q) es el flujo
gt : T*M — T'M en el fibrado tangente unitario definido de la siguiente forma: si (p,v) € T*M
entonces g¢(p,v) = (7 (t),4»(t)) donde 7, es la geodésica en M con 7,(0) = p, 4,(0) = v.

Proposicién 2.15. El flujo geodésico en T'H = PSLy(R) es de la forma g;(x) = za; ' donde

e t’2 0
at< . et/2>' (2.13)

Demostracién. Como vimos en la demostracién de la proposicién 2.11 la curva y(t) = iet es la
geodésica que comienza en i con 4(0) = i. Y es inmediato verificar que (7y(t),%(t)) = a; *.(i,1).
Ahora sea (p,v) € T'H un punto cualquiera y sea g € PSLy(R) tal que (p,v) = g.(i,4). Como
g actia isométricamente, B(t) = g o y(t) es la geodésica que pasa por p con vector tangente
v. Luego g,(p,v) = (B(t), B(t)) = (ga; ', 9.(a; ). (v)) = ga;'.(i,7), que bajo el isomorfismo
T'H = PSLy(R) se corresponde con ga; ' O

2.3. La descomposiciéon de Iwasawa

El principal resultado de este capitulo es la ergodicidad del flujo geodésico en PSLy(Z)\G.
Para probarlo necesitaremos un par de resultados sobre la estructura topoldgica y algebraica de
PSL2(R). Todos ellos se deducen de la descomposicidn de Iwasawa de SLa(R). En general, si G
es un grupo de Lie conexo semisimple entonces existen un subgrupo compacto maximal K, un
subgrupo abeliano A y un subgrupo nilpotente N, tales que G es difeomorfo a K x A X N | ,
§VL.5]. En el caso de SLa(R) este resultado se puede probar directamente.

Definimos los siguientes subgrupos de SLy(R):

cosf —sinf
K{<sin9 cos ) ’ OGR}’

(RS I (R

y A es el grupo definido en (2.2). También denotamos por A, N, N~ a la imagen del respectivo
grupo en PSLy(R). Este abuso de notacién no es tan grave ya que la proyeccién de estos subgrupos
en el cociente es inyectiva.

Proposicién 2.16. El mapa ¢ : N x A x K — SLa(R), ¢(n,a, k) = nak es un homeomorfismo.

Demostracion. Es claro que ¢ es continua. Veamos primero que ¢ es sobreyectiva. Sea g € SLy(R)
y sea x + iy = g(i). Entonces

R R [T

Llamandon = (§ %), a = (‘? 1/(3@), tenemos que (na)~tg.i =i asi que (na)~'g = k para algtin
k € K. Luego g = nak estd en la imagen de ¢.
Para ver inyectividad, supongamos que g € SLo(R) es la imagen de (n,a, k) bajo ¢, donde

n=(§3)ya=({1)) conr>0.Entonces

g(i) = <(1) f) (6 1%) i= s+ 2.
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Luego las entradas de n y a quedan determinadas por las de g. Ademéds, k = (na)~lg, asf que n,
a 'y k estan determinados por g. Luego ¢ es una biyeccién. Finalmente, $~! es continua ya que n,
a vy k dependen de manera continua de g. En efecto,

) ()

y k = (na)~tg. Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. O

Proposicién 2.17. No hay morfismos continuos no triviales SL2(R) — R. En particular SLa(R)
y PSLay(R) son grupos unimodulares.

Demostracion. Sea f : SLa(R) — R un morfismo de grupos continuo. Como SLy(R) = NAK,
basta ver que f(K) = f(A) = f(N) = 1 para ver que f es trivial. En primer lugar, como K = S!
es compacto, f(K) es un subgrupo compacto de R y luego f(K) = 1. Dado (6 1(/)T) € A, como

D60 =)

esto implica que f (§ 1(/)r) =—7 (o 1%) y luego f (o 1%) = 0. Finalmente, para ver que f(N) =1

usamos la identidad
2 0 1 4x 0
0 1/2 0 O 1/2

Aplicando f a ambos lados, obtenemos que f((l) Y =f(3%)=4f({%), luego f (%) =0.En
particular la funcién modular Agr,r) : SL2(R) — R debe ser tr1v1a1 yva que R & R>0 como
grupos topoldgicos, asi que SLy(R) es unimodular. Analogamente, Apgy,(®) : PSL2(R) — Rsq es

trivial ya que la composicién SLa(R) — PSLy(R) 2, R0 lo es. O

Lema 2.18. Los subgrupos N, N~ < SLy(R) generan SLa(R). En particular, SLo(R) estd generado
por N y (1 01 )

Demostracion. Sea g = (‘Cl 3) € SL2(R). Podemos suponer que ¢ # 0 reemplazando a g por (19)g.
Notemos que N = {h € SLy(R) : he; = e1} donde e; = (}). Dados s,t € R, tenemos que

1os\ (1 0\ (1) (1 s\/1\ [1+st

0 1 t 1)\0) \0 1 t) t '
Como ¢ # 0, existe s € R tal que 1+ cs = a. Para tal s, se tiene ({ ) (19)e1 = (¢) = gey. Luego
(,lc(f) ((l)js)gz (%) para algin z € R, y por lo tanto g pertenece al subgrupo generado por

N UN™. La tltima afirmacién se deduce de que N~ esta en el subgrupo generado por N y (O e )

ya que .

10 0 —1\ (1 —t\ [0 -1\

(t 1):<1 0)(0 1><1 0)‘ =
2.4. El flujo geodésico en superficies hiperbdlicas

Sea T' < PSLy(R) un subgrupo discreto. Como I' actiia por isometrias en H, se le puede dar al
cociente una estructura de variedad riemanniana de modo que la proyeccién 7 : H — I'\H sea una
isometrfa local. En efecto, dado ¢ € T'\H, si elegimos p € 7~ !(q) entonces d,m : T,H — T,(I'\H)
es un isomorfismo y esto nos permite definir una forma bilineal positiva definida en T,(I'\H) de
la siguiente forma:

Qq(v,w) = Qp(dpﬂ_l(wv dpﬂ'_l(w))'
Esta forma no depende del punto p elegido ya que PSLs(R) acttia por isometrias. Es ficil ver que la
métrica @ asi definida es suave y luego determina una estructura de variedad riemanniana en I'\ H.

El objetivo de esta seccién es probar que el flujo geodésico en PSLo(Z)\H es ergdédico. Probaremos
este resultado para reticulos de PSLy(R) ya que esto no hace més dificil la demostracion.



CAPITULO 2. EL FLUJO GEODESICO 45

Sea G un grupo de Lie. Una métrica riemanniana (-,-) en G se dice invariante a izquierda si
L, es una isometria riemanniana para todo g € G. Las métricas G-invariantes a izquierda estdn
en correspondencia con los productos internos en g = T.G donde e € G es la identidad, ya que
(-,)e determina (-, ), para todo g € G. Si una métrica en G es invariante a izquierda, la distancia
d = dg asociada es invariante a izquierda, es decir verifica que

d(gz,gy) = d(v,y),  paratodos z,y,9 € G.

Sea BY la bola de radio 7, centrada en la identidad de G.

Proposicion 2.19. Sea G un grupo lineal cerrado y I' < G un subgrupo discreto. Entonces para
todo x € X = T'\G existe un niimero r > 0 tal que el mapa BS — BX(z), g = xg es una isometria
biyectiva. Mds aun, para todo compacto K C X podemos elegir r de modo que la propiedad anterior
valga para todo x € K.

Demostracion. Ver | , Prop. 9.14]. O

El nimero r > 0 de la proposiciéon anterior es llamado un radio de inyectividad de x. Cabe
aclarar que esta no es la definicién usual de radio de inyectividad en geometria riemanniana.

Definicién 2.20. (1) Si G es un grupo localmente compacto y Hausdorff, un reticulo en G es
un subgrupo discreto I' < G tal que G/T" admite una medida de Borel G-invariante finita.

(2) Supongamos que G actia en un espacio X localmente compacto y Hausdorff por homeo-
morfismos. Un dominio fundamental para la acciéon de G es un abierto conexo F C X tal
que

(1) Uyeg 9F = X.
(i1) FNgF = @ para todo g € G\ {1}.

(3) Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de PSLy(R).

En la definicién de reticulo uno puede tomar equivalentemente el espacio de coclases a derecha
I'\G ya que el mapa G/T' — I'\G, g — I'g~! es un homeomorfismo y luego induce una biyeccién
entre medidas de Borel finitas G-invariantes a izquierda en G/I" y medidas de Borel finitas G-
invariantes a derecha en T'\G.

Proposicién 2.21. Si I' < PSLy(R) es un reticulo, entonces TH(I'\H) = T'\PSLy(R). Bajo
este isomorfismo, el flujo geodésico en TY(I'\H) se corresponde con el flujo g; : T\PSLa(R) —
g:(T'z) = Tza; ",

donde a; es la matriz definida en (2.13).

Demostracion. Ver | , Prop. I1.3.4] O

Lema 2.22. El conjunto
F={z€eH: [Re(2)| < 3, 2| > 1} (2.14)

es un dominio fundamental para la accion de PSLo(Z) en H.

Demostracion. Sea 7 € H. Como Z © Z7 es una reticulo en C, existe min . g)ez2—oy [c7 +d| y
luego existe maxyesr, (z) |[Im(g- 7)| por (2.8). Supongamos que go € SL2(Z) maximiza [Im(g-7)| y
sea z = go - 7. Componiendo a go con (§ 7) para algiin m € Z podemos suponer que |Re(z)| < %
Si z ¢ F, entonces |z| < 1, en cuyo caso Im(—1/z) = Im(z/|z|?) > Im(2), lo cual es absurdo. Por
lo tanto z € F y luego F cumple la condicién (i) de la definicién.
Para ver la segunda condicién, supongamos que z,w € F' son elementos distintos tales que
w = g(z) para algin g = (2 Y) € SLy(R). Podemos suponer que Im(z) < Im(w) = Im(2)/|cz+d|*.
Entonces
lc|.Im(2) < ez +d| < 1. (2.15)
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Figura 2.1: El dominio fundamental de PSLy(Z)

Como z € F, se tiene Im(z) > v/3/2 y luego |¢| < 2/4/3. Ademés, si ¢ = 0 entonces a = d = +1
y w = z + b, absurdo ya que \z —w| < 1. Por lo tanto ¢ = 1 y por (2.15), |z +d| < 1. Sid # 0

entonces |d + Re(z)] > 1— 1 =1, asf que

|z + oi|2 = Im(2)? + (d £ Re(2))? > % + i =1,

que es imposible. Se sigue que d = 0 y luego |z| < 1. Pero esto contradice z € F. Por lo tanto F'
es un dominio fundamental. O

Se sigue del lema anterior que el conjunto
S={(z,v) eT'H: 2 € F} (2.16)

es un dominio fundamental para la accién de PSLy(Z) en PSL2(R). En efecto, dado un punto
(2,v) € T'H, podemos llevarlo a S por medio de la accién de un elemento g € PSLy(Z) tal que
g(2) C F. Ademés SN gS = & para todo g # 1 ya que para todo p € S las componentes z de p y
g - p son distintas.

Lema 2.23. La medida dy = y=?dxdydf en T'H =2 H x S! es PSLy(R)-invariante a izquierda,
donde df es la medida de Haar en S*.

Demostracién. Recordemos que hay un difeomorfismo T'H = H x St, (z + iy,v) — (z + iy, &)
donde ¢ = v/y. Bajo esta identificacién, la accién asociada de PSLz(R) en H x S* es de la forma

569 = (91 it ) = (s 1222,

En particular vemos que para z € H fijo, la accién de g en la segunda coordenada es una rotacion.
Ademas, la medida p coincide con la medida producto pg x A, donde pg es la medida del lema
2.14 y X es la medida de Haar de S*. Si f € C.(H x S'), por Fubini tenemos que

/Hxslf( (2,6)) du = //51 ( 8213; )d/\(ﬁ)duo(z)
= [ [ 6.9 dx©) duo(2
= [ ] #66:1.8) dualranie

-/, /H FeduE@ e = [ n

Por lo tanto p es PSLy(R)-invariante. O
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Proposicién 2.24. PSLy(Z) es un reticulo de PSLy(R).

Demostracion. Sea G = PSLy(R) y sea I' = PSLy(Z). Como G es unimodular, su medida de Haar
a izquierda u es bi-invariante, asf que por 1.20 se corresponde con una medida de Radon v en T\G
que es G-invariante a derecha. Estas medidas se relacionan por la ecuacién

/fdu / > flyx) dv(Ta),

veF

para toda f € Cc(G). Sea I : Cc(G) — Co(I'\G) el mapa I(f)(I'z) = >°. . f(vz) definido en la
seccién 1.1. Dada una funcién h € C.(I'\G), podemos elegir f € C.(G) tal que I(f) = h. Como
G=U,er S y u(08S) = 0, tenemos que

=> 1(9)

~ver 75

—Z/f”ygdu

~el

/Zf (vg) du(g /h(Fg) du(g)-

veF

Luego v(h) = [4(how) du para toda h € C(I'\G), donde 7 : G — I'\G es la proyeccién al cociente.
Se sigue que v = (7|g)«p, y por el lema anterior, u es proporcional a y~2dx dy df. Entonces, salvo
por un factor de proporcionalidad la medida de T'\G es

1/2
v(I\G) = /—dxdy—/ / —dydx—f<+oo
12)vi—zz ¥ 3

Luego T es un reticulo. O
Lema 2.25. Sea g = (§ 19T) € SLy(R) con r > 0. Entonces

(a) Sih € N yr <1 entonces
lim g"hg " =1.
n—roo

(b) Sihe N~ yr >1 entonces
lim ¢"hg™" =1.

n—oo

Demostracion. Supongamos que h = (} ) € N. Entonces

0 1 s\ (r™ 0\ _ (1 r¥s
0 »—"/)\0 1 o ) \0o 1 )°
0

Sir € (0,1) entonces r?"s — 0 cuando n — 0o y luego g"hg~™ — 1. Andlogamente, si h = (1 9)
n

entonces ¢g"hg™" = ( L 1) — 1 siempre que r > 1. O
Definicién 2.26. Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff. Una representacion unitaria
de G es un par (7, #) donde #€ es un espacio de Hilbert y 7 : G — U (#€) es un morfismo de G en
el grupo de operadores unitarios, que es SOT-continua, i.e. para todo v € #, el mapa g — 7(g)v
es continuo.

Lema 2.27 (Mautner). Sea G un grupo localmente compacto y Hausdorff, y sea (mw, %) una
representacion unitaria de G. Supongamos que g, h € G verifican

lim ¢"hg™™ = 1.

n—oQ

Entonces todo vector v € #€, que es fijado por g también es fijado por h.
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Demostracion. Para todo n > 1 tenemos
[mw(h)v — vl = |lw(R)m (g™ )v = 7(g~")v| = [lw(g"hg™™)v — v]|.
Como g™hg™™ — 1, se sigue que 7(g"hg~")v — v. Por lo tanto w(h)v = v. O

Sea T' < PSLy(R) un reticulo. Como PSLy(R) es unimodular, su medida de Haar a izquierda
A es bi-invariante. Por la proposicién 1.20, A se corresponde con una medida PSLy(R)-invariante
a derecha p en X = I'\PSLy(R).

El grupo SL2(R) actia a derecha en X por traslacién. Esta accién induce una representacién
unitaria (7, L2 (X)) dada por (g) f(x) = f(zg). El operador m(g) es unitario ya que y es invariante
a derecha y 7(g) es inversible. Para ver que 7 es SOT-continua, supongamos que g, — g en SLy(R).
Si f € C.(X), entonces f(xg,) — f(xzg) puntualmente ya que la accién de G en X es continua. Por
convergencia acotada se sigue que w(gy)f — m(g)f en L?(X). Como C¢(X) es denso en LZ(X),
lo mismo vale para toda f € L2 (X).

Teorema 2.28. Sea I' < PSLo(R) un reticulo. Entonces todo g € A\ {1} actida ergédicamente en
T\PSLy(R). En particular, el flujo geodésico en T\PSLy(R) es ergddico.

Demostracion. Sea 76 = L*(I'\PSL2(R)) y sea 7 : SLa(R) — U(¥€) la representacién unitaria
asociada a la accién de SLa(R) en I'\PSLy(R). Si f € # es una funcién g-invariante para algin
g € A, por los lemas 2.25 y 2.27 se sigue que 7(N)f = fy m#(N7)f = f. Como N y N~ generan a
SLa(R), la funcién f es esencialmente SLy(R)-invariante y luego constante c.t.p. ya que la accién
de SL3(R) es transitiva. O



Capitulo 3

Formas cuadraticas binarias

3.1. Formas cuadraticas y espacios cuadraticos

En esta seccion, K denotard un cuerpo de caracteristica distinta de 2, a menos que se especi-
fique lo contrario.

Definicién 3.1. Sea K un cuerpo de carateristica # 2. Un espacio cuadrdtico sobre K es un par
(V,q) que consiste de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita y una forma cuadratica ¢ en
V', es decir, una funcién ¢ : V' — K que cumple

(i) q(Av) = A?q(v), para todo A € K y todo v € V,
(#9) la funcién ¢ : V x V — K dada por

¢(x,y) = q(z +y) — a(@) — q(y)
es una forma bilineal simétrica.
Decimos que q es n-aria si dim(V') = n. Usualmente notaremos la forma bilineal como (-, -).

Notemos que la funcién ¢ estd completamente determinada por ¢ ya que g(z) = 3¢(z, ).

Ademas, si elegimos una base eq,...,e, de V como K-espacio vectorial, esto determina un iso-
morfismo p: K™ ==V, p(a1,...,an) = Y, a;e; y puesto que ¢ es bilineal,
. 1
goplar,...,an) =q (Z aiei> =3 Z a;a;(e;,e;). (3.1)
i=1 1<i,5<n
Entonces g o p es una forma cuadrética en el sentido usual, es decir un polinomio homogéneo
de grado 2 en K. Reciprocamente, si f € K[z1,...,z,] es un polinomio homogéneo de grado 2
entonces ¢ = f o p~! cumple las condiciones (i) y (i7) de la definicién anterior.
Otra forma de caracterizar a g es por medio de su matriz asociada. Si fijamos una base e1, . .., e,

de V, entonces existe una unica matriz M, € M, (K) simétrica tal que
L4
qg(xier + - +ane,) = 7% M,x,

donde z = (z1,...,x,)", para cualquier eleccién de z;. De hecho M, = ({e;, ej))m.. Definimos el
discriminante de ¢ con respecto a esta base como disc(¢) = det M. Si ¢ es una forma cuadrati-
ca binaria con coeficientes en K, tomando la base canénica de K? recuperamos la nocién de
discriminante definida anteriormente.

Un morfismo de espacios cuadrdticos f : (Vi,q1) — (V2,q2) es una transformacién lineal
f Vi — V5 tal que q1 = ¢ o f. Llamamos embedding de espacios cuadraticos a un morfismo
inyectivo.

El grupo ortogonal de ¢, notado O(q), es el grupo de automorfismos K-lineales T : V — V
que preservan a ¢, es decir, tales que go T = ¢. A su vez definimos SO(g) como el subgrupo de
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elementos de O(g) de determinante 1. También notamos a estos grupos como O, (K) y SO4(K) si
queremos especificar el cuerpo K.

Decimos que g es no degenerada, o que V' es regular, si para todo = € V no nulo existe y € V'
tal que (z,y) # 0. Notemos que ¢ es no degenerada si y solo si disc(q) # 0. En efecto, ¢ determina
una transformacion lineal §: V — V* = Homg (V, K) dada por  — (z, —). Sea ey, ..., e, la base
con respecto a la cual calculamos el discriminante y sea ej, ..., e} la base dual en V*. Entonces
la matriz de 3 con respecto a estas bases es M, ya que

n

<6i,(E> = <€i, Ze;(x)ej> = Z<eivej>e;($)
j=1

j=1

para todo = € V. Por definicién ¢ es no degenerada si y solo si 8 es un monomorfismo. Como
V tiene dimensién finita, esto es equivalente a pedir det M, # 0. Notemos ademas que en ese
caso [ es un isomorfismo. En particular, para toda funcional lineal ¥ € V* existe v € V tal que
¥ =(v,—).

Decimos que un subespacio S C V es regular si g|ls es no degenerada. Ademéds definimos el
complemento ortogonal de S como S+ = {y € V : (x,y) = 0, para todo z € S}. Supongamos que
V es regular y sea S un subespacio. Afirmamos que dim(S+) = dim(V) — dim(S). En efecto, S+

es el nticleo del morfismo V 25 v* 2 S*, donde p denota la restriccién a S. El morfismo po 3 es
un epimorfismo ya que p y S lo son. Entonces tenemos una sucesién exacta corta

0 5+ v P, g 0

de donde se deduce que dimV = dim S* + dim S+ = dim S + dim S+.
Proposicién 3.2. Sea (V,q) un espacio cuadrdtico y sea S CV un subespacio. Entonces

(a) Si S es regular, entonces V. =S @ S+.
(b) Supongamos que V es regular. Entonces S es reqular si y solo si S* es regular.

Demostracion. (a) Dado v € V, consideremos la funcional lineal ¢, : S — K, ¥,(z) = (v, z).
Como S es regular, existe s € S tal que ¥, (z) = (s,z) para todo = € S. Se sigue que
v—s5¢€ 8t yluegov =5+ (v—s5) €S+ S+t Por otro lado, si w € SN S+, esto significa
que la funcional (w,—) se anula en S. Como S es regular, esto solo puede pasar si w = 0.
Por lo tanto V = S @ S+.

(b) Supongamos que S es regular. Por el punto (a), tenemos V = S @ S*. Dado y € S+ existe
r € V tal que (x,y) # 0. Escribiendo z = s +w con s € S, w € S+, obtenemos que
(r,y) = (w,y) # 0. Se sigue que S es regular. Reciprocamente, si S no es regular, entonces
por definicién existe y € SN S+ no nulo. Claramente S C (S+)+, asi que S+ N (SH)L # 0.
Luego por el punto (a), S* no puede ser regular. O

Teorema 3.3 (Teorema de Extensién de Witt). Sean (Vi,q1) y (Va,q2) espacios cuadrdticos
isométricos, sea S C Vi un subespacio y supongamos que hay un embedding f : (S,q1) — (Va2, q2).
Entonces f se extiende a una isometria f : (Vi,q1) — (Va, ¢2).

Demostracion. Ver | , Teo. 4.1] o | , §IV.1.5]. O

Un elemento v de un espacio cuadrético (V,q) se dice isotrdpico si v # 0y q(v) = 0. Decimos
que q es isotropica si es no degenerada y V' contiene algtin elemento isotrépico. En caso contrario,
q se dice anisotrdpica. Un ejemplo de espacio isotrépico es un plano hiperbdlico, que se define
como un espacio (H,q) de dimensién 2 que posee una base {u1,u2} tal que g(u1) = q(uz) = 0
y (u1,u2) = 0. El siguiente lema muestra que el plano hiperbdlico es en cierto sentido el dnico
ejemplo de espacio isotrépico no trivial.

Lema 3.4. Todo espacio cuadrdtico isotropico (V,q) contiene un plano hiperbdlico.
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Demostracion. Sea uy € V un elemento no nulo tal que ¢(u;) = 0. Como ¢ es no degenerada,
existe w € V tal que (u1,w) # 0. Multiplicando a w por una constante podemos suponer que
(u1,w) = 1. Ahora tomamos us = w + Auy, donde A = —q(w). Entonces

q(u2) = q(w) + Nq(u1) + Mw, u1) = g(w) + A = 0.

Ademds (u1,us) = (ug, w)+ A{ug,u1) = 1. Por lo tanto el subespacio H = Kuj + Kus es un plano
hiperbdlico. O

Finalmente, damos un par de definiciones sobre formas cuadraticas binarias. Diremos que una
forma cuadratica g sobre Q es entera si sus coeficientes son enteros. Decimos que dos formas
cuadréticas binarias enteras g, qa son equivalentes si existe g € GLa(Z) tal que g2 = g1 09, ¥y
decimos que son propiamente equivalentes si podemos tomar g € SLy(Z) en cambio. Llamamos
reticulo cuadrdtico a un par (L, q) donde L es un Z-médulo libre de rango finito y ¢ es una forma
cuadratica en L ®z Q.

A cada forma ¢ = ax? 4 bxy + cy? con a # 0 le podemos asignar el nimero complejo

b+ Vd

r
4 2a

que es una raiz del polinomio f(x) = ¢(z,1), donde d es el discriminante de ¢. Llamamos a 7, la
raiz principal de q. Sid < 0y a > 0, esta raiz tiene parte imaginaria positiva, es decir, 7, € H. El
conjunto {7, : ¢ € Raisc(d)} se suele denominar el conjunto de puntos de Heegner de discriminante
d < 0.

3.2. Ordenes en cuerpos cuadraticos

Una de las razones por las que el estudio de las formas cuadraticas tiene mucha relevancia
en teoria de numeros es la correspondencia entre clases de formas cuadraticas binarias enteras de
discriminante d fijo, y cierto grupo de clases de ideales en un anillo 6; C K. El objetivo principal
de esta seccién es demostrar esta correspondencia.

Definicién 3.5. Un cuerpo de nimeros es un cuerpo K que es una extension finita de Q. Un
cuerpo cuadrdtico es una extension de Q de grado 2.

Decimos que un elemento o € K es un entero algebraico si el subanillo Z[a| C K es finitamente
generado como Z-médulo. Si « es un entero algebraico, como las potencias a™ con n > 0 forman un
conjunto de generadores de Z[a] como Z-médulo, existe un entero N > 0 tal que Z]o] = ZnN=o Za™.
En particular, a’¥*! se escribe como combinacién Z-lineal de 1, c, ..., oY y luego a es rafz de un
polinomio ménico con coeficientes enteros. Reciprocamente, si « es raiz de un polinomio ménico
f € Z[z] de grado d > 0, es facil ver que Z[a] = Ei;é Za™ es finitamente generado. En conclusién
estas dos condiciones son equivalentes.

Observemos que si «, 8 € K son enteros algebraicos entonces Z[a, 5] es un Z-médulo finita-
mente generado. En efecto, si Zja] = Z+Za+---+Za" y Z|B] = Z+ZB+- - -+ 7ZS* entonces todo
monomio o™ 8" se escribe como combinacién lineal de elementos o Bk con0<j<r 0<k<s,
y luego Z|a, f] esté generado por el conjunto {a?p% : 0 < j < 7,0 < k < s} que es finito. En
particular a4 8 y «f son enteros algebraicos ya que Z[a+ ] C Z[a, 8] v Z[aB] C Zla, f]. Se sigue
que el conjunto Gk de enteros algebraicos en K es un anillo, y lo llamamos el anillo de enteros de
K. Se puede ver que Ok es un Z-médulo libre de rango [K : Q] (ver | , §1.2]). En el caso de
cuerpos cuadraticos, esto se deducirad de la proposicién 3.6.

Sea K un cuerpo cuadratico. Por la teoria de cuerpos, toda extension algebraica de Q puede
ser embebida como subcuerpo de C, ya que C es algebraicamente cerrado. Luego podemos suponer
por simplicidad que K C C. Tomemos un elemento £ € K — Q. Como [K : Q] = 2, los elementos
1,&,£2 son linealmente dependientes y luego existe un polinomio ax? + bx + ¢ € Q[z] que se anula
en &. Tomando d = b? — 4ac tenemos que

4a(ax® + bz + ) = (2ax + b)? + 4ac — b* = (2ax + b)* — d.
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Evaluando en ¢ obtenemos que (2a¢ +b)? = d, asf que 2a€ +b = £v/d, donde v/d = i\d|1/2 sid < 0.
En particular d no es un cuadrado perfecto ya que 2a{ +b ¢ Q. Se sigue que Q(\/(j) C K y se debe
dar la igualdad ya que ambos cuerpos tienen grado 2 sobre Q. Notemos que Q(vm2d) = Q(+/d)
para cualquier m € Q no nulo. Luego podemos suponer que d € Z. De hecho, dividiendo a d por
el mayor cuadrado entero m? que lo divide, podemos suponer que d es libre de cuadrados.

Sio: K — K es un morfismo de cuerpos, es facil ver que o fija a Q puntualmente. Luego

o(Vd)? =0 (\/&2) —o(d)=d

asi que a(\/g) = ++/d. En el primer caso o(a+ b\/ﬁ) = a + bv/d para cualquier par de racionales
a, b, asi que o es la identidad. En el segundo caso

o(a+bvVd) =a—bVd

para todos a,b € Q. Esto caracteriza a o ya que {1,v/d} es una base de Q(v/d) como Q-espacio
vectorial. De ahora en adelante notamos por 8 — 3’ a este tiltimo automorfismo de K. Es el tinico
automorfismo de K que no es la identidad. Es claro que un elemento 8 € K cumple 3 = f si
y solo si B € Q. Para cada 8 € K llamamos a ' el conjugado de 8. La norma y traza de un
elemento 8 € K estén dadas por N(8) = 88’ y tr(8) = B + B’ respectivamente. Recordemos que
N(B) y tr(5) son el determinante y la traza de la transformacién lineal Lg : K — K, z — fz,
respectivamente. En particular, N () es una funcién multiplicativa en 3, tr(/3) es aditiva y ambas
tienen imagen en Q.

Si L C K es un reticulo en un cuerpo cuadratico, definimos su discriminante A(L) de la
siguiente manera: si wy,ws es una base de L como Z-mddulo entonces

= (w1wh — wiws)?.

Esta expresion es independiente de la base elegida, ya que si 11,72 es otra base, existe una matriz

(‘; Z) € GLy(Z) tal que
1 a b w1
()= (o) ()

m Y\ _ (a b\ (wi W)
n ny)  \c d) \wy wh

y tomando determinante en ambos lados vemos que el discriminante calculado con respecto a las
dos bases es el mismo. Observemos ademéds que A(L) € Q ya que es invariante bajo conjugacién.
Notamos el discriminante de G como dg y lo llamamos el discriminante de K. Dados elementos
ai,...,an € K notamos al Z-mddulo generado por asq, ..., a, como [ai,...,qy,].

En ese caso

Proposicién 3.6. Sea m # 0,1 un entero libre de cuadrados y sea K = Q(y/m).
(a) Sim =2,3 (mdd 4) entonces O = Z[\/m] y dxg = 4m.
(b) Sim =1 (méd 4) entonces Ox = Z [%} y dxg =m.
Demostracion. Ver | , §13.1]. O

Llamamos discriminante fundamental a un entero d que es el discriminante de algin cuerpo
cuadratico K. Por la proposicién anterior, vemos que d € Z, d # 0,1 es un discriminante funda-
mental si y solo si d =1 (méd 4) y es libre de cuadrados, o bien 4|d y ¢ = 2,3 (méd 4) es libre

de cuadrados.
Corolario 3.7. Si K es un cuerpo cuadrdtico entonces O = 7 [CIK% VdK]

Definicién 3.8. Un orden en un cuerpo de niimeros K es un subanillo 6 C K que es un Z-mddulo
libre y que genera a K como espacio vectorial sobre Q.
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Un ejemplo de orden es el anillo de enteros Ok de K. De hecho este es el orden més grande
posible: en efecto, si 6 C K es un orden, para todo £ € G el anillo Z[¢] C G es finitamente generado
como Z-modulo asi que £ debe ser un entero algebraico. Esto demuestra que 6 C Ok .

Si G es un orden entonces cualquier ideal I C 6 no nulo debe ser un reticulo. En efecto, I
es un subgrupo del Z-médulo libre G, asi que es un Z-médulo libre también. Si tomamos o € [
no nulo, entonces el mapa 6 — I, z — ax es un monomorfismo ya que @ es un dominio, lo que
implica que el rango de I es mayor o igual al de @. Se sigue que I tiene rango mdaximo [K : Q).
En particular 6 /I es un grupo finito. Definimos la norma de un ideal I # 0 como N(I) = |G /I]|.
El siguiente lema relaciona la norma con el discriminante:

‘1/2

Lema 3.9. N(I) = ’%

Demostracion. Ver | , Prop. 1.2.12]. O

Definicién 3.10. Sea K un cuerpo de nimeros y sea 0 un orden de K. El conductor de € se
define como
f={re K: 20 CO}. (3.2)

Notemos en primer lugar que f C 0 ya que 1 € Ox. Ademés f es un ideal de O ya que si z € |
y a € Ok entonces xalx C 20 C 6. En particular es un ideal de G.

Lema 3.11. Sea G un orden en un cuerpo cuadrdtico K de discriminante dg , y sea o = UIK% Vi

Entonces existe un entero f > 0 tal que
0 =Z+ fOx =11, fa].
Mds atin, en ese caso el conductor de O es fOx y disc(0) = f2dg.

Demostracion. Consideremos el indice f = (O : G) . Este indice es finito ya que tanto O como
G son Z-médulos libres de rango 2. Es claro que fOx C G y luego Z + fOx C G. Por otro lado,
Ok =[1,a] y Z+ fOx = [1, fa] por el corolario 3.7, asi que

Ok : Z+ fOk) = [ = (0k : 0).

Se sigue que 60 = Z + fOg. El discriminante de este orden se puede computar usando la base

{1, fa}:

2

=f?

2

11
= f2dg.

fa fo
Finalmente, veamos que el conductor f de 0 es fOx. Como 6 = Z + fOg, es claro que fOx C f.

Reciprocamente, sea 5 = m + na € f, donde m,n € Z. Como 8 € 6 = [1, fa], tenemos que f|n.
Ademés, Ba € 6. Si 22 + bx + c es el polinomio minimal de «, entonces

1 1

oa o

disc(0) =

Ba = ma +na® = ma — n(ba + c)
= —nc+ (m—nb)a € [1, fal.

Se sigue que f|m — nb y luego f|m. Por lo tanto 8 € fOk. O
En vista del lema anterior también se suele llamar conductor al entero f = (O : 0).

Corolario 3.12. Para todo entero d = 0,1 (méd 4), d # 0,1, el orden 64 = Z[dJrT\/E} es el inico
orden cuadrdtico de discriminante d

Demostracién. Dado d € Z como en el enunciado, se puede escribir como d = mr? con m,r € Z y

m libre de cuadrados. Entonces el cuerpo K = Q(y/m) tiene discriminante dx = m o dx = 4m.
Si dig = 4m, entonces m = 2,3 (mdéd 4). Como d = 0,1 (méd 4), necesariamente r debe ser par
en este caso. Se sigue que en ambos casos d = f2dy para algin entero f > 0.

Por otro lado notemos que d se factoriza de manera tnica como d = f2dy, donde dy es un
discriminante fundamental y f > 0. Se sigue que si ¢ es un orden de discriminante d en un
cuerpo cuadratico K, entonces dy = dx y O tiene conductor f. En particular, dos 6rdenes con
discriminante d deben estar contenidos en el mismo cuerpo cuadratico y tienen igual conductor,
asi que deben ser iguales, por el lema 3.11. O
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Definicién 3.13. Sea R un dominio integro con cuerpo de fracciones K. Un ideal fraccional es
un R-submddulo I C K para el cual existe r € R\ {0} tal que I C R. Decimos que un ideal
fraccional I es inversible si existe un ideal fraccional J C K tal que IJ = R, y decimos que I es
propio si verifica que

{re K:2I CI}=R.
Llamamos a los ideales I C R ideales integrales para diferenciarlos de los ideales fraccionarios.

Si el anillo es un orden G en un cuerpo de nimeros K, entonces un ideal fraccional es lo mismo
que un G-submdédulo de K finitamente generado. Esto se debe a que si J es un ideal fraccional y
r €0\ {0} es tal que rJ C @, entonces J es isomorfo a r.J, que es un grupo finitamente generado
y en particular es finitamente generado como G-mddulo. Notemos que todo ideal principal a6 con
a € K no nulo es inversible ya que tiene como inverso a a~16. Otro ejemplo de ideal inversible es

el ideal 3,1+ +/—5] en Z[/—5], ya que

3,1+ =5 [1, 1?:/75} = Z[V=5].
En el caso del anillo de enteros Ok (o més en general un dominio de Dedekind), todo ideal fraccional
no nulo es inversible. Lo mismo no vale para el resto de los 6rdenes, por ejemplo se puede ver que
el ideal I = [2,2i] de 6 = Z[2i] no es inversible.
Dado un elemento 7 en un cuerpo de ntimeros K con polinomio minimal p € Qz], existe un
tnico racional A > 0 tal que Ap es un polinomio con coeficientes enteros coprimos. Llamamos a Ap
el polinomio primitivo de T.

Lema 3.14. Sea K = Q(7) un cuerpo cuadrdtico y sea ax® + bx + ¢ = 0 el polinomio primitivo
de 7. Entonces [1,7] es un ideal fraccional propio del orden 6 = [1, ar].

Demostracion. Notemos primero que 6 es un orden ya que (a7)? = —a(br+¢) = —b(at) —bc € 0.
Para probar que [1,7] es un ideal fraccionario de 0 y que es propio debemos ver que

{eK:p[1,7]C1,7]}=[1,a7].

Sea 8 =m+ nt € K, donde m,n € Q. Entonces 8[1,7] C [1,7] si y solo si 8, 57 € [1,7]. Ahora,
B €[1,7] siy solo si m,n € Z, mientras que

— —b
5T—m7+n72—m7n(bT+C)_Cn+T(n+m).
a a a

Luego 87 € [1,7] siy solo si a|bn y a|en. Como med(a,b, ¢) = 1, esto es equivalente a que a|n.
Por lo tanto 8[1,7] C [1,7] si y solo si 8 € [1,a7], como querfamos ver. O

Lema 3.15. Sea G un orden en un cuerpo cuadrdtico K y sea I un ideal fraccional de G. Entonces
I es inversible si y solo si I es propio.

Demostracion. Supongamos primero que [ es inversible y sea J el ideal fraccional tal que IJ = 6.
Es claro que I C I para todo « € @. Supongamos que = € K satisface xI C I. Entonces
20 = xlJ =1J =0 y en particular x € 0. Por lo tanto I es propio.

Reciprocamente, supongamos que I es propio y sea {a, [} una base de I como Z-mdédulo.
Entonces I = a[l, 7], donde 7 = /. Sea ax? + bx + ¢ € Z[z] el polinomio primitivo de 7. Por el
lema 3.14, [1, 7] es un ideal fraccional propio del orden [1, a7]. Luego

60 ={zxeK:z]l,7]C[1,7]} =[1,ar]

Notemos que O = Ok y que como 6 = Z + fOk para algin f > 0, tenemos que 6’ = . Ademés
N(a

I' = o/[1,7'] es un ideal fraccional propio de 6’ = 6. Afirmamos que I’ = T)@' En efecto,

N(«)

II'=all, 7,7, 77" = a[l, 7,7 + 7/, 77
= [a,a1,=b,c] = [1,a1] =0,

ya que mcd(a, b, c) = 1. Por lo tanto I es inversible. O
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A diferencia de lo que sucede en el anillo de enteros Gk, en un orden la norma de ideales no
es multiplicativa en general. Por ejemplo, si 6 = Z[2i] y tomamos el ideal I = [2,2i], entonces
N(I) =2 pero N(I?) = N([4,4i]) = 8 # N(I)2. Sin embargo, la multiplicatividad sigue valiendo
si uno se restringe a los ideales inversibles:

Lema 3.16. Sea G un orden en un cuerpo cuadrdtico. Entonces

(a) N(a@) = |N(«)| para todo o € G no nulo.
(b) Si I C 0 es un ideal propio entonces II' = N(I)0.
(¢c) SiI,J C G son ideales propios entonces N(IJ) = N(I)N(J).

Demostracion. (a) Sea Lo : K — K la transformacién Q-lineal L, () = ax. Entonces es bien
sabido que |0 /a0| = |det(Ly)| = |N(a)]-

(b) Veamos primero que N(al) = |N(«)|N(I) para todo a € 0 y todo ideal I C 0. Para ver
esto notemos que hay una sucesién exacta corta

0 —— ab/al —— 6/al —— G/a0 —— 0,

lo que implica que |G /al| = |0 /a6 |- |aG /al|. Por otro lado, la multiplicacién por « nos da
un isomorfismo 6 /1 = a0 /al, asi que N(al) = N(aG)N(I) = |N(a)|N(I) por el punto
anterior.
Ahora, dado un ideal propio I C 0, lo podemos escribir como I = «a[l, 7] con a, 7 € K. Sea
ax? + bx + c el polinomio primitivo de 7. Por el lema 3.14, I es un ideal fraccional propio
del orden [1,ar]. Luego

O={xeK:zICI}=]1,ar]

va que I es propio. Es claro que el ideal [a, a7] tiene indice a en [1,a7], asi que

N(« N(«
a(Q)N([a,aT])z c(z )

N(I) = N( [a,a7]) =

Entonces, como vimos en el lema anterior, es

N(e)

' =

6 = N(I)6.

(¢) Usando el punto anterior, tenemos que
N(I1J)6 = IJI'J = N(I)6N(J)6 = N(I)N(J)6.
Por lo tanto N(IJ) = N(I)N(J). O

Por el lema podemos extender la definicién de norma a ideales fraccionales inversibles, de la
siguiente manera: si I = AJ con J C @ un ideal integral, entonces N(I) := N(A)N(J). La buena
definicién de la norma se deduce de 3.16.(c).

Proposicién 3.17. Sean qi(z,y) = a12? + bixy + c19?, g2(x,2) = agx? + boxy + coy? dos formas
cuadrdticas binarias enteras y supongamos que existe g = (£ 4) € SLy(Z) tal que g3 = q1 0 g. Sean

7*bz+\/&

. —by + Vd
- ’ 2(12

T2
2(11

T1

donde d es el discriminante comun de ambas formas. Entonces

(a) ay = a1 N(—r7 +p).
(b) o =g t.7.
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Demostracion. Como 12 es raiz del polinomio go(z, 1), podemos factorizar a g como
g2(2,y) = ag(x — Ty)(x — T3Y).
Similarmente, ¢1(x,y) = a1(x — 11y)(x — 1y), asi que
@ og(x,y) = q(px + qy,rx + sy)
= a1 [(pz + qy) — 1i(rz + sy)] [((pz + qy) — 71 (rz + sy)]
= a1 [z(—rmi +p) —y(smi — @ [z(—r7{ +p) —y(sm{ — q)].

Se sigue que 73 = (s71 — q)/(—rm1 +p) = g~ '.71 es una raiz de qg, y por tanto es igual a 75 0 74.

Supongamos que T3 = 74 y sea A = —r7{ + p. Mirando el coeficiente de x? en g3 = ¢ o g, tenemos
az =a;N(A) = a; N(\). (3.3)
Esto demuestra (a). Por otro lado, como s7{ — ¢ = A7a,
< s —q) <7'1 T{) _ ()\/7'2/ )\7'2) _ (’Té 7‘2) ()\’ O)
—-r pJ\1 1) LN X)) \1 1)\0 X/’
Tomando determinante obtenemos que

n =1 = (13 = T2)N(N),

luego
TS — T a
N =2-2-_2
1 — T aq
Esto se contradice con (3.3). Por lo tanto g~1.71 = 7. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el principal resultado de esta seccién, que es la
proposicién 3.18. El conjunto .¥ (0) de ideales fraccionarios no nulos forma un grupo con el producto
de ideales. Ademéds hay un morfismo de grupos K* — ¢ (6) dado por x + z0. Si denotamos por
% ala imagen de este morfismo, el grupo Pic(0) = .9(6G)/% se denomina el grupo de clase o grupo
de Picard de 6. El grupo que nos interesa en esta seccién es el cociente Pic™ (6) = .9(6)/%2 T,
donde P T es el grupo de ideales principales no nulos generados por un elemento de norma positiva.
El grupo Pic™ (0) se llama el grupo de clases angostas (narrow class group en inglés).

Supongamos que K es un cuerpo cuadratico y sea L C K un reticulo. Una base {wy,ws} de L
como Z-médulo se dice bien ordenada si wiws —wiwh > 0. Recordemos que C(d) es el cociente de
Rygisc(d) por la accién de PGLy(Z).

Proposicién 3.18. Sea G un orden de discriminante d > 0 en un cuerpo cuadrdtico K. Entonces
hay una biyeccion 1 : C(d) — PicT(0), definida de la siguiente manera: dada una forma cuadrdtica
q(z,y) = az® + bzy + cy? € Raisc(d), la imagen de [q] es la clase del ideal

[ —b+d
I,=n G’T

donde n =n(q) es cualquier elemento de K* tal que N(n) tiene igual signo que a. El inverso de
1 estd caracterizado por

=an[l,7], (3.4)

N(zwy — yws)

V] = (35)

donde wi,ws es una base bien ordenada de J.

Observacién 3.19. De la proposicién anterior se deduce que C(d) es un conjunto finito, ya que
Pict(64) es un cociente del grupo de clase de G4 que es un grupo finito. Alternativamente, se
puede probar directamente que C(d) es un conjunto finito, ver [ , §1.4].
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Demostracion. Por el lema 3.14, I, es un ideal fraccional propio del orden [1,a7]. Ahora, si f es
el conductor de 0, entonces d = f2dg v

_ b+ Vd b+ fVdk

aT

2 2
—b d d Vd —b d
_ '1‘2fK+f<K+2 K>_ —;fKJrfa,

%. Como d = b? — 4ac, tenemos que b = b> = d = fdx (méd 2), de modo que

donde o =
% € Z. Sesigue que [1,a7] = [1, fa] = 0, y luego I, es un ideal fraccional propio de ¢. Ahora
veamos que esta asignacién induce un mapa bien definido C(d) — Pic™ (6). Sean ¢1, ¢z € Raisc(d)
tales que ¢; = a;z% + biwy + c;y* y sea

_ hitaivd

Ty = )

2a7;
para i = 1,2. Afirmamos que vale lo siguiente:
q1 es propiamente equivalente a go <= [I,,] = [I,,] en Pic™ (0y).

En efecto, si g1 y g2 son propiamente equivalentes, existe g € SLo(Z) tal que g2 = g1 0 g. En ese

caso tenemos que 7, = g~ ! -7 por la proposicién 3.17.(b). Supongamos que g~ = (2 ¢). Entonces

P11+ q
"rri+s

[1,7] = [1 } =(rr +8) " pr +q,rm 4+ 8] = (rm +8) 7L, T,

asi que [1,71] = (rm1 + s)[1, 72]. Se sigue que

a
Iq1 = nlal[la'rl] = Zl -

S q

Zrp ), por el punto 3.17.(a) tenemos que ay = a1 N (r7y + s). Entonces

N 2 N
N (nm) N(rm +5) = (m)aé a2 _ N(m)ar
1202 N(m2)az a1 N(n2)az

Como g = (

Luego [I,,] = [I,,] en Pic™ (6y).

Reciprocamente, supongamos que I,, e I,, estin en la misma clase de Pic*(6,). Entonces
existe u € K con N(u) > 0 tal que nra1[l, 1] = pneas[l, 2. Sea
_ N202

max

A

Luego [1,71] = A[1,72] asi que existe g = (2 ) € GLa(Z) tal que

{)\7’2 =pm1 +4, (3.6)
A=r71+ 8. (3.7
Si dividimos la primera ecuacién por la segunda obtenemos 75 = %ig. Ademés tenemos que

(p q> (7'1 T{) _ <)\7'2 )\/7’2/> _ (7’2 Té) (/\ O)
r s 1 1 A N 1 1 0 XN/
y tomando determinantes resulta que

det(g)(r1 — 71) = (12 = )N (N),
Como 7; — 7/ = Vd/aj, es

_ . Ny N(nz)az
det(g) - as N(Tll)a% N(nl)al
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Por lo tanto g € SLy(Z). Por el punto 3.17.(b), las formas go y q1 o g~ ! tienen las mismas raices,
puesto que 7o = g.71. Se sigue que g2 = Fq; 0 g~'. Ahora, el coeficiente de x2 en q; 0 g~ es igual
a a1 N(rm + s) = a1 N () por el punto 3.17.(a). Por definicién de A,

asi que N()) tiene igual signo que ag/ay, y luego a1 N(\) tiene igual signo que as. Por lo tanto
@=qog "

De esta equivalencia se deduce que el mapa C(d) — Pic™ (6) est4 bien definido y es inyectivo.
Queda probar que es sobreyectivo. Dado un ideal fraccional inversible I de @, elegimos w; € I NN
no nulo y luego elegimos wy € T tal que I = [wy,ws]. Claramente N(wq) > 0, asi que I representa
la misma clase de Pict(6) que J = [1,7], donde T = ws/w;. Reemplazando a 7 por —7 podemos
suponer que (7 — 7') > 0. Sea ax? + bz + ¢ € Z[z] el polinomio primitivo de 7, y sea ¢(z,y) =
az? + bxy + cy?. Por el lema 3.14 J es un ideal fraccional propio de [1,a7], asf que [1,ar] = 6. En
particular
11

ar at’
a*(r—1)2 =d.

Por otro lado, 7 = %, donde A = b? — 4ac. Entonces 7 — 7' = /AJa, y a*>(1 —7')? = A. Por
lo tanto A = d, es decir, g € Rqisc(d). Claramente el ideal asociado a ¢ estd en la misma clase de
Pict(6) que J.

Finalmente, veamos que el inverso de 9 estd dado por la férmula (3.5). Definimos una aplicacién
¢:9(0) — Qlx,y]2/SL2(Z), donde Q[z, y]2 es el conjunto de polinomios homogéneos de grado 2
sobre Q:

disc[l, at] =

b

N(zw1 — ywa)
N(T)
donde wq,ws es una base bien ordenada de J. Si elegimos otra base con la misma propiedad,
esto genera una forma cuadratica que es propiamente equivalente a la original, luego ¢ esta bien
definido.
En primer lugar afirmamos que ¢(I,) = ¢ para todo g € Raisc(d). Por el lema 3.9, tenemos que

¢(J) =

1/2

Aa,nar) |5 v )| = aN ().

fdg

Notemos ademas que la base w1 = na, wy = war es bien ordenada:

N(I,) = ‘

(na)'nar —na(nar)’ = N(n)a*(r — ') = N(n)avd > 0.

Luego
1) .) = 37y N o — mary)
= ]]\mN (z —7y)
- ijz\y((?;]))N(x —7y) = aN(z — 19) = q(z,y).

Es fécil ver que si Ji, Jo € .F(0) son congruentes médulo 2+ entonces ¢(J1) = ¢(J2), luego ¢(J)
induce una aplicacién ¢; : Pic™(0) — Q[z,y]2/SL2(Z). Como 1 es sobreyectivo, la imagen de ¢
siempre es un polinomio primitivo. Como ¢ o 9 es la identidad, concluimos que ¢; = 1. O

Sea g una forma cuadratica binaria. Dado un entero n, llamamos representacién de n por q a
un par (2o, o) € Z? tal que q(zo, yo) = n. La correspondencia entre formas y clases de ideales nos
permite relacionar las representaciones de un entero n > 0 con ideales de norma n. Sin embargo,
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en el caso de discriminante d > 0, que es el que nos interesa, el conjunto de representaciones de
un entero n por ¢ es infinito siempre que no es vacio. Esto se debe a que el subgrupo 641 C 0 de
unidades de norma 1 es un grupo infinito. De hecho 6 es un grupo finitamente generado de rango
1 por el teorema de las unidades de Dirichlet y 041 es un subgrupo de indice < 2. Si definimos
€9 y € como los menores elementos en 0 N (1,+00) y Gg,1 N (1,400) respectivamente, es ficil
ver que 6 = {£1}e] y 641 = {£1}e”. El elemento £y se suele llamar la unidad fundamental
de K = Q(V/d). En particular el regulador de G, es igual a logeg. Para ver cémo esto afecta la
cantidad de representaciones, notemos que por la proposicién 3.18 todo ¢ € Rgisc(d) es propiamente
equivalente a una forma g;(z,y) = N(J) ' N(2w; — yws) donde J C G4 es un ideal inversible y
{w1,ws} es una base bien ordenada de J. Supongamos que (xg,yo) es una representacién de n por
g =qyyseaf = xowis — yows € J. Entonces N(f) = nN(J). Luego N(+c™j3) = nN(J) para
todo m € Z y esto induce infinitas soluciones distintas de g(x,y) = n.
Sin embargo, observemos que para todo v € 6, N R+ existe un tnico entero m tal que
m\/
1< La ) < €2

yem
Decimos que una representacién (z,y) de n por ¢ es primaria si

_ !
TTTY g2, (3.8)

z—T1Yy >0, y 1§x_w

donde 7 es la raiz principal de ¢q. Notemos que si ¢ = g; entonces 7 = wy/w;. En efecto, como

1
z,1) = —— (2w — ws) (W] — wh
q( ) N(J) ( 1 2)( 1 2)
vemos que 7 = 22 o 7 = (£2)". Por otro lado, el coeficiente a de 22 en g es igual a N(J) "t N(wy),
asiqueay N (w15 tienen igual signo. Como w1, ws es una base bien ordenada, tenemos que

a !/ !/
——— (wjw2 —wwy) =a| ———=] >0.
ol s =a (5 - )
Usando esto es facil ver que 7 # (£2)’, asf que 7 = £2. Luego las condiciones de (3.8) se traducen
en términos de v = /w1y = — Ty como v >0y

1<y /y<él

Ahora fijemos un conjunto de representantes ¢, ..., qn € Raisc(d) de C(d). Sea Rq(n) la cantidad
de representaciones primitivas de n por alguna forma ¢;. Afirmamos que R4(n) es igual al ndmero
de ideales inversibles I C 04 de norma n, donde Gy es el orden cuadratico de discriminante d.
En efecto, supongamos que (x,y) es una representacién primitiva de n por una forma cuadrética
q = q;- Podemos suponer que ¢ = ¢y para algin ideal inversible J C @, es decir,
N(zwi — yws)

N(J)
Entonces existe 8 € J tal que N(8) = nN(J). Como 8 € J, el ideal fraccionario I = SJ~ ! es
integral y tiene norma N(I) = n. Notemos que necesariamente N (3) > 0 asi que la clase de J en
Pic™(G4) esté determinada por I y en particular I no se puede obtener por este proceso a partir
de g; para j # 4. Si (¢/,y) es otra representacién primitiva de n por ¢; que genera I y ' € J es
el elemento correspondiente, entonces (3) = (3'). Luego 8 y ' difieren en una unidad de norma
positiva ya que N(8), N(8") > 0. El hecho de que (x,y), (2’,y") son primitivos implica que & =
ey=1y.
Teorema 3.20. Sea d >0, d=0,1 (méd 4) y sean € N tal que med(n,d) = 1. Entonces

Ran) =3 (2, (39)

m|n

q(x,y) =

donde (1) es el simbolo de Kronecker. En particular Ry(n) < 7(n) para todo n € N, donde (n)
es la cantidad de divisores de n.

Demostracion. Ver | , Teo. 204]. O
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3.3. El espacio de reticulos

Sea X = PGL2(Z)\PGL2(R) = PSLy(Z)\PSL2(R) el espacio considerado en el capitulo 2.

Veamos que podemos identificar los elementos con reticulos en R2. Sea %él)(R) el conjunto de
reticulos L de R? de covolumen 1, es decir tales que | det(b; b2)| = 1 para cualquier base by, by de L
como Z-médulo. En general, si L C R? es un reticulo con base by, by, definimos su covolumen como
vol(L) = | det(by bs)|. Notar que %él) (R) estd en biyeccién con el conjunto [£L2(R)] de reticulos de
R? médulo homotecia via [L] + vol(L)~*/2L. El grupo PSLy(R) actiia a derecha por multiplicacién
en .%él)(R) y la accién es transitiva. El estabilizador de Z? es igual a PSLy(Z), entonces hay una
biyeccién entre X = PSLo(Z)\PSL2(R) y .,%él)(R) dada por g +—+ Z2.g. Similarmente, el grupo
PGL2(R) actiia a derecha en [£3(R)] y esto induce una biyeccién PGLy(Z)\PGLy(R) == [£2(R)],
g+ [Z2%.g]. Claramente el siguiente diagrama conmuta:

X — s VR,

N7
[£2(R)]

Dado un reticulo L = Z2.g C R2, definimos su altura como

. ~1 . —1
minger foy || 7| mingez2\ fo} |29l
ht(L) = | ————77— = 3.10
0= (s aalg 7z ) 10
donde || || denota la norma usual en R2. Notemos que ht(L) solo depende de la clase de homotecia

de L. Recordemos del capitulo 2 que el conjunto

S ={(z,v) e T'H: [Re(2)] < },12| > 1}

es un dominio fundamental para la accién de PSLy(Z) en T'H = PSLy(R). Sorprendentemente,
la altura tiene una interpretacion sencilla dentro de S:

Lema 3.21. Si (z,v) € S representa un reticulo L € E?iél)(]R), entonces ht(L)? = Im(z).
Demostracion. Sea g = (¢}) € SLy(R) tal que (z,v) = g.(¢,4). Entonces

ai—i—biac—i-der )
ci+d 2+d®> 2+d?

En particular Im(z) = (¢* + d?)~! y las condiciones [Re(z)| < %, 2| > 1 son equivalentes a
lac + bd| < %(02 +d?), y a®> + b? > ¢ + d?, respectivamente. El reticulo correspondiente a (z,v)
es L = Z%.g = Z(a,b) ® Z(c,d). Si definimos v; = (a,b), va = (¢, d), tenemos que [jvi| > [jva]|
y [(v1,v2)] < 3fval?. Sean A = ||v1]|?, B = |va||>. Supongamos que x = mv; + nvy € L\ {0}
minimiza la norma. Tenemos

||| = Am? + 2mn(vy, ve) + Bn?

2 B
> 9 9 m 2
- ( 2) ( 4>

> 3B > [|vg||?, absurdo. Si
m = +1, entonces

Notemos que |m| < 1 ya que si [m| > 2 entonces H33||2 > 4(A -
m = 0, entonces ||z||? = Bn? > B, con igualdad si (m,n) = (0,1).

ol = 5 (= ) -z

luego ||z||> > A > B. Por lo tanto la norma minima es
) 1/2 |

)
Si

Como n es entero, (n + 1) > 1y
[va]] = (¢ +d*)'/? y (L) = (c* + d?
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De este lema se deduce que el conjunto de puntos z € X con ht(z) < H es compacto para todo
H > 0, ya que el conjunto de puntos (z,v) € S con Im(z) < H? es compacto. Dado un niimero real
H >0, definimos X>py = {z € X : ht(x) > H}. Los subconjuntos X g, X<g, X<pu se definen de
manera andloga. Recordemos que habiamos definido en el capitulo anterior el subgrupo

A= {(8 i£_1> e RX} C GLy(R),

y que dada ¢ € Rgisc(d), el punto 24 € X es la clase de algin elemento g € GL2(R) tal que
1
: - =d Y2
g9-a(@,y) det(g) a0((x,y)9) q(z,y),

donde qo(z,y) = zy.

Proposicién 3.22. Sea G4 el orden de discriminante d > 0. Supongamos que un ideal propio
J C @4 se corresponde con la clase de la forma q = az®+bry—+cy® en C(d). Entonces 1,ANX>py es
no vacio si y solo si J~! es equivalente en Pic(0,4) a un ideal integral I C Oq con N(I) < 1H=2d/2.
Mds ain, existe un conjunto de ideales inversibles I C G4 con N(I) < %H‘zx/& que estd en
correspondencia dos a uno con el conjunto de componentes conexas de 44N X>p.

Demostracién. Como R* I actia trivialmente en el espacio de formas cuadrédticas podemos suponer
det(g) = £1. Entonces z, se corresponde con el reticulo L = Z%g de covolumen 1. Ahora, tenemos
que gANX>pg # @ siy solo si existe « € A tal que h = x4« tiene altura > H. Luego la condicién
gAN X>p # O es equivalente a
sup ht(zqa) > H. (3.11)
acA

La altura de z4a se calcula como

z€z2\{0} (u,v)eL\{0}

(o) = (ot ||:cga||)_1=( inf ||<u7v>a||)_1,

asi que (3.11) es equivalente a

inf ( inf |(u,v)a||> <H. (3.12)
a€A \ (u,v)eL\{0}

Ahora, todo elemento o € A es de la forma (6\ if/)\) para algin A € R* y notemos que

inf
A£0

(u,v) <f)\ ilo/)\) H = )1\171&% VA2u2 402\ -2 = V2|uw|

por la desigualdad AM-GM. Entonces (3.12) es equivalente a

mf |uw| <i1H2 (3.13)
(u,v)eL\{0}

Por otro lado, todo (u,v) € L se escribe como (u,v) = (m,n)g con (m,n) € Z? y luego

q(m,n)

fuv] = |go((m, n)g)| = \ -

— g2 [N (wim — wan)|
N(J)

donde wy,ws es una base bien ordenada de J. Esta ultima igualdad se deduce de (3.5). Por lo
tanto tenemos que z,A N X>p # @ siy solo si existe 8 € J no nulo tal que

IN(B)| < %H‘le/QN(J).

Esto es equivalente a que N(8J71) < LH~2dY/2. Notemos ademds que I = BJ~! es un ideal
integral, ya 3J 1 C JJ 1 =0.
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Queda probar la ultima afirmacién. Como %, es la unién disjunta de cerrados z44, [¢] € C(d),
basta considerar las componentes conexas de z,4 N X>py para cada [g]. Fijemos [g] € C(d) y sea
J C @4 su ideal asociado. Como vimos antes, todo elemento z,a € x4A N X>p tiene asociado al
menos un ideal I equivalente a J =1 en Pic(G,). Este ideal proviene de elegir un punto (u,v) € Z%g
no nulo con ||(u,v)al| < H™!, que a su vez determina un elemento 8 € J con |N(8)| < $H~2Vd.
Consideremos el conjunto ¢ de ideales I generados de esta manera por puntos (u,v) € Z2g
primitivos, es decir, que no son miltiplos enteros de ningiin otro punto en Z2g. A cada elemento
z € 2,AN X> g le podemos asociar un ideal I € o ya que si (u,v) € Z*g cumple ||(u,v)a| < H™?
y es multiplo de otro punto en el reticulo, podemos reemplazar (u,v) por el punto més chico. Para
cada I € ¢ sea C; C £4AN X>py el conjunto de puntos que tienen asociado a /. Afirmamos que
estos conjuntos son disjuntos dos a dos. En efecto, supongamos que x € Cr, NCr, para dos ideales
I; # I y sean (ug,vy), (uz,ve) € Z2g los puntos asociados. Notemos que (u1,v1), (ug,v2) no son
iguales ni opuestos entre si ya que en tal caso producirfan el mismo ideal. Entonces la condiciéon
de primitividad implica que (u1,v1) y (ug,v2) son linealmente independientes. Pero entonces el
reticulo generado por (u1,v1)a y (uz,v2)a tiene covolumen < H~2 < 1, lo cual es absurdo ya
que Z2ga tiene covolumen 1. Ademés cada C; es cerrado ya que es la preimagen de [0, H 1] bajo
el mapa z,a — ||(u,v)al], que es continuo. Como vimos en la seccién anterior, el conjunto de
ideales inversibles de norma menor que T es finito para todo T > 0 y en particular & es finito.
Luego (xqANX>p) \ Cr es cerrado. Como Cf es abierto y cerrado en 44 N X>p, es unién de
componentes conexas de 44 N X>pg. Para concluir la demostracién basta ver que C; tiene dos
componentes conexas para todo I € o.

El grupo A es isomorfo a Ryg x {£1} y todo o € A se escribe como (())‘ S?A) con A > 0
y s € {£1}. Las componentes conexas de A estdn definidas por las ecuaciones s = 1, s = —1
respectivamente. En estas coordenadas la funcién ||(u,v)a||? = u?A? + v2A~=2 es convexa en cada
una de las componentes conexas de A, y luego el conjunto de puntos a en cada componente conexa
con ||(u,v)al|? < H=2 es un intervalo cerrado. Finalmente, C; es la imagen de estos dos intervalos
dentro de x4 A. O

Observacién 3.23. Aplicando el resultado anterior a H = d*/* vemos que 94N X 1/« = @, donde
%4 es la unién de las 6rbitas x4 A, con g € Raisc(d).

3.4. Numeros p-adicos

Fijemos un ndmero primo p. Dado un entero n # 0, sea v,(n) el exponente de p en la fac-
torizacién en primos de n. Es decir, v,(n) es el mayor entero k > 0 tal que p¥ |n. Es claro que
vp(mn) = vp(m)+uv,(n) para todo par de enteros m,n # 0. En particular podemos extender la fun-
cién v, a Q* definiendo v, (%) = v,(m)—v,(n) param,n € Z no nulos. Ademds v, tiene la siguien-
te propiedad: v, (z+y) > min(v,(x), vp(y)) para todo par de racionales x,y € Q* con z+y # 0. Es-
to es claro si z,y son enteros, ya que si k = min(v,(z), v,(y)) entonces p* divide a x, y en cuyo caso
p¥ | z+y. En el caso general podemos multiplicar a x e y por un entero m para hacerlos ambos ente-
ros. Entonces v, (z+y)+v,(m) = vy,(xm4ym) > min(v,(zm), v,(ym)) = min(v,(z), vp(y))+v,(m)
y la desigualdad se sigue. En otras palabras, v, es una valuacion discreta. Podemos definir un valor
absoluto | - |, : @ = Rxq como |z|, = p~¥»® para 2 # 0y |0, = 0. Es facil verificar que | - |,
cumple las siguientes propiedades:

(1) |z|p > 0 con igualdad si y solo si z = 0.
(2) lzylp = |lplylp-
(3) |z +ylp < méx(|z[p, |ylp).

En particular la funcién d(z,y) = |z — y|, define una métrica en Q. El cuerpo Q,, se define como
la completacién del espacio métrico (Q, d). Su construccion es similar a la de los niimeros reales.
Consideremos el conjunto 6 de sucesiones (a,)nen en Q que son de Cauchy con respecto a | - |,.
Es facil ver que si (ap)n, (bn)n € 6 entonces (an + by )n, (anby)n € €. Luego € es un subanillo
de QY. Sea N C € el conjunto de sucesiones (a, ), tales que |a,|, — 0. Claramente N es cerrado
con respecto la suma y de hecho es un ideal de 6: en efecto, si (an)n € N y (by)n € €, entonces
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existe M > 0 tal que |b,|, < M para todo n y luego |anby|, < Mlay,|, — 0. Ahora veamos que
N es un ideal maximal. Sea a = (a,), € € — N. Como |a,|, -~ 0, existe ¢ > 0 tal que |a,|, > ¢
para infinitos n. Como (ay,), es de Cauchy, esto implica que existe ng € N tal que |a,|, > /2
para todo n > ng. En particular solo hay finitos n € N tales que a,, = 0. Consideremos la siguiente

sucesion:
1/an, sia, #0,
b, =

o, si a, = 0.
Afirmamos que b = (b,), es una sucesién de Cauchy. En efecto, si m,n # ng entonces

— 4
by — ba| = M < L lam — anl.
G G, €

El término |a,, — a,| se vuelve arbitrariamente chico si uno toma m y n suficientemente grandes,
luego lo mismo vale para |b,, — by|. Entonces b € €. Como ab — 1 solo tiene finitas entradas no
nulas, ab—1 € N. Luego 1 € N + (a), as{ que N + (a) = (1). Como esto vale para cualquier
a € 6 — N, concluimos que N es maximal. Luego Q, = 6/ es un cuerpo. Podemos extender
el valor absoluto |- |, a Q, de la siguiente manera: dado un elemento a = (a,), € 6 — N, existe
e > 0y no € N tales que |a,|p, > ¢ para todo n > ng. Como (a,), es de Cauchy, existe n; > ng
tal que |an, — anlp < £/2 siempre que m,n > ny. Supongamos que |am,|p > |an|p, entonces

amlp = lan + (am — an)lp < max(lanlp, |am — anlp) = |an|p

lo cual es absurdo. Andlogamente, no puede pasar |am,|, < |an|p. Por lo tanto |aml, = |anlp ¥
la sucesién (|an|p)n es eventualmente constante. Entonces |a|, se define como |a,|, para n > 0
suficientemente grande. Notemos que hay una inmersién Q — Q,, a — (a,a,a,...). No es dificil
ver que Q, es completo y que Q es denso en Q,,. El anillo de enteros p-adicos Z,, es el conjunto
de numeros p-adicos € Q, tales que |z|, < 1. Este subconjunto es un anillo por la desigualdad
ultramétrica, es decir, la propiedad (3) de |- |,.

Podemos definir una norma || - || en Q¢:
(a0l = s oy
Es claro que ||Av|]| = |A|pllv]| para todo A € Q, ¥ que |lv + w| < méx(||v]], ||w]) para todos
d
v,w € Q.

Teorema 3.24 (Lema de Hensel multivariable). Sea F' = (f1,..., fi) € Zp[X1,. .., Xa]¢ y supon-
gamos que v = (v1,...,04) € Zg verifica

IF @) < [Jr)l5,

donde Jp es el Jacobiano de F. Entonces existe un inico v € Zg tal que F(0) =0 y || —v]| <
[T (0)]p-

Demostracion. Ver [Con]. O

Corolario 3.25 (Lema de Hensel). Sea f € Zy[z] y supongamos que a € Z, satisface

[f(@)l, < I (a)l;.
Entonces existe un inico a € Z, tal que f(a) =0 y [a —al, < |f'(a)lp-

Llamamos Z-reticulo o simplemente reticulo de Q) a un Z,-médulo libre A C Qp de rango
n. Observemos que los Zjy-reticulos no son reticulos en el sentido del capitulo 2 ya que no son
discretos. El determinante de un reticulo A se define como p™ donde m = vy (det(by [b2|...|byn)),
y donde b1, b, ..., by, es cualquier base de A como Z,-médulo.
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3.5. Representaciones de formas cuadraticas

Esta seccién estd dedicada a demostrar el teorema 3.26, que usaremos en el siguiente capitulo
para probar el lema bdsico de Linnik.

Supongamos que ¢ y @ son dos formas cuadraticas enteras en 2 y 3 variables respectivamente.
Llamamos Emb(q, Q) al conjunto de morfismos j : Z? — Z3 tales que Qo j = ¢. El grupo S0q(Z)
actia a izquierda en Emb(g, Q) por composicién ya que si j € Emb(q,Q) y g € SOg(Z) entonces
goj(Z*) CZ?yQogoj=Qoj=q,loque muestra que g o j € Emb(q, Q). Como veremos méas
adelante, en vez de contar la cantidad de embeddings de ¢ en @, resulta mas sencillo contar la
cantidad de embeddings médulo la accién de K = SOq(Z), es decir, la cardinalidad del conjunto

R(q,Q) = K\Emb(q, Q). Llamamos N (¢, Q) = [R(q, Q)|

Teorema 3.26. Sea Q una forma cuadrdtica entera no degenerada en Z3 vy sea
q(z,y) = a12® + asay + asy®

una forma cuadrdtica no degenerada en Z2. Sea f? el mayor cuadrado que divide a med(ay, as,az).
Entonces N(q,Q) <q. fméx(|ai],|az],|as])® para todo € > 0.

Claramente podemos suponer que N(g,Q) > 0, en caso contrario el teorema 3.26 vale tri-
vialmente. Fijamos un embedding jo € Emb(g, Q) y denotamos por Ly = jo(Z?) a su imagen.
Observemos que cualquier otro embedding (Z2,q) — (Z3,Q) se puede escribir como g o jo para
algin g € SOg(Q). En efecto, si j : (Z2,q) — (Z*,Q) es otro embedding, tanto jo como j se ex-
tienden por extensién de escalares a morfismos jo, 7 : (Q?,¢q) — (Q3,Q). Entonces por el teorema
de extensién de Witt 3.3, existe g € Og(Q) tal que gojo = j. Ahora, si S = j(Q?) es la imagen de
j, entonces Q* = S @ S+ por la proposicién 3.2.(a) y componiendo a g con una reflexién que deja
fijo S podemos suponer que g € SOg(Q). La matriz g cumple que g(Lo) = gojo(Z?) = j(Z?) C Z3.
Luego hay una aplicacién sobreyectiva del conjunto

X = {7 € S00(Z)\S00(Q) : g(Lo) € Z°}

hacia R(q,Q), dada por g — [g o jo]. Afirmamos que esta aplicacién es inyectiva. Para ver esto,
supongamos que [g1 © jo] = [g2 © jo] para dos elementos §G;,G, € X, donde la barra denota tomar
clase médulo K. Entonces g1j9 = hgajo para algin h € K y luego la matriz g3 = gl_lhgg fija a jo.
En particular g3 deja fijo puntualmente al subespacio vectorial Sy C Q3 generado por Ly. Como
Q es no degenerada en Sp, hay una descomposicién Q3 = Sy @ S3-. Ahora, si y € S5~ entonces

(x,93y) = (932, 93y) = (z,y) =0

para todo x € Sp, lo que implica que gzy € Si y por lo tanto g3(Sg-) C Si-. Como Sy es
unidimensional, g3 debe actuar en este subespacio como multiplicacién por una constante A € Q.
El hecho que det(gs) = 1 implica que A debe ser 1. Luego g3 = 1, as{ que g1 = hga y entonces
g1 = g2. En conlusién N(¢,Q) = |X|. También usaremos la notaciéon N(Lg) para denotar a
N(q, Q).

Es bien sabido que para estimar la cantidad soluciones de ecuaciones diofdnticas suele ser util
estudiar el problema en cuerpos p-ddicos, y en este caso sobre Q,, con p primo. Sea K, = SOq(Z,)
y sea L, = L®zZ,. Como Z, es playo, el morfismo canénico L®zZ, — Q*®zZ, = Q?, es inyectivo
y luego podemos identificar a L, con su imagen en (@g, que es un Zy-reticulo. Ademds definimos

Xp =19 € S0q(Z,)\SOq(Qyp) : g(Lp) € Zi}

y Np(Lo) = | X,|. Hay una biyeccién entre X, y el cociente del conjunto Emb, (¢, Q) de embeddings
(Z2,q) — (Z3,Q) por la accién de K. El razonamiento para justificar este hecho es andlogo al
caso anterior. A su vez, usando la biyeccién K,g — g~ 'K, entre coclases a izquierda y derecha,
vemos que
Np(LO) = Hg € SOQ(QP)/KP : Ly C g.Zi}‘ .

Por otro lado, SOg(Q,) actia a izquierda en los Z,-reticulos A C Qg. Como el estabilizador de Zf;
en SOq(Qy) es Kp, el mapa SO (Qp)/ K, — SO (Qy).Z3 dado por g — g - Z3 es una biyeccion.
Luego

Np(Lo) = [{A € SOq(Qp).Z3 : L, C A} (3.14)
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Lema 3.27. N(Lo) <[], Ny(Lo).

Mas adelante veremos que N,(Lg) = 1 para casi todo p, de modo que el producto que aparece
en este lema es finito.

Demostracion. Para cada primo p se tiene un mapa K\SOg(Q) — K,\SO¢(Q,) inducido por la
inclusién SOg(Q) — SOg(Q,). Y observemos que el mapa

¢ : K\SOq(Q) — HKP\SOQ(Qp)v O(Kg) = (Kpg)p

es inyectivo. En efecto, supongamos que ¢(Kg1) = ¢(Kg2) para dos elementos g1, go. Entonces
K,g1 = Kpgo para todo primo p, es decir, glggl € SOq(Zyp) para todo p. Esto quiere decir que
las entradas de g195 ! no tienen denominador divisible por p para ningtn primo p, de modo que
sus entradas son enteros. Se sigue que ¢195 1€ K, o equivalentemente, K¢, = K g. Restringiendo
este mapa a X obtenemos una aplicacion inyectiva X — Hp Xp. En particular

1%
P

El siguiente lema reduce el problema a estudiar formas isotrépicas sobre Q:

N(Lo) <

= [ Mo (Lo) O

Lema 3.28. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico anisotrdpico sobre Q, con p # 2. Entonces existe
un Unico reticulo mazimal AY tal que Q(AT) C Z,, y estd caracterizado por

AT ={veV:QW) €} (3.15)
En particular N,(Lo) = 1.

Demostracién. Basta probar que el conjunto A™ definido en (3.15) es un reticulo, ya que en tal
caso es claro que es maximal con respecto a la propiedad Q(A™) C Z,,. Claramente A™ es cerrado
bajo multiplicacién por elementos de Z,,, asi que debemos ver que es cerrado bajo la suma. Sean
z,y € AT no nulos. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que v,(Q(z)) < v,(Q(y)).
Supongamos que z = x + y no pertenece a A*. Como Q(z) = Q(z) + Q(y) + (z,y) ¢ Z,, se sigue
que (x,y) ¢ Zp. Sea n el menor entero tal que

(z,p"y)
G € Z,.

Notemos que n > 0 ya que (z,y) ¢ Z,. Consideremos el siguiente polinomio:

t n t 7 n n n
{tz +p "yt +p"y) o o, (20" | 0"y p"Y)

(z, ) (z, ) (z, )

Los coeficientes de este polinomio son enteros p-adicos. Por la eleccién de n, y puesto que 2 es una
unidad en Z,, el coeficiente lineal de f es una unidad en Z,. Por otro lado, el coeficiente constante

ft) =

es divisible por p?" ya que v,({z,z)) < v,((y,y)). Entonces el elemento a; = —2% €Z,
es una raiz de f médulo py f'(a1) = @1 £ 0 (méd p). Por el lema de Hensel, f tiene una raiz
o € Zy,. Pero esto implica que

(az + p"y,ax + py) =0,

contradiciendo que @ es anisotrépica. Por lo tanto z € AT. O]

La clave de la demostracién de 3.26 reside en los siguientes dos lemas. Antes de enunciarlos
hagamos la siguiente observacién. Sea ) una forma p-isotrépica, es decir, isotrépica en Q,, y sea
Qo(x,y,2) = vy + 2. Entonces ( f’), Q) contiene un plano hiperbdlico, es decir, existen e1, e3 € Qg
isotrépicos tales que (e1,ez) = 1. Llamando H = Qpe; + Qpe2, tenemos una descomposicién
Qi’) = H® H*. Sea e3 un generador de H+. Como H es un subespacio regular, Q es no degenerada
en H, asi que Q(e3) = A # 0. Se sigue que

Q(ze1 + yes + zes) = xy + \2°.
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Reemplazando a e; por Ae; obtenemos Q(ze; + yes + zez) = AQo(x,y, z). Multiplicando estos
vectores por una constante podemos suponer que e, eg, €3 € Zg. Entonces hay un morfismo de
reticulos cuadréticos

’(/} : (Z?ﬂ )‘_1Q) — (wa Q0)7 ¢(33/ya Z) = xex + Yyea + zes3.

Como Emb,(q, Q) = Emb,(A71¢, A\"1Q), hay un mapa v, : Emb, (g, Q) — Emb,(A~1q, Qo), dado
por j + 1 o j, que es inyectivo. Para relacionar N,(q, Q) con N,(A~'q, Qo) debemos tomar en
cuenta las acciones de SOg(Z,) y SOq,(Z,). Notemos que si T' € K, entonces T~ € SOgq, (Q,)
ya que
Qo(WTY ™ (v)) = QTP (v)) = Qov ™" (v) = Q(v).
Sin embargo ¥T%~! puede no tener coeficientes enteros. Sea K, o = SOg,(Z,) y consideremos los
subgrupos
Gp=K,NY 'Kyotp CK,,  Gpo=vK,p ' NKpoC K.

Es claro que hay un isomorfismo G, — G, 0,  — 2y~ . Ademés el mapa 1), manda G,-6rbitas
en G, o-0rbitas, ya que si ji, jo € Emb,(q, Q) son tales que jo = T'j; para algun T' € GG, entonces
jo = Tj1 = (YT~ )1hja. Luego hay una aplicacién bien definida

Gp\Emby,(q, Q) — GP,O\Embp()‘il% Qo)

que es inyectiva.

Ahora afirmamos que (K, : Gp) es finito. Mirando los endomorfismos de (@g como matrices,
vemos que existe N > 0 tal que pN¢y=t € M3(Z,). Sea H = Ker (K, — SOq(Z,/p"Z,)). Entonces
H tiene indice finito ya que SOg(Z,/p"Z,) es finito. Ahora, todo elemento de H se escribe como
I + pNa para algin a € M3(Z,). Entonces (I + pNa)yp=" = I + pNipayp~! pertenece a M3z(Z,).
Entonces ¢(I + pNa)y~! € K, o y luego H C Gp, lo que demuestra la afirmacién. Similarmente
uno ve que (K, o : Gp,) es finito. Como ¢ solo depende de Q y p, tenemos (K, 0 : Gp o) = Og p(1).
Luego

Ny(g,Q) < |Gp\Emb,(q, Q)| < |Gp0\Emb, (A" q, Qo)| <@.p Np(A™'q; Qo). (3.16)

Finalmente notemos que disc(Qg) = 2 asi que g es no degenerada médulo p para p # 2. Por lo
tanto basta acotar Np(Lg) cuando p { disc(@Q) o p = 2. En el primer caso @) es no degenerada en
F3.
P
Sea p # 2 un primo y sea L un reticulo de rango 2 en un espacio cuadratico (V, q) sobre Q,.
Entonces por | , Teo. 8.3.1] existe una base ey, ez de L tal que
q(zer + yez) = wip®a® + ugp’y?

donde ui,uz € Z; y a < b son enteros. Los enteros a,b son los tinicos con esta propiedad y los
llamaremos las invariantes del par (L, q). En el caso p = 2 no siempre es posible llevar a ¢ a una
forma diagonal, sin embargo, por | , Teo. 8.4.1] existe una base ej,es de L en la que ¢ toma
una de las siguientes formas:

q(zer + yea) = u12%2* + u2"y?,
donde uy,us € Z3 y a < b, o bien
q(zer + ye2) = 2%y, a€Z, (3.17)
q(zer +yes) = 2°(2 4+ zy + v°), a€Z. (3.18)

En el primer caso diremos que ¢ tiene invariantes (a,b) de tipo diagonal.
Si (L, q) es un reticulo cuadratico sobre Z, definimos sus p-invariantes como las invariantes de
(L ®z Zyp,q) donde ¢ es la tnica extensién posible de ¢ a una forma cuadrética sobre Q,.

Lema 3.29. Sea p > 2 primo y sea QQ una forma cuadrdtica isotrépica en (@2 tal que p 1 disc(@Q).
Si L C Qg es un Zy-submddulo de rango 2 tal que Q|1 tiene invariantes (a,b) entonces

N(L) < (b+1)%ple/2, (3.19)
Ademds, si (a,b) = (0,0) entonces N(L) = 1.
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Lema 3.30. Sea Q(z,y, 2) = 2y+2° y sea L C Q3 un Zo-submddulo de rango 2 tal que Q(L) C Zo.
Si Q|1 tiene invariantes (a,b) de tipo diagonal, entonces

N(L) < (b+1)%2l/2), (3.20)
Si q es de la forma (3.17) o (3.18) entonces
N(L) < (a+1)%2l/2), (3.21)

Vamos a postergar la demostracion de estos lemas para la siguiente secciéon. Ahora veremos
cémo estos lemas implican el teorema 3.26. Para esto necesitamos la siguiente cota elemental:

Lema 3.31. Si7(n) denota la cantidad de divisores positivos de un entero n € N, entonces
T(n) <. nf, (3.22)
para todo € > 0.

Demostracion. Fijemos e > 0. Sin = pi'...p% es la factorizacién en primos de n, entonces

() _ H g+l (3.23)

Ea;

ne -
=1 Pi

Si p; > exp(1/e), entonces pi** > e% > 1+ a;, asi que la contribucién del i-ésimo factor en (3.23)

es a lo sumo 1. Para los primos p < exp(1/e), la expresién (k + 1)/p* tiende a 0 cuando k — oo,
asi que (a; + 1)/p** = O(1). Como solo hay finitos de estos primos, deducimos que

1 2®Wrl_oq

gvp(n)
p<exp(i/e) P
y luego 7(n)n=¢ = O(1). O

Demostracion de 3.26 asumiendo 3.29 y 3.30. Por el lema 3.28, si ) es p-anisotrépica para un
primo p distinto de 2 entonces Np,(Lg) = 1, asi que

N(Lo) = Na(Lo) [] No(Lo)- (3.24)
PF#2
Q p-isotrépica
Para p primo, sean (ay,b,) las invariantes de Q|r,. Como Q o jo = ¢, estas invariantes coinciden
con las respectivas p-invariantes de ¢q. Supongamos primero que p # 2. Esto quiere decir que ¢ es
GLy(Z,)-equivalente a una forma cuadratica up®x? + vpb»y? donde u,v € Q, - Ahora notemos
que tanto d = disc(¢) como min;v,(a;) son invariantes bajo la accién de GL2(Zy). Entonces
vp(disc(q)) = ap + by y min; v,(a;) = ap. En particular, si v,(disc(¢)) = 0 entonces a, = b, =0,
en cuyo caso Np(Lg) = 1 por el lema 3.29. Ademas disc(q) > b, v vp(f) = |ap/2]. Si ptd, por el
lema 3.29 tenemos
Ny(Lo) < (bp + 1)2pla7/2) < (u,(d) + 1)2p%)

Si p|d, vimos que N,(Lo) <qg,p Np(Ag, Qo) donde A = A(Q,p) € Q,. Ademss, las invariantes de
Ag son (a+ Og(1),b+ Og(1)), asi que N,(Ly) <g (bp + 1)?pl?»/2 también en este caso.

Anélogamente, en el caso p = 2 también tenemos Na(Lg) g Na(Ag, Qo). En este caso va(d) =
as + by + 2 > by si Q| toma la forma diagonal y va(d) = 2as si toma las formas (3.17) o (3.18).
Ademés, v,(f) = |az2/2]. En ambos casos tenemos

Ny(Lo) < (va(d) + 1)22v200)

por el lema 3.30. Juntando estas cotas, obtenemos

N(Lo) <q [] (wp(@) + 1) T p*
pl2d pl2d

g
o 2 e/2 4 )
— (@] < a2 < f (s o)

ya que |d] = |a? — 4aya3| < (méx; |a )’ O
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Figura 3.1: El 4rbol de Bruhat-Tits de Qo = 2y + 22 en Q.

3.6. El arbol de Bruhat-Tits

En esta seccién asumimos que @) es una forma cuadrética p-isotrépica en tres variables con
p{disc(Q), o tal que Q = zy + 22. Para demostrar los lemas 3.29 y 3.30 usaremos que le podemos
dar a SO (Qp).Z) una estructura de grafo (p+1)-regular, conocido como el d@rbol de Bruhat-Tits'
de SOq(Qp).

En general, si G es un grupo algebraico reductivo sobre Q,, entonces existe un complejo
simplicial A = Ag llamado el edificio de Bruhat-Tits que es contractil y de dimensién finita.
Ademés G actia en A por morfismos simpliciales. En el caso de G = SO (Q,), A tiene dimensién
1, asi que es un grafo. La construccién explicita de A para grupos ortogonales estd detallada en
[ , §19.8]. En nuestro caso el conjunto J¢ de vértices consiste de los reticulos A C Q3 tales
que Q(A) € Z, y que son maximales con esta propiedad. Se puede ver (sin recurrir a la teoria de
edificios, cf. | , Teo. 4.11]) que SO (Q,) actia transitivamente en Jg asi que o = SOq(Q,) Ao
para cualquier Ag € Jq. Es fécil ver que Z3 € Jg, asi que Jo = SOq(Qp).Z3.

Queda describir cudles vértices son adyacentes. Dos reticulos A, I" € Jg se dicen adyacentes si
(A:ANT)=(T": ANT) = p. Para probar los resultados de esta seccién es necesario entender con
mayor detalle la estructura de adyacencia. Supongamos que A,I' € T son adyacentes. Tomemos
y€T —A, 6 €A—-T.Como (I': ANT) = p, tenemos que v = py € A. Ademds Q(v) = p*Q(7) es
divisible por p? y (v,2) =0 (méd p) para todo 2 € ANT. En otras palabras, ANT est4 contenido
en el conjunto

Spy={z€A: {(v,2) =0 (méd p)}. (3.25)

Afirmamos que ANT = S,. En efecto, sea z € S,. Puesto que A = (ANT) + Z,6, podemos
escribir z = 2o + Ad con 2o € ANT y A € Z,. Notemos que (v,9) ¢ Z, ya que en caso contrario
Q(A+T) C Z,, lo que contradice la maximalidad de A y I'. Luego p { (v, §). Entonces la congruencia

0=(v,z) = Aw,0) (méd p)

implica que A = 0 (mdéd p), y luego Ad € ANT. Se sigue que z = zg + Ad € ANT', como querfamos
ver. En conclusion, tenemos que

['=2Zyy+ANT = 22,0+ S,. (3.26)

1Se puede ver que este grafo efectivamente es un arbol, pero no necesitaremos este resultado.
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Dado un reticulo A € Jg y un elemento v € A primitivo (i.e. tal que v ¢ pA) tal que p? | Q(v),
denotamos A(7) al lado derecho de (3.26). Es posible extender la definicién de A(7) al caso de un
elemento v € A primitivo tal que p| Q(v). Para esto uno elige z9 € A de modo que p? | Q(v+pzg) ¥
define A(7) = A(v + pzp). Veamos que tal zg existe. Como p 1 disc(Q), la forma @ es no degenerada
en A/pA. Esto es claro si A = Zg. Ahora, si A = g.Zg con g € SOg(Q,) entonces g induce un
isomorfismo Z;’)/pZ?) — A/pA que conmuta con Q. Luego existe wy € A/pA tal que p { (v, wp).
Puesto que
Qo + Apig) = Q(v) + Np2Q(u) + Aplv, wp),

podemos hallar A € Z, tal que p? | Q(v + pAwp), en cuyo caso podemos tomar 2y = Awp. Notemos
que A(v) no depende de la eleccién de zy € A, ya que si uno toma otro z; € A con p? | Q(v + pz1),
es fécil ver que zp — 21 € S,. Ademds A(7) solo depende de la recta F,v C A/pA, es decir, si uno
toma cualquier otro v € A primitivo tal que 77 € F,7, entonces A(T1) = A(7).

Hemos visto que todo reticulo adyacente a A es de la forma A(7). Reciprocamente, veamos que
A(@) € Jg es adyacente a A para todo v € A con p|Q(v). En primer lugar A(7) es integral, es
decir, Q(A(v)) C Z,. Para ver esto podemos suponer que p* | Q(v). En ese caso, A(v) = %va—i—Sv.
SiA€Zy,yz€S,, entonces

A2 (v,2)
P

Qv/p+2z) = ij(v) +Q(z) +A € Zy

ya que los tres sumandos pertenecen a Z,. Se sigue que A(7T) estd contenida en un reticulo T
que es maximal con la propiedad de ser integral. Como veremos mdas adelante -ver 3.36.(a)-,
tenemos que A NA(T) = S,. Luego (A : ANA®)) =p = (A®) : ANA(V)). Entonces A y A(D)
deben tener igual determinante. Por otro lado, como los reticulos A,I' € Jg estan en la misma

SO (Qp)-6rbita, también tienen el mismo determinante. Por lo tanto A(¥) = T' € Jg. Ademds
(A:ANA®@) =(A:S,) =pyaqueS, es el nicleo del morfismo de grupos

A—T,, w = (v, w).

Dados dos reticulos A,I" C Qp de igual determinante, denotamos por [ (A,T) al indice comiin
(A:ANT) = (T : ANT). Definimos la distancia d(A,T') entre dos reticulos A,I' € Jg como la
menor longitud d de un camino Ag = A, Ay,..., Ay = ' que los conecta, es decir, tal que A; y
A; 41 son adyacentes para todo 7.

Lema 3.32. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico sobre Q. Sean A,T' CV dos Z-reticulos integrales
con respecto a Q de igual determinante y supongamos que I(A,T') = p™. Entonces existe un Zp-
reticulo integral A CV tal que I(A,A) =p, I(T,A)=p" ' y ANT C A.

Demostracion. Sea a € I' — A tal que pa € A. Como @ es integral en A, tenemos
pla,b) = (pa,b) € Z,, para todo b € A

y por la integralidad de T,
(a,c) € Zy, para todo c € I.

Consideremos el reticulo
AV ={ceA: (a,c) € Zp}.

Entonces ANT € AM. Ademiés (A : AM)|p ya que A es el niicleo del morfismo de grupos

Vi A= Z/pL, () = (pa,z),

donde la barra denota tomar clase médulo p. Luego podemos elegir un sub-reticulo A C A
tal que (A : A®)=py ANT C A®. Ahora tomamos

A=A? 17,

El Z,-médulo A es libre ya que es finitamente generado y sin torsién. Ademds es un reticulo por
contener a A®). Afirmamos que A tiene las propiedades requeridas. En primer lugar, A es integral,
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yaquesiz=c+Xa €A, donde ce A® y )\ e Z,, entonces (a,c) € Z, puesto que ¢ € AD 1o
que implica que

Q(z) = Q(c) + X’Q(a) + Ma, c) € Zy.

Ahora, notemos que pa € ANT C A® pero a ¢ AP ya que a no pertenece a A. Se sigue que
(A: A®) =p. Y esto a su vez implica que A?) = AN A. En efecto, es claro que A®? C ANA. Si
A®) C ANA C A esto fuerza la igualdad ANA = A, en cuyo caso A C A. Pero esto se contradice
con que a ¢ A. Por lo tanto A®®) = AN A es un reticulo que tiene indice p tanto en A como en A,
de modo que I(A,A) = p.

Queda ver que I(T', A) = p"~!. Para esto, basta probar que ANT = ANT + Z,a, ya que en
tal caso

(L':Anl)  p*

(ANT:AND)  p 7
Es claro que ANT + Z,a € ANT. Reciprocamente, si x € ANT, lo podemos escribir como
r=c+Mlaconce AP yre Zy,. Entonces ¢ = © — Aa € I'. Se sigue que ¢ € ANT y luego

zeANT 4+ Zya. O

n—1

(T:ANT) =

Corolario 3.33. Jg es un grafo conexo.

Proposicion 3.34. Sea Q una forma cuadrdtica isotrépica en Q% y supongamos que p 1 disc(Q).
Entonces Jg es un grafo (p + 1)-regular.

Demostracion. Fijemos A € Jg y sea V = A/pA, que es un espacio vectorial sobre F,,. Conside-
remos el anillo de coordenadas F,,[V] = Sym(V*) de V, que es igual al dlgebra simétrica de V*.
Recordemos que el dlgebra simétrica de un espacio vectorial W se define como Sym(W) = T(W)/I,
donde T(W) = @Pp, W& es el élgebra tensorial e I es el ideal generado por a @ 8 — 3 ® a,
con «, 8 variando en W. Como I es un ideal homogéneo, Sym(V') es un algebra graduada conmu-
tativa sobre F,. De hecho, F,[V] es isomorfa a F,[z,y, z] como dlgebra graduada. Los elementos
homogéneos de grado 1 son exactamente los elementos no nulos de V*. Finalmente notemos que
todo elemento de F,,[V] determina una funcién V' — F,. En efecto, por la propiedad universal del
algebra simétrica, la inclusién V* — ]FX induce un morfismo de Fp-dlgebras F,[V] — IFX.

Podemos ver a () como un elemento homogéneo de grado 2. Afirmamos que @ es irreducible
en F,[V]. Si esto no pasa entonces existen elementos homogéneos ¢1,¢s € F,[V] de grado 1 (es
decir, ¢1, ¢y € V*) tales que Q = ¢145. En tal caso,

(v,w) = Qv+ w) — Q(v) — Q(w) = £1(v)la(w) + L2(v)l1(w),

para v,w € V. Se sigue que si elegimos z € Ker(¢;) N Ker(¢2) no nulo, entonces (v, z) = 0 para
todo v € V. Pero esto contradice que @ es no degenerada en V. Por lo tanto @ es irreducible.

Vimos que el nimero de vértices adyacentes a A en Jg es igual al cardinal del conjunto Z(Q)
de ceros de Q en P(V) 2 P%(F,). Como Q es polinomio irreducible de grado 2, Z(Q) es una cénica.
Ademds Z(Q) tiene puntos en Fg ya que @ es isotrépica. Luego Z(Q) es isomorfo a P!(F,). En
particular |Z(Q)| =p+ 1.

Corolario 3.35. Para todo I' € Jg y para todo r > 1 hay O(p") reticulos a distancia menor o
igual que v de T'.

Demostracion. Basta ver que hay a lo sumo (p + 1)p"~! a distancia igual a r de I', para todo
r > 1. Para r = 1 esto se deduce de la proposicién anterior. Sea r > 1 y supongamos que hay
< (p + 1)p"~2 reticulos a distancia r — 1 de I'. Si A € J estd a distancia r de I, entonces debe
existir un reticulo A’ adyacente a A que esté a distancia » — 1 de I'. Ahora, cada A’ € Jg con
d(,A’) = r — 1 tiene a lo sumo p vecinos a distancia r de T', ya que A’ debe tener al menos un
vecino a distancia 7 — 2 de I'. Luego hay a lo sumo (p + 1)p"~! reticulos en Jg a distancia r de
T. O

Lema 3.36. Sea A C Qg, A € Jg y sean T1,T2,U3 € A/pA elementos isotrdpicos que generan
rectas distintas. Entonces

(@) ANA([@) =8, ={z€A: (v1,2) =0 (méd p)}.
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(b) Siw € A es tal que (F,01 + Fpva)* = F,w entonces
A(@l) N A(ﬁg) = pr +pA

(¢) Siptdisc(Q) entonces
A(vr) N A(2) N A(3) = pA.

Demostracion. Como vimos antes, podemos suponer que el elemento v; € A que representa a v;
es tal que p? | Q(v;) para todo i.

(a) Es claro que Sy, € AN A(71). Reciprocamente, supongamos que € A N A(7;). Entonces x
se escribe como x = %vl +zparaalgin A€ Z, y z € S,,. En tal caso v — z = %Ul €A lo

que implica que p| A ya que v; es primitivo. Como v; € S,, concluimos que x € S,,.

(b) La inclusién Z,w + pA C A(T1) NA(T2) es clara; para ver la otra, sea x € A(T1) N A(T2). Por
3.26) existen A1, Ay € Z,,, 21 €5, v 22 € S, tales que
P 1 2

At

ﬂU:*U1+Z1=*2U2+2’2~
p p

Multiplicando esta ecuacién por p obtenemos Ajv; = Agva + p(22 — 21) v luego AT = A2Ts.
Por hipdtesis U1 y T2 son linealmente independientes, asi que \;y = Ay = 0 (méd p). En
particular z € A. Ademds, tenemos que (x,v1) = 0 = (z,v2) (mdd p), lo que implica que
T € F,w. Luego x € Zyw + pA.

(¢) Dado x € A(v1) N A(T1) N A(T3), tenemos que x € Ay (z,v;) =0 (méd p) para todo i por
el punto anterior. Luego basta ver que 71,72 y U3 son linealmente independientes ya que
en ese caso (F,u, + Fp0s + Fpﬁg)l = 0 y entonces = € pA. Como @ es no degenerada en
A/pA, no puede haber un subespacio totalmente isotrépico de dimensién 2. Se sigue que
(v1,v2) # 0 en F, y luego es facil ver que Q(z) # 0 para todo z € F,v; + F,02 que no
es proporcional a Ty ni Te. En particular 3 ¢ F,7; + F,7s, asi que los tres vectores son
linealmente independientes. O

Demostracion de 3.29. Sea R(L) = {A € Jg : L C A}, de modo que N(L) = |R(L)|. Notemos
que R(L) forma un subgrafo conexo de Jg. Esto se debe a que por el lema 3.32, para cada par
de elementos A, T' € R(L) es posible hallar un camino en el grafo 7o que conecta a A y I' y en el
que todos los vértices contienen a A NT. En particular todos los vértices contienen a L y luego el
camino estd en R(L).

Podemos suponer que N(L) > 0y elegimos un elemento A € R(L). Como Q|r, tiene invariantes
(a,b), existe una base eq, ey de L como Z,-médulo tal que

Q(el) = up®, Q(ez) = U2pb, <€1, €2> =0, (3-27)

donde uq,us € Z;. Consideramos varios casos:

Caso 1: a = b = 0. En este caso veamos que R(L) = {A}. Si esto no pasa, como R(L)
es conexo A debe tener un vecino de la forma A(7) para algin vector isotrépico T. Entonces
L C ANA(w) = S,. En particular €;,e5 € Fp@J‘. Como €1, e; son linealmente independientes en
A/pA, generan el subespacio IFPEJ‘. En particular Fpﬁl‘ es un subespacio regular por (3.27). Pero
por la proposicién 3.2 esto contradice el hecho que F,v no es regular. Por lo tanto A es el tnico
elemento de R(L).

Caso 2: a = 0, b > 1. Supongamos que N(L) > 1. Notemos que & € F,&i es un vector
isotrépico y luego ]Fpéll es un plano hiperbdlico. Entonces, por el lema de Hensel multivariable, es
facil ver que existen wi,ws € A tales que

(e1,wr) = (e1,w2) =0,

Q(w1) = Q(wz2) =0, (w1, wa) = uz € Z)

y tales que {e1, w1, w2} es una base de A como Z,-médulo.
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En particular, w; y wa son vectores isotrépicos y determinan reticulos A(w;), A(ws2) que con-
tienen a e;. Es facil ver que Sy, = Zpw1 + Zpey + Zppws, luego

A(El) = Zp% D Zpel D ZpPU/Q.

Anélogamente, A(Ws) = Z,pur ®Zyeq @Zp%. Notemos que no puede haber ninguna otro reticulo
A(v) adyacente a A que contenga a e; ya que por el lema 3.36.(c),

A(@l) N A(ﬁg) n A(@) =pA

y e1 & pA puesto que p 1 Q(e1). El mismo argumento vale para A(w;) y A(w2), luego por induccién
vemos que todas los reticulos en R(L) deben ser de la forma

Ay = p " Zpwi @ Zper ® p"Zpwo,

para algin n € Z. Ademés A,, y A, son adyacentes si y solo si |m — n| = 1. Veamos que si
|n| > b/2 entonces ez ¢ Ag,. Como R(L) es conexo esto implica que es ¢ A,, para los enteros m
con |m| > b+ 2. De esto se deduce que N (L) < 2b+ 3. Por simetria podemos suponer que n > 0.
Supongamos que ez € Ag, para algin n > b/2. Entonces

ez € AN Aoy, = Zpwi @ Zpey ® pQ"prg =Zpe1 +p" Ay,
asi que podemos escribir e = Ae; + p"z para algin A € Z, y z € A,,. Como
0= (e1,ea) = Neg,e1) =2 u;  (médd p™),
tenemos que p™ | A y luego
usp” = Q(e2) = N°Q(er) +p*"Q(2) + Ap"(e1,2) =0 (méd p*™).

Esto es una contradicciéon ya que 2n > b.

Caso 3: a = 1. Supongamos que A tiene algin vecino A(T) en R(L). Al igual que en el caso 1
vemos que €; € F,o". Como v,(Q(e1)) = 1, el elemento &; € A/pA es no nulo e isotrépico. Entonces
€1 y ¥ no pueden ser linealmente independientes ya que en ese caso el subespacio F,v+F,e; seria
totalmente isotrépico de dimensién 2. Luego v es un miltiplo de €;. En particular solo puede haber
un vecino de A. Usando el mismo argumento para A(7), vemos que A(7) solo tiene un vecino, que
debe ser A. En conclusién N (L) < 2.

Caso 4: a > 2. Afirmamos que existe un Z,-reticulo I' € Jg con d(I', A) < |a/2] que contiene
un submoédulo de la forma

LY =Z,pes @ Zyp ey, 0<r < |a/2] (3.28)

o de la forma
ng) =Ly p_La/Qjel @ ZLpp e, 0<s<[b/2] (3.29)

Para esto procedemos por induccién en a + b, siendo los casos a +b € {0,1} triviales. Suponiendo
a+b > 2, podemos tomar k, ¢ > 0 tales que los vectores e} = p~Fer y eh = p~Ley son primitivos.
El submédulo L' = Z,¢} & Zye), tiene invariantes a — 2k y b — 2¢, donde el orden depende de cudl
de estos ntimeros es menor. Si p t Q(e}) o p 1 Q(e)) entonces L' debe ser de la forma LY yla
afirmacién vale en este caso. Si no, tanto ey como ed son vectores isotrépicos. Luego deben ser
linealmente dependientes, en caso caso contrario @ se anularfa en el plano F,e/+F,ed. Se sigue que
N =A (eT’) contiene a €} /p y e /p, es decir, contiene a %L’. Ahora, %L’ tiene invariantes a — 2k — 2
y b— 20— 2 asi que por hipétesis inductiva existe un reticulo I' € Fg con d(I', ') < |a/2] — 1 que
contiene un reticulo LY. Como A’ es adyacente a A, tenemos d(I',A) < |a/2] lo que demuestra
la afirmacion. En conclusién

la/2] [b/2]
rRclyJ U B@le2hu ) U B la/2), (3.30)

r=0 TeR(L") s=0 TeR(L{)
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donde B(T, |a/2]) denota la bola cerrada en Jg de centro I' y radio |a/2], con respecto a la
distancia d definida antes. Todo L tiene invariantes (0,8") o (1,b") para algin b’ < b, asi que
|R(L§f))\ < b+ 1 por los casos anteriores. Ademéas |B(T, |a/2])| < pl®/? para cualquier reticulo
T', asi que

IN(L)] < (la/2] + [b/2]) (b+ D)ple/?) < (b +1)%ple/?). O

Demostracion de 3.30. Sean fi; = (1,0,0), fo = (0,1,0) y f3 = (1, —1,1). Entonces fi, fo, f3 € Z3
son vectores isotrépicos primitivos y luego determinan los vecinos de Z3. Ademds el elemento
k = (0,0,1) € Z3/27Z3 cumple que (k,v) = 0 en Fy, para todo v € Z3 y es el tnico con esta
propiedad. Lo llamaremos el elemento especial de Z3/27Z3. Para cualquier reticulo A € Jg, el
espacio cuadritico (A/2A,Q) es isomorfo a (Z3/27Z3,Q), y en particular contiene exactamente
tres vectores isotrépicos y un elemento especial, que también denotamos k.

Supongamos primero que () tiene invariantes (a,b) de tipo diagonal, es decir, existe una base
{e1,e2} de L tal que

Q(el) = U12a, Q(GQ) = ’LLQQb, <61, 62> = 0

Caso 1: a = b = 0. Afirmamos que en este caso A tiene a lo sumo un vecino en R(L).
Supongamos que A tiene dos vecinos A(7) y A(w). Entonces por el lema 3.36.(b) tenemos

L C A®@) NA@) = Zok + 2A

ya que (F,o+ IFZ,@)l = k. En particular €1,e; € ]FPE. Como e y e; son primitivos, se sigue que
e1 =k =es (méd 2A). Entonces podemos escribir eo = e; + 22 para algtin z € A. Pero entonces

(e1,e2) = (e1,e1 + 2z) = 2uy + 2{ey, 2)

y notemos que (e1,z) = (k,z) = 0 (mdd 2), mientras que u; es impar. Luego (e1,e2) # 0,
absurdo. En conclusién, A tiene a lo sumo un vecino. Como esto vale para cualquier elemento de
R(L) concluimos que N (L) < 2.

Caso 2: a =0, b > 1. En este caso veremos que existe un camino v de longitud finita en R(L)
tal que todos los elementos de R(L) estan a distancia 1 de algin elemento de «y. Llamamos a un
elemento I' € R(L) central sie; = k en ', donde k denota el elemento especial, y sea C' el conjunto
de vértices centrales.

En primer lugar afirmamos que si I' no es central entonces I tiene a lo sumo un vecino en R(L).
En efecto, si T tiene dos vecinos I'(7) y T'(w), argumentando como en el caso 1 obtenemos que
21 debe ser igual a k, en cuyo caso I' es central. Esto implica que C es conexo, puesto que dados
I'1,Ty € C, existe un camino en R(L) que los conecta. Los elementos intermedios de tal camino
tienen al menos dos vértices adyacentes en R(L) y luego deben ser centrales, lo que demuestra
que el camino estd contenido en C.

Finalmente veamos que cada elemento de C tiene a lo sumo dos vecinos en C'. Como todo
vértice en Jg tiene exactamente 3 vértices adyacentes, basta ver que todo reticulo central posee
un vecino que no es central. Sea I' € C. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que I' = Z3 y
que todos los vecinos de I" pertenecen a R(L). Supongamos que e; = (a, 8,7) y consideremos los
vectores f1, f2, f3 definidos al principio de la demostracién. En este caso tenemos &; = k = (0,0, 1)
asfquea = =0 (méd 2) y vy =1 (méd 2). Si 41 a, entonces (e1, 3 f2) = a/2 =1 (mdéd 2). Esto
quiere decir que en el reticulo I'(f5) el elemento e; no es especial. Luego I'(f,) ¢ C. Andlogamente,
si 41 entonces (eq, %f1> =1 (méd 2) lo que implica que e; no es especial en I'(f;). Finalmente,
sia= =0 (mdd 4) entonces

8-«

(e1,3f3) = 5

+y=1 (méd?2)

y luego e; no es especial en T'(f3). Esto demuestra la afirmacién. De estas propiedades se deduce
que C es un segmento o un camino cerrado. Argumentando como en el caso 2 del lema 3.29
deducimos que |C|=0(b+1) y luego N(L) =O0(b+1).

Caso 3: a = 1. Al igual que en el caso 3 del lema 3.29, vamos a probar que todo A € R(L)
tiene a lo sumo un vértice adyacente. Sin embargo ahora no podemos usar que () es no degenerada.
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Como a = 1, el vector e; € A es primitivo y Q(e1) = 0 (mdd 2). Supongamos que A(v) € R(L)
es un vecino de A. Entonces & € Fot = FyT + Fok. Ademds &, # 0 ya que e; es primitivo. Si
€, # T, entonces & = k 0 e, = v + k. En el primer caso obtenemos Q(e;) = Q(k) =1 (méd 2) y
en el segundo caso

Q1) =Qv+k)=Qw)+Q(k) + (v,k)y =1 (méd 2).

En ambos casos llegamos a una contradiccién, luego debe ser €; = v. En particular, solo hay una
posibilidad para . Por lo tanto N(L) < 2 en este caso.

Caso 4: a > 2. Este caso se demuestra de la misma manera que en el lema 3.29.

Ahora pasemos al caso no diagonal, es decir, supongamos que Q|, es de la forma (3.17) o (3.18)
para algin a > 0. Equivalentemente, existe una base e1,es de L tal que (e1,e5) =2%y

Q(e1) = Q(e2) = €027,

donde g € {0,1}.

Caso 5: a = 0. En este caso €; y € deben ser linealmente independientes, ya que en caso
contrario {(eq,e3) = 0 (mdéd 2). Supongamos primero que €9 = 1. Como Q(e1 + e2) =1 (méd 2),
vemos que no hay vectores isotrépicos en Foe; +Foes. Se sigue que no hay ningtin vector isotrépico
T que sea ortogonal a ambos, ya que entonces FoTt contendria a T,€;,€ que son linealmente
independientes. En particular A no tiene ningin vecino y N(L) = 1. Supongamos ahora que
g0 = 0. Entonces €; y €2 son vectores isotrépicos linealmente independientes. Si A(7) es un vecino
de A, entonces &, € Fout = Fou+Fok y al igual que en el caso 3 obtenemos & = €. Analogamente,
T =€y y esto contradice la independencia lineal de €1, €;. En conclusiéon A no puede tener vecinos
y N(L) =

Caso 6: a = 1. Notemos que uno de los vectores ej,es debe ser primitivo, ya que en caso
contrario 4| (e1, e2). Entonces podemos suponer que e; es primitivo. En tal caso € es un vector
isotrdépico no nulo. Al igual que en casos anteriores, vemos que e; € A(T) solo si ¥ = €. Se sigue
que todo vértice en R(L) tiene a lo sumo un vecino y luego N (L) < 2.

Caso T: En el caso a > 2, la demostracién es similar al caso final de 3.29. Al igual que en ese
caso, hay que probar por induccién que

cU U BEle2),

L'€6 TeR(L')
donde & es un conjunto con O(a + 1) elementos. Mas precisamente, si definimos
Lr,s = 22277“61 D 2227562

entonces
S={L,s:7r,s>0,r+s=a}

enelcasoeg =0y
S ={Lys:r,s>0, mix(r,s) = |a/2]}

en el caso eg = 1. En el caso g9 = 0, Q es de la forma (3.17) en todos los L, s € &, con a < 1. En
el caso g9 = 1 se puede ver que o bien @ tiene invariantes (a’,d’) de tipo diagonal con @’ < 1y
b < a en todos los elementos de &, (hay que elegir una base distinta), o bien es de la forma (3.18)
con a < 1. Luego en todos los casos hay O(a + 1) reticulos en R(L'), para todo L' € &. Luego
N(L) < (a+ 1)22Le/2], O



Capitulo 4

Demostracion del teorema de
Duke

En este capitulo retornamos al estudio de la curva modular X = PSLy(Z)\PSLy(R) para
completar la demostraciéon del teorema de Duke. Los dos ingredientes més importantes de la
demostracién son el lema béasico de Linnik, que demostraremos en la primera seccién usando el
teorema 3.26, y el teorema 4.6.

4.1. Resultados preliminares

En esta seccién demostramos el lema bésico de Linnik, asi como un par de resultados auxilia-
res que necesitaremos mas adelante. Sea G = PSLy(R). Fijamos una métrica riemanniana (-, -)
invariante a izquierda en GG, que induce una distancia d = dg : G X G — R invariante a izquierda.
Como vimos en la introduccién del capitulo 2, para demostrar el teorema de Duke basta probar
el teorema 2.1 que trata sobre la convergencia débil* de la sucesién de medidas (u4)q definidas en
esa misma seccién a la medida de Haar ux.

Definimos una norma en PSLy(R): si g € PSLa(R) estd representado por una matriz a, entonces

lgll = tr(a’a)'/.
Esta norma estd bien definida ya que (—a)!(—a) = a'a para cualquier matriz a.
Lema 4.1. Sea g un elemento del conjunto
S ={h e PSLy(R) : h(i) € F},

donde F C H es el dominio fundamental de la accion de G. Supongamos ademds que ht(Tg) < H
para algin H > 1. Entonces ||g|| < H.

Demostracion. Supongamos que g estd representado por una matriz (2 7). Como g € S, tenemos

pi+q\"?
ht(Tg) = (Im - —l—s) = (7’2 + 52)71/2 € [%,H] ,

de modo que H~2 < 1?2 4 5% < 4. Por otro lado,

qs +pr
72 4+ 52

1
Reg(i)| = =
Re (i) 3

IN

asi que
gs+pr| < 3(r* +5%) < 2.
2

Adema&s ps — gr = +1 por ser el determinante de la matriz, y luego
P* +¢*)(* +5°) = (ps —qr)® + (a5 + pr)* <1+ 4 =5,

(0]
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lo que implica que
PP+ q? <5(% + %)t <5H
Juntando estas cotas obtenemos que
Igll> =p® +¢* +r*+ s> <5H? + 4 < H. 0

Lema 4.2. Para todo compacto K C PSLa(R) existen constantes c1,co > 0 que dependen sola-
mente de K, tales que
cllg = 1) < d(g,1) < eallg — 1,

para todo g € K.

Demostracion. Para todo r > 0 el conjunto K\ B,-(1) es compacto, asi que la funcién F(g) = I(\ig(%i\)l
atiene un maximo y un minimo en este espacio. Entonces para probar el lema basta analizar como
se comporta d(g,1) en un entorno de la identidad. Como la proyeccién 7 : SLa(R) — PSLy(R)
es un revestimiento, existe un entorno U de I € SL2(R) tal que 7|y es un homeomorfismo en
su imagen. Ademé&s podemos darle a SLy(R) una métrica riemanniana de modo que 7 sea una
isometria local. Luego podemos suponer que estamos trabajando en un entorno de I en SLao(R).

Para todo g € SLy(R) hay una inmersién candnica T,SLa(R) — T, M2(R) = My (R), asi que
podemos mirar a los vectores tangentes como matrices. Sea |- || as, (x) la norma ¢ usual en M, (R).
Sea exp; : 9 C TrSLa(R) — SLa(R) el mapa exponencial en el sentido de geometria riemanniana.
Este mapa es un difeomorfismo en un entorno del 0 ya que dgexp; : TrSLa(R) — T7SLa(R) es
la identidad. En particular exp; es bi-Lipschitz en un entorno del 0, es decir, existe un entorno
U C T1SLo(R) del 0 y constantes c¢11, a1 > 0 tales que

cillv — wlla®) < [lexpr(v) — expr(w)|an®) < callv — wllan®) (4.1)
para todo par de puntos v,w € U. A su vez existen cy2, oo > 0 tales que
czflv —w| < v —wlagr) < collv —wl,

para v,w € TrSLa(R). Ahora, si g = exp;(v) para algin v € U, entonces ||v|| es la longitud de
la geodésica entre 1y g, y luego coincide con d(g,1) si ||v|| es chico. Tomando w = 0 en (4.1)
obtenemos que

cricz||vll < llg — Il a ) < carcanlv]|,

lo cual demuestra el lema ya que d(g,1) = ||v]|. O

En la demostracién del lema 4.4 usaremos una version de la férmula del niimero de clase para
ordenes en cuerpos cuadraticos:

Teorema 4.3 (Férmula del nimero de clase). Sea d > 2, d=0,1 (mdd 4) un entero. Entonces
h(d)logeq = VdL(1,x), (4.2)

donde £4 es la unidad fundamental de G4, h(d) = [Pic(04)| es el nimero de clase, x(n) = (2) es
el simbolo de Kronecker y

n

L(s,x) = Z X(Z)

Que L(1,x) converge se deduce del criterio de convergencia de Dirichlet, ya que la sucesién
(x(n))nen tiene sumas parciales acotadas y = tiende a 0 de forma mondtona.

Demostracion. Ver | , Teo. 209]. Alternativamente, se puede deducir de la férmula del nimero
de clase usual. O
El lema de Siegel | , cap. 21] nos dice que L (1, (4)) >. d~° para todo € > 0, aunque la

cota no es explicita, es decir, no se conoce ninguna constante C(g) > 0 calculable explicitamente
que haga valer la desigualdad. Por la férmula del nimero de clase para érdenes, el lema de Siegel
implica que h(d)logeq = VAL(1, x) >, d'/?~=.
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Lema 4.4. Para todoe >0y H > 1, se tiene
,ud(XzH) <<s deHiz. (43)

Demostracion. Recordemos que la medida pg se define como pg = @ pd, donde pg es una suma
de medidas A-invariantes soportadas en las geodésicas z,A con [g] € C(d). Por la observacién
3.23 tenemos que 9, C X5d1/4. Entonces las componentes conexas de 94 N X>p son segmentos
geodésicos con altura entre H y d'/%. Por el corolario 2.13 se sigue que la longitud de estas curvas,
y luego su medida con respecto a pq, estd acotada por < log(d). Por la proposicién 3.22,

pd((gd N XZH) < log(d)NSH(d),

donde N<y(d) denota la cantidad de ideales inversibles I C 6,4 con N(I) < L H=2\/d. Recordemos
que por 3.20, R4(n) <. n®, donde R4(n) es la cantidad de ideales inversibles de norma n. Sumando
sobre 1 <n < %H‘2 d obtenemos

Nep(d) <. (H‘Q\/&)He <, H24(+e)/2

Luego
pa(Gan X>p) < log(d)d1+/2H2 <« dY/?* e H~2.

Por otro lado, pa(4q) = h(d)logey >. d*/>=¢ por el lema de Siegel asf que

pd(%aNX>n) % 77—2
Xop) = PAZd N A2H) 2o -2, 0
pa(X>m) pa(@a)

Lema 4.5 (Lema Bésico de Linnik). Sea d € N y sea H > 1. Entonces
pa % pa{(z,y) € X2+ d(z,y) < 0} <. H*6d° (4.4)

siempre que d-/* < § < %H‘2 ye>0.

Demostracion. Hay una relacién entre pares de puntos (z1,22) € (44N X<p)? a distancia menor
que § y representaciones de la forma q(z,y) = dz? + lxy + dy?.

Sea D5 = {(z,y) € (4a N X<u)? : d(z,y) < &} el conjunto que aparece en (4.4) y sea
S’ C H un entorno abierto del dominio fundamental S. Si S’ es suficientemente chico, entonces
dados z1,z2 € 94N X<y, existe un tdnico par (g1,92) € S x S tal que I'g1 = x1, T'go = 22 y
d(g1,92) < 0. Luego la imagen del conjunto

Cs = {(gl,gg) eSS xS I'g1,'gs € Y4 ﬂXSH,d(gl,gg) < 5}

en el cociente X = I'\PSLy(R) contiene a Ds, y tras sacar un subconjunto Z C Cs de medida 0,
Cs se aplica inyectivamente en X. Se sigue que

pa % pra(Ds) < fig X pa(Cs),

donde 14 es la medida en PSLo(R) asociada a pg bajo la correspondencia de la proposicién 1.20.
Esta medida es simplemente una suma de las medidas de Haar soportadas en las A-6rbitas g, A,
con q € Rqisc(d).

Ahora, podemos dividir el conjunto Cy segin las formas cuadréticas ¢, ¢ asociadas a cada

punto (g1, g2). Sean F(qgj)7 qéj))7 1 < j < k las I'-6rbitas de pares de formas cuadraticas asociadas
a puntos en Cy. Para cada 1 < j < k elegimos un par (g&j),géj)) € Cs asociado a (q%j),qgj)). A
cualquier par (q1,q2) € Raisc(d)? le podemos asociar la forma cuadrética binaria

Qe(u,v) = disc(uq, + vqa) = du® + fuv + dv?,

donde ¢ es un entero. Entonces el par (q1,¢2) da lugar a una representacién de gy por la forma
cuadratica ternaria disc. Ahora, como g; y go estdn cerca entre si, q; y g2 deben estar cerca y
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luego ¢ no puede ser muy grande. Efectivamente, sea My = (§§) la matriz asociada a go y sea
h = gggfl. Entonces hMoht es la matriz asociada a h.gg. Como

hMyht — My = hMo(ht — 1)+ (h — 1) My,
tenemos que
[AMoh" — Moll < |hMo] - [Ih" = 1| + I — 1]l - [|Mo]| < [Ih — 1] < d(h, 1),

donde usamos el lema 4.2 en la cota final. Luego ||k - go — qo|| < §, donde || - || denota la norma ¢>
usual en R3. Ademds tenemos que | g1|| < H, por el lema 4.1. Luego

a2 — a1l < Vdl|lg1|*|h-qo — qol| < VAH?5. (4.5)

Pero entonces
12d — ¢ = |q(—1,1)| = disc(qz — q1) < ||g2 — @1||* < dH*5?. (4.6)

Notar que no hemos usado todavia las condiciones d—/* < § < %H‘Q.

Ahora, la forma ¢y no cambia si multiplicamos a q; y g2 por un mismo v € I'. Se sigue que
@ )
1

podemos asociarle a cada I'-6rbita I'(g;”’, ¢3’’) una forma gp. Sea

N&d = ‘F\Emb((/]\g, diSC)|.

Notemos que la accién de T' en Rgisc(d) se extiende a una accién en Z? que es lineal, es decir, el
mapa (a,b,c) — g - (a,b,c) es Z-lineal para todo g € I'. Luego la accién induce un morfismo de
grupos ¢ : I' = GL3(Z). Ademds @¢(T') C SOgqisc(Z): efectivamente, si M, es la matriz asociada a
una forma cuadrética representada por (a, b, ¢), entonces la matriz asociada a g - (a,b, c) es igual
a gM,g" y luego

disc(g - q) = — det(gMyg") = — det(M,) = disc(q),

de modo que la accién de g preserva el discriminante. Se puede ver que ¢(I") tiene indice finito en
SOuisc(Z). Entonces, por el teorema 3.26 tenemos que Ny 4 <. fméx(d,£)°. Sea c¢; la constante
implicita en la desigualdad (4.6) y sea L = c;d H*62. Luego el ntimero k de ['-érbitas de pares estd
acotado por

k< Y Nea<> > Nea<ed, > fdf

0<|6—2d|<L f2d f2e f2ld o f2e
0<|¢—2d|<L 0<|¢—2d|<L
1
< Z fdsL/fQ < d1+eH462 Z - <. d1+26H462.
f2ld f2ld

Ahora veamos que _ _
d(ggj)at,géj)A) > d!

para todo t y para todo 1 < j < k tal que g1 # ¢2. Supongamos que d(g&j)at,géj)as) > d L
Podemos elegir v € T" tal que vgy)at € S y entonces 'ygéj)as € S’. Por la observacién 3.23, tenemos
que 4g € Xcgi/a. Tomando H' = d'/4, §' = d=', obtenemos por (4.5) que ||g2 — q1]| < d=/4
y luego es menor que 1 para d > 0 suficientemente grande. Pero esto se contradice con que los
coeficientes de ¢ y g2 son enteros.

Se puede ver que todo par (z1, z2) asociado a cada par (ggj ), géj )) en el que las formas cuadrati-

cas asociadas son distintas es de la forma z; = Fg%j )oz con « contenido en un intervalo I; C A de

longitud <. d°. Luego la medida del conjunto de pares asociados a q%j ) #* qéj ) es

k
<Y 16 <. dok <. d"TESPH
j=1

Finalmente, la pg x pg-masa de los pares asociados a la misma forma es <. d'/2t¢§. Como
pa(Gq) >. d'/?¢ se sigue que la g x pg-medida estd acotada por <. 6d—1/23 < §3d°%¢, puesto
que & > d—1/4. O
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Teorema 4.6. Supongamos que (u;); es una sucesion de medidas A-invariantes en X y supon-
gamos que existe una sucesion 0; — 0 de reales positivos tales que las alturas H; = 6; © satisfacen

(1) pi(X>pm,) = 0 cuando i — 0.
(2) pi x pi{(2,y) € (X<m,)?: dx,y) < 6} < 607
Entonces ; kN x -

Los lemas 4.4 y 4.5 garantizan que la sucesién (p;); cumple las condiciones del teorema anterior
tomando 64 = d~/3 por ejemplo, asi que del teorema 4.6 se deduce el teorema 2.1. La siguiente
seccién estd dedicada a probar el teorema anterior.

4.2. Controlando el escape de masa

En esta seccion se demuestra el teorema 4.6. La demostracién estd basada en el siguiente
resultado:

Teorema 4.7. Sea X = PSLo(Z)\PSLy(R) y sea T : X — X el flujo geodésico a tiempo 1.
Entonces h,(T) < 1 para cualquier medida v € M¥(X), con igualdad si y solo si v = px es la
medida de Haar.

Demostracion. Ver | , §7). O

El teorema 4.6 se puede ver como una versién finitaria del teorema 4.7. La idea de la demos-
tracién consiste en probar que la entropia de las medidas p; tiende a 1. Este es esencialmente el
contenido del lema 4.14. Ademds necesitaremos ver que la sucesién (u;); es tight para evitar el
escape de masa; esto se demuestra en el lema 4.12.

Sea

N
By, = ﬂ a_”Bga”,
n=—N

donde a = (610/2 efq/z) y Bf]; es la bola de radio n en G. Una N-bola de Bowen de radio n > 0

es un conjunto de la forma By, con z € X. Si n es mds chico que el radio de inyectividad
en {T"z : n € [-N,N|NZ} entonces xBy, es igual al conjunto de puntos y € X tales que
d(T™z, T"y) < n para todo n € [—N, N|. Esta dltima condicién es la definicién usual de las bolas
de Bowen en espacios topoldgicos compactos. Las bolas de Bowen estan intimamente relacionadas
con la entropia topoldgica, que es un invariante similar a la entropia medible definida en el capitulo
1. En el caso de un sistema (X, T) donde X es compactoy T : X — X es un homeomorfismo, estas
dos invariantes estan relacionadas por el principio variacional, que dice que la entropia topoldgica
es el supremo de las entropfas medibles h,,(T') con pu € JM+(X). Luego es razonable que incluso
en el caso no compacto, las bolas de Bowen resulten ttiles para estudiar la entropia medible.
Dado x € X y un conjunto B C X boreliano, definimos el conjunto de recurrencia

Rec(z,B) ={n € Z: T"z € B}. (4.7

Teorema 4.8. Sean M > 1 y N € N. Entonces para todo V. C [0, N — 1] NZ, el conjunto

ZWV)={z e Xepy NT VX pr: Ree(x, Xsp)N[0,N —1] =V} (4.8)

puede ser cubierto por < eN=2IVl N-bolas de Bowen. Mds ain, hay <5 exp (loiglgMMN)
subconguntos V. C [0, N — 1] NZ tales que Z(V) # &.
Demostracion. Este es esencialmente el enunciado del teorema 4.3 en | ], salvo por el inter-

valo en el que estd contenido V' y un cambio acorde en la cota de la cantidad de subconjuntos. La
demostracién es la misma. O



CAPITULO 4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE DUKE 80

El siguiente teorema no forma parte de la demostracién del teorema de Duke, pero tiene interés
propio ya que muestra que una sucesiéon de medidas con alta entropia no puede presentar escape
de masa. Este resultado es usado en | ]

Teorema 4.9. Sea T el flujo geodésico a tiempo 1. Entonces existe My > 0 tal que

log log M X

4.
- log M 2 (4.9)

para toda p € ME(X) y todo M > My. En particular, si (u;)ien C MA(X) es una sucesion con
hy;(T) > ¢ entonces todo limite débil* p verifica p(X) > 2¢ — 1.

Para probar el teorema necesitaremos el siguiente resultado, cuya demostraciéon omitiremos.
El lector interesado puede consultar | , Lema B.2].

Lema 4.10. Sea p una medida A-invariante en X. Fijemos n > 0, ¢ € (0,1). Para N > 1, sea
BC,(N,¢) el nimero minimo de (N,n)-bolas de Bowen necesarias para cubrir cualquier subcon-
junto de X de medida mayor a 1 —e. Entonces

log BC,) (N
h,,(T) < lim lim inf log BCy(N.¢).

4.1
e—0 N—oo 2N (4.10)

Demostracion de 4.9. Si = fY y dT(y) es la descomposicién ergédica de p, entonces

(X onr) = /Y 1y (Xor) dr(y)

ho(T) = /Y By, (T) dr ().

Luego podemos suponer que p es ergddica. Vamos a aplicar 4.10 para acotar h,(T). Para esto
debemos ver que se puede cubrir la mayor parte de X por pocas N-bolas de Bowen. Si M > 3
entonces toda T-drbita interseca a X ps. Dado xg € sop(p), existe n € Z tal que T"(xg) € Xcpr.
Entonces T~ "X s es un entorno abierto de zg, asi que pu(T " X<pr) > 0y luego u(X<pr) > 0
por T-invariancia. Esto implica que p (Upe T "X<ar) = 1 por ergodicidad, asi que para cada
€ > 0 existe R > 0 tal que el conjunto

R—1
V=7 *Xcu
k=0

tiene p(Y) > 1 — . Por el teorema ergédico puntual,
N

1 n
ON 1 Z Ix., (T"r) = p(X>n) ctop.
n=—N

cuando N — oco. Como p es una medida de probabilidad, la convergencia c.t.p. implica conver-
gencia en medida, asi que para todo N € N suficientemente grande existe un conjunto X; C X
que depende de N con p(Xp) > 1 — ¢ tal que

N

1 mn
SN 1 ;NJIXZM(T z)>kr=pXsp)—¢

para todo x € X;. Claramente el conjunto Z = X; NTVNY NT~NY tiene medida mayor que 1 — 3¢.
Por definicién de Y podemos descomponer a Z en R? conjuntos de la forma

Zre =X NTN "Xy nT N5 X_

conr,s € [0, R—1]. A su vez podemos dividir a cada Z, 5 en conjuntos Z, ;NZ (V) con V C [-N, N],
donde Z(V) es el conjunto definido en el teorema 4.8. Por la definicién de X7, solo hace falta
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considerar aquellos conjuntos V' C [—N, N] tales que |V| > x(2N + 1), ya para los otros Z(V') va
a tener interseccién vacia con Xj. Por el teorema 4.8 hay a lo sumo < ;s exp (m‘fgg#]\f ) tales

V con Z(V) # & y para cada uno de ellos, Z(V') puede ser cubierto por

<y 62N7%|V\ < e2N(1-r/2)

N-bolas de Bowen. Por lo tanto Z puede ser cubierto por <as,r exp (mﬁ#]\[ +2N(1 - g))

N-bolas de Bowen. En particular BC,(N,¢) < m‘fogg#]\f +2N(1 - %) 4+ O e(1). Por el lema
4.10 deducimos que

log log M K loglog M  pw(Xsm)—¢
h, (I ——4+1—-—=-=1 — = .
w(T) = log M + 2 + log M 2
Como € > 0 es arbitrario, el teorema se sigue. O

El siguiente lema sera usado en los lemas 4.12 y 4.14.

Lema 4.11. Supongamos que Si,...,Sp son N-bolas de Bowen de radio n > 0 contenidas en
X<n. Sin es suficientemente chico con respecto a M, entonces existen elementos ai,...,a; € A
con J < eV tales que

¢ J
U S X S; C U{(x,yaj) cd(x,y) < e N
i=1 j=1

Demostracion. Consideremos una bola de Bowen S; = z;Bn,, y sean z,y € S;. Asumiendo que
el/? 0
0 671/2

que S; es igual al conjunto de puntos w € X con d(T"w,T"x;) < n para todo n € [-N, N]. Se
sigue que d(T"z, T"y) < 2n para todo n € [—~N, N]. Ahora, si definimos h = 2~ 1y, tenemos que

d(za™,ya™) = d(a", ha™) = d(1,a "ha™) < 2. (4.11)

7 es mas chico que el radio de inyectividad en U;V:7 N X<nma”, donde a = ( ), tenemos

Supongamos que h esta representado por la matriz (: g ) Como

e /2 0 a B\ (e? 0 [ a e"p
0 671/2 v 5 0 efn/Z - Gn")/ 5 )

la condicién (4.11) implica que max(|3|, |y]) < e Nny méx(ja—1],|§—1|) < 1 por el lema 4.2. Sea
¢ > 0 la constante implicita en las ultimas dos desigualdades. Podemos elegir a; < ag < ... < iy
en [1 —cen, 1+ cn) con J < eV, tales que |logaji1 — loga;| < 2cne™™ para todo j. Como
a €[l —cn,1+cn), existe 1 <i < J tal que |loga — loga;| < ene™™. Entonces

GO0 -6 )

Seaa; = () a?l ). Veamos que ||ha; ' —1|| < ne~" para n suficientemente chico. En primer lugar,

e 1‘ = |elosla/aq) _ 1} < |log (a)’ < ne N,
[e7] &%)
Ademads, como 3 < 1 —cn < 1+ cn < 2 para 7 chico, tenemos que |Bay| y |v/a;| son < ne™.
Finalmente, es
b — 1] = ’a(s% - 1‘ - ‘(1 + 8- 1‘
e «
@ @ -N 2 —2N -N
g‘g—1)+‘5wgl<<ne +n%e < ne .
N

Esto demuestra la afirmacién. Como d(1,ha; ') < |ha;' — 1|, se ve que d(1,ha; ') < e~
siempre que 7 es suficientemente chico con respecto a las constantes. Luego d(z, ya; 1) < e N, asf
que (z,9y) € {(u,va;) € X2,, : d(u,v) < e"N}. Como esto vale para cualquier N-bola de Bowen,
el resultado se sigue. a O
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Lema 4.12. Sea (u;); una sucesion de medidas como en el teorema 4.6. Entonces la sucesion
(wi)i es tight y todo punto limite p € M (X) de la sucesion cumple

2loglog M
(X)) >1— 22082980

4.12

para todo M > 0 suficientemente grande.

Demostracion de 4.12. Sea M > 0 suficientemente grande. Basta ver que u(X<p) > 1 — &k para

todo K > mﬁ#_ Fijemos un tal k, sea ¢ = (k) una constante a determinar y sean N; =

[—logd;], H; =9; °. Como H; — oo, podemos suponer que H; > M. Usando la férmula (2.10) y
la descripcién de las geodésicas dada en la proposicién 2.11 es facil ver que la trayectoria geodésica
de cualquier punto z € X<p, cae en X< en a lo sumo 2log H; — 2log M + O(1) < 2eN; pasos,
va sea en el pasado o en el futuro. Entonces

Xen, C U T"X 1.
—2eN,;<n<2eN;
Definiendo N/ = N; + |2eN;], se sigue que
TN X <y, VTN Xy, € U TN X TN X gy,
—2eN;<m,n<2eN;,
Ahora consideremos el conjunto
N;
X, = Z‘ETNiXSHiﬂT_NiXSHi : mﬁ Z ]1X2M(Tn$)2/€ N
n=—N/
que consiste de puntos cuya T-6rbita pasa una proporcién positiva del tiempo en X>jps. Notemos

que

N/
1 - n
Hi(XzM):/]lXZM d#i:/m Z L., 0 T" dpi (4.13)
? n=—N/

< (X + i (T X, VTN X)) < ot pua(X) + 20 (Xom). - (414)

Como p;(X>p,) — 0 por hipétesis, se ve que para acotar u(X>ar) basta acotar p;(X,). Podemos
escribir a X, como unién de conjuntos

Z' =X NTNH X T Nitsx_y,

con 1,8 € [~2eN;, 2eN;]. Reemplazando a Z' por el shift Z = T="Z’ donde h = N} + r tenemos
que Z C Xy NTNX_ 5y donde N = 2N! + 1 — s € [2N;,2N; + 4eN;]. Las T-6rbitas de los
puntos en Z’ pasan una proporcién positiva del tiempo en Xz, asi que lo mismo vale para Z.
En efecto, dado y € Z tenemos que T~"y € Z' C X,. y luego

N/ 2N/ +r N+s
K(2Nz/ + 1) < Z ]]'ijw (T_(n+h)y) = Z ]]-XEIVI (T_ny) = Z ]]-XZI\I (T_ny)
":7N1{ n=r n=r
Entonces
N N
D Ly (T77y) 2 ) 1x, (T7"y) = K(2N] +1) — s > (k= O(e))(N + 1).
n=0 n=r

Esto implica que

N
ZC {y eTVX e NT VXen: 77 Y 1x., (TMy) > K—O(E)}.

n=0
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En particular Rec(z, X>ar) N [0, N] tiene por lo menos (k — O(g))N elementos, para todo z € Z.
En otras palabras, Z estd contenido en la unién de los conjuntos Z(V) del teorema 4.8 con
|[V| > (k — O(g))N. Se sigue que Z puede ser cubierto por

log log M 2loglog M
taroxp (PEEXN 1 (1= 5 - 0@) V) <o (ZEENN + 2 5 - 0NN,

N-bolas de Bowen. Como N > N;, también podemos cubrir a Z con ¢ N;-bolas de Bowen, digamos
S1,...,80. Por el lema 4.11 se deduce que

‘ J
U S; x 55 C U{(Z,yaj) vd(w,y) < 6}
j=1 j=1

para una eleccién adecuada de elementos aq,...,ay; € A, con J < e”, puesto que e Vi < §;. La
identidad sigue valiendo si reemplazamos a los S; por §7 =5\ (U i<i Si), que son disjuntos dos

a dos. Por la hip6tesis (2) del teorema 4.6, resulta
[
Z‘LLZ(SJ)Z <<E 5?_56J < 673Ni+5€NieNi — 672N1‘+5€N1"
j=1
Luego, por Cauchy-Schwarz, es

’ ’ 1/2
~ loglog M K
. < ) < )2 —— = N. - —N.: . .
wi(Z) < ;Zlu(sj) < x/i(?_lu(sj) ) <. exp ( og A7 N; = 5N + O(s)NZ>

Sumando sobre r, s € [-2eN;, 2 N;], obtenemos

103(X ) Kooy el =R/ 2H0(E)) Ny

ya que podemos absorber el factor (4eN; + 1)? dentro del término e©©)Vi, Luego podemos elegir

e > 0 tal que p;(X,) <car e~ N, donde ¢ = ¢(e, M, k) > 0 es una constante que no depende de i.
Esto implica que la sucesion (u;); es tight. En efecto, dado 1 > 0 podemos elegir M y x de modo
que mﬁ# < Kk < 1n/2. Por (4.13) se sigue que p;(Xsar) <n/2+0(1), asi que p;(X<p) >1—n
para todo i suficientemente grande. Ademas, si u € M1 (X) es limite de una subsucesion (u;, )n,
haciendo n — oo en la desigualdad

pi, (Xsnr) < k4 O pr(e”Nim) + 25 (X>p,,)
obtenemos por el lema 1.5 que u(Xs ) < Kk, como querfamos ver. O

Habiendo probado que la sucesion (u;); es tight, solo hace falta probar que el tinico punto limite
de la sucesién (u;) es la medida de Haar px ya que en ese caso un argumento sencillo nos permitird
concluir que p; converge a px. Este resultado se deduce del lema 4.14 que demostraremos mas
adelante. Para probarlo necesitamos el siguiente resultado, que dice que hay una particiéon % en
la que la mayoria de los elementos de 2[=N-Nl pueden ser cubiertos por pocas bolas de Bowen.

Lema 4.13. Para todo M > 1 existe una particion finita % de X tal que para todo k € (0,1) y
todo N, existe un conjunto X' C X que cumple:

(i) X' es la unidn de ¢ conjuntos Sy, ...,S, € PN,

(2N+1

(12) Todo S; estd contenido en la unién de a lo sumo 3% ) N-bolas de Bowen. En particular

X' es acotado.
(iii) p(X') > 1—2u(X>m)k~" para toda medida de probabilidad T-invariante.

Mds aiin, para cualquier medida po € M3(X) fija podemos elegir 2 de modo que io(dS) = 0 para
todo S € .
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Demostracion. Sea n > 0 un nimero suficientemente chico con respecto al radio de inyectividad
de X< . Para construir la particién %, observemos primero que (90X <) = 0 para toda medida
p € M3(X). En efecto, W = dX .y es el conjunto de puntos de altura M. Si u(W) > 0, por
el teorema de recurrencia de Poincaré el conjunto de puntos x € X tales que T"x € W para
infinitos n tendria medida > 0. Sin embargo este conjunto es vacio ya que en toda A-6rbita xA
hay a lo sumo 2 puntos con altura igual a M. Por lo tanto u(W) = 0. Sea pg € M+(X) una
medida fija. Para cada = € X, la funcién r € Ry — po(B,(x)) es creciente, asi que es continua
c.t.p. Se sigue que existen reales r > 0 arbitrariamente chicos tales que po(0B,(z)) = 0. Por
compacidad de X<js podemos cubrir este conjunto con finitas bolas B, (y;), 1 < i < k con
radios r; < 1/2, tales que 110(9By;(yi)) = 0 para todo i. Con estas bolas obtenemos una particién
de X.p tomando E; = B, (y;)) N Xen v P = E; \ Uj<7;Ej para todo 1 < i < k. Finalemente
tomamos % = {X>u, P1,...,Py}. Notemos que cada P; tiene didmetro < 7 ya que estd contenido
en By, (y;). Ademads es claro que pg(9P;) = 0 para todo i.

Notar que como % es mas fina que la particién {X<ar, X>a}, todo par de puntos z,y € X
que pertenecen a un mismo conjunto S € PNV cumplen que

Rec($7X<M) N [7N7 N] = Rec(y7X<M) N [7N7 N]

y ademds d(T"z,T"y) < n siempre que T"z, T"y € X_.) para algin n € [N, N]. En parti-
cular el promedio F(z) = ﬁ ZnszN Ix., (T"z) es constante en los elementos de gp[=N.N],
Consideremos el conjunto

X' ={x eTNX_ - F(z) < k}.

Sip € M3(X), entonces [ Fdu = pu(X>pr) por T-invariancia, asi que

H(Xo) = [P z{ 'F(/)>F}du > wp({a s F(z) > k}).

Entonces

(X') = (TN X oo\ s F() > 1})
> u(TN Xcar) — p{ : Fla) > 1)
> (Xans) = K u(Xoar) = 1= (L4 ) (Xon0).

Como k < 1 se sigue que X’ cumple la condicién (i4i) del enunciado.

Como F es constante en los elementos de 1=V:N el conjunto X’ es unién disjunta de elemen-
tos de ?1=N:Nl_ Supongamos que S € P[=N:N ests contenido en X’ y sea S’ = TN S. Entonces
todo par de puntos z,y € S’ verifica

1 2N 1 N

2N+1nz::0 Xz (T72) 2N+1n;N X5 (T"(T7 )

N 2N
1

1
“oN 1 > dx, (T(TVy)) = IN 11 D Ik, (T"y),
n= n=0

y d(T"z, T"y) < n siempre que T"x, T"y € X ) para algin n € [0,2N].

Sea V = {n € [0,2N] : T™S" C X>)}. Utilizaremos la notacién Ut = {(}9) : t € R} y
U™ ={(}!): t € R}. Veamos por induccién que para todo n € [0,2N], el conjunto S’ estd
contenido en la unién de 31077V conjuntos de la forma

_ Ut U™ A /
Q, = B, c—nBeyn ™ conx € 5,

donde ¢y = O(1) y BX denota la bola de radio 7 y centro 1 de un subgrupo H < G. Paran = 0
esto es claro. Sea ahora 0 < n < 2N y supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir,

3’”’1,
Sl g U ijn—la

Jj=1



CAPITULO 4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE DUKE 85

AT
bolas de radio 2ne™". Luego es posible cubrir cada z;(),,—1 con tres conjuntos y;Qn, 37—2 < 1 < 3j
eligiendo los centros apropiadamente, por lo que la afirmaciéon vale para n. Supongamos que en
cambio n ¢ V, de modo que T™S’" C X_js. En tal caso TS’ C P; para algin ¢ y en particular
diam(7™S") < n. Afirmamos que en este caso 2;Qn,—1 NS’ C z;Q, para todo j. En efecto, sean
el/2
0

donde m = |[0,n—1]NV ]y z1,...,23m € S’. Sin € V, entonces podemos cubrir a B con tres

u € Bg};el,n ygeE Bgﬂ;A tales que z;jug € S'. Sea a = (
T™S’ tiene didmetro menor que 7, tenemos que

9,,), de modo que Tz = za. Como
e

d(z;a", zjuga™) = d(1,a "uga™) < n.

Sean ¢y, co > 0 las constantes del lema 4.2 aplicado al compacto K = Uiﬁo a~"X<pa"™. Notar que

S C T-NX' C X<p. Podemos elegir representantes (19) y (§ 170) de u y g respectivamente.
Entonces ug esta representado por

1 0\ /fa B\ [« B
t 1)\0 a ') \ta tB+a!
y a~"uga™ por

e /2 0 « 153 en/? 0 [« e "B (4.15)
0 ev2) \ta tB+a ! 0 e 2] \eta tB+a ') '

Como c1]la="uga™ —1|| < d(a="uga™, 1) < n, en particular |e"ta| < n/c;. Ademds |a~t| < con/c
ya que d(g,1) < con. Se sigue que |e"t| < con?ec;? < con/cs siempre que 1 < ¢}/cy y luego

n

d(u,1) < collu — 1] = cot] < come™".
Por lo tanto ug € @.,, asi que
gm
f;/ E; l~J :Ej(gql
j=1

Para concluir la demostracién basta con probar que Qan C a™ B Nﬁ,,a*N , ya que en ese caso

J J
S=TNSg =8N C U ijgNaN C U xjaNBNm,
j=1 j=1
donde J = 3Vl < 3#2N+1) Dados u € Bg);e,w yvgeE Bg);A, tenemos que a~"uga™ es de la forma
(4.15). Podemos acotar cada una de las entradas de esta matriz menos la identidad por n/cs. Por
ejemplo, como d(u, 1) < cone™?N y d(g,1) < con, tenemos que || <1+ |lg—1|| <1+ con < 2 si
7 es suficientemente chico, y

1
It < Jlu—1]| < —d(u, 1) < Lpe=2N,
C1 C1

asi que |e"tal| < %ne"‘mv < n si tomamos ¢y < ¢1/2. Luego

d(a™"uga™,1) < cofla™"uga” — 1] < n,

n

y por lo tanto a~"uga™. Esto vale para todo n € [0,2N], as{ que

2N
ug € m a"BT?a*" = aNBN7n<17N- O
n=0
Usando el lema anterior podemos probar el siguiente lema, que es el ultimo ingrediente de la
demostracién del teorema de Duke.

Lema 4.14. Sea (u;); una sucesion de medidas de probabilidad como en 4.6. Entonces todo punto
limite débil* v de (w;); tiene entropia mdzima h,(T) = 1.
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Demostracion. Sea p un limite débil* de una subsucesién de (p;);. Por el teorema 4.7 tenemos
que h,(T) < 1, asi que basta ver que h,(T) > 1. Fijemos M > 1, ¢ > 0 y sea & una particién
finita de X que cumple las condiciones del enunciado de 4.13 y tal que

(ge)-

Ademéds tomamos & = pu(X>ys)Y/2. Para cada i € N sea N; = [—logd;] v sea P; = 9p[-NiNil,
Queremos probar que H,,, (%;) es grande (i.e. que es aproximadamente 1). Por el lema 4.13 existe
un subconjunto X; C X que cumple las condiciones (4)-(iii) con N = N;. Entonces todo S C %;
con S C X; estd contenido en la unién de < 352Ni+1) N, holas de Bowen. Podemos reemplazar
este cubrimiento por una particién % (S) de S en < 3rC@N:+1) conjuntos medibles cada uno de los
cuales estd contenido en una de las N;-bolas de Bowen. Sea Q; la particiéon de X que consiste de
los elementos S C %; con S C X \ X;, junto con los elementos de % (S) para todo S € %; con
S C X;. Por definicién

H, (2:|23) = =Y (BN S)log < u(S)

BeQ;
SeP;

Ahora, todo B € 2; estd contenido en un tnico S € ;. Si B = S entonces u(B N .S) = u(S)
y luego el término correspondiente al par (B,S) no contribuye a la suma. Si B C S, debe ser
S C X;. Se sigue que

H,,(2:|2)=— > Y u(BnNS)log (”(Bﬁs)) = Y pi(S)H,, 5(2:) (4.16)

Se%; BEQ; NJ(S) SeP;
SCX; BCS 5CX;
donde p;|s es la medida tal que p;|g(E) = (b;m)s) para todo E medible. Por 1.44.(e) tenemos
que H,,5(2;) <logcard,, (2;) < k(2N; +1)log3, asi que
H,,(2:%;) < K(2N; + 1) log 3. (4.17)
Por otro lado, H,,(2;) = Hp, (%) + Hu, (24|%;) ya que 2, es més fina que %;. Luego para acotar
H,,(%;) basta acotar H,,(2;). En primer lugar tenemos
Hy (2i) 2 Hy, (i1 X6, X7}) > w(Xa) Hy x, (24), (4.18)

y por la observacion 1.43,

H,lLiIXi(gzi) 2 —log Z (:l((ﬁ%))) .

BeQ,;
BCX;

Por construccién de 2;, todo B € 2; con B C X; esta contenido en una N;-bola de Bowen. Por
el lema 4.11 se sigue que

J
U BxB< | J{(@ya)): dlz,y) <}
Be2,; j=1
BCX;
donde J < eNi y ay,...,a; € A. Por la hipétesis (2) del teorema 4.6,
Z ,[L(B)z <. 5?—5661\[1' < 6(72+55)Ni.

BeQ;
BCX;

Sea C. > 0 la constante implicita en esta desigualdad. Juntando estas desigualdades, obtenemos

H,, (2) > —pi(Xi)log | ps(X;) ™2 Z u(B)?
B2, BCX,

Z.uz( )(210g,u'1( Z) IOgC +(2755) )
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Los primeros dos términos son O (1), asi que para N; suficientemente grande tenemos que
Hy(20) > pa(Xi)(2 = 66)N; > (1= 2u:(X>m)r~ 1) (2 — 62)N;
usando la propiedad (7ii) del lema 4.13. Por (4.18) y (4.17) esto nos permite acotar
H,, () > (1 = 2u;(Xsar)kH)(2 — 62)N; — O(kN;).

Justo ahora no podemos hacer i — co para obtener un resultado sobre p ya que la particion 2;
depende de i. Sin embargo, podemos elegir Ny € N fijo y cubrir a [—N;, N;] por intervalos de la
forma

I, = [—N =+ QkiNQ, —N + 2(/{ + 1)N0]
con 0 < k < [Ny/N] — 1 entero. Entonces
[No/N1-1

»= \/ o
k=0

Por otro lado, todos los Iy, son traslaciones de [~ Ny, Nol, asi que H,, (?'*) = H,,, (% 1~No:Nol) por
T-invariancia. Entonces, por subaditividad de H,,, tenemos

H,

Hi

(2:) < [No/NTH,, (2o,
Luego
H,,, (2 NoNoly > (1 — 205 (X5 0r)k 1) (2 — 62) Np — O(kNp) — eNo. (4.19)
Ahora, por hipétesis u(9%) = 0, asi que p(9S) = 0 para todo S € P[=No:Nol = 0. Si i, 5y,
por el punto (iv) del lema 1.5 obtenemos que p;, (S) — p(S) para todo tal Sy luego
H,,, (@150N0) s H, (Voo

Dividiendo (4.19) por 2Ny y haciendo i,, — oo obtenemos

Hy, (217 NoNol) > (1= 20, (X500) %) (1 = 3¢) = O(u(X>m)'/?) — &

Porellema 4.12, u(X>p) < m‘fogg#. Luego haciendo M — ooy € — 0 obtenemos h,(T) > 1. O

Finalmente estamos en condiciones de probar el teorema 4.6:

Demostracion de 4.6. Supongamos que p; no tiende a px. Si elegimos una distancia d en 1 (X)
que induzca la topologia débil*, esto implica que existe € > 0 y una subsucesién (p;, ), tal que
d(p;,, px) > € para todo n € N. Por el lema 4.12 la sucesion (u;); es tight, asi que p;, posee un
punto limite p por el teorema de Prohorov. Por el lema 4.14 tenemos que h,(T) = 1y luego u = px

por el teorema 4.7. Pero esto se contradice con que d(u;, , pix) > €. Por lo tanto yu; Skt wx- O]
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