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Introduccion

El origen del tipo de problemas que estudiaremos en este trabajo se remonta a 1936, cuan-
do Dénes Konig realiza la siguiente pregunta en [ ]: ¢Dado un grupo G, existe un
grafo cuyo grupo de automorfismos sea isomorfo a G? En caso de que si, ;cémo podemos
construirlo? En ese articulo se menciona que la misma pregunta podia hacerse para grafos
dirigidos.

En 1938 Roberto Frucht logra responder esta pregunta en [ ] y, mds atin, prueba que
dado un grupo G existen infinitos grafos no isomorfos que tienen a G como grupo de au-
tomorfismos y que, en particular, podemos elegir uno con 2d|G| vértices si G no es ciclico,
donde d puede ser el cardinal de cualquier conjunto de generadores.

Mas adelante, ya en 1959, Gert Sabidussi en [ ] logra mejorar esta cota en la cantidad
de vértices, probando que podemos encontrar un grafo con grupo de automorfismos G
con O(|G|log(d)) vértices.

Sibien esta cota era muy buena, tenia el problema de depender del cardinal de un conjunto
de generadores. En 1974, Laszl6 "Laci" Babai logré mejorar atin mds esta cota en [ ]
— quitando el pardmetro d — probando que, si G # Zs, Z4, Zs, podemos obtener un grafo
con grupo de automorfismos G con exactamente 2|G| vértices.

Durante la década del 70 se hizo famoso el concepto de representacion regular grafica
(GRR por sus siglas en inglés). Una GRR de un grupo finito G es un grafo cuyo grupo de
automorfismos es isomorfo a G y su accién en el grafo es regular. Una de las preguntas
centrales a responder durante esta década fue: ;qué grupos admiten una GRR?

En un principio, Sabidussi [ ], M. H. McAndrew | | y Wilfried Imrich [ ,
] lograron responderla para grupos abelianos en 1969. Continuando en esta linea,

en 1972 Lewis A. Norwiz y Mark E. Watkins [ , ] logran responderlo para

todo grupo con orden coprimo con 6.

El siguiente paso ocurre en 1976, cuando Wilfried Imrich | ] logra resolver el pro-

blema para grupos de orden impar. Ese mismo afio, D. Hetzel en su tesis | ] logra
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extender los métodos utilizados por Imrich, Norwiz y Watkins para resolver el problema
para grupos resolubles.

Finalmente, en 1978 llega Chris Godsil [ | quien resuelve el problema para grupos
no resolubles y, en particular, completa la solucién del problema de GRR general: salvo
finitas excepciones y salvo las familias (infinitas) de grupos abelianos y de grupos dicicli-
cos generalizados, todo grupo finito admite una GRR. En ese mismo articulo, plantea la
pregunta de GRR para grupos infinitos.

A partir de este resultado, se empiezan a estudiar preguntas sobre estructuras similares.
Por ejemplo, sobre el andlogo con grafos dirigidos: las DRR. Una DRR de un grupo G es
un grafo dirigido cuyo grupo de automorfismos es isomorfo a G y su accién en el grafo es
regular.

En 1978 Babai | ] prueba que todos los grupos infinitos admiten una DRR, y luego,
en 1980 junto a Imrich prueba que todo grupo de orden impar distinto de Z3 admite una
TRR (una DRR donde el grafo dirigido es un torneo).

Finalmente, ese mismo afio logré probar que todos los grupos finitos distintos de Qs, Z3,
73, 75 y 73, admiten una DRR. Previo a esta demostraciéon hubo algunos aportes de Wil-
fried Imrich | , ], M. H. McAndrew | ] y Robert L. Hemminger | ]
para algunos grupos abelianos, aunque Babai no necesit6 estos resultados para su demos-
tracion.

En [ |, Babai deja abierta la pregunta de qué grupos admiten una ORR (represen-
tacion regular orientada, una DRR cuyo grafo dirigido es orientado). Esta pregunta per-
maneci6 abierta hasta hace muy poco tiempo: fue completamente respondida en 2017 por
Joy Morris y Pablo Spiga | ]

Ya en 1982, William Arlinghaus [ ] atacé una pregunta relacionada: dado un grupo
abeliano G, ;cudl es el grafo con menor cantidad de vértices que tiene a G como grupo de

automorfismos?

Esta pregunta habia sido estudiada ya por Sabidussi en 1959 [ ], que primero traté
el caso G ciclico y luego afirmé que el Teorema de estructura terminaba de probar el caso
abeliano general. Lamentablemente, ya la demostracién del caso ciclico no era correcta,
por lo que una buena parte de su trabajo qued? sin validez.

R. L. Meriwether fue uno de los que not6 estos errores y logré dar con la respuesta co-
rrecta con su correspondiente demostracion para el caso G ciclico | ]. Sin embargo,
al igual que Sabidussi, cometi6 el error de afirmar que del Teorema de estructura se de-
ducia directamente la solucién general del problema, lo cual no era cierto. De hecho, los
resultados de Meriwether siguen al dia de hoy sin publicarse.
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Cuando Arlinghaus cuenta los resultados sobre el caso ciclico en su tesis doctoral, si bien
da una demostracién completamente distinta, los presenta como los Teoremas de Meri-
wether (parte I y parte II).

La notacién usual para el menor ntimero de vértices que puede tener un grafo con grupo
de automorfismos G es (G).

Teorema 1.0.1 (Teorema de Meriwether, parte I): Vale que:
= «(Z) =2,
w & (Zy) =28 +6sin>2,
» & (Zpx) =p*+2psip=305,

» & (Zyx) =p*+psip > 7 primo.

Sip primoyn € N, v,(n) denota la multiplicidad de p como factor primo de n.

Teorema 1.0.2 (Teorema de Meriwether, parte I): Sin = p;"'p,?...pe* es compues-
toconp; <--- < pyprimosy S = Zle o <Zp91 , entonces:

» Sivz(n) > 1, va(n) =2y vs(n) =1, entonces « (Z,,) =S —4.

Sivi(n) > 1,vy(n) #2yvs(n) =1, entonces « (Z,,) =S — 3.

Sivs(n) > 1,va(n) =2y vs(n) # 1, entonces « (Z,,) =S — 1.
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A pesar de su relevancia, recién en 1963 se hicieron conocidos estos resultados, cuando
Sabidussi hizo una resefa del trabajo de Harary y Palmer [ | — en el que tratan el
caso ciclico — donde exhibe también los resultados de Meriwether.

Arlinghaus, basado en los resultados de Sabidussi y Meriwether, logré resolver exitosa-
mente el caso G abeliano general, pasando primero por el caso Z,x con p primoy k € N,
luego por el caso ciclico general, luego por el caso de p—grupos, y finalmente llegando al
caso abeliano general, que no en todas las situaciones termina de resolverse directamen-
te con el Teorema de estructura en la forma en la que habian afirmado (erréneamente)

Sabidussi y Meriwether. Todos los resultados obtenidos pueden encontrarse en | ]
Cabe destacar que, si bien usaremos la referencia [ | para citar sus trabajos, en reali-
dad esta corresponde a las memorias de su tesis doctoral, cuya referencia es [ ]
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Paralelamente, algunos resultados sobre las preguntas analogas para posets fueron obteni-
dos. En 1946, Birkhoff | | prob6 que para todo grupo G existe un poset con |G|(|G|+1)
puntos y grupo de automorfismos G. Luego, en 1948 Frucht | ] logra mejorar esta co-
ta, probando que hay un poset con |G puntos que cumple lo pedido; y en 1950 él mismo
logra mejorar esta cota probando que existe un poset con |G|(d + 2) puntos con grupo de
automorfismos G, donde d puede ser el cardinal de cualquier conjunto de generadores.

En 1972 Melvin Thorton | ] da otra construccién con |G|(2d + 1) puntos; aparente-
mente no estaba al tanto de la construccion de Frucht. Del mismo modo, en 2009 Jonathan
Barmak y Gabriel Minian | | — que tampoco estaban al tanto de dicha construccién
— modificaron la construccién de Thorton para lograr una con |G|(d + 2) puntos. Esta

construccion resulto ser esencialmente la misma que la de Frucht.

En 1980, Babai en su paper sobre las DRR [ ] prueba, como consecuencia de su resul-
tado principal en ese trabajo, un teorema que dice que todo grupo G puede representarse
como el grupo de automorfismos de un poset con a lo sumo 3|G| puntos.

En 2020, Jonathan Barmak [ ] di6 una construccién de un poset con 4/G| puntos y
grupo de automorfismos isomorfo a G que, a pesar de ser una cota méas débil que la de
Babai, tiene varias ventajas importantes: la demostracién es mas corta, mas autocontenida
y mas general (no necesita separar mas que en dos casos, a diferencia de la de Babai que
necesita separar en muchos mas). Ademas, empez6 a estudiar la pregunta de realizacion
para el caso abeliano. Introdujo la siguiente notacioén, que usaremos en esta tesis:

Notacién 1.0.3: 3(G) es el menor nimero de puntos que puede tener un poset con
grupo de automorfismos isomorfo a G.

En su trabajo exhibi6 cotas para B (Z,x) con p primo y k € N que mejoraban las cotas ya
conocidas.

En esta tesis, nuestro principal objetivo es dar una respuesta parcial a la pregunta de reali-
zacioén para G abeliano, aunque antes expondremos parte de lo que se sabe para G grupo
finito general. En un comienzo vamos a comentar los resultados relacionados con la cota
hallada por Babai en [ ] y luego, en la seccién principal de este trabajo, obtenemos
resultados originales que responden buena parte del caso abeliano, llegando a calcular
3 (G) para todo G ciclico y para todo G que sea p—grupo con p > 11. Con excepcién de los
primos 2, 3,5 y 7, nuestro andlisis cubre tres de los cuatro tramos de la respuesta completa,
si uno se basa en la linea descripta en el trabajo de Meriwether, Sabidussi y Arlinghaus.

En el Capitulo 2, contamos en detalle la demostracién del resultado de Babai | ] que
dice que B(G) < 3|G|. Como parte de nuestro aporte, modificamos varias demostraciones
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con el objetivo de evitar el uso de la nocién de DRR y asfi trabajar directamente en el con-
texto de posets. También completamos los detalles que Babai dejé sin explicar, probamos
resultados que Babai cita de otros articulos, e incluso enunciamos y probamos un resul-
tado que no esta en el paper original y creemos importante para entender el final de la
demostracién del teorema principal.

En el Capitulo 3, los resultados son todos originales. El objetivo es probar el resultado
analogo al Teorema de Meriwether (parte I), es decir, calcular  (Z,x) para todo p primo
y k € N. En primer lugar hallamos valores de {3 para algunos casos chicos que debemos
tratar por separado, ya que la respuesta es distinta en éstos.

Para ilustrar las primeras ideas empezamos calculando 3 (Z3) y luego pasamos a calcular
B (Zs) y B (Z7) con estrategias similares. En estos tres casos los valores hallados fueron
9,15 y 21 puntos respectivamente; el triple del tamafio del grupo.

Una vez que analizamos estos casos patologicos, logramos calcular  (Z,«) para todo p* >
8 dando una demostracion general, concluyendo que B (Z,«) = 2p* para todo p* > 8; el
doble del tamafio del grupo.

En el Capitulo 4 logramos resolver el caso ciclico general, es decir, calculamos 3 (Z,,) para
todo n € N; el resultado analogo al Teorema de Meriwether (parte II).

En este capitulo también son originales todos los resultados. Al principio del mismo da-
mos una cota para f3 (Z,) que, de hecho, es 6ptima para muchos valores de n y luego
probamos varios lemas auxiliares que nos ayudan a lidiar finalmente con los casos "pro-
blematicos", que serdn aquellos en los que n es divisible exactamente por 3,4,5 0 7. Con-
cretamente, si b es una funcién (con las potencias de primos como dominio) que en 2 vale

1,en 3,4,5y 7 vale 3 y en las demds potencias de primos vale 2, probamos que:

Teorema : Sean =pj'---p? donde los p; son primos distintos.
Entonces, si12tn,08 | n o9 |n, se cumple que:

B(Zn) =) B(Zys) =) bpf)ps.
i=1 i=1

En cambio, si4 || ny 3 || n, se cumple que:

B(Zn) = (Z B(pri)> —il= (Zb(p?i)p?i) - 1.
i=1 i=1

En el Capitulo 5 tratamos con el caso p—grupo, el mds laborioso de esta tesis.

En la primera seccién contamos varios resultados preliminares sobre permutaciones, algu-
nos originales y muchos otros extraidos de [ |; aunque algunas de sus demostraciones
no estan completas, asi que parte de nuestro aporte fue completarlas.
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En la segunda seccién tratamos un caso patolégico del problema, que es cuando apare-
cen intersecciones raras; nociéon que definimos en ese capitulo. Los resultados de la misma,
si bien usan varias ideas que fueron inspiradas por el trabajo de Arlinghaus, son todos
originales. El objetivo es reducir el problema a un caso en el que, o bien no hay intersec-
ciones raras, o bien hay pero cumpliendo varias restricciones que nos ayudarén a resolver
el problema.

En la tercera y dltima seccién, cuyos resultados son también originales, tratamos el caso
recién mencionado, donde o bien no hay intersecciones raras o bien estas cumplen varias
restricciones. Una vez resuelto este caso, y habiendo probado en la seccién anterior que
cualquier situacién puede reducirse al mismo, logramos calcular 3(G) para todo G que
sea p—grupo con p > 11; aunque de las demostraciones dadas también se deducen cotas
para los casos p =5y p = 7. El teorema final del capitulo es:

Teorema :Paratodop > 11 primoy ay,...a, €N,

B (@Zpa) = 2p°.
i=1 i=1

10
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La cota de Babai

El objetivo de este capitulo es dar una demostraciéon del siguiente resultado de Léaszl6
"Laci" Babai: todo grupo finito G puede representarse como el grupo de automorfismos
de un poset P con a lo sumo 3|G| puntos.

La demostracién original de Babai | ] esta fuertemente ligada a la nocién de repre-
sentacion regular digrafica (DRR) mencionada en la introduccién. Una DRR de G es un
digrafo con grupo de automorfismos isomorfo a G, sobre el cuél la accién de G es regular.

El aporte principal de este capitulo es doble. Sibien nuestra demostracién es esencialmente
la misma que la original, aqui no haremos uso de la nocién de DRR, sino que trabajaremos
directamente en el contexto de los posets. En segundo lugar, la demostracién aqui expuesta
resulta totalmente autocontenida. Demostraremos con detalle pasos que Babai no justifica,
probaremos resultados que Babai cita de otros articulos y enunciaremos y probaremos un
resultado (Lema ) que no esté en el paper original y es esencial para entender el final
de la demostracién del teorema.

Para cada par (G, L) con G un grupo finito y L C G un subconjunto, vamos a definir un
poset — que depende de la eleccién de G y L — que serd nuestro candidato a poset con
3|G| puntos y grupo de automorfismos isomorfo a G. Tendremos la libertad de elegir L a
conveniencia, y nos aprovecharemos de esto ya que, dependiendo del grupo, la forma de
elegir L podria ser bastante diferente.

Definicién 2.0.1: Sea G un grupo y L un subconjunto de G. Llamaremos P(G, L) al
poset definido por:

= P(G,L) =G x{0,1,2}.
» (x,1) < (x,j) paratodox € Gei <j.

» (x,0) < (x1,2) paratodol € L.

11
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El siguiente lema refleja parte de la utilidad del poset recién definido.

Lema 2.0.2: Aut (P(G, L)) contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostracion. Notemos que el morfismo Ly : G x{0,1,2} — G x{0, 1,2} de multiplicacién a
izquierda por g en la primera coordenada es un automorfismo de P(G, L) paratodo g € G.
Esto nos dice que G ~{L4 : g € G} < Aut (P(G, L)) como queriamos. [ |

Los enunciados de los siguientes dos resultados estan inspirados en | ,Fact2.4y Fact
2.5] buscando una utilidad similar, y sus demostraciones son originales de esta tesis.

Proposicién 2.0.3: Sea G un grupo finito, L un subconjunto de G, H = {hy,..., h,}
un conjunto de generadores de G y P(G, L) el poset recién definido. Vale que:

V@ € Aut (P(G,L)),

e(e2)=(e2) = oo(h,2)=(h,2) Vk=1,2,...,n
<~
Vo eAut(P(G,L) vy gegG,
0(g,2) =(9,2) = o@(ghy,2) =(ghy,2) Vk=1,2,...,n.

Demostracion. Asumamos que para todo ) € Aut (P(G, L)) vale que (e, 2) = (e,2) impli-
cap(hy,2) = (hy,2) paratodok =1,2,...,n.

Dado ¢ € Aut (P(G,L)) y g € G, supongamos que ¢(g,2) = (g,2) y vamos a probar que
se cumple @(ghy,2) = (ghy,2) paratodok =1,2,...,n.

Recordemos que L, el morfismo de multiplicacion a izquierda por g en la primer coorde-
nada, pertenece a Aut (P(G,L)).

Dicho esto, podemos reescribir la igualdad ¢(g,2) = (g,2) como ¢@(L4(e,2)) = Ly(e,2),
que a su vez es Lgl o@olg(e2) = (e 2). Como Lgl o@oly € Aut(P(G, L)), la hipbtesis
inicial nos dice que Lgl o@olg(hy,2) =(hy,2) paratodok =1,2,...,1; pero despejando
esto es exactamente @ (ghy,2) = (ghy,2) paratodok =1,2,...,n, como queriamos.

La reciproca se resuelve de manera anéloga, considerando el automorfismo L+ de mul-
tiplicacion a izquierda por g~ en la primer coordenada. |

Como H genera G, de esta proposicién deducimos el siguiente corolario.
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CAPITULO 2. LA COTA DE BABAI

Corolario 2.0.4: Si para todo ¢ € Aut (P(G,L)) vale
(p(e,Z) = (612) - (p(hkl2) = (hklz) Vk= 1/21- LYy

entonces, si algtin P € Aut(P(G, L)) cumple (e, 2) = (e,2), es P = Id.

Demostracion. Como H genera G, de la Proposicion podemos deducir que \(g,2) =
(g,2) para todo g € G. Ademas, para todo g € G, el tinico punto de altura 1 que es menor
que (g,2) es (g, 1); por lo que ¥(g,1) = (g, 1). De la misma forma, como (g, 0) es el tnico
punto de altura 0 que es menor que (g, 1), vale que ¥ (g,0) = (g,0).

Concluimos que 1} = Id, como queriamos. [

Estos tltimos dos resultados nos serdn de utilidad, ya que nos proveen informacién acerca
de cémo son los automorfismos de P(G, L). Ahora, necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 2.0.5: Dado un grupo G, decimos que un conjunto de generadores H de
G es irreducible si ningtin subconjunto propio de H genera G.

Notar que para cualquier grupo finito G siempre existe un conjunto irreducible de gene-
radores de G; basta con elegir uno de cardinal minimo.

Por otro lado, es importante conocer la siguiente definicion.

Definicién 2.0.6: Dado un poset P, laaltura de x € P se define recursivamente como:

= Si x es minimal, su altura es 0.

= Si x no es minimal, su altura es igual a sumarle 1 al maximo entre las alturas

de los elementos de P que estan cubiertos por x.

Ademas, llamamos altura de P al maximo entre las alturas de los elementos de P.

En el caso de P(G, L) la altura de sus elementos esta dada por la segunda coordenada.

Notar que, como los automorfismos de posets preservan el orden, en particular deben
preservar alturas. Esto nos ayuda a probar el siguiente resultado.
Dicho esto, pasamos a probar el resultado principal de este capitulo, que encuentra una
manera adecuada de elegir L para una gran familia de grupos finitos; es decir, si G perte-
nece a tal familia, sabremos hallar un L tal que Aut(P(G, L)) ~ G.

13



CAPITULO 2. LA COTA DE BABAI

Nuestro principal aporte en la demostracion de este lema es que fue modificada de forma
tal que no sea necesario conocer la definicién de DRR vy, por lo tanto, sea autocontenida
respecto a los contenidos tratados en esta tesis.

Lema 2.0.7: Sea G un grupo finito que no es ciclico. Supongamos que G tiene un
conjunto irreducible de generadores H = {h;,..., hq} de modo que H no contiene
involuciones y tal que para algtn j € {1,..., d} se cumplen las siguientes condicio-
nes:

(a) sij =1, entonces hj # e.

(b) sij = d, entonces hihgq # hgh;.
(c) sij = d, entonces h? # h32.

(d) hy "y #hp

(e) hy'ihaha 1 # hyl.

Si definimos K = {h; 'hi;1:1=1,2,...,d— 1} U{hjh;} y L = KUK ' UH, entonces
HN (KUK™) =0y Aut(P(G,L)) ~G.

Demostracion. Si H N (K U Kfl) # () existirfa 1 < k < d tal que, o bienexiste1 <i<d—1
con hy = (hi_ 1hi+1)i1 (lo que contradice que H sea irreducible), o bien hy = (h; hl)il (lo
cual contradice que H sea irreducible a menos que k = j = 1y el exponente sea —1, en
cuyo caso contradice (a)). Por lo tanto, HN (KU K™) = 0.

Una observacién importante es que, dado g € G, el tinico punto de P(G, L) de altura 1 que
es menor que (g,2) es (g, 1), y el tnico punto de altura 0 que es menor que (g,1) es (g, 0).
Dicho eso, dados a, b € G distintos, vamos a decir que (a,2) es siiper-adyacente a (b,2) siy
s6losi (a,0) < (b,2) (ver Figura . 1).

No es dificil notar que (hy,2) es stiper-adyacente a (hiq,2) paratodoi=1,...,d, yaque
(hi,0) < (hihi’lhiH,Z) = (hiy1,2). También (hi1,2) es stiper-adyacente a (hy, 2).

Sin embargo, dados p,q € {1,...,d}con {p,q} # {i,i+ 1} paratodoi =1,2,...,d —1,no
puede ocurrir que h,, sea stiper-adyacente a hy. En efecto, para que eso suceda deberia
darse alguna de las siguientes situaciones:

» hq =hyhyparaalgink €{1,2,...,d}.
» hy=h, (h[lhkﬂ)il paraalgink € {1,2,...,d —1}.

= hy = h,(hjhy)H!

14



CAPITULO 2. LA COTA DE BABAI

(hi, 0) (hit1,0)

Figura 2.1: h; stiper-adyacente a h;1 (camino rosa) y h;i siper-adyacente a h; (camino azul).

La primera situacion contradice que H sea irreducible. En la segunda situaciéon, como H
es irreducible, debe cumplirse necesariamente que {p, q} = {k, k + 1} — de otro modo po-
driamos despejar algtin generador en funcién de otros generadores distintos — lo cual
estamos suponiendo que no ocurre. En la tercera situacién, nuevamente por la irreducti-
bilidad de H, debe cumplirse que {p, q} = {j, 1}. Esta condicién se traduce en que, o bien
h; = h)?hl, o bien hj = hyhjh;. La primera opcién contradice el hecho de que h; no es una
involucién, y la segunda contradice (d).

Anélogamente podemos probar que hg no puede ser stiper-adyacente a h,,.

De la misma forma se puede ver que (e,2) es super-adyacente a (h;,2) para todo i =
1,2,...,d. Sin embargo, (hi,2) no es stper-adyacente a (e,2) para ningini = 1,2,...,d.
En efecto, para que eso pase deberia ocurrir alguna de las siguiente situaciones:

= h; =h_ ' paraalgink €{1,2,...,d}.
» hy = (h;lhkﬂ)il paraalgink € {1,2,...,d —1}.
= h; = (hyhy)*.

Pero todas estas situaciones contradicen el hecho de que H sea irreducible; excepto la ter-
cera situacién cuando j = 1, pero eso contradice (a).

También podemos notar que (hfl, 2) es stper-adyacente a (e,2) paratodoi=1,2,...,d.
Sin embargo, (e,2) no es super-adyacente a (h; 12) paraningini=1,2,...,d. En efecto,
para que eso pase deberia ocurrir alguna de las siguiente situaciones:

» h;!'=hy paraalgink €{1,2,...,d}
= hl = (h{lhkﬂ)il paraalgunk € {1,2,...,d — 1}.

= hi! = (hhy)*h
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Pero todas estas situaciones contradicen el hecho de que H sea irreducible; excepto la tercer
situacién cuando j = 1, pero eso contradice (a).

Por otro lado, (e, 2) es stiper-adyacente a (hjhy, 2), (h;}lhi,Z) y (hy Thii,2) paratodoi =
1,2,...,d—1, conla diferencia de que estos puntos también son stiper-adyacentes a (e, 2).

Por el Lema , sabemos que G < Aut (P(G,L)).

Para terminar, basta con ver que Aut (P(G, L)) < G. Para probar esto alcanza con probar
que el dnico ¢ € Aut (P(G, L)) que cumple ¢(e,2) = (e,2) es ¢ = Id.

En efecto, si eso se cumple y P € Aut (P(G, L)), como los automorfismos preservan altura,
P(e,2) = (g,2) para algiin g € G. Luego, como L1 o € Aut (P(G,L)) y Lg10P(e,2) =
(e,2), tenemos L1 0\ = Id y entonces { = L4 para algtin g € G como queriamos.

Sea ¢ € Aut (P(G, L)) un automorfismo tal que @(e,2) = (e, 2).

La stper-adyacencia se preserva por automorfismos de P(G, L).

Como {(hi,2)},<;<q son los tnicos puntos que satisfacen que no son stiper-adyacentes a
(e,2) y asu vez (e,2) si es siper-adyacente a todos ellos, debe ocurrir que ¢ (H x {2}) =
H x {2}. Analogamente, como {(h;’,2)}, <i<q SON los tnicos puntos que satisfacen que
son stiper-adyacentes a (e, 2), pero (e, 2) no es stiper-adyacente a ninguno de ellos, debe
ocurrir que @ (H™! x{2}) = H! x {2}.

Como (hy,2) y (hg,2) son los tinicos puntos en H x {2} que son stiper-adyacentes a s6lo un
punto de H x {2}, debe suceder que, o bien ¢ (h;,2) = (hy,2), obien que ¢(hy,2) = (hg,2).

Sisucede lo primero, como (hy, 2) sélo es stiper-adyacente a (h,, 2) entre los puntos de H x
{2}, debe ser @(hy,2) = (hy,2). Ademads, usando inductivamente el hecho de que para todo
i1=2,3,...,d—1los tinicos puntos de H x{2} tales que (h;, 2) es siper-adyacente a ellos son
(hi—1,2) v (hit1,2), podemos deducir que ¢(hy,2) = (hy,2) paratodoi=1,2,...,d —1.
Por altimo, como (hg, 2) sélo es stiper-adyacente a (hq_1,2) entre los de H x {2}, también
¢@(hg,2) = @(hg,2). El Corolario nos dice que ¢ = Id como queriamos.

Supongamos que sucede lo segundo. Notemos que (h;l, 2) es stiper-adyacente a (h;,2) y,
reciprocamente, (h;, 2) es stiper-adyacente a (h).’ 1 2).ComoH1x{2} permanece invariante
por @, existe k € {1,...,d} tal que @ (hj_l,2) = (hy',2). Por la suposicién, aplicando ¢
vemos que (h, !, 2) es siper-adyacente a (hg,2) y que (hg,2) es siper-adyacente a (h, !, 2).
En particular, debe ocurrir alguna de las siguientes situaciones:

= ha =Nt (hiThi)™

= hg =h'(hjhy)*
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La primera igualdad, como H es irreducible, implica que {k,d} = {i,i + 1}; por lo que
k =1i= d—1. Reemplazando queda hy = h3',(h;' hq)*!, pero esto no puede ocurrir; en
un caso contradice que h4_;1 no es involucién y en el otro contradice (e).

La segunda igualdad implica, por ser H irreducible, que {k, d} = {j, 1}; por lo tanto k =1,
j = d. Reemplazando queda hihg = (hgh;)*!, pero en un caso esto contradice (b) y en el
otro caso contradice (c); esta igualdad no puede suceder.

Concluimos que ¢ = Id, como queriamos. n

Ahora, pasamos a probar algunos resultados que nos proveen de grandes familias de gru-
pos finitos que cumplen las condiciones del Lema

Definicién 2.0.9: Un grupo G es un grupo diedral generalizado si contiene un subgru-
po abeliano H de indice 2 tal que los elementos de G \ H son de orden 2y, para todo
g € G\ Hyh € H, se cumple que ghg~! = h™!. Decimos que H es un ntcleo de G
(notar que no estd univocamente determinado).

Lema 2.0.10: Dado un grupo H, existe un tinico grupo diedral generalizado (salvo
isomorfismo) que tiene a H como nticleo.

Demostracion. Si G es un grupo diedral generalizado con ntcleo H, dadoc € G\ Hel
conjunto (c)H con la operacién inducida por G es un subgrupo de G. En efecto, dados
ch,ch/ € (¢)Hy h” € H, como ¢? = e tenemos que chch’ = ¢ 'hch/ = h™'h/ € (c)H,
que h’ch = cc 'h”’ch = ch” 'Th € (c)Hy que (ch) ' =h ¢! =cc'h~lc =ch € (c)H.
Ademas, (¢)"H = {e}yaquec € G\Hy (c) ={e, c}. Porlo tanto, (c)H ~ Hx(c) ~ Hx(c),
el producto semidirecto interno entre (c) y H, que es isomorfo al producto semidirecto
externo entre ellos, con ¢ siendo la conjugacién. En particular es un subgrupo de G de
orden 2|H|, pero como |G| = 2|H| por tener H indice 2, G debe ser este producto semidirecto,
porloque G =H %, (c) >~ H X Z. |

Definicién 2.0.11: Un grupo finito G es un 2—grupo abeliano elemental sies G ~ Z¥
para algin k € N.

La siguiente proposicién y su demostraciéon pueden encontrarse [ ].
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Proposicién 2.0.12: Para todo grupo G de orden mayor que 2, vale una y sélo una
de las siguientes afirmaciones:

(1) G esta generado por sus elementos de orden mayor a 2.
() G esun2—grupo abeliano elemental.

(m) G es un grupo diedral generalizado con un nticleo que estd generado por sus

elementos de orden mayor a 2.

Demostracion. Supongamos que no vale (I) y consideremos H el subgrupo generado por
los elementos de G de orden mayor que 2.

Como los elementos de G \ H tienen orden 2, para cualquier g € G\ Hy h € H vale que
(gh)? = e; si gh no tuviese orden 2, entonces gh € H y por lo tanto g € H, que no ocurre.
En particular, esto implica que g 'hg = h~!. Notemos que esto prueba que H es abeliano;
en efecto,sia,b e Hyge G\ H:

1

ab =g(g 'ag)(g 'bglg”' =ga~'b g7 =g(ba)"'g”' =ba.

Si ademds suponemos que no vale (III), tenemos como informacién extra que |G : H| > 2.
En particular, esto nos dice que existen a, b, c € G \ H tales que ab = c. Por lo tanto, para
cualquier h € H,

h'=c'he=b"'aThab=b"'"h'b=Hh;

asi que cualquier elemento de H tiene orden 2. Como H es abeliano y todos sus elementos
tienen orden 2, probamos que vale (II) y completamos la demostracion. |

Definicién 2.0.13: Notamos Qs al grupo de cuaterniones, que es el grupo con 8 ele-
mentos {+1, +1, 4j, £k} que cumple —1 = i* = j> = k? = ijk. También puede ser
definido por la conocida presentacién

4

Qs = (xy:x* =¢,x* =y%xyx =y).

La siguiente proposicion es dejada como ejercicio en | ]

Proposicién 2.0.14: Si G = (a,b: b lab = a™!,a 'ba = b~ !) entonces el orden de
aybesdy G~ Qs.
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Demostracion. Empecemos probando que G ~ Qs.
Para eso, primero veamos que a y b cumplen las relaciones de Qg tomandox =aey =b.

Reemplazando la segunda relacion de G en la primera obtenemos a 'ba’b = a™!

, que
simplificando es ba”b = e. De esta igualdad sale que a* = b~2. Por otro lado, en la misma
igualdad intercalando b, obtenemos babblab = baba ! = e, osea que bab = a. Interca-
lando b nuevamente b*b~'ab = @, osea que b’a! = a y entonces b? = a?. Esta condicion
junto con a®> = b2 implica b* = ey, por lo tanto, a* = e.

Por dltimo, la relacién aba = b sale de multiplicar bab = a por ba a derecha a ambos
lados, y usar que b?> = a’? y a* = e. Con esto queda probado que a y b satisfacen las

relaciones de Qg tomandox =aey =b.

Resta probar que x e y cumplen las relaciones de G tomandoa =xy b =v.

Como aba = b multiplicando por b~! a izquierda y luego por a™! a derecha a ambos
lados, obtenemos b~tab = a~!. Por otro lado, si en la ecuacién aba = b multiplicamos
ambos lados por a2 a izquierda, obtenemos a 'ba = a?b = a’b = b*> = b}, como

queriamos.

Finalmente, podemos afirmar que el morfismo ¢ : G — Qg que cumple ¢(a) = xy
¢(b) =y es un isomorfismo; y como a y b tienen orden 4, x e y tienen orden 4. |

Corolario 2.0.15: Sea G un grupo finitoy g,h € G.Siord(g) # 1,2, ord(h) #1,2y
g y h cumplen las relaciones g 'hg = h™! y h™'gh = g, entonces (g, h) ~ Qs. En
particular, ord(g) =4y ord(h) =4.

Demostracion. En efecto, notemos que (g, h) es un cociente de Qg por cumplir las relacio-
nes de la presentacion de la proposicién anterior tomando a = g y b = h. Es un hecho
conocido que todos los cocientes de Qg son isomorfos a alguno de los siguientes: el grupo
trivial, Z,, 73, Qs. Como ord(g) # 1,2y el tinico de esos grupos que tiene elementos con
orden distinto de 1 y 2 es Qg, concluimos que este cociente es exactamente Qs. [ |

La siguiente proposicién y su demostraciéon pueden encontrarse en [ ], aunque aqui
completamos varios detalles que no estaban explicados en el paper.

Proposicién 2.0.16: Sea G un grupo finito que no es ciclico, ni diedral generalizado,
ni es Z3, ni es Qg. Entonces G satisface las condiciones del Lema

Demostracion. Sea F = {x € G : x*> = e}. Por el Lema — teniendo en cuenta que
los 2—grupos abelianos elementales son, en particular, diedrales generalizados — como
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G no es un grupo diedral generalizado, G \ F genera G. Consideramos un subconjunto de
cardinal minimo de G \ F con la propiedad de generar G — en particular, serd un conjunto
irreducible de generadores — y lo llamaremos H = {hy, hy, ..., hq}.

Caso 1: si todos los elementos de H tienen orden 3.

Tomando j = 2, (a) se satisface trivialmente ya que d # 1 por no ser ciclico G.

La condicién (c) se traduce en h; ' # h,, que se satisface por ser H irreducible.
Supongamos que no vale la condicién (d). Despejando y multiplicando por h; a ambos
lados, esto equivale a (hih; )2 = hjZ. Por un lado, elevando al cubo vemos que ord(h;h;) | 6;
por otro lado, multiplicando por hi h; aizquierda ambos lados, podemos ver que ord(h;h;) |
9.

Esto nos dice que ord(h;h;) =1 0 3. No puede ser 1 porque esto implicaria que h; = hj’l,
que no ocurre por ser H irreducible; y no puede ser 3 porque esto implicaria que (h1h;) ! =
h;!, que despejando es h; = e, lo cual no ocurre. Por lo tanto vale la condicién (d).

La condicién (e) se verifica de manera analoga, cambiando el rol de h; porel de hg_; y el
de h; por hg4. Finalmente, notemos que se satisface también la condicién (b) ya que, si no

; PN . o ~ 72
fuese asi, serfa j = 2, conmutarian h; y hq y G = (hy, hq) =~ Z3, que no ocurre.

Caso 2: si algtin elemento de H — que podemos suponer h; — tiene orden distinto de 3.

Tomamos j = 1 lo cudl, notando que d # 1 por no ser ciclico G, hace que se satisfagan
trivialmente (a), (b), (c) y (d). Para ver que se satisface (e), vamos a separar en casos segtn
el valor de d.

» Supongamos d > 3.

Si existen a,b € {hy,..., hq}, a # b tales que b'ab # a~!, podemos reetiquetar los
generadores de modo que hy_; = b y hgy = ay se cumple (e).

A partir de ahora, supongamos que no existen tales a y b. Si existe a € {hy,..., hq}
tal que hy'ah; # a=! o a'hja # h;?, intercambiamos los roles de h; y cualquier
b € {hy, ..., hafconb # a;esto es posible porque, gracias al Corolario aplicado
a hy, hy para cualquier par i,j € {2,...,d} — notar que ord(h;) # 1,2 para todo
2 < i< dpor ser H irreducible y no contener involuciones — vale ord(h;) = 4 para
todo 2 < i < d. Haciendo este cambio, logramos que se satisfaga (e).

El Ginico caso restante es cuando b~ 'ab = a™! para todo a,b € H. Por el Corolario

,como ord(hq_1) # 1,2y ord(hg) # 1,2, sabemos que ord(hg_1) = ord(hq) =
4. Definiendo h); ; = hg_shq4_1, como de la identidad hgizhd_lhd_z = hgil pode-
mos despejar hglzhd_l = (hq_ohgq_1)7', valen

(ha_2ha_1) 'ha_1ha oha 1 = hg' hg',ha tha oha 1 =hgthgt ha 1 =hyt,

y hy' ha 2ha 1ha 1 =hi',hg 1 = (hga 2hg 1)}
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donde el despeje mencionado se usa en la segunda igualdad del segundo renglén.

Ademads, h)_; # e por ser H irreducible y no tiene orden 2 porque, si asi fuese,
usando que hg_1hg_sh4q_1 = hg_» (que se despeja de hglzhd_lhd_z = hgll) ten-
driamos e = hgq shg_1hqa 2ha 1 = h%_,, que no ocurre. Luego, por el Corolario

aplicado a hg_1 y hj_; se cumple que ord(h}_;) = 4. Podemos observar que
{h1,..., ha—2, h}_;, hq} sigue siendo un conjunto de generadores irreducible. Final-
mente, como (h) ;) 'hgh/_; = hq # hy', cambiando hy ; por h;_; podemos afir-
mar que vale (e).

= Supongamos d = 2.

Si h3 # e, entonces o bien ocurre (e), o bien podemos intercambiar los roles de h;
y h, de modo que ahora se cumpla (e); en este tltimo caso seguiria manteniéndose
la validez de (a), (b), (¢) y (d) por ser h3 # e. En efecto, si no se cumple (e) e inter-
cambiando los roles de h; y h, tampoco se cumple (e), entonces — como h; y h, no
tienen orden 1 ni 2 — por el Corolario es G ~ Qsg, lo cual no es cierto.

Supongamos que h3 = e. Si no vale (e), conmutan h? y hy:
h?h, = hthyh;?h? = hihyh?h? = hyh?

donde para la tiltima igualdad usamos h;hyh; = h, que se despejade h, 'hihy = hi.

Redefinimos h, como hj = h?h,, notando que (hj)? # e (de lo contrario, usando
que hihyhy = hy, es e = h3hy,h?h, = h3, que no ocurre) y que {hy, h}} es un conjunto
irreducible de generadores de G. Si (h})® # e terminamos por lo antes probado, asi
que supongamos que (h})? = e. En ese caso, (hthy)® = h$ = e; por lo que ord(hy) #
4. Esto altimo, como

hy'hjhy = hythihyhy = h2hyThyhy = hihgt?
y (h3)~! = h;?h; !, nos dice que se cumple (e) con estos nuevos generadores.

Habiendo agotado todos los casos, el resultado sigue. |

Ahora pasamos a probar algunos resultados que nos ayudaran a lidiar con aquellos grupos
finitos que no cumplen las condiciones del Lema

Las proposiciones y pueden encontrarse en su version con grafos dirigidos
junto a sus demostraciones en | ]- Nuestro principal aporte en estas demostraciones
es modificarlas de modo que no haga falta conocer la definicién de DRR, para hacerlas
autocontenidas respecto a los contenidos tratados en esta tesis. Ademds, completamos
varios detalles que no estaban explicados en el paper.
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Proposicién 2.0.17: Sea
G={(ab,c: Add=bP=c?=e,ab=ba,clac=a},c'bc= b_1>.

Entonces, si definimos H = {ca,ca™!, cb}, K = {a, ab}, Aut (P(G,HUK)) ~ G.

Demostracion. Empezamos probando una afirmacién importante.

Los elementos de H tienen todos orden 2, los elementos de K tienen
todos orden 3y a # b.

Es sencillo chequear que el orden de los elementos de H es un divisor de 2
y que el de los elementos de K es un divisor de 3; veamos que ninguno tiene orden 1.

3 2 =¢,srs = 1v7!) es una

Para lo siguiente, necesitamos recordar que (r,s 17 =1¢€, s
presentacion conocida de Dg, el grupo diedral de 6 elementos.

Consideramos el morfismo de grupos f : (a,b,c) — D — que va del grupo libre de tres
generadores a Dy — definido por f(a) =1, f(b) = ey f(c) =s.

No es dificil chequear que todas las palabras que corresponden a las relaciones de la pre-
sentacion de G tienen como imagen el neutro, por lo que este morfismo pasa bien al co-
ciente, otorgandonos un morfismo de grupos f : G — Ds.

Las imagenes de los elementos a, ab, ca, ca ! y cb por fsonr,m,sr,sr ! y s respectiva-
mente, que son elementos no triviales de Dg. Por lo tanto, ninguno de estos elementos era

trivial en G. Ademas, f(a) =1 # e = f(b), por lo que a # b en G.

Vamos a necesitar tener presente la nocién de stper-adyacencia definida en el Lema

Los elementos de H x {2} son stper-adyacentes a (e,2) y también
(e,2) es stuper-adyacente a todos ellos.

En efecto, (ca,0) < ((ca)%,2) = (e2), (ca™,0) < ((ca™?%2) = (e2) y (cb,0) <
((cb)z, 2) = (e,2). Nuevamente, la segunda afirmacién es inmediata por la definiciéon de
P(G,HUK).

Ningtin elemento de K x {2} es stper-adyacente a (e, 2), pero (e, 2) es
super-adyacente a todos ellos.

La segunda afirmacién es inmediata por la definicion de P(G, H U K).

Las posibles situaciones para que un elemento de K x {2} sea stiper-adyacente a (e,2) son
a’=e aca=e = c=a‘’=a

aca l=e = c=c¢e
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acb=e = a=(cb)™! abca=e = ab = (ca)™!
(ab)2=e abcal=e = ab= (cafl)*1
aba=e = a'=a>=b"! abcb =e = ab = (cb)™!

Pero todas ellas nos llevan a una contradiccién, algunas porque implican una igualdad de
dos elementos de distinto orden, y las otras porque implican una igualdad entre a y b.

Aligual que en la demostraciéon del Lema , para terminar alcanza con ver que el tnico
@ € Aut(P(G,HUK)) que tiene a (e, 2) por punto fijo es ¢ = Id.

Sea ¢ € Aut(P(G,HUK)) tal que @(e,2) = (e,2).

Las dos observaciones anteriores nos dicen que @(H x{2}) = H x {2}, ya que son los tinicos
puntos de P(G, HU K) que cumplen que (e, 2) es stiper-adyacente a todos ellos y a su vez
todos ellos son stuper-adyacentes a (e, 2).

Veamos que (cb,2) no es super adyacente a (ca,2) ni a (ca™!,2); si alguna de estas dos
situaciones ocurre, debe pasar alguna de las siguientes

cbha=ca = b=e cbha=ca! = b=a?=a

cbab=ca = b*=c¢e cbab=ca ! = ab=ad?b?=e

1

cbca=ca = b=c" cbca=ca! = b '=ca?=ca

1 1

cbca!=ca = (ab)'=ca cbcal=ca! = cb=e

(cb))’=ca = c!'=a (cb)?’=ca! = e=ca!

Pero todas ellas nos llevan a una contradiccién, algunas porque implican una igualdad
de dos elementos de distinto orden, y las otras porque implican una igualdad entre a
y b. Como (ca,2) es stiper-adyacente a (ca™!,2) — pues (ca,0) < (caq,2) = (ca™},2)
— vy (ca™!,2) es super-adyacente a (cb,2) — pues (ca™!,0) < (catab,2) = (cb,2) —,
podemos afirmar que (cb, 2) es el tnico punto de H x {2} que no es stiper-adyacente a otro
punto de H x {2}, por lo tanto, ¢(cb,2) = (cb, 2).

Para terminar, veamos que (ca, 2) no es stiper-adyacente a (cb, 2); si esta situacién ocurre,
debe pasar alguna de las siguientes

caa=cb = e=ab caca l=cb = a=a?=cb
caab=cb = a’*=e

(ca)’=cb = e=cb cacb=cb = ca=e

Pero todas ellas nos llevan a una contradiccién, porque implican una igualdad entre ele-
mentos de distinto orden.

Como (ca™,2) es stiper-adyacente a (cb,2) pero (ca,2) no — y ademas ¢ (H x {2}) =
H x {2}y ¢(cb,2) = (cb,2) —, concluimos que ¢(ca,2) = (ca,2) y ¢(ca™,2) = (ca™,2).
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1 1 1 _

—a, (caca ) 'calcb=alab=byca"

Como H genera G — pues caca™ caca =
ca'a=c—elLema nos dice que ¢ = Id, como queriamos. u
Ahora probamos el siguiente lema que Babai deja implicito en | ], aunquenolo enun-

cia ni demuestra. Sin embargo, es clave para entender la demostracién del teorema prin-

cipal.

Lema 2.0.21: G es el grupo diedral generalizado con ntcleo Z3.

Demostracion. Notar que el subgrupo de G generado por a y b, que llamaremos A, cumple
las relaciones de Z2, que esté presentado por (a, b : a® = b® = e, ab = ba), y porlo tanto es
isomorfo a un cociente de Z3. De la demostracion de la Afirmacién podemos deducir
que b # a? y ademas, repitiendo el mismo argumento con b en vez de a, podemos ver que
b es no trivial en G. Como todos los cocientes de Z3 distintos de Z3 tienen orden a lo sumo
3y ya conocemos cuatro elementos distintos de A (e, a,a?, b € A), concluimos que A es
isomorfo a Z3. Ademas, este subgrupo tiene indice 2 ya que G/(a, b) ~ (c) ~ Z,. Como A
tiene indice 2, G = A U cA donde A y cA son las dos coclases a izquierda.

Como A es abeliano, cualquier elemento de A puede escribirse como a™b™ para algtin
par n,m € N. Veamos por induccién en en el par (n,m) que ¢ *a™b™c = (a"b™) "'
para todo par (n,m) € N x N. Es claro que vale paran = m = 1 ya que ¢ 'abc =
¢ 'acc'bec = a 'b . Ahora, supongamos que vale para todo par (n’,m’) conn’ < n
om’ < m. En ese caso ¢ 'a™b™c = ¢ tacc'a™ 'b™c que por hipétesis inductiva y la
relacién correspondiente es igual a a™' (a™'b™) = (anbm) 7

Comoc € G\ Ay cumplec® = eyc'dc = d! paratodo d € A, podemos afirmar
que cualquier elemento x € G\ A C cA se puede escribir como ca’ con a’ € A y cumple
(ca’)> =ca’ca’ =cla’ca’ =a’'a’ =ey(ca’) ldca’ = a’'cldea’ = a’'da = d!
para todo d € A (recordar que A abeliano). Luego G es el grupo diedral generalizado con
nucleo A = Z3. |

La demostracién del siguiente hecho puede encontrarse en el préximo capitulo (Afirma-
cién ) —ilustra el caso particular cuandon = 3, pero es idéntica para cualquiern € N.

Proposicién 2.0.22: Si G ~ Z,, ~ (g) paraalginn € Ny g € G, entonces si L = {g}
tenemos Aut(P(G,L)) ~ G.

El resultado anterior va a ser utilizado en la siguiente proposicion, cuyo enunciado y de-
mostracion puede encontrarse en | ]
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Proposicién 2.0.23: Sea G un grupo diedral generalizado con nticleo A. Si A es cicli-
co de orden mayor a 2, o si satisface las condiciones del Lema , entonces existe
L C G tal que Aut(P(G,L)) ~ G.

Demostracion. Por los lemas y , sabemos que existe algtin subconjunto L C A tal
que Aut(P(A, L)) ~ A. Ademds, en ambos casos podemos asegurar que L \ L~! genera A:
en el caso ciclico L\L™! = {g}, yenel otrocasoH C L\L! pues H no contenia involuciones,
HN (KUK™') =0y H genera G. Tomamos b € G \ Ay definimos K = L U{b}.
Consideramos ahora el poset P(G, K).

Dado x € G, vamos a decir que (x,2) estd en la componente especial de P(G, K) si existe una
sucesion ag, i, dy, ..., am € P(G,K)conay = ey a,, =xtal que, paratodo0 <i<m—1,
(ai,2) es super-adyacente a (ai1,2) pero (ai+1,2) no es siper-adyacente a (ay, 2)

Sia,a’ € G, entonces (a,2) es siper-adyacente a (a’,2) y (a’,2) no
es stiper-adyacente a (a,2) si y solo si existe k € K\ K™ tal que ka = a’.

En efecto, si (a, 2) es stper-adyacente a (a’, 2) debe existir k € K de modo que ka = a’; y si
ocurriese que k € KN K™, como a = k™'a/, tendriamos que (a’,2) seria super-adyacente
a (a,2), pero eso no ocurre.

Para la reciproca, si existe k € K\ K™ tal que ka = a’, entonces (a, 2) es stiper-adyacente
a (a’,2); pero no puede ocurrir que (a’,2) sea stiper-adyacente a (a,2), porque en ese
caso deberia existir k" € K de modo que k’a’ = a, y combinando las dos ecuaciones
obtendriamos que K 5 k’ = k~! € K7, un claro absurdo.

Como b es una involucién, se cumple que K\ K1 =L\ L.

Todos los puntos de A x {2} estan en la componente especial de
P(G, K).

En efecto, como K \ K™! = L\ L! genera A, podemos escribir cualquier elemento a
de A como una palabra en los elementos de K \ K™, y por lo tanto existe una sucesién
ap,ai, dy,...,am € Aconay = ey a,, = a de modo que, paratodo0 < i < m—1,
aiy1 = kija; con k; € K\ K71, Por la Observacién , esto es exactamente lo pedido.

Ningtn punto de G \ A x {2} estd en la componente especial de
P(G, K).

Supongamos que existe un punto (g,2) € G\ A x {2} que estd en la componente especial
de P(G, K). En ese caso, existe una sucesién ay, aj,az,...,am € Gconay =ey ayn =g
de modo que, paratodo 0 < i < m—1, aiy1 = kia; con k; € K\ K~1. Pero notemos que
e € A por ser A subgrupo y, si para algin 0 < 1 < m — 1 se cumple a; € A, entonces
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aiy1 = kia; € Aporserk; € K\ K =L\L"! C A.Inductivamente obtenemos que
g =an € A, lo cudl es absurdo.

Al igual que en el Lema , para probar que Aut (P(G, K)) ~ G alcanza con probar que
el anico ¢ € Aut (P(G, K)) que tiene a (e, 2) por punto fijo es ¢ = Id.

Sea ¢ € Aut (P(G, K)) tal que ¢(e,2) = (e, 2).

En ese caso, como los puntos de A x {2} son los tinicos que estdn en la componente especial
de P(G, K), tenemos que @(A x {2}) = A x {2}. Ahora, notemos que el subposet inducido
por los puntos de A es exactamente P(A,L) y que ¢ se restringe a un automorfismo de
este subposet. Como Aut (P(A, L)) ~ A, el tinico automorfismo de P(A, L) que deja fijo a
(e,2) es la identidad; por lo tanto, ¢(a,2) = (a,2) para todo a € A.

Por ultimo, notemos que ¢(b,2) = (b,2), ya que los puntos de A x {2} quedan fijos y b es
el inico punto de G \ A x {2} al que (e, 2) es stiper-adyacente. Como G = (A, b), por el
Lema concluimos que ¢ = Id como queriamos. n

Lema 2.0.28: Si G = Z para algin k € N o G = Z, existe un poset P con |P| < 3|G|
y Aut(P) ~ G.

Demostracion. El resultado se sigue de recordar que el join o suma ordinal entre dos posets
Py P’ cumple Aut (P ¢ P’) ~ Aut (P) x Aut (P’) y conocer la Proposicién . [ |

La siguiente proposicién y su demostracion pueden encontrarse en | ]

Proposicion 2.0.29: Si G = Qg, existe un poset P con |P| = 3|G| y Aut(P) ~ G.

Demostracion. Para esta demostraciéon, vamos a usar la notacién usual para los cuaternio-
nes Qg = {£1, +1, £j, +k}.

Sea P = Qg x {0,1,2} con el orden parcial < definido por (para todo x € Qg):
= (x,0) < (x1) < (x,2).

s (x,0) < (xi,1).

(x,1) < (x],2).

. (X/O) < (—X,Z).
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(1,0) (—1,0)

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de un poset con grupo de automorfismos Qs.

Podemos ver su diagrama de Hasse en la Figura

No es dificil notar que el morfismo Ly : Qg — Qs de multiplicacién a izquierda por g
en la primer coordenada es un automorfismo de P para todo g € Qs. Esto nos dice que
Qs < Aut (P).

Para terminar, basta con ver que Aut (P) < Qs. Para probar esto alcanza con probar que el
unico @ € Aut (P) que cumple ¢(1,0) = (1,0) es ¢ = Id.

En efecto, si eso se cumple y p € Aut(P), como los automorfismos preservan altura,
P(1,0) = (g,0) paraalgtin g € Qg. Luego, como Lg1 0 € Aut (P) y Lg1010(1,0) = (1,0),
tenemos L1 0 = Id y entonces } = L4 para algtin g € Qg como querfamos.

Sea ¢ € Aut(P) tal que ¢(1,0) = (1,0).

Los tnicos puntos que cubren a (1,0) son (1,1), (i,1) y (—1,2), y como ¢ es automorfismo
y preserva alturas, ¢(—1,2) = (—1,2). De esto podemos deducir que, si A ={(1,1), (i,1)},
@(A) = A; y como los puntos que estdn cubiertos por puntos de A son (1,0),(—1,0) e
(1,0), si B = {(—1,0),(i,0)}, ¢(B) = B. Pero (i,0) < (—1,1) < (—1,2) y, sin embargo,
(—1,0) es incomparable con (—1,2) ya que para que eso ocurra deberia pasar alguna de las
siguientes:

—1=—i —1=—(—1) —1 = —ij 1 =—i? —1 = —i?j

pero ninguna de esas igualdades es cierta. Por lo tanto, ¢(i,0) = (1,0) y ¢(—1,0) = (—i,0).
Ahora, como (—i,0) esta cubierto por (1,1) perono por (i,1) y ¢(A) = A, concluimos que
®(1,1) = (1,1) y @(i,1) = (i,1). Ademas, los tnicos puntos que cumplen que existe un
punto (x,1) conx € Qg que los cubre y ademas (x, 1) cubre a (i,0) son (1,0), (—1,0) e (i,0),
asi que ¢(—1,0) = (—1,0).

Por otro lado, notemos que dado x € Qg el tinico punto de Qg x {2} que cubre a (x,0) es
(—x,0); ast que como (1,0),(—1,0),(i,0) y (—i,0) quedan fijos por ¢, deben quedar fijos
también (1,2),(—1,2),(1,2) y (—i,2).

Los puntos en Qg x{2} que cubrena (1,1) son (1,2) y (j, 2); como el primero ya es punto fijo,
©(j,2) = (j,2). Ademas, los puntos que cubren a (i,1) son (i,2) y (k,2); como el primero
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ya es punto fijo, ¢(k,2) = (k,2). Por otro lado, notemos que (i,0) < (—1,1) < (—j,2)
pero, en cambio, (—k, 2) es incomparable con (i,0), ya que deberia ocurrir alguna de las
siguientes:

k=1 —k=—i —k =1j —k =12 —k =13

pero ninguna de esas igualdades es cierta. Por lo tanto, como ya probamos que todos los
puntos de Qg x {2} salvo (—j,2) y (k,2) quedan fijos por @, concluimos que ¢(—j,2) =
(—3,2) y o(—k,2) = (—k,2); o sea que todos los puntos de Qg x {2} quedan fijos por .

Por la propiedad antes mencionada — que para todo x € Qg el tinico punto en Qg x {2} que
cubre a (x,0) es (—x,2) — podemos afirmar que ¢ deja fijos todos los puntos de Qg x {0}.
Finalmente, como para todo x,y € Qg se cumple que (x,0) < (y,1) < (x,2) siy s6lo si
x =Y, tenemos que ¢ deja fijos todos los puntos de Qg x {1} |

Ahora pasamos a contar la demostracion del resultado principal de este capitulo, que po-

demos encontrar demostrado en [ ]

Teorema 2.0.30 (Babai): Si G es un grupo finito, existe un poset P con |P| < 3|G|y
Aut(P) ~ G.

Demostracion. Si G es como en la Proposicion , el resultado se sigue del Lema

Si G es ciclico, el resultado se sigue de la Proposicién

Si G = Qg, el resultado se sigue de la Proposicion

Si G es un 2—grupo abeliano elemental o bien Z3, el resultado se sigue del Lema

Si G es diedral generalizado con ntcleo A, con A ciclico o cumpliendo las condiciones del

Lema , el resultado se sigue de la Proposiciéon

El tinico caso que queda es cuando G es diedral generalizado y sunticleo A no es ciclico ni

cumple las condiciones del Lema . Por la Proposiciéon las condiciones del Lema
se dan cuando A no es ciclico ni diedral generalizado ni Z3 ni Qs.

Como A # Qg por ser abeliano, resta analizar cuando A es diedral generalizado y cuando

A =73

Si A es diedral generalizado, como es abeliano, todos los elementos de un nicleo tienen or-

den 2; como los elementos fuera del nticleo también deben tener orden 2, A es un 2—grupo

abeliano elemental, pero este caso ya fue resuelto.

Solo queda ver el caso en que A = Z3, pero este caso fue resuelto en el Lema , COmMo

observamos en el Lema .Y el resultado final se sigue. |
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CariTUuLO 3

El menor poset con grupo de
automorfismos Zpk

En la introduccién mencionamos la siguiente definicién, en la que se centra todo lo que
sigue en este trabajo.

Definicién 3.0.1: Dado un grupo G, definimos (3(G) como el menor cardinal que
puede tener un poset P con Aut(P) ~ G.

El objetivo de este capitulo es calcular  (Z,«) para todo p primo y todo k € N.

3.1 PRELIMINARES

A partir de este capitulo, al igual que Arlinghaus en | ] con los grafos, vamos a pen-
sar a Aut (P) embebido en el grupo Sjp de permutaciones de |P| elementos; ya que los
automorfismos son, en particular, permutaciones en el conjunto subyacente de P.

Toda permutacion puede descomponerse como producto de ciclos
disjuntos; por lo tanto, usualmente vamos a pensar a los automorfismos de P como un
producto de ciclos disjuntos que permutan puntos del conjunto subyacente de P.

Hecha esta observacion, pasa a tener vital importancia la siguiente propiedad, que relacio-
na el orden de una permutacién y el de los ciclos en su descomposicién en ciclos disjuntos.

Lema 3.1.2: Dado k € Ny g € Sy, y sean {«};;,, ciclos disjuntos que cumplen
g = ..., Entonces,

lgl = mem(loul, [, ..., lonl)
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Demostracion. Como las permutaciones disjuntas conmutan, sabemos que para cualquier
m € N se cumple

gt =04t

m
.
Como {af"} i, sigue siendo un conjunto de permutaciones disjuntas dos a dos, si fuese
g™ = e, deberia ocurrir que «[™ = e para todo 1 < i < n; por lo que |x;| | m para todo
1 < i < n. Esto nos dice que |g| > mcem(|oy],...,|xn]), pero la desigualdad opuesta es
inmediata, y eso concluye la demostracién. |

Recordar que, como los automorfismos de posets preservan el orden, en particular deben
preservar alturas. Esto nos ayuda a probar el siguiente resultado.

Lema 3.1.3: Dado un poset P y g € Aut(P), todos los puntos de P que pertenezcan
a una misma 6rbita de la accién de (g) en P deben formar una anticadena.

Demostracion. Sino fuese asi, habria dos puntos en la misma 6rbita de (g) que son com-
parables y, por lo tanto, tendrian alturas distintas; pero esto no puede ocurrir ya que los
automorfismos de posets preservan altura. |

Por ultimo, introducimos la siguiente notacién, que no debe confundirse con la definicién
de orbita.

Notacién 3.1.4: Dado un conjunto C y una permutacién g de los elementos de C,
denotamos Oy :={x € C: g - x # x} al complemento de los puntos fijos de g.

Para ilustrar el principio de las ideas que iremos usando, empezaremos calculando 3 (Z3).

3.2 EL caso Zs

Sea P un poset con Aut(P) ~ Z; ~ (g). Notemos que, en virtud del Lema , todos los
ciclos contenidos en la descomposicién en ciclos disjuntos de g tienen longitud multiplo
de 3, y g contiene al menos un ciclo no trivial, dado que |g| = 3.

Notacién 3.2.1: Denotamos P_, (respectivamente P- ) al poset inducido por los
elementos de P que son menores (respectivamente mayores) que x.

Supongamos por un momento que g es un ciclo. En ese caso, por el Lema , todos
los puntos que no deja fijos g deberdn formar una anticadena; luego, si g no deja fijo x,
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Pex = Pogx ¥ Pox = P~ gx. Esto implica que existe un automorfismo de P que consiste en
intercambiar a x y gx y dejar a todos los demds puntos fijos; un claro absurdo, dado que
no coincide con g' para ningin i € N por ser g un ciclo con longitud 3.

Concluimos que g debe contener al menos dos ciclos con longitud multiplo de 3. Ahora,
supongamos por un momento que g contiene exactamente dos 3—ciclos y deja fijos todos
los puntos de P que no pertenecen a esos 3—ciclos; etiquetamos g = (12 3)(1’ 2’ 3’) de
modo que, si 1 esta relacionado con alguno de {1’,2’,3'}, 1 esta relacionado con 1'.

En ese caso, el subposet Q inducido por los puntos de estos dos 3—ciclos queda determina-
do por los puntos que cubren al 1 (o que estan cubiertos por el 1), ya que todas las demas
relaciones se deducen de aplicar sucesivas veces g en P, que debe preservar el orden.
Suponemos sin pérdida de la generalidad que 1 no cubre a 1’ ni 2’ ni 3’. Separando en
casos, segtin qué puntos cubren al 1, vemos que Q debe ser isomorfo a alguno de los posets
que se pueden observar en la Figura

23 1

203 2
000000 ] l l %4 I I 1
123456 1 2 3 1 2 3 1 2 3

Figura 3.1: Posibles subposets, salvo isomorfismo, inducidos por dos 3—ciclos de P.

Como la accién de (g) restringida a cada ciclo es transitiva, vale
Pk —{1,2,3} =P, —1{1,2,3} v P-—{1,2,3}=P., —{1,2,3}
para todo x,y € {1/,2/,3'} y también
Px—1{1,2,3} =P, —{1,2,3}) y P.—{1,2,3}=7.,—{1,2,3"}

para todo x,y € {1,2,3}. En particular, cualquier automorfismo de Q puede extenderse a
un automorfismo de P via la identidad — es decir, dejando fijos todos los puntos de P que
no estén en Q.

En el primer y cuarto caso, la trasposicion (1 2) seria un automorfismo de P; absurdo, pues
no coincide con g' para ningun i € N.

En el segundo caso, la permutacién (1 2)(1’ 2’) seria un automorfismo de P; absurdo, pues
no coincide con g' para ningun i € N.
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En el tercer caso, la permutacién (1 2)(1’ 3’) es un automorfismo de P de orden 2. Como
Zs3 tiene orden 3, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 3), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 3 y
alguno de ellos es de longitud 3m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que |P| > 9.

Resta encontrar un ejemplo de un poset P; con P3| = 9y Aut (P) ~ Zz. Proponemos,
respetando la notacién del capitulo anterior, P3 = P (Z3,{1}); es decir:

s P3={1,2,3} x{0,1,2}.
= (1,0)<(1,1),(3,1) <(i,2)e(i,0) < (i,2) paratodo 1 < i< n.

» (i,0) < (i+1,2) paratodo 1l < i< n (mirando médulo n).

(1,2)  (2,2) (3,2

(1,1) (2,1)

(1,0)  (2,0) (3,0)

Figura 3.2: Diagrama de Hasse de P3.

Aut (ng,) ~ Z3.

En primer lugar, notemos que Aut(P;) contiene un subgrupo isomorfo a
Zs, ya que el subgrupo generado por (mirando la primer coordenada médulo n)

o: P — P
(i,k)— (i+1,k) Vke{0,1,2}, Vie{l,2,3}

es isomorfo a Z3 y es un subgrupo de Aut(P;).
Para terminar, basta con ver que Aut (P;) tiene a lo sumo tres elementos. Para probar esto
alcanza con probar que el tinico ¢ € Aut (P3;) que cumple @(1,0) = (1,0) es @ = Id.
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En efecto, si eso se cumple y P € Aut(P;), como los automorfismos preservan altura,
P(1,0) = (k,0) paraalgin h € Zs. Luego, como Ly,-101{ € Aut (P;) y L,-10y(1,0) = (1,0),
tenemos L;,-1 0 = Id y entonces 1 = Ly, para algin h € Zj3; probando asi que hay a lo
sumo 3 automorfismos de P; y, por lo tanto, Aut(P;) ~ Zs como queriamos.

Si (1,0) queda fijo al aplicar algtan ¢ € Aut(P;), entonces (1,1) queda fijo por ser el tinico
punto de altura 1 que lo cubre; y de la misma forma (1,2) queda fijo por ser el tnico que
cubre a (1,1). Como (1,2) es el tinico punto distinto de (1, 1) que esta cubierto por (2,1),
también queda fijo. Repitiendo este razonamiento, podemos ver que cada vez que (i,0)
queda fijo, también quedan fijos (i,1), (1,2) y (i + 1,0); inductivamente, llegamos a que
todos los puntos de P; quedan fijos. Luego, Aut(P;) ~ Z3; como queriamos.

Concluimos que 3 (Z3) = 9, e inspirados por estas ideas, en las préximas secciones tra-
bajaremos con otros casos chicos, empezando por Zs y Z; que resultardn similares al de

recién.

La definicién del poset P; también puede generalizarse, tomando P,, = P (Z,, {1}) encon-
tramos un poset P, con 3n puntos y Aut(P,,) ~ Z,,, explicitamente es:

= Po=1{1,2,...,m} x{0,1,2}.
» (1,0)<(1,1),(1,1) <(1,2) e (i,0) < (i,2) paratodo 1 < i< n.
» (1,0) < (i+1,2) paratodo 1 < i< n (mirando médulo n).
La demostracién de que este poset tiene grupo de automorfismos isomorfo a Z,, es exac-

tamente la misma que para n = 3. En particular, esto prueba el resultado de Babai.

Proposicién 2.0.22: Si G ~ Z,, ~ (g) paraalginn € Ny g € G, entonces si L = {g}
tenemos Aut(P(G,L)) ~ G.

Por otro lado, la idea que usamos para probar que g contenia al menos dos ciclos con
longitud multiplo de 3 también puede generalizarse.

Notacién 3.2.3: Dados n € Z, k € Ny un primo p decimos que p* || nsip* [ ny
pE .

Lema 3.2.4: Sea P un poset con Aut(P) ~ Z, ~ (g) y sea p un primo tal que p* || n
para algin k € Ny p* # 2, entonces g contiene al menos dos ciclos de longitud
divisible por p*.
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Demostracion. Supongamos, a modo de contradiccién, que g contiene exactamente un ciclo
o de longitud divisible por p*. En ese caso, como las longitudes de todos los demés ciclos
son divisores de n que no son divisibles por p*, + serd multiplo de todas esas longitudes.
Por lo tanto, la accién de (g») deja fijos todos los puntos de P, excepto los de «.

Esto dltimo implica que, dado x € O, se cumple que P, = ?<9%X y que Py = T>g%x.
Concluimos que existe una trasposicion T € Aut(?P) que intercambia dos puntos, x y gvx
y deja todos los demés puntos de P fijos. Esto no puede ocurrir, ya que T = g* para algun
i € Ny entonces, como g'x = a'x = gx # x, |« 1 1, asi que g' contiene al menos p* (en
particular mayor a 2) puntos no fijos, un claro absurdo. |

Este resultado nos provee el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5: Si P es un poset con grupo de automorfismos Aut(P) = Z,« para
algtin p primo y k € N con p* # 2, entonces |P| > 2p*.

Antes de seguir, necesitamos hacer una definicién auxiliar que nos ayudaré a reducir la
cantidad de casos a analizar en las préximas demostraciones.

-

Definicién 3.2.6: Sea P un poset de altura 1 y llamamos A al conjunto de puntos
maximales de P y B al conjunto de puntos minimales de P.

Definimos como el poset complementario de P al poset P que consiste de los mismos
puntos que Py, ademads, para todo x en A ey en B cumple

x >yenP < x esincomparable cony en P

Notemos que, en la definicién anterior, las tnicas relaciones posibles entre puntos del
poset P ocurren cuando un punto en A es mayor a un punto en B. Por esto, podemos ver
la relacién > como aristas de un grafo bipartito con partes A y B.

Es importante observar que se cumple
Aut (P) = Aut (D).

Estos grupos son iguales conjuntisticamente, ya que todo automorfismo de P preserva
aristas de P por preservar no-aristas de P. Analogamente, preserva no-aristas de P por
preservar aristas de P.
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3.3 EL caso Zs

Sea P un poset Aut(P) ~ Zs ~ (g). Por el Corolario , sabemos que |P| > 10y que tiene
al menos dos ciclos de longitud madltiplo de 5.

Ahora, supongamos que g contiene exactamente dos 5—ciclos y deja fijos todos los puntos
de P que no pertenecen a esos 5—ciclos. Etiquetamos g = (1234 5)(1' 2’ 3’ 4’ 5’) de modo
que, si 1 estd relacionado con alguno de {1/,2/,3,4’,5’}, 1 esta relacionado con 1'.

En ese caso, el subposet Q inducido por los puntos de estos dos 5—ciclos queda determina-
do por los puntos que cubren al 1 (o que estan cubiertos por el 1), ya que todas las demés
relaciones se deducen de aplicar sucesivas veces g en P, que debe preservar el orden.

Suponemos sin pérdida de la generalidad que 1 no cubre a 1/,2/,3’,4' ni 5’. Separando
en casos, segiin qué puntos cubren al 1, vemos que Q debe ser isomorfo a — o isomorfo
al complementario de — alguno de los que se pueden observar en la Figura =.° (los colo-
res estan sélo para una mejor lectura del poset). Con un razonamiento analogo al hecho
en el caso Z3, podemos notar que cualquier automorfismo de Q puede extenderse a un
automorfismo de P via la identidad.

1 2 3 4 ¥
000000000 l l
1234512345 1 2 3 4 5
(a) (b) ©)
1 2 3 4 5 1 2 3 4 ¥y 2 3 4 ¥
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(d) (e) )

Figura 3.3: Posibles subposets, salvo isomorfismo y complemento, inducidos por dos 5—ciclos de P.

En los casos (a) y (b), la trasposicion (1 2) seria un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con g' para ningun i € N.

En el caso (c), la permutacién (1 2)(1’ 2’) serfa un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con g' para ningun i € N.
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En el caso (d), la permutacién (2’ 5)(3"4')(1 5)(2 4) es un automorfismo de P de orden 2.
Como Zs tiene orden 5, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo. Ademds, como
el poset del caso (e) es isomorfo, este argumento también lo descarta.

En el caso (f), la permutacion (3’ 5")(1' 2')(2 4)(1 5) es un automorfismo de P de orden 2.
Como Zs tiene orden 5, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 5), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 5 y
alguno de ellos es de longitud 5m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que |P| > 15y, por el Teorema , B (Zs) =15.

3.4 EL caso Zy

Sea P un poset Aut(P) ~ Z; ~ (g). Por el Corolario , sabemos que |P| > 14 y que tiene
al menos dos ciclos de longitud multiplo de 7. Ahora, supongamos por un momento que
g contiene exactamente dos 7—ciclos y deja fijos todos los puntos de P que no pertenecen
a esos 7—ciclos. Etiquetamos g = (1234567)(1'2"3"4' 5" 6’ 7’) de modo que, si 1 esta
relacionado con alguno de {1/,2’,3',4',5’,6',7'}, 1 esté relacionado con 1.

En ese caso, P deberd contener un subposet Q isomorfo a— o isomorfo al complementario
de — alguno de los que se pueden observar en la Figura (los colores estan sdlo para
una mejor lectura de los posets). Con un razonamiento analogo al hecho en el caso Z;,

podemos notar que cualquier automorfismo de Q puede extenderse a un automorfismo
de P via la identidad.

En los casos (a) y (b), la trasposicién (1 2) seria un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con g' para ninguin i € N.

En el caso (c), la permutacion (1 2)(1’ 2’) serfa un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con g' para ninguin i € N.

En el caso (d), la permutacién (4’ 6")(1’ 27)(3"7")(27)(6 3)(4 5) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z; tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

En el caso (e), la permutacion (1°3")(6 5')(4’ 7')(4 5)(2 7)(3 6) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z; tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

Los posets de los casos (f) y (g) son isomorfos a este, asi que este argumento también los
descarta.

En el caso (h), la permutacién (1’ 77)(3' 5')(2" 6')(1 6)(3 4)(2 5) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z; tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.
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71234567
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(b)
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2/

1/
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2/
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(h)

(8)

1 2 3 4 5 ¢ 7
1 2 3 4 5 6 7
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®
6 7

5/
N
)

2/ 3/
2 3
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1

()

®
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5/

4/
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1/

® ©

(x)

Figura 3.4: Posibles subposets, salvo isomorfismo y complemento, inducidos por dos 7—ciclos de P.
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En el caso (i), la permutacién (1’ 6”)(2' 5')(3" 47)(1 4)(57)(3 2) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z; tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.
El poset del caso (j) es isomorfo, asi que este argumento también lo descarta.

En el caso (k), la permutacion (6 7)(3 5)(6’ 7')(7’ 9) es un automorfismo de P de orden
2, asf que también llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 7), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 7 y
alguno de ellos es de longitud 7m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que [P| > 21y, por el Teorema , B (Z;) =21.

3.5 EL cAsO Z,. coN p* > 8

Vamos a empezar exhibiendo una familia de ejemplos, cuya minimalidad probaremos lue-
go, de posets con grupo de automorfismos Z,x para todo p* > 8 con p primoy k € N.
Definimos Q,, para cada n > 8 de la siguiente manera:

* El conjunto subyacente de Q,, es{1,...,n}uU{l’,...,n'}.

* 515 ={0,2,3,4},i < (i+5s) paratodos € Sel <1i<n (mirando médulo n).

(n—-2) (n—-1" =«

Figura 3.5: Diagrama de Hasse de Q,,

El hecho de que n > 8 se usard principalmente para que valga que, dado 1 < k < n, las
etiquetask —3,k—2,k—1,k, k+1,k+2,k+ 3, k+4 vistas médulo n sean todas distintas;
cuando esto no sucede hay més parejas de puntos que se relacionan con un mismo punto,
haciendo que no existan ciertos invariantes que son cruciales para la demostracién.
Antes de probar que este poset tiene grupo de automorfismos isomorfo a Z,,, necesitamos
probar algunos lemas que nos dan informacién sobre su estructura.

38



CAPITULO 3. EL MENOR POSET CON GRUPO DE AUTOMORFISMOS Zpx

Lema 3.5.1: Sea Q, el poset recién definido e i,j € {1,...,n} distintos.

(a) Existen dos puntos distintos a’,b’ € {1’,...,n'} que son ambos mayores a iy
ajsiysélosii—j=-2,—-1,102 (méd n).

(b) Existen dos puntos distintos a,b € {1,...,n} que son ambos menoresa i’y a
j’siysélosii—j=-2,—1,102 (méd n).

Demostracion. Probamos cada parte por separado.

(a) Los puntos que cubrenaisoni’, (i+2)’,(i+3)" e (i4+4)’, y los puntos que cubren a
jsonj’,(3+2),(G+3) y(j+4)". Como i # j, las tnicas cuatro situaciones en las que
pueden existir dos puntos a’, b’ € {1/,...,n'} que cubren a iy j a la vez son cuando
i=j+1,i=j—2,i=j—1ei=j+2;yestoes exactamente el resultado deseado.

Para la reciproca, dado j € {1,...,n}, basta notar que j y j + 1 estdn cubiertos por
(G+3) vy (j+4), quej— 2y jestan cubiertos porj’y (j +2)’, que j — 1y j estan
cubiertos por (j +2)"y (j +3)" y que j + 2 y j estan cubiertos por (j +2)’y (j +4)".

(b) La demostracién de este inciso es simétrica a la del inciso anterior.

Definicion 3.5.2: Sea Q,, el poset antes definido.
Vamos a decir que dos puntos i’,j’ € Q, con i,j € {1,...,n} distintos son amigos
superiores si cumplen la condicién de la parte (a) del Lema

Anéalogamente, diremos que dos puntos i,j € Q, coni,j € {1,...,n} distintos son
amigos inferiores si cumplen la condicién de la parte (b) del Lema

Sidos puntos a’, b’ € Q,, (respectivamente a,b € Q,,) son amigos su-
periores (respectivamente inferiores) y ¢ € Aut(Q,), entonces @(a’) y ¢(b’) son amigos
superiores (respectivamente @(a) y ¢(b) son amigos inferiores).

Lema 3.5.4: Sea Q,, el poset recién definido y sea ¢ € Aut(Q,,) un automorfismo que
cumple ¢(k) = k paraalgink € {1,...,n}. Entonces p(k —1) =k -1y ¢ (k') =k’

Demostracion. Como (k) = k, sabemos que el conjunto de puntos que cubren a k es
invariante por ¢, es decir, (H) = Hcon H ={k/, (k +2)/, (k+3)’, (k + 4)'}.
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Como k' es el tinico punto de H que es amigo superior de un sélo punto de H, debe suceder
que @ (k') = k’. Ademads, como (k + 2)’ es el tinico punto de H que es amigo superior de
tres puntos de H, ¢ ((k +2)’) = ((k+2)’).

Simétricamente, como ¢ (k') = k’, podemos ver que ¢(k —2) =k — 2.

Por altimo, notemos que k — 1 es el tinico punto que es amigo inferiordekydek —2ala
vez; por lo tanto, como k y k — 2 son puntos fijos de ¢, es ¢(k — 1) = k —1; y el resultado
sigue. n

Ahora, queremos probar el resultado central de esta seccion.

Proposicién 3.5.5: Para todon = p* > 8 con p primo, el poset Q,, definido anterior-
mente tiene grupo de automorfismo Aut(Q,,) ~ Z,,.

Demostracion. En primer lugar notemos que Aut(Q,,) tiene un subgrupo isomorfo a Z,,,
para esto basta con notar que el subgrupo de S,,, generado por la composicién de n—ciclos
(12...1)(1"2" ... n') es un subgrupo del grupo de automorfismos de Q...

Para terminar, basta con ver que Aut (Q,, ) tiene a lo sumo n elementos. Para probar esto —
usando la misma idea que en la demostracién de que Aut(P;) ~ Z3; — alcanza con probar
que el dnico ¢ € Aut (Q,,) que cumple @(1) =1es ¢ = Id.

Sea @ un automorfismo con @(1) = 1. Por el Lema , sialgin k € Q, es punto fijo
de @, tanto k' como k + 1 son puntos fijos de ¢; por lo que inductivamente obtenemos el
resultado deseado. [ |

Notar que, por el Corolario , el resultado anterior nos dice que B (Z,x) = 2p* para
todo p* > 8 con p primoy k € N.

Como conclusién de este capitulo, notar que logramos probar la mayor parte del siguiente
teorema.

Teorema 3.5.6: Dado p primoy k € N,

2 sipk=2
B (Zpx) =< 3p* sipk=3,4,57
2p* sipk>8

Observando que un poset con exactamente 2 puntos incomparables tiene grupo de au-
tomorfismos Z,, notamos que sélo nos falta probar que {3 (Zs;) = 12 para completar la
demostracién del teorema. Eso lo probaremos en el siguiente capitulo, haciendo uso del
Lema

40



CariTUuLO 4

El caso ciclico

El objetivo de este capitulo es calcular 3 (Z,,) para todo n € N; el resultado anélogo al
Teorema (Teorema de Meriwether, parte II).

4.1 PRELIMINARES

Lo primero que haremos es probar el siguiente resultado:

Lema 4.1.1: Dado un poset P con Aut(P) ~ Z, yn = p;" -- - p& donde los p; son
1

primos distintos y p{"* # 2 para todo 1 < i < 1, se cumple que:

P> ) 2pf.

i=1

Si, en cambio, n =2 - py?-- - pdr con p; # 2 primos distintos, tenemos:

PI>2+ ) 2pf
i=2

Para hacer més amena la demostracién, necesitamos probar dos resultados preliminares.

Lema 4.1.2: Sean x1,Xy,...,Xn € N tales que x; > 2 para todo 1 < i < n. Entonces,
X1X2 - Xn 2 X1 +X0 4 ...+ Xn.
Demostracion. Vamos a probarlo por induccién en n.
Caso base n = 2: Dados a,b € Ncon a,b > 2, tenemos que (a —1)(b — 1) > 1. Desa-

rrollando y despejando obtenemos ab > a + b; tomando a = x; y b = x, probamos el
resultado deseado.
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Paso inductivo: Supongamos que X1X, - Xn_1 = X1 + X + - + Xn—1. Tomando a =
X1X2 " Xn—1 Yy b =Xn en el caso base, tenemos queab > a+xn = X1 +Xp+ -+ Xnp1 +Xn,
como queriamos. n

Desigualdad fundamental: Sean qa, ..., a,, nimeros naturales. Definimos ademas
el conjunto

D ={p": pprimo,p’ || a; paraalginl <j<nyreN}

y numeramos sus elementos como d;, dy, ..., dy, con m = |D|. Si paracadal < i<
m, k; es la cantidad de indices 1 < j < n tales que d; || a;, entonces:

Cl1+(12—|—"'—|—(1n>k1d1+"'kmdm.

Demostracion. Empezamos tomando un indice fijo 1 < j < n, y factorizamos a; en primos:
a5 =pj' Pl
Dicho esto, como p{* > 2 para todo 1 < i < s, por el Lema tenemos:
a=py' - PS 2Py P

Ahora, usamos esta desigualdad para cada a; con 1 < j < n, y la suma del enunciado nos
queda mayor o igual a una suma de términos entre los cuéles hay, paracadal < i < m, k;
términos que valen d; — uno por cada a; tal que d; || a;. Se sigue el resultado deseado. W

Estamos en condiciones de probar el Lema

Demostracion. Sea g € Aut(P) con |g| = n tal que Aut(P) ~ (g). Sabemos que g contiene
— en su descomposicién en ciclos disjuntos — al menos un ciclo «; de longitud divisible
por p{"‘, ya que p;* | Igl v gl es el mem de las longitudes de los ciclos que contiene.

Por el Lema ,paracadal < i<, sipit|nyp # 2deben existir al menos dos ciclos
contenidos en g de longitud divisible por p{".

Veamos que esto prueba la primer parte del lema: sean 15, 1, - - - , L5 las longitudes de los s
ciclos contenidos en g. Por la desigualdad fundamental, sabemos que

L+b+--+1l >2kidi+ - kmdm

donde para cada 1l < i < m, k; y d; se definen como en el enunciado de la desigualdad.
Pero ademaés, usando el Lema , sabemos que k; > 2 paracadal < i < m tal que
di = pja " para algtin 1 < j < n, probando el resultado deseado.
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Para la segunda parte, cuandon =2-p,? - - - p¢r, razonamos de la misma forma para cada
2 < i< 1, yobservamos que ademds debe haber al menos un ciclo de longitud par. Esto
nos dice que algtin d; debe ser una potencia de 2, o sea que ki > 1 paraalginl <i<m
tal que d; es par. Por lo tanto [P| > 2 + 2p;? + - - - + 2p¢r, como queriamos. [

Para lo que sigue vamos a necesitar algunos lemas.

Lema 4.1.3: Sea P un poset con Aut(P) ~ Z, ~ (g) y 8 { n, donde g contiene
exactamente dos 4—ciclos en su descomposicién en ciclos disjuntos.

Si g contiene un 2m—ciclo con m € N impar, entonces existe al menos otro ciclo n
contenido en g de longitud 2s con s € N impar.

Demostracion. Llamemos «y 3 a los 4—ciclos y supongamos a modo de contradicciéon que
. P . . .z n .
existe s6lo un 2m—ciclo con m impar en g, que llamaremos y. La accién de g+ en P deja
n
4

fijos todos los puntos de P excepto los de «, f yy. Ademas (g+ )? deja fijos todos los puntos
de P exceptolos de x y 3. Mds atin,six = (1234)y 3 = (1'2"3"4'):

n
4

3

gt =(1234)%(1'2'3"4")% (y)
(9%)>=g% =(1234)3(1'2'3'4")?
Sabiendo que 2 es coprimo con 4, tenemos que (12 3 4)% puede ser igual a:
(1234) o (1234)°.
Analogamente, (1’2’ 3’ 4’)% puede ser igual a:
(1’2'3"4") o (1'2'3"4')
En cualquiera de los casos, dos de las 6rbitas de la accion de (g% ) son:
{1,2,3,4} y {1',2/,3',4'}.
Esto tltimo nos dice que
Pex—=(0pU0y) =Py —(0gU0Oy) ¥ Poyx —(0g UOy) =Py — (0 UOy)
para todo par x,y € {1,2,3,4} y que

fP<x - (ch U Oy) - :P<y - (ch U ov) y :P>X - (ch U Oy) - fP>y - (Ooc U Oy)

para todo par x,y € {1/,2/,3,4'}.
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Si Q' es el subposet inducido por los puntos de «, 3 y v, cualquier
automorfismo de Q' que deje fijos los puntos de y y mande puntos de « en puntos de oy
puntos de 3 en puntos de 3, se puede extender a un automorfismo de P via la identidad.

n
2

Ademas, sabiendo que g =2 (mod 4), tenemos que (1234)2 = (1234)?y, por lo tanto,

las 6rbitas de la acciéon de g2 en P son {1,3},{2,4},{1/,3"} y{2/,4'}.

Esto nos dice que para todo par x,y € {1, 2, 3,4} tales que {x, y} € {{1,3},{2,4}}:
:P<X—O[3 :(P<y—0[3 y T>X_O|?> ::P>y—(9[3.
Analogamente, para todo par x,y € {1',2/,3’,4'} tales que {x, y} € {{1/,3'},{2/,4'}}:

T<X_OO(::P<Q_O(X y CP>X_OO(:fP>y_oO('

Debido a esto dltimo, llamaremos a {1, 3},{2,4},{1',3'} y {2/, 4'} parejas intercambiables.
Sea Q el subposet inducido por los puntos de ot y 3. No es dificil notar que el poset Q queda
definido por la relacién entre 1y {1/,2/,3’,4'}.

Cualquier automorfismo de Q que preserve parejas intercambiables
se puede extender a un automorfismo de P via la identidad.

Silesmenor que todos, es decir, menor que 1/,2/,3’ y 4’ (o bien es incomparable con todos
ellos) reiteradas aplicaciones de la accién de g nos dicen que 2,3 y 4 también son menores
que 1’,2’,3" y 4’ (o bien son incomparables con todos ellos). Por esto, la trasposicién (1’ 3’)
seria un automorfismo de Q que preserva parejas intercambiables, y por lo tanto se podria
extender a un automorfismo de P via la identidad. Sin embargo, este automorfismo no
coincide con ¢* paraningun i € N, asi que llegariamos a una contradiccién — y concluimos

que estos casos no pueden darse.

Los demds posibles casos pueden observarse en la Figura +.1, y son:

1. Que 1 esté relacionado con exactamente un punto de 3 — supondremos sin pérdida
de la generalidad que 1 < 1.

2. Que 1 esté relacionado con exactamente dos puntos de 3 que estén a distancia 1 en
el ciclo — supondremos sin pérdida de la generalidad que 1 <1’y 1 < 2".

3. Que 1 esté relacionado con exactamente dos puntos de 3 que estén a distancia 2 en
el ciclo — supondremos sin pérdida de la generalidad que 1 <1’y 1 < 3".

4. Que 1 esté relacionado con exactamente tres puntos de 3 — supondremos sin pér-
dida de la generalidad que 1 <1/, 1 <2’y 1 < 3"
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1 2 3 4 1 2/ 3 4
®
Q ©

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4’
0] ©

1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 4.1: Diagrama de Hasse de Q, destacando puntos que tienen mismas relaciones con .

Los colores en los puntos destacan las parejas intercambiables.

En los casos de la izquierda, la permutacién (1 3)(1’ 3’) es un automorfismo de Q que
preserva parejas intercambiables y por lo tanto se extiende a un automorfismo de P, pero
no coincide con g' para ningun i € N. Entonces estos casos no pueden suceder.

En el caso de abajo a la derecha, la permutacién (1 3)(2 4') es un automorfismo de Q que
preserva parejas intercambiables y por lo tanto se extiende a un automorfismo de P, pero
no coincide con g' para ningun i € N. Entonces este caso no puede suceder.

A partir de ahora nos vamos a encargar del caso de arriba a la derecha.
Recordemos que llamamos Q' al subposet inducido por los puntos de «, 3 y .

No existenx € P, 1" € Og y q € O demodo quex <1’y x > q.

En lo siguiente, las etiquetas de « seran vistas méd 4. Supongamos que
existe un x € P tal que x < v’ para algin v’ € O y x > q para algin q € O4. Por
propiedad de las parejas intercambiables seria x > q + 2. Esto nos dice que v’ > x > qy
T’ > x > q+2,lo cudl es absurdo ya que q y q+2 tienen la misma paridad, y por definicién
del poset Q, v’ no es mayor que dos puntos de « con etiquetas de la misma paridad.

Etiquetemos los puntos de y como (17 2” --- (2m)").

Siunpuntoz” € O, es mayor (resp. menor o incomparable) a un punto
de o o 3, entonces cualquier y” € O,, con y de la misma paridad que z, también lo es.
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En efecto, la accién de (g>™"2) en P deja fijos los puntos de « y B, ya que
2m + 2 es multiplo de 4. Ademas, las orbitas de la accion de (g*™"2) restringida a y son:

Ar={2j—1)":1<j<m} y Aa={(2j)":1<j<m}.

En otras palabras, en v, los puntos pertenecen a una de dos posibles 6rbitas: los puntos de
etiqueta impar, o los de etiqueta par. Esto prueba la observacion.

Vamos a clasificar todos los posibles subposets Q'. Gracias a la Afirmacién , sabemos
que todos los puntos de y con etiquetas de la misma paridad tendrén las mismas relaciones
con todos los puntos de « y 3. Usando este hecho, sin pérdida de la generalidad, en los
gréficos s6lo mostraremos los subposets Q' en el caso particular en que m = 1, ya que
esto nos alcanza para visualizar las relaciones de los puntos de y con etiqueta impar (que
seran las mismas que las de 1”) y las relaciones de los puntos de y con etiqueta par (que
seran las mismas que las de 2”).

1" o 1" o 1 o
e o
'/ \ AN /,’ V?\
vy ,’z{, \3&\\ 4

I

Figura 4.2: Diagrama de Hasse de Q’, subcasos 1,2y 5

Figura 4.3: Diagrama de Hasse de Q’, subcasos 3 y 4

Subcaso 1: 1” > 1’ pero incomparable con 2’.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberd cumplirse que 1” > 3’ y que 1” es
incomparable con 4’. Ademads, como 1’ > 1, 1’ > 4, 3’ > 2y 3’ > 3, debera cumplirse
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que 1” > ¢ para todo q € O4. Por la Afirmacién , cualquier x” con x impar tiene las
mismas relaciones que 1” con todos los puntos de x y 3.

Por otro lado, aplicando una vez g, tenemos que 2” > 2/, 2" > 4’ y que 2" es incomparable
conl’y3’. Ademéds,como2’ > 1,2’ > 2,4’ > 3y4’ > 4,deberd cumplirse que2” > ¢ para
todo q € O. Por la Afirmacién , cualquier x” con x par tiene las mismas relaciones
que 2" con todos los puntos de « y f3.

Podemos ver el diagrama de Q' cuando m = 1 en el primer grafico de la Figura

El caso en el que 1” > 2’ pero es incomparable con 1’ es andlogo, ya que proviene de re-
etiquetar los puntos de 'y, cambiando k" por (k+1)"” paracadal < k < 2m —1y cambiar
(2m)” por 1”.

Subcaso2:1" > 1"y 1" > 2'.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberd cumplirse que 1” > 3’y 1”7 > 4’
Ademads, como 1’ > 1, 1’ > 4, 3’ > 2y 3’ > 3, debera cumplirse que 1” > q para todo
q € O4. Por la Afirmacién , cualquier x” con x impar tiene las mismas relaciones que
1” con todos los puntos de « y 3.

Por otro lado, aplicando una vez g, tenemos que 2” > 1/, 2”7 > 2/, 2" > 3"y 2" > 4/
Ademads, como 2’ > 1, 2/ > 4, 2/ > 2y 2’ > 3, deberd cumplirse que 2” > q para todo
q € O. Por la Afirmacién , cualquier x” con x par tiene las mismas relaciones que 2"
con todos los puntos de oty 3.

Podemos ver el diagrama de Q' cuando m = 1 en el segundo grafico de la Figura

Los casos en los que 1” es menor a algtn punto de o son analogos a los subcasos 1y 2, ya
que podemos obtenerlos tomando el subposet opuesto (Q2')°7, renombrando los puntos
de o« — cambiando k por k’ para cada 1 < k < 4 —, y renombrando los puntos de # —
cambiando k’ por k paracada 1 < k < 4.

Subcaso 3: 1” < 1’ pero incomparable con 2’ y con todos los puntos de «.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberd cumplirse que 1” < 3’ y que 1” es
incomparable con 4’. Por la Afirmacién , cualquier x” con x impar tiene las mismas
relaciones que 1" con todos los puntos de o y f3.

Ademas, aplicando una vez g, tenemos que 2" < 2/, 2" < 4’ y que 2" es incomparable
con 1’y 3. Por la Afirmacién , cualquier x” con x par tiene las mismas relaciones que
2" con todos los puntos de x y f3.

Podemos ver el diagrama Q' cuando m = 1 en el primer grafico de la Figura

El subcaso en el que 1” < 2’ pero es incomparable con 1’ y con todos los puntos de x es
analogo a este tltimo subcaso, , ya que proviene de re-etiquetar los puntos de y, cambian-
do k” por (k +1)"” paracadal < k < 2m — 1 y cambiar (2m)” por 1”.
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Subcaso 4:1” <1’y 1” < 2/, pero incomparable con todos los puntos de «.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberd cumplirse que 1” < 3’y 1” < 4. Por
la Afirmacién , cualquier x” con x impar tiene las mismas relaciones que 1” con todos

los puntos de x y 3.

Ademads, aplicando una vez g, tenemos que 2" < 1/, 2" < 2/, 2" < 3’y 2" < 4'. Por la
Afirmacion , cualquier x” con x par tiene las mismas relaciones que 2" con todos los
puntos de oty 3.

Podemos ver el diagrama de Q' cuando m = 1 en el segundo gréfico de la Figura

Los casos en los que 1” es mayor a algtin punto de « pero incomparable con todos los pun-
tos de 3 son andlogos, ya que podemos obtenerlos tomando el subposet opuesto (Q)°7,
renombrando los puntos de « — cambiando k por k’ para cada 1 < k < 4 —, y renom-

brando los puntos de 3 — cambiando k' por k para cada 1 < k < 4.
Subcaso 5: Si 1” es incomparable con todos los puntos de x y 3.

Aplicando una vez g, obtenemos que 2" también es incomparable con todos los puntos de
oy (3. De hecho, por la Afirmacién , todos los puntos de y serdn incomparables con
todos los puntos de x y 3.

Podemos ver el diagrama de Q' cuando m = 1 en el tercer grafico de la Figura
Finalmente, la Afirmacién nos dice que no hay mds subcasos por analizar.

Veamos que, en todos los subcasos descriptos, ¢ = (4 3)(2 1)(3’ 1’) es efectivamente un
automorfismo de Q'. Para empezar, es sencillo ver que ¢ es un automorfismo de Q.

Por otro lado, las relaciones entre puntos de y y puntos de o« se preservan via ¢ ya que,
en todos los subcasos, o bien todos los puntos de y son mayores que todos los puntos de
« o bien todos los puntos de y son incomparables con todos los puntos de . Por tltimo,
como ¢ preserva parejas intercambiables en (3, también se preservan via ¢ las relaciones
entre puntos de y y puntos de (3.

Ahora, como ¢ es un automorfismo de Q" que deja fijos los puntos de y, por la Observacién
podemos extenderlo a un automorfismo de P via la identidad.

Como la extensién de ¢ no coincide con g' para ningtin i € N, llegamos a un absurdo. El
absurdo provino de suponer que habia s6lo un 2m—ciclo con m impar, asi que debe existir
otro 2s—ciclo con s € N impar, como queriamos. u

Corolario 4.1.8: B (Z4) =12
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Demostracion. Sea P un poset con {3 (Z) puntos y Aut (P) ~ Zs ~ (g). Por el Lema ??
sabemos que 3 (Z4) < 12. Porel Lema sabemos que g contiene al menos dos 4—ciclos.
Si contiene un tercer 4—ciclo, terminamos, asi que supongamos que no. Si g contiene un
2—ciclo, el lema anterior nos asegura que contiene otro 2—cicloy asi 3 (Zs) > 4+4+42+2 =
12 como queriamos. Resta analizar cuando g contiene exactamente dos 4—ciclos y ningtin
2—ciclo; etiquetamos g = (123 4)(1' 2’ 3’ 4'). Aligual que en el lema anterior, alcanza con
analizar los casos en los que 1 esta cubierto por {1’,2/,3’,4’}, por ninguno de ellos y los
casos de la Figura . 1. Como ya vimos, en los primeros dos casos la trasposicién (1’ 3’) es
un automorfismo de P, pero en este caso no coincide con g* para ningtin i € N. En todos
los casos de la Figura <. | hay permutaciones de los puntos de P que son automorfismos
pero no coinciden con ¢* para ningtin i € N, a saber:

» En los dos casos de la izquierda, tenemos la permutacién (1 3)(1’ 3').
» En el caso de arriba a la derecha, la permutacién (1 3)(2' 4').

» En el caso de abajo a la derecha, tenemos (4 3)(21)(3’ 1').
Llegando asi a un absurdo y completando la demostracién. |

Este corolario termina de probar el Teorema

Lema 4.1.9: Sea P un poset con Aut(P) ~ Z, ~ (g) yn € N. Supongamos que en su
descomposicion en ciclos disjuntos, g contiene un 3—ciclo y un 3m—ciclo con 3 f m.
Entonces existe otro ciclo 1 contenido en g de longitud 3s con s € N.

Demostracion. Sea Q el subposet inducido por los puntos del 3m—ciclo, que nombraremos
(1’2" .- (3m)’) y el 3—ciclo, que nombraremos (12 3), y supongamos que todos los demads
ciclos contenidos en g tienen longitud no divisible por 3.

La permutacién inducida por g en Q es la composiciéon (12 3)(1"2" --- (3m)’). Notar que,
gracias a eso, las relaciones entre los puntos del 3—ciclo y los puntos del 3m—ciclo, quedan
determinadas por la relacién de 1 con 1/,2" y 3'.

Observemos que, como todos los demas ciclos de g tienen longitud no divisible por 3, la
acciénde (g3 ) sobre P deja fijos todos los puntos de P excepto los del 3—ciclo y el 3m—ciclo.
Mas atn,

g% =(123)5(1" -+ (3m)")3.
Ademads, como 7 es coprimo con 3, la accién de (g%) restringida a {1, 2, 3} es transitiva, por
lo tanto

P —{1,...,Bm)} =Py —{1',...,(3m)"}
y Pox —{1,...,83m)"} =P, —{1,...,(3m)"}
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para todo par x,y € {1,2,3}.

Ahora, como n es multiplo de 3m por contener g un 3m—ciclo, sabemos que % es mul-

n
3

(m6d 3m), o bien T = —m (m6d 3m). En otras palabras:

tiplo de m. Como % no es multiplo de 3 y m tampoco, esto nos dice que, o bien & = m

ol
ol

(1/ (3m)/) — (1/ (3m)/)m o (1/ (3m)/) _ (1/ (3m)l)—m

En ambos casos, la accién de (g3) sobre P tiene m + 1 érbitas no unipuntuales, una es
{1,2,3} y las demas son, paracadal < i< m,

Ay ={(mk+1)":0<k<2}.
En consecuencia, para todo par x’,y’ que pertenezcan a la misma érbita A;, vale que

P —{1,2, 3} = iP<y’ —{1,2, 3} y P —{1,2, 3} = iP>y’ —{1,2, 3}

Cualquier automorfismo ¢ de Q que cumpla ¢ ({1,2,3}) = {1,2,3}
y ¢ (Ai) = Aj para todo 1 < 1 < m puede extenderse a un automorfismo de P via la
identidad.

Analicemos en primer lugar el caso en el que 1 esta relacionado con sélo uno de los puntos
1’,2" y 3’. Supongamos que 1 < 1’ y los demads casos seran analogos. En la Figura
tenemos un ejemplo de cémo quedaria el poset con m = 4, dondelos coloresde{1’,...,12'}
sefialan a qué orbita pertenece cada punto.

1/ 2/ 3/ 4/ 5/ 6/ 7/ 8/ 9/ 10/ 11/ 12/
[ ] ® (]

/

{

1 2 3

Figura 4.4: Diagrama de Hasse de Q,conm =4y 1 < 1"

Por un lado, los puntos del 3m—ciclo que cubrenalson C; ={(3k+1)": 0 < k <m —1}.
Por otro, los puntos del 3m—ciclo que cubrena 2 son C, ={(3k +2)': 0 <k < m —1}.

Consideremos la permutacién de puntos de Q que intercambia los puntos de la pareja {1, 2}
y, para cada 0 < k < m—1, intercambia los puntos de la pareja {(3k + 1)/, (3k + 1+ qm)’},
donde

)1 sim=1 (mdd 3)
1= 2 sim=2 (mdd 3)
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Notemos que (3k +1)" € C;y (3k+ 1+ gm)’ € C, y que esta permutacion intercambia
todos los puntos de C; con los de C,. Como es usual, las etiquetas son vistas mod 3m.

Esta permutacién de puntos de Q es, de hecho, un automorfismo de Q —deja fijoal 3y alos
puntos que lo cubren (los de etiqueta multiplo de 3), e intercambia 1 con 2 intercambiando
también todos los puntos que cubren al 1 (C;) con todos los puntos que cubren al 2 (C,).

Ademads, 3k +1 =3k + 1+ qm (m6éd m), asi que existe 1 <i < mtal que (3k+1)" € A;
y (3k +1+ gm)’ € A;. En otras palabras, si llamamos ¢ a este automorfismo, se cumple
que (A1) = A1y ¢(Az) = A,.

Por la Observacién , podemos afirmar que este automorfismo de Q se extiende a
un automorfismo de P via la identidad. Esto es absurdo, ya que dicho automorfismo no
coincide con g' para ningtin i € N. Entonces esta situacién no es posible.

El caso en el que 1 esta relacionado con dos de los puntos 1,2’ y 3’ se trata de un poset
complementario a alguno de los anteriores — en los que 1 estaba relacionado sélo con
uno de los puntos 1/,2" y 3’ — por lo que tiene exactamente los mismos automorfismos y
llegamos nuevamente a una contradiccion.

Por dltimo, si 1 esta relacionado con 1/,2’ y 3" a la vez (o con ninguno), la permutacién
de puntos de Q que intercambia la pareja {1,2} es un automorfismo de Q que, por la Ob-
servacion , se extiende a un automorfismo de P via la identidad, pero esto no es
posible.

Habiendo agotado todos los casos, llegamos a un absurdo. Como el absurdo provino de
suponer que todos los demads ciclos tenian longitud no divisible por 3, concluimos que
existe algtn otro ciclo contenido en g de longitud multiplo de 3, como queriamos. |

Lema4.1.11: Sea P un poset con Aut(P) ~ Z,, ~ (g) yn € N. Supongamos que en su
descomposicién en ciclos disjuntos, g contiene un p—ciclo y un 2p—ciclo. Entonces,
sip =50 p =7, existe otro ciclo n contenido en g de longitud p - s con s € N.

Demostracion. Sea Q el subposet inducido por los puntos del 2p—ciclo, que nombraremos
(1'2" --- (2p)’) y el p—ciclo, que nombraremos (12 --- p) y supongamos que todos los
demas ciclos contenidos en g tienen longitud no divisible por p.

La permutacién inducida por g en Q es la composicién (12 --- p)(1’ 2’ --- (2p)’). Notar
que, gracias a eso, las relaciones entre los puntos del p—ciclo y los puntos del 2p—ciclo,

quedan determinadas por la relacién de 1 con 1/,2/,3,...,p".

Observemos que, como todos los demas ciclos de g tienen longitud no divisible por p, la
accién de (g ) sobre P deja fijos todos los puntos de P excepto los del p—ciclo y el 2p—ciclo.
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Mas atn,

gr =(1---p)r(1' -~ (2p))7.
Dicho esto, como (g7 ) acttia transitivamente sobre (1 --- p) por ser  coprimo con p y
deja fijos todos los puntos de P excepto los del p—ciclo y el 2p—ciclo,

P —{1,...,2p) =Py —{1",...,(2p)"}
y Pox —{1,...,2p) =Py —{1/,...,(2p)"}

para todo par x,y € {1,2,...,p}

Algo que nos serd de mucha utilidad, es el hecho de que > - k toma todos restos distintos
en la divisién por 2p para0 < k <p — 1.

En efecto, supongamos que 3 - k1 = - k; (m6d 2p) para algun par ki, k; € Ncon 0 <
ki <k <p—1.Como % es coprimo con p, vale que k; =k, (méd p). Esto tltimo, como
1 <k, —k; < p—1, esuna contradiccion.

Estos p restos distintos son exactamente todos los restos pares en la divisién por 2p, porque
o s par (por contener g un 2p—ciclo). Luego, la accién de (g7 ) sobre P tiene 3 6rbitas no
unipuntuales, una es{1,2,...,p}y las otras dos son

L 1

En otras palabras, los puntos de etiqueta par y los puntos de etiqueta impar.
Maés atin, para todo par x’,y’ que pertenezcan a la misma 6érbita (A; o A,), vale que

iP<X/_{1/'-~/p}:ﬂ)<y/_{1/-"/]9} y £P>X’_{1/"-/p}:?>y’_{1/---/]9}-

Cualquier automorfismo ¢ de Q que cumplad ({1 --- p}) ={1 --- p},
¢ (A1) = A1y ¢ (Az) = A, puede extenderse a un automorfismo de P via la identidad.

Vamos a definir ahora un nuevo poset Q’, que consiste en agregarle a Q un punto 1” y
agregar las relaciones 1” > i’ para todo 1 < i < 2p impar.

En la Figura <5 podemos observar un ejemplo conp =7y 1 < 1’ — como mencionamos
antes, esto ultimo define todas las demas relaciones de Q.

Si 1 no esté relacionado con i’ para ningin 1 < i < 2p, la permutacién de puntos de Q
que intercambia la pareja {1, 2} es un automorfismo de Q que, por la Observacién ,
se extiende a un automorfismo de P via la identidad, pero esto no es posible ya que no
coincide con g' para ningun i € N.

Por lo tanto, a partir de ahora podemos suponer que 1 esta relacionado con i’ para algin
1 <1< 2p. Sin pérdida de la generalidad supondremos que 1 < i’ paraalgin1 <1i < p.
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1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.5: Diagrama de Hasse de Q’, conp =7,1< 1".

En particular, esto nos permite afirmar que cualquier automorfismo ¢ de Q cumple
¢{1" - (2p)D =" --- 2p)y & ({1 -~ pH) ={1--- ph

Dicho esto, notemos que si encontrdsemos un automorfismo ¢’ de Q’, este debe dejar fijo
a 1” — por tener altura estrictamente mayor que los demés puntos de Q’.

Ademads, como 1” es un punto fijo, deberd suceder que ¢'(A1) = A1y ¢'(A,) = Ay, yaque
los puntos de A; estan cubiertos por 1” y los de A; no.

Por lo tanto, al restringir ¢’ a Q, obtendriamos un automorfismo ¢’| o de Q que cumple
(])’|Q {1 --phH={1--p}, (])’|Q(A1) =A1y d)"Q(Az) = A, que por la Observacion

se puede extender a un automorfismo de P via la identidad.

Por otro lado, a lo sumo p automorfismos ¢ de Q pueden extenderse via la identidad a
automorfismos de P y a su vez cumplir (A1) = A1y ¢(Az) = Ao.

Esto es porque los tinicos automorfismos 1\ de P que cumplen P(A;) = Ay P(A,) =
A; son los de la forma g** con k € N y estos automorfismos restringidos a Q inducen
exactamente p automorfismos de Q distintos — si 2k = 2k’ (mdd 2p) la permutacion
inducida por g** en Q es la misma que la inducida por g?*'.

Entonces, si encontramos al menos p + 1 automorfismos de Q’, habremos llegado a una
contradiccion.

Parap =5y p =7, en SAGE iteramos sobre todos los subconjuntos no vacios S C {1, ..., p}
y, en cada iteracién, preguntamos el cardinal del grupo de automorfismos del poset Q'
descripto anteriormente, en el caso particular en el que 1 < s’ para todo s € S.

Tanto en el caso p = 5 como en el caso p = 7, todas las iteraciones nos devolvieron que el
grupo de automorfismos de Q' tiene cardinal al menos 2p > p+1 por lo que efectivamente
llegamos a un absurdo.

Como el absurdo provino de suponer que no existia otro ciclo con longitud divisible por
p, concluimos que si existe, como queriamos.

En las siguientes paginas, dejamos el c6digo utilizado para los casos p =5y p =7, para
que un lector interesado pueda correrlos por su cuenta. u
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import itertools
def findsubsets(s, n):

return [set(i) for i in itertools.combinations(s, n)]

#del 1 al 10 estdn "abajo", del 11 al 15 estdn "arriba”, y 16 es 1''
elms = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]

for k in range(0,6):
s =40, 1, 2, 3, 4}

#recorro todos los subconjuntos postibles de s, que en la demostracion los llamé S
for x in findsubsets(s, k):
rels = []
for i in range(1,11):
for q in x:
if (gq+i) % 5 != 0:
rels.append([i, 10 + (gq+i) % 51)
else:
rels.append([i,15])

#agregamos manualmente las relaciones de 16, o sea 1''
rels.append([16,10])
rels.append([16,8])
rels.append([16,6])
rels.append([16,4])
rels.append([16,2])

#construyo el poset y calculo el grupo de automorfismos de su diagrama de Hasse
P = Poset((elms, rels), cover_relations = True, facade = False)

G = P.hasse_diagram() .automorphism_group()

#calculo el cardinal del grupo

¢ = G.cardinality()

#imprimo cardinal y generadores del grupo

print(c)

print(G)

#imprimo el dibujo del diagrama de Hasse, aunque nmno lo mecesito

P.show()
print ('FIN')

Casop =5
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import itertools
def findsubsets(s, n):

return [set(i) for i in itertools.combinations(s, n)]

#del 1 al 14 estdn "abajo", del 15 al 21 estdn "arriba”, y el 22 es el punto 1''
elms = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22]

for k in range(0,8):
s ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

#recorro todos los subconjuntos postibles de s, que en la demostracion los llamé S
for x in findsubsets(s, k):
rels = []
for i in range(1,15):
for q in x:
if (g+i) % 7 !'= O:
rels.append([i, 14 + (q+i) % 71)
else:
rels.append([i,21])

#agregamos manualmente las relaciones de 22, osea 1''.
rels.append([22,14])
rels.append([22,12])
rels.append([22,10])
rels.append([22,8])
rels.append([22,6])
rels.append([22,4])
rels.append([22,2])

#construyo el poset y calculo el grupo de automorfismos de su diagrama de Hasse
P = Poset((elms, rels), cover_relations = True, facade = False)

G = P.hasse_diagram() .automorphism_group()

#calculo el cardinal del grupo

¢ = G.cardinality()
#imprimo cardinal y generadores del grupo
print(c)

print (G)

#imprimo el dibujo del diagrama de Hasse, aunque no lo mecesito
P.show()

print ('FIN')

Casop =7
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Antes de seguir, vamos a definir una funcién que nos permitird simplificar los enunciados
los siguientes resultados.

Definicion 4.1.13: Definimos b: Pot — {1,2,3}, donde Pot =
{p*:p primoy k € N} como:

(1 sipk=2

b (p*) =< 3 sipk=3,457

{ 2 sino

Lema 4.1.14: Sean = p;"' - p& donde los p; son primos distintos.
Existe un poset P tal que Aut(P) ~ Z, y

T

P=Y B (Z,0) =3 by
i=1

i=1

Demostracion. Sea P; un poset con |Pi| = B(Zpgi) puntos y Aut(P;) ~ L. Observemos
que el join o suma ordinal entre todos estos posets para cada 1 < i < 1, es decir:

P=P1®---dP

cumple exactamente lo pedido. |

Este ultimo resultado podria sugerirnos que en general

(@) L e(a)

pero esto no es cierto. En el ejemplo de abajo mostramos que 3 (Z12) =3-3+4-3—1 = 20.
El poset de la Figura ' .© se describe concretamente como:
» El conjunto subyacente es{1,2,...,10fU{1’,2’,...,10"}.

» SiS ={0,1,3} entonces, paracadal < i< 6,1 < (i+ k)’ para todo k € S, mirando
las etiquetas médulo 6.

» Si S’ ={0,1} entonces, paracada?7 < 1< 10,1 < (i + k)’ para todo k € S’, mirando
las etiquetas médulo 4.
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Figura 4.6: Diagrama de Hasse de un poset con 20 puntos y grupo de automorfismos Zi,

7" <x'y 9" <x'paratodo1l < x < 6 impar.

8 <x'y1l0’ < x' paratodo1 < x < 6 par.

» 7<xy9 <xparatodol < x < 6 par.

8 <xyl0 < xparatodo1l < x < 6 par.

Lema 4.1.15: El poset de la Figura * ¢ tiene grupo de automorfismos Z5.

Demostracion. Sean a = (789 10)(7'8'9'10")yb=(123456)(1'2'3"4'5"6’).
Empezamos notando que (ab) es un subgrupo del grupo de automorfismos del poset en
cuestién. Mas atin, como el orden de una permutacién es el mcm de las longitudes de los
ciclos disjuntos que contiene, este subgrupo ciclico es exactamente Zi,.

Para probar la igualdad, alcanza con ver que todo automorfismo de este poset puede es-
cribirse como (ab)™ para algin m € N. Y para ver eso alcanza con ver que el tinico auto-
morfismo que tiene a 1’ y 7 por puntos fijos a la vez es la identidad.

En efecto, supongamos que esto se cumple y ) es un automorfismo de este poset. Como los
automorfismos preservan altura, {1/,2’,3',4',5’,6'} y {7,8,9, 10} quedan invariantes por
ya que son los puntos maximales y minimales respectivamente. Entonces {(1’) = k' para
algin 1 < k < 6. Como (ab)* -1’ =k’ y ab es un automorfismo, (ab) * es un automor-
fismo que cumple (ab) (1) = 1’. Como 8 y 10 son los tnicos puntos de {7, 8,9, 10} que
estan cubiertos por tres puntos cubiertos por 1/, el conjunto {8,10} queda invariante por
(ab) ¥ , y por lo tanto también {7, 9}. Luego, debe ser (ab) *(7) = qconq =7 09.

Si q =7, por hipétesis (ab) ¥ = 1d y entonces { = (ab)* como queriamos.

Siq =9, como ay b conmutan por ser ciclos disjuntos, (ab) "t (1") = 1"y (ab) Y (7) =
7, asi que por hipétesis (ab)** = Id y entonces P = (ab) " como queriamos.

57



CAPITULO 4. EL CASO CICLICO

Sea ¢ un automorfismo del poset en cuestién que cumple @(1') =1y @(7) =7.

Como 9 es el tinico punto de {7, 8,9, 10} — que queda invariante por ¢ por ser el conjunto
de puntos minimales — tal que existen tres puntos de altura 1 que lo cubrenaélya?7ala
vez, es @(9) = 9. De los puntos de que estadn cubiertos por 1/, el tinico que cubrea7 y 9 a
la vez es 1, asi que @(1) = 1. Del mismo modo, de los puntos que estadn cubiertos por 1/,
el tnico que cubrea7 ynoa9es 7/, asique o(7') =7".

Ademas, 6’ es el tnico punto de {1/,2/,3',4',5',6'} — que queda invariante por ¢ pues
preserva alturas — que no cubre a 1 y no cubre a 7/, asi que ¢(6’) = 6’. Ahora, como los
automorfismos preservan altura, el conjunto {1, 2,3,4,5,6}U{7/,8’,9’,10'} queda invariante
al aplicar ¢; y como 2 es el inico punto de este conjunto que no esta cubierto por 1’ ni 6’,
debe ser @(2) = 2. De los puntos que cubren a 2, el tnico que no cubre a 7’ es 2/, asi que
@(2') =2’. Entre los puntos de {1/,2/,3/,4’,5’,6’} que no cubren a 7’, el tinico distinto de
2'y6'es4’,asi que @(4') = 4'. El inico punto que cubren 4’ y 6" que no esta cubierto por
2’ es 3, asi que @(3) = 3. Los tinicos puntos que cubren a 3 son 3’,4’ y 6/, como los dltimos
dos quedan fijos por ¢ debe ser ¢(3’) = 3’. Luego, como probamos que todos los puntos
maximales salvo 5" quedan fijos, debe ser @(5’) = 5’. Notar que, paratodo1 < i < 6, el
punto i estd determinado por los tres puntos de {1',2/,3’,4',5’,6’} que lo cubren, asi que
(i) =iparatodol <1i<6.

Luego, {7/,8’,9’,10'} queda invariante por ¢ y, como 7’ es punto fijo y 9’ es el tinico punto
en este conjunto distinto de 7’ que estd cubierto por 1/, es ¢(9’) = 9’. El tinico punto
cubierto por 7" y 2 es 10, asi que ¢(10) = 10. El tinico punto cubierto por 9’ y 2 es 8, asi
que @(8) = 8.Como, 9’ es el tinico punto que cubrea 8y 9 ala vez, ¢(9’) = 9’. Finalmente,
como 8’ es el tinico punto que cubrea 7 y 8 ala vez, ¢(8’) = 8’ y como 10’ es el tinico punto
que cubre a9y 10 ala vez, ¢(10’) = 10’". Luego ¢ = Id como queriamos. |

Lema 4.1.16: Sean =12-p;5°---p¢ donde los p; son primos distintos que no son 2
ni 3. Existe un poset P tal que Aut(P) ~ Z,, y (definiendo p;* =4y p,? =3)

7l = (Z B (Zpgi)> —1= (iﬂﬁ”)m‘“) -1,
i=1 i=1

Demostracion. Sea P; un poset con |Pi| = B(Z P a;) puntos y Aut(P;) ~ Ly oy sea Po un
poset con 3 (Z1;) = 20 puntos y Aut(Py) ~ Z,. Observemos que el join o suma ordinal
entre todos estos posets para cada 0 < i < 1, es decir:

(P:[PO@...@QDT

cumple exactamente lo pedido, ya que 3 (Z12) =20 = (Z3) + P (Z4) — 1. n
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Lema 4.1.17: Sea P un poset con Aut(P) ~ (g) y |gl = n para alginn € N, y sea
p]fl ' una potencia tal que pja " || n. Supongamos que sélo existen dos ciclos ; y o
en g con longitud divisible por p;, y que estas longitudes son ambas p;l .SiQesel
subposet de P inducido por los puntos de estos ciclos, entonces:

Aut(Q) ~Z_q.
Pj

n
Demostracion. Definimos c; = -

P;
El automorfismo g% deja fijos todos los puntos de P, excepto los de & y 3, asi que

¢ __ A% A%
g7 =0y

. j Cj Cj j . . .
Como c; es coprimo con p).a ’, tanto o;” como «;,’ son pja ’—ciclos involucrando los mismos
puntos que o y &, respectivamente.

Esto quiere decir que la acciéon de (g®i) sobre P tiene 2 érbitas no unipuntuales, una de ||
puntos y otra de || puntos. Como ademas deja todos los otros puntos de P fijos, dados
i, €{1,2} conr # i, para todo par de puntos x ey de «; es:

fP<x_oocr :‘J)<y_oocT y fP>x_ooc :U)>y_ocx

T T*

Si los puntos de Oy, U O4, formaran una anticadena, tendriamos algo mas fuerte; para
cada i € {1,2} valdria que
:P<x - (P<y y :P>x - iP>y

para todo par de puntos x e y de «;. Esto quiere decir que habriamos encontrado un auto-
morfismo que intercambia dos puntos de, por ejemplo, «; y deja todos los demés puntos
de P fijos; pero este no coincide con g' para ningtin i € N. Por lo tanto, esta situacién no
puede ocurrir — hay algtin x en ®; e y en &, que cumplenx <y 6 x > y.

Esto nos dice que todo automorfismo de Q manda puntos de «; en puntos de «; y puntos
de o, en puntos de @, — ya que los puntos de estos ciclos tienen alturas distintas — y
entonces se puede extender via la identidad a un automorfismo de P.

En otras palabras, cualquier automorfismo de Q es la restriccion de algtin automorfismo
de P. Los tnicos automorfismos de Q inducidos por automorfismos de P son los de la
forma of"af* con1 < m < pjClj y, por lo tanto, Aut(Q) ~ (xj0tp) =~ prj. |

Hagamos ahora unas observaciones y definiciones previas a la demostracién del teorema.
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Definicién 4.1.18: Un multiconjunto de nimeros naturales es un par (A, v ) donde
A es un conjunto de nimeros naturales y va : A — N es una funcién de multiplici-
dad asociada. Informalmente, es un conjunto con repeticiones: si a € A, va(a) me
dice cudntas veces aparece a en el multiconjunto.

En general vamos a cometer un abuso de notacién y, dado un multiconjunto (L, v{ ), vamos
a escribirlo como L = {l;,1,,...,In}donde N = 3., vi(l) y Ly, ..., Ix son los elementos
de L incluyendo repeticiones.

Ejemplo: Si (L, vy ) se define como L = {1,2} con v{ (1) = 2y v{(2) = 3, vamos a escribir
L = {1,1,2,2,2}; aunque no nos va a interesar en qué orden estan, también podriamos
escribir L ={2,1,2,1,2}.

Recordemos que en la Desigualdad Fundamental, dados aj, ..., a, € N definfamos D =
{di,..., dm} como el conjunto de potencias de primos que dividen exactamente a algtn a;
con 1 < i< n. También definfamos (ki)i<i<m de modo que

ki =H{1 <j <n:di|q}l y probamos que se cumplia

a1+...+an>k1dl+...+kmdm.

En particular, dado un multiconjunto L = {l;, ..., In}, podemos aplicar esta desigualdad a
sus elementos con repeticion 1y, 1, ..., Iy € N.

Teniendo en mente esto, definimos una funcién f : Mult (N) x N — Nj de manera que, si
L={l,1,,...,In}esunmulticonjunto y (ki)i<i<m, ¥ (di)i<i<m, sonlos de la desigualdad
fundamental aplicadaa l;,..., Iy € N:

ki sid=d; lgin1 < i<
f(L,d):{O z;no para algtn i<me

Ademas, denotaremos D al conjunto D que queda definido en esta aplicaciéon de la des-
igualdad fundamental y m; = |Dy|.

Con esta definicién dada, podemos reescribir el resultado de la desigualdad fundamental
aplicada sobre los elementos con repeticiéon del multiconjunto L como:

L+ 41y f(l_, dl)dl + - +f“—/ dmL)dmL'

Con esto dicho, podemos hacer una definicién que sera crucial para la demostracién del
teorema final de esta seccion.
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Definicién 4.1.19: Sea L = {l;,- - - , In} un multiconjunto de niimeros naturales y f
la funcién recién definida. Decimos que aplicamos una transformacion elemental al
multiconjunto L si lo cambiamos por otro multiconjunto L’, que se construye reem-
plazando algunos elementos de L, 1;,, ..., l;, por otros L,..., % y cumple:

» f(L',d) > f(L,d) paratodo d € N, d # 2.

Vamos a denotar como
{lill . -llis} = {l_lr . /K}

a la transformacion elemental que reemplaza los 1;,,...,1;, porlos 1, ..., L,.
Ejemplo: si L = {2, 3,3, 6} es un multiconjunto podemos aplicar
{2,6}—1{2,2,3}

que convierte a L en un nuevo multiconjunto L’ = {2, 2, 3, 3,3}. Notar que es efectivamente
una transformacion elemental pues2+6 >2+2+3, Dy =D, =1{2,3},f(L',2) =2> 1=
f(L,2) y f(L/,3) =3 > 2 = f(L,3).

4.2 EL TEOREMA DEL CASO CiCLICO

Ahora, estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de este capitulo que, dado
n € N, calcula el menor cardinal que debe tener un poset P con Aut(P) ~ Z,,.

Teorema 4.2.1: Sean = p;" ---p2 donde los p; son primos distintos.
Entonces, si12tn,08 | n o9 |n, se cumple que:

B(Zn) =) B(Z,a)=) b(p{)ps.
i=1 i=1

En cambio, si4 || ny 3 || n, se cumple que:

B(Zy) = (Z 5(Zp§i)> —1= (Zb(p?i)pi“) - 1.
i=1

i=1
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Demostracion. Sea P un poset finito con 3(Z,,) puntos y Aut(P) ~ Z,,.
Por la construccién ya hecha en los Lemas y , basta ver que

Zb(p?")pfi sil2fno8|no9%|n

(Zb(p?i)p?i> —1 si4llny3|n
i=1

El hecho de que 3, 4,5 y 7 sean los tinicos cuyo coeficiente en la cota no es menor o igual a
2, porque b(3) = b(4) = b(5) = b(7) = 3, motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.2.2: Decimos que a € {3,4, 5,7} es una potencia problemdtica si a || n.

Los argumentos utilizados en la demostracién del Lema nos permiten afirmar que,
siL ={l;,---,In} es el multiconjunto de las longitudes de todos los ciclos contenidos en
g — por supuesto, incluyendo repeticiones — vale que

L+ +I=>f(Ld)ds + -+ f(L,dm, )dm,
donde f(L,d;) > 2 paratodol <i<mpcond; #2yf(L,di) >1sidi =2.

Sin embargo, si aplicisemos una transformacién elemental, convirtiendo este multicon-
junto L en otro L', obtendriamos

PI=> 1> > U>H(L,di)di+- -+ (L, dm,)dm,.

leL Vel

Observar que tiene sentido usarlos (di)i<i<m, de Dy envezdelosde Dy/,yaque Dy C D¢
y si algtin dj no estd en Dy’ su coeficiente sera f(L’, d;) = 0. Mds atn, por definicién de
transformacion elemental, valdrd que f(L’,d;) > 2 paratodo1 < i < m con d; # 2, ya
que f(L’,di) > f(L, di).

Esto nos sugiere que podemos realizar una sucesién de transformaciones elementales al
multiconjunto L — de manera que los coeficientes de las potencias probleméticas aumen-
ten — hasta conseguir que la desigualdad fundamental nos devuelva la cota deseada.

Para lograr esto, vamos a presentar esta sucesion de transformaciones como un algoritmo,

pero antes vamos a necesitar hacer dos observaciones claves para el desarrollo del mismo.

Para cada potencia problemaética, o bien existe un tercer ciclo con ta-
mafio divisible por p; o bien alguno de los dos ciclos en cuestién tiene longitud p;l 'm con
m > 2.
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En efecto, consideremos una potencia problematica fija pja 'y supongamos, a modo de
contradiccién, que entre los ciclos de g hay exactamente dos ciclos de longitud p].a ', que
llamaremos o y 3, y todos los demas ciclos tienen longitud no divisible por p;.

Por el Lema 3.7, el subposet Q inducido por los puntos de « y 3 cumple Aut(Q) ~ ijaj :

Pero esto no puede ocurrir, ya que las potencias problemaéticas cumplen 5(Zpa1 ) = 3p;1 7,
j
de donde se sigue el resultado de la observacion.

Sea c un entero positivo cuya factorizacion en primoses ¢ = q7' - - - q¢°.

Si existen enteros positivos coprimos a y b tales que c = aby (a—2)(b —2) > 4, entonces

c>2q7" +---+2q5.

Empecemos probando que ab > 2a+2b. En efecto, esto ocurre si y s6losi ab—2a—2b > 0,
que sumando 4 a ambos lados es equivalente a:

(a—2)(b—2)=ab—2a—2b+4 >4

que se cumple por hipétesis. Ahora, si a = qiC qlk yb= qlkk+1 ---q;"* donde

{qy',..., 4} = {qffl,-. ,qff},
por el Lema se cumple que

Cig

ab >2a+2b >2q;" + - +2q5% +2q;, 5 + -+ 2g]

k+1

=2q" +- -+ 2q5

como queriamos.

Definicién 4.2.5: A un ciclo cuya longitud cumpla las condiciones de la observaciéon
anterior, lo llamaremos ciclo rebosante.

Silalongitud de un ciclo rebosante contenidoen ges ¢ = q;" - - - q¢* —y por lo tanto q]-C "In
para todo 1 < j < s — podemos recolectar q] ' puntos extra para cada 1 <j < s. Paraesto,
basta con aphcar la transformacién elemental:

(CESSCIT T ST SRR I N,
es decir, cambiando ¢ por dos copias de cada una de q;, ..., q$¢. Esto funciona ya que:

D1z U>A(L,d)d+--+f(L,d qul+Zde

lelL Lel’

Dicho de otra forma, f (L’, qjcj) =f (L, qjcj) + 1 paratodo 1 < j < sy, para todo d; que no
sea una de estas potencias, se cumplira f(L’, d;) = f(L, d;).
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Definicién 4.2.6: Dado un ciclo rebosante contenido en g, diremos que le estamos
aplicando una transformacion rebosante si le aplicamos la transformacién elemental

recién descripta.

Vamos a describir un algoritmo en cuatro pasos, y cada uno tendra un objetivo.

Cuando hablemos de aumentar el coeficiente f(L, d) para algin d € N nos estaremos refi-
riendo a realizar una transformacién elemental al multiconjunto L tranforméndolo en otro
L’ de modo que f(L’,d) > f(L, d).

En cada paso, llamamos L’ al multiconjunto actual — es decir, al multiconjunto que pro-
viene de haber aplicado la correspondiente sucesién de transformaciones elementales al
multiconjunto inicial L en pasos anteriores —y L” al multiconjunto obtenido una vez rea-

lizado el paso.

m Paso 1: tiene como objetivo realizar una transformacion elemental a L que, si 3 es
potencia problemaética, logre f(L”,3) > 3 0 f(L"”,3) > 4 segtn el caso.

s Paso 2: tiene como objetivo realizar una transformacién elemental a L’ que, si 5 es
potencia problematica, logre que f(L"”,5) > 3.

= Paso 3: tiene como objetivo realizar una transformacién elemental a L’ que, si 7 es
potencia problematica, logre que f(L",7) > 3.

= Paso 4: tiene como objetivo realizar una transformacion elemental a L’ que, si 4 es
potencia problemadtica, logre f(L”,4) > 3 o f(L"”,2) > 2 segtin el caso.

Para entender a qué nos referimos con "segtn el caso", hay que entender el objetivo final
del algoritmo, que dependerd de cudles son las potencias problematicas de n.

Si 4 no es potencia problemadtica, nuestro objetivo serd aplicar una sucesién de transfor-
maciones elementales hasta llegar a un multiconjunto L” que cumpla f(L”, d;) > 3 para
todo 1 < i< my tal que d; es una potencia problematica.

Importante: Si, ademds, n es par pero no multiplo de 4, debemos asegurarnos que todas
las transformaciones elementales que pasan de un multiconjunto L’ a otro L” cumplan
f(L”,2) > 1.

Si4 es potencia problematica pero 3 no lo es, nuestro objetivo serd aplicar una sucesiéon de
transformaciones elementales hasta llegar a un multiconjunto L” que cumpla f(L"”, d;) > 3
para todo 1 < i < my tal que d; es una potencia problematica distinta de 4 y ademas, o
bien f(L”,4) > 3, obien f(L",2) > 2y f(L",4) > 2.
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Esto ultimo nos sirve porque, como 4 es potencia problematica, 2 no serfa una potencia
que divide exactamente a n y, por lo tanto, podemos usar el término f(L",2) - 2 para com-
plementar a f(L”,4) - 4. En particular, f(L”,2) -2 4 f(L",4)-4>2-2+2-4=D0(4) - 4.

Importante: En el caso recién descripto, exigiremos que todas las transformaciones ele-
mentales que pasan de un multiconjunto L’ a otro L” cumplan f(L"”,2) > f(L’,2).

Si 3 y 4 son potencias problemadticas, nuestro objetivo serd, idealmente, aplicar una su-
cesién de transformaciones elementales hasta llegar a un multiconjunto L” que cumpla
f(L”,d;) > 3 paratodo 1 < i < my tal que d; es una potencia problemaética distinta de 4 y
ademas, o bien f(L”,4) > 3, obien f(L",2) > 2y f(L",4) > 2.

Pero habra un caso particular en el que no podremos lograr esto: si hay exactamente dos
ciclos con longitud divisible por 3 contenidos en g y estas longitudes son ambas iguales a
6, nos alcanzara con que cumpla f(L"”,3) > 4y f(L”,d;) > 3 paratodo 1 < i < m tal que
d; es una potencia problemética distinta de 4.

Notar que f(L”,3) -3+ f(L",4)-4 >4-34+2-4=Db(3)-3+b(4) -4—1; este es precisamente
el caso del teorema en el que la respuesta es un punto menos de "lo esperado".

Ahora si, pasamos a la descripcién completa del algoritmo.

Paso 1: mirando las potencias de 3.

Primero, notar que en este primer pasoes L =L’.

Si 3 no es una potencia problemaética o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 3,
entonces ya se cumple f(L,3) > 3 como queriamos, por lo que salteamos este paso.
Notar que en ninguno de estos casos necesitamos lograr f(L”,3) > 4 — en un caso 3 no es
potencia problematica y en el otro hay més de dos ciclos con longitud divisible por 3.

Por lo tanto, podemos suponer que 3 es una potencia problemética y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 3 en L. Por la Observacién , alguno de los dos
ciclos es de la forma 3m con m > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicindole una transformacion rebosante. Mas atin, luego de aplicar dicha trans-
formacioén, f(L”, q;l ) =f(L, qjcl ') + 1 para cada potencia q;l " que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias probleméticas que lo hagan.

Si no, los ciclos son de la forma3m y 3tcon2 < m <5y 1 < t < 5— pues de otro
modo alguno de los dos seria rebosante. Mas atin, como 3 es potencia problematica, my t
son coprimos con 3, ya que de lo contrario la longitud de alguno de los dos seria divisible
por 9 y entonces 3 no seria potencia problematica. Dicho esto, las posibles combinaciones

restantes son:
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(1) (3m,3t) = (6,3) (6) (3m,3t) = (12,12)

(2) (3m,3t) = (6,6) (7) (3m,3t) = (12,15)

(3) (3m,3t) = (6,12)

(4) (3m,3t) = (6,15) (8) (3m,3t) = (15,3)

(5) (3m,3t) = (12,3) (9) (3m,3t) = (15,15)

Los casos 1,5y 8 no son posibles por el Lema , ya que estamos suponiendo que existen
exactamente dos ciclos en g con longitud multiplo de 3.

En el caso 2, si 4 es una potencia problematica, aplicamos la transformacién elemental
{6,6} —{3,3,3,3}

provocando los cambios f(L"”,3) = f(L,3) +2 > 4y f(L”,2) = f(L,2) — 2. Notar que las
restricciones que atafien a f(L,2) sélo aplican en los casos donde 4 o 3 no son potencias
problematicas, y no en este donde 3 y 4 son ambas potencias problematicas.

Recordar que este serd el tinico caso en el que debemos lograr f(L",3) > 4.

Es interesante destacar que, cuando aplicamos el algoritmo con n = 12, este es el caso que
nos sugiere el ejemplo con 20 puntos que exhibimos en la Figura

En particular, las longitudes de ciclos en ese ejemplo son {4, 4, 6,6} y nuestro algoritmo
hace la transformacién elemental

{4,4,6,6}— {4,4,3,3,3,3}

logrando nuestro objetivo de f(L’,3) > 4y f(L’,4) > 2.

Si 4 no es una potencia problematica, aplicamos la transformacién elemental
{6,6} —{2,3,3,3}

provocando los cambios f(L”,3) = f(L,3) +1 > 3y f(L”,2) = f([,2) —1 > 1. Como n es
par por contener un 6—ciclo pero podria no ser multiplo de 4, es importante que se cumpla
f(L’,2) > 1, ya que exigimos esto antes de empezar el algoritmo.

En el caso 3, aplicamos en L’ la transformacién elemental:

{6,12} — {3,3,3,4,4}

provocando los cambios f(L”,3) = f(L,3) +1 > 3, f(L”,4) = f(L,4) + 1y f(L",2) =
f(L,2) — 1. Notar que en este caso no aplican las restricciones a f(L,2), ya que aqui 3 es
potencia problemética y n es multiplo de 4 por contener un 12—ciclo.
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En el caso 4, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
{6,15}—{2,3,3,3,5,5}

provocando los cambios f(L"”,3) = f(L,3) +1 > 3, f(L”,5) = f(L,5) + 1 y manteniendo el
valor de f(L,2), es decir, f(L”,2) = f(L,2).

En el caso 6, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
{12,12} — {3,3,3,4,4,4}
provocando los cambios f(L"”,3) = f(L,3) +1 >3y f(L",4) = f(L,4) + 1.
En el caso 7, aplicamos en L’ la transformacion elemental:
{12,15} — {3,3,3,4,4,5,5}

provocando los cambios f(L”,3) = f(L,3) +1 > 3, f(L”,4) = f(L,4) + 1y f(L",5) =
f(L,5) + 1.

En el caso 9, aplicamos en L’ la transformacién elemental:

{15,15} — {3,3,3,5,5,5}

provocando los cambios f(L”,3) = f(L,3) +1 > 3y f(L",5) = f(L,5) + 1.

Notar que en todos los casos, ademas de lograr f(L”,3) = f(L’,3) +1 > 3 o f(L",3) =
f(L’,3) +2 > 4 segtn el caso, siempre que aplicamos una transformacién elemental a
un ciclo con longitud divisible exactamente por 4,5 o 7 también aumentamos en 1 los
coeficientes f(L,4), f(L,5) y/o f(L,7) respectivamente.

Paso 2: mirando las potencias de 5.

Si 5 no es una potencia problematica o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 5 en
L, entonces ya se cumple f(L,5) > 3 como queriamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 5 es una potencia problemética y que hay exactamente
dos ciclos contenidos en g con longitud maltiplo de 5.

Si en el Paso 1 le aplicamos alguna transformacién elemental a alguno de estos dos ciclos,
entonces ya conseguimos aumentar en 1 el valor de f(L, 5), es decir, logramos f(L’,5) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.
A partir de ahora podemos suponer también que hasta el momento no le aplicamos una

transformacién elemental a estos dos ciclos — que son los tinicos con longitud multiplo
de 5.
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Por la Observacion , alguno de los dos ciclos es de la forma 5t con t > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicindole una transformacion rebosante. Mas atin, luego de aplicar dicha trans-
formacién, f(L"”, q;l ) =f(L, qja ') + 1 para cada potencia q;l " que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias probleméticas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.
Los ciclos son de la forma 5m y 5t cont > 2 y my t coprimos con 5, ya que de lo contrario
la longitud de alguno de los dos seria divisible por 25 y eso contradice que 5 sea potencia
problematica. Como (5 — 2)(k — 2) > 4 para todo k > 4 — por lo que todo 5k—ciclo con
k > 4y k coprimo con 5 seria rebosante — los tinicos casos posibles son:

(1) (5m,5t) = (5,10) (4) (5m,5t) = (10,15)

(2) (5m,5t) = (5,15)

(3) (5m,5t) = (10,10) (5) (5m,5t) = (15,15)

Por el Lema , el caso 1 no es posible.

En el caso 2, como no necesitamos aumentar el valor de f(L’,3) (pues si 3 fuese potencia
problemética, esto ya lo hubiésemos hecho en el paso 1), aplicamos en L’ la transformacion
elemental:

(5,15) — (3,5,5,5)

provocando que f(L”,5) = f(L/,5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L’,3), es decir,
f(L”,3) =f(L’,3).

En el caso 3, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
{10,10} —{2,2,5,5,5}

provocando que f(L”,5) = f(L’,5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L’,2), es decir,
f(L”,2) = f(L’,2).

En el caso 4, como no necesitamos aumentar el valor de f(L’,3) (pues si 3 fuese potencia
problematica, esto ya lo hubiésemos hecho en el paso 1), aplicamos en L’ 1a transformacién
elemental:

{10,15} —{2,3,5,5, 5}

provocando que f(L”,5) = f(L’,5) + 1 > 3 y manteniendo los valores de f(L’,2) y f(L’,3),
es decir, f(L”,2) = f(L',2) y f(L”,3) = f(L’,3).

En el caso 5, aplicamos en L’ la transformacién elemental:

{15,15} — {3,3,5,5,5}
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provocando que f(L”,5) = f(L’,5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L’,3), es decir,
f(L"”,3) = (L', 3).

Notar que en todos los casos, ademds de lograr f(L”,5) = f(L/,5) + 1 > 3, siempre que
aplicamos una transformacién elemental a un ciclo con longitud divisible exactamente
por 4 o 7 también aumentamos en 1 los coeficientes f(L’,4) y/o f(L’,7) respectivamente.
Ademas, siempre que aplicamos una transformacién elemental a un ciclo con longitud
multiplo de 3, mantuvimos o aumentamos el coeficiente f(L’, 3).

Paso 3: mirando las potencias de 7.

Si 7 no es una potencia problematica o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 7 en
L, entonces ya se cumple f(L,7) > 3 como queriamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 7 es una potencia problemética y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 7 en L.

Si en el Paso 1 o en el Paso 2 le aplicamos alguna transformacién elemental a alguno de
estos dos ciclos, entonces ya conseguimos aumentar en 1 el valor de f(L, 7), es decir, logra-
mos f(L’,7) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.
A partir de ahora podemos suponer también que hasta el momento no le aplicamos una

transformacién elemental a estos dos ciclos — que son los tinicos con longitud mdaltiplo
de?7.

Por la Observacion , alguno de los dos ciclos es de la forma 7t con t > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicindole una transformacién rebosante. Mas atin, luego de aplicar dicha trans-
formacioén, f(L"”, q]fl ) =f(L, qja ') + 1 para cada potencia q].Cl " que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias probleméticas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.

Las longitudes de estos dos ciclos son de la forma7my7tcont > 2y my t coprimos con7;
de lo contrario la longitud de alguno de los dos seria divisible por 49 y eso contradice que
7 sea potencia problemética. Como cualquier ciclo de longitud 7k con k > 3 y k coprimo
con 7 es rebosante — ya que en ese caso (7 — 2)(k —2) > 4, los tinicos casos posibles son:

(1) 7y 14

(2) 14y 14
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Por el Lema , el caso 1 no es posible.

En el caso 2, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
(14,14} — {2,2,7,7,7}

provocando que f(L”,7) = f(L’,7) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L’,2), es decir,
f(L"”,2) = f(L’,2).

Notar que en todos los casos, ademés de lograr f(L”,7) = f(L’,7) +1 > 3, siempre que
aplicamos una transformacién elemental a un ciclo con longitud divisible exactamente
por 4 también aumentamos en 1 el coeficiente f(L’,4). Ademads, siempre que aplicamos
una transformacién elemental a un ciclo con longitud multiplo de 3 o 5, mantuvimos o

aumentamos el coeficiente (L', 3) y/o f(L’,5) respectivamente.

Paso 4: mirando las potencias de 4.

Si 4 no es una potencia problematica o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 4 en
L, entonces ya se cumple f(L,4) > 3 como queriamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 4 es una potencia problematica y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 4 en L.

Si existe algtin otro ciclo de longitud par, por el Lema existe otro ciclo de longitud
par més. Y de aqui se desprenden dos situaciones que analizamos en el préximo pérrafo.

Si f(L/,2) > f(L,2), tenemos f(L',2) > 2y f(L’,4) > 2, por lo que terminamos. Si no,
quiere decir que en el paso 1 pasamos por el caso 2 — donde conseguimos f(L’,3) > 4y
f(L',4) > 2 como queriamos — o bien por el caso 3 — donde conseguimos f(L’,3) > 3y
f(L',4) > 3 como querfamos — ya que estos son los tinicos casos en los que disminuimos
el valor de f(L,2); asi que en este segundo caso tampoco hay nada que hacer.

A partir de ahora, podemos suponer también que no existe un ciclo de longitud par dis-
tinto de los dos 4—ciclos.

Sienel Paso 1, el Paso 2 o el Paso 3 le aplicamos alguna transformacién elemental a alguno
de estos dos ciclos con longitud mdltiplo de 4, entonces ya conseguimos aumentar en 1 el
valor de (L, 4), es decir, logramos f(L’,4) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.

Entonces, a todas las suposiciones anteriores podemos agregar la suposicion de que hasta
el momento no le aplicamos una transformacién elemental a estos dos ciclos — que son
los tnicos con longitud maltiplo de 4.
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Por la Observacién ,alguno de los dos 4—ciclos es de la forma 4m con m > 2. Méas atn,
m # 2 por que ningun ciclo puede tener longitud multiplo de 8, ya que 8 no es potencia
problematica por serlo 4. Asi que m > 3.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicdindole una transformacién rebosante. Mas atin, luego de aplicar dicha trans-
formacion, f(L"”, q].a ) = f(L, qja ') + 1 para cada potencia q]-a " que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias problematicas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.

Las longitudes de los ciclos son de la forma 4m y 4t cont > 2y m y t impares; de lo
contrario la longitud de alguno seria divisible por 8 y eso contradice que 4 sea potencia
problematica. Como (4 — 2)(k — 2) > 4 para todo k > 4 — por lo que todo 4k—ciclo con
k > 4 y k impar seria rebosante — los tinicos casos posibles son:

(1) 4y 12
(2) 12y 12
En el caso 1, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
{4,12} — {4,4,4,3}

provocando que f(L”,4) = f(L’,4) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L’,3), es decir,
f(L"”,3) = f(L’,3).

En el caso 2, aplicamos en L’ la transformacién elemental:
(12,12} — {3,3,4,4,4}.

provocando que f(L”,4) = f(L’,4)+1 y manteniendo el valor de f(L’, 3), es decir, f(L",3) =
f(L'3).

Al finalizar este tltimo paso, terminamos el algoritmo.

Finalmente, si L” es la lista final, mediante una sucesion de transformaciones elementales

obtuvimos:

Pl=Y 1> Y V=L d)di+ -+ (L, dmy)dim,

161— 1//€L//

Sil24n,08|no9|n,
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En cambio, si3|Iny4|n,

P> ) i) +4'3+2'4=<Zb(p€“)p?i>—1

1<igr
pii#34

que es precisamente el resultado deseado. |
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CariTUuLO 5

El caso p-grupo

El objetivo principal de este capitulo es calcular 3(G) para todo G que sea p—grupo con
p > 11, sin embargo de las demostraciones se podran deducir cotas parap =5y p =7.
Los resultados preliminares de este capitulo son algunos originales y muchos otros extrai-
dos de [ ], aunque parte de nuestro aporte fue completar sus demostraciones — que
no estdn completas. En las demads secciones, todos los resultados — si bien tienen ideas
inspiradas en los resultados de Arlinghaus — son originales.

Lo dltimo que haremos es probar el siguiente resultado:

Teorema 5.0.1: Sea P un poset con Aut(P) ~ []i'; Z,e con p primo, y a; > qj si
i <j. Entonces, si p > 5, se cumple que:

n

P>y 2p%.

i=1

Con el fin de hacer més organizada la solucién, vamos a probar algunos resultados y de-
finiciones preliminares sobre permutaciones. Vamos a fijar n € Ny los enteros ay, ..., a,,
que son arbitrarios, por el resto del capitulo.

5.1 PRELIMINARES

En esta seccién vamos a probar algunos resultados sobre permutaciones. Todas las per-
mutaciones con las que trabajemos en esta seccién seran sobre un conjunto C arbitrario.

Varios de los siguientes lemas y corolarios fueron demostrados o enunciados por Ar-
linghaus en [ ] y otros fueron agregados porque serdn necesarios para las demostra-
ciones de este capitulo. Concretamente, extrajimos el Lema y sus corolarios, el Lema

y su corolario, la definicién y algunas ideas usadas en sus demostraciones
que inspiraron parte de las nuestras a lo largo de este capitulo.
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También, en esta secciéon completamos las demostraciones de todos los lemas que Ar-
linghaus no demostr6 o bien dej6é con una demostraciéon incompleta.

Vale la pena observar que, si bien los enunciados estin demostrados para permutaciones
en general, cuando trabajemos con un poset P con grupo de automorfismos G = Aut(?P)
y |G| = |C|, podemos aplicar estos resultados a los elementos de G. Esto es porque, como
mencionamos en capitulos anteriores, pensamos a los automorfismos embebidos en Sy,
es decir, como permutaciones del conjunto subyacente de P.

Lema 5.1.1 (Arlinghaus): Sean g y h dos permutaciones de C que conmutan. Su-
pongamos que g contiene un p*—ciclo « y h contiene un p’—ciclo  con i > j tales
que |0, N Og| =1t > 1. Entonces:

a) t=pk, paracierto 0 < k <j

b) g contiene pi—ciclos a; = «, x,...,%pi-« y h contiene p)—ciclos B; =
B, B2, ..., Bpix, con [Oy, N Og | = t, paratodol < r < p'~* y para todo
1 < s < pt~*. Mas atn, estos ciclos quedan determinados por g, h y o (tam-
bién por g, hy ).

Demostracion. Empezamos probandolo parat = 1.

Vamos a etiquetar « = (12 --- p') y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que
1 € O4N0Og. Enese caso, nos quedaria que 3 = (1 h-1h2.1 ... o'~ 1. 1>. Definamos,
paracadal < s < p'ycadal <r < p’ losciclos:

o = (hT—l -1 hT—l N B hT‘—l X pl)

BS:(S h-s --- hpj—z‘s hpj_l.s>'

Empecemos viendo que «, es un ciclo contenido en g paratodo 1 < r < p’.

Para ver esto primero hay que ver que, dado un punto x de «,, g-x es el siguiente elemento
a x en el ciclo «,. Si tomamos un punto arbitrario de «,, x = h™1.wcon1l<w < pk no
es dificil notar que, por la conmutatividad de g y hy que aces un ciclode g, gh™' - w =
h™lg-w=h"!la-w=h""1.(w+1) donde w + 1 debe ser visto médulo p*.

Lo otro que debemos ver es que, para cada 1 < r < p’ los puntos de «, son distintos dos a
dos, pero esto es inmediato ya que para cualquier par 1 < w,w’ < p*, h™ - w=h""1.w’
es equivalente a w = w’; se puede ver aplicando h'~" a ambos lados. Por lo tanto, «, es
un ciclo contenido en g.

h™ - x toma valores distintos paracada0 < m < p’ —1y1 < x < p*.
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Enefecto,sil < x,y < p'y h™-x = h* .y para algtin par 0 < m, k < p’ — 1, debe suceder
que m = ky x = y. Si no fuese asi, tendriamos que x = h*~™ -y que, como « es un ciclo
de g, equivale a x = h*"™g¥~1.1, que gracias a la conmutatividad de gy hes g v+ . x =
h*~™ . 1; pero esto es absurdo: como x € O, entonces O > h™ % .1 =g ¥l .x € O,
pero 1 era el tinico punto que estaba en o y 3 a la vez, asf que debe ser m = k.

Por definicién de 35, dado un elemento arbitrario y de 35, h - y nos devuelve el siguiente
elemento en (3. Ademéds, la observacién anterior nos asegura que los elementos de 35 son
distintos dos a dos. Por lo tanto, 35 es un ciclo contenido en h.

La observacién anterior también nos asegura que, para todo 1 < 1,7’ < p’ yl<s < pt
vale [0y, N Og,| =1y ademas que Oy, N Oy, = (). Esto termina de probar el resultado.

Pasamos a probarlo para t > 1.

Vamos a etiquetar temporalmente o« = (12 --- p') y vamos a suponer sin pérdida de la
generalidad que1 € O,NOg.Sea m+1 el menor entero mayor que 1 tal que m+1 € O,NOg.
SineNestalqueh™-1=m+1, entoncesg™-1=h"-1.

Mas atin, vale que (h™)' - x = (g™)" - x paratodox € O, y t € N.

En efecto, g**' - 1 = o**! . 1 = x. Luego, esta igualdad equivale a (h")" - g*™ . 1 =
(g™ g*t! -1, pero como g y h conmutan, esto es equivalente a (hM'1=(g™)"-1.
Esta tultima igualdad podemos probarla por induccién en t. Por hipétesis vale parat =1,
asi que supongamos que vale para algiin t, € Ny vamos a probar que vale parat = to+1.
Lo que debemos probar se puede reescribir como h™ - ((h™)" 1) = g™ ((g™)* 1),y
esto es cierto gracias a la hipétesis inductiva y al hecho de que (g™)" - 1 € O,.

Un caso particular de esta observacién es que (h™)" -1 = (g™)" - 1 para todo t € N.

Por lo tanto, h™ y g™ contienen un mismo cicloy con1 € O, y O, C O, N Op; donde la
ultima contencién vale porque 3 estd contenido en h y « estd contenido en g. Como vy es
un ciclo de o™ por ser un ciclo de g™ que no deja fijo al 1, [0, = g = p* para
algan k € N.

Como m < p*, podemos escribir m = d - med(m,p') = d - p** con med(d, p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas médulo p?, tenemos que

pifk

oaP = H (rr+p" r+2pF v (pt— 1)1’17]{)

r=1
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

pifk
o™ = H (1. T._'_pifk 1‘_szifk T+(pk—1)pifk)d

r=1
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donde los p*~* ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo
ciclos en los mismos puntos.

La minimalidad de m nos dice que O, N Opg = O,.

En efecto, supongamos que existe y € O, N Op cony ¢ O,; este punto debe pertenecer a
un ciclo contenido en o™ de la forma (r v+ p** r4+2ptF ... v 4 (pk—1)piTK) ¢ para
algin 1 < v < p'¥, ya que el ciclo que contiene al 1 es y. En particular, para algin s € N
se cumple quey = (g™)° - r = (h™)° - r; la dltima igualdad vale por la Observacién

Pero esto implicaria que v = (h™)™* -y lo cual, como y € Op, implicar = (™)"° - y; asi
que r € O, N Op, contradiciendo la minimalidad de m = dp*~*.

Una vez probado esto, comoyes (1 1+p** -+ 14 (p*—1)p'¥) ¢, podemos asegurar
que m es exactamente p'~ . Por otro lado, como y también esta contenido en h™, es

|0, = ; asi que med(n,p’) =p k.

_p
med(n,pl)

Podemos afirmar quesig*-1 € O, paraalgunt € N, entonces p** | t.

Supongamos que no, entonces podriamos escribir t = ¢ - mcd(t, p*~*) con med(q,p) =1
y med(t, pt*) < pt*. Como mcd(q,p) =1, existeun q’ € Ntalque qq’ =1 (moéd pt)y

<gt)q/ .1 = o(mcd(t,pifk)qq/ 1= ocmcd(t,p"*k] 1= ngd(t,pi*k) 1
contradiciendo la minimalidad de p*—*.

Para lo que sigue, por comodidad, reetiquetamos los puntos de C de manera que la eti-
. . . i-k . k

queta 1 siga etiquetando el mismo punto y que g* ~ contenga al ciclo (123 ... p*);y, por

lo tanto, O, ={1,2,...,p"}

Ahora definimos, paracadal < s < p* *yparacadal <r<p ¥,

ifkil

o = (hffl.l hlg-1..- hlgP -1 hm'.2 hilg.2 ...

. hrflgpiikfl .2 .. hrfl . pk R hr719p17k71 . pk>

Bs = <95*1 ‘1 ¢ 'h-1 .- g TP L. 1),

Veamos que los {a; };<;<pi-« son efectivamente ciclos disjuntos contenidos en g.

Para ver esto primero hay que ver que, dado un punto x de «,, g-x es el siguiente elemento
a x en el ciclo «,. Si tomamos un punto de la formax = h™ gt -wcont < p** -1y
1 < w < pk, es facil ver que g - x = h"1g**! . w, por lo que se cumple lo que necesitamos.
Si, en cambio, es un punto de la formax = h"'gP" “~L.y paraalgin 1 < w < p*, podemos
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ver que g-x = h"1gP" " .w = h™ . (w+ 1) por cémo hicimos el reetiquetado; aqui w + 1
es visto médulo p*.

Lo otro que debemos ver es que todos los puntos de «, son distintos dos a dos. Probaremos
este hecho junto al hecho de que O, N Oy, =0 paratodopar1 < 1,1’ <p'~*conr#r'.
Supongamos por un momento que, dados 1 < 7,7/ < p/ %, existen 0 < 5,8’ < pt k-1
y1 < w,w < p*tales que h™'g®-w = h"'"lg*
h1gs gp‘ “w=1) .1 = hr’flgs/gpi*k(w’fl) 1.

-w’. En ese caso, deberia ocurrir que

‘Lk(

Despejando, nos queda Qg > h™ " .1 = g8 5*P W) .1 € Og; por lo que se trata de
un punto de y, y mirando el lado derecho esto nos dice que p** | s — s’ + p**(w —w’).
Luego, p* % | s —s’y,como|s —s’| < p'% es s = s’. Ahora, por la Observacién ,la
igualdad es equivalentea h™~"" .1 = gP" “(W'=W) . 1 = hn(w—"") y despejando, nos queda
hrornw=w) .1 = 1, Como 1 € O3 — que es un p’ ciclo contenido en h — tenemos que
plr—1"+nw —w)yen particular pP % | r — v/ + n(w’ — w). Como p’ ¥ | n, esto se
reduce ap’ * | r — 1’ pero, como |r — 1’| < p'~¥, esto implica que r = 1.

Esto muestra que para cada 1 < r < p'~* los puntos de «, son distintos dos a dos, y que
sil <t/ <p ¥ conr’#rentonces Oy, N Oy, = 0.

Veamos que los {$s}1<s<pi-+ son efectivamente ciclos contenidos en g.

Dado un elemento en 35, por definicién el siguiente proviene de aplicarle exactamente h.
Ademas, los elementos de (35 son distintos dos a dos porque 1 es un punto de 3 — que
justamente es un p'—ciclo de h — asf que h' - 1, en particular también g 'h', toma todos
valores distintos para0 <t < p) — 1.

Nos queda analizar O, N OB Dados1 < s < p"*y1<r<p*fijos, supongamos que
existen0 <t <p' —1,0< p t—1lyl<w<p talesque g*'ht.1=h""'g" .w. Esta
igualdad es equivalente a g5 *~'-1 =h""*"1.w. Como el lado izquierdo es un punto de
oy el derecho un punto de B, se trata de un punto de y; esto nos dice que p* % | s —t' — 1.

Como|s—t'— 1| < p'% debesers =t'+ 1.

Volviendo a la ecuacién, como w = gP" "~ = h(w=1) nos quedaque 1 = h™ 1. w =
hr-t-tnw=1 .1 Como 1 € Op, se cumple p) [T —t — 1 +n(w —1).

En particular p’ % [t —t—1+n(w—1). Como p’* | n, entonces p’* | r —t — 1, y como
r—t—1] <p' % debeserr =1t +1.

Logramos probar que si la igualdad incial se cumple, entoncest’ =s—1yt=r1—1, pero
no es dificil notar (reemplazando) que si t y t’ toman esos valores la igualdad se cumple;
por lo tanto es una condicién equivalente.

Todos los valores excepto w estén fijos, por lo que podemos concluir que hay exactamente
p* puntos en O, N Op (uno por cada valor de w). |
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Corolario 5.1.6 (Arlinghaus): Bajo las condiciones anteriores, |04 N O] > ptHi—k,

En general, a lo largo del capitulo, vamos a referirnos al conjunto de puntos compartidos
proveniente de la interseccién entre dos ciclos & y 3 como el conjunto que nos provee el

—k i—k
lema anterior. Si lo llamamos S, serfa S = [ J*_, 04, = ", Op

Notemos que este conjunto queda determinado por g, h y «: como {B+};,¢,i-« son los
unicos ciclos de h que mueven puntos de «, podemos decir que S es la unién de los com-
plementos de los puntos fijos de todos los ciclos de h que mueven puntos de o.

De manera anédloga también podemos ver que queda determinado por g, hy 3.

i—k i—k
Sia=]]", avyb=]]"_, Br comog=ag yh=bh'—cong'yh'
permutaciones disjuntas con S —la accién de (a, b) como permutaciones en C restringida
a S es transitiva. En particular, la accién de (g, h) en C restringida a S es transitiva.

En efecto, dado cualquier par x,y € S,six € Oy, ey € Og,, como Oy, N Og, # Dy «; es
un ciclo contenido en g, existe k; € N tal que ghix € Op.. Finalmente, como 35 es un ciclo
contenido en h, existe k; € N tal que h*2g*ix = y.

Corolario 5.1.8 (Arlinghaus): Si k = j, entonces

para algtn m = dp*~* con med(d, p) = 1.

Demostracion. Si miramos los ciclos formados al final de la demostraciéon del Lema ,

podemos ver que nos queda, paracadal <s <p ¥,

X = <1 g . 1 PN gp
. pk g- pk e gpiik_l . pk>
BS — (gs—l -1 gs—lh -1 gs—th 1. gs—lhpj—l . 1>

i-k_q ik_

Recordemos que gP * -1 =h" -1y que vy era el p*—ciclo contenido en gP" * y h™ respec-
tivamente que no deja fijo al 1.

n debe ser coprimo con p
/

Supongamos que no. En ese caso existiria k’ < k tal que (h“)1Dk 1=1
Usando la Observacién obtenemos

k/

(gp”)p A=mP 1=1
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lo cual es absurdo pues 1 € O, y y es un p*—ciclo de g** ~ con k > k/.

Ahora podemos asegurar que existe un n’ € N también coprimo con p de modo que
nn’ =1 (méd p’), y por lo tanto, como 1 € O,

g n/-1=(h“)’“-1=r5““/-1=[3-1=h-1.
G

i—k 7/

Finalmente, dado 1 < s < p' %, paratodo 0 <t < p) —1,usando que g5 1P ™t.1 € O,

y, de forma inductiva, la igualdad gpifk“/ -1 ="h-1, tenemos

BS (gsilht . 1) — gsflhtnhl 1= gsflgpi*kn’(tn%) .1 = 9871+p17kn,(t+1) -1
_ gpifkn/ ‘ (gsilerifkn/t ' 1> _ (xpifkn/ ) <gsfl+pifkn’t _ 1)

— o (g5 'ht-1)

i—-k
Observando que |0 _,ix,/| => P |05, |y tomando d = n’ podemos concluir. |

Estos resultados motivan la siguiente definicién:

Definicién 5.1.10: Si se da la situacién del Lema , ¥ k <j, diremos que x y 3
tienen interseccion rara.

Antes de empezar a lidiar con las intersecciones raras, vamos a ver algunos lemas que son,
de algtin modo, consecuencias del Lema

Lema 5.1.11: Sean fy,f,,..., fx permutaciones de C que conmutan dos a dos.
Supongamos que existen ciclos 1,1, ..., Mk de modo que, paratodo1 < i < k,m; es
un pli—ciclo de f; para algtn l; € Nyademas 0,,,N0O,,.,, # @ paratodo1 < i< k—1.

Mit+1
Entonces, cada punto de n; pertenece a algtn p'*—ciclo de fy.

Ademas, aplicando el mismo resultado a fy, fx_1, ..., f1 tenemos que cada punto de
Mk pertenece a algun p“*—ciclo de f;.

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién en k.

Caso base k = 2: Como O,;, N O,, # 0, el Lema aplicado a la interseccién entre 1y y

M2 como ciclos de f; y f; respectivamente nos dice que |0,, N O,,| = p para algtin a € N

y que existen p"'— ciclos de f; n1 = fiy,1, ...,y pu-a y p2—ciclos de fo 1y =Tz, ..., Ay pu-e
Lh—a o pl]7“

tales que JY_; Oy, =UY_; Oy,.. Porlo tanto, cualquier punto de n; pertenece a algtn
pl2—ciclo de f, y cualquier punto de 1, pertenece a algtin p't—ciclo de f;, como queriamos.
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Paso inductivo: Supongamos que el resultado vale para k = ky y veamos que vale para
k = ko + 1. Sean fy, f5, ..., fx, 11 permutaciones con ciclos 1, ..., Nk, +1 tales que para todo
1 < i< Xk +1,1n; es un pti—ciclo de f; para algun l; € Ny ademas O,,, N O, para
todo 1 <1 < ko. Por hipétesis inductiva aplicada a fy, ..., fi,+1 con los ciclos 0, ..., Mk, 41,
sabemos que cada punto de 1, pertenece a algtin p"ko+1 —ciclo de fy, 1. En particular, como
Oy, N Oy, # 0, debe suceder que O, N O5 # ) para algian p'o+'—ciclo & de fy, 1. Luego,
aplicando el caso k = 2 a f; y fi,11 con los ciclos 17 y §, tenemos que cada punto de n;
pertenece a algtn p'«+'—ciclo de fy, 1, como querfamos. u

Antes de enunciar el siguiente lema, viene bien recordar que dado un conjunto X, un des-
arreglo de los puntos de X es una biyeccién ¢ : X — X que no tiene puntos fijos.

Lema 5.1.12 (Arlinghaus): Sean g,h, x y 3 como en el Lema , siendo S el con-
junto de puntos compartidos. Sea f una permutacién que conmuta con gy h'y con-
tiene un p'—ciclo y que cumple [0, N O4] > 1.

Entonces existe un conjunto T y un entero zcon S C T, [T| = p" *|S| y o7, BT ¥
Y1 desarreglos de T tales que g = orgs, h = Brhs y f = y1f; con ot producto de
pt—ciclos, Bt producto de p’—ciclos y vt producto de p'—ciclos.

En particular, si vyt ¢ (xr, 1), entonces [T| > p|S|.

Demostracion. El Lema con k = 2 aplicado a g y f con ciclos « y 'y respectivamente
nos dice, en particular, que Oy C O¢. Sean f4,..., By« los p’— ciclos de h que cumplen
Uf: Bs = S siendo k € N el que cumple [0, N Og| = p*.

K como O, N Op, # 0, aplicamos el Lema conk =3ah,g,f
ik

Paracadal <s <p
con ciclos 5, x y vy respectivamente. Esto nos dice que, para todo1 < s < p'~*, cada
punto de B pertenece a algun p'—ciclo de f. En particular, como S = Uf: Og,, nos dice
que cualquier punto de S pertenece a algun p'—ciclo de f.

Consideramos

Fr={8:desunp'—ciclode fcon Os NS #0}.

Para cualquier ciclo 8 € T, existe s tal que O5 N Op, # (); y una aplicacién del Lema
a hy f con ciclos B, y & nos dice que cada punto de & pertenece a algtn p’—ciclo de h.
Luego, si también consideramos

B, = {n : nesunp’—ciclodehcon O, N Os # P paraalgin d € T }
podemos afirmar que s Os € U, g, On-
Ademas, si consideramos

By ={e : eesunp'—ciclode hcon O. N5 # () paraalgin s € T } .
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Dado 4 € T, como S C Og, existe € un p'—ciclo de g tal que 05 N O¢ # 0, en particular
€ € B;. Aplicando el Lema a fy g con ciclos 8 y e respectivamente, deducimos que
cada punto de § pertenece a algtin p*—ciclo de g y, més atin, pertenece a algtin p*—ciclo
en By, ya que todos estos p'—ciclos tienen interseccién no vacia con 5. Esto nos dice que

UEEF Os C UeEB1 Oe.

Probemos las inclusiones opuestas.

Definimos b; =iy b, =j y tomamos t € {1,2} arbitrario.

Dado p € By, existe §y € T tal que O, N O5, # (. Aplicar el Lema a la intersecciéon
de p y 89 como ciclos de h y f respectivamente, asegura que |0, N O5,| = p* para algtin

k" € Ny y que existen pPt—ciclos p = p1, P2, .- ., Pplk! ypl—ciclos 8o =101,082,...,0 v, cON

P
, -k’ by—k’ ’ /

10, N 05| =P y Uiy 0p, =UlL; 05, paratodol <r<p'Fyl<s<p v,

Como O, N'S # (), debera existir 1 < 19 < p'* tal que Op,, NS # (), més atn, por la

/
X comparte

definicién de S seria O,, C S. Como cada uno de los ds con1 < s < poe
puntos con p,,, terminamos probando que 6, NS # (), y por lo tanto &5 € T, para todo

1 <'s < p"* como querfamos. Esto termina de probar (Jz.r 05 = Upes, Op-

Como los ciclos contenidos en una misma permutacién son disjuntos, tomamos

T=Jos=Joy=[]0.25

del neB ecA

CXT:||€

ecA

Br=]]In

neB

YT:H5

oerl

y los proponemos como candidatos para el resultado final.

Veamos que la accién de (xr, B1,vT) es transitiva en T. Tomemos dos puntos x,y € T
arbitrarios y vamos a probar que existe q € (o, 31, vT) talque q - x =y.

Como x,y € T, existen ciclos 8,0, € I'talesque x € O5_ey € O5y.

Por definicién de T, existe sy tal que 85* - x € S; y como la accién de (g, h) es transitiva en
Sy 0s, NS # ), existen a,b € N tales que g®hb . (8%x - x) € Os,,.-

Luego, existe s, € Ntal quey = &y’ - (g*h® - (85 - x)) =y a§BYYvF - x.

Tomando q = v}’ «®B2y3* obtenemos el resultado deseado.

Para terminar de probar lo que falta, tenemos que inspeccionar un poco maés.

Vamos a etiquetar y = (12 --- p') y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que
1€ 0,n0sN0, (si0,NOp = (), cambiamos a B por algin ciclo $ de h que contenga un
punto de O, N Oy # 0).
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Definimos m + 1 como el menor entero mayor que 1 tal que O, NS # (; si sucede que
O, NS = {1} definimos m = p'. Como (g, h) actda transitivamente sobre S, debe existir
una permutacién ¢ € (g,h) de modoquec-1=f"-1.

Mas atin, vale que c' - x = (f™)" - x paratodox € Syt € N.

En efecto, como la accién de (g, h) es transitiva en S, existen exponentes e;, e, € N tales
que g¢h® - 1 = x. Luego, esta igualdad equivale a ct - g®'h® - 1 = (f™)"' - g®"h® - 1, pero
como ¢, f,h y g conmutan dos a dos esto es equivalentea c* -1 = (fm™)*. 1.

Esta altima igualdad podemos probarla por induccién en t. Por hipétesis vale parat =1,
asi que supongamos que vale para algtin t; € Ny vamos a probar que vale para t = to+1.

to

Lo que debemos probar se puede reescribir como c-(c% - 1) = f™-((f™)™ - 1), por hipétesis

inductivaesc- (c*-1) = f™. (c% - 1) y es cierto por conmutatividad e hipétesis inicial.

Como consecuencia de esta observacién tenemos que tanto ¢ como f™ contienen un mismo
ciclo ¥ que no deja fijo al 1, de modo que Oy C O, N S. Por supuesto, como ¥ es un ciclo

de y™ por ser un ciclo de f™ que no deja fijoal 1, 05| = = p* paraalgin z € N,.

mcd(m,pl)

Como m < p', podemos escribir m = d - med(m, p') = d - p'~* con med(d, p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas médulo p', tenemos que

l—z

P
Y = H (rr+pFr+2ptF o v (pP—1)ptF)

r=1
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

-z

P
v = H (T T.+pl—z T+2pl—z e T (pz _1)p1—z>d
r=1
donde los p'~* ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo
ciclos en los mismos puntos.

La minimalidad de m nos dice que O, NS = 0.

Supongamos que existe y € O, NS cony ¢ Oy; este punto debe pertenecer a un ciclo
contenido en y™ de la forma (v r+p'™= r+2pt"= - T4 (p*— 1)p1*7“)d conl < r <
p' = En particular, para algin s € N se cumple quey = (f™)° -t = ¢® - 1, pero esto
implicariaque r =c *-ylocual,comoc™ -y € Sporsery € S, implicaquer € O, NS;
contradiciendo la minimalidad de m.

Una vez probado esto, como yes (1 14+p'= --- 1+ (p*—1)p' %) d, podemos asegurar
que m es exactamente p'~=.
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Dadox €S, f'-x € Ssiysolosip'= | t.

Para la ida, como la accién de (g, h) es transitiva en S, existe ¢’ € (g, h) talquec’ -1 = x.
Como ¢’y f conmutan y f' - x € S, tenemos que (c/)”' f'-x = f' - 1 € S. Supongamos que
p'~2 tty escribimos t = d - med(t, p'~*) con med (d,p) =1y med(t, p'—2) < p'=.
Como med (d,p) =1, existeun d’ € Ntal que dd’ =1 (méd p') y

(ft) d’ . 1 — ;Ymcd(t,plfz)aa/ . 1 _ ,Ymcd(t,plfz) ) 1 _ fmCd(t,'pl*Z) . 1

contradiciendo la minimalidad de p'~=.

—Z t/ !/
Para la vuelta, sit = p'~?t’ con t’ € Ny, ft - x = (1"9L ) x=ct -xeSs.
Notemos que, como T esté conformado por todos los p'—ciclos de f que intersecan con S,

T={f'"x:1<t<p, xeS=J{f x:1<t<pl).

X€S
Por la Observacion , podemos notar que para cada xy € S hay exactamente FI‘);Z =p~*
elementos x € S tales que xg € {f* - x: 1 < t < p'}. Luego [T| = Tip;;k =p'Z[S|.

Finalmente, supongamos que vyt ¢ (o, B1) y veamos que [T| > plS|.

Supongamos, a modo de contradiccién, que [T| = [S| — que como estd uno contenido en
el otro, implica T = S. En ese caso, como O, C T = S, debe ser m = 1.

Por lo tanto, se cumple que ¢ - x = f - x para todo x € S = T. Esto, como ¢ = g®h’ para
algtn par a,b € N, es equivalente a $B% - x =yt -x paratodox € S =T.

Como Oyape © Oa; UOp, = T =S, concluimos que x$BY = y7; pero esto es absurdo.
Luego, debe suceder que [T| > [S|y, [T| es potencia de p, es |T| > p|S| como queriamos. W

Podemos probar usando las mismas ideas el siguiente corolario.
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Corolario 5.1.16 (Arlinghaus): Sean fy, ..., fx permutaciones de C que conmutan
dos a dos, de modo que paratodo1 <i <k —1:

s fy = ‘YTlii)lfi/ con f{ una permutacién disjunta con Ty_;.

—1 k

= Y, esproducto de pPi—ciclos para algin b; € Ny O, o = Tkt
‘ M1

. 1 k—1 . ..
s La accidn de <y(Tk)7 e .,y(TH J> como permutaciones en C restrmg1da a T
es transitiva.

by __

Si p es un p®<—ciclo de fx con by € N que cumple O, N Ty_; # (), entonces existe un

conjunto Ty D Tx_; de manera que para todo 1 < i < k:
» fi =y, 0f{ con f una permutacién disjunta con Ty.
k

= v, es producto de p*i—ciclos y O, = Ti.
k Tk
» Laacciénde <y(T?, R y({)> como permutaciones en C restringida a Ty es tran-
sitiva.

Mas atn, si y(Tt) ¢ <'y(T1k), . ,y(Tt_l)>, tenemos que [Tx| > plTk_1l.

b _ciclo

Demostracion. Comenzaremos viendo que cada punto de T,_; pertenece a alginp
de fy.Seay € Ty_ arbitrario y tomemos un punto x de p. Como O,NTy_; # 0, sabemos que
existe s, de modo que f}* - x € Ty_1. Ademads, como la accién de (fy, ..., fx_1) es transitiva
en T,_; — por serlo la accién de <y(Ti)71,...,y(T];1)> —existen1 < 14,...,in < k-1

distintos y s1,...,sn € N tales que

N N
y= (Hfi:) () = (H ei*) (o™ +x)
r=1 r=1

donde €, es un ciclo de f;, con O, C Ty paratodo1 < r < N.

Esto quiere decir quey € O, que paratodo1l < r < N—1es O, N O,,, # 0, y que
Ocy N O, # 0. Luego, aplicando el Lema afy,..., fiy, y fk con ciclos €1,...,en ¥
p respectivamente, tenemos que cada punto de €; pertenece a algtin p®<—ciclo de fy; en
particular, y pertenece a un p®*—ciclo de fy. Comoy € Ty_; es arbitrario, probamos lo que
queriamos.

Consideramos

'={8: desunp”—ciclode fi con Os N T3 #0}.
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Fijamos 1 < 1 < k — 1 arbitrario. Para cualquier ciclo & € T, existe un p®i—ciclo p de f; tal
que Os N Op # 0; y una aplicacién del Lema a fi y fx con ciclos 3 y & nos dice que
cada punto de b pertenece a algun p®i—ciclo de f;. Luego, si también consideramos

B, = {n : N esun p®—ciclo de f; con O,, N O # () para algtin § € T }

podemos afirmar que (Js.r Os € U O,,. Probemos la otra inclusién.

neB;

Dado 1 € B, existe 8y € I tal que O, N O, # (. Aplicando el Lema a la intersecciéon
den y 8y como ciclos de f; y fi respectivamente, tenemos que |0,, N Os,| = p* para algin
a’ € Ny que existen p®i—ciclos 1 = 1y, 1y, . .. Mpbi—a’ ¥ pPr—ciclos &y = 81,8,,..., 6pbi,a/
de modo que [0, N O5,| = p®, paratodo 1 <1 < p° % yparatodo1 < s < p e,

Como Os, N T 1 # 0, deberd existir 1 < 19 < p®~ ¢ tal que On,, N Tie1 # 0, més atin,
por la definicién de Ty_; seria Omo C Tx_1. Como cada uno delos 6; con1 < s < pbi_“'
comparte puntos con 1, terminamos probando que &; N Ty # 0 y, por lo tanto, 85 € T,

b

para todo 1 < s < p® %" como querfamos. Esto termina de probar | J;. Os = Unes, On-

Como los ciclos contenidos en una misma permutacién son disjuntos, tomamos

Tk:UOzs: U Oy D Tx—q1 paratodoi=1,2,...,k—1

serl’ neB;

‘Y(Ti) = Hn paratodoi=1,2,..., k-1

neB;

y los proponemos como candidatos para el resultado final.

Veamos que la acciéon de <V(Ti), e, y(T]:)> es transitiva en Ty.. Tomemos dos puntos x,y € T

arbitrarios y vamos a probar que existe q € <V(T?/ . ,y(Tl:)> talqueq-x =v.

Como x,y € Ty, existen ciclos 0, 6, € I' tales que x € O5, ey € Os,.

Por definicién de T, existe sy tal que 83* - x € Tx_4; y como la accién de (fy,..., fr_1) es
transitivaen Ty_; y 05, N Ti—1 # 0, existen 13, ..., L1 € N tales que

k—1

[T - (55 x) € 0,

i=1

Luego, existe s, € N tal que

y=sy - (ﬁ (ORMIES -x)> - () TIOM) (8)

i=1

1=

(VT TRt (N (L )
Tomando q = (v, ITio (v, Y, obtenemos el resultado deseado.
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Para terminar, vamos a probar que si y(Tt) ¢ <V(T1 ), .. "V(Ttil)> entonces [Ty| = p|Ti_1].
Vamos a etiquetar p = (12 --- p®) y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que
1€0,NT

Definimos m + 1 como el menor entero mayor que 1 tal que O, N Tx_; # 0; si sucede que
O, N T = {1} definimos m = p°. Como (fy, ..., fx_1) actda transitivamente sobre Ty,
debe existir una permutacién ¢ € (fy,...,fx_1) demodoquec-1 =1

Mas atin, vale que c' - x = (f{*)" - x paratodox € T,_;y t € N.

En efecto, como la accién de (fy, ..., fx_1) es transitiva en Ty_1, existen e;,...,ex_1 € Ny
tales que, llamando ¢ = [\, &, vale ¢ - 1 = x. Luego, esta igualdad equivaleact-¢-1 =
(fi)*-¢-1, pero como fy, .. ., f y ¢ conmutan dos a dos — y por lo tanto también conmutan
con & — esto es equivalentea ct -1 = (f*)* - 1.

Esta dltima igualdad podemos probarla por induccién en t. Por hipétesis vale parat =1,
asi que supongamos que vale para algtin ty € Ny vamos a probar que vale para t = to+1.

to

Lo que debemos probar se puede reescribir como c-(c* - 1) = f*- ((fkm) . 1) , por hipétesis

inductivaesc - (c'-1) = f* - (c* - 1) y es cierto por conmutatividad e hipétesis inicial.

Como consecuencia de esta observacién tenemos que tanto ¢ como f}* contienen un mismo
ciclo p que no deja fijo al 1, de modo que O5 C O, N Ty_;. Por supuesto, como p es un ciclo

de p™ por ser un ciclo de fi* que no deja fijoal 1, |O5| = m—cd% = p* paraalgin z € Ny.

Como m < p°%, podemos escribir m = d - med(m, p®<) = d - p®* con med(d, p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas médulo pP*, tenemos que

pbkfz
z

P = T (rr+p™ = r+2p°F v (pE—1)p> )

r=1
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

pbkfz

pm =[] (- rp™F r42p%E s v (pT—1)p™ )

r=1

d

donde los p®* ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo

ciclos en los mismos puntos.

La minimalidad de m nos dice que O, N Tx_1 = O5.

Supongamos que existe y € O, N Tx_1 cony ¢ Op; este punto debe pertenecer a un ciclo
contenido en p™ de la forma (r r+p®F r42p°x = ... 14 (p* — 1)pbk*2)d con1 <
T < pP = En particular, para algtin s € N se cumple quey = (f{*)° - r = ¢*® - 1, pero
esto implicaria que v = ¢7* - y lo cual, como ¢™* -y € Tx_;, implica que r € O, N Ty_y;
contradiciendo la minimalidad de m.

86



CAPITULO 5. EL CASO P-GRUPO

Una vez probado esto, como pes (1 1+p?<= -+ 1+ (p*—1)p°7) ¢ podemos asegu-
rar que m es exactamente p°x .

Dado x € Ty, fL-x € Ty_1 siysolosip® =t

Para la ida, como la accién de (fy, ..., fy_1) es transitiva en Ty,_1, existe ¢’ € (fy,..., fx 1)
tal que ¢’-1 = x. Como ¢’ y f,, conmutan y ft - x € T, tenemos que (¢/) ' fl - x = fL-1 €
Ty_1. Supongamos que p°<~* { t y escribimos t = d - mcd(t, p®2) con med (d,p) =1y
med(t, p®*2) < p®<= Como med (d,p) =1, existe d’ € Ntal que dd’ =1 (méd p®)y

a, —z)44d’ —z by —2z
(fi) 1= pmcd(t,pbk jdd’ 1 = pmcd(t,pbk )1 = lecd(t,p K

contradiciendo la minimalidad de p®+—=.

by —z t/ 7
Para la vuelta, si t = p®*t’ con t’ € Ny, ff - x = <fE h > x=ct -x €T

Notar que, como Ty consiste de los puntos de todos los p®*—ciclos de i que intersecan
con Ty y Tieeq C Ty,

Te={fl - x:1<t<p®, xeT 1} = U {ff -x:1<t<pi L
XETK 1

Por la Observaciéon , notar que para cada xy € Ti_; hay exactamente 5% = p*
elementos x € Ty_; tales que xp € {f*-x:1 < t < p®}. Luego [Ty| = % = po% 2T _4].
Finalmente, supongamos que vt ¢ <y%), ... ,y(thl)> y veamos que [Ty| = p[Ti_4l.
Supongamos, a modo de contradiccién, que |Tx| = [Tx_1| — que como estd uno contenido
en el otro, implica Ty = Ty_1. En ese caso, como O, C Ty = Ty_, debe ser m = 1.

Por lo tanto, se cumple que c - x = fy - x para todo x € Ty_; = Ty.

Esto, como ¢ = H]f:_f ffl para ciertos ty, ..., tx_1 € Ny ya que los f; conmutan dos a dos, es
equivalente a

=~

—1

S\ L
(1)) (k)
(‘y_l_lk> .X:'y_l_k - X

i=1

1

paratodox € Ty_1 = Tx. Como O_, ,,
[Tis (VTk

Nt
) c U (y%}) = Ty = Tx_1, concluimos que

k—1

)" (k) .
H(yﬁc) :YTk ’

i=1

pero esto es absurdo. Luego, debe suceder que |Ty| > |Tx_4| y, como |Ti| es potencia de p,
es [Ty| = p[T 4l [
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El siguiente lema nos dice un poco mds sobre la estructura de los conjuntos provenientes
de intersecciones que nos provee el Lema

Lema 5.1.20: Sean gy h permutaciones de C que conmutany S el conjunto de puntos
compartidos que nos provee el Lema , proveniente de una interseccién entre un
pt—ciclo ade g y un p’—ciclo B de h. Si f es una permutacién de C que conmuta con
gyhyO¢fNS # 0, entonces Os C O.

Demostracion. Sean o, &, ..., &y« y B1,...,Bpi« los ciclos del Lema , que cumplen
S=UP, 04 =P, Op,.Como O;N'S # 0, debe existir algtin 1 < d < p/~* y un cicloy
de f tal que O, N O, # (). Como el conjunto S proveniente de la interseccién entre x y 3 es
el mismo que el proveniente de la interseccién entre &g y f — pues, como x4 es un ciclo
de g, S esta determinado por g, hy 3 —, el Lema nos dice que existe un conjunto
T D S tal que f = y7f’ con vt un desarreglo de los puntos de T y f’ una permutacién
disjunta con T; asi que S C Oy. |

En los siguientes dos lemas, trabajaremos con permutaciones sobre C que tengan orden
potencia de p, a las cuales llamaremos p—permutaciones para abreviar.

Decimos que un ciclo & contenido en una p—permutacion g € Sj¢|, con |g| = p* para algin
k € N, es de longitud mdxima si |«| = p*.

En las demostraciones serd de vital importancia identificar dos posibles casos: si hay in-
tersecciones raras que involucren ciclos de longitud méxima, o si no.

Lema 5.1.21: Sean f, f; y f, p—permutaciones de C que conmutan dos a dos.

Si algtn ciclo y; de f; con [fo| > |y1| tiene interseccién rara con un ciclo vy, de f; con
Ifol = 2|, con conjunto de puntos compartidos S, y Op, N S # () para algan ciclo de
longitud maxima 3y de fy, entonces, 3y tiene interseccién rara con un ciclo § de f; o
de fy, con O C S.

Demostracion. Supongamos que 3y no tiene interseccién rara con ningtn ciclo de f; ni de
f,. Por cumplirse O,NS # 0, debe existir un ciclo 3, de f, con O, C S tal que O,NOp, # ()
y, andlogamente, un ciclo (3, de f; con Op, C S tal que Og, N Op, # 0.

Ademas, notemos que |B1] = |y1] ¥ IB2] = 2|, ya que 31 es un ciclo de f; con Og, C S, B2
es un ciclo de f, con Op, C S, y S es el conjunto de puntos compartidos que nos provee el
Lema aplicado a la interseccion entre vy, Yy Y2 cOomo ciclos de f; y f» respectivamente.
Por lo tanto |Bo| = [B1] y [Bol = [B2l.

Gracias a la suposicion, por el Corolario , deberan existir m;, m, € N tales que ;"' =
B1d1 v Bg2 = P2g2 con q1 y g permutaciones disjuntas con 31 y 3, respectivamente.
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Concretamente, si [Bo] = p®, |B1] = p" y IB2] = p®, podemos escribir m; = phtd,
y m, = p©=2d, con med(d;, p) = med(dy, p) = 1. Vamos a suponer sin pérdida de la
generalidad que i; < i,.

En particular, como mcm(my, mp) = p 2mem(d;, da) elevando la primer ecuacioén al
exponente d y la segunda al exponente e, obtenemos

fas = By ™™ = Biqs
mem(my, my) —  mecm(my,my)  mem(dy, dy)
donde e = y d= — )
my my do

Como d es coprimo con p, B¢ es un ciclo con Op, = Op-

Como B¢y q¢ son permutaciones disjuntas, 33 debe ser un ciclo contenido en 3¢ o un
ciclo contenido en q5. Concretamente, (9[325 C Ope 0 (9[325 C Ogqe.

Como el conjunto S proviene de una interseccion rara entre un ciclo de f; y otro de f, y
Op, € Sy Op, C S, sabemos que Op, N Op, # 0, pero también que Op, Z O, y Op, Z Op,.
Como Op, N Op, # 0, debe ser Oga € Ops pero, como Ope € Op,, tenemos O g € Ops
Og,, lo cual es absurdo. |

Para hacer mas amena la escritura de las préximas demostraciones, introducimos una nue-

va nocion.

~ )

Definicién 5.1.22: Sean a, b y ¢ permutaciones de C que conmutan dos a dos, @ un
ciclo de a, 3 un ciclo de b y y un ciclo de ¢, de modo que {3 y y tienen interseccién
raray S es el conjunto de puntos compartidos que nos provee el Lema . Decimos
que « tiene puntos involucrados en la interseccién rara entre 3 y y si Oo NS # 0.

En la definicién anterior, incluimos aquellos casos en los que a = by « = 3.

Lema 5.1.23: Sean f, fi, ..., f, p—permutaciones de C que conmutan dos a dos, con
Ifol > Ifi| para todo 1 < i < my supongamos que ningun ciclo de longitud méxima
B de f, tiene puntos involucrados en alguna interseccién rara entre un ciclo de fy y
uno de fy/ para ningtn par k, k’ € {0,... m}.

Entonces, si 1 < d < m, cambiando f4 por fq = fi o f{SXSfd, para cualesquiera
X1,...,Xs € Ny iy, ..., is €{1,...,m}, sigue valiendo la afirmacién analoga: ningtn
ciclo de longitud maxima 3 de f; tiene puntos involucrados en alguna interseccién
rara entre un ciclo de f y un ciclo de f’ para ningtn par f,f’ € {f,..., f:l, o, U

(fa}.
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Demostracion. Sea 3 un ciclo de longitud maxima de f; y definimos iy := d. Como |B| =
Ifol > Ifi, | para todo 0 < w < s, sabemos que para cada 0 < w < s existe un exponente
en tal que f;, = B f{ con f{ una permutacién disjunta con 3. En efecto, si 3 tiene
interseccién no vacia con algun ciclo de f;,, esto es consecuencia del Corolario y, si
no, serfa Og N O, = 0 asi que tomamos e,, = [B|.

Luego, sie = ey —x1e; —... — xs€5, como [3 conmuta con f{w para todo 0 < w < s por ser
permutaciones disjuntas con 3, podemos escribir

Fa = BE(F,) 0 (F) 7

y entonces la interseccién entre 3 y los ciclos de f4 no puede ser rara.

Por otro lado supongamos que existe un d* € {0,..., m} de modo que hay un ciclo de f4
que tiene interseccién rara con un ciclo de fg4-, con conjunto de puntos compartidos S, y
Op NS # . Por lo antes probado, deberd ser d* > 0.

Como los 6rdenes de todas estas permutaciones son potencias de p y conmutan,

Fal < mem (J6

Cxe
fi,

Sfal) < max{[fy,l,...,[fi, ], [fal} < [fol

Joeeoy

y ademds, por definicion, [fo| > [fg4-].

Por el Lema , 3 debera tener interseccion rara o bien con un ciclo de f4 0 bien con un
ciclo de f4+, pero ninguna de las dos cosas ocurre — la primera por lo antes probado, y la
segunda por hipétesis. Por lo tanto, no puede existir tal d*.

Por dltimo, gracias a la hipétesis, es claro que 3 no tiene puntos involucrados en una in-
terseccién rara entre ciclos de f; y fj paraningtn pari,j € 11,..., 21, cen, m}.

Como f3 es un ciclo de longitud méxima de f, arbitrario, terminamos.

5.2 ESQUIVANDO LAS INTERSECCIONES RARAS

Definamos @ Zpai ~ (hy, ..., hy) donde |hi| = pi para todo 1 < i < n. Vamos a asumir

i=1
sin pérdida de la generalidad que los a; estan ordenados de forma decreciente.

Notemos que cada h; debe contener al menos un p“i—ciclo en su des-
composicion en ciclos disjuntos.

Recordemos que un ciclo contenido en una p—permutacion es de longitud mixima si tiene
el mismo orden que la permutacién. En particular, un ciclo de longitud méxima de un

generador h; es un ciclo contenido en h; de tamafio p“:.

La Afirmacién nos sera util en el futuro, asi como la idea de su demostracién, que
volveremos a utilizar.
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Sea M el menor indice tal que algtin ciclo de longitud méxima de hy, tiene puntos involu-
crados en alguna interseccion rara y tomemos un ciclo de longitud méaxima «; de h; para
cadal < i < M. En lo que sigue, si g € Gy « es un ciclo, vamos a decir que g contie-
ne una potencia de «, digamos «* con k € N, si podemos escribir g = «*g’ con g’ una
permutacion disjunta con « y |« { k.

Sean1 < 1,j < ny & unp®—ciclo de h; para algin a € N.
Siexiste 1 < k < p® tal que a* estd contenida en h;, entonces k = dp®~*' para algtin d con
mcd(d,p) = 1, siendo k’ el orden de los ciclos contenidos en o*.

En efecto, si 5 es un p*' —ciclo contenido en «*, como [§] < o] por estar d contenido en
una potencia de «, el Corolario aplicado a la interseccién de « y & como ciclos de h;
y h; respectivamente nos dice que existe m tal que «™ es un producto de ciclos distintos
contenidos en h; y, més atin, que m = dp®~*' para algtin d con mcd(d,p) = 1.

Por dltimo, notar que no puede haber dos valores distintos de k tal que o® esta contenida
en h;. Si hubiese dos valores 1 < k, k* < p® distintos tales que h; = ockhj’ = o h].” con hj/
y h{’ permutaciones disjuntas con «, tendrfamos que a* = «*’; un claro absurdo. Luego
k = dpe ¥,

Cambiando los generadores {hi};<i<n de ser necesario, podemos supo-
ner que para todo par i < j coni < M, h; no contiene potencias de «;, es decir, que no
podemos escribir a h; = afq con k € Ny q una permutacion disjunta con o.

Para cada 1 < i < M, empezando por i = 1y siguiendo en orden creciente,
realizamos el siguiente proceso: si h; contiene una potencia ocli<j (suponemos k; reducido
modulo p®t), cambiamos el generador h; por h, 4 h;, que no contiene potencias de ;.
Resta ver que [h;| = ‘h: i ‘

Cualquier ciclo  contenido en oc]f "cumple O5 C O, y 18] = p* < p% para algtn k, asi que
la Observacion aplicada a hy, hy, o y k;j nos dice que k; = dp®** con med(d, p) = 1.
Como G es abeliano y [hi| =p%,

(lj.

‘hi_k"hj‘ < mem (’hi_kj

/|hj|) =mem (p*,p%¥) =p
Como <h1,...,ﬂj,...,hn> + <h;kjhj> ~ Aut(?P), no puede ocurrir que )h;kjhj’ < p%ya
que, si asi fuese, lo anterior seria falso — basta mirar la cardinalidad a ambos lados.

Por lo tanto ’hl_ ks h)-‘ =p% = |h;|, como queriamos.

Notemos que la demostracién anterior puede realizarse para todo par i < j, sin la restric-
cién de M, pero ponemos esta restriccion en pos de hacer mas comoda la demostraciéon
principal de esta seccién.
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A partir de ahora vamos a suponer que ya fueron aplicados los cambios de la Afirmacién
, de modo que ahora, si s < t y s < M, entonces h; no contiene potencias de .

El siguiente lema esta bien relacionado con la afirmacién anterior, ya que nos provee de
un resultado més fuerte: sit > s y s < M, h, deja fijos los puntos de o.

Lema 5.2.4: Sea T; un ciclo de longitud méxima de h; que no tiene interseccién rara
con ningun ciclo de h; para algtin j > iy, ademads, h; no contiene potencias de T;.
En estas condiciones, se cumple O, N Oy, = 0.

Demostracién. Supongamos, a modo de contradiccion que O, N Oy, # ). Esto quiere decir
que, para algun k € N, existe un p*—ciclo y contenido en h; tal que O, N O, # 0.

Como no hay intersecciones raras involucrando T;, y k < a; por ser [h| = p% < p%, el
Lema nos dice que |0.,NO, | = p* y el Corolario queexisteny; =7v,vz, ..., Ypai«
ciclos de tamafio p* contenidos en h; tales que

.paifk

_m
| | Yr =T
r=1

para algin m € N.

Esto es absurdo, ya que el lado izquierdo es un producto de ciclos disjuntos contenidos en
h; y el derecho es una potencia de 1, y sabemos que no hay potencias de t; contenidas en
h;. Como el absurdo provino de suponer que O, N Oy, # (), concluimos que O, N On, = 0
como queriamos. [ |

Gracias a este lema, como suponemos ya hechos los cambios de la Afirmacién , po-
demos afirmar que, sis < ty s < M, entonces Oy, N Oy, = 0.

La siguiente definicion serd crucial para la demostracién principal de esta seccion.

Definicién 5.2.5: Diremos que un subconjunto de indices I C {1, ...,n} es bueno si:

Sii e I, ningtn ciclo de longitud méaxima de h; tiene puntos involucrados en
alguna interseccién rara entre ciclos de algtin par h; y hj, conj,j’ € L.

Para cada s € I existe un ciclo de longitud méxima o« de hy de modo que,
dado cualquier parr,t € Iconr < t, Oy, N On, = 0.

(hi : i ¢ I) mueve un conjunto de puntos J(I) con [J(I)| > Z 2hyl.
ien]—I

» J(I) no contiene puntos de ciclos de longitud méxima de ningtin h; con i € L.

92



CAPITULO 5. EL CASO P-GRUPO

En lo que sigue, vamos a probar que — haciendo algunos cambios en el conjunto de ge-
neradores — podemos extraer un subconjunto bueno de indices I C {1,...,n}.

Lema 5.2.6: Existe un conjunto de generadores {ﬁ/l, e, ]’fl\;} de Aut(P) de modo que

‘};‘ = |hi| para todo 1 < i < ny tal que existe un subconjunto bueno de indices
[ C{1,...,n} respecto a estos nuevos generadores

Concretamente, vamos a probar por induccién en k que, para todo 0 < k < n + 1, pode-
mos modificar el conjunto de generadores {hj, ..., h,} de modo que se siga cumpliendo
(hi,..., hn) = Aut(P) y |hi| = p% para todo 1 < i < m, y existan una familia de subcon-
juntos de{1,...,n}, {A(1)}¥, y una familia de subconjuntos del conjunto subyacente de P,
{8(1)}x_, cumpliendo cinco hipétesis que llamaremos Hy (k), Hy(k), Ha(k), Ha(k) y Hs(k);
las describimos més abajo.

Para entender mejor la idea de la demostracion, es bueno tener presente que, en la instancia
k de la induccién, vamos a tener dadas las familias {A (i) }¥_; y {S(1)}}_,; y nuestro objetivo
serd, luego de modificar adecuadamente el conjunto de generadores — pero sin modificar
las familias recién mencionadas —, construir conjuntos A(k + 1) y 8(k + 1) para poder
agregarlos a estas familias.

En lo que sigue M (k) es, si existe, el menor indice en A(k) tal que algtn ciclo de longitud
maxima de hp, (k) tiene puntos involucrados en alguna interseccién rara entre ciclos de
dos generadores h; y hi- con i,1* € A(k) — el conjunto que nos provee el Lema . Si
no existe tal indice, definimos M (k) := n + 1. Ahora si, describimos las cinco hipétesis:

K
» Hipétesis H; (k) : Para todo i > M(k) coni € A(k), vale que Oy, N U 8(r) = 0.

=0

» Hipétesis Hy(k) : Para cada 1 < s < M(k) con s € A(k) existe un ciclo de longitud
maxima «; de hs, de modo que dado cualquier t € A(k) cons < t, Oy, N Oy, = 0.

» Hipétesis Hs(k) : Sii € A(k), no hay puntos de ciclos de longitud méxima de h; que
pertenezcan a U]::O 8(r).

k

LJs()

r=0

> ) 2l

igA (k)

= Hipétesis Hy(k) : Se cumple

» Hipétesis Hs(k) : M (k) > k.

Vale la pena mencionar que, en la instancia k de la induccién, las modificaciones al con-
junto de generadores las haremos sélo en aquellos h; coni > M(k) ei € A(k).
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Por lo tanto, los ciclos a; con 1 < i < M(k) ei € A(k) que aparecen en la hipétesis
inductiva Hy(k) no seran modificados, y parte de nuestro trabajo serd definir ciclos o; con
M(k) <i<M(k+1)eie A(k+1)en pos de intentar que se cumpla Hy(k + 1).

Demostracion. Caso base: Empezamos definiendo
8§(0)=0y A(0)={1,...,n}

Notar que H;(0), H3(0), H4(0) y H5(0) valen trivialmente y, como M (0) es el M mencionado
en la Afirmacién , ya probamos que también vale H,(0), como indicamos debajo de
la demostracién del Lema

Paso inductivo:

Supongamos que tenemos dados {A (1)}, y {8(1)}_, de modo que el conjunto de genera-
dores hy, ..., h,, cumple las hipétesis Hi (k) paracadal <i < 5.

Si M(k) > k, definimos 8(k + 1) := 0 y A(k+ 1) := A(k) y no modificamos el conjunto de
generadores. Si no, serd M (k) = k y procedemos de la siguiente manera.

Vamos a definir un valor fijo M := k, el valor actual de M (k).
Lo hacemos porque eventualmente modificaremos el conjunto de generadores permitien-
do que el valor de M (k) se modifique.

En la siguiente afirmacion ( ), vamos a probar que ciertas modificaciones en el con-
junto de generadores no afectan la validez de las hipétesis planteadas, salvo la de H, (k).
Sin embargo, mantendran la validez de una hip6tesis més débil que esta tltima, pero que
nos serd igual de util.

Hipétesis ]Tl;(k): Paracadal < s < M con s € A(k) existe un ciclo de longitud maxima o
de hs, de modo que dado cualquier t € A(k) con's < t, Oq, N Op, = 0.

Notar que es la misma que H,(k) pero cambiando M (k) — que podria modificarse even-
tualmente — por M que est4 fijo.

Por otro lado, no sélo se mantendra la validez de la hipétesis H; (k) sino que, a lo largo de
las modificaciones, se mantendra la validez de una hipétesis que la implica si M (k) > M.

Kk
Hipétesis lTl(k) : Para todoi > M coni € A(k), vale que On, N U 8(r) = 0.

=0

Notar que coincide con H; (k) pero cambiando M (k) por M.
Tener presente que las hipétesis H; (k), Ha(k) y Hi(k) paratodoi € {3,4, 5} son actualmente
véalidas.
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Sicambiamos en el conjunto de generadoresunh, conr € A(k)yr > M
porh_T =h. @...h *h,conry,...,ts e{t e A(k): t#ry t > M}, xq,...,xs € Nyse
cumple que ‘h_r{ = |h,|, entonces, luego del cambio, M(k) > M y no se ve afectada la
validez de la hipétesis H;(k) para ningin i € {3,4,5} ni la de lTl(k) ni la de sz(k).

Lo primero a destacar es que
<h1, T .,hn> + () = Aut(P)

y que por hipétesis ‘h_T] = |h,|, asi que el nuevo conjunto de generadores sigue generando,
y siguen ordenados de la misma forma ya que el orden de ese generador se mantiene.

Vale que M(k) > M: Como no modificamos ningtin h; con i < M, sabemos que ningin
hiconl < i< Meie A(k) tiene puntos de ciclos de longitud maxima involucrados en
alguna interseccién rara entre un ciclo de h,, y un ciclo de h,,~ con w,w* < M.
Aplicando el Lema paracadal < t < Mcont € A(k), tomando fy = hyy
{fi,..., fmt={hy:T>M y r € A(k)} nos aseguramos que,sil <i< Meie A(k), hino
tiene puntos de ciclos de longitud méxima involucrados en alguna interseccién rara entre
un ciclo de h,, y un ciclo de h,,- con w,w* € A(k)y, 0o bienw > M, o bien w* > M, o
ambas.

Vale lTl(k): Llamando temporalmente A = {t € A(k) : t > M}, la hipétesis lTl(k) — antes
de la modificacién — nos decfa que (e On:) N U, 8(1) = 0.

Como Og; € Ui On, U On, C Uien On, y no modificamos ningtin otro generador, po-
demos asegurar que luego de redefinir h, como h,, valdra O,, N JX_;8(i) = 0 para todo
t € A; por lo que sigue valiendo H (k).

Vale ﬁ;(k): Se deduce de que valia ltl;(k) antes de la modificacién, y de que s6lo modifi-
camos un h, cambiéndolo por un h, que cumple Ox~ C ;o On, (y por Ha(k) esta unién
era disjunta con O, para todoi € A(k) coni < M).

Vale H;(k): Previo a la modificacién valia Hz(k); y el tinico generador modificado fue h,.
Como ya vimos que Oy~ N UL, 8(i) = 0, podemos afirmar que sigue valiendo Hj (k).

Vale Hy(k): Esto se verifica trivialmente, ya que no modificamos A(k), ni los h; con i ¢
A(k), ni los conjuntos S(i) para ningdn 0 < i < k.

Vale Hs(k): Esto vale porque M(k) > M > k.

Por definicién de M, algtn ciclo fm de longitud méxima de hy; tiene puntos involucrados
en alguna interseccién rara entre un ciclo 1; de h,, y un ciclo 1, de h,,- para algin par
w,w* € A(k).
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Si alguno de los dos ciclos, 11 0 1, tiene orden mayor o igual a p*™, llamaremos 8’(k) al
conjunto de puntos compartidos en cuestion, por el Corolario ,valdra [8/(k)| = pam*l,

Si ambos ciclos, n; y 13, tienen orden menor a p“M, una aplicacién del Lema nos
dice que B tiene interseccién rara con algun ciclo 6 de h,, o de h,,,; y en ese caso lla-
mamos 8’(k) al conjunto de puntos compartidos que nos provee el Lema aplicado
a la interseccién entre B y 9, el primero como ciclo de hay y el segundo como ciclo de
h,, o h},, segtin corresponda. Por el Corolario , nuevamente podriamos asegurar que
S'(k)| > pan+L,

Seanh;,,..., hi, ,coni, < ipsia < b, todos los generadores hy cont € A(k) que cumplen
On, N 8'(k) # 0 — que, como 8’(k) es un conjunto de puntos compartidos, por el Lema
cumpliran 8’(k) C Op,. Llamamos j al subindice que cumple hi; = hp.

Haciendo cambios en el conjunto de generadores, podemos suponer
que para todo s > j y todo p ciclo de longitud méxima de ha con O, N 8’(k) # 0, existe
un ciclo p’ de hy, con O, N8’ (k) # 0 de modo que p y p’ tienen interseccion rara.

Tomamos un ciclo p de longitud maxima de ha con O, N 8’(k) # () y con-
sideramos, si existe, un generador h;, con s > j. Como 8’(k) C Oy, existe un ciclo p’ de
hi, de modo que O, N O,/ # 0; llamaremos a su tamario |p’| = p".

Supongamos que p y p’ no tienen interseccién rara.

En ese caso, como |p| = [hml| = [hi,| = |p’], por el Corolario aplicado a la interseccién
entre p y p’ como ciclos de hy y hy, respectivamente, podemos afirmar que h;, = p*h{_
con h/ una permutacién disjunta con p y x = dp®™ ™ con med(d, p) = 1.

Dicho esto, definiendo h;, = hy*h;, podemos observar que

(Mayo Ry )+ (Ry) = Aut(P),

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que |hi | < [hi |y,
como G es abeliano y [hp| = p™,

Ihvihi | < mem (lhi, e ) = mem (pN, p%s) = p%s =1|hy .

— —X —
hi, | = lhy hi | = [hy, .
Gracias a la Afirmacién , esto nos dice que podemos redefinir a h;, como h;_.

Por lo tanto,

Por altimo, podemos afirmar que 8'(k) N O}Ts = (); de darse lo contrario, gracias al Lema

serfa 8'(k) C Oy, lo cudl es absurdo porque O, N8'(k) # 0y hi, deja fijos a todos
los puntos de p. Luego, redefinimos h;, como h;, y este nuevo generador ya no pertenece
al subconjunto en cuestion.
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A partir de ahora, vamos a suponer que se cumplen las condiciones de la afirmacién an-
terior.

Si, luego de los cambios, se cumple que j = m, definimos 8(k +1) :=8'(k) y A(k+ 1) :=
A (k) —{ij}. Veremos luego, junto con el otro caso, que de esta forma se satisfacen las cinco
hipétesis requeridas.

En cambio, si luego de los cambios de la Afirmacién termina siendo m > j, significa
que existen un ciclo p de longitud maxima de hy con O, N 8’(k) # 0 y un ciclo p’ de h;,,
con O, N 8’(k) # 0 tales que p y p’ tienen interseccion rara. Llamamos 8" (k) al conjunto
de puntos compartidos y notamos que 8’(k) N 8" (k) # 0 y que [8” (k)| = p*™*! gracias al

Corolario

Podemos afirmar, salvo modificaciones, que existe un conjunto T de
puntos de P con T C Oy, paratodoj < r < my [T| > p™I718"(k)| > pamtmiy,
ademads, que ningun otro generador h. conr € A(k) yr ¢ {i1,...,im} cumple Op, N'T # 0.

Vamos a probar por induccién invertida en R que para todoj+1 <R <m

podemos afirmar, salvo modificaciones, que hy; y hi , hi, ,..., hi, comparten un conjun-

17
to de puntos Tr de modo que:

(1) Paratodor € {j, m,m—1,...,R} podemos escribir h;, = y(T? h{ con y(TTR) un desarre-
glo de los puntos de Tg que es producto de p'*— ciclos de h;, paraalginl, € Ny h{
una permutacién disjunta con Tg.

(2) Sll(k) g TR y |TR| 2 pmfR|S//(k)| 2 paM+m7R+1.

(3) Laacciénde <y%-jk), y(TT:), y(T?_U ey y(T]:) > — como permutaciones en el conjunto sub-

yacente de P — restringida a Tg es transitiva.

(4) Ningan generador h, cont € A(k)yr & {iy,...,im} cumple On, N Tg # 0.

Caso base R = m:

Empezamos definiendo T, := 8" (k) que es el conjunto de puntos compartidos que pro-
viene de la interseccion rara entre un ciclo de hy = hy, y unode hy .

En este caso T = 8”(k), yéj)(k) es el producto de todos los ciclos de h;; que tienen sus
puntos contenidos en 8" (k) y V(ST()k) es el producto de todos los ciclos de h;,, que tienen
sus puntos contenidos en 8" (k).

Paso inductivo:

Supongamos que hy; y h;, , h .., hy, comparten un conjunto Tz cumpliendo las cuatro

Tm—1/"

condiciones antes mencionadas.
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Tomamos un ciclo dg_1 en hy, , que cumpla Os, , N 8'(k) # 0y Os,, N 8" (k) # 0, que
existe pues 8'(k)N8" (k) # 0y 8’(k) C Oy, .Llamaremos Tg_; al conjunto que nos provee

el Corolario al aplicarlo con este ciclo dg_; de h;

ix_,, €l conjunto Ty y los elementos

hi;, hi,., ..., iy, que cumplird §”(k) C Tr € Tg 1.
. . . . / (T)
Ahora, para cadar € {j,m,m —1,...,R — 1}, podemos escribir h;, 'yTR hi conyr
un desarreglo de los puntos de Tg_1, producto de p'—ciclos para algin 1, € Ny h{ una
(m—1) (R—1)

permutacion disjunta con Tg_;. Y la accién de <yTR 1,yTR 1/VTR L ,yTR ; > como per-
mutaciones en el conjunto subyacente de P restringida a Tz es transitiva.

Como vamos a trabajar con exponentes, con el fin de no sobrecargar la notacién vamos a

nombrar temporalmente S, = y({il.

SiSg_1 ¢ (Sj,Sm,---,Swr), por el Corolario , [ Troq| = pmI-(R=DHL87 (1))

Ademads, ningtn otro generador h, conr € A(k) yr & {i,..., im} cumple Op, N Tr_y # 0,
ya que de lo contrario, por el Corolario , Tre1 € Oy, lo cudl no puede ocurrir pues
8'(k) N Tr—1 # 0 y sabemos que h, deja fijos todos los puntos de 8’(k) por ser r € A(K) y
T ¢ {i1,...,1m}. Esto completaria el paso inductivo.

Si Sg—1 € (Sj, Sm, ..., Sr), vamos a ver que podemos cambiar al generador h;, , por otro
generador que deje fijos todos los puntos de 8'(k) — y por lo tanto no perteneceria al
subconjunto de generadores con el que estamos trabajando — y volveremos a considerar
el conjunto Tg y los elementos h;,, ..., h;, para realizar desde el comienzo este mismo

proceso pero, en vez de con h;

ip_;, con hy, , que es el siguiente generador en la lista.

Para ver eso, empecemos notando que existen {ry, ..., v} C {j, m, m — ., R} tales que
SRfl = S:f]l e S?SS

para algunos x4,...,xs € Ncon1 < x; < pl i paratodo1 <i<s.

Sean{gi,...,g¢} C {hirl ,..-,hy, }todos los generadores de ese conjunto que sean distintos
de hi, ey, ...,y definidos de forma que y,, = x,,/ siy s6losi g,, = h; ,.

Definiendo hy, , = g; V' -+ - g; V'hi,_,, podemos observar que

(R Ry ) + (i) = Aut(D).

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que |hi, .| < |hi, |-

Ademads, como los 6rdenes de los generadores son potencias de p y G es abeliano,

—Yt

It

hinll) g |hiR,1 ’

hie .| <mem (g7 ¥],..., ,

yaque [gil,..., |9l < |hi | porser{gy,..., g} C {hiy, ..., hi -
' hiR,1| = |h'

1R—1 |

Si hy, ¢ {hiT1 ..., hy,_} entonces hi. . es una permutacion disjunta con Tg_;.

1R-1
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Si no, observemos que serd h;, , = = S¥h{! paraalginl < x <pY, conh{ unapermuta-
cién disjunta con Tg_;. Tomamos un ciclo Y de longitud maxima de h;; con O, C 8" (k) C
Tr—1 (podemos por cémo esta definido §”(k)), y notemos que no puede tener interseccién

rara con ningtn ciclo de hy,_, ya que podemos escribir hy, , =y*q con ¢ una permutacion

1R—1 1R—1

disjunta con y; pues 7y es, en particular, un ciclo contenido en S;.
De hecho, por la Observacion aplicada a hij,m y v*, debe ser x = dp“™M~Y con
med(d, p) =1, siendo pY < |hy, | = |

ix 1| €l orden de los ciclos contenidos en y*.

Dicho esto, definiendo h;, , = hyhi, ,, podemos observar que

TR—1

<h1,...,h/i,:,...hn> + <T,H> ~ Aut(?P).

h:

1R-1

< |hy

1R71’

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que
y, como G es abeliano y [hy| = pM,

Ihyihig

mem ([, (R [) = mem (pY, poe) = pPier = [hy, |

1-R]‘

‘hg/l"hikfl‘ = |hiIH | Por altimo, notar que gracias al Lema

1R-1

Por lo tanto, ’h

podemos afirmar que 8" (k) N O=== = {), ya que de lo contrario serfa O, C 8" (k) C O=—,
iR-1

iR—1

lo cuél es absurdo porque h;, , deja fijos a todos los puntos de y.

Por lo tanto, en ambos casos, la Afirmacién nos dice que podemos redefinir a h;,_,
tey ONig

Una vez hecho el cambio, como ahora h;, , es disjunto con 8’(k), volvemos a considerar

como hy, | respectivamente.

1R—1

el conjunto Tg y los elementos h;,, ..., h;, para realizar desde el comienzo este mismo
proceso pero, en vez de con h;, ,, con hy, ,.

Ahora si, esto completa el paso inductivo.

Para concluir el resultado de la afirmacién, basta con tomar T = Tj4.

Definimos entonces 8(k +1) :=Ty A(k+1) == A(k) —{i, € A(k) :j <r<m} C A(k).
Si cuando j = m definimos artificialmente T = 8’(k) entonces esta def1n1c10n coincide con
la que ya dimos para dicho caso, por lo que podemos tratarlas como una tinica definicién.

También notar que M(k + 1) > M ya que, como s6lo eliminamos indices de A(k), debe
suceder que M(k +1) > M(k) > M, pero M ¢ A(k + 1).

Una consecuencia de esto es que M(k+1) > M +1 =k + 1, que implica Hs(k + 1).

Por c6mo definimos A(k+ 1), es On, N8(k+1) =@ paratodot > M tal quet € A(k+1).
Como vale ]:lvl(k) y M(k 4+ 1) > M, esto implica H;(k 4 1); nos sera de utilidad recordar
que sigue valiendo H; (k).
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Por otro lado, si m —j > 0, como p > 5 tenemos que
S(k+1)] > p*™ ™I =p™ I pM > 2(m—j+1)-p™M > 2y
=

Ysim=j

S(k+ 1) = 8'(K)| > p™+! > 2po™ = 2[hy|
por lo que podemos recolectar 2|h; | puntos para cada h;, conj <r < m.
También podemos observar que

k
S(k+1)n | Js(i) =0
i=1

ya que vale lTl(k) y 8(k+1) C Op,,. Esto y la cota anterior nos aseguran que

k+1

s
i=1

k

s

i=1

+IS(k+1)> Y 2hi+ > 2hl= ) 2k,

igA (k) 1€(A(K)—A(k+1)) €A (k+1)

por lo que vale Hy(k + 1).

Notar que, sit € {1,...,j — 1}, hy, no contiene ciclos de longitud maxima § que cumplan
Os N 8(k + 1) # (. Si asi fuese, habria un ciclo &’ de hyp con Osr C 8(k + 1) tal que
OsN0Oss # Dy, por el Corolario ,podriamos escribir h;, = y¢h{ con <y un desarreglo
de los puntos de un conjunto F O 8(k + 1) que es producto de p“ —ciclos (por ser & uno
deellos y [5] = p“); y h{ una permutacién disjunta con F. Esto no puede ocurrir ya que,
como 8'(k) N 8(k + 1) # ), existiria un ciclo 8" de longitud maxima de h;, que cumpla
Os» N 8'(k) # 0; pero eso es absurdo por la definicién del indice j.

Estos son los tnicos generadores h; coni € A(k + 1) que cumplen O, N 8(k + 1) # 0, asi
que lo recién probado junto a la validez de Hj(k) nos asegura que se cumple Hz(k + 1).

Finalmente, consideramos el conjunto
(he:te Alk+1)yt > M} ={hy,..., he,} conlhy| > |hts,} sis<s'.

Para cada h, en el conjunto, tomamos un ciclo de longitud maxima de h; que llamaremos
¢ Y vamos a realizar un procedimiento anédlogo al de la Afirmacion

Para cada 1 < v < d, empezando por r = 1y siguiendo en orden creciente, realizamos
el siguiente proceso: si t* > 1y hy . contiene la potencia n{" (supondremos k., reducido
modulo ny,[), definimos h, . = h; kfhtr*. Veamos que vale ‘htr* ‘ = [he. |
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En efecto, cualquier ciclo & contenido enn{” cumple 05 C O, y [5| = pN < p* para
algtin N, asi que la Observacion aplicadaahy,, h¢ ., M, y kr nosdice que k, = dp —N
con mecd(d,p) = 1. Como G es abeliano y |h,| = p“t,

[hehe.| < ,My ) =mem (pN, poe) = pi =1hy .

< mem (|h Kr

Como <h1, ..., }Tt:, ..., hn> + <K> = Aut(?P), no puede ocurrir que ‘K < |he..|yaque,
si asi fuese, lo anterior seria falso por un argumento de cardinalidad.

Por lo tanto |h. .| = |h,.|. Dicho esto, cambiamos al generador hy,. por hy...

Luego de cada uno de estos cambios, sigue valiendo M(k +1) > M.

En efecto, como no modificamos ningtin h; con i < M, sabemos que ningtn h; con 1 <
i< Meie A(k+ 1) tiene puntos de ciclos de longitud méxima involucrados en alguna
interseccion rara entre un ciclo de h,, y un ciclo de h,,» con w, w* < M.

Aplicando reiteradas veces el Lema — para cada cambio, una aplicacién por cada
t < Mcont € A(k + 1), siguiendo la notacién anterior, tomando fy = hy,f; = hy, y
f, = hy,. —nos aseguramos que, sil <i< Meie A(k+ 1), hy no tiene puntos de ciclos
de longitud maxima involucrados en alguna interseccién rara entre un ciclo de h,, y un
ciclo de h,,~ conw, w* € A(k+1) y,obienw > M, o bien w* > M, o ambas.

ParacadaM <i< M(k+1)conie A(k+ 1) definimos «; = ;.

Gracias a los cambios hechos y al Lema podemos asegurar que dado cualquier par
LteAlk+1l)conM <i<M(k+1)ei<t, Oy NOn, =0.Esto sumado a la validez de
sz(k) nos asegura que vale Hy(k +1).

Sin embargo, resta chequear que luego de estos cambios se siguen cumpliendo las hip6-
tesis Hi(k + 1) parai € {1,3,4,5}.

Luego de cada uno de estos cambios, siguen valiendo las hipétesis
Hi;(k+1)conie{l,3,4,5}.

En lo que sigue, tener presente que M(k + 1) > M.

Vale H;(k + 1): Llamando temporalmente A = {t € A(k+1) : t > M}, como A(k +
1) C A(k), la hipétesis lTl(k) — antes de la modificacién — nos decia que (Uie A Ohi) N
U, 8(i) = 0. Como Ok, € On, . UOn,, € Uica On, y no modificamos ningtin otro gene-
rador, podemos asegurar que luego de redefinir h; , como hy ., valdra Oy, N U 8(i) =0
paratodot € A.ComoM(k+1) >M,{t € A(k+1):t > M(k+1)} C A, porlo que sigue
valiendo H;(k + 1).

Vale H;3(k + 1): Previo a la modificacion valia H3(k +1); y el tinico generador modificado
fue h¢,.. Como ya vimos que On s NUY, 8(1) = 0, podemos afirmar que sigue valiendo
Hz(k 4+ 1).
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Vale Hy(k + 1): Esto se verifica trivialmente, ya que no modificamos A(k + 1), ni los h;
coni¢ A(k + 1), nilos conjuntos S(i) para ningtin 0 <i < k + 1.

Vale H5(k +1): Como M(k + 1) > M, sigue valiendo que M(k +1) > k + 1.

n+1
Para terminar con la demostracién, basta contomar I =An+1)y ] = U S(1). [ |

i=1

5.3 ENTENDIENDO LAS INTERSECCIONES NO RARAS

Aplicamos el Lema para obtener un subconjunto bueno A C {1,2,...,n}.
Si A = {) entonces no hay nada que hacer, habremos probado el resultado del teorema ya
que [J(A)l = 3_icny 2. Enlo que sigue, asumiremos A # ().

Vamos a analizar qué pasa con los puntos de P que no deja fijos el subgrupo (h;)jca.

Por comodidad, llamaremos gy, ..., gn a los generadores h; tales que j € A, y para cada
1 <i < N,sig; = hj, nos permitiremos hacer el abuso de notacién de renombrar como
«; al ciclo «;. Los asumiremos ordenados, de forma que |g;| > [g;] sii < j.

Vamos a denotar |gi| = p°i. Respecto a los 6rdenes de los generadores, la tinica hipétesis
que necesitamos en esta seccion es |g;| # 2 para todo 1 < i < N, que se cumple amplia-
mente si pedimos p > 5 para ser consistentes con la seccién anterior.

Para hacer méds amena la notacién en esta secciéon, vamos a usar con frecuencia una frase
cuyo significado podria no quedar claro, asi que lo explicamos en la siguiente definicion.

7

Definicién 5.3.1: Dado1 < i < N y un ciclo « de g;, vamos a decir que no hay
intersecciones raras involucrando puntos de o« si no existe ningtin par 1 < r,v* < N tal
que un ciclo de g, y un ciclo de g~ tienen interseccién rara con conjunto de puntos
compartidos Sy Oy NS # 0.

En particular, vamos a decir que no hay intersecciones raras involucrando puntos de ciclos de
longitud mdxima para referirnos a que no hay intersecciones raras involucrando puntos de
algtn ciclo de longitud maxima 3 de g; para ningtin 1 < i < N; que se cumple por ser A

un subconjunto bueno. Pasamos a hacer otras observaciones importantes.

Dados 1 <1,j < N, siunciclo 3; de g; cumple Og, N0y, # (), entonces
Oﬁi - Ogj'
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En efecto, si Og, N Oy, # ), debe existir un ciclo B; de g; tal que Og, N Op; # 0. Si Sesel
conjunto de puntos compartidos que provee el Lema aplicado a la interseccién entre
Biy Bj como ciclos de g; y gj respectivamente, tenemos O, € S C O4;, como querfamos.

Sean1 < 1,j < N.Sid esunciclo de g, 3 un ciclo de longitud méaxima
de g; y Os N Op # 0, entonces todos los puntos de & pertenecen a algun ciclo de longitud
maxima de g; y, por lo tanto, no hay intersecciones raras involucrando puntos de 6.

En efecto, teniendo en cuenta que no hay intersecciones raras involucrando puntos de
ciclos de longitud maxima, esto es una consecuencia del Lema aplicado a la inter-
seccion entre 6 y 3 como ciclos de g; y g; respectivamente.

Para cada par 1 < i < j < N o bien g; contiene una potencia de «; o
bien sucede que Oy, N Oy, = () 0 bien existe un ciclo y;; de g; de longitud p* > p9*!y

pS—ciclos oy = X1, ..., &

L contenidos en g; tales que:

k—c
P )

< _ ~A,Mm
| I Xir = Yij;
r=1

para algin m € N tal que p [ m.

En efecto, como no hay intersecciones raras involucrando ciclos de longitud méxima, si g;
no contiene potencias de o, el resultado es una consecuencia directa del Lema y el
Corolario aplicado a la interseccién entre ; como ciclo de g; y algtn ciclo de g; que
comparta puntos con o;.

Motivados por esta observacién y para hacer mas amena la redaccién de la solucién, ha-

cemos la siguiente definicién:

Definicién 5.3.5: A los ciclos v;; que se generan cada vez que O, N Op, # () para
algin par 1 < i < j < ny Bi un ciclo de g; de longitud mayor a la de «;, los
llamaremos ciclos de tipo y

Como Oy C 0,,; para cualquier par 1 <1 <j < N, por la Observacién sabemos que
no hay intersecciones raras involucrando puntos de ciclos de tipo y. Ademads, se cumple
Oy,, N Oy, = 0 para todo s > j, ya que de lo contrario por la Observacion seria
(f)Ocj - O«Yi,j C Oyg,, contradiciendo la segunda condicién de conjunto bueno.

Dado un ciclo de tipo v, digamos v, j,, este es disjunto con v;, ;, para
todo 1 < i, <N yji #jr. Ademads, vy, 5, es disjunto con o para todo t # ji.
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Sin pérdida de la generalidad asumamos que j; < j, y supongamos que Oy, ; N0y, ; # 0.

Og4. . Esto nos dice
95,

Yigiq
Como Oy, ; N Oy, # 0, por la Observacién sabemos que Oy, ; C
que Oy, ; N Oy # )y, nuevamente por la Observaciéon , Oy,;, € Og;, . En particular,
O“jl - (f)ym.1 - Ogj2 ; pero esto contradice la segunda condicién de conjunto bueno, ya que
j2 > j1. Llegamos a un absurdo, lo que prueba la primera parte de la observacion.

La segunda parte es similar, supongamos que existe t # j; tal que O, ; N O, # 0.

Sit <ji,como 0y, ; C Og ,secumple Oy,NOg, # 0, que contradice la segunda condicién

de conjunto bueno.
Sit > j;, como « es un ciclo de gy, la Observacion nos dice que Oy, ;, € Og, esto
implica que Oy, C Oy, ; < Og,, lo que contradice la segunda condicién de conjunto

bueno. Llegamos a una contradiccién, probando la segunda parte de la observacion.

El siguiente resultado es trivial bajo la hipé6tesis de p > 5, ya que Aut(P) no puede contener
elementos de orden par por ser un grupo de orden impar. Sin embargo, con esperanzas de
una futura reutilizaciéon de estas ideas para p = 2 y 3, hacemos la siguiente observacion.

No existen trasposiciones T = (a b) € Aut(P) con a,b € Op para
algtn ciclo 3 que no sea una trasposicion y esté contenido en g; para algan1 <i < N.

Seat = (ab) € Aut(P) tal que a,b € Op para algtn ciclo 3 que no sea una trasposicion
y esté contenido en g; para algin 1 < i < N. Consideramos S el conjunto de puntos
compartidos que nos provee el Lema aplicado a la interseccién entre 3 y T como
ciclos de g; y T respectivamente. Como S C O, y |S| > |Og| > 2, llegamos a un absurdo.

En particular, como |a;| = |gi| # 2 para todo 1 < i < N, no existen trasposiciones
T € Aut(P) que intercambien dos puntos de «;. Mdas atn, como todo ciclo de tipo vy tiene
orden mayor que «; para algin 1 < i < N, no existen trasposiciones T € Aut(P) que
intercambien dos puntos de un ciclo de tipo vy.

Antes de pasar a probar una proposicién, necesitamos hacer la siguiente definicion:

Definicién 5.3.8: Dado 1 < j < N, diremos que un ciclon de g; es un ciclo dominante
si para todo t > j, 1 es disjunto con todos los ciclos de g; de longitud mayor o igual
que la de 1 y para todo t < j, 1 es disjunto con todos los ciclos de g; de longitud
mayor que la de n.

Sean1 < i< j <N, yseann; yn; un ciclo dominante de g; y un ciclo
dominante de gj respectivamente. Entonces O,,, N Oy, = 0.

En efecto, supongamos que Oy, N Oy, # (). Si il > In;|, llegamos a un absurdo por ser n;
ciclo dominante de gj. Luego ni| < n;|, pero es absurdo por ser n; ciclo dominante de g;.
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Dicho esto, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado por induccién en i:

Lema 5.3.10: Para todo 1 < i < N el complemento de los puntos fijos de la accién
del subgrupo (gj : j > i) < Aut(P) tiene al menos

N
22"
j=i

puntos. Mds atin, ninguno de estos puntos pertenece a J(A).

Demostracion. Vamos a probar por induccién invertida en i, empezando pori = N + 1y
yendo en orden decreciente, que para todo 1 < i < N +1 podemos conseguir un conjunto
C(i) de puntos de P que cumpla las siguientes condiciones:

N

(1) [C(i) = Y 2pe.

k=1

(2) Sij <i<1yYj: esunciclodominante de tipo v de gj,

0y,, NC({)| < 2p°-.
(3) Sij <1iy €;esun ciclo dominante de g; que no es de tipoy, O, N C(i) = 0.
(4) CHNJA) =0.

(5) Sii<n, Ci+1) C CAH).

(6) Six € C(i), entonces x € O, para algtn ciclo dominante e con O. C Oy, para algin
i < 1 < N. Notar que € no es necesariamente un ciclo de g,.

Nuestro caso base serd cuando i = N + 1, en cuyo caso definimos C(N + 1) = () y cumple
las seis hipétesis trivialmente.

Ahora vamos a realizar el paso inductivo. Dado s € N, supongamos que tenemos defini-
do C(i) para todo i > s + 1, cumpliendo las seis propiedades descriptas anteriormente.
Veamos que podemos definir C(s) de modo que cumpla las seis propiedades.

Caso 1: Si &, no es dominante.

Como no comparte puntos con ciclos de g,/ para ningtin t’ > s, debe existir un t < s tal
que o, tiene interseccién no vacia con algun ciclo de g, de longitud mayor que p®s, o sea,
un ciclo de tipo y.

Existe un ciclo dominante y4 s de tipo v para algin d < s.
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Recordemos que, para cualquier 1 < r < N, si un ciclo de g, tiene longitud mayor a la de

® y tiene interseccién no vacia con o, entonces es un ciclo de tipo y.

Sean Vi,5,.-., V1, todos los ciclos de tipo y que tienen interseccién no vacia con & y

consideramos w = max{ly,s| : 1 <1 < k}yd=max{t, : [y, s/ =wh

No es dificil observar que ygq,s es un ciclo dominante de tipo y: si para algin1 < r < N

existe un ciclo 3, de g, de longitud mayor o igual que la de yq, tal que Og, N O, # 0

entonces, como no hay intersecciones raras involucrando puntos de 4,5, por el Corolario
aplicado a la interseccién entre y4,s y B~ como ciclos de g4 y g:, tendriamos que

Oy.s € Op,, y entonces On, € Op, .

Luego, como [B+| > |ya,s| > sl B+ debe ser un ciclo de tipo y que tenga interseccién no

vacia con ;. Si |Br| > |ya,sl, es absurdo por definiciéon de vq4,5; asi que |B+| = [yva,s|, pero

por definicién de y4 s es v < d, asi que vq4,s es dominante.

Por definicién, vq4,s tendréd longitud al menos pSstl > 2pcs y, por la Observacién ,
cumplird O, C Og4,. Gracias a esto, podemos definir C(s) = C(s + 1) U D donde D es
cualquier subconjunto de O, _, de cardinal 2p®. Veamos que cumple las seis condiciones:

(1) Como O ﬁU] s+1
() y en particular DOUJ s+
es C(S + 1 g Uj:s+1 gj’

gA =10, por la Observacién tenemos que O, ﬂU) o110, =

O, = (. Por lo tanto, como por la condicién 6 con i = s+1

IC(s+1)UD| =|C(s +1)| + D[ = ZZpCJ

(2) Dado vj, conj < s < 1, sabemos que [0, N C(s +1)[ < 2p® sit > s + 1 por
la condicién 2 coni = s + 1, y ademds |0,,, N D| = @ sij # d ya que los ciclos
de tipo v son disjuntos dos a dos como observamos en . Por ultimo notar que
|0y, N DJ = 2p® y yas N C(s +1) = 0 por ser yq,; dominante — y por lo tanto
disjunto con los demas ciclos dominantes — y la condicién 6 coni = s + 1.

(3) Como D no contiene puntos de ciclos dominantes que no sean de tipo y por ser yq,s
disjunto con los demas ciclos dominantes, esta propiedad — que se cumple para

i=s+1—se mantiene parai=s.

(4) No hay puntos de ciclos de longitud maxima de ningtin g, con1 < r < Nen J(A),
por lo que, gracias a la Observacion , Oy, NJ(A) = 0. Por la condicién 4 en
i=s+4+1,C(s+1)NJA) = 0.

(5) C(s+1) CC(s+1)uD.

(6) Todos los puntos de D pertenecen a y4,s que es dominante, de tipoyy 0, C O,
y la condicién 6 con i = s 4 1 nos dice que los puntos de C(s 4 1) también cumplen.
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Esto completa el paso inductivo en el Caso 1.
Caso 2: Si o es un ciclo dominante de gs.

En esta situacion, s no interseca con ciclos de tipo y. S6lo necesitamos recolectar los p©s
puntos que faltan usando puntos de otros ciclos dominantes.

Dado 1 < r < N, g, contiene al menos un ciclo de longitud méxima
distinto de «.

Sino fuese asi, la accién de (g?“" ') en P deja fijos todos los puntos excepto los de a,. Como
los puntos de & forman una anticadena, esto implica que para todo x € O,

Pax = fP<9E’Cr71x y Pox= fP>9E’Cr71

X

y por lo tanto existe un automorfismo de P que intercambia dos puntos de «;, contradi-
ciendo la Observacion

Debe existir al menos un ciclo dominante de longitud maxima en g,
distinto de «s.

Llamemos (31, ..., Bm, alos ciclos de longitud méaxima de g, distintos de ;.
Ahora supongamos, a modo de contradiccién, que para todo 1 < v < my sucede que (3
tiene interseccién no vacia con algtn ciclo de longitud més grande 7, de g, para algtin
t, # s o bien con un ciclo de igual longitud 1, de g, para algtin t, > s.

Para lo que sigue serd importante notar que no hay intersecciones raras involucrando pun-
tos de ningtin 3, por ser de longitud méxima. Vamos a probar que, para cada uno de estos
ciclos, todos sus puntos se relacionan de la misma forma con todos los puntos de s —
es decir, que dado yp € O, si xg > Yo (respectivamente < o incomparable) para algin
xp € Og,, entonces x > Yo (respectivamente < o incomparable) para todo x € O, .

Para esto alcanza con, para cada f3,, encontrar un automorfismo de P que actue transiti-
vamente restringido a 3, y deje fijos todos los puntos de ;.

Caso 1: 3, interseca con un ciclo de longitud mds grande A, en g, para algin t, # s.

En este caso, el Corolario aplicado a 3, y A, como ciclos de g y g¢, respectivamente
nos dice que Og, C O,,. Mds atin, nos dice que existe 1 € N con p | 1 tal que 3, es un ciclo
de Al, quien a su vez es una potencia contenida en g;.

Si ot no interseca con Og4, entonces la accion de (g; ) es transitiva si se la restringe a Og,
y ademas deja fijos los puntos de O, obteniendo el resultado esperado.

Si &, interseca con un ciclo & de g¢,, como no puede haber intersecciones raras involu-
crando «; por ser un ciclo de longitud méxima y || > [8] por ser «s dominante, por el
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Corolario aplicado a la interseccién de &, y & como ciclos de g5 y g¢, respectivamente,
sabemos que existe k € N tal que la potencia o esta contenida en g, .

Notemos que g; g, deja fijos los puntos de « pero si contiene al ciclo AL, que es un
unico ciclo por ser med(p, 1 —kl) = 1. Luego, la accién de ((g; *g,)') es transitiva si se la
restringe a O, (ya que contiene la potencia (A')!~*!' y 1 —kl es coprimo con p), y ademés
deja fijos los puntos de O, como queriamos.

Caso 2: 3, no interseca con un ciclo més grande A, en g¢, para ningan t, # s.

Por hipétesis, sucede que 3. tiene interseccién no vacia con un ciclo de igual longitud n,
de gy, paraalgin t, > s y con O,,, = Og,, ya que no hay intersecciones raras involucrando
puntos de p.. Luego, como Oy, N Oy, = ) para todo t > s, la accién de (gy,) es transitiva
en O,,, (luegoen Og,), y deja fijos los puntos de O..

En ambos casos logramos probar que, dados 1 <1 < mg e yp € Og,, si un punto xy en 3,
cumple xy > yo (respectivamente < o incomparable), entonces x > Yy, (respectivamente
< o incomparable) para todo x punto de {3,.

Ahora, dado cualquier puntoy € O, sabemos que existe z de modo que g3 - yo = y.
Por lo tanto, aplicando g7 a la desigualdad anterior, obtenemos g% - x > g% - yo =y (res-
pectivamente < o incomparable). Por lo probado en el parrafo anterior, como g% -x € Og,,
esto implica que x > y (respectivamente < o incomparable) para cualquier x € Og, .

Esto tltimo prueba que, para cada 1 < r < mg, todos los puntos de &, se relacionan de la
misma forma con todos los puntos de .

Ahora, consideramos la accién de (gP** ') que deja fijos todos los puntos de O, que no
pertenecen a ciclos de longitud maxima.

Dado que los puntos de s forman una anticadena, y ademads se cumple |+, para todo
x € O, se cumplen:
:]D<X — ?<95C571x y iP>X — :P>gEC871 .

X

Por lo tanto, existe un automorfismo de P que intercambia dos puntos de o, digamos x y
g?” 'x y deja a todos los demés fijos. Esto es absurdo ya que Aut(P) no contiene trasposi-
ciones involucrando dos puntos de .

Subcaso 2.1: Si este nuevo ciclo no es de tipo y.

De ser asi, obtenemos el resultado deseado, ya que tendremos p¢s puntos para recolectar
de un segundo ciclo dominante que no es de tipo y. Es decir, podemos definir C(s) =
C(s+1)U04, U0, donden es el ciclo en cuestién. Veamos que cumple las seis condiciones:
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(1) Como 1 es dominante y no es de tipo vy, por la condicién 3, O, N C(s + 1) = 0.
Recordemos que Oy, N C(s+ 1) =0, por cumplirse O, N O4, = () para todo r > s.

Luego, como «; y 1 también son disjuntos,

N
IC(s +1) U Ok, U0y =1C(s + 1) + [0, [ + 104 = > 2p + 2p©=.

j=s+1

(2) No usamos puntos de ciclos dominantes de tipo vy, pues los ciclos dominantes son
disjuntos dos a dos y usamos dos ciclos dominantes que no son de tipo y; y, ademads,
vale la condicién 2 coni = s + 1.

(3) No usamos puntos de ciclos de g; con j < s que sean dominantes y no de tipo v,
pues los ciclos dominantes son disjuntos y usamos dos ciclos dominantes de gs; y,
ademas vale la condicién 3 coni = s 4 1.

(4) Por serny o de longitud méxima y A subconjunto bueno, la Observacién nos
dice que O, NJ(A) =0y O, NJ(A) = 0.

Ademas, por la condicion4 coni=s+1, C(s+1)NJ(A) =0

(5) C(s+1) CC(s+1)UO0q UO,.

(6) Tanto os como 1 son ciclos dominantes de g5, eso sumado a la condiciéon 6 con 1 =
s + 1 prueba que se cumple parai=s

Esto concluye la demostracion en el Subcaso 2.1.

Subcaso 2.2: Si el ciclo que nos provee la Afirmacion es de tipo vy, es decir, es y; 4
para algin q > s.

Dado un ciclo v, de g; dominante y de tipo vy, debe existir al menos
un ciclo dominante € de g distinto de v, que cumpla O N Op # () para algtn ciclo  de
longitud méaxima en gy.

Empecemos probando que existe algtin ciclo de g5 distinto de y;1, que in-
terseca con algtn ciclo de longitud maxima de gy.

Supongamos, a modo de contradiccién, que todos los ciclos distintos de vy, de g5 inter-
secan sélo con ciclos de longitud no méaxima de g, o bien con ningtn ciclo de gy.

Por un lado, sabemos que todos los puntos de v 1, se relacionan de la misma forma con
cada punto de P — Oy, ya que la accién de (g;) restringida a v, , es transitiva y deja fijos
todos los puntos de dicho conjunto.

Por otro lado, la accién de (gEWl) tiene al menos dos puntos de v, en una misma 6rbita,
pero deja fijos los puntos de los ciclos de g, distintos de v, ya que Oy, € O, , y o, es de
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longitud méxima (asi que todos los puntos de v, ,, pertenecen a ciclos de longitud méxima
de gy ). Luego, estos dos puntos se relacionan de la misma forma con cada puntos de Oy, —
Oy, ,- Esto sumado a lo visto en el parrafo anterior implica que existe un automorfismo de
P que intercambia dos puntos de v, y deja todos los demas fijos, lo cuél es absurdo pues
Aut(?P) no contiene trasposiciones de dos puntos de un ciclo de tipo y. Por lo tanto, existe
al menos un ciclo de g distinto de v, que interseca con algtin ciclo de longitud méxima
de gp.

Ahora, probemos que no puede suceder que todos los ciclos de g5 distintos de v, que
intersecan con ciclos de longitud maxima de g, no sean dominantes.

Llamemos &4, ...,84, a los ciclos de g, distintos de v, que intersecan con algtn ciclo
de longitud maxima de gy. Ahora supongamos, a modo de contradiccién, que para todo
1 < r < d; sucede que 9, tiene interseccién no vacia con algtn ciclo mds grande 1, de gy,
para algtin t, # s o bien con un ciclo de igual longitud n, de gy, para algtn t, > s.

Para lo que sigue serd importante notar que, gracias a la Observacién , podemos afir-
mar que no hay intersecciones raras involucrando puntos de ningtn ..

Vamos a probar que, para cada uno de estos ciclos, todos sus puntos se relacionan de la
misma forma con cada punto de y;. Para esto alcanza con, para cada 9., encontrar un

automorfismo de P que acttie transitivamente restringido a 8, y deje fijos todos los puntos
de vYs.b.

Caso 1: 6, interseca con un ciclo de longitud més grande A, en g¢, para algtin t, # s.

En este caso, el Corolario aplicado a 8, y A, como ciclos de g y g¢, respectivamente
nos dice que Os, C Oa,. Més atin, nos dice que existe | € N con p | 1 tal que 9, es un ciclo
de Al, quien a su vez esté contenido en gj.

Si v, no interseca con g¢, entonces la acciéon de (gL) es transitiva si se la restringe a Os,

y ademas deja fijos los puntos de O, , obteniendo el resultado esperado.

Si vs,p interseca con un ciclo p de g¢,, como no puede haber intersecciones raras invo-
lucrando v;, por la Observacion , COMO Y es dominante, por el Corolario
aplicado a la interseccién de vy, y 1 como ciclos de gs y g¢, respectivamente, sabemos
que existe k € N tal que la potencia v, estd contenida en gy, .

Notemos que g; *g:, deja fijos los puntos de v, 1, pero si contiene al ciclo AL, que es un
unico ciclo por ser med(p, 1 —kl) = 1. Luego, la accién de {(g;*g,)') es transitiva si se la

1-kl

restringe a 05, (ya que contiene la potencia (A') y 1 —kl es coprimo con p), y ademads

deja fijos los puntos de vy, como queriamos.

Caso 2: 8, no interseca con un ciclo de longitud mds grande A, en g, para ningtin t, # s.
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Por hipétesis, sucede que 6, tiene interseccién no vacia con un ciclo de igual longitud n,
de gy, paraalgtn t, > s y con O,,, = Os,, ya que no hay intersecciones raras involucrando
puntos de f3,.

Mas atin, por el Corolario aplicado a la interseccién entre 9, y 1, como ciclos de g5 y
gi, respectivamente, existe 1 € N tal que §, es un ciclo de 1}, quien a su vez es una potencia
contenida en g;.

Si v, no interseca con O, entonces la accién de (g¢,) es transitiva en Os, y deja fijos los
puntos de O, _,, obteniendo el resultado esperado.

Siysp interseca con un ciclo p de g¢,, como no puede haber intersecciones raras involu-
crando v, , por la Observaciéon ,tr > sy Vs €s un ciclo dominante, el Corolario
aplicado a la interseccién de v, y 1 como ciclos de g5 y g¢, respectivamente nos dice que
existe k € N con p | k tal que la potencia y’s‘,b estd contenida en g, .

1-kl
T

Notemos que g *g:, deja fijos los puntos de v, pero si contiene al ciclon! ™!, que es un
tnico ciclo por ser med(p, 1 —kl) = 1. Luego, la accién de ((g; *g,)') es transitiva si se la
restringe a 05, (ya que contiene la potencia (n')'~*' y 1 —kl es coprimo con p) y deja fijos

los puntos de O, , como queriamos.

En ambos casos logramos probar que, dados 1 < r < ds; eyp € O, si un punto xy en 8,
cumple xy > Yo (respectivamente < o incomparable), entonces x > y, (respectivamente
< o incomparable) para todo x punto de 6.

Ahora, dado cualquier puntoy € O, ,, sabemos que existe z de modo que g - yo = y.
Por lo tanto, aplicando g7 a la desigualdad anterior, obtenemos g% - x > gZ - yo =y (res-
pectivamente < o incomparable). Por lo probado en el parrafo anterior, como g% - x € Os,,
esto implica que x > y (respectivamente < o incomparable) para cualquier x € Os,.

Esto dltimo prueba que, para cada 1 < r < m, todos los puntos de vy 1, se relacionan de
la misma forma con todos los puntos de 9..

Finalmente, la accién de (ggcb71> en P tiene al menos dos puntos de O, , en una misma
6rbita, pero deja fijos los puntos de O, (pues b > s) y los de los ciclos de gs que sélo
intersecan con ciclos de longitud no méxima (o ninguno) de gyp.

Ademas, todos los puntos de v se relacionan de la misma forma con cada punto de
P—0g4, yaquelaaccion de (gs) es transitiva si se la restringe a O, y deja fijos los puntos
de P —0Oyq..

Como los puntos de v, , forman una anticadena y vale , si x e y son los puntos en la
misma Orbita, se cumplird que

(P<x = 93<y y iP>x - iP>y-

Por lo tanto, existe un automorfismo que intercambia dos puntos de y; , y deja a todos los
demas fijos. Esto es absurdo ya que Aut(P) no contiene trasposiciones involucrando ciclos
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de tipo y. Esto quiere decir que existe al menos un ciclo dominante de g, distinto de v,
que interseca con un ciclo de longitud maxima de gy.

Aplicando la afirmacién anterior con b = ¢, vemos que debe existir al menos un ciclo
dominante €; de g, distinto de v;,q, y cumpliendo O, N O, # 0 para algun ciclo ; de
longitud méxima en g4. Como €; es un ciclo dominante de g; y O, N Op, # 0 con 31 un
ciclo de longitud méxima de g4, deberd ser |O,| > peatl,

Subcaso 2.2.1: Si este ciclo €; no es de tipo .

Podemos definir C(s) = C(s +1) U O, U O, , U O¢,. Veamos que cumple las cinco condi-
ciones:

(1) Por la condicién 3 con i = s + 1, se cumple que O, N C(s +1) = 0.
Recordemos que Oy, N C(s+ 1) =0, por cumplirse O, N O4, = () para todo r > s.

Luego, por la condicién 2 con i = s + 1, y por ser «s, Vs, q Y €1 ciclos disjuntos,

—2p°1 4104,

N

j=s+1

N
> (Z 2p°i) + 2p©s.

j=s+1

IC(s+1)UOx U0y, UOe| > IC(s+ 1|+ 04] + |0y,

(2) Nousamos puntos de ciclos de gj conj < s que sean dominantes, ya que sélo usamos
ciclos dominantes de g5, que por definicién tienen interseccién vacia con cualquier
ciclo dominante de g; conj < s.

(3) Por la misma razén que el item anterior.

(4) Por ser e; N B1 # O con P ciclo de longitud médxima de g4, la Observacién nos
asegura que todos los puntos de €; pertenecen a ciclos de longitud maxima de g4.
Como A es un subconjunto bueno, O, N J(A) = 0.

Ademas, como O, , y &, son de longitud méxima, por ser A un subconjunto bueno,
Oyeq NJ(A) = 0a, NJ(A) = 0.

Por ultimo, la condicién 4 con i = s + 1 nos dice que C(s + 1) N J(A) = 0.
(5) C(s+1) CC(s+1)uD.

(6) Tanto ys,q como €; son ciclos dominantes de g5, eso sumado a la condicién 6 con
i = s+ 1 prueba que se cumple parai=s
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Esto termina la demostracion en el Subcaso 2.2.1.

Subcaso 2.2.2: Si €; es de tipo .

Para ser consistentes con la notacién, serd €; = 7vs,, para algan v; > q. Esta dltima
C Oy . Y entonces

desigualdad se da porque la Observacion nos dice que O,

V1
Ou,, C Oy,, C Og,; eso s6lo puede ocurrir si vi > ¢, pero como vy;,, es un ciclo dis-
junto con los puntos de oy — porque estan contenidos en y; 4 — no puede ser v; = q, asi

que v; > q.
Como vy, 4 es disjunto con g,, (por ser vi > g, Oy, € O, y la Observacion ), pode-
mos aplicar la Afirmacién para probar que existe al menos un ciclo dominante ¢,

de g distinto de v+, ¥ Vs,q, Y cumpliendo O, N Op, # 0 para algtn ciclo 3, de longitud
maxima en gy,

A partir de ahora, comenzando con i = 2, siempre que €; sea un ciclo de tipo v, diga-
mos Ys,,, podemos definir €;,; como el ciclo que nos provee la Afirmacién , que

es un ciclo dominante de g; que cumple O, , N Og,,, # () para algun ciclo $;;; de lon-

€i+1
gitud maxima en g,,. Es distinto de v, segtn la afirmacion, pero también serd distinto
de Ys,q,Ysvis- -+, Vs ,- En efecto, por un argumento analogo al que usamos para pro-
bar que vi > (, podemos probar que v;,; > vj para todo j, asi que basta con notar que
Oy, NOg,, = 0 paratodoj <iy O,,, N0y, = 0. Ademds, por ser dominante, deberd
cumplirse que |0, | = peitt.

Como hay finitos generadores y vi 1 > v; para todo i (por un argumento andlogo al que
usamos para probar que v; > (), eventualmente nos encontraremos por primera vez con
un indice, digamos j, de modo que €; no es un ciclo de tipo vy, y en esa situacién detenemos

el proceso de definicién.

Ahora, afirmamos que entre los ciclos «, Vs q, €1, €2, . - ., €j juntamos la cantidad de puntos

necesaria.

En efecto, definamos
J
Cls) =C(s+1) U0, O, Ul ]O.,
i=1
y veamos que se cumplen las seis condiciones:
(1) Definamos vy = q y recordemos que €, = Vs, paratodol <r <j— 1.

Recordemos que Oy, N C(s+ 1) = 0, por cumplirse O, N O4, = () para todo r > s.

Ademas, por la condicion 3coni=s+1, 0, NC(s+1) = 0.
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Por la condicién 2 con i = s + 1, para todo 0 < r < j — 1 sabemos que

IC(s+1) N0y, | <2pe

y como todos estos ciclos son disjuntos dos a dos, tenemos

j—1
Cls+1) U0, Ul J0y,, U0,
r=0

IC(s)l =

= Cs + 1) + 104, + Oy,

j—1
+ = 2%+ 0|
=0

j—1
U OYs,vr
r=1
N j—1 i—1
} ( Z ZpCT> +2pcs + (Z ‘pcvr1+1> — 2pcvr _’_pcvj71+1

=s+1 r=1 r=0
N j—1 j—1
_ ( Z chr> _’_zpcS + <chvr+1 _Zzpcvr>
r=s+1 =0 r=0
N
> ( > 2pcr> + 2pCs.
r=s+1

(2) No usamos puntos de ciclos de g; con j < s que sean dominantes, ya que s6lo usa-
mos ciclos dominantes de g,, que por definicién son disjuntos con cualquier ciclo
dominante de g; conj < s.

(3) Por la misma razén que el item anterior.

4) Paratodo1 < r < j, porser €, N B, # () con B, algtin ciclo de longitud maxima de
)P 8 &
gv, ,,la Observacion nos asegura que todos los puntos de €, pertenecen a ciclos
de longitud méxima de g,, ,. Como A es un subconjunto bueno, O, N J(A) = 0.

Ademas, como O, , y & son de longitud méxima, por ser A un subconjunto bueno,
Oy, NJ(A) = O, NJ(A) = 0.

Por dltimo, la condicién 4 con i = s + 1 nos dice que C(s + 1) N J(A) = 0.
(5) Cls+1) C Cls+1) U0 UUI_yOy.,, UO,.

(6) Tanto ocs, como €;, como Y5, para todo 1 < r < j — 1 son ciclos dominantes de gs;
eso sumado a la condicién 6 con i = s 4 1 prueba que se cumple parai=s

Habiendo agotado todos los casos, la demostracién de la proposicion esta completa. W
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Aplicando el resultado anterior con i = 1, conseguimos probar que el tamafio del comple-
mento de los puntos fijos de la accién de Aut(P) en P es al menos

N n
JAN+ ) 2lgil =) 2+ ) 2hil=) 2fhil.
i=1 igA i€eA i=1

Esto prueba, en particular, el Teorema , y tiene la siguiente consecuencia.

Teorema 5.3.15: Paratodop > 11 primoy ay,...a, €N,
B (@Zpai> :Zzpai.
i=1 i=1

Demostracién. Probar que B ([ i, Zpai) = 3 =, 2p® es el trabajo que hicimos a lo largo
de este capitulo. Para la otra desigualdad alcanza con encontrar un ejemplo.
Por el caso ciclico, como p > 11, para cada 1 < i < n existe un poset P; con 2p“ puntos y

Aut (P;) ~ Zpai. Luego, podemos considerar el join

P=P1®--- &Py

que cumple exactamente lo necesario. |
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