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Capítulo 1

Introducción

El origen del tipo de problemas que estudiaremos en este trabajo se remonta a 1936, cuan-
do Dénes König realiza la siguiente pregunta en [Kön86]: ¿Dado un grupo G, existe un
grafo cuyo grupo de automorfismos sea isomorfo aG? En caso de que sí, ¿cómo podemos
construirlo? En ese artículo se menciona que la misma pregunta podía hacerse para grafos
dirigidos.

En 1938 Roberto Frucht logra responder esta pregunta en [Fru39] y, más aún, prueba que
dado un grupo G existen infinitos grafos no isomorfos que tienen a G como grupo de au-
tomorfismos y que, en particular, podemos elegir uno con 2d|G| vértices si G no es cíclico,
donde d puede ser el cardinal de cualquier conjunto de generadores.

Más adelante, ya en 1959, Gert Sabidussi en [Sab59] logra mejorar esta cota en la cantidad
de vértices, probando que podemos encontrar un grafo con grupo de automorfismos G
con O(|G|log(d)) vértices.

Si bien esta cota eramuy buena, tenía el problema de depender del cardinal de un conjunto
de generadores. En 1974, László "Laci" Babai logró mejorar aún más esta cota en [Bab74]
— quitando el parámetro d—probando que, siG 6= Z3,Z4,Z5, podemos obtener un grafo
con grupo de automorfismos G con exactamente 2|G| vértices.

Durante la década del 70 se hizo famoso el concepto de representación regular gráfica
(GRR por sus siglas en inglés). Una GRR de un grupo finito G es un grafo cuyo grupo de
automorfismos es isomorfo a G y su acción en el grafo es regular. Una de las preguntas
centrales a responder durante esta década fue: ¿qué grupos admiten una GRR?

En un principio, Sabidussi [Sab58], M. H. McAndrew [McA65] y Wilfried Imrich [Imr69,
Imr70] lograron responderla para grupos abelianos en 1969. Continuando en esta línea,
en 1972 Lewis A. Norwiz y Mark E. Watkins [NW72a,NW72b] logran responderlo para
todo grupo con orden coprimo con 6.

El siguiente paso ocurre en 1976, cuando Wilfried Imrich [Imr78] logra resolver el pro-
blema para grupos de orden impar. Ese mismo año, D. Hetzel en su tesis [Het76] logra
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

extender los métodos utilizados por Imrich, Norwiz y Watkins para resolver el problema
para grupos resolubles.

Finalmente, en 1978 llega Chris Godsil [God81] quien resuelve el problema para grupos
no resolubles y, en particular, completa la solución del problema de GRR general: salvo
finitas excepciones y salvo las familias (infinitas) de grupos abelianos y de grupos dicícli-
cos generalizados, todo grupo finito admite una GRR. En ese mismo artículo, plantea la
pregunta de GRR para grupos infinitos.

A partir de este resultado, se empiezan a estudiar preguntas sobre estructuras similares.
Por ejemplo, sobre el análogo con grafos dirigidos: las DRR. Una DRR de un grupo G es
un grafo dirigido cuyo grupo de automorfismos es isomorfo aG y su acción en el grafo es
regular.

En 1978 Babai [Bab78] prueba que todos los grupos infinitos admiten una DRR, y luego,
en 1980 junto a Imrich prueba que todo grupo de orden impar distinto de Z2

3 admite una
TRR (una DRR donde el grafo dirigido es un torneo).
Finalmente, ese mismo año logró probar que todos los grupos finitos distintos de Q8,Z2

2,
Z3

2, Z4
2 y Z2

3, admiten una DRR. Previo a esta demostración hubo algunos aportes de Wil-
fried Imrich [Imr69,Imr70], M. H.McAndrew [McA65] y Robert L. Hemminger [Hem78]
para algunos grupos abelianos, aunque Babai no necesitó estos resultados para su demos-
tración.

En [Bab80], Babai deja abierta la pregunta de qué grupos admiten una ORR (represen-
tación regular orientada, una DRR cuyo grafo dirigido es orientado). Esta pregunta per-
maneció abierta hasta hace muy poco tiempo: fue completamente respondida en 2017 por
Joy Morris y Pablo Spiga [MS17].

Ya en 1982, William Arlinghaus [Arl85] atacó una pregunta relacionada: dado un grupo
abeliano G, ¿cuál es el grafo con menor cantidad de vértices que tiene a G como grupo de
automorfismos?

Esta pregunta había sido estudiada ya por Sabidussi en 1959 [Sab59], que primero trató
el caso G cíclico y luego afirmó que el Teorema de estructura terminaba de probar el caso
abeliano general. Lamentablemente, ya la demostración del caso cíclico no era correcta,
por lo que una buena parte de su trabajo quedó sin validez.

R. L. Meriwether fue uno de los que notó estos errores y logró dar con la respuesta co-
rrecta con su correspondiente demostración para el caso G cíclico [Mer63]. Sin embargo,
al igual que Sabidussi, cometió el error de afirmar que del Teorema de estructura se de-
ducía directamente la solución general del problema, lo cual no era cierto. De hecho, los
resultados de Meriwether siguen al día de hoy sin publicarse.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Cuando Arlinghaus cuenta los resultados sobre el caso cíclico en su tesis doctoral, si bien
da una demostración completamente distinta, los presenta como los Teoremas de Meri-
wether (parte I y parte II).

La notación usual para el menor número de vértices que puede tener un grafo con grupo
de automorfismos G es α(G).

Teorema 1.0.1 (Teorema de Meriwether, parte I): Vale que:

α (Z2) = 2,

α (Z2k) = 2k + 6 si n > 2,

α
(
Zpk
)
= pk + 2p si p = 3 o 5,

α
(
Zpk
)
= pk + p si p > 7 primo.

Si p primo y n ∈ N, νp(n) denota la multiplicidad de p como factor primo de n.

Teorema 1.0.2 (Teorema deMeriwether, parte II): Si n = pa1
1 p

a2
2 . . .pakk es compues-

to con p1 < · · · < pk primos y S =
∑k
i=1 α

(
Zpaii

)
, entonces:

Si ν3(n) > 1, ν2(n) = 2 y ν5(n) = 1, entonces α (Zn) = S− 4.

Si ν3(n) > 1, ν2(n) 6= 2 y ν5(n) = 1, entonces α (Zn) = S− 3.

Si ν3(n) > 1, ν2(n) = 2 y ν5(n) 6= 1, entonces α (Zn) = S− 1.

Si ν3(n) = 1, ν2(n) > 2 y ν5(n) 6= 1, entonces α (Zn) = S− 1.

A pesar de su relevancia, recién en 1963 se hicieron conocidos estos resultados, cuando
Sabidussi hizo una reseña del trabajo de Harary y Palmer [HP66] — en el que tratan el
caso cíclico — donde exhibe también los resultados de Meriwether.

Arlinghaus, basado en los resultados de Sabidussi y Meriwether, logró resolver exitosa-
mente el caso G abeliano general, pasando primero por el caso Zpk con p primo y k ∈ N,
luego por el caso cíclico general, luego por el caso de p−grupos, y finalmente llegando al
caso abeliano general, que no en todas las situaciones termina de resolverse directamen-
te con el Teorema de estructura en la forma en la que habían afirmado (erróneamente)
Sabidussi y Meriwether. Todos los resultados obtenidos pueden encontrarse en [Arl85].

Cabe destacar que, si bien usaremos la referencia [Arl85] para citar sus trabajos, en reali-
dad esta corresponde a las memorias de su tesis doctoral, cuya referencia es [Arl79].
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Paralelamente, algunos resultados sobre las preguntas análogas para posets fueron obteni-
dos. En 1946, Birkhoff [Bir46] probó que para todo grupoG existe un poset con |G|(|G|+1)
puntos y grupo de automorfismosG. Luego, en 1948 Frucht [Fru50] logra mejorar esta co-
ta, probando que hay un poset con |G|2 puntos que cumple lo pedido; y en 1950 él mismo
logra mejorar esta cota probando que existe un poset con |G|(d+ 2) puntos con grupo de
automorfismos G, donde d puede ser el cardinal de cualquier conjunto de generadores.

En 1972 Melvin Thorton [Tho72] da otra construcción con |G|(2d + 1) puntos; aparente-
mente no estaba al tanto de la construcción de Frucht. Del mismomodo, en 2009 Jonathan
Barmak y Gabriel Minian [BM09] — que tampoco estaban al tanto de dicha construcción
— modificaron la construcción de Thorton para lograr una con |G|(d + 2) puntos. Esta
construcción resultó ser esencialmente la misma que la de Frucht.

En 1980, Babai en su paper sobre las DRR [Bab80] prueba, como consecuencia de su resul-
tado principal en ese trabajo, un teorema que dice que todo grupo G puede representarse
como el grupo de automorfismos de un poset con a lo sumo 3|G| puntos.

En 2020, Jonathan Barmak [Bar20] dió una construcción de un poset con 4|G| puntos y
grupo de automorfismos isomorfo a G que, a pesar de ser una cota más débil que la de
Babai, tiene varias ventajas importantes: la demostración es más corta, más autocontenida
y más general (no necesita separar más que en dos casos, a diferencia de la de Babai que
necesita separar en muchos más). Además, empezó a estudiar la pregunta de realización
para el caso abeliano. Introdujo la siguiente notación, que usaremos en esta tesis:

Notación 1.0.3: β(G) es el menor número de puntos que puede tener un poset con
grupo de automorfismos isomorfo a G.

En su trabajo exhibió cotas para β
(
Zpk
)
con p primo y k ∈ N que mejoraban las cotas ya

conocidas.

En esta tesis, nuestro principal objetivo es dar una respuesta parcial a la pregunta de reali-
zación para G abeliano, aunque antes expondremos parte de lo que se sabe para G grupo
finito general. En un comienzo vamos a comentar los resultados relacionados con la cota
hallada por Babai en [Bab80] y luego, en la sección principal de este trabajo, obtenemos
resultados originales que responden buena parte del caso abeliano, llegando a calcular
β(G) para todoG cíclico y para todoG que sea p−grupo con p > 11. Con excepción de los
primos 2, 3, 5 y 7, nuestro análisis cubre tres de los cuatro tramos de la respuesta completa,
si uno se basa en la línea descripta en el trabajo de Meriwether, Sabidussi y Arlinghaus.

En el Capítulo 2, contamos en detalle la demostración del resultado de Babai [Bab80] que
dice que β(G) 6 3|G|. Como parte de nuestro aporte, modificamos varias demostraciones
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con el objetivo de evitar el uso de la noción de DRR y así trabajar directamente en el con-
texto de posets. También completamos los detalles que Babai dejó sin explicar, probamos
resultados que Babai cita de otros artículos, e incluso enunciamos y probamos un resul-
tado que no está en el paper original y creemos importante para entender el final de la
demostración del teorema principal.

En el Capítulo 3, los resultados son todos originales. El objetivo es probar el resultado
análogo al Teorema de Meriwether (parte I), es decir, calcular β

(
Zpk
)
para todo p primo

y k ∈ N. En primer lugar hallamos valores de β para algunos casos chicos que debemos
tratar por separado, ya que la respuesta es distinta en éstos.
Para ilustrar las primeras ideas empezamos calculando β (Z3) y luego pasamos a calcular
β (Z5) y β (Z7) con estrategias similares. En estos tres casos los valores hallados fueron
9, 15 y 21 puntos respectivamente; el triple del tamaño del grupo.
Una vez que analizamos estos casos patológicos, logramos calcularβ

(
Zpk
)
para todo pk >

8 dando una demostración general, concluyendo que β
(
Zpk
)
= 2pk para todo pk > 8; el

doble del tamaño del grupo.

En el Capítulo 4 logramos resolver el caso cíclico general, es decir, calculamos β (Zn) para
todo n ∈ N; el resultado análogo al Teorema de Meriwether (parte II).
En este capítulo también son originales todos los resultados. Al principio del mismo da-
mos una cota para β (Zn) que, de hecho, es óptima para muchos valores de n y luego
probamos varios lemas auxiliares que nos ayudan a lidiar finalmente con los casos "pro-
blemáticos", que serán aquellos en los que n es divisible exactamente por 3, 4, 5 o 7. Con-
cretamente, si b es una función (con las potencias de primos como dominio) que en 2 vale
1, en 3, 4, 5 y 7 vale 3 y en las demás potencias de primos vale 2, probamos que:

Teorema 4.2.1: Sea n = pa1
1 · · ·parr donde los pi son primos distintos.

Entonces, si 12 - n, o 8 | n o 9 | n, se cumple que:

β(Zn) =
r∑
i=1

β(Zpaii ) =
r∑
i=1

b (paii )paii .

En cambio, si 4 || n y 3 || n, se cumple que:

β(Zn) =

(
r∑
i=1

β(Zpaii )

)
− 1 =

(
r∑
i=1

b (paii )paii

)
− 1.

En el Capítulo 5 tratamos con el caso p−grupo, el más laborioso de esta tesis.
En la primera sección contamos varios resultados preliminares sobre permutaciones, algu-
nos originales ymuchos otros extraídos de [Arl85]; aunque algunas de sus demostraciones
no están completas, así que parte de nuestro aporte fue completarlas.
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En la segunda sección tratamos un caso patológico del problema, que es cuando apare-
cen intersecciones raras; noción que definimos en ese capítulo. Los resultados de la misma,
si bien usan varias ideas que fueron inspiradas por el trabajo de Arlinghaus, son todos
originales. El objetivo es reducir el problema a un caso en el que, o bien no hay intersec-
ciones raras, o bien hay pero cumpliendo varias restricciones que nos ayudarán a resolver
el problema.
En la tercera y última sección, cuyos resultados son también originales, tratamos el caso
recién mencionado, donde o bien no hay intersecciones raras o bien estas cumplen varias
restricciones. Una vez resuelto este caso, y habiendo probado en la sección anterior que
cualquier situación puede reducirse al mismo, logramos calcular β(G) para todo G que
sea p−grupo con p > 11; aunque de las demostraciones dadas también se deducen cotas
para los casos p = 5 y p = 7. El teorema final del capítulo es:

Teorema 5.3.15: Para todo p > 11 primo y a1, . . .an ∈ N,

β

(
n⊕
i=1

Zpai

)
=

n∑
i=1

2pai .
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Capítulo 2

La cota de Babai

El objetivo de este capítulo es dar una demostración del siguiente resultado de László
"Laci" Babai: todo grupo finito G puede representarse como el grupo de automorfismos
de un poset P con a lo sumo 3|G| puntos.

La demostración original de Babai [Bab80] está fuertemente ligada a la noción de repre-
sentación regular digráfica (DRR) mencionada en la introducción. Una DRR de G es un
digrafo con grupo de automorfismos isomorfo aG, sobre el cuál la acción deG es regular.

El aporte principal de este capítulo es doble. Si bien nuestra demostración es esencialmente
la misma que la original, aquí no haremos uso de la noción de DRR, sino que trabajaremos
directamente en el contexto de los posets. En segundo lugar, la demostración aquí expuesta
resulta totalmente autocontenida. Demostraremos con detalle pasos que Babai no justifica,
probaremos resultados que Babai cita de otros artículos y enunciaremos y probaremos un
resultado (Lema 2.0.21) que no está en el paper original y es esencial para entender el final
de la demostración del teorema.

Para cada par (G,L) con G un grupo finito y L ⊆ G un subconjunto, vamos a definir un
poset — que depende de la elección de G y L— que será nuestro candidato a poset con
3|G| puntos y grupo de automorfismos isomorfo a G. Tendremos la libertad de elegir L a
conveniencia, y nos aprovecharemos de esto ya que, dependiendo del grupo, la forma de
elegir L podría ser bastante diferente.

Definición 2.0.1: Sea G un grupo y L un subconjunto de G. Llamaremos P(G,L) al
poset definido por:

P(G,L) = G× {0, 1, 2}.

(x, i) 6 (x, j) para todo x ∈ G e i 6 j.

(x, 0) 6 (xl, 2) para todo l ∈ L.

11
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El siguiente lema refleja parte de la utilidad del poset recién definido.

Lema 2.0.2: Aut (P(G,L)) contiene un subgrupo isomorfo a G.

Demostración. Notemos que el morfismo Lg : G×{0, 1, 2}→ G×{0, 1, 2} demultiplicación a
izquierda por g en la primera coordenada es un automorfismo de P(G,L) para todo g ∈ G.
Esto nos dice que G ' {Lg : g ∈ G} 6 Aut (P(G,L)) como queríamos. �

Los enunciados de los siguientes dos resultados están inspirados en [Bab80, Fact 2.4 y Fact
2.5] buscando una utilidad similar, y sus demostraciones son originales de esta tesis.

Proposición 2.0.3: Sea G un grupo finito, L un subconjunto de G, H = {h1, . . . ,hn}
un conjunto de generadores de G y P(G,L) el poset recién definido. Vale que:

∀ ϕ ∈ Aut (P(G,L)) ,

ϕ(e, 2) = (e, 2) =⇒ ϕ(hk, 2) = (hk, 2) ∀ k = 1, 2, . . . ,n

⇐⇒

∀ ϕ ∈ Aut (P(G,L)) y g ∈ G,

ϕ(g, 2) = (g, 2) =⇒ ϕ(ghk, 2) = (ghk, 2) ∀ k = 1, 2, . . . ,n.

Demostración. Asumamos que para todoψ ∈ Aut (P(G,L)) vale queψ(e, 2) = (e, 2) impli-
ca ψ(hk, 2) = (hk, 2) para todo k = 1, 2, . . . ,n.
Dado ϕ ∈ Aut (P(G,L)) y g ∈ G, supongamos que ϕ(g, 2) = (g, 2) y vamos a probar que
se cumple ϕ(ghk, 2) = (ghk, 2) para todo k = 1, 2, . . . ,n.
Recordemos que Lg, el morfismo de multiplicación a izquierda por g en la primer coorde-
nada, pertenece a Aut (P(G,L)).
Dicho esto, podemos reescribir la igualdad ϕ(g, 2) = (g, 2) como ϕ(Lg(e, 2)) = Lg(e, 2),
que a su vez es L−1

g ◦ ϕ ◦ Lg(e, 2) = (e, 2). Como L−1
g ◦ ϕ ◦ Lg ∈ Aut (P(G,L)), la hipótesis

inicial nos dice que L−1
g ◦ϕ ◦ Lg(hk, 2) = (hk, 2) para todo k = 1, 2, . . . ,n; pero despejando

esto es exactamente ϕ(ghk, 2) = (ghk, 2) para todo k = 1, 2, . . . ,n, como queríamos.
La recíproca se resuelve de manera análoga, considerando el automorfismo Lg−1 de mul-
tiplicación a izquierda por g−1 en la primer coordenada. �

Como H genera G, de esta proposición deducimos el siguiente corolario.

12
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Corolario 2.0.4: Si para todo ϕ ∈ Aut (P(G,L)) vale

ϕ(e, 2) = (e, 2) =⇒ ϕ(hk, 2) = (hk, 2) ∀ k = 1, 2, . . . ,n ,

entonces, si algún ψ ∈ Aut(P(G,L)) cumple ψ(e, 2) = (e, 2), es ψ = Id.

Demostración. Como H genera G, de la Proposición 2.0.3 podemos deducir que ψ(g, 2) =
(g, 2) para todo g ∈ G. Además, para todo g ∈ G, el único punto de altura 1 que es menor
que (g, 2) es (g, 1); por lo que ψ(g, 1) = (g, 1). De la misma forma, como (g, 0) es el único
punto de altura 0 que es menor que (g, 1), vale que ψ(g, 0) = (g, 0).
Concluímos que ψ = Id, como queríamos. �

Estos últimos dos resultados nos serán de utilidad, ya que nos proveen información acerca
de cómo son los automorfismos de P(G,L). Ahora, necesitamos la siguiente definición.

Definición 2.0.5: Dado un grupo G, decimos que un conjunto de generadores H de
G es irreducible si ningún subconjunto propio de H genera G.

Notar que para cualquier grupo finito G siempre existe un conjunto irreducible de gene-
radores de G; basta con elegir uno de cardinal mínimo.

Por otro lado, es importante conocer la siguiente definición.

Definición 2.0.6: Dado un posetP, la alturade x ∈ P se define recursivamente como:

Si x es minimal, su altura es 0.

Si x no es minimal, su altura es igual a sumarle 1 al máximo entre las alturas
de los elementos de P que están cubiertos por x.

Además, llamamos altura de P al máximo entre las alturas de los elementos de P.

En el caso de P(G,L) la altura de sus elementos está dada por la segunda coordenada.

Notar que, como los automorfismos de posets preservan el orden, en particular deben
preservar alturas. Esto nos ayuda a probar el siguiente resultado.
Dicho esto, pasamos a probar el resultado principal de este capítulo, que encuentra una
manera adecuada de elegir L para una gran familia de grupos finitos; es decir, si G perte-
nece a tal familia, sabremos hallar un L tal que Aut(P(G,L)) ' G.

13
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Nuestro principal aporte en la demostración de este lema es que fue modificada de forma
tal que no sea necesario conocer la definición de DRR y, por lo tanto, sea autocontenida
respecto a los contenidos tratados en esta tesis.

Lema 2.0.7: Sea G un grupo finito que no es cíclico. Supongamos que G tiene un
conjunto irreducible de generadores H = {h1, . . . ,hd} de modo que H no contiene
involuciones y tal que para algún j ∈ {1, . . . ,d} se cumplen las siguientes condicio-
nes:

(a) si j = 1, entonces h3
1 6= e.

(b) si j = d, entonces h1hd 6= hdh1.

(c) si j = d, entonces h2
1 6= h−2

d .

(d) h−1
j h1hj 6= h−1

1 .

(e) h−1
d−1hdhd−1 6= h−1

d .

Si definimos K =
{
h−1
i hi+1 : i = 1, 2, . . . ,d− 1

}
∪ {hjh1} y L = K∪K−1 ∪H, entonces

H ∩
(
K ∪ K−1) = ∅ y Aut (P(G,L)) ' G.

Demostración. Si H ∩
(
K ∪ K−1) 6= ∅ existiría 1 6 k 6 d tal que, o bien existe 1 6 i 6 d− 1

con hk =
(
h−1
i hi+1

)±1 (lo que contradice que H sea irreducible), o bien hk = (hjh1)
±1 (lo

cual contradice que H sea irreducible a menos que k = j = 1 y el exponente sea −1, en
cuyo caso contradice (a)). Por lo tanto, H ∩

(
K ∪ K−1) = ∅.

Una observación importante es que, dado g ∈ G, el único punto de P(G,L) de altura 1 que
es menor que (g, 2) es (g, 1), y el único punto de altura 0 que es menor que (g, 1) es (g, 0).
Dicho eso, dados a,b ∈ G distintos, vamos a decir que (a, 2) es súper-adyacente a (b, 2) si y
sólo si (a, 0) 6 (b, 2) (ver Figura 2.1).

No es difícil notar que (hi, 2) es súper-adyacente a (hi+1, 2) para todo i = 1, . . . ,d, ya que
(hi, 0) 6 (hih

−1
i hi+1, 2) = (hi+1, 2). También (hi+1, 2) es súper-adyacente a (hi, 2).

Sin embargo, dados p,q ∈ {1, . . . ,d} con {p,q} 6= {i, i + 1} para todo i = 1, 2, . . . ,d − 1, no
puede ocurrir que hp sea súper-adyacente a hq. En efecto, para que eso suceda debería
darse alguna de las siguientes situaciones:

hq = hphk para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d}.

hq = hp
(
h−1
k hk+1

)±1 para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d− 1}.

hq = hp(hjh1)
±1

14
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Figura 2.1: hi súper-adyacente a hi+1 (camino rosa) y hi+1 súper-adyacente a hi (camino azul).

La primera situación contradice que H sea irreducible. En la segunda situación, como H
es irreducible, debe cumplirse necesariamente que {p,q} = {k,k+ 1} — de otro modo po-
dríamos despejar algún generador en función de otros generadores distintos — lo cual
estamos suponiendo que no ocurre. En la tercera situación, nuevamente por la irreducti-
bilidad de H, debe cumplirse que {p,q} = {j, 1}. Esta condición se traduce en que, o bien
h1 = h

2
jh1, o bien hj = h1hjh1. La primera opción contradice el hecho de que hj no es una

involución, y la segunda contradice (d).
Análogamente podemos probar que hq no puede ser súper-adyacente a hp.

De la misma forma se puede ver que (e, 2) es súper-adyacente a (hi, 2) para todo i =

1, 2, . . . ,d. Sin embargo, (hi, 2) no es súper-adyacente a (e, 2) para ningún i = 1, 2, . . . ,d.
En efecto, para que eso pase debería ocurrir alguna de las siguiente situaciones:

hi = h
−1
k para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d}.

hi =
(
h−1
k hk+1

)±1 para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d− 1}.

hi = (hjh1)
±1.

Pero todas estas situaciones contradicen el hecho de que H sea irreducible; excepto la ter-
cera situación cuando j = 1, pero eso contradice (a).

También podemos notar que (h−1
i , 2) es súper-adyacente a (e, 2) para todo i = 1, 2, . . . ,d.

Sin embargo, (e, 2) no es súper-adyacente a (h−1
i , 2) para ningún i = 1, 2, . . . ,d. En efecto,

para que eso pase debería ocurrir alguna de las siguiente situaciones:

h−1
i = hk para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d}.

h−1
i =

(
h−1
k hk+1

)±1 para algún k ∈ {1, 2, . . . ,d− 1}.

h−1
i = (hjh1)

±1.
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Pero todas estas situaciones contradicen el hecho de queH sea irreducible; excepto la tercer
situación cuando j = 1, pero eso contradice (a).

Por otro lado, (e, 2) es súper-adyacente a (hjh1, 2), (h−1
i+1hi, 2) y (h−1

i hi+1, 2) para todo i =
1, 2, . . . ,d− 1, con la diferencia de que estos puntos también son súper-adyacentes a (e, 2).

Por el Lema 2.0.2, sabemos que G 6 Aut (P(G,L)).
Para terminar, basta con ver que Aut (P(G,L)) 6 G. Para probar esto alcanza con probar
que el único ϕ ∈ Aut (P(G,L)) que cumple ϕ(e, 2) = (e, 2) es ϕ = Id.
En efecto, si eso se cumple yψ ∈ Aut (P(G,L)), como los automorfismos preservan altura,
ψ(e, 2) = (g, 2) para algún g ∈ G. Luego, como Lg−1 ◦ψ ∈ Aut (P(G,L)) y Lg−1 ◦ψ(e, 2) =
(e, 2), tenemos Lg−1 ◦ψ = Id y entonces ψ = Lg para algún g ∈ G como queríamos.

Sea ϕ ∈ Aut (P(G,L)) un automorfismo tal que ϕ(e, 2) = (e, 2).

Observación 2.0.8: La súper-adyacencia se preserva por automorfismos de P(G,L).

Como {(hi, 2)}16i6d son los únicos puntos que satisfacen que no son súper-adyacentes a
(e, 2) y a su vez (e, 2) sí es súper-adyacente a todos ellos, debe ocurrir que ϕ (H× {2}) =
H × {2}. Análogamente, como

{
(h−1
i , 2)

}
16i6d son los únicos puntos que satisfacen que

son súper-adyacentes a (e, 2), pero (e, 2) no es súper-adyacente a ninguno de ellos, debe
ocurrir que ϕ

(
H−1 × {2}

)
= H−1 × {2}.

Como (h1, 2) y (hd, 2) son los únicos puntos enH× {2} que son súper-adyacentes a sólo un
punto deH× {2}, debe suceder que, o bienϕ(h1, 2) = (h1, 2), o bien queϕ(h1, 2) = (hd, 2).

Si sucede lo primero, como (h1, 2) sólo es súper-adyacente a (h2, 2) entre los puntos deH×
{2}, debe serϕ(h2, 2) = (h2, 2). Además, usando inductivamente el hecho de que para todo
i = 2, 3, . . . ,d−1 los únicos puntos deH×{2} tales que (hi, 2) es súper-adyacente a ellos son
(hi−1, 2) y (hi+1, 2), podemos deducir que ϕ(hi, 2) = (hi, 2) para todo i = 1, 2, . . . ,d − 1.
Por último, como (hd, 2) sólo es súper-adyacente a (hd−1, 2) entre los de H× {2}, también
ϕ(hd, 2) = ϕ(hd, 2). El Corolario 2.0.4 nos dice que ϕ = Id como queríamos.

Supongamos que sucede lo segundo. Notemos que (h−1
j , 2) es súper-adyacente a (h1, 2) y,

recíprocamente, (h1, 2) es súper-adyacente a (h−1
j , 2). ComoH−1×{2}permanece invariante

por ϕ, existe k ∈ {1, . . . ,d} tal que ϕ
(
h−1
j , 2

)
=
(
h−1
k , 2

)
. Por la suposición, aplicando ϕ

vemos que (h−1
k , 2) es súper-adyacente a (hd, 2) y que (hd, 2) es súper-adyacente a (h−1

k , 2).
En particular, debe ocurrir alguna de las siguientes situaciones:

hd = h−1
k

(
h−1
i hi+1

)±1.
hd = h−1

k (hjh1)
±1.
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La primera igualdad, como H es irreducible, implica que {k,d} = {i, i + 1}; por lo que
k = i = d− 1. Reemplazando queda hd = h−1

d−1(h
−1
d−1hd)

±1, pero esto no puede ocurrir; en
un caso contradice que hd−1 no es involución y en el otro contradice (e).
La segunda igualdad implica, por ser H irreducible, que {k,d} = {j, 1}; por lo tanto k = 1,
j = d. Reemplazando queda h1hd = (hdh1)

±1, pero en un caso esto contradice (b) y en el
otro caso contradice (c); esta igualdad no puede suceder.

Concluimos que ϕ = Id, como queríamos. �

Ahora, pasamos a probar algunos resultados que nos proveen de grandes familias de gru-
pos finitos que cumplen las condiciones del Lema 2.0.7.

Definición 2.0.9: Un grupo G es un grupo diedral generalizado si contiene un subgru-
po abelianoH de índice 2 tal que los elementos de G \H son de orden 2 y, para todo
g ∈ G \ H y h ∈ H, se cumple que ghg−1 = h−1. Decimos que H es un núcleo de G
(notar que no está unívocamente determinado).

Lema 2.0.10: Dado un grupo H, existe un único grupo diedral generalizado (salvo
isomorfismo) que tiene a H como núcleo.

Demostración. Si G es un grupo diedral generalizado con núcleo H, dado c ∈ G \ H el
conjunto 〈c〉H con la operación inducida por G es un subgrupo de G. En efecto, dados
ch, ch ′ ∈ 〈c〉H y h ′′ ∈ H, como c2 = e tenemos que chch ′ = c−1hch ′ = h−1h ′ ∈ 〈c〉H,
que h ′′ch = cc−1h ′′ch = ch ′′−1h ∈ 〈c〉H y que (ch)−1 = h−1c−1 = cc−1h−1c = ch ∈ 〈c〉H.
Además, 〈c〉∩H = {e} ya que c ∈ G\H y 〈c〉 = {e, c}. Por lo tanto, 〈c〉H ' Ho〈c〉 ' Hoϕ〈c〉,
el producto semidirecto interno entre 〈c〉 y H, que es isomorfo al producto semidirecto
externo entre ellos, con ϕ siendo la conjugación. En particular es un subgrupo de G de
orden 2|H|, pero como |G| = 2|H|por tenerH índice 2,Gdebe ser este producto semidirecto,
por lo que G = Hoϕ 〈c〉 ' Hoϕ Z2. �

Definición 2.0.11: Un grupo finitoG es un 2−grupo abeliano elemental si esG ' Zk2
para algún k ∈ N.

La siguiente proposición y su demostración pueden encontrarse [Bab78].
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Proposición 2.0.12: Para todo grupo G de orden mayor que 2, vale una y sólo una
de las siguientes afirmaciones:

(i) G está generado por sus elementos de orden mayor a 2.

(ii) G es un 2−grupo abeliano elemental.

(iii) G es un grupo diedral generalizado con un núcleo que está generado por sus
elementos de orden mayor a 2.

Demostración. Supongamos que no vale (I) y consideremos H el subgrupo generado por
los elementos de G de orden mayor que 2.
Como los elementos de G \ H tienen orden 2, para cualquier g ∈ G \ H y h ∈ H vale que
(gh)2 = e; si gh no tuviese orden 2, entonces gh ∈ H y por lo tanto g ∈ H, que no ocurre.
En particular, esto implica que g−1hg = h−1. Notemos que esto prueba queH es abeliano;
en efecto, si a,b ∈ H y g ∈ G \H:

ab = g(g−1ag)(g−1bg)g−1 = ga−1b−1g−1 = g(ba)−1g−1 = ba.

Si además suponemos que no vale (III), tenemos como información extra que |G : H| > 2.
En particular, esto nos dice que existen a,b, c ∈ G \H tales que ab = c. Por lo tanto, para
cualquier h ∈ H,

h−1 = c−1hc = b−1a−1hab = b−1h−1b = h;

así que cualquier elemento deH tiene orden 2. ComoH es abeliano y todos sus elementos
tienen orden 2, probamos que vale (II) y completamos la demostración. �

Definición 2.0.13: NotamosQ8 al grupo de cuaterniones, que es el grupo con 8 ele-
mentos {±1,±i,±j,±k} que cumple −1 = i2 = j2 = k2 = ijk. También puede ser
definido por la conocida presentación

Q8 = 〈x,y : x4 = e, x2 = y2, xyx = y〉.

La siguiente proposición es dejada como ejercicio en [Bab80].

Proposición 2.0.14: Si G = 〈a,b : b−1ab = a−1,a−1ba = b−1〉 entonces el orden de
a y b es 4 y G ' Q8.
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Demostración. Empecemos probando que G ' Q8.
Para eso, primero veamos que a y b cumplen las relaciones deQ8 tomando x = a e y = b.
Reemplazando la segunda relación de G en la primera obtenemos a−1ba2b = a−1, que
simplificando es ba2b = e. De esta igualdad sale que a2 = b−2. Por otro lado, en la misma
igualdad intercalando b, obtenemos babb−1ab = baba−1 = e, osea que bab = a. Interca-
lando b nuevamente b2b−1ab = a, osea que b2a−1 = a y entonces b2 = a2. Esta condición
junto con a2 = b−2 implica b4 = e y, por lo tanto, a4 = e.
Por último, la relación aba = b sale de multiplicar bab = a por ba a derecha a ambos
lados, y usar que b2 = a2 y a4 = e. Con esto queda probado que a y b satisfacen las
relaciones de Q8 tomando x = a e y = b.

Resta probar que x e y cumplen las relaciones de G tomando a = x y b = y.
Como aba = b multiplicando por b−1 a izquierda y luego por a−1 a derecha a ambos
lados, obtenemos b−1ab = a−1. Por otro lado, si en la ecuación aba = b multiplicamos
ambos lados por a−2 a izquierda, obtenemos a−1ba = a−2b = a2b = b3 = b−1, como
queríamos.

Finalmente, podemos afirmar que el morfismo φ : G → Q8 que cumple φ(a) = x y
φ(b) = y es un isomorfismo; y como a y b tienen orden 4, x e y tienen orden 4. �

Corolario 2.0.15: Sea G un grupo finito y g,h ∈ G. Si ord(g) 6= 1, 2, ord(h) 6= 1, 2 y
g y h cumplen las relaciones g−1hg = h−1 y h−1gh = g−1, entonces 〈g,h〉 ' Q8. En
particular, ord(g) = 4 y ord(h) = 4.

Demostración. En efecto, notemos que 〈g,h〉 es un cociente de Q8 por cumplir las relacio-
nes de la presentación de la proposición anterior tomando a = g y b = h. Es un hecho
conocido que todos los cocientes deQ8 son isomorfos a alguno de los siguientes: el grupo
trivial, Z2, Z2

2, Q8. Como ord(g) 6= 1, 2 y el único de esos grupos que tiene elementos con
orden distinto de 1 y 2 es Q8, concluimos que este cociente es exactamente Q8. �

La siguiente proposición y su demostración pueden encontrarse en [Bab80], aunque aquí
completamos varios detalles que no estaban explicados en el paper.

Proposición 2.0.16: SeaG un grupo finito que no es cíclico, ni diedral generalizado,
ni es Z2

3, ni es Q8. Entonces G satisface las condiciones del Lema 2.0.7.

Demostración. Sea F = {x ∈ G : x2 = e}. Por el Lema 2.0.12 — teniendo en cuenta que
los 2−grupos abelianos elementales son, en particular, diedrales generalizados — como
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G no es un grupo diedral generalizado, G \ F genera G. Consideramos un subconjunto de
cardinal mínimo deG\F con la propiedad de generarG—en particular, será un conjunto
irreducible de generadores — y lo llamaremos H = {h1,h2, . . . ,hd}.

Caso 1: si todos los elementos de H tienen orden 3.

Tomando j = 2, (a) se satisface trivialmente ya que d 6= 1 por no ser cíclico G.
La condición (c) se traduce en h−1

1 6= h2, que se satisface por ser H irreducible.
Supongamos que no vale la condición (d). Despejando y multiplicando por hj a ambos
lados, esto equivale a (h1hj)

2 = h2
j . Por un lado, elevando al cubo vemos que ord(h1hj) | 6;

por otro lado,multiplicandoporh1hj a izquierda ambos lados, podemos ver queord(h1hj) |

9.
Esto nos dice que ord(h1hj) = 1 o 3. No puede ser 1 porque esto implicaría que h1 = h

−1
j ,

que no ocurre por serH irreducible; y no puede ser 3 porque esto implicaría que (h1hj)
−1 =

h−1
1 , que despejando es hj = e, lo cual no ocurre. Por lo tanto vale la condición (d).

La condición (e) se verifica de manera análoga, cambiando el rol de hj por el de hd−1 y el
de h1 por hd. Finalmente, notemos que se satisface también la condición (b) ya que, si no
fuese así, sería j = 2, conmutarían h1 y hd y G = 〈h1,hd〉 ' Z2

3, que no ocurre.

Caso 2: si algún elemento de H— que podemos suponer h1 — tiene orden distinto de 3.

Tomamos j = 1 lo cuál, notando que d 6= 1 por no ser cíclico G, hace que se satisfagan
trivialmente (a), (b), (c) y (d). Para ver que se satisface (e), vamos a separar en casos según
el valor de d.

Supongamos d > 3.

Si existen a,b ∈ {h2, . . . ,hd}, a 6= b tales que b−1ab 6= a−1, podemos reetiquetar los
generadores de modo que hd−1 = b y hd = a y se cumple (e).

A partir de ahora, supongamos que no existen tales a y b. Si existe a ∈ {h2, . . . ,hd}
tal que h−1

1 ah1 6= a−1 o a−1h1a 6= h−1
1 , intercambiamos los roles de h1 y cualquier

b ∈ {h2, . . . ,hd} con b 6= a; esto es posible porque, gracias al Corolario 2.0.15 aplicado
a hi,hj para cualquier par i, j ∈ {2, . . . ,d} — notar que ord(hi) 6= 1, 2 para todo
2 6 i 6 d por ser H irreducible y no contener involuciones — vale ord(hi) = 4 para
todo 2 6 i 6 d. Haciendo este cambio, logramos que se satisfaga (e).

El único caso restante es cuando b−1ab = a−1 para todo a,b ∈ H. Por el Corolario
2.0.15, como ord(hd−1) 6= 1, 2 y ord(hd) 6= 1, 2, sabemos que ord(hd−1) = ord(hd) =

4. Definiendo h ′d−1 = hd−2hd−1, como de la identidad h−1
d−2hd−1hd−2 = h−1

d−1 pode-
mos despejar h−1

d−2hd−1 = (hd−2hd−1)
−1, valen

(hd−2hd−1)
−1hd−1hd−2hd−1 = h

−1
d−1h

−1
d−2hd−1hd−2hd−1 = h

−1
d−1h

−1
d−1hd−1 = h

−1
d−1

y h−1
d−1hd−2hd−1hd−1 = h

−1
d−2hd−1 = (hd−2hd−1)

−1
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donde el despeje mencionado se usa en la segunda igualdad del segundo renglón.

Además, h ′d−1 6= e por ser H irreducible y no tiene orden 2 porque, si así fuese,
usando que hd−1hd−2hd−1 = hd−2 (que se despeja de h−1

d−2hd−1hd−2 = h−1
d−1) ten-

dríamos e = hd−2hd−1hd−2hd−1 = h2
d−2, que no ocurre. Luego, por el Corolario

2.0.15 aplicado a hd−1 y h ′d−1 se cumple que ord(h ′d−1) = 4. Podemos observar que
{h1, . . . ,hd−2,h ′d−1,hd} sigue siendo un conjunto de generadores irreducible. Final-
mente, como (h ′d−1)

−1hdh
′
d−1 = hd 6= h−1

d , cambiando hd−1 por h ′d−1 podemos afir-
mar que vale (e).

Supongamos d = 2.

Si h3
2 6= e, entonces o bien ocurre (e), o bien podemos intercambiar los roles de h1

y h2 de modo que ahora se cumpla (e); en este último caso seguiría manteniéndose
la validez de (a), (b), (c) y (d) por ser h3

2 6= e. En efecto, si no se cumple (e) e inter-
cambiando los roles de h1 y h2 tampoco se cumple (e), entonces — como h1 y h2 no
tienen orden 1 ni 2 — por el Corolario 2.0.15 es G ' Q8, lo cual no es cierto.

Supongamos que h3
2 = e. Si no vale (e), conmutan h2

1 y h2:

h2
1h2 = h

2
1h2h

−2
1 h

2
1 = h

2
1h2h

2
1h

2
1 = h2h

2
1

dondepara la última igualdadusamosh1h2h1 = h2 que se despeja deh−1
2 h1h2 = h

−1
1 .

Redefinimos h2 como h ′2 = h2
1h2, notando que (h ′2)

2 6= e (de lo contrario, usando
que h1h2h1 = h2, es e = h2

1h2h
2
1h2 = h

2
2, que no ocurre) y que {h1,h ′2} es un conjunto

irreducible de generadores de G. Si (h ′2)3 6= e terminamos por lo antes probado, así
que supongamos que (h ′2)3 = e. En ese caso, (h2

1h2)
3 = h6

1 = e; por lo que ord(h1) 6=
4. Esto último, como

h−1
1 h

′
2h1 = h

−1
1 h

2
1h2h1 = h

2
1h

−1
1 h2h1 = h

2
1h

−1
2

y (h ′2)
−1 = h−2

1 h
−1
2 , nos dice que se cumple (e) con estos nuevos generadores.

Habiendo agotado todos los casos, el resultado sigue. �

Ahora pasamos a probar algunos resultados que nos ayudarán a lidiar con aquellos grupos
finitos que no cumplen las condiciones del Lema 2.0.7.
Las proposiciones 2.0.17 y 2.0.23 pueden encontrarse en su versión con grafos dirigidos
junto a sus demostraciones en [Bab80]. Nuestro principal aporte en estas demostraciones
es modificarlas de modo que no haga falta conocer la definición de DRR, para hacerlas
autocontenidas respecto a los contenidos tratados en esta tesis. Además, completamos
varios detalles que no estaban explicados en el paper.
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Proposición 2.0.17: Sea

G = 〈a,b, c : a3 = b3 = c2 = e,ab = ba, c−1ac = a−1, c−1bc = b−1〉.

Entonces, si definimos H = {ca, ca−1, cb}, K = {a,ab}, Aut (P(G,H ∪ K)) ' G.

Demostración. Empezamos probando una afirmación importante.

Afirmación 2.0.18: Los elementos de H tienen todos orden 2, los elementos de K tienen
todos orden 3 y a 6= b.

Demostración. Es sencillo chequear que el orden de los elementos de H es un divisor de 2
y que el de los elementos de K es un divisor de 3; veamos que ninguno tiene orden 1.
Para lo siguiente, necesitamos recordar que 〈r, s : r3 = e , s2 = e, s−1rs = r−1〉 es una
presentación conocida de D6, el grupo diedral de 6 elementos.
Consideramos el morfismo de grupos f : 〈a,b, c〉 → D6 — que va del grupo libre de tres
generadores a D6 — definido por f(a) = r, f(b) = e y f(c) = s.
No es difícil chequear que todas las palabras que corresponden a las relaciones de la pre-
sentación de G tienen como imagen el neutro, por lo que este morfismo pasa bien al co-
ciente, otorgándonos un morfismo de grupos f : G→ D6.
Las imágenes de los elementos a, ab, ca, ca−1 y cb por f son r, r, sr, sr−1 y s respectiva-
mente, que son elementos no triviales deD6. Por lo tanto, ninguno de estos elementos era
trivial en G. Además, f(a) = r 6= e = f(b), por lo que a 6= b en G. �

Vamos a necesitar tener presente la noción de súper-adyacencia definida en el Lema 2.0.7.

Observación 2.0.19: Los elementos de H × {2} son súper-adyacentes a (e, 2) y también
(e, 2) es súper-adyacente a todos ellos.

En efecto, (ca, 0) 6
(
(ca)2, 2

)
= (e, 2), (ca−1, 0) 6

(
(ca−1)2, 2

)
= (e, 2) y (cb, 0) 6(

(cb)2, 2
)
= (e, 2). Nuevamente, la segunda afirmación es inmediata por la definición de

P(G,H ∪ K).

Observación 2.0.20: Ningún elemento de K× {2} es súper-adyacente a (e, 2), pero (e, 2) es
súper-adyacente a todos ellos.

La segunda afirmación es inmediata por la definición de P(G,H ∪ K).
Las posibles situaciones para que un elemento de K× {2} sea súper-adyacente a (e, 2) son

a2 = e

aab = e =⇒ a−1 = a2 = b−1

aca = e =⇒ c = a−2 = a

aca−1 = e =⇒ c = e
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acb = e =⇒ a = (cb)−1

(ab)2 = e

aba = e =⇒ a−1 = a2 = b−1

abca = e =⇒ ab = (ca)−1

abca−1 = e =⇒ ab =
(
ca−1)−1

abcb = e =⇒ ab = (cb)−1

Pero todas ellas nos llevan a una contradicción, algunas porque implican una igualdad de
dos elementos de distinto orden, y las otras porque implican una igualdad entre a y b.

Al igual que en la demostración del Lema 2.0.7, para terminar alcanza con ver que el único
ϕ ∈ Aut(P(G,H ∪ K)) que tiene a (e, 2) por punto fijo es ϕ = Id.

Sea ϕ ∈ Aut(P(G,H ∪ K)) tal que ϕ(e, 2) = (e, 2).
Las dos observaciones anteriores nos dicen queϕ(H× {2}) = H× {2}, ya que son los únicos
puntos de P(G,H ∪ K) que cumplen que (e, 2) es súper-adyacente a todos ellos y a su vez
todos ellos son súper-adyacentes a (e, 2).
Veamos que (cb, 2) no es súper adyacente a (ca, 2) ni a (ca−1, 2); si alguna de estas dos
situaciones ocurre, debe pasar alguna de las siguientes

cba = ca =⇒ b = e

cbab = ca =⇒ b2 = e

cbca = ca =⇒ b = c−1

cbca−1 = ca =⇒ (ab)−1 = ca

(cb)2 = ca =⇒ c−1 = a

cba = ca−1 =⇒ b = a−2 = a

cbab = ca−1 =⇒ ab = a2b2 = e

cbca = ca−1 =⇒ b−1 = ca−2 = ca

cbca−1 = ca−1 =⇒ cb = e

(cb)2 = ca−1 =⇒ e = ca−1

Pero todas ellas nos llevan a una contradicción, algunas porque implican una igualdad
de dos elementos de distinto orden, y las otras porque implican una igualdad entre a
y b. Como (ca, 2) es súper-adyacente a (ca−1, 2) — pues (ca, 0) 6 (caa, 2) = (ca−1, 2)
— y (ca−1, 2) es súper-adyacente a (cb, 2) — pues (ca−1, 0) 6 (ca−1ab, 2) = (cb, 2) —,
podemos afirmar que (cb, 2) es el único punto deH× {2} que no es súper-adyacente a otro
punto de H× {2}, por lo tanto, ϕ(cb, 2) = (cb, 2).
Para terminar, veamos que (ca, 2) no es súper-adyacente a (cb, 2); si esta situación ocurre,
debe pasar alguna de las siguientes

caa = cb =⇒ e = ab

caab = cb =⇒ a2 = e

(ca)2 = cb =⇒ e = cb

caca−1 = cb =⇒ a = a−2 = cb

cacb = cb =⇒ ca = e

Pero todas ellas nos llevan a una contradicción, porque implican una igualdad entre ele-
mentos de distinto orden.
Como (ca−1, 2) es súper-adyacente a (cb, 2) pero (ca, 2) no — y además ϕ (H× {2}) =

H× {2} y ϕ(cb, 2) = (cb, 2)—, concluimos que ϕ(ca, 2) = (ca, 2) y ϕ(ca−1, 2) = (ca−1, 2).
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Como H genera G— pues caca−1 = a,
(
caca−1)−1

ca−1cb = a−1ab = b y ca−1caca−1 =

ca−1a = c— el Lema 2.0.4 nos dice que ϕ = Id, como queríamos. �

Ahora probamos el siguiente lema queBabai deja implícito en [Bab80], aunque no lo enun-
cia ni demuestra. Sin embargo, es clave para entender la demostración del teorema prin-
cipal.

Lema 2.0.21: G es el grupo diedral generalizado con núcleo Z2
3.

Demostración. Notar que el subgrupo deG generado por a y b, que llamaremosA, cumple
las relaciones deZ2

3, que está presentadopor 〈a,b : a3 = b3 = e , ab = ba〉, y por lo tanto es
isomorfo a un cociente deZ2

3. De la demostración de laAfirmación 2.0.18 podemos deducir
que b 6= a2 y además, repitiendo el mismo argumento con b en vez de a, podemos ver que
b es no trivial enG. Como todos los cocientes de Z2

3 distintos de Z2
3 tienen orden a lo sumo

3 y ya conocemos cuatro elementos distintos de A (e,a,a2,b ∈ A), concluimos que A es
isomorfo a Z2

3. Además, este subgrupo tiene índice 2 ya que G/〈a,b〉 ' 〈c〉 ' Z2. Como A
tiene índice 2, G = A ∪ cA donde A y cA son las dos coclases a izquierda.

Como A es abeliano, cualquier elemento de A puede escribirse como anbm para algún
par n,m ∈ N. Veamos por inducción en en el par (n,m) que c−1anbmc = (anbm)

−1

para todo par (n,m) ∈ N × N. Es claro que vale para n = m = 1 ya que c−1abc =

c−1acc−1bc = a−1b−1. Ahora, supongamos que vale para todo par (n ′,m ′) con n ′ < n

o m ′ < m. En ese caso c−1anbmc = c−1acc−1an−1bmc que por hipótesis inductiva y la
relación correspondiente es igual a a−1 (an−1bm

)−1
= (anbm)

−1.

Como c ∈ G \ A y cumple c2 = e y c−1dc = d−1 para todo d ∈ A, podemos afirmar
que cualquier elemento x ∈ G \ A ⊆ cA se puede escribir como ca ′ con a ′ ∈ A y cumple
(ca ′)2 = ca ′ca ′ = c−1a ′ca ′ = a ′−1a ′ = e y (ca ′)−1dca ′ = a ′−1c−1dca ′ = a ′−1d−1a ′ = d−1

para todo d ∈ A (recordar queA abeliano). LuegoG es el grupo diedral generalizado con
núcleo A = Z2

3. �

La demostración del siguiente hecho puede encontrarse en el próximo capítulo (Afirma-
ción 3.2.2)— ilustra el caso particular cuandon = 3, pero es idéntica para cualquiern ∈ N.

Proposición 2.0.22: Si G ' Zn ' 〈g〉 para algún n ∈ N y g ∈ G, entonces si L = {g}

tenemos Aut(P(G,L)) ' G.

El resultado anterior va a ser utilizado en la siguiente proposición, cuyo enunciado y de-
mostración puede encontrarse en [Bab80].
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Proposición 2.0.23: SeaG un grupo diedral generalizado con núcleoA. SiA es cícli-
co de orden mayor a 2, o si satisface las condiciones del Lema 2.0.7, entonces existe
L ⊆ G tal que Aut(P(G,L)) ' G.

Demostración. Por los lemas 2.0.7 y 2.0.22, sabemos que existe algún subconjunto L ⊆ A tal
que Aut(P(A,L)) ' A. Además, en ambos casos podemos asegurar que L \ L−1 genera A:
en el caso cíclico L\L−1 = {g}, y en el otro casoH ⊆ L\L−1 puesH no contenía involuciones,
H ∩

(
K ∪ K−1) = ∅ y H genera G. Tomamos b ∈ G \A y definimos K = L ∪ {b}.

Consideramos ahora el poset P(G,K).
Dado x ∈ G, vamos a decir que (x, 2) está en la componente especial de P(G,K) si existe una
sucesión a0,a1,a2, . . . ,am ∈ P(G,K) con a0 = e y am = x tal que, para todo 0 6 i 6 m−1,
(ai, 2) es súper-adyacente a (ai+1, 2) pero (ai+1, 2) no es súper-adyacente a (ai, 2)

Observación 2.0.24: Si a,a ′ ∈ G, entonces (a, 2) es súper-adyacente a (a ′, 2) y (a ′, 2) no
es súper-adyacente a (a, 2) si y sólo si existe k ∈ K \ K−1 tal que ka = a ′.

En efecto, si (a, 2) es súper-adyacente a (a ′, 2) debe existir k ∈ K demodo que ka = a ′; y si
ocurriese que k ∈ K ∩ K−1, como a = k−1a ′, tendríamos que (a ′, 2) sería súper-adyacente
a (a, 2), pero eso no ocurre.
Para la recíproca, si existe k ∈ K \ K−1 tal que ka = a ′, entonces (a, 2) es súper-adyacente
a (a ′, 2); pero no puede ocurrir que (a ′, 2) sea súper-adyacente a (a, 2), porque en ese
caso debería existir k ′ ∈ K de modo que k ′a ′ = a, y combinando las dos ecuaciones
obtendríamos que K 3 k ′ = k−1 ∈ K−1, un claro absurdo.

Observación 2.0.25: Como b es una involución, se cumple que K \ K−1 = L \ L−1.

Observación 2.0.26: Todos los puntos de A × {2} están en la componente especial de
P(G,K).

En efecto, como K \ K−1 = L \ L−1 genera A, podemos escribir cualquier elemento a
de A como una palabra en los elementos de K \ K−1, y por lo tanto existe una sucesión
a0,a1,a2, . . . ,am ∈ A con a0 = e y am = a de modo que, para todo 0 6 i 6 m − 1,
ai+1 = kiai con ki ∈ K \ K−1. Por la Observación 2.0.24, esto es exactamente lo pedido.

Observación 2.0.27: Ningún punto de G \ A × {2} está en la componente especial de
P(G,K).

Supongamos que existe un punto (g, 2) ∈ G \A× {2} que está en la componente especial
de P(G,K). En ese caso, existe una sucesión a0,a1,a2, . . . ,am ∈ G con a0 = e y am = g

de modo que, para todo 0 6 i 6 m − 1, ai+1 = kiai con ki ∈ K \ K−1. Pero notemos que
e ∈ A por ser A subgrupo y, si para algún 0 6 i 6 m − 1 se cumple ai ∈ A, entonces
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ai+1 = kiai ∈ A por ser ki ∈ K \ K−1 = L \ L−1 ⊆ A. Inductivamente obtenemos que
g = am ∈ A, lo cuál es absurdo.

Al igual que en el Lema 2.0.7, para probar que Aut (P(G,K)) ' G alcanza con probar que
el único ϕ ∈ Aut (P(G,K)) que tiene a (e, 2) por punto fijo es ϕ = Id.

Sea ϕ ∈ Aut (P(G,K)) tal que ϕ(e, 2) = (e, 2).
En ese caso, como los puntos deA×{2} son los únicos que están en la componente especial
de P(G,K), tenemos que ϕ(A× {2}) = A× {2}. Ahora, notemos que el subposet inducido
por los puntos de A es exactamente P(A,L) y que ϕ se restringe a un automorfismo de
este subposet. Como Aut (P(A,L)) ' A, el único automorfismo de P(A,L) que deja fijo a
(e, 2) es la identidad; por lo tanto, ϕ(a, 2) = (a, 2) para todo a ∈ A.
Por último, notemos que ϕ(b, 2) = (b, 2), ya que los puntos de A× {2} quedan fijos y b es
el único punto de G \ A × {2} al que (e, 2) es súper-adyacente. Como G = 〈A,b〉, por el
Lema 2.0.4 concluimos que ϕ = Id como queríamos. �

Lema 2.0.28: Si G = Zk2 para algún k ∈ N o G = Z2
3, existe un poset P con |P| 6 3|G|

y Aut(P) ' G.

Demostración. El resultado se sigue de recordar que el join o suma ordinal entre dos posets
P y P ′ cumple Aut (P⊕ P ′) ' Aut (P)×Aut (P ′) y conocer la Proposición 2.0.22. �

La siguiente proposición y su demostración pueden encontrarse en [Bab80].

Proposición 2.0.29: Si G = Q8, existe un poset P con |P| = 3|G| y Aut(P) ' G.

Demostración. Para esta demostración, vamos a usar la notación usual para los cuaternio-
nes Q8 = {±1,±i,±j,±k}.

Sea P = Q8 × {0, 1, 2} con el orden parcial 6 definido por (para todo x ∈ Q8):

(x, 0) 6 (x, 1) 6 (x, 2).

(x, 0) 6 (xi, 1).

(x, 1) 6 (xj, 2).

(x, 0) 6 (−x, 2).
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Figura 2.2: Diagrama de Hasse de un poset con grupo de automorfismos Q8.

Podemos ver su diagrama de Hasse en la Figura 2.2.
No es difícil notar que el morfismo Lg : Q8 → Q8 de multiplicación a izquierda por g
en la primer coordenada es un automorfismo de P para todo g ∈ Q8. Esto nos dice que
Q8 6 Aut (P).
Para terminar, basta con ver que Aut (P) 6 Q8. Para probar esto alcanza con probar que el
único ϕ ∈ Aut (P) que cumple ϕ(1, 0) = (1, 0) es ϕ = Id.
En efecto, si eso se cumple y ψ ∈ Aut (P), como los automorfismos preservan altura,
ψ(1, 0) = (g, 0) para algún g ∈ Q8. Luego, como Lg−1 ◦ψ ∈ Aut (P) y Lg−1 ◦ψ(1, 0) = (1, 0),
tenemos Lg−1 ◦ψ = Id y entonces ψ = Lg para algún g ∈ Q8 como queríamos.

Sea ϕ ∈ Aut(P) tal que ϕ(1, 0) = (1, 0).
Los únicos puntos que cubren a (1, 0) son (1, 1), (i, 1) y (−1, 2), y comoϕ es automorfismo
y preserva alturas, ϕ(−1, 2) = (−1, 2). De esto podemos deducir que, si A = {(1, 1), (i, 1)},
ϕ(A) = A; y como los puntos que están cubiertos por puntos de A son (1, 0), (−i, 0) e
(i, 0), si B = {(−i, 0), (i, 0)}, ϕ(B) = B. Pero (i, 0) 6 (−1, 1) 6 (−1, 2) y, sin embargo,
(−i, 0) es incomparable con (−1, 2) ya que para que eso ocurra debería pasar alguna de las
siguientes:

−1 = −i −1 = −(−i) −1 = −ij −1 = −i2 −1 = −i2j

pero ninguna de esas igualdades es cierta. Por lo tanto,ϕ(i, 0) = (i, 0) yϕ(−i, 0) = (−i, 0).
Ahora, como (−i, 0) está cubierto por (1, 1) pero no por (i, 1) yϕ(A) = A, concluimos que
ϕ(1, 1) = (1, 1) y ϕ(i, 1) = (i, 1). Además, los únicos puntos que cumplen que existe un
punto (x, 1) con x ∈ Q8 que los cubre y además (x, 1) cubre a (i, 0) son (1, 0), (−1, 0) e (i, 0),
así que ϕ(−1, 0) = (−1, 0).
Por otro lado, notemos que dado x ∈ Q8 el único punto de Q8 × {2} que cubre a (x, 0) es
(−x, 0); así que como (1, 0), (−1, 0), (i, 0) y (−i, 0) quedan fijos por ϕ, deben quedar fijos
también (1, 2), (−1, 2), (i, 2) y (−i, 2).

Los puntos enQ8×{2} que cubren a (1, 1) son (1, 2) y (j, 2); como el primero ya es punto fijo,
ϕ(j, 2) = (j, 2). Además, los puntos que cubren a (i, 1) son (i, 2) y (k, 2); como el primero
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ya es punto fijo, ϕ(k, 2) = (k, 2). Por otro lado, notemos que (i, 0) 6 (−1, 1) 6 (−j, 2)
pero, en cambio, (−k, 2) es incomparable con (i, 0), ya que debería ocurrir alguna de las
siguientes:

−k = i −k = −i −k = ij −k = i2 −k = i2j

pero ninguna de esas igualdades es cierta. Por lo tanto, como ya probamos que todos los
puntos de Q8 × {2} salvo (−j, 2) y (k, 2) quedan fijos por ϕ, concluimos que ϕ(−j, 2) =

(−j, 2) y ϕ(−k, 2) = (−k, 2); o sea que todos los puntos de Q8 × {2} quedan fijos por ϕ.

Por la propiedad antes mencionada— que para todo x ∈ Q8 el único punto enQ8×{2} que
cubre a (x, 0) es (−x, 2)— podemos afirmar que ϕ deja fijos todos los puntos deQ8 × {0}.
Finalmente, como para todo x,y ∈ Q8 se cumple que (x, 0) 6 (y, 1) 6 (x, 2) si y sólo si
x = y, tenemos que ϕ deja fijos todos los puntos de Q8 × {1} �

Ahora pasamos a contar la demostración del resultado principal de este capítulo, que po-
demos encontrar demostrado en [Bab80].

Teorema 2.0.30 (Babai): Si G es un grupo finito, existe un poset P con |P| 6 3|G| y
Aut(P) ' G.

Demostración. Si G es como en la Proposición 2.0.16, el resultado se sigue del Lema 2.0.7.
Si G es cíclico, el resultado se sigue de la Proposición 2.0.22.
Si G = Q8, el resultado se sigue de la Proposición 2.0.29.
Si G es un 2−grupo abeliano elemental o bien Z2

3, el resultado se sigue del Lema 2.0.28.
Si G es diedral generalizado con núcleo A, con A cíclico o cumpliendo las condiciones del
Lema 2.0.7, el resultado se sigue de la Proposición 2.0.23.
El único caso que queda es cuandoG es diedral generalizado y su núcleoA no es cíclico ni
cumple las condiciones del Lema 2.0.7. Por la Proposición 2.0.16 las condiciones del Lema
2.0.7 se dan cuando A no es cíclico ni diedral generalizado ni Z2

3 ni Q8.
Como A 6= Q8 por ser abeliano, resta analizar cuando A es diedral generalizado y cuando
A = Z2

3.
SiA es diedral generalizado, como es abeliano, todos los elementos de un núcleo tienen or-
den 2; como los elementos fuera del núcleo también deben tener orden 2,A es un 2−grupo
abeliano elemental, pero este caso ya fue resuelto.
Sólo queda ver el caso en que A = Z2

3, pero este caso fue resuelto en el Lema 2.0.17, como
observamos en el Lema 2.0.21. Y el resultado final se sigue. �

28



Capítulo 3

El menor poset con grupo de
automorfismos Zpk

En la introducción mencionamos la siguiente definición, en la que se centra todo lo que
sigue en este trabajo.

Definición 3.0.1: Dado un grupo G, definimos β(G) como el menor cardinal que
puede tener un poset P con Aut(P) ' G.

El objetivo de este capítulo es calcular β
(
Zpk
)
para todo p primo y todo k ∈ N.

3.1 Preliminares

A partir de este capítulo, al igual que Arlinghaus en [Arl85] con los grafos, vamos a pen-
sar a Aut (P) embebido en el grupo S|P| de permutaciones de |P| elementos; ya que los
automorfismos son, en particular, permutaciones en el conjunto subyacente de P.

Observación 3.1.1: Toda permutación puede descomponerse como producto de ciclos
disjuntos; por lo tanto, usualmente vamos a pensar a los automorfismos de P como un
producto de ciclos disjuntos que permutan puntos del conjunto subyacente de P.

Hecha esta observación, pasa a tener vital importancia la siguiente propiedad, que relacio-
na el orden de una permutación y el de los ciclos en su descomposición en ciclos disjuntos.

Lema 3.1.2: Dado k ∈ N y g ∈ Sk, y sean {αi}16i6n ciclos disjuntos que cumplen
g = α1α2 . . .αn. Entonces,

|g| = mcm(|α1|, |α2|, . . . , |αn|)
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Demostración. Como las permutaciones disjuntas conmutan, sabemos que para cualquier
m ∈ N se cumple

gm = αm1 α
m
2 . . .αmn .

Como {αmi }16i6n sigue siendo un conjunto de permutaciones disjuntas dos a dos, si fuese
gm = e, debería ocurrir que αmi = e para todo 1 6 i 6 n; por lo que |αi| | m para todo
1 6 i 6 n. Esto nos dice que |g| > mcm(|α1|, . . . , |αn|), pero la desigualdad opuesta es
inmediata, y eso concluye la demostración. �

Recordar que, como los automorfismos de posets preservan el orden, en particular deben
preservar alturas. Esto nos ayuda a probar el siguiente resultado.

Lema 3.1.3: Dado un poset P y g ∈ Aut(P), todos los puntos de P que pertenezcan
a una misma órbita de la acción de 〈g〉 en P deben formar una anticadena.

Demostración. Si no fuese así, habría dos puntos en la misma órbita de 〈g〉 que son com-
parables y, por lo tanto, tendrían alturas distintas; pero esto no puede ocurrir ya que los
automorfismos de posets preservan altura. �

Por último, introducimos la siguiente notación, que no debe confundirse con la definición
de órbita.

Notación 3.1.4: Dado un conjunto C y una permutación g de los elementos de C,
denotamos Og := {x ∈ C : g · x 6= x} al complemento de los puntos fijos de g.

Para ilustrar el principio de las ideas que iremos usando, empezaremos calculando β (Z3).

3.2 El caso Z3

Sea P un poset con Aut(P) ' Z3 ' 〈g〉. Notemos que, en virtud del Lema 3.1.2, todos los
ciclos contenidos en la descomposición en ciclos disjuntos de g tienen longitud múltiplo
de 3, y g contiene al menos un ciclo no trivial, dado que |g| = 3.

Notación 3.2.1: Denotamos P<x (respectivamente P>x) al poset inducido por los
elementos de P que son menores (respectivamente mayores) que x.

Supongamos por un momento que g es un ciclo. En ese caso, por el Lema 3.1.3, todos
los puntos que no deja fijos g deberán formar una anticadena; luego, si g no deja fijo x,
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P<x = P<gx y P>x = P>gx. Esto implica que existe un automorfismo de P que consiste en
intercambiar a x y gx y dejar a todos los demás puntos fijos; un claro absurdo, dado que
no coincide con gi para ningún i ∈ N por ser g un ciclo con longitud 3.

Concluimos que g debe contener al menos dos ciclos con longitud múltiplo de 3. Ahora,
supongamos por un momento que g contiene exactamente dos 3−ciclos y deja fijos todos
los puntos de P que no pertenecen a esos 3−ciclos; etiquetamos g = (1 2 3)(1 ′ 2 ′ 3 ′) de
modo que, si 1 está relacionado con alguno de {1 ′, 2 ′, 3 ′}, 1 está relacionado con 1 ′.

En ese caso, el subposetQ inducido por los puntos de estos dos 3−ciclos queda determina-
do por los puntos que cubren al 1 (o que están cubiertos por el 1), ya que todas las demás
relaciones se deducen de aplicar sucesivas veces g en P, que debe preservar el orden.
Suponemos sin pérdida de la generalidad que 1 no cubre a 1 ′ ni 2 ′ ni 3 ′. Separando en
casos, según qué puntos cubren al 1, vemos queQ debe ser isomorfo a alguno de los posets
que se pueden observar en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Posibles subposets, salvo isomorfismo, inducidos por dos 3−ciclos de P.

Como la acción de 〈g〉 restringida a cada ciclo es transitiva, vale

P<x − {1, 2, 3} = P<y − {1, 2, 3} y P>x − {1, 2, 3} = P>y − {1, 2, 3}

para todo x,y ∈ {1 ′, 2 ′, 3 ′} y también

P<x − {1 ′, 2 ′, 3 ′} = P<y − {1 ′, 2 ′, 3 ′} y P>x − {1 ′, 2 ′, 3 ′} = P>y − {1 ′, 2 ′, 3 ′}

para todo x,y ∈ {1, 2, 3}. En particular, cualquier automorfismo de Q puede extenderse a
un automorfismo de P vía la identidad— es decir, dejando fijos todos los puntos de P que
no estén en Q.

En el primer y cuarto caso, la trasposición (1 2) sería un automorfismo de P; absurdo, pues
no coincide con gi para ningún i ∈ N.

En el segundo caso, la permutación (1 2)(1 ′ 2 ′) sería un automorfismo de P; absurdo, pues
no coincide con gi para ningún i ∈ N.
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En el tercer caso, la permutación (1 2)(1 ′ 3 ′) es un automorfismo de P de orden 2. Como
Z3 tiene orden 3, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 3), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 3 y
alguno de ellos es de longitud 3m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que |P| > 9.

Resta encontrar un ejemplo de un poset P3 con |P3| = 9 y Aut (P) ' Z3. Proponemos,
respetando la notación del capítulo anterior, P3 = P (Z3, {1}); es decir:

P3 = {1, 2, 3}× {0, 1, 2}.

(i, 0) 6 (i, 1), (i, 1) 6 (i, 2) e (i, 0) 6 (i, 2) para todo 1 6 i 6 n.

(i, 0) 6 (i+ 1, 2) para todo 1 6 i 6 n (mirando módulo n).

Figura 3.2: Diagrama de Hasse de P3.

Afirmación 3.2.2: Aut (P3) ' Z3.

Demostración. En primer lugar, notemos que Aut(P3) contiene un subgrupo isomorfo a
Z3, ya que el subgrupo generado por (mirando la primer coordenada módulo n)

Φ : P → P

(i,k) 7→ (i+ 1,k) ∀ k ∈ {0, 1, 2}, ∀ i ∈ {1, 2, 3}

es isomorfo a Z3 y es un subgrupo de Aut(P3).
Para terminar, basta con ver que Aut (P3) tiene a lo sumo tres elementos. Para probar esto
alcanza con probar que el único ϕ ∈ Aut (P3) que cumple ϕ(1, 0) = (1, 0) es ϕ = Id.
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En efecto, si eso se cumple y ψ ∈ Aut (P3), como los automorfismos preservan altura,
ψ(1, 0) = (k, 0) para algún h ∈ Z3. Luego, como Lh−1 ◦ψ ∈ Aut (P3) y Lh−1 ◦ψ(1, 0) = (1, 0),
tenemos Lh−1 ◦ ψ = Id y entonces ψ = Lh para algún h ∈ Z3; probando así que hay a lo
sumo 3 automorfismos de P3 y, por lo tanto, Aut(P3) ' Z3 como queríamos.

Si (1, 0) queda fijo al aplicar algún ϕ ∈ Aut(P3), entonces (1, 1) queda fijo por ser el único
punto de altura 1 que lo cubre; y de la misma forma (1, 2) queda fijo por ser el único que
cubre a (1, 1). Como (1, 2) es el único punto distinto de (1, 1) que está cubierto por (2, 1),
también queda fijo. Repitiendo este razonamiento, podemos ver que cada vez que (i, 0)
queda fijo, también quedan fijos (i, 1), (i, 2) y (i + 1, 0); inductivamente, llegamos a que
todos los puntos de P3 quedan fijos. Luego, Aut(P3) ' Z3 como queríamos. �

Concluimos que β (Z3) = 9, e inspirados por estas ideas, en las próximas secciones tra-
bajaremos con otros casos chicos, empezando por Z5 y Z7 que resultarán similares al de
recién.

La definición del poset P3 también puede generalizarse, tomando Pn = P (Zn, {1}) encon-
tramos un poset Pn con 3n puntos y Aut(Pn) ' Zn, explícitamente es:

Pn = {1, 2, . . . ,n}× {0, 1, 2}.

(i, 0) 6 (i, 1), (i, 1) 6 (i, 2) e (i, 0) 6 (i, 2) para todo 1 6 i 6 n.

(i, 0) 6 (i+ 1, 2) para todo 1 6 i 6 n (mirando módulo n).

La demostración de que este poset tiene grupo de automorfismos isomorfo a Zn es exac-
tamente la misma que para n = 3. En particular, esto prueba el resultado de Babai.

Proposición 2.0.22: Si G ' Zn ' 〈g〉 para algún n ∈ N y g ∈ G, entonces si L = {g}

tenemos Aut(P(G,L)) ' G.

Por otro lado, la idea que usamos para probar que g contenía al menos dos ciclos con
longitud múltiplo de 3 también puede generalizarse.

Notación 3.2.3: Dados n ∈ Z, k ∈ N y un primo p decimos que pk || n si pk | n y
pk+1 - n.

Lema 3.2.4: Sea P un poset con Aut(P) ' Zn ' 〈g〉 y sea p un primo tal que pk || n
para algún k ∈ N y pk 6= 2, entonces g contiene al menos dos ciclos de longitud
divisible por pk.
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Demostración. Supongamos, amodode contradicción, que g contiene exactamente un ciclo
α de longitud divisible por pk. En ese caso, como las longitudes de todos los demás ciclos
son divisores de n que no son divisibles por pk, n

p
será múltiplo de todas esas longitudes.

Por lo tanto, la acción de 〈g
n
p 〉 deja fijos todos los puntos de P, excepto los de α.

Esto último implica que, dado x ∈ Oα, se cumple que P<x = P
<g

n
p x

y que P>x = P
>g

n
p x

.
Concluimos que existe una trasposición τ ∈ Aut(P) que intercambia dos puntos, x y g

n
p x

y deja todos los demás puntos de P fijos. Esto no puede ocurrir, ya que τ = gi para algún
i ∈ N y entonces, como gix = αix = gx 6= x, |α| - i, así que gi contiene al menos pk (en
particular mayor a 2) puntos no fijos, un claro absurdo. �

Este resultado nos provee el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5: Si P es un poset con grupo de automorfismos Aut(P) = Zpk para
algún p primo y k ∈ N con pk 6= 2, entonces |P| > 2pk.

Antes de seguir, necesitamos hacer una definición auxiliar que nos ayudará a reducir la
cantidad de casos a analizar en las próximas demostraciones.

Definición 3.2.6: Sea P un poset de altura 1 y llamamos A al conjunto de puntos
maximales de P y B al conjunto de puntos minimales de P.

Definimos como el poset complementario de P al poset P que consiste de los mismos
puntos que P y, además, para todo x en A e y en B cumple

x > y en P ⇐⇒ x es incomparable con y en P

Notemos que, en la definición anterior, las únicas relaciones posibles entre puntos del
poset P ocurren cuando un punto en A es mayor a un punto en B. Por esto, podemos ver
la relación > como aristas de un grafo bipartito con partes A y B.

Es importante observar que se cumple

Aut (P) = Aut
(
P
)
.

Estos grupos son iguales conjuntísticamente, ya que todo automorfismo de P preserva
aristas de P por preservar no-aristas de P. Análogamente, preserva no-aristas de P por
preservar aristas de P.
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3.3 El caso Z5

Sea P un posetAut(P) ' Z5 ' 〈g〉. Por el Corolario 3.2.5, sabemos que |P| > 10 y que tiene
al menos dos ciclos de longitud múltiplo de 5.
Ahora, supongamos que g contiene exactamente dos 5−ciclos y deja fijos todos los puntos
de P que no pertenecen a esos 5−ciclos. Etiquetamos g = (1 2 3 4 5)(1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′ 5 ′) de modo
que, si 1 está relacionado con alguno de {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′}, 1 está relacionado con 1 ′.

En ese caso, el subposetQ inducido por los puntos de estos dos 5−ciclos queda determina-
do por los puntos que cubren al 1 (o que están cubiertos por el 1), ya que todas las demás
relaciones se deducen de aplicar sucesivas veces g en P, que debe preservar el orden.

Suponemos sin pérdida de la generalidad que 1 no cubre a 1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′ ni 5 ′. Separando
en casos, según qué puntos cubren al 1, vemos que Q debe ser isomorfo a — o isomorfo
al complementario de — alguno de los que se pueden observar en la Figura 3.3 (los colo-
res están sólo para una mejor lectura del poset). Con un razonamiento análogo al hecho
en el caso Z3, podemos notar que cualquier automorfismo de Q puede extenderse a un
automorfismo de P vía la identidad.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 3.3: Posibles subposets, salvo isomorfismo y complemento, inducidos por dos 5−ciclos de P.

En los casos (a) y (b), la trasposición (1 2) sería un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con gi para ningún i ∈ N.

En el caso (c), la permutación (1 2)(1 ′ 2 ′) sería un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con gi para ningún i ∈ N.
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En el caso (d), la permutación (2 ′ 5 ′)(3 ′ 4 ′)(1 5)(2 4) es un automorfismo de P de orden 2.
Como Z5 tiene orden 5, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo. Además, como
el poset del caso (e) es isomorfo, este argumento también lo descarta.

En el caso (f), la permutación (3 ′ 5 ′)(1 ′ 2 ′)(2 4)(1 5) es un automorfismo de P de orden 2.
Como Z5 tiene orden 5, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 5), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 5 y
alguno de ellos es de longitud 5m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que |P| > 15 y, por el Teorema 2.0.30, β (Z5) = 15.

3.4 El caso Z7

Sea P un poset Aut(P) ' Z7 ' 〈g〉. Por el Corolario 3.2.5, sabemos que |P| > 14 y que tiene
al menos dos ciclos de longitud múltiplo de 7. Ahora, supongamos por un momento que
g contiene exactamente dos 7−ciclos y deja fijos todos los puntos de P que no pertenecen
a esos 7−ciclos. Etiquetamos g = (1 2 3 4 5 6 7)(1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′ 5 ′ 6 ′ 7 ′) de modo que, si 1 está
relacionado con alguno de {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′, 6 ′, 7 ′}, 1 está relacionado con 1 ′.

En ese caso, P deberá contener un subposet Q isomorfo a— o isomorfo al complementario
de — alguno de los que se pueden observar en la Figura 3.4 (los colores están sólo para
una mejor lectura de los posets). Con un razonamiento análogo al hecho en el caso Z3,
podemos notar que cualquier automorfismo de Q puede extenderse a un automorfismo
de P vía la identidad.

En los casos (a) y (b), la trasposición (1 2) sería un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con gi para ningún i ∈ N.

En el caso (c), la permutación (1 2)(1 ′ 2 ′) sería un automorfismo de P; absurdo, pues no
coincide con gi para ningún i ∈ N.

En el caso (d), la permutación (4 ′ 6 ′)(1 ′ 2 ′)(3 ′ 7 ′)(2 7)(6 3)(4 5) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z7 tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.

En el caso (e), la permutación (1 ′ 3 ′)(6 ′ 5 ′)(4 ′ 7 ′)(4 5)(2 7)(3 6) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z7 tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.
Los posets de los casos (f) y (g) son isomorfos a este, así que este argumento también los
descarta.

En el caso (h), la permutación (1 ′ 7 ′)(3 ′ 5 ′)(2 ′ 6 ′)(1 6)(3 4)(2 5) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z7 tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

(i) (j)

(k)

Figura 3.4: Posibles subposets, salvo isomorfismo y complemento, inducidos por dos 7−ciclos de P.
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En el caso (i), la permutación (1 ′ 6 ′)(2 ′ 5 ′)(3 ′ 4 ′)(1 4)(5 7)(3 2) es un automorfismo de P
de orden 2. Como Z7 tiene orden 7, que no es divisible por 2, llegamos a un absurdo.
El poset del caso (j) es isomorfo, así que este argumento también lo descarta.

En el caso (k), la permutación (6 7)(3 5)(6 ′ 7 ′)(7 ′ 9 ′) es un automorfismo de P de orden
2, así que también llegamos a un absurdo.

Habiendo agotado todos los casos, concluimos que, o bien g contiene al menos tres ciclos
(con longitud divisible por 7), o bien contiene dos ciclos con longitud divisible por 7 y
alguno de ellos es de longitud 7m con m > 2. En cualquiera de los dos casos llegamos a
que |P| > 21 y, por el Teorema 2.0.30, β (Z7) = 21.

3.5 El caso Zpk con pk > 8

Vamos a empezar exhibiendo una familia de ejemplos, cuyaminimalidad probaremos lue-
go, de posets con grupo de automorfismos Zpk para todo pk > 8 con p primo y k ∈ N.
Definimos Qn para cada n > 8 de la siguiente manera:

? El conjunto subyacente de Qn es {1, . . . ,n} ∪ {1 ′, . . . ,n ′}.

? Si S = {0, 2, 3, 4}, i 6 (i+ s) ′ para todo s ∈ S e 1 6 i 6 n (mirando módulo n).

Figura 3.5: Diagrama de Hasse de Qn

El hecho de que n > 8 se usará principalmente para que valga que, dado 1 6 k 6 n, las
etiquetas k− 3,k− 2,k− 1,k,k+ 1,k+ 2,k+ 3,k+ 4 vistas módulo n sean todas distintas;
cuando esto no sucede hay más parejas de puntos que se relacionan con un mismo punto,
haciendo que no existan ciertos invariantes que son cruciales para la demostración.
Antes de probar que este poset tiene grupo de automorfismos isomorfo a Zn, necesitamos
probar algunos lemas que nos dan información sobre su estructura.
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Lema 3.5.1: Sea Qn el poset recién definido e i, j ∈ {1, . . . ,n} distintos.

(a) Existen dos puntos distintos a ′,b ′ ∈ {1 ′, . . . ,n ′} que son ambos mayores a i y
a j si y sólo si i− j ≡ −2,−1, 1 o 2 (mód n).

(b) Existen dos puntos distintos a,b ∈ {1, . . . ,n} que son ambos menores a i ′ y a
j ′ si y sólo si i− j ≡ −2,−1, 1 o 2 (mód n).

Demostración. Probamos cada parte por separado.

(a) Los puntos que cubren a i son i ′, (i+ 2) ′, (i+ 3) ′ e (i+ 4) ′, y los puntos que cubren a
j son j ′, (j+2) ′, (j+3) ′ y (j+4) ′. Como i 6= j, las únicas cuatro situaciones en las que
pueden existir dos puntos a ′,b ′ ∈ {1 ′, . . . ,n ′} que cubren a i y j a la vez son cuando
i = j+ 1, i = j− 2, i = j− 1 e i = j+ 2; y esto es exactamente el resultado deseado.

Para la recíproca, dado j ∈ {1, . . . ,n}, basta notar que j y j + 1 están cubiertos por
(j + 3) ′ y (j + 4) ′, que j − 2 y j están cubiertos por j ′ y (j + 2) ′, que j − 1 y j están
cubiertos por (j+ 2) ′ y (j+ 3) ′ y que j+ 2 y j están cubiertos por (j+ 2) ′ y (j+ 4) ′.

(b) La demostración de este inciso es simétrica a la del inciso anterior.

�

Definición 3.5.2: Sea Qn el poset antes definido.
Vamos a decir que dos puntos i ′, j ′ ∈ Qn con i, j ∈ {1, . . . ,n} distintos son amigos
superiores si cumplen la condición de la parte (a) del Lema 3.5.1.

Análogamente, diremos que dos puntos i, j ∈ Qn con i, j ∈ {1, . . . ,n} distintos son
amigos inferiores si cumplen la condición de la parte (b) del Lema 3.5.1.

Observación 3.5.3: Si dos puntos a ′,b ′ ∈ Qn (respectivamente a,b ∈ Qn) son amigos su-
periores (respectivamente inferiores) y ϕ ∈ Aut(Qn), entonces ϕ(a ′) y ϕ(b ′) son amigos
superiores (respectivamente ϕ(a) y ϕ(b) son amigos inferiores).

Lema 3.5.4: SeaQn el poset recién definido y seaϕ ∈ Aut(Qn) un automorfismo que
cumple ϕ(k) = k para algún k ∈ {1, . . . ,n}. Entonces ϕ(k− 1) = k− 1 y ϕ (k ′) = k ′.

Demostración. Como ϕ(k) = k, sabemos que el conjunto de puntos que cubren a k es
invariante por ϕ, es decir, ϕ(H) = H con H = {k ′, (k+ 2) ′, (k+ 3) ′, (k+ 4) ′}.
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Como k ′ es el único punto deH que es amigo superior de un sólo punto deH, debe suceder
que ϕ (k ′) = k ′. Además, como (k + 2) ′ es el único punto de H que es amigo superior de
tres puntos de H, ϕ ((k+ 2) ′) = ((k+ 2) ′).
Simétricamente, como ϕ (k ′) = k ′, podemos ver que ϕ(k− 2) = k− 2.
Por último, notemos que k− 1 es el único punto que es amigo inferior de k y de k− 2 a la
vez; por lo tanto, como k y k− 2 son puntos fijos de ϕ, es ϕ(k− 1) = k− 1; y el resultado
sigue. �

Ahora, queremos probar el resultado central de esta sección.

Proposición 3.5.5: Para todo n = pk > 8 con p primo, el poset Qn definido anterior-
mente tiene grupo de automorfismo Aut(Qn) ' Zn.

Demostración. En primer lugar notemos que Aut(Qn) tiene un subgrupo isomorfo a Zn,
para esto basta con notar que el subgrupo de S2n generado por la composición den−ciclos
(1 2 . . . n)(1 ′ 2 ′ . . . n ′) es un subgrupo del grupo de automorfismos de Qn.

Para terminar, basta con ver que Aut (Qn) tiene a lo sumo n elementos. Para probar esto—
usando la misma idea que en la demostración de que Aut(P3) ' Z3 — alcanza con probar
que el único ϕ ∈ Aut (Qn) que cumple ϕ(1) = 1 es ϕ = Id.

Sea ϕ un automorfismo con ϕ(1) = 1. Por el Lema 3.5.4, si algún k ∈ Qn es punto fijo
de ϕ, tanto k ′ como k + 1 son puntos fijos de ϕ; por lo que inductivamente obtenemos el
resultado deseado. �

Notar que, por el Corolario 3.2.5, el resultado anterior nos dice que β
(
Zpk
)
= 2pk para

todo pk > 8 con p primo y k ∈ N.

Como conclusión de este capítulo, notar que logramos probar la mayor parte del siguiente
teorema.

Teorema 3.5.6: Dado p primo y k ∈ N,

β
(
Zpk
)
=


2 si pk = 2
3pk si pk = 3, 4, 5, 7
2pk si pk > 8

Observando que un poset con exactamente 2 puntos incomparables tiene grupo de au-
tomorfismos Z2, notamos que sólo nos falta probar que β (Z4) = 12 para completar la
demostración del teorema. Eso lo probaremos en el siguiente capítulo, haciendo uso del
Lema 4.1.3.
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Capítulo 4

El caso cíclico

El objetivo de este capítulo es calcular β (Zn) para todo n ∈ N; el resultado análogo al
Teorema 1.0.2 (Teorema de Meriwether, parte II).

4.1 Preliminares

Lo primero que haremos es probar el siguiente resultado:

Lema 4.1.1: Dado un poset P con Aut(P) ' Zn y n = pa1
1 · · ·parr donde los pi son

primos distintos y paii 6= 2 para todo 1 6 i 6 r, se cumple que:

|P| >
r∑
i=1

2paii .

Si, en cambio, n = 2 · pa2
2 · · ·parr con pi 6= 2 primos distintos, tenemos:

|P| > 2+
r∑
i=2

2paii .

Para hacer más amena la demostración, necesitamos probar dos resultados preliminares.

Lema 4.1.2: Sean x1, x2, . . . , xn ∈ N tales que xi > 2 para todo 1 6 i 6 n. Entonces,

x1x2 · · · xn > x1 + x2 + . . .+ xn.

Demostración. Vamos a probarlo por inducción en n.
Caso base n = 2: Dados a,b ∈ N con a,b > 2, tenemos que (a − 1)(b − 1) > 1. Desa-
rrollando y despejando obtenemos ab > a + b; tomando a = x1 y b = x2 probamos el
resultado deseado.
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Paso inductivo: Supongamos que x1x2 · · · xn−1 > x1 + x2 + · · · + xn−1. Tomando a =

x1x2 · · · xn−1 y b = xn en el caso base, tenemos que ab > a+xn > x1+x2+ · · ·+xn+1+xn,
como queríamos. �

Desigualdad fundamental: Sean a1, . . . ,an números naturales. Definimos además
el conjunto

D = {pr : p primo, pr || aj para algún 1 6 j 6 n y r ∈ N }

y numeramos sus elementos como d1,d2, . . . ,dm conm = |D|. Si para cada 1 6 i 6
m, ki es la cantidad de índices 1 6 j 6 n tales que di || aj, entonces:

a1 + a2 + · · ·+ an > k1d1 + · · ·kmdm.

Demostración. Empezamos tomando un índice fijo 1 6 j 6 n, y factorizamos aj en primos:

aj = p
r1
1 · · ·prss .

Dicho esto, como prii > 2 para todo 1 6 i 6 s, por el Lema 4.1.2 tenemos:

aj = p
r1
1 · · ·prss > p

r1
1 + · · ·+ prss .

Ahora, usamos esta desigualdad para cada aj con 1 6 j 6 n, y la suma del enunciado nos
queda mayor o igual a una suma de términos entre los cuáles hay, para cada 1 6 i 6 m, ki
términos que valen di—uno por cada aj tal que di || aj. Se sigue el resultado deseado. �

Estamos en condiciones de probar el Lema 4.1.1.

Demostración. Sea g ∈ Aut(P) con |g| = n tal que Aut(P) ' 〈g〉. Sabemos que g contiene
— en su descomposición en ciclos disjuntos — al menos un ciclo αi de longitud divisible
por paii , ya que paii | |g| y |g| es elmcm de las longitudes de los ciclos que contiene.

Por el Lema 3.2.4, para cada 1 6 i 6 r, si paii | n y pai 6= 2 deben existir al menos dos ciclos
contenidos en g de longitud divisible por paii .

Veamos que esto prueba la primer parte del lema: sean l1, l2, · · · , ls las longitudes de los s
ciclos contenidos en g. Por la desigualdad fundamental, sabemos que

l1 + l2 + · · ·+ ls > k1d1 + · · ·kmdm

donde para cada 1 6 i 6 m, ki y di se definen como en el enunciado de la desigualdad.
Pero además, usando el Lema 3.2.4, sabemos que ki > 2 para cada 1 6 i 6 m tal que
di = p

aj
j para algún 1 6 j 6 n, probando el resultado deseado.
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Para la segunda parte, cuando n = 2 ·pa2
2 · · ·parr , razonamos de la misma forma para cada

2 6 i 6 r, y observamos que además debe haber al menos un ciclo de longitud par. Esto
nos dice que algún di debe ser una potencia de 2, o sea que ki > 1 para algún 1 6 i 6 m
tal que di es par. Por lo tanto |P| > 2+ 2pa2

2 + · · ·+ 2parr , como queríamos. �

Para lo que sigue vamos a necesitar algunos lemas.

Lema 4.1.3: Sea P un poset con Aut(P) ' Zn ' 〈g〉 y 8 - n, donde g contiene
exactamente dos 4−ciclos en su descomposición en ciclos disjuntos.
Si g contiene un 2m−ciclo con m ∈ N impar, entonces existe al menos otro ciclo η
contenido en g de longitud 2s con s ∈ N impar.

Demostración. Llamemos α y β a los 4−ciclos y supongamos a modo de contradicción que
existe sólo un 2m−ciclo con m impar en g, que llamaremos γ. La acción de gn4 en P deja
fijos todos los puntos deP excepto los deα,β y γ. Además (gn4 )2 deja fijos todos los puntos
de P excepto los de α y β. Más aún, si α = (1 2 3 4) y β = (1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′):

g
n
4 = (1 2 3 4)n4 (1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′)n4 (γ)

n
4

(g
n
4 )2 = g

n
2 = (1 2 3 4)n2 (1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′)n2

Sabiendo que n4 es coprimo con 4, tenemos que (1 2 3 4)n4 puede ser igual a:

(1 2 3 4) o (1 2 3 4)3.

Análogamente, (1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′)n4 puede ser igual a:

(1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′) o (1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′)3

En cualquiera de los casos, dos de las órbitas de la acción de
〈
g
n
4
〉
son:

{1, 2, 3, 4} y {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′}.

Esto último nos dice que

P<x − (Oβ ∪ Oγ) = P<y − (Oβ ∪ Oγ) y P>x − (Oβ ∪ Oγ) = P>y − (Oβ ∪ Oγ)

para todo par x,y ∈ {1, 2, 3, 4} y que

P<x − (Oα ∪ Oγ) = P<y − (Oα ∪ Oγ) y P>x − (Oα ∪ Oγ) = P>y − (Oα ∪ Oγ)

para todo par x,y ∈ {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′}.
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Observación 4.1.4: Si Q ′ es el subposet inducido por los puntos de α,β y γ, cualquier
automorfismo de Q ′ que deje fijos los puntos de γ y mande puntos de α en puntos de α y
puntos de β en puntos de β, se puede extender a un automorfismo de P vía la identidad.

Además, sabiendo que n2 ≡ 2 (mód 4), tenemos que (1 2 3 4)n2 = (1 2 3 4)2 y, por lo tanto,
las órbitas de la acción de gn2 en P son {1, 3}, {2, 4}, {1 ′, 3 ′} y {2 ′, 4 ′}.

Esto nos dice que para todo par x,y ∈ {1, 2, 3, 4} tales que {x,y} ∈ {{1, 3}, {2, 4}}:

P<x − Oβ = P<y − Oβ y P>x − Oβ = P>y − Oβ.

Análogamente, para todo par x,y ∈ {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′} tales que {x,y} ∈ {{1 ′, 3 ′}, {2 ′, 4 ′}}:

P<x − Oα = P<y − Oα y P>x − Oα = P>y − Oα.

Debido a esto último, llamaremos a {1, 3}, {2, 4}, {1 ′, 3 ′} y {2 ′, 4 ′} parejas intercambiables.
SeaQ el subposet inducido por los puntos deα yβ. No es difícil notar que el posetQ queda
definido por la relación entre 1 y {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′}.

Observación 4.1.5: Cualquier automorfismo de Q que preserve parejas intercambiables
se puede extender a un automorfismo de P vía la identidad.

Si 1 esmenor que todos, es decir, menor que 1 ′, 2 ′, 3 ′ y 4 ′ (o bien es incomparable con todos
ellos) reiteradas aplicaciones de la acción de g nos dicen que 2, 3 y 4 también son menores
que 1 ′, 2 ′, 3 ′ y 4 ′ (o bien son incomparables con todos ellos). Por esto, la trasposición (1 ′ 3 ′)
sería un automorfismo de Q que preserva parejas intercambiables, y por lo tanto se podría
extender a un automorfismo de P vía la identidad. Sin embargo, este automorfismo no
coincide con gi para ningún i ∈ N, así que llegaríamos a una contradicción—y concluimos
que estos casos no pueden darse.

Los demás posibles casos pueden observarse en la Figura 4.1, y son:

1. Que 1 esté relacionado con exactamente un punto de β— supondremos sin pérdida
de la generalidad que 1 6 1 ′.

2. Que 1 esté relacionado con exactamente dos puntos de β que estén a distancia 1 en
el ciclo — supondremos sin pérdida de la generalidad que 1 6 1 ′ y 1 6 2 ′.

3. Que 1 esté relacionado con exactamente dos puntos de β que estén a distancia 2 en
el ciclo — supondremos sin pérdida de la generalidad que 1 6 1 ′ y 1 6 3 ′.

4. Que 1 esté relacionado con exactamente tres puntos de β— supondremos sin pér-
dida de la generalidad que 1 6 1 ′, 1 6 2 ′ y 1 6 3 ′.
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Figura 4.1: Diagrama de Hasse de Q, destacando puntos que tienen mismas relaciones con γ.

Los colores en los puntos destacan las parejas intercambiables.

En los casos de la izquierda, la permutación (1 3)(1 ′ 3 ′) es un automorfismo de Q que
preserva parejas intercambiables y por lo tanto se extiende a un automorfismo de P, pero
no coincide con gi para ningún i ∈ N. Entonces estos casos no pueden suceder.

En el caso de abajo a la derecha, la permutación (1 3)(2 ′ 4 ′) es un automorfismo de Q que
preserva parejas intercambiables y por lo tanto se extiende a un automorfismo de P, pero
no coincide con gi para ningún i ∈ N. Entonces este caso no puede suceder.

A partir de ahora nos vamos a encargar del caso de arriba a la derecha.
Recordemos que llamamos Q ′ al subposet inducido por los puntos de α,β y γ.

Afirmación 4.1.6: No existen x ∈ P, r ′ ∈ Oβ y q ∈ Oα de modo que x < r ′ y x > q.

Demostración. En lo siguiente, las etiquetas de α serán vistas mód 4. Supongamos que
existe un x ∈ P tal que x < r ′ para algún r ′ ∈ Oβ y x > q para algún q ∈ Oα. Por
propiedad de las parejas intercambiables sería x > q + 2. Esto nos dice que r ′ > x > q y
r ′ > x > q+2, lo cuál es absurdo ya que q y q+2 tienen lamisma paridad, y por definición
del poset Q, r ′ no es mayor que dos puntos de α con etiquetas de la misma paridad. �

Etiquetemos los puntos de γ como (1 ′′ 2 ′′ · · · (2m) ′′).

Afirmación 4.1.7: Si un punto z ′′ ∈ Oγ esmayor (resp. menor o incomparable) a un punto
de α o β, entonces cualquier y ′′ ∈ Oγ, con y de la misma paridad que z, también lo es.
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Demostración. En efecto, la acción de 〈g2m+2〉 en P deja fijos los puntos de α y β, ya que
2m+ 2 es múltiplo de 4. Además, las órbitas de la acción de 〈g2m+2〉 restringida a γ son:

A1 = {(2j− 1) ′′ : 1 6 j 6 m} y A2 = {(2j) ′′ : 1 6 j 6 m} .

En otras palabras, en γ, los puntos pertenecen a una de dos posibles órbitas: los puntos de
etiqueta impar, o los de etiqueta par. Esto prueba la observación. �

Vamos a clasificar todos los posibles subposets Q ′. Gracias a la Afirmación 4.1.7, sabemos
que todos los puntos deγ con etiquetas de lamismaparidad tendrán lasmismas relaciones
con todos los puntos de α y β. Usando este hecho, sin pérdida de la generalidad, en los
gráficos sólo mostraremos los subposets Q ′ en el caso particular en que m = 1, ya que
esto nos alcanza para visualizar las relaciones de los puntos de γ con etiqueta impar (que
serán las mismas que las de 1 ′′) y las relaciones de los puntos de γ con etiqueta par (que
serán las mismas que las de 2 ′′).

Figura 4.2: Diagrama de Hasse de Q ′, subcasos 1, 2 y 5

Figura 4.3: Diagrama de Hasse de Q ′, subcasos 3 y 4

Subcaso 1: 1 ′′ > 1 ′ pero incomparable con 2 ′.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberá cumplirse que 1 ′′ > 3 ′ y que 1 ′′ es
incomparable con 4 ′. Además, como 1 ′ > 1, 1 ′ > 4, 3 ′ > 2 y 3 ′ > 3, deberá cumplirse
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que 1 ′′ > q para todo q ∈ Oα. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x impar tiene las
mismas relaciones que 1 ′′ con todos los puntos de α y β.

Por otro lado, aplicando una vez g, tenemos que 2 ′′ > 2 ′, 2 ′′ > 4 ′ y que 2 ′′ es incomparable
con 1 ′ y 3 ′. Además, como 2 ′ > 1, 2 ′ > 2, 4 ′ > 3 y 4 ′ > 4, deberá cumplirse que 2 ′′ > qpara
todo q ∈ Oα. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x par tiene las mismas relaciones
que 2 ′′ con todos los puntos de α y β.

Podemos ver el diagrama de Q ′ cuandom = 1 en el primer gráfico de la Figura 4.2.

El caso en el que 1 ′′ > 2 ′ pero es incomparable con 1 ′ es análogo, ya que proviene de re-
etiquetar los puntos de γ, cambiando k ′′ por (k+ 1) ′′ para cada 1 6 k 6 2m− 1 y cambiar
(2m) ′′ por 1 ′′.

Subcaso 2: 1 ′′ > 1 ′ y 1 ′′ > 2 ′.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberá cumplirse que 1 ′′ > 3 ′ y 1 ′′ > 4 ′.
Además, como 1 ′ > 1, 1 ′ > 4, 3 ′ > 2 y 3 ′ > 3, deberá cumplirse que 1 ′′ > q para todo
q ∈ Oα. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x impar tiene las mismas relaciones que
1 ′′ con todos los puntos de α y β.

Por otro lado, aplicando una vez g, tenemos que 2 ′′ > 1 ′, 2 ′′ > 2 ′, 2 ′′ > 3 ′ y 2 ′′ > 4 ′.
Además, como 2 ′ > 1, 2 ′ > 4, 2 ′ > 2 y 2 ′ > 3, deberá cumplirse que 2 ′′ > q para todo
q ∈ Oα. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x par tiene las mismas relaciones que 2 ′′

con todos los puntos de α y β.

Podemos ver el diagrama de Q ′ cuandom = 1 en el segundo gráfico de la Figura 4.2.

Los casos en los que 1 ′′ es menor a algún punto de α son análogos a los subcasos 1 y 2, ya
que podemos obtenerlos tomando el subposet opuesto (Q ′)

op, renombrando los puntos
de α— cambiando k por k ′ para cada 1 6 k 6 4 —, y renombrando los puntos de β—
cambiando k ′ por k para cada 1 6 k 6 4.

Subcaso 3: 1 ′′ < 1 ′ pero incomparable con 2 ′ y con todos los puntos de α.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberá cumplirse que 1 ′′ < 3 ′ y que 1 ′′ es
incomparable con 4 ′. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x impar tiene las mismas
relaciones que 1 ′′ con todos los puntos de α y β.

Además, aplicando una vez g, tenemos que 2 ′′ < 2 ′, 2 ′′ < 4 ′ y que 2 ′′ es incomparable
con 1 ′ y 3 ′. Por la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x par tiene las mismas relaciones que
2 ′′ con todos los puntos de α y β.

Podemos ver el diagrama Q ′ cuandom = 1 en el primer gráfico de la Figura 4.3.

El subcaso en el que 1 ′′ < 2 ′ pero es incomparable con 1 ′ y con todos los puntos de α es
análogo a este último subcaso, , ya que proviene de re-etiquetar los puntos de γ, cambian-
do k ′′ por (k+ 1) ′′ para cada 1 6 k 6 2m− 1 y cambiar (2m) ′′ por 1 ′′.
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Subcaso 4: 1 ′′ < 1 ′ y 1 ′′ < 2 ′, pero incomparable con todos los puntos de α.

Por propiedad de las parejas intercambiables, deberá cumplirse que 1 ′′ < 3 ′ y 1 ′′ < 4 ′. Por
la Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x impar tiene las mismas relaciones que 1 ′′ con todos
los puntos de α y β.

Además, aplicando una vez g, tenemos que 2 ′′ < 1 ′, 2 ′′ < 2 ′, 2 ′′ < 3 ′ y 2 ′′ < 4 ′. Por la
Afirmación 4.1.7, cualquier x ′′ con x par tiene las mismas relaciones que 2 ′′ con todos los
puntos de α y β.

Podemos ver el diagrama de Q ′ cuandom = 1 en el segundo gráfico de la Figura 4.3.

Los casos en los que 1 ′′ esmayor a algún punto de α pero incomparable con todos los pun-
tos de β son análogos, ya que podemos obtenerlos tomando el subposet opuesto (Q ′)

op,
renombrando los puntos de α— cambiando k por k ′ para cada 1 6 k 6 4 —, y renom-
brando los puntos de β— cambiando k ′ por k para cada 1 6 k 6 4.

Subcaso 5: Si 1 ′′ es incomparable con todos los puntos de α y β.

Aplicando una vez g, obtenemos que 2 ′′ también es incomparable con todos los puntos de
α y β. De hecho, por la Afirmación 4.1.7, todos los puntos de γ serán incomparables con
todos los puntos de α y β.

Podemos ver el diagrama de Q ′ cuandom = 1 en el tercer gráfico de la Figura 4.2.

Finalmente, la Afirmación 4.1.6 nos dice que no hay más subcasos por analizar.

Veamos que, en todos los subcasos descriptos, φ = (4 3)(2 1)(3 ′ 1 ′) es efectivamente un
automorfismo de Q ′. Para empezar, es sencillo ver que φ es un automorfismo de Q.
Por otro lado, las relaciones entre puntos de γ y puntos de α se preservan vía φ ya que,
en todos los subcasos, o bien todos los puntos de γ son mayores que todos los puntos de
α o bien todos los puntos de γ son incomparables con todos los puntos de α. Por último,
como φ preserva parejas intercambiables en β, también se preservan vía φ las relaciones
entre puntos de γ y puntos de β.

Ahora, comoφ es un automorfismodeQ ′ que deja fijos los puntos deγ, por laObservación
4.1.5 podemos extenderlo a un automorfismo de P vía la identidad.

Como la extensión de φ no coincide con gi para ningún i ∈ N, llegamos a un absurdo. El
absurdo provino de suponer que había sólo un 2m−ciclo conm impar, así que debe existir
otro 2s−ciclo con s ∈ N impar, como queríamos. �

Corolario 4.1.8: β (Z4) = 12
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Demostración. Sea P un poset con β (Z4) puntos y Aut (P) ' Z4 ' 〈g〉. Por el Lema ??
sabemos queβ (Z4) 6 12. Por el Lema 3.2.4 sabemos que g contiene al menos dos 4−ciclos.
Si contiene un tercer 4−ciclo, terminamos, así que supongamos que no. Si g contiene un
2−ciclo, el lema anterior nos asegura que contiene otro 2−ciclo y asíβ (Z4) > 4+4+2+2 =

12 como queríamos. Resta analizar cuando g contiene exactamente dos 4−ciclos y ningún
2−ciclo; etiquetamos g = (1 2 3 4)(1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′). Al igual que en el lema anterior, alcanza con
analizar los casos en los que 1 está cubierto por {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′}, por ninguno de ellos y los
casos de la Figura 4.1. Como ya vimos, en los primeros dos casos la trasposición (1 ′ 3 ′) es
un automorfismo de P, pero en este caso no coincide con gi para ningún i ∈ N. En todos
los casos de la Figura 4.1 hay permutaciones de los puntos de P que son automorfismos
pero no coinciden con gi para ningún i ∈ N, a saber:

En los dos casos de la izquierda, tenemos la permutación (1 3)(1 ′ 3 ′).

En el caso de arriba a la derecha, la permutación (1 3)(2 ′ 4 ′).

En el caso de abajo a la derecha, tenemos (4 3)(2 1)(3 ′ 1 ′).

Llegando así a un absurdo y completando la demostración. �

Este corolario termina de probar el Teorema 3.5.6.

Lema 4.1.9: Sea P un poset con Aut(P) ' Zn ' 〈g〉 y n ∈ N. Supongamos que en su
descomposición en ciclos disjuntos, g contiene un 3−ciclo y un 3m−ciclo con 3 - m.
Entonces existe otro ciclo η contenido en g de longitud 3s con s ∈ N.

Demostración. Sea Q el subposet inducido por los puntos del 3m−ciclo, que nombraremos
(1 ′ 2 ′ · · · (3m) ′) y el 3−ciclo, que nombraremos (1 2 3), y supongamos que todos los demás
ciclos contenidos en g tienen longitud no divisible por 3.

La permutación inducida por g en Q es la composición (1 2 3)(1 ′ 2 ′ · · · (3m) ′). Notar que,
gracias a eso, las relaciones entre los puntos del 3−ciclo y los puntos del 3m−ciclo, quedan
determinadas por la relación de 1 con 1 ′, 2 ′ y 3 ′.

Observemos que, como todos los demás ciclos de g tienen longitud no divisible por 3, la
acciónde 〈gn3 〉 sobrePdeja fijos todos los puntos deP excepto los del 3−ciclo y el 3m−ciclo.
Más aún,

g
n
3 = (1 2 3)n3 (1 ′ · · · (3m) ′)

n
3 .

Además, como n3 es coprimo con 3, la acción de 〈gn3 〉 restringida a {1, 2, 3} es transitiva, por
lo tanto

P<x − {1 ′, . . . , (3m) ′} = P<y − {1 ′, . . . , (3m) ′}

y P>x − {1 ′, . . . , (3m) ′} = P>y − {1 ′, . . . , (3m) ′}
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para todo par x,y ∈ {1, 2, 3}.

Ahora, como n es múltiplo de 3m por contener g un 3m−ciclo, sabemos que n
3 es múl-

tiplo de m. Como n
3 no es múltiplo de 3 y m tampoco, esto nos dice que, o bien n

3 ≡ m
(mód 3m), o bien n

3 ≡ −m (mód 3m). En otras palabras:

(1 ′ · · · (3m) ′)
n
3 = (1 ′ · · · (3m) ′)

m o (1 ′ · · · (3m) ′)
n
3 = (1 ′ · · · (3m) ′)

−m .

En ambos casos, la acción de 〈gn3 〉 sobre P tiene m + 1 órbitas no unipuntuales, una es
{1, 2, 3} y las demás son, para cada 1 6 i 6 m,

Ai = {(mk+ i) ′ : 0 6 k 6 2} .

En consecuencia, para todo par x ′,y ′ que pertenezcan a la misma órbita Ai, vale que

P<x ′ − {1, 2, 3} = P<y ′ − {1, 2, 3} y P>x ′ − {1, 2, 3} = P>y ′ − {1, 2, 3} .

Observación 4.1.10: Cualquier automorfismo φ de Q que cumpla φ ({1, 2, 3}) = {1, 2, 3}
y φ (Ai) = Ai para todo 1 6 i 6 m puede extenderse a un automorfismo de P vía la
identidad.

Analicemos en primer lugar el caso en el que 1 está relacionado con sólo uno de los puntos
1 ′, 2 ′ y 3 ′. Supongamos que 1 6 1 ′ y los demás casos serán análogos. En la Figura 4.4
tenemos un ejemplo de cómoquedaría el poset conm = 4, donde los colores de {1 ′, . . . , 12 ′}
señalan a qué órbita pertenece cada punto.

Figura 4.4: Diagrama de Hasse de Q, conm = 4 y 1 6 1 ′.

Por un lado, los puntos del 3m−ciclo que cubren a 1 son C1 = {(3k+ 1) ′ : 0 6 k 6 m− 1} .

Por otro, los puntos del 3m−ciclo que cubren a 2 son C2 = {(3k+ 2) ′ : 0 6 k 6 m− 1} .

Consideremos la permutación de puntos deQ que intercambia los puntos de la pareja {1, 2}
y, para cada 0 6 k 6 m−1, intercambia los puntos de la pareja {(3k+ 1) ′, (3k+ 1+ qm) ′},
donde

q =

{
1 sim ≡ 1 (mód 3)
2 sim ≡ 2 (mód 3)
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Notemos que (3k + 1) ′ ∈ C1 y (3k + 1 + qm) ′ ∈ C2 y que esta permutación intercambia
todos los puntos de C1 con los de C2. Como es usual, las etiquetas son vistas mod 3m.

Esta permutación de puntos deQ es, de hecho, un automorfismodeQ—deja fijo al 3 y a los
puntos que lo cubren (los de etiquetamúltiplo de 3), e intercambia 1 con 2 intercambiando
también todos los puntos que cubren al 1 (C1) con todos los puntos que cubren al 2 (C2).

Además, 3k+ 1 ≡ 3k+ 1+ qm (mód m), así que existe 1 6 i 6 m tal que (3k+ 1) ′ ∈ Ai
y (3k + 1 + qm) ′ ∈ Ai. En otras palabras, si llamamos φ a este automorfismo, se cumple
que φ(A1) = A1 y φ(A2) = A2.

Por la Observación 4.1.10, podemos afirmar que este automorfismo de Q se extiende a
un automorfismo de P vía la identidad. Esto es absurdo, ya que dicho automorfismo no
coincide con gi para ningún i ∈ N. Entonces esta situación no es posible.

El caso en el que 1 está relacionado con dos de los puntos 1 ′, 2 ′ y 3 ′ se trata de un poset
complementario a alguno de los anteriores — en los que 1 estaba relacionado sólo con
uno de los puntos 1 ′, 2 ′ y 3 ′— por lo que tiene exactamente los mismos automorfismos y
llegamos nuevamente a una contradicción.

Por último, si 1 está relacionado con 1 ′, 2 ′ y 3 ′ a la vez (o con ninguno), la permutación
de puntos de Q que intercambia la pareja {1, 2} es un automorfismo de Q que, por la Ob-
servación 4.1.10, se extiende a un automorfismo de P vía la identidad, pero esto no es
posible.

Habiendo agotado todos los casos, llegamos a un absurdo. Como el absurdo provino de
suponer que todos los demás ciclos tenían longitud no divisible por 3, concluimos que
existe algún otro ciclo contenido en g de longitud múltiplo de 3, como queríamos. �

Lema 4.1.11: SeaP un poset conAut(P) ' Zn ' 〈g〉 yn ∈ N. Supongamos que en su
descomposición en ciclos disjuntos, g contiene un p−ciclo y un 2p−ciclo. Entonces,
si p = 5 o p = 7, existe otro ciclo η contenido en g de longitud p · s con s ∈ N.

Demostración. Sea Q el subposet inducido por los puntos del 2p−ciclo, que nombraremos
(1 ′ 2 ′ · · · (2p) ′) y el p−ciclo, que nombraremos (1 2 · · · p) y supongamos que todos los
demás ciclos contenidos en g tienen longitud no divisible por p.

La permutación inducida por g en Q es la composición (1 2 · · · p)(1 ′ 2 ′ · · · (2p) ′). Notar
que, gracias a eso, las relaciones entre los puntos del p−ciclo y los puntos del 2p−ciclo,
quedan determinadas por la relación de 1 con 1 ′, 2 ′, 3 ′, . . . ,p ′.

Observemos que, como todos los demás ciclos de g tienen longitud no divisible por p, la
acción de 〈g

n
p 〉 sobrePdeja fijos todos los puntos deP excepto los del p−ciclo y el 2p−ciclo.
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Más aún,
g
n
p = (1 · · · p)

n
p (1 ′ · · · (2p) ′)

n
p .

Dicho esto, como 〈g
n
p 〉 actúa transitivamente sobre (1 · · · p) por ser n

p
coprimo con p y

deja fijos todos los puntos de P excepto los del p−ciclo y el 2p−ciclo,

P<x − {1 ′, . . . , (2p) ′} = P<y − {1 ′, . . . , (2p) ′}
y P>x − {1 ′, . . . , (2p) ′} = P>y − {1 ′, . . . , (2p) ′}

para todo par x,y ∈ {1, 2, . . . ,p}.

Algo que nos será de mucha utilidad, es el hecho de que n
p
· k toma todos restos distintos

en la división por 2p para 0 6 k 6 p− 1.

En efecto, supongamos que n
p
· k1 ≡ n

p
· k2 (mód 2p) para algún par k1,k2 ∈ N con 0 6

k1 < k2 6 p− 1. Como n
p
es coprimo con p, vale que k1 ≡ k2 (mód p). Esto último, como

1 6 k2 − k1 6 p− 1, es una contradicción.

Estosp restos distintos son exactamente todos los restos pares en la división por 2p, porque
n
p
es par (por contener g un 2p−ciclo). Luego, la acción de 〈g

n
p 〉 sobre P tiene 3 órbitas no

unipuntuales, una es {1, 2, . . . ,p} y las otras dos son

A1 =

{
(2k− 1) ′ : 1 6 k 6 p+ 1

2

}
y A2 =

{
(2k) ′ : 1 6 k 6 p+ 1

2

}
.

En otras palabras, los puntos de etiqueta par y los puntos de etiqueta impar.
Más aún, para todo par x ′,y ′ que pertenezcan a la misma órbita (A1 o A2), vale que

P<x ′ − {1, . . . ,p} = P<y ′ − {1, . . . ,p} y P>x ′ − {1, . . . ,p} = P>y ′ − {1, . . . ,p}.

Observación 4.1.12: Cualquier automorfismoφdeQ que cumplaφ ({1 · · · p}) = {1 · · · p},
φ (A1) = A1 y φ (A2) = A2 puede extenderse a un automorfismo de P vía la identidad.

Vamos a definir ahora un nuevo poset Q ′, que consiste en agregarle a Q un punto 1 ′′ y
agregar las relaciones 1 ′′ > i ′ para todo 1 6 i 6 2p impar.

En la Figura 4.5 podemos observar un ejemplo con p = 7 y 1 6 1 ′— como mencionamos
antes, esto último define todas las demás relaciones de Q.

Si 1 no está relacionado con i ′ para ningún 1 6 i 6 2p, la permutación de puntos de Q

que intercambia la pareja {1, 2} es un automorfismo de Q que, por la Observación 4.1.12,
se extiende a un automorfismo de P vía la identidad, pero esto no es posible ya que no
coincide con gi para ningún i ∈ N.

Por lo tanto, a partir de ahora podemos suponer que 1 está relacionado con i ′ para algún
1 6 i 6 2p. Sin pérdida de la generalidad supondremos que 1 6 i ′ para algún 1 6 i 6 p.
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Figura 4.5: Diagrama de Hasse de Q ′, con p = 7, 1 6 1 ′.

En particular, esto nos permite afirmar que cualquier automorfismo φ de Q cumple
φ ({1 ′ · · · (2p) ′}) = {1 ′ · · · (2p) ′} y φ ({1 · · · p}) = {1 · · · p}.

Dicho esto, notemos que si encontrásemos un automorfismo φ ′ de Q ′, este debe dejar fijo
a 1 ′′— por tener altura estrictamente mayor que los demás puntos de Q ′.
Además, como 1 ′′ es un punto fijo, deberá suceder queφ ′(A1) = A1 yφ ′(A2) = A2, ya que
los puntos de A1 están cubiertos por 1 ′′ y los de A2 no.
Por lo tanto, al restringir φ ′ a Q, obtendríamos un automorfismo φ ′

∣∣
Q
de Q que cumple

φ ′
∣∣
Q
({1 · · · p}) = {1 · · · p},φ ′

∣∣
Q
(A1) = A1 yφ ′

∣∣
Q
(A2) = A2, que por la Observación 4.1.12

se puede extender a un automorfismo de P vía la identidad.

Por otro lado, a lo sumo p automorfismos φ de Q pueden extenderse vía la identidad a
automorfismos de P y a su vez cumplir φ(A1) = A1 y φ(A2) = A2.

Esto es porque los únicos automorfismos ψ de P que cumplen ψ(A1) = A1 y ψ(A2) =

A2 son los de la forma g2k con k ∈ N y estos automorfismos restringidos a Q inducen
exactamente p automorfismos de Q distintos — si 2k ≡ 2k ′ (mód 2p) la permutación
inducida por g2k en Q es la misma que la inducida por g2k ′ .

Entonces, si encontramos al menos p + 1 automorfismos de Q ′, habremos llegado a una
contradicción.

Para p = 5 y p = 7, en SAGE iteramos sobre todos los subconjuntos no vacíos S ⊆ {1, . . . ,p}
y, en cada iteración, preguntamos el cardinal del grupo de automorfismos del poset Q ′

descripto anteriormente, en el caso particular en el que 1 6 s ′ para todo s ∈ S.
Tanto en el caso p = 5 como en el caso p = 7, todas las iteraciones nos devolvieron que el
grupo de automorfismos deQ ′ tiene cardinal al menos 2p > p+1 por lo que efectivamente
llegamos a un absurdo.

Como el absurdo provino de suponer que no existía otro ciclo con longitud divisible por
p, concluimos que sí existe, como queríamos.

En las siguientes páginas, dejamos el código utilizado para los casos p = 5 y p = 7, para
que un lector interesado pueda correrlos por su cuenta. �
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import itertools
def findsubsets(s, n):

return [set(i) for i in itertools.combinations(s, n)]

#del 1 al 10 están "abajo", del 11 al 15 están "arriba", y 16 es 1''
elms = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]

for k in range(0,6):
s = {0, 1, 2, 3, 4}

#recorro todos los subconjuntos posibles de s, que en la demostración los llamé S
for x in findsubsets(s, k):

rels = []
for i in range(1,11):

for q in x:
if (q+i) % 5 != 0:

rels.append([i, 10 + (q+i) % 5])
else:

rels.append([i,15])

#agregamos manualmente las relaciones de 16, o sea 1''
rels.append([16,10])
rels.append([16,8])
rels.append([16,6])
rels.append([16,4])
rels.append([16,2])

#construyo el poset y calculo el grupo de automorfismos de su diagrama de Hasse
P = Poset((elms, rels), cover_relations = True, facade = False)
G = P.hasse_diagram().automorphism_group()

#calculo el cardinal del grupo
c = G.cardinality()

#imprimo cardinal y generadores del grupo
print(c)
print(G)

#imprimo el dibujo del diagrama de Hasse, aunque no lo necesito
P.show()

print('FIN')

Caso p = 5
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import itertools
def findsubsets(s, n):

return [set(i) for i in itertools.combinations(s, n)]

#del 1 al 14 están "abajo", del 15 al 21 están "arriba", y el 22 es el punto 1''
elms = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22]

for k in range(0,8):
s = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

#recorro todos los subconjuntos posibles de s, que en la demostración los llamé S
for x in findsubsets(s, k):

rels = []
for i in range(1,15):

for q in x:
if (q+i) % 7 != 0:

rels.append([i, 14 + (q+i) % 7])
else:

rels.append([i,21])

#agregamos manualmente las relaciones de 22, osea 1''.
rels.append([22,14])
rels.append([22,12])
rels.append([22,10])
rels.append([22,8])
rels.append([22,6])
rels.append([22,4])
rels.append([22,2])

#construyo el poset y calculo el grupo de automorfismos de su diagrama de Hasse
P = Poset((elms, rels), cover_relations = True, facade = False)
G = P.hasse_diagram().automorphism_group()

#calculo el cardinal del grupo
c = G.cardinality()

#imprimo cardinal y generadores del grupo
print(c)
print(G)

#imprimo el dibujo del diagrama de Hasse, aunque no lo necesito
P.show()

print('FIN')

Caso p = 7
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Antes de seguir, vamos a definir una función que nos permitirá simplificar los enunciados
los siguientes resultados.

Definición 4.1.13: Definimos b : Pot → {1, 2, 3}, donde Pot ={
pk : p primo y k ∈ N

}
como:

b
(
pk
)
=



1 si pk = 2

3 si pk = 3, 4, 5, 7

2 si no

Lema 4.1.14: Sea n = pa1
1 · · ·parr donde los pi son primos distintos.

Existe un poset P tal que Aut(P) ' Zn y

|P| =

r∑
i=1

β
(
Zpaii

)
=

r∑
i=1

b (paii )paii .

Demostración. Sea Pi un poset con |Pi| = β(Zpaii ) puntos y Aut(Pi) ' Zpaii . Observemos
que el join o suma ordinal entre todos estos posets para cada 1 6 i 6 r, es decir:

P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pr

cumple exactamente lo pedido. �

Este último resultado podría sugerirnos que en general

β

(
n⊕
i=1

Zpaii

)
=

n∑
i=1

β
(
Zpaii

)
,

pero esto no es cierto. En el ejemplo de abajo mostramos que β (Z12) = 3 ·3+4 ·3−1 = 20.

El poset de la Figura 4.6 se describe concretamente como:

El conjunto subyacente es {1, 2, . . . , 10} ∪ {1 ′, 2 ′, . . . , 10 ′}.

Si S = {0, 1, 3} entonces, para cada 1 6 i 6 6, i 6 (i + k) ′ para todo k ∈ S, mirando
las etiquetas módulo 6.

Si S ′ = {0, 1} entonces, para cada 7 6 i 6 10, i 6 (i + k) ′ para todo k ∈ S ′, mirando
las etiquetas módulo 4.
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Figura 4.6: Diagrama de Hasse de un poset con 20 puntos y grupo de automorfismos Z12

7 ′ 6 x ′ y 9 ′ 6 x ′ para todo 1 6 x 6 6 impar.

8 ′ 6 x ′ y 10 ′ 6 x ′ para todo 1 6 x 6 6 par.

7 6 x y 9 6 x para todo 1 6 x 6 6 par.

8 6 x y 10 6 x para todo 1 6 x 6 6 par.

Lema 4.1.15: El poset de la Figura 4.6 tiene grupo de automorfismos Z12.

Demostración. Sean a = (7 8 9 10)(7 ′ 8 ′ 9 ′ 10 ′) y b = (1 2 3 4 5 6)(1 ′ 2 ′ 3 ′ 4 ′ 5 ′ 6 ′).
Empezamos notando que 〈ab〉 es un subgrupo del grupo de automorfismos del poset en
cuestión. Más aún, como el orden de una permutación es elmcm de las longitudes de los
ciclos disjuntos que contiene, este subgrupo cíclico es exactamente Z12.

Para probar la igualdad, alcanza con ver que todo automorfismo de este poset puede es-
cribirse como (ab)m para algúnm ∈ N. Y para ver eso alcanza con ver que el único auto-
morfismo que tiene a 1 ′ y 7 por puntos fijos a la vez es la identidad.

En efecto, supongamos que esto se cumple yψ es un automorfismode este poset. Como los
automorfismos preservan altura, {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′, 6 ′} y {7, 8, 9, 10} quedan invariantes porψ
ya que son los puntos maximales y minimales respectivamente. Entonces ψ(1 ′) = k ′ para
algún 1 6 k 6 6. Como (ab)k · 1 ′ = k ′ y ab es un automorfismo, (ab)−kψ es un automor-
fismo que cumple (ab)−kψ(1 ′) = 1 ′. Como 8 y 10 son los únicos puntos de {7, 8, 9, 10} que
están cubiertos por tres puntos cubiertos por 1 ′, el conjunto {8, 10} queda invariante por
(ab)−kψ, y por lo tanto también {7, 9}. Luego, debe ser (ab)−kψ(7) = q con q = 7 o 9.
Si q = 7, por hipótesis (ab)−kψ = Id y entonces ψ = (ab)k como queríamos.
Siq = 9, comoa yb conmutanpor ser ciclos disjuntos, (ab)−k+6ψ(1 ′) = 1 ′ y (ab)−k+6ψ(7) =
7, así que por hipótesis (ab)−k+6ψ = Id y entonces ψ = (ab)−k+6 como queríamos.
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Sea ϕ un automorfismo del poset en cuestión que cumple ϕ(1 ′) = 1 ′ y ϕ(7) = 7.
Como 9 es el único punto de {7, 8, 9, 10}— que queda invariante por ϕ por ser el conjunto
de puntos minimales — tal que existen tres puntos de altura 1 que lo cubren a él y a 7 a la
vez, es ϕ(9) = 9. De los puntos de que están cubiertos por 1 ′, el único que cubre a 7 y 9 a
la vez es 1, así que ϕ(1) = 1. Del mismo modo, de los puntos que están cubiertos por 1 ′,
el único que cubre a 7 y no a 9 es 7 ′, así que ϕ(7 ′) = 7 ′.
Además, 6 ′ es el único punto de {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′, 6 ′} — que queda invariante por ϕ pues
preserva alturas — que no cubre a 1 y no cubre a 7 ′, así que ϕ(6 ′) = 6 ′. Ahora, como los
automorfismos preservan altura, el conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}∪{7 ′, 8 ′, 9 ′, 10 ′} queda invariante
al aplicar ϕ; y como 2 es el único punto de este conjunto que no está cubierto por 1 ′ ni 6 ′,
debe ser ϕ(2) = 2. De los puntos que cubren a 2, el único que no cubre a 7 ′ es 2 ′, así que
ϕ(2 ′) = 2 ′. Entre los puntos de {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′, 6 ′} que no cubren a 7 ′, el único distinto de
2 ′ y 6 ′ es 4 ′, así que ϕ(4 ′) = 4 ′. El único punto que cubren 4 ′ y 6 ′ que no está cubierto por
2 ′ es 3, así queϕ(3) = 3. Los únicos puntos que cubren a 3 son 3 ′, 4 ′ y 6 ′, como los últimos
dos quedan fijos por ϕ debe ser ϕ(3 ′) = 3 ′. Luego, como probamos que todos los puntos
maximales salvo 5 ′ quedan fijos, debe ser ϕ(5 ′) = 5 ′. Notar que, para todo 1 6 i 6 6, el
punto i está determinado por los tres puntos de {1 ′, 2 ′, 3 ′, 4 ′, 5 ′, 6 ′} que lo cubren, así que
ϕ(i) = i para todo 1 6 i 6 6.
Luego, {7 ′, 8 ′, 9 ′, 10 ′} queda invariante porϕ y, como 7 ′ es punto fijo y 9 ′ es el único punto
en este conjunto distinto de 7 ′ que está cubierto por 1 ′, es ϕ(9 ′) = 9 ′. El único punto
cubierto por 7 ′ y 2 es 10, así que ϕ(10) = 10. El único punto cubierto por 9 ′ y 2 es 8, así
queϕ(8) = 8. Como, 9 ′ es el único punto que cubre a 8 y 9 a la vez,ϕ(9 ′) = 9 ′. Finalmente,
como 8 ′ es el único punto que cubre a 7 y 8 a la vez,ϕ(8 ′) = 8 ′ y como 10 ′ es el único punto
que cubre a 9 y 10 a la vez, ϕ(10 ′) = 10 ′. Luego ϕ = Id como queríamos. �

Lema 4.1.16: Sea n = 12 · pa3
3 · · ·parr donde los pi son primos distintos que no son 2

ni 3. Existe un poset P tal que Aut(P) ' Zn y (definiendo pa1
1 = 4 y pa2

2 = 3)

|P| =

(
r∑
i=1

β
(
Zpaii

))
− 1 =

(
r∑
i=1

b (paii )paii

)
− 1.

Demostración. Sea Pi un poset con |Pi| = β(Zpaii ) puntos y Aut(Pi) ' Zpaii y sea P0 un
poset con β (Z12) = 20 puntos y Aut(P0) ' Z12. Observemos que el join o suma ordinal
entre todos estos posets para cada 0 6 i 6 r, es decir:

P = P0 ⊕ · · · ⊕ Pr

cumple exactamente lo pedido, ya que β (Z12) = 20 = β (Z3) + β (Z4) − 1. �
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Lema 4.1.17: Sea P un poset con Aut(P) ' 〈g〉 y |g| = n para algún n ∈ N, y sea
p
aj
j una potencia tal que pajj || n. Supongamos que sólo existen dos ciclos α1 y α2

en g con longitud divisible por pj, y que estas longitudes son ambas pajj . Si Q es el
subposet de P inducido por los puntos de estos ciclos, entonces:

Aut(Q) ' Z
p
aj
j

.

Demostración. Definimos cj =
n

p
aj
j

.

El automorfismo gcj deja fijos todos los puntos de P, excepto los de α1 y α2, así que

gcj = α
cj
1 α

cj
2 .

Como cj es coprimo con pajj , tanto αcj1 como αcj2 son pajj −ciclos involucrando los mismos
puntos que α1 y α2 respectivamente.

Esto quiere decir que la acción de 〈gcj〉 sobre P tiene 2 órbitas no unipuntuales, una de |α1|

puntos y otra de |α2| puntos. Como además deja todos los otros puntos de P fijos, dados
i, r ∈ {1, 2} con r 6= i, para todo par de puntos x e y de αi es:

P<x − Oαr = P<y − Oαr y P>x − Oαr = P>y − Oαr .

Si los puntos de Oα1 ∪ Oα2 formaran una anticadena, tendríamos algo más fuerte; para
cada i ∈ {1, 2} valdría que

P<x = P<y y P>x = P>y

para todo par de puntos x e y de αi. Esto quiere decir que habríamos encontrado un auto-
morfismo que intercambia dos puntos de, por ejemplo, α1 y deja todos los demás puntos
de P fijos; pero este no coincide con gi para ningún i ∈ N. Por lo tanto, esta situación no
puede ocurrir — hay algún x en α1 e y en α2 que cumplen x < y ó x > y.

Esto nos dice que todo automorfismo de Qmanda puntos de α1 en puntos de α1 y puntos
de α2 en puntos de α2 — ya que los puntos de estos ciclos tienen alturas distintas — y
entonces se puede extender vía la identidad a un automorfismo de P.

En otras palabras, cualquier automorfismo de Q es la restricción de algún automorfismo
de P. Los únicos automorfismos de Q inducidos por automorfismos de P son los de la
forma αm1 αm2 con 1 6 m 6 pajj y, por lo tanto, Aut(Q) ' 〈α1α2〉 ' Z

p
aj
j

. �

Hagamos ahora unas observaciones y definiciones previas a la demostración del teorema.
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Definición 4.1.18: Un multiconjunto de números naturales es un par (A,νA) donde
A es un conjunto de números naturales y νA : A→ N es una función de multiplici-
dad asociada. Informalmente, es un conjunto con repeticiones: si a ∈ A, νA(a) me
dice cuántas veces aparece a en el multiconjunto.

En general vamos a cometer un abuso de notación y, dado unmulticonjunto (L,νL), vamos
a escribirlo como L = {l1, l2, . . . , lN} donde N =

∑
l∈L νL(l) y l1, . . . , lN son los elementos

de L incluyendo repeticiones.

Ejemplo: Si (L,νL) se define como L = {1, 2} con νL(1) = 2 y νL(2) = 3, vamos a escribir
L = {1, 1, 2, 2, 2}; aunque no nos va a interesar en qué orden están, también podríamos
escribir L = {2, 1, 2, 1, 2}.

Recordemos que en la Desigualdad Fundamental, dados a1, . . . ,an ∈ N definíamos D =

{d1, . . . ,dm} como el conjunto de potencias de primos que dividen exactamente a algún ai
con 1 6 i 6 n. También definíamos (ki)16i6m de modo que
ki = |{1 6 j 6 n : di | aj}| y probamos que se cumplía

a1 + . . .+ an > k1d1 + . . .+ kmdm.

En particular, dado un multiconjunto L = {l1, . . . , lN}, podemos aplicar esta desigualdad a
sus elementos con repetición l1, l2, . . . , lN ∈ N.

Teniendo en mente esto, definimos una función f : Mult (N) × N → N0 de manera que, si
L = {l1, l2, . . . , lN} es unmulticonjunto y (ki)16i6mL

y (di)16i6mL
son los de la desigualdad

fundamental aplicada a l1, . . . , lN ∈ N:

f(L,d) =
{
ki si d = di para algún 1 6 i 6 mL
0 si no

Además, denotaremos DL al conjunto D que queda definido en esta aplicación de la des-
igualdad fundamental ymL = |DL|.

Con esta definición dada, podemos reescribir el resultado de la desigualdad fundamental
aplicada sobre los elementos con repetición del multiconjunto L como:

l1 + · · ·+ lN > f(L,d1)d1 + · · ·+ f(L,dmL
)dmL

.

Con esto dicho, podemos hacer una definición que será crucial para la demostración del
teorema final de esta sección.
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Definición 4.1.19: Sea L = {l1, · · · , lN} un multiconjunto de números naturales y f
la función recién definida. Decimos que aplicamos una transformación elemental al
multiconjunto L si lo cambiamos por otro multiconjunto L ′, que se construye reem-
plazando algunos elementos de L, li1 , . . . , lis por otros l1, . . . , lk y cumple:

s∑
j=1

lij >
k∑
j=1

lj.

DL ′ ⊆ DL.

f(L ′,d) > f(L,d) para todo d ∈ N, d 6= 2.

Vamos a denotar como
{li1 , . . . , lis} 7→

{
l1, . . . , lr

}
a la transformación elemental que reemplaza los li1 , . . . , lis por los l1, . . . , lr.

Ejemplo: si L = {2, 3, 3, 6} es un multiconjunto podemos aplicar

{2, 6} 7→ {2, 2, 3}

que convierte a L en un nuevo multiconjunto L ′ = {2, 2, 3, 3, 3}. Notar que es efectivamente
una transformación elemental pues 2+ 6 > 2+ 2+ 3,DL = DL ′ = {2, 3}, f(L ′, 2) = 2 > 1 =

f(L, 2) y f(L ′, 3) = 3 > 2 = f(L, 3).

4.2 El teorema del caso cíclico

Ahora, estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de este capítulo que, dado
n ∈ N, calcula el menor cardinal que debe tener un poset P con Aut(P) ' Zn.

Teorema 4.2.1: Sea n = pa1
1 · · ·parr donde los pi son primos distintos.

Entonces, si 12 - n, o 8 | n o 9 | n, se cumple que:

β(Zn) =
r∑
i=1

β(Zpaii ) =
r∑
i=1

b (paii )paii .

En cambio, si 4 || n y 3 || n, se cumple que:

β(Zn) =

(
r∑
i=1

β(Zpaii )

)
− 1 =

(
r∑
i=1

b (paii )paii

)
− 1.
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Demostración. Sea P un poset finito con β(Zn) puntos y Aut(P) ' Zn.
Por la construcción ya hecha en los Lemas 4.1.14 y 4.1.16, basta ver que

|P| >



r∑
i=1

b (paii )paii si 12 - n o 8 | n o 9 | n

(
r∑
i=1

b (paii )paii

)
− 1 si 4 || n y 3 || n

El hecho de que 3, 4, 5 y 7 sean los únicos cuyo coeficiente en la cota no es menor o igual a
2, porque b(3) = b(4) = b(5) = b(7) = 3, motiva la siguiente definición.

Definición 4.2.2: Decimos que a ∈ {3, 4, 5, 7} es una potencia problemática si a || n.

Los argumentos utilizados en la demostración del Lema 4.1.1 nos permiten afirmar que,
si L = {l1, · · · , lN} es el multiconjunto de las longitudes de todos los ciclos contenidos en
g— por supuesto, incluyendo repeticiones — vale que

l1 + · · ·+ lN > f(L,d1)d1 + · · ·+ f(L,dmL
)dmL

donde f(L,di) > 2 para todo 1 6 i 6 mL con di 6= 2 y f(L,di) > 1 si di = 2.

Sin embargo, si aplicásemos una transformación elemental, convirtiendo este multicon-
junto L en otro L ′, obtendríamos

|P| =
∑
l∈L

l >
∑
l ′∈L ′

l ′ > f(L ′,d1)d1 + · · ·+ f(L ′,dmL
)dmL

.

Observar que tiene sentido usar los (di)16i6mL
deDL en vez de los deDL ′ , ya queDL ′ ⊆ DL

y si algún dj no está en DL ′ su coeficiente será f(L ′,dj) = 0. Más aún, por definición de
transformación elemental, valdrá que f(L ′,di) > 2 para todo 1 6 i 6 mL con di 6= 2, ya
que f(L ′,di) > f(L,di).
Esto nos sugiere que podemos realizar una sucesión de transformaciones elementales al
multiconjunto L—de manera que los coeficientes de las potencias problemáticas aumen-
ten — hasta conseguir que la desigualdad fundamental nos devuelva la cota deseada.

Para lograr esto, vamos a presentar esta sucesión de transformaciones como un algoritmo,
pero antes vamos a necesitar hacer dos observaciones claves para el desarrollo del mismo.

Observación 4.2.3: Para cada potencia problemática, o bien existe un tercer ciclo con ta-
maño divisible por pj o bien alguno de los dos ciclos en cuestión tiene longitud pajj m con
m > 2.
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En efecto, consideremos una potencia problemática fija pajj y supongamos, a modo de
contradicción, que entre los ciclos de g hay exactamente dos ciclos de longitud pajj , que
llamaremos α y β, y todos los demás ciclos tienen longitud no divisible por pj.
Por el Lema 3.7, el subposet Q inducido por los puntos de α y β cumple Aut(Q) ' Z

p
aj
j

.
Pero esto no puede ocurrir, ya que las potencias problemáticas cumplen β(Z

p
aj
j

) = 3pajj ,
de donde se sigue el resultado de la observación.

Observación 4.2.4: Sea cun entero positivo cuya factorización en primos es c = qc11 · · ·qcss .
Si existen enteros positivos coprimos a y b tales que c = ab y (a− 2)(b− 2) > 4, entonces

c > 2qc11 + · · ·+ 2qcss .

Empecemos probando que ab > 2a+2b. En efecto, esto ocurre sí y sólo si ab−2a−2b > 0,
que sumando 4 a ambos lados es equivalente a:

(a− 2)(b− 2) = ab− 2a− 2b+ 4 > 4

que se cumple por hipótesis. Ahora, si a = q
ci1
i1
· · ·qcikik y b = q

cik+1
ik+1
· · ·qcisis donde

{qc11 , . . . ,qcss } =
{
q
ci1
i1

, . . . ,qcisis
}
,

por el Lema 4.1.2 se cumple que

ab > 2a+ 2b > 2qci1i1 + · · ·+ 2qcikik + 2qcik+1
ik+1

+ · · ·+ 2qcisis = 2qc11 + · · ·+ 2qcss

como queríamos.

Definición 4.2.5: Aun ciclo cuya longitud cumpla las condiciones de la observación
anterior, lo llamaremos ciclo rebosante.

Si la longitud de un ciclo rebosante contenido en g es c = qc11 · · ·qcss —ypor lo tanto qcjj | n

para todo 1 6 j 6 s—podemos recolectar qcjj puntos extra para cada 1 6 j 6 s. Para esto,
basta con aplicar la transformación elemental:

{c} 7→ {qc11 ,qc11 ,qc22 ,qc22 , . . . ,qcss ,qcss }

es decir, cambiando c por dos copias de cada una de qc11 , . . . ,qcss . Esto funciona ya que:

∑
l∈L

l >
∑
l ′∈L ′

l ′ > f(L ′,d1)d1 + · · ·+ f(L ′,dmL
)dmL

=

s∑
j=1

q
cj
j +

mL∑
j=1

f(L,dj)dj.

Dicho de otra forma, f
(
L ′,qcjj

)
= f

(
L,qcjj

)
+ 1 para todo 1 6 j 6 s y, para todo di que no

sea una de estas potencias, se cumplirá f(L ′,di) = f(L,di).
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Definición 4.2.6: Dado un ciclo rebosante contenido en g, diremos que le estamos
aplicando una transformación rebosante si le aplicamos la transformación elemental
recién descripta.

Vamos a describir un algoritmo en cuatro pasos, y cada uno tendrá un objetivo.
Cuando hablemos de aumentar el coeficiente f(L,d) para algún d ∈ N nos estaremos refi-
riendo a realizar una transformación elemental al multiconjunto L tranformándolo en otro
L ′ de modo que f(L ′,d) > f(L,d).
En cada paso, llamamos L ′ al multiconjunto actual — es decir, al multiconjunto que pro-
viene de haber aplicado la correspondiente sucesión de transformaciones elementales al
multiconjunto inicial L en pasos anteriores — y L ′′ al multiconjunto obtenido una vez rea-
lizado el paso.

Paso 1: tiene como objetivo realizar una transformación elemental a L que, si 3 es
potencia problemática, logre f(L ′′, 3) > 3 o f(L ′′, 3) > 4 según el caso.

Paso 2: tiene como objetivo realizar una transformación elemental a L ′ que, si 5 es
potencia problemática, logre que f(L ′′, 5) > 3.

Paso 3: tiene como objetivo realizar una transformación elemental a L ′ que, si 7 es
potencia problemática, logre que f(L ′′, 7) > 3.

Paso 4: tiene como objetivo realizar una transformación elemental a L ′ que, si 4 es
potencia problemática, logre f(L ′′, 4) > 3 o f(L ′′, 2) > 2 según el caso.

Para entender a qué nos referimos con "según el caso", hay que entender el objetivo final
del algoritmo, que dependerá de cuáles son las potencias problemáticas de n.

Si 4 no es potencia problemática, nuestro objetivo será aplicar una sucesión de transfor-
maciones elementales hasta llegar a un multiconjunto L ′′ que cumpla f(L ′′,di) > 3 para
todo 1 6 i 6 mL tal que di es una potencia problemática.

Importante: Si, además, n es par pero no múltiplo de 4, debemos asegurarnos que todas
las transformaciones elementales que pasan de un multiconjunto L ′ a otro L ′′ cumplan
f(L ′′, 2) > 1.

Si 4 es potencia problemática pero 3no lo es, nuestro objetivo será aplicar una sucesión de
transformaciones elementales hasta llegar a unmulticonjunto L ′′ que cumpla f(L ′′,di) > 3
para todo 1 6 i 6 mL tal que di es una potencia problemática distinta de 4 y además, o
bien f(L ′′, 4) > 3, o bien f(L ′′, 2) > 2 y f(L ′′, 4) > 2.
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Esto último nos sirve porque, como 4 es potencia problemática, 2 no sería una potencia
que divide exactamente a n y, por lo tanto, podemos usar el término f(L ′′, 2) · 2 para com-
plementar a f(L ′′, 4) · 4. En particular, f(L ′′, 2) · 2+ f(L ′′, 4) · 4 > 2 · 2+ 2 · 4 = b(4) · 4.

Importante: En el caso recién descripto, exigiremos que todas las transformaciones ele-
mentales que pasan de un multiconjunto L ′ a otro L ′′ cumplan f(L ′′, 2) > f(L ′, 2).

Si 3 y 4 son potencias problemáticas, nuestro objetivo será, idealmente, aplicar una su-
cesión de transformaciones elementales hasta llegar a un multiconjunto L ′′ que cumpla
f(L ′′,di) > 3 para todo 1 6 i 6 mL tal que di es una potencia problemática distinta de 4 y
además, o bien f(L ′′, 4) > 3, o bien f(L ′′, 2) > 2 y f(L ′′, 4) > 2.
Pero habrá un caso particular en el que no podremos lograr esto: si hay exactamente dos
ciclos con longitud divisible por 3 contenidos en g y estas longitudes son ambas iguales a
6, nos alcanzará con que cumpla f(L ′′, 3) > 4 y f(L ′′,di) > 3 para todo 1 6 i 6 mL tal que
di es una potencia problemática distinta de 4.
Notar que f(L ′′, 3) · 3+ f(L ′′, 4) · 4 > 4 · 3+ 2 · 4 = b(3) · 3+b(4) · 4− 1; este es precisamente
el caso del teorema en el que la respuesta es un punto menos de "lo esperado".

Ahora sí, pasamos a la descripción completa del algoritmo.

Paso 1: mirando las potencias de 3.

Primero, notar que en este primer paso es L = L ′.

Si 3 no es una potencia problemática o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 3,
entonces ya se cumple f(L, 3) > 3 como queríamos, por lo que salteamos este paso.
Notar que en ninguno de estos casos necesitamos lograr f(L ′′, 3) > 4 — en un caso 3 no es
potencia problemática y en el otro hay más de dos ciclos con longitud divisible por 3.

Por lo tanto, podemos suponer que 3 es una potencia problemática y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 3 en L. Por la Observación 4.2.3, alguno de los dos
ciclos es de la forma 3m conm > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicándole una transformación rebosante. Más aún, luego de aplicar dicha trans-
formación, f(L ′′,qajj ) = f(L ′,qajj ) + 1 para cada potencia qajj que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias problemáticas que lo hagan.

Si no, los ciclos son de la forma 3m y 3t con 2 6 m 6 5 y 1 6 t 6 5 — pues de otro
modo alguno de los dos sería rebosante. Más aún, como 3 es potencia problemática,m y t
son coprimos con 3, ya que de lo contrario la longitud de alguno de los dos sería divisible
por 9 y entonces 3 no sería potencia problemática. Dicho esto, las posibles combinaciones
restantes son:
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(1) (3m, 3t) = (6, 3)

(2) (3m, 3t) = (6, 6)

(3) (3m, 3t) = (6, 12)

(4) (3m, 3t) = (6, 15)

(5) (3m, 3t) = (12, 3)

(6) (3m, 3t) = (12, 12)

(7) (3m, 3t) = (12, 15)

(8) (3m, 3t) = (15, 3)

(9) (3m, 3t) = (15, 15)

Los casos 1, 5 y 8 no son posibles por el Lema 4.1.9, ya que estamos suponiendo que existen
exactamente dos ciclos en g con longitud múltiplo de 3.

En el caso 2, si 4 es una potencia problemática, aplicamos la transformación elemental

{6, 6} 7→ {3, 3, 3, 3}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 2 > 4 y f(L ′′, 2) = f(L, 2) − 2. Notar que las
restricciones que atañen a f(L, 2) sólo aplican en los casos donde 4 o 3 no son potencias
problemáticas, y no en este donde 3 y 4 son ambas potencias problemáticas.
Recordar que este será el único caso en el que debemos lograr f(L ′′, 3) > 4.

Es interesante destacar que, cuando aplicamos el algoritmo con n = 12, este es el caso que
nos sugiere el ejemplo con 20 puntos que exhibimos en la Figura 4.6.
En particular, las longitudes de ciclos en ese ejemplo son {4, 4, 6, 6} y nuestro algoritmo
hace la transformación elemental

{4, 4, 6, 6} 7→ {4, 4, 3, 3, 3, 3}

logrando nuestro objetivo de f(L ′, 3) > 4 y f(L ′, 4) > 2.

Si 4 no es una potencia problemática, aplicamos la transformación elemental

{6, 6} 7→ {2, 3, 3, 3}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3 y f(L ′′, 2) = f(L, 2) − 1 > 1. Como n es
par por contener un 6−ciclo pero podría no sermúltiplo de 4, es importante que se cumpla
f(L ′, 2) > 1, ya que exigimos esto antes de empezar el algoritmo.

En el caso 3, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{6, 12} 7→ {3, 3, 3, 4, 4}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3, f(L ′′, 4) = f(L, 4) + 1 y f(L ′′, 2) =

f(L, 2) − 1. Notar que en este caso no aplican las restricciones a f(L, 2), ya que aquí 3 es
potencia problemática y n es múltiplo de 4 por contener un 12−ciclo.
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En el caso 4, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{6, 15} 7→ {2, 3, 3, 3, 5, 5}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3, f(L ′′, 5) = f(L, 5) + 1 y manteniendo el
valor de f(L, 2), es decir, f(L ′′, 2) = f(L, 2).

En el caso 6, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{12, 12} 7→ {3, 3, 3, 4, 4, 4}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3 y f(L ′′, 4) = f(L, 4) + 1.

En el caso 7, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{12, 15} 7→ {3, 3, 3, 4, 4, 5, 5}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3, f(L ′′, 4) = f(L, 4) + 1 y f(L ′′, 5) =

f(L, 5) + 1.

En el caso 9, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{15, 15} 7→ {3, 3, 3, 5, 5, 5}

provocando los cambios f(L ′′, 3) = f(L, 3) + 1 > 3 y f(L ′′, 5) = f(L, 5) + 1.

Notar que en todos los casos, además de lograr f(L ′′, 3) = f(L ′, 3) + 1 > 3 o f(L ′′, 3) =

f(L ′, 3) + 2 > 4 según el caso, siempre que aplicamos una transformación elemental a
un ciclo con longitud divisible exactamente por 4, 5 o 7 también aumentamos en 1 los
coeficientes f(L, 4), f(L, 5) y/o f(L, 7) respectivamente.

Paso 2: mirando las potencias de 5.

Si 5 no es una potencia problemática o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 5 en
L, entonces ya se cumple f(L, 5) > 3 como queríamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 5 es una potencia problemática y que hay exactamente
dos ciclos contenidos en g con longitud múltiplo de 5.

Si en el Paso 1 le aplicamos alguna transformación elemental a alguno de estos dos ciclos,
entonces ya conseguimos aumentar en 1 el valor de f(L, 5), es decir, logramos f(L ′, 5) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.
A partir de ahora podemos suponer también que hasta el momento no le aplicamos una
transformación elemental a estos dos ciclos — que son los únicos con longitud múltiplo
de 5.
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Por la Observación 4.2.3, alguno de los dos ciclos es de la forma 5t con t > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicándole una transformación rebosante. Más aún, luego de aplicar dicha trans-
formación, f(L ′′,qajj ) = f(L ′,qajj ) + 1 para cada potencia qajj que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias problemáticas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.
Los ciclos son de la forma 5m y 5t con t > 2 ym y t coprimos con 5, ya que de lo contrario
la longitud de alguno de los dos sería divisible por 25 y eso contradice que 5 sea potencia
problemática. Como (5 − 2)(k − 2) > 4 para todo k > 4 — por lo que todo 5k−ciclo con
k > 4 y k coprimo con 5 sería rebosante — los únicos casos posibles son:

(1) (5m, 5t) = (5, 10)

(2) (5m, 5t) = (5, 15)

(3) (5m, 5t) = (10, 10)

(4) (5m, 5t) = (10, 15)

(5) (5m, 5t) = (15, 15)

Por el Lema 4.1.11, el caso 1 no es posible.

En el caso 2, como no necesitamos aumentar el valor de f(L ′, 3) (pues si 3 fuese potencia
problemática, esto ya lo hubiésemos hecho en el paso 1), aplicamos en L ′ la transformación
elemental:

(5, 15) 7→ (3, 5, 5, 5)

provocando que f(L ′′, 5) = f(L ′, 5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L ′, 3), es decir,
f(L ′′, 3) = f(L ′, 3).

En el caso 3, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{10, 10} 7→ {2, 2, 5, 5, 5}

provocando que f(L ′′, 5) = f(L ′, 5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L ′, 2), es decir,
f(L ′′, 2) = f(L ′, 2).

En el caso 4, como no necesitamos aumentar el valor de f(L ′, 3) (pues si 3 fuese potencia
problemática, esto ya lo hubiésemos hecho en el paso 1), aplicamos en L ′ la transformación
elemental:

{10, 15} 7→ {2, 3, 5, 5, 5}

provocando que f(L ′′, 5) = f(L ′, 5) + 1 > 3 y manteniendo los valores de f(L ′, 2) y f(L ′, 3),
es decir, f(L ′′, 2) = f(L ′, 2) y f(L ′′, 3) = f(L ′, 3).

En el caso 5, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{15, 15} 7→ {3, 3, 5, 5, 5}
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provocando que f(L ′′, 5) = f(L ′, 5) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L ′, 3), es decir,
f(L ′′, 3) = f(L ′, 3).

Notar que en todos los casos, además de lograr f(L ′′, 5) = f(L ′, 5) + 1 > 3, siempre que
aplicamos una transformación elemental a un ciclo con longitud divisible exactamente
por 4 o 7 también aumentamos en 1 los coeficientes f(L ′, 4) y/o f(L ′, 7) respectivamente.
Además, siempre que aplicamos una transformación elemental a un ciclo con longitud
múltiplo de 3, mantuvimos o aumentamos el coeficiente f(L ′, 3).

Paso 3: mirando las potencias de 7.

Si 7 no es una potencia problemática o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 7 en
L, entonces ya se cumple f(L, 7) > 3 como queríamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 7 es una potencia problemática y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 7 en L.

Si en el Paso 1 o en el Paso 2 le aplicamos alguna transformación elemental a alguno de
estos dos ciclos, entonces ya conseguimos aumentar en 1 el valor de f(L, 7), es decir, logra-
mos f(L ′, 7) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.
A partir de ahora podemos suponer también que hasta el momento no le aplicamos una
transformación elemental a estos dos ciclos — que son los únicos con longitud múltiplo
de 7.

Por la Observación 4.2.3, alguno de los dos ciclos es de la forma 7t con t > 2.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicándole una transformación rebosante. Más aún, luego de aplicar dicha trans-
formación, f(L ′′,qajj ) = f(L ′,qajj ) + 1 para cada potencia qajj que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias problemáticas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.
Las longitudes de estos dos ciclos son de la forma 7m y 7t con t > 2 ym y t coprimos con 7;
de lo contrario la longitud de alguno de los dos sería divisible por 49 y eso contradice que
7 sea potencia problemática. Como cualquier ciclo de longitud 7k con k > 3 y k coprimo
con 7 es rebosante — ya que en ese caso (7 − 2)(k− 2) > 4, los únicos casos posibles son:

(1) 7 y 14

(2) 14 y 14
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Por el Lema 4.1.11, el caso 1 no es posible.

En el caso 2, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{14, 14} 7→ {2, 2, 7, 7, 7}

provocando que f(L ′′, 7) = f(L ′, 7) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L ′, 2), es decir,
f(L ′′, 2) = f(L ′, 2).

Notar que en todos los casos, además de lograr f(L ′′, 7) = f(L ′, 7) + 1 > 3, siempre que
aplicamos una transformación elemental a un ciclo con longitud divisible exactamente
por 4 también aumentamos en 1 el coeficiente f(L ′, 4). Además, siempre que aplicamos
una transformación elemental a un ciclo con longitud múltiplo de 3 o 5, mantuvimos o
aumentamos el coeficiente f(L ′, 3) y/o f(L ′, 5) respectivamente.

Paso 4: mirando las potencias de 4.

Si 4 no es una potencia problemática o bien hay tres ciclos de longitud divisible por 4 en
L, entonces ya se cumple f(L, 4) > 3 como queríamos, por lo que salteamos este paso.

Por lo tanto, podemos suponer que 4 es una potencia problemática y que hay exactamente
dos ciclos de longitud divisible por 4 en L.

Si existe algún otro ciclo de longitud par, por el Lema 4.1.3 existe otro ciclo de longitud
par más. Y de aquí se desprenden dos situaciones que analizamos en el próximo párrafo.

Si f(L ′, 2) > f(L, 2), tenemos f(L ′, 2) > 2 y f(L ′, 4) > 2, por lo que terminamos. Si no,
quiere decir que en el paso 1 pasamos por el caso 2 — donde conseguimos f(L ′, 3) > 4 y
f(L ′, 4) > 2 como queríamos — o bien por el caso 3 — donde conseguimos f(L ′, 3) > 3 y
f(L ′, 4) > 3 como queríamos — ya que estos son los únicos casos en los que disminuimos
el valor de f(L, 2); así que en este segundo caso tampoco hay nada que hacer.

A partir de ahora, podemos suponer también que no existe un ciclo de longitud par dis-
tinto de los dos 4−ciclos.

Si en el Paso 1, el Paso 2 o el Paso 3 le aplicamos alguna transformación elemental a alguno
de estos dos ciclos con longitud múltiplo de 4, entonces ya conseguimos aumentar en 1 el
valor de f(L, 4), es decir, logramos f(L ′, 4) > 3.

Si ese fuese el caso, también salteamos este paso, pues no hay nada que hacer.
Entonces, a todas las suposiciones anteriores podemos agregar la suposición de que hasta
el momento no le aplicamos una transformación elemental a estos dos ciclos — que son
los únicos con longitud múltiplo de 4.
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Por laObservación 4.2.3, alguno de los dos 4−ciclos es de la forma 4m conm > 2.Más aún,
m 6= 2 por que ningún ciclo puede tener longitud múltiplo de 8, ya que 8 no es potencia
problemática por serlo 4. Así quem > 3.

Si alguno de los dos ciclos es rebosante, elegimos uno de los dos y recolectamos los puntos
extra aplicándole una transformación rebosante. Más aún, luego de aplicar dicha trans-
formación, f(L ′′,qajj ) = f(L ′,qajj ) + 1 para cada potencia qajj que divida exactamente a la
longitud de este ciclo, en particular, para todas las potencias problemáticas que lo hagan.

Entonces supongamos que no.
Las longitudes de los ciclos son de la forma 4m y 4t con t > 2 y m y t impares; de lo
contrario la longitud de alguno sería divisible por 8 y eso contradice que 4 sea potencia
problemática. Como (4 − 2)(k − 2) > 4 para todo k > 4 — por lo que todo 4k−ciclo con
k > 4 y k impar sería rebosante — los únicos casos posibles son:

(1) 4 y 12

(2) 12 y 12

En el caso 1, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{4, 12} 7→ {4, 4, 4, 3}

provocando que f(L ′′, 4) = f(L ′, 4) + 1 > 3 y manteniendo el valor de f(L ′, 3), es decir,
f(L ′′, 3) = f(L ′, 3).

En el caso 2, aplicamos en L ′ la transformación elemental:

{12, 12} 7→ {3, 3, 4, 4, 4}.

provocando que f(L ′′, 4) = f(L ′, 4)+1 ymanteniendo el valor de f(L ′, 3), es decir, f(L ′′, 3) =
f(L ′3).

Al finalizar este último paso, terminamos el algoritmo.

Finalmente, si L ′′ es la lista final, mediante una sucesión de transformaciones elementales
obtuvimos:

|P| =
∑
l∈L

l >
∑
l ′′∈L ′′

l ′′ > f(L ′′,d1)d1 + · · ·+ f(L ′′,dmL
)dmL

Si 12 - n, o 8 | n o 9 | n,

|P| >
r∑
i=1

b (paii )paii .
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En cambio, si 3 || n y 4 || n,

|P| >

 ∑
16i6r
p
ai
i 6=3,4

b (paii )paii

+ 4 · 3+ 2 · 4 =

(
r∑
i=1

b (paii )paii

)
− 1

que es precisamente el resultado deseado. �
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Capítulo 5

El caso p-grupo

El objetivo principal de este capítulo es calcular β(G) para todo G que sea p−grupo con
p > 11, sin embargo de las demostraciones se podrán deducir cotas para p = 5 y p = 7.
Los resultados preliminares de este capítulo son algunos originales y muchos otros extraí-
dos de [Arl85], aunque parte de nuestro aporte fue completar sus demostraciones — que
no están completas. En las demás secciones, todos los resultados — si bien tienen ideas
inspiradas en los resultados de Arlinghaus — son originales.

Lo último que haremos es probar el siguiente resultado:

Teorema 5.0.1: Sea P un poset con Aut(P) '
∏n
i=1 Zpai con p primo, y ai > aj si

i 6 j. Entonces, si p > 5, se cumple que:

|P| >
n∑
i=1

2pai .

Con el fin de hacer más organizada la solución, vamos a probar algunos resultados y de-
finiciones preliminares sobre permutaciones. Vamos a fijar n ∈ N y los enteros a1, . . . ,an,
que son arbitrarios, por el resto del capítulo.

5.1 Preliminares

En esta sección vamos a probar algunos resultados sobre permutaciones. Todas las per-
mutaciones con las que trabajemos en esta sección serán sobre un conjunto C arbitrario.

Varios de los siguientes lemas y corolarios fueron demostrados o enunciados por Ar-
linghaus en [Arl85] y otros fueron agregados porque serán necesarios para las demostra-
ciones de este capítulo. Concretamente, extrajimos el Lema 5.1.1 y sus corolarios, el Lema
5.1.12 y su corolario, la definición 5.1.10 y algunas ideas usadas en sus demostraciones
que inspiraron parte de las nuestras a lo largo de este capítulo.
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También, en esta sección completamos las demostraciones de todos los lemas que Ar-
linghaus no demostró o bien dejó con una demostración incompleta.

Vale la pena observar que, si bien los enunciados están demostrados para permutaciones
en general, cuando trabajemos con un poset P con grupo de automorfismos G = Aut(P)

y |G| = |C|, podemos aplicar estos resultados a los elementos de G. Esto es porque, como
mencionamos en capítulos anteriores, pensamos a los automorfismos embebidos en S|P|,
es decir, como permutaciones del conjunto subyacente de P.

Lema 5.1.1 (Arlinghaus): Sean g y h dos permutaciones de C que conmutan. Su-
pongamos que g contiene un pi−ciclo α y h contiene un pj−ciclo β con i > j tales
que |Oα ∩ Oβ| = t > 1. Entonces:

a) t = pk, para cierto 0 6 k 6 j

b) g contiene pi−ciclos α1 = α,α2, . . . ,αpj−k y h contiene pj−ciclos β1 =

β,β2, . . . ,βpi−k , con |Oαr ∩ Oβs | = t, para todo 1 6 r 6 pj−k y para todo
1 6 s 6 pi−k. Más aún, estos ciclos quedan determinados por g,h y α (tam-
bién por g,h y β).

Demostración. Empezamos probándolo para t = 1.
Vamos a etiquetar α =

(
1 2 · · · pi

)
y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que

1 ∈ Oα∩Oβ. En ese caso, nos quedaría que β =
(
1 h · 1 h2 · 1 · · · hpj−1 · 1

)
. Definamos,

para cada 1 6 s 6 pi y cada 1 6 r 6 pj los ciclos:

αr =
(
hr−1 · 1 hr−1 · 2 · · · hr−1 · pi

)
βs =

(
s h · s · · · hp

j−2 · s hp
j−1 · s

)
.

Empecemos viendo que αr es un ciclo contenido en g para todo 1 6 r 6 pj.
Para ver esto primero hay que ver que, dado un punto x de αr, g ·x es el siguiente elemento
a x en el ciclo αr. Si tomamos un punto arbitrario de αr, x = hr−1 ·w con 1 6 w 6 pk, no
es difícil notar que, por la conmutatividad de g y h y que α es un ciclo de g, ghr−1 ·w =

hr−1g ·w = hr−1α ·w = hr−1 · (w+ 1) donde w+ 1 debe ser visto módulo pk.
Lo otro que debemos ver es que, para cada 1 6 r 6 pj los puntos de αr son distintos dos a
dos, pero esto es inmediato ya que para cualquier par 1 6 w,w ′ 6 pk, hr−1 ·w = hr−1 ·w ′

es equivalente a w = w ′; se puede ver aplicando h1−r a ambos lados. Por lo tanto, αr es
un ciclo contenido en g.

Observación 5.1.2: hm · x toma valores distintos para cada 0 6 m 6 pj − 1 y 1 6 x 6 pk.
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En efecto, si 1 6 x,y 6 pi y hm · x = hk ·y para algún par 0 6 m,k 6 pj− 1, debe suceder
quem = k y x = y. Si no fuese así, tendríamos que x = hk−m · y que, como α es un ciclo
de g, equivale a x = hk−mgy−1 · 1, que gracias a la conmutatividad de g y h es g−y+1 · x =
hk−m · 1; pero esto es absurdo: como x ∈ Oα, entonces Oβ 3 hm−k · 1 = g−y+1 · x ∈ Oα,
pero 1 era el único punto que estaba en α y β a la vez, así que debe serm = k.

Por definición de βs, dado un elemento arbitrario y de βs, h · y nos devuelve el siguiente
elemento en βs. Además, la observación anterior nos asegura que los elementos de βs son
distintos dos a dos. Por lo tanto, βs es un ciclo contenido en h.

La observación anterior también nos asegura que, para todo 1 6 r, r ′ 6 pj y 1 6 s 6 pi

vale |Oαr ∩ Oβs | = 1 y además que Oαr ∩ Oαr ′ = ∅. Esto termina de probar el resultado.

Pasamos a probarlo para t > 1.
Vamos a etiquetar temporalmente α =

(
1 2 · · · pi

)
y vamos a suponer sin pérdida de la

generalidad que 1 ∈ Oα∩Oβ. Seam+1 elmenor enteromayor que 1 tal quem+1 ∈ Oα∩Oβ.
Si n ∈ N es tal que hn · 1 = m+ 1, entonces gm · 1 = hn · 1.

Observación 5.1.3: Más aún, vale que (hn)t · x = (gm)
t · x para todo x ∈ Oα y t ∈ N.

En efecto, gx+1 · 1 = αx+1 · 1 = x. Luego, esta igualdad equivale a (hn)
t · gx+1 · 1 =

(gm)
t · gx+1 · 1, pero como g y h conmutan, esto es equivalente a (hn)t · 1 = (gm)

t · 1.
Esta última igualdad podemos probarla por inducción en t. Por hipótesis vale para t = 1,
así que supongamos que vale para algún t0 ∈ N y vamos a probar que vale para t = t0+1.
Lo que debemos probar se puede reescribir como hn ·

(
(hn)

t0 · 1
)
= gm ·

(
(gm)

t0 · 1
)
, y

esto es cierto gracias a la hipótesis inductiva y al hecho de que (gm)t0 · 1 ∈ Oα.

Un caso particular de esta observación es que (hn)t · 1 = (gm)
t · 1 para todo t ∈ N.

Por lo tanto, hn y gm contienen un mismo ciclo γ con 1 ∈ Oγ y Oγ ⊆ Oα ∩ Oβ; donde la
última contención vale porque β está contenido en h y α está contenido en g. Como γ es
un ciclo de αm por ser un ciclo de gm que no deja fijo al 1, |Oγ| = pi

mcd(m,pi) = pk para
algún k ∈ N.

Comom < pi, podemos escribirm = d ·mcd(m,pi) = d · pi−k conmcd(d,p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas módulo pi, tenemos que

αp
i−k

=

pi−k∏
r=1

(
r r+ pi−k r+ 2pi−k · · · r+ (pk − 1)pi−k

)
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

αm =

pi−k∏
r=1

(
r r+ pi−k r+ 2pi−k · · · r+ (pk − 1)pi−k

)d
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donde los pi−k ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo
ciclos en los mismos puntos.

Observación 5.1.4: La minimalidad dem nos dice que Oα ∩ Oβ = Oγ.

En efecto, supongamos que existe y ∈ Oα ∩ Oβ con y /∈ Oγ; este punto debe pertenecer a
un ciclo contenido en αm de la forma

(
r r+ pi−k r+ 2pi−k · · · r+ (pk − 1)pi−k

)d para
algún 1 < r 6 pi−k, ya que el ciclo que contiene al 1 es γ. En particular, para algún s ∈ N
se cumple que y = (gm)

s · r = (hn)
s · r; la última igualdad vale por la Observación 5.1.3.

Pero esto implicaría que r = (hn)−s · y lo cual, como y ∈ Oβ, implica r = (βn)−s · y; así
que r ∈ Oα ∩ Oβ, contradiciendo la minimalidad dem = dpi−k.

Una vez probado esto, como γ es
(
1 1+ pi−k · · · 1+ (pk − 1)pi−k

)d, podemos asegurar
quem es exactamente pi−k. Por otro lado, como γ también está contenido en hn, es
|Oγ| =

pj

mcd(n,pj) ; así quemcd(n,p
j) = pj−k.

Observación 5.1.5: Podemos afirmar que si gt ·1 ∈ Oγ para algún t ∈ N, entonces pi−k | t.

Supongamos que no, entonces podríamos escribir t = q ·mcd(t,pi−k) conmcd(q,p) = 1
ymcd(t,pi−k) < pi−k. Comomcd(q,p) = 1, existe un q ′ ∈ N tal que qq ′ ≡ 1 (mód pi) y(

gt
)q ′ · 1 = αmcd(t,p

i−k)qq ′ · 1 = αmcd(t,p
i−k) · 1 = gmcd(t,p

i−k) · 1

contradiciendo la minimalidad de pi−k.

Para lo que sigue, por comodidad, reetiquetamos los puntos de C de manera que la eti-
queta 1 siga etiquetando el mismo punto y que gpi−k contenga al ciclo (1 2 3 . . . pk); y, por
lo tanto, Oγ = {1, 2, . . . ,pk}.
Ahora definimos, para cada 1 6 s 6 pi−k y para cada 1 6 r 6 pj−k,

αr =
(
hr−1 · 1 hr−1g · 1 · · · hr−1gp

i−k−1 · 1 hr−1 · 2 hr−1g · 2 · · ·

· · · hr−1gp
i−k−1 · 2 · · · hr−1 · pk · · · hr−1gp

i−k−1 · pk
)

βs =
(
gs−1 · 1 gs−1h · 1 · · · gs−1hp

j−1 · 1
)
.

Veamos que los {αr}16r6pj−k son efectivamente ciclos disjuntos contenidos en g.
Para ver esto primero hay que ver que, dado un punto x de αr, g ·x es el siguiente elemento
a x en el ciclo αr. Si tomamos un punto de la forma x = hr−1gt · w con t < pi−k − 1 y
1 6 w 6 pk, es fácil ver que g · x = hr−1gt+1 ·w, por lo que se cumple lo que necesitamos.
Si, en cambio, es un punto de la forma x = hr−1gp

i−k−1·wpara algún 1 6 w 6 pk, podemos
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ver que g · x = hr−1gp
i−k ·w = hr−1 · (w+ 1) por cómo hicimos el reetiquetado; aquíw+ 1

es visto módulo pk.

Lo otro que debemos ver es que todos los puntos deαr son distintos dos a dos. Probaremos
este hecho junto al hecho de que Oαr ∩ Oαr ′ = ∅ para todo par 1 6 r, r ′ 6 pj−k con r 6= r ′.
Supongamos por un momento que, dados 1 6 r, r ′ 6 pj−k, existen 0 6 s, s ′ 6 pi−k − 1
y 1 6 w,w ′ 6 pk tales que hr−1gs · w = hr

′−1gs
′ · w ′. En ese caso, debería ocurrir que

hr−1gsgp
i−k(w−1) · 1 = hr

′−1gs
′
gp

i−k(w ′−1) · 1.

Despejando, nos queda Oβ 3 hr−r
′ · 1 = gs

′−s+pi−k(w ′−w) · 1 ∈ Oα; por lo que se trata de
un punto de γ, y mirando el lado derecho esto nos dice que pi−k | s − s ′ + pi−k(w −w ′).
Luego, pi−k | s − s ′ y, como |s − s ′| < pi−k, es s = s ′. Ahora, por la Observación 5.1.3, la
igualdad es equivalente a hr−r ′ · 1 = gp

i−k(w ′−w) · 1 = hn(w−w ′) y, despejando, nos queda
hr−r

′+n(w ′−w) · 1 = 1. Como 1 ∈ Oβ — que es un pj ciclo contenido en h— tenemos que
pj | r − r ′ + n(w ′ − w) y en particular pj−k | r − r ′ + n(w ′ − w). Como pj−k | n, esto se
reduce a pj−k | r− r ′ pero, como |r− r ′| < pj−k, esto implica que r = r ′.
Esto muestra que para cada 1 6 r 6 pj−k los puntos de αr son distintos dos a dos, y que
si 1 6 r ′ 6 pj−k con r ′ 6= r entonces Oαr ′ ∩ Oαr = ∅.

Veamos que los {βs}16s6pi−k son efectivamente ciclos contenidos en g.
Dado un elemento en βs, por definición el siguiente proviene de aplicarle exactamente h.
Además, los elementos de βs son distintos dos a dos porque 1 es un punto de β — que
justamente es un pj−ciclo de h— así que ht · 1, en particular también gs−1ht, toma todos
valores distintos para 0 6 t 6 pj − 1.

Nos queda analizar Oαr ∩ Oβs . Dados 1 6 s 6 pi−k y 1 6 r 6 pj−k fijos, supongamos que
existen 0 6 t 6 pj− 1, 0 6 t ′ 6 pi− 1 y 1 6 w 6 pk tales que gs−1ht · 1 = hr−1gt

′ ·w. Esta
igualdad es equivalente a gs−t ′−1 · 1 = hr−t−1 ·w. Como el lado izquierdo es un punto de
α y el derecho un punto de β, se trata de un punto de γ; esto nos dice que pi−k | s− t ′− 1.
Como |s− t ′ − 1| < pi−k, debe ser s = t ′ + 1.

Volviendo a la ecuación, como w = gp
i−k(w−1) = hn(w−1) nos queda que 1 = hr−t−1 ·w =

hr−t−1+n(w−1) · 1. Como 1 ∈ Oβ, se cumple pj | r− t− 1+ n(w− 1).
En particular pj−k | r− t− 1+ n(w− 1). Como pj−k | n, entonces pj−k | r− t− 1, y como
|r− t− 1| < pj−k, debe ser r = t+ 1.
Logramos probar que si la igualdad incial se cumple, entonces t ′ = s− 1 y t = r− 1, pero
no es difícil notar (reemplazando) que si t y t ′ toman esos valores la igualdad se cumple;
por lo tanto es una condición equivalente.
Todos los valores exceptow están fijos, por lo que podemos concluir que hay exactamente
pk puntos en Oα ∩ Oβ (uno por cada valor de w). �
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Corolario 5.1.6 (Arlinghaus): Bajo las condiciones anteriores, |Og ∩ Oh| > pi+j−k.

En general, a lo largo del capítulo, vamos a referirnos al conjunto de puntos compartidos
proveniente de la intersección entre dos ciclos α y β como el conjunto que nos provee el
lema anterior. Si lo llamamos S, sería S =

⋃pj−k
r=1 Oαr =

⋃pi−k
r=1 Oβr .

Notemos que este conjunto queda determinado por g,h y α: como {βr}16r6pi−k son los
únicos ciclos de h que mueven puntos de α, podemos decir que S es la unión de los com-
plementos de los puntos fijos de todos los ciclos de h que mueven puntos de α.
De manera análoga también podemos ver que queda determinado por g,h y β.

Observación 5.1.7: Si a =
∏pj−k

r=1 αr y b =
∏pi−k

r=1 βr, como g = ag ′ y h = bh ′—con g ′ y h ′

permutaciones disjuntas con S— la acción de 〈a,b〉 como permutaciones enC restringida
a S es transitiva. En particular, la acción de 〈g,h〉 en C restringida a S es transitiva.

En efecto, dado cualquier par x,y ∈ S, si x ∈ Oαr e y ∈ Oβs , como Oαr ∩ Oβs 6= ∅ y αr es
un ciclo contenido en g, existe k1 ∈ N tal que gk1x ∈ Oβs . Finalmente, como βs es un ciclo
contenido en h, existe k2 ∈ N tal que hk2gk1x = y.

Corolario 5.1.8 (Arlinghaus): Si k = j, entonces

pi−k∏
r=1

βr = α
m

para algúnm = dpi−k conmcd(d,p) = 1.

Demostración. Si miramos los ciclos formados al final de la demostración del Lema 5.1.1,
podemos ver que nos queda, para cada 1 6 s 6 pi−k,

α =
(
1 g · 1 · · · gpi−k−1 · 1 2 g · 2 · · · · · · gpi−k−1 · 2

· · · pk g · pk · · · gpi−k−1 · pk
)

βs =
(
gs−1 · 1 gs−1h · 1 gs−1h2 · 1 · · · gs−1hp

j−1 · 1
)
.

Recordemos que gpi−k · 1 = hn · 1 y que γ era el pk−ciclo contenido en gpi−k y hn respec-
tivamente que no deja fijo al 1.

Observación 5.1.9: n debe ser coprimo con p

Supongamos que no. En ese caso existiría k ′ < k tal que (hn)p
k ′

· 1 = 1.
Usando la Observación 5.1.3 obtenemos(

gp
i−k
)pk ′
· 1 = (hn)

pk
′

· 1 = 1
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lo cual es absurdo pues 1 ∈ Oγ y γ es un pk−ciclo de gpi−k con k > k ′.

Ahora podemos asegurar que existe un n ′ ∈ N también coprimo con p de modo que
nn ′ ≡ 1 (mód pj), y por lo tanto, como 1 ∈ Oβ,(

gp
i−k
)n ′
· 1 = (hn)

n ′ · 1 = βnn
′ · 1 = β · 1 = h · 1.

Finalmente, dado 1 6 s 6 pi−k, para todo 0 6 t 6 pj− 1, usando que gs−1+pi−kn ′t · 1 ∈ Oα

y, de forma inductiva, la igualdad gpi−kn ′ · 1 = h · 1, tenemos

βs
(
gs−1ht · 1

)
= gs−1ht+1 · 1 = gs−1gp

i−kn ′(t+1) · 1 = gs−1+pi−kn ′(t+1) · 1

= gp
i−kn ′ ·

(
gs−1+pi−kn ′t · 1

)
= αp

i−kn ′ ·
(
gs−1+pi−kn ′t · 1

)
= αp

i−kn ′ ·
(
gs−1ht · 1

)
Observando que

∣∣O
αp
i−kn ′

∣∣ =∑pi−k

s=1 |Oβs | y tomando d = n ′ podemos concluir. �

Estos resultados motivan la siguiente definición:

Definición 5.1.10: Si se da la situación del Lema 5.1.1, y k < j, diremos que α y β
tienen intersección rara.

Antes de empezar a lidiar con las intersecciones raras, vamos a ver algunos lemas que son,
de algún modo, consecuencias del Lema 5.1.1.

Lema 5.1.11: Sean f1, f2, . . . , fk permutaciones de C que conmutan dos a dos.
Supongamos que existen ciclos η1,η2, . . . ,ηk demodo que, para todo 1 6 i 6 k, ηi es
un pli−ciclo de fi para algún li ∈ N y ademásOηi∩Oηi+1 6= ∅ para todo 1 6 i 6 k−1.

Entonces, cada punto de η1 pertenece a algún plk−ciclo de fk.
Además, aplicando el mismo resultado a fk, fk−1, . . . , f1 tenemos que cada punto de
ηk pertenece a algún pl1−ciclo de f1.

Demostración. Vamos a probarlo por inducción en k.

Caso base k = 2: Como Oη1 ∩ Oη2 6= ∅, el Lema 5.1.1 aplicado a la intersección entre η1 y
η2 como ciclos de f1 y f2 respectivamente nos dice que |Oη1 ∩ Oη2 | = p

a para algún a ∈ N
y que existen pl1− ciclos de f1 η1 = η̃1,1, . . . , η̃1,pl2−a y pl2−ciclos de f2 η2 = η̃2,1, . . . , η̃2,pl1−a
tales que

⋃pl2−a
r=1 Oη1,r =

⋃pl1−a
s=1 Oη2,s . Por lo tanto, cualquier punto de η1 pertenece a algún

pl2−ciclo de f2 y cualquier punto de η2 pertenece a algún pl1−ciclo de f1, como queríamos.
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Paso inductivo: Supongamos que el resultado vale para k = k0 y veamos que vale para
k = k0 + 1. Sean f1, f2, . . . , fk0+1 permutaciones con ciclos η1, . . . ,ηk0+1 tales que para todo
1 6 i 6 k0 + 1, ηi es un pli−ciclo de fi para algún li ∈ N y además Oηi ∩ Oηi+1 para
todo 1 6 i 6 k0. Por hipótesis inductiva aplicada a f2, . . . , fk0+1 con los ciclos η2, . . . ,ηk0+1,
sabemos que cada punto de η2 pertenece a algún plk0+1−ciclo de fk0+1. En particular, como
Oη1 ∩ Oη2 6= ∅, debe suceder que Oη1 ∩ Oδ 6= ∅ para algún plk0+1−ciclo δ de fk0+1. Luego,
aplicando el caso k = 2 a f1 y fk0+1 con los ciclos η1 y δ, tenemos que cada punto de η1
pertenece a algún plk0+1−ciclo de fk0+1, como queríamos. �

Antes de enunciar el siguiente lema, viene bien recordar que dado un conjunto X, un des-
arreglo de los puntos de X es una biyección φ : X→ X que no tiene puntos fijos.

Lema 5.1.12 (Arlinghaus): Sean g,h,α y β como en el Lema 5.1.1, siendo S el con-
junto de puntos compartidos. Sea f una permutación que conmuta con g y h y con-
tiene un pl−ciclo γ que cumple |Oγ ∩ Oα| > 1.

Entonces existe un conjunto T y un entero z con S ⊆ T , |T | = pl−z|S| y αT ,βT y
γT desarreglos de T tales que g = αTg3,h = βTh3 y f = γTf3 con αT producto de
pi−ciclos, βT producto de pj−ciclos y γT producto de pl−ciclos.

En particular, si γT /∈ 〈αT ,βT 〉, entonces |T | > p|S|.

Demostración. El Lema 5.1.11 con k = 2 aplicado a g y f con ciclos α y γ respectivamente
nos dice, en particular, que Oα ⊆ Of. Sean β1, . . . ,βpi−k los pj− ciclos de h que cumplen⋃pi−k
s=1 βs = S siendo k ∈ N el que cumple |Oα ∩ Oβ| = p

k.
Para cada 1 6 s 6 pi−k, como Oα ∩ Oβs 6= ∅, aplicamos el Lema 5.1.11 con k = 3 a h,g, f
con ciclos βs,α y γ respectivamente. Esto nos dice que, para todo 1 6 s 6 pi−k, cada
punto de βs pertenece a algún pl−ciclo de f. En particular, como S =

⋃pi−k
s=1 Oβs , nos dice

que cualquier punto de S pertenece a algún pl−ciclo de f.
Consideramos

Γ =
{
δ : δ es un pl−ciclo de f con Oδ ∩ S 6= ∅

}
.

Para cualquier ciclo δ ∈ Γ , existe s0 tal que Oδ ∩Oβs0 6= ∅; y una aplicación del Lema 5.1.11
a h y f con ciclos βs0 y δ nos dice que cada punto de δ pertenece a algún pj−ciclo de h.
Luego, si también consideramos

B2 =
{
η : η es un pj−ciclo de h con Oη ∩ Oδ 6= ∅ para algún δ ∈ Γ

}
podemos afirmar que

⋃
δ∈Γ Oδ ⊆

⋃
η∈B2

Oη.

Además, si consideramos

B1 =
{
ε : ε es un pi−ciclo de h con Oε ∩ Oδ 6= ∅ para algún δ ∈ Γ

}
.
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Dado δ ∈ Γ , como S ⊆ Og, existe ε un pi−ciclo de g tal que Oδ ∩ Oε 6= ∅, en particular
ε ∈ B1. Aplicando el Lema 5.1.11 a f y g con ciclos δ y ε respectivamente, deducimos que
cada punto de δ pertenece a algún pi−ciclo de g y, más aún, pertenece a algún pi−ciclo
en B1, ya que todos estos pi−ciclos tienen intersección no vacía con δ. Esto nos dice que⋃
δ∈Γ Oδ ⊆

⋃
ε∈B1

Oε.

Probemos las inclusiones opuestas.
Definimos b1 = i y b2 = j y tomamos t ∈ {1, 2} arbitrario.
Dado ρ ∈ Bt, existe δ0 ∈ Γ tal que Oρ ∩ Oδ0 6= ∅. Aplicar el Lema 5.1.1 a la intersección
de ρ y δ0 como ciclos de h y f respectivamente, asegura que |Oρ ∩ Oδ0 | = pk

′ para algún
k ′ ∈ N0 y que existen pbt−ciclos ρ = ρ1, ρ2, . . . , ρpl−k ′ y pl−ciclos δ0 = δ1, δ2, . . . , δpbt−k ′ con
|Oρr ∩ Oδs | = p

k ′ y
⋃pl−k ′
r=1 Oρr =

⋃pbt−k ′
s=1 Oδs , para todo 1 6 r 6 pl−k ′ y 1 6 s 6 pbt−k ′ .

Como Oδ0 ∩ S 6= ∅, deberá existir 1 6 r0 6 pl−k
′ tal que Oρr0 ∩ S 6= ∅, más aún, por la

definición de S sería Oρr0 ⊆ S. Como cada uno de los δs con 1 6 s 6 pbt−k
′ comparte

puntos con ρr0 , terminamos probando que δs ∩ S 6= ∅, y por lo tanto δs ∈ Γ , para todo
1 6 s 6 pbt−k ′ como queríamos. Esto termina de probar

⋃
δ∈Γ Oδ =

⋃
ρ∈Bt Oρ.

Como los ciclos contenidos en una misma permutación son disjuntos, tomamos

T =
⋃
δ∈Γ

Oδ =
⋃
η∈B

Oη =
⋃
ε∈A

Oε ⊇ S

αT =
∏
ε∈A

ε

βT =
∏
η∈B

η

γT =
∏
δ∈Γ

δ

y los proponemos como candidatos para el resultado final.

Veamos que la acción de 〈αT ,βT ,γT 〉 es transitiva en T . Tomemos dos puntos x,y ∈ T
arbitrarios y vamos a probar que existe q ∈ 〈αT ,βT ,γT 〉 tal que q · x = y.
Como x,y ∈ T , existen ciclos δx, δy ∈ Γ tales que x ∈ Oδx e y ∈ Oδy .
Por definición de Γ , existe sx tal que δsxx · x ∈ S; y como la acción de 〈g,h〉 es transitiva en
S y Oδy ∩ S 6= ∅, existen a,b ∈ N tales que gahb · (δsxx · x) ∈ Oδy .
Luego, existe sy ∈ N tal que y = δ

sy
y ·
(
gahb · (δsxx · x)

)
= γ

sy
T α

a
Tβ
b
Tγ
sx
T · x.

Tomando q = γ
sy
T α

a
Tβ
b
Tγ
sx
T obtenemos el resultado deseado.

Para terminar de probar lo que falta, tenemos que inspeccionar un poco más.
Vamos a etiquetar γ = (1 2 · · · pl) y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que
1 ∈ Oα ∩Oβ ∩Oγ (si Oγ ∩Oβ = ∅, cambiamos a β por algún ciclo β de h que contenga un
punto de Oα ∩ Oγ 6= ∅).
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Definimos m + 1 como el menor entero mayor que 1 tal que Oγ ∩ S 6= ∅; si sucede que
Oγ ∩ S = {1} definimos m = pl. Como 〈g,h〉 actúa transitivamente sobre S, debe existir
una permutación c ∈ 〈g,h〉 de modo que c · 1 = fm · 1.

Observación 5.1.13: Más aún, vale que ct · x = (fm)
t · x para todo x ∈ S y t ∈ N.

En efecto, como la acción de 〈g,h〉 es transitiva en S, existen exponentes e1, e2 ∈ N tales
que ge1he2 · 1 = x. Luego, esta igualdad equivale a ct · ge1he2 · 1 = (fm)

t · ge1he2 · 1, pero
como c, f,h y g conmutan dos a dos esto es equivalente a ct · 1 = (fm)

t · 1.
Esta última igualdad podemos probarla por inducción en t. Por hipótesis vale para t = 1,
así que supongamos que vale para algún t0 ∈ N y vamos a probar que vale para t = t0+1.
Lo que debemos probar se puede reescribir como c·(ct0 · 1) = fm·

(
(fm)

t0 · 1
)
, por hipótesis

inductiva es c · (ct0 · 1) = fm · (ct0 · 1) y es cierto por conmutatividad e hipótesis inicial.

Como consecuencia de esta observación tenemos que tanto c como fm contienen unmismo
ciclo γ̃ que no deja fijo al 1, de modo que Oγ̃ ⊆ Oγ ∩ S. Por supuesto, como γ̃ es un ciclo
de γm por ser un ciclo de fm que no deja fijo al 1, |Oγ̃| = pl

mcd(m,pl) = p
z para algún z ∈ N0.

Comom 6 pl, podemos escribirm = d ·mcd(m,pl) = d · pl−z conmcd(d,p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas módulo pl, tenemos que

γp
l−z

=

pl−z∏
r=1

(
r r+ pl−z r+ 2pl−z · · · r+ (pz − 1)pl−z

)
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

γm =

pl−z∏
r=1

(
r r+ pl−z r+ 2pl−z · · · r+ (pz − 1)pl−z

)d
donde los pl−z ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo
ciclos en los mismos puntos.

Observación 5.1.14: La minimalidad dem nos dice que Oγ ∩ S = Oγ̃.

Supongamos que existe y ∈ Oγ ∩ S con y /∈ Oγ̃; este punto debe pertenecer a un ciclo
contenido en γm de la forma

(
r r+ pl−z r+ 2pl−z · · · r+ (pz − 1)pl−z

)d con 1 < r <

pl−z. En particular, para algún s ∈ N se cumple que y = (fm)
s · r = cs · r, pero esto

implicaría que r = c−s · y lo cual, como c−s · y ∈ S por ser y ∈ S, implica que r ∈ Oγ ∩ S;
contradiciendo la minimalidad dem.

Una vez probado esto, como γ̃ es
(
1 1+ pl−z · · · 1+ (pz − 1)pl−z

)d, podemos asegurar
quem es exactamente pl−z.
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Observación 5.1.15: Dado x ∈ S, ft · x ∈ S si y sólo si pl−z | t.

Para la ida, como la acción de 〈g,h〉 es transitiva en S, existe c ′ ∈ 〈g,h〉 tal que c ′ · 1 = x.
Como c ′ y f conmutan y ft · x ∈ S, tenemos que (c ′)−1

ft · x = ft · 1 ∈ S. Supongamos que
pl−z - t y escribimos t = d̃ ·mcd(t,pl−z) conmcd

(
d̃,p

)
= 1 ymcd(t,pl−z) < pl−z.

Comomcd
(
d̃,p

)
= 1, existe un d̃ ′ ∈ N tal que d̃d̃ ′ ≡ 1 (mód pl) y(

ft
)d̃ ′ · 1 = γmcd(t,p

l−z)d̃d̃ ′ · 1 = γmcd(t,p
l−z) · 1 = fmcd(t,p

l−z) · 1

contradiciendo la minimalidad de pl−z.
Para la vuelta, si t = pl−zt ′ con t ′ ∈ N0, ft · x =

(
fp
l−z
)t ′
· x = ct ′ · x ∈ S.

Notemos que, como T está conformado por todos los pl−ciclos de f que intersecan con S,

T = {ft · x : 1 6 t 6 pl, x ∈ S} =
⋃
x∈S

{ft · x : 1 6 t 6 pl}.

Por la Observación 5.1.15, podemos notar que para cada x0 ∈ S hay exactamente pl

pl−z
= pz

elementos x ∈ S tales que x0 ∈ {ft · x : 1 6 t 6 pl}. Luego |T | = plpi+j−k

pz
= pl−z|S|.

Finalmente, supongamos que γT /∈ 〈αT ,βT 〉 y veamos que |T | > p|S|.
Supongamos, a modo de contradicción, que |T | = |S| — que como está uno contenido en
el otro, implica T = S. En ese caso, como Oγ ⊆ T = S, debe serm = 1.
Por lo tanto, se cumple que c · x = f · x para todo x ∈ S = T . Esto, como c = gahb para
algún par a,b ∈ N, es equivalente a αaTβbT · x = γT · x para todo x ∈ S = T .
Como OαaTβbT ⊆ OαT ∪ OβT = T = S, concluimos que αaTβbT = γT ; pero esto es absurdo.
Luego, debe suceder que |T | > |S| y, |T | es potencia de p, es |T | > p|S| como queríamos. �

Podemos probar usando las mismas ideas el siguiente corolario.
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Corolario 5.1.16 (Arlinghaus): Sean f1, . . . , fk permutaciones de C que conmutan
dos a dos, de modo que para todo 1 6 i 6 k− 1:

fi = γT (i)
k−1
f ′i con f ′i una permutación disjunta con Tk−1.

γ
T
(i)
k−1

es producto de pbi−ciclos para algún bi ∈ N y Oγ
T
(i)
k−1

= Tk−1.

La acción de
〈
γ
(1)
Tk−1

, . . . ,γ(k−1)
Tk−1

〉
como permutaciones en C restringida a Tk−1

es transitiva.

Si ρ es un pbk−ciclo de fk con bk ∈ N que cumple Oρ ∩ Tk−1 6= ∅, entonces existe un
conjunto Tk ⊇ Tk−1 de manera que para todo 1 6 i 6 k:

fi = γT (i)
k

f ′′i con f ′′i una permutación disjunta con Tk.

γ
T
(i)
k

es producto de pbi−ciclos y Oγ
T
(i)
k

= Tk.

La acción de
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k)
Tk

〉
como permutaciones enC restringida a Tk es tran-

sitiva.

Más aún, si γ(k)
Tk

/∈
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k−1)
Tk

〉
, tenemos que |Tk| > p|Tk−1|.

Demostración. Comenzaremos viendo que cada punto de Tk−1 pertenece a algún pbk−ciclo
de fk. Seay ∈ Tk−1 arbitrario y tomemos unpunto xde ρ. ComoOρ∩Tk−1 6= ∅, sabemos que
existe sx de modo que fsxk · x ∈ Tk−1. Además, como la acción de 〈f1, . . . , fk−1〉 es transitiva
en Tk−1 — por serlo la acción de

〈
γ
(1)
Tk−1

, . . . ,γ(k−1)
Tk−1

〉
— existen 1 6 i1, . . . , iN 6 k − 1

distintos y s1, . . . , sN ∈ N tales que

y =

(
N∏
r=1

fsrir

)
· (fsxk · x) =

(
N∏
r=1

εsrr

)
· (ρsx · x)

donde εr es un ciclo de fir con Oεr ⊆ Tk−1 para todo 1 6 r 6 N.
Esto quiere decir que y ∈ Oε1 , que para todo 1 6 r 6 N − 1 es Oεr ∩ Oεr+1 6= ∅, y que
OεN ∩ Oρ 6= ∅. Luego, aplicando el Lema 5.1.11 a fi1 , . . . , fiN y fk con ciclos ε1, . . . , εN y
ρ respectivamente, tenemos que cada punto de ε1 pertenece a algún pbk−ciclo de fk; en
particular, y pertenece a un pbk−ciclo de fk. Como y ∈ Tk−1 es arbitrario, probamos lo que
queríamos.

Consideramos

Γ =
{
δ : δ es un pbk−ciclo de fk con Oδ ∩ Tk−1 6= ∅

}
.
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Fijamos 1 6 i 6 k − 1 arbitrario. Para cualquier ciclo δ ∈ Γ , existe un pbi−ciclo β de fi tal
que Oδ ∩ Oβ 6= ∅; y una aplicación del Lema 5.1.11 a fi y fk con ciclos β y δ nos dice que
cada punto de δ pertenece a algún pbi−ciclo de fi. Luego, si también consideramos

Bi =
{
η : η es un pbi−ciclo de fi con Oη ∩ Oδ 6= ∅ para algún δ ∈ Γ

}
podemos afirmar que

⋃
δ∈Γ Oδ ⊆

⋃
η∈Bi Oη. Probemos la otra inclusión.

Dado η ∈ B, existe δ0 ∈ Γ tal que Oη ∩ Oδ0 6= ∅. Aplicando el Lema 5.1.1 a la intersección
de η y δ0 como ciclos de fi y fk respectivamente, tenemos que |Oη ∩ Oδ0 | = p

a ′ para algún
a ′ ∈ N y que existen pbi−ciclos η = η1,η2, . . . ,ηpbk−a ′ y pbk−ciclos δ0 = δ1, δ2, . . . , δpbi−a ′
de modo que |Oηr ∩ Oδs | = p

a ′ , para todo 1 6 r 6 pbk−a ′ y para todo 1 6 s 6 pbi−a ′ .
Como Oδ0 ∩ Tk−1 6= ∅, deberá existir 1 6 r0 6 pbk−a

′ tal que Oηr0 ∩ Tk−1 6= ∅, más aún,
por la definición de Tk−1 sería Oηr0 ⊆ Tk−1. Como cada uno de los δs con 1 6 s 6 pbi−a ′

comparte puntos con ηr0 , terminamos probando que δs ∩ Tk−1 6= ∅ y, por lo tanto, δs ∈ Γ ,
para todo 1 6 s 6 pbi−a ′′ como queríamos. Esto termina de probar

⋃
δ∈Γ Oδ =

⋃
η∈Bi Oη.

Como los ciclos contenidos en una misma permutación son disjuntos, tomamos

Tk =
⋃
δ∈Γ

Oδ =
⋃
η∈Bi

Oη ⊇ Tk−1 para todo i = 1, 2, . . . , k− 1

γ
(i)
Tk

=
∏
η∈Bi

η para todo i = 1, 2, . . . , k− 1

y los proponemos como candidatos para el resultado final.

Veamos que la acción de
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k)
Tk

〉
es transitiva en Tk. Tomemos dos puntos x,y ∈ Tk

arbitrarios y vamos a probar que existe q ∈
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k)
Tk

〉
tal que q · x = y.

Como x,y ∈ Tk, existen ciclos δx, δy ∈ Γ tales que x ∈ Oδx e y ∈ Oδy .
Por definición de Γ , existe sx tal que δsxx · x ∈ Tk−1; y como la acción de 〈f1, . . . , fk−1〉 es
transitiva en Tk−1 y Oδy ∩ Tk−1 6= ∅, existen l1, . . . , lk−1 ∈ N tales que

k−1∏
i=1

(fi)
li · (δsxx · x) ∈ Oδy .

Luego, existe sy ∈ N tal que

y = δ
sy
y ·

(
k−1∏
i=1

(fi)
li · (δsxx · x)

)
=
(
γ
(k)
Tk

)sy k−1∏
i=1

(
γ
(i)
Tk

)li (
γ
(k)
Tk

)sx
· x.

Tomando q =
(
γ
(k)
Tk

)sy∏k−1
i=1

(
γ
(i)
Tk

)li (
γ
(k)
Tk

)sx
obtenemos el resultado deseado.
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Para terminar, vamos a probar que si γ(k)
Tk

/∈
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k−1)
Tk

〉
entonces |Tk| > p|Tk−1|.

Vamos a etiquetar ρ = (1 2 · · · pbk) y vamos a suponer sin pérdida de la generalidad que
1 ∈ Oρ ∩ Tk−1

Definimosm + 1 como el menor entero mayor que 1 tal que Oρ ∩ Tk−1 6= ∅; si sucede que
Oρ ∩ Tk−1 = {1} definimosm = pbk . Como 〈f1, . . . , fk−1〉 actúa transitivamente sobre Tk−1,
debe existir una permutación c ∈ 〈f1, . . . , fk−1〉 de modo que c · 1 = fmk · 1.

Observación 5.1.17: Más aún, vale que ct · x = (fmk )
t · x para todo x ∈ Tk−1 y t ∈ N.

En efecto, como la acción de 〈f1, . . . , fk−1〉 es transitiva en Tk−1, existen e1, . . . , ek−1 ∈ N0

tales que, llamando c̃ =
∏k−1
i=1 f

ei
i , vale c̃ · 1 = x. Luego, esta igualdad equivale a ct · c̃ · 1 =

(fmk )
t ·c̃·1, pero como f1, . . . , fk y c conmutan dos a dos—y por lo tanto también conmutan

con c̃— esto es equivalente a ct · 1 = (fmk )
t · 1.

Esta última igualdad podemos probarla por inducción en t. Por hipótesis vale para t = 1,
así que supongamos que vale para algún t0 ∈ N y vamos a probar que vale para t = t0+1.
Lo que debemos probar se puede reescribir como c·(ct0 · 1) = fmk ·

(
(fmk )

t0 · 1
)
, por hipótesis

inductiva es c · (ct0 · 1) = fmk · (ct0 · 1) y es cierto por conmutatividad e hipótesis inicial.

Como consecuencia de esta observación tenemos que tanto c como fmk contienen unmismo
ciclo ρ̃ que no deja fijo al 1, de modo que Oρ̃ ⊆ Oγ∩ Tk−1. Por supuesto, como ρ̃ es un ciclo
de ρm por ser un ciclo de fmk que no deja fijo al 1, |Oρ̃| = pbk

mcd(m,pbk) = p
z para algún z ∈ N0.

Comom 6 pbk , podemos escribirm = d ·mcd(m,pbk) = d · pbk−z conmcd(d,p) = 1.
Por lo tanto, mirando las etiquetas módulo pbk , tenemos que

ρp
bk−z =

pbk−z∏
r=1

(
r r+ pbk−z r+ 2pbk−z · · · r+ (pz − 1)pbk−z

)
y luego, elevando a la d ambos lados, tenemos que

ρm =

pbk−z∏
r=1

(
r r+ pbk−z r+ 2pbk−z · · · r+ (pz − 1)pbk−z

)d
donde los pbk−z ciclos que fueron elevados a la d, como d es coprimo con p, siguen siendo
ciclos en los mismos puntos.

Observación 5.1.18: La minimalidad dem nos dice que Oρ ∩ Tk−1 = Oρ̃.

Supongamos que existe y ∈ Oρ ∩ Tk−1 con y /∈ Oρ̃; este punto debe pertenecer a un ciclo
contenido en ρm de la forma

(
r r+ pbk−z r+ 2pbk−z · · · r+ (pz − 1)pbk−z

)d con 1 <
r < pbk−z. En particular, para algún s ∈ N se cumple que y = (fmk )

s · r = cs · r, pero
esto implicaría que r = c−s · y lo cual, como c−s · y ∈ Tk−1, implica que r ∈ Oρ ∩ Tk−1;
contradiciendo la minimalidad dem.
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Una vez probado esto, como ρ̃ es
(
1 1+ pbk−z · · · 1+ (pz − 1)pbk−z

)d, podemos asegu-
rar quem es exactamente pbk−z.

Observación 5.1.19: Dado x ∈ Tk−1, ftk · x ∈ Tk−1 si y sólo si pbk−z | t.

Para la ida, como la acción de 〈f1, . . . , fk−1〉 es transitiva en Tk−1, existe c ′ ∈ 〈f1, . . . , fk−1〉
tal que c ′ ·1 = x. Como c ′ y fk conmutan y ftk ·x ∈ Tk−1, tenemos que (c ′)−1

ftk ·x = ftk ·1 ∈
Tk−1. Supongamos que pbk−z - t y escribimos t = d̃ ·mcd(t,pbk−z) conmcd

(
d̃,p

)
= 1 y

mcd(t,pbk−z) < pbk−z. Comomcd
(
d̃,p

)
= 1, existe d̃ ′ ∈ N tal que d̃d̃ ′ ≡ 1 (mód pbk) y(

ftk
)d̃ ′ · 1 = ρmcd(t,p

bk−z)d̃d̃ ′ · 1 = ρmcd(t,p
bk−z) · 1 = f

mcd(t,pbk−z)
k · 1

contradiciendo la minimalidad de pbk−z.
Para la vuelta, si t = pbk−zt ′ con t ′ ∈ N0, ftk · x =

(
fp
bk−z

k

)t ′
· x = ct ′ · x ∈ Tk−1.

Notar que, como Tk consiste de los puntos de todos los pbk−ciclos de fk que intersecan
con Tk−1 y Tk−1 ⊆ Tk,

Tk = {ftk · x : 1 6 t 6 pbk , x ∈ Tk−1} =
⋃

x∈Tk−1

{ftk · x : 1 6 t 6 pbk}.

Por la Observación 5.1.19, notar que para cada x0 ∈ Tk−1 hay exactamente pbk

pbk−z
= pz

elementos x ∈ Tk−1 tales que x0 ∈ {ft ·x : 1 6 t 6 pbk}. Luego |Tk| =
pbk |Tk−1|
pz

= pbk−z|Tk−1|.

Finalmente, supongamos que γT /∈
〈
γ
(1)
Tk

, . . . ,γ(k−1)
Tk

〉
y veamos que |Tk| > p|Tk−1|.

Supongamos, a modo de contradicción, que |Tk| = |Tk−1| — que como está uno contenido
en el otro, implica Tk = Tk−1. En ese caso, como Oρ ⊆ Tk = Tk−1, debe serm = 1.
Por lo tanto, se cumple que c · x = fk · x para todo x ∈ Tk−1 = Tk.
Esto, como c =

∏k−1
i=1 f

ti
i para ciertos t1, . . . , tk−1 ∈ N0 ya que los fi conmutan dos a dos, es

equivalente a
k−1∏
i=1

(
γ
(i)
Tk

)ti
· x = γ(k)

Tk
· x

para todo x ∈ Tk−1 = Tk. Como O∏k−1
i=1

(
γ
(i)
Tk

)ti ⊆ ⋃k−1
i=1

(
γ
(i)
Tk

)ti
= Tk = Tk−1, concluimos que

k−1∏
i=1

(
γ
(i)
Tk

)ti
= γ

(k)
Tk

;

pero esto es absurdo. Luego, debe suceder que |Tk| > |Tk−1| y, como |Tk| es potencia de p,
es |Tk| > p|Tk−1|. �
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El siguiente lema nos dice un poco más sobre la estructura de los conjuntos provenientes
de intersecciones que nos provee el Lema 5.1.1.

Lema 5.1.20: Seang yhpermutaciones deC que conmutan y S el conjunto de puntos
compartidos que nos provee el Lema 5.1.1, proveniente de una intersección entre un
pi−ciclo α de g y un pj−ciclo β de h. Si f es una permutación deC que conmuta con
g y h y Of ∩ S 6= ∅, entonces OS ⊆ Of.

Demostración. Sean α1,α2, . . . ,αpj−k y β1, . . . ,βpi−k los ciclos del Lema 5.1.1, que cumplen
S =

⋃pj−k
r=1 Oαr =

⋃pi−k
r=1 Oβr . Como Of ∩ S 6= ∅, debe existir algún 1 6 d 6 pj−k y un ciclo γ

de f tal queOγ∩Oαd 6= ∅. Como el conjunto S proveniente de la intersección entre α y β es
el mismo que el proveniente de la intersección entre αd y β— pues, como αd es un ciclo
de g, S está determinado por g,h y β—, el Lema 5.1.12 nos dice que existe un conjunto
T ⊇ S tal que f = γTf

′ con γT un desarreglo de los puntos de T y f ′ una permutación
disjunta con T ; así que S ⊆ Of. �

En los siguientes dos lemas, trabajaremos con permutaciones sobre C que tengan orden
potencia de p, a las cuales llamaremos p−permutaciones para abreviar.
Decimos que un cicloα contenido en una p−permutación g ∈ S|C|, con |g| = pk para algún
k ∈ N, es de longitud máxima si |α| = pk.
En las demostraciones será de vital importancia identificar dos posibles casos: si hay in-
tersecciones raras que involucren ciclos de longitud máxima, o si no.

Lema 5.1.21: Sean f0, f1 y f2 p−permutaciones de C que conmutan dos a dos.
Si algún ciclo γ1 de f1 con |f0| > |γ1| tiene intersección rara con un ciclo γ2 de f2 con
|f0| > |γ2|, con conjunto de puntos compartidos S, y Oβ0 ∩ S 6= ∅ para algún ciclo de
longitud máxima β0 de f0, entonces, β0 tiene intersección rara con un ciclo δ de f1 o
de f2, con Oδ ⊆ S.

Demostración. Supongamos que β0 no tiene intersección rara con ningún ciclo de f1 ni de
f2. Por cumplirseOβ0∩S 6= ∅, debe existir un cicloβ2 de f2 conOβ2 ⊆ S tal queOβ0∩Oβ2 6= ∅
y, análogamente, un ciclo β1 de f1 con Oβ1 ⊆ S tal que Oβ0 ∩ Oβ1 6= ∅.
Además, notemos que |β1| = |γ1| y |β2| = |γ2|, ya que β1 es un ciclo de f1 con Oβ1 ⊆ S, β2

es un ciclo de f2 con Oβ2 ⊆ S, y S es el conjunto de puntos compartidos que nos provee el
Lema 5.1.1 aplicado a la intersección entre γ1 y γ2 como ciclos de f1 y f2 respectivamente.
Por lo tanto |β0| > |β1| y |β0| > |β2|.
Gracias a la suposición, por el Corolario 5.1.8, deberán existirm1,m2 ∈ N tales que βm1

0 =

β1q1 y βm2
0 = β2q2 con q1 y q2 permutaciones disjuntas con β1 y β2 respectivamente.
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Concretamente, si |β0| = pi0 , |β1| = pi1 y |β2| = pi2 , podemos escribir m1 = pi0−i1d1

y m2 = pi0−i2d2 con mcd(d1,p) = mcd(d2,p) = 1. Vamos a suponer sin pérdida de la
generalidad que i1 6 i2.
En particular, como mcm(m1,m2) = pi0−i2mcm(d1,d2) elevando la primer ecuación al
exponente d y la segunda al exponente e, obtenemos

βd2 q
d
2 = β

mcm(m1,m2)
0 = βe1q

e
1

donde e =
mcm(m1,m2)

m1
y d =

mcm(m1,m2)

m2
=
mcm(d1,d2)

d2
.

Como d es coprimo con p, βd2 es un ciclo con Oβ2 = Oβd .
Como βe1 y qe1 son permutaciones disjuntas, βd2 debe ser un ciclo contenido en βe1 o un
ciclo contenido en qe1 . Concretamente, O

βd2
⊆ Oβe1 o O

βd2
⊆ Oqe1 .

Como el conjunto S proviene de una intersección rara entre un ciclo de f1 y otro de f2 y
Oβ1 ⊆ S y Oβ2 ⊆ S, sabemos que Oβ1 ∩Oβ2 6= ∅, pero también que Oβ1 6⊆ Oβ2 y Oβ2 6⊆ Oβ1 .
Como Oβ1 ∩ Oβ2 6= ∅, debe ser O

βd2
⊆ Oβe1 pero, como Oβe1 ⊆ Oβ1 , tenemos O

βd2
⊆ Oβe1 ⊆

Oβ1 , lo cual es absurdo. �

Para hacermás amena la escritura de las próximas demostraciones, introducimos una nue-
va noción.

Definición 5.1.22: Sean a,b y c permutaciones de C que conmutan dos a dos, α un
ciclo de a, β un ciclo de b y γ un ciclo de c, de modo que β y γ tienen intersección
rara y S es el conjunto de puntos compartidos que nos provee el Lema 5.1.1. Decimos
que α tiene puntos involucrados en la intersección rara entre β y γ si Oα ∩ S 6= ∅.

En la definición anterior, incluimos aquellos casos en los que a = b y α = β.

Lema 5.1.23: Sean f0, f1, . . . , fm p−permutaciones deC que conmutan dos a dos, con
|f0| > |fi| para todo 1 6 i 6 m y supongamos que ningún ciclo de longitud máxima
β de f0 tiene puntos involucrados en alguna intersección rara entre un ciclo de fk y
uno de fk ′ para ningún par k,k ′ ∈ {0, . . .m}.

Entonces, si 1 6 d 6 m, cambiando fd por fd = f−x1i1
. . . f−xsis

fd, para cualesquiera
x1, . . . , xs ∈ N y i1, . . . , is ∈ {1, . . . ,m}, sigue valiendo la afirmación análoga: ningún
ciclo de longitud máxima β de f0 tiene puntos involucrados en alguna intersección
rara entre un ciclo de f y un ciclo de f ′ para ningún par f, f ′ ∈ {f0, . . . , f̂d, . . . , fm} ∪{
fd
}
.
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Demostración. Sea β un ciclo de longitud máxima de f0 y definimos i0 := d. Como |β| =

|f0| > |fiw | para todo 0 6 w 6 s, sabemos que para cada 0 6 w 6 s existe un exponente
ew tal que fiw = βewf ′iw con f ′iw una permutación disjunta con β. En efecto, si β tiene
intersección no vacía con algún ciclo de fiw , esto es consecuencia del Corolario 5.1.8 y, si
no, sería Oβ ∩ Ofiw = ∅ así que tomamos ew = |β|.
Luego, si e = e0 − x1e1 − . . .− xses, como β conmuta con f ′iw para todo 0 6 w 6 s por ser
permutaciones disjuntas con β, podemos escribir

fd = βe(f ′i1)
−x1 · · · (f ′is)

−xsf ′d

y entonces la intersección entre β y los ciclos de fd no puede ser rara.

Por otro lado supongamos que existe un d∗ ∈ {0, . . . ,m} de modo que hay un ciclo de fd
que tiene intersección rara con un ciclo de fd∗ , con conjunto de puntos compartidos S, y
Oβ ∩ S 6= ∅. Por lo antes probado, deberá ser d∗ > 0.
Como los órdenes de todas estas permutaciones son potencias de p y conmutan,∣∣fd∣∣ 6 mcm (∣∣f−x1i1

∣∣ , . . . , ∣∣f−xsis

∣∣ , |fd|) 6 máx {|fi1 |, . . . , |fiw |, |fd|} 6 |f0|

y además, por definición, |f0| > |fd∗ |.

Por el Lema 5.1.21, β deberá tener intersección rara o bien con un ciclo de fd o bien con un
ciclo de fd∗ , pero ninguna de las dos cosas ocurre — la primera por lo antes probado, y la
segunda por hipótesis. Por lo tanto, no puede existir tal d∗.
Por último, gracias a la hipótesis, es claro que β no tiene puntos involucrados en una in-
tersección rara entre ciclos de fi y fj para ningún par i, j ∈

{
1, . . . , d̂, . . . ,m

}
.

Como β es un ciclo de longitud máxima de f0 arbitrario, terminamos. �

5.2 Esquivando las intersecciones raras

Definamos
n⊕
i=1

Zpai ' 〈h1, . . . ,hn〉 donde |hi| = pai para todo 1 6 i 6 n. Vamos a asumir

sin pérdida de la generalidad que los ai están ordenados de forma decreciente.

Observación 5.2.1: Notemos que cada hi debe contener al menos un pai−ciclo en su des-
composición en ciclos disjuntos.

Recordemos que un ciclo contenido en una p−permutación es de longitud máxima si tiene
el mismo orden que la permutación. En particular, un ciclo de longitud máxima de un
generador hi es un ciclo contenido en hi de tamaño pai .

La Afirmación 5.2.3 nos será útil en el futuro, así como la idea de su demostración, que
volveremos a utilizar.
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SeaM el menor índice tal que algún ciclo de longitud máxima de hM tiene puntos involu-
crados en alguna intersección rara y tomemos un ciclo de longitud máxima αi de hi para
cada 1 6 i < M. En lo que sigue, si g ∈ G y α es un ciclo, vamos a decir que g contie-
ne una potencia de α, digamos αk con k ∈ N, si podemos escribir g = αkg ′ con g ′ una
permutación disjunta con α y |α| - k.

Observación 5.2.2: Sean 1 6 i, j 6 n y α un pa−ciclo de hi para algún a ∈ N.
Si existe 1 6 k 6 pa tal que αk está contenida en hj, entonces k = dpa−k

′ para algún d con
mcd(d,p) = 1, siendo k ′ el orden de los ciclos contenidos en αk.

En efecto, si δ es un pk ′−ciclo contenido en αk, como |δ| 6 |α| por estar δ contenido en
una potencia de α, el Corolario 5.1.8 aplicado a la intersección de α y δ como ciclos de hi
y hj respectivamente nos dice que existem tal que αm es un producto de ciclos distintos
contenidos en hj y, más aún, quem = dpa−k

′ para algún d conmcd(d,p) = 1.
Por último, notar que no puede haber dos valores distintos de k tal que αk está contenida
en hj. Si hubiese dos valores 1 6 k,k∗ 6 pa distintos tales que hj = αkh ′j = αk

∗
h ′′j con h ′j

y h ′′j permutaciones disjuntas con α, tendríamos que αk = αk
∗ ; un claro absurdo. Luego

k = dpa−k
′ .

Afirmación 5.2.3: Cambiando los generadores {hi}16i6n de ser necesario, podemos supo-
ner que para todo par i < j con i < M, hj no contiene potencias de αi, es decir, que no
podemos escribir a hj = αki q con k ∈ N y q una permutación disjunta con αi.

Demostración. Para cada 1 6 i < M, empezando por i = 1 y siguiendo en orden creciente,
realizamos el siguiente proceso: si hj contiene una potencia αkji (suponemos kj reducido
módulo pai), cambiamos el generador hj por h

−kj
i hj, que no contiene potencias de αi.

Resta ver que |hj| =
∣∣∣h−kj
i hj

∣∣∣.
Cualquier ciclo δ contenido en αkji cumple Oδ ⊆ Oαi y |δ| = pk 6 paj para algún k, así que
la Observación 5.2.2 aplicada a hi,hj,αi y kj nos dice que kj = dpai−k conmcd(d,p) = 1.
Como G es abeliano y |hi| = p

ai ,∣∣∣h−kj
i hj

∣∣∣ 6 mcm(∣∣∣h−kj
i

∣∣∣ , |hj|) = mcm
(
pk,paj

)
= paj .

Como
〈
h1, . . . , ĥj, . . . ,hn

〉
+
〈
h
−kj
i hj

〉
' Aut(P), no puede ocurrir que

∣∣∣h−kj
i hj

∣∣∣ < paj ya
que, si así fuese, lo anterior sería falso — basta mirar la cardinalidad a ambos lados.
Por lo tanto

∣∣∣h−kj
i hj

∣∣∣ = paj = |hj|, como queríamos. �

Notemos que la demostración anterior puede realizarse para todo par i < j, sin la restric-
ción deM, pero ponemos esta restricción en pos de hacer más cómoda la demostración
principal de esta sección.
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A partir de ahora vamos a suponer que ya fueron aplicados los cambios de la Afirmación
5.2.3, de modo que ahora, si s < t y s < M, entonces ht no contiene potencias de αs.

El siguiente lema está bien relacionado con la afirmación anterior, ya que nos provee de
un resultado más fuerte: si t > s y s < M, ht deja fijos los puntos de αs.

Lema 5.2.4: Sea τi un ciclo de longitud máxima de hi que no tiene intersección rara
con ningún ciclo de hj para algún j > i y, además, hj no contiene potencias de τi.
En estas condiciones, se cumple Oτi ∩ Ohj = ∅.

Demostración. Supongamos, a modo de contradicción que Oτi ∩Ohj 6= ∅. Esto quiere decir
que, para algún k ∈ N, existe un pk−ciclo γ contenido en hj tal que Oτi ∩ Oγ 6= ∅.
Como no hay intersecciones raras involucrando τi, y k 6 ai por ser |hj| = paj 6 pai , el
Lema 5.1.1 nos dice que |Oτi∩Oγ| = pk y el Corolario 5.1.8 que existenγ1 = γ,γ2, . . . ,γpai−k
ciclos de tamaño pk contenidos en hj tales que

pai−k∏
r=1

γr = τ
m
i

para algúnm ∈ N.
Esto es absurdo, ya que el lado izquierdo es un producto de ciclos disjuntos contenidos en
hj y el derecho es una potencia de τi, y sabemos que no hay potencias de τi contenidas en
hj. Como el absurdo provino de suponer que Oτi ∩Ohj 6= ∅, concluimos que Oτi ∩Ohj = ∅
como queríamos. �

Gracias a este lema, como suponemos ya hechos los cambios de la Afirmación 5.2.3, po-
demos afirmar que, si s < t y s < M, entonces Oαs ∩ Oht = ∅.

La siguiente definición será crucial para la demostración principal de esta sección.

Definición 5.2.5: Diremos que un subconjunto de índices I ⊆ {1, . . . ,n} es bueno si:

Si i ∈ I, ningún ciclo de longitud máxima de hi tiene puntos involucrados en
alguna intersección rara entre ciclos de algún par hj y hj ′ con j, j ′ ∈ I.

Para cada s ∈ I existe un ciclo de longitud máxima αs de hs de modo que,
dado cualquier par r, t ∈ I con r < t, Oαr ∩ Oht = ∅.

〈hi : i /∈ I〉mueve un conjunto de puntos J(I) con |J(I)| >
∑

i∈[n]−I

2|hi|.

J(I) no contiene puntos de ciclos de longitud máxima de ningún hi con i ∈ I.
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En lo que sigue, vamos a probar que — haciendo algunos cambios en el conjunto de ge-
neradores — podemos extraer un subconjunto bueno de índices I ⊆ {1, . . . ,n}.

Lema 5.2.6: Existe un conjunto de generadores
{
h̃1, . . . , h̃n

}
deAut(P)demodo que∣∣∣h̃i∣∣∣ = |hi| para todo 1 6 i 6 n y tal que existe un subconjunto bueno de índices

I ⊆ {1, . . . ,n} respecto a estos nuevos generadores

Concretamente, vamos a probar por inducción en k que, para todo 0 6 k 6 n + 1, pode-
mos modificar el conjunto de generadores {h1, . . . ,hn} de modo que se siga cumpliendo
〈h1, . . . ,hn〉 = Aut(P) y |hi| = pai para todo 1 6 i 6 n, y existan una familia de subcon-
juntos de {1, . . . ,n}, {A(i)}ki=0 y una familia de subconjuntos del conjunto subyacente de P,
{S(i)}ki=0 cumpliendo cinco hipótesis que llamaremos H1(k),H2(k),H3(k),H4(k) y H5(k);
las describimos más abajo.

Para entendermejor la idea de la demostración, es bueno tener presente que, en la instancia
k de la inducción, vamos a tener dadas las familias {A(i)}ki=0 y {S(i)}ki=0; y nuestro objetivo
será, luego de modificar adecuadamente el conjunto de generadores— pero sin modificar
las familias recién mencionadas —, construir conjuntos A(k + 1) y S(k + 1) para poder
agregarlos a estas familias.

En lo que sigueM(k) es, si existe, el menor índice en A(k) tal que algún ciclo de longitud
máxima de hM(k) tiene puntos involucrados en alguna intersección rara entre ciclos de
dos generadores hi y hi∗ con i, i∗ ∈ A(k) — el conjunto que nos provee el Lema 5.1.1. Si
no existe tal índice, definimosM(k) := n+ 1. Ahora sí, describimos las cinco hipótesis:

Hipótesis H1(k) : Para todo i >M(k) con i ∈ A(k), vale que Ohi ∩
k⋃
r=0

S(r) = ∅.

Hipótesis H2(k) : Para cada 1 6 s < M(k) con s ∈ A(k) existe un ciclo de longitud
máxima αs de hs, de modo que dado cualquier t ∈ A(k) con s < t, Oαs ∩ Oht = ∅.

HipótesisH3(k) : Si i ∈ A(k), no hay puntos de ciclos de longitud máxima de hi que
pertenezcan a

⋃k
r=0 S(r).

Hipótesis H4(k) : Se cumple

∣∣∣∣∣
k⋃
r=0

S(r)

∣∣∣∣∣ > ∑
i/∈A(k)

2|hi|.

Hipótesis H5(k) :M(k) > k.

Vale la pena mencionar que, en la instancia k de la inducción, las modificaciones al con-
junto de generadores las haremos sólo en aquellos hi con i >M(k) e i ∈ A(k).
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Por lo tanto, los ciclos αi con 1 6 i < M(k) e i ∈ A(k) que aparecen en la hipótesis
inductivaH2(k) no serán modificados, y parte de nuestro trabajo será definir ciclos αi con
M(k) 6 i < M(k+ 1) e i ∈ A(k+ 1) en pos de intentar que se cumpla H2(k+ 1).

Demostración. Caso base: Empezamos definiendo

S(0) = ∅ y A(0) = {1, . . . ,n}.

Notar queH1(0),H3(0),H4(0) yH5(0) valen trivialmente y, comoM(0) es elMmencionado
en la Afirmación 5.2.3, ya probamos que también vale H2(0), como indicamos debajo de
la demostración del Lema 5.2.4.

Paso inductivo:

Supongamos que tenemos dados {A(i)}ki=0 y {S(i)}ki=0 de modo que el conjunto de genera-
dores h1, . . . ,hn cumple las hipótesis Hi(k) para cada 1 6 i 6 5.

SiM(k) > k, definimos S(k+ 1) := ∅ y A(k+ 1) := A(k) y no modificamos el conjunto de
generadores. Si no, seráM(k) = k y procedemos de la siguiente manera.

Vamos a definir un valor fijoM := k, el valor actual deM(k).
Lo hacemos porque eventualmente modificaremos el conjunto de generadores permitien-
do que el valor deM(k) se modifique.

En la siguiente afirmación (5.2.7), vamos a probar que ciertas modificaciones en el con-
junto de generadores no afectan la validez de las hipótesis planteadas, salvo la de H2(k).
Sin embargo, mantendrán la validez de una hipótesis más débil que esta última, pero que
nos será igual de útil.

Hipótesis H̃2(k): Para cada 1 6 s < M con s ∈ A(k) existe un ciclo de longitud máxima αs
de hs, de modo que dado cualquier t ∈ A(k) con s < t, Oαs ∩ Oht = ∅.

Notar que es la misma que H2(k) pero cambiandoM(k) — que podría modificarse even-
tualmente — porM que está fijo.
Por otro lado, no sólo se mantendrá la validez de la hipótesisH1(k) sino que, a lo largo de
las modificaciones, se mantendrá la validez de una hipótesis que la implica siM(k) >M.

Hipótesis H̃1(k) : Para todo i >M con i ∈ A(k), vale que Ohi ∩
k⋃
r=0

S(r) = ∅.

Notar que coincide con H1(k) pero cambiandoM(k) porM.
Tener presente que las hipótesis H̃1(k), H̃2(k) yHi(k)para todo i ∈ {3, 4, 5} son actualmente
válidas.
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Afirmación 5.2.7: Si cambiamos en el conjunto de generadores unhr con r ∈ A(k) y r >M
por hr = h−x1

r1
. . .h−xs

rs
hr con r1, . . . , rs ∈ {t ∈ A(k) : t 6= r y t > M}, x1, . . . , xs ∈ N y se

cumple que
∣∣hr∣∣ = |hr|, entonces, luego del cambio, M(k) > M y no se ve afectada la

validez de la hipótesis Hi(k) para ningún i ∈ {3, 4, 5} ni la de H̃1(k) ni la de H̃2(k).

Demostración. Lo primero a destacar es que〈
h1, . . . , ĥr, . . . ,hn

〉
+
〈
hr
〉
= Aut(P)

y que por hipótesis
∣∣hr∣∣ = |hr|, así que el nuevo conjunto de generadores sigue generando,

y siguen ordenados de la misma forma ya que el orden de ese generador se mantiene.

Vale queM(k) >M: Como no modificamos ningún hi con i < M, sabemos que ningún
hi con 1 6 i < M e i ∈ A(k) tiene puntos de ciclos de longitud máxima involucrados en
alguna intersección rara entre un ciclo de hw y un ciclo de hw∗ con w,w∗ < M.
Aplicando el Lema 5.1.23 para cada 1 6 t < M con t ∈ A(k), tomando f0 = ht y
{f1, . . . , fm} = {hr : r >M y r ∈ A(k)} nos aseguramos que, si 1 6 i < M e i ∈ A(k), hi no
tiene puntos de ciclos de longitud máxima involucrados en alguna intersección rara entre
un ciclo de hw y un ciclo de hw∗ con w,w∗ ∈ A(k) y, o bien w > M, o bien w∗ > M, o
ambas.

Vale H̃1(k): Llamando temporalmenteΛ = {t ∈ A(k) : t >M}, la hipótesis H̃1(k)— antes
de la modificación — nos decía que

(⋃
i∈ΛOhi

)
∩
⋃k
i=0 S(i) = ∅.

Como Ohr ⊆
⋃s
i=1 Ohri ∪ Ohr ⊆

⋃
i∈ΛOhi y no modificamos ningún otro generador, po-

demos asegurar que luego de redefinir hr como hr, valdrá Oht ∩
⋃k
i=0 S(i) = ∅ para todo

t ∈ Λ; por lo que sigue valiendo H̃1(k).

Vale H̃2(k): Se deduce de que valía H̃2(k) antes de la modificación, y de que sólo modifi-
camos un hr cambiándolo por un hr que cumple Ohr ⊆

⋃
i∈ΛOhi (y por H̃2(k) esta unión

era disjunta con Oαi para todo i ∈ A(k) con i < M).

Vale H3(k): Previo a la modificación valía H3(k); y el único generador modificado fue hr.
Como ya vimos que Ohr ∩

⋃k
i=0 S(i) = ∅, podemos afirmar que sigue valiendo H3(k).

Vale H4(k): Esto se verifica trivialmente, ya que no modificamos A(k), ni los hi con i /∈
A(k), ni los conjuntos S(i) para ningún 0 6 i 6 k.

Vale H5(k): Esto vale porqueM(k) >M > k. �

Por definición deM, algún cicloβM de longitudmáxima de hM tiene puntos involucrados
en alguna intersección rara entre un ciclo η1 de hw y un ciclo η2 de hw∗ para algún par
w,w∗ ∈ A(k).
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Si alguno de los dos ciclos, η1 o η2, tiene orden mayor o igual a paM , llamaremos S ′(k) al
conjunto de puntos compartidos en cuestión, por el Corolario 5.1.6, valdrá |S ′(k)| > paM+1.

Si ambos ciclos, η1 y η2, tienen orden menor a paM , una aplicación del Lema 5.1.21 nos
dice que βM tiene intersección rara con algún ciclo δ de hw o de hw∗; y en ese caso lla-
mamos S ′(k) al conjunto de puntos compartidos que nos provee el Lema 5.1.1 aplicado
a la intersección entre βM y δ, el primero como ciclo de hM y el segundo como ciclo de
hw o h∗w, según corresponda. Por el Corolario 5.1.6, nuevamente podríamos asegurar que
|S ′(k)| > paM+1.

Sean hi1 , . . . ,him , con ia < ib si a < b, todos los generadores ht con t ∈ A(k) que cumplen
Oht ∩ S ′(k) 6= ∅ — que, como S ′(k) es un conjunto de puntos compartidos, por el Lema
5.1.20 cumplirán S ′(k) ⊆ Oht . Llamamos j al subíndice que cumple hij = hM.

Afirmación 5.2.8: Haciendo cambios en el conjunto de generadores, podemos suponer
que para todo s > j y todo ρ ciclo de longitud máxima de hM con Oρ ∩ S ′(k) 6= ∅, existe
un ciclo ρ ′ de his con Oρ ′ ∩ S ′(k) 6= ∅ de modo que ρ y ρ ′ tienen intersección rara.

Demostración. Tomamos un ciclo ρ de longitud máxima de hM con Oρ ∩ S ′(k) 6= ∅ y con-
sideramos, si existe, un generador his con s > j. Como S ′(k) ⊆ Ohis , existe un ciclo ρ ′ de
his de modo que Oρ ∩ Oρ ′ 6= ∅; llamaremos a su tamaño |ρ ′| = pN.
Supongamos que ρ y ρ ′ no tienen intersección rara.
En ese caso, como |ρ| = |hM| > |his | > |ρ ′|, por el Corolario 5.1.8 aplicado a la intersección
entre ρ y ρ ′ como ciclos de hM y his respectivamente, podemos afirmar que his = ρxh ′is
con h ′is una permutación disjunta con ρ y x = dpaM−N conmcd(d,p) = 1.
Dicho esto, definiendo his = h−x

M his podemos observar que〈
h1, . . . , ĥis , . . .hn

〉
+
〈
his
〉
= Aut(P).

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que
∣∣his∣∣ < |his | y,

como G es abeliano y |hM| = paM ,

|h−x
M his | 6 mcm (|h−x

M | , |his |) = mcm
(
pN,pais

)
= pais = |his | .

Por lo tanto,
∣∣his∣∣ = |h−x

M his | = |his |.
Gracias a la Afirmación 5.2.7, esto nos dice que podemos redefinir a his como his .
Por último, podemos afirmar que S ′(k) ∩ Ohis = ∅; de darse lo contrario, gracias al Lema
5.1.20 sería S ′(k) ⊆ Ohis , lo cuál es absurdo porque Oρ ∩ S ′(k) 6= ∅ y his deja fijos a todos
los puntos de ρ. Luego, redefinimos his como his y este nuevo generador ya no pertenece
al subconjunto en cuestión. �
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A partir de ahora, vamos a suponer que se cumplen las condiciones de la afirmación an-
terior.
Si, luego de los cambios, se cumple que j = m, definimos S(k + 1) := S ′(k) y A(k + 1) :=
A(k)− {ij}. Veremos luego, junto con el otro caso, que de esta forma se satisfacen las cinco
hipótesis requeridas.

En cambio, si luego de los cambios de la Afirmación 5.2.8 termina siendom > j, significa
que existen un ciclo ρ de longitud máxima de hM con Oρ ∩ S ′(k) 6= ∅ y un ciclo ρ ′ de him
con Oρ ′ ∩ S ′(k) 6= ∅ tales que ρ y ρ ′ tienen intersección rara. Llamamos S ′′(k) al conjunto
de puntos compartidos y notamos que S ′(k) ∩ S ′′(k) 6= ∅ y que |S ′′(k)| > paM+1 gracias al
Corolario 5.1.6.

Afirmación 5.2.9: Podemos afirmar, salvo modificaciones, que existe un conjunto T de
puntos de P con T ⊆ Ohir para todo j 6 r 6 m y |T | > pm−j−1|S ′′(k)| > paM+m−j y,
además, que ningún otro generador hr con r ∈ A(k) y r /∈ {i1, . . . , im} cumple Ohr ∩ T 6= ∅.

Demostración. Vamos a probar por inducción invertida en R que para todo j + 1 6 R 6 m
podemos afirmar, salvomodificaciones, que hij y him ,him−1 , . . . ,hiR comparten un conjun-
to de puntos TR de modo que:

(1) Para todo r ∈ {j,m,m− 1, . . . ,R} podemos escribir hir = γ
(r)
TR
h ′ir con γ

(r)
TR

un desarre-
glo de los puntos de TR que es producto de plr− ciclos de hir para algún lr ∈ N y h ′ir
una permutación disjunta con TR.

(2) S ′′(k) ⊆ TR y |TR| > pm−R|S ′′(k)| > paM+m−R+1.

(3) La acción de
〈
γ
(j)
TR
,γ(m)
TR

,γ(m−1)
TR

. . . ,γ(R)
TR

〉
—como permutaciones en el conjunto sub-

yacente de P — restringida a TR es transitiva.

(4) Ningún generador hr con r ∈ A(k) y r /∈ {i1, . . . , im} cumple Ohr ∩ TR 6= ∅.

Caso base R = m:
Empezamos definiendo Tm := S ′′(k) que es el conjunto de puntos compartidos que pro-
viene de la intersección rara entre un ciclo de hM = hij y uno de him .
En este caso TR = S ′′(k), γ(j)

S ′′(k) es el producto de todos los ciclos de hij que tienen sus
puntos contenidos en S ′′(k) y γ(m)

S ′′(k) es el producto de todos los ciclos de him que tienen
sus puntos contenidos en S ′′(k).

Paso inductivo:
Supongamos que hij y him ,him−1 , . . . ,hiR comparten un conjunto TR cumpliendo las cuatro
condiciones antes mencionadas.
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Tomamos un ciclo δR−1 en hiR−1 que cumpla OδR−1 ∩ S ′(k) 6= ∅ y OδR−1 ∩ S ′′(k) 6= ∅, que
existe pues S ′(k)∩S ′′(k) 6= ∅ y S ′(k) ⊆ OhiR−1

. Llamaremos TR−1 al conjunto que nos provee
el Corolario 5.1.16 al aplicarlo con este ciclo δR−1 de hiR−1 , el conjunto TR y los elementos
hij ,him , . . . ,hiR , que cumplirá S ′′(k) ⊆ TR ⊆ TR−1.
Ahora, para cada r ∈ {j,m,m − 1, . . . ,R − 1}, podemos escribir hir = γ

(r)
TR−1

h ′is con γ
(r)
TR−1

un desarreglo de los puntos de TR−1, producto de plr−ciclos para algún lr ∈ N y h ′is una
permutación disjunta con TR−1. Y la acción de

〈
γ
(j)
TR−1

,γ(m)
TR−1

,γ(m−1)
TR−1

. . . ,γ(R−1)
TR−1

〉
como per-

mutaciones en el conjunto subyacente de P restringida a TR−1 es transitiva.
Como vamos a trabajar con exponentes, con el fin de no sobrecargar la notación vamos a
nombrar temporalmente Sr = γ(r)

TR−1
.

Si SR−1 /∈ 〈Sj,Sm, . . . ,SR〉, por el Corolario 5.1.16, |TR−1| > pm−1−(R−1)+1|S ′′(k)|.
Además, ningún otro generador hr con r ∈ A(k) y r /∈ {i1, . . . , im} cumple Ohr ∩ TR−1 6= ∅,
ya que de lo contrario, por el Corolario 5.1.16, TR−1 ⊆ Ohr , lo cuál no puede ocurrir pues
S ′(k) ∩ TR−1 6= ∅ y sabemos que hr deja fijos todos los puntos de S ′(k) por ser r ∈ A(k) y
r /∈ {i1, . . . , im}. Esto completaría el paso inductivo.

Si SR−1 ∈ 〈Sj,Sm, . . . ,SR〉, vamos a ver que podemos cambiar al generador hiR−1 por otro
generador que deje fijos todos los puntos de S ′(k) — y por lo tanto no pertenecería al
subconjunto de generadores con el que estamos trabajando — y volveremos a considerar
el conjunto TR y los elementos hi1 , . . . ,hiR para realizar desde el comienzo este mismo
proceso pero, en vez de con hiR−1 , con hiR−2 que es el siguiente generador en la lista.

Para ver eso, empecemos notando que existen {r1, . . . , rs} ⊆ {j,m,m− 1, . . . ,R} tales que

SR−1 = S
x1
r1
· · ·Sxsrs

para algunos x1, . . . , xs ∈ N con 1 6 xi < plri para todo 1 6 i 6 s.
Sean {g1, . . . ,gt} ⊆ {hir1 , . . . ,hirs } todos los generadores de ese conjunto que sean distintos
de hij e y1, . . . ,yt definidos de forma que yw = xw ′ si y sólo si gw = hiw ′ .
Definiendo hiR−1 = g

−y1
1 · · ·g−ytt hiR−1 , podemos observar que〈

h1, . . . , ĥiR−1 , . . . ,hn
〉
+
〈
hiR−1

〉
= Aut(P).

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que
∣∣hiR−1

∣∣ < ∣∣hiR−1

∣∣.
Además, como los órdenes de los generadores son potencias de p y G es abeliano,∣∣hiR−1

∣∣ 6 mcm (∣∣g−y1
1
∣∣ , . . . , ∣∣g−ytt

∣∣ , ∣∣hiR−1

∣∣) 6 ∣∣hiR−1

∣∣ ,
ya que |g1|, . . . , |gt| 6

∣∣hiR−1

∣∣ por ser {g1, . . . ,gt} ⊆ {hiR , . . . ,him}.
Por lo tanto,

∣∣hiR−1

∣∣ = ∣∣hiR−1

∣∣.
Si hij /∈ {hir1 , . . . ,hirs } entonces hiR−1 es una permutación disjunta con TR−1.
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Si no, observemos que será hiR−1 = S
x
j h
′′
iR−1

para algún 1 6 x < plj , con h ′′iR−1
una permuta-

ción disjunta con TR−1. Tomamos un ciclo γ de longitud máxima de hij con Oγ ⊆ S ′′(k) ⊆
TR−1 (podemos por cómo está definido S ′′(k)), y notemos que no puede tener intersección
rara con ningún ciclo de hiR−1 ya que podemos escribir hiR−1 = γ

xq con q una permutación
disjunta con γ; pues γ es, en particular, un ciclo contenido en Sj.
De hecho, por la Observación 5.2.2 aplicada a hij ,hiR−1 y γx, debe ser x = dpaM−y con
mcd(d,p) = 1, siendo py 6

∣∣hiR−1

∣∣ = ∣∣hiR−1

∣∣ el orden de los ciclos contenidos en γx.

Dicho esto, definiendo hiR−1 = h
−x
M hiR−1 , podemos observar que〈

h1, . . . , ĥiR−1 , . . .hn
〉
+
〈
hiR−1

〉
' Aut(P).

Mirando la cardinalidad a ambos lados, vemos que no puede ocurrir que
∣∣∣hiR−1

∣∣∣ < ∣∣hiR−1

∣∣
y, como G es abeliano y |hM| = paM ,∣∣h−x

M hiR−1

∣∣ 6 mcm (|h−x
M | ,

∣∣hiR−1

∣∣) = mcm (py,paiR−1 ) = paiR−1 =
∣∣hiR−1

∣∣ .
Por lo tanto,

∣∣∣hiR−1

∣∣∣ = ∣∣h−x
M hiR−1

∣∣ = ∣∣hiR−1

∣∣. Por último, notar que gracias al Lema 5.1.20
podemos afirmar que S ′′(k)∩O

hiR−1
= ∅, ya que de lo contrario sería Oγ ⊆ S ′′(k) ⊆ O

hiR−1
,

lo cuál es absurdo porque hiR−1 deja fijos a todos los puntos de γ.

Por lo tanto, en ambos casos, la Afirmación 5.2.7 nos dice que podemos redefinir a hiR−1

como hiR−1 o hiR−1 respectivamente.
Una vez hecho el cambio, como ahora hiR−1 es disjunto con S ′(k), volvemos a considerar
el conjunto TR y los elementos hi1 , . . . ,hiR para realizar desde el comienzo este mismo
proceso pero, en vez de con hiR−1 , con hiR−2 .

Ahora sí, esto completa el paso inductivo.

Para concluír el resultado de la afirmación, basta con tomar T = Tj+1. �

Definimos entonces S(k+ 1) := T y A(k+ 1) := A(k) − {ir ∈ A(k) : j 6 r 6 m} ( A(k).
Si cuando j = m definimos artificialmente T = S ′(k) entonces esta definición coincide con
la que ya dimos para dicho caso, por lo que podemos tratarlas como una única definición.

También notar queM(k + 1) > M ya que, como sólo eliminamos índices de A(k), debe
suceder queM(k+ 1) >M(k) >M, peroM /∈ A(k+ 1).
Una consecuencia de esto es queM(k+ 1) >M+ 1 = k+ 1, que implica H5(k+ 1).
Por cómo definimos A(k+ 1), es Oht ∩ S(k+ 1) = ∅ para todo t >M tal que t ∈ A(k+ 1).
Como vale H̃1(k) yM(k + 1) > M, esto implica H1(k + 1); nos será de utilidad recordar
que sigue valiendo H̃1(k).
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Por otro lado, sim− j > 0, como p > 5 tenemos que

|S(k+ 1)| > paM+m−j = pm−j · paM > 2(m− j+ 1) · paM >
m∑
r=j

2|hir |

Y sim = j

|S(k+ 1)| = |S ′(k)| > paM+1 > 2paM = 2|hM|

por lo que podemos recolectar 2|hir | puntos para cada hir con j 6 r 6 m.
También podemos observar que

S(k+ 1) ∩
k⋃
i=1

S(i) = ∅

ya que vale H̃1(k) y S(k+ 1) ⊆ OhM . Esto y la cota anterior nos aseguran que∣∣∣∣∣
k+1⋃
i=1

S(i)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
k⋃
i=1

S(i)

∣∣∣∣∣+ |S(k+ 1)| >
∑
i/∈A(k)

2|hi|+
∑

i∈(A(k)−A(k+1))

2|hi| =
∑

i/∈A(k+1)

2|hi|,

por lo que vale H4(k+ 1).

Notar que, si r ∈ {1, . . . , j − 1}, hir no contiene ciclos de longitud máxima δ que cumplan
Oδ ∩ S(k + 1) 6= ∅. Si así fuese, habría un ciclo δ ′ de hM con Oδ ′ ⊆ S(k + 1) tal que
Oδ∩Oδ ′ 6= ∅ y, por el Corolario 5.1.16, podríamos escribir hir = γFh ′ir con γF un desarreglo
de los puntos de un conjunto F ⊇ S(k + 1) que es producto de par−ciclos (por ser δ uno
de ellos y |δ| = par); y h ′ir una permutación disjunta con F. Esto no puede ocurrir ya que,
como S ′(k) ∩ S(k + 1) 6= ∅, existiría un ciclo δ ′′ de longitud máxima de hir que cumpla
Oδ ′′ ∩ S ′(k) 6= ∅; pero eso es absurdo por la definición del índice j.

Estos son los únicos generadores hi con i ∈ A(k+ 1) que cumplen Ohi ∩ S(k+ 1) 6= ∅, así
que lo recién probado junto a la validez de H3(k) nos asegura que se cumple H3(k+ 1).

Finalmente, consideramos el conjunto

{ht : t ∈ A(k+ 1) y t >M} = {ht1 , . . . ,htd} con |hts | >
∣∣hts ′ ∣∣ si s 6 s ′.

Para cada ht en el conjunto, tomamos un ciclo de longitud máxima de ht que llamaremos
ηt y vamos a realizar un procedimiento análogo al de la Afirmación 5.2.3.

Para cada 1 6 r 6 d, empezando por r = 1 y siguiendo en orden creciente, realizamos
el siguiente proceso: si r∗ > r y htr∗ contiene la potencia ηkrtr (supondremos kr reducido
módulo |ηkr |), definimos htr∗ = h

−kr
tr
htr∗ . Veamos que vale

∣∣htr∗ ∣∣ = |htr∗ |.
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En efecto, cualquier ciclo δ contenido en ηkrtr cumple Oδ ⊆ Oηtr y |δ| = pN 6 patr∗ para
algúnN, así que laObservación 5.2.2 aplicada ahtr ,htr∗ ,ηtr y kr nos dice que kr = dpatr−N

conmcd(d,p) = 1. Como G es abeliano y |hr| = p
atr ,∣∣h−kr

tr
htr∗

∣∣ 6 mcm (∣∣h−kr
tr

∣∣ , |htr∗ |) = mcm (pN,patr∗ ) = patr∗ = |htr∗ | .

Como
〈
h1, . . . , ĥtr∗ , . . . ,hn

〉
+
〈
htr∗

〉
= Aut(P), no puede ocurrir que

∣∣htr∗ ∣∣ < |htr∗ | ya que,
si así fuese, lo anterior sería falso por un argumento de cardinalidad.
Por lo tanto

∣∣htr∗ ∣∣ = |htr∗ |. Dicho esto, cambiamos al generador htr∗ por htr∗ .

Observación 5.2.10: Luego de cada uno de estos cambios, sigue valiendoM(k+ 1) > M.

En efecto, como no modificamos ningún hi con i < M, sabemos que ningún hi con 1 6
i < M e i ∈ A(k + 1) tiene puntos de ciclos de longitud máxima involucrados en alguna
intersección rara entre un ciclo de hw y un ciclo de hw∗ con w,w∗ < M.
Aplicando reiteradas veces el Lema 5.1.23 — para cada cambio, una aplicación por cada
t < M con t ∈ A(k + 1), siguiendo la notación anterior, tomando f0 = ht, f1 = htr y
f2 = htr∗ — nos aseguramos que, si 1 6 i < M e i ∈ A(k+ 1), hi no tiene puntos de ciclos
de longitud máxima involucrados en alguna intersección rara entre un ciclo de hw y un
ciclo de hw∗ con w,w∗ ∈ A(k+ 1) y, o bien w >M, o bien w∗ >M, o ambas.

Para cadaM 6 i < M(k+ 1) con i ∈ A(k+ 1) definimos αi = ηi.
Gracias a los cambios hechos y al Lema 5.2.4 podemos asegurar que dado cualquier par
i, t ∈ A(k + 1) conM 6 i < M(k + 1) e i < t, Oαi ∩ Oht = ∅. Esto sumado a la validez de
H̃2(k) nos asegura que vale H2(k+ 1).
Sin embargo, resta chequear que luego de estos cambios se siguen cumpliendo las hipó-
tesis Hi(k+ 1) para i ∈ {1, 3, 4, 5}.

Afirmación 5.2.11: Luego de cada uno de estos cambios, siguen valiendo las hipótesis
Hi(k+ 1) con i ∈ {1, 3, 4, 5}.

Demostración. En lo que sigue, tener presente queM(k+ 1) > M.

Vale H1(k + 1): Llamando temporalmente Λ = {t ∈ A(k + 1) : t > M}, como A(k +

1) ⊆ A(k), la hipótesis H̃1(k) — antes de la modificación — nos decía que
(⋃

i∈ΛOhi
)
∩⋃k+1

i=0 S(i) = ∅. ComoOhtr∗ ⊆ Ohtr∗ ∪Ohtr ⊆
⋃
i∈ΛOhi y nomodificamos ningún otro gene-

rador, podemos asegurar que luego de redefinir htr∗ como htr∗ , valdrá Oht ∩
⋃k+1
i=0 S(i) = ∅

para todo t ∈ Λ. ComoM(k+ 1) > M, {t ∈ A(k+ 1) : t >M(k+ 1)} ⊆ Λ, por lo que sigue
valiendo H1(k+ 1).

ValeH3(k+ 1): Previo a la modificación valíaH3(k+ 1); y el único generador modificado
fue htr∗ . Como ya vimos que Ohtr∗ ∩

⋃k+1
i=0 S(i) = ∅, podemos afirmar que sigue valiendo

H3(k+ 1).
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Vale H4(k + 1): Esto se verifica trivialmente, ya que no modificamos A(k + 1), ni los hi
con i /∈ A(k+ 1), ni los conjuntos S(i) para ningún 0 6 i 6 k+ 1.

Vale H5(k+ 1): ComoM(k+ 1) > M, sigue valiendo queM(k+ 1) > k+ 1. �

Para terminar con la demostración, basta con tomar I = A(n+ 1) y J =
n+1⋃
i=1

S(i). �

5.3 Entendiendo las intersecciones no raras

Aplicamos el Lema 5.2.6 para obtener un subconjunto bueno A ⊆ {1, 2, . . . ,n}.
Si A = ∅ entonces no hay nada que hacer, habremos probado el resultado del teorema ya
que |J(A)| >

∑
i∈JnK 2pai . En lo que sigue, asumiremos A 6= ∅.

Vamos a analizar qué pasa con los puntos de P que no deja fijos el subgrupo 〈hj〉j∈A.

Por comodidad, llamaremos g1, . . . ,gN a los generadores hj tales que j ∈ A, y para cada
1 6 i 6 N, si gi = hj, nos permitiremos hacer el abuso de notación de renombrar como
αi al ciclo αj. Los asumiremos ordenados, de forma que |gi| > |gj| si i 6 j.
Vamos a denotar |gi| = pci . Respecto a los órdenes de los generadores, la única hipótesis
que necesitamos en esta sección es |gi| 6= 2 para todo 1 6 i 6 N, que se cumple amplia-
mente si pedimos p > 5 para ser consistentes con la sección anterior.

Para hacer más amena la notación en esta sección, vamos a usar con frecuencia una frase
cuyo significado podría no quedar claro, así que lo explicamos en la siguiente definición.

Definición 5.3.1: Dado 1 6 i 6 N y un ciclo α de gi, vamos a decir que no hay
intersecciones raras involucrando puntos de α si no existe ningún par 1 6 r, r∗ 6 N tal
que un ciclo de gr y un ciclo de gr∗ tienen intersección rara con conjunto de puntos
compartidos S y Oα ∩ S 6= ∅.

En particular, vamos a decir que no hay intersecciones raras involucrando puntos de ciclos de
longitud máxima para referirnos a que no hay intersecciones raras involucrando puntos de
algún ciclo de longitud máxima β de gi para ningún 1 6 i 6 N; que se cumple por ser A
un subconjunto bueno. Pasamos a hacer otras observaciones importantes.

Observación 5.3.2: Dados 1 6 i, j 6 N, si un ciclo βi de gi cumpleOβi∩Ogj 6= ∅, entonces
Oβi ⊆ Ogj .
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En efecto, si Oβi ∩ Ogj 6= ∅, debe existir un ciclo βj de gj tal que Oβi ∩ Oβj 6= ∅. Si S es el
conjunto de puntos compartidos que provee el Lema 5.1.1 aplicado a la intersección entre
βi y βj como ciclos de gi y gj respectivamente, tenemos Oβi ⊆ S ⊆ Ogj , como queríamos.

Observación 5.3.3: Sean 1 6 i, j 6 N. Si δ es un ciclo de gi, β un ciclo de longitudmáxima
de gj y Oδ ∩ Oβ 6= ∅, entonces todos los puntos de δ pertenecen a algún ciclo de longitud
máxima de gj y, por lo tanto, no hay intersecciones raras involucrando puntos de δ.

En efecto, teniendo en cuenta que no hay intersecciones raras involucrando puntos de
ciclos de longitud máxima, esto es una consecuencia del Lema 5.1.11 aplicado a la inter-
sección entre δ y β como ciclos de gi y gj respectivamente.

Observación 5.3.4: Para cada par 1 6 i < j 6 N o bien gi contiene una potencia de αj o
bien sucede que Oαj ∩ Ogi = ∅ o bien existe un ciclo γi,j de gi de longitud pk > pcj+1 y
pcj−ciclos αj = αi,1, . . . ,αi,pk−cj contenidos en gj tales que:

p
k−cj∏
r=1

αi,r = γ
m
i,j

para algúnm ∈ N tal que p | m.

En efecto, como no hay intersecciones raras involucrando ciclos de longitud máxima, si gi
no contiene potencias de αj, el resultado es una consecuencia directa del Lema 5.1.1 y el
Corolario 5.1.8 aplicado a la intersección entre αj como ciclo de gj y algún ciclo de gi que
comparta puntos con αj.

Motivados por esta observación y para hacer más amena la redacción de la solución, ha-
cemos la siguiente definición:

Definición 5.3.5: A los ciclos γi,j que se generan cada vez que Oαj ∩ Oβi 6= ∅ para
algún par 1 6 i < j 6 n y βi un ciclo de gi de longitud mayor a la de αj, los
llamaremos ciclos de tipo γ

Como Oαj ⊆ Oγi,j para cualquier par 1 6 i < j 6 N, por la Observación 5.3.3 sabemos que
no hay intersecciones raras involucrando puntos de ciclos de tipo γ. Además, se cumple
Oγi,j ∩ Ogs = ∅ para todo s > j, ya que de lo contrario por la Observación 5.3.2 sería
Oαj ⊆ Oγi,j ⊆ Ogs , contradiciendo la segunda condición de conjunto bueno.

Observación 5.3.6: Dado un ciclo de tipo γ, digamos γi1,j1 , este es disjunto con γi2,j2 para
todo 1 6 i2 6 n y j1 6= j2. Además, γi1,j1 es disjunto con αt para todo t 6= j1.
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Sin pérdida de la generalidad asumamos que j1 < j2 y supongamos queOγi1,j1 ∩Oγi2,j2 6= ∅.
Como Oγi2,j2 ∩Ogj2 6= ∅, por la Observación 5.3.2 sabemos que Oγi2,j2 ⊆ Ogj2 . Esto nos dice
que Oγi1,j1 ∩ Ogj2 6= ∅ y, nuevamente por la Observación 5.3.2, Oγi1,j1 ⊆ Ogj2 . En particular,
Oαj1 ⊆ Oγi1,j1 ⊆ Ogj2 ; pero esto contradice la segunda condición de conjunto bueno, ya que
j2 > j1. Llegamos a un absurdo, lo que prueba la primera parte de la observación.
La segunda parte es similar, supongamos que existe t 6= j1 tal que Oγi1,j1 ∩ Oαt 6= ∅.
Si t < j1, comoOγi1,j1 ⊆ Ogj1 , se cumpleOαt∩Ogj1 6= ∅, que contradice la segunda condición
de conjunto bueno.
Si t > j1, como αt es un ciclo de gt, la Observación 5.3.2 nos dice que Oγi1,j1 ⊆ Ogt ; esto
implica que Oαj1 ⊆ Oγi1,j1 ⊆ Ogt , lo que contradice la segunda condición de conjunto
bueno. Llegamos a una contradicción, probando la segunda parte de la observación.

El siguiente resultado es trivial bajo la hipótesis dep > 5, ya queAut(P) no puede contener
elementos de orden par por ser un grupo de orden impar. Sin embargo, con esperanzas de
una futura reutilización de estas ideas para p = 2 y 3, hacemos la siguiente observación.

Observación 5.3.7: No existen trasposiciones τ = (a b) ∈ Aut(P) con a,b ∈ Oβ para
algún ciclo β que no sea una trasposición y esté contenido en gi para algún 1 6 i 6 N.

Sea τ = (a b) ∈ Aut(P) tal que a,b ∈ Oβ para algún ciclo β que no sea una trasposición
y esté contenido en gi para algún 1 6 i 6 N. Consideramos S el conjunto de puntos
compartidos que nos provee el Lema 5.1.1 aplicado a la intersección entre β y τ como
ciclos de gi y τ respectivamente. Como S ⊆ Oτ y |S| > |Oβ| > 2, llegamos a un absurdo.

En particular, como |αi| = |gi| 6= 2 para todo 1 6 i 6 N, no existen trasposiciones
τ ∈ Aut(P) que intercambien dos puntos de αi. Más aún, como todo ciclo de tipo γ tiene
orden mayor que αi para algún 1 6 i 6 N, no existen trasposiciones τ ∈ Aut(P) que
intercambien dos puntos de un ciclo de tipo γ.

Antes de pasar a probar una proposición, necesitamos hacer la siguiente definición:

Definición 5.3.8: Dado 1 6 j 6 N, diremos que un ciclo η de gj es un ciclo dominante
si para todo t > j, η es disjunto con todos los ciclos de gt de longitud mayor o igual
que la de η y para todo t < j, η es disjunto con todos los ciclos de gt de longitud
mayor que la de η.

Observación 5.3.9: Sean 1 6 i < j 6 N, y sean ηi y ηj un ciclo dominante de gi y un ciclo
dominante de gj respectivamente. Entonces Oηi ∩ Oηj = ∅.

En efecto, supongamos que Oηi ∩ Oηj 6= ∅. Si |ηi| > |ηj|, llegamos a un absurdo por ser ηj
ciclo dominante de gj. Luego |ηi| 6 |ηj|, pero es absurdo por ser ηi ciclo dominante de gi.
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Dicho esto, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado por inducción en i:

Lema 5.3.10: Para todo 1 6 i 6 N el complemento de los puntos fijos de la acción
del subgrupo 〈gj : j > i〉 6 Aut(P) tiene al menos

N∑
j=i

2pcj

puntos. Más aún, ninguno de estos puntos pertenece a J(A).

Demostración. Vamos a probar por inducción invertida en i, empezando por i = N + 1 y
yendo en orden decreciente, que para todo 1 6 i 6 N+ 1 podemos conseguir un conjunto
C(i) de puntos de P que cumpla las siguientes condiciones:

(1) |C(i)| >
N∑
k=i

2pck .

(2) Si j < i 6 r y γj,r es un ciclo dominante de tipo γ de gj,
∣∣Oγj,r ∩ C(i)∣∣ 6 2pcr .

(3) Si j < i y εj es un ciclo dominante de gj que no es de tipo γ, Oεj ∩ C(i) = ∅.

(4) C(i) ∩ J(A) = ∅.

(5) Si i 6 n, C(i+ 1) ⊆ C(i).

(6) Si x ∈ C(i), entonces x ∈ Oε para algún ciclo dominante ε con Oε ⊆ Ogr para algún
i 6 r 6 N. Notar que ε no es necesariamente un ciclo de gr.

Nuestro caso base será cuando i = N+ 1, en cuyo caso definimos C(N+ 1) = ∅ y cumple
las seis hipótesis trivialmente.

Ahora vamos a realizar el paso inductivo. Dado s ∈ N, supongamos que tenemos defini-
do C(i) para todo i > s + 1, cumpliendo las seis propiedades descriptas anteriormente.
Veamos que podemos definir C(s) de modo que cumpla las seis propiedades.

Caso 1: Si αs no es dominante.

Como no comparte puntos con ciclos de gt ′ para ningún t ′ > s, debe existir un t < s tal
que αs tiene intersección no vacía con algún ciclo de gt de longitud mayor que pcs , o sea,
un ciclo de tipo γ.

Observación 5.3.11: Existe un ciclo dominante γd,s de tipo γ para algún d < s.
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Recordemos que, para cualquier 1 6 r 6 N, si un ciclo de gr tiene longitud mayor a la de
αs y tiene intersección no vacía con αs, entonces es un ciclo de tipo γ.
Sean γt1,s, . . . ,γtk,s todos los ciclos de tipo γ que tienen intersección no vacía con αs y
consideramos w = máx{|γtr,s| : 1 6 r 6 k} y d = máx{tr : |γtr,s| = w}.
No es difícil observar que γd,s es un ciclo dominante de tipo γ: si para algún 1 6 r 6 N
existe un ciclo βr de gr de longitud mayor o igual que la de γd,s tal que Oβr ∩ Oγd,s 6= ∅
entonces, como no hay intersecciones raras involucrando puntos de γd,s, por el Corolario
5.1.8 aplicado a la intersección entre γd,s y βr como ciclos de gd y gr, tendríamos que
Oγd,s ⊆ Oβr , y entonces Oαs ⊆ Oβr .
Luego, como |βr| > |γd,s| > |αs|, βr debe ser un ciclo de tipo γ que tenga intersección no
vacía con αs. Si |βr| > |γd,s|, es absurdo por definición de γd,s; así que |βr| = |γd,s|, pero
por definición de γd,s es r < d, así que γd,s es dominante.

Por definición, γd,s tendrá longitud al menos pcs+1 > 2pcs y, por la Observación 5.3.4,
cumplirá Oγd,s ⊆ Ogs . Gracias a esto, podemos definir C(s) = C(s + 1) ∪ D donde D es
cualquier subconjunto de Oγs,d de cardinal 2pcs . Veamos que cumple las seis condiciones:

(1) ComoOαs∩
⋃N
j=s+1Ogj = ∅, por laObservación 5.3.2 tenemos queOγd,s∩

⋃N
j=s+1 Ogj =

∅ y en particularD∩
⋃N
j=s+1 Ogj = ∅. Por lo tanto, comopor la condición 6 con i = s+1

es C(s+ 1) ⊆
⋃N
j=s+1Ogj ,

|C(s+ 1) ∪D| = |C(s+ 1)|+ |D| =

N∑
j=s

2pcj .

(2) Dado γj,r con j < s 6 r, sabemos que |Oγj,r ∩ C(s + 1)| 6 2pcr si r > s + 1 por
la condición 2 con i = s + 1, y además |Oγj,s ∩ D| = ∅ si j 6= d ya que los ciclos
de tipo γ son disjuntos dos a dos como observamos en 5.3.6. Por último notar que
|Oγd,s ∩ D| = 2pcs y γd,s ∩ C(s + 1) = ∅ por ser γd,s dominante — y por lo tanto
disjunto con los demás ciclos dominantes — y la condición 6 con i = s+ 1.

(3) ComoD no contiene puntos de ciclos dominantes que no sean de tipo γ por ser γd,s
disjunto con los demás ciclos dominantes, esta propiedad — que se cumple para
i = s+ 1 — se mantiene para i = s.

(4) No hay puntos de ciclos de longitud máxima de ningún gr con 1 6 r 6 N en J(A),
por lo que, gracias a la Observación 5.3.3, Oγd,s ∩ J(A) = ∅. Por la condición 4 en
i = s+ 1, C(s+ 1) ∩ J(A) = ∅.

(5) C(s+ 1) ⊆ C(s+ 1) ∪D.

(6) Todos los puntos de D pertenecen a γd,s que es dominante, de tipo γ y Oγd,s ⊆ Ogs ,
y la condición 6 con i = s+ 1 nos dice que los puntos de C(s+ 1) también cumplen.
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Esto completa el paso inductivo en el Caso 1.

Caso 2: Si αs es un ciclo dominante de gs.

En esta situación, αs no interseca con ciclos de tipo γ. Sólo necesitamos recolectar los pcs
puntos que faltan usando puntos de otros ciclos dominantes.

Observación 5.3.12: Dado 1 6 r 6 N, gr contiene al menos un ciclo de longitud máxima
distinto de αs.

Si no fuese así, la acción de 〈gpcr−1
r 〉 enP deja fijos todos los puntos excepto los deαs. Como

los puntos de αs forman una anticadena, esto implica que para todo x ∈ Oαs

P<x = P
<g

pcr−1
r x

y P>x = P
>g

pcr−1
r x

y por lo tanto existe un automorfismo de P que intercambia dos puntos de αs, contradi-
ciendo la Observación 5.3.7.

Afirmación 5.3.13: Debe existir al menos un ciclo dominante de longitud máxima en gs
distinto de αs.

Demostración. Llamemosβ1, . . . ,βms
a los ciclos de longitudmáxima de gs distintos deαs.

Ahora supongamos, a modo de contradicción, que para todo 1 6 r 6 ms sucede que βr
tiene intersección no vacía con algún ciclo de longitud más grande ηr de gtr para algún
tr 6= s o bien con un ciclo de igual longitud ηr de gtr para algún tr > s.

Para lo que sigue será importante notar que no hay intersecciones raras involucrando pun-
tos de ningún βr por ser de longitudmáxima. Vamos a probar que, para cada uno de estos
ciclos, todos sus puntos se relacionan de la misma forma con todos los puntos de αs —
es decir, que dado y0 ∈ Oαs , si x0 > y0 (respectivamente 6 o incomparable) para algún
x0 ∈ Oβr , entonces x > y0 (respectivamente 6 o incomparable) para todo x ∈ Oβr .
Para esto alcanza con, para cada βr, encontrar un automorfismo de P que actúe transiti-
vamente restringido a βr y deje fijos todos los puntos de αs.

Caso 1: βr interseca con un ciclo de longitud más grande ∆r en gtr para algún tr 6= s.

En este caso, el Corolario 5.1.8 aplicado a βr y ∆r como ciclos de gs y gtr respectivamente
nos dice que Oβr ⊆ O∆r . Más aún, nos dice que existe l ∈ N con p | l tal que βr es un ciclo
de ∆lr, quien a su vez es una potencia contenida en gs.

Si αs no interseca con Ogtr entonces la acción de 〈gltr〉 es transitiva si se la restringe a Oβr

y además deja fijos los puntos de Oαs , obteniendo el resultado esperado.

Si αs interseca con un ciclo δ de gtr , como no puede haber intersecciones raras involu-
crando αs por ser un ciclo de longitud máxima y |αs| > |δ| por ser αs dominante, por el
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Corolario 5.1.8 aplicado a la intersección deαs y δ como ciclos de gs y gtr respectivamente,
sabemos que existe k ∈ N tal que la potencia αks está contenida en gtr .

Notemos que g−ks gtr deja fijos los puntos de αs pero sí contiene al ciclo ∆1−kl
r , que es un

único ciclo por sermcd(p, 1− kl) = 1. Luego, la acción de 〈(g−ks gtr)l〉 es transitiva si se la
restringe a Oβr (ya que contiene la potencia (∆l)1−kl y 1−kl es coprimo con p), y además
deja fijos los puntos de Oαs , como queríamos.

Caso 2: βr no interseca con un ciclo más grande ∆r en gtr para ningún tr 6= s.

Por hipótesis, sucede que βr tiene intersección no vacía con un ciclo de igual longitud ηr
de gtr para algún tr > s y con Oηr = Oβr , ya que no hay intersecciones raras involucrando
puntos de βr. Luego, como Oαs ∩ Ogt = ∅ para todo t > s, la acción de 〈gtr〉 es transitiva
en Oηr (luego en Oβr), y deja fijos los puntos de Oαs .

En ambos casos logramos probar que, dados 1 6 r 6 ms e y0 ∈ Oαs , si un punto x0 en βr
cumple x0 > y0 (respectivamente 6 o incomparable), entonces x > y0 (respectivamente
6 o incomparable) para todo x punto de βr.

Ahora, dado cualquier punto y ∈ Oαs , sabemos que existe z de modo que gzs · y0 = y.
Por lo tanto, aplicando gzs a la desigualdad anterior, obtenemos gzs · x > gzs · y0 = y (res-
pectivamente6 o incomparable). Por lo probado en el párrafo anterior, como gzs ·x ∈ Oβr ,
esto implica que x > y (respectivamente 6 o incomparable) para cualquier x ∈ Oβr .

Esto último prueba que, para cada 1 6 r 6 ms, todos los puntos de αs se relacionan de la
misma forma con todos los puntos de βr. (?)

Ahora, consideramos la acción de 〈gpcs−1
s 〉 que deja fijos todos los puntos de Ogs que no

pertenecen a ciclos de longitud máxima.

Dado que los puntos de αs forman una anticadena, y además se cumple (?), para todo
x ∈ Oαs se cumplen:

P<x = P
<g

pcs−1
s x

y P>x = P
>g

pcs−1
s x

.

Por lo tanto, existe un automorfismo de P que intercambia dos puntos de αs, digamos x y
gp

cs−1
s x y deja a todos los demás fijos. Esto es absurdo ya que Aut(P) no contiene trasposi-

ciones involucrando dos puntos de αs. �

Subcaso 2.1: Si este nuevo ciclo no es de tipo γ.

De ser así, obtenemos el resultado deseado, ya que tendremos pcs puntos para recolectar
de un segundo ciclo dominante que no es de tipo γ. Es decir, podemos definir C(s) =

C(s+1)∪Oαs∪Oη, donde η es el ciclo en cuestión. Veamos que cumple las seis condiciones:
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(1) Como η es dominante y no es de tipo γ, por la condición 3, Oη ∩ C(s+ 1) = ∅.

Recordemos que Oαs ∩ C(s+ 1) = ∅, por cumplirse Oαs ∩ Ogr = ∅ para todo r > s.

Luego, como αs y η también son disjuntos,

|C(s+ 1) ∪ Oαs ∪ Oη| = |C(s+ 1)|+ |Oαs |+ |Oη| >
N∑

j=s+1

2pcj + 2pcs .

(2) No usamos puntos de ciclos dominantes de tipo γ, pues los ciclos dominantes son
disjuntos dos a dos y usamos dos ciclos dominantes que no son de tipo γ; y, además,
vale la condición 2 con i = s+ 1.

(3) No usamos puntos de ciclos de gj con j < s que sean dominantes y no de tipo γ,
pues los ciclos dominantes son disjuntos y usamos dos ciclos dominantes de gs; y,
además vale la condición 3 con i = s+ 1.

(4) Por ser η y αs de longitud máxima y A subconjunto bueno, la Observación 5.3.3 nos
dice que Oη ∩ J(A) = ∅ y Oαs ∩ J(A) = ∅.

Además, por la condición 4 con i = s+ 1, C(s+ 1) ∩ J(A) = ∅

(5) C(s+ 1) ⊆ C(s+ 1) ∪ Oαs ∪ Oη.

(6) Tanto αs como η son ciclos dominantes de gs, eso sumado a la condición 6 con i =
s+ 1 prueba que se cumple para i = s

Esto concluye la demostración en el Subcaso 2.1.

Subcaso 2.2: Si el ciclo que nos provee la Afirmación 5.3.13 es de tipo γ, es decir, es γs,q
para algún q > s.

Afirmación 5.3.14: Dado un ciclo γs,b de gs dominante y de tipo γ, debe existir al menos
un ciclo dominante ε de gs distinto de γs,b que cumpla Oε ∩Oβ 6= ∅ para algún ciclo β de
longitud máxima en gb.

Demostración. Empecemos probando que existe algún ciclo de gs distinto de γs,b que in-
terseca con algún ciclo de longitud máxima de gb.

Supongamos, a modo de contradicción, que todos los ciclos distintos de γs,b de gs inter-
secan sólo con ciclos de longitud no máxima de gb o bien con ningún ciclo de gb.
Por un lado, sabemos que todos los puntos de γs,b se relacionan de la misma forma con
cada punto de P− Ogs , ya que la acción de 〈gs〉 restringida a γs,b es transitiva y deja fijos
todos los puntos de dicho conjunto.
Por otro lado, la acción de 〈gp

cb−1

b 〉 tiene al menos dos puntos de γs,b en una misma órbita,
pero deja fijos los puntos de los ciclos de gs distintos de γs,b ya que Oαb ⊆ Oγs,b y αb es de
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longitudmáxima (así que todos los puntos de γs,b pertenecen a ciclos de longitudmáxima
de gb). Luego, estos dos puntos se relacionan de lamisma forma con cada puntos deOgs−
Oγs,b . Esto sumado a lo visto en el párrafo anterior implica que existe un automorfismo de
P que intercambia dos puntos de γs,b y deja todos los demás fijos, lo cuál es absurdo pues
Aut(P) no contiene trasposiciones de dos puntos de un ciclo de tipo γ. Por lo tanto, existe
al menos un ciclo de gs distinto de γs,b que interseca con algún ciclo de longitud máxima
de gb.

Ahora, probemos que no puede suceder que todos los ciclos de gs distintos de γs,b que
intersecan con ciclos de longitud máxima de gb no sean dominantes.

Llamemos δ1, . . . , δds a los ciclos de gs distintos de γs,b que intersecan con algún ciclo
de longitud máxima de gb. Ahora supongamos, a modo de contradicción, que para todo
1 6 r 6 ds sucede que δr tiene intersección no vacía con algún ciclo más grande ηr de gtr
para algún tr 6= s o bien con un ciclo de igual longitud ηr de gtr para algún tr > s.

Para lo que sigue será importante notar que, gracias a la Observación 5.3.3, podemos afir-
mar que no hay intersecciones raras involucrando puntos de ningún δr.
Vamos a probar que, para cada uno de estos ciclos, todos sus puntos se relacionan de la
misma forma con cada punto de γs,b. Para esto alcanza con, para cada δr, encontrar un
automorfismo de P que actúe transitivamente restringido a δr y deje fijos todos los puntos
de γs.b.

Caso 1: δr interseca con un ciclo de longitud más grande ∆r en gtr para algún tr 6= s.

En este caso, el Corolario 5.1.8 aplicado a δr y ∆r como ciclos de gs y gtr respectivamente
nos dice que Oδr ⊆ O∆r . Más aún, nos dice que existe l ∈ N con p | l tal que δr es un ciclo
de ∆lr, quien a su vez está contenido en gs.

Si γs,b no interseca con gtr entonces la acción de 〈gltr〉 es transitiva si se la restringe a Oδr

y además deja fijos los puntos de Oγs,b , obteniendo el resultado esperado.

Si γs,b interseca con un ciclo µ de gtr , como no puede haber intersecciones raras invo-
lucrando γs,b por la Observación 5.3.3, como γs,b es dominante, por el Corolario 5.1.8
aplicado a la intersección de γs,b y µ como ciclos de gs y gtr respectivamente, sabemos
que existe k ∈ N tal que la potencia γks,b está contenida en gtr .

Notemos que g−ks gtr deja fijos los puntos de γs,b pero sí contiene al ciclo ∆1−kl
r , que es un

único ciclo por sermcd(p, 1− kl) = 1. Luego, la acción de 〈(g−ks gtr)l〉 es transitiva si se la
restringe a Oδr (ya que contiene la potencia (∆l)1−kl y 1− kl es coprimo con p), y además
deja fijos los puntos de γs,b como queríamos.

Caso 2: δr no interseca con un ciclo de longitud más grande ∆r en gtr para ningún tr 6= s.
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Por hipótesis, sucede que δr tiene intersección no vacía con un ciclo de igual longitud ηr
de gtr para algún tr > s y con Oηr = Oδr , ya que no hay intersecciones raras involucrando
puntos de βr.

Más aún, por el Corolario 5.1.8 aplicado a la intersección entre δr y ηr como ciclos de gs y
gtr respectivamente, existe l ∈ N tal que δr es un ciclo de ηlr, quien a su vez es una potencia
contenida en gs.

Si γs,b no interseca con Ogtr entonces la acción de 〈gtr〉 es transitiva en Oδr y deja fijos los
puntos de Oγs,b , obteniendo el resultado esperado.

Si γs,b interseca con un ciclo µ de gtr , como no puede haber intersecciones raras involu-
crando γs,b por la Observación 5.3.3, tr > s y γs,b es un ciclo dominante, el Corolario 5.1.8
aplicado a la intersección de γs,b y µ como ciclos de gs y gtr respectivamente nos dice que
existe k ∈ N con p | k tal que la potencia γks,b está contenida en gtr .

Notemos que g−ks gtr deja fijos los puntos de γs,b pero sí contiene al ciclo η1−klr , que es un
único ciclo por sermcd(p, 1− kl) = 1. Luego, la acción de 〈(g−ks gtr)l〉 es transitiva si se la
restringe a Oδr (ya que contiene la potencia (ηl)1−kl y 1− kl es coprimo con p) y deja fijos
los puntos de Oγs,b como queríamos.

En ambos casos logramos probar que, dados 1 6 r 6 ds e y0 ∈ Oγs,b , si un punto x0 en δr
cumple x0 > y0 (respectivamente 6 o incomparable), entonces x > y0 (respectivamente
6 o incomparable) para todo x punto de δr.

Ahora, dado cualquier punto y ∈ Oγs,b , sabemos que existe z de modo que gzs · y0 = y.
Por lo tanto, aplicando gzs a la desigualdad anterior, obtenemos gzs · x > gzs · y0 = y (res-
pectivamente6 o incomparable). Por lo probado en el párrafo anterior, como gzs · x ∈ Oδr ,
esto implica que x > y (respectivamente 6 o incomparable) para cualquier x ∈ Oδr .

Esto último prueba que, para cada 1 6 r 6 ms, todos los puntos de γs,b se relacionan de
la misma forma con todos los puntos de δr. (??)

Finalmente, la acción de 〈gp
cb−1

b 〉 en P tiene al menos dos puntos de Oγs,b en una misma
órbita, pero deja fijos los puntos de Oαs (pues b > s) y los de los ciclos de gs que sólo
intersecan con ciclos de longitud no máxima (o ninguno) de gb.
Además, todos los puntos de γs,b se relacionan de la misma forma con cada punto de
P−Ogs ya que la acción de 〈gs〉 es transitiva si se la restringe a Oγs,b y deja fijos los puntos
de P− Ogs .
Como los puntos de γs,b forman una anticadena y vale (??), si x e y son los puntos en la
misma órbita, se cumplirá que

P<x = P<y y P>x = P>y.

Por lo tanto, existe un automorfismo que intercambia dos puntos de γs,b y deja a todos los
demás fijos. Esto es absurdo ya que Aut(P) no contiene trasposiciones involucrando ciclos
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de tipo γ. Esto quiere decir que existe al menos un ciclo dominante de gs distinto de γs,b
que interseca con un ciclo de longitud máxima de gb. �

Aplicando la afirmación anterior con b = q, vemos que debe existir al menos un ciclo
dominante ε1 de gs distinto de γs,q, y cumpliendo Oε1 ∩ Oβ1 6= ∅ para algún ciclo β1 de
longitud máxima en gq. Como ε1 es un ciclo dominante de gs y Oε1 ∩ Oβ1 6= ∅ con β1 un
ciclo de longitud máxima de gq, deberá ser |Oε1 | > pcq+1.

Subcaso 2.2.1: Si este ciclo ε1 no es de tipo γ.

Podemos definir C(s) = C(s+ 1)∪Oαs ∪Oγs,q ∪Oε1 . Veamos que cumple las cinco condi-
ciones:

(1) Por la condición 3 con i = s+ 1, se cumple que Oε1 ∩ C(s+ 1) = ∅.

Recordemos que Oαs ∩ C(s+ 1) = ∅, por cumplirse Oαs ∩ Ogr = ∅ para todo r > s.

Luego, por la condición 2 con i = s+ 1, y por ser αs,γs,q y ε1 ciclos disjuntos,∣∣C(s+ 1) ∪ Oαs ∪ Oγs,q ∪ Oε1
∣∣ > |C(s+ 1)|+ |Oαs |+

∣∣Oγs,q∣∣− 2pcq + |Oε1 |

>

(
N∑

j=s+1

2pcj
)

+ pcs + pcs − 2pcq + pcq+1

>

(
N∑

j=s+1

2pcj
)

+ 2pcs .

(2) No usamos puntos de ciclos de gj con j < s que sean dominantes, ya que sólo usamos
ciclos dominantes de gs, que por definición tienen intersección vacía con cualquier
ciclo dominante de gj con j < s.

(3) Por la misma razón que el ítem anterior.

(4) Por ser ε1 ∩ β1 6= ∅ con β1 ciclo de longitud máxima de gq, la Observación 5.3.3 nos
asegura que todos los puntos de ε1 pertenecen a ciclos de longitud máxima de gq.
Como A es un subconjunto bueno, Oε1 ∩ J(A) = ∅.

Además, comoOγs,q y αs, son de longitudmáxima, por serA un subconjunto bueno,
Oγs,q ∩ J(A) = Oαs ∩ J(A) = ∅.

Por último, la condición 4 con i = s+ 1 nos dice que C(s+ 1) ∩ J(A) = ∅.

(5) C(s+ 1) ⊆ C(s+ 1) ∪D.

(6) Tanto γs,q como ε1 son ciclos dominantes de gs, eso sumado a la condición 6 con
i = s+ 1 prueba que se cumple para i = s
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Esto termina la demostración en el Subcaso 2.2.1.

Subcaso 2.2.2: Si ε1 es de tipo γ.

Para ser consistentes con la notación, será ε1 = γs,v1 para algún v1 > q. Esta última
desigualdad se da porque la Observación 5.3.2 nos dice que Oγs,v1 ⊆ Ogq y entonces
Oαv1 ⊆ Oγs,v1 ⊆ Ogq ; eso sólo puede ocurrir si v1 > q, pero como γs,v1 es un ciclo dis-
junto con los puntos de αq — porque están contenidos en γs,q — no puede ser v1 = q, así
que v1 > q.

Como γs,q es disjunto con gv1 (por ser v1 > q, Oαq ⊆ Oγs,q y la Observación 5.3.2), pode-
mos aplicar la Afirmación 5.3.14 para probar que existe al menos un ciclo dominante ε2
de gs distinto de γs,v1 y γs,q, y cumpliendo Oε2 ∩ Oβ2 6= ∅ para algún ciclo β2 de longitud
máxima en gv1 .

A partir de ahora, comenzando con i = 2, siempre que εi sea un ciclo de tipo γ, diga-
mos γs,vi , podemos definir εi+1 como el ciclo que nos provee la Afirmación 5.3.14, que
es un ciclo dominante de gs que cumple Oεi+1 ∩ Oβi+1 6= ∅ para algún ciclo βi+1 de lon-
gitud máxima en gvi . Es distinto de γs,vi según la afirmación, pero también será distinto
de γs,q,γs,v1 , . . . ,γs,vi−1 . En efecto, por un argumento análogo al que usamos para pro-
bar que v1 > q, podemos probar que vj+1 > vj para todo j, así que basta con notar que
Oγs,vj ∩ Ogvi = ∅ para todo j < i y Oγs,q ∩ Ogvi = ∅. Además, por ser dominante, deberá
cumplirse que

∣∣Oεi+1

∣∣ > pcvi+1.

Como hay finitos generadores y vi+1 > vi para todo i (por un argumento análogo al que
usamos para probar que v1 > q), eventualmente nos encontraremos por primera vez con
un índice, digamos j, demodo que εj no es un ciclo de tipo γ, y en esa situación detenemos
el proceso de definición.

Ahora, afirmamos que entre los ciclosαs,γs,q, ε1, ε2, . . . , εj juntamos la cantidad de puntos
necesaria.

En efecto, definamos

C(s) = C(s+ 1) ∪ Oαs ∪ Oγs,q ∪
j⋃
i=1

Oεi

y veamos que se cumplen las seis condiciones:

(1) Definamos v0 = q y recordemos que εr = γs,vr para todo 1 6 r 6 j− 1.

Recordemos que Oαs ∩ C(s+ 1) = ∅, por cumplirse Oαs ∩ Ogr = ∅ para todo r > s.

Además, por la condición 3 con i = s+ 1, Oεj ∩ C(s+ 1) = ∅.
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Por la condición 2 con i = s+ 1, para todo 0 6 r 6 j− 1 sabemos que∣∣C(s+ 1) ∩ Oγs,vr

∣∣ 6 2pcvr

y como todos estos ciclos son disjuntos dos a dos, tenemos

|C(s)| =

∣∣∣∣∣C(s+ 1) ∪ Oαs ∪
j−1⋃
r=0

Oγs,vr ∪ Oεj

∣∣∣∣∣
= |C(s+ 1)|+ |Oαs |+

∣∣Oγs,q∣∣+
∣∣∣∣∣
j−1⋃
r=1

Oγs,vr

∣∣∣∣∣−
j−1∑
r=0

2pcvr +
∣∣Oεj∣∣

>

(
N∑

r=s+1

2pcr
)

+ 2pcs +
(
j−1∑
r=1

pcvr−1+1

)
−

j−1∑
r=0

2pcvr + pcvj−1+1

=

(
N∑

r=s+1

2pcr
)

+ 2pcs +
(
j−1∑
r=0

pcvr+1 −

j−1∑
r=0

2pcvr
)

>

(
N∑

r=s+1

2pcr
)

+ 2pcs .

(2) No usamos puntos de ciclos de gj con j < s que sean dominantes, ya que sólo usa-
mos ciclos dominantes de gs, que por definición son disjuntos con cualquier ciclo
dominante de gj con j < s.

(3) Por la misma razón que el ítem anterior.

(4) Para todo 1 6 r 6 j, por ser εr ∩ βr 6= ∅ con βr algún ciclo de longitud máxima de
gvr−1 , la Observación 5.3.3 nos asegura que todos los puntos de εr pertenecen a ciclos
de longitud máxima de gvr−1 . Como A es un subconjunto bueno, Oεr ∩ J(A) = ∅.

Además, como Oγs,q y αs son de longitud máxima, por serA un subconjunto bueno,
Oγs,q ∩ J(A) = Oαs ∩ J(A) = ∅.

Por último, la condición 4 con i = s+ 1 nos dice que C(s+ 1) ∩ J(A) = ∅.

(5) C(s+ 1) ⊆ C(s+ 1) ∪ Oαs ∪
⋃j−1
r=0Oγs,vr ∪ Oεj .

(6) Tanto αs, como εj, como γs,vr para todo 1 6 r 6 j − 1 son ciclos dominantes de gs;
eso sumado a la condición 6 con i = s+ 1 prueba que se cumple para i = s

Habiendo agotado todos los casos, la demostración de la proposición está completa. �
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Aplicando el resultado anterior con i = 1, conseguimos probar que el tamaño del comple-
mento de los puntos fijos de la acción de Aut(P) en P es al menos

|J(A)|+

N∑
i=1

2|gi| >
∑
i/∈A

2|hi|+
∑
i∈A

2|hi| =
n∑
i=1

2|hi|.

Esto prueba, en particular, el Teorema 5.0.1, y tiene la siguiente consecuencia.

Teorema 5.3.15: Para todo p > 11 primo y a1, . . .an ∈ N,

β

(
n⊕
i=1

Zpai

)
=

n∑
i=1

2pai .

Demostración. Probar que β (
∏n
i=1 Zpai ) >

∑n
i=1 2pai es el trabajo que hicimos a lo largo

de este capítulo. Para la otra desigualdad alcanza con encontrar un ejemplo.
Por el caso cíclico, como p > 11, para cada 1 6 i 6 n existe un poset Pi con 2pai puntos y
Aut (Pi) ' Zpai . Luego, podemos considerar el join

P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pn

que cumple exactamente lo necesario. �
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