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Resumen

Uno de los problemas principales en teoria de Grafos es encontrar una caracterizacion
estructural de las distintas clases de grafos, ya sea mediante caracteristicas prohibidas o
suficientes. El motivo por el cual nos interesa encontrar dichas caracterizaciones es que
nos permiten obtener algoritmos de reconocimiento o darnos una idea de la complejidad
computacional que podemos tener en un problema. El objetivo de este trabajo es hacer
un estado del arte sobre los principales resultados sobre caracterizaciones para 3 clases

de grafos.
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Introduccion

A continuacién se describe la forma en que esta organizado el presente trabajo.

En el primer capitulo de nuestro trabajo se daran las definiciones basicas de teoria

de grafos.

En el segundo capitulo estudiaremos los grafos de intervalos, estudiaremos sus prin-
cipales clases y las principales caracterizaciones de las mismas, al igual que las relaciones
entre dichas subclases. El problema de caracterizar los grafos de intervalos fueron pro-
puestos de manera independiente en 1957 por Hajos [22] en combinatoria y en 1959 por
Benzer [2] en genética.

En el tercer capitulo estudiaremos los grafos arco-circulares como una extension de
los grafos de intervalo. Vamos a seguir el texto de Tucker, el cual caracteriza a los gra-
fos arco-circulares propios y unitarios por medio de grafos prohibidos. Estudiaremos los
grafos arco-circulares Helly y las intersecciones posibles de dichas clases.

Finalmente, en el cuarto capitulo estudiaremos los grafos circulares y la relacién
con los grafos arco-circulares. Los grafos circulares fueron presentados por Even e Itai
en 1971 [15]. Una aplicacién de los grafos circulares fue propuesta por Knuth [34], el
cual consiste en buscar un reordenamiento de vagones de un tren utilizando la menor

cantidad de vias posibles.
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Capitulo 1

Definiciones y notacion

1.1. Definiciones generales

Definicién 1.1.1. Un grafo G es un par ordenado G = (V, E), donde V' denotard el
conjunto de vértices o nodos del grafo y F C V x V denotard al conjunto de aristas
del grafo. Dado e = (u,v), llamamos extremos a u y v. Si F resulta ser un conjunto de
pares ordenados, decimos que el grafo es dirigido, también se lo suele llamar digrafo, de
lo contrario, el grafo resulta no dirigido.

Definicién 1.1.2. Un grafo es finito si V' y F lo son.
Definicién 1.1.3. Definimos loop a una arista que tiene los mismos extremos.

Definicién 1.1.4. Dos o maés aristas con los mismos extremos se los llaman aristas

multiples.
Definicién 1.1.5. Decimos que un grafo es simple si no tiene loops ni aristas multiples.
En este informe sélo trabajaremos con grafos finitos y simples.

Definicién 1.1.6. Definimos el complemento de un grafo G = (V, E), como G = (V, E),
donde E = {(u,v) €V xV |u#vy (u,v) ¢ E}.

Definicién 1.1.7. Dado una familia de conjuntos I' = {5}, ..., S,} definimos el grafo
de interseccion G = (V, E), donde cada vértice v; representa el conjunto S;, y dos
vértices, v; y vj;, estdn conectados si sus conjuntos correspondientes tienen interseccion
no vacfa, es decir E = {(v;,v;) | S;NS; # 0}

9



10 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y NOTACION

Definicién 1.1.8. Sean G = (V, E) un grafo y U C V un subconjunto de vértices de
G. Decimos que H = (U, F') es un subgrafo si FF C F'y F C U x U. Decimos que H
es un subgrafo inducido de G si ademds se cumple que F' = {(u,v) € E | u,v € U}, es
decir H tiene las mismas aristas que G entre los vértices de H. Diremos que G contiene
un H cuando H es un subgrafo inducido de G.

Definicién 1.1.9. Dado un grafo G y un vértice v de G, definimos el vecindario abierto
de v como Ng(v) = {u € V| (v,u) € E}, y el vecindario cerrado de v como N¢g(v)U{v}
y lo notamos Ng[v]. Notaremos N(v) o N[v] cuando el contexto sea claro. Definimos el
grado de un vértice como dg(v) = |Ng(v)|. Obviaremos el subindice cuando el contexto
quede claro.

Definicién 1.1.10. Definimos un camino como un conjunto de vértices {v,...,v,}
tales que (v;,v;41) € EVYi=1...n— 1. Dicho camino lo notaremos P,, y diremos que

P, es un camino entre vy y v,, donde éstos vértices los llamaremos extremos.

Definicién 1.1.11. Definimos un ciclo como un camino P, entre vy y v, y que ademas
(vi,v,) € E.

Definicién 1.1.12. A un grafo se lo llama cordal si no contiene ciclos inducidos de

més de 3 vértices.

Definicién 1.1.13. Un grafo G = (V, E) se dice bipartito si existen dos subconjuntos
de vértices disjuntos V;, Vo C V tales que V = ViUV, y dos vértices v y u son adyacentes
siveVyyue Vs o viceversa. Al grafo bipartito con |Vi| = r y |V2| = s donde todos
los vértices v; € Vj son adyacentes a todos los vértices vy € V5 lo llamamos bipartito
completo y lo notamos K,

Definicién 1.1.14. Diremos que un grafo es completo si y sélo si todos sus vértices
son adyacentes entre si. Al grafo completo con n vértices lo denotamos K,

Definicién 1.1.15. Un conjunto completo de GG es un conjunto de vértices adyacentes

dos a dos. Un conjunto completo maximal de G se lo denomina clique.

Definicién 1.1.16. La matriz clique A de G es una matriz donde las filas corresponden
a las cliques y las columnas a los vértices de G, tal que a;; = 1 si el vértice v; estd en
la clique @Q;.

Diremos que una matriz A tiene la propiedad de unos consecutivos si existe una per-

mutacion de las filas de A, tal que sus columnas tengan las entradas de 1’s consecutivos.
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Para ilustrar la definicién, la siguiente matriz tiene la propiedad de unos consecuti-
VOS.

R |11 10 B0 10
nR|11 01 |11 10
m |10 10 1 11
PRl 1 11 B 1 01
10 0 1] 10 0 1]

Mas general, A tiene la propiedad de unos circular consecutivos si luego de la per-
mutacién de las filas de A, sus columnas de 1’s resultan consecutivos circularmente.

La siguiente matriz tiene la propiedad de unos circular consecutivos, pero no la de
unos consecutivos

— = O
O = =
_ O

La matriz de adyacencia M(G) de G es una matriz de nan tal que M,; = 1 si los

vértices v; y v; son adyacentes y M;; = 0 en caso contrario.

Definicién 1.1.17. Decimos que la familia S = {5, };c; satisface la propiedad Helly,
o simplemente S es Helly, si V.J C I se cumple que Vi # j € J, S;NS; # 0 = Ny S; # 0.

Es decir, que para cada subconjunto 7" de S se verifica que: si los elementos de T' son
no disjuntos dos a dos, entonces la interseccion de todos los elementos de T es también

no vacia.

Para ilustrar, S = {{1,2},{1,3},{2,3}} no es Helly.

Definicién 1.1.18. Decimos que un vértice v es aislado si no es adyacente a ningin
otro vértice. Utilizaremos la notacion G*, para denotar al grafo G al cual se le agrega
un vértice aislado.
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Notacion : Utilizaremos el prefijo co para referirnos al complemento de un grafo.

Asi, dado un grafo G decimos que es co-bipartito si el complemento de G es bipartito.

A lo largo de este informe usaremos los siguientes grafos:

AT A

claw diamante net paw

AN A

tent bipartite claw



Capitulo 2

Grafos de intervalos

Un grafo GG es de intervalos si existe un conjunto de intervalos I' (llamado modelo
o representacion) en la recta real y una correspondencia 1-1 entre los vértices de Gy
los intervalos de I' de manera que dos vértices distintos son adyacentes si y sélo si los
intervalos correspondientes se intersecan.

Definicién 2.0.1. Un grafo G = (V, E) es de intervalos si existe una biyeccion f : V =
T, f(v) =1, tal que (u,v) € Esiysélosi I, NI, Dy u#v

La siguiente figura muestra un grafo G de intervalos y un modelo para el mismo.

U3 %)
I3

Ll 11_ U4 (4

Los grafos de intervalo surgen en el proceso de modelar varias aplicaciones reales, en
particular aquellos problemas que contienen dependencias de tiempo u otras restriccio-
nes que son lineales en la naturaleza. Podemos encontrar aplicaciones en planificacién
de trabajos [6], organizacién de archivos [6], secuenciacién de proteinas [29], entre otros
[16, 41].

Antes de enunciar la caracterizacién de los grafos de intervalo por medio de subgrafos
inducidos, primero tenemos que definir una herramienta que juega un papel fundamental

en dicha caracterizacidn.

13



14 CAPITULO 2. GRAFOS DE INTERVALOS

Definicién 2.0.2. Un grafo GG es asteroidal si existen tres vértices distintos vy, vy v
vy y tres caminos Ly, Ly y L3 tal que para cada 1 < i < 3 se verifique las siguientes

condiciones:
1) L; conecta a los vértices v; con vi, donde j # 1 v k # 1.
j

(2) v; no es vecino de ningun vértice de L;.

Los vértices vy, v9 y v3 se denominan tripla asteroidal.

Lekkerkerker and Boland [35] caracterizaron a los grafos de intervalo mediante sub-
grafos prohibidos, para lograrlo consiguieron caracterizar a los grafos de intervalos como
aquellos grafos cordales y que no contienen triplas asteroidales.

Teorema 2.0.1. ([35]) Sea G un grafo. Entonces, G es un grafo de intervalos si y sdlo
si G es cordal y no contiene triplas asteroidales.

Usando este teorema, vamos a probar la caracterizacién por subgrafos inducidos

prohibidos para esta clase.

Teorema 2.0.2. ([35]) Sea G un grafo. Entonces, G es un grafo de intervalos si y sdlo
st G no induce ninguno de los siguientes grafos.

A A D

bipartite claw  n-net, n > 2 umbrella n-tent,n >3 C,,n>4

Demostracion. =) Supongamos que G es un grafo de intervalos, por el teorema 2.0.1,
es cordal, por lo que no puede contener ningiin C,, con n > 4, y por otro lado, es facil
ver que el resto de los grafos contienen triplas asteroidales.

<) Por el contrarreciproco, supongamos que G no es un grafo de intervalos, por el
teorema 2.0.1, G no es cordal o contiene al menos una tripla asteroidal. Supongamos
que G no es cordal, entonces tiene que tener algin C,, para algin n > 4.

Supongamos que G contiene al menos una tripla asteroidal. En este caso, basta con

probar lo siguiente Si G tiene las siguiente propiedades:
1. G es cordal.

2. (G es asteroidal.
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3. G es minimal, es decir, ningtin subgrafo propio es asteroidal.

Entonces, G es uno de los grafos mencionados en el teorema, exceptuando los ciclos.

Sean vy, v, v3 la tripla asteroidal y Wy, Wy, W3 los respectivos caminos como en la
definicién 2.0.2.

Como G es minimal por la propiedad 3, se sigue que W7, U Wy U W3 = G, por lo que
los caminos W; son irreducibles.

Sea i # j, entonces W, contiene s6lo un vértice de N(v;), ya que de lo contrario
podriamos acortar el camino de v; a vy, contradiciendo la minimalidad de G. De aqui se
deduce que cada N(v;) tiene al menos dos vecinos, y en el caso de ser distintos, deben
ser adyacentes, de lo contrario G' no seria cordal.

Separemos en dos casos

Caso 1: Si todos los v; son adyacentes a dos vértices distintos, los cuales llama-
remos x;, ;. Sean los caminos Wi = ws, X9, ...,y3,v3, Wo = wv3,23,...,y1,v1, W3 =
V1, X1, ..., Y2, Vg, Si sucede que zo = Y3, £3 = Y, 0 T; = ¥, no referiremos al camino
W; donde ocurre la igualdad, como camino corto. Sumado a ésto, todos los b; (¢; res-
pectivamente) son distintos, ya que de lo contrario, existiria un b; (¢; respectivamente)
que pertenece al camino W; contradiciendo la propiedad 2.

U1

L Y3

Veremos que existen al menos dos caminos cortos. Supongamos, que Wy v Wj
son caminos cortos, y consideremos el vértice y,. Consideremos el camino cerrado
Yo, Leey Y3, L3,y oevy Y1, L1, ..., Y. O1 Yo €s adyacente a y;, entonces podriamos reempla-
zar el camino W3 por el camino vy, y1, Y2, U2, ¥ Si y2 es adyacente a algin vértice interior
z de Wy o W, distinto de y; para el primer caso, y distinto de x5 para el segundo,

entonces podriamos reemplazar el camino Wj por wvs, 49, 2, ..., v3. Ningtin caso puede
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ocurrir, ya que de lo contrario G' no serfa minimal, contradiciendo la propiedad (3). De
manera similar, x5 no puede ser adyacente a un vértice interior de W3 o Wy distinto de
yo. Luego,

Nyl N (W1 U W) = 9, Nlzo] N (WoUWs) =1

Asi, yo, To..., Y3, T3, ..., Y1, X1, ..., Y2 induce un ciclo, contradiciendo la propiedad (1).
De esta manera, al menos dos caminos son cortos, sin pérdida de generalidad, su-
pongamos que Wy y W3 son cortos.

Supongamos que z; no es adyacente a ys, entonces ys; # xo, luego, los vértices
v1, U2, y3 forman una tripla asteoroidal en G\ v3, contradiciendo la propiedad (3), luego,
x1 e y3 son adyacentes.

Supongamos que existe un vértice interno z de Wy, entonces z; y z tienen que ser
adyacentes, de lo contrario se induce un C), para algin n > 4. Usando el mismo razo-
namiento, x3 tiene que ser adyacente a todos los vértices del camino W; entre x3 e ys,
formando asi un n-tent.

Caso 2: Supongamos que al menos uno de los vértices v; es adyacente a un solo
vértice. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a; tiene un solo vecino u. Entonces
Wy v W3 contienen al vértice u.

El vértice u tiene que ser adyacente a algtin vértice de Wi, ya que de lo contrario los
vértices vy, v3, u forman una tripla asteroidal en G'\ vy, contradiciendo la propiedad (3).
Ademas u no puede ser adyacente a vy ni vs, ya que si ésto pasase, vy seria adyacente
a un vértice de Ws, lo mismo ocurriria con vs, contradiciendo la propiedad (2). Vamos

a separar €n tres subcasos.



17

Caso 2.1: u es adyacente a dos o mas vértices de Wi. Sean x,y el primer y ultimo
vértice de W7 que son adyacentes a u. Entonces u tiene que ser adyacente a todos los
vértices entre x e y, en caso de existir, de lo contrario u,z,...,y,u seria un ciclo con
més de 4 vértices, contradiciendo la propiedad (1). De esta forma, tenemos un n-net.

Caso 2.2: u es adyacente a un solo vértice w # v;. Entonces w € Wy, ya que de lo
contrario, se formaria un ciclo, ademéas w € Wy y w € Ws, y como w no es adyacente
a vy ni vz, por el mismo razonamiento que el subcaso anterior, se forma un bipartite
claw.

Caso 2.3: u es adyacente a solo un vértice zo € Wi, y por lo menos un vértice
w ¢ (WyUwvy). Sea Wy = x_y, ..., xg, ..., xy, donde z_p = vo, 2y = v3,k > 1,1 > 1, sin
pérdida de generalidad, w € Wj.

Sea W3 = vy, u,w, ..., x_p, ..., x_, donde el vértice anterior a c_, es el tltimo vértice
en W3 pero no en Wi. Se sigue que p > 0, ya que de lo contrario, xy estaria en W3 y
podriamos reemplazar, en Wj3 el camino vy, u,w, ..., xg por vi,u, ¢, lo cual contradice

el hecho de que W3 sea un camino.

T = U Ty T T, T = U3

W3 tampoco puede contener un vértice z que sea adyacente a x; con ¢ > 0, ya que
2 # u, pues u es adyacente a xy. Luego, podemos reemplazar los caminos Wy, W, por

’

Wi =cCpyis Copy ooy W, Ty Tige 1, -, T
!
Wy =v1,U, 000, 2,24, Tig 1, ..., Xy

Por lo que, los vértices vy, vg, v3 forman una tripla asteroidal en G\ zy, contradiciendo
la propiedad (3).

Llegado a este punto, vamos a considerar el caso donde los vértices 1, ..., z; son
adyacentes solamente a los vértices en Wi. Si [ = 1, consideremos el camino cerrado
Zo, U, W, ..., T_p, ..., Tg. Usando que xy # w, u # x_; y tampoco es adyacente a ningin
x_j con j > 0, se tiene que z(y es adyacente a u, ya que de lo contrario el camino
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cerrado mencionado serfa un camino C;, con n > 4. Como x es adyacente a dos vértices,
reemplazando v por v se aplica el subcaso 2.1, y sil > 2, haciendo el mismo reemplazo,
se tiene el subcaso 2.2.

En consecuencia, podemos suponer que existe un z, con ¢ > 0, tal que es adyacente
a algtn vértice z ¢ W1, y por lo anterior z ¢ W3, por lo que z € Ws.

Ademds xy ¢ Ws, ya que de lo contrario, G \ z serfa asteroidal.

Entonces W5 es de la forma Wy = vy, u, 2, ..., 24, Zgt1,...7;, €l cual no contiene
vértices x; con i < 0, ni ningun vértice adyacente a esos vértices. Sea w' € Wj, 2/
€ Wy, w' # vy, 2/ # vy, luego 2/ £ w' y w', 2’ no son adyacentes, porque de lo contrario
G\ x¢ seria asteroidal.

Como zg, u,w...,T_p, ..., To Y To, U, Z, ..., Tq, ...To N0 pueden ser ciclos por la propiedad
(1), zp y w tienen que ser adyacentes, y xy y z también. Por la propiedad (1), x¢ tiene
que ser adyacente a todos los vértices entre u,w,...,x_, y u, 2..., x,. Por la propiedad
(3), G tiene que ser de la forma de una umbrella.

m

Un digrafo D = (V, A) tiene una orientacién transitiva si (a,b), (b,c) € A implica
que (a,c) € A. Un grafo G es de comparabilidad si se pueden orientar sus aristas de
forma tal que el digrafo resultante tenga orientacién transitiva.

Teorema 2.0.3. (/20]) Un grafo G es de intervalo si y solo si G es cordal y G es de
comparabilidad.

Los grafos de intervalos también fueron caracterizados mediante su matriz de cliques

y la propiedad de unos consecutivos [20)].

Teorema 2.0.4. ([20]) Un grafo G es un grafo de intervalos si y solo si su matriz de

cliques tiene la propiedad de unos consecutivos por columnas.

Demostracion. =) Supongamos que G es un grafo de intervalos, y sean I;, 1 <i <n
los intervalos de un modelo I'. Consideremos () el conjunto de cliques de G. Para cada

clique consideremos

pj € ﬂ I;

10 €Q;
tal que p; < pa < ... < pp,. Luego construimos la matriz de cliques A de la siguiente

forma, A;; =1 si p; € I;. De esta manera A tiene la propiedad de unos consecutivos.
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<) Sea A la matriz de cliques de G tal que tiene la propiedad de unos consecutivos,
tras un reordenamiento, podemos tomar la matriz tal que todas sus columnas ya tengan
esta propiedad. Para cada vértice ¢ miramos su columna respectiva, y sea f; la fila
donde aparece el primer 1y [; la ultima. Es facil ver que I; = (f; — 1,1;) es un modelo
de intervalos para G, ya que si v;, v; son adyacentes si y sélo si existe una clique Q) que
los contenga si y sélo si (k—1,k) C I; N ;. O

2.1. Grafos de intervalos unitarios y propios

Un grafo de intervalos propios es un grafo de intervalos que tiene un modelo de
intervalos de tal forma que ningun intervalo esta contenido propiamente en otro; dicho
modelo se lo denomina modelo de intervalos propios. Dicha clase de grafos fue introduci-
da por Roberts [43], en el cudl se caracterizo a los grafos de intervalos propios mediante
una lista de subgrafos prohibidos.

Teorema 2.1.1. G es un grafo de intervalos propios si y solo si G no induce ninguno

de los siguientes grafos, {Cy, }n>a, K13, Hi y Hy

H1 Kl_.S m

La demostracion es casi trivial usando el teorema 2.1.2., el cual demostraremos.
Un grafo de intervalos unitarios es un grafo de intervalos con un modelo de inter-
valos I', donde todos los intervalos de I' tienen la misma longitud. Wegner y Roberts

introdujeron dicha clase de grafos. Una observacién inmediata es la siguiente.

Observaciéon 2.1.1. Como ninguin intervalo puede contener propiamente a otro inter-
valo de misma longitud, es evidente que los grafos de intervalos unitarios son propios.

Roberts probd que también vale la vuelta, es decir que la clase de grafos de inter-
valos propios coincide con la de intervalos unitarios, sin embargo demostraremos dicha

caracterizacién siguiendo a Kenneth P. Bogart y Douglas B. West [32].

Teorema 2.1.2. (/32, 43]) Sea G un grafo de intervalo, son equivalentes
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1. G es un grafo de intervalo unitario
2. G es un grafo de intervalo propio

3. G no induce un K3

Demostracion. (1) = (2) Es claro que ningin intervalo unitario puede estar contenido
propiamente en otro intervalo unitario, se sigue que G es un grafo de intervalo propio.

(1) = (3) Para representar un K; 3 mediante intervalos necesitariamos 3 intervalos
disjuntos dos a dos y un intervalo que interseque a dichos intervalos, se sigue que el
intervalo del medio queda incluido propiamente. Luego, vale la implicacion.

3) = (2)

Sea I' = {I, },ev la representacion de intervalos de G. Sean v, w vértices adyacentes,
sean v; y v, los puntos extremos del intervalo I, (andlogamente con w; y w,), y supon-
gamos que I, C I, es decir v; < w; < w, < v,. Como G no induce ningin K, 3, I, no
puede intersecar a derecha ni a izquierda de [,, a otro intervalo, por lo que sin pérdida
de generalidad, podemos trasladar I,, a la derecha de [, tal que v; < w; < v, < w,, sin
modificar la representacion del grafo. Por lo tanto, G' es propio.

(2) = (1)

Como G es propio, el orden en el que aparecen los extremos izquierdos y los extremos
derechos son el mismo. Sea I' la representacion de intervalos de (G, procederemos de
izquierda a derecha.

Sea I, el intervalo elegido, y consideremos a = v; a no ser que existan uy, us, . . . Uy,
conn > 1tales que vy < (u1), < (u2)y < ... < (uy),, en cuyo caso tomaremos a = (uy ).

Transformamos el intervalo [a, v,] en [a, v, + 1] y trasladamos [v,, 00) en [v, + 1, 00)
Es claro que el orden se mantiene, y al ser propio, los intervalos anteriores a [, siguen

siendo unitarios, luego en finitos pasos se llega a un modelo de intervalos unitarios. [

Los grafos de intervalos propios, y por el teorema anterior, los de intervalos unitarios,
fueron caracterizados por Roberts [43] mediante su matriz de adyacencia aumentada,
el cual se define como M*(G) = M(G) + 1.

Teorema 2.1.3. ([43]) Sea G un grafo. Entonces, G es un grafo de intervalos propios
(unitarios) si y sélo si M*(G) verifica la propiedad de unos consecutivos por columnas.

2.2. Grafos de intervalos q-propios

Para terminar este capitulo vamos a mencionar y caracterizar los intervalos q-

propios, una generalizacion de los intervalos propios, las cuales fueron introducidas
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por Proskurowski y Telle [42].

Definicién 2.2.1. Sea G un grafo, decimos que es de intervalos g-propios si tiene una
representacion por intervalos donde ningtin intervalo estd contenido propiamente en

mas de ¢ intervalos.

En general, un intervalo [a, b] estd contenido propiamente en [¢,d] si a > cy b < d,
oa > cyb<d Vamos a ver que es suficiente con pedir que las dos desigualdades sean
estrictas, en cuyo caso diremos que un intervalo esta contenido propiamente por ambos

lados.

Teorema 2.2.1. ([42]) Sea G un grafo de intervalos y I' = {1, },ev una representacion
de intervalos para G, entonces eziste un modelo I = {I}},ev tal que si I, estd contenido

propiamente en I, entonces I, estd contenido propiamente por ambos lados en I,.

Corolario 2.2.1. Sea G un grafo de intervalos, si no es q-propios entonces para todos
los modelos, podemos encontrar un intervalo que esté contenido propiamente por ambos
lados en al menos q + 1 intervalos.

Demostracion. Sea GG un grafo como en el enunciado y sea [' un modelo de intervalos
para el mismo. Por el absurdo, supongamos que ningtn intervalo de I' estd contenido
propiamente por ambos lados en g+ 1 intervalos. Por el teorema 2.2.1, existe un modelo
de intervalos I para G tal que ningin intervalo de I estd contenido propiamente en
q + 1 intervalos. En consecuencia, G es un grafo de intervalos g-propios, lo cual es
absurdo. O

Definicién 2.2.2. Definimos 7T} al grafo que se obtiene al unir K, y tres vértices vy,
vy y v3 no adyacentes entre si tales (v, w) € EVi=1,23yVYweK,.

4! U2 U3

1

Teorema 2.2.2. Sea G un grafo de intervalos. Entonces, G es un grafo de intervalos

g-propios si y solo si G no contiene ningin T, como subgrafo inducido.



22 CAPITULO 2. GRAFOS DE INTERVALOS

Demostracion. =) Por el absurdo, supongamos que G contiene un 7,41. Sean w; los
vértices en Kyp1 y v1,v2,v3 los vértices como en la definicién 2.2.2. Sea I' un modelo
de intervalos para G donde I; son los intervalos correspondientes para los v; y J; los
intervalos correspondientes para los w;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que I,
estd entre I; e I3. Como los I; tienen que intersecarse con todos los J;, en particular
para cada ¢ = 1,2,3, I; se interseca con J = NJ;. Sin embargo, I, no se interseca con
I; ni con I3, en consecuencia, I, esta contenido propiamente en J. Por lo tanto, G no
es un grafo de intervalos g-propios, lo cual es absurdo.

<) Por el absurdo, supongamos que G no es g-propios, y sea I' un modelo de in-
tervalos para G tal que los extremos de los intervalos sean enteros. Extendemos estos
extremos hacia la derecha e izquierda lo mas lejos posible con extremos enteros, for-
mando asi, un nuevo modelo de intervalos I para G. Por el corolario 2.2.1, existe un
intervalo J y un conjunto de intervalos K tal que |K| > ¢ + 1. Sea J; un intervalo
de K tal que (J;), es el més grande de todos en K. Por construccion, si extendemos
el extremo derecho de I hasta el extremo derecho de J;, el modelo que obtenemos no
representa a G. Asi, el intervalo I se interseca con un intervalo J; en I'' de tal forma que
(I); < (J2);1 < (J1)r. Luego, J, se interseca con todos los intervalos de K, pero no con .
De manera similar, podemos hacer este procedimiento extendiendo el extremo izquierdo
de I, por lo que podemos tomar un intervalo J3 en I tal que esté a la izquierda de I,
se interseca con todos en K, pero no con I. Como J; esta entre Jy y J3, estos tltimos
no se intersecan. En consecuencia, los intervalos de K, junto con .Ji, Jo, J3 inducen un

Ty+1, 1o cual es una contradiccion. O

Observacion 2.2.1. Los grafos de intervalos O-propios son los grafos de intervalos
propios y el grafo T} es exdctamente un K 3.

2.3. Reconocimiento

En esta seccién presentaremos una idea de un algoritmo de reconocimiento para
grafos de intervalos siguiendo el texto [9]
Utilizaremos la siguiente caracterizacion de Olariu.

Teorema 2.3.1. Un grafo G es de intervalos si y solo si existe un orden lineal < en

V' tal que para cada u,v,w, conu < v yv < w, entonces (u,w) € E implica (u,v) € E

Para el desarrollo de este algoritmo necesitaremos del algoritmo Lexicographic Breadth
First Search (LBFS).
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LBFS

» Input: Un grafo G y un vértice u de G.

= Output: Un orden o de los vértices de G.

» Tiempo de ejecuciéon: O(n +m)

1. label(u) < |V|;

2. Para cada vértice v € V'\ u, hacer label(v) < A.

3. Para cada i = |V, ..., 1, hacer:

3.1. Elegir un vértice v no numerado con el label mas grande en el sentido lexi-
cografico;

3.2. o(v) « |V| + 1 —1i (asignamos a v el numero |V|+ 1 —i);

3.3. Para cada vértice no numerado w € N (v) hacer, agregar i a label(w).

Podemos observar que LBFS nos permite elegir de manera arbitraria vértices en el
paso 3.1. Llamaremos slice a éste conjunto y lo notaremos como S.

Describiremos dos variantes para el algoritmo LBFS

LBFS, : Esta variante necesita una barrida previa del algoritmo LBFS. Ahora v es
el vértice de S que esta a lo iltimo de o.

LBFS™: Esta variante necesita dos barridas previas del algoritmo LBF'S.

Algoritmo de reconocimiento para Grafos de Intervalo

= Input: Un grafo G.

= Output: Un booleano decidiendo si G es o no un grafo de intervalos.
» Tiempo de ejecucién: O(n+ m)

1. Hacer un LBF'S 7 arbitrario.

2. LBFS, () obteniendo o.

3. LBFS, (o) obteniendo o.

4. LBFS,(o%) obteniendo ™.
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5. LBFS*(o", o) obteniendo o*.

6. Si o* satisface las condiciones del teorema 2.3.1 entonces G es un grafo de inter-
valos; en otro caso, G no es un grafo de intervalos.

Los items 5 y 6 pueden ser implementados en tiempo lineal, por lo que el algoritmo
de reconocimiento para grafos de intervalos es O(n + m).



Capitulo 3

Grafos arco-circulares

Un grafo G es arco-circular si existe un conjunto de arcos I' (llamado modelo o
representacion) alrededor de un circulo y una correspondencia 1-1 entre vértices de G
y arcos de I' de manera que dos vértices distintos son adyacentes si y solo si los arcos

correspondientes se intersecan.

Definicién 3.0.1. Un grafo G = (V, E) es arco-circular si existe una biyeccién f : V =
L, f(v) = A, tal que (u,v) € Esiysélosi A,NA, #0yu#v

La siguiente figura muestra un grafo G arco-circular y un modelo para el mismo.

Los grafos arco-circulares son una generalizacion de los grafos de intervalo. Cualquier
conjunto de intervalos en la recta real cumple la propiedad de Helly. En consecuencia,
la subclase de grafos arco-circulares que generaliza de manera natural a los grafos de
intervalo, son los grafos arco-circular Helly.

El problema de caracterizar a los grafos arco-circulares fue planteado por primera
vez por Hadwiger, Debrunner y Klee [21].

25
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Para este capitulo seguiremos los textos de Alan Tucker [51, 52, 53], ya que él fue
quien aporté los fundamentos tedricos sobre esta clase de grafos y quien ademas propuso
el primer algoritmo de reconocimiento de complejidad O(n?) [50].

En 1995, Hsu propuso un algoritmo de reconocimiento de complejidad O(nm) [25] y
en 2003 McConnell propuso un algoritmo de complejidad lineal [39], cuya complejidad
es O(n+m).

Los grafos arco-circulares tienen aplicaciones en distintas areas, como genética, con-
trol de transito, entre otros, [2, 7, 8, 46, 47] Una aplicacién de los grafos arco-circulares
es en control de trénsito [47]. Supongamos que queremos controlar los seméforos de
una esquina. En dicha esquina existen carriles compatibles e incompatibles, es decir,
carriles por el cual los autos pueden circular a través de ellos simultaneamente. Cada
semaforo podemos modelarlo con un arco, donde su longitud representa el tiempo en
que ese seméaforo esta en verde. Dos carriles son compatibles si y sélo si sus arcos se in-
tersecan y la circunferencia puede representar la unidad de tiempo total que se repetira
continuamente.

Observacion 3.0.1. Sea GG un grafo arco-circular y sea I' un modelo arco-circular de
GG, supongamos que existe un punto del circulo que no es cubierto por ningun arco de T,
entonces es facil ver que podemos recortar en dicho punto y estirarlo hasta convertirlo
en una linea recta, convirtiendo asi los arcos en intervalos y el grafo arco-circular en un
grafo de intervalos. De manera similar, un grafo de intervalos es un grafo arco-circular

donde la union de todos los arcos no cubren la totalidad del circulo.
Definicién 3.0.2. Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad Helly.

Las siguientes son algunas de las subclases de grafos arco-circulares que se estudian
en la literatura:

1. Propios: Un grafo G es arco-circular propio (PCA) si existe un modelo arco-

circular de GG tal que ningin arco esta contenido propiamente en otro.

2. Unitarios: Un grafo G es arco-circular unitario (UCA) si existe un modelo arco-

circular de GG tal que todos los arcos tengan la misma longitud.

3. Helly: Un grafo G es arco-circular Helly (HCA) si existe un modelo arco-circular
de G, tal que los arcos satisfagan la propiedad Helly.
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4. Clique-Helly: Un grafo G es arco-circular clique-Helly (CHCA) si G es un grafo
arco-circular y clique-Helly.

Basandonos en dos papers de Tucker, vamos a probar el siguiente teorema sobre
grafos arco-circulares en base al orden circular de los vértices.

Teorema 3.0.1. ([51, 52]) Un grafo G es arco-circular si y sdlo si existe un orden
circular (vy, va, - -+ ,v,) de sus vértices, tal que para cada i < j, si (v;,v;) € E, sty sdlo
st ocurre alguna de las siquientes condiciones:

(1) vit1,--- ,v; € N(v;)

(2) Vjg1, -, Un, 01, , 0 € N(vy)

Demostracion. Sea G un grafo arco-circular, entonces tiene un modelo arco-circular.
Supongamos que los arcos son de la forma (s;, ¢;), los enumeramos de la siguiente forma,
empezando desde un s; arbitrario, recorremos el circulo en sentido horario y enumeramos
los arcos a medida que aparecen los s;. Notamos a los arcos Ay, As, -+ , A, donde A;
representa al vértice v;.

Sea i < 7, luego (v;,v;) € E siy sélosis; € (sj,t;) 055 € (s;,1:).

En el primer caso, por la forma de enumerar, tenemos que los extremos s;1, Sj42, -+, Sp, 51, -
estan entre los extremos s; y s; y como s; € (s;,t;), se sigue que los arcos Ajq1, Ajyo, -+, Ay, Ay, -
intersecan al arco A; y por lo tanto v, -+, vy, v1,- - ,v; € N(v;).

En el segundo caso, por la forma de enumerar, tenemos que los extremos s; 1, Si42, -+ ,5j-1
estan entre los extremos s; y s;, pero como s; € (s;,;), se sigue que los arcos A; 1, Ajyo. -+, Ajq
intersecan al arco A;, y por lo tanto v;1, vite, -+ ,v; € N(v;).

Para la vuelta, supongamos que tenemos un orden circular de los vértices. Colo-
quemos pi, P2, - -+ , Py en el circulo equisdistanciados respetando el orden circular. Para
cada vértice v; consideramos m; el menor indice tal que (v;, v,,,) ¢ E, definimos el arco
A; = (pi, pm;) v lo colocamos en sentido horario.

Para ver que I' = {A;, As,- -+, A, } es un modelo arco-circular para G debemos ver
que (v;,v;) € E siy sélo si A; interseca a A;.

Sea ¢ < j, por construcciéon A; interseca a A; siy sélo si p; € A; osip; € A;.

p; esté en el arco A, siy sélo si el punto p; estd entre los puntos p; y pp,, y utilizando
el orden circular de los mismos, se sigue que los puntos p;;1, pit2, -+ ,pj—1 estan entre
Di Y Pm,, €s decir que los arcos A;41, Aito, -+, A; intersecan al arco A;.

Utilizando nuevamente el orden circular, p; estd en el arco A; si y sélo si los arcos
Ajpr, -+, Ay, Ay, A; intersecan al arco A;. Por lo tanto, se verifica que (v;,v;) € E'siy

sélo si A; interseca a A;, es decir, G es un grafo arco-circular. O

y Si—1

7Ai—1
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Daremos una caracterizacion de los grafos arco-circulares cordales. Para ello primero

necesitamos siguiente concepto.

Definicién 3.0.3. Un grafo G' es multiplo de otro grafo H si G puede ser obtenido
reemplazando cada vértice v de H por un grafo completo K, y si ademaés (a,b) € E(G)
Va € K,,b € K, siy solo si (v,w) € E(H), es decir todos los vértices de K, son
adyacentes a todos los vértices de K, si y sélo si v y w son adyacentes en H

Teorema 3.0.2. ([1]) Sea G un grafo conexo que no contiene ningin claw, net, Cy ni
Cs. Si G contiene un tent como subgrafo inducido, entonces G es un multiplo de un

tent.

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién en la cantidad de vértices.
El caso base es claro, ya que si G tiene 6 vértices, entonces G es un tent.
Supongamos que G tiene méas de 6 vértices. Entonces existe un vértice v tal que

G \ v es conexo y contiene un tent como subgrafo inducido. Por hipétesis inductiva,

G \ v es un multiplo de un tent. Consideraremos A; y B; con 1 < i < 3 los subgrafos

completos correspondientes a los vértices del tent etiquetados de la siguiente manera.

Como G es conexo, v tiene que tener algin vecino

Supongamos que v es adyacente a algun vértice de los A;, digamos a A;, entonces
removiendo todos los vértices de By, todos los vértices exceptuando uno de Az y A, se
tiene que se induce un net.

Supongamos que v tiene vecinos en sélo dos de los A;, digamos A; y A,, entonces
se induce un CYy.

Supongamos que v tiene vecinos en los 3 A;, removiendo los conjuntos B;, y todos

los vértices exceptuando los respectivos vecinos de los A;, se induce un claw.
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Por lo tanto, como ninguno de éstos tres casos puede ocurrir, entonces v tiene que
tener algiun vecino en By, By o Bs, sin pérdida de generalidad, supongamos que v es
adyacente a algin vértice de By. Sumado a ésto, v tiene que ser adyacente a todos los
vértices de A; o Az, de lo contrario es facil ver que se induce un claw, nuevamente, sin
pérdida de generalidad, v es adyacente a todos los vértices de Aj.

Supongamos que v no es adyacente a ningiin vértice de A, U A3, entonces v tiene que
ser adyacente a todos los vértices de By y Bs, ya que si v es adyacente a un vértice de
B,, y existe un vértice en B3 que no es adyacente a v, éstos vértices junto con un vértice
de Az forman un claw. De manera similar no puede suceder que exista un vértice en By
no adyacente a v y un vértice en B3 adyacente a v, ya que se induciria un claw con un
vértice de Az. Tampoco puede suceder que existan vértices en By y B3 no adyacente a
v, ya que agregando un vértice de Ay, Ay y Az se induce un net. Finalmente v no puede
tener ningun vecino en Bi, ya que de lo contrario, agregando un vértice de A, y As se
forma un claw. Por lo tanto, podemos agregar v al conjunto A;, y G se mantiene como
un multiplo de un tent.

Supongamos que v es adyacente a al menos un vértice de A; U Az, digamos que v es
adyacente a u € As. Afirmamos que v tiene que ser adyacente a todos los vértices de
B17 BQ y B3-

Si existen vértices en By y By que no son adyacentes a v, agregando un vértice de
Ay y el vértice que es adyacente a v en A, se forma un Cj, en cualquier otro caso es
facil ver que se forma un Cj.

Ademas v es adyacente a todos los vértices de As, ya que si existiese un vértice que
no lo es, entonces un vértice de By, uno de As, que recordemos que no es adyacente
ya que de lo contrario v tendria vecinos en los 3 conjuntos A;, y dicho vértice de A,
forman un claw.

Como v no es adyacente a ningin vértice de As, podemos agregar a v al conjunto
B3 obteniendo un multiplo de un tent.

O

Teorema 3.0.3. ([1]) Sea un grafo G cordal y conexo. G es un grafo arco-circular

propio si y solo st ningun subgrafo inducido es un net o claw.

Demostracion. Como los grafos claw y net no son grafos arco-circulares propios, enton-
ces se verifica la condicién suficiente.

Como G es cordal, no induce ningin Cy ni C5. Por las hipdtesis, tampoco induce
un net o claw. Usando el teorema anterior, G' es un multiplo de un tent, por lo tanto,

es suficiente con probar que cualquier miltiplo de un tent es un grafo arco-circular.
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Consideremos la representacién arco-circular del tent.

vl

(] U3

Uy Us Vg

Luego, si H; es un grafo completo que corresponde al vértice v; del tent, le asignamos
el arco A; a todos los vértices de H;, de esta manera tenemos un modelo arco-circular
propio del multiplo del tent.

m

3.1. Grafos arcos-circulares propios y unitarios

En esta seccion vamos a caracterizar a los grafos arco-circulares propios mediante

una lista de subgrafos prohibidos siguiendo el texto de Tucker [53].

Definicién 3.1.1. ([49, 52]) Un grafo G arco-circular que no tiene ningin modelo

arco-circular donde dos arcos cubran el circulo por completo se lo denomina normal.

Mediante el siguiente resultado vamos a poder asumir, cuando lo precisemos, que

los grafos arco-circulares propios son siempre normales.

Teorema 3.1.1. Sea G un grafo arco-circular propio, entonces G es un grafo arco-

circular normal.

Demostracion. Supongamos que |V(G)| > 3 y sea I' un modelo arco-circular propio
para (. Supongamos que los arcos A;, As cubren todo el circulo. Como |V(G)| > 3,
un tercer arco As debe intersecar a los otros dos arcos de forma tal que el modelo sea
propio. Sin pérdida de generalidad supongamos que dicha interseccion se realiza en el
extremo horario de A; y el extremo antihorario de As. Es facil ver que podemos acortar
el extremo horario de A; de forma tal que el modelo sea normal, y se mantengan las

intersecciones correspondientes.
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Para esta seccion vamos a trabajar con los siguientes grafos.

i, i, H,

H, H-

La técnica que utilizaremos a lo largo de éste capitulo sera dibujar los vértices del
grafo en un circulo.

Aclaracion: Supongamos que un vértice v es adyacente a dos vértices a y b, y ademas
tenemos un orden circular entre a y b. En la imagen se veran las aristas (v,a) y (b, a),
pero posiblemente no veremos la arista (v, w) donde w esta entre a y b. Esto lo haremos
para no sobrecargar de aristas la imagen.

Sumado a ésto, necesitaremos incorporar los siguientes conceptos.

Definicién 3.1.2. Dado un subconjunto propio circular y no vacio de V', notamos
neg(S) y pos(S) al dltimo vértice si recorremos a S en sentido antihorario y sentido
horario respectivamente.

Para un orden circular se define la relacién cir(zq, 2, -, x,) si recorriendo el orden
una séla vez, los z’s aparecen en dicho orden. Y denotaremos cir(z1,xs,- -+, x,) si se

cumple cir(xy, xg,- -+ ,x,) y ademas todos los z; son distintos.
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Dado un orden circular abierto, notaremos N(y) < N(z) si ocurre
cir(neg(N(z)), neg(N(y)), pos(N(y)), pos(N(x)))

Tucker dio una caracterizacion de los grafos arco-circulares propios de la siguiente

forma

Teorema 3.1.2. (52, 53]) G es un grafo arco-circular propio si y sélo si existe un
orden circular abierto en G, {x1,xs, -+ ,x,} tal que

1. cir(x;, pos(Ng(z;)), pos(Ng(xit1))

2. cir(x;, neg(Ng(w:)), neg(Ng(wit1))

A menos que Ng(x;) =0 o Ng(xii1) =10

Definicién 3.1.3. Sea GG un grafo con un orden circular abierto, si verifica las dos

condiciones del teorema anterior diremos que G tiene un orden OCC.

Para demostrar el teorema principal de ésta seccion vamos a dividir el problema en
dos, cuando el grafo es bipartito y cuando no.

Para lograr esto, necesitaremos los siguientes resultados.

Teorema 3.1.3. ([52, 53]) Sea G un grafo no bipartito. Son equivalentes
1. G tiene un orden circular abierto.
2. G tiene un orden OCC.

Teorema 3.1.4. ([53]) Sea G un grafo bipartito. Son equivalentes
1. G tiene un orden circular abierto.

2. (G tiene un orden lineal abierto.

Demostracion. Supongamos que G es un grafo bipartito con un orden circular abierto,
permutando circularmente los indices, podemos obtener un nuevo orden circular abierto
en el cual el primer y tlimo vértice estan en distintas particiones. Luego, ningin N (v)
contiene simultaneamente el primer y ltimo vértice, por lo que el orden resulta lineal,
probando asi (1) = (2). La vuelta es trivial. O

Proposicién 3.1.1. ([49]) Sea G un grafo bipartito con orden circular, entonces no
contiene como subgrafo inducido a Hs ni {Cap}n>3

Primero resolveremos el caso cuando el grafo es bipartito, para ésto necesitaremos

dos lemas.
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Lema 3.1.1. ([53]) Dado un grafo G bipartito tal que no tiene como subgrafos inducidos
a {Contn>s, {Cons1tn>1, Hi con 1 < i <5, entonces eziste un orden lineal abierto tal
que para todo x,y, N(y) £ N(x).

Lema 3.1.2. ([53]) Sea G un grafo que estd en las condiciones del lema previo, entonces
G tiene un orden OCC.

Demostracion. Podemos suponer que el grafo G es conexo, ya que si tuviese dos compo-
nentes conexas, al ser bipartito, es facil combinar los érdenes OCC de sus componentes
conexas para formar un orden OCC para GG. También podemos suponer que existen al
menos dos vértices en una componente y al menos dos vértices en la otra componente
tal que los dos vértices no tienen el mismo vecindario, ya que dado un grafo con un
orden OCC es facil agregar un vértice con el mismo vecindario que el resto de vértices
en su componente.

Por el lema previo, podemos tomar un orden lineal abierto tal que no existen vértices
z,y tales que N(z) < N(y). Sean Vi = {xy,29, -, 20} vy Vo = {y1,92, - yn} la
particién bipartida de V' y supongamos que z7 = neg(V4), z, = pos(V1), y1 = neg(V2)
e Yym = neg(Va).

Supongamos que (z1,y1) ¢ E'y (z1,ym) ¢ E. Consideremos y; = neg(N(z1)) y
y; = pos(N(z1)), entonces sucede que (z3,y;) € E ya que de lo contrario N(y;) = {z1}
esto se debe a que no puede ser adyacente a uno posterior a x5 ya que por el orden
lineal deberia ser adyacente a xs y debido a que z1 = neg(V}) y ésto implicaria que no
existe un camino P desde x; a algin vértice anterior a y; por lo que y; = neg(Vs), pero
esto no puede pasar porque estamos asumiendo que (z1,neg(Vs)) ¢ E.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que N(z1) # N(x2), de lo contrario pode-
mos ordenar el conjunto Vj para que ésto se verifique, luego se tiene que (zq,y;—1) € E
0 (22,yj+1) pero no puede ocurrir las dos cosas simultdneamente sino N(z;) < N ().

Supongamos que (2, y;+1) € F, un argumento similar se aplica al caso (2, y;—1), ¥
supongamos ademds que ocurre N (y;)\{z1} € N(y;4+1), entonces existe w € N (y;)\{z1}
tal que w ¢ N(y;—1), usando que x2 = neg(N(yj4+1)) por lo que estamos asumiendo y
porque (x1,y;j+1) ¢ E, ya que de lo contrario y; no serfa neg(N(x1)) y usando el orden
lineal, tenemos que w se sitia posterior a pos(N(y;+1)), usando nuevamente el orden
lineal, es facil ver que se llega a N(y;+1) < N(y;), lo cual no puede ocurrir y por lo
tanto N(y:)\ {21} € N(yjs0)

Si consideramos x; = neg(N(y;—1)) se tiene que (zx,y;) € F, ya que de lo contrario
habria dos componentes conexas y usando que N(y;) \ {1} € N(y;4+1) tendriamos que
(zx,yj+1) € E'y por el orden lineal se tendria que N(z;) < N(xy). El absurdo provino
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de suponer que (x1,y1) ¢ E'y (1,ym) ¢ E, por lo tanto (z1,y1) € F o (x1,ym) € E.
De manera similar se concluye que (x,,,y1) € E 0 (2, ym) € E

Luego, ocurre que tenemos que analizar los casos donde (z1,y1) € E'y (Tn, Ym) € E,
y (21,Ym) € Ey (xn,11) € E | sin embargo esta segunda opcién se soluciona invirtiendo
el orden de V5.
Analicemos el primer caso y supongamos que para z; y ;1 ocurre que cir(x;, pos(N(z:,1)), pos(N (z;)
digamos que yr = pos(N (z;11)) e y; = pos(N(x;)) con k < [, podemos tomar esto tltimo
ya que la hipdtesi implica pos(N(x;)) # pos(N(xi11))

Ly n

Tit] ¢ yr = pos(N(x;41))

T; y = pos(N(z;))

Ym

Consideremos los conjuntos S = {x;12, Tiv3, -+ 2o} VT = {41, Tis2, " , Ym}
Sea P, = {uy,ug, -+ ,u, } el camino que une x,, con x;11, y sea u;;; el primer vértice
en (SUT)".

Es claro que (z;41,y) ¢ E, ya que de lo contrario yx no seria pos(N(z;41)), esto
implica que x; = pos(y;), ya que ; no puede ser adyacente a un vértice posterior a ;41
ya que usando el orden lineal esto implicaria que y; tiene que ser adyacente a x;.

De acd podemos deducir que u; # x, = ui, ya que si fuesen iguales, entonces
ug € Vo \ T, usando que (z,,y1) € E con el orden lineal, entonces necesariamente
(uj, yi), ya que y; es el iltimo vértice en el orden que no esté en T, pero ésto no puede
suceder ya que implicarfa que z;1; es adyacente a y;. Luego, u; # z,, y por lo tanto,
existe un vértice anterior a u;.

Supongamos que u; € S, entonces uj_1 € Ty uji; € Vo \ T y usando el orden

lineal necesariamente (u;,y;) € E lo que implicaria que x; no es pos(N(y;)). De manera
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similar, si u; € T se concluye que y; no es pos(N(z;)). Por lo tanto se llega al absurdo,
el cual provino de suponer que cir(z;, pos(N(x;41)), pos(N(x;))), por lo tanto se verifica
que cir(x;, pos(N(x;)), pos(N(z;s1))). Con argumentos similares se llega a un absurdo
si cir(x;,neg(N(xiy1)), neg(N(x;))), lo mismo sucede si elegimos y; € 1.
Por lo tanto, G tiene un orden OCC.
[

A continuacién vamos a tratar el caso cuando G es un grafo no bipartito, podemos
asumir que G no induce ningun {C), },,>4 ni Hy, ya que de lo contrario, @G serfa un grafo
de intervalos propios, en cuyo caso ya terminamos. Luego, la condicién (1) implica
que G es conexo. Ademds, como el grafo es no bipartito, debe inducir un Cs, 4, para
al menos un n > 1y como los 3, estdn prohibidos, sabemos que G tiene que ser
conexo.

Lema 3.1.3. ([53]) Si G satisface las condiciones (1) y (2) del teorema 8.1.5, y G no
es un grafo de intervalos propios, entonces G \ v es conero ¥V v € V.

Demostracién. Como G no es un grafo de intervalos propios, tiene que inducir un
{CpYnsa, Hi, Hy 0o un K 3.

Si G induce un H; o un K 3, entonces G induce un H; o un C3, lo cual est4 prohibido
por la condicién (2). Por lo que G contiene un {C,},>4 o un H;. Llamemos N a dicho
grafo.

Sea w un vértice en V(NN), entonces existe v € V(G) \ V(N) tal que (w,v) € E,
ya que de lo contrario, se induce un N*, el cual no puede suceder por la condicién (1)
del teorema. Por lo tanto, si dicho w € V() es removido de G, seguimos teniendo un
grafo conexo.

Sin embargo, si w es adyacente sélamente a v, entonces N[v] induce un K3 si
N =C,o0si N =H; cond(v) =3, einduce un H; si N = H; con d(v) = 2 (en G).
Ambos casos no pueden suceder ya que en G se induciria un C5 o un Hi, lo cual esta
prohibido por la condicién (2) del teorema 3.1.5.

Por lo tanto, w es adyacente a al menos dos vértices de N lo que implica que remover
un vértice de N mantiene el grafo conexo. O]

Lema 3.1.4. ([53]) Bajo las hipdtesis del lema anterior. Ademds supongamos que todo
subgrafo propio de G que sea no bipartito tiene un orden OCC. Entonces ¥V v € V tal
que G'\ v es no bipartito, entonces existe un orden OCC para G\ v tal que N(v) NN (u)
es circular ¥ uw € V' \ Nv
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Finalmente, tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el teorema

principal de ésta seccién.

Teorema 3.1.5. (/53]) Un grafo G es arco-circular propio si y sélo si

1. G no contiene como subgrafos inducidos a {C;}n>4 ni Hy

2. G no contiene como subgrafos inducidos a {Cap}rn>3, {Cspiitn>1 Hi, Hoy Hs, Hy
y Hs

Demostracion. =

Los modelos arco-circular propio para los grafos {C),},>4 y H; necesariamente cu-
bren todo el arco, luego {C’},>4 y Hy deben ser subgrafos prohibidos. Es facil ver que
H, v H, no son PCA.

Si G es un grafo bipartito, por el lema 3.1.2, G tiene un OCC.

Por la proposicién 3.1.1., como G tiene un orden OCC, entonces GG no puede contener
a los grafos Hs ni {Cay, }n>3.

Para el caso donde GG no sea bipartito, la siguiente figura muestra, de izquierda a
derecha, que no existe un orden OCC para los grafos correspondientes.

I r3
. €] T
AT
6 Ti42 T
2 €T
g T
T L4l
Iy
Ty Ty L3 Ti_o Lit3
Ty Ty
T T2n41

(1) Si quitamos el vértice x5, tenemos un OCC para el grafo Hy, no hay forma de
agregar este vértice manteniendo un OCC, de la misma forma, para representar al Hj,
T5 v o deberian ser adyacentes, aun asi no se cumple un orden OCC

(2) Para el H, ésta es la inica configuracién vélida, no puede suceder que dos vértices
del ciclo sean consecutivos, o los tres, ya que de lo contrario, habria al menos un vértice
del ciclo que es adyacente a dos vérties fuera del ciclo. Aun asi, esta configuraciéon no
verifica un orden OCC

(3) Se exhibe un orden circular para los Cs,41 con n > 3. Claramente, agregar un
vértice aislado romperia la circularidad de N(z;) para algin j.
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<) Como ya mencionamos, separaremos en los casos cuando G sea un grafo bipar-
tito y cuando no. En en el primer caso, el lema 3.1.2 lo resuelve.

Supongamos que G es un grafo no bipartito. Dado un vértice w de G, éste tiene que
ser adyacente a un vértice del ciclo z; o a dos vértices x; y z;12, ya que de lo contrario se
inducen C} con k impar, un ciclo impar més corto o un ciclo par. De la misma manera,
si w es adyacente a un vértice z tal que cir(x;, z, x;12) pero w no es adyacente a x; ni
a T;+2 se induce un ciclo par o un €} con k. Luego por el lema 3.1.4, existe un orden
OCC para G \ {w} tales que N(z;) N N(w) es circular y por lo tanto, N(w) es circular.

Supongamos que todos los y ¢ Cy son adyacentes a un mismo vértice en Cj, diga-
mos ;. Supongamos que tenemos yi, Y, - - - , Ym, entonces podemos encontrar un OCC
para Cj, y agregar los vértices y;’s tales que cir(z;_1,y1,y2, - , Ym, Ti+1). Es claro que
obtenemos un orden OCC ya que los vértices y;’s no pueden ser adyacentes entre si ya
que de lo contrario inducirian un C3. Supongamos ahora que existen yq, yo ¢ Cj, tales
que (y1,2;) € E'y (y2,2;) € E con i # j. No puede suceder que y; sea adyacente a
Y2, ya que de lo contrario se induce un ciclo par o un ciclo impar mas chico. Usando el
orden OCC del ciclo C} podemos agregar y; e y» de la misma forma que recién.

La demostracién se dividird en dos casos, dependiendo de la longitud del ciclo impar

en G.

Supongamos que el ciclo méas corto en G es Cy = (x1,x9,- -+ ,x)) con k > 5. Supon-
gamos que al menos un vértice y ¢ C}, es adyacente a dos vértices de Cy, digamos z;
y Tiie, elegimos y tal que d(y) sea maximal, luego, podemos encontrar un orden OCC
para G \ {y} tal que N(y) sea circular.

Consideremos a = pos(N(y)) y b = neg(N(y)), luego ocurre que cir(a,x;, r;12,b)
existiendo la posibilidad de que a = z; y b = x;49. Sea t = pos(N(a)) y s = sig(t),
por lo que (s,a) ¢ E. Ademés podemos asumir que (¢,b) ¢ E, ya que de lo contrario
N(y) € N(t) y como d(y) es maximal, se sigue que N(y) = N(t), en este caso resulta
trivial agregar el vértice y manteniendo el OCC.

Veamos que agregando y entre t y s obtenemos un orden circular de G. Para esto
es suficiente con probar que:

1. N(s) N N(t) € N(y)
2. N(y) € N(s) UN(t)

Caso 1 : Usando que (s,a) ¢ E y (t,b) ¢ E es claro que vale cir(a,w,b) para todo
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w € N(s) N N(t) y usando que N(y) es circular, se cumple 1.
Caso 2 : Si 2. no valiese, existiria w € N(y), se debe cumplir que (s,b) ¢ E, debido
a que N(s)UN(t) es circular. Reemplazando x; por a, z;11 por y y x;11 por b se induce

*
un C}.

Veamos que las dos condiciones son suficientes para probar que el orden circular se
mantiene.

Siw € N(s) N N(t), entonces z € N(y) y por lo tanto, N(w) resulta circular

Siw ¢ N(s)NN(t) perow € N(y); osi w ¢ N(y) perow € N(s)UN(t), podemos
suponer que w € N(s) pero w ¢ N(t), en ambos casos es claro que N(w) es circular,
no puede ser adyacente a un vértice previo a ¢, ya que de lo contrario, G\ {y} no seria
un orden OCC.

Por lo tanto G tiene un orden circular.

Supongamos que el ciclo mas corto en G es C3 = (x1, 22, 23). Dado w € G, por
el lema 3.1.3, entonces G \ {w} es conexo, por lo que existen yi,y2, -y con k > 1,
y; € G\ {w} tal que cir(xs, y1,y2, - Yg, x1) en G \ {w} por hipdtesis inductiva. De esto
podemos deducir que (y1,x3) ¢ E, (Y, x1) ¢ E, (Yi, Yis1) ¢ Ey (yi,x2) € EV1I <i < k.

Sea j = min{i | (y;,z1) ¢ E,1 <i < k}. De esta forma vértices (z1, z2,y;_1) forman
un Cjs.

Usando el Lema 3.1.4 con G\{y, }, existe un OCC para G\{y,} tal que N(z1)NN(y;)
y N(xz3) N N(y;) son circulares.

Como tenemos que

Nlys) = (N (i) \ (N(@1) U N(g5-1))) U (N(y) 0 (N (1) U N(g;-1)))

Supongamos existe w € N (y;)\ (N (x1)UN(y;_1)), luego (w, x2) € E, de lo contrario,
como w no es adyacente a los vértices x1, y;_1 ¥ ¥2, tenemos que se induce un C3 en G.

Adtn asi, zo es adyacente a los vértices z1,y;-1,y; ¥y w, y éstos a su vez forman dos
K, por lo que G induce un Cf.

Luego N(y;) \ (N(z1) UN(y;—1)) = 0 y por lo tanto

N(ys) = Ny (N (@) UN (55-1)) = (¥ () (N () UV ()N (g5-1)) es circular.

Supongamos que d(y;) = 1, entonces no puede existir un vértice w distinto a zi, z3
que sea adyacente a éstos dos y que verifique cir(xs, w,x;), ya que de lo contrario los
vértices (x3,w, 1) forman un Cs, que junto a y; forman un Cfj.

Supongamos que d(y;) > 2 y sean u = neg(N(y;)) vy v = pos(N(y;)), es claro
que ocurre cir(xy, u, Ty, v, T3) ya que To es adyacente a y; por la circularidad, ademés,

T F Uy T3 F .
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Supongamos que u # xp y consideremos t = pos(Ng\qy,}(1)) v vsig = SIG(v) (El
siguiente a v en sentido horario).
A continuacién separaremos en dos casos, dependiendo de si ¢ y vy, son adyacentes

O 1no.

Supongamos que (t,vs,) ¢ E, si tomamos s = SIG(t) entonces (u, s) ¢ E.
Usando que (u,z3) € E pues ocurre cir(xy, u, 13), se sigue cir(xs,t,s). Si ocurriese
cir(z1,t, s), tenemos que por la circularidad de N(t), ¢t es adyacente a vy;,. Luego ocurre

cir(zs, t,s,x1) y por lo tanto, t y s son adyacentes a xs

£y

5§ = sz(t) U = sig(N(y;r))

t = pos(Ngyy, (u))
€Zo

L3 =
Usig v = pos(N(y;))

Afirmo que agregando el vértice y; entre ¢ y s, obtenemos un orden circular, para

eso es suficiente con ver dos cosas:

1. N(s) N N(t) € N(y)

2. N(y;) € N(s) UN(1)

Caso 1: Sea w € N(s) N N(t), como (s,u) ¢ E'y (s,22) € E, el vértice w se sitia
posterior a u y como (t,v4,) ¢ Ey (t,22) € E se sigue que w es el vértice v o uno
previo a éste, luego w € N (y;).

Caso 2: Supongamos que existe un w € N(y;) pero w ¢ N(s) N N(t).

Como w € N(y;), se tiene que el vértice esta entre u y v, o ser alguno de éstos.
Usando que w ¢ N(t), w se sitia entre x5 y v, éste dltimo incluido.

Usando que (s,z2) € E no puede suceder que (s,v) € E, de lo contrario, usando la
circularidad de N(s), w € N(s) N N(t)

Usando que s no es adyacente a u ni a v se sigue que cir(zs, s, z1).

Como s es adyacente a x5 y no es adyacente a u, tenemos que s no es adyacente
a x1, ademds z; no es adyacente a u, de lo contrario, usando la circularidad de N(u)

tendriamos que s y u son adyacentes.
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De la misma forma, s no es adyacente a x3, ya que por la circularidad de N(s), se
tendria que s es adyacente a v.

Sumado a ésto, v y v no pueden ser adyacentes, de lo contrario los vértices u, v y y;
formarian un Cs, por lo que agregando el vértice s tendriamos un C5 en G.

De la misma forma, x5 no es adyacente a v, ya que de lo contrario los vértices x1, x3
y v forman un Cj y agregando y; tenemos un C3 en G.

Sin embargo, tenemos que se induce un C7 con los vértices x1,v,y;,u, x5 y s, siendo
este ultimo el vértice aislado.

Por lo tanto tenemos un orden circular en G.

Supongamos que (t,vs4) € E. Recorriendo los vértices desde ¢ yendo en sentido
antihorario, sea t* el primer vértice no adyacente a v,;,, donde existe la posibilidad de
que t* = vy, y sea s* = SIG(t*), por lo que (s*,v54) € E. Como x; es adyacente a c
por la circularidad y t* no, se tiene que cir(t*, s*, x1).

Nuevamente afirmo que agregando el vértice y; entre t* y s*, obtenemos un orden

circular, para eso es suficiente con ver dos cosas:

L N(s*) N N () € N(yy)
2. N(y;) € N(s") UN(#)

Caso 2: Veamos que s* tiene que ser adyacente a u, para ver esto separaremos en
dos casos, dependiendo de donde se sitiie s* en el circulo.

Caso a : Supongamos que s* verifica que cir(zs, s*, x1), como z3 es adyacente a x;
y a T9, Se sigue que x3 es adyacente a u por la circularidad, y como u es adyacente a
t*, tenemos que s* es adyacente a u

Caso b : Supongamos que s* verifica que cir(vgy, *, x3), entonces s* es adyacente a
x1 y como también es adyacente a vy, por la circularidad de N(s*), s* es adyacente a
u.

Por lo tanto N(y;) C N(s*) y entonces N(y;) C N(s*) U N(t*).

Caso 2 : Veamos que N(s*) N N(t*) C N(y;). Si no fuese el caso, podriamos tomar
w € N(s*)NN(t*) perow ¢ N(y;). Como t* no es adyacente a vy, pero si a u, tenemos
que w tiene que estar previo a u. Ademas s* no puede ser adyacente a 1, ya que de lo
contrario los vérices s*, 11 y vy, forman un Cs, que junto con y; tenemos un ¢ en G.
Como w € N(s*), w # x, por lo que cir(xy, w,u).

Es facil ver que (z1,w) ¢ E, (vsig,w) & E'y (vsig,73) ¢ E, ya que de lo contrario,
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es facil ver que se inducen un C3 en G. Como w3 no es adyacente a vy, se sigue que
s* # w3, y ademds es facil ver que (s*,z3) ¢ E. Luego x5 # vy, por lo que los vértices
5", W, T3, X1, Vsig € y; forman un CF, donde y; es el vértice asilado, llegando a un absurdo.

La siguiente figura muestra en rojo el C5 inducido.

€Ty

u = neg(N(y;))

T3

Por lo tanto, tenemos un OCC.

O

Como corolario podemos derivar una nueva caracterizacion para esta clase de grafos
por medio de subgrafos prohibidos, tal como lo propuso Duran en [12]. Para lograr esto

necesitaremos los siguientes lemas.

Demostracion. Es facil encontrar modelos arco-circulares para los grafos Hy, Hy, H3, H,
y H5.

Fijamos n > 1, veamos que C5, ., es un grafo arco-circular. Sean los vértices w;
con 1 <7 < 2n+ 1y consideremos el siguiente rétulo en base a la paridad del indice:
U] = W1,V = W3, ,Uppl = Wopy1 Y Uppl = W2, Upg = Wy, , Vapyp1 = Way, estamos
en las hipotesis del teorema 3.0.1 y por lo tanto, el grafo Cy, .1 es arco-circular. Es
evidente que si agregamos un vértice universal el grafo sigue siendo arco-circular. [

Lema 3.1.6. ([12]) Los grafos Hy, {C*},>4 y {Can}n>3 no son arco-circulares.

Demostracion. Las representaciones arco-circulares de los grafos Hy y {C,}n>4 cubren
toda la circunferencia por lo que es imposible agregar el arco que representa al vértice
aislado.

Supongamos ahora que existe algin n > 3 tal que C,, es arco-circular. Por el
teorema, no puede ser arco-circular propio, por lo que existen dos arcos A; y Ay tales
que A; C Ay, donde los arcos representan a los vértices v; y vg. Luego, N[v;] C Nug].

Veamos que ésto no puede suceder. Llamo G al grafo Cy,
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Supongamos que (v, vy,) € E(G), entonces (v;, v) ¢ E(G) y por lo tanto, v; ¢ N{vg].
Por otro lado, si (v;, v,) ¢ E(G), podemos tomar los dos caminos que unen a dichos
vértices en G. Sean P = vvj11... 0 ¥ Q = 0U;_1...010,U,_1 ... V. Luego, existe
u € {vpy1,ve_1} tal que (vi,u) ¢ E(G), por lo que u € N[v;] pero u ¢ N|v] O

Por lo tanto podemos reformular la caracterizacién de Tucker de la siguiente forma.

Corolario 3.1.1. ([12]) Un grafo G es arco-circular propio si y sélo si G es arco-

A continuacién se define los conceptos claves para la caracterizacion de grafos arco-
circular propios que realizaron Hell, Bang-Jensen y Huang [23], Huang [26, 27] y Skrien

[44], quienes generalizaron el concepto de torneos.

Definicién 3.1.4. Un digrafo D es una orientacién de un grafo G si para cada v,u €
V(G) se verifica que (v,u) € E(G) siy sélo si (v,u) € A(D) o bien (u,v) € A(D).

Un torneo es una orientaciéon de un grafo completo. Un grafo GG es un torneo local
si G admite una orientacién tal que N~ (v) y Nt (v) inducen un torneo en G, para todo
veV(G).

Una enumeracién circular de un digrafo D es un orden circular vy, vy, ..., v, de sus
vértices, tal que para cada v; existen enteros no negativos r y s tal que N~ (v;) =
{vic1,Vi—9, oy Vip b Yy NT(v;) = {011, Viz2, -, Virs . Un grafo que admite una enume-
racion circular es llamado ronda. En el caso en que vy, vs, ..., v, tengan un orden lineal,

diremos que se trata de una enumeracion derecha, y a GG sera llamado derecho.

En el siguiente teorema se caracteriza a los grafos de intervalos usando estas defini-
ciones. Luego, podemos ver como generalizar el teorema para los grafos arco-circulares
propios. Las demostraciones las obviaremos ya que no es el propédsito de esta tesis, sin

embargo resulta interesante ver como las clases de grafos estan relacionadas.

Teorema 3.1.6. ([11, 43]) Sea G un grafo. Entonces, G es un grafo de intervalos
propios si y solo si G es derecho.

Teorema 3.1.7. ([11, 44]) Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un grafo
G conexo:

1. G es un grafo arco-circular propio.

2. G es orientable como torneo local

3. G tiene una enumeracion circular.
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Recordemos que un grafo arco-circular unitario (UCA) es un grafo arco-circular
que admite un modelo donde todos los arcos tienen la misma longitud. Claramente
UCA C PCA, de manera similar ocurria con los grafos de intervalos unitarios y propios,
excepto que en el caso de los intervalos tenemos una igualdad. Sin embargo, estas dos
clases de grafos arco-circulares no coinciden.

Tucker formulé una caracterizacién de la clase UCA mediante subgrafos prohibidos
[53]. Definiremos dicha clase usando la notacién de [14].

Sean dos numeros naturales n y k tal que n > k > 1, denotamos CI(n, k) al grafo
cuyo modelo se construye de la siguiente forma. Sean € > 0 un niimero real, un circulo
de radio r = 1 y arcos A;, B; con 0 <7 <n — 1. Cada arco A; tiene longitud % +ey
dibujan empezando en el punto % y cada arco B; tiene longitud % — € y se dibujan

2mi+m

empezando en el punto

Teorema 3.1.8. (/53]) Sea G un grafo arco-circular propio. Entonces G es un grafo
arco-circular unitario si y solo si G no contiene como subgrafo inducido a CI(n, k),

para n > 2k y n,k coprimos.

Introduciremos los siguientes conceptos para demostrar el teorema 3.1.8.

Sea un grafo GG con modelo arco-circular I". Supongamos que el perimetro del circulo
es 1. Sean n, k,m,l enteros. Un circuito (n,k) de G e un subconjunto de n vértices,
cuyos arcos correspondientes admiten un orden circular Ay, ..., A,, tal que los arcos
consecutivos se intersecan, s; ;1 es el extremo izquierdo que precede inmediatamente a
t; y k es la cantidad de vueltas que se da alrededor del circulo. Para contar el niimero
de vueltas, empezaremos en el extremo antihorario de A;, pasando de A; a A,, de A,
a Asz y siguiendo asi, cada vez que pasamos por el punto de inicio contaremos una
vuelta. Similarmente, un conjunto independiente (m,l) de G es un subconjunto de m
vértices, cuyos arcos correspondientes admiten un orden circular Ay, ..., A,,, donde los

arcos consecutivos son disjuntos, s;;1 el cual antecede inmediatamente a ¢; y [ se define
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analogamente. En esta seccion, al circuito lo notaremos C', mientras que al conjunto
independiente lo notaremos como 1.
. . . . . . . . /
Un circuito (n, k) es minimal si no contiene circuitos (n, k') donde 35 < %,y k, k" >

0. Similarmente, se define un conjunto independiente (m, 1) maximal.

Lema 3.1.7. ([53]) Sea G un grafo arco-circular propio y I' un modelo arco-circular
propio para G. Entonces, para cada circuito (n,k) y conjunto independiente (m,l) ,
tenemos que m/l < n/k. Si m/l =n/k, entonces C' e I no tienen vértices en comin.

Lema 3.1.8. ([53]) Sea G un grafo arco-circular propio. Para cada n,k coprimos con
n > 2k, G contiene un circuito (n,k) minimal y un conjunto independiente (m,1)
mazximal (con respecto a cualquier modelo arco-circular propio), si y sélo si G contiene
el subgrafo C1(n, k). Paran < 2k, o n,k no coprimos, ningiun conjunto independiente

maximal eriste.
A continuacién se demostrard el teorema 3.1.8.

Demostracion. =) Sea CI(n, k) el grafo como lo definimos al comienzo de la seccién.
Supongamos que CI(n,k) tiene una representacién arco-circular unitaria. Como los
arcos A; intersecan a A;_y, A;yy se tiene que 3.1~ "|A;| = n|Ag| > 27 , mientras que los
arcos |B;| son disjuntos, por lo que debe suceder que S°1"|Bi| = n|Bo| < 27. Luego
| Bo| < 2m < |Apl, llegando a un absurdo.

<) Sea I un modelo arco-circular propio podemos tomar I' un modelo normal por el
teorema 3.1.1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que los 2|V| extremos de los |V/|
arcos son distintos, ya que podemos modificar los arcos en € sin causar problemas. Sea
t = min(n/k) sobre todos los circuitos (n, k) de G con respecto a I'; y sea r = max(m, ()
sobre todos los conjuntos independientes (m,[) de G con respecto a I'. Sea s = @
Modificando el modelo I' de ser necesario, podemos tomar un circulo con circunferencia
s. Como G no contiene C'I(n, k), por el lema anterior, r < s < t. Veamos que podemos
transformar los arcos en arcos con longitud = 1.

Supongamos que |A;| > 1. Dejaremos fijo los demés arcos y acortaremos los extremos
de A; hasta:

(a) A; tiene un extremo en comun con otro arco A; (ya sea en sentido horario o
antihorario).

(b) Se pierde una interseccién previa con otro arco Ag.

En el caso (a), como |A4;| > 1, entonces |A;| > 1, ya que estamos asumiendo que
el grafo es arco-circular propio, por lo que podemos acortar los extremos de A;, sin

embargo, estamos creando nuevamente el caso (a) o (b) para algin A’. En el caso (b),
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asumamos que la interseccién que se pierde sucede en el extremo, en sentido horario, de
A;. Extendemos el arco A, en sentido antihorario para mantener la interseccién con A;.
Sin embargo, si |Ax| = 1, entonces movemos todo el arco en sentido antihorario hacia
el punto medio de A;. Este movimiento puede causar nuevamente los casos (a) y (b),
sin embargo es facil ver que lo podemos realizar sin crear nuevas intersecciones, ya que
todos los puntos extremos son distintos. Observemos que puede ocurrir un ’apilamiento’
de puntos extremos de los arcos. En la siguiente figura los casos (a) y (b) en la izquierda,

y el ’apilamiento’ una vez acortado A;, en la derecha
A; Ai
Ak /“'-__~\ Ak "'—_\
A, Aj
Al Ay

Es claro que los movimientos que involucran acortar los arcos siempre se pueden

A;

realizar, sin embargo, en el caso (b), puede ocurrir que un arco del tipo Ay que sea
unitario no pueda moverse en una direccién, digamos en sentido antihorario, esto ocurre
cuando dicho arco ya fue movido en sentido horario. Luego, A; y los arcos Ay recorridos
en sentido horario forman un circuito (n, k). Tal circuito necesita que la circunferencia
del circulo sea < n/k. Los posibles "apilamientos’ de los A;’s y A;’s pueden ser reducidos
en €, como n/k >t > s, entonces n/k — € > s. Por lo que estas alteraciones siempre se
pueden realizar.

Supongamos que queremos extender el arco A;, mientras fijamos los demas arcos.
Los problemas que aparecen son los siguientes:

(a) A; tiene un extremo en comun con otro arco A; (ya sea en sentido horario o
antihorario).

(b) Sea crea una nueva intersecciéon con otro arco Ay.

En el caso (a), como |A4;| < 1, entonces |A;| < 1, ya que de lo contrario el modelo no
serfa propio. Luego, podemos iterar sobre A; creando el caso (a) o (b). En el caso (b)
asumamos que la interseccién se crea en el extremo en sentido horario de A;. En este
caso vamos a acortar Ay para evitar esta interseccion. En el caso en que |Ag| = 1, vamos
a mover todo el arco en sentido horario. Nuevamente, este tltimo movimiento, puede
crear los casos (a) o (b). El argumento sigue andlogamente al caso anterior, usando un

conjunto independiente (m,[) en el caso (b).
[
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Como ya mencionamos, los grafos arco-circulares pueden aplicarse al control de
transito. Los grafos arco-circulares unitarios aparecen naturalmente en este problema
cuando todos los semaforos de las esquinas tienen la misma duracion.

El primer algoritmo de reconocimiento de los grafos arco-circulares unitarios en
tiempo polinomial fue presentado en [14], su complejidad es de O(n?) donde n es el
nimero de vértices del grafo. Un algoritmo de reconocimiento en tiempo O(n) fue
presentado en [36].

3.2. Grafos arco-circular Helly

Recordemos que los grafos arco-circular Helly son aquellos grafos arco-circular que
admite un modelo cuyos arcos satisfacen la propiedad de Helly. Debido a que los grafos
de intervalo satisfacen la propiedad de Helly, los grafos arco-circular Helly son los mas
cercanos a los grafos de intervalos.

La primera caracterizacién para esta clase fue dado por Gavril [18]. En dicho paper se
muestra que los grafos arco-circular Helly surgen de los grafos de intervalo, extendiendo
el orden lineal de la matriz cliques a uno circular.

La generalizacion del teorema 2.0.4 hacia los grafos arco-circular Helly es la siguiente.

Teorema 3.2.1. (/18]) Un grafo G es arco-circular Helly si y solo si su matriz de

cliques tiene la propiedad de unos circular consecutivos por columnas.

Demostracion. =)
Sea G un grafo arco-circular Helly. Sean {Q1, @2, ,Qx} el conjunto de k cliques
de G y sea I' = {A,},ev el modelo de arcos para G donde el arco A, representa al

vértice v. Para cada clique (); consideremos

Bj= (] A
vEQ;

Es evidente que B;j # 0 y que B; N B; = si y s6lo si i # j, debido a que los Q; son
cliques.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los arcos By, Bs, - -+ , By aparecen
circularmente consecutivos. Para cada 1 < j < k tenemos que Q; = {v | B; C A,}.
Luego, como cada A, contiene arcos circularmente consecutivos y usando que B; C A,,
si y solo si v; € C; se sigue que los unos de la columna j de la matriz de cliques de G

aparecen circularmente consecutivos.



3.2. GRAFOS ARCO-CIRCULAR HELLY 47

<) Supongamos que la matriz de cliques de G verifica la propiedad de unos conse-
cutivos por columnas. Nuevamente, sea {Q1,Qa, - ,Qr} el conjunto de k cliques del
grafo. Coloquemos k puntos pi,ps,--- ,pr en un circulo en sentido horario. Vamos a
construir un modelo para G de la siguiente forma.

Para cada 1 <7 < n consideremos la columna ¢ de la matriz de cliques, y tomaremos
las filas m y [ tal que si en la columna se empieza por la fila m y se recorre circularmente
hasta la fila [ los unos aparecen de manera consecutivas.

El arco para el vértice v; se define de la siguiente manera.
Sim # 1 entonces A; = (Pm—1,P1)-

Sim = 1 entonces A; = (pg, pi)-

Si dicha columna contiene todos unos, entonces A; = (p, pr)-

Si un arco A; es de la forma (ps, p;) se dibuja el arco empezando en el punto ps y
recorriendo el circulo en sentido horario, se llega al punto p,

De esta forma se tiene que v; es adyacente a v; si y s6lo si existe r con 1 < r < k
tal que v;, v; € A,, y por construccién esto vale siy sélosi 4, NA; D (r—1,r) # 0.
Por lo tanto, GG es un grafo arco-circular.

Por construccion, para cada 1 < j <k

’UGQj

Consideremos un subconjunto de arcos que construimos tal que son no disjuntos
dos a dos, los vértices correspondientes son adyacentes dos a dos, es decir, forman un
completo. Luego existe un clique que contenga dichos vértices y utilizando lo anterior,
la interseccion del subconjutno esta incluido en un arco, por lo tanto es no vacio y el
grafo es Helly.

]

La siguiente imagen es un ejemplo de como se construye dicho modelo para un
grafo HCA segin el teorema anterior. Tomando @7 = {v1,v2,v3}, Qo = {vs,v4} ¥

Qs = {vlavf)}
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V4

U3

U1 U3

Esta caracterizacion nos conduce a un algoritmo de reconocimiento para los grafos
arco-circular Helly con complejidad O(n?).

Otra caracterizaciéon para los grafos arco-circular Helly, dentro de la clase de grafos
arco-circulares, fue presentado en [28, 37], ambas caracterizaciones son similares. A
continuacién seguiremos el texto [37].

Si tenemos un modelo arco-circular I" donde A = (s,t) es un arco de I', entonces el
complemento del modelo I se define con los arcos A = (¢, s).

Teorema 3.2.2. ([28, 37]) Sea T' un modelo arco-circular, entonces I es arco-circular
Helly si y solo si se cumplen las siquientes condiciones:
1. Si tres arcos de ' cubren el circulo entonces dos de ellos también lo cubren.

2. El grafo interseccion de T es cordal.

Demostracion. (=)

(1) Es claro que vale, de lo contrario no seria Helly.

Si no valiese (2), el grafo interseccién de (C, A) induce un C,,, con n > 4. Sea A’ C A
el conjunto de arcos correspondientes a C,,. Observemos que si dos arcos de A’ cubriesen
C, entonces C, deberia tener una cuerda. Luego, los arcos de A’ estdn circularmente
ordenados.

Para llegar al absurdo, vamos a ver que A no es Helly, para eso es suficiente ver que
A’ no es Helly.

Sean A; = (s;,t;), A; = (s5,t;) tales que A; N A; = (), podemos tomar p € (t;,s;)
que no estd en A; ni en Ij, por lo que A; N A; # (. Por otro lado, si A; N A_J # () no
pueden cubrir el arco por completo, por lo que razonando de la misma forma, podemos

encontrar un punto p que no esté en A; ni en A_j, luego A; N A; # 0.
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Para concluir que A’ no es Helly basta ver que no puede suceder que NA; # 0. Si
p€ A 1<i<n,entonces p ¢ A; por lo que A’ no cubre el circulo, lo cual es un
absurdo ya que A’ no podria inducir un C,,. Por lo tanto vale (2)

(<) Es andlogo. O

Definicién 3.2.1. Sea un modelo (C, A), decimos que A" C A es una subfamilia mi-
nimal no-Helly si A’ no es Helly y si ademas A"\ A; es Helly VA; € A’. En cuyo caso,
decimos que el modelo (C, A’) es minimal no HCA.

Corolario 3.2.1. Sea I' un modelo minimal no HCA entonces se cumple las siguientes
condiciones
1. Los arcos de I se intersecan dos a dos y I' cubre el circulo

2. Dos arcos de I' cubren el circulo cuando no son consecutivos en el orden circular
deT.

Demostracion. Es claro que I' tiene que cubrir el circulo, ya que de lo contrario tendriamos
un modelo de grafos de intervalos, el cual es Helly y si existiesen dos arcos de I' que no
se interseca, este modelo no es minimal. Luego, se cumple (1).

Supongamos que I' = { Ay, Ay, ..., A, } y que dos arcos consecutivos cubren el circulo,
entonces por el teorema anterior el grafo con modelo I' induce un Cy con k > 4. Es
claro que no puede existir un arco A distinto de los arcos A;, ya que de lo contrario I" no
serfa minimal. Luego I es un O}, rotulando los vértices para que queden consecutivos,
obtenemos que se cumple (2). O

Recordemos que para un modelo arco-circular podemos tomar un arco de la forma
(s,t), donde s es el punto de la izquierda y ¢ el punto de la derecha. Dado R, una
secuencia consecutiva maximal de puntos izquierda o bien puntos derecha, se definen
SIGUIENTE(R) y ANTERIOR(R) como las secuencias consecutivas maximales que
le precede y antecede.

Dado un punto p denotamos SECUFENCTA(p) a la secuencia consecutiva maximal
que contiene al punto p.

Sean s; un punto a izquierda de un modelo de arcos I' y S = SECUENCIA(s;),
decimos que s; es estable si para todo t; € ANTERIOR(S) sucede que i = j o
AiNnA;=0.

Sean t; un punto a izquierda de un modelo de arcos I' y T' = SECUENCITA(t;),
decimos que t; es estable si para todo s; € SIGUIENTE(T) sucede que ¢ = j o
AN A;=0.
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Definicién 3.2.2. Decimos que un modelo I' es estable cuando todos los puntos a
izquierda o a derecha son estables.

La siguiente figura muestra un modelo no estable ya que S = SECUENCIA(sy) =
{s1} y T = SIGUIENTE(S) = {t3}, se tiene que los subindices son distintos y
AT NA; #0

Definicién 3.2.3. Un grafo G es un obstdculo si G contiene un clique @ = {vy,vs, ... v,},
n > 3, tal que para cada i = 1,2...,n (considerando el subindice n + 1 como 1) se

cumple al menos de una de las siguientes condiciones.
L N(w) N Q = Q\ {vi, viy1}, para algin w; € V(G) \ Q

2. Nu)NQ = Q\{v}y Nz)NnQ = Q\ {vit1} para algin par de vértices
adyacentes u;, z; € V(G) \ Q

V4 = U1 = 23
V4 = W2 8

- A
AN AVAY

Vg — W1 Vs =— W3 Vg =— U3 = Z9 Vs = U = 21
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Teorema 3.2.3. (/28, 37]) Sea G un grafo arco-circular, son equivalentes:
1. G es arco-circular Helly.
2. G no contiene obstdiculos como subgrafos inducidos.

3. Todos los modelos estables de G son arco-circular Helly.

Demostracion. (1) = (2)

Supongamos que G es un grafo arco-circular Helly que contiene un obstaculo H, y
sea @, = {v1, vy, ...,v,} una clique de H. Por hipétesis, existe un orden circular de los
vértices v; tal que satisfacen las condiciones (1) y (2) de la definicién de obstéculo,y sea
A; el arco correspondiente a v; con 1 <7 < n.

Definamos las cliques C; en H para cada 1 <1¢ < n de la siguiente forma

Si se cumple la condicién (1), C; 2 {w;} U Q, \ {vi, vig1}-

Si se cumple la condicién (2), C; 2 {u;, 2} UQp \ {vi, vit1}-

Es evidente que C; # Cj si i # j, ya que cada clique C; contiene distintos subcon-
juntos de Q.

Para cada clique C; consideremos

Bi:ﬂAv

veC;

Como H es un grafo arco-circular Helly, cada B; es distinto de vacio y ademas
By, B, ..., B,, son disjuntos y estan ordenados circularmente. Por construccion, es facil
ver que

B;CA < j#i—1,i

Por hipétesis, como n > 3, dicho j existe.

Si definimos

B:ﬂAi

1<i<n

Se sigue que B es distinto de todos los B;, por lo que existe i con 1 < ¢ < n tal
que B se encuentra entre B; 1 y B;, sin embargo esto no puede ocurrir ya que existe j
distinto de ¢ — 1,7 tal que B; C A;, ademds B C A;, sin embargo B;_1, B; € A;. Esto
es un absurdo y por lo tanto se verifica (2).

(2) =)
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Supongamos por hipdtesis que G no contiene ningtin obstaculo, nuevamente por el
absurdo vamos a suponer que G tiene un modelo estable que no es HCA.

Sea I C I' un subconjunto minimal no Helly.

Sea Aj, As, ..., A, los arcos correspondientes a I y vy, v9, ..., v, los vértices corres-
pondientes a los arcos.

Sean A;, A;11 arcos consecutivos, por el corolario no cubren el circulo. Definamos
T = SECUENCIA(tiy1) y S = SECUENCIA(s;) y como el modelo I' es estable,
S # SIGUIENTE(T), ya que de lo contrario, los arcos A; y A;11 no se intersecan.

Utilizando esto podemos tomar s, € SIGUIENTE(T) y t, € ANTERIOR(S) tal
que A,NA; =0y A, N A, =0 por la estabilidad. Podemos asumir z # u, ya que de
lo contrario el grafo no seria conexo.

Como el modelo I cubre todo el circulo por el corolario anterior, entonces existe
J #1,1+ 1 tal que s,,t, € Aj.

Sean z; v u; los vértices correspondientes a los arcos A, y A,.

Caso 1: Supongamos que z; no es adyacente a v;, o que u; no es adyacente a v,
entonces se sigue que N(w;) NQ = Q \ {v;, v;11}, donde w; es z; en el primer caso y u;

en el segundo. Luego, se verifica la primera condicién por lo que G contiene un obstaculo.

Caso 2: Supongamos que z; es adyacente a v; y que u; es adyacente a v;11, es facil
ver que z; y u; tiene que ser adyacentes, por lo tanto se sigue que N(z;)NQ = Q\{vi11}
y N(u;)) N Q = Q \ {v;}. Luego, se verifica la segunda condicién por lo que G contiene
un obstaculo.

Como ninguno de los dos casos puede ocurrir se llega a un absurdo, por lo que todos
los modelos estables de G son HCA.

(3) = (1)
Es evidente. O

Utilizando esta caracterizacién, en ([37]) se presenta un algoritmo de reconocimiento
lineal para los grafos arco-circular Helly. Esta clase de grafos puede ser reconocido en
O(n+m).

Sumaremos a esta seccién una caracterizacién de los grafos clique-Helly [48]. Para

esto necesitaremos introducir el concepto de tridngulo extendido. Dado un grafo G y
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un tridngulo 7" de G, se define el triangulo extendido 7" de G, relativo a T, al subgrafo
inducido en G por el conjunto formado por todos los vértices adyacentes a al menos
dos de los vértices de T.

Teorema 3.2.4. ([48]) Un grafo G es clique-Helly si y sélo si todos sus tridngulos
extendidos contienen un vértice universal.

Demostracion. Sea T un triangulo de G.

=) Supongamos por el absurdo que el tridngulo extendido 7", relativo a T', no
contiene ningin vértice universal. Sea @ = {Q1, ..., @, } el conjunto de cliques de G. Se
sigue que Q; N Q; # 0 si i # j, sin embargo como no tenemos un vértice universal, la
intersecciéon de todos los (); es vacia. En consecuencia, G no es clique-Helly, absurdo.

<) Por hipétesis, todos los tridngulos extendidos 7" de G contienen un vértice
unviersal. Supongamos que G no es clique-Helly. Sea () el conjunto minimal de cliques
; de G no disjuntos dos a dos, con ningin vértice en comun. Por la minimalidad de
(), existe un tridngulo 7" con vértices vy, vy, v3 tal que v; es un vértice comun de Q \ @,
1 < i < 3. El tridngulo extendido 7" de G contiene un vértice universal. Esto nos
conduce a un vértice comun en (), lo cual es una contradiccion.

]

Dicha caracterizacion nos conduce a un algoritmo de reconocimiento en tiempo po-
linomial. Sumado al algoritmo para reconocer los grafos arco-circulares propuesto por
McConnell [39], obtenemos un algoritmo para reconocer los grafos arco-circular clique-
Helly.

Las siguientes dos secciones estudiaremos otras clases de grafos arco-circulares.

Es bastante natural considerar los grafos que son simultaneamente PCA, UCA y
HCA. Sin embargo como es claro que UCA C PCA, sélo tenemos que considerar los
grafos que son simultaneamente PCA y HCA; y UCA y HCA.

3.3. Grafos arco-circular Helly propios y unitarios

Un grafo G es un grafo arco-circular Helly propio (PHCA) si G admite un modelo
arco-circular que sea propio y Helly simultaneamente. En [12] se probé que dicha clase
es una subclase propia de la interseccion entre las clases PCA y HCA. Seguiremos el
texto [38] para caracterizar a esta clase por medio de subgrafos inducidos prohibidos.

En dicha caracterizacién utilizaremos los siguientes dos grafos.
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H, H,

Definicién 3.3.1. Dado un grafo GG, notamos G, al grafo que se obtiene al remover
todos los vértices universales de G excepto uno, y Gy al grafo que se obtiene al remover
todos los vértices universales.

Definicién 3.3.2. Sea G un grafo, decimos que v y w son gemelos en G si N[v] = N[w]

Lema 3.3.1. ([38]) Sean v y w gemelos en un grafo G Entonces G es PCA (UCA)
(HCA) (intervalo propio) si y sdlo si G\ {v} es PCA (UCA) (HCA) (intervalo propio).

Demostracion. =) Es evidente.

<) Sean G un grafo de alguna clase de las hipétesis y A, = (s,t) el arco corres-
pondiente a w. Es claro que agregando el arco (s + €,t + €) el grafo sigue en la clase
respectiva. ]

A continuacién se demuestra la caracterizacién de los grafos arco-circular Helly
propios por subgrafos inducidos prohibidos dentro de la clase de grafos arco-circulares
propios.

Teorema 3.3.1. (/38]) Sea G un grafo arco-circular propio, son equivalentes:
1. G es arco-circular Helly propio
2. G no contiene a Hy ni a Hy como subgrafos inducidos
3. G es un grafo arco-circular Helly o Gy es un grafo de intervalos

Demostracion. (1) = (2)

Es suficiente ver que un Hy no es PHCA. Si lo fuese, en particular seria Helly, y como
induce un K3 = {vq, v, 03}, dos de los arcos de dicho K3 deben cubrir por completo el
circulo. Sean A; el arco correspondiente al vértice v; del Hy con 1 <7 < 5.

Es claro que el A; debe ser uno de los dos arcos que cubren por completo el circulo,

ya que de lo contrario no seria propio.
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Si pérdida de generalidad asumamos que A; U A cubren el circulo. Como w3 es
adyacente a v y a vq, entonces A3 N Ay # 0y Az N Ay # (). De la misma forma, v, es
adyacente a vy y a vy, entonces Ay N A; # 0y Ay N Ay # 0.

Sin embargo, como v3 y v4 no son adyacentes los arcos As y Ay son disjuntos

Como vs es adyacente a v; y a vs entonces As debe intersecarse con A; y con As,
pero no con Aj, luego A5 C Ay, ya que de lo contrario existiria p € As tal que p ¢ A;
y esto implica que p € A,y. Por lo tanto, se llega al absurdo al no ser propio.

As

(20 U4

U3 Vs

2) = (3)

Supongamos que GG; no es HCA, como G es PCA entonces por el lema 3.3.1 G es
PCA, luego existen 3 arcos A;, As y Az que cubren el circulo, sin embargo dos arcos
no pueden cubrir el circulo ya que GG; tiene un vértice universal, ya que de lo contrario
habrian al menos dos vértices universales.

Coloquemos los arcos A, Ay y As sobre el circulo en sentido horario, cubriendo
dicho circulo.

Veamos que unos de los vértices A; tiene que representar al vértice universal. Su-
pongamos lo contrario. Sea v; el vértice correspondiente a A; Como los vértices v;
forman un K3 y por lo tanto tendriamos tres vértices universales, asi que debe existir
w; adyacente a algin v;, sin pérdida de generalidad, supongamos que w; es adyacente
a v9, v ademas tiene que ser adyacente a otro vértice, de lo contrario no seria propio,
digamos v3. Observemos que los vértices v; y vs resultan universales. Razonando de
esta forma se concluye que existen 3 vértices w; tal que w; es adyacente a v; y vy con
g, k€ {1,2,3}\ {i}.

Si los w; no son adyacentes dos a dos, se obtiene un Hi, y si al menos dos de dichos

arcos son adyacentes, tenemos un Ho.
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Por lo tanto, existe un v; que es universal. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que es vy.

Afirmo que G \ v; es un grafo de intervalos. Para ver ésto separemos en dos casos.

Caso 1: Supongamos que existe un arco B tal que al remover A; los arcos B, As, A3
cubren el circulo. Como wv; es el tnico vértice universal de (G, entonces los tres arcos

no son universales, razonando igual que arriba se concluye que G induce un H; o un Hs.

Caso 2: Supongamos que existen dos arcos By y By tal que al remover A; los arcos
By, By, Ay, A3 cubren el circulo, podemos suponer que estos arcos estan colocados en
sentido horario, podemos suponer que BoN Az = () y BN Ay = (), ya que de lo contrario
estariamos en el caso 1. Si w; es el vértice correspondiente al arco B; es facil ver que

los vértices vy, v9, v3, w1, wo forman un H.

Utilizando que el grafo G; es PCA, los dos casos son los unicos escenarios posibles

a analizar. Se sigue que G \ {v;} es de intervalo.

(3) = (1)
Supongamos que G; es HCA, entonces usando el lema 3.3.1 podemos agregar todos
los vértices universales obteniendo G, luego el grafo G es HCA y por hipétesis es PCA,
luego G es PHCA.
Ahora supongamos que G es de intervalo, luego es HCA y como G es PCA se sigue
que G es PCA| es decir es de intervalos propio.

Caso 1: Supongamos que G es conexo, tomamos t; el primer tltimo extremo y s,
el dltimo primer extremo. Podemos colocar el arco I := (t; — €, s, + €) con € > 0 lo
suficientemente pequeno. Es claro que dicho arco es universal y ademas el modelo sigue
siendo propio.

Si no lo fuese, podriamos tomar A; C I. Es claro que (v;,v,) € Ey (v;,vs) ¢ E.
Como Gy es conexo podemos tomar un camino P, de v; a v, con n > 2.

Si consideramos el subgrafo inducido por los vértices V(P,) U {v} U {v;}, donde v
es el vértice universal agregado, se sigue que no es propio.

Usando el lema 3.3.1, podemos agregar los vértices universales hasta obtener G,
luego es PHCA.

Caso 2: Supongamos que G tiene dos componentes conexas, recorriendo el circulo
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en sentido horario, podemos agregar el arco I := (s, + €,t; — €) tal que sea universal
y siga siendo propio, nuevamente, podemos suponer por el absurdo, tomar v; en una
componente conexa, como éste es conexo, podemos tomar P, de v, a v; con n > 2,

sumando que el vértice v es universal, se llega al absurdo de la misma manera.

Caso 3: Es claro que G no puede tener més de dos componentes conexas, ya que al

agregar un vértice universal, obtendriamos que no es propio. O

De manera similar a los grafos arco-circulares propios Helly, podemos caracterizar
con el siguiente teorema a los grafos arco-circulares unitarios Helly, cuya demostracién

sera omitida ya que es similar a la anterior.

Teorema 3.3.2. (/38]) Sea G un grafo arco-circular unitario, son equivalentes
1. G es un grafo arco-circular Helly unitario
2. G no contiene ningin Hy como subgrafo inducido

3. Gy es arco-circular Helly o Gy es un grafo de intervalos.

Con estas caracterizaciones, ambas clases pueden ser caracterizadas mediante una
lista de subgrafos prohibidos. Si agregamos el grafo H; a la lista de subgrafos induci-
dos para grafos PCA, obtenemos la caracterizacién para los grafos PCHA. De manera
similar, agregar el Hy a la lista para caracterizar los grafos UCA, obtenemos la carac-
terizacién de los grafos UCHA. Los algoritmos de reconocimiento tienen complejidad
O(n+m), sin embargo si el sabemos de antemano que el grafo es un grafo arco-circular
propio, la complejidad baja a O(n).

3.4. Caracterizaciones parciales

El problema de caracterizar a los grafos arco-circulares mediante una lista de sub-
grafos minimales inducidos ain no se concoce, sin embargo existen algunos resultados
parciales en esta direccién [3]. Demostraremos dos de los cuatro teoremas en profundi-
dad.

En esta seccion utilizaremos los siguientes grafos.
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i

G1=Ks3

ALK HHG

Definicién 3.4.1. Se define un grafo semicircular como los grafos arco-circulares donde

los arcos de su modelo son semicirculares.
Es claro que los grafos semicirculares son grafos arco-circulares unitarios.

Definicién 3.4.2. Dados dos grafos G y H tal que V(G) N V(H) = 0, definimos la
unién disjunta G U H como el grafo cuyo conjuto de vértices es V(G) U V(H) y el
conjunto de aristas E(G) U E(H).

Si t es un nimero no negativo, definimos ¢tG' como la unién disjunta de t copias de

G.

Definicién 3.4.3. G es un aumentado de H si G es isomorfo a H, o si G puede ser
obtenido a partir de H agregando vértices universales.

En la seccién presente usaremos el siguiente resultado de cografos.
Teorema 3.4.1. Sea G un cografo, entonces G no es conexo o G no es conexo

Demostracion. Supongamos que G es un grafo tal que G v G es conexo. Supongamos
que G tiene la menor cantidad de vértices posibles que verifica esto, de lo contrario,
podemos tomar un conjunto de vértices X minimal tal que el subgrafo inducido por los
vértices de X en G y en G sean conexos.

Intercambiando roles de ser necesario, podemos tomar v € V(G) tal que G \ v no
sea conexo. Como G es conexo, existe + € V(G) tal que (r,v) € E(G), por lo que
(z,v) ¢ E(G).

Como G\ v no es conexo, tiene al menos dos componentes conexas no vacias C

y Cs, podemos suponer que x € (. Sea y € Uy, observar que existe la posibilidad de
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(v,y) € E(G). El camino que une z con y tiene mas de 4 vértices, luego G no es un
cografo. m

Comenzaremos caracterizando los grafos arco-circulares dentro de la clase de cogra-
fos.

Teorema 3.4.2. Sea G un grafo, son equivalentes:
1. G no contiene Py ni 3K;.
2. G es un maltiplo aumentado de tKy para algin t > 0.
3. G es un grafo semicircular.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que G no contiene ningin P, ni 3K; como sub-
grafos inducidos. Si G tiene menos de dos vértices, entonces G es completo. Por lo que
podemos asumir que G tiene al menos dos vértices. Por el teorema 3.4.1, como G es un
cografo, entonces G' no es conexo o bien G no es conexo.

Supongamos que G no es conexo. Como G no contiene 3K, necesariamente tiene
que tener dos componentes, mas ain, estas componentes son grafos completos, ya que
de lo contrario es facil ver que se induce un 3K;. Por lo que G es un multiplo de K.

Supongamos que G no es conexo y sea H el subgrafo de G tal que los vértices de
H forman una componente conexa en G, a H le diremos anticomponente. Como H no
contiene P, ni 3K, y H es conexo, entonces H es un grafo trivial o bien no conexo.
En el segundo caso, por el mismo argumento de arriba H induce en G un multiplo
de K. Sea s el ntimero de anticomponentes de G que son triviales y ¢ el niimero de
anticomponentes de G que inducen en G un multiplo de K,. Debido a que G es la
unién de sus anticomponentes, G es la unién de un multiplo de tK, y un completo
K,. Equivalentemente, G es un miltiplo aumentado de tK5. Finalmente como G es un
multiplo de éste grafo, se tiene que es un grafo arco-circular. Los detalles son anédlogos
al del teorema 3.0.3.

(2) = (3) Supongamos que G es un miltiplo aumentado de tK,. En particular,
G es un miltiplo de tK, UsK; con s = 0 o 1. Veamos que tK, U sK; es un grafo
semicircular. Sean {p;,pi}, {g;,¢;} con 1 < i < ¢, 1 < j < s, puntos distintos y
antipodales del circulo. Para cada i = 1,...,t, sean S}, S? dos semicirculos abiertos con
extremos en p;,p,. De manera analoga, consideramos 7; con j = 0,1 el semicirculo
abierto con extremos en g;,qj. Luego I' = {S}, S}, ..., S}, S, T1,..., T} es un modelo
semicircular para tKs U sKj.

(3) = (1). Supongamos que G es un grafo semicircular. Es claro que 3K no es

semicircular, ya que no se pueden colocar 3 semicirculos disjuntos dos a dos. También
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es facil ver que P, no es semicircular, ya que si lo fuese, podemos tomar un modelo
' = {54, 52,53,5,;} de semicirculos donde S; representa al vértice v; en el grafo Py,
asumiendo que v; es adyacente a v;,1 para ¢ = 1,2, 3, vemos que los semicirculos S7, S3
son disjuntos y tienen los mismos extremos pues vy, v3 no son adyacentes. Como vy es
adyacente a estos dos vértices, S;1 N Sy y Sy N S35 son distintos de vacio. Es facil ver
que no hay forma de colocar Sy tal que sélo tenga interseccién con S3, llegando de esta
forma a un absurdo. O]

Teorema 3.4.3. Sea G un cografo que contiene un Cy como subgrafo inducido, tal que
todos sus subgrafos propios inducidos son grafos arco-circulares. Entonces se cumple

una sola de las siguientes condiciones:
- *
1. G es isomorfo a Ky3 0 C

2. G es un maltiplo aumentado de tKopara algin t > 2.

Demostracion. Es claro que K3y C) no son multiplos aumentados de t K5 para ningtin
t>2.

Supongamos que G no es isomorfo ni a Ky 3 ni a C}. Por hipétesis, estos dos grafos
no pueden ser subgrafos propios de GG, ya que no son grafos arco-circulares.

Sea H el subgrafo inducido de G que es isomorfo a Cy, podemos suponer que existe
un vértice v € G\ H, ya que de lo contrario G serfa Cy = 2K5. Dicho vértice v tiene
que ser adyacente a al menos un vértice de H, ya que de lo contrario G induciria un
C'y. Ademas, v no puede ser adyacente a un sélo vértice de H, ya que induciria un 3K,
ni tampoco a sélo dos vértices, puesto que se induciria un P,, por lo que v tiene que
ser adyacente a 3 o 4 vértices de H. Si v es adyacente a 3 vértices de H, denotaremos
C(v) al camino inducido por N(v) en H.

Supongamos que existe otro vértice distinto de v, w € G\ H. Si v es adyacente a
3 vértices de H y w a 4 vértices de H, es facil ver que se induce un P,. Luego, v y w
ambos deben ser adyacentes a 3 o 4 vértices de H. Analicemos el caso donde v y w son
adyacentes a 3 vértices de G. Si C(v) = C(w) o si un extremo de C'(v) es un vértice
central de C'(w) es facil ver que se llega a un absurdo. La siguiente figura muestra que

los vértice inducen un Kj 33, en la izquierda, e inducen un Py, en la derecha.
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H H

Por lo que la tnica opcién es que C(v) y C(w) sélo compartan extremos, como se
detalla en la figura siguiente

"

/=

Veamos que G no contiene ningtin 3K;. Por el absurdo, supongamos que S es un
subgrafo inducido de G que es isomorfo a 3/;. Supongamos que S y H tienen 2 vértices
en comun, entonces el vértice restante de S estaria en G\ H, y por lo que vimos tienen
que ser adyacente a 3 o 4 vértices de H, lo cual llevaria a que S no es isomorfo a 3K7,
una contradicciéon. Tampoco pueden tener 1 vértice en comun, ya que si lo tuviesen,
los otros dos vértices de S tienen que ser adyacentes a los mismos 3 vértices de H, por
lo anterior, es una contradiccién. Se concluye asi que S y H no tienen ningun vértice
en comun, por lo que los tres vértices de S = {v1,v2,v3} estdn en G\ H. Luego, estos
vértices tienen que ser adyacentes a 3 vértices de H o bien a 4 vértices de H. Si los tres
vértices son adyacentes a exdctamente tres vértices de H, es facil ver C(v;) = C(v;) o
bien el vértice del medio de C(v;) es extremo de C(v;) con ¢ # j. Y si los tres vértices
v; son adyacentes a los cuatro vértices de H es facil ver que se induce un Ky 3 en G.
Por lo tanto, se llega a un absurdo y GG no contiene ningiin 3K; y como es un cografo,
por el teorema 3.6.2, G es un multiplo aumentado de tK, para algin t > 0. O

Corolario 3.4.1. Sea G un cografo. G es un grafo arco-circular si y solo si G no induce
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Demostracion. Sea G un grafo que no contiene un G; ni un C}, supongamos por el
absurdo que G no es un grafo arco-circular. Sin pérdida de generalidad supongamos
que G es minimalmente no arco-circular, es decir que G no es arco-circular pero todo
subgrafo propio inducido es arco-circular. Por ésto iltimo, G no puede ser un grafo de
intervalos y como no contiene un Py, necesariamente debe contener un Cj.

Como G no es isomorfo a Gy ni a Cf, por el teorema 3.4.3, G es un miltiplo
aumentado de tK, para algin ¢ > 0, y por el teorema 3.4.2, G es un grafo semicircular,
en particular es un grafo arco-circular, lo cual es absurdo. O

En segundo lugar, caracterizaremos los grafos arco-circulares dentro de la clase de

grafos que no inducen ningin paw. Primero necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.4.4. G es un bloomed H si existe un subconjunto W C V(G) tal que el
subgrafo inducido por W es isomorfo a H y V(G) \ W es vacio o bien induce en G una
uniéon disjunta de grafos completos By, Bs, ..., B;, para algin j > 1, donde cada B; es
completo a algin vértice del grafo inducido por W, pero anticompleto a otro vértice
del grafo inducido por W. Si cada vértice en W es completo a algin B;, decimos que
G es un fully bloomed H. Los grafos B; se llamaran blooms. Un bloom trivial esta

compuesto por un sélo vértice.

Teorema 3.4.4. Sea G un grafo que no contiene un paw. Supongamos que G contiene
un Cy como subgrafo inducido tal que todos sus subgrafos propios inducidos son arco-
circulares. Entonces se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

1. G es isomorfo a G1,Ga,G7 0 C

2. G es un Cy bloomed con blooms triviales.

3. G es un mailtiplo aumentado de tK, para algin t > 2.

Demostracion. Supongamos que G no es isomorfo a Gy, Gy, G7 ni C}, como todos los
subgrafos propios de GG son arco-circulares, entonces ninguno de estos grafos son sub-
grafos inducidos de G.

Por hipdtesis, sea H el subgrafo isomorfo a Cy, si H = G no hay nada que probar,
pues Cy = 2K,. Supongamos, entonces, que existe un vértice v € G\ H, como G no
contiene ningtin C}, v tiene que ser adyacente a al menos un vértice de H. Ademas, G
no induce ningin paw, v no puede ser adyacente a 3 vértices de H ni a dos vértices de
H adyacentes. Tampoco puede ser adyacentes a dos vértices de H no adyacentes, ya
que de lo contrario se inducirfa un K 3. Luego, v es adyacente a exdctamente 1 vértice
de H o bien a 4 vértices de H.
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Supongamos que existe otro vértice distinto de v, w € G\ H, y ademés, supongamos
que v es adyacente a exactamente un vértice de H, mientras que w es adyacente a cuatro
vértices de H. La siguiente figura que esto no puede suceder, en rojo se detalla el paw

que se forma, analizando ambos casos cuando v y w son o no adyacentes.

H H

Analizaremos primero el caso donde cada vértice de G\ H es adyacente a exacta-
mente un vértice de H. Veamos que G'\ H es un conjunto independiente. Por el absurdo,
supongamos que existen dos vértices v y w en G\ H que son adyacentes. La siguiente
figura muestra, de izquierda a derecha, que se induce en G un paw, un G; y un Gs.
Llegando a una contradiccién, G\ H es un conjunto independiente. Por lo que G es un
bloomed C} con blooms triviales.

Resta analizar el caso donde todos los vértices de G\ H son adyacentes a exactamente
cuatro vértices de H. Supongamos que G'\ H contiene un 3K, entonces esos tres vértices
junto con dos vértices no adyacentes de H inducen un Ky 3. Supongamos que G\ H
contiene un Py, entonces tres vértices no consecutivos de P, junto con cualquier vértice
de H inducen un paw. Luego, G \ H no contiene ningtin P, ni 3K;. Sea S un subgrafo
de G. Si S estd en H o en G\ H no puede contener ningun P, ni 3K, ni ser isomorfo a
ninguno de éstos por lo anterior. Si al menos un vértice de S esta en H y otro vértice
estd en G'\ H, S no es conexo, pues los vértices de H son todos adyacentes a los cuatro
vértices de G\ H. Como los complementos de P, ni 3K; son conexos, estos grafos
sélamente pueden estar en H o en G \ H, lo cual vimos que no puede suceder. Por
lo tanto G' no contiene ningin P; ni 3K; y por el teorema 3.4.2, G es un multiplo
aumentado de tK, para algin ¢t > 0, y como G contiene un Cy, t > 2. O

Teorema 3.4.5. Sea j > 5. Sea G un grafo que no contiene un paw. Supongamos
que G contiene un C; y que todos sus subrafos propios inducidos son arco-circulares.
Entonces, se cumple solo una de las siguientes condiciones:

1. G es isomorfo a G, Gy 0 C’;.

2. G' es un bloomed C; con blooms triviales.
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Demostracion. Supongamos que G no es isomorfo a los grafos Gg, G4 ni C}. Nueva-
mente, como los subgrafos propios de GG son arco-circulares por hipotesis, G no contiene
ninguno de estos grafos como subgrafos inducidos. Més atun, G no contiene C7 con
J > 4, ya que estos no son grafos arco-circulares. G no puede ser isomorfo a G3. Sea
H el subgrafo de G' que es isomorfo a C; por lo que no es isomorfo a Ky3. Si G = H
no hay nada que probar. En caso contrario, si v es un vértice de G \ H entonces v es
adyacente a todos los vértices de H o Ny(v) induce un camino no vacio en H. Pero
como H es isomorfo a C; con j > 5, y G no contiene ningiin paw, entonces todos los
vértices de G\ H tienen que ser adyacentes a exdctamente un vértice de H.

Probaremos que G'\ H es un conjunto independiente. Por el absurdo, supongamos
que v,w € G\ H son adyacentes. Los vértices v y w no pueden ser adyacentes al mismo
vértice de H, ya que de lo contrario se induce un paw, ni tampoco pueden ser adyacentes
a dos vértices adyacentes en H, ya que se induciria un C}. Por lo que podemos asumir
que v y w son adyacentes a dos vértices de H no adyacentes

Sean P!y P? caminos que unen a los vecinos de v y w en H. Por hipétesis, P! y
P? contienen al menos tres vértices, y al menos uno de ellos contiene cuatro vértices,
ya que H es un ciclo con mas de cinco vértices.

Como G no contiene ningin C7, j > 4, cada camino P!, P? tiene que tener a lo sumo
cuatro vértices. Si los caminos tuviesen tres o cuatro vértices respectivamente, entonces
los vértices V(H)U{v,w} inducen un Gy, una contradiccién. Luego, cada camino tiene
cuatro vértices, sin embargo, los vértices V(H) U {v,w} \ Ng(v) induce un bipartite
claw, una contradiccién. Se concluye que G\ H es un conjunto independiente de G, y
por lo tanto cada vértice de G \ H es adyacente a sélo un vértice de H, luego, G' es un
bloomed C} con blooms triviales. O]

Corolario 3.4.2. Sea un grafo G que no contiene un paw. Entonces G es un grafo
arco-circular si y solo si G no contiene como subgrafo inducido a los grafos Gi, Ga, Gy,
G7 0 {C}n>4 ni al grafo bipartite claw.

Demostracion. Supongamos que G es un grafo minimalmente no arco-circular, en par-
ticular no es de intervalos, por hipdtesis no puede contener un bipartite claw, y como
no contiene ningin paw, no puede contener n-net (n > 2), umbrella, ni n-tent (n > 3).
Luego G contiene un C), para algin n > 4. Es facil ver que un bloomed C), con blooms
triviales es arco-circular.

Para el caso de que G sea un miltiplo aumentado de tK, para algin ¢ no negativo,

la demostracion de que G es arco-circular, fue realizada en el teorema 3.4.2. O
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En tercer lugar, caracterizaremos a los grafos arco-circular dentro de la clase de los
grafos que son cografos y no inducen ningin claw (K 3), y por ultimo lo haremos dentro

de la clase de grafos sin diamantes.

Teorema 3.4.6. Sea G un grafo cordal que no contiene un K3 tal que todos sus
subrafos propios inducidos son arco-circulares. Entonces, se cumple solo una de las
siquientes condiciones:

1. G es isomorfo a net*, G5 o Gg.

2. G es un grafo arco-circular.

Corolario 3.4.3. Sea G un grafo cordal que no induce un K, 3. Entonces G es un grafo

arco-circular si y solo si G no contiene tent*, net*, Gs o Gg.

Demostracion. Supongamos que G es un grafo minimalmente no arco-circular que no
contiene ninguno de esos grafos. En particular, G no puede ser un grafo de intervalos.
Como G es cordal, entonces no puede contener C,, con n > 3. Y como G no contiene
K, 3, entonces tampoco puede contener bipartite claw, umbrella, n-tent (n > 3), ni
n-tent (n > 4), por lo que G contiene al menos un tent o un net.

Caso 1: Supongamos que GG contiene un tent, si G no es conexo, entonces induce un
tent*, mientras que si GG es conexo, por el teorema 3.0.2, G es un multiplo de un tent,
y como vimos en el teorema 3.0.3, un multiplo de un tent es un grafo arco-circular, lo
cual es un absurdo.

Caso 2: Supongamos que G contiene un net, entonces por el teorema 3.4.6, G es
isomorfo a net*, G5 o G, en cualquier caso es un abusrdo.

Por lo tanto, G' es un grafo arco-circular n

Definicién 3.4.5. Un agujero o hole es un ciclo inducido C,, con n > 4.

Teorema 3.4.7. Sea G un grafo sin diamantes que contiene un agujero, tal que todos
sus subgrafos propios inducidos son arco-circulares. Entonces, se cumple solo una de
las siguientes condiciones:

1. G es isomorfo a G1,Ga, Gs, Gy, G7,Gg, Gy 0o C para algin n > 4.

2. G es un grafo arco-circular.

Teorema 3.4.8. Sea G un grafo cordal sin diamantes. Supongamos que G contiene un
net y que todos sus subgrafos propios inducidos son arco-circulares. Entonces, se cumple
solo una de las siguientes condiciones:

1. G es isomorfo a un net*,Gs o Gg

2. G 15 a fully bloomed triangle, y por lo tanto, es un grafo arco-circular.
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Corolario 3.4.4. Sea G un grafo que no induce un diamante. Entonces G es un grafo

arco-circular si y solo si G no induce bipartite claw, net*, G; con 1 <i <9 0 {C}},>4.

Demostracion. Por el absurdo, supongamos sin pérdida de generalidad que G es un
grafo minimalmente no arco-circular. En particular no es un grafo de intervalos. Por
hipétesis, G no contiene un bipartite claw, y como no contiene diamantes, tampoco
puede contener un umbrella, n— net con n > 3 ni n—tent con n > 3. Por lo tanto G
debe contener un C, con n > 4, es decir un agujero, o un net. Sin embargo no puede
contener un hole, ya que por el teorema 3.4.7 se llega a un absrudo. Por otro lado, si
G es cordal y contiene un net, contradice el teorema 3.4.8. Por lo tanto GG es un grafo

arco-circular. O

3.5. Reconocimiento

3.5.1. Arco-circular

En la presente seccién seguiremos el texto [39] y presentaremos un algoritmo de
reconocimiento para grafos arco-circulares y las ideas detras del algoritmo.
La idea fundamental consiste en construir una matriz que clasifique a los arcos segin

su tipo de interseccion.

Definicién 3.5.1. Sea GG un grafo arco-circular y I' un modelo para GG. La matriz arco-
circular del modelo I' es una matriz 1" de n x n donde la entrada 7;; representa el tipo
de interseccién de los arcos A; y A; y se define de la siguiente forma:

1. Si el arco A; contiene un sélo extremo del arco A;, T;; = 1.

2. Silos arcos A;, A; cubren el circulo y cada uno contiene ambos extremos del otro,

3. Siel arco A; estd contenido en el arco A;, T;; = c.
4. Si el arco A; contiene al arco A;, T;; = t.

5. Si los arcos A;, A; no se intersecan, T;; = n.

De esta definicion podemos obtener una particién del grafo GG, dado un modelo T,
de la siguiente manera: Gy y Gy aquellos que verifican la condicién (1) y (2) respecti-

vamente, G, los que verifican la condicién (3) y (4), y Gy, la condicién (5).
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Una arista del grafo G, puede ser distinguida, a su vez, mediante la siguiente clasi-
ficacion:
» D, = {(v;,v;) : El arco A; estd contenido en A;}.
» D! = {(v;,v;) : El arco A; contiene a A;}.

La herramienta que usaremos en estas matrices la llamaremos flip. Un flip geométrico
en un vértice v, con arco A = (s,t), consiste en reemplazar el arco A por el arco (t, s).

Esto genera los siguientes cambios si realizamos un flip en v;.
» (v;,v;) € Go se transforma en (v, v;) € D,, y viceversa.
» (v;,v;) € G, se transforma en (v;,v;) € DY, y viceversa.
» (v;,v;) € Gy se mantiene intacto.

Dado una matriz de interseccién T, podemos conputar la matriz de interseccién 77
que se obtiene de hacer un flip en un vértice v;. 7" s6lo va a requerir renombrar algunas
entradas de la fila y columna i. Llamaremos flip algebrdico a este proceso.

Si T pueden ser obtenido a partir de T' mediante una sucesién de flips, diremos que
T, T son equivalentes. Una observacién importante es que dado esta clase de equiva-
lencia, ésta contiene una matriz de intervalos, ya que si tomamos un punto que no sea
ningtin extremo, podemos hacer flips sobre todos los arcos que contengan a ese punto,

dando por resultado en un conjunto de arcos que no cubren el circulo.
Algoritmo para construir un modelo arco-circular:
s Input: Un grafo G.
= OQutput: Determina si GG es arco-circular.
» Tiempo de ejecucién: O(n+ m).

1. Encontrar una matriz de interseccion T' que pueda demostrarse que es realizada
por algin modelo de G.

2. Realizar flips algebraicos en T hasta obtener una matriz de intervalos T .
3. Encontrar un modelo de intervalos I para T".

4. Invertir los flips usados para obtener 7" de T, pero aplicarlos a I' mediante flips

geométricos para obtener un modelo arco-circular I" de T'.
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3.5.2. Arco-circular Helly, clique Helly y Helly propios

Empezaremos reconociendo los grafos arco-circular Helly, el cual se sigue del teore-
ma 3.2.3.

Algoritmo de reconocimiento para grafos HCA

= Input: Un grafo G.
= OQutput: Determina si G es un grafo HCA o no.
» Tiempo de ejecucién: O(n +m).

1. Aplicar los algoritmos para decidir si G es un grafo arco-circular [39]. En caso
afirmativo, construir un modelo I' para GG. Caso contrario, G no es HCA.

2. Transformar I en un modelo estable.

3. Verificar si I' es un modelo HCA. En caso de ser afirmativo, G es un grafo HCA,

y en caso contrario no.

Para el paso (1), podemos aplicar el algoritmo visto de McConnell [39], su comple-
jidad es O(n +m).

El siguiente paso serd transformar el modelo obtenido a un modelo estable. La idea
basica para el paso (2) es aumentar tanto como se pueda la longitud de los arcos,
posiblemente extendiendo ambos extremos, manteniendo las adyacencias del grafo. La
estrategia usada en [37] consiste en primero extender los extremos t; de los arcos A;.
Esto es, para cada t;, encontrar el extremo izquierdo s; mas cercano, en sentido horario,
satisfaciendo i = j o A; N A; = 0. Movemos t; para que sea el extremo anterior a s;, en
sentido horario. De manera analoga, en sentido antihorario, hacemos lo mismo con s;.
Consideramos 7' = SECUENCTA(t;) y movemos t; hacia T, en sentido antihorario,
reordenando, posiblemente, T y transformando esta secuencia en T's,T", donde T es el
conjunto de extremos t;, € T tal quei = ko A;NA, =0,y T" =T\ T . Este algoritmo
transforma un modelo en uno estable.

Algoritmo sobre modelos estables

= Input: Un modelo I

= Output: Un modelo estable equivalente a I'.
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» Tiempo de ejecucién: O(n).

Por tltimo, el paso (3), consiste en reconocer si un modelo es arco-circular Helly.
Dicho algoritmo se encuentra detallado en [37].

Algoritmo para reconocer modelos HCA

= Input: Un modelo I'.

= OQutput: Positivo en caso de ser un modelo HCA, negativo en caso contrario.
» Tiempo de ejecucién: O(n).

En segundo lugar, presentaremos un algoritmo de reconocimiento para los grafos
arco-circular clique-Helly.

Algoritmo para reconocer grafos clique-Helly

s Input: Un grafo G.

» Output: Determina si G es un grafo arco-circular clique-Helly.
» Tiempo de ejecucién: O(nm?).

1. Determinar si G es un grafo arco-circular .

2. Determinar si G es clique-Helly.

El primer paso [39] lo podemos ejecutar en O(n + m).
El algoritmo para el paso (2) se sigue del teorema 3.2.4, el cual nos conduce a un
algoritmo de tiempo polinomial para reconocer cuando un grafo es clique-Helly.

Para cada triangulo T de G, construimos el tridngulo extendido T y verificamos si
contiene un vértice universal. Luego, G es clique-Helly, cuando la respuesta es positiva
para cada triangulo 7'

Necesitamos O(nm) para generar todos los tridngulos de G. Fijado un tridngulo, el
costo computacional para la operacién requerida es de O(m). Por lo tanto, el algoritmo
tiene complejidad O(nm?).

Finalmente, para terminar esta subseccién, presentaremos un algoritmo para reco-
nocer a los grafos arco-circular Helly propios, basados en el teorema 3.3.1.

Algoritmo para reconocer grafos arco-circular Helly propios
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s Input: Un grafo G.
= OQutput: Determina si G es un grafo arco-circular Helly propio.
» Tiempo de ejecucién: O(n + m).

1. Cheqear si G es un grafo arco-circular propio [31]. En caso afirmativo obtener un
modelo I' para G.

2. Transformar I en un modelo donde dos arcos no cubran el circulo.
3. Obtener I'y y I'; a partir de I'.

4. Verificar si I'; contiene tres arcos que cubran el circulo. En caso de ser negativo,
el modelo es Helly.

5. Verificar si I'y es un modelo de intervalos.

El paso (1) lo podemos hacer en O(n+m). El paso (2) se puede hacer en O(n) usando
los algoritmos de [31]. Para paso (3) basta con encontrar todos los arcos universales.

Para entender el paso (4), necesitamos el siguiente corolario del teorema 3.2.2. Este
paso se puede hacer en O(n).

Corolario 3.5.1. Sea I' un modelo arco-circular propio donde dos arcos no cubren el
circulo, tal que I' no es Helly, entonces tres arcos de I' cubren el circulo

Demostracion. Por el absurdo, supongamos que no existen tres arcos de I' que cubran
el circulo. Entonces, por el teorema 3.2.2, el grafo con modelo I' induce un C), para
algin n > 4. Luego, los arcos Ay, A; € I' que corresponden a los vértices vy, v3 no se

intersecan, luego los arcos A;, A3 cubren el circulo, lo cual es absurdo. O

Finalmente el paso (5) se puede verificar en O(n), observemos que no estamos veri-
ficando si un grafo es o no de intervalos, en este caso seria O(n + m), sino un modelo.

Por lo tanto, el algoritmo verifica si un grafo es PHCA en O(n + m).

3.5.3. Arco-circular propios y unitarios

Empecemos con los grafos arco-circular propios, sélo se presentaran las ideas esen-
ciales que hay detras del algoritmo de reconocimiento.

Algoritmo de reconocimiento para grafos PCA
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s Input: Un grafo G.
= OQutput: Determina si G es un grafo arco-circular propio.
» Tiempo de ejecucién: O(n +m).

Al comienzo del capitulo mencionamos que los grafos arco-circulares Helly son los
mas cercanos a los grafos de intervalos, ya que ambos verifican la propiedad Helly. Sin
embargo existe una clase de grafos de intervalos que estan muy relacionados con los
grafos arco-circulares propios co-bipartitos.

Definicién 3.5.2. Un grafo GG es un grafo de intervalos bipartito si G tiene un modelo
I' de intervalos , donde los elementos de I' estan particionados en dos partes, es decir,
dados (u,v) € E(G) siy sdlo si los intervalos correspondientes se intersecan y pertenecen
a distintas partes de la particién. Si adicionalmente los intervalos son propios, el grafo
G es de intervalos bipartitos propios.

Teorema 3.5.1. (/24]) Sea G un grafo co-bipartito. Entonces, G es un grafo arco-

circular propio si y solo si G es de intervalos bipartitos propios.

Teorema 3.5.2. ([52]) Sea G un grafo que no es co-bipartito. Entonces, G es un grafo
arco-circular propio si y sélo si M*(G) tiene la propiedad de unos consecutivos.

En esta seccién daremos un esquema y una idea, siguiendo el articulo [31], para un
algoritmo de reconocimento para los grafos arco-circulares propios en tiempo O(n+m).
La idea consiste en separar en dos casos, cuando G es co-bipartito y cuando no.

El primer paso del algoritmo consiste en decidir si G' es 0 no co-bipartito. Si G es
co-bipartito, entonces los vértices estan cubiertos por dos cliques. Al menos uno de esos
cliques contienen al menos la mitad de los vértices, entonces m > (5 — 1). Si esta
desigualdad no se cumple, entonces G no es co-bipartito. Podemos chequear que G es
bipartito en O(n?) = O(m).

Si G no es co-bipartito, entonces usamos el teorema 3.5.2 y verificamos si M*(G)
tiene la propiedad de unos consecutivos. Sin embargo, para este paso, usaremos la

siguiente reduccion.

Teorema 3.5.3. Sea M una matriz cuyas entradas son 0 o 1 y fijemos una columna
j. Consideremos la matriz My obtenida de complementar las filas con 1 de la columna
j de M. Entonces, My tiene la propiedad de unos circular consecutivos si y solo si My

tiene la propiedad de unos consecutivos.
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La reduccién se hace sobre la columna cuyo vértice correspondiente tiene el menor
grado. De esta forma se logra hacer la reducciéon en O(m). Una vez hecho esto, testear
si M tiene la propiedad de unos consecutivos. En cuyo caso, ordenamos las columnas
de M*(G) del mismo modo para que la matriz tenga la propiedad de unos circular con-
secutivos, y ordenamos las filas como corresponde, ya que es una matriz de adyacencia.
Tucker [52] mostré como producir un modelo arco-circular propio para G a partir de la
matriz M*(G) con la propiedad de unos circular consecutivos en O(n + m).

Si G es un grafo co-bipartito, por el teorema 3.5.1, GG es un grafo arco-circular pro-
pio si v sélo si G es de intervalos bipartitos propios. El grafo G estd cubierto por dos
cliques, uno de ellos tiene que cubrir al menos 7 vértices de G, por lo que en tiempo
O(n?) = O(m) podemos obtener G a partir de G. Si G es de intervalos bipartitos pro-
pios, el cual puede decidirse en O(n + m), obtenemos un modelo para éste y usamos un

algoritmo de Hell y Huang [24] para construir un modelo arco-circular propio, a partir

del modelo de G.

Finalmente, presentaremos un algoritmo de reconocimiento para los grafos arco-
circular unitarios basandonos en la caracterizaciéon de Tucker, dicho algoritmo tiene
complejidad O(n?). Los siguientes lemas, que deducen de la demostracién del lema

3.1.8, nos ayudaran en nuestro algoritmo. Seguiremos el texto [14].

Lema 3.5.1. Sea C' = z1,...,x, un circuito (n, k) minimal, entonces para cada i, el
arco A;11 es el arco vecino de A; mds lejano en sentido horario (i.e., de todos los arcos

adyacentes a A;, Ai11 es aquel cuyo extremo horario es el mds lejano a A;).

Lema 3.5.2. Sea I = zy,...,x,, un conjunto independiente (m,l) mazimal, entonces
para cada i, A;1 es el primer arco no vecino de A; (i.e., de todos los arcos no adyacentes

a A;, Aiyq es aquel cuyo extremo antihorario es el mds cercano a A;).

Por el teorema 3.1.1., podemos asumir que los grafos arco-circulares propios son
normales.

Queda por buscar las cotas superiores e inferiores para la longitud de la circunfe-
rencia para cualquier modelo arco-circular unitario para GG con arcos con longitud 1.
La cota superior es la menor n/k sobre todos los circuitos (n, k) minimales, mientras
que la cota superior es la mayor m/l sobre todos los conjuntos independientes (m, 1)
maximales. Estas cotas determinardn si el modelo arco-circular unitario existe o no.

Esto lo usamos en la demostracion del teorema 3.1.8, ya que si p es la longitud de la

circunferencia, entonces p tiene que ser menor que el valor dado por todos los circuitos
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(n, k) minimales y mayor al valor impuesto por todos los conjuntos independientes (n, ()
maximales. Si este rango es vacio, el modelo UCA no puede existir y viceversa.
Algoritmo de reconocimiento para grafos UCA

s Input: Un grafo G.
= Output: Determina si G es un grafo arco-circular unitario.
» Tiempo de ejecucién: O(n?).
(1) Buscar la mayor cota inferior
Para cada arco A; en I'.
1. ¢+ A,
2. Marcar c.

3. Mientras existan arcos sin marcar no adyacentes a c:

a) Buscar, en sentido horario, el primer arco sin marcar no adyacente a c. Mar-
carlo, y guardarlo en c.

b) Calcular m/l, donde m es la cantidad de arcos marcados, y [ es la cantidad
de vueltas completadas. Si este valor es la mayor cota inferior encontrada,
guardarla.

(2) Buscar la menor cota superior
Para cada arco A; en I'.

1. ¢+ Al
2. Marcar c.

3. Mientras existan arcos sin marcar adyacentes a c:

a) Buscar el arco sin marcar adyacente a ¢ que mas se extiende en sentido
horario. Marcarlo, y guardarlo en c.

b) Si al agregar ¢ a los arcos marcados se complet "o una nueva vuelta, calcular
n/k, donde n es la cantidad de arcos marcados, y k es la cantidad de vueltas

completadas. Si este valor es la menor cota superior encontrada, guardarla.

(3) Las mejores cotas superior e inferior encontradas son iguales si y sélo si G no es
UCA.
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Capitulo 4
Grafos circulares

Un grafo G es circular si existe un conjunto de cuerdas I' dentro de un circulo
(lamado modelo) y una correspondencia 1-1 entre vértices de Gy cuerdas de I', de
manera que dos vértices distintos son adyacentes si y sélo si las cuerdas correspondientes

se cortan.

Definicién 4.0.1. Un grafo G es circular si existe una biyeccién f: V — T, f(v) = L,
donde T = {L,},ev, tal que (u,v) € E siy solo sl u# vy L,NL, # (0. Es decir, un
grafo circular es un grafo interseccion de cuerdas dentro de un circulo.

La siguiente figura muestra un grafo circular y un modelo para el mismo

Ll L5

Esta clase de grafos fue introducida por Even e Itai [15], donde se muestra una
aplicacion para resolver un problema de reordenamiento de vagones de un tren propuesto
por Knuth [34], usando pilas y colas.

Se pueden encontrar algoritmos de tiempo polinomial para reconocer grafos en esta
clase en [5, 17, 40, 45]. A continuacién se estudia los principales resultados sobre esta

clase y su relacion con los grafos arco-circulares.

75
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Las siguientes son algunas subclases interesantes de los grafos circulares, estudiadas
en [12] :
1. Unitarios: Un grafo G es circular unitario (UC) si existe un modelo de cuerdas

para G de manera que todas las cuerdas tengan la misma longitud.

2. Helly: Un grafo G es circular Helly (HC) si existe un modelo de cuerdas I' para
G de manera que el conjunto satisfaga la propiedad de Helly.

3. Clique-Helly: Un grafo G es circular clique-Helly (CHC) si G es un grafo circular
y clique-Helly.

4.1. Grafos circulares Helly y clique Helly

Recordemos que un diamante es el grafo que se obtiene removiendo una arista de

un K. Para el siguiente teorema, utilizaremos la siguiente figura.

®

-
OGO
15

Teorema 4.1.1. ([12]) Sea G un grafo circular Helly, entonces G es un grafo circular

y no induce un diamante.

Demostracion. Supongamos que un grafo circular Helly G induce un diamante, H.

Sea I'; la cuerda que representa al vértice v; con 1 < i < 4. Es claro que las cuerdas
I'1,T's y I's se intersecan dos a dos, como estamos suponiendo que G es Helly, entonces
I''NTyNT3 # 0,y como G es un grafo circular y los I'; son cuerdas, entonces dicha
interseccién debe ser un punto p. De manera analoga, 4 g € 'y, NT's N TYy.

Supongamos que p = ¢, entonces I'y NT'y # (). Por lo tanto, todos los I'; se intersecan
dos a dos, y como G es Helly, los I'; tienen un punto en comun, lo que implica que el
grafo obtenido al intersecar los I'; es un K4 y no un diamante.

Si p # q entonces I'y = I'3, lo cual no puede suceder.
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Por lo tanto se llega al absurdo, el cual vino de suponer que G inducia un diamante.
m

En la tesis de Duréan [12] se conjetur6 que dicha condicién también era suficiente para

que un grafo sea circular Helly. Recientemente, en [10], dicha conjetura fue probada.

Teorema 4.1.2. ([10]) Sea G un grafo circular que no induce un diamante, entonces
es un grafo circular Helly.

La demostracion del teorema se realizara en una seguidilla de lemas. Para eso nece-

sitaremos introducir los siguientes conceptos.

Definicién 4.1.1. Una sucesion modelo o4 de un grafo circular G' es una sucesion
en donde todos los elementos de V(G) aparecen exdctamente dos veces de acuerdo al
orden en el que se encuentran los extremos de las cuerdas en sentido horario alrededor
del circulo. Una subsucesién o de og, el cual denotaremos o C og, es una sucesion
circular que se obtiene eliminando de o las dos apariciones de v € X, para algin sub-
conjunto X C V(G). Un subgrafo inducido H de G es convezo si para cada subsucesién
(a,b,c,c,b,a) de og, {a,c} € V(H) implica que b € V(H). Un subgrafo inducido H de
G es una cligue maximal si todas las cliques maximales de H son cliques maximales
de G. Un subgrafo inducido H de G es una casi componente maximal si a lo sumo una
componente conexa de H no es una componente conexa maximal de . Un subgra-
fo inducido H de G es conveniente si es convexa, clique maximal y casi componente
maximal. Dado subgrafo inducido H de G, denotaremos oy la sucesién modelo de H
inducido por og. Dado subgrafo inducido H de G, un modelo Helly mixto de (G, H) es
un modelo circular de G donde la sucesién modelo inducida oy es un modelo circular
de H.

La estructura de la demostracion es la siguiente. Consideraremos un subgrafo con-
veniente H de (G, tal que existe un modelo Helly mixto, esto lo podemos realizar ya que
el subgrafo vacio es un subgrafo conveniente. El objetivo sera probar que H = G. Para
lograr esto supondremos que H # G y vamos a ver que existe otro subgrafo inducido
H' de G que verifica H C H' tal que (G, H') admite un modelo Helly mixto. Para

construir H' usaremos el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Dado cualquier subgrafo propio conveniente H de G, existe un vértice
u € V(G)\ V(H) tal que el subgrafo inducido por los vértices V(H) U {u} sigue sien-
do convexo. Mas aun, si H tiene una componente que es un subgrafo propio de una

componente C' de G, entonces existe u € C.
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Demostracion. Sea < larelacién en V(G)\V(H) tal que v’ < wsi (x,u, v, v, u,x) C og
para algin x € V(H). Es claro que para cualquier u maximal para <, se tiene que
V(H) U {u} es convexo. Sea (a,b,c,c,b,a) C og tal que {a,c} € V(H)U {u}. Si a # u
y ¢ # u no hay nada que probar, ya que H es convexo (conveniente) por hipotesis.
Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = u. Si b ¢ V(H) \ {u} entonces u < b,
lo cual contradice la maximalidad de u. ]

Separaremos la demostracion del teorema en el caso cuando existe u € V/(G)\ V(H)
adyacente a algin vértice v € V(H) y en el caso cuando tal u no existe.

Caso 1: Ningun vértice de V(G) \ V(H) es adyacente a H.

Por el lema anterior, sea u € V(G) \ V(H) tal que el subgrafo inducido por los
vértices V(H) U {u} es convexo.

Lema 4.1.2. Si |Ng(u)| # 0, entonces existe un vértice v € Ng(u) tal que el subgrafo

inducido por los vértices V(H) U {v} es convezo.

Demostracion. Sea v € Ng(u) supongamos que existe v’ € V(G)\V(H) tal que v < v'.
Sea x € V(H) tal que (z,v',v,v,v',x) C o5 Si u, v’ no son adyacentes, entonces sucede
que (z,v,u,u,v',x) C og.

Por lo que u,z € V(H) U {u}, pero v' ¢ V(H) U {u}, contradiciendo la convexidad
de V(H) U {u}. Por lo que v es maximal para <, luego, V(H) U {v} es convexo. [

Si |[Ng(u)| # 0, por el lema anterior podemos tomar un vértice v € Ng(u) tal que el
subgrafo inducido por los vértices V(H) U {v} es convexo. Como G no contiene ningin
diamante, G contiene una unica clique maximal que contiene a la arista (u,v), sea K a
dicho conjunto. Si [Ng(v)| =0, K = {u}.



4.1. GRAFOS CIRCULARES HELLY Y CLIQUE HELLY 79

Lema 4.1.3. El garfo H' inducido por los vértices V(H)U K es un subgrafo conveniente
de G, y (G, H'") admite un modelo Helly mizto.

Demostracion. Es claro que H' es clique maximal y casi componente maximal. Es
evidente que si K = {u} entonces H' resulta convexo y por lo tanto, conveniente.
Supongamos que |K| > 2. Por el absurdo, supongamos que H' no es convexo. Seaw € K
tal que V/(H)U{w} no es convexo. Entonces existe una subsucesion (a,w’, z, z,w’,a) C
og tal que {a,x} C V(H)U{w} perow’ ¢ V(H)U{w}. Como V(H) es convexo, entonces
a o z tiene que ser w, ya que de lo contrario, w’ estarfa en V(H), sumado a esto, w # w'.
Luego, tenemos x € V(H) y w' € V(G)\ V(H) tal que (w,w', z,z,w',w) C o (es facil
ver que w,w’ no son adyacentes). Supongamos que u y w’ no son adyacentes, entonces,
como u, w son adyacentes ya que pertenecen a K, debe suceder que (u,w’, z,w',u) C og
(sucede lo mismos que la figura anterior, intercambiando roles), luego, como V (H)U{u}
es convexo, entonces w' € V(H) U {u}, lo cual es absurdo. Usando el lema anterior,
existe un v # u tal que V(H) U {v} es convexo, claramente v # w, por el mismo
razonamiento, v, w’ son adyacentes. Luego, los vértices u, v, w,w’ forman un diamante
en (G, absurdo.

Es facil ver que podemos extender el modelo Helly mixto de (G, H) a (G, H'), ya
que K es una clique y ningin vértice de K es adyacente a V(H). O

Caso 2: Existe un vértice u € V(G) \ V(H) adyacente a algun vértice de H.
Por un lema previo, sea ug € V(G) \ V(H) tal que V(H) U {up} es convexo.

Lema 4.1.4. Dado un subgrafo conveniente H de G, para cada vértice x € V(G)\V (H),

Np(u) es un conjunto independiente. Equivalentemente, para cada x,y € V(H), (u,z,y,u,z,y) €

oq.

Demostracion. Como H es clique maximal, el vecindario de v en H no puede contener
una clique maximal no trivial de H. Luego si dos vértices de Ny(u) son adyacentes,
digamos x e y, entonces estos vértices pertenecerian a una clique maximal de H con al
menos un vértice no adyacente a u. Esto no puede suceder ya que los vértices u, z,y, z
forman un diamante. O

Lema 4.1.5. Sea u € V(G) \ V(H) adyacente a H tal que V(H) U {up} es convexo.
Sean vy, ..., vk, con k > 1 el vecindario de u en H tal que (u, vy, ..., Vg, U, Vg, ..., v1) C 0g.
Cada vecino x dew yv;, 1 <i <k es adyacente a exdctamente un vértice de Ny (u), v;,

y verifica una sola de las siguientes condiciones:
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(P)Z: 1 Y (uuvl7x7u7vlvx) C og.
(S) i=k ) (U,l‘,Uk,U,]f,’Uk) - aa-

En el primer caso, x es un predecesor de u, mientras que en el sequndo es un sucesor.

Demostracion. Sea x un vecino comun de u y v;. Por el lema anterio x € V/(G) \ V(H).
Si z fuese adyacente a otro v;, estos cuatro vértices forman un diamante. Supongamos
que no se cumple (S), veamos que z no puede verificar (u,x,v;, u,z,v;) C og, con
1 <i < k. Como H es casi componente maximal y los vértices u, v;, v;11 pertenecen
a la misma componente en G, los vértices v;,v;11 tienen que pertenecer a la misma
componente en H, luego, existe un vértice z # v;.1 en H que es adyacente a v;. Por el
lema anterior, z, z no son adyacentes, por lo que se tiene que (z, z, v;11, V11,2, 2) C 0g,
contradiciendo la convexidad de H. Como x no verifica (u, x, v;, u, z,v;) C og no puede
ser adyacente a u y v;11 simultdneamente, llegando al absurdo. Similarmente, se prueba

que x no verifica (u, v;, x,z,v;,u) C og, para 1 <i < k. O

Lema 4.1.6. Sea v € V(G) \ V(H) adyacente a H tal que V(H) U {u} es convezo.
Para cada predecesor (resp. sucesor) x de uw, V(H)U{z} es convero y u es un sucesor
(resp. predecesor) de x.

Demostracion. Supongamos que V (H)U{z} no es convexo. Entonces existe y € V(G)\
V(H)y z € V(H) tal que (x,z,y,2,2,y) C 0g. Como V(H) U {u} es convexo, el
vértice u es adyacente a y, ya que de lo contrario tendriamos (u,u,y,z,2,y) C og y
por lo tanto, y perteneceria a V(H). Sean vy, ...,v; el vecindario de w en H tal que
(U, V1, ooy Vg, U, V1, ..y, Vg ) € 0. Por definicién de z, u y = tienen un mismo vecino, diga-
mos v € V(H) (resp. vy € V(H) en el caso de z sucesor). Como los vértices u, x,y, v
(resp. vg) no pueden formar un diamante, entonces y y v (resp. vg) no pueden ser ad-
yacentes, pero esto contradice la convexidad de H, ya que tendriamos (vy,v1,v, 2, 2, y)
o (v, vk, Y, 2,2,y) C og. Usando el lema previo, u es un sucesor (resp. predecedor) de

x. O

Definamos u; € V(G) \ V(H) con —p < i < g, tal que la sucesién de vértices
(wi)—p<i<q Sea la més larga que contiene a v y ademds que u; sea sucesor de ;41 para
—p+ 1 < i < ¢q. Usando la definicién de ug, el lema anterior implica que todos los
vértices u; tienen un vecino en H y son tal que V(H) U {u;} es convexo.

Usando el lema 4.1.5, podemos definir una sucesion creciente (n;)_,—1<i<q, ¥ vértices
v; para n_p,—; < j < ng, tal que para cada —p < ¢ < ¢, los vecinos de u; en H

son exactamente los vértices v; con n;—; < j < n;. El lema también implica que
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(Wis Uy s ooey Unys Wiy Upyy ooy Uy, ) C 0, por lo que los vértices v; forman un conjunto
independiente de H tal que (Vn_, ,,Vi4n, 1 Ungs Ungs s Vldn_p_1>Vn_,_,) S 0g. Un

ejemplo es la siguiente figura.

Un

Definimos H' = H U {u;| — p <i < ¢}.Veremos que H' es conveniente y admite un

modelo Helly mixto.

Lema 4.1.7. Para cada —p < i < q, los sucesores (resp. predecesores) de u; son los

vértices uy, tales que k > 1 yng_q1 =ng (resp. k <i yng =mn;_1)
Lema 4.1.8. H' es conveniente

Demostracion. El grafo H' tiene tantas componentes conexas como H, por lo que es
casi componente maximal. Supongamos que H' no es clique maximal, por lo que existe
un vértice z € V(G) \ V(H’) adyacente a dos vértices a, b tales que (a,b) € E(H’). La
arista no puede estar en E(H), ya que contradice la clique maximalidad de H. Sia = u;
yb=wvj,con —p<i<qgyni_1 <j<n,porellema 4.1.5 el vértice x es un sucesor
o predecesor de u;, y por el lema anterior, debe pertenecer a H', absurdo. Sia = u; y
b= wu; con —p <1 < j < g, entonces x es adyacente a v,, o no. En el primer caso, por
el lema anterior, x deberia ser el vértice u; y por lo tanto perteneceria a H', mientras
que en el segundo caso, los vértices x, a, b, v,, forman un diamante. Luego, H' es clique
maximal.

Es facil ver que H' es convexo mediante el absurdo por lo que la obviaremos, esen-

cialmente se terminan creando tres casos en los cuales contradice las convexidades de
HuU{u;} y HU{u;}. O

Para finalizar, enunciaremos el lema final y daremos un sketch de la demostracion.

Lema 4.1.9. Eziste un modelo mizto para (G, H').
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Demostracion. Considerar H; = V(H) U {ug| —p < k < i} para —p+ 1 < i < ¢. En
cada paso extenderemos un modelo circular Helly de H;_; a H;. Lo construiremos, para
cada 7, pidiendo que verifiquen la siguiente propiedad, utilizando el supraindice * para
denotar un extremo de la cuerda.

(*) El punto de interseccién entre u; y vy, cae estrictamente entre vy y la cuerda

abstracta vy, _;, v ]

Supongamos que la cuerda u; 1 fue colocada como muestra la siguiente figura (iz-
quierda).

Veamos que H; es Helly y verifica la propiedad (*). Siu; = u_,, su vecindario en H_,
es independiente y trivialmente Helly, es facil ver que se puede verificar (*) moviendo
un extremo del vértice cerca de v* . Si u; # u_p, el modelo H;_; es Helly y verifica (*).
Movemos u; para que se interseque con u;_1 y v,,_1 (figura del centro). En este punto
obtenemos que el vecindario de u; en H; es un clique maximal, por lo que es Helly. Si
(*) no se verificase, podemos mover u; cerca de v;, (figura de la derecha), manteniendo
el punto de intersecién de la figura central. De esta manera H' es Helly. Concluyendo
el teorema 4.1.2. O

Corolario 4.1.1. Sea G un grafo circular. G es un grafo circular Helly si y solo si G

no contiene ningun diamante.
A continuacién probaremos que los grafos circulares Helly, son circular clique-Helly.

Teorema 4.1.3. Sea G un grafo circular Helly, entonces G es un grafo circular clique-
Helly
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Demostracion. Supongamos que G es un grafo circular Helly, sabemos que es equiva-
lente a decir que G no contiene ningtin diamante. Supongamos por el absurdo que G no
es un grafo circular clique-Helly. Sean @)1, Qs, - , @), un conjunto de cliques de G no
Helly minimal, es claro que n > 3. Como este conjunto es minimal, para cada 1 < j < n,
existe v; € N;x;Q; con v; ¢ Q;. En particular, si miramos los v; con 1 < j < 3 tene-
mos que dichos vértices forman un K3 que no estd incluido en ningtin );. Como ), es
completo maximal, debe existir un vy € ()1 que sea adyacente a vy y a v3 pero no a vy,
ya que éste ultimo no se encuentra en (). Luego, los vértices vy, vs, v3 y v4 inducen un

diamante en G, absurdo. O

4.2. Grafos circular unitarios

Teorema 4.2.1. G es un grafo unitario circular si y solo si G es un grafo unitario

arco-circular.

Demostracion. Asumiremos que el circulo tiene radio r = 1.

(=) Sea G un grafo unitario circular, y consideremos el modelo I' de G de cuerdas
de igual longitud. Transformaremos cada cuerda de I' en un arco alrededor del circulo
usando los mismos puntos inicial y final, de tal forma que la longitud del arco sea < 7.
De esta forma obtenemos un modelo unitario arco-circular para G.

(<) Sea G un grafo arco-circular unitario y sea [ la longitud de todos los arcos.
Si sucede que | > 7 entonces tendriamos que G es un grafo completo, en este caso
podriamos encontrar una representacién unitario circular para G facilmente. Luego,
podemos asumir que [ < 7, nuevamente, podemos transformar cada arco en una cuerda
dentro del circulo usando los puntos inicial y final. De esta forma obtenemos un modelo

unitario circular para G. [
Un corolario inmediato es la inclusién UC C PCA.

Corolario 4.2.1. Sea G un grafo circular unitario, entonces G' es un grafo arco-circular

propio.

Demostracion. Sea GG un grafo circular unitario, por el teorema 4.1.1, es un grafo arco-

circular unitario, en particular, es propio. O

Continuando con la clase de grafos circulares Helly, se define los grafos circulares

unitarios Helly a aquellos grafos que tienen un modelo circular que es simultaneamente
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unitario y Helly. Dicha clase fue introducida en [4]. A continuacién se presenta el teorema
de caracterizacion para esta clase, mediante subgrafos inducidos prohibidos.

Teorema 4.2.2. ([3]) Sea G un grafo, son equivalentes
1. G es un grafo circular unitario Helly.
2. G no induce ningun claw, paw, diamante ni C} para ningin n > 3.
3. G es un ciclo Cy,, un grafo completo o una union disjunta de caminos.

Demostracion. Caso 1: Supongamos que G no induce ningin tridngulo (C3)

(1) = (2) Supongamos que G es un grafo circular unitario Helly, al ser un grafo
circular unitario, por el corolario 4.2.1, G es un grafo arco-circular propio, y por el
teorema 3.1.5, G no contiene C, ni claw. Y como paw y diamante contienen triangulos,
G no los contiene.

(2) = (3) Supongamos que G no contiene ningun ciclo, entonces cada componente
conexa de G es un camino, luego G es la unién disjunta de caminos.

Supongamos que G contiene algtun ciclo C,,. Como G no induce ningin triangulo,
n > 4. Sea H el ciclo mas corto de G. Supongamos que existe un vértice v € G\ H.
Si v no es adyacente a ningun vértice de H, se induce un C}. Si v es adyacente a
exactamente un vértice de H se induce un claw, y si v es adyacente a dos vértices de
H, que son vecinos, se induce un triangulo. No puede suceder que estos vértices de H
no sean adyacentes, ya que tendriamos un ciclo mas corto. Luego G = H = C),.

(3) = (1) Es facil construir modelos circulares unitarios Helly para ciclos, grafos
completos y union disjunta de caminos.

Caso 2: Supongamos que G induce al menos un tridngulo (Cj3)

(1) & (3)

Sea I" = {L;}"_; un modelo circular unitario Helly para G, donde n es la cantidad
de vértices de G. Como el modelo se unitario, dado dos cuerdas distintas Li, Lo, tienen
que ser el didmetro del circulo C, o ambos son tangentes a otro circulo C’ con mismo
centro que C'. Sin pérdida de generalidad, supongamos que las cuerdas Ly, Lo, L3 son
las cuerdas correspontientes al triangulo que contiene (G, dichas cuerdas se intersecan
dos a dos, y por la propiedad Helly, existe un punto p € L; N Ly N Ls. Afirmamos
que las cuerdas L1, Lo, L3 son el didmetro de C'. Supongamos que no, entonces las tres
cuerdas son tangentes a otro circulo C’, sin embargo estas tres cuerdas se encuentran
en el punto p, lo cual es un absurdo, ya que dado un punto, hay al menos dos rectas
tangentes al circulo que pasen por dicho punto. Luego los Ly, Ly, L3 son el diametro de
C'y como I' es un modelo unitario todas las cuerdas son el didmetro, por lo que el grafo

es un completo. La vuelta ya fue demostrada.
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(2) < (3) Supongamos que primero vale (2) Como G contiene un tridngulo, tiene

3 vértices como minimo. Si V(G) = 3, entonces G = C5. Analicemos las posibilidades

cuando hay otro vértices v, si v no es adyacente al tridngulo, a un vértice o a dos,

entonces se inducen un Cf, paw y diamante, respectivamente. Por lo que G resulta un
grafo completo. Es evidente (3) = (2).

O

4.3. Caracterizaciones parciales

Recordemos que el problema de caracterizar a los grafos circulares por medio de
subgrafos inducidos prohibidos sigue abierto. Al igual que hicimos con los grafos arco-
circulares, presentaremos algunas caracterizaciones parciales para los grafos circulares.

Comencemos con una caracterizaciéon que dié Bocuhet [5], para esto necesitamos
introducir el concepto de grafos localmente equivalentes.

Definicién 4.3.1. Dado un grafo G y un vértice v € V, la complementacion local en v
transforma G en G'xv reemplazando el subgrafo inducido por N(v) por su complemento.

La siguiente figura muestra un grafo G a izquierda y G % v en la derecha

U] ) (1 U9

U3 U4 U3 V4

Observacion 4.3.1. Es facil ver que (G xv) xv = G.

Definicién 4.3.2. Dos grafos G y H son localmente equivalentes si existe una sucesién

finita de complementaciones locales que transforman G en H.

Teorema 4.3.1. (/5]) Un grafo G es circular si y sdlo si ningin grafo localmente

equivalente a G tiene como subgrafo inducido a alguno de los siguientes grafos.
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Ws Wr BW;

Presentaremos una aplicacion del teorema de Bouchet, la cual consiste en demostrar
el teorema de Naji [40]. La caracterizacién del teorema de Naji es larga y dificil, sin
embargo, seguiremos el texto de Gasse [19], elcual es mucho més conciso, para demostrar
el teorema de Naji usando el teorema de Bouchet.

Naji dio la siguiente caracterizacion de los grafos circulares mediante un sistema de

ecuaciones lineale sobre el campo de dos elementos GF'(2).

Teorema 4.3.2. ([40]) Un grafo G es un grafo circular si y sélo si existen valores
B(u,v) € GF(2) para cada par (u,v) de vértices tales que :
1. B(v,u) + B(u,v) =1 para todo (v,u) € E.

2. B(v,u) + B(v,w) =0 para todo (v,u) ¢ E, (v,w) ¢ E, (u,w) € E.

3. B(v,u) + B(v,w) + B(u,w) + B(w,u) = 1 para todo (v,u) € E, (v,w) € E,
(u,w) ¢ E.

Denotaremos S(G) al sistema de ecuaciones del teorema de Naji y diremos que G

es consistente si S(G) admite solucién es GF(2).
Lema 4.3.1. Los grafos W5, W7 y BW3 son inconsistentes.

Lema 4.3.2. Sen G es un grafo consistente y v un vértice de G, entonces G x v es
consistente.

Comenzaremos la demostracion del teorema 4.3.2, luego demostraremos los dos le-

mas.

Demostracion. =) Sea G un grafo circular y sea I' un modelo circular para G. Orien-
taremos las cuerdas de I'. Dado una cuerda L consideraremos su punto inicial L;p;ciqy

su punto final L;nq. Dado un punto p en el circulo, diremos que p esta a la izquierda
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de L si el arco (Linicial, L finar) recorrido en sentido horario contiene al punto p. En caso
contrario, p estd a la derecha de L. Definiremos a 8 de la siguiente forma:

» Si (u,v) € E, entonces S(u,v) = 1 si y s6lo si el punto inicial de L, estd a la
izquierda de L.

» Si(u,v) ¢ E, entonces 5(u,v) =1 siy solo si ambos puntos, inicial y final, de L,

estan a la derecha de L,.

Veamos que se verifican las tres ecuaciones del teorema. Sean (u,v) € E, por el
primer item es facil ver que S(u,v) = 1 si y sélo si f(v,u) = 0, por lo que cumple (1).
Sean (u,v) ¢ E, (v,w) ¢ E, (u,w) € E, por el segundo item, es claro que S(u,v) =
f(v,w) = 1 o bien f(u,v) = f(v,w) = 0, en cualquier caso suman 0 por lo que se
verifica la ecuacién (2). Finalmente, sean (v,u) € E, (v,w) € E, (u,w) ¢ E, para
este caso es facil analizar las cuatro posibilidades, f(v,u) =00 1y f(v,w) =0 o 1,
utilizando que (u,w) no son adyacentes es facil concluir que la ecuacion (3) se verifica.

<) Supongamos que G no es un grafo circular, por el teorema de Bouchet (4.3.1),
existe un grafo H localmente equivalente a G tal que H induce algin subgrafo men-
cionado en dicho teorema. Por el lema 4.3.1, este subgrafo es inconsistente, y como el
sistema de ecuaciones relacionado al subgrafo de H es un subsistema del sistema de
ecuaciones relacionado a H, se sigue que H es inconsistente. Luego, GG es localmente
equivalente a un grafo inconsistente, por el lema 4.3.2, G es inconsistente.

m

A continuacién demostraremos el lema 4.3.1. Para este lema etiquetaremos los grafos
del teorema de Bouchet de la siguiente manera.

U] (1 U9
U7 U9
U Ug U1 U3
Vg U3
¢ ¢ Ug Uy
Uy LR V4 s,
W, 5 I’VT B I’Vg

Demostracion. Sea [ la solucién de S(G).
(1) Veamos que Ws es inconsistente. Sin pérdida de generalidad supongamos que
Ble,v;) =1,1 < i <5, yaque de lo contrario podemos reemplazar 3(v;, u) por B(v;, u)+
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Lsiu# vy B(w,v;) por B(w,v;)+1si (w,v;) € E. Es facil ver que el nuevo 5 es solucién
de S(G). Consideremos el diamante inducido por los vértices vy, vy, v5, c. Apliquemos

la ecuacién (3) a los vértices vy, v, v5 y ¢, Vg, Us.

ﬁ(?]l,'Ug) + 6(’0177]5) + 5(1)2,1)5) + B(U5,U2) =1
B(c,v2) + B(c,vs) + Bz, vs) + B(vs, v2) = 1

Sumando las dos ecuaciones y usando que (¢, v;) = 1, tenemos que (v, v9)+5(v1, v5) =
0, por lo que ambos valores tienen que ser iguales. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que son iguales a 1. Utilizando el mismo razonamiento con el diamante inducido
por los vértices vy, vy, vs, ¢ tenemos que [(vs,v1) + B(vs,v4) = 0. Como los vértices
v1, vs son adyacentes, por la ecuacién (1), 5(vs,v1) = 0y por lo tanto, B(vs,vs) = 0.
Utilizando este mismo razonamiento con los demés vértices, se llega a que B(v1,v9) = 0,
lo cual es un absurdo.

(2) El mismo argumento se aplica con Wr.

(3) Para el grafo BWj aplicaremos la ecuacién (3) con los vértices vy, vs, vs, c.

B(c,v1) + B(c,v3) + (v, v3) + B(vs, v1)
B(c,v3) + Blc,vs) + B(vs, vs) + B(vs, v3)
B(e,vs) + B(c,v1) + B(v1,v5) + Blvs,v1) =

1
1
1
Sumando las tres ecuaciones se obtiene

B(vi,vs3) + B(vs, v1) + B(vs, vs) + B(vs, v3) + B(vr, v5) + B(vs,v1) =1

Apliquemos la ecuacién (2) con los vértices vy, vs, vy ¥ v1, vy, U5 Obteniendo.

/B(U17U3> -+ ﬁ(Ul,U4) =0
B(vi,vs) + Bvr,v4) =0

Sumando, se sigue que 5(vq, v3)+F(v1,v5) = 0. Con el mismo razonamiento aplicado
a los vértices vy, v3, vg y V3, Us, Vg se obtiene (v, v1) 4+ B(vs, v5) = 0. Y con los vértices
Vg, U3, U5 ¥ U1, Vg, U5 Se tiene que [3(vs, v3)+B(vs, v1) = 0. Por lo que llegamos al resultado

0 =1, lo cual es absurdo. O
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Finalmente, demostraremos el lema 4.3.2.

Demostracion. Supongamos que G es consistente, por lo tanto podemos tomar 8 como
solucién de S(G). Sea v un vértice arbitrario de G, para ver que G * v es consistente,
basta ver que existe una solucién a de G x v. Denotaremos G[x1, ..., x| al subgrafo de

G inducido por los vértices 1, ..., z. Construiremos a € GF(2) de la siguiente manera:

1. Para cada y € V(G) distinto de v, establecemos a(v,y) = B(v,y) v a(y,v) =
By, v).

2. Si G[v,x,y] es un grafo como la figura siguiente, establecemos a(z,y) = B(x,y).

T T T

°
A .—I *—e ™ ®
v Y v Y

LS

v Yy U y

3. Si Glv,z,y] es un K3 o un K3 sin la arista (z,y), establecemos «o(z,y) = (z,y) +
By, x).

Si Gv,x,y] es un grafo donde E(G[v,x,y]) = {(x,y)}, establecemos a(z,y) =
By, x) + B(v, z).

5. Si Gv,x,y| es un grafo donde E(Gv,z,y]) = {(v,x)}, establecemos a(x,y) =
Blz,y) + B(o,y) + 1.

Es fécil observar que las condiciones 2 a 5 abarcan las 8 combinaciones de G|v, z,y].
Veamos que de ésta forma « es solucién para G * v. Lo primero que tenemos que
ver ese a(z,y) + a(y,z) = 1 para todo (z,y) € E(G x v). Tomemos z,y tale que
(z,y) € E(Gx*v), observemos que G xv[v, z, y] s6lo tiene 4 posibilidades y si volvemos a
realizar una complementacion local en v tenemos que los 4 posibles grafos en G[v, z, y]

son los siguientes:

T €T T T
/I .—I -é: ° I
v Y U y v Y v Yy

T T Ty T
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Por lo tanto, es suficiente con ver que a(x,y) + a(y,z) = 1 si G[v, x,y| es un grafo
como la figura anterior, para que se cumpla la primera ecuacion del teorema 4.3.2.

Supongamos que G|v, x,y] es el grafo T} o Ty, por la propiedad (2) de la construccién
de a, a(x,y) = p(z,y) vy aly, z) = B(y, x). Luego, como f es solucién de S(G), se tiene
que a(z,y) + a(y,z) = 1.

Supongamos que Gv, x,y] es el grafo T3, por la propiedad (3) de la construccién de
a, afz,y) = Bz, y)+ By, v) y aly,z) = By, z)+ B(v,y). Como [ es solucién de S(G),
usando la ecuacion (1), es facil ver que B(z,v) + B(y,v) = B(v,z) + f(v,y), por lo que
a(z,y) + aly,z) = Blz,y) + By, v) + By, z) + B(v,y) = B(v,z) + B(v,y) + Bz, y) +
B(y,z) = 1 por la ecuacién (3) de S(G).

Finalmente, si G[v,z,y] es el grafo T3, por la propiedad (4) de la construccién de
a, a(z,y) + aly,z) = Bly,x) + B(v,z) + B(z,y) + B(v,y). Como § es solucién de
S(G), usando la ecuacién (1), tenemos que f(z,y) + B(y,xz) = 1 y por la ecuacién (2),
B(v,z) + B(v,y) =0, por lo que a(z,y) + a(y,z) = 1.

Por lo tanto a(x,y) + a(y,x) = 1 para todo (z,y) € E(G xv).

Para verificar a(z,y) + a(y, z) = 0 para todo (z,y) ¢ E(G *v), (y,2) ¢ E(G *v)
y (y,2) € E(G * v) realizaremos el mismo andlisis, primero veremos los 8 grafos que
obtenemos con estas 3 restricciones, luego complementaremos en v en el grafo (G x*
v)[v, z,y, ], obteniendo los siguientes 8 grafos en G[v, z,y, 2|

v T v T v T v T
° ] I L ° e o
e e l *——o
Y z y z Y z Y z
v x v x v xr v xr
y z y z Y z Y z
De la misma manera que hicimos antes, es ficil verificar que a(x,y) + a(y, z) = 0 si
Glv,x,y, z] es algin grafo de la figura anterior.
Por dltimo, para verificar a(x,y) + a(x, z) + a(y, 2) + a(z,y) = 1 para todo (z,y) €

E(G *v), (z,2) € E(Gxv)y (y,) ¢ E(G *v), consideramos los 8 grafos posibles con

los vértices v, z,y, 2z y realizamos una complementacion local en v. Es facil chequear
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que a(x,y) + a(r,2) + a(y, 2) + a(z,y) = 1 si Gv,z,y, 2| es algtin grafo de la figura
v r v T U T v r
Yy z Y z Y z Y z
v r v r v T v T
Y Z y z y z Y z

De esta manera, « es uan solucién de S(G *v), por lo que G * v resulta consistente.

[]

siguiente.

A continuacion veremos la relacién que hay entre los grafos arco-circulares propios
y los grafos circulares.

Proposicidon 4.3.1. Sea un grafo arco-circular propio, entonces G es un grafo circular.

Demostracion. Sea GG un grafo arco-circular propio. Por el teorema 3.1.1, podemos
tomar una representacién arco-circular propio para G donde no hay dos arcos que
cubran todo el circulo. Luego, dado un arco A = (s,t), podemos construir una cuerda

L que una los puntos s y t, por lo que obtenemos un modelo circular. O

Sabiendo que los grafos arco-circular propios son una subclase de los grafos circula-
res, podemos utilizar el teorema de Tucker y el de Bouchet para obtener un resultado
sobre las estructuras prohibidas minimales para los grafos circulares.

Analicemos los grafos prohibidos del teorema de Tucker.

Lema 4.3.3. ([12]) Los grafos Hy, Hz, Hi,C3 5y los {C*},>4 son circulares.
Lema 4.3.4. ([12]) Los grafos Ha, Hy, Hs,{Ca,}n>3 Y {Caii b2 no son circulares.

De esta forma, podemos el siguiente resultado sobre estructuras prohibidas minima-

les para los grafos circulares.

Teorema 4.3.3. ([12]) Sea G una estructura prohibida minimal para los grafos circu-
lares, entonces G contiene de forma propia a algun grafo del lema 4.3.3 o es isomorfo
a algun grafo del lema 4.3.4.
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata del teorema 3.1.5., de los dos lemas
anteriores y la proposiciéon 4.3.1. O

Al igual que hicimos con los grafos arco-circulares, presentaremos las caracteriza-
ciones parciales por subgrafos inducidos prohibidos para los grafos circulares. En este
caso presentaremos tres caracterizaciones parciales sin demostracién debido al extenso
background que conlleva.

Definicién 4.3.3. Un prisma es un grafo que consiste en la unién de dos Cs, {vy, va, v3}
y {wy, w9, w3}, y tres caminos Py, P, y Pj tal que P; une v; con w; y todos los vértices
internos del camino tienen grado dos.

Ejemplo: El grafo Cj es un prisma.

Teorema 4.3.4. ([3, 33]) Sea G un grafo que no induce un diamante ni un claw.
Entonces, G es un grafo circular si y solo si G no induce ningin prisma.

Como corolario del teorema de arriba, tenemos la siguiente caracterizacion parcial

de los grafos circulares Helly.

Corolario 4.3.1. Sea G un grafo sin claw. Entonces, G es un grafo circular Helly si y

solo st G no contiene ningun prisma ni diamantes.

Demostracion. Sea G un grafo que no contiene ningtn claw.

Supongamos que G es un grafo arco-circular Helly, por el corolario 4.0.2, G no
contiene ningin diamante. Como G es un grafo circular, por el teorema 4.2.4, G no
contiene ningin diamante.

Por otro lado, si G no contiene ningtin claw, prisma ni diamentes, por el teorema
4.2.4, G es un grafo arco-circular, y como no contiene diamantes, es un grafo arco-

circular Helly. O

Definicién 4.3.4. Un arbol-cografo se define recursivamente utilizando las siguientes
reglas:

= Los arboles son arbol-cografos
» Si G es un arbol-cografo, su complemento G también es un arbol-cografo

» Si G y H son arboles-cografo, entonces la unién disjunta G U H también es un

arbol-cografo
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Por construccién se sigue que, si G es un arbol-cografo, entonces G o G es disconexo,
o bien G o G es un érbol.

Dados Gy y G5 dos grafos, notaremos G + G4 al grafo que se obtiene al unir G y
Gy, donde V(G + Go) = V(G1) UV(Gs) y E(Gy + G3) = E(G1) U E(G3) U {(v1,v2) :
v € V(Gy),v2 € V(Ga)}.

Teorema 4.3.5. ([3]) Sea G un drbol-cografo. Entonces, G es un grafo circular si y sélo

si G no contiene (bipartite claw) + K; ni co- (bipartite claw) como subgrafos inducidos.

Definicién 4.3.5. Un grafo es P, — tidy si para todo subconjuto A C V' que induce un
Py en G, existe al menos un vértice v tal que el grafo inducido por los vértices AU {v}

es un grafo que contiene al menos dos P,’s.

Teorema 4.3.6. (/3]) Sea G un grafo P, — tidy. Entonces, G es un grafo circular si
y solo si no contiene a Wy, net + Ki, claw + K; o tent-with-center como subgrafos

mnducidos.

4.4. Reconocimiento

En esta seccion daremos un algoritmo de reconocimiento siguiendo [40]. Luego co-
mentaremos las ideas de otros algoritmos con complejidad menor, no entraremos en
detalles profundos ya que sus textos son lo bastante largos y esta tesis tiene que resul-
tar finita.

Sea S(G) el sistema de ecuaciones del teorema de Naji, por el teorema 4.3.2. es
suficiente con ver si S(G) tiene solucién o no. Es facil ver que S(G) consta de n(n — 1)
variables. La ecuacién (1) tiene m ecuaciones, el cual puede ser acotado por n?. Para
ver las cantidad de ecuaciones de (2) y (3) lo tenemos que ver las ternas (v;,v;, vg)
de vértices distintos y verificar si se cumplen las condiciones de adyacencias, esto se
’;) = "("+)("_2). Sabemos que resolver un sistema lineal de p variables y
q ecuaciones tiene complejidad O(p?q), por lo que el algoritmo de reconocimiento de

realiza en (

grafos circulares tiene complejidad O(nT).

Una idea interesante presentada por Gabor et al. en [17] consiste en un algortimo
basado en descomposiciones split. Un split es una biparticién (A, B), con |A|,|B| > 1 de
los vértices de (G, en donde existen subconjuntos, lo cuales se lo llaman fronteras, A’ C A
y B’ C B tal que no existen aristas entre A\ A’y B\ B, y todos los vértices de A’ son
adyacentes a todos los vértices de B’. Un grafo se dice primo si no contiene ningun split.

Intruitivamente, se encuentra las descomposiciones split de los slpit. Es sabido que un
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grafo es circular si y sélo si las componentes de su descomposicién split son circulares.
Esta propiedad fue usada por Garbor et al. para reducir el problema de reconocer
un grafo circular al problema de reconocer un grafo primo. Esta reduccién facilita el
problema, ya que los grafos primos tienen una tnica representacién de cuerdas [5] (salvo
reflecciones), dicho algoritmo tiene complejidad O(nm). El algoritmo de Gabor et al.
fue mejorado por Spinard [45] en 1994 con complejidad O(n?). Finalmente, también
podemos reconocer la clase de grafos circulares Helly, utilizando cualquier algoritmo
de reconocimiento de grafos circulares, basta con verificar si el grafo tiene o no un
diamante, es claro que ésto lo podemos verificar en tiempo polinimial, a fuerza bruta y
usando la combinatoria, lo podemos hacer en O(n?).



Capitulo 5

Conclusiones y problemas abiertos

A lo largo de esta tesis hemos estudiado tres clases de grafos, los de intervalo en
el capitulo 2, los arco-circulares en el capitulo 3 y los circulares en el capitulo 4. El
problema de caracterizar dichas clases no sélo tiene un propésito teérico, sino también
aplicado, en cada capitulo hemos citado y en algunos casos mostrado algunas aplicacio-
nes de estas clases, por lo que tener caracterizaciones nos ayuda a obtener algoritmos de
reconocimientos, y por lo tanto, resolver dicho problema a través de una computadora.

Sin embargo, los problemas abiertos principales recaen en la clase de grafos arco-
circulares y circulares, principalmente en las caracterizaciones por subgrafos inducidos

prohibidos. Algunos de los problemas abiertos para esta clase de grafos son:

Problema 1: Encontrar una caracterizacion por subgrafos inducidos prohibidos para
los grafos arco-circulares g-propios, los cuales se definen andlogamente a los grafos de
intervalos g-propios.

Problema 2: Encontrar una caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos para
los grafos arco-circulares Helly. Si bien hemos caracterizado esta clase en el teorema
3.2.3, la caracterizacion fue hecha dentro de la clase de grafos arco-circulares. Por lo
tanto, el problema recae en encontrar una caracterizacion por subgrafos inducidos prohi-

bidos sin asumir que el grafo sea arco-circular.

Problema 3: Caracterizar los grafos arco-circulares por subgrafos inducidos prohibi-
dos.

Problema 4: Caracterizar a los grafos circulares Helly mediante subgrafos inducidos

95
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prohibidos, nuevamente, la caracterizacién presentada en esta tesis asume que el grafo

es circular.

Problema 5: Caracterizar los grafos circulares mediante subgrafos inducidos prohi-
bidos.
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