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Resumen

El objetivo de esta tesis va a consistir en el desarrollo de un método numérico
espectral para tratar el problema fraccionario de Poisson con condiciones de Dirichlet
homogéneas en dominios bidimensionales generales con frontera suave. El trabajo esta
organizado en cinco capitulos y tres anexos.

En el capitulo (1} la intencién es dar respuesta a la pregunta qué es el Laplaciano
fraccionario. Comenzamos comentando una motivacion fisica para entender una posible
aplicacion de este operador. Luego, mencionamos distintas definiciones equivalentes y
notamos algunas propiedades, las cuales haremos uso a lo largo de la tesis.

En el capitulo[2] describimos a grandes rasgos en qué consiste el problema fraccionario
homogéneo de Poisson para el caso n-dimensional. A su vez, prestamos particular
atencion a qué es lo que ocurre cuando n = 1. Para ello, comentamos brevemente los
resultados presentados en el paper [4], cuyas deducciones van a ser de gran importancia
para el desarrollo de nuestra propuesta.

En el capitulo[3] detallamos el desarrollo y la implementacién del método para tratar
el problema en el caso n-dimensional y, en particular, para n = 2. En primer lugar,
deducimos una formulaciéon basandonos en los resultados comentados en el capitulo
previo. Luego, describimos, para el caso bidimensional, una posible implementacién de
la expresién deducida.

En el capitulo probamos el método en dos dominios: el circulo y la elipse.
Comenzamos definiendo algunos parametros propios a cada dominio y necesarios en
la implementacion de nuestra propuesta. Luego, aplicamos el programa en distintas
funciones, sobre las cuales sabemos la solucién exacta, de modo que sea posible comparar
las aproximaciones obtenidas. Ademas, sobre dichas funciones, estudiamos el desempeno
de nuestro método en comparacién con otros ya existentes y publicados en diversos
trabajos.

Finalmente, en el capitulo [, comentamos algunas conclusiones y posibles trabajos
futuros, que actualmente estamos estudiando para mejorar la propuesta de esta tesis.

En relacién a los apéndices, en el apéndice[A] probamos analiticamente que, mediante
este método que presentamos, es posible deducir algunas de las formulaciones exactas
de la solucion al problema en el caso del circulo y la elipse. En el apéndice |Bl definimos
ciertas funciones especiales que usamos a lo largo del trabajo junto con algunas de sus



propiedades més importantes. Por tltimo, en el apéndice [C] demostramos un paso que
se realiza durante la deduccién del método en el capitulo [3]



Capitulo 1

El Laplaciano fraccionario

En las ultimas décadas, se empezd a explorar el calculo fraccionario como una
herramienta para el desarrollo de modelos matematicos méas sofisticados que puedan
describir con mayor exactitud ciertos procesos. En particular, el Laplaciano fraccionario
comenzoé a ser utilizado en muchas de estas formulaciones, lo cual desperté un gran
interés para su estudio. Iniciaremos este capitulo con un problema que involucra a este
operador, para motivar una posible interpretacion del mismo. Luego, comentaremos en
detalle su formulacién junto con algunas de sus propiedades mas importantes.

1.1 Motivacion

Comencemos con una motivacién fisica del operador. En un principio, vamos a
abordar un problema unidimensional, que luego generalizaremos al caso n—dimensionalE]

Supongamos que tenemos una columna de N, particulas ubicadas en el eje x en la
posicion x = %Ax, y otra columna de N, particulas en la posicién x = —%Ax, tal como
muestra la figura[I.T} con Az un intervalo especifico.

Yy

T
-Ax/2 Ax/? X

Figura 1.1: Distribucion inicial de las particulas

'Esta seccién estd basada en los capitulos 1 de [6] y |12].



Obviamente, el nimero total de particulas es 2N,,.

Ahora, supongamos que cada particula se desplaza al azar una cantidad Ax a
derecha, con probabilidad ¢, o a izquierda, con probabilidad 1 — ¢; donde 0 < ¢ < 1.
Es decir, en el nuevo instante, van a haber particulas en las posiciones x = —%Am,
r= —%Aaz, r= %Aaz Ox= %Aw.

Si repetimos este procedimiento n veces, las particulas, que inicialmente ocupaban
las posiciones © = —%Al‘ yx = %Ax, pasaron a ocupar posiciones discretas a lo largo
del eje x en los nodos de la forma x; = (i — %)Aa: para i = 0,+1,4+2, ...; tal como se ve
en la figura (1.2

-everee
c-0000

\
<y
N

T T
-3/2 Ax -Ax/2 A 3/2 Ax X

Figura 1.2: Posible distribucién de las particulas luego de n saltos

Llamemos m;(n) a la cantidad de particulas que tiene el nodo i en el instante n. En
un comienzo, m;(0) = 0 para cualquier i, excepto my(0) = N, y m1(0) = N,. Como
las particulas se mueven a una distancia fija Az en cada paso, m;(n) # 0 sélo para
—n <i<n+1. A suvez, como la cantidad de particulas se conserva en cada instante,

tenemos
n+1

Z mi(n) = 2N,
i=—n
para cualquier n. Finalmente, introducimos un paso temporal At y definimos ¢,, = nAt
como el tiempo transcurrido.
Para estudiar el movimiento colectivo de las particulas, cuantificamos la dinamica
en términos de una densidad de distribucién discreta definida como

1

pi(n) = Wmi(n)

p

para —n < ¢ < n + 1. Por definicién, y por la conservacion de la cantidad de las

particulas en cada instante,
n+1

> piln) =1,

=—n



independientemente del nimero de pasos n. Las condiciones iniciales indican que
po(0) = 3 y p1(0) = 3.

Veamos que estos saltos, también conocidos como paseos aleatorios, representan un
proceso de difusién ordinario.

La ecuacién de difusién ordinaria para una funcién f(z,t) esta dada por

of  0*f

ot~ "oz
donde t es una variable temporal, x es una variable espacial y x es una constante de
difusividad. A esta ecuacién también se la conoce como ecuacién del calor unidimensional.
La condicién inicial es un impulso aplicado en el origen del eje =, que recuerda a la doble
columna de particulas que se muestra en la figura[I.1] descripta por la funcién delta de
Dirac en una dimension

flz,t =0) = §(x).

La solucién de la ecuacion diferencial sujeta a dicha condicién inicial es la funcién
de Green

1 x?
f(z,t) =G(x,t) = T exp( — 4—@)

para t > 0.

Volvamos a nuestro problema. Consideremos el caso en el que g = %, es decir, cada
particula tiene igual probabilidad de moverse a izquierda o derecha. Lleguemos a una
relacién entre la ecuacién de difusion ordinaria y los paseos aleatorios.

Luego de un salto, todas las particulas que se encontraban en el nodo ¢ se fueron
al nodo siguiente o anterior. Ademas, en promedio, la mitad de las particulas de los
nodos ¢ — 1 e 7 + 1 llegaron al nodo . Con lo cual, obtenemos el siguiente balance de

poblacién
1 1
piln+1) = épi—l(n) + Epi—&-l(n)-

Si restamos a ambos lados p;(n) en la ecuacién anterior, obtenemos

1
pi(n+1) —pi(n) = §(pi—1(n) — 2pi(n) + piy1(n)).
Dividiendo por At,

piln+1)—pi(n) 1 Ax?
At At A2

(Pi—1(n) = 2pi(n) + pita1(n)).

Ax?

Llamamos k = 537,

y obtenemos

piln+1) —pi(n) I{pi—l(n) — 2pi(n) +pi+1(”)’

At Ax?




Si observamos bien, el lado izquierdo es una aproximacién de la derivada temporal
mediante diferencias forward y el lado derecho es una aproximaciéon de la derivada
espacial mediante diferencias centradas. En consecuencia, la ecuacién anterior se puede
pensar como la representaciéon discreta de la ecuacién de difusion para una distribucion
p(, t).

Por lo tanto, los paseos aleatorios que describimos representan un proceso de difusion
ordinario con constante de difusividad

1 Ax?
"o AL
Pensemos ahora lo siguiente, ;qué pasa si permitimos que cada particula pueda
no solo saltar una posicién a derecha o izquierda, sino que pueda hacerlo a cualquier
nodo arbitrario a lo largo del eje 7 Para analizar este caso, consideremos algunas
definiciones.
La probabilidad de saltar a derecha o izquierda k intervalos la denotamos 7 para
k = 0,41, ..., sujeto a que my = 0. Por ejemplo, en el caso de los paseos aleatorios
mencionados al inicio de la seccién, todos los 7 eran cero, salvo m =qy 71 =1—gq.
Necesitamos pedir que
o
Z T = 1,

k=—o00

que se conoce como condicién de normalizacion. En el caso de saltos simétricos,
T — —T_k.
Ahora, la ecuacion de balance poblacional esta dada por

pi(n+1) = Z Pi—k(n)mg.

k=—00

Usando la condicion de normalizacién, podemos reescribir la expresién anterior como

o0

pi(n+1) = pi(n) = Y (pi-s(n) = ps(n))m.

k=—o00

Dividiendo ambos miembros por At, obtenemos

(e}

pi(n+ Xt_ pi(n) _ o > k) pul))m

=—00
Un interés particular radica en saltos simétricos con

1 1

) = S T

9



donde k #0, s € (0,1] y
1
Ca = “a
,
r=1
que es la bien conocida funcién zeta de Riemann definida para o« > 1. Para k = 0,
tomamos my(s) = 0.

Claramente se cumple la condicién de normalizacién pues

00 , 1
T
5 et 3 gt

k=—o00

donde el prima indica que la sumatoria omite el término correspondiente a k = 0.
Sustituyendo este 7 en la ecuacién previamente deducida, obtenemos

pi(n+1)—pi(n) 1 Z pi—k(n) — pi(n)
At Y 2C1+2s P || +2e

_ Az 1 1 i/ pire(n) — pi(n)
At 2C1+2 AxQSk:,oo ‘k‘1+2s '

1 Ag?
Vg = AL
2C1+2$ At

Llamando

llegamos a la siguiente expresion

pi(n+1) —pi(n) _ 1 pisk(n) — pi(n)
At = Vs Azzsk; [ [1+2s :

El término dentro del paréntesis representa la aproximacién mediante la regla de
punto medio del valor principal (P.V.) de una integral impropia singular,

1 Z/piJrk() pi(n ZPV/ floz+v,t) - f(x’t)dv,

Ar2s ‘kz|1+23 |U|1+2s
k——

donde la funcién f(x,t) describe una distribucién continua y suave que tiene una
derivada primera continua, asumiendo que f(z;,t,) = pi(n).

Tomando limite para At y Ax tendiendo a cero, obtenemos la siguiente ecuacién
para f(z,t)

< flr+wv,t)— f(x,t)dv

|U|1+25

vs P.V.

10



Tal como veremos en la siguiente seccion, la formula del Laplaciano fraccionario
unidimensional para la funcién f(x,t) es

— flz+v,t)
Jo[LT2s

(—A)f(2,t) = Cy, PV, /OO f(z,) v,

donde C 5 es una constante. Con lo cual, la ecuacién que obtuvimos para f(x,t) la
podemos reescribir como

of
ok (—A)
at KS( ) f’
donde
Ke = Cl,s'

Esta ecuacion describe un proceso de difusién fraccionaria con coeficiente de difusion
fraccionaria k,. También se la conoce como ecuacién de difusion fraccionaria inestable
(o unsteady fractional diffusion equation).

Veamos ahora lo que ocurre en el caso n-dimensional. Consideremos una particula
que se mueve en R™ de forma aleatoria. Estos movimientos los tomamos discretos en
tiempo (fijando At paso temporal) y en espacio (fijando Az paso espacial). Elegimos
At = Ax?* y denotamos u(z,t) a la probabilidad de hallar la particula en el punto x al
instante t.

Supongamos que la particula en R™ se mueve del siguiente modo: en cada paso
temporal At, la particula elige al azar una direcciéon v € 0B, (de acuerdo a la distribucion
uniforme en 0B;) y un nimero natural k£ € N bajo la probabilidad P, y se mueve con el
paso espacial kAzv. Dado un I C N = {1,2,3,...}, definimos la probabilidad P como

1
P(I) =) T
kel

La constante 7, se toma para normalizar P, de modo que sea una medida de probabilidad.
Es decir,

1
Vs 1= .
€1+2$

Notemos que saltos grandes estan permitidos con probabilidad muy chica. Luego,
si la particula estd en tiempo ¢ en el punto xg, en el instante ¢ + At, siguiendo el
procedimiento, va a eligir una direccién v € 9dB; y un numero natural £ € N, y se
desplazara hacia x4+ kAzv. En la figura[l.3]|se puede ver un ejemplo del procedimiento
descripto.

La probabilidad de hallar la particula en z al instante ¢t + At es la suma de las
probabilidades de hallar la particula en otro lugar, digamos x+kAxv, para una direccién
v € 0By y un numero natural k& € N (que lo notamos u(zx + kAzv,t)), multiplicado

11



(xg+k Ax v, t + At)

(xo/ t) !

e

Figura 1.3: Ejemplo de paseo aleatorio en R"

por la probabilidad de haber elegido dicha direccién (que, al ser uniforme, es @) y
la probabilidad de haber elegido dicho nimero natural (que, por la definicién de P es
IkIYW) Con lo cual,

L 7 _
u(x,t + At) = / w(x + kAxv, t)——— dH" " (v).
( ) Z 0B ( )|5Bl| || 12 )

keN

Notemos que este seria el andlogo del balance poblacional que haciamos para el caso
unidimensional, pero ahora en R™. Podemos reescribir la ecuacién como

Vs u(z + kAxv,t) .
t+ At) = dH" .
ulo 4+ 48) !aBnZkEN/aBl CECI

Restando u(z,t) en ambos miembros, obtenemos

Vs u(r + kAxv,t e
u(x,t—i—At)—u(x,t):mZ/aB ( PEE )d'H Yv) — u(x,t)
keN /OB

0B

kA t) — t
Vs / U(ZL‘ + lvlia—m) u(xv )d/Hn_l(U).
keN v 9B1 |k| ’

Dividiendo por At = Az,

u(z,t + At) — u(x,t) 1 7 / u(z + kAzxv,t) — u(zx,t) .
= dH" .
At Az?s |08 | % 0B, |k |1+2s H ()

12



Tal como indicamos en el caso unidimensional,

u(z,t + At) — u(x,t)
At

~ Oyu(x,t)

al ser la discretizacion de la derivada temporal usando diferencias forward. Con respecto
al término del lado derecho, podemos reconocer nuevamente la aproximacién mediante
la regla de punto medio del valor principal, por lo que la expresién la podemos aproximar

por
Vs > u(x—l—rv,t) — u(ac,t) -1
P.V. / / dH" " (v)dr.
050 "V ) s v
Finalmente, usando coordenadas polares, la integral nos queda

Vs u(m + Y, t) - U(.I, t)
P.V. dy.
08| / . |2 Y

Al igual que en el caso de una dimensién, y tal como veremos en la siguiente
seccidn, el término del lado derecho es una constante multiplicada por —(—A)%*u/C,, 5.
Por lo que, para pasos temporales y espaciales muy chicos, el proceso probabilistico
previamente descripto se aproxima a la ecuacion del calor fraccionaria

Ou(z,t) = —Kspn(—A)u(x,t)

con

s
o |aBl |Cn,s ‘

De este modo, mediante una motivacién fisica, vimos un posible origen y describimos
una posible formulacién del Laplaciano fraccionario. En la siguiente seccién definiremos
formalmente el operador y mencionaremos algunas de sus propiedades.

1.2 Definiciéon y algunas propiedades

En la secciéon anterior, vimos una posible definicion del Laplaciano fraccionario que
involucraba una integral donde aparecia el valor principal junto con una constante que
llamamos C), 5, donde n era la dimensién del espacio en el que nos encontrdbamos y
s € (0,1). Mencionemos una primera definicién y veamos su equivalencia con otras.

Definicién 1.2.1. Dada una funcién u : R" — R (que suponemos suficientemente
reqular) y s € (0,1), definimos el Laplaciano fraccionario de u como

(=A)u(z) = Cpy P.V./ Mdy, (1.1)

ge |T — y[n T2

13



donde
P.V./ Mdy:hm Mdy (1.2)

n |z =yl =0 Jpm\ g () |7 =yt T

Para poder definir de este modo al operador es suficiente, por simplicidad, tomar la
funcién u en el espacio de Schwartz de funciones suaves que decaen rapidamente (que
detallaremos mds adelante), o en C?*(R™) N L>=(R™).

Previamente, habiamos representado al Laplaciano fraccionario como

u(z) —u(z + 2)
‘Z|n+2s

(—A)*u(x) = C,s P.V. / dz. (1.3)

n

Claramente, ambas definiciones son equivalentes, ya que llamando z = y — x en (1.1]),
obtenemos la expresion anterior. Notemos que en este caso la singularidad ocurre en z
cercano a cero, con lo que la definiciéon de valor principal quedaria

PV / uw(z) — u(z + Z>dz — lim u(z) — u(x + Z)dz.

|z |n+2s €0 Jrm\ B (0) | z|t2s

Otra posible definicién del Laplaciano fraccionario es

(—A)*u(z) = C;’s /n 2ule) - U(Ty;;yz)_ k), dy. (1.4)

Veamos la equivalencia con (|1.1)). Observemos, en primer lugar, que la integral no
requiere la formulacién del valor principal ya que, tomando u € L>®(R") y localmente
C?, usando la expansién de Taylor de u en B;(0), obtenemos

/ [2ufz) —u@+y) —u@—y)|

|y|n+2$

e IDPu(e) o
<l [l [y
R”\B1(0) Bi(0) Y

< 4flull / Iy~ dy + | D%l e / g~ 2dy < oo,
R™\B1(0) B1(0)

Con lo cual, podemos escribir

|y|+2s 2 =0 Jgn\B(0) |y |2

Chs / 2u(zr) —u(z +y) —u(x — y)d dy

2

14



Separando los términos en la integral y haciendo algunos cambios de variables,

Cos 1o [/ U(I)—u+(;"v+y)dy+/ U(x)—ufgw—y)dy]
2 =0 | Jrm\B.(0) |y|t2s R™\ B (0) |y|nt2s

2 0| Jru\p. (@) T — "t BM\B. () |T — "

= (., lim ulz) = u(n) u+(;7) ,
€0 Jrn\ B, (2) |z — n|nt2s

que coincide con ({1.1]).

En todas estas definiciones hay un parametro que ain no hemos caracterizado: el
valor de C, ;. Veamos cémo calcular esta constante. Para ello, recordemos algunas
nociones de transformada y transformada inversa de Fourier.

Consideremos el espacio de Schwartz de las funciones que decaen rapidamente

SR") ={f € C*[R") | Va, 5 € Nj, S;IRBL |2%0s f (x)| < o0}.

Para f € S(R"), x € R" y £ € R"; la transformada de Fourier y la transformada
inversa de Fourier estan definidas, respectivamente, como

o~

f(&) = FIAIE) = . f(w)e " dx

fl@)=F fl(x)= | F&)e*de.

R’!L
Usando estos conceptos, probemos el siguiente lema, del cual vamos a poder deducir
la expresion de C, ;.

Lema 1.2.1. Sea u € S(R"), entonces
(=A)u(z) = FH(2rlg])*a(€)] ().
Demostracion. Consideremos la definicién ([1.4]) del operador.

Fl—Ayu(a))(e) = Toe [ TH2u@) —ulz +y) —ulz — y)E)

dy

2 Jgn |y[+2s
C 2 _ eZTrifty o e*2ﬂ'l'§ty
_ n,s ~ d
2 /n ’U/(g) |y’n+2s Yy
N 1 — cos(27&ty)
= Cute) |

15



usando que cos(z) = (e + e~ ) /2.
Haciendo el cambio de variables z = |¢]y, obtenemos

_ t 1- 2mEtZ
J(E) = /nl cos(2m¢ y)dy: €[ /Rn cos(2m¢ |£|>dz

’y|n+23 ‘Z|n+23

Veamos que J es invariante ante rotaciones. Sea R € R™ ™ una matriz de rotacion,
queremos probar que J(§) = J(RE).
(Rg)"

1-— COS(Q?TWZ)

|Z|n+2.s

J(RE) = |Re[* /

n

En particular,

|R¢| = /(RE)'(RE) = E'R'RE = (/€€ = I¢],

pues, como R es una matriz de rotacién, R® = R™'. Con lo cual, |RE|*S = [£]** v
|RE| = [¢].
Entonces,
1 — cos(2r&ti=)

R 2s €]

p—t d .
J( 6) |£| /]R" |Z|n+28 z
Haciendo el cambio de variables z = RZ y usando que |det(R)| =1,

-
[S)

EER'RZ

_ cos(2r _ cos(2m€2
ey = e [ T ) g e [ IO g g

R | RZ| 2]

Por lo tanto, J es invariante ante rotaciones. Consideramos una rotaciéon R que
manda el vector canénico e; = (1,0, ...,0)" en £/|€|. Luego,

J(E) = |£|25/ 1— COS(QW(RetI)tZ)dZ _ |§|28/ 1— COS(27T€1RtZ)dz.
R" R"

|Z|n+28 |RtZ|n+2$

Usando el cambio de variables w = R'z, tenemos que

J(€) = |5‘2s/n de’

’w|n+23

donde w; es la primera coordenada del vector w. Haciendo un nuevo cambio de variables
w = 27w, obtenemos

1 — cos(wy)
|w|n+25

J(€) = (2nl¢])? / i

n

-1
1 — cos(wy) |, .
Cn,s = (/n |1I}—|n+25 d’ll)) .

16
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Con lo cual,

e = EE

Volviendo a la formula de la transformada de Fourier del Laplaciano fraccionario,

Fl(=A)u(@)|(€) = Cpu(€)J(€) = (2n¢])*u(€).
Tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos lo que queriamos probar. [

Por lo tanto, ademéas de haber probado un resultado importante del Laplaciano
fraccionario, llegamos a una expresién para C, . Para poder escribir un poco mejor
dicha constante, utilicemos el siguiente lema.

Lema 1.2.2. Seann € N y s € (0,1), entonces

/ 1-— Cos(27mb1)d . m2[(1—s)
W = .
no ||t 225sI'(5 + s)

Demostracion. Ver demostracién lema 2.3 en [6]. O

Entonces,
2s n
C, .= w
’ m2'(1 —s)

paran > 1y se€ (0,1).

Para finalizar, veamos una relaciéon entre el Laplaciano fraccionario y el operador
Laplaciano clasico. En el caso de este tltimo,

~Au(z) = —AFEE)]) (@) = —A / a(E)eE = dg

n

— [ erlgaeends = 7 (nle Ao

Es decir, el Laplaciano clasico actia en el espacio de Fourier como un multiplicador de
(27|€]). Por el lema [1.2.1] vimos que el Laplaciano fraccionario actia en el espacio
de Fourier como un multiplicador de (27|¢])**. Notemos, entonces, que si tomdramos
s — 1, tenemos el caso del Laplaciano clasico. Con lo cual, juntando esta observacion
con el lema [1.2.1] se puede ver que

lim(—A)*u = —Au y lim(—A)*u = u.

s—1 s—0
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De este modo, finalizamos este capitulo habiendo mencionado un problema que
involucra al operador Laplaciano fraccionario a modo de motivacién para entender
un posible origen y una de sus tantas formulaciones. A su vez, comentamos varias
definiciones y propiedades de dicho operador. En el siguiente capitulo, nos vamos a
concentrar en un problema particular que involucra al Laplaciano fraccionario y que
constituye el tema central de este trabajo.
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Capitulo 2

El problema fraccionario
homogéneo de Poisson

El problema fraccionario de Poisson con condiciones de Dirichlet homogéneas es
un problema que fue ampliamente estudiado en los tltimos anos y lo continda siendo
actualmente. El objetivo de este capitulo es comentar brevemente algunos resultados
existentes tanto para el caso unidimensional como para el n-dimensional de este problema.
Estas ideas van a ser usadas fuertemente en la descripcién del método numérico propuesto
en el siguiente capitulo.

2.1 Descripcion general del problema

Dada una funcién f, con cierta regularidad, definida en un dominio abierto acotado
Q CR" s € (0,1), el problema fraccionario homogéneo de Poisson consiste en hallar
una funciéon u que cumpla

{(—A)Su =f en(, (2.1)

u=0 en Q°.

Desarrollar métodos numeéricos que resuelvan este problema tiene la dificultad de
que la solucién u es singular cerca del borde. Varios resultados se han publicado en
el tema, tratando esta cuestién. Por ejemplo, en [13] se demostr6 regularidad global
Holder de las soluciones del problema y que el cociente u(z)/w®(x) permanece
acotado para x — 02, donde w es una funcién suave que se comporta como dist(z, 2°)
cerca de 0f).

Un resultado 1til que utilizaremos en el siguiente capitulo es el mencionado en [10].
En dicho trabajo, generalizan el resultado anterior, probando que si {2 es un dominio
e,

feC®() < u=w" 1 conyp € C®N)
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y _ _ _
fEH (Q)=u=x+w'1conx€ H Q) ye HT Q)

parar+s—32 >0 (y ¢ Z).

Nosotros, a lo largo del trabajo, vamos a suponer esta condicion de regularidad del
dominio para poder utilizar estas descomposiciones de la funcién wu.

En la siguiente seccién, presentamos algunos de los resultados publicados en [4]
para el caso del problema en una dimension. Estos resultados, junto con el comentario
mencionado en el parrafo anterior, los vamos a tener en cuenta para el desarrollo de
nuestro método numeérico en el proximo capitulo.

2.2 El problema unidimensional

En esta seccién mencionaremos algunos de los resultados presentados en [4] para el
caso del problema con n = 1, que luego utilizaremos en el siguiente capitulo.

Recordemos nuestro problema: dada f, con cierta regularidad, definida en un
dominio abierto acotado @ C Ry s € (0,1), hallar una funcién u que cumpla .
Para el caso unidimensional, consideramos €2 del siguiente modo:

Q= U(Gi, bi) (2-2)

donde los intervalos (a;, b;) son abiertos y con clausuras disjuntas. Denotamos 092 =
{Cll, bl, ., Apr, bM}
Tomemos la definicién de Laplaciano fraccionario formulada en ([1.3]),

s * u(x) —ul(x + 2)
(—A)°u(z) = Cy 5 P.V. / FE dz.
Claramente, haciendo el cambio de variables z = —y, esta expresion es equivalente a
s * u(z) —u(z —y)
(—A)u(z) = Cpy PV, /_ T

Reexpresemos la formulacion anterior del Laplaciano fraccionario como una integral
sobre €2, teniendo en cuenta las condiciones de contorno Dirichlet en 2¢. Esto lo vamos
a ver en el siguiente lema, que primero formulamos para 2 = (a, b) y luego extendemos
para {2 siguiendo la definicién ([2.2)).
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Lema 2.2.1. Sean s € (0,1), u € C2(a,b) tal que |u'| es integrable en (a,b) y v € R,
z ¢ 002 = {a,b}. Definimos

Cis  _ —T'(2s — 1)sin(ws) /7 (s # 1/2).

Cs = 2s(1 —2s)

Luego, tenemos

1 s d b 1—23d
Cosos# 50 (~A) ulr) = Cr / o=yl L u(y)dy

1 1d d
-Caso s = 5 (—A)Y2u(z) = o In|z — y\@u(y)dy
Demostracion. Ver demostracién lema 2.3 en [4]. O

Corolario 2.2.1. Dado un dominio Q definido como (2.2)), para u € C2(Q) y x ¢ 09,
tenemos

-Caso s # % (—A)°u Z/ -y 2 4 u(y)dy

_ LAy, / 2
—C’asos-Q. (—A) dez In |z | u()

para todo z € R\ 9Q = UV {as, bi}.
Demostracion. Ver demostracién corolario 2.5 en [4]. O

Notemos que para que valga la representacién del operador (—A)* descripta en el
lema y el corolario 2.2.T] una de sus hipétesis establece que la funcién u se debe
anular en el borde de €, dado que se pide u € C2(a,b). En el paper se hace un estudio
detallado de la accién bajo ciertos operadores integrales de ciertas funciones u definidas
en Q) = (a,b) que no necesariamente se anulan en a 6 b. Dichos operadores son

D=0 [ sl 6= 0y £ )

syflte) =+ [ g (2= )ugyay
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En el caso de T}, este operador coincide con (—A)® para funciones u que satisfacen
la hipétesis del lema , pero T no coincide con (—A)*® para funciones u que no se
anulan en 02 = {a, b}.

A lo largo de la seccion 3 del paper, los autores estudian la imagen de los operadores
Ts[u] y Ss[u], para ciertas funciones u. Comentemos a grandes rasgos algunos resultados
de dicha seccién. Comienzan considerando € = (0, 1) (luego generalizan los resultados
para el caso 2 = (a, b)) y estudian la imagen de Ti[u,] para u,(y) = y* con Re(a) > 0,
que es suave en (0,1), pero que tiene una singularidad algebraica en el punto y = 0.
Logran demostrar que cuando o = s+n para algin n € NU{0}, la funcién Ti[u,|(x) se
puede extender analiticamente a una regién que contenga al punto x = 0. Basandose en
este resultado, y siguiendo bajo el supuesto de que ©Q = (0, 1), evalian explicitamente
las imdgenes de las funciones de la forma v(y) = y**™(1 — y)* con n € N U {0}, que
son singulares en los extremos y = 0 e y = 1, bajo los operadores integrales T y
Ss. Logran probar que la imagen de T,[v] para dichas funciones v se pueden extender
analiticamente a una region que contenga al intervalo [0, 1]. Adema&s, demuestran que
Ti[u] es un polinomio de grado n. Esta conclusién es importante porque conduce a otros
dos resultados: la diagonalizacion de la versién pesada del Laplaciano fraccionario y
suavidad e incluso analicidad (salvo un peso singular multiplicativo) de las soluciones
de la ecuacién del problema bajo ciertas hipdtesis sobre f.

Veamos a qué nos referimos con la forma diagonal del Laplaciano fraccionario
pesado. Usando la funcién de peso

w(y) = (y —a)*(b—y)*

para ¢ € C*(a,b) N C'[a,b] (esto es, ¢ es suave hasta el borde pero no necesariamente
se anula en el borde), introducimos la versién pesada

Ki(0) =Cug [ o=yl Loy (s £1/2)

del operador T;. Recordando el lema [2.2.1] K se puede ver como la versiéon pesada del
operador Laplaciano fraccionario, con lo que definimos

(—A)3[6] = K.(6) para ¢ € C2(a,b) N C'[a, b].

w

Claramente, dada una soluciéon ¢ de la ecuacion

(=A)lel = f

en el dominio 2 = (a,b), la funcién u = w*¢ extendida a cero fuera de (a, b) resuelve el
problema de Dirichlet del Laplaciano fraccionario (2.1)).

Para estudiar las propiedades espectrales del operador (—A)2 | se define el espacio
L? pesado

b
L%(a,b) = {¢ :(a,b) > R: / |p|*w® < oo},
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que, con el producto interno
b
00)s0 = [ v’

y su norma asociada constituye un espacio de Hilbert.

Los polinomios ortogonales con respecto al producto interno bajo consideracion
son los conocidos polinomios de Gegenbauer (ver su definicién y propiedades en .
Usando esta base ortogonal podemos producir una diagonalizacion explicita del operador
(—A)z . Consideremos primero el intervalo (0, 1); el correspondiente resultado para un
intervalo mas general se va a presentar en el corolario.

Teorema 2.2.1. Dado s € (0,1) yn € NU{0}, consideremos el polinomio de Gegebauer
CE g sea po(x) = CT(ZSH/Q)(Zx — 1). Entonces, el operador pesado (—A)% en el
intervalo (0,1) satisface la identidad

s I'2s+n+1)
n!
Demostracion. Ver demostracién teorema 3.14 en [4]. O

Corolario 2.2.2. El operador pesado (—A)2, en el intervalo (—1, 1) satisface la identidad

(_A)s (07(15+1/2)> — )\;Créerlﬂ)7

w

donde

s I'2s+n+1)
N=
" n!

En el intervalo (a,b), tenemos

_ 07(15+1/2)<2(x7a) . 1)

donde py(x) -

Demostracion. Ver demostracién corolario 3.15 en [4]. [
Para dominios multi-intervalos €2, usando las funciones caracteristicas x(q, 5,), definiendo

M

w(z) =Y (x = a;)*(bi — ) X(a,b0) (@)

i=1

y basandonos en el corolario|2.2.1] definimos el operador Laplaciano fraccionario pesado
multi-intervalo en €2 como

(=A)n¢ = (=A)[wd],
donde ¢ : R — R.
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Podemos descomponer este operador como
(—A);, = Ks + Ry,

donde
M

Ks[(b] == ZX(al,b,)KSX(az,bl)qb

i=1

R =0 [ el ety pera € (o)

Contando con toda esta informacién, podemos proceder, en el préximo capitulo, al
desarrollo del método numérico que proponemos para resolver el problema para
n > 2. El método se va a basar principalmente en los resultados obtenidos para el caso
unidimensional que recién describimos, junto con los detalles mencionados al comienzo
del capitulo.
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Capitulo 3

Método propuesto

En este capitulo desarrollaremos un método para la resolucién del problema (2.1
para cualquier n > 2, basandonos en los resultados mencionados en el capitulo previo. A
su vez, inspirados en la formulacién deducida, detallaremos una posible implementacion
para el caso n = 2.

3.1 Descripcion del método

En esta seccion comentaremos el método que proponemos para resolver el problema
en un dominio 2 C R™ abierto acotado, con s € (0,1).

Comencemos considerando la definicién del Laplaciano fraccionario para el
caso n-dimensional,

U(l’l, 73:71) _ u(yla 7yn)
—ANYu(xy,...,z,) = C,s P.V. / dy;...dy,, 3.1
( ) ( 1 ) ) (xh >$n) _ (yl’ ---,yn)H”HS hn Y ( )

donde (z1,...,2,) € Q CR" y

o - 225sT'(s + %)
T a1 — )

Recordando la definicién de valor principal (1.2)),

(_A)Su(xlﬂ sy 'In) - Cn,s lim u(ml’ o l'n) _ u(y17 ce yn)

dyy...dy,.
=0 SR\ Be(o1,am) 1(T15 s Tn) = (Y1, - Yn) [|7H2

(3.2)
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Hagamos el siguiente cambio de variables

(
y1 = a1 +rcos(pr) =2
Y2 = To + rsin(pr) cos(ps) = 29
Y3 = 3 + rsin(ey) sin(ps) cos(ps) = 23

Yn—1 = Tp_1 + rsin(pr) ... sin(p,_2)cos(@n_1) = 2n_1

| Yn = @y +78in(p1) ... sin(pn—2)sin(pp_1) = 2z,

donde r € (—o0, —€]U[e,00),0 < ¢; <mparal <i<n—2y0 <y, <nm. Notemos
los limites de integracion en r y ¢, _1: comunmente hubiéramos definido ¢ < r < oo
y 0 < ¢,-1 < 27, con las deméas variables bajo los mismos valores, sin embargo, en
nuestro caso, decidimos considerar la version mencionada dado que dicha formulacion
nos va a ser tutil més adelante.

Aplicando el cambio de variables, (3.2) queda

n—2
Ty ey T) — U(21, ooy 20) . il
Ch.s hm/ // u - , r|" sin" ™" i) |drde;...dp, —
oy Troonton), - rsingn)sin(pr s 117 | LLsw™ 700 Jdrden..dgny

7 T n—2
U\TL1yeeey Ty ) — U\ 21,y ..oy Zn i
- Ons lli%/ / /R\( ) ( - |,r).|1+25( 1 )< | | Sin 1((;01)) de@l'-'dSDn—l-
0 —€,€

i=1

(3.3)

Teniendo en cuenta lo indicado en el apéndice [C.I], podemos reescribir la expresion
anterior como

m ™ n—2
_ W(T1y ooy ) — (21, ey 20, i
(—A)u(xq,...,x,) = Cms/ / lg%/ (1 |2|1+25( : ) ( | | sin l(cpi)> drde;...dp, .
0 0 R\ (—e¢,€) i=1
(3.4)

Supongamos @1, ..., ¢,—1 fijos, y llamemos v(r) a la funcién

v(r) = u(xy + rcos(p1), ..., T + rsin(py) ... sin(p,_2)sin(@,_1))-

Claramente, v(r) = u(z1,...,2,) y v(0) = u(xy,...,x,), con lo cual (3.4) se puede
expresar como

(=AY’ u(zy,...,2,) = ns/ /0 llg%/R\( . |7"1+2S( )<Hsmn - 1((p,))drdgo1 Ao, _q

o[ (hm [ Md) (Hu)dd ;
“Jo 0 \ TOUR\(=c0) 2 i=1
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—C,, / / <PV /R ((|)7)‘|1+25(T)dr> (Tﬁsinn_i_l(goi)) dgy...dpn_1.

i=1
(3.5)
Si observamos bien la formulacion anterior, el término que aparece encerrado en el
primer gran paréntesis es la definicién del Laplaciano fraccionario unidimensional de la
funcién v evaluada en 0 (salvo la constante C' ). Es decir,

v(0) —v(r)  _ (=A)w(0)
P.V./R 0= 7| dr = s ,

donde (—A)® representa el Laplaciano fraccionario para n = 1.
Con lo cual, (3.5) se puede escribir como

(=AY u(@r, . 22) = Cos / / 015 (f[smm'1(%)>d¢1..,d¢n_1. (3.6)

A su vez, recordando la definicién de C, 4,

Cps 2%sU(s+3%) #'T(1-s) = T(s+3)
Cis  mD(1—s) 2%sT(s+1/2) 7% D(s+1/2)

Por lo tanto, (3.6 queda

(_A)su<xla 7$n) = - nl F S N 1/2 / / (O><HSinnil<90i)> d@l-..d@nfl.

i=1
(3.7)
Recordemos cémo habfamos definido la funcién v(r): suponiendo fijos @1, ..., ©n_1,

v(r) = u(xy + rcos(py), ..., T, + rsin(pq)...sin(p,_1)).

Por la propia definicién del problema ({2.1)), sabemos que u se anula en 2¢. Con lo cual,
van a existir ciertos valores

a;(%;0) = ai((T1, -+, Tn); (P15 s 1)) ¥ bi(x590) = bi((T1, s )5 (@150, Pn-1)
tales que
v(r) =0sir ¢ (a;(x,9),bi(x,9)).

Consideramos distintos intervalos porque puede ocurrir que cada rayo en r corte al
dominio varias veces (por ejemplo, en el caso de un dominio que no es convexo). A
modo de ejemplo, veamos lo que ocurre en R?. Supongamos que elegimos (1, z2) €
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y fijamos ¢;. Entonces, los valores que va a tomar la variable r estan representados por
una linea que une los puntos a(x; ) y b(x; ¢), dentro del dominio 2. Gréficamente,

Figura 3.1: Ejemplo valores de la variable r habiendo fijado (z1,22) y ¢1

Ahora, nuestro objetivo va a consistir en poder aplicar los resultados obtenidos en el
capitulo anterior a la ecuacion . Lo que nos gustaria es poder escribir a la funcién
v como w’¢ con w® una funcién de peso adecuada y ¢ : R — R que cumpla ciertas
condiciones.

Por lo que vimos, una formulacion de esta funcién de peso deberia ser

wi(r) =Y (r = ai(x,9))° (0%, %) = )" Xt bitxon (7);

i=1

donde M indica la cantidad de intervalos en 7 (es decir, el nimero de veces que corta
el rayo al dominio). Este M serfa un M (x, ), pues debe depender del punto y los
angulos, pero para evitar exceso de notacion lo notamos asi.

Para no arrastrar tantos términos escribamos

v(r) = u(xy + recos(pr), ..., zp + 7sin(p)...sin(p,—1)) = u(x+ 17 - ).
Dado que queremos expresar a v(r) como w*(r)¢(r), seria esperable que

u(x+r-P)
wi(r)

¢(r) =

Lo que tenemos que analizar ahora es bajo qué condiciones la funcién ¢ tiene la

regularidad necesaria para aplicar los resultados del capitulo previo. Por lo que describimos
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anteriormente, para el caso multi-intervalo, el Laplaciano fraccionario pesado (con
funcién de peso como w®) se puede escribir como suma de dos términos: uno que
llamamos K, y otro que llamamos R,. Como el punto donde vamos a evaluar el
Laplaciano fraccionario unidimensional es r = 0, tomamos el intervalo (a;(x, ), b;(x, ¢))
tal que 0 € (a;(x,¢),b;(x,¢)). Luego, por cémo caracterizamos s, necesitamos que
RS C%CM(X, 90)7 bi(xa 90)) nct [ai(xa 90)7 bi(xa 90)]

Recordemos que estamos suponiendo que {2 es un dominio C*°. Por lo visto en
el capitulo 2, en dicho caso, a la funcién u la podiamos representar al menos de dos

maneras, dependiendo de la regularidad de la funcién f: f € C®(Q) <= u=W?*-9¢

conp € C®(Q) o feH(Q) =u=x+Ws-1conye Ht*(Q) y o € HT(Q);
donde W ~ dist(-,09) cerca de 0f). Verifiquemos que si escribimos a u de estas formas,
es posible llegar a la regularidad que necesitamos.

Supongamos f € H"(§2) (el otro caso va a ser andlogo, obviando lo mencionado para

x v simplificando algunas cuestiones, dado que ¢ € C*>(12)). Entonces, u = x+W?®-1
con x € Hy™(Q) y ¢ € H™+5(Q). Luego,

X(x+7r-®) Wi(x+r-9)
el )

o(r) = (x4 - D).

Veamos que qb S Cz<ai (X, 90)7 bz (Xa 90)) N Cl [ai (X, 90)7 bz (X, 90)]

En primer lugar, fijemos el parametro r de f € H"(Q). El resultado del capitulo
anterior requeria pedir que r + s — 1/2 > 0 y que no sea entero. Nuestra idea es
poder aplicar el lema de Sobolev (que dice que si t > k + %n entonces H! C C*, con
n la dimensién del espacio). Como necesitamos k = 2 para asegurar que caemos en el
espacio en cuestién, y como ¢ € H™™(Q) y x € Hy"°(Q2), queremos que 7+ s > 2+ 2
yr+2s>2+47%. Porlotanto, 1/2 <2+ % <r+s<r+2s (al ser s € (0,1)). Con
lo cual, tomando r = 2 + § — s + €, que no sea entero y con € > 0 ntimero chico, es
suficiente para obtener lo que necesitamos. De este modo, garantizamos que 1 € C?(Q)
y que x € C3(9).

Como ¥ € C?(Q), en particular v € C?(a;(x,p),bi(x,9)) N Ca;(x,¢), bi(x, ¢)].
En relacién al término W (x + r - ®), esta funcién, al comportarse como la distancia
al borde cerca de 012, se anula en los valores de r que lo intersectan. Como a;(x, ¢)
y bi(x,¢) lo hacen por definicién, entonces estos puntos son ceros de W(x + r - ®).
Por lo que estariamos dividiendo una funcién por dos de sus raices. En relacién a
la funcién que se obtiene como resto del cociente, elevada a la s, necesitamos que
esté en C?(a;(x, @), bi(x, p)) NCa;(x, p), b;i(x, ¢)]. En principio, los resultados previos
no mencionan informacién relativa a la regularidad de esta funcién W?#, por lo que
podriamos imponer como condicion que el resto que se obtiene del cociente caiga en ese
espacio. Para los casos que analizaremos en el capitulo 4, este cociente resulta estar en
el espacio dado que queda como una funcién constante en la variable 7.

Por dltimo, debemos ver que el primer término cae en el espacio. Sabemos que
x € C2(Q) por cémo tomamos f. El denominador, al estudiar lo que estd ocurriendo
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r—a;(x,p)F

en el intervalo (a;(x, ), bi(x, ¢)), seria w*(r) = (r — a;(x, ))*(b;(x, ) — r)°. Se puede
ver que w® € C?(a;(x, ), bi(x,¢)). Sin embargo, lo que se debe analizar con méas detalle
es qué ocurre en los bordes. Deberiamos probar que el cociente y su derivada existen y
son continuos en los extremos. Para ello, estudiemos los limites laterales.

Cuando r — a;(x, )", el limite

) X(x+7-9)
lim
r—a;(x,0) " (T’ - ai<X7 90>>8<b2 (X7 90) - r)s

es indeterminado (recordar que Y tiene soporte compacto y es continua en ). Al
resolver la indeterminacién, por ejemplo usando la regla de L’Hopital, se puede ver que
el limite es cero. Para el caso en el que r — a;(x,¢)~, el limite también es cero dado
que los valores de r que se estan considerando caen fuera del soporte de y, por lo que la
funcién en su conjunto es nula. Por lo tanto, el y/w?® resulta ser continua en a;(x, ¢).
Repitiendo un argumento similar, se puede probar la continuidad en b;(x, ). Lo que
nos resta ver es la existencia de las derivadas en los extremos. Para esto, analizamos
la existencia de los limites laterales usando la definicién de derivada. Por un lado,
debemos estudiar

( X(x+7- D) X(x+7- D)

o \ =0l ) i ) = 1 = @l 0) (i, ) — 17

) 1
r—a;(x,¢)
T:ai(x7§0) ( 90)

Por lo que vimos, el segundo cociente es cero, con lo que el limite queda

: X(x+17- )
lim - .
r—ra;(x,0) " (T - @i<Xa 90))5+ (bi(X7 90) - T)s
Analizando el limite, obtenemos nuevamente una indeterminacion que se puede resolver
aplicando dos veces la regla de L'Hopital y termina dando cero. A su vez,
X(x+7-9)

lim =0
r—a;(X,p) " (T‘ - CLZ‘<X, @))S—H(bi (Xv SD) - T)S

por lo mismo que comentamos antes, se estan considerando valores de r por fuera
del soporte de x (que tenia soporte compacto). Con lo cual, la derivada existe en
r = a;(x,p) y vale 0. Haciendo un andlisis anédlogo para r = b;(x, ), vemos que
x/w* € C*ai(x, ), bi(x, ¢)) N Ca;(x, ¢), bi(x, )]

Finalmente, la funcién ¢(r) resulta ser suma y producto de funciones que caen en
C?(a;(x, @), bi(x, ) NCa;(x, @), bi(x, ¢)], por lo que ¢ estd en ese espacio y podemos
aplicar los resultados del capitulo previo. Se podria seguir estudiando qué forma o
regularidad deberia tener la funcién u para lograr la regularidad en ¢, pero para los
casos sobre los que probamos el método no es necesario (de hecho, nos es suficiente con
saber que u se puede escribir como W?*i pues las funciones f sobre las que testeamos

el método son C*>(12)).
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Con lo cual,
(=A)°0(0) = (=A)°[w*¢](0) = (=A),[¢](0).
Recordando la descomposicién del operador Laplaciano fraccionario pesado en el
caso unidimensional para dominios multi-intervalos,

(—A),[0](0) = K[8](0) + Rs[0](0) (3.8)
donde
’Cs[qb](O) - KS[X(ai(X#P),bi(XﬁO))QS](0)7 (39)
y
R0 — (o), o o(r)
210 =G /Um(%(w) ey I /uj#(aﬂx,w),bj(x,m> e

(3.10)

Lo que buscamos ahora es poder escribir (3.9 . ) de cierta forma, de modo que podamos

aplicar el corolario 2.2.2] en la expresién resultante. Para lograr esto comencemos

desarrollando a la funcion ¢ en serie de polinomios de Gegenbauer C 2 teniendo en
cuenta el intervalo (a;(x, ), b;(x, ¢)),

s 2(r — a;(x,¢)) 1
i ( +1/2 ) 1
Z (% 0)C bi(x,0) —ai(x,0) ) ||CETD)2 ’

(az X 90 (x790))

(3.11)

donde

bi(x,¢0) ~— ai(x
iixo) = | ¢<z>c,£8“/2>(62( B —1) (=~ i, )" (0, ) '

a; (x,p) i(Xv 90) - CLZ‘(X, %
(3.12)

y

(s+1/2) —
||C ||(al(x LP) (X,(p)) - /

ai(x,)

bi (X,L,D)

[ 2e—abe) N
ct (bi(x,@_ai(x,@ 1)( (%)) (b (x, ) —2)"d=.
(3.13)

Una vez que contamos con este desarrollo, podemos aplicar el corolario en la
expresion (3.11)), obteniendo

+o0o
dk(x 90) F(QS +k+ 1) (s+1/2) —2a,~(x, QO)
K[61(0) = C -1].
k=0 |C’(S—"_1/2 H2al(x (‘p (X,L,D)) k' g bl<x7 QD) - a/l(x7 90)

(3.14)
Escribamos de mejor manera (3.12)) y (3.13)). Hagamos en ambos casos el siguiente

cambio de variables:
w = 2Gmailxe) g
bi(x,0)—a;(x,p) ’

dw = —2—— dz.

bi (x,0)—a; (x,)
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Entonces, (3.12) nos queda

[/1 ¢<(w+1) (bi(X> ©) ; ai(x, ¢))+ai(x, 90)) C}gs+1/2)(w)(l_w)5(1+w>sdw] ) (bi(x, ©) ;ai(x, 90))2s+1

1

— di(x, ) - (bi(x’ ?) 3 ai(x, 90)) . (3.15)

A su vez, (3.13) se puede expresar como

/_11 cet12) (w)Q(l_w)S(Hw)Sdu;] (bi(x, ©) ; ai(x, SO))QSH

s b’L (X> 90) — a; (X7 90) 2o
— Gy - (2 . (3.16)

Combinando las ecuaciones (3.7)), (3.8), (3.10)), (3.14)), (3.15) y (3.16]), llegamos a la

siguiente representacion

(s+1/2) 2 —
HCk (ai(X,C,D),bi(X,SO)) -

s N d X, @ '2s+k+1
(=A)’u(zy, ..., zp) = / / ( (SL/Q) : : k! :
T = FS—|—1/2 k— 0||C ||( 1,1) '

n—2
s _20'1' X, ur Fan—i—
C',g +1/2) ; (%, ¢) 1 +Cl,s/ §+)28dr ”sm Ywi) |dpr...dp, 1.
i(%,9) = ai(x, ¢) Ujpa(as Ge0) s e0)) |71 o

=1
(3.17)
Agrupemos las constantes y lleguemos a una expresion un poco mas reducida. Tal
como se indica en

27% .- T(k+2s+1)
(k+s+1/2)-T'(s+1/2)2-T'(k+1)

s+1/2
IO 22, =

Por lo tanto, usando algunas de las propiedades de la funcién gama que se mencionan

en[B.]]
C(s+3%)  T@s+k+1) 1 _ T+ 3)0(s +%)<k,+8+1/2)
(s +1/2) k! Clet2))2 223"
S ICy ||(71,1) Q
A su vez,
F
CHD) o G o

n"z (s +1/2) b Cis .
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Por lo tanto, (3.17) nos queda
(S +3 C(s+1/2) —2a;(X, )
, di(x, ) (k+s+1/2 1
e om) = L] [( - Z B S Ve e

n—2
uir s n—i—
+<Cn78/u (a; (x.0).b; (:9)) !7‘!5—32"’6”)] (Hsm 1(%)> fordon G19)
e a;(X,$),05(X,p ;

=1

con

Q)= [ o <<w+1> e so>> O ) (1) (L)

1

(3.19)

De este modo, llegamos a una representacién del Laplaciano fraccionario involucrado

en el problema . Nuestra estrategia principal se basé en el cambio de variables

inicial, que nos permitié utilizar los resultados descriptos en el capitulo anterior y

derivar las expresiones y . En la siguiente seccion, haremos uso de estos

resultados para desarrollar un método numérico que resuelva el problema homogéneo
fraccionario de Poisson para el caso en el que n = 2.

3.2 Meétodo numérico

Tal como indicamos al final de la seccion anterior, en esta seccién nos concentaremos
en describir un método numérico que resuelva el problema para un dominio Q C R?
abierto y acotado. En primer lugar, adaptemos las férmulas (3.18) y (3.19) al caso
n=2.

Para este valor de n,

L(s+8)l(s+3)  Tls+DI(s+3)  ym2*T(2s+1) TI(2s+1)

+1 3 3
92— 237Tn2 2_2571'5 2—237-‘-5 T

Y

usando algunas de las propiedades de la funcién gama que se mencionan en
Por lo tanto,

(=A) u(@y, 22) = /0

—F@S: D) (de x,¢)(k+s+1/2)C SH/Q)(Z),( _2ai_(x’.¢) )_1>>

2 (3, 9) — as(x,

v\Tr
+ (CQ’S / 5325 dr) ] dp (3.20)
Uj 415 Ge0),bs (o)) 171
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con

i) = [ ¢<<y+1> (bi(x’ o) — el “”)) Failx, @)) OV () (1—y) (1 + ) dy.

1 2
(3.21)
Contando con estos resultados, procedemos al desarrollo de los métodos numéricos.
En la primera subseccién tratamos el caso de, dada una funcién u, hallar (—A)*u. En
la segunda, nos ocupamos del caso dada una f, hallar u tal que (—A)*u = f.

3.2.1 Evaluacién de (—A)°u para una dada funcién u

En esta subseccién abordaremos el problema de evaluacién del operador (—A)® en
una funcion u dada, para lo que utilizaremos las ecuaciones y .

Comencemos tomando (1, z2) €  C R?, con 2 dominio abierto y acotado, s € (0,1)
y una funcién u para la cual queremos calcular (—A)*u(zy, z2).

Obviamente, por lo mencionado anteriormente, suponemos que €2 es un dominio C'*°.
En este trabajo, y en particular en el método que vamos a describir, nos concentraremos
en dominios convexos; por lo que supondremos que el segundo término de la integral
es cero.

La funcién ¢ se calcula, al igual que antes, como

u(zy + 1 cos(p), xe + rsin(p))

M) = a0 (i) — 1)

Y

donde a;(x, ) v b;(x, ) indican los valores entre los que se encuentra la variable r para
cada . Debemos recordar que la funcién ¢ debe tener la regularidad necesaria para
poder aplicar los resultados mencionados en la seccién anterior, y esto se debe tener en
cuenta al elegir la funcién w.

En primer lugar, discretizamos la integral en la variable ¢. Comencemos probando
que la funcién a integrar en ¢ es m—periddica. Llamando a esta funcién h,

+oo
_ 1.(x s (s+1/2) —20i(%, ¢) -
h(p) = kz:; d(x,0)(k + s+ 1/2)Cy (bi(x, ©) — ai(x, ) 1>

con

i) = [ ¢(<y+1> (bf(x’ p) — el g">) Failx, @)) CEHY () (1 - y) (1 + ) dy.

1 2

Entonces, queremos ver que h(¢ + m) = h(yp). Empecemos viendo que dp(x, 0 + ) =
(—D)fdr(x, @)
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Notemos que
bi(x7 2 + ﬂ—) = —CL,;<X, @)

ai(X7 2 + ﬂ—) = _bi(X7 SO)

Al evaluar la expresion de ¢ en ¢ + T,

u(xy 4+ reos(p + ), x9 + rsin(p + m)) B u(xy — rcos(p), o — rsin(p)) B

Pernlr) = e F ) i M) 1) (o —am ) ) ) )

A su vez,

(y+1) (bi(X,QO + 7T) ; ai(xa ' + W))_+_ai(x’ 90“‘77) _ (y_|_1) (bi(X7 90) B ai(x>90)> —bi(X, 90)’

2

con lo que

dxgin = [ o ((—1>- R e ] ) CEH () (1-y)* (L) dy.

1 2

Si hacemos el cambio de variables y = —t y dy = —dt,

Qe pim) = [ ¢(<—1>- () (P ) ) OO () (14t (1)

1

_ /_1 ¢ ((t_|_ 1) (bi(x, 90) ; ai(X; 90)) +Gi(X, 90)) (_1)k01£8+1/2)(t)(1 —|—t)5(1 —t)sdt

1

que es igual a di(x,¢) - (—1)*.

Veamos lo que ocurre con los otros términos.

C5+1/2) —2a;(x, 0 + ) R PR YE) 20,(x, ) _q
g bi(x, 0+ ) — ai(x, 0 + ) g bi(x, ) — ai(x, )

Aty [y [ 2% )
—G << Y {bxx,w)—ai(x,go)“})

_ (s+1/2) —2a,(X, ¢)
= (‘Dka (b ) — 1).

i(X, 0) — ai(x, ¢

El término (—1)* aparece pues C’,gsﬂﬂ)(—x) = (—1)’“C,gs+1/2)(x) y la tltima expresion
en la que se esta evaluando el polinomio de Gegenbauer se obtiene reescribiendo el
término dentro de los corchetes.
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Por lo que, al multiplicar este tltimo término con dy(x,¢) - (—1)¥, vemos que la
integral en ¢ es T—peridédica. Es decir, h(¢ + m) = h(p).

Con lo cual, probamos que la funcién en ¢ es m—peridédica. Si la funcién h es
suficientemente suave en ¢, la estrategia consiste en usar la regla de trapecios, ya que
vamos a lograr convergencia rapida. En todos los ejemplos que probamos, la funciéon
h cumplia con esta condicion, asi que adoptamos, al menos en una primera instancia,
este método de integracion.

Luego de aplicar este método, obtenemos un conjunto de nodos {¢1, ..., o1} con
sus respectivos pesos {wey,, ..., w,, }; de modo que la integral en la variable ¢ queda

aproximada por
. L
/ h(p) dp = > h(g)w,,.
0 1=1

En segundo lugar, debemos fijar un valor K hasta donde se realice la sumatoria,
por loque 0 <k < K.

Después de haber hecho esto, dado un nodo ¢; y un valor £, aproximamos el valor
de dk(x ¢1). Para ello, nos basamos en la expresion obtenida en - Notemos
que la definicién de dk(x ¢;) involucra una integral entre [—1,1] con peso w(y) =
(1 —y)*(1 + y)*®, es decir es una integral cuyo peso es la funcién de peso de Jacobi con
a = =s > —1. Para aproximar esta integral, utilizamos la regla de cuadratura de
Gauss-Jacobi que se menciona en [11]. De esta forma, obtenemos un conjunto de nodos
{y1, ..., ym} con sus respectivos pesos {wy,, ..., wy,, }. Luego,

(x, 01) Z ¢< g+ 1) ( (X, 1) ; a;(x, @l)) +ai(x, @Z)) C}gs+1/2) (Y )10

Con lo cual, las versiones discretas de (3.20]) y (3.21)), para el caso de un intervalo
en la variable r, nos quedarian

I'(2s+1) LS. < < (s+1/2) —2a;(x, 1) _ w
—71' (%dk( 7§0l)<k7+ +1/2)Ck; <bi(xa¢l)_ai(xa¢l) 1))] 21}

(—A)u(xy, x9) &~ Z

=1

con

1

M
x. o1 Z¢< 1) (b@-(xa ©1) ; a;(X, 801))+ai(x7 901)> CEHD (Y (3.23)

Como comentario final, los limites de cada sumatoria se pueden elegir teniendo en
cuenta varios criterios, por ejemplo, en qué punto se quiere hallar (—A)%u, en qué
angulo nos encontramos, cémo es la funcién u, etc. Sin embargo, para evitar exceso de
notacion, decidimos poner unicos L, K y M. De esta manera, conseguimos un método
para resolver el problema dada una funcién u, hallar (—A)%u.
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3.2.2 Discretizacion y evaluaciéon de la soluciéon u para una
fuente f dada

Ahora nos vamos a concentrar en el problema dada una funciéon f hallar u que
cumpla (2.1]), para lo que haremos uso de las expresiones v (3.23) obtenidas
previamente. Como el dominio €2 lo estamos suponiendo C'*°, vimos que a la funcién
u la podiamos escribir de distintos modos, segin la regularidad de la funcién f. El
método lo desarrollamos para aquellos casos en donde u se puede representar como

u(x) = W#(x) - ¢(x) donde W ~ dist(-,09) (por ejemplo, si f € C*(£2), como va a
ocurrir en todos los ejemplos que presentaremos en el préximo capitulo). Notemos que
al contar con una expresion de nuestro dominio €2 es posible hallar una férmula para
W. Con lo cual, el método va a consistir en hallar {» méas que en hallar u, ya que,
conociendo quién es ¢ podemos multiplicar esa funcion por W* y obtener la expresion
de u. El motivo de por qué hacemos esto se va a entender un poco mas adelante.

Al igual que en la seccién anterior, comencemos tomando un dominio Q C R?
abierto y acotado, s € (0,1) y una funcién f para la cual queremos hallar v que cumpla
(—=A)*u = f bajo las condiciones del problema a considerar, teniendo en cuenta el
comentario del parrafo anterior.

Notemos que, en este caso, el problema es un poco mas complicado. En la seccion
anterior, la situacion era mucho mas simple, dado que teniamos que reemplazar la
funcién v en las versiones de las férmulas y discretizadas, llegando a una
buena aproximacién de (—A)*u en un punto. En este problema, vamos a tener que
hallar una aproximaciéon de la funcién u en todo el dominio {2 més que en un sélo
punto, para luego poder usar de cierto modo las férmulas y .

Lo primero que tenemos que hacer es mallar nuestro dominio 2. Para lograr esto,
comencemos separando {2 en patches, utilizando una particiéon

Np
=P, PenPr=0 para k#¢,

J=1

para un cierto nimero N, de patches, junto con correspondientes parametrizaciones
x; = X;(Y1,42), j =1,..., N,, donde

x;: [—1,1] x [-1,1] = P;

denota una parametrizaciéon suave del patch P;.

Una vez que tenemos el dominio separado en patches, procedemos con el mallado de
cada uno de ellos. Tomemos un patch P; con j € {1, ..., N,}. Sabemos que lo podemos
describir con una parametrizacion suave x;(y1,y2) con (yi,92) € [—1,1] x [—1,1]. Por
lo tanto, para obtener un mallado de P;, debemos mallar la regién [—1,1] x [—1,1].
La estrategia que consideramos fue tomar el producto cartesiano de los nodos de
Chebyshev-Gauss-Lobatto en dicho cuadrado (ver . El motivo de por qué hacemos
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esto se va a entender mejor en el siguiente paso. Con lo cual, elegimos nodos de la

forma
i Tl o Tk
Yp,; = cos _Mjl e Yy, = Cos sz

con 0 <i < Mjy0<k< M? Finalmente, una vez que tenemos esto, aplicamos la
parametrizacién x; en cada nodo y obtenemos un mallado para P;. Graficamente,

yz,]\ X2
Igget s+ ¢+ 588 3
3 3
PO O 0 @ © 0 o o o * o 0 000 ‘ . 8
] * .2
Bee o o o o o o o o o o o eos x s ° e ® o o 3
. . .
7 $° . « %2
Pee o o o o o o o o o o o eos / ‘......’....’
..o.o. e ...o.’
Pee o © o o o o o o o o o oo %o’.' ® e * .
'.' . '.‘
o ,° e®®®%e, %o o
Pee e @ © o o o o o o o o oo 0".' ‘..’.
L0 e, %
peoe o o o o o o o o o oace WL 820000
71::'.'.'.'....".'9

1 1 U X

Figura 3.2: Ejemplo de mallado de un patch

El siguiente paso es la interpolacién de la funcion u, y acd es donde entra en juego
el por qué mallamos los patches de esa manera. La idea del mallado es que sirva
para lo que se conoce en inglés como collocation and interpolation. Es decir, cada
evaluacion u(x; (yiyj, y;j)) se va a usar tanto para lograr una aproximacién de la misma
funciéon como también de incégnita en nuestro método. Probablemente, esta idea resulte
mas comprensible a medida que avancemos con el desarrollo de nuestra propuesta.
Algo importante que debemos destacar en este punto es que no vamos a interpolar
u de forma directa, sino que la funcién que aproximaremos es v para luego calcular
u = dist®(x, Q2. Si no hiciéramos esto, al ser singular la expresion dist®(x, ) a
medida que nos acercamos al borde del dominio, se lograrian muy malos resultados con
la interpolacién.

O sea que debemos concentrarnos en aproximar ¢ en cada patch. La estrategia de
interpolacién dentro de cada P; con j € {1,..., N, } va a seguir el siguiente esquema:

e Dado (71, 73) € P;, hallamos (41, 92) que cumpla (7, o) = xj_l(;fl, Ta).

e Explotando el hecho de que conocemos cuénto vale ¥ o x; en la malla descripta
por el conjunto de puntos

{(Z/i,ja ylg,j)}ogiSM;,nggM;v

hallamos el valor de dicha funcién en una malla mucho mas fina del [—1, 1] x[—1, 1].
Luego, usando la informacién anterior, buscamos una aproximacion de la derivada
de 9 o x; en la malla refinada respecto a yi, ¥2 € y12.
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e Finalmente, calculamos el valor de ¢ox; en (91, ¥2) usando un método de interpolacion,
teniendo en cuenta los valores que dedujimos en el item previo, obteniendo asi

¢(f17 */I}v?)'

Veamos un grafico que resuma la propuesta anterior,

Y ox;(y,y,) Plxy, x,)

Y2 X2
1
s 3 $3:8:iisis 130,
] ® o ¢ 0 o 0 0 e L 1
oo e o o o o o e ee t . o 3
o e o o o o * o0 s * e ®* o e 3
o0 L] L] L] L] L] e L L]
X e o a_a a @-- 2% . « %2
_ L] L] L] L] L] L] L] LN ] o ‘. ° . e ® o . Y ..
Yo lmse s O R RS Tyl --ge-e--- oo o e,
oo ® o ¢ o, ® o 0 00 %".' .':'.. .-..
X e o o:. e o s 00 .'. .‘ ' '. ."
(v o x)(y1. y2) .o e o o ols o s sss . R o e
oo e o o o:o e o s 00 e . * . %
5 :: R R EEEET AL IR T o
d(('o)(j)(.’]l-.‘/‘.!) (X e o o n: ® o o 0 0e ‘a“"":'g"'..n
I 1 1R L L
‘ 1 N 1 Y1 a1
A ox) (11, y2)
| dy2 ¥z
I o x) (y1, y2) Igges st ¢ ¢ ¢ T
()'/l(){fz ®ee o o ¢ o o o o o o o o 0od

L L . L] L] L L] . e o oes
18089800 9 2 1 3.3 3 22332
1 Y1 1 ¥

Figura 3.3: Descripcion grafica de la estrategia de interpolacion

Describamos la estrategia del segundo item. Comencemos representando, en el
dominio [—1,1] x [—1,1], a la funcién ¥ o x; como doble serie de Chebyshev. Es decir,

Ml

o)~ Y Z”anm (51) Ton ()

n=0 m=0

con
M}
J

M; oy Z¢ % (05 04V T ) Ton (8.

J =0

Qn,m
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donde el doble tilde en las sumatorias indica que los términos 0, Mj1 y Mj2 estan
multiplicados por %

En esta parte podemos observar la importancia de haber elegido un mallado que
utilice los nodos de Chebyshev-Gauss-Lobatto. El valor de la funcién en dichos nodos
aparece en el término a,,, en el desarrollo en doble serie de Chebyshev. Por lo que
1ox; evaluada en esos puntos constituye tanto nuestra incégnita como nuestro dato para
aproximar dicha funcién, tal como indicamos previamente. Existen distintas versiones
de los nodos del tipo Chebyshev-Gauss (ver, por ejemplo, |15, p. 108]), sin embargo
nosotros consideramos el caso que incluye a los extremos para evitar la situacion en la
que algun (z1, z5) caiga fuera de la malla. Este problema se puede resolver considerando
el caso abierto, pero optamos por el caso indicado.

De lo que nos debemos ocupar ahora es de hallar el valor de la funcién en una malla
maés refinada de nuestro dominio. Si elegimos una malla més fina y procedemos con la
evaluacion directa por medio de la doble sumatoria, el resultado va a ser ciertamente
correcto, pero seguir este procedimiento para cada punto puede resultar muy costoso
(del orden O(M ]-1]\/[ jQ) operaciones), por lo cual implementamos una estrategia diferente,
segun detallamos a continuacion.

El plan va a consistir en tres etapas. En primer lugar, vamos a hallar el valor
de 1 o x; en una malla mucho més fina de cada patch (elegida de forma inteligente)
explotando la idea de que contamos con una doble serie de Chebyshev. En segundo
lugar, vamos a aproximar los valores de (1) 0 X;)y,, (¢ 0X;)y,, ¥ (¥ 0X;)y,y, utilizando
la misma estrategia hecha en la primera etapa. Finalmente, contando con toda esta
informacién, procedemos a interpolar la funcién 1 o x; en el punto (1, ¥2).

Comencemos con el primer paso. Si conociéramos cudnto vale 1(x; (yij, ylgj)) para
cada 0 < ¢ < ]\4j1 y0<k< sz, para hallar los coeficientes a,, ., podriamos utilizar
la transformada discreta del coseno (DCT) en dos dimensiones. Veamos por qué. La
expresion de a,, ., es

M M?
2 92 " " ; ;

Apm = ESYE Z ¢(Xj(y1,ja yg,j))Tn(yl,j)Tm(yg,j)a
3777 =0 k=0

donde

i Tl & Tk
ij = COS W e y2,j = COS 2
J J

para cada 0 < i < M} y 0 < k < M?. Utilizando la definicién de los polinomios de
Chebyshev: T,,(z) = cos[ncos™!(z)] para z € [-1,1] y n = 0,1,2, ... (ver B.3),

P\ NPT 1 T B Ten-t
T, (1 ;) = cos[ncos™ (y; ;)] = cos [n cos (COS (E))} = CO0s [T]l]
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Tm(y’ij) = cos[m cos’l(y;j)] = cos {m cos ! (cos (—7;\/[2 ))1 = €08 [W ]\7/7;2 1

Por lo tanto,

i Ten-i T-m-k
Ap,m = Ml M2 ; kz Xj y1]7y2])) COS (TJ) COS( MJQ >7

con lo cual tiene sentido aplicar la DCT. De esta manera, suponiendo que conocemos
cuanto vale la funcién ¥ o x; en los nodos, podemos hallar los coeficientes de la serie.
Obviamente, nosotros no sabemos cudnto vale en esos puntos (de hecho es lo que
queremos averiguar), pero es util partir de esta idea porque al final vamos a utilizar un
método iterativo que calcule una aproximacién de la funciéon en cada uno de los nodos
de cada patch y, para ello, el método adjudicard valores (siguiendo un cierto criterio) a
estas incognitas.

Una vez que calculamos los coeficientes ay, ,, vamos a hallar el valor de 9 o x; en
una malla mucho mas fina. Claramente, siguiendo el comentario hecho mas arriba,
la evaluacion directa no es opcion, debemos optar por otro camino. Este consiste en
combinar dos métodos: zero-padding y transformada discreta inversa del coseno (IDCT)
para el caso bidimensional.

La transformada discreta inversa del coseno (IDCT) bidimensional sigue la misma
légica que la transformada discreta del coseno (DCT), pero esta vez en vez de aplicarse
sobre la serie que devuelve los coeficientes lo hacemos sobre la serie que devuelve la
funcion evaluada en ciertos puntos. En otras palabras, la IDCT bidimensional es un
algoritmo mds barato computacionalmente (con respecto a la evaluacién directa) que
nos devuelve

Ml
. " "
w(xj(yi,ja y2] Z Z anm yl,j T (y];,])

n=0 m=0

i Tl o Tk
Yy = CoS _Mjl e Yy, = CoS e

con 0 < i< ]\43.1 yvO< k<M ]2 Nuevamente, involucra a la transformada del coseno
por la propia definicién de los polinomios de Chebyshev. Con lo cual, la expresién
quedaria

donde

Ml
i T-n-1 T-m-k
(%Y1, 3/2,] Z Z p,m COS < M1 ) cos (W)

n=0 m=0
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con0<i<M y0<k<M.

Pensemos lo siguiente: ;qué pasaria si conociera los coeficientes de la serie pero
ahora para 0 <n < pMj y 0 <m < pM? con p > 17 Es decir, ;qué pasarfa si conozco
los coeficientes para una malla mucho més fina? ;Cudl es la ventaja de que la malla sea
del estilo Chebyshev-Gauss-Lobatto mas fina? jQue podemos usar la IDCT para hallar
la aproximacion de la funcién en muchisimos valores a bajo costo en comparacién con
la evaluacién directa! Esta es la idea de la que tenemos que sacar ventaja, y es donde
entra en juego el método de zero-padding.

Nosotros conocemos los valores de ay, , para 0 <n < M jl yo<m<M ]2 Tomemos
un p > 1y fijemos ap,, = 0 para M; +1 < n < pM;y M7 +1 < m < pM;? (de ahi
el nombre del método). Lo que estamos haciendo es extender los coeficientes a cero en
una malla més fina, de hecho p veces mas fina que la original. De este modo, obtenemos
la siguiente igualdad

Mj1 MJ2 pMj1 pMJZ

" " " "
Z Z a'n,an (yl)Tm(yQ) = Z Z an,an (yl)Tm(yQ)
n=0 m=0 n=0 m=0

Si aplicamos la IDCT bidimensional sobre esta serie, llegamos a una aproximacion
de

¢(Xj(yi,j7 Z/g,j))

L =cos T e b = cos Tk
;= pMjl Y25 = psz

con 0 <1 < pM jl y0< k< pM JQ Notemos que este método devuelve lo mismo que
evaluar la serie en la malla refinada (al haber agregado coeficientes a,, ,,, que son cero),
pero sin necesidad de tener que hacer evaluacién explicita o resolver un sistema. En
la préactica, luego de varios experimentos computacionales, elegimos p = 16 llegando a
muy buenos resultados.

Hagamos un breve resumen de qué fue lo que hicimos hasta ahora. FEn cada
patch, suponiendo conocido el valor de 1 o x; en cada nodo de la malla, hallamos
una aproximacion de la funciéon en una malla mucho mas fina mediante la estrategia
DCT2 + zero-padding + IDCT2. Esto concluye la primera etapa de nuestro plan.

En segundo lugar, habiamos indicado que necesitdbamos aproximar algunas de las
derivadas de 9 o x;, y para esto utilizaremos la misma estrategia. Comencemos con
(¢ 0 %x;)y,. Lo primero que hay que hacer es encontrar una expresién de esta funcion.
Como sélo conocemos la representacion de ¢ o x; en doble serie de Chebyshev, una
posible idea es derivar la serie. Optemos por esa propuesta.

Sabemos que

para

Lo
Y(x;(y1,y2)) ~ Z Z @ T (y1) T (2).-

n=0 m=0
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Con lo cual,

5(%% Y1, Y2) Z” ZH n,m Tn(y2)-

n=0 m=0

De acuerdo a las propiedades mencionadas en respecto a la derivada de un
polinomio de Chebyshev,

To(y1) =0,

Ti(y1) = To(y),

T5(y1) = 4T1 (),

T3(y1) = 6T(y1) + 3To(y),

Ty(y1) = 8T5(y1) + 8T (y1),

T5(y1) = 10T4(y1) + 10T2(y1) + 5To(y1),

Tg(yr) = 12T5(y1) + 12T5(y1) + 1273 (yn),

T3, (1) = 2(2r) Y120 Tara (),

T3 (yn) = 2(2r +1) 2002, Tau(yn) + (2r + D To(wa),

\

Reemplacemos estos resultados en la expresion de la derivada. Si M jl es par,

1

M?
a(w o Xj) ‘o ‘o dTn(y )
a—yl(ylay2) ~ Z (Z an,mTll>Tm<y2)

1
Myl
2 r

<CL27«+17m2<2T+1)

j r—1
"
= ( ! (a2r,m2(27’) E T21+1(y1))+
m=0 r=1

=0 r=0
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. 1 .
Si M; es impar,

M?2 M1
(¢ o x;) [~ dT ()

) ~ anm Tm
s (yl 92) mE_O E , dy, (yz)

n=0

- % ( LZJ (a%mz(%)inm(m)) jz“ (azr+17m2(27“+1) T

m=0 r=1 =0 r=0

” TQZ(?Jl)) ) Tm(y2)-

=0

El simbolo *" (resp. ') en la sumatoria indica que el dltimo (resp. primer) término
se encuentra multiplicado por %
Las sumatorias anteriores se pueden reexpresar como

Z” Z” b T (Y1) T (y2),

donde b, ,, es igual a

%] 7]
Z agr41,m2(2r+1) sinespar y Z a2rm2(2r) sin es impar.

_n n+1
r= =nrl
2 r 2

O también, en una formula mas compacta,

Ml
Do = zj: arm2rl{r =n+1(2)}.
r=n+1
Por lo tanto,
M2 M].lfl
L ) = 52 S b T )

Partiendo de esta expresion, podemos proceder de manera analoga a lo hecho en el caso
anterior para obtener una aproximacion de cuanto vale la funcién en la malla refinada.
Recordemos el esquema: DCT2 + zero-padding + IDCT2. DCT2 lo omitimos ya que,
al conocer los valores de ay,,,, conocemos los valores de by, ,,,. Con lo cual, lo que nos
resta hacer es zero-padding + IDCT2.

Al igual que antes, tomamos el mismo p > 1 (necesitamos la informacién en la
misma malla més fina de antes) y extendemos la serie a cero fijando b, ,, = 0 para
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M} <n <pM;yM?+1<m < pM?. Finalmente, aplicando IDCT2 sobre esta nueva
serie, obtenemos una aproximacion de cuanto vale

(Y o x;)
) — (?/1]792])

' = cos T e b = cos Tk
Y, = pMjl Y25 = pMjQ

con 0<i<pM}y0<k<pM;.
Esta misma idea la podemos repetir para aproximar 8(1;—;:3'). Haciendo un procedimiento
analogo, podemos ver que

para

M1 MJQI

oY ox " "
(%—ijyl,yQ Z Z Cnm ?/1 (y2)

n=0 m=0

donde
v
Crom = Z an2r{r =m+1(2)}.

r=m-1

Nuevamente, aplicando el procedimiento zero-padding + IDCT2 descripto previamente,
obtenemos una aproximacion de cuanto vale

a(ﬂ’ OXJ)(yi ) yk )
ayQ 1,50 92,5
para
1 & Tk
yLJ = COS Mjl yz,j = COS M]2

: 1 2
conOSzﬁpijng:gpMj. 2
Para finalizar, nos resta aproximar la derivada %. Por lo que vimos antes,

tenemos una expresion de cémo queda la serie al derivar respecto a y; 6 y,. Por lo
tanto, debemos combinar esas ideas. Sabemos que

O X, " 1
(Qg r J Z/l;y2 Z Z bnm 3/1 (y2)

Con lo cual,



donde
i
Ao =Y bpp2rl{r =m+1(2)}.
r=m-+1
Escribamos un poco mejor la expresion de d,, ,,,

M3
Ay =Y bnp2rl{r =m+1(2)}
r=m+1
M? M}
=3 ( > a21{l=n+ 1(2)}) 2r1{r =m+1(2)}
r=m+1 l=n+1
MZ M}

= > ) aAbri{l=n+123{r=m+1(2)}.
r=m+11=n+1
Contando con esta expresion, realizamos al igual que antes el procedimiento zero-
padding + IDCT2, llegando a una aproximacion del valor de

(Y °Xj), i %
W(?h,p yQ,j)

i =cos T e b= cos Tk
;= pMjl Y25 = pMjQ

con 0<i<pM}y0<k<pM;.

Una vez que contamos con toda esta informacién en la malla refinada, podemos
proceder con la interpolacién. En primer lugar, recordemos que partiamos de un punto
(71, 22) € P; y halldbamos (1, 92) € [—1,1] x [-1,1] tal que x;(y1, ¥2) = (21, 22). Para
encontrar una aproximacién de (¢ o x;)(v1,92), €l primer paso consiste en hallar una
submalla de 9 puntos (de la malla refinada) que contenga a (v;,92). Graficamente,

para

(RN R X XYL
(R N RN KXY}
LR N RN R LY}
LA N R R R L L]
(RN R X XYY
LR N R R R LT

_.‘...l.....

ecceccc oo oo e sfeceecee
LI NN L YT

IR NN NN
LU RN N ]
IR N NN NN
LL LR N NN ]
LI RN NN ]
LU
sece e e

Figura 3.4: Submalla que contiene al punto (41, 9)
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Es decir, buscamos un iy € {0,...,pM}} y ko € {0,...,pM?} tal que el punto esté
dentro de la malla generada por los nodos de la forma

(yijaylgj) = | cos (W_Zl>aCOS (Lg)
’ ’ pMj pMj

con i € {’io—l,io,io—f-l} yke {ko-].,k‘g,k’o—f—l}.

Y2

ko+1
L . e |

ko
! ' ® |
b8 -8 —-®

4, i0—1 2,40 Cdp+1
gl; y]‘ U]“J yl’

| S

Figura 3.5: Descripcién submalla que contiene al punto (4, 92)

Luego, para cada yj ; con ig — 1 < i < 4g + 1, buscamos dos polinomios fi(y2) y

gi(y2) de grado 5 que pasen por los puntos (yi ;,15%5"), (i, 45%) e (Wi, y55") v que
cumplan
- df, Awox,)
k o 7 k 7 k _ ] ) k
fi(yZ,j> =(o Xj)(yl,jvyZ,j)v v (Z/z,j) = e (yl,j>y2,j)

2
o) = 2O gy, Wiy = TR
’ Iy IR dyy T 0y10ys R

para kg — 1 < k < kg + 1. Una vez que contemos con estos polinomios, lo que nos va a
interesar hallar son los valores f;(72) v ¢:(y2) para cada ig — 1 < i <ig+ 1.

Empecemos con el caso de f;(y2). Lo que necesitamos es que tanto f como su
derivada coincidan con (¢ o x;) y su derivada en la variable y respectivamente, en los
puntos mencionados. Como son seis datos, tiene sentido pedir un polinomio de grado 5.
El motivo por el que elegimos de grado 5, es porque nos dio resultados computacionales
muy buenos en comparacién con otros métodos (por ejemplo, interpolacién clasica de
Hermite). Para hallar el polinomio usamos el método de interpolacién de Newton.
Describamos brevemente en qué consiste.
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La idea del método consiste en plantear la siguiente tabla de diferencias divididas

_ _ k k k
yg(} ' ?/]2%] ! Yoy Yo, y2,0j+l
ko— - k
filysy ) Filyss™) Fiys%) fils5) Fiwho™)
ko—1  ko—1
fi[yZ,Oj qu,Oj ]

Al w5 Filyso, 50 il v55 Al s
) I 1V U VB 7 Py R 11 A TR Vs
il ot s uss ] Filusy T uh U, usS T Filysl. va%, yan T yhot]
TN A B 11 e T R T V- Vo

ko—1 ko—1 ko ko ko+1 ko+1
fi[yQ,j Y25 Y255 Y25, Yo, 5 Yo, ]

donde la diferencia de primer orden se define como

Floal = ) 0 fle, ) = 2202

22— 2 7
y la diferencia de orden r se define como

filz1, 205 oy 20] = filz,

_ "'7Z7‘] _fi[217"'7zr—1]
Zpr —

Zr—1

Luego, se plantea el polinomio interpolador de Newton usando los valores calculados
previamente. En nuestro caso,

fi(y2) = fi(ylg?j_1>+fil(y§,0j_l)'(y pot

I e 1 A B A e 1 [TA S VA VARG VAN
(y2 — 5% )+ (y2 — %) + Filuss s s s s (e — 5% )%+ (2 — 05%)°+
Filyso uso s s st Bt (o — b (y2 — 45%)? - (2 — ys%TH).

Anélogamente,

9i(y2) = iy gy ) (a—u5% ) +ailysy usy L usl-(va—v5y ) +ailysyt vsY
(g2 — 1557 (v — %) + galwss " b

ko ko
Yoy Yz gl
Y2,

s st ST (e — 5% (e — %)+
R T N T T R (T VA R (R VA ) RN (R Vian §
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Con lo cual, para hallar f;(v2) v gi(92), resta hacer las respectivas evaluaciones.
De este modo, obtuvimos una aproximacion de los siguientes valores
(Y o x;)

(Yox;) (v '\ 42) ¥ T(yf}j_l,y}) mediante  fi;_1(%2) ¥ gip-1(2)  respectivamente,
1

i~ O(Yox;), ;0 ) ~ ~ )
o)) v Nl ) mediante  fy() v gi) sespectivamente,

(¢ o Xj) ( io+1

(woxj)(yi?j“,y}) y Y y2)  mediante  fi11(%2) Y gip+1(Y2)  respectivamente.

En nuestro gréafico, obtuvimos las interpolaciones en los nodos verdes,

Yo

o
. ®
hofF-——-@-—-—-0-@--

'\
. -~
401

|

|

|

|

|

|
Iy v Y '!};[_’;1 Y1
Figura 3.6: Interpolaciones en la submalla que contiene al punto (41, 92)

Finalmente, para llegar a una aproximacién de (¢ o x;)(¥1, ¥2), nos resta interpolar
en los nodos verdes, es decir, en los puntos de la forma (y’iﬁj, Ua) conig—1 < i <ig+ 1.
Notemos que podemos proceder de manera similar a lo hecho antes, definiendo una
tnica funcién h(y;) que sea un polinomio de grado 5 que cumpla
i iy dh OWoxj), ;
h(?h,j) = (o Xj)(yl,jva)u @(le,j) = ayl_(yl,jay2)

1
para ig — 1 <1 <o+ 1.
Con lo cual, realizando cuentas similares a las de antes, obtenemos
hyn) = by D)0 ) (=i DRl o o) (= 2Rl o il o)
(1 =y )% (g — %) + Rl sy s i (i — i ) (e — )+
Yy vy = ) (i — ) (i — .
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Entonces, (¢ o x;)(y1, y2) = h(vh).

Para finalizar, combinemos todos los métodos descriptos en esta subseccion para
ver cémo resolver el problema de dada una f, hallar u tal que (—A)°u = f. Como
nosotros conocemos los valores de f en los respectivos mallados de cada patch que
describen Q (pues sabemos quién es f de antemano) y, por la subseccién anterior,
sabemos un método para hallar (—A)*u dada u, la idea va a ser resolver una especie de
sistema. Notemos que no tenemos una matriz A de manera explicita que nos permita
describir Az = f, sino que conocemos una forma de calcular dicha matriz. Por lo tanto,
proponemos utilizar un método iterativo que pueda recibir como input, en vez de A,
una funcién que la calcule de manera indirecta. En nuestro caso, elegimos el método
iterativo GMRES [14].

La estrategia va a ser la siguiente. Nuestro vector de incognitas x va a representar
un vector que contenga en cada elemento el valor de la funcién ¢ en cada nodo de la
malla. Es decir, x; = ¢(xllj, x’;j) para respectivos indices. El método GMRES, en cada
iteracion, nos va a devolver una estimacién del vector x. Por lo tanto, en cada paso,
sabemos una aproximacién de la funcién 1 en cada nodo de cada una de las mallas.
Tal como mencionamos inicialmente, al saber esto, empleando todas las técnicas antes
descriptas (DCT2 + zero-padding + IDCT2 para obtener el valor aproximado de la
funcién en una malla mas fina, e interpolacién en una submalla de nueve nodos) dado un
punto (21, Z3) puedo llegar a una interpolacién de la funcién ¢ alli. Ahora, la pregunta
es: jde qué me sirve tener una interpolacién de 1) en nuestro problema? Podemos usar
esta interpolacién en el método de la seccion anterior definiendo u = dist®¢ y ver cuanto
difiere del valor verdadero de f, que de esto se ocuparia GMRES.

De este modo, llegamos a un método numérico que para resolver el problema dada
una f, hallar u tal que (—=A)*u = f.

Como comentario final, en este capitulo nos concentramos en describir un método
numérico que resuelva el problema y sugerimos una posible implementacién. En
el siguiente capitulo, mostraremos algunos resultados obtenidos luego de implementar
todas las ideas descriptas a lo largo de las diferentes secciones.
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A modo de resumen, nuestro método consiste en

Separacion en
patches de Q
+ mallado

Evaluacién de f
en los nodos

GMRES

Estimacion valor Aproximacion valor de ¢ en Interpolaciér} de ¢ en

de i en los mallas refinadas mallas: refinadas
nodos (DCT2 + zero-padding + IDCT2) (Polinomio grado 5 en
submalla de 9 nodos)

Comparacion con valor Céleulo d Aproximacion de

de fen las mallas a(CAu)So € la funcién u como

iniciales i u = dist* 1

Figura 3.7: Descripcion grafica del método propuesto
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Capitulo 4

Resultados computacionales

En este capitulo mostraremos varios experimentos computacionales, obtenidos luego
de aplicar el método descripto en el capitulo previo, en diferentes dominios. En algunos
casos, compararemos los resultados con métodos existentes y, en otros, con resultados
exactos. El procedimiento descripto en el capitulo anterior fue programado en lenguaje
MATLAB. Todos los ejemplos fueron corridos utilizando la version MATLAB R2020b
en una computadora con procesador Intel(R) Core(TM) i5-3210M CPU 2.50 GHz con
6 Gb. de memoria RAM.

4.1 Circulo

El primer caso que vamos a analizar es el de 2 = B;(0,0). Este fue y sigue siendo
uno de los casos mas estudiados en relacion al problema , de hecho en la actualidad
se conocen férmulas explicitas de u y f que lo resuelven (ver [8]).

Adaptemos cada uno de los pasos de nuestro método a este dominio. El primero
consiste en separarlo en patches. Nosotros decidimos hacerlo en cinco de ellos, del
siguiente modo

Figura 4.1: Separacion en patches de 2 = B4(0,0)
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X9 .

X3 .

X4 .

X5 -

Describamos cada uno de estos patches. Recordemos que, para cada 1 < j < 5,
debemos definir una parametrizacién x; : [—1,1] x [-1,1] — P; suave. Con lo cual,

tomamos
xp: L1 x [-1,1] = P, x1(y1,y2) = (0.5-y1,0.5 - y5)

SLUX[-11] = Poy xalyn, ) = (ﬁ-ylﬂ, (1—e2sinfxy) =1~ (1= €)2sin(x) + 1)

4 2 4 sin(x3) Y2 4 sin(x3)

T (1 —¢€)2cos(x3) +1 (1 —€)2cos(x3) — 1
L x[=1,1] = (T -
(L Ax[-1,1] = P, x3(y1,92) (4 Y1+, 4 cos(x]) Yot 4 cos(x))

LA [=1,1] = Py, xa(y1,42) = (E'ZJH-SW (1= 92sin(xj) + l'yz (1 — e)2sin(xj) — 1>

4 2’ 4sin(x}) 4sin(x})

7 (1 —€)2cos(xi) — 1 (1 —€)2cos(xi) +1
—1,1|x|—1,1] — = (- 2 .
FLA=L = Pe x5y ) (4 Bter, 4 cos(x}) b2 4 cos(x})

con € > 0 suficientemente chico, donde x} representa la primera coordenada de la

parametrizacién x; (con j € {2,...,5}).

Veamos por qué estas parametrizaciones sirven. La funcién x; debe mandar el
cuadrado [—1, 1] x [—1, 1] al cuadrado [—0.5,0.5] x [—0.5,0.5], con lo cual, es esperable
que tenga dicha formulacion.

Y2

Figura 4.2: Descripcion grafica de la parametrizacion x;

Con respecto a lo que ocurre en los otros patches, analicemos el caso particular
de P, dado que la idea es andloga para los demas. Empecemos describiendo este
patch en coordenadas polares, definiendo x; = rcos(d) y o = rsin(f). Claramente,
T<0< %”. Para hallar los limites de la variable r, tenemos en cuenta que la regién
estd delimitada por las ecuaciones z? + 22 = 1 y x5 = 0.5. De la primera expresion,
reemplazando los respectivos valores de xy y 9, llegamos a que r <1 67 <1 —¢€ con
e > 0 suficientemente chico (recordemos que, al estar considerado nodos de Chebyshev-
Gauss-Lobatto, el método toma puntos en los extremos, por lo que el programa puede
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fallar si se toman valores en el borde. Por esta cuestién es preferible achicar un poco el
dominio para evitar errores). A partir de la segunda ecuacion,

0.5 =z =rsin(d) =r >

sin()’
Por lo tanto,
3m 0.5
47 sin(9)
Notemos que, al poner menores o iguales, estamos permitiendo que los patches a lo
sumo se intersecten en los bordes, que era valido por cémo los definimos.

Lo que nos resta es hacer el mapeo del dominio [—1,1] x [—1,1] a las respectivas
variables 6 y r. Para lograr esto, usamos la misma transformacién del primer patch.
Recordemos que la férmula general para mandar el intervalo [—1,1] en un intervalo

e b+a b—a
- (32 (59

con t € [—1,1]. Con lo cual, reemplazando a y b con los respectivos limites de las
variables r y 6 llegamos a la formulaciéon de x,. Gréaficamente,

<6<

<r<l-—e

SN

Y2 r

17— I-e—4

05 4
/4 3r/d

Figura 4.3: Descripcion grafica de la parametrizacion xs

En los patches restantes repetimos la misma idea recién explicada, pero considerando

3

om
Patch 3: <0< — — <r<l1-
ave 1 ="=7 7 cos(6) == ©
om T 0.5
Patch 4: — <0< — — <r<1l-
are 1 ="=77 7 sin(6) =r= ©
m 9 0.5
Patch 5: — <0< — <r<l1l-
e 1 ="=71 7 COS(Q)_T_ ‘
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Una vez que tenemos separado el dominio en patches, el siguiente paso es el mallado.
Teniendo en cuenta la técnica descripta en el capitulo anterior, una posible malla del
dominio queda

2N
TTr
((\:‘, N 0
‘\ . -. e * * L .o .>
G,
19 STRNNNAR L § 8 47 2, .',-',a)
~....:. * e * o '..'...
I....:':}. . e P o‘.:..'.. .A
F""--:::;... B - .
‘I‘”...::aoo . . 0."::'..“1 X1
..o‘. . . ‘o..’

‘. ...' :':: [ ] ...

%.{.:':-. . . 5

lj P S 'L\)
Ldigiaad

Figura 4.4: Ejemplo de mallado de 2 = B;(0,0)

En los ejemplos que mostaremos a continuacion, para diferentes valores de n € N,
vamos a considerar mallas que cumplan M} = M} = n, M} = 2-ny M? = n para
j € {2,...,5}. Es decir, el primer patch va a ser de tamano n X n y los restantes de
tamano 2nxn, como se ve en la imagen (esto lo elegimos asi luego de varios experimentos
computacionales).

Por ltimo, debemos fijar unos detalles mas para este dominio: la funcién dist®(x, 02),
como calcular a(x, ) y b(x, ¢) y el método de integracion en la variable ¢. En relacién
a la primera cuestién, tomamos dist®(x, 9Q) = (1 — 22 — 23)*. Para hallar las funciones
restantes, recordemos que eran los puntos en donde se intersectan el rayo de coordenadas
(21 4 rcos(p), T2 + rsin(p)), con (71, 72) y ¢ fijos, y el borde del dominio. Este borde
se puede describir como

o4 as =1,

con lo cual para hallar la interseccion, resta reemplazar las coordenadas en la férmula
y despejar los valores de r. Notamos 7 = z; y o2 = x5. Haciendo esto,

(z1 4+ 7cos(¢))? + (v2 +rsin(p))? =1,
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que nos queda
72 + r(2x1 cos(p) + 2y sin(p)) + (2 + 23 — 1) = 0.

Para hallar los r que cumplen la expresién anterior, debemos resolver la ecuacion
cuadratica. De este modo, llegamos a que

a(x, ) = (1 cos(p) + za5in(@)) — |/ (21 cos(p) + aasin(p))? — (o + 23 — 1)

b(x, @) = —(z1 cos(p) + xgosin(p)) + \/(371 cos(p) + o sin(p))? — (22 + 22 — 1).

En relacién a la integral en ¢, utilizamos el método de trapecios dado que, por lo
que mencionamos recién,

dist® (1 + 7 cos(), 7 4 rsin(p)), Q) (1 — (71 + rcos(p))? — (£ + rsin(p))?)®

ws(r) (r —a(x,9))*(b(x, ¢) = 7)°

(%, $))*(b(x, ) = 7)°
(x,0))*(b(x, ) = 7)°

r
r

SEES

—_ ]~

Es decir, la funcién a integrar en ¢, tal como indicamos en el capitulo previo, es
m—periodica y suave, por lo tanto el método de trapecios va a converger suficientemente
rapido.

Con todo esto, pasemos a los resultados numéricos. Todos los ejemplos de esta
seccién estdn basados en algunos de los mencionados en el paper [16], dado que es
un trabajo bastante reciente y tiene varios casos con los que comparar (que no son
los tradicionales de f = 1). En dicho trabajo, los autores desarrollan un método
de colocacion isogeométrica para discretizar el Laplaciano fraccionario y utilizan esta
estrategia para resolver, entre otros, el problema fraccionario de Poisson en dos dimensiones
que estamos considerando. A lo largo de la cuarta seccién del paper se exhiben algunos
ejemplos donde muestran el potencial de su propuesta. Lo que nosotros hicimos fue
tomar tres de ellos y comparamos dichos resultados con los que llegamos al aplicar
nuestro método.

En los ejemplos se usaron las siguientes funciones

)= 25T (s +n+1)2

Notemos que son un caso particular de los resultados explicitos mencionados en el
paper [8], y que luego recordaremos en el apéndice .

(—1"PRO@xP-1) v ux) = (1=x7)*(=1)" P (2]x*-1).

n
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En el trabajo, los autores detallan los resultados numéricos para el caso dada f
hallar u tal que (—A)*u = f. Los experimentos fueron realizados tomando s = 0.8
y n = 1,...,5. Los valores que ellos llaman como m y n (que apareceran en algunos
graficos) denotan la cantidad de puntos que se toman para ciertas reglas de cuadratura
usadas. Kl error es computado usando la siguiente formula

\/ S (i) — ulxi,)P?
error = ,
ny - N9

donde w es la solucién obtenida con el programa y n; y ny representan la cantidad de
puntos en la malla para cada eje.
Como ultimo comentario, para estos casos,

o(r) = (=1)" PO (2[(w1 + 1 cos(p))® + (w2 +rsin(p))?] - 1),

que resulta ser un polinomio en r de grado a lo sumo 2n. Con lo cual, este dato nos
sirve para fijar una cota en el valor de K (hasta donde desarrollar la sumatoria), pues,
recordando una propiedad mencionada en [B.4]

1
/ 2™CV(z)(1 — 2)*Y2dz = 0 para 0 < m < n.
-1

Ejemplo1-s=08 yn=1

Comencemos viendo un grafico de u y f para este caso,

08

u(x‘,xz)
o o
N e

o

-0.2

0.4,

Figura 4.5: Gréafico de u(xq,x2) (izq.) y f(z1,22) (der.) conn=1y s =0.8

Para este caso, el grado de ¢(r) es 2, con lo cual tomar un valor de K cercano
a ese numero va a ser suficiente. En nuestro caso, elegimos K = 5. Con respecto
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a los valores de I y J (es decir, la cantidad de nodos en la regla de cuadratura que
discretiza a la integral del producto interno y la integral en ¢ respectivamente), elegimos
I = J =5, pues para esa eleccion llegdbamos a resultados bastante buenos y en tiempos
adecuados. Al aumentar los valores de I,.JJ o K no notamos grandes diferencias, asi
que sélo comentaremos los resultados obtenidos para estos valores.

A continuacién mostramos el grafico extraido del paper [16] donde se observa el
error obtenido con el método propuesto por los autores segin el tamano de la malla
utilizada para el caso en cuestién.

* n = 1000, m = 20
f\\ n = 5000, m = 40
N O(NY

1072

Error

103 X D ey

10? 103 10*
Degrees of freedom

Figura 4.6: Gréafico del error extraido de [16] luego de aplicar el método propuesto
parael cason =1y s =0.8

Luego de aplicar nuestro método, obtenemos los siguientes gréaficos que detallamos
a continuacién. En el primero mostramos el error obtenido (calculado utilizando la
férmula mencionada inicialmente) segin el tamano de la malla. En otras palabras, dado
un n, hallamos una malla de tamano n X n+4-2n x n, aplicamos el algoritmo sobre ella
y vemos cuanto difiere la solucion con el u verdadero para cada punto. En el segundo,
mostramos el tiempo que tarda la computadora (en segundos) en correr el algoritmo.
Sobre este punto cabe recalcar que es un posible tiempo, es decir, el programa se podria
mejorar mucho mas de modo que los tiempos sean mejores u 6ptimos. El objetivo de
reportar los tiempos es que se tenga una idea de cuanto se tarda en correr el programa,
sabiendo que no necesariamente van a ser los 6ptimos. En el tercer grafico mostramos
el error obtenido luego de aplicar el método GMRES, segiin la cantidad de nodos en la
malla. Por ultimo, el cuarto gréafico indica la cantidad de iteraciones que debié realizar
el método GMRES hasta llegar a una solucién (también segin el tamano de la malla).
En este caso, se utilizé la version default de GMRES que ofrece MATLAB donde la
cantidad de iteraciones maxima es 10.
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GMRES Relative Residual Error

Tiempo de corrida (seg)

10°%
102

10° 104
Cantidad de nodos en la malla Cantidad de nodos en la malla

100

1072}

101

Cantidad de iteraciones GMRES

S ErelelSS

107

. 10° & S Sacacicis REREr
10° 10* 102 10° 104
Cantidad de nodos en la malla Cantidad de nodos en la malla

Figura 4.7: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el caso
n=1ys=038
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Ejemplo 2 - s=08y n=>5

Para este caso, los graficos de las funciones u y f son

Figura 4.8: Gréafico de u(xq,x2) (izq.) y f(z1,22) (der.) conn =5y s =0.8

Para este caso, el grado de ¢(r) es 10, con lo cual un valor de K cercano a 10 va
a servir. En nuestro caso, elegimos K = 11,1 = 15y J = 15 (los tltimos nuevamente
probando con distintos valores hasta llegar a resultados 6ptimos en relacion al error y
los tiempos de corrida del programa). Al aumentar los valores de I, J o K no notamos
grandes diferencias, asi que sélo comentaremos los resultados obtenidos con dichos
valores.

El grafico de los errores obtenidos, luego de aplicar el método isogeométrico, extraido
del paper correspondiente a este caso es

——mn = 1000,m = 20
100 £ -5¢ n = 5000, m = 40

107!

Error

102

1073

102 10° 10*
Degrees of freedom

Figura 4.9: Grafico del error extraido de luego de aplicar el método propuesto
parael cason =5y s = 0.8
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Error

GMRES Relative Residual Error

Luego de aplicar nuestro método, y teniendo en cuenta los comentarios realizados
en el primer ejemplo, obtenemos los siguientes graficos

10°

102}

10°0f

10-12 L

b

o
L]
T

Tiempo de corrida (seg)

102 10°
Cantidad de nodos en la malla

100 F

102 |

104

Cantidad de iteraciones GMRES

10-14
102

L AN

000600 00000050008
10° 10* 102 103
Canﬁdad de nodos en la lna"a Cantidad de nodos en la malla

Figura 4.10: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el caso
n=5ys=0.38
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Ejemplo 3 - s=05y n=2

El dltimo ejemplo que consideramos es el de n = 2 y s = 0.5. Para este caso, los
autores comparan los resultados obtenidos con su método con aquellos a los que se llega

luego de aplicar el método de elementos finitos descripto en [3]. Analicemos este caso
con nuestra propuesta.

Los graficos de u y f son

u(x‘ 'Xz)

Figura 4.11: Gréfico de u(xq,x2) (izq.) y f(z1,22) (der.) conn =2y s=0.5

En este caso, el grado de ¢(r) es 4, por lo que tomando K = 5 obtenemos buenos
resultados. Los valores de los otos parametros que consideramos fueron I = J = 10,
nuevamente mediante experimentos numéricos. Al igual que antes, al aumentar los
valores de I, J o K no notamos grandes diferencias.

El grafico de los errores obtenidos extraido del paper correspondiente a este
caso es

—— FEM
+—IGA, n = 1000, m = 20
5 —+—IGA, n = 5000, m = 40
LE I O("—(),ﬁ)
---O(n7Y)

10° 10% 10t
Degrees of freedom

Figura 4.12: Grafico del error extraido de luego de aplicar el método propuesto
parael cason =2y s =0.5
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Error

GMRES Relative Residual Error

En el grafico, FEM hace referencia al método mencionado en 3] e IGA al método
indicado en [16].
Aplicando nuestro método a este caso, obtenemos los siguientes graficos

10° T 102

Tiempo de corrida (seg)

10-10 3
101 L

10-12 b

104"
102

102
Cantidad de nodos en la malla Cantidad de nodos en la malla

102 - 10' —e — -

10-10 L

Cantidad de iteraciones GMRES

1072}

10° e
102 108 104
Cantidad de nodos en la malla Cantidad de nodos en la malla

10"

Figura 4.13: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el caso
n=2ys=0.5
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4.2 Elipse

El segundo caso que vamos a analizar es el de Q = E,;(0,0), donde a y b representan
los semiejes de la elipse (mayor o menor). Este problema es un poco més genérico que
el anterior (ya que el circulo es un caso particular de la elipse), y no hay tantos trabajos
publicados donde se mencionen soluciones explicitas para este dominio. El paper mas
avanzado que encontramos hasta el momento para este caso es [1].

Empecemos adaptando cada paso del método a este caso. Al igual que en el circulo,
separamos en cinco patches a nuestro dominio, del siguiente modo

X

X2

— T
- ~

Figura 4.14: Separacién en patches de 2 = E, (0, 0)

Describamos cada uno de ellos definiendo una parametrizaciéon x; : [—1, 1] x[—1,1] —
P; suave, para 1 < j < 5. Para ello, tomamos

a b
X1t [—171] X [—1, 1] — Py, X1(y172/2) = (5 * Y1, 5 : ZJQ)

b
X9 : [—1, ]_] X [—]_, ]_] — PQ, Xg(yl,yg) = <(g — tan_l (a)) S + g,

1 < ab b > N 1 ( ab N b )>
— —6— - . —_ —6 -
2\ /b2 cos?(x}) + a2 sin?(x}) 2sin(x3) - /b2 cos?(x}) + a? sin?(x}) 2 sin(x3)

b
X3 @ [—1, 1] X [—1, 1] — 773, Xg(yl,yg) = (tan_l (5) <y + T,

1 < ab L a ) I 1 < ab a ))
Vb2 cos?(x}) + a2 sin?(x}) 2 cos(x; ’ Vb2 cos?(x}) + a2 sin?(x}) 2 cos(x3)
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X4 -

X5 .

b 3
[—1,1] x [=1,1] = Py,  Xa(y1,92) = ((E — tan~* (—)) Y1+ =T,
2 a 2
1 ( ab N b ) +1 ( ab b )>
> —eo— Yot —e——
2\ /b2 cos?(x}) + a2 sin?(x}) 2sin(x}) P /b2 cos?(x}) + a2 sin’(x}) 2 sin(x})

b
[_17 1] X [_L 1] — P57 XS(yhyQ) = (tan_l (a) U + 27T7

1 ( ab a ) N 1 ( ab L a )>
—_— —6— . —_— —6 —_—
2\ /b2 cos?(x}) + a2 sin’(x}) 2 cos(x3) T /b2 cos?(x1) + a2 sin?(x}) 2 cos(x3)

con ¢ > 0 suficientemente chico, donde x} representa la primera coordenada de la
parametrizacién x; (con j € {2,...,5}).

Veamos por qué definimos de este modo las parametrizaciones. En primer lugar, la
funcién x; debe mandar el cuadrado [—1,1] x [-1,1] al rectdngulo [ — %, 4] x [— 2 2].
Recordando la féormula genérica, es de esperar llegar a esa formulacion.

Y2

Figura 4.15: Descripcion grafica de la parametrizacion x;

Con respecto a los otros patches, veamos cémo deducir la parametrizacién para el
caso de Py, ya que la idea es analoga para los demas. Nuevamente, describimos este
patch en coordenadas polares, fijando x; = rcos(f) y zo = rsin(f). En este caso,
los limites de la variable angular deben tener una relaciéon con las coordenadas de los
vértices del rectangulo. Para el patch Py, el angulo minimo debe ser el correspondiente
al punto (%,2) y el dngulo maximo debe ser el correpondiente al punto (—%,2). En el
primer caso, el angulo es

b2 b (b
tan (0 ) = /2 =, Omin = tan™ (5)7
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y en el segundo

b/2 b b
taﬂ(emax) = #/2 = _E = Omax = tan ™! <—> + .

tan ™ (é) << tan™! (é) + 7.
a a

Para hallar los limites de la variable r» debemos tener en cuenta que la region esta

Por lo tanto,

2 2
delimitada por las ecuaciones Z—; + % =lyz = g Partiendo de la primera expresion,
reemplazando los respectivos valores de xq y xo, llegamos a que

ab ab
r< =r <
/b2 cos?(0) + a2 sin® () = /b2 cos?(6) + a?sin’(0)

con € > 0 suficientemente chico (por el mismo motivo que en el caso del circulo). De la
segunda ecuacion obtenemos que

b
5 =22 7 sin( ):>T_2sin(¢9)

Con lo cual,

tan ™! <9) <60 <tan ' <é> +mT oy L <r< i - ¢
a a 2sin(0) /b2 cos?() + a?sin?(0)

Lo que resta ahora es hacer el mapeo del dominio [—1,1] x [—1, 1] a la respectiva
region recién descripta en las variables r y 6. Para lograr esto usamos la transformacién
ya mencionada. Finalmente, combinando estas ideas, obtenemos la formulacién de xs.
Graficamente,

r
Y2 X,

1T Pmax——

Vomin —

[ b2
| | | |
-«

| | —
1 i bi2

Figura 4.16: Descripcion grafica de la parametrizacién xo
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En los patches restantes repetimos la misma idea recién explicada, pero considerando:

Patch 3: T—tan — ) <0 < 7m+tan - y = <r< —E€,
a a 2 cos(6) Vb2 cos2(6) + a2 sin®(0)
b
Patch 4: T+tan ! <§> << 2r—tan? <é) y = ,b <r< a —€,
a a 2sin(0) /0% cos2() + a2 sin?(f)
Patch 5: 27 —tan -] <60 < 27+tan -y —F<r< —e€.
a a 2 cos(0) Vb2 cos2(6) + a2 sin®(0)

Una vez que tenemos separado el dominio en patches, el siguiente paso es el mallado.
Teniendo en cuenta la técnica mencionada en el capitulo previo, una posible malla del
dominio queda

X2 A

A4

Figura 4.17: Ejemplo de mallado de ©Q = E, (0, 0)

Al igual que en el caso del circulo, luego de varios experimentos computacionales,
en los ejemplos consideramos, dado un n € N, M{ = M} =n, Mj =2-ny M? =n
para j € {2,...,5}. Es decir, el primer patch es de tamano n x n y los restantes de
tamano 2n X n, como se ve en la imagen.
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Para terminar, fijemos unos ultimos datos correspondientes al caso de la elipse.

Tomamos ) oo s
. x1 X2
s Q) =1[1- — | = .
dist®(x, 0Q) ( <a> (b))

Para hallar a(x, ¢) y b(x, ¢) procedemos de manera analoga al caso del circulo. Como
queremos hallar la interseccién del rayo de coordenadas (7 + 7 cos(p), @2 + 7sin(y)),
con (£1,22) y ¢ fijos, y el borde del dominio, debemos reemplazar estos puntos en la

ecuacion
I 2 ) 2
— + = :1’
(3) + (%)

y despejar r. Haciendo esto (llamamos @ = x y @3 = x para simplificar),

que queda
72(b? cos® () + a” sin?(p)) + 7(221 cos(p)b® + 2z4 sin(p)a?) + (b*x] + a’z3 — a®b*) = 0.

Para llegar a los r que cumplen la expresién anterior debemos resolver la ecuacion
cuadratica. De esta manera, obtenemos

(21 cos(p)b? + x4 sin(p)a?)

alx, ) = = (02 cos?(p) + a?sin?(g))
V(1 cos(p)b? + x4 sin(p)a2)? — (b2 cos?(p) + a2 sin’()) (027 + a2r? — a2b?)
(b2 cos*(¢p) + a? sin* ()
y ) )
b(x, ) = — (21 cos(p)b® + xo sin(p)a?)

(b% cos?() + a? sin* ()

V(21 cos()b? 4 xo sin(p)a2)? — (b2 cos?(p) + a2 sin’())(b22? + a2x3 — a2b?)

(b2 cos2(yp) + a?sin(¢))
En relacion a la integral en ¢, también va a ser util el método de trapecios dado
que, por lo deducido recién,

1— 21+rcos ngrrsm ) \?
dist®((21 + 7 cos(p), £ + rsin(p)),0Q2)

w3 (r) B (r—a( 780)5 ) =)




cos?(p)  sin?(p)\°
=\t
Tal como vimos en el capitulo anterior, sabemos que la expresién es m—periddica.
Verifiquémoslo,

(0082(90+7T)+Sin2(90+7r))5 _ ((— COS(@O))2+(—Sin(<p))2>S _ (COSQ(sO)Jrsin?(w))s'

a? b2 a? b2 a? b2

Como es una funcién suave en @, v dado que el resto de la expresion en ¢ también lo
era, el método de trapecios va a converger suficientemente rapido.

Con toda esta informacion, pasemos a los resultados numéricos. En todos los
casos, los ejemplos fueron extraidos del paper [1] (pag. 14, tabla 3), de modo que
podamos comparar con la soluciéon verdadera del problema. Todos los experimentos
fueron realizados tomando s = 0.4 y 2 = E;5(0,0). El error, al igual que en la seccién
anterior, fue computado usando la férmula

\/ S lalxig) — u(xq )2
error = )
Ty - No

donde w es la solucién obtenida con el programa y n; y ny representan la cantidad de
puntos en la malla para cada eje.

Ejemplo 1

El primer ejemplo que consideramos es

u(xl,w):(1—351)(1—;53—(%)2)8 y f(xl,xg):228_1F7<T1+S)2(Jo—[Jg+28J1]x1),

donde
ol/2 11 1 1 1
Jo=2——B[ =, = | F] 1, —:1:1— — | =4n,F; 1,—:1: -3
0 F(1/2) <2a2)2 1<3+ a2a 3 1/4) T2 1<3+ a2a ) )a

or'/? (3 1 1 1 1
Jp =2 B =, = |2F! 1,=:2;1 — — | =2m,F 1,=:2; -3 ).
1 T(1/2) (2,2>2 1<3+ )i 4 1/4) 2 1<S+ ) oi 4 )

En este caso

o) = (‘o) + ) (1= o rcos(i)

(que es lineal en r), por lo que tomar K cercano a 1 va a servir. En nuestro caso,
consideramos K = 5. Con respecto a I y J, realizando experimentos con varias cotas,
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vimos que I = 10 y J = 30 funcionaban bastante bien. Al aumentar los valores de I, J
o K no notamos grandes diferencias, asi que sélo comentamos los resultados obtenidos
para estos valores.

Los gréaficos de u y f son

f(x1 ‘XZ)

Figura 4.18: Gréfico de u(xq,x2) (izq.) y f(z1,x2) (der.) para el ejemplo 1

Al igual que en los ejemplos estudiados para @ = Bj(0,0), mostramos cuatro
graficos. En el primero podemos observar como va variando el error a medida que
aumentamos la cantidad de nodos en la malla. Recordemos que la idea es tomar un
n € N, armar la malla de tamano n x n+4-2n x n, aplicar el algoritmo de sabiendo f
calcular u y finalmente reportar el error usando la expresién antes mencionada. En el
segundo grafico vemos el tiempo de corrida de programa en segundos. Caba mencionar,
nuevamente, que no necesariamente este tiempo es éptimo. La idea es informar cuanto
tardo el programa por cémo lo codificamos. Obviamente se puede mejorar muchisimo
mas, pero s6lo buscamos dar una idea de los tiempos. En el tercer grafico se menciona
el error relativo luego de usar GMRES y en el tltimo, la cantidad de iteraciones que
necesité hacer el método iterativo hasta encontrar una solucién. En este caso, también
usamos la versién default de GMRES que ofrece MATLAB, que fija 10 como cantidad
de interaciones maximas.
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Figura 4.19: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el
ejemplo 1
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Ejemplo 2

El segundo ejemplo que consideramos es

w(zr, ws) = (1 — x1)2<1 - (%)2) y

225—11‘\ 1 2 2
( +S) ([J0+5SJ1+28(S—1)JQ]ZL‘%—2[J0+28J1]IE1+J0—SJ1+S[J1+2(S—1)(J1—J2)]@),

™

f(flfl,ﬁz) = 1

donde Jy y J; son los mismos que en el ejemplo 1, y

orl/2 /5 1 5 1 3m 5
Jo=2——_B(2 2),F 1,2:3i1— — | = 2,F 1,2:3;-3).
2 F(1/2) <2a2>2 1(S+ a2a 3 1/4) 22 1(3+ a2a 3 )

En este caso

o) = ((eosto) + 57 ) (1 o+ oot

que resulta ser una funcién cuadratica en r. Por lo que tomar K cercano a 2 va a
servir. En particular, nosotros consideramos K = 5. Con respecto a los demas valores,
realizando experimentos con varias cotas vimos que I = 15 y J = 35 funcionaban
bastante bien. Al aumentar los valores de I, J o K no notamos grandes diferencias,
por lo que solo reportamos este caso.

Los graficos de u y f son

f(x1 .xz)

NA © =2 N @w & o o N
y o4 oy

Figura 4.20: Grafico de u(xy,x2) (izq.) y f(z1,22) (der.) para el ejemplo 2

Teniendo en cuenta el comentario realizado en el primer ejemplo, en relaciéon a
qué representa cada gréafico, en la siguiente pagina podemos observar los resultados
obtenidos para este caso.
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Figura 4.21: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el
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Ejemplo 3

El tercer ejemplo que consideramos es

1 T 2\ s
u(wy, xe) = ng (1 — 2 - (5) ) y

925-11(1 4 5)2
T

f(xlv 332) =

donde Jy, J; y Jo se calculan como indicamos en los ejemplos 1 y 2.
Para este caso,

o(r) = <cosQ(gp) + sin22(g0)> . i(:@ + rsin(p))?,

que es cuadratica en r. Por lo tanto, tomar K cercano a 2 va a servir, en nuestro caso

consideramos K = 5. Con respecto a los demas valores, realizando experimentos con

varias cotas vimos que I = 10 y J = 35 funcionaban bastante bien. Al aumentar los

valores de I, J o K no notamos grandes diferencias, por lo que sélo contamos este caso.
Los gréaficos de u y f son

Figura 4.22: Grafico de u(xy,x2) (izq.) y f(z1,22) (der.) para el ejemplo 3

Teniendo en cuenta el comentario realizado en el primer ejemplo, en relacién a
qué representa cada gréafico, en la siguiente pagina podemos observar los resultados
obtenidos para este caso.
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Figura 4.23: Graficos obtenidos con el método propuesto en este trabajo para el
ejemplo 3
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo desarrollamos e implementamos un método numérico para resolver
el problema (2.I), en particular para n = 2. A partir de los resultados obtenidos en
el capitulo previo, podemos observar que aquellos a los que llegamos con el método
propuesto son claramente mejores que los existentes hasta el momento. También, es
destacable el tiempo de resolucion del programa en cada caso, llegando a resultados
6ptimos en tiempos razonables.

Sin embargo, todavia hay mucho més por mejorar, este trabajo constituye tan solo el
punto de partida. En primer lugar, como trabajo actual, estamos intentando expandir
el método a otros dominios, como por ejemplo el squircle o el kite. En este iltimo caso,
aparece el desafio de que el dominio no es convexo, por lo que se deben hacer algunas
modificaciones en la implementacién. A su vez, es necesario estudiar con més detalle
lo que ocurre con la integral angular, dado que no siempre se van a dar las condiciones
para poder aplicar la regla de trapecios. En relacion a este tema, estamos considerando
implementar un método similar al que se menciona en [5], en la seccién 9.3 y el apéndice
B. Ademas, seria interesante analizar como elegir del mejor modo los limites de las
sumatorias (es decir, los valores M, L y K) o cudntos puntos tomar en cada patch de
modo que no sean los mismos en todos los casos y que dichos valores sean los exactos.
Obviamente, la implementacién que presentamos se puede optimizar en cuanto a los
tiempos de corrida o encontrar otra manera mas sencilla de abordar ciertos aspectos,
cuestiones que también estamos estudiando para mejorar el rendimiento. Por tltimo, en
relacién a los resultados mencionados en el apéndice[A] serfa positivo poder llegar a una
demostracion analitica para el caso general de que con este método podemos obtener
resultados exactos conocidos en el circulo o deducir nuevas expresiones en dominios mas
alla de la elipse.

Todas estas cuestiones estan bajo estudio, para continuar mejorando el método
desarrollado e implementado en esta tesis y presentar un resultado de calidad que resulte
util a aquellas personas de la comunidad cientifica que estén estudiando o trabajando
con este problema.
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Apéndice A
Algunos resultados exactos

Utilizando el método descripto a lo largo de este trabajo en esta seccién verificamos
varias soluciones explicitas de la ecuacion en dominios circulares y elipticos.

Empecemos analizando el caso en el que @ = B1(0,0). Para este dominio, tal
como mencionamos en los capitulos previos, existen formulas cerradas tanto de u como
de f que satisfacen . Uno de los trabajos més avanzados en este tema es [3].
Comentemos uno de los principales resultados que se demustran en dicho trabajo y
veamos cémo podemos deducir algunos casos usando nuestra propuesta.

En primer lugar, hagamos algunas definiciones previas. Los polinomios sélidos
arménicos de orden [ son polinomios V (x) en R? homogéneos de grado [ que satisfacen
la igualdad AV = 0. Estos polinomios forman un espacio de dimensién finita, cuya

dimension es
M d+20-2(d+1-2
T =2 l '

Para cada [ fijo, es posible hallar una base de este espacio, que denotamos por V;,, con
1 S m S Md,l-

Recordando las nociones de funcién hipergeométrica (ver apéndice y polinomios
de Jacobi (ver apéndice [B.5), definamos unas funciones que van a ser necesarias para
entender el teorema que vamos a utilizar. Dados d > 1 y a > 0, notamos

Pinn (%) 1= Vign () Py/242H70(2]x | - 1),

donde [,n >0y 1<m< My;y

Pimn(X) = (1 = [x|2) Y Py n(x).
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Con todo esto, enunciemos el siguiente teorema

Teorema 1. Asumamos que o >0, [,n >0y 1 <m < M,y;. Entonces

o a d+2l+a
(=AY 2p, o (x) = 2°T (14§ + n)T(_+22+_ +n)
m n!F(—d“;% +n)

P pn (%)

para todo x tal que |x| < 1. En otras palabras, los polinomios P, ,, forman un sistema
ortogonal completo de autofunciones del operador f — (—A)*(wf) en L*(w), el espacio
L? pesado con funcion de peso w(x) = (1 — |x|2)f‘r/2.

Demostracion. Ver demostracién teorema 3 en [8]. O
Para nuestro caso, « = 2s y d = 2. Por lo que el resultado queda

22T(1+s+n)I(1+1+s+n)
n!I'(1+1+n)

(_A)Spl,m,n(mlv 513'2) - Pl,m,n(‘rla 513'2)

para [z| < 1,conl,n >0y 1<m < M, A suvez,
e Sil=0,Mp=1Vd>1,y en particular para d = 2.
L Sil>O,Mg7l:2.

Con lo cual, si [ = 0 tenemos que m =1y si [ > 0 vale que m =1, 2.
Demostremos usando nuesto método algunos casos particulares.

Ejemplo 1
Paral=0,n=0ym =1,

U(I1,$2) = po,1,o($1, 962) = (1 - x? - $g)i

f(z1, 1) = 2%T(1 + )%
De acuerdo a las férmulas (3.20)) y (3.21)), para este dominio,

(—A)u(zy, 12) = /OW

M(fdm ¢)<k+s+1/2)05+1/2)<b< P fl))]d@

m P X, ) —a(x, ¢

con

di(x, ) = /_ ¢ ((y +1) <b(x’ ?) 5 alx S0)) +a(x, s@)) O ()1 — y)* (1 + y)dy.

1
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Recordemos que
u(zy + 1 cos(p), xe + rsin(p)) = v(r) = ¢(r) - w’(r).
En este caso,
u(zy + rcos(p), z2 + rsin(p)) = dist®((xy + 7 cos(p), xo + rsin(p)), 09),

que, por lo que vimos en el capitulo 4, es igual a w®(r). Con lo cual, ¢(r) =
Usando esto,

dy(x, ) = /_ ¢ ((y +1) (b(x’ ?) 5 alx SO)) +a(x, w)) O (y) (1 — y)* (1 + y)*dy

1

/ O ()1 = )" (1 +y)'dy
[T sik=0,
0 si k # 0.

Con lo cual,

(—A)u(zy,25) = /

m I(s+3) i(x,0) — ai(x, ¢

B /7r I'(2s+1)/7l(s+1)
—Jo m I(s+3)

(28 —+ 1) <\/_F( )< +1/2) s+1/2) ( —QGZ‘(X, 90) _1))] d(p
bi( )

(s +1/2)de

Vrl(s+1)
F(S—_i_%)(s+1/2).

Utilizando algunas de las propiedades de la funcién gama que se mencionan en
obtenemos que

=I(2s+1)

(—=A)u(ry,19) = 25T (s + 1)* = f(x1, 12).

Ejemplo 2
Paral=1,n=0ym =1,

U(ﬁl, 952) = p1,1,0($1,$2) = IE1(1 - I% - x%)i

[z, 25) = (2%T(1 4+ s)I'(2 + s))xy
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Para este caso,
u(xy + 1 cos(p), xa + rsin(p)) = dist®((@1 + 1 cos(p), x2 + rsin(p)), 0Q)(z1 + 7 cos(p)),

donde, usando que la primera parte es igual a w®(r), llegamos a que ¢(r) = x1+71 cos(p).

. Partiendo de ,
dk(xv 50)
K <<y e R so>> CEM )1~ ) (1 + 9y

[ |t (<y e R 90)> COS(@O)] CEF )1 - ) (1 + )y

_ / <$1+<b<x, ?) + alx 90)) COS(@) +y(b<"’ o) —ab so>> cos(9)

5 CE (1) (1—y)* (14y)*dy

. <x1+(b<"’ ) COS(¢)> [ ety ey (L) g

2

1

y - O () (1 = y)* (1 + y)*dy.
-1

Esta integral es igual a

.
b X, a(X, il (s .
T+ (—( e)tal G")> Cos(gp)) —‘giig)l) sik =0,
b(x,0)—a(x,¢) V7(s4+1/2)T(s+1) —
2 > COS(@) F(s+%) si k= 1,
0 sik>2.

Con lo cual,

(—A)SU(JI1,IL‘2) — @/OW (551 + (b(X, @);&(X, 90)) COS(QD)) \/I']_T‘(I;(—j__g)l)(s + 1/2)+

b(x, ) — a(x, ) cos Vr(s+1/2)T(s+1) . (s41/2) —2a(x,0)
i T R v <b<x,so>—a<x,so> 1)]‘“”‘

Recordemos las definiciones de a(x, ¢) v b(x, ) para el caso de 2 = B;(0,0),

a(x,9) = — (21 cos(p) + masin(p)) — \/(z1 cos(p) + masin(p))? — (27 + a3 — 1)

b(x,p) = —(x1 cos(p) + xosin(p)) + \/(x1 cos(p) + zosin(p))? — (22 + 22 — 1).
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Por lo tanto,
b(x,p) +a(x,¢) _

5 — (21 cos(ip) + zasin(p)),
Y 2) — B8P _  fa con(p) + wasin(@))? — (a3 + 23— 1),
y
—2a(x,0) ,_ bxp) talxp) w1 cos(ip) + w2 sin(p) _
b(x, ) — a(x, ¢) b(x, ) —a(x,0)  /(x;cos(p) + zysin(p))? — (2 + a3 — 1)

Reemplazando estos valores en la expresién del Laplaciano fraccionario,
T b(x, ) + a(x, T .
/ (:L’l + ( (x,0) 5 ( SO)) cos(go)) dp = o7 — / (21 cos(p) + z28in(yp)) cos(p)dp
0 0

= xm—/oﬂ(xl cos? () +x4 sin(p) cos(¢))dy

T
= 11T — X1
2
T
:I1§7

T (b(x, ) — a(x,p) o (s4+1/2) —2a(x, ) _
[ (5 et <b<x,so>—a<x,so> 1>d"”

_ /0 (b(x, oL 90)) cos()2(s +1/2) (uxlfffxéﬁ ) 1) "

_ /O " cos(p)2(s + 1/2) (a1 cos(ip) + za sin(i2))dep

=2(s+1/2) /Ow(xl cos? () + 2 sin(ip) cos(p))dy

=2(s+ 1/2)xlg.

Entonces,
. [(2s+1) [ /#l(s+1) m \/_(s—|—1/2) (s+1)
(=A)u(zy, 22) = —— MG+ 9) (s+1/2)x T+ 9) (8+3/2)(8+1/2)3?17T]
| T@2s+1)y/al(s + )(s+1/2)+1“(23+1)\/7_rf‘(3+1)(s+1/2)2(3+3/2)
- 20(s + 2) (s +3)

Aligual que en el primer ejemplo, utilizando algunas de las propiedades de la funciéon
gama que se mencionan en [B.I] llegamos a que

(=AY u(zy, 29) = 2, (2%T (s + 1)I(s + 2)) = f(z1,29).
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Estas ideas que desarrollamos en los dos ejemplos se podrian extender para demostrar,
mediante este método, que el Laplaciano fraccionario de u(zy,xs) = prmn(x1,x2) €s
. _ 22T (14s+n)T(1+l+s+n) :
igual a f(xy,29) = N ez P, yun(x1,22). Obviamente, no resulta algo tan
directo de probar, al menos por lo que vimos con el ejemplo 2. Para valores de [ mas
grandes, notamos que una estrategia 1til para hallar el valor de di(x, ¢) era reescribir

a la funcién ¢(r) como un polinomio en y y usar la propiedad

1
/ inIESHm(y)(l —y)’(1+y)°dy =0 para 0 <i < k.
-1

Para algunos valores de [ mas grandes que 1, logramos demostrar la igualdad con un
poco mas de trabajo, pero optamos por no detallarlos en este apéndice. Posiblemente se
puede mejorar la idea de la demostracion a medida que se analizan casos mas generales,
pero nosotros decidimos contar estos ejemplos para ilustrar otro potencial que ofrece el
método.

Como ultimo comentario, veamos que también podemos llegar a una expresion
explicita de u y f para el caso en el que 2 = E,;(0,0).

Ejemplo 3
De acuerdo al paper [1], el problema (2.1)) en 2 = E,;(0,0) para

o (1-(2)- (3

admite como solucién a la funcion

1 b?
f(xy,m9) =22T(1 + 5)* - a~ &V by Fy (s +1, 5 1;1— —2)
a

(ver teorema 1.1 de dicho trabajo). Demostremos este resultado con nuestro método.
Para este caso,

u(xzy + reos(p), zy + rsin(p)) = dist®((x1 + 7 cos(p), x2 + rsin(y)), 09Q).

De acuerdo a lo que vimos en el capitulo 4, para la elipse

dist®((x1 + rcos(p), x2 + rsin(p)),00) = (COSQQ(@) + sian(go)) w®(r).

Con lo cual,




Entonces,

dax¢>=/:¢Qy+w(“&¢”;“&¢f)+axwﬁcf“m@x1—w%1+wWy

1

- /_1 (COSQ(()O> i sin2(¢))soés+1/2) (1) (1 — )*(1 + y)*dy

1 a2 b?
cos?(p)  sin?(@)\* [t . .
_< a2< ) b2( )> / CET2 () (1= y) (14 y)°dy
-1
cos?(9) | sin(g) | VAT(s+1) —_
_ ( a2 -+ b2 ) F(s+%) S1 k = O,
0 si k # 0.

Con lo cual,

(s+1/2)|d

[(2s+1) [cos®(¢)  sin®(p)\ v/7l(s+1)
T ( 2 R > I'(s+2)

['(2s+1)y/al(s+1) ™ (cos?(p)  sin®(p)\°
_ +1/2) | ( " > dip.

(s + 3) a? b?

(A u(zy, z) = /0 '

Calculemos la integral.

L[C@@ﬁwwyw:%[(@ﬁ@%wwfw:%0(§mwwmwfw.

a? b2 a?

Reescribiendo sin?(p) = 1 — COSQ(

2 [F R, ) 2 [* Y cost(o))
| 3 €08 (¢)4sin®(p ) dep = b23 ; —COS p)+1—cos’(p) dQDZﬁ ; 1- 1_? cos™(p) | de.

Haciendo el cambio de variables

¢ = arccos(t) y dp = —

la expresion queda

2 [z b2 s 2 [ b2 S|
= 1—(1—-= dp = — 1—(1—= )¢ dt.
b Jo ( < CL)COS( >> 7T e 0 < ( a2> >\/1—t2

Haciendo el nuevo cambio de variables

N

T=1t y dr = 2tdt,
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2 [ v\ L\ 1 1! v? ° 1
bTS ; (1—(1—§)t) —1_t2dt:% ; (1—(1—5)7) (1—7') 27 2(dT.

Notemos que la integral es muy parecida a la expresion integral de la funcién hipergeométrica
(ver apéndice [B.2) con pardmetros

Por lo tanto,

I b? ° 11 T 1 b? 7 b2t 1 b
bT/o (1_(1_¥)T> (=) QdT:WFl(‘S’i?l?l—@) =ﬁ—a%ﬂzFl(Hs,?l;l—@),

donde la ultima igualdad la obtuvimos aplicando la propiedad mencionada en
Por lo tanto,

I'(2s+1)y/7l(s + 1)
7l (s +32)

1 2
(=A)u(z1,22) = (s + 1/2)7Tba_(28+1)2F1 (1 + s, 5 L1 ' )

@
Aplicando las propiedades de la funcién gama indicadas en

1 b?
(=A)*u(zy, 29) =2%T(s+1)2-b-a®HY ., (1 + s, 3 1;1— ]

) = f(z1,29).

De este modo, mostramos, a través de distintos ejemplos, que el método propuesto
también constituye una herramienta 1util para poder hallar férmulas explicitas de v y f
que resuelven el problema ({2.1)).
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Apéndice B

Funciones especiales

B.1 Funciones gama y beta

Esta seccion estd extrida de la seccién 1.1 de [7] y del capitulo 6 de [2].

Definicién B.1.1. La funcion gama estd definida para Re(x) > 0 por la integral

F(x):/ t" e tdt.
0

Esta funcidon esta directamente relacionada con la funcién beta:

Definicién B.1.2. La funcion beta estd definida para Re(x) > 0 y Re(y) > 0 por la
integral

1
B(x,y)—/ Ul I L/ 3
0

Al hacer el cambio de variables s = uv y t = (1 — u)v en la integral

[(x)(y) = / / s* Ly Le () dsdt,
o Jo
se obtiene la siguiente relacion entre ambas funciones
I(2)I(y) = Dz +y)B(z,y).
Algunas propiedades importantes que usaremos:
o ['(2)I'(z+ 3) = 21727Y/2(22) (férmula de duplicacién).

o ['(z+ 1) = 2I'(2) (férmula de recurrencia).
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Definicién B.1.3. El simbolo de Pochhammer esta definido para todo x por

n

(r)o =1, (x)n:H(:U+i—l) paran =1,2,3, ...

=1

Alternativamente, se puede definir recursivamente como

(2)o=1 ¥y (2)ps1= (@)l +n) paran =1,2,3, ...

B.2 Series hipergeométricas

Esta seccion estd extraida de la seccién 1.2 de [7].
La serie hipergeométrica que vamos a mencionar a lo largo de este trabajo es

(@ull)s
(¢)pn!

2Fi(a,byc) =)

n=0

Y

que resulta convergente para |z| < 1.
A esta serie la podemos expresar como una integral del siguiente modo,

Proposicién B.2.1. Para Re(c —b) > 0, Re(b) >0 y |z| < 1,

i) = O [ty
L) (c = b) Jo
Demostracion. Ver demostracion proposicién 1.2.1 en [7]. O]

Otra propiedad importante relativa a esta serie es

Proposicién B.2.2. Para |z| < 1,
oFi(a,bicx) = (1 —2) " Fi(c—a,c—b;cx).

Demostracion. Ver demostracién corolario 1.2.5 en |7]. O

B.3 Polinomios de Chebyshev

Esta seccion estd extraida del capitulo 3 de [9].

Definicién B.3.1. El polinomio de Chebyshev de primer tipo de orden n se define como

T, (z) = cos[n - cos™ ()], x € [-1,1], n=0,1,2 ..
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De esta definicién, es facil notar que
T, (cos(0)) = cos(nb), 6 € [0, 7], n=0,1,2,..
Algunas propiedades son:
e Los polinomios de Chebyshev T),(x) satisfacen la relacién de recurrencia
Toi1(x) = 22T, (z) — T—1(x), n=123,..,
con Ty(z) =1y Ti(x) = .
e El coeficiente principal de T),(z) es 2"y T,,(—x) = (=1)"T,,(z).

e T,(z) tiene n ceros que caen en el intervalo (—1,1). Estos estan dados por la

féormula op 1 1
xk:cos( + 7T), k=0,1,....,mn—1.
2n
T, (z) tiene n + 1 extremos en el intervalo [—1,1] y estdn dados por la férmula
k
T}, = cos (—W), k=0,1,...,n.
n

e Relacion con las derivadas

e Relacién de ortogonalidad
1
/ T (2)Ts(x)(1 — xz)_l/Qdm = N,0,s,
-1

donde Ny =7y N, = sir # 0. 0, denota la delta de Kronecker.

e Relacién de ortogonalidad discreta

Con los ceros de T,41(x) como nodos: Sea n > 0, r,s < n,y sea x; = cos((j +
1/2)7/(n + 1)). Entonces



donde Ky =n+1y K, =3(n+1) paral <r <n.

Con los extremos de 7}, (x) como nodos: Sean > 0, r,s < n, y x; = cos(nj/n).

Entonces
n

"
Z T () Ts(x5) = Ky 0ps,
j=0
donde Ko = K,, =ny K, = % paral <r <n—1. El doble prima indica que los
términos 7 = 0 y 7 = n estan multiplicados por %

Los polinomios de Chebyshev de primer tipo son un caso particular de los polinomios
de Jacobi (ver |B.5)), salvo por un factor de normalizacion.
Los polinomios de Chebyshev de segundo tipo se notan U, (x) y se definen como

_sin((n +1)0)

Un(z) = @) 6 € [0, 7], n=20,12,..

Una ultima propiedad que mencionaremos sobre estos polinomios es un caso de
interpolacién. Supongamos que tenemos una funcién f y queremos hallar un polinomio
P, € P, que interpole a f en los nodos x = cos(km/n), k =0, ...,n. Estos son los ceros
de U,_1(z) junto con xy = 1y x, = —1 (también constituyen los extremos de 7T,,(z)).
Como T,,(z) es una base de P, puedo escribir a P, como combinacién lineal de dichos
polinomios. Entonces, el polinomio interpolador lo notamos como

n

P,(x) = Z” cxTy(x),

k=0

y considerando la segunda relacién de ortogonalidad previamente mencionada,
2 S )il =0
L= — ; ; = — =0,...,n.
k n 4 Zj)LE\Tj), T COS s J y ey T
7=0
Esto también se puede escribir como

Ccp = %Z”j(cos (%)) cos (@Tﬂ),
5=0

que es la transformada discreta del coseno (también notada DCT-I) del vector f(cos(jm/n)),
j = 0,...,n. Los nodos z; también se los llama nodos de Chebyshev-Gauss-Lobatto
(ver [15]).
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B.4 Polinomios de Gegenbauer

Esta seccion estd extraida de la seccién 1.4.3 de [7] y el capitulo 22 de [2].

Los polinomios de Gegenbauer también son conocidos como ultraspherical polynomials.
Para un pardmetro A > —1i, su funcién de peso es (1 — 2%)*7/2 en el intervalo
—1 <z < 1. Los casos A = 0,1 corresponden a los polinomios de Chebyshev del
primer y segundo tipo, respectivamente.

Definiciéon B.4.1. Paran > 0, los polinomios de Gegenbauer C’Ts/\)(x) se definen como

(1=2rz+1?)=>"CV(x)r", Irl <1, 2| < 1.

n=0

Otra forma de expresar estos polinomios es mediante la funcién hipergeométrica o Fy
(ver [B.2).

Proposicion B.4.1. Paran >0 y A > 0,

Demostracion. Ver demostracién proposicién 1.4.11 en [7]. O
Estos polinomios también se pueden expresar por la recurrencia

CV (x) = 1,

_ %[230(71 A= 1DOW, () — (n+2) — 2)CWY, (2)].

CV(x)
Como los polinomios de Gegenbauer estan definidos en el intervalo (—1,1), para un
intervalo arbitrario (a,b) deberiamos aplicar un cambio de variables afin.
La norma de estos polinomios esta dada por
1 1-2)
2 - T(n 4+ 2X)
CY (@)1 — 22V 2de = .
/1[ w @I ) (n+A)-TA)?2-T'(n+1)

Una tultima propiedad sobre estos polinomios es

Nk _
et

-1,1)

1
/ g™ CV(z)(1 = 2*)*2dxe =0 para 0 <m < n.
-1
Los polinomios de Gegenbauer son un caso particular de los polinomios de Jacobi,
pues
1
o) _ FA+3) T(n+2N)

A-ia-1)
n F(2\) T(n+A+3) '

P
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B.5 Polinomios de Jacobi

Esta seccién estd extraida de la seccién 1.4.4 de [7].
Para a, 3 > —1, la funcién de peso del polinomio de Jacobi es (1 — z)%(1 + z)? en
—-l<z<l

Definicién B.5.1. Para n > 0, los polinomios de Jacobi PP e definen como

+ 1), (1+z\" r—1
plab) — (C“ n Fl —n.—n — 3: 1:
n (I) n' 9 241 n,—n 5,0& + ) T+ 1

n 1-
:MQFI(—n,n—l—a—i-ﬁ—l—l;a—i-l; Qx).

n!
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Apéndice C

Demostraciones

C.1 Demostracion paso expresion (3.3) a (3.4

En esta seccion, vamos a demostrar que podemos pasar de la expresion

n—2
w(xy, oy ) — w21, .0y 2 i
nshm/ / / L ’2|1+2S< - <HSIH 1(%)) drdps...dpn—
R\ (—¢,€)

n—2
" " : u($l7"'7$n> _u(zlv"'azn) . n—i—1
Cn,s/ / hm/ ”sm" ) |drder...den 1,
0 0 “0JR\(~ce) |12 Pl

es decir, que es posible intercambiar el limite.
La idea va a consistir en poder usar el teorema de convergencia dominada de
Lebesgue. Comencemos llamando E al conjunto

E=10,7"",

y fe(o1, ...y pn_1) a la funcién

n—2
w(xy, ooy Tp) — (2, ooy 2, 1
fe(gola--'vgonfl) :/ sin" "~ (902) dr.
R\(—¢,€) |12 H

Lo que necesitamos ver es que existe una funcién g cuya integral en E existe y es finita,
tal que |f.] < g en E. Silogramos ver esto, por el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, podemos garantizar que

lim/fe(gol,...,gpn_l)dgol...dcpn_l:/ (lii%fg(wl,...,gon_l))dapl...dcpn_l.
E €

e—0 E
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Si llamamos a = a(x, ) y b = b(X, ) a los extremos del intervalo tal que 0 € (a,b)
y la variable r no se anula en dicho intervalo, la funcién f, se puede reescribir como

a —+00
/ dr+/ d'r—i—/ .. dr
—00 (a,b)\(—¢€,€) b

donde los puntos suspensivos hacen referencia a la funciéon dentro de la integral, que
no la escribimos para evitar exceso de notaciéon. La primera y la tercera integral no
dependen de epsilon, por lo que es valido intercambiar el limite en ambas expresiones.
Lo que nos resta ver es que es posible realizar este cambio en la integral del medio.
Entonces, renombremos la funcién f, como

n—2
ULy eeey ) — U(RLy ooy By - i
fe(SOh---aSOnfl) :/ ( : ‘2’1+28( . )<HS1H 1(S0i)>d707
i=1

(a,0)\(=¢€:€)

y apliquemos en ella el teorema. Empecemos acotando f. para poder hallar una posible
funcién g.

n—2
w(xy, ooy ) — w21, .oy 20) i1
i@ pu)| = ' / i () | dr
(@D\ (=€) 2 11

3 n2 i1 lu(z1, oy ) — w21, ...,zn)|d
= H S (i) DR T
i=1 (a,0)\(—€€)

Acotamos cada funcién seno por 1, dado que 0 < ¢; < 7 para cada i. Con lo cual,

|f€(g01,...,gpn_1)| < / ’u(x17..-,xn) — u(zl, “"Zn”dr.

(a,b)\(—e6) ||t +2s

Recordando que
w(21, -y 2n) = u(xy + rcos(p1), 2 + 7sin(py) cos(@sa), ..., Tn + rsin(eq)... sin(en_1)),
y que la funcién v es, en principio, continua en €2, acotamos el numerador como
lu(zy, ooy ) — w2z, ooy 20)| < |ulxy, oo n) | + w21, -, 20) | < 2|0]]oo;

donde ||u||s hace referencia a la norma infinito en € (al ser la funcién continua en un
compacto, alcanza un méximo que serfa dicha norma, por lo cual este valor existe). Por

lo tanto,
1

) T

rsen o) < 2l [
(@,0)\(~e,
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La integral se puede resolver como

L sl Lyl 4 1ol
R i = (M el
(a,b)\(—€:€) (a,b)\(—€:€)

Con lo cual, podemos tomar como funcién g a

U] oo —2s —2s
o1, pnr) =~ ()2 1 Jae, 0) ).

Por 1ltimo, veamos que la integral en F de g existe y es finita.

S

‘ / g(gpla Xz} Qpn—l)dwl...d(pn_l
E

(LS —2s —2s
_ \ [ (00 + ot ) )

U]|oo —2s —2s
< I [ o o) + ato )

Como a y b son funciones que no se anulan (se anularia alguna de ellas si x estuviera
en el borde, pero esto nunca ocurre), dichas expresiones no presentan singularidades
en el dominio. Ademads, estas funciones resultan ser continuas en dominios convexos o
continuas a trozos en dominios no convexos. En ambos casos, al ser continuas, resultan
ser integrables. Por lo que la integral en E de g existe y es finita. Entonces, aplicando
el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, es valido intercambiar el limite de

la expresion (3.3) a (3.4)).
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