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Introduccion

Muchas aplicaciones requieren saber como transportar informaciéon de un contexto en
otro; este problema recobrd interés por el avance de técnicas de Machine Learning: se puede
entrenar con datos obtenidos a partir de una distribucion de probabilidad un algoritmo
para aprender algo (un predictor, clasificador, etc.), con el objetivo de aplicarlo luego en
nuevas muestras. Sin embargo, las nuevas muestras pueden poseer cualidades estadisticas
totalmente distintas, lo que hace que no tenga mucho sentido utilizar el algoritmo entrenado
en otro dominio. Lo que seria deseable es lograr que el algoritmo pueda aplicarse en este
dominio distinto al cual pertenecen las nuevas muestras, lo que es conocido como “Domain
Adaptation”. Esta es una de las tantas motivaciones para querer transformar datos que
son muestras de una distribucién “fuente” en datos que sean muestras de otra distribucion
“objetivo”: de esta manera uno transforma los nuevos datos para que tengan cualidades
estadisticas como los datos de entrenamiento, dominio en el cual si es adecuado usar el
algoritmo previamente entrenado.

Dadas una distribucién fuente y una objetivo, hay muchas funciones/transportes que
transforman a una en otra, pero uno desea elegir una en particular que mueva a los puntos
“lo menos posible”; esto es el problema de transporte 6ptimo, que revisaremos en el Capitulo
1. Un ejemplo sencillo serfa preguntarse cémo transportar una N (0, 1) en una N (1,1), cosa
que se puede hacer via una transformacién que a cada x le asigne  + 1 o via otra que le
asigne —x + 1. Si bien suena razonable que trasladar 1 todos los puntos sea lo mejor, no
es tan inmediato justificar que este transporte es el 6ptimo. Matematicamente uno busca
el transporte que minimice un costo que, tipicamente, es una distancia ya que esto refleja
que uno quiere mover poco los puntos. Asi, uno puede a partir de una distancia entre los
puntos definir un distancia entre distribuciones llamada distancia de Wasserstein: si el costo
de transportar una distribucion en otra es alto, estaran lejos; si el costo es bajo, estaran
cerca. El tener esta distancia permite cuantificar cuan lejos estan dos distribuciones entre
si, lo que presenta muchisimas aplicaciones principalmente en procesamiento de iméagenes,
donde esta distancia mide por ejemplo cuan lejos estan las distribuciones de colores. Ademas

teniendo esta distancia podemos definir el baricentro de un conjunto de distribuciones, es
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decir una distribucién que represente a todas las distribuciones, pudiendo definir también
distribuciones intermedias de forma satisfactoria, cosa que un simple promedio no logra.

La teoria de transporte 6ptimo ha sido un campo muy estudiado desde hace ya mas de
200 anos, cuando Monge introdujo el problema. Ha recobrado importancia con la relajacién
dada por Kantorovich gracias al desarrollo de la investigacion operativa y programacion
lineal, teniendo aplicaciones bélicas y econdémicas con el objetivo de optimizar recursos.
Maés aun, recobré importancia en el dltimo tiempo por sus aplicaciones en el campo de
Machine Learning. El problema ha sido estudiado principalmente con la distancia euclidea,
sin embargo esta distancia no siempre es adecuada. Si suponemos que todos los datos
se encuentran en una superficie M C RP (de dimensién quizds mucho menor que D),
seria mas adecuado considerar una distancia intrinseca de la superficie que una del espacio
ambiente. Mds aun, seria adecuado dar més importancia a regiones de M mas densas, es
decir donde tenemos mas datos. La distancia de Fermat, que revisaremos en el Capitulo 2,
es una distancia que tiene en cuenta dicha superficie y la densidad de los datos en ella.

El objetivo y aporte de este trabajo es estudiar el problema de transporte 6ptimo
cambiando la nocion de distancia entre los puntos, considerando una que tenga en cuenta
la estructura de los datos. Siendo la distancia de Fermat adecuada para ello, consideraremos
el problema de transporte 6ptimo donde el costo esta dado por esta distancia en vez de la
euclidea. Asi, buscamos un transporte que “mueva poco los puntos” pero con esta nocién de
distancia diferente. Esto nos permitira que los puntos al transportarse “viajen” por regiones
pobladas de la superficie en vez de en linea recta que seria el caso euclideo. Esto se puede
ver en la imagen de la izquierda de la Figura [I, donde en vez de trasladar las nubes de
puntos de la izquierda para obtener las de la derecha, estas viajan por los puentes. También
el costo del transporte nos dara una distancia entre distribuciones distinta a la dada por el
costo euclideo, que sera adecuada para definir baricentros y distribuciones intermedias que
vivan en M en vez de en R”. Esto se puede ver en la imagen de la derecha de la siguiente
figura, donde definimos un baricentro sobre la superficie y no como una distribucién que

esté en el medio de las dos, que seria el caso euclideo.
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—4 -2 0 2 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1: M est4 representada por todos los puntos. Izquierda: transportamos las nubes de puntos de la
izquierda en las de la derecha, los puntos de igual color representan que fueron transportados unos en otros.
Derecha: Representamos con cruces el baricentro de las distribuciones representadas por puntos azules y

rojos.

En el Capitulo 3 se presentan las mayores contribuciones originales de esta tesis, donde
se revisan, discuten e implementan diversos enfoques algoritmicos para la resolucién de
este problema, que se pueden encontrar en https://github.com/nicocheh/FermatQT. La
implementacion de algoritmos que logren esto requiere definir estimaciones adecuadas del
gradiente para la distancia de Fermat y de densidades en la superficie (que lo haremos via
ntcleos pero utilizando distancia de Fermat en ellos en vez de la euclidea). Se muestran

resultados satisfactorios en datos sintéticos.

Reconocimiento: Esta tesis presenta parte del trabajo realizado junto con Pablo Grois-
man, Facundo Sapienza y Esteban Tabak, con quienes he tenido el gusto de pensar sobre

estos temas.


https://github.com/nicocheh/FermatOT

Capitulo 1

Transporte ()ptimo y Distancia de

Wasserstein

En este capitulo introducimos el problema de transporte 6ptimo y algunas de sus deri-

vaciones, ademds de resumir algunos de los principales resultados obtenidos en este area.

1.1. Transporte ()ptimo

Definiremos primero de manera informal el problema de transporte éptimo como lo hizo
Monge originalmente al formularlo: un obrero tiene una pala y debe mover una montana
de arena con una forma dada. Su objetivo serd mover esa montana para construir en otro
lugar una nueva forma que podria ser, por ejemplo, un castillo. Para construir el castillo
podria llevar la arena de un lugar a otro de muchisimas formas, pero desea minimizar su
esfuerzo que lo vamos a cuantificar como la distancia que recorrié cargando arena. Podemos
normalizar la masa (la cantidad de arena) tanto de la montana como del castillo a uno,
de forma que se representen distribuciones de probabilidad, que en adelante llamaremos
simplemente distribuciones. Esto es un claro ejemplo del problema de transporte éptimo:
uno quiere transportar una distribucién conocida (la montana inicial) en otra que también
conoce (el castillo que desea construir) minimizando un costo (la distancia entre los puntos).

Como vimos, Monge pensé a la distribucién fuente (source) como tierra o masa que

habria que mover a otro lugar de forma que quede como lo indica la distribuciéon objetivo
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(target). Podemos pensar que toda la masa que se encuentra en un punto se movera toda
junta, a la masa de otro punto: esta es la principal caracteristica de la formulacién de
Monge. Lo que se quiere minimizar es el costo de ese transporte, que esta dado por una
funcién ¢(x,y) que indica el costo de mover masa de x a y.

El problema podria formularse entonces como minimizar el costo de transportar una
distribucién p a una v (ambas conocidas) sujeto a que a cada punto z se le asigna un 7T'(x)
que es su “transportado”.

TI;lgny/c(x,T(x))du. (1.1)
Donde Tyt = v se refiere a que después de transportar con 7" la distribucion p obtendremos
v. Mateméaticamente esto es que v es la medida push-forward de p via T, es decir que
v(E) = p(T7*(F)) para todo medible E. Tipicamente esta funcién de transporte se define
entre dos puntos de R? o bien entre dos espacios X y ) que son los espacios en los que
definimos las medidas p y v respectivamente, que en general serdn subconjuntos de R?
(no necesariamente ambos con el mismo d) . Notemos que aqui la funcién 7' ofrece un
transporte “punto a punto” es decir que conceptualmente toda la masa que hay en x se
moverd a un unico punto y = T'(z).

De otra manera, podemos pensar que la masa del punto = se puede distribuir a varios
lugares y no toda a un tnico y = T'(z): esta es la relajacién del problema que propuso
Kantorovich varios anos mas tarde. Asi, el transporte deja de ser una funciéon Ty pasa a
estar descripto por una distribucién conjunta m(z, y) (definida en el espacio producto X x Y

) que tiene como marginales a p en la coordenada x y a v en y, es decir que:
T(AxY) = pu(A), (Y x B) = v(B), VACX, BC).
Y en caso de que p, v y 7 sean densidades (respecto de la medida de Lebesgue):

(o) = [ ()i ) = [ 7la s (1.2)

Conceptualmente, 7(z, y) nos indica cudnta masa de x esta yendo a y, donde imponemos
las restricciones de que nos dicen que todo lo que sale de x es u(z) y que todo lo que

llega a y es v(y). Denominaremos II,, al conjunto de todas las distribuciones conjuntas
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que cumplen esto. Luego la formulacién de Kantorovich del problema de transporte éptimo
es la siguiente:

min /c(:c, y)dmr(z,y). (1.3)

melly,y

La formulacion de Kantorovich se trata de una relajacion de la de Monge porque
permite que la masa de x se transporte a distintos lugares y no sélo a uno especifico T'(z).
Mas precisamente, toda funcion T' que cumpla las restricciones de la formulacion de Monge
induce una conjunta 7(x,y) = pu()dr@) (y) que pertenece a I, ya que cumple [(1.2)]

En general, diremos que una soluciéon es factible si cumple las restricciones pedidas, es
decir m € II,, , en la formulacién de Kantorovich y Tyt = v en la formulacién de Monge. Por
ejemplo, a la hora de transportar una N(0,1) en una N (1, 1), el transporte T(z) = z + 1
es factible y 6ptimo (aunque atin no lo hemos justificado), T'(z) = —z + 1 es factible pero
no es 6ptimo y T'(x) = 2 + 2 no es factible ya que manda a la A'(0,1) a una N'(2,1) que
no es la distribucion objetivo.

Veremos a continuacion dos ejemplos que muestran diferencias entre ambas formulacio-

nes, poniendo énfasis en la existencia y unicidad de transportes éptimos.

rNe——— @l
Ejemplo 1.1.1 (Unicidad). Como podemos ver en es-

te ejemplo tenemos dos distribuciones discretas sopor-
tadas en los vértices de un cuadrado. Si tomamos el
costo dado por la distancia euclidea hay dos posibles
funciones de asignacion que resuelven el problema en la

< . . o ———————o
formulacién de Monge [(1.1)} una con lineas continuas 2 2

y la otra con lineas punteadas.

Ejemplo 1.1.2 (Existencia). En este ejemplo tenemos

una distribucion discreta soportada en cuatro vértices o $4
y otra soportada en solo un punto. Podemos ver que
existe solucién de la formulaciéon de Monge |(1.1), que
es asignar la masa de cada z; al tnico punto de la '
distribucion objetivo (la indicada con lineas). De hecho
T3 o)

esta es la Unica solucién que existe ya que toda la masa
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debe terminar en y;. Si consideramos el transporte al revés (desde los y hacia los ) no
hay solucién posible ya que no hay ninguna funcién de asignacion: esto es porque sin
importar a donde asignemos y; quedaran al menos tres z; sin masa. En general si se trata
de distribuciones discretas, la cantidad de puntos de la distribucién fuente debe ser mayor o
igual que la cantidad de puntos de la distribucion objetivo para que haya alguna funcién de
asignacion factible. Notemos en cambio que la formulacion de Kantorovich si presenta
una distribucién conjunta factible ya que podemos dividir la masa que sale de cada punto
de la fuente.

El caso discreto (sample-based) es el aplicado en el computo ya que tipicamente tenemos
puntos obtenidos de alguna muestra. Podemos considerar el mismo problema en el caso en

que las medidas sean discretas, es decir que sean de la forma:

= Z a0z} v = Z biogy1, (1.4)
i=1 j

donde 9, es la delta de Dirac centrada en x, que podemos definirla como objeto limite de
muchas formas (como limite de funciones pico, por ejemplo) o en el sentido de Schwartz:
como un funcional lineal en un espacio de funciones (las funciones test). La propiedad
fundamental que nos interesara de este objeto es que es una “funcién” que integra 1 y esta
concentrada en x, o sea que es la “funcién” de densidad de la distribucion de probabilidad
discreta que vale x con probabilidad 1 (es en realidad una distribucién temperada, pero
bajo ciertas condiciones estas se pueden identificar con funciones y por eso a veces se llama
“funcién” a d,).

En este caso el problema es totalmente discreto; podriamos considerar el problema
semidiscreto donde una distribucion sea discreta y la otra continua o, como hemos visto, el
problema continuo donde ambas son continuas. La formulaciéon hasta ahora descripta nos
permite trabajar con todo tipo de medidas, desde discretas hasta las que tienen densidad
respecto de la medidas de Lebesgue y en general medidas de Radén. En particular, la

formulacién de Monge |(1.1)| en el caso discreto serfa:

mTin Zaic(xi,T(xi)) IS Z a; Vj=1,....,mp, (1.5)

@1 (zs)=y;
donde la condicién impuesta es la version discreta de T, = v. Tipicamente se considera

a; =1/ny b; = 1/m ya que los puntos seran muestras y a priori no hay motivo para dar
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mas importancia a una que a otra. En particular, si n = m tenemos que 7" se trata de una
biyeccién. Si ademéds de n = m las distribuciones son uniformes, o sea a; = 1/ny b; = 1/m,
podemos asegurar que hay solucién factible y de hecho cualquier asignacién es solucion. En
este caso el problema pasa a ser un problema de asignacién (matching) con una matriz de
costos C' = ¢(x;,y;), es decir hallar la permutacién que minimice el costo. Este problema

se formula como
min E lCZ o(i)s (16)
—n

donde Perm(n) ={o: {1,...,n} — {1,...,n}}, esel conjunto de permutaciones posibles
de n elementos. Notemos que podriamos eliminar el 1/n de ya que multiplicar por
una constante positiva no cambia el minimo. Dada la matriz C' € R™*", este problema pasa
a ser uno de optimizacion combinatoria.

Por otra parte, la formulacion en el caso discreto se corresponde con hallar una
matriz P € R que cumpla que P1,, = ay que PT1,, = b (donde 1}, es un vector columna
de dimensién k que tiene un 1 en todas sus entradas). Estas condiciones garantizan que la
masa que sale de ¢ es la que habia (o sea a;) y que la que llega a j es la que tiene que llegar
(0 sea b;). En analogia con m, P;; determina qué cantidad de masa enviamos de la posicién

7 a la posicion j. La formulacién de Kantorovich en el caso discreto es la siguiente:
Lo(a,b) = min {p:C , PeRY™, Pl,=a, P'1, =0}, (1.7)

donde A : B representa el producto punto a punto de matrices, es decir A : B =
> i A; ;B; ;. Esto si se trata de un problema de programacion lineal que puede ser resuelto
con solvers lineales. Cuando n = m, el problema de asignacion es un caso particular
de esta formulacién ya que toda permutacién induce una matriz (P,);; = 1{j=»@)}/n, por
lo que el minimo de la formulaciéon de Kantorovich es menor que el de la de Monge y de ahi
que es una relajaciéon. Sin embargo, cuando las distribuciones son ambas uniformes estos

problemas son equivalentes como nos muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.3. [Kantorovich=Monge] Si m = n y a = b = 1,/n tenemos que la
formulacion de Kantorovich discreta|(1.7) tiene solucion y se corresponde con una permu-
tacion que es solucion del problema de asignacion |(1.6), que es la formulacion de Monge

discreta para pesos uniformes.
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Demostracion. Si consideramos el conjunto de todas las matrices P que son factibles para
el problema de Kantorovich discreto , sabemos que se trata de un politopo convexo ya
que imponemos restricciones lineales sobre P € R™*™. Luego, el teorema de Birkhoff-Von
Neumman de matrices bi-estocasticas [3] nos da que sus vértices son equivalentes al conjunto
de matrices de permutacién. Dicho teorema nos dice que todas las matrices bi-estocasticas
(o sea aquellas en las que las filas y columnas suman uno - en nuestro caso suman 1/n y
es andlogo reescalando -) son combinacién convexa de matrices de permutacién. Sumado
al teorema de Straszewicz (Teorema 18.6 de [4]), que nos dice que todo politopo es la
capsula convexa de sus vértices, deducimos que los vértices del politopo son matrices de
permutacién. Luego, por el teorema fundamental de la programacion lineal, el minimo de
la funcién objetivo se alcanza (si es finito) en un vértice, o sea en una permutacion.
Daremos la idea de la demostracién del teorema de Birkhoff-Von Neumann siguiendo a
[3], donde se puede encontrar con todo detalle. La demostracién serd por contrarreciproco,
es decir que basta ver que si una matriz no es de permutaciéon entonces no es un vértice
del politopo, que como es convexo equivale a que dicha matriz este en el medio de un
segmento que une dos matrices del politopo. Como una matriz bi-estocastica que no es de
permutacion tiene un valor que esté entre 0 y 1 (en nuestro caso 1/n) sabemos que en esa
fila debe haber otro valor en ese rango. Luego de ese otro valor podemos mirar su columna
y encontrar otro y luego mirar la fila de este 1ltimo. Asi encontraremos una secuencia de
pares que estan en la misma fila o columna que estdn entre 0 y 1. Esa secuencia en algtiin
momento se corta a si misma y es facil ver que debe ser de longitud par. La prueba concluye
notando que podemos tomar e suficientemente chico (més que la menor diferencia de los
elementos de la matriz seleccionados hasta 0 6 1) tal que al sumar ¢ al primer elemento del
primer par y restar € al segundo elemento de dicho par, sumar ¢ al segundo elemento del
segundo par, restar € al segundo elemento del tercer par, sumar ¢ al segundo del cuarto y
asi sucesivamente, logremos modificar todos los elementos de los pares y obtener una matriz
que sigue estando en el politopo. Repitiendo el proceso pero ahora con —e obtenemos otra
matriz en el politopo. La matriz original es el promedio de las dos obtenidas, por lo que se
encuentra en el segmento que une a estas dos matrices que estan en el politopo que como

vimos concluia la demostracién. O
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Hay un resultado similar que nos habla de la relacién de la formulaciéon de Monge y
Kantorovich en los casos de medidas en general bajo ciertas condiciones; pero veamos antes

clertas observaciones sobre las diferencias de estas formulaciones:

Observacién 1.1.4. La formulacion de Monge no presenta ni unicidad ni existencia como

muestran los Ejemplos y respectivamente.

Observaciéon 1.1.5. La formulacién de Kantorovich es simétrica en el sentido de que toda
distribucién conjunta factible al transportar de p a v tiene su correspondiente cuando se
transporta de v a u. En particular, en el caso discreto esto es que si P es un transporte
factible en un sentido, P” es factible para transportar en el sentido opuesto. Es decir, el
transporte en la formulacion de Kantorovich es reversible, mientras que en la formulacion

de Monge no necesariamente.

Observacién 1.1.6. La formulacién de Kantorovich siempre presenta una solucién factible

ya que I, , es no vacio ya que la medida producto siempre pertenece a dicho conjunto.

La funcién de costo mas basica y estudiada es el caso en que esta representa cuan lejos
estan los puntos, es decir la distancia euclidea entre dos puntos elevada al cuadrado, o sea
c(z,y) = ||z — y||*. Nos referiremos a este costo como el “costo euclideo”. En este caso
y pidiendo ciertas condiciones sobre una de las distribuciones, podemos asegurar que la
formulacién de Kantorovich tiene solucién y se corresponde con la de Monge. Mas atn el
transporte T" de Monge es el tnico gradiente de una funcién convexa que push-forwardea
i a v. El siguiente teorema generaliza ampliamente la Proposicion y es uno de los

resultados més notables de la teoria de transporte 6ptimo.

Teorema 1.1.7 (equivalencia Kantorovich-Monge, Teorema de Brenier). Si ambas dis-
tribuciones estdn soportadas en R y la source p tiene densidad respecto de la medida
de Lebesque, existe un unico m optimo de la formulacion de Kantorovich con costo
euclideo ¢ = ||z — y||*. Ademds, este m tiene soporte en (x,T(x)) donde T es la tinica
funcion dptima de la formulacion de Monge. Mas aun, esa funcion es de la forma
T(x) = V¢(x) donde ¢ es una funcion convera. Dicha ¢ es también la inica funcion

conveza, salvo constantes, que cumple que T push-forwardea v a v, es decir que cumple

(V¢)#N = V.
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Demostracion. Daremos la idea de la demostracién que consiste en notar que f cdnr =
e—2 [(x,y)dr donde e = [ ||z||*du(x)+ [ |y||*dv(y) es una constante. Luego, el minimizar
la integral de costo equivale al problema de méxqcr,, [(z,y)dn(z,y). De este problema
podemos considerar su dual, donde minimizamos sobre funciones ¢, 1 el funcional f odp +
J wdv bajo las restricciones de que ¢(z) + ¢(y) > (z,y). Esta restriccién la podemos
reescribir si pasamos restando ¢(z) como ¥(y) > ¢*(y) := sup,(x,y) — ¢(x). Esta ¢* es
conocida como la transformada de Legendre y es supremo de lineales, por lo que se trata
de una funcién convexa. Luego, para minimizar en 1) podemos elegir ¢* y obtenemos que

el problema es

m(;’n / odp + /gb*du. (1.8)

Si repetimos el mismo argumento dos veces, obtenemos el mismo problema que en
pero con ¢** en vez de con ¢. Asi el problema se trata de minimizar en ¢**, pero ahora
tenemos la certeza de que la funcién sobre la que minimizamos serd convexa (pues es una
transformada de Legendre). Renombrando (sacando dos *), tenemos el problema [(1.8)] pero
ahora con la garantia de que ¢ es convexa. Como es convexa, es diferenciable c.t.p y, al tener
1 densidad respecto de la medida de Lebesgue, también serd diferenciable c.t.p respecto de
L.

Por la dualidad, la igualdad ¢(x)+¢*(y) = (x, y) vale casi seguramente en 7, es decir en
su soporte. Esto nos da que para puntos (x,y) en el soporte de 7 tenemos V(z,y) = Vo(z),
ya que alli se maximiza (z,y) —¢(x), de donde se deduce que y = V¢(z). Luego, el m 6ptimo
serd (Id, Vo) 4 M donde Id representa la funcion identidad en el espacio correspondiente.
La unicidad se obtiene de que Vo(x) = V(z,y) en los lugares donde es diferenciable (o sea
p-c.t.p).

Se incluyo esta idea de demostracion para notar la importancia del problema dual en
la literatura de transporte éptimo, aunque no ahondaremos en él. Una demostracién mas

rigurosa que incluya demostraciones de los resultados de dualidad se puede encontrar en

[5] (ver Teorema 1.22). O

Comentario 1.1.8. El teorema anterior es generalizable a funciones de costo del tipo ¢ =
h(z—y) con h estrictamente convexa [5]. Cambiaremos la transformada de Legendre por una

c—transformada con la diferencia esencial de que la funcion de costo no es necesariamente
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diferenciable por lo que obtendremos que en el soporte de 7 vale Vo(x) € Oh(x—y) donde 0
refiere al conjunto subgradiente (que podemos definir pues h es convexa). Usando que h es
estrictamente convexa, sabemos que existird (Vh) ™" y se recupera y = & — (Vh) ™' Vo(z),

L — a.e..

Observacién 1.1.9. El Teorema de Brenier nos dice que el transporte 6ptimo de i a
ves (Id,T)ypu si p tiene densidad. Si ademds v tiene densidad, podemos aplicar el teorema
en el transporte éptimo de v a p obteniendo que el transporte serd (.5, 1d)4v. Esto nos da
que en particular x = S(y) y que y = T'(x), o sea que z = S(T(z)) lo que nos muestra que
S = T~!. Esto tltimo es que el transporte 6ptimo es reversible, es decir que la inversa del
transporte 6ptimo en un sentido (de p a v) es el transporte 6ptimo en el sentido opuesto

(de v a p).

Sabiendo entonces que basta encontrar una funcién convexa ¢ que cumpla (Vo(x)) 4=
v, podemos reescribir (7'(z)),, p = v como:

/ h(y)du(y) = / W(T () dpu(z), Vh e C(Y),
Yy

X
donde C(Y) es el conjunto de las funciones continuas en ). A su vez suponiendo que p y
v tienen densidad p, y p, y suponiendo también suavidad y biyectividad de T" obtenemos
que debe valer el cambio de variables p,(z) = |det(DT)|p,(T(z)). Ademds conocemos la
forma de esa T que es, por el Teorema de Brenier[1.1.7, T'(z) = V¢(); luego reemplazando

dicha T" en el cambio de variables nos queda la siguiente ecuacién para ¢:

pu(@) = | det(D26)|p, (Vo (x)). (1.9)

Esta ecuacién es conocida como la ecuacién de Monge-Ampere. El operador | det(D?)]
se puede interpretar como una modificacion no lineal del laplaciano. De hecho, si hacemos

Taylor en una ¢ tal que V¢ = Id V1) se recupera (a orden ¢) el laplaciano.

Observaciéon 1.1.10. Si bien resolver esta ecuacién con una ¢ convexa resuelve el problema
de transporte 6ptimo, se trata de una tarea para nada simple ya que tenemos dos términos
no lineales del lado derecho. El obtener una solucién convexa es también una complicacion

extra. Mas aun, la situacion es mas dificil al considerar otras funciones de costo.
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Comentario 1.1.11. Para transporte éptimo basta con considerar una version mas débil
de la ecuacion sin requerir que ¢ sea C2. Caffarelli estudio dicha ecuacién y obtuvo
que si ambas densidades estan acotadas y el dominio es convexo, entonces la solucion

de transporte éptimo de Brenier es efectivamente C? y solucién clésica de la ecuacién de

Monge-Ampere (Teorema 4.14 de [2]).

A continuacion resolvemos explicitamente el problema en una dimension, que nos per-

mite ganar intuicién y clarifica como son dichos transportes.

Ejemplo 1.1.12 (Caso 1D). En este caso se puede describir explicitamente la funcién
de Monge que optimiza el transporte. Buscamos una funcién que sea el gradiente de una
funcién convexa, lo que en R es una funcién creciente. Llamemos F),, F,, a las funciones de
distribucién acumulada de p y v respectivamente. Podemos notar que si una funcién es
efectivamente un transporte de pu a v y es creciente, entonces por el Teorema de Brenier
1.1.7| se trata del transporte 6ptimo. Construyamos primero dicha funcién. Intuitivamente,
gracias a las funciones de distribucion acumulada, podemos saber dado un punto x “cuanto
pesa” para p el intervalo (—oo,z] (aplicando F),) y luego encontrar un punto 7'(x) que
haga que para v el intervalo (—oo,T'(z)] pese eso (aplicando la inversa de F)). Esto es

precisamente lo que hace la siguiente funcién:

La Figura [1.1 nos muestra como actia esta funcién de transporte 7.

Recordemos que la funcion de distribucion acumulada determina a la distribucion y que
no es necesariamente inversible, pero como es continua a derecha podemos definir su inversa
como F~(z) = inf{t € R: F(t) > x}. De esta definicién se deduce que F~}(z) < a <=
F(a) > x, por lo que |{z € [0,1]: F;}(z) <a}| = |{z €0,1]: F,(a) > 2} | = F,(a) de
donde se deduce que F, ! push-forwardea la medida de Lebesgue en el [0,1] a v. Si ahora
logramos probar que F), push-forwardea g en la medida de Lebesgue del [0, 1], habremos
demostrado que T push-forwardea la medida p en v por composicion.

Para ver eso, vamos a asumir que F}, es continua, que no es mdas que asumir que es
“atomless”, o sea que no tiene un punto con densidad infinita. Si tomamos un a € [0, 1]

el conjunto {z : F,(x) < a} es cerrado y es [—o0,x,] con F,(x,) = a. Luego, |[0,a]| =
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t(z) = C7 (Cx (=)

pf 7

Figura 1.1: Representacién del mapa T que transporta la distribucién X en Y. En los graficos de arriba
se ven las densidades y en los de abajo las distribuciones acumuladas. Primero se aplica la distribucion
acumulada de X que se representa en una linea vertical (de arriba a abajo) entre los graficos de la izquierda.
La linea horizontal une las imagenes de cada acumulada. Luego se aplica la inversa de la acumulada de
Y que se representa como una linea vertical (de abajo a arriba) entre los graficos de la derecha. Gif de

Anastasia Opara.

a=F,(r,) = p({z: Fu(z) <a})=p(F,;'([0,a])) que muestra justamente que (Fpu)y bt =
L[0,1] donde L]0, 1] es la medida de Lebesgue en el [0, 1].

Como tanto F,(-) y F,*(-) son funciones crecientes, es claro que T' serd creciente y por
ende el gradiente de una funcién convexa. Ademas probamos que es una funciéon de trans-
porte, o sea que Tup = v. Por tltimo, utilizando el Teorema de Brenier [I.1.7] obtenemos

que este es el transporte optimo.

Con este resultado del transporte 6ptimo en una dimensiéon podemos justificar el ejemplo
de la Introduccién donde comentamos que una translacién 7'(xz) = x + 1 es el transporte
6ptimo de N(0,1) a N'(1,1). Este transporte tendria costo total 1 = [ ||z + 1 — z||*du(x)
donde dp es la densidad de N(0, 1), mientras que el otro transporte propuesto T'(x) = —z+1
tiene costo [ ||—z+1—z|[*du(x) > 1, mostrando nuevamente que no es el dptimo. Veremos

ahora como otro ejemplo el transporte éptimo entre normales en dimensiones més altas.

Ejemplo 1.1.13 (Transporte entre normales en RY). Consideremos u y v dos normales
con medias m,, m, y varianza X,,>, que suponemos son definidas positivas, o sea son
gaussianas no degeneradas/singulares. Al tratarse de ambas normales sabemos que pode-
mos encontrar algun cambio lineal que traslade (sumar) y reescale (multiplicar por alguna
matriz) que nos transforme una distribucién en otra, como podemos ver en la Figura

Para que este sea efectivamente un transporte éptimo deberia ser el gradiente de una fun-


https://twitter.com/anastasiaopara/status/1343282063835869189
https://twitter.com/anastasiaopara/status/1343282063835869189
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cién convexa, pero en el caso de una funcién de la forma T'(xz) = A(x — b) + ¢ tenemos
1
que es gradiente de E(x —b)TA(x — b) + cz que es una funcién convexa siempre que A sea

definida positiva.

Figura 1.2: Dos normales de densidad p, y ps. Las flechas unen puntos x con su transportado T(z)
segun transporte 6ptimo 1" de Observamos también las curvas de nivel de las funciones de densidad
de ambas normales. Los colores representan los valores donde las funciones de densidad son méas grandes

(oscuro) o mds pequefias (claro). Figura 2.12 de [1]

Busquemos entonces tal T', primero trasladaremos al origen, rotaremos alli y luego
trasladaremos de vuelta a normal objetivo, propondremos entonces T'(x) = A(x —m,,)+m,,.
Para que transporte p a v debe cumplir el cambio de variable que dio origen a que
en el caso de las normales es ver que

e~ (T(@)=mu) TSy (T(2)—my)

pr(T(@) = =, )17

| det(DT)|, T(z) = A(x —my,) + m,.

e—(z—mu)TATE,le(z—mu)

det(27%,)1/2

— p(T'(z)) = [ det(A)] = pu(a)|det(T(2))].  (1.10)

Donde para satisfacer la igualdad con ? nos queda elegir A que haga que se cumpla. Si

tomamos

A= 2 ()2, 512) Py, T(x) = A(x —m,) +m,,  (1.11)

I
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tenemos que A se trata de una matriz simétrica definida positiva (pues es de la forma
BY2CBY? con B,C simétricas definidas positivas, donde usamos también que B~' y

B'/? son también definidas positivas) y también satisface ya que su determinan-

te es det(A) = (%;:%

1/2
) y ademds ATYTA =31
Ahora que hemos ejemplificado varios transportes, podemos pensar al proceso de trans-
porte como “continuo”. O sea, estamos buscando una familia continua de distribuciones

parametrizadas en el tiempo con t € [0, 1] de forma que a tiempo 0 tengamos la distribucion

source y a tiempo 1 la objetivo.

Definicién 1.1.14 (Interpolante de McCann). Si T es el transporte éptimo entre pg y p

distribuciones definidas en un mismo espacio X, se define el interpolante de McCann como
e = (T + (1 —1t) Id)# 140 (1.12)

Observacién 1.1.15. El transporte T+ (1 —t¢) Id utilizado para obtener el interpolante de
McCann es el transporte 6ptimo entre o y uy con t € [0, 1] ya que sigue siendo el gradiente
de una funcién convexa porque T lo es y la Id también. Ademads, el costo de transporte

escala como t? ya que

/ & (1 — By + T()] [Pdpso(x) = &2 / & — () Pdpo(2),

por lo que el costo de transportar de g a ji; es el costo de transportar de g a p; multiplicado

por t2.

La interpolacién de McCann nos permite definir distribuciones intermedias en un nue-
vo sentido que muchas veces puede ser el deseado, mientras que las que podrian definirse
como distribuciones intermedias haciendo un promedio de las densidades de las distribu-
ciones son mucho mas pobres. Si hacemos un simple promedio la distribucién fuente ird
teniendo menor peso mientras la objetivo obtiene mayor peso, lo que no es muy informativo
como distribucion intermedia; sin embargo, la interpolacion de McCann ird trasladando y

deformando una distribucién en otra, como muestra la Figura [1.3]
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Figura 1.3: Interpolantes de McCann entre dos normales a distintos tiempos, en rojo la distribucién

source y en azul la objetivo. Figura 2.14 de [I].

Los interpolantes de McCann son muy importantes ya que nos permiten definir dis-
tribuciones intermedias. Asi, podemos pensar que transportar una distribucion en otra es
componer los transportes entre distintas distribuciones intermedias. Ahora el problema se
basa en resolver varias veces el problema de transporte éptimo “local” entre dos distribu-
ciones mucho mas cercanas. Al tratarse de dos distribuciones cercanas, el transporte serd
similar a la identidad lo que hace al problema mucho mas tratable, este enfoque fue el dado
por Kuang y Tabak [16] para proponer un algoritmo de transporte éptimo y baricentro de
Wasserstein que introduciremos luego. En esencia, la interpolacién de McCann nos permite,
sabiendo resolver el problema de transporte 6ptimo local, poder resolver el problema en
general entre dos distribuciones “lejanas”.

El problema de transporte 6ptimo y encontrar distribuciones intermedias puede tener
muchas aplicaciones [18]. Inicialmente las aplicaciones fueron militares y econdmicas, orien-
tadas a optimizar recursos. Mas recientemente, tiene numerosas aplicaciones en problemas
de ciencias de datos, principalmente en Machine Learning y procesamiento de imégenes.
Se puede pensar como una buena forma de transformar un conjunto de datos en otro. Si
pensamos a las imdgenes como una distribucién de la cual muestreamos pixels € R3 donde
cada coordenada representa la intensidad de cada tono de color RGB (Rojo, Verde y Azul),
podemos hacer “color transfer” [16] [17] entre una imagen y otra. Si una imagen S (source)
es {z;}"_, v la queremos transportar en una imagen 7" (target) que es {y;};, tenemos que
resolver el problema . Al resolverlo y obtener una imagen U dada por los transportados
{Yo(i) }i=1, tendremos una imagen que luce como S pero que tiene el estilo de colores de T,

lo que puede verse en la siguiente figura.
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Figura 1.4: Ejemplo de “color transfer”. En la fila de arriba las imdgenes S, T y U y en la de abajo los

pixels como puntos de R3. Imagen de Gabriel Peyré, Figura 6 de [18]

Por otra parte, podemos calcular el costo de transporte entre un par de distribuciones
para ver si estas se parecen o no. Esto tiene por ejemplo aplicaciones en andlisis de texto
[20]: podemos pensar a estos como un conjunto de palabras {z;}"_; v {y;}/*, y tenemos dos
distribuciones como en donde a; y b; son proporcionales a la cantidad de apariciones
de la palabra (como se puede ver en la Figura. Asi, tendremos que resolver el problema
de transporte 6ptimo donde el costo del transporte 6ptimo nos dird cuantitativamente
cuan parecidos son los dos discursos. En este problema también aparece una gran dificultad
en elegir el costo, que dird “cudn lejos” estan dos palabras. Nuevamente a partir de un costo
o distancia punto a punto, podemos obtener un costo o distancia entre dos conjuntos de
puntos que podemos pensar como distribuciones.

Otra interesante aplicacion de transporte 6ptimo es en el contexto de adaptacion de
dominio (“domain adaptation”), que se ha visto fuertemente potenciado por los avances
y aplicaciones de Machine Learning en los ultimos anos. En muchas ocasiones se entre-
na algin algoritmo, funciéon o clasificador en un contexto que podemos pensar como un
espacio Y, para que sea eficiente con nuevos datos de y € Y. Uno desea poder extender

su funcionamiento a nuevos contextos distintos, pudiendo aplicarlo en un nuevo dominio
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Figura 1.5: Distribucién de palabras que define un discurso, el tamafio de cada palabra es proporcional

a su cantidad de apariciones. Imagen de Gabriel Peyré, Figura 8 de [18]

X. Usar transporte 6ptimo para adaptacién de dominio [32] consiste en transportar datos
del dominio X al dominio adecuado Y, siendo una gran forma de generalizar a nuevos

dominios.

1.2. Distancia de Wasserstein

Como hemos visto el problema de transporte éptimo nos permite cuantificar el costo de
trasladar una distribucién en otra. A partir de una funcién de costo punto a punto, podemos
obtener un costo de transportar una distribucién en otra. En el caso discreto, podemos via
transporte 6ptimo generalizar un costo punto a punto a un costo entre histogramas o
conjuntos de puntos, que representan distribuciones discretas.

Tener un costo entre distribuciones es muy 1til ya que nos permite cuantificar cudles
de ellas “se parecen” (estan cerca) y cuales no (estén lejos). Esto nos lleva a preguntarnos
si este costo de transporte 6ptimo puede ser una distancia en el espacio de distribuciones.
Inicialmente se estudié el problema de transporte éptimo con costo euclideo, o sea c¢(x,y) =
l|z —y||* y podemos tomar como distancia entre distribuciones a la raiz cuadrada del costo

del transporte éptimo de p a v, es decir:

W) = (min [ ||x—y||dmy>) " (1.13)

Esta funciéon W; es la 2-distancia de Wasserstein, que se generaliza a W, cambiando el costo

por el costo euclideo elevado a la p y normalizando con 1/p . Esta distancia es también
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llamada “Earth Mover Distance” ya que justamente se obtiene de resolver el problema
de transporte 6ptimo que mide el costo de mover la tierra de la distribucién source p
hasta llegar a v, que comentamos al inicio de este capitulo. En general, las distancias de
Wasserstein pueden generalizarse a otras funciones de costo y, bajo ciertas condiciones,
estas pueden ser efectivamente distancias en el espacio de distribuciones. Para comenzar,
veamos esto en el caso discreto, es decir cuando las distribuciones estan soportadas en los

mismos n puntos y quedan definidas por un vector en R" que asigna los pesos a; de i en

1)

Definicién 1.2.1. Una matriz D € R™*" define una distancia en un conjunto de n puntos
si:

1. Es positiva y simétrica, i.e, D € Ry D = DT.

2. Vale 0 so6lo en la diagonal, i.e, D; ; =0 <= @ =j.

3. Vale la desigualdad triangular, i.e, ¥(¢,7,k) € {1,...,n}, D;x < D;; + Djy.

Recordemos las tres propiedades que debemos probar para ver que W es una distancia

entre las distribuciones soportadas en n puntos:

1. W es positiva y simétrica.

2. W(p,v) =0 <= p=v para u,v como en |(1.4)|

3. Cumple la desigualdad triangular, o sea W(u,n) < Wiu,v) + W(v,n) para u,v,n

como en |(1.4)]

Proposicién 1.2.2. Si en la formulacion discreta de Kantorovich n=m, r; =1y
Vi=1,....ny C = DP = (D’Lp»j)i,j e R™™ para algin p > 1 con D una matriz que
es una distancia, la solucion a dicho problema elevada a la 1/p es una distancia entre
distribuciones soportadas en esos n puntos. Esto es que W,(u,v) = Lc(p,v)Y/P es una

distancia entre las distribuciones soportadas en los n puntos x;.

Demostracion. Seguimos la demostracion de la Proposicién 2.2 de [1].
La propiedad 2. se deduce facilmente porque al ser D una distancia, DP tiene ceros

en la diagonal por lo que W, (1, ) = 0 para cualquier p como en ya que tomamos
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P = diag(a). Ademas si pu # v, como todos los elementos de fuera de la diagonal de D? son
positivos y al tener que haber una entrada de P no nula que no este en la diagonal (pues
p # v) tenemos que W,(u,v) > 0. Esto prueba 2. y la positividad de 1. Ademas, como DP
es simétrica, W, (i, v) también lo sera. Luego, tenemos también 1.

Para probar la desigualdad triangular 3., debemos pegar los transportes éptimos de
cada uno de los dos problemas: el transporte P de pa vy el @ de v an, lo que en este caso
se puede obtener simplemente multiplicandolas y escalando correctamente para obtener S,
una conjunta vélida en el transporte de p a 7. Llamemos a a los pesos de cada dy,,} para

i, balosdevycalosden. Luego definimos dicha S de la siguiente forma:
1

— 0 0
Lip,—0y + b1
S=pP 0 0 Q.
1
0 0O ——
Lip, =0y + bn

En esencia la matriz diagonal por la que reescalamos es la que tiene en la diagonal 1/b;
solo que en el caso en que algun b; = 0 lo cambiamos por un 1, para evitar dividir por 0.
A este vector de la diagonal lo llamaremos b. Esta matriz S es factible para la formulacion
de Kantorovich discreta |(1.7)| porque al multiplicar por unos a derecha, @1, = b por ser
@ transporte de v a n. Luego al reescalar con la matriz diagonal obtenemos un vector de
todos 1 salvo en las posiciones j en que b; = 0, donde vale 0. Estos valores no nos interesan
puesto que para esos j, F;; = 0 Vi =1,...,n debido a que no llega masa a dichos j pues
b; = 0. Luego como multiplicamos por un vector de unos a P (salvo donde tiene entradas 0,
pero podriamos cambiarlo por unos y la cuenta seria la misma) obtenemos la distribucién
source del transporte ya que P1,, = a. Entonces S1,, = a.

Al trasponer y multiplicar de nuevo por un vector de unos el razonamiento es analogo
porque P7 transporta de v a py QT de 1 a v por la Observacién [1.1.5} Entonces S™1,, = b,
o sea que se puede verificar que S es un transporte de a a b, es decir de p a v, porque
cumple las condiciones de Veamos entonces que vale la desigualdad triangular:

1/p 1/p

Wil < (52 D7) = (Z Dzi) < (wa +Dj,k>ppi+%’“> ,

ik j bj i3,k bj
donde la primer desigualdad es porque S es, como ya vimos, un transporte factible mientras

que W, se trata del infimo. Luego escribimos a Sy el producto punto a punto y en la dltima
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desigualdad usamos la desigualdad triangular de D ya que se trata de una distancia. Para

Qj,k

terminar, aplicamos la desigualdad de Minkowski con pesos y usamos que ), —— < 1

J

< 1 pues al sumar la j-ésima fila de () obtenemos la distribucién source

Pi'
y que >, E’J

que es viene dada por by sumando en la j-ésima columna de P obtenemos la distribucion

objetivo que es de nuevo la dada por b. Luego, la suma da b; y lo dividimos por si mismo

1/p
) -

1/p 1/p
(Z Df,jpi,j> + (Z Df,ij,k> = Wp(p,v) + Wy(v,m).
g,k

4,75

si es positivo y por 1 si es 0 por lo que serd < 1. Entonces

0 1/p p
Wy (s m) < (Z Di P EJ' ) + ( D53 Qi B'J
J i,k J

Z'7j7k

[]

Observacién 1.2.3. En el caso 0 < p <1 la distancia es W,(a,b)? ya que D? es directa-

mente una distancia y es todo analogo salvo que nos salteamos un paso.

Nuevamente, lo que podemos obtener en el caso discreto se puede generalizar al caso
continuo esta vez valiéndonos de una herramienta més teérica como es el “Gluing Lemma”.
La demostracién es en esencia parecida solo que la construccion de un transporte de u a
1 a partir de tener uno de 1 a v y otro de v a n requiere un mayor marco teérico que nos
diga como pegar estos dos transportes para obtener uno nuevo, lo que en el caso discreto

era tan simple como multiplicar las matrices.

Lema 1.2.4 (Gluing Lemma). Sean p1, po, i3 tres medidas soportadas en X1, Xa, X3 espa-
cios métricos completos y separables (u homeomorfos a algin espacio asi, es decir “Polish
Spaces”). Sean 19 y w3 transportes en 11, ,, y 11, ., respectivamente. Luego, existe una
medida 7 soportada en el producto de los tres espacios con marginales m o en X; X Xy y

T3 EN XQ X X3

Demostracion. Esta demostracion utiliza fuertemente el concepto de desintegracion de una
medida el cual mencionaremos pero no profundizaremos (ver mas en el capitulo 7 de [2]). La

desintegracion de la medida muestra rigurosamente y de forma més general que podemos
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tomar una probabilidad condicional. Nos dice que podemos describir una medida 7 en el
producto de ciertos espacios X; X X3 como un promedio de medidas en {z} x X3 con
x € X;. En particular si 7 tiene marginal p; en X, existe una tnica (c.t.p en ;) funciéon
medible que a cada x le asigna 7, una medida soportada en X5 tal que, para todo medible

A - X1 X XQ, vale

m(A) = /X 7o (Az)dpq (z) , con A, ={y € Xy : (z,y) € A}.

Justamente esto es que podemos descomponer la medida como la integral respecto de

una medida en z. Esto lo podemos notar también de la siguiente manera:

T = / 0p @ Tedp(z),
X1

donde ® se refiere a la medida producto. Esta notacién es adecuada para mostrar que la
desintegracion de la medida es el proceso opuesto a la construccion de una medida producto.
A partir de esto, podemos desintegrar las dos medidas producto p; 2 y jt2.3 con respecto a
su marginal en comun o y obtener que existen funciones 712, ¥ m23., de Xy al espacio

de medidas de X; y X3 respectivamente tales que:

Mo = / T 20 @ Opdpta(), o3 = / 0y @ T2.3.,dpi2(2)
XQ X2

Luego podemos construir la medida 7 deseada como:

™= / 125 @ Op @ W23, dpi2(),
X2

ya que si integramos en X se va 2., y nos queda la medida 7y 3 y si integramos en X3

se va 3., ¥y nos queda la medida 7y o O

Teorema 1.2.5 (Distancia de Wasserstein). Si en la formulacion de Kantorovich |(1.3)
X =Yuyparap > 1, c(x,y) = d(z,y)? con d una distancia en X, entonces el costo de
transporte optimo elevado a la 1/p define una distancia (que depende de d) en el espacio

de las distribuciones de X.

Observaciéon 1.2.6. La distancia del Teorema [1.2.5] queda definida en el conjunto de las
distribuciones que tengan costo de transporte éptimo finito. Si d es acotada quedara definida
en todas las distribuciones de X'. En el caso que d sea || - ||? entonces es una distancia entre

distribuciones con p-ésimo momento finito.
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Demostracién. (del Teoremal[1.2.5)

La simetria se debe a la simetrfa comentada en la Observacién del problema de
transporte 6ptimo en la formulacién de Kantorovich La positividad y que W,(p, ) =
0 son triviales. Para ver que W,(u,v) = 0 = pu = v, basta notar que un transporte 7
(una conjunta) que tenga costo cero debe estar soportado en la recta y = z (y por ende

Jx oy @@)dr(z,y) = [,y ¢(y)dr(z,y)) por lo que para cualquier ¢ medible tenemos que:

/ o) du( / ol / drfe.) = [ olain(ay) =

= [ st = [ o) [ dnte.n) = [ o)

lo que muestra que pu = v.

Por 1ltimo, la desigualdad triangular es analoga a la de la Proposicién que esta-
blece lo mismo en el caso discreto, solo que nos valemos del Gluing Lemma [1.2.4] para la
demostracion de la desigualdad triangular y reemplazamos la desigualdad de Minkowski

por su version integral. O]

El hecho de poder comparar distribuciones con una distancia presenta grandes venta-
jas respecto de otras formas de hacerlo como la divergencia de Kullback-Leibler que no es
simétrica ni cumple la desigualdad triangular. Ademas, con la distancia de Wasserstein po-
demos comparar distribuciones que se encuentren en distintos espacios. Esta distancia con
el caso del costo euclideo (es decir W) presenta numerosas aplicaciones en procesamiento de
imédgenes, donde se utiliza para comparar las distribuciones de colores (sea en RGB o escala
de grises). Recientemente también ha sido utilizada en [19] para comparar distribuciones

en el contexto de entrenamiento de GANs (“Generative Adversarial Networks”).

1.3. Baricentro de Wasserstein

Es un problema muy interesante y 1util representar una media o elegir un buen repre-
sentante de muchos datos. Tipicamente en R? podemos definir al baricentro de un conjunto
de puntos {z;};—1 ., con pesos {w;}tiz1, ., Qi w;=1) como T = ZZ w;x;. Esta de-

finicién si bien 1til es poco generalizable y depende fuertemente de la estructura de R?
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con la distancia euclidea. Si estuviéramos en una superficie, tomar un promedio pesado es
probable que ni caiga en esa superficie. Mas ain, si a un mismo espacio lo dotaramos de
otra distancia el baricentro no cambiaria para nada. Claramente esta no es una definicion
que podamos imitar en otros espacios y con otras distancias. Sin embargo al baricentro lo

podemos definir también como la solucién de:
n
Hgn sz||xz—x||2 (1.14)
i=1

Esta tultima definicién, que es equivalente a la anterior ya que basta notar que es el tinico
punto critico de una funcién convexa, nos permite generalizar el baricentro con mucha
facilidad. De hecho, otras nociones de centralidad se pueden obtener modificando este
problema, por ejemplo la mediana se obtiene con el || - || en vez de || - ||2.

Mas ain, la podemos generalizar a cualquier espacio métrico con una distancia porque
es lo Unico que utilizamos en la formulaciéon de la minimizacion: la distancia y los x; con
sus pesos que los suponemos dados. De esta forma podemos obtener lo que se conoce como
Medias de Frechet (“Frechet Means”); vale la pena notar que este minimo no necesariamente
es Unico.

Si ahora consideramos el espacio métrico de las distribuciones definidas en un mismo

X, donde hemos definido una distancia de Wasserstein W, y reemplazamos || - ||* por dicha
distancia podemos definir el baricentro de Wasserstein de p1, . .., i, como
[ = argmin,, Z wiW (e, ;). (1.15)
i=1

Este baricentro serd a su vez una distribucién definida en X' que podemos considerar como
la distribucién intermedia entre g, ... v .

Si bien en el caso de puntos en R? es sencillo resolver el problema de optimizacién,
se trata de una tarea dificil para medidas en general. Mas aun, podriamos generalizar el
problema a definir el baricentro de infinitas distribuciones considerando una distribucion

M (que juega el rol de los pesos w;) en el espacio de distribuciones y el baricentro serfa:

= argminu/W(u, v)dM (v). (1.16)

Notemos que tomando M una distribucién discreta (es decir M =Y | w;0,,,) recuperamos

i

(1.15)], o sea el baricentro de finitas medidas. Podemos estimar el baricentro de infinitas
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distribuciones obtenidas a partir de M calculando el baricentro en su versién empirica (o
sea con finitas) ya que se demostro la consistencia en la seccién 7 de [10]. Es decir que si
tomamos n muestras obtenidas de M (que son distribuciones) y calculamos su baricentro
1i,,, este converge al fi definido en

Veamos inicialmente un caso discreto del baricentro como ejemplo. Consideremos me-
didas 1, ..., 4, soportadas en n puntos y por ende definidas con pesos by, ..., by, ¥ su-
pongamos que queremos encontrar la distribucién baricentro @ (con pesos w; dados) pero
restringiendo 7 este soportada en los mismos n puntos, quedando definida por pesos a. Si
contamos también con la matriz de costo ¢ que define las distancias dos a dos entre los n
puntos en que se soportan las distribuciones, encontrar el a que representa el baricentro es

resolver

a,P,eRnxn

min {ZwiB:C,W—l,...,m P 1, =a, R-]Ln—b}. (1.17)
i=1

Aqui estamos no solo optimizando sobre cada transporte P; de pu; al baricentro 7, sino

también sobre el mismo baricentro que viene dado por los pesos a.

Observacién 1.3.1 (k-medias). Sien vez de tener m distribuciones p; tenemos una sola g,
imponemos que el baricentro esté soportado en exactamente k£ puntos de los n y tomamos
como costo la norma euclidea al cuadrado, el problema es equivalente al de k-medias donde
los centros de cada cluster seran los puntos donde estd soportado a. Tomar baricentro de
una sola distribuciéon p exigiendo que pertenezca a un conjunto de distribuciones D es lo

mismo que buscar la distribucién de D maés cercana a u en distancia de Wasserstein.

El problema del baricentro de Wasserstein tiene en algunos casos solucién tnica, lo que

fue demostrado por Agueh y Carlier [6] como cuenta el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2. Si alguna de las medidas i1, . .., pm (definidas en RY) vale cero en con-
Juntos pequenos (es decir en todo boreliano de dimension de Hausdorff < d—1) el problema

del baricentro de Wasserstein |(1.15) con el costo euclideo tiene unica solucion.

Demostracion. Referimos al paper original de Agueh y Carlier, donde este resultado es la

Proposicién 3.5 [6]. O
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Comentario 1.3.3. En particular, la condiciéon de que una medida se anule en conjuntos
pequenos se cumple si la medida tiene densidad. En su demostracion proveen ademas una

caracterizacién de dicho baricentro a partir de analizar el problema dual de [(1.15)

Ejemplo 1.3.4 (Baricentro entre dos medidas). En el caso de calcular el baricentro entre
Mo Y ft1 con pesos w; = 1/2, este equivale a ju1/9 el interpolante de McCann como se indica
en . Si ponemos pesos wy = 1 — t,w; = t el baricentro serd p;. Intuitivamente esto
es razonable, si al sumar pesadamente los dos transportes de g y p; al baricentro no
se cancelan es que podemos mover la distribucién segin nos dice la direccién contraria
a la que da esa suma y descender la funciéon objetivo del problema del baricentro
Por ejemplo, si tenemos una A (0,1) y otra N (3,1) su baricentro serfa una N (1,5,1); si
tomamos una N (1, 1), los transportes a ella serfan Ty(z) =z + 1 y Ta(x) = 2 — 2 que al
sumarlos con pesos 1/2 nos da z — 1/2, lo que nos indica que conviene trasladar la normal
N (1,1) hacia los positivos. Esto podemos generalizarlo también al sumar los transportes
de varias medidas como indica la siguiente Proposicién [I.3.5] La demostracién de que el

interpolante de McCann es el baricentro entre dos medidas es inmediata a partir de ella.

Proposiciéon 1.3.5. Si en el problema del baricentro (con medidas definidas en R y
costo euclideo) llamamos T al transporte Sptimo entre ju; y pu y definimos TW = Yo wiT

entonces:

1. TW es el transporte dptimo entre pu vy T;#“ )u.

2. La condicion de optimalidad (necesaria y suficiente) de primer orden del problema

del baricentro es T =1d en el dptimo Ti (el baricentro).

3. Bajo condiciones de reqularidad, el baricentro es el unico punto fijo de la ecuacion
Thyp = p.
4. Bajo ciertas condiciones en las medidas piy, . . ., ji, la funcion G que asigna jp — T#,u

es una funcion de descenso para la funcion objetivo del problema del baricentro|(1.15)

y realizar estas iteraciones convergen al baricentro, o sea p' = G(/ﬁ_l) — .

Demostracion. Para demostrar 1 basta notar que como cada T; es 6ptimo es el gradiente

de una funcién convexa por el Teorema de Brenier [1.1.7. Esto implica que T* es una suma
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de gradientes de convexas, por lo que es gradiente de suma de convexas que también es
convexa, por lo que es el gradiente de una funciéon convexa. Sumado a que claramente
T* es un transporte vélido de p a T#u y usando de nuevo Brenier, obtenemos que T" es
transporte éptimo.

Para 2. ver [6]. Para 3. y 4. ver [14] y [15]. O

Ejemplo 1.3.6 (Baricentro de normales). Si en el problema del baricentro de Wasserstein
w; = N(m;, %;), entonces el baricentro es una normal cuya media m es el promedio
de las medias (m = > w;m;) y su varianza es la uinica matriz ¥ simétrica definida positiva

que cumple:
3w, (£EE) Y~ (1.18)

Asi, el baricentro es @t = N (m, X). Para probar esto hay que ver primero que existe tal X y
luego que dicha normal es éptima. Seguiremos la demostracién original de Agueh y Carlier

de [6].

» Tomemos a < (Zf wi\/oz_i)Q y tomemos 3 > (Z? wi\/E)Q donde «; es el autovalor
mas chico de ¥; y §; el més grande. Llamemos K al conjunto (convexo y compacto) de
todas las matrices simétricas ¥ (y definidas positivas) cuyos autovalores estdn entre
[a, B], es decir ol < 3 < BI, donde I representa la matriz identidad en el espacio
correspondiente. Si definimos la funcién de la cual buscamos el punto fijo F(X) :=
Yo w; (21/221-21/2)1/2 y vemos que va de K en K, por el Teorema del punto fijo de
Brouwer tenemos la existencia de un punto fijo y por ende de la ¥ buscada. Por como
definimos a y 3, es claro que ol < 377 w;y/aal < F(X) < > wiy/BBI < BI por
lo que F' va de K en K donde este es un compacto convexo y tenemos la existencia

de una tnica ¥ simétrica definida positiva que cumpla lo pedido.

= Lo haremos en el caso en que todas las normales tienen media 0 ya que simplifica

las cuentas, luego el caso general se deduce de tan solo aplicar traslaciones sobre

esto. Sabemos que existe tal X, y recordemos que cada transporte 6ptimo de 1z a p;
1/2 1/2 1/2 —1/2 1/2 . .

es Ti(x) = Ayx con A; = 5,7 (X,°5%; ¥,/% como vimos en el ejemplo de

transporte entre normales |(1.11)[ ya que estamos tomando la inversa del transporte
de p; a 7i. Por la Proposicién basta ver que - w;T; = Id. Pero Y"1 w,T; =
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(2

—1/2
Yo w; 21/2 (23/2222/2> ni/2 y el que esta tltima expresion sea Id se deduce de
que ¥ era el inico punto fijo de F. Para ver esto, usando que F'(X) = 3 obtenemos
~1/2
Y= F(E) _ Z?:l w; (21/221'21/2)1/2 _ Z?:l wi21/223/2 (Ezl/22211/2> 23/221/2 y
podemos usar que Y es invertible por ser definida positiva y multiplicando a izquierda

~1/2
y derecha por X712 obtenemos > w;T; = Y 1w n)/? (E;/221/223/2> ni2 =

)

= Id, que es lo que queriamos.

En la siguiente figura podemos ver el baricentro de distintas normales.

E\C\\f N
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Figura 1.6: Baricentros de las cuatro normales de las esquinas con diferentes pesos w;. Cada normal
2-dimensional se representa como una elipse alineada con los autovectores de la matriz de covarianza y

estirada proporcionalmente a los autovalores. Figura 9.2 de [I].

Nuevamente, encontrar un baricentro puede tener varias aplicaciones. La mas inmediata
es encontrar a partir de ciertas formas geométricas, otras que sean intermedias, es decir
sus baricentros. Un ejemplo de esto es lo que muestra la Figura que da baricentros
con distintos pesos w; para las tres distribuciones que se ven en los vértices del triangulo.
Cada distribucién es una uniforme soportada en la forma geométrica que representa, o
sea constante en la forma y 0 fuera de ella. Como los transportes van trasladando las
distribuciones y deformandolas a la vez, los baricentros ente dos formas van a encontrarse
espacialmente en la recta que las une y van a representar formas intermedias. Si utilizaramos
aqui un simple promedio como distribucién intermedia no podriamos distinguir formas con
sentido, que visualmente tengan componentes de cada una de las formas de las cuales

estamos tomando baricentro.
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Figura 1.7: Baricentros para formas en tres dimensiones. Imagen de Gabriel Peyré, Figura 7 de [18]

Comentario 1.3.7. En general utilizaremos como costos distancias elevadas al cuadrado.
En principio esto no es solo porque el Teorema [1.3.2| nos da una soluciéon para el caso de
la distancia al cuadrado, sino también porque se trata de un costo estrictamente convexo
que nos dard unica solucion, a diferencia de la distancia que es solamente convexa. Un
ejemplo claro y sencillo de esto serfa tomar dos distribuciones discretas que concentren
toda su probabilidad en un punto. Si consideramos un costo de la forma c(z,y) = ||y — z||,
cualquier punto que se encuentre en el segmento entre = e y es solucién del problema del
baricentro con pesos w; = 1/2, mientras que si consideramos c(z,y) = ||y — z||* habrd
unicidad de solucion y esta serd el punto medio como es deseado. Es andlogo a por qué
utilizamos || - ||? al definir el baricentro de puntos en[(1.14)] Si el costo define una distancia
y no incluimos el cuadrado, dara lo mismo elegir cualquier punto en el segmento o geodésica
que los une. Es por esto que en el problema del baricentro de Wasserstein al utilizar como
costo la distancia de Fermat (que definiremos en el siguiente capitulo) o cualquier distancia

en general, lo haremos elevandola al cuadrado.



Capitulo 2

Distancia de Fermat

Como hemos visto, el caso mas estudiado de costo en transporte éptimo es el costo dado
por la norma euclidea al cuadrado, que mide la distancia entre dos puntos. Sin embargo,
la distancia euclidea puede ser una mala distancia a considerar. Un ejemplo es en el caso
de puntos soportados en alguna superficie y més aun si esta es de dimension baja pero
contenida en un espacio de muy alta dimensién. Mas atin, en altas dimensiones la distancia
euclidea Ly es poco significativa, trayendo varios problemas: este hecho es conocido como
la maldicién de la dimensionalidad (“Curse of Dimensionality”). Entre tantos problemas
que traen las altas dimensiones, se encuentra el hecho de que para poblar una region se
necesitan cada vez més puntos (que crecen exponencialmente). Por ejemplo, esto hace que
los vecinos mas cercanos no sean significativos por estar muy lejos. Tipicamente estando
en varias dimensiones los datos se encuentran en alguna superficie de dimensién mucho
menor; alli puede ser una mala distancia la del espacio ambiente ya que no tiene en cuenta
la superficie que explica los datos.

La distancia de Fermat [§] permite utilizar el conocimiento que uno tiene de alguna
superficie dados puntos en ella; mas aun, tiene en cuenta la densidad de estos. Esto es
fundamental porque refleja una distancia que tiene en cuenta la superficie: es una geodésica
pesada segun la densidad. Para definir la distancia, defindmosla primero en el caso discreto,
o sea en el caso en que tenemos puntos solamente. La idea sera observar que esta distancia
discreta es un estimador consistente de una distancia continua que tiene en cuenta, como

dijimos, la densidad y la superficie.

31
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Definicién 2.0.1 (Distancia de Fermat discreta). Dado un conjunto de puntos Q = {¢;}X |,

la distancia de Fermat entre dos de esos puntos se define como

k—

1

Dq.a(p.q) = min |Giv1 — @], (2.1)
'7:([’:1107111,(12~-~7Qk:¢I) i=0

o sea la longitud del camino minimo v en el grafo completo de los puntos de () donde las

aristas tienen como peso las distancias euclideas entre ellos pero elevadas a la a.

Observaciéon 2.0.2. Notemos que la distancia de Fermat define una distancia a partir de
otra distancia de base; en este caso estd dada por la distancia euclidea | - |, pero podria
basarse en cualquier distancia d. Esa d es la que determinara el peso de las aristas del grafo

completo de vértices ;.

En el caso a = 1 se trata de la distancia euclidea, ya que el camino que minimizara es el
camino directo entre p y ¢ (cosa que sucede también con o < 1). Al variar « esta distancia
provee una nocién de cercania distinta entre los puntos. Si a > 1, para minimizar se
evitard que |¢;+1 — ¢;| sea grande; cuanto mas grande sea «, mas importancia tendra esto.
En superficies contenidas en alta dimensién esto es deseable ya que las distancias lejanas no
son significativas y buscamos trabajar con puntos que se encuentran cerca y reflejan bien a
la superficie. El buscar moverse por caminos donde se dan saltos pequenos, es moverse por
zonas donde hay muchos puntos y por ende la densidad es mas alta; la importancia que se

le da a pasar por zonas de densidad alta esta dada por a.

Observacién 2.0.3. La distancia de Fermat define una distancia en el conjunto de
vértices del grafo completo @) siempre y cuando el peso de las aristas sea una distancia (que

llamaremos la distancia de base).

Si bien definimos la distancia de Fermat para puntos que estén en el grafo, es natural
preguntarse como se define para puntos fuera del mismo. En muchas ocasiones cuando
analicemos un punto, puede ser conveniente incluirlo en el grafo directamente y utilizar la

definicién previa. Otra opcion es utilizar la siguiente definicion:

Definicién 2.0.4. La distancia de Fermat de la Definicién [2.0.1] se generaliza a dos puntos
cualesquiera p y ¢ se define como la distancia entre p y ¢ que son los puntos del grafo mas

cercanos (en distancia euclidea) a p y ¢ respectivamente.
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Hemos definido entonces una distancia discreta, que la podemos pensar como una ver-
sién muestral de una distancia. Previo a dar la version continua o poblacional de dicha
distancia, motivaremos su definicién buscando informalmente un objeto limite al que tien-
da la distancia muestral.

Si suponemos que los puntos son muestras obtenidas de forma i.i.d segin una distri-
bucion de densidad f en una superficie M, queremos que, cuando la cantidad de puntos
crezca, la distancia converja a alguna distancia continua que refleje no solo las propiedades
de la superficie sino también la densidad f. Llamemos ¢; a los puntos intermedios de un
camino 6ptimo. Conceptualmente, si la superficie esta muy poblada, tenemos de manera
local que |gi11 — q;|* ' ~ 1/f% con 8= (o — 1)/d donde d es la dimensién de M. Esto se
deduce de pensar a los puntos como un Proceso Puntual de Poisson (PPP) de intensidad f
que, bajo hipdtesis de continuidad, podemos pensar localmente constante pues los puntos
del camino consecutivos estan cerca. El pensar un conjunto de puntos i.i.d como un PPP es
valido acotando probabilidades de que no sea Poisson con grandes desvios. Primero, salvo
constantes multiplicando, |g;4+1 — ¢;|? crece como el volumen de la menor bola que contiene
en su borde a ¢;,1 v ¢;. Luego, salvo constantes, |g;41 —q;|*f representa la cantidad esperada
de puntos que hay en dicha bola, ya que es la esperanza de una Poisson de parametro f
multiplicada por medida del conjunto. A su vez, esperamos que esta cantidad sea 2 puntos,
ya que, si hubiese 3, convendria utilizar el tercer punto que hay en la bola como punto
intermedio en el camino, lo que contradice la suposicién de que ¢; y ¢;+1 eran puntos conse-
cutivos en el camino. Dejando de lado las constantes, podemos pensar que |g;11 — ¢|%f ~ 1
de donde se deduce que |g;i11 — ¢;|*t ~ 1/f#. Por tltimo, si pensamos que la suma que
define la distancia de Fermat es la discretizacion de una integral de linea y separamos
del |giy1 — ;| un |¢;41 — ¢i| para que juegue el papel de diferencial de longitud, tendremos
la integral de linea sobre la superficie M de 1/f#. Ahora si, tenemos la intuicién de que la

distancia de Fermat discreta converge a una distancia de Fermat continua que definimos a

continuacion.

Definicién 2.0.5 (Distancia de Fermat continua). Dados dos puntos z,y € S, una funcién

f positiva y un 8 > 0, se define la distancia de Fermat entre x e y como

Dys(oy) = inf [ 174 (22
Y
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donde el infimo es sobre todos los caminos v de = a y contenidos en S. El infimo esta dado
por una geodésica que minimiza la integral de linea propuesta, que no es mas que una

geodésica pesada segun la densidad.

Exactamente por esto la distancia se llama distancia “de Fermat”: en similitud al prin-
cipio de éptica en que las trayectorias se daran por zonas con menor indice de refraccion,
aqui se buscara ir por regiones de mayor densidad. El papel del indice de refraccién lo juega
1/fP. El buscar ir por regiones de mayor densidad indica que, segtin el «, se recorrerd mas
distancia por una zona con mayor densidad a cambio de minimizar la distancia recorrida
en una zona de menor densidad. Esto se puede ver en la Figura donde se busca ir por
regiones de mayor densidad y se observa que a mayor « es més importante tomar caminos
que pasen por zonas de alta densidad que caminos cortos en su longitud total. En la ver-
sién discreta, pasar por zonas de alta densidad se corresponde con que el camino de saltos

pequenos.

Figura 2.1: Caminos que realizan la distancia de Fermat discreta (en color) y continua (en negro) entre
py q para a = 1,5,3,6. Se sortearon uniformes en dos rectangulos A; y As, la densidad en la zona gris
oscura es el doble que en la gris clara. Figura de Facundo Sapienza, Pablo Groisman y Matthieu Jonckheere.

Figura 3 de [g].

Lo que hemos introducido muy informalmente para deducir la distancia continua se
formalizé en [7] dando lugar al Teorema [2.0.6, que establece que la distancia de Fermat
discreta es un estimador consistente de la distancia de Fermat continua |(2.2)]
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Teorema 2.0.6 (Consistencia de la distancia de Fermat). Sea M C RP isométrico a
un abierto conexo S con bordes C' de R y sea f : M — R, una funcion de densidad
continua. Sean Q, = {q,...,q,} n puntos i.i.d con densidad f. Para o > 1,2,y € M se

tiene que
n’BDQn,a(Jc,y) — uDysp(x,y) c.s, (2.3)

-1
con B = aT y fv una constante que depende solo de o y d. Mds aun: si Dyg(z,y) se

alcanza con una unica geodésica v*, entonces los caminos 7y, que realizan el minimo en

Dg, o convergen uniformemente a v* casi sequramente.
Demostracion. Referimos a la demostracion original de [7], donde es el Teorema 2.3. [

Comentario 2.0.7 (Implementacién). La distancia de Fermat discreta[(2.1)]dos a dos entre
los puntos de @ = {¢;};_, es una matriz que contiene las longitudes de los caminos minimos
de un vértice a otro en el grafo completo dado por los vértices ¢; donde consideramos la
longitud de las aristas pero elevadas a la a. El algoritmo de camino minimo de Floyd-
Warshall nos permite obtener todas las distancias en una cantidad de operaciones O(n?).
Esta complejidad puede ser muy costosa para grandes conjuntos de datos y se puede estimar
considerando el grafo de k-vecinos mas cercanos en vez del grafo completo. Al correr el
algoritmo de Dijkstra sobre cada uno de los vértices, repetiremos n veces un algoritmo que
implementado con una “priority queue” es O(kn + nlog(n)) ya que la cantidad de aristas
del grafo de k-vecinos mds cercanos es kn, reduciendo la complejidad a O(n?log(n)) si
la cantidad de vecinos se toma como k o log(n). Los autores mostraron que también en
este caso se obtiene un teorema de consistencia (ver Proposicién 2.12 de [7]). Por dltimo,
proponen como método mas rapido correr Dijkstra no para los n punto sino sélo para
m << n “landmarks” y a partir de esos caminos acotar por arriba y por abajo las distancias

usando la desigualdad triangular; esto da una complejidad de O(mnklog(n)).

Observacién 2.0.8. Si consideramos la distancia definida por considerar los k-vecinos
mas cercanos como se comenté en la anterior observacion y tomamos a = 1, se recupera la

distancia geodésica de Isomap [9).

Esta distancia presenta numerosas aplicaciones potenciales en casos donde los datos

estan soportados en una superficie que expresa mucho mejor su geometria que el espacio
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ambiente. Esto puede ser muy 1til por ejemplo para el problema de clusterizacién, que
consiste en encontrar grupos (“clusters”) en un conjunto de puntos. Podemos ver en la
: 3 144 7 3 3

siguiente figura que al resolver “k-means” con esta distancia se pueden encontrar clusters

donde con la euclidea no.

5 0.0-2.55.0-7.510.0 45 < 00-2.55.0-7.510.0

4
B pp75502 10075 50 2

Figura 2.2: Clusters obtenidos al resolver k-means utilizando la distancia euclidea (izquierda) y la dis-

tancia de Fermat con o = 2 (derecha).

En la Figura[2.2] vemos la ventaja de que sea una distancia geodésica, pero no solo esa es
una gran ventaja sino el hecho de que considere también la densidad. Asi, con la distancia
de Fermat, un punto T puede estar méas cerca de un x, que de un x;, por mas que x; esté

a menor distancia geodésica, como ejemplifica la siguiente figura.

Figura 2.3: Vemos en la imagen una superficie M, que podemos imaginar de dimensién mucho menor
que la del espacio ambiente. Los colores representan una densidad que estd soportada en M y que tiene
dos modas alrededor de z; y z2. Las zonas en gris son de muy baja densidad. Si bien Z estd mas cerca
en distancia geodésica de x; que de z3 (es decir que long(I'y) < long(I'2)), en distancia de Fermat se
encuentra mas cerca de xs que de x1. Esto es porque cualquier curva que una a T con x; debe atravesar
una zona donde f es muy pequena por lo que integrar su inversa serd muy grande, mientras que hay curvas

que unen a T con xs y no atraviesan zonas de muy baja densidad. Imagen de Facundo Sapienza [24].



CAPITULO 2. DISTANCIA DE FERMAT 37

Los resultados tedricos que conciernen a la distancia de Fermat se han generalizado
a variedades que no son isométricas a un abierto conexo de R? en [31]. Allf se muestran
resultados en aplicaciones de topologia computacional, particularmente en homologia per-

sistente.



Capitulo 3

Transporte ()ptimo y Baricentro con

distancia de Fermat

En el primer capitulo definimos el problema de transporte éptimo, baricentro de Was-
serstein y algunos resultados de la teoria desarrollada en torno a estos. En el segundo
capitulo hemos definido la distancia de Fermat y su estimador discreto. Teniendo en cuen-
ta las ventajas mencionadas en el capitulo anterior de utilizar una distancia que considere
la superficie en la que se encuentran los datos y su densidad, se trata de un gran candidato
para reemplazar al costo euclideo en el problema de Transporte Optimo. Este capitulo da
formulaciones de la discretizacién de los problemas tedricos de transporte 6ptimo y baricen-
tro de Wasserstein en general y con la distancia de Fermat como costo en particular, define
algoritmos para resolverlos computacionalmente y muestra sus resultados. Dichos algorit-
mos pueden encontrarse implementados en https://github.com/nicocheh/FermatOT.

Si en la formulaciéon de Monge del problema de transporte 6ptimo

min /c(:v, T(z))dp, (3.1)

Typ=v
utilizamos la distancia de Fermat como funcién de costo, podemos naturalmente obtener
transportes y muestras en la superficie, y no por restricciones adicionales impuestas. Esto
sucedera porque la misma funcién de costo nos llevarda a poner puntos en la variedad,
puesto que estar lejos de la superficie aumentara el costo. La interpolacion de McCann
utiliza la naturaleza euclidea (o de la distancia de base) al realizar una combinacién

convexa moviendo las distribuciones por lineas rectas al variar el ¢t ademas de deformarlas;
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si quisiéramos generalizarlo a alguna superficie, deberfamos imponer que esa combinacion
se haga sobre las geodésicas. Si bien no podemos generalizar facilmente la interpolacién de
McCann a la distancia de Fermat, utilizar esta va a forzar que los puntos “viajen”
por la superficie ya que los caminos que minimicen la distancia estaran contenidos en ella,
si esta densamente poblada.

Mas alla del costo que utilicemos, cuando queremos llevar el problema de transporte

éptimo|(3.1)|a una formulacién muestral, tenemos un conjunto de puntos {z; }:=™* samplea-
) =1

dos como muestras i.i.d de la distribucién p que queremos transportar en puntos {y; ;if]y
sampleados como muestras i.i.d de la distribuciéon v. Se pueden tomar dos enfoques: el pri-
mero es buscar qué asignacion de z; a y,(;) minimiza el costo de transporte como en
y el segundo es pensar que los puntos transportados 7'(x;) no tienen por qué ser y;. Esta
ultima formulacién permite no solo obtener muestras distintas de puntos distribuidos como
los y;, sino que ademads no impone la restriccién de tener igual cantidad de puntos z; que
puntos y;. Por estos motivos nos centraremos en la segunda, aunque una breve descripcion
y exploraciéon con la primera puede encontrarse en la Seccion |3.3|

En el caso de dar total libertad a los T'(x;) (deseamos que caigan en la superficie, pero
para eso ayudara usar el costo de Fermat), reformular la integral del problema poblacional

es tan simple como pasarlo a sumatorias, donde llamaremos #; = T'(z;) para simplificar.

Asi, la funcién objetivo a minimizar pasa a ser:
Nz

Z C(ZL‘Z‘, fz),

i=1

donde nos queda imponer la condicién de que Ty = v, cuya versién muestral es que
{#;Y=Ne “tenga la misma distribucién” que {y;}:=1"". Esta condicién muestral puede en-
focarse para expresar esto a partir de la divergencia de Kullback-Leibler (que se puede
formular como un problema de maximizacién [20] [27]) o a través de “feature functions”.
Para este ultimo enfoque, podemos recordar que X e Y tienen la misma distribucion sii
E[f(X)] = E[f(Y)] para toda funcién f en el conjunto de funciones continuas y acotadas
(podria ser en otra clase que lo garantice). Podemos entonces tomar un subconjunto F de

esas funciones e imponer para estas dicha condicion en su versién muestral, o sea

1 & 1 &
— > f(@) =) fly), VfeF
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Estas funciones f € F serdn las que pedirdn que la distribuciones se parezcan en ciertas
“features” o caracteristicas.

Algunos ejemplos de estas f podrian ser:

= Funciones lineales, que igualaran primer momento.
= Funciones cuadraticas, que igualaran el segundo momento.

= Funciones kernel, que trataran de que la densidad alrededor de ciertos centros sea la

misma. Estas se describirdn en detalle mas adelante en .

Asi, esto puede formularse como un problema de minimizacién con restricciones de
igualdad (o relajaciones a desigualdad con una tolerancia ) o puede formularse como un
problema de minimizacién por parte de la funcion de transporte y maximizacién por parte
de la “feature function” (o divergencia Kullback-Leibler). También puede considerarse un
enfoque en el que lo que se busca encontrar es la funcién T' de transporte, parametrizandola
por ejemplo, v no los z;. Si bien esto es mas dificil, permitiria poder transportar puntos
que no son los x; directamente.

Estas ideas y formulaciones para la resolucién del problema discreto aplican para la
resolucién de transporte 6ptimo en general, mas alla del costo que se use. Resulta muy
util conocer el gradiente de la funcién de costo ya que nos permitira utilizar técnicas como
descenso por el gradiente para minimizar la funcién objetivo.

En principio, un problema inicial seria considerar restricciones de igualdad tanto de
primer como segundo momento para una funciéon objetivo con un costo que sea la distancia
de Fermat. Para abordar este problema hay atin varias decisiones a tomar con esta distancia,

que detallamos en la siguiente seccion.

3.1. Definiendo Detalles de Fermat

Para definir la distancia de Fermat discreta de |(2.1)l uno podria utilizar tanto los
puntos x; como los puntos y;, considerando que pueden estar soportados en la misma

superficie y nos dan conocimiento sobre esta. También uno puede tener previo conocimiento
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de esta superficie, con mas puntos que llamaremos s;. Para tratar de poner en contexto de

minimizacion con restricciones a la distancia de Fermat, debemos definir rigurosamente:
= con qué puntos se definird el grafo de la distancia de Fermat. discreta |(2.1)|

= como se definirda para puntos fuera de la muestra.

Y, fundamentalmente:
= cudl es su gradiente, lo que es necesario para casi cualquier técnica de minimizacion.

En principio, precomputaremos la distancia de Fermat en algin conjunto S de puntos
s; que tipicamente contendra también a los x; y a los y;, pero podria no hacerlo.

Para definir la distancia de Fermat entre sq € S y 2z con los puntos .S, precomputamos la
distancia de Fermat en S y luego definimos la distancia como la distancia de Fermat con la
superficie representada obtenida al agregar z a .S, es decir cg .} (S0, 2) que por simplicidad
denotaremos cg(sg, z). El problema de esto tltimo es que recomputar toda la distancia
de Fermat es computacionalmente muy caro y més ain si S consta de muchos puntos.
Podriamos tomar la Definicién que es computacionalmente barata y considerar al
punto y como su vecino inmediatamente mas cercano. Esto es una buena aproximacién si
tenemos muchos puntos s; que dan lugar a una superficie muy poblada, que no tiene por
qué ser el caso de los datos.

Una propuesta intermedia es considerar tan solo una cantidad k£ de vecinos mas cercanos
de z que se encuentren en .S. Podemos pensar que lo que hacemos es utilizar la aproximacion
de considerar los k-vecinos més cercanos de z segun se indic6 en la Observacion que,
como se menciona alli, es también una estimacién consistente de la distancia de Fermat

continua |(2.2)| Si llamamos a estos vecinos $i, . .., sk, extendemos la definicién como:

cs(s0,2) = 4_mfnk cs(s0,8i) + |si — 2|7,

donde cg del lado derecho es la distancia de Fermat discreta con Q = S y con un
«a que omitimos en la notaciéon. En principio en caso que los x; sean parte de S, tenemos
definida la funcién de costo que precisamos para transporte 6ptimo que es ¢(x;, Z;). Si no
son parte de S, habria que redefinirla en caso de que los dos puntos no pertenezcan a S, lo

que se puede hacer de forma totalmente analoga.
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Podriamos repetir lo mismo para ambos y buscar el par de k vecinos mas cercanos
(un vecino del punto inicial y otro del final) que minimicen la distancia de Fermat. Esto
aumenta el costo en complejidad de computarla, ya que una vez elegidos los k vecinos de
cada uno, hay que computar la mejor pareja que es O(k?) en vez de O(k). Otra opcién
seria considerar el vecino mas cercano del punto inicial y aplicar lo antes comentado donde
un solo punto no pertenece a S. Esta es quizas la méas esperanzadora ya que no requiere
mucho computo y porque tipicamente esperamos que las muestras x; de la distribucion
fuente estén en la superficie S. Si n es la cantidad de puntos de S, podemos obtener en
tiempo logaritmico O(klog(n)) los k-vecinos mas cercanos habiendo construido previamente
un KD-Tree [I1] [I2] con los puntos de S, lo que se hace en tiempo lineal O(n). Es una
importante propiedad que el cémputo de los costos sea veloz una vez realizado todo el
precomputo de las distancias de Fermat y armado del arbol, ya que después optimizaremos
sobre esta funcién llamandola varias veces. Si bien los KD-Tree pierden eficiencia en altas
dimensiones con pocos datos debido a la maldiciéon de la dimensionalidad, hay algoritmos
llamados ANN, (“Approximate Nearest Neighbours”) [I3] que implementan una bisqueda
de vecinos aproximada pero mas rapida, que podrian utilizarse en un contexto de altas
dimensiones y pocos datos.

Estas decisiones son quizas bastante razonables a partir de conocer la distancia de
Fermat discreta y querer generalizarla. Lo que quizas no es facil de ver es cémo
definir una estimacion del gradiente para esta distancia que aunque sea tenga cualidades

bésicas deseables en el contexto de optimizacion.

3.1.1. El gradiente de Fermat

Antes que nada, cabe destacar que diferenciar la distancia de Fermat continua|(2.2)| en
una superficie M no es inmediato. En principio deberiamos imponer alguna condicién sobre
M para asegurar que pequenos cambios en el punto final no produzcan grandes cambios
en las geodésicas. En una variedad con una métrica, las geodésicas pesadas de Fermat son
geodésicas si cambiamos la métrica multiplicindola por 1/f”. Bajo esta métrica adecuada,
podemos pensar que la distancia de Fermat es la distancia geodésica de la variedad. En

general, al diferenciar la distancia geodésica al cuadrado d,(z) = d(p,z)* desde un punto
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fijo p, obtendremos —2exp, !(p), donde exp, es la funcién exponencial en el punto z, que
conecta localmente el espacio tangente con la variedad. Es decir, dado un vector v del plano
tangente en x, exp,(v) nos dard un punto de la inica geodésica que pasa por z y tiene
velocidad v. Lo que nos interesa es que —2exp; *(p) apunta en la direccién de la geodésica
de p a x y con norma que, salvo el 2, va como la velocidad de dicha curva. Asi, la direccion
en la que apunta el gradiente de la distancia sera también la misma.

Al calcular el gradiente discreto, pondremos principal foco en que la direccion sea la
correcta, ya que la norma puede ser corregida por el “learning rate” de un algoritmo de
descenso por el gradiente. Para computar el gradiente comenzaremos con el caso en que el
punto inicial estd fijo y pertenece a S y el punto final es un punto que no pertenece a S
esto es lo necesario para definir el gradiente utilizado en transporte éptimo en caso que la
distribucién source (los x;) pertenezca a S. En caso que no, consideramos su vecino mas
cercano y el computo del gradiente sera analogo pero a partir de ese punto.

Definir el gradiente en la version poblacional es una tarea bastante complicada y que sin
duda requiere conocimiento de la superficie como hemos visto, ya que precisa la aplicacion
exponencial. En cambio, si nos basamos en la distancia muestral, esta labor se torna mas
accesible. En principio si el camino no cambiara, es muy facil derivar y obtener que el

gradiente en un punto z sera:

alg — z*7(g - 2), (3.2)

donde ¢ es el antetiltimo punto en el camino minimo de Fermat al incluir a z en S. Si
bien esta parece ser la elecciéon mas directa, sensata y simple del gradiente, conlleva varios

problemas:

= Cuando z estd muy cerca de un punto de la muestra, el gradiente se acerca a 0. Mas
aun, el gradiente vale 0 en los puntos de la muestra. Esto es un claro problema ya que
querriamos que la direccion opuesta al gradiente del costo de ir de wy a z nos vaya
llevando a través del camino hacia wg y que valga 0 al llegar a wy que es el minimo

global de la funcién (y en muchas superficies el tinico minimo).

» Este gradiente se basa fuertemente en el hecho de que el camino 6ptimo no cambia.

Si al mover z un poco el camino 6ptimo sigue siendo el mismo, este gradiente es el
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acertado, pero no lo es en el caso que cambie el camino. Tipicamente, uno espera
que al optimizar e ir moviendo los puntos decida tomar nuevos caminos ya que no
es claro de antemano que tras mover un poco el punto de su geodésica (cosa que

numéricamente sucederd) el camino siga siendo el mismo.

Proponemos como gradiente uno que busque la direccion de méaximo crecimiento en un
entorno. La “localidad” del gradiente estara dada justamente por ese entorno. Para elegir
el gradiente, nos centraremos en que su opuesto nos de una direccién de descenso. Para ello,
podemos considerar los k vecinos més cercanos y quedarnos con el que tenga menor costo
de Fermat de ellos. Una vez elegido ese vecino, computamos el gradiente anteriormente
mencionado, donde en ponemos a tal vecino en lugar de ¢g. Luego, a partir de esta
definicion del gradiente, sabemos que —V nos dara la direccién de méximo decrecimiento
entre los k vecinos mas cercanos. Ahora este gradiente logra resolver algunos de estos

problemas:

= Al acercarse a un punto de S, el gradiente no se anula ya que apuntara hacia otro

vecino.

= En el siguiente dibujo, este gradiente apuntara hacia el vecino rojo, que tiene costo
10, en vez de hacia el vecino azul, que tiene costo 12. Notemos que el camino que
pasa por el punto azul y llega a z tiene menor costo total que el que pasa por el
punto rojo y llega a z. Podemos ver que el gradiente propuesto apunta en direccion
opuesta a un vecino que no necesariamente es un punto del actual mejor camino pero
que si va a hacer descender la funcién de costo si nos movemos en el sentido opuesto
al gradiente. De hecho, tras un paso lo suficientemente largo, la hara descender mas
que si nos moviésemos hacia el vecino azul. Notemos que si se trata de una superficie
con muchos puntos, tomar una cantidad fija (no muy grande) de vecinos sigue siendo
moverse en un entorno local. En resumen, estamos definiendo el gradiente como la
direccion de maximo crecimiento en un entorno, donde ese entorno es mirar los vecinos
mas cercanos del punto en donde queremos diferenciar. Si la superficie estd poblada
esperamos que, al mirar varios vecinos, el gradiente nos vaya llevando hacia el origen

del camino wy.
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9.5 3
10

Wo vecino 2 vecino

3.2. Optimizacion con Restricciones

Sea cual sea el costo, podemos plantear un problema de minimizacién con restricciones

N,

min Z c(x;, ;) (3.3)

S N e
sa. ~— Y f(@)=-=> fw), VfeF

Na = Ny =

i=1 i=1

Aqui F es el conjunto de las “feature functions” y s.a. significa “sujeto a”, que indica
cuales son las restricciones que imponemos a la minimizacién. Siempre que conozcamos el
gradiente de la funcién de costo ¢(z, y) podremos resolver con mayor facilidad este problema
utilizando alguna técnica de minimizacion que aproveche el gradiente, como por ejemplo
descenso por el gradiente. En el caso euclideo computar dicho gradiente es muy simple ya
que este serd 2(y — x) y en el caso de Fermat ya hemos definido el gradiente; podemos
entonces resolver el problema para ambos costos.

El problema se puede resolver con un solver no lineal; en este caso se usé [21])
para hallar el resultado del trasporte 6ptimo con el costo euclideo y con el costo de Fer-
mat. Se dejan correr varias iteraciones (a elegir por el usuario) hasta no haber una clara
mejoria o cambio en la solucion propuesta. El criterio de parada no es tan claro ya que la
eleccién que hacemos del gradiente hace que este no se anule, salvo en el minimo trivial
que generalmente no cumplird las restricciones. Es también importante mencionar que se
puede dar cierta tolerancia en cumplir las restricciones (“constraints”) ya que al tratarse
de una muestra nunca esperamos que coincidan exactamente las E[f(-)]. Dependiendo del
problema y aplicacién puede no ser fundamental encontrar un minimo local sino aproxi-
marse a este como también puede no ser tan importante que las restricciones se cumplan
exactamente.

Utilizando solo como “feature functions” los primeros dos momentos, se realizaron varios

experimentos para ver el comportamiento de las soluciones y del gradiente. En todos los
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casos se utilizé a = 2 para la distancia de Fermat discreta y se consideraron k£ = 15 vecinos

para el calculo del gradiente.

Doble puente

Los puntos s; son los generados por dos normales y dos puentes que los unen, como se

puede ver en la Figura|3.1]
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Figura 3.1: s; del doble puente, en rojo la distribucién source y en azul la objetivo (target).

Primero se resolvié el problema de transporte 6ptimo desde la distribucion roja hacia
la azul, los puntos rojos seran x; y los azules los y;. Inicialmente, utilizaremos sélo “feature
functions” lineales y cuadraticas. Podemos obtener diversas soluciones segiin cual solucién

inicial o factible demos al algoritmo como se observa en la siguiente figura.

xx

K X x x s

Figura 3.2: En azul el resultado del transporte 6ptimo con distancia de Fermat con a = 2 tras 500
iteraciones. Cada linea une a un z; -puntos rojos- con su correspondiente &; -cruces azules-. Izquierda: con
solucién inicial y;. Centro: con solucién inicial x;. Derecha: con una solucién inicial que son todos puntos

iguales (todos en (6,6)) que se refleja en verde.
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Podemos ver en la izquierda de la Figura |3.2] cierto problema: hay puntos de abajo a
la izquierda que se asignan a los de arriba a la derecha, o sea que estan pasando puntos
de abajo por el puente de arriba, que no es lo esperado. Esto es porque la asignacién de
puntos iniciales fue totalmente aleatoria y la configuracién obtenida se trata de un minimo
local. Si bien cambiar asignaciones puede mejorar la funcién, nuestro gradiente no permite
que el método vea que hay del otro lado de la colina local. Si bien podrian aumentarse la
cantidad de vecinos que tiene en consideracion el gradiente para poder ver del otro lado de
la colina, esto a su vez quitaria la localidad del gradiente haciendo que pequenos pasos no
hagan descender la funcién.

Podemos ver en la segunda imagen que el éptimo si parece tener buenas asignaciones;
esto es porque al proponer una solucion inicial igual a la distribucion inicial se logra que
los puntos “viajen” hacia el objetivo. Sin embargo, las tres imagenes no recuperan para
nada una distribucion normal ya que las restricciones impuestas no son suficientes para
hacerlo: solo se busca tener la misma media y varianza y concentrar los puntos en la
llegada del puente permite lograrlo. Para buscar mejorar esto se podrian agregar mas
“feature functions” que recuperen mejor la forma de la distribucién objetivo. Una buena
manera de hacer esto es utilizar funciones que estimen la densidad de dicha distribucién.
Para eso, se seleccionaron centros y se pusieron en cada uno de ellos nicleos (“kernels”)
centrados alli; utilizando también como solucién inicial los x; se obtuvo la solucién de la
Figura [3.3 donde se recupera satisfactoriamente la distribucién objetivo.

Los kernels utilizados fueron de la forma

r — 2o

Foo(@) = K ( . ) = Ky(2 — 2). (3.4)

En el caso de los kernels gaussianos, K es la funcion de densidad de una normal con media
0 y matriz de covarianza I. Esto implica que K} es la funcién de densidad de una normal
con media 0 y matriz de covarianza hl, es decir:
— ]l
1

Khx :—de 2h2, 3.5
() Vo) (3.5)

donde d es la dimension (de =) y h es un parametro a elegir, cominmente llamado ventana

(“bandwidth”) ya que justamente determina el radio alrededor del 2 al cual damos més
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Figura 3.3: En azul el resultado del transporte éptimo con distancia de Fermat tras 500 iteraciones en
el doble puente, con solucién inicial z;. Las cruces amarillas representan los centros de los kernels y los

puntos rojos la distribucién source.

importancia. A menor h, la funcién se concentra cerca de 2y y a mayor h pesan mas las colas.
Cabe destacar que se trata de una funcién de decaimiento exponencial, si bien aumentar el
parametro h nos permite dar mas importancia a zonas lejanas la funcién en si considerara

entornos locales.

Arrollado de dulce de leche

Ahora consideramos puntos en una superficie que se asemeja a un arrollado o pionono
de dulce de leche (también conocida en la literatura como “Swiss Roll”) , como se muestra

en la siguiente figura.

Figura 3.4: Izquierda: Puntos s; que definen nuestra superficie. Los puntos se obtienen de sortear normales
bivariadas y luego aplicarles la funcién g(z,y) = (z cos(az),y, rsin(ax)), con a = 6 en este caso. Derecha:

un arrollado de dulce de leche.
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Si aplicamos el mismo algoritmo de minimizacién con restricciones de primer y segundo

momento obtenemos resultados como se ve en la siguiente figura.
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Figura 3.5: Soluciones de transporte éptimo desde la distribucién violeta (source) hacia la amarilla
(target) utilizando la distancia de Fermat. La superficie S es la determinada por la unién de los puntos de
ambas distribuciones. Izquierda: en azul la solucién inicial provista y en verde la dada por el transporte
de Fermat tras 1000 iteraciones, con o = 2. Centro: idem con « = 3, los puntos quedan mas cerca de la

superficie. Derecha: con dato inicial y; (o sea como la distribucién amarilla) tras 5000 iteraciones.

Podemos ver en la Figura que se obtiene una solucién satisfactoria, que mejora a
partir de una solucién inicial muy mala. Al comparar la imagen de la izquierda con la del
centro, vemos claramente en la soluciéon que aumentar el a hace que el costo le de mas
importancia a que los puntos estén cerca de la superficie. Notemos que las soluciones sélo
cumplen la restriccion de primer y segundo momento, si se deseara obtener una distribucion
que se parezca aun mas a la objetivo habria que incluir maés restricciones, por ejemplo
kernels. La imagen de la derecha ilustra que al empezar con una solucién inicial buena
(de hecho es la distribucién objetivo) y buscar minimizar la funcién de costo, los puntos
tienden a concentrarse en puntos de la superficie.

Notemos que esto puede ser una buena forma de obtener una nueva muestra de una dis-
tribucién (la objetivo). Si quisiéramos obtener més datos con dicha distribucién podriamos
tomar datos de alguna otra distribucién (que serd la source) y transportarlos a la objetivo.
Esto suena mas esperanzador ain si la distribucién source estd soportada en la misma
superficie que la objetivo, lo que puede darse si tomamos distribuciones (o datos) que pre-
senten rasgos en comun o que provengan de un mismo ambito. Podriamos no sélo obtener
nuevos datos sino también saber como transportar los datos source, que podrian generarse
sintéticamente, en los datos fuente, que podrian ser datos reales.

Vemos en la Figura[3.6)1o que Fermat aporta, donde resolvemos el mismo problema pero
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en lugar del costo de Fermat ponemos el costo euclideo. Utilizar costo de Fermat codifica

informacion de la superficie en la misma funcién de costo, y no solo en las feature functions.
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Figura 3.6: En azul la solucién inicial provista y en verde la dada por transporte éptimo euclideo con
restricciones de primer y segundo momento. El solver terminaba satisfactoriamente en 74 iteraciones pues

la funcién de costo es convexa y simple. Se obtenia la misma solucién con distintos datos iniciales.

3.3. Optimizacién Combinatoria

En la seccion anterior hemos resuelto el problema de transporte 6ptimo optimizando
sobre las variables T'(x;), imponiendo que estos puntos tengan la misma distribucién que los
y;- Otra forma de abordar esto podria ser encontrar qué asignacion de x; a yq(;) minimiza el
costo. Notemos que esta solo sera ttil cuando la cantidad de muestras sea la misma en ambos
casos y ademas no nos permitira obtener nuevas muestras de la distribucion objetivo. Con
este enfoque, podemos pensar al problema de transporte 6ptimo como uno de optimizacion
combinatoria si ambas distribuciones tienen la misma cantidad de muestras. Basicamente
estamos resolviendo el problema que se trata de un problema bastante estudiado.
Uno podria resolver esto para cualquier costo utilizando algin algoritmo como simplex por
ejemplo. La matriz de costo en nuestro caso serd la que contiene los pares de distancias de
Fermat entre puntos de source y target. Para resolver esto se utilizo la funcién ot.emd de

la librerfa POT (Python Optimal Transport).
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Doble puente invertido

Inicialmente veamos un caso similar al doble puente, donde la distribucién fuente y la
objetivo estdn compuestas por dos normales, pero con distintas conexiones como muestra

la siguiente figura.

-2

-3 -3

T =% ; : ; . ; ; ;

Figura 3.7: Izquierda: Puntos s; de la superficie S (rojos, azules y amarillos), en rojo el source y en azul
el target. Derecha: en igual color los puntos que fueron asignados unos con otros al resolver el problema
de transporte 6ptimo con el costo de Fermat con o = 3, en cruces los puntos s; que no son ni de source ni

target.

Usar aqui el costo de Fermat da una asignacién bastante distinta a la del costo euclideo,
que seria similar a una traslacion. Vemos efectivamente que en la Figura los puntos de
arriba a la izquierda se asignan con los de abajo a la derecha y los de abajo a la derecha
con los de arriba a la izquierda ya que “viajan” por los puentes amarillos.

Podemos utilizar este enfoque para resolver también el problema del baricentro. Ahora
precisamos brindar mas informacion porque el baricentro sera definido en un nuevo lugar.
Uno puede pensar que una distribucién se puede representar computacionalmente como un
conjunto de muestras, todas con igual importancia, es decir a las cuales le asignamos igual
peso como hemos hecho hasta ahora. Sin embargo, uno también podria elegir un conjunto de
puntos fijo que actiie como soporte de la distribucién, que podria ser por ejemplo una grilla
del espacio, y asignarle pesos a cada uno de esos puntos, como si se definiera una distribucion
discreta; los pesos dicen que constante acompana a cada delta de Dirac. Si tomamos este
enfoque, la distribuciéon source y target seran un conjunto de pesos y el baricentro que
estamos buscando también lo serd; estas tres distribuciones estaran definidas en un mismo

soporte. En nuestro contexto podemos realizar el analisis en la superficie S, es decir, hallar
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el baricentro en S.

Parabola

En este caso, usando la funcién ot.bregman.barycenter de la libreria POT (que resuelve
una regularizacion del problema del baricentro -no utiliza exclusivamente optimizacién
combinatoria- ), se obtienen resultados para el baricentro de dos normales en una superficie

como una parabola, como se ve en la Figura [3.8
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Figura 3.8: En todos los graficos los puntos son el soporte que coincide con la superficie S, representada
por los s;; la escala de colores representa los pesos que se le asignan a la delta de Dirac en cada punto.
(i) Una distribucién a la que tomamos baricentro (ii) La otra distribucién (iii) Baricentro con el costo de
Fermat con pesos w; = 1/2 y a = 2 (iv) Idem pero con el costo de Fermat sin elevar al cuadrado (v)

Baricentro con pesos 0,8 y 0,2 con el costo de Fermat y o = 2.

Vemos en la imagen (iii) de la Figura que la solucién del problema del baricentro
se encuentra sobre la geodésica, ya que alli se minimiza el costo y que se encuentra en un
lugar intermedio de la geodésica que une los centros de las dos nubes de puntos. En dicha
figura vemos también la importancia de tomar las distancias al cuadrado en el baricentro:
si no hacemos esto, como se trata de una distancia, es indistinto dénde poner el baricentro
siempre que caiga en la geodésica (revisar Comentario [1.3.7)). Esto es lo que sucede en (iv),
donde obtenemos un baricentro no deseado, aunque nos muestra claramente la “geodésica
dada por Fermat entre ambas distribuciones”.

Por su parte, el enfoque de programacién lineal puede ser muy ventajoso para obtener
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transportes entre distribuciones que son sumas de deltas de Dirac, pero tiene sus limita-
ciones para el baricentro ya que precisa un soporte definido si uno no utiliza la distancia
euclidea (problema bastante estudiado y con muy buenas soluciones, ver libreria POT
[22])). Si quisiéramos dar mayor libertad dando un soporte con muchos puntos, se dificul-
tarfa mucho el cdlculo de las distancias de Fermat dos a dos (algoritmo O(n?) -que puede
aproximarse con menor complejidad-). Mas aun, los enfoques de programacién lineal son
lentos para muchas aplicaciones practicas ya que son O(n?). Utilizar programacién lineal
requiere las distancias precalculadas, mientras que si hacemos una optimizacién no lineal
podria pensarse alguna forma de ir aproximando la distancia de Fermat y calculando a la
vez la solucién que uno quiere, sea de transporte éptimo o baricentro.

Ademas, en la optimizacion no lineal no hay un soporte fijo y justamente se pueden
obtener nuevos puntos fuera de la superficie y muestras. Sin embargo, el algoritmo propuesto
no puede llevarse a resolver el problema del baricentro. Esto es porque si bien se trata de
minimizar la suma de los costos de problemas de transporte éptimo, deberiamos calcular
a cada paso el transporte 6ptimo desde el baricentro hacia cada distribucion y, en base a
eso, ir modificando el baricentro para mejorar la funciéon objetivo. Esto seria muy lento
ya que cada iteracion consiste en resolver el problema de transporte 6ptimo antes descrito
tantas veces como distribuciones haya, haciendo que el computo sea demasiado lento. La
seccidn busca mostrar como podemos resolver el problema del baricentro con un enfoque
de optimizacién no lineal y basado en muestras. Antes de eso veremos una aplicacion de
transporte 6ptimo con costo de Fermat, que brinda resultados muy distintos a los obtenidos

por el costo euclideo.

3.3.1. Color Transfer con Fermat

Color Transfer es una aplicacién de transporte 6ptimo que ya hemos comentado (ver
Figura. Utilizaremos imagenes que se componen de vectores en R3, de tamafio 178 x 283,
es decir de 50374 pixels. Querremos transportar una imagen en otra, es decir 50374 puntos
en otros; esto seria computacionalmente muy caro sin utilizar alguna regularizacion que
facilite el problema y permita utilizar un algoritmo como el de Sinkhorn-Knopp [33] que es

mucho mas veloz que simplex. Para estudiar puramente el efecto del costo de transporte
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resolveremos el problema sin ninguna regularizacion. Computaremos el transporte con una
cantidad acotada de puntos, tomando 2000 de cada imagen elegidos aleatoriamente. Luego,
para transportar otro punto zo utilizaremos “transport map-up sampling” (ver férmula
(4.1) de [30]). Si el vecino més cercano (en distancia euclidea) a xy de quien conocemos el

transporte es xy e y; es el transportado de este x1, esto consiste en proponer al transportado

de zg como yo = 1 + (zg — 7).

— —

Figura 3.9: Izquierda y centro: Dos imédgenes, transferiremos color de una a otra. Derecha: se grafican las
coordenadas rojo y azul de los 2000 pixels elegidos aleatoriamente de cada imagen.

Transferiremos color de una imagen a la otra y viceversa, con las imagenes que se ven
en la Figura [3.9] Aplicaremos a todos los pixels el transporte previamente aprendido con
2000 de cada imagen, utilizando ot.emd de la libreria POT. En la siguiente figura vemos

los resultados para la distancia euclidea y la de Fermat con o = 2 como costo.

Figura 3.10: Color Transfer en ambos sentidos de las imdgenes de la Figura Arriba: costo euclideo

al cuadrado. Abajo: costo de Fermat al cuadrado con o = 2.
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Vemos en la Figura que los colores se transfieren de forma opuesta, lo que se
puede entender al observar la imagen de la derecha de la Figura [3.9} Si alli consideramos
la distancia euclidea, tendriamos un transporte similar a una traslaciéon, que asigna a los
valores con alto rojo y bajo azul (abajo a la derecha) valores con alto azul y rojo (arriba a
la derecha). En cambio, si consideramos la distancia de Fermat, tendriamos un transporte
que asigne a los valores con alto rojo y bajo azul (abajo a la derecha) los de bajo azul y

rojo (abajo a la izquierda).

3.4. Minimax: Baricentro “Sample Based”

Para aplicar el algoritmo propuesto en la Seccién y calcular el baricentro p de
[, - - -, [ con pesos w; tendriamos que resolver muchos problemas de transporte 6ptimo a
cada paso: los que van desde la distribucién baricentro p (que estamos optimizando) hacia
cada una de las y;. En el caso euclideo es claro que actualizar un punto de g como el
promedio pesado de los puntos a los que fue transportado hacia cada una de las yu; es una
buena eleccién, sin embargo al utilizar el costo de Fermat u otro costo no hay una forma
tan clara de actualizar ese baricentro y ver como irlo mejorando. Podriamos pensar quizas
en sumar (pesando con w;) los gradientes de los costos de cada transporte desde p hacia p;,
sin embargo esto es costoso e ineficiente ya que requiere resolver k problemas de transporte
optimo a cada paso. Mas aun, habria que definir “feature functions” de antemano para cada
transporte. Ademds, sumar pesadamente gradientes que estdan contenidos en la superficie
puede dar un resultado que se salga de esta lo que no es para nada deseable porque estamos
buscando un baricentro soportado alli.

Mas alla del costo que usemos, hay también una desventaja que presenta utilizar “fea-
ture functions”: la distribucion se parecera solamente en esas funciones que le imponemos.
Para evitar esto podemos pensar en un enfoque minimax, en el cual queremos minimizar el
costo entre todos los posibles transportes a la vez que queremos expresar como una maximi-
zacion el cumplir la restriccién de que las distribuciones “se parezcan” (sea el transportado
de source con target en transporte 6ptimo o los transportados de todas las distribuciones p;
entre si en baricentro). Esto se puede formular como una maximizacion si a la funcién ob-

jetivo le sumamos un término no negativo multiplicado por A que valga 0 cuando se cumple
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la restriccion. Si la restriccion no se cumple, podemos tomar A tan grande como querra-
mos para maximizar. Tenemos una minimizacion y maximizacion a la vez, cosa que puede
pensarse como un juego de dos rivales: los transportes jugaran a minimizar el lagrangiano
mientras que las “feature functions” jugaran a maximizarlo. Para formalizar esto, genera-
licemos el problema del baricentro, donde en vez de tener finitas u1(x), ..., ur(x) pasamos
al caso continuo donde tenemos una conjunta p(zx, z). Ahora tomamos baricentro sobre las
p(+|z). Esto funciona no sélo en el caso de que z sea categérico (que es el baricentro entre
finitas distribuciones) sino también en el caso que sea continuo. El transporte 7" dependera

ahora también de z. Luego, el problema es:

mjin//c(x,T(x,z))p(x, 2)dxdz, sa. Typ(-lz) =p Ve (3.6)

Notemos que aqui ponemos como restriccion que, independientemente del z, todas las
distribuciones se transporten a la misma distribucion u, que sera el baricentro. Como
hemos dicho, vamos incluir esta tltima restriccion en el funcional a minimizar, siguiendo la
propuesta de [23] que es aplicable para cualquier costo en general. Para ello, denotemos y =
T(x,z) a los puntos transportados que representaran la distribucién baricentro; podemos
pensar que la distribucién representada es la empirica, es decir, la suma de d,, con pesos
uniformes (como en con b; = 1/n). Notemos ahora que Y = T(X,Z) deberfa ser
independiente de Z pensandolos como variables aleatorias, ya que todos los transportados
de las distribuciones van a parar al mismo baricentro p independientemente de qué z

provengan. Si son independientes sabemos que Txp(y, 2) = v(y)n(z), de donde

[ [P 2pteint: = [ [ Pl Tapty vtz = [ [ P2y
(3.7)

Luego, si pedimos que para todo y suceda que E,[F(y,-)] = 0 (donde E, denota que toma-
mos esperanza sobre la variable z), tendremos que se anula, es decir que 0 =

= [ [ F(T(z,2),2)p(x, z)dxdz. Tenemos entonces que se anula si y solo si y es inde-
pendiente de z que es justamente lo que queremos imponer al calcular el baricentro. Pode-
mos, en vez de imponer que la E,[F(y, )] = 0, restar directamente la esperanza para garanti-

zarnos esto. Asi, el término que queremos agregar serd [ [ (F(y, z) — E,[F]) Tup(y, z)dydz,
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dando lugar al siguiente problema de minimax (minimizacién y maximizacién):

mTi’n mgx/ / c(z, T(x,2)p(x, 2) + (Fy, 2) — E,[F]) Tep(y, 2)dydz. (3.8)

El funcional al que le aplicamos minimax en es el lagrangiano L que lo podemos
separar en dos partes: L. que se refiere al costo de transporte y Lr que codifica si las
distribuciones transportadas se parecen o no. Ahora, la funciéon objetivo se puede llevar
facilmente al caso discreto: las integrales pasan a ser sumas y las esperanzas promedios.
Otro aspecto importante es que aqui no aparece el baricentro p en el problema a resolver.
Es por esto que tomaremos la formulacion de en vez de la de En un enfoque de
minimax uno tiene ademas la ventaja de no fijarse en ciertas I’ determinadas, sino que la
F se irda adaptando segin T'; podemos interpretarlo como un juego entre dos jugadores que
compiten.

En [23] se propone evitar la maximizacién sobre todas las funciones, llevandola a una
maximizacion en un parametro. Esto se logra eligiendo una F' en particular que codifique
bien dicha maximizacién y que sea dependiente de T'. Para ello dan dos elecciones de F
como propuesta, veremos y utilizaremos la primera que es tomar F(y, z) = Tup(y|z). Esta
funcién es adecuada ya que logra que el término que agrega en el lagrangiano (el Lp) sea
siempre mayor a 0 y se anule solo si las distribuciones transportadas se parecen. Esto es lo

que nos dice la siguiente proposicién (Proposition 1 de [23]).

Proposicién 3.4.1. Si F(y,z) = Tup(y|z), Lr = [ [ (F(y, z) — E,[F]) Tup(y, z)dydz es

estrictamente positivo salvo que Typ(y|z) sea independiente de z.

Demostracion. Recordando que Tup(y, z) = v(y)n(z), tenemos que

Le= [ ( [ P tsotlamia - [ P, z)Ez[Fm(z)dz) dy

Si aqui reemplazamos F'(y, z) por Txp(y|z) obtenemos

Ly = / (B [Ty (y])] — Ea[Typ(y])]?) dy.

Basta aplicar la desigualdad de Jensen que nos da que la integral sera estrictamente
positiva salvo que (fijado el y) Tup(y|-) sea constante, es decir que T p(y|z) sea indepen-
diente de z. Podemos sino pensar que la varianza es siempre no negativa y sélo es 0 cuando

se trata de una constante. O
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Asi, el término agregado sera nulo cuando se cumple la restriccion de para alguna
1, que es justamente lo que queremos: que las distribuciones transportadas sean la misma
independientemente del z. Esta F' en particular penaliza la dependencia en z de Tup(y|z2).
Luego, si tomamos la maximizacion en F' de solamente sobre las funciones de la forma

F(y,z) = NTxp(y|z) obtenemos el siguiente problema a resolver:

T

s [ oo, T, N)pto, e+ 0 [ (Taotole) = [ Toptolintuldn ) Topty, 2y
(3.9)

Ahora si estamos en condiciones de expresar este problema a partir de las muestras. No
parametrizaremos los transportes 1" sino que optimizaremos directamente la variable y =
T(z,z). De esta manera, lo tinico que queda determinar es la versién discreta de Ty p(y|z)
fijado el z. Esto se puede hacer mediante cualquier estimacion de densidad condicional, en

particular utilizaremos la de Nadaraya-Watson [25] que nos da

> Koy, yi) Ko (2, 2:)
> Koz, )

donde K, y K, son ntucleos a eleccion que en nuestro caso fueron tomados como nucleos

Typlyl) ~ (3.10)

gaussianos (ver |(3.5)). Notemos que esto se puede expresar como » . K,(y,y;)Z;y donde
Z‘k _ Kb(zlm Zl)
T Kz, 2))

es una matriz precomputable. Luego, tenemos que

Esto es muy ventajoso ya que los valores z no cambiaran, por lo que

Toolul2) — [ Toptulun(u)du = Typlul2) - E{Tyol ~ > Kl ) (20— 282,
(3.11)

con N el tamano de la muestra. De aqui podemos definir C;; = Z;; — % > & Zir y aproximar
como Y . K,(yi,y;)Cy con C' una matriz precomputable.

En el caso en que las variables de z sean simplemente etiquetas (o sea que z sea una
variable categdrica, que nos separe en grupos, sin ninguna nocién de distancia entre las z)

tendremos que Z;; = 1=, donde N; = #{z : zr = z}. Podemos pensar esto como

1
N;
un caso limite en que tomamos la ventana b del nicleo muy pequena. Una vez definida
la matriz C' ya no seran relevantes los kernels en z y solo trabajaremos con los K,, que
notaremos K} también, es decir, llamaremos h en vez de a al “bandwitdth” de los kernels

en y.
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En [23], la Proposicién 4 muestra con una simple cuenta que en el caso discreto Lg es

siempre positivo, como comentamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.2. Si las matrices K, y K, (con entradas K,(yx,yi) Kp(zk,2i)) son se-

midefinidas positivas, la discretizacion de Ly es no negativa, es decir Y., Kq(yi, yi)Cay > 0

Demostracion. En la discretizacién de L estamos haciendo el producto punto a punto de
la matriz C' y la matriz K, es decir su producto interno en el espacio de matrices. Notemos
que si ambas matrices son semidefinidas positivas, C' : K, = Z“ K,(yi;,y1)Cy > 0. Para
ver esto, se puede observar que C' : K, = tr(CK?!) y usar que K, es simétrica para ver
que equivale a tr(CK,). Luego, al descomponer K, en una base de autovectores vy, ..., v,
con respectivos autovalores Ay, ..., A, > 0, obtenemos que C': K, = Y. \;(Cz;, x;) serd no
negativo si C' es semidefinida positiva.
Veamos que C' es semidefinida positiva para completar la demostracion.

1
T
x Cx = E 2;C; x5 = g xiZi,j%_N g Tl kx5 =
0,

i.j i,5,k

1 1
= inZi,jxj — N inZi,k(xj — Tk -+ xk) = _N szzz,k(x] — Ik) =
Z?]

i,5,k .5,k

— inzm(g;k —T) = (21— F) Ziplry — T)

ik
Como Z es semidefinida positiva por construccion, pues K, lo es, se sigue que la iltima

sumatoria es positiva y por ende C' es semidefinida positiva. O

Comentario 3.4.3. Los nicleos gaussianos son definidos positivos y nos aseguran que se

cumpla la hipétesis de la Proposicion [3.4.2]

Estamos ahora en condiciones de proponer un algoritmo que resuelva el problema dis-

creto, que es

in m4 i Yi) A D Kalyi, u)Ca. 3.12
rrgnmgx;c(x i) ; (yi, y1)Cal (3.12)

Para resolver esto uno podria optar por un algoritmo de minimax, pero siendo que la maxi-

mizacién se da solo sobre un escalar es una posibilidad utilizar un método de penalizacion
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donde vamos minimizando en y mientras que vamos aumentando A\ progresivamente, como
se propone en [23]. En esencia, la forma de aumentar X es tal que el gradiente de L tenga
componente positiva en Lg, es decir que siempre mejoremos, aunque sea un poco, en la
condicion de que las distribuciones se parezcan. Cudnto exigimos mejorar en esa direccién

se vera dado por un pardmetro § (llamado « en [23]), de forma que:
(VL,VLp) > B(VLr, VL. (3.13)

En particular, se sugiere que se tome 3 de forma adaptativa ya que en caso de haber un
optimo local para un valor de A\, obtendremos que para actualizar se propone 3+ A, donde
suena razonable que [ crezca como \ para que la actualizacién sea significativa. Es decir, si
A es el valor de A en el paso n-ésimo, para obtener \,,; tomaremos = w)\, conw € (0, 1).

Ademas de la eleccion de 8 que refleja la velocidad con la que crece X hay otro pardametro
muy sensible del algoritmo que es h, el “bandwidth” de los kernels. Notemos que un h muy
grande no tendrd ninguna nocién de localidad y por ende buscard hacer que las medias
coincidan, mientras que un h muy chico verd mas detalle pero puede ser tan local que
si las distribuciones se encuentran inicialmente lejos nunca se acerquen. Podemos ver en
la siguiente imagen la importancia de h y la sensibilidad a este valor en un problema de
baricentro con el costo euclideo.

h=0,5 h =10 h =100

i-!.l.( a° x e :
i - Lﬁ'
x %

0

Figura 3.11: Primeras 100 iteraciones del algoritmo propuesto para el problema de baricentro con costo
euclideo entre tres normales con distintos valores de h fijos. Las muestras de las distribuciones z; se ven
representadas con puntos de distintos colores (segtin su valor z;). El baricentro y; = T(x;,2;) se ve con
cruces que tienen el mismo color que su x; respectivo. En todos los casos se ejecuto el algoritmo con w = 0,6

y )\0 = 071.

La Figura|3.11| muestra claramente la desventaja de tomar tanto un h muy grande como

uno muy chico. Notemos que la matriz C' tiene entradas positivas para los y; que tienen un
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mismo z; y entrada negativa para los que tienen distinto z;; es decir que al minimizar lo que
buscamos hacer es alejarnos de los puntos de igual z y acercarnos a los de distinto valor de
z. Al tomar h pequeno, los kernels no llegan a tener en cuenta puntos lejanos y en el caso
de la Figura [3.11] solo tienen en cuenta a puntos de su misma distribucién, por lo que la
Unica forma de minimizar el lagrangiano es alejandose entre si. Es por esto que con h = 0,5
se observa que las distribuciones agrandan su varianza. Esto se puede ver teéricamente si
toméaramos un costo ¢ = 0 y buscdsemos maximizar el término Lg (ver , cosa que se
logra maximizando la varianza, como hemos visto en la Proposicién [3.4.1] A su vez, en la
imagen de la derecha vemos que tomar un h muy grande logra acercar las medias pero no
ve mas detalle ya que no distingue entre puntos cercanos, lo que da como resultado que las
tres distribuciones se trasladen pero sus varianzas no se ajusten. Vemos en la imagen del
centro que con un h intermedio esto se logra correctamente. Uno podria fijar el h, pero seria
muy dependiente de cada caso encontrar un h que funcione correctamente y poco general.
Una posible propuesta para solucionar esto es ir modificando el A paso a paso: inicialmente
un h alto permitird que las distribuciones se acerquen pareciéndose en media y luego un h
pequeno permitird mas detalle y que las distribuciones se parezcan en otras caracteristicas.
Dos opciones posibles con buenos resultados son tomar un h muy grande e ir achicandolo
paso a paso, o tomar a cada paso un h que dependa del desvio estandar de los y actuales
quizas con alguna constante que asegure que al principio las medias se acerquen, por lo que
al estar muy separadas las distribuciones el h sera grande y al acercarse sera mas pequeno.

Otro parametro sensible es el “learning rate”, es decir cuan grande es el paso en la
direccion del gradiente. Tipicamente en técnicas de descenso por el gradiente se sigue alguna
regla (Armijo, Wolfe, etc.) que asegure descenso con un paso lo mas grande posible, que es
lo que haremos en nuestro caso como se sugiere en [23] (cambiando quizds la constante 2,01
por la que se multiplica el learning rate tras cada iteracién). Seguiremos lo alli propuesto
pero con un pequeno cambio para no quedarnos estancados en algin \: cuando el gradiente
se anule (i.e. muy pequeno) resetearemos el learning rate actual al learning rate inicial
(o lo aumentaremos considerablemente) y multiplicaremos A por una constante vy (que
tomaremos como 1,1). En caso de que A > A4, devolveremos el valor actual ya que hemos

llegado al valor méaximo de A y tenemos un gradiente nulo, es decir, un éptimo local.
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Hasta aqui hemos revisado la propuesta de [23] para resolver algoritmicamente el proble-
ma baricentro de Wasserstein con un costo en general para el cual conozcamos su gradiente.
Con todo lo necesario definido, ya podemos resolver el problema de baricentro con costo de
Fermat. Resolviéndolo en una superficie donde ya hemos visto el resultado esperado (ver

la Figura [3.8]), obtenemos el baricentro para distintos valores de h fijos como se ve en la

h=0.2 h=0.5 h=0.8
1 1 1
° “ £ “ *
1 Faca X S8 &%
- x Xl X -1 S = -1 ;;3&
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Figura 3.12: Primeras 300 iteraciones del problema de baricentro con costo de Fermat con a = 2 en
la superficie de puntos amarillos con distintos valores de h fijos. Las muestras de las distribuciones x; se
ven representadas con puntos de distintos colores (segun su valor z;), el baricentro y; = T(x;, 2;) se ve
con cruces que tienen el mismo color que su x; respectivo. En todos los casos se ejecuto el algoritmo con

w=0,05y A =1.

En la Figura [3.12] vemos resultados no satisfactorios salvo quizas para h = 0,8. Nue-
vamente vemos el mismo efecto que tiene h sobre la forma en que inicialmente se acercan
ambas distribuciones. El problema ahora es de una distinta naturaleza: los kernels estan
evaluados en distancia euclidea; por lo que al tomar un A grande las distribuciones tienden
a igualar sus medias pero lo hacen sin tener en cuenta la superficie, porque la distancia
euclidea no lo hace. Esto se ve claramente en h = 1,4,10 de la Figura 3.12] All{f también
se ve que en caso de tomar h pequeno la varianza se agranda llevando nuevamente a va-
rios puntos lejos de la superficie. Es por esto que la estimacién de densidad que estamos
utilizando es incorrecta en este contexto: si bien el costo de Fermat lleva a que los puntos

caigan sobre la superficie, no es suficiente ya que los kernels euclideos no lo hacen.
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3.4.1. Kernels de Fermat

Para resolver transporte éptimo en la Seccién [3.2] utilizdbamos funciones test al com-
parar que coincidan las E[f(-)] de los transportados y la distribucién objetivo; si esto lo
hiciéramos sobre todas las f obtendriamos que la distribuciéon es la misma ya que si la
distribucién coincide en el espacio ambiente, lo hara también en la superficie. Sin embargo,
por la contribucién de [23] de proponer una f particular que este atada al transporte T' que
simplifica notablemente la resoluciéon computacional del problema, nos estamos limitando
a una unica f. Si mantenemos los kernels euclideos esta tnica f no tendria en cuenta a
la superficie y trataria de acercar las distribuciones logrando que estas se parezcan en el
espacio euclideo y no en el de la variedad que es lo que buscamos. La ventaja de los kernels
gaussianos (ver es que estan definidos a partir de una distancia, por lo que podemos
cambiar la distancia euclidea || - || por la distancia de Fermat. Podemos también conocer
el gradiente de estos kernels haciendo regla de la cadena, utilizando la ya dada definicion
del gradiente de Fermat. Tenemos todos los ingredientes necesarios para correr el algoritmo
en este contexto. Ahora al tener un h grande, esperamos que las medias se acerquen pero
que lo hagan moviéndose por la superficie. Los puntos se moveran por la geodésica pesada
de Fermat para unirse, esto es exactamente lo que queremos y que recrea lo que sucede
en el espacio euclideo, donde los puntos se acercan en la linea recta que los une. Si bien
el nicleo da més peso a un entorno local, con una ventana grande se tendra en cuenta a
puntos lejanos y la gran diferencia se va a dar en que los gradientes que apuntan hacia esos
puntos van a ser geodésicos y por ende va a ser una buena decisién seguir la direccion que
estos proponen.

Ahora entonces los ntucleos K, utilizados en el espacio de las y han cambiado, siendo
kernels gaussianos con la distancia de Fermat en lugar de la euclidea. Para poder realizar
el mismo algoritmo debemos ver que la estimacion hecha en siga siendo buena, o
corregirla para que lo sea. Los ntcleos en z no cobran relevancia ya que simplemente son
la parte condicional y como vimos puede considerarse que estimamos con ), K,(y, vi) Zik
donde Z es una matriz de coeficientes que no cambia, que sin perdida de generalidad
podemos obviar para estudiar la estimacién de densidad en y. Abordaremos entonces el

problema de estimar una densidad en una variedad con kernels de Fermat. La estimacion
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por nicleos en variedades riemannianas fue estudiada por Pelletier en [28]. Alli se define
en una variedad M de dimensién d (con su métrica ¢ y distancia d;) un estimador de una

densidad f a partir de X; ~ f i.i.d. como

donde 0, es la funcién que refleja la densidad de volumen en puntos cercanos a ¢, es decir

que compara areas entre el plano tangente y la superficie. No ahondaremos en 6 y lo
supondremos constante (cosa que sucede en superficies que tienen curvatura constante, o si
su curvatura no varia mucho 6 tampoco lo hard). El nicleo K utilizado debe ser un kernel
isotrépico, como el gaussiano que utilizamos. El siguiente teorema muestra la consistencia
de dicho estimador (ver mds detalle sobre condiciones en el Teorema 3.1 de [2§], como

también la demostracién del mismo) .

Teorema 3.4.4. Bajo condiciones de reqularidad de f y una ventana r lo suficientemente

pequena, se tiene que
Efllfo = Fllzmy = O (n=V49) |
es decir, que el estimador es consistente con convergencia en sentido L?.

Para obtener la consistencia de los kernels de Fermat nos apoyaremos fuertemente en

este resultado, debiendo modificar dnicamente la distancia geodésica d, utilizada en la

definicién del estimador de|(3.14)|por la distancia de Fermat d 7> donde f es la densidad con

la que se define la distancia de Fermat (ver|(2.2)]). Notemos que si f es constante dy(p,-) =

ds(p, ) fs (p). Bajo hipdtesis de suavidad de f, podemos suponer que esto valdré localmente,
que es el contexto que miran los nicleos con r pequeno. Luego, podemos considerar un nuevo

estimador f

N di(p, Xi)\ 1 1 dy(p, Xi)
Fnl) = n ZZI HXi(deK ( r ) o n 121 exi(p)TdK < rfA(p) ) (3.15)

donde si llamamos 7 = r f#(p), obtenemos que

) 1 fP dy(p, X; . 1 1 dy(p, X;
f”(p):E;ei(g;dK< (pf )):f (p)<5;9&(p)fd;(( (pf )))

(3.16)
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donde en la 1ltima igualdad simplemente usamos la relacién g = QT. Luego, utilizando
el Teorema M, podemos ver que fr(p) — f(p) fo1. Esto nos da que simplemente
reemplazar la distancia euclidea por la de Fermat no es un estimador correcto sino que
debemos dividir por fo‘_l. A su vez esta f no es conocida, por lo que debemos estimarla.
Podemos hacerlo nuevamente via estimaciéon de densidad por nicleos con centros en s; que
son los puntos que definen la superficie S de Fermat. Aqui se podria pensar naturalmente
en dos caminos: usar kernels euclideos o de Fermat. Utilizar kernels euclideos seria arruinar
toda la estimacion basada en la variedad M por lo que tomaremos el segundo camino. Al
estimar f con kernels de Fermat, obtendremos que la convergencia es a ff*! = f*, por lo

: . S . a—1
que si queremos estimar f*~! debemos corregir elevando a la :
Q@

Asi, en vez de estimar con |(3.11), la estimacion que realizamos serd

Zz’ Ka<yl7 yz)Czl
1 (a=1)/a’
- <Z]~ Ka(%%’))

(3.17)

donde m es la cantidad de puntos s; en la superficie de Fermat. Para mayor eficiencia
computacional podriamos considerar solo alguna cantidad de vecinos s; a la hora de estimar
f en el denominador.

Ahora si, podemos utilizar el algoritmo con kernels de Fermat ya que esta estimacién
es correcta. Dividir por la densidad (elevada a la a — 1) aporta a la hora de calcular el
gradiente: donde haya baja densidad de Fermat, el gradiente sera muy grande y donde haya
alta densidad de Fermat sera chico. Esto ayuda a que los puntos se mantengan cerca de la
superficie. Hay también que destacar que si fx, fuese una constante distinta de 1 no es un
problema ya que esto seria absorbido por el pardmetro A que vamos incrementando (ver
(3.12)]). También cabe destacar que no conocemos la dimensién d de la variedad, por lo que
es imposible normalizar correctamente con 1/h%, pero nuevamente es algo que A absorbe.
En caso de conocer la dimensién de la variedad en la que viven los datos normalizaremos
correctamente, si no simplemente no lo pondremos. No es una buena idea normalizar con
D la dimensién del espacio ambiente ya que de ser muy grande los ntcleos serian muy
pequenos, trayendo problemas numéricos.

En el algoritmo, hemos llamado h a la ventana a de los kernels. La actualizacién de h

ahora debe hacerse con cuidado: utilizar el desvio estandar no es una buena idea ya que
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nuevamente esto subyace en la distancia euclidea, una versiéon simple de modificar esto es
considerar un d-cuantil de las distancias de Fermat dos a dos de los transportados y; (que
aprovechamos ya hemos calculado, pues la necesitamos al calcular la matriz de los kernels
dos a dos). En el caso z categérico, esperamos que en general haya que tomar un § lo
suficientemente grande para tener en cuenta a los puntos de las otras distribuciones, con el
recaudo de que un 0 demasiado grande puede dar poca precisién en que las distribuciones
se parezcan, como hemos visto con h grande. Veamos entonces el resultado que se obtiene

en la misma superficie al poner los kernels de Fermat.
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Figura 3.13: Solucién del algoritmo al problema de baricentro con costo de Fermat con o = 2 en la
superficie de puntos amarillos. Las muestras de las distribuciones x; se ven representadas con puntos de
colores azul y rojo (segin su valor z;), el baricentro y; = T'(x;,2;) se ve con cruces que tienen el mismo
color que su z; respectivo. Vemos el resultado tras 150 iteraciones. Se ejecuté el algoritmo con w = 0,01,

Mo =10y & = 0,65

Herradura con ruido

Consideramos ahora una superficie en que la geodésica que une las dos distribuciones
apunte en un sentido opuesto a la linea recta que las une. Ademas hemos agregado ruido a
la superficie, cosa que se parece mas a situaciones reales. Si utilizaramos kernels euclideos, el
gradiente de L llevaria a ambas distribuciones a juntarse en el centro, lo que es inadecuado.
La siguiente figura muestra que los kernels de Fermat son los que hacen que los puntos viajen

por la herradura abriéndose inicialmente para luego juntarse.
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landa0: 10, beta_adapt: 0.2 landa0: 10, beta_adapt: 0.2 landa0: 10, beta_adapt: 0.2

Figura 3.14: Solucién del algoritmo al problema del baricentro con costo de Fermat con o = 2 en la
superficie de puntos amarillos. Vemos al comenzar el algoritmo (iteracién 0) a la izquierda, iteracién 100 en
el medio e iteracién 201 a la derecha (cuando se alcanza el A4, = 10000 con gradiente de norma < 10’7).

Se ejecuto el algoritmo con w = 0,2y A\g =10y § = 0,65.

Vemos en la Figura[3.14] que se alcanza un baricentro con éxito. En la imagen del centro
los puntos viajan por la superficie en busca de mejorar el término Lp, es decir que las
distribuciones se parezcan, cosa que no sucedia con kernels euclideos. En la imagen de la
derecha vemos la presencia de puntos “que se quedan en el camino’, lo que se debe a que el
h de los kernels se achico y esos puntos quedaron fuera de la ventana de quienes estan cerca
del baricentro. Si bien esto no es para nada grave, se podria evitar quizas considerando un
h muy grande cada determinadas iteraciones para no dejar puntos atras.

En resumen, el algoritmo ahora tiene como parametros a definir por el usuario:
» § € (0,1), que indica el cuantil que tomamos, es decir cuan grande tomamos h.
» w € (0,1), que nos indica cuan rapido aumentara A.

= 7, que nos dice cuanto aumentar A\ en caso de quedarnos trabados en un éptimo local

para ese \.

= )\g que es el A inicial, A\, que es el A maximo que permitimos, el learning rate
inicial y la constante por la que lo multiplicamos en cada paso. Estos son todos
pardmetros también libres en [23], donde los tltimos dos se refieren més al descenso

por el gradiente como técnica que a este algoritmo en si.

= k, que es la cantidad de vecinos a considerar en el calculo de la distancia de Fermat

y su gradiente para puntos que no son s;, es decir que no estan en la superficie.
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De estos parametros, § es muy relevante porque, como hemos visto, el algoritmo es muy
sensible al “bandwidth” de los kernels y § controla eso. El resto de los parametros no son
tan importantes si se toman en escalas correctas, aunque si tendran sus consecuencias. Los
parametros w 6 v muy grandes pueden dar poca importancia a que el costo se minimice, por
crecer A muy rapido, mientras que si se toma muy pequeno se haran muchas iteraciones.
El parametro g afectara exactamente de manera inversa: si es muy pequeno se necesitaran
muchas iteraciones y si se toma muy grande puede que no se le de importancia al costo. El
parametro \,,,, nos da una condicién de corte si no limitamos la cantidad de iteraciones,
pero en esencia esto es la versién computacional del infinito al que hacemos tender . Los
parametros del learning rate simplemente nos indican cuan conservadores o arriesgados
trataremos de ser en los pasos que siguen al gradiente, mientras estén en el orden correcto
esto no afectara demasiado mas que eventualmente hacernos dar muchas iteraciones por ser
muy pequenos. Por su parte, k cobra importancia como lo hacia al considerar Fermat en el
grafo de k-vecinos mas cercanos que muy similar a lo que estamos haciendo al calcular la
distancia y el gradiente para puntos fuera de la superficie. Si pensamos en la convergencia
del caso discreto al caso poblacional, necesitamos que k crezca hacia co a medida que
consideramos mds puntos, por ejemplo de forma k o log(n) (ver Comentario .

Otro algoritmo quizds mas sencillo y que mostré mejores resultados fue el de hacer un
método de barrera clasico. A diferencia del algoritmo propuesto en [23] que va aumentando
A a medida que minimiza en y, se podria resolver para un valor de A el problema hasta
conseguir un éptimo local y luego aumentar A\, por ejemplo multiplicandolo por un factor
fijo mayor que 1. En este algoritmo v juega ese rol y no hay parametro w. La actualizacion
de X propuesta en [23] (ver |(3.13)) no es adecuada para un contexto no euclideo: que el
gradiente de L tenga proyeccion positiva en el gradiente de Ly no parece ser una buena
condicién ya que podria apuntar hacia afuera de la superficie (por ejemplo en un circulo, si
L.y L lo hacen en direccion tangencial con sentidos opuestos y el gradiente de L apunta
hacia el centro, este puede tener proyeccion positiva en Lp pero es sin duda una mala
eleccién, dando una direccién en la que no se descenderd y estancando al algoritmo).

Numéricamente hay problemas al alejarse de la superficie, ya que si un punto se en-

cuentra lejos de esta, su distancia de Fermat a cualquier otro serd muy grande. Esto puede
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suceder para valores altos de A, cuando el costo no tiene mucha importancia. Un punto
que se alejé de la superficie sélo se movera si la ventana h de todos los demas puntos es
suficientemente grande. Esto motiva a tener un h grande, pero que sea grande a su vez no
permitird resolver detalles ni que las distribuciones se parezcan realmente (ver la imagen
de la derecha de la Figura , o hasta podria empeorar detalles ya resueltos. Para evitar
que los puntos salgan de la superficie podemos proponer que a cada paso un e-cuantil no se
agrande ademas de que el lagrangiano disminuya para efectivamente descender, con £ < 4.
De esta forma, la distancia de Fermat entre los puntos no se puede agrandar mucho y por
ende los puntos no podran “salirse” de la superficie. Podriamos a la vez proponer un enfria-
miento del h, es decir, en vez de tomar siempre un d-cuantil con ¢ fijo, podriamos considerar
un 0 que disminuya, empezando en dy en las primeras iteraciones y terminando en € en las
ultimas. La forma propuesta para actualizar § es € + (§ — €) x 1, con n € (0,1) una tasa
de enfriamiento fija cercana a 1. Con estas modificaciones, se obtuvieron buenos resultados

para mas superficies ademas de para las ya mencionadas con el algoritmo anterior.

Arrollado de dulce de leche

Volvemos al caso del arrollado de dulce de leche, donde ahora tomamos baricentro entre

dos grupos de puntos en los extremos de la superficie, como muestra la siguiente figura.

2 00 —02 —p4-06-08-10

5
E g

Figura 3.15: 1000 puntos en la superficie del arrollado, en rojo dos grupos a los que tomaremos baricentro.

Al aplicar el algoritmo de baricentro esperamos ver una distribuciéon que se encuentre en
un punto intermedio de la superficie y que tenga una varianza intermedia, ni tan pequena
como la del grupo del centro ni tan grande como la de la cola del arrollado. Esto se puede

ver en la siguiente figura.
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Figura 3.16: En amarillo los transportados del grupo de la derecha y en verde los del grupo de la izquierda.
El algoritmo se corrié con parametros A\g = 0,01, v = 1,5, « = 2, k = 30, A\jee = 100, n = 0,95. Izquierda:
0o = 0,9, e = 0,8. Centro: Jp = 0,9, ¢ = 0,8 . Derecha: jy = 0,95, ¢ = 0,8.

Un h grande es necesario para que se acerquen al principio las distribuciones y puedan
parecerse, aunque sea, en media; por eso se tomo d, como 0,9 o 0,95. Sin embargo, es
importante que el “bandwidth” se achique luego para poder resolver detalles y que las dis-
tribuciones se parezcan en otras caracteristicas. Aqui entra en juego la tasa de enfriamiento
1y el valor € que pondra el tope inferior de enfriamiento. Podemos ver en la Figura la
importancia de los parametros dy y €, que reflejan la importancia de como ir actualizando
los valores de h, la ventana del niicleo. En la imagen de izquierda jamés achicamos el § (pues
do = €), por lo que si bien el h se achica al juntarse los puntos, no lo hace lo suficiente ya
que siempre es muy cercano al diametro de los transportados, lo que no permitira resolver
detalles. En la imagen del centro,  se va enfriando entre 0,9 hasta 0,8 y las distribuciones
se parecen mas y se resuelven mas detalles. Finalmente en la imagen de la derecha vemos

mas claramente este efecto.

Altas dimensiones

Si bien encontrar vecinos exactos (cosa que hacemos al utilizar un KD-Tree) no es muy
eficiente para altas dimensiones, se busca ver en este ejemplo si la alta dimensionalidad
afecta al algoritmo en general mas alla del tiempo. Para esto, se realizéo un ejemplo en 10
dimensiones de espacio ambiente pero con una superficie de dimensién 2, donde las dos
primeras sean las significativas. Se muestra a continuacién la distribucion de los puntos
y la superficie. La superficie de Fermat a considerar fue la unién de los puntos de las

distribuciones y la superficie. El resultado obtenido fue el siguiente:
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Figura 3.17: En puntos azules y rojos dos normales con distinta varianza, los puntos x;. En amarillo

3

la superficie de Fermat dada por puntos de la funcién z° con x € [—1,1,5] y con ruido uniforme dos

dimensional en [0,0,3] x [0, 0,3]. Se grafican sélo dos de las 10 dimensiones de los puntos, las restantes son
con ruido uniforme en [0, 0,3] para todos los puntos. Las cruces representan los transportados y;. Se ejecuté

el algoritmo con parametros Ao = 0,0005,~v = 1,5,y = 0,95, = 0,7.

7z continuo

Tener valores de z continuos puede también ser frecuente. Una posible aplicacion seria
una donde la variable z sea irrelevante, aportando variabilidad que no deseamos y de la cual
nos queremos independizar encontrando el baricentro. Aqui no tenemos grupos de datos
que se distinguen por una etiqueta z como utilizamos en los ejemplos hasta aqui, sino
que z es continuo y su valor conlleva una nocién de distancia. Al permitir que z sea una
variable continua y deje de ser categorica, se pone en juego la importancia de los ntcleos K
utilizados en la estimacién de densidad condicional . Estos nucleos conllevan utilizar
una distancia en el espacio de las z. Podemos tomar la distancia euclidea en este espacio
inicialmente, para ver que el algoritmo se adapta sin ningin tipo de problema. Para esto,
se tomd la misma superficie del caso anterior y se sortearon valores de z; que darian lugar a
muestras z;, como muestra la imagen de la izquierda de la siguiente Figura[3.18 Al aplicar
el algoritmo se encontré el baricentro en un caso de z continuo como muestra la imagen
de la derecha de dicha figura. Todos los algoritmos utilizados se encuentran implementados
en el repositorio https://github.com/nicocheh/Fermat0T, donde se generan también los

ejemplos sintéticos mostrados en este trabajo.


https://github.com/nicocheh/FermatOT
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Figura 3.18: Los z; fueron generados con dos normales de media —0,5 y 0,7 y varianza 0,25 y 0,1
respectivamente. Los z; se generaron como (z;,2} + ¢;) donde g; ~ U—0,2,0,2)- Izquierda: se grafican en
azul y rojo los z; y en amarillo la superficie. Derecha: se grafican los transportados de los puntos iniciales

(x4, 2;). Se ejecutd el algoritmo con pardmetros n = 0,8, \g = 0,01,y = 1,5,00 = 1,6 = 0,7.



Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos visto como combinar el problema de transporte 6ptimo
y baricentro de Wasserstein con la distancia de Fermat, previamente introducidos en los
capitulos 1 y 2 respectivamente. Considerando que hay muchos casos donde ciertos datos
se ven muy bien explicados en dimensiones mucho menores a las de su espacio ambiente, es
deseable poder transportarlos adecuadamente en una superficie de menor dimension, donde
realmente se encuentran y explican, en vez de en el espacio ambiente. Asi, uno consideraria
distancias geodésicas en la variedad subyacente aunque desconocida; mas atn, la distancia
de Fermat tiene en cuenta la densidad de los puntos también, dando méas “confianza’ a
zonas donde hay mas datos. Con esta motivacién, la introdujimos como funcién de costo
en el problema de transporte 6ptimo, comprobando que es adecuada para transportar
dentro de la variedad. Se definié una version discreta del gradiente de la distancia de
Fermat para poder realizar descenso por el gradiente. La definicién de dicho gradiente y
los algoritmos propuestos no requerian recalcular la distancia de Fermat, por lo que esta
podria ser precomputable con un conjunto de puntos s; que definen la superficie por la cual
queremos transportar los datos.

Para abordar el problema de transporte éptimo y baricentro con costo de Fermat se
estudiaron varios enfoques: optimizacion combinatoria, con restricciones y minimax. La pri-
mera con dificultad de escalar a gran cantidad de datos y con la imposibilidad de generar
nuevas muestras de la distribucion objetivo; la segunda muy dependiente de las caracteristi-
cas impuestas como restricciones y la tercera como una buena solucion a esto ultimo aunque
conllevando resolver un problema mucho més dificil y sin técnicas generales robustas. A la
hora de resolver el problema del baricentro con este tltimo enfoque, se siguié un método
que facilitaba la maximizacién reduciéndola a solo un parametro pero a cambio requeria
realizar estimaciones de densidad en dicha variedad. Las estimaciones se realizaron por
medio de nucleos, que utilizan una distancia entre los puntos. Utilizar la distancia euclidea
para esto no es adecuado tampoco ya que si bien localmente es similar a una distancia
en la variedad, difiere mucho de una distancia deseable al utilizar ventanas grandes en los

ntcleos; en cambio, la distancia de Fermat si resulta adecuada.
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Trabajo Futuro

Esta seccion resume lineas e ideas en las que se estd trabajando y/o ain no se ha

profundizado, que podrian ser interesantes para continuar y ahondar el trabajo realizado.

= Demostrar tedricamente que la propuesta de gradiente empirico de la distancia de
Fermat converge al gradiente de la distancia en su versiéon poblacional. Un buen

primer paso seria probarlo en superficies isométricas a un conexo de R".

= Estimar la dimensién de la variedad, para poder escalar adecuadamente los nticleos,

siguiendo [29] en vez de [2§] a la hora de estimar densidades sobre la variedad.
» Encontrar ejemplos més alla de los datos sintéticos y aplicaciones a datos reales [34].

= Aplicar la versién empirica del gradiente de Fermat en otro contexto. El gradiente
resulta 1til en cualquier contexto de optimizacién y su cémputo es veloz dados los

vecinos y habiendo precomputado las distancias de Fermat.

» Estudiar las caracteristicas de la estimacién de densidad por kernels de Fermat y su
eficiencia respecto de otras formas de estimacién de densidad en variedades descono-

cidas.

= Realizar una implementacion que utilice ANN en vez de un KD-Tree, para poder ser

eficiente en altas dimensiones a la hora de encontrar vecinos.

= Agregar alguna penalizacién por irse de la superficie, en vez de proponer que un

cuantil no se reduzca.

= Utilizar la distancia de Fermat en la estimacion de densidad de los z en el problema
del baricentro (ver|(3.10))). Esto podria combinarse con resolver el baricentro euclideo

o de Fermat, es decir usando costo y estimacién euclideos o de Fermat en y.

4
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