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Introducci�on

En el a~no 1947, George Dantzig desarrollaba el algoritmosimplex , un m�etodo
novedoso y sencillo de resolver problemas lineales.

Figura 1: Un joven
George Dantzig

Los problemas lineales son aquellos que pueden ser
descriptos con restricciones y objetivos lineales respecto
de las variables. Se podr��a decir que son, en cierto sentido,
los problemas m�as simples que uno puede construir.

A�un as��, r�apidamente se encontrar��a el enorme poten-
cial en estos problemas que con modelados sencillos re-
solv��an cuestiones cruciales de la vida cotidiana. Cuestio-
nes como encontrar caminos de distancia m��nima o asignar
personas a realizar diferentes tareas era ahora mucho m�as
f�acil.

Adem�as, con los a~nos (y a�un hoy en d��a, de ma-
nera exponencial) llegar��an cada vez m�as avances, tan-
to en el sentido de algoritmos m�as so�sticados como
en el de m�aquinas m�as poderosas que ayudar��an a que
fuera mucho m�as r�apido resolver este tipo de proble-
mas.

Hoy en d��a la programaci�on lineal y mixta es utilizada en los m�as diversos campos
de conocimiento. Las herramientas disponibles para resolverlos, incluso las gratuitas
son cada vez m�as potentes y las m�aquinas tienen una capacidad de c�omputo que
crece d��a a d��a.

Esto hace que pueda cualquier persona resolver problemas tan variados como
complicados. Siempre y cuando, claro est�a, sea capaz de hacer un buen modelado
del problema entre manos.

Un buen modelado incluye tambi�en la capacidad de traducir un problema que
en apariencia no es lineal a uno que s�� lo es. Logrado esto, se puede aplicar el ya
nombrado algoritmosimplex m�as algunas otras herramientas modernas y encon-
trar �optimos o casi �optimos en tiempos muy cortos de ejecuci�on.
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Sports scheduling

Uno de los tantos campos en los que se us�o la programaci�on lineal y mixta es
en el de los deportes. Quien haya visto la pel��cula((Moneyball))(2011) sabe que la
matem�atica y el deporte tienen una estrecha relaci�on desde hace a~nos. En particular,
el sports schedulingse ocupa de decidir qui�en juega contra qui�en, cu�ando y d�onde
buscando alg�un objetivo espec���co.

Para esto se vale principalmente de m�etodos de programaci�on entera,constraint
programming y heur��siticas de varios tipos.

El sports schedulingha sido aplicado en los �ultimos a~nos, por ejemplo, en la liga
de f�utbol de Chile [14], las eliminatorias sudamericanas del mundial de f�utbol de la
FIFA [15], en ligas de b�asquet [17] y dehockeysobre hielo [16] en Estados Unidos.

Tambi�en ha sido utilizado recientemente en el torneo masculino de b�asquet en
Argentina [5]. El presente trabajo, de hecho, toma como punto de partida la inves-
tigaci�on realizada para resolver este �ultimo problema.

De los distintos problemas que ataca elsports schedulinghay una familia espe-
cialmente interesante por su simplicidad a la hora de formularlo y su complejidad a
la hora de resolverlo. Se trata de un problema usual en el deporte: armar un campeo-
nato donde cada equipo juegue contra el resto dos veces, una vez de local y otra de
visitante (llamado un double round robin), minimizando la distancia total viajada
por los equipos.

Llamado traveling tournament problem(o TTP ), propuesto por primera vez por
Kelly Easton, George Nemhauser y Michael Trick en 2001 [1], re�une dos condiciones
muy com�unes en los campeonatos a trav�es de los distintos pa��ses y deportes: un
torneo con formatodouble round robiny el deseo de viajar lo menos posible.

Estos dos objetivos, el primero uno de factibilidad y el segundo de optimizaci�on,
son fuerzas tirando en direcciones opuestas y hacen de este un problema sumamente
interesante y sobre todo dif��cil de resolver. Mientras que el problema del viajante
(TSP por sus siglas en ingl�es) puede ser resuelto sin problemas para instancias de
varios miles de ciudades elTTP se vuelve pr�acticamente imposible con un poco
m�as de 10 equipos.

Cualquier estrategia, cualquier heur��stica para resolverlo ser�a, entonces, bienve-
nida.

La liga argentina de Voleibol

Y de todos los deportes, de todas las ligas del mundo, nos va a interesar prin-
cipalmente la del Voleibol en Argentina. El torneo principal (LVA) es un torneo de
dos etapas: la fase regular con formatodouble round robiny una segunda fase de
play o� en formato eliminatorio.

En la primera fase, como es l�ogico, hay un deseo de minimizar distancias. Esto
convierte autom�aticamente al problema en unTTP .
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>C�omo se arma el�xture hasta ahora? Aprovechando que las fechas se juegan en
d��as apareados (jueves y s�abado o viernes y domingo) y que los equipos se pueden
dividir en parejas (aunque no siempre, como veremos), se resuelve unTTP para
parejas de equipos y parejas de fechas. Esto hace que se gane en complejidad (hay
la mitad de variables) pero se pierda, claro est�a, en optimalidad.

Luego de analizar ventajas y desventajas, propondremos un nuevo sistema, m�as
parecido al de laNBA, donde los partidos pueden jugarse cualquier d��a de la semana
y se rompe el concepto de parejas. Esto incurrir�a en mejoras en la distancia viajada
por todos los equipos durante el torneo, manteniendo adem�as restricciones y pedidos
espec���cos de los equipos.

Contenido

En el Cap��tulo 1 estudiaremos la programaci�on matem�atica. De�niremos la clase
de problemas y construiremos una soluci�on: el m�etodosimplex.

Adem�as, presentaremos los problemas enteros y mixtos con otra propuesta de
resoluci�on: el Branch & Bound.

En el Cap��tulo 2 presentaremos elTraveling Tournament Problem, desde su de-
�nici�on, sus casos especiales y sus variantes. Veremos tambi�en algunas estrategias
para facilitar la resoluci�on de problemas espec���cos.

En el Cap��tulo 3 veremos el problema de la liga de voleibol argentina como una
aplicaci�on pr�actica de lo discutido en los dos cap��tulos anteriores. Se analizar�a la
estrategia de resoluci�on utilizada hasta ahora para armar el�xture y luego se pro-
pondr�a una nueva estrategia, detallando los modelos matem�aticos, las ventajas y
desventajas.

En el Cap��tulo 4 veremos los resultados num�ericos de aplicar la nueva estrategia
para el armado de�xtures . Para eso compararemos lo ya hecho en las temporadas
2017/2018, 2018/2019 y 2019/2020 con nuestros�xtures hipot�eticos.

Cada una de las temporadas tiene caracter��sticas propias particulares que nos
har�a tener que cambiar la forma de atacarlo.

En el Cap��tulo 5, �ultimo cap��tulo, daremos las conclusiones del trabajo y nom-
braremos los posibles pasos para seguir estudiando el tema.
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Un peque~no apartado sobre nomenclaturas

>Voleibol? >Voleybol? >Volleyball? >Voley? >Volley? >Cu�al es la forma correcta
de nombrarlo? >Hay alguna correcta?

Para decidirnos quiz�as sea pertinente remontarnos al origen de la palabra.

En 1895, en Holyoke, Massachusetts, EEUU, William G. Morgan inventaba un
juego llamadomintonette, por ser un derivado delbadminton. El mintonette se ju-
gaba con cualquier cantidad de jugadores y una red en el medio. El objetivo era
pasar una pelota de un lado a otro lado de la red, tras una cantidad de golpes con
las manos no limitada.

Figura 2: Un juego demintonette, antece-
sor del moderno V�oley

Tras ver que el juego se jugaba con
golpes de volea, se lo empez�o a conocer
r�apidamente comovolley ball que luego
pasar��a a ser volleyball, su nombre ac-
tual.

La palabra inglesavolley viene del
franc�es vol�ee cuyo origen est�a en el
verbo lat��n vol�are y signi�ca \Gol-
pear algo (una pelota usualmente) an-
tes de que toque el suelo". Golpear
una pelota en pleno vuelo, podr��amos
decir. El ADN de nuestro depor-
te.

Pero, >c�omo nombrarlo en castellano?. En lugar de traducir el nombre y llegar
a horribles resultados como \pelota voladora", \pelotavolea" (\balonvolea" existe
incre��blemente) se escogi�o en general el camino del extranjerismo adaptado llegando
a soluciones como \voleibol", \v�oleibol", \volibol" o \v�olibol" seg�un la regi�on. Es
decir, se intent�o reproducir la fon�etica adaptada a las reglas de escritura de nuestra
lengua. Las \y" intermedias y las \ll" quedan entonces descartadas.

Para de�nirme entre estas opciones recurrir�e entonces a laACLAV , que en su
mismo nombre nos da la soluci�on:Asociaci�on de Clubes de la Liga Argentina
de Voleibol . Notar que, al no llevar tilde, la palabra \voleibol" est�a acentuada en la
�ultima s��laba, diferenci�andola del caso de \v�oleibol", tambi�en ampliamente utilizada
en la Argentina.

As�� es que, solo por el bien de la consistencia, utilizar�e de ahora en m�as la forma
voleibol para referirme al deporte, alternando con la abreviaci�onv�oley sobre la
cual, por suerte, no hay ninguna discusi�on o duda de c�omo escribirla.
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Cap��tulo 1

Programaci�on matem�atica

La programaci�on matem�atica u optimizaci�on matem�atica es la t�ecnica de en-
contrar la mejor opci�on de un conjunto de alternativas. Es una de las ramas m�as
apasionantes de la matem�atica y una con gran aplicaci�on al mundo real. Sin muchas
veces saberlo, aplicamos t�ecnicas de optimizaci�on a diario en nuestra vida cotidiana,
ya sea eligiendo un camino para ir a un lugar, acomodando cajas en un ba�ul, jugan-
do un juego o haciendo transacciones �nancieras. Incluso uno puede arg•uir que las
acciones m�as desinteresadas y altruistas llevan intr��nsecamente una optimizaci�on.
Al �n y al cabo, para lograr un mundo mejor, tenemos que de�nir primero qu�e sig-
ni�ca \mejor" y m�as importante, qu�e cosas podemos y no podemos hacer. Y a esto,
b�asicamente, se resume un problema de optimizaci�on.

La idea b�asica es esta: tenemos un conjunto de alternativas \posibles" y queremos
encontrar la mejor opci�on (o las mejores opciones). Nuestras alternativas disponibles
va a ser un conjuntoA al cual llamaremos \regi�on de factibilidad" y vamos a tener
de�nida una funci�on f : A 7! R com�unmente llamada \funci�on objetivo" la cual
vamos a querer minimizar o maximizar.

Es decir (en el caso de minimizaci�on por ejemplo), queremos hallarxo 2 A tal
que f (x0) � f (x) 8x 2 A, sin importar, a priori, si existe m�as de unx que lo
cumpla. En este caso diremos que el �optimo se alcanza enx0 con un valor def (x0).

Dicho esto, es importante notar que un problema de maximizaci�on puede ser
f�acilmente convertido en uno de minimizaci�on de�niendo f̂ = � f . El �optimo de
esta minimizaci�on va a ser �optimo del problema original, ya quêf (x0) � f̂ (x) ()
� f (x0) � � f (x) () f (x0) � f (x) para cualquierx.

Por lo que todo lo que se diga de minimizaci�on es replicable a maximizaci�on y
usar�e de ahora en m�as la minimizaci�on para hablar del problema general.

Cuando estamos enRn vamos usualmente a de�nir la regi�on de factibilidad
mediante una serie de restricciones sobre las variables

5



Minimizar f

Sujeto a : R1

R2

...

Rm

Donde las restricciones pueden estar dadas por ecuaciones o inecuaciones.
La forma def y de lasRi van a de�nir el tipo de problema que estamos tratando,

siendo uno de los m�as t��picos la programaci�on lineal u optimizaci�on lineal, donde
tanto f como lasRi son lineales respecto de las variables. La optimizaci�on lineal es
tan importante y ha sido tan ampliamente estudiada que suele nombrarse a toda la
otra inmensa familia de problemas como problemas \no lineales" a secas.

Como dice un viejo dicho, esto es como separar al universo en bananas y \no
bananas".

Pero la raz�on de esta clasi�caci�on es que los problemas lineales tienen sorpren-
dentes propiedades de las cuales podemos hacer uso, como veremos a continuaci�on.

1.1. Optimizaci�on lineal

Los problemas de optimizaci�on o programaci�on lineal tienen la caracter��stica de
que la regi�on de factibilidad est�a dada por ecuaciones e inecuaciones lineales y la
funci�on objetivo tambi�en es lineal en las variables del problema.

Se suele escribir el problema generalizado lineal de la siguiente manera:

Minimizar
nX

i =1

ci x i

Sujeto a :
nX

i =1

a1i x i � b1

...
nX

i =1

ami x i � bm

x i � 0 8i 2 f 1; : : : ; ng

Es f�acil ver que cualquier problema lineal donde las restricciones no son inecua-
ciones con menor o igual pueden reducirse a esta la forma est�andar. Por la naturaleza
de estos problemas, pareciera no tener sentido a priori tener desigualdades estrictas.
De cualquier modo, vamos a trabajar de ahora en m�as con conjuntos cerrados, por
lo que pedimos que en las restricciones tambi�en valga la igualdad.
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As�� de�nido el problema, tenemos la gran ventaja de poder escribirlo en modo
matricial, mucho m�as compacto:

Minimizar c T x

Sujeto a : Ax � b

x � 0

Con c; x 2 Rn , A 2 Rm� n y b 2 Rm . Adem�as se entiende que la �ultima l��nea
signi�ca que cada coordenada dex es mayor o igual a 0. Esta forma es llamada
tambi�en la \est�andar".

>Por qu�e nos importan estos problemas? >Qu�e tienen de especial? Las regiones
formadas por estas restricciones forman un pol��topo (generalizaci�on de un pol��gono)
convexo y, como veremos en breve, siempre vamos a poder hallar un �optimo en alguno
de los v�ertices del pol��topo (si este tiene alg�un v�ertice y si existe alg�un �optimo),
transformando as�� el problema a uno con �nitos puntos. Esto hace que el problema
sea much��simo m�as f�acil de resolver y m�as importante: nos da la posibilidad de
descubrir �optimos globales, algo en general imposible en los problemas \no lineales".

Ve�amoslo brevemente.

Vamos primero a de�nir formalmente qu�e es un v�ertice.

De�nici�on 1. Dado C � Rn ; C 6= ; cerrado y convexo, diremos quex 2 C es
un punto extremo de C si no existenx1; x2 2 C distintos y � 2 (0; 1) tales que
x = �x 1 + (1 � � )x2

Unos p�arrafos atr�as pusimos un condicional sobre si un pol��topo ten��a v�ertices o
puntos extremos. >No tienen todos los pol��topos puntos extremos?

Bueno, no siempre. Basta ver queC = f (x; y) 2 R2=x � 0g, semiplano deR2,
por lo tanto un pol��topo, no tiene puntos extremos.

Sin embargo, resulta ser que los casos en los que no tienen puntos extremos son
poco interesantes para nosotros y f�acilmente caracterizables: b�asicamente son los
conjuntos que contienen una recta.

Pero para poder demostrar este hecho vamos a tener que dar algunas de�niciones
y teoremas sobre loshiperplanos separadores

De�nici�on 2. Seap 2 Rn un vector no nulo yb un n�umero real, llamaremos a las
soluciones de la ecuaci�on linealp1x1 + p2x2 + � � � + pnxn = b un hiperplano de Rn

y lo notaremosH (p; b). Esto es,H (p; b) = f x 2 Rn = p:x = bg

De�nici�on 3. Decimos que un hiperplanoH (p; b) separa los conjuntos X e Y
� Rn si para todox 2 X y para todoy 2 Y se cumple quep:x � b � p:y. Adem�as,
cuando decimos queH separa al conjuntoX del punto x, en realidad nos estamos
re�riendo a que separaX del conjunto f xg.
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Figura 1.1: Semiplano izquierdo

De�nici�on 4. Decimos queH (p; b) es unhiperplano soporte o quesoporta al
conjunto X si se da queX est�a completamente de un lado deH y H toca a X en
al menos un punto. Esto es, si se cumple quep:x � b o p:x � b para todo x 2 X y
adem�as existe un puntox0 2 X con p:x0 = b, es decir, x0 2 H (p; b)

Figura 1.2: El
conjunto con-
vexo C siendo
soportado por
el hiperplano
H (p; b), con
b= p:x0

Teorema 1. SeaC � Rn un conjunto cerrado convexo y no vac��o. Entonces para
cada puntox que no pertenezca aC existe un hiperplanoH (p; b) soporte deC que
separa aC de x
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Demostraci�on
Seax =2 C y seax̂ el punto deC m�as cercano ax. Es f�acil demostrar que este punto
existe, solo haciendo uso del hecho queC es cerrado y no vac��o.

Sea ahorap = x̂ � x y seab = p:x̂. Vamos a ver que entoncesH (p; b) soporta a
S y separa aS de x.

Primero veamos quep:x < b. Tenemosp:x̂ � p:x = p:(x̂ � x) = p:p. Comox̂ 6= x,
se tiene quep 6= 0, y por lo tanto p:p > 0. Por lo tanto p:x̂ � p:x > 0, esto es,
p:x < p: x̂ = b, que es lo que busc�abamos.

Ahora veamos que todoC se encuentra \del otro lado" deH . Es decir, que para
todo x 2 S se tienep:x � b. Seax 2 C y asumamos por un instante quep:x < b.
Para cada� 2 (0; 1) de�namos x � = (1 � � )x̂ + �x . Como C es convexo yx; x̂ 2 C,
tenemos quex � 2 C para todo � . Vamos a mostrar que para valores su�cientemente
chicos de� tendremosd(x; x � ) < d (x; x̂), una contradicci�on, ya que supuestamente
x̂ minimizaba la distancia dex a C.

Veamos primero

x � � x = (1 � � )x̂ + �x � x

= ( x̂ � x) + � (x � x̂)

= p + � (x � x̂)

Ahora veamos qued(x; x � ) < d (x; x̂), o lo que es lo mismo, quejjx � x � jj 2 <
jjx � x̂jj 2

jj x � x � jj 2 = ( x � � x):(x � � x)

=
�
p + � (x � x̂)

�
:
�
p + � (x � x̂)

�

= p:p+ 2�p: (x � x̂) + � 2jj x � x̂jj 2

= jj x̂ � xjj 2 + �g (� )

Donde g(� ) = 2( p:x � p:x̂) + � jjx � x̂jj 2. Y como hab��amos quep:x < b = p:x̂,
tenemos que l��m� ! 0 g(� ) < 0 y por lo tanto para valores chicos de� vamos a tener
que jjx � x � jj 2 < jj x̂ � xjj 2.

Pero aqu�� logramos la contradicci�on que quer��amos llegar, qued(x; x � ) < d (x; x̂).
Como esto no puede pasar, concluimos quep:x � b para todo x 2 C. Adem�as, es
obvio quex̂ 2 H (p; b).

Teorema 2. SeaC un conjunto convexo, cerrado, no vac��o y seax un punto en la
frontera de C. Entonces existe un hiperplano soporte deC que contiene ax.

Demostraci�on:
Como x est�a en la frontera deC, para cadan 2 N la bola abierta B(x; 1

n ) contiene
un punto xn =2 C.Notar que l��m xn = x.

Por el teorema anterior podemos a�rmar que para cada uno de estosxn podemos
armar un hiperplanoH con un pn 6= 0 2 Rn tal que

8x 2 C pn :x � pn :xn
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Esto es
8x 2 C pn :(x � xn ) � 0

Asumamos sin p�erdida de generalidad quejjpn jj = 1. Con esto ubicamos a nuestra
sucesi�onpn sobre la esfera unitaria deRn , que es compacta. Por lo que la sucesi�on
f png tiene una subsucesi�on convergente que llamaremosf pnk g. Tambi�en llamemos
al l��mite p, que cumplir�a, l�ogicamente jjpjj = 1. En particular, x 6= 0.

Tenemos entoncesf xnk ! xg y f pnk ! pg y

8x 2 C pnk :(x � xnk ) � 0

Por lo tanto
8x 2 C p:(x � x) � 0

y
8x 2 C p:x � p:x � 0

Es decir, podemos tomar el hiperplanoH (p; b) con b = p:x. Este hiperplano
cumple todo lo pedido.

Ahora s�� podemos caracterizar a los conjuntos que no tienen puntos extremos.
Para eso vamos a usar el concepto de hiperplano soporte para un punto del conjunto
convexo.

Teorema 3. Sea C � Rn un conjunto no vac��o, convexo y cerrado. EntoncesC
tiene un punto extremo () C no contiene una recta.

Demostraci�on:

( =) ) SeaC � Rn no vac��o convexo y cerrado y seax un punto extremo de
C. Vamos a suponer queC contiene una recta, con el prop�osito de llegar a una
contradicci�on.

Si as�� fuera, entonces existenx 2 C y d 2 Rn tales quef x + �d : � 2 Rg � C
De�namos entonces para cadan 2 N

xn = (1 �
1
n

)x +
1
n

(x + nd)

xn es una combinaci�on convexa entre dos elementos deC: el primero es el
punto extremo, el segundo es un punto de la recta. Por lo tantoxn 2 C para
cada n (C es convexo). Adem�as,C es cerrado, por lo que tenemos que el l��mite
tambi�en est�a en C.

l��m
n!1

xn = l��m
n!1

x + d +
1
n

(x � x) = x + d

Cambiando un signo y siguiendo la misma l�ogica llegamos a quex � d tambi�en
pertenece aC. Pero esto implica quex no es un punto extremo deC ya que

x =
1
2

(x + d) +
1
2

(x � d)
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Esto es una contradicci�on. La cual se da por haber asumido que exist��a una
tal recta. Por lo tanto, C no contiene una recta.

( ( = ) Supongamos ahora queC no contiene una recta y veamos por induc-
ci�on en la dimensi�on n que entonces existe un punto extremo enC

1) Si C � R, el resultado es trivial. Al no contener una recta, est�a acotado
por alg�un lado y por lo tanto cuenta con un ��n�mo o supremo. Al ser cerrado,
este pertenece a C y es el extremo.

n) Ahora supongamos que esto vale paraRn y mostremos que vale parRn+1

SeaC � Rn+1 , C no contiene una recta. Por lo que debe de tener alg�un punto
frontera x0. Por serC convexo y por el anterior teorema del hiperplano soporte,
existe un hiperplano que pasa porx0 y deja a C de un lado del hemiespacio.
SeaHx0 = f x 2 Rn+1 : aT x = � g para alg�un a 2 Rn+1 y alg�un � 2 R que
cumple queaT x � aT x0 para cadax 2 C.

Ahora veamos el conjuntoC\ Hx0 . Este conjunto es cerrado por ser intersecci�on
de cerrados, convexo por la misma raz�on y no vac��o (x0 pertenece a �el). No
contiene una recta puesC no lo hac��a y es un subconjunto deRn . Podemos
entonces usar la hip�otesis inductiva y decir que contiene un punto extremox.
Es claro quex 2 C pero, >es un punto extremo deC?

Supongamos que puedo escribir ax como combinaci�on convexa de dos puntos
x1 y x2. Vamos a concluir que esos puntos deben ser ambos iguales ax:

x = �x 1 + (1 � � )x2

Y entonces tenemos
aT x = �a T x1 + (1 � � )aT x2

Ahora bien, comox1; x2 2 C y x 2 Hx0 que es un hiperplano separador,
tenemos queaT x1 � aT x y aT x2 � aT x. Por lo que para que se cumpla la
igualdad, necesitamos que se cumpla tambi�en la igualdadaT x1 = aT x = aT x2.
Pero esto signi�ca quex1 y x2 pertenecen aC \ Hx0 , y x era un punto extremo
all�� por lo que nos queda la �unica opci�onx1 = x = x2 y por lo tanto aquella no
era realmente una combinaci�on convexa yx es, en efecto, un punto extremo
de C

Ahora que tenemos este resultado podemos enunciar el que m�as nos incumbe:

Teorema 4. SeaC = f x 2 Rn = Ax � bg y sea el problema de optimizaci�on lineal
P: minimizar f cT x : x 2 Cg. Si C tiene un punto extremo yP un �optimo entonces
existe un �optimo que tambi�en es punto extremo deC.
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Demostraci�on:
Sea� � el valor en el �optimo y consideremos el conjunto de todos los puntos donde
se alcanza el �optimoO = f x 2 C=cT x = � � g. C tiene un punto extremo por
hip�otesis y gracias al teorema anterior sabemos que no contiene una recta. Al serO
un subconjunto deC, tampoco contiene una recta. Adem�asO no es vac��o puesP
ten��a una soluci�on por hip�otesis y es claramente cerrado y convexo. Por lo que, de
nuevo por teorema anterior,O debe tener un punto extremox

Ahora, >ser�a x tambi�en un punto extremo de C?
Seanx1; x2 2 C y � 2 (0; 1) con

x = �x 1 + (1 � � )x2

luego
cT x = �c T x1 + (1 � � )cT x2

Y como x1; x2 2 C y � � es el valor �optimo en C se sigue quecT x1 � cT x = � �

y cT x2 � cT x = � � . Pero entonces para que se cumpla la igualdad se debe tener
cT x1 = cT x2 = cT x = � � . O sea,x se escribe como combinaci�on convexa de dos
elementos deO. Pero x era un punto extremo deO, por lo quex1 = x2 = x.

Por lo que, en efecto,x es un punto extremo deC.

Esto nos da entonces un resultado crucial, que diferencia este grupo de problemas
de cualquier otro: basta recorrer los �nitos extremos del pol��topo para encontrar el
�optimo (siempre y cuando sepamos que el problema tiene �optimo).

Figura 1.3: Los v�ertices, en ro-
jo, son todos los posibles �opti-
mos de cualquier funci�on lineal
que se aplique sobreC � R2

Adem�as es evidente, al tratarse de �nitos puntos, que podemos asegurar f�acil-
mente que un �optimo es global, algo impracticable en la mayor��a de los problemas
\no lineales".

Ahora bien, ser��a un poco ingenuo de nuestra parte si creemos que por tener
�nitos valores para analizar, el problema se convierte en uno f�acil de resolver. Cada
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vez que uno agrega una variable al problema se suma una dimensi�on al espacio
donde vive el pol��topo, y cada restricci�on nueva puede sumar muchos nuevos v�ertices
a la vez. Cuando estamos lidiando con casos de la vida real, estos problemas se
vuelven muy grandes muy r�apido, y listar y evaluar cada v�ertice no parece una
tarea razonable (el solo hecho de encontrar lacantidad de v�ertices en un pol��topo
es un problema muy dif��cil, estudiado en la combinatoria poliedral y es completo
para la clase de complejidadPP ).

Entonces >C�omo encontramos los v�ertices? >en qu�e orden los recorremos? Aqu��
entra en juego el m�etodosimplex.

1.2. El m�etodo simplex

Para explicar el m�etodosimplex debemos primero tener una caracterizaci�on m�as
apropiada de los v�ertices o puntos extremos. Una caracterizaci�on que nos permita
pasar del mundo geom�etrico al algebraico.

Para empezar, seaP nuestro problema de programaci�on lineal, vamos a pasar a
escribirlo de forma can�onica:

Minimizar c T x

Sujeto a : Ax = b

x � 0

Cualquier problema lineal puede escribirse de esta forma. Cualquier restricci�on
dada por desigualdad puede llevarse a una igualdad agregando una variable nueva:
a1x1 + a2x2 + � � � + anxn � b �! a1x1 + a2x2 + � � � + anxn + s = b siempre y cuando
pidamos que esta nueva variable cumplas � 0. Tambi�en observemos que podemos
suponer queA 2 Rm� n con m � n y que rang(A) = m sin p�erdida de generalidad.
En el caso en que no sea as��, simplemente tendremos que identi�car y eliminar las
restricciones redundantes.

Ahora, elijamos un conjunto de ��ndicesB � f 1; 2; : : : ; ng de tama~nom, corres-
pondientes am columnas linealmente independientes de la matriz. Podemos entonces
pensar que la matrizA es una concatenaci�on deAB 2 Rm� m con las columnas co-
rrespondientes a los ��ndicesB y AN con el resto de las columnas. Si hacemos lo
propio con los ��ndices de x, obtenemos:

A =
�
AB j AN

�

x =
�
xB j xN

�

Podemos entonces dar la siguiente

De�nici�on 5. Si A =
�
AB j AN

�
, AB inversible, x =

�
xB j xN

�
y se cumple que

AB :xB = b y xN = 0 decimos quex es unasoluci�on b�asica . Si adem�as cumple
quexB � 0, diremos quex es unasoluci�on b�asica factible .
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>C�omo se conectan estos conceptos algebraicos con los anteriores, geom�etricos?
De la siguiente manera:

Teorema 5. SeaA =
�
A1 j A2

�
y x1 > 0 tal que cumpleA1:x1 = b. Entonces las

columnas deA1 son linealmente dependientes si y solo six =
�
x1 j 0

�
no es un

punto extremo del conjuntoC = f x 2 Rn=A:x = b ; x � 0g.

Demostraci�on:

( =) ) Si las columnas deA1 son linealmente dependientes, existe un vector
c 6= 0 tal que A1:c = 0. Entonces

A1

v1z }| {
(x1 + �c) = b

A1 (x1 � �c)
| {z }

w1

= b

Ya que todos los elementos enx1 son positivos podemos tomar un� su�cien-
temente chico para lograr quev2 > 0 y w2 > 0. Pero entonces es claro que
x =

�
x1 j 0

�
es suma convexa dev =

�
v1 j 0

�
y w =

�
w1 j 0

�
, que son ambos

puntos del conjuntoC. Por lo quex no es un punto extremo.

( ( = ) Si x no es punto extremo, existenv, w y � 2 (0; 1) tales quex =
�v + (1 � � )w, con A:v = b y A:w = b.

Entonces

0 =

> 0z}|{
�

� 0z}|{
v2 +

> 0z }| {
(1 � � )

� 0z}|{
w2 =) v2 = w2 = 0

Por lo que nos quedax = �v 1 + (1 � � )w1. Y como b = A:v = A1:v1 = A1:x1

tenemos �nalmenteA1:(x2� v2) = 0. Y como tenemos quex2 no puede ser igual
a v2, la resta no es 0 y por lo tanto las columnas deA1 deben ser linealmente
dependientes.

Parafraseando el teorema:x =
�
x1 j x2

�
es un punto extremo si y solo siA1 tiene

columnas linealmente independientes. Es importante notar que no necesariamente
el teorema nos da puntos factibles. Nos dax1 > 0 con una cantidadr de coordena-
das, potencialmente menor am (mayor no, pues queremos queA1 tenga columnas
l.i. . Pero es f�acil ver que podemos agregar columnas hasta formar una base deRn

(recordar queA tiene rangom) y as�� conseguir nuestra baseB, nuestra matriz AB

y nuestra soluci�on b�asica factible x =
�
xB j xN

�
.

Ya que A:x = b, tenemos que six es una soluci�on b�asica factible, existe un
conjunto de ��ndicesB tal que cumple simult�aneamente
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xB = A � 1
B b

xN = 0

Adem�as, si para un dado conjunto de ��ndices ocurren esas dos cosas y adem�as
xB � 0, entoncesx =

�
xB j xN

�
se trata de una soluci�on b�asica factible.

Con lo cual, en resumen, basta con ir eligiendo conjuntosB de ��ndices de colum-
nas linealmente independientes de tama~nom y veri�car que xB = A � 1

B b tiene todas
coordinadas no negativas. Con esto estaremos visitando todos los puntos extremos
del pol��topo y el mejor valor que encontremos ser�a el �optimo del problema.

Simplex adem�as hace esto de una manera muy inteligente, visitando s�olo los
v�ertices que necesita visitar. Ya que cambiar solo un ��ndice deB equivale a moverse
a un v�ertice vecino, simplex ir�a cambiando un ��ndice a la vez, movi�endose de vecino
en vecino, y solo si sabe que la funci�on objetivo mejora. Esto sumado al hecho de
que un m��nimo local va a ser adem�as global hace que el m�etodosimplex sea muy
r�apido para encontrar soluciones.

Y podr��a naturalmente alzarse ahora una pregunta: >cu�an r�apido?

1.2.1. Complejidad algor��tmica

Si hablamos de complejidad algor��tmica, debemos decir que la del m�etodosimplex
es muy mala. En el peor caso la cantidad de operaciones que deben hacerse es
exponencial. Esto es porque en un caso malo deber�a recorrer absolutamente todos
los v�ertices hasta encontrar el �optimo. Para mostrar esto se usa el cubo de Klee-
Minty, un hipercubo unitario de dimensi�on variable cuyos v�ertices han sido levemente
perturbados.

Figura 1.4: Cubo deKlee-Minty en 3
dimensiones

Figura 1.5: Todos los v�ertices deben
ser recorridos para llegar al �optimo

Para este pol��topo, el algoritmosimplex deber�a recorrer todos los v�ertices antes
de llegar al �optimo, convirtiendo el problema en uno exponencial (recordemos que
el cubod-dimensional tiene 2d v�ertices). Incluso para cada diversa variaci�on que se
ha encontrado asimplex, se ha propuesto tambi�en un cubo donde se recorran todos
los v�ertices.
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Pero entonces, >debemos desechar el algoritmosimplex por tener mala compleji-
dad? En absoluto. Los tiempos promedio de ejecuci�on del algoritmo son muy buenos.
Tanto que simplex sigue siendo preferido a los llamados \m�etodos de punto interior"
que, aunque su complejidad es polinomial, suelen ser peores en promedio.

Tal vez solo necesitemos que nuestrosolver identi�que si el problema es un cubo
de Klee-Minty y lo recorra en sentido contrario...

1.3. Optimizaci�on lineal entera y mixta

Ahora bien, para muchos problemas de la vida real nos interesa poder hacer
modelos con variables enteras. Hay muchos casos donde la integridad es intr��nseca
al problema y no podemos aceptar como soluci�on que 3; 2 camiones se asignen a una
ruta, o que para decidir si jugar o no un partido la respuesta sea 0; 7. Estas �ultimas,
donde debemos decidir entres�� o no se suelen modelar con variables binarias (0 o
1) que no son m�as que variables enteras acotadas.

Entran entonces en escena los llamados problemas lineales enteros, donde se pide
que las variables sean enteras o m�as en general los mixtos, donde algunas variables
son reales y otras enteras:

Minimizar c T x + dT y

Sujeto a : Ax + Dy � b (1.1)

x � 0

yi 2 Z � 0 8i

Pero, >sirvesimplex para resolver esto? Bueno...en principio no. Todas las t�ecni-
cas y teoremas anteriormente nombrados se basan fuertemente en que estamos en
Rn y no funcionan en este nuevo espacio. Lo que s�� podemos hacer es dise~nar algunos
meta-algoritmos, que se hagan desimplex para ir resolviendo el problema.

Para eso, veamos algunas de�niciones que nos van a servir para entender mejor
nuestro problema.

Lo primero a notar es que, si tomamos el conjunto

C = f x 2 Rn
� 0 ; y 2 Zp

� 0 = Ax + Dy � bg

y al conjunto relajado

Cr = f x 2 Rn
� 0 ; y 2 Rp

� 0 = Ax + Dy � bg

es obvio queC � Cr . Esto nos servir�a, como veremos m�as adelante, para obtener
una cota de nuestro problema. Al estar contenido un conjunto en otro, se ve clara-
mente que al optimizar sobreCr (resolver el problema \relajado") nos va a devolver
un �optimo mejor (o con suerte, igual) al del conjuntoC.
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Y tal vez surjan unas dudas: >puede darnos el mismo resultado? >puedo de alguna
forma resolver el problema relajado y llegar al �optimo del problema general?
Para eso necesitamos algunas de�niciones.

De�nici�on 6. Sea un conjuntoC 2 RN , se de�ne la c�apsula convexa de C como
el menor conjunto convexo que contiene aC. Equivalentemente se puede de�nir
como la intersecci�on de todos los conjuntos convexos que contienen aC o, m�as
interesantemente, el conjunto de todas las combinaciones convexas de los puntos de
C.

Figura 1.6: La c�apsula conve-
xa de un conjunto discreto en
R2

Figura 1.7: La c�apsula convexa de la �gura de
un caballo enR2

Con esta de�nici�on queda claro que, a priori,Cr (la relajaci�on lineal) no tiene por
qu�e ser la c�apsula convexa deC (con parte entera). De acuerdo,Cr es un conjunto
convexo que contiene aC pero tal vez no sea el m�as chico.

>Qu�e pasar��a si consigui�eramos la c�apsula convexa deC, Conv(C)? Para respon-
der esto usamos dos resultados:

Teorema 6. Todos los puntos extremos deConv(C) son puntos extremos del con-
junto C original.

Demostraci�on
Recordemos que los puntos extremos de un conjunto convexo son puntos que no son
combinaci�on convexa de otros puntos del mismo conjunto. Seax un punto extremo de
Conv(V) pero no extremo enC. Entoncesx es combinaci�on convexa de dos puntos
x1, x2 2 C (pertenezcax a C o no). Pero x1 y x2 van a pertenecer aConv(C)
haciendo quex no sea un extremo deConv(C), lo cual es un absurdo.

Teorema 7 (Krein-Milman) . Todo conjunto compacto y convexo en un espacio eu-
clideano es igual a la c�apsula convexa de sus puntos extremos.

Con lo cual tendr��amos que si conseguimos la c�apsula convexa deC, vamos a

17



tener

Min f cT x + dT y ; [xy] 2 Cg =

Min f cT x + dT y ; [xy] 2 Extremos(C)g =

Min f cT x + dT y ; [xy] 2 Extremos(Conv(C))g =

Min f cT x + dT y ; [xy] 2 Conv(C)g

>De qu�e nos sirve esto? Si tenemos un problema mixto, factible y acotado, y
adem�as tenemos una caracterizaci�on de la c�apsula convexa del conjunto de factibi-
lidad podemos corrersimplex sobre este nuevo conjunto como si fuera una optimi-
zaci�on lineal, pero con la seguridad de que el �optimo que hallemos va a pertenecer
al conjunto original, es decir, las variables que tengan que ser enteras lo ser�an.

La gran contra es que encontrar un conjunto de restricciones que caractericen a
la c�apsula convexa del conjunto de factibilidad de un problema mixto es muy dif��cil.
En general resulta ser tan dif��cil como resolver el problema mismo.

Pero no todo est�a perdido. Podemos usar otras t�ecnicas que tiendan a buscar
extremos con variables enteras.

1.3.1. Branch & Bound

El m�etodo de branch & boundes un tipo de programaci�on din�amica, donde vamos
a intentar dividir el problema mayor en una serie de sub-problemas y de llevar una
memoria de resultados obtenidos para tomar decisiones futuras.

Supongamos que tenemos un problema de programaci�on entera, aunque podemos
hacer exactamente los mismos pasos para el caso de programaci�on mixta.

Minimizar d T y

Sujeto a : Dy = b (P)

yi 2 Z � 0 8i

Lo primero que haremos es considerar larelajaci�on lineal del problema. Esto es:

Minimizar d T y

Sujeto a : Dy = b (P0)

yi 2 R� 0 8i

es decir, las coordenadas dey son reales no negativos. Lo primero para observar
es que el �optimo de este problema va a ser mejor que el original. Esto es porque, si
llamamosC = f y 2 Zn

� 0 = Dy = bg y C0 = f y 2 Rn
� 0 = Dy = bg es claro queC � C0

por lo que cualquier �optimo enC ser�a factible en C0 aunque no necesariamente al
rev�es.

Otro dato a observar, a veces olvidado, la soluci�on deP0 puede no estar ni cerca
del problemaP. Pero seguro nos va a servir como cota.
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Los pasos a seguir ser�an entonces los siguientes: resolvemos consimplex el pro-
blema relajadoP0. Si en mi soluci�on y� todas sus coordenadas son enteras entonces
resuelve mi problema original y no tengo que seguir. Si no pasa esto, entonces exis-
te un ��ndice i 2 f 1; : : : ; ng para el cual la coordenaday�

i no es entera. Llamemos
C �

1 = f y 2 C0 = yi � b y�
i cg y C+

1 = f y 2 C0 = yi � d y�
i eg y pasamos a resolver

los nuevos problemas

min f cT x + dT y ; con[x y] 2 C �
1 g (P1)

min f cT x + dT y ; con[x y] 2 C+
1 g (P2)

Un par de puntos a tener en cuenta:

estas soluciones no pueden sino empeorar la soluci�on deP0, ya queC �
1 � C0

y C+
1 � C0,

las soluciones que obtengamos van a ser distintas a la anterior ya que en ambos
casos la variableyi est�a obligada a ser distinta dey�

i ,

al resolver estos dos problemas no perdemos ninguna soluci�on factible del pro-
blema original P

Siguiendo recursivamente con esta estrategia vamos a crear un �arbol de problemas
donde cada problema tiene un �optimo peor al de su padre pero est�a \m�as cerca" de
ser una soluci�on entera en las variablesy.

Cada vez que rami�quemos un problema y resolvamos los nuevos subproblemas
nos vamos a encontrar con uno de los siguientes escenarios:

1. El problema tiene soluci�on entera y por lo tanto es factible del problema ori-
ginal. Rami�car s�olo empeorar��a la soluci�on, por lo que frenamos esa rama.

2. El problema es infactible, no hay soluci�on, cualquier rami�caci�on seguir��a sien-
do infactible.

3. La soluci�on del problema no es entera por lo que podemos seguir rami�cando.

Este esquema funcionar��a perfectamente y una vez recorridas todas las opciones
del �arbol obtendr��amos una o m�as hojas con soluciones enteras y podr��amos elegir la
mejor. Solo una cuesti�on: el �arbol crece exponencialmente y ya con pocas variables
se convertir��a en impr�actico.

Aqu�� es donde vamos a usar inteligentemente la informaci�on ya obtenida. La idea
es simple, una vez que encontramos la primera soluci�on entera vamos a guardar su
valor. Llam�emoslo s� . Al ser una soluci�on factible, el �optimo de P tiene que tener
un valor mejor que este, por lo que nos va a servir como cota superior. Adem�as, si
recordamos que rami�car empeora la soluci�on podemos decidir rami�car inteligen-
temente. En el paso3) , podemos preguntarnos si tiene sentido seguir o no. Si la
soluci�on de nuestro subproblema (que adem�as no es entero) ya es peor ques� no
tiene ning�un sentido rami�car y podemos cortar esa rama.
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Figura 1.8: El algoritmo debranch & bound

A su vez, a medida que vayamos encontrando soluciones enteras, vamos a ir ac-
tualizando el valor des� . Al �nal, cuando no podamos seguir rami�cando, tendremos
que s� es el valor del �optimo en el problema originalP.

La pregunta de d�onde rami�car es clave para este problema. Suponiendo que en
el �optimo de un subproblema tenemos varias coordenadas no enteras, >cu�al elegir
para rami�car? (tambi�en podr��a rami�carse no en una variable)

Para esto hay distintas estrategias, algunas de ellas:

Rami�car en la variable \menos entera", es decir, la que tiene un valor en el
�optimo con parte entera m�as cercana a 0,5.

Llevar un historial para cada variable de cu�anto afect�o en la funci�on objetivo
al elegirla para rami�car. Con esa informaci�on, ir eligiendo la mejor. Observar
que al principio no se va a tener ninguna informaci�on pero se sabr�a cada vez
m�as con el paso de las iteraciones.

Como el caso anterior pero testear cu�anto va a servir elegir una variableantes
de rami�car. Esto puede ser muy pesado computacionalmente, pero se puede
testear solo sobre algunas variables sospechadas de ser mejores.
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1.3.2. Desigualdades v�alidas y planos cortantes

La idea de usar planos cortantes es la de \recortar" el conjunto de factibilidad
hasta que el extremo �optimo tenga valores enteros en las variables que queremos que
as�� lo sean.

Primero de�namos algunos conceptos:

De�nici�on 7. Sea P un problema de optimizaci�on mixta. Decimos que una res-
tricci�on r es una desigualdad v�alida si al agregarla al problema no se elimina
ninguna soluci�on factible.

De�nici�on 8. Sea P un problema de optimizaci�on mixta. SeaC el conjunto de
factibilidad de P y sea Cr el conjunto de su relajaci�on lineal. Seax0 un punto
de Cr pero no deC (usualmente el �optimo de la relajaci�on lineal). Decimos que
una restricci�on r es unplano cortante para x 0 si es una desigualdad v�alida del
problema y adem�as elimina ax0.

Los planos cortantes pueden ayudar muy fuertemente a resolver un problema de
programaci�on lineal mixta. Le permiten alsolver trabajar sobre un conjunto mucho
m�as acotado de factibilidad sin perder soluciones.

Conocer la estructura del problema puede ser muy �util a la hora de agregar de-
sigualdades v�alidas. Aunque uno crea que \no se est�a agregando informaci�on nueva",
lo cierto es que puede hacer que elsolver itere muchas veces menos, llegando a un
�optimo factible en un tiempo considerablemente menor. A�un as��, existen t�ecnicas
que permiten encontrar planos cortantes de manera general, sin tener en cuenta la
estructura del problema.

Una de esas t�ecnicas son loscortes de Gomory

Cortes de Gomory

Sea

Minimizar c T x

Sujeto a : Ax = b (P)

x i 2 Z � 0 1 � i � n

Un problema lineal entero (el resultado servir�a tambi�en para problemas mixtos)
y sea

Minimizar c T x

Sujeto a : Ax = b (Pr )

x i 2 R� 0 1 � i � n

su relajaci�on lineal. Llamemosx � al �optimo de este �ultimo. Por simplex sabemos
que si elegimos una baseB � f 1; : : : ; ng de A obtenemos
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xB = A � 1
B b� A � 1

B AN xN

Donde N = f 1; : : : ; ng nB. Seax � la soluci�on �optima y supongamos que existe
i 2 B con x �

i =2 Z (si no, tenemos la soluci�on del problema original). Por la ecuaci�on
anterior sabemos que cualquier soluci�on factible del problema entero cumplexB =
A � 1

B b� A � 1
B AN xN . En particular su coordenadai va a ser entera:

A � 1
i � b�

X

j 2 N

A � 1
i � A �j x j 2 Z

El resultado se mantiene entero si resto la parte entera deA � 1
i � b (por que es un

entero) y si resto la parte entera deA � 1
i � A �j multiplicada por cada x j (recordemos

que si estamos en una soluci�on, cadax j es entero).

A � 1
i � b� b A � 1

i � bc �
X

j 2 N

�
A � 1

i � A �j � b A � 1
i � A �j c

�
x j 2 Z

Pero como 0� a � b ac < 1 cualquiera sea ela, nos queda algo menor a 1, menos
una suma de cosas positivas. por lo que

A � 1
i � b� b A � 1

i � bc �
X

j 2 N

�
A � 1

i � A �j � b A � 1
i � A �j c

�
x j < 1

Y al ser entero, podmeos adem�as decir

A � 1
i � b� b A � 1

i � bc �
X

j 2 N

�
A � 1

i � A �j � b A � 1
i � A �j c

�
x j � 0

o

X

j 2 N

�
A � 1

i � A �j � b A � 1
i � A �j c

�
x j � A � 1

i � b� b A � 1
i � bc

Esta �ultima es una desigualdad v�alida paraP pero violada porx � . Recordemos
que x � tiene todas sus variablesx j = 0 8j 2 N y x i = A � 1

i � b no entera. Por lo que
nos queda 0� A � 1

i � b� b A � 1
i � bc > 0 que es un absurdo.

Entonces hallamos un plano cortante parax � del problema P. Observar que
se pueden crear distintos planos cortantes dependiendo de por cu�al coordenada no
entera dex � se decida empezar. Existen distintas estrategias para decidir cu�al es el
mejor corte.

Otra cosa a notar es que si restamos la igualdadx i +
P

j 2 N A � 1
i � A �j x j = A � 1

i � b al
corte, nos queda

x i +
X

j 2 N

bA � 1
i � A �j cx j � b A � 1

i � bc

.
Este corte, adem�as, tiene lado derecho entero, por lo que al agregarlo al problema

P nos suma una variable de holgura a la que podemos pedir integralidad, pudiendo
iterar el mismo procedimiento bajo las mismas hip�otesis.
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De hecho, Gomory demostr�o [18] que tomando ciertas decisiones este es un al-
goritmo que �naliza en �nitos pasos, hallando una soluci�on entera.

Sin embargo, Gomory mismo nos alerta sobre esta t�ecnica: puede ser muy lenta
y muy inestable num�ericamente.

No fue hasta mediados de los noventa donde este pensamiento se dio vuelta.
Gracias a G�erard Cornu�ejols y algunos colegas que descubrieron que combinar cortes
con branch & boundresultaba en muy buenos resultados. [19]

1.3.3. Branch & Cut

El concepto general de un algoritmo debranch & cut es el de usarbranch &
bound pero ayud�andose con cortes antes de cada rami�caci�on. Esto es:

1. Resolver la relajaci�on lineal del problema. Obtenerx � .

2. Buscar planos cortantes que eliminen ax � . Agregar las restricciones al proble-
ma.

3. Volver al punto 1 y repetir las veces que se considere necesario.

4. Rami�car y volver al punto 1 para cada uno de los subproblemas.

Lo que logramos es agregar un re�namiento antes de rami�car, lo cual nos ayu-
dar�a a encontrar mejores soluciones m�as r�apido. Sin embargo, como encontrar planos
cortantes puede resultar complicado hay que buscar una estrategia para balancear
esta di�cultad con la mejora que potencialmente nos traer�a.

1.3.4. Branch & Price

El m�etodo de branch & price va a valerse de nuevo delbranch & boundpero en
lugar de intercalar con la t�ecnica de planos cortantes lo har�a con la de generaci�on
de columnas.

La generaci�on de columnas se suele usar cuando los problemas son especialmente
grandes. En estos casos se asume que la mayor parte de las variables va a ser no
b�asica en el �optimo, por lo que pueden asumirse iguales a cero y no tenerlas en
cuenta expl��citamente.

Lo que se hace, por lo tanto, es empezar eligiendo un subconjunto de variables del
problema original (el problemamaestro ) para ser tenidas en cuenta expl��citamen-
te. Una vez elegidas, se resuelve el problema solo para esas variables (el problema
maestro restringido) y se crea un subproblema, llamadopricing problem . Este
problema auxiliar va a decidir cu�al es la columna �optima para ingresar a la base y
es un problema de optimizaci�on lineal en s�� mismo.

Una vez que se decidi�o cu�al(es) columna(s) va(n) a entrar a la base se agrega(n)
al problema maestro restringido y se itera. Hay que tener en cuenta que en cada
iteraci�on el subproblema asociado cambia, por lo que debe resolverse desde cero.
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El bucle se va a cortar cuando no haya m�as columnas con costo reducido ne-
gativo. Esto querr�a decir que el �optimo del problema maestro restringido no puede
mejorar y las columnas no tenidas en cuenta son efectivamente no b�asicas para el
problema maestro. Y aqu�� entra la partebranch del nombre: la rami�caci�on. Si la
soluci�on encontrada no es entera se dividir�a como en casos anteriores en dos subpro-
blemas y se volver�a a empezar, teniendo en cuenta los valores �optimos obtenidos.

Con todas estas herramientas podremos atacar nuestro problema espec���co, aun-
que necesitaremos un potentesolver y m�as importante, un buen modelo que re
eje
el problema que pretendemos resolver.
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Cap��tulo 2

El Traveling Tournament
Problem

El traveling tournament problem, com�unmente abreviadoTTP , es una clase de
problemas propuesto por Kelly Easton, George Nemhauser y Michael Trick en 2001
[1].

Inspirados en la liga deBaseballde los Estados Unidos (MLB), observaron que
los equipos quer��an minimizar la distancia viajada, pero a su vez mantener ciertas
restricciones tradicionales del armado de�xtures . Por ejemplo, es improbable que
un equipo quiera jugar 5 partidos seguidos de visitante, a�un cuando esto casi con
certeza ayudar�a a disminuir la distancia viajada al �nal del torneo. A su vez, al estar
fuertemente relacionados por el torneo, no son obvias las decisiones a tomar para
que todos los equipos logren sus objetivos sin romper la estructura. >Qu�e pasa si
cada equipo arma el torneo de la manera m�as ego��sta posible? >puede esto resultar
en un �xture bueno para todos?

Quiz�as para responder esto y para entender elTTP en general primero sea
necesario hablar de un problema asociado, elTSP .

2.1. El problema del viajante de comercio

El problema del viajante de comercio (oTSP por sus siglas en ingl�es) es un
problema cl�asico de la programaci�on matem�atica que busca, dado un conjunto de
ciudades y las distancias entre ellas, encontrar una ruta de distancia m��nima que
visite todas las ciudades y regrese a la ciudad de origen. De ah�� su nombre: es el
circuito que querr��a tomar un comerciante que quiere pasar una sola vez por cada
ciudad y regresar luego a su casa.

Otra forma de pensar el problema es como un problema de grafos. Si pensamos
que tenemos un grafo pesado no dirigido, con cada v�ertice representando una ciudad
y cada arista el camino entre las ciudades, el problema pasa a ser el de encontrar un
ciclo Hamiltoniano con peso m��nimo. Usualmente se modela con un grafo completo
(todos los v�ertices est�an conectados), poniendo un peso su�cientemente grande sobre
una arista si el correspondiente camino no existiese.

25



Figura 2.1: Ruta de distancia m��nima para un
conjunto de 35 ciudades

El TSP es un problemaNP-hard, aun restringiendo la distancia a una euclidia-
na sobre el plano, o sacando la restricci�on de visitar solo una vez cada ciudad. Sin
embargo, ha sido ampliamente estudiado y perfeccionado debido a sus aplicaciones
en problemas como la recolecci�on de basura, el tendido el�ectrico o en lo que nos
compete, ayudar a resolver problemas de armado de�xtures .

2.2. El TTP

En cierta forma, el problema delTTP parece ser una mezcla delTSP y de los
problemas deSports Schedulingcon restricciones sobre los patrones de local��as.

La programaci�on entera resuelve muy bien elTSP mientras que conConstraint
Programming se resuelven bien los problemas de factibilidad de torneos con restric-
ciones en las local��as. Para poner alg�un ejemplo, en 2004 se resolvi�o elTSP para
24.978 ciudades de Suecia [2], y problemas de patrones de local��as se han resuelto
con Constraint Programming para torneos de m�as de 30 equipos [3].

Es decir, ambas ramas est�an avanzadas en sus respectivos campos, y atacan de
maneras exitosa sus respectivos problemas. Pero elTTP parece escap�arseles a las
dos, ya que mezcla elementos de una y de otra. Tanto es as��, que incluso instancias
peque~nas, digamos de 6 equipos, son dif��ciles de resolver.

Es por esto y por lo simple de su formulaci�on que esta clase de problemas supone
un gran atractivo tanto para el campo te�orico como para el pr�actico. Y es que, luego
de su presentaci�on formal, se encontr�o gran cantidad de ejemplos para su aplicaci�on
en la vida real.

Para poder aplicarlo necesitamos torneos que tengan un sistema dedoble round
robin, esto es, un torneo donde cada equipo juegue contra cada rival exactamente
dos veces: una de local y otra de visitante. Ejemplos que presentan este sistema son
la MBL, la liga Argentina de Basquet, la de v�oley entre otros.

26



El TTP intenta en estos casos resolver lo siguiente: Dadosn equipos, conn
par, hallar un �xture de tipo double round robin, donde se minimicen las distancias
recorridas por los equipos. Adem�as, se debe cumplir que la cantidad de partidos
consecutivos que un equipo juega de visitante est�e siempre entreL y U, constantes
�jas del problema.
As�� queda presentado formalmente:

Input:

Cantidad de equiposn par.

L��mites inferior y superior para el tama~no de los viajes 1� L � U .

Matriz de distanciasD 2 Rn� n .

Output:

Un �xture de tipo double round robinque minimiza la distancia recorrida por
todos los equipos, donde ning�un equipo juega de visitante menos deL ni m�as
de U partidos consecutivos

Aunque lo m�as usual es �jar L = 1 y U seg�un la disposici�on de los equipos (3 o
4 en general), los cambios enL y U llevar�an a diferentes e interesantes problemas.
L = U = 2, por ejemplo transforma el problema en uno trivialmente infactible,
ya que resulta imposible que cualquier equipo juegue susn � 1 impar partidos de
visitante en viajes de a 2.L = U = 1 es otro caso interesante. Si cada equipo debe
regresar a su ciudad luego de cada partido de visitante (aun jugando dos partidos
de visitante consecutivos), la distancia total recorrida por cada equipo se vuelve
constante, y el problema se convierte en uno de solo factibilidad. Adem�as, es f�acil
notar que, por desigualdad triangular, el valor de la distancia total recorrida por los
equipos:

nX

i =1

nX

j =1

d(i; j )

(incluyendo casos deD no sim�etrica) resulta una cota superior al problema, para
cualquier L y U que lo vuelvan factible. Encontrar cotas a la soluci�on del problema
resulta muy �util a la hora de la ejecuci�on de un algoritmo de resoluci�on. Si las cotas
son su�cientemente buenas, pueden acelerar el proceso de b�usqueda.

Una cota inferior se encuentra tambi�en f�acilmente. Si llamamos, para unn y
D, la distancia total recorrida en el �optimo comoSL;U (+ 1 si es infactible) entonces
tenemos queS1;U � S1;U0 cuandoU � U0. M�as a�un, SL;U � SL 0;U0 si L � L0 y
U � U0.

Es por esto que el casoL = 1 ; U = n � 1 se vuelve muy interesante, ya que
S1;n� 1 va a representar una cota inferior universal del problema. Y aqu�� es cuando
retomamos elTSP . Si permitimos que cada equipo viaje cuanto quiera, cada uno
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va a intentar realizar un �unico circuito visitando una vez cada rival, minimizando la
distancia. Esto es, resolver elTSP . Pero elTSP tiene el foco en un solo viajante, y
no en su relaci�on con el resto. R�apidamente entrar�an en con
icto unos equipos con
otros: cuando el equipo A visita al equipo B, B deber��a jugar de local en esa fecha
y por lo tanto no estar de viaje. Esto vuelve r�apidamente el problema en uno m�as
dif��cil de lo que parece. Incluso en casos donde elTSP es trivial, resolver elTTP
puede resultar desa�ante.

Un caso ejemplar de esto son las llamadasInstancias circulares. En ellas, los
equipos est�an dispuestos en un c��rculo, numerados del 0 aln � 1. Y se cumple

d(i; j ) = m��n f i � j (m�od n) ; j � i (m�od n)g

El TSP en este caso es obvio (y �unico), y a�un as�� no est�a claro que sea f�acil
resolver elTTP asociado.

Figura 2.2: Instancia circular del
TSP con n ciudades

>Qu�e otros ejemplos de uso hay delTraveling Tournament Problem?

2.3. Instancias del TTP

Seg�un la matriz de distancia, seg�un la cantidad de equipos y restricciones extras
se consiguen nuevas familias de instancias, algunas de ellas ampliamente estudiadas
por la comunidad cient���ca. Ya sea por su inter�es puramente te�orico o por su es-
pec���ca aplicaci�on pr�actica a torneos existentes, cada una de estas instancias y sus
resoluciones ayudan a entender el problema y a ampliar las herramientas para poder
atacarlo.

2.3.1. Distancia constante

Quiz�as la instancia m�as simple de todas, se trata de crear una matriz de distancias
con puros unos exceptuando los ceros de la diagonal principal.
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Esta instancia est�a lejos de ser aplicable a un problema real, para el cual losn
equipos necesitar��an habitar un espacio de al menosn � 1 dimensiones. Sin embargo
aporta interesantes conocimientos sobre el problema en general.

Por ejemplo, Ribeiro y Urrutia [6] demostraron que minimizar la distancia para
el TTP de distancia constante era equivalente a maximizar la cantidad debreaks
por equipo.

El concepto debreak es clave en elsports schedulingen general. Decimos que un
equipo tiene unbreak si juega dos partidos consecutivos de local (break de local) o
dos partidos consecutivos de visitante (break de visitante).

Algo interesante a notar es que, cuando se miran todos los equipos de un torneo,
el n�umero de breaksde local es siempre igual al n�umero debreaksde visitante, por
lo que minimizar (o maximizar) uno u otro es equivalente.

En general se intenta minimizar el n�umero debreakspara cada equipo. Es com-
prensible que se desee, por comodidad, por equidad competitiva, que la cantidad
de breaks sea lo m�as cercana posible a cero, es decir, que la alternancia sea lo
m�as perfecta posible (aunque esa alternancia perfecta en este tipo de torneos es
matem�aticamente imposible). Sin embargo, es obvio que el minimizar distancia y
minimizar breaksllevan a la funci�on objetivo en direcciones opuestas. Lo que no es
obvio es que en el caso de la distancia constante, los problemas sonexactamente
opuestos, como demostraron Ribeiro y Urrutia. Esto es, minimizar distancias es lo
mismo que maximizarbreaks.

As�� es que, aunque parezca un problema puramente te�orico, el planteamiento de
un TTP de distancia constante puede ser utilizado para problemas bien concretos
donde se busque maximizarbreaksde visitante como una estrategia para disminuir
las distancias recorridas.

En el caso deTTP sin restricciones en el largo de viajes posibles, adem�as Ribeiro
y Urrutia demuestran que el �optimo esn2 + n

2 � 1 paran equipos. Para el caso donde
el tama~no m�aximo de viaje permitido es 3, se han estudiado y se siguen estudiando
casos de hasta 24 equipos.

2.3.2. Circulares

Las ya nombradas instancias circulares son otro ejemplo de instancias te�oricas
interesantes. Su m�as sorprendente punto es la di�cultad que tiene comparado con su
equivalenteTSP . Es el contraejemplo utilizado a la idea de que de unTSP sencillo
se obtiene unTTP tambi�en sencillo [1].

Las instancias circulares conn par han sido estudiadas encontrando mejores
soluciones progresivamente. Pero paran tan peque~no como 12 (y con un tama~no
m�aximo permitido de viaje igual a 3) ya hay una diferencia entre la mejor cota
inferior (388) y la mejor soluci�on factible encontrada (404). A�un est�a abierta la
pregunta de si este es el �optimo o no.
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2.3.3. Lineales

Similar a la circular, la idea aqu�� es que losn equipos van a estar distribuidos a lo
largo de una recta, con una distancia igual a 1 para cada par de equipos adyacentes
[7]. Es decir,D(i; j ) = jj � i j.

Adem�as hay una versi�on de distancia creciente. Los equipos, al igual que antes,
est�an distribuido sobre una recta pero adem�as la distancia va aumentando en 1 cada
vez. Esto es,D(i; i + 1) = i . Este modelo re
eja, en cierto sentido aunque arti�cial,
el concepto de equipos \lejanos" o \cercanos". Veremos en el problema del v�oley
que esta idea aparece entre los equipos de Buenos Aires y algunos equipos muy al
norte o al sur del pa��s.

Figura 2.3: n equipos dispuestos sobre una recta, con distancia creciente

2.3.4. Galaxias

Una de mis instancias favoritas, elTTP entre galaxias. En el l��mite entre las
instancias te�oricas y las pr�acticas, estas instancias imaginan un torneo a disputarse
entre la tierra y otros 39 exoplanetas de distintas galaxias [8].

Las distancias aqu�� se miden en a~nos luz por lo que hallar un �optimo en distancias
es cr��tico. Puede marcar la diferencia entre que el equipo campe�on sean nietos de
los que jugaron el primer partido en lugar de bisnietos.

Desde el punto de vista de la investigaci�on, el problema presenta un desaf��o
interesante al ser la matriz de distancia una con distancias en tres dimensiones, algo
que no ocurre en ninguna otra instancia delTTP .

Aqu�� de nuevo, a partir de n = 12 no se tiene seguridad de haber llegado a un
�optimo. Sin embargo, se siguen estudiando hasta hoy en d��a. En 2018, por ejemplo,
Hirano, Abe e Imahori encontraron mejoras paran igual a 18, 24, 32 y 36.

Quiz�as cuando logremos construir las naves y lancemos la propuesta del picadito
interestelar ya habremos encontrado el �optimo del problema y podremos minimizar
las distancias.

2.3.5. National League

La National League(NL), constituida por la mitad de los equipos presentes en la
Major League Baseball(Liga mayor de b�eisbol de los Estados Unidos), cuenta con
16 equipos. Introducido por Easton, Nemhauser y Trick en elpaper que dio inicio
a la idea deTraveling Tournament Problem[1], el problema llamado \NLn", conn
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un n�umero par entre 4 y 16 consiste en resolver elTTP para los primerosn equipos
de la National League.

Las reglas son:

Se debe crear undouble round robinen 2(n � 2) fechas.

L = 1, U = 3. Esto es, los viajes no pueden ser de longitud mayor a 3. El caso
U = 1 tambi�en se estudia.

No puede haber \repetidores", es decir,A vs. B seguido inmediatamente de
B vs. A

El objetivo es minimizar distancias.

Las distancias son de vuelo, son sim�etricas, y se supone que cada equipo co-
mienza y �naliza el torneo en casa.

Existen instancias ya resueltas, como por ejemplo NL6, con un �optimo igual a
23916 Siendo el @ signi�ca que el equipo jugar�a de visitante. Por ejemplo ATL juega

Fecha ATL NYM PHI MON FLA PIT

1 @FLA @PHI NYM PIT ATL @MON
2 @PHI PIT ATL @FLA MON @NYM
3 MON @FLA PIT @ATL NYM @PHI
4 NYM @ATL @MON PHI @PIT FLA
5 @PIT PHI @NYM FLA @MON ATL
6 @MON @PIT FLA ATL @PHI NYM
7 @NYM ATL MON @PHI PIT @FLA
8 PIT MON @FLA @NYM PHI @ATL
9 PHI FLA @ATL @PIT @NYM MON
10 FLA @MON @PIT NYM @ATL PHI

Cuadro 2.1: �Optimo para el NL6

de visitante contra FLA en la fecha 1.
Observar que de los 5 partidos a jugar de visitante, todos excepto NYM los jue-

gan en grupos de 2 y 3, el m�aximo permitido. No solo es, sino quepareceser el �optimo.

Para el resto de losn se siguen encontrando mejoras. En julio del 2019, por
ejemplo, Ben Slim�ene logr�o hallar mejores soluciones en el casoU = 1 para NL10,
NL12, NL14 y NL16.

2.3.6. National football league

Otro de los torneos donde se aplica elTTP es la liga de f�utbol americano de los
Estados Unidos, laNFL.
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Tambi�en basado en la distancia por aire entre ciudades, el torneo (o al menos la
instancia estudiada) cuenta con un total de 32 equipos. Esta instancia es obviamente
demasiado grande para elTTP pero sirve como experimento.

En este caso en particular, se cuenta con un buen generador deTSP entre las
ciudades, lo cual hace el trabajo mucho m�as f�acil a la hora de hallar �optimos.

Igual que antes, instancias con menos que 32 equipos se suelen nombrar con
\NFLn", siendo n la cantidad de equipos. Para NFL32 todav��a hay unos 80 mil
kil�ometros de diferencia entre la mejor cota inferior y la mejor soluci�on factible
hallada. De m�as est�a decir que es una distancia enorme. Si el �optimo es tan bueno
como la cota inferior valdr�a la pena seguir estudi�andolo para ahorrarse esa cantidad
de kil�ometros

2.3.7. Super14

En 1996 se crea elSuper12 , un campeonato que reun��a 12 equipos de los 3 pa��ses
con posiblemente el mejor rugby del mundo: Australia, Nueva Zelanda y Sud�africa.
El campeonato es considerado en casi todos lados como el m�as competitivo de rugby
en el mundo.

En 2006 se decide agregar dos equipos al torneo, pasando a llamarseSuper14 .
En 2011 la cantidad de equipos pasa a ser 15, y ya cansados de cambiar de nom-
bre decidieron llamar al campeonatoSuperRugby , nombre independiente de la
cantidad de equipos y que mantiene hasta hoy.

En el 2016, luego de haber mostrado Argentina su potencial en la copa mundial
de rugby (hab��a obtenido el cuarto puesto el a~no anterior, que se sumaba al tercer
puesto del 2007), al pa��s se le permiti�o sumar un equipo alSuperRugby . As�� nace
la primera franquicia de rugby profesional en Argentina, losjaguares.

Adem�as se admiti�o en el campeonato a lossunwolves, sumando entonces alSu-
perRugby dos pa��ses: Argentina y Jap�on.

De todas formas, el torneo que se toma como ejemplo para resolver elTTP es
el del a~no 2009 [9], por lo que ni Argentina ni Jap�on tienen el honor de tener un
equipo entre los 14 estudiados.

Como un peque~no apartado, elSuperRugby estuvo cerca de ser el objeto de
estudio de esta tesis, pero antes de empezar se encontraron dos contras muy fuertes.

La primera es que en el rugby es cr��tico el tiempo de espera entre partido
y partido. Al ser un deporte de contacto y donde el f��sico se pone tan al
l��mite, jugar m�as de un partido por semana resulta casi inconcebible. Esto
hace pr�acticamente imposible hacer viajes muy largos, ya que el descanso
entre partido har��a las estad��as muy costosas, perdiendo el sentido original de
abaratar viajes.

La segunda es que los equipos neozelandeses estaban poco interesados en ge-
nerar viajes largos. Dadas las cortas distancias, preferir��an volver a casa entre
partido y partido, y posiblemente ignorar��an un �xture con viajes �optimos.
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Esto muestra como a veces es tan importante conocer la parte humana y es-
pec���camente deportiva como la parte matem�atica y computacional. De nada sirve
conseguir una soluci�on �optima si al �nal ser�a rechazada por los equipos.

2.3.8. Torneo de f�utbol Brasile~no

En el torneo de 2003 de f�utbol de Brasil, el\Campeonato Brasileiro de Futebol",
24 equipos realizaron undouble round robin. Urrutia y Ribeiro vieron la posibilidad
de resolver unTTP para este campeonato [10]. Encontrando una soluci�on factible
con un valor de 506433 en 2004, la cual fue luego mejorada por ellos mismos en 2005
con un valor de 503158, y m�as tarde llevada a 500756 en 2007 por Van Hentenryck
y Vergados. El problema contin�ua abierto.

2.4. Variantes del TTP

Pero adem�as de las instancias te�oricas como pueden ser las circulares, que sir-
ven para estudiar el problema, establecer cotas o simplemente como divertimento
matem�atico, existen las variantes de tipopr�actico . O m�as o menos pr�actico, como
veremos en un ejemplo en particular. A pesar de que el planteo delTTP contempla
diversos casos, gracias al par�ametro en la cantidad de equipos (aunque obligatoria-
mente par) y a los par�ametrosL y U de largo de viaje, a veces queda corto para
contemplar otros casos de torneos reales. Torneos que, por alguna u otra raz�on, no
caen precisamente en la de�nici�on deTTP , pero entran en un campo de similitud
con elTTP . >Podemos adaptar elTTP para que contemple estos casos?

2.4.1. Torneos con valor de matchup

El double round robin, aunque es una estructura de torneo ampliamente utiliza-
da, a veces puede no ser la estructura buscada para un campeonato espec���co. El
bene�cio de esta forma es que presenta una idea de igualdad para todos los equipos:
todos van a tener los mismos rivales (exceptu�andose a uno mismo) y adem�as tendr�an
la posibilidad de jugar de local y visitante. La local��a, aunque a veces resulte ex-
tra~no, es tomada en casi todos los deportes como un factor determinante a la hora
de buscar equidad en la competencia.

Sin embargo, a veces eldouble round robinno es adecuado para el torneo que
se tiene en mente. El principal motivo es el del largo del torneo: si uno sigue este
esquema, conn equipos obtiene (n � 1)n partidos. Dependiendo deln y la cantidad
de d��as que uno tenga disponible, puede ser necesario querer jugar m�as o menos
partidos. En el caso de querer alargarlo muchas veces se logra creando una segunda
fase de eliminatorias que adem�as puede tener motivos deportivos. Pero a veces, como
veremos en nuestro problema del v�oley, no es su�ciente.

Incluso hay casos en los que se va a optar por unround robin usual, o unquadruple
round robin, este �ultimo preservando todo la equidad competitiva mencionada del
double round robin.
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En el caso de la liga profesional de b�eisbol japonesa, por ejemplo, 6 equipos se
disputan 120 partidos entre ellos, en un total de 8 rondas [13].

Lo que se va a hacer es simplemente cambiar la restricci�on que pide que cada
encuentro se realice exactamente una vez por una que pida el valor dematchup�jado
para ese encuentro:

X

k2 F echas

x ijk = Cij 8 i; j 2 Equipos; i 6= j

Dondex ijk es una variable binaria que decide si el equipoi juega contra el equipo
j en la fechak, Cij es una cantidad pre�jada de encuentros entrei y j , con i de
local. Notar que eldouble round robintiene un valor dematchupde 1 para cada par
de equipos, elquadruple round robinun valor de 2, y en elround robin simple se va
a cumplir que

Cij + Cji = 1 8 i; j 2 Equipos; i 6= j

Notar que el valor deCij va a estar pre�jado, y en este �ultimo u otros casos donde
no haya simetr��a va a haber que decidir los valores de alguna manera. >Podemos
delegar alsolver a que tome esta decisi�on? Esto ser�a estudiado en cap��tulos poste-
riores, cuando se vean las estrategias utilizadas para el torneo de v�oley del torneo
2019/2020.

2.4.2. Torneos con tiempo relajado

Uno de los factores que m�as afecta a la factibilidad de los torneos con estructura
deTTP es el del tiempo. Recordemos que en elTTP cl�asico, dadosn equipos, cada
uno de ellos jugar�a 2(n � 1) partidos. Es decir, habr�a efectivamente 2(n � 1) fechas.

Esto es porque no existe el concepto de fecha libre, en cada fecha del torneo cada
equipo juega un partido. Sin embargo, puede sernos �util querer agregar fechas al
campeonato, donde los equipos pueden o no jugar un partido. Esto puede ayudarnos
con la factibilidad o con el �optimo de varias maneras.

Por un lado, nos permite incluir fechas vac��as, descansos para equipos espec���cos.
Es cierto que en elTTP cl�asico el concepto de \fecha" no tiene por qu�e ser (casi
nunca lo es) igual al concepto de d��a, y es posible incorporar descansos, o d��as sin
juegos entre fecha y fecha. Pero si nuestra intenci�on es que esos descansos o fechas
libres se den para equipos espec���cos y no para todos, las fechas extra pueden ser
de gran utilidad.

Por otro lado, podemos querer por alg�un motivodesacoplarlos partidos. Con el
TTP cl�asico va a ocurrir que todos jueguen su k-�esimo partido en la k-�esima fecha.
Esto, aunque a nivel competencia puede ser buscado, a nivel de factibilidad, cuan-
do entren en juego peticiones espec���cas de los equipos, puede volverse demasiado
restrictivo. Agregando fechas en cambio, podemos comenzar a tener partidos entre
dos equipos, donde uno estar�a jugando su quinta fecha y otro su sexta fecha por
ejemplo.
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D��a 1 2 3 4

Equipo 1 @Equipo 2 @Equipo 3 Equipo 4
Equipo 2 Equipo 1 @Equipo 3 @Equipo 4
Equipo 3 @Equipo 4 Equipo 1 Equipo 2
Equipo 4 Equipo 3 @Equipo 1 Equipo 2

Cuadro 2.2: Un�xture con tiempo relajado. El d��a 3 elEquipo 1 juega su tercera
fecha contra elEquipo 4 , que est�a a su vez jugando su segunda fecha

>C�omo logramos esto? En general vamos a querer que la cantidad de fechas siga
siendo un m�ultiplo de n � 1 (por ejemplo 3(n � 1)) y pediremos, en lugar que haya
un partido por fecha, que hayaal menosun partido por fecha:

X

j 2 Equipos i 6= j

x ijk + x jik � 1 8 i 2 Equipos; 8k 2 Fechas

Donde, de nuevo, lax ijk decide si el equipoi recibe al equipoj en la fechak y
por supuesto, el conjuntoFechases un conjunto con tiempo relajado.

Esta variante delTTP es muy utilizada en problemas reales y ha sido nombrada
lo su�ciente para lograr su nombre propio. Suele llam�arsela en la literatura del tema
TRTTP , por sus siglas en ingl�es (Time Relaxed Traveling Tournament Problem)
[11].

Quiz�as solo quede una pregunta girando, >cu�an grave es que las fechas est�en
desacopladas? >est�a bien que, por ejemplo, no jueguen todos su �ultimo partido al
mismo tiempo?

Otra vez, veremos m�as adelante c�omo aplicar este m�etodo y c�omo solucionar
estas cuestiones en nuestro problema del v�oley.

2.4.3. Torneos con un schedule parcial

Otro caso muy com�un en estos torneos, o en el contexto delsports scheduling
en general es el de tener que completar unscheduleparcial [12]. Por alguna raz�on
podemos tener que se han �jado ciertos encuentros o ciertas local��as y debemos com-
pletar el torneo manteniendo esos partidos pre�jados. Esto puede deberse a eventos
televisivos, a pedidos de los propios equipos, a motivos espec���camente deportivos.

Cualquiera sea el motivo, se van a tener que solucionar dos cosas. La primera, >es
factible un torneo dedouble round robindonde se respeten estos nuevos pedidos?
Nada dice a priori que se pueda. Si elscheduleparcial no se ha hecho de forma
inteligente, las nuevas restricciones podr��an entrar en con
icto consigo mismas. Y
aqu�� puede aparecer un problema interesante: >se puede encontrar un torneo factible
lo m�as �el posible al scheduleparcial? Aunque va a ser un problema de optimizaci�on,
de�nitivamente va a ser discutible qu�e signi�ca \lo m�as �el posible" en este contexto.
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Si en cambio nos convencemos que es factible podremos pasar a la segunda
parte: >cu�al es elmejor torneo que contenga estos partidos pre�jados? Donde, aqu��
s��, seguimos midiendo la mejor��a en t�erminos de distancia global.

Algo a tener en cuenta: la soluci�on no puede menos que empeorar en estos casos.
Al TTP libre le estamos agregando restricciones, el conjunto de factibilidad estar�a
contenido en el conjunto original por lo que a lo sumo obtendremos un resultado
igual de bueno que sin las restricciones.

>C�omo procedemos a resolver el nuevo problema? Supongamos que tenemos un
conjunto F de triadas (i; j; k ) que nos exigen que el equipoi reciba al equipoj en
la fechak (esto podr��a ser tambi�en menos estricto y pedir, por ejemplo, solo quei
se enfrente aj en la fechak, sin importar local��a).

Entonces agregamos a las restricciones delTTP las nuevas restricciones

x ijk = 1 8(i; j; k ) 2 F

Donde la variable binariax ijk decide si el equipoi recibe al equipoj en la fecha
k.

Notar que al hacer esto estamos agregando una variable al problema y luego
�jando su valor. Esto podr��a no ser una buena idea porque estamos agregando
dimensiones a un problema cuando de hecho no las necesita.

Sin embargo, cualquiersolver moderno realiza un preprocesamiento donde eli-
mina las variables con valores pre�jados, por lo que no hace falta preocuparse de-
masiado por esta forma aparentemente ine�ciente de escribir el modelo.

De hecho, esta es otra raz�on por la cual se puede elegir pre�jar valores y com-
pletar. Cuando el problema es muy grande y muy dif��cil de resolver, puede servir
encontrar de manera heur��stica partidos que deber��an jugarse y luego completar alre-
dedor. Si la manera en la que se hizo la heur��stica es buena, uno puede esperar poco
empeoramiento en optimalidad habiendo ganado mucho en tiempos de ejecuci�on.

2.4.4. Torneos basados en rondas

Hasta ahora no hemos hablado del orden o la forma en la que se van a jugar los
partidos. No pedimos ninguna estructura m�as all�a de que cada equipo se enfrente a
cada otro equipo dos veces, una de local y otra de visitante. Esto es,

X

k2 F echas

x ijk = 1 8i; j 2 Equipos ; i 6= j

Donde la variable binariax ijk decide si el equipoi recibe al equipoj en la fechak.
Ni siquiera estamos pidiendo que los equiposi y j no se enfrenten consecutiva-

mente alternando local��as, una restricci�on muy pedida en este tipo de torneos.
Lo que se suele usar en estos casos es el concepto derondas. Esto es, partimos

el torneo en 2 (o m�as, si adem�as estamos en caso dequadruple round robinu otros
valores dematchup) rondas. Cada ronda tendr�a un subconjunto de fechas tal que
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F1 [ F2 = Fechasy pediremos que los equiposi y j se enfrenten una vez en cada
ronda. Esto es

X

k2 F1

x ijk + x jik = 1 8i; j 2 Equipos ; i 6= j

X

k2 F2

x ijk + x jik = 1 8i; j 2 Equipos ; i 6= j

No se busca en estos casos que haya simetr��as como pueden ser los torneos espe-
jados o el esquema franc�es por ejemplo.

Esta formato puede ser muy �util para torneos donde a mitad del mismo se prevea
un intervalo de descanso (vamos a ver que esto ocurre en el torneo de v�oley). En
estos casos, parece ser razonable que los equipos lleguen con la misma cantidad de
partidos jugados y con la experiencia de haberse enfrentado a todo el resto de los
equipos.

Adem�as, es muy com�un que a mitad de temporada se realicen partidosall stars
con los mejores jugadores o mini torneos entre los mejores equipos del campeonato.
Para que esto puede tener un sentido m�as real, es una buena idea que para ese
entonces se haya cerrado unaronda y que la tabla de posiciones por ejemplo re
eje
resultados parciales m�as \justos".
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Cap��tulo 3

El problema del torneo de V�oley

El torneo de la primera divisi�on de voleibol masculino de Argentina (LVA por
\Liga de voleibol argentina", o alternativamente \Liga argentina de voleibol") es la
competencia de m�axima categor��a de voleibol del pa��s. La organizaci�on del torneo
corre a cuenta, desde 2003, de laACLAV (Asociaci�on de Clubes Liga Argentina
de Voleibol). Al jugarse usualmente entre noviembre y abril del a~no siguiente, pa-
ra referirnos a una temporada espec���ca nombramos dos a~nos consecutivos. En su
primera edici�on de 2003/2004 (antes no era organizado porACLAV ) hubieron 12
equipos participantes, pero este es un n�umero que cambia temporada a temporada.

Temporada Cantidad de equipos

2003-04 12
2004-05 12
2005-06 12
2006-07 12
2007-08 12
2008-09 11
2009-10 11
2010-11 12
2011-12 12
2012-13 10
2013-14 11
2014-15 10
2015-16 11
2016-17 11
2017-18 11
2018-19 10
2019-20 9

Cuadro 3.1: Cantidad de equipos por temporada, desde el 2003 hasta la actualidad.
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Estos cambios (sobre todo en la paridad) har�a que m�as adelante tengamos que
modi�car estrategias para crear el�xture .

La liga de voleibol argentina se compone de dos partes:

La fase regular

Los play-o�s

La fase regular es undouble round robin, es decir, juegan todos contra todos
dos veces, una vez de local y otra de visitante. Los 22 partidos a disputar (en el caso
de 12 equipos) se dividen en grupos de a dos que se juegan en un jueves y s�abado o
viernes y domingo consecutivos, los denominados \weekend". Con lo cual estamos
hablando de 22 semanas de juego. Los equipos ir�an quedando ordenados, seg�un
puntaje, en una tabla de posiciones. Al �nal de esta primera fase, los 8 primeros
equipos pasar�an a la fase deplay-o� , quedando el resto eliminado.

Estos 8 equipos jugar�an los cuartos de �nal, el 1o contra el 8o, el 2o contra el 7o,
y as�� sucesivamente. Los cuatro ganadores jugar�an las semi�nales y los ganadores
de estas, la �nal. El ganador de la �nal se consagrar�a campe�on de la liga. Todos los
cert�amenes deplay-o� se juegan al mejor de 5 partidos, lo cual hace que no haya
demasiadas sorpresas en los resultados.

Pero ese no es el tema de este trabajo.
Es importante notar que en la fase deplay-o�s no hay aportes para hacer desde

el lado delSports scheduling; los partidos ya est�an de�nidos y no se pueden cambiar.
Incluso el patr�on de local��as queda de�nido a partir de la tabla de posiciones de la
fase regular. Es por esto que nos centraremos en la primera parte, la fase regular,
donde el torneo podr��a llevarse a cabo de m�ultiples maneras.

3.1. Viejo enfoque

En 2007, gracias al trabajo conjunto de Flavia Bonomo, Andr�es Cardemil, Gui-
llermo Dur�an, Javier Marenco y Daniela Sab�an [4] con laACLAV , se comenz�o a
utilizar una nueva estrategia para la creaci�on del�xture . La idea era intentar re-
solver elTTP pero de una manera que fuera ejecutable en un tiempo razonable y
siguiendo las restricciones exigidas por la asociaci�on.

El planteo se hizo entonces de la siguiente manera. Para evitar resolver unTTP
con 12 equipos, que puede volverse muy complicado o directamente imposible ante
peque~nas variaciones, se juntan los equipos en parejas por proximidad. Luego los
pares de equipos (A i ; B i ), con 1� i � n

2 pueden tratarse como un nuevo equipo para
cada i . Los partidos pasan a jugarse tambi�en de a pares, en los nombrados \wee-
kend". Estas fechas dobles suelen ser en los pares de d��as jueves-s�abado o viernes-
domingo. Lo que se logra con esto es reducir tanto el n�umero de fechas como el de
equipos a la mitad.
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Figura 3.1: Los 12 equipos de la
liga, emparejados por proximidad

Pero >qu�e signi�ca que el equipo doble
i visite al equipo doble j en la fecha do-
ble k? Esto quedar�a siempre bien de�ni-
do: A i juega contra B j , mientras que B i lo
har�a contra A j en el primer d��a de la fe-
cha. En el segundo d��a los rivales se inter-
cambiar�an, jugando A i contra A j y B i con-
tra B j (Ver cuadro 3.2). Es importante no-
tar que, en el caso ideal en que la dis-
tancia entre los equipos de una misma pa-
reja sea muy chica (o cero), visitar a am-
bos es pr�acticamente lo mismo que visitar
a uno solo, volviendo el modelo de pare-
jas un modelo que re
eja muy bien la reali-
dad.

>Puede entonces modelarse el problema co-
mo un TTP de 6 equipos?
S��. El concepto de partido est�a bien de-
�nido, la matriz de distancias queda tam-
bi�en un��vocamente de�nida, as�� como tam-
bi�en el concepto de local��a. Lo �unico que
falta para que una soluci�on de este nue-
vo TTP se pueda llevar a una soluci�on
del problema original es agregar una fe-
cha intraparejas, donde A i juegue contra
B i dos veces, alternando local��a, para todo
i .

Fechak - d��a 1 (jueves) Fechak - d��a 2 (s�abado)

A i vs B j A i vs A j

B i vs A j B i vs B j

Cuadro 3.2: La pareja (A i ; B i ) enfrenta a la pareja (A j ; B j ) en la fechak

>Qu�e se puede hacer en el caso en que los equipos no son pares?
En este caso (efectivamente, varios a~nos se han tenido 11 equipos) un equipo que-
dar�a sin pareja. O lo que es lo mismo, se puede pensar que est�a emparejado a un
equipo �cticio f y tratar al resto igual que antes. El �unico cambio que habr�a es que
cuando a un equipo le toque jugar contraf tendr�a una fecha libre. Esto ocurrir�a
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