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A ambos les dedico mi porvenir. Finalmente, gracias a ustedes dos y a Ariel por ser jurado, y
por sus devoluciones.

También agradezco a quienes forman parte de mi vida y no tienen, o ya no tienen, el libre
albedrı́o de elegirme como ser querido. Me refiero a mi familia y amigos. Más especı́ficamente,
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orden de aprecio: Fer, Fran, Franco, Juani, José, Kevin, Leo y Nahuel; con quienes comparto la
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Capı́tulo 1

Introducción

El objetivo de esta tesis es dar la correspondencia local de Langlands para GL2, que es enun-
ciado en el Capı́tulo 6.3.1. En términos generales, es una correspondencia entre representaciones
provenientes del grupo de Galois absoluto GK y representaciones provenientes de GL2 de na-
turaleza analı́tica, que además preserva ciertos invariantes. Más precisamente, es una biyección
entre clases de equivalencia de representaciones de Weil-Deligne de dimensión 2 semisimples
complejas de un cuerpo local K, y clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles
admisibles complejas del grupo localmente profinito GL2(K), no necesariamente de dimensión
finita. Esta biyección preserva L-funciones y constantes locales de twists por caracteres, y carac-
teres centrales. La correspondencia sirve de puente, traduciendo el lenguaje proveniente de la
geometrı́a aritmética (el lado de las representaciones de Galois) a un lenguaje analı́tico (prove-
niente de las representaciones automorfas) y viceversa. La ventaja es que el lenguaje analı́tico es
mucho más útil para trabajar con invariantes como las L-funciones y las constantes locales, las
cuales contienen información profunda sobre la aritmética de K.

El interés de estudiar las representaciones provenientes del grupo de Galois GK (no solamen-
te complejas, sino también ℓ-ádicas), por ejemplo las representaciones del grupo de Weil WK o
de representaciones de Weil-Deligne, es que encapsulan la información aritmética de K y pro-
veen de diversas herramientas para estudiarla. Este grupo es enorme, en consecuencia es difı́cil
de entender completamente. Un primer paso para la humanidad fue entender las extensiones
abelianas de K a través de la teorı́a de cuerpos de clases (donde las representaciones irreducibles
se reducen a caracteres), el siguiente paso es entender las extensiones no abelianas. Aquı́ entran
en juego las representaciones ρ : GK ÝÑ GLn(V), y por ejemplo entender su imagen ya nos
muestra algunos posibles grupos de Galois Gal(L/K) – GK / Ker ρ que pueden aparecer.

La correspondencia local de Langlands no solamente está demostrada para GL2, sino que
también para GLn. El caso n = 1 es teorı́a de cuerpos de clases local. Primero fue demostrado
el caso n = 2 con K de caracterı́stica cero, el cual fue comenzado por Jacquet-Langlands [JL70],
luego varios autores contribuyeron; sin embargo fue Kutzko quien completó la demostración
con dos nuevas ideas en [Kut80] y [Kut84]. Luego en general, fue demostrado el caso para K
con caracterı́stica distinta de cero para todas las dimensiones n por Laumon, Rapoport y Stuhler
[LRS93]. El caso K con caracterı́stica cero y dimensión n arbitraria fue probado por Harris y
Taylor en [HT01], también fue demostrado por Henniart en [Hen00] basado en el trabajo de
Harris [Har97].

La correspondencia local es simplemente la punta del iceberg, pues posee varias generaliza-
ciones; entre ellas se pueden enunciar resultados y conjeturas para grupos reductivos. Además
esta correspondencia forma parte de un programa que abarca cuestiones tanto locales como glo-
bales: el programa de Langlands. El caso n = 1, está probado y es teorı́a de cuerpos de clases
global.

En nuestro caso local, cuando n = 2, se puede demostrar de manera más elemental la co-
rrespondencia debido a que al ser un caso pequeño podemos clasificar las representaciones y
trabajar directamente. En particular, la demostración se vuelve un poco más simple en el caso
p ‰ 2, el cual es el que realizaremos en este trabajo. El caso p = 2 es más complicado, pero
interesante, debido a que hay más representaciones que corresponder.

Trabajaremos principalmente en el caso K no arquimediano con cuerpo residual k de carac-
terı́stica p, y algunas veces por simplicidad trabajaremos en el caso K de caracterı́stica cero, i.e.
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extensiones finitas del cuerpo de los números p-ádicos Qp.

Comenzaremos viendo varias generalidades en el Capı́tulo 2, repasando definiciones y resul-
tados sobre valores absolutos y valuaciones discretas con el objetivo de definir qué es un cuerpo
local K; definimos los adèles e idèles que son necesarios para enunciar el caso global, el cual
solo enunciaremos para n = 1, para dimensiones mayores en general sigue siendo conjetural la
correspondencia. Luego avanzaremos a generalidades sobre representaciones de grupos local-
mente profinitos. Acá también introduciremos la L-función y constante local de un caracter de
Kˆ = GL1(K).

Continuaremos en el Capı́tulo 3 introduciendo varios tipos de representaciones provenien-
tes del grupo de Galois, entre ellas las representaciones del grupo de Galois absoluto GK, del
grupo de Weil y de Weil-Deligne, tanto complejas como ℓ-ádicas. Aquı́ también introduciremos
sus L-funciones y constantes locales, además construiremos representaciones de Weil-Deligne
complejas a partir de representaciones ℓ-ádicas. Finalizaremos el capı́tulo con ejemplos de repre-
sentaciones provenientes del módulo de Tate; en particular estudiaremos al módulo de Tate de
una curva elı́ptica E/K, la cual provee de una familia de representaciones ℓ-ádicas compatibles
entre ellas, con las cuales construiremos canónicamente una representación ρ1

E/K. A estas re-
presentaciones provenientes de una curva elı́ptica les asociamos una L-función y un conductor.
También se les puede asignar constantes locales, root numbers, y calcularlas, pero este trata-
miento se escapa del alcance de esta tesis; se puede consultar una exposición de esto último en
el artı́culo de Rohrlich [Roh94].

El caso de dimensión n = 1 de la correspondencia de Langlands es esencialmente teorı́a de
cuerpos de clases, la cual repasaremos en el Capı́tulo 4.

En el Capı́tulo 5 enunciamos resultados sobre L-funciones y constantes locales del lado au-
tomorfo de la correspondencia, y se clasifican las representaciones no cuspidales de GL2(K).
También se enuncia el Teorema Inverso que garantiza la unicidad de la correspondencia local de
Langlands.

Finalmente, en el Capı́tulo 6 se comienza con unas definiciones preliminares sobre represen-
taciones cuspidales, y se enuncia la correspondencia local para GL2. Veremos la demostración
de la correspondencia en el caso K local no arquimediano con p ‰ 2 (el caso p = 2 se puede
encontrar en [BH06]), y se explica un ejemplo de cómo se puede aplicar la correspondencia a
una representación proveniente de una curva elı́ptica ρ1

E/K.
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Capı́tulo 2

Generalidades

2.1. Valores absolutos y valuaciones discretas

2.1.1. Valores absolutos

Definición 2.1.1. Un valor absoluto sobre un cuerpo K es una función | ¨ | : K ÝÑ R tal que

(i) |x| ě 0, @x P K y |x| = 0 ô x = 0.

(ii) |xy| = |x|y|, @x, y P K.

(iii) |x + y| ď |x| + |y|, @x, y P K.

Definición 2.1.2. El valor absoluto trivial es el valor absoluto que vale 1 para todo x ‰ 0.

Definición 2.1.3. Decimos que dos valores absolutos | ¨ |1 y | ¨ |2 en K son equivalentes si sus
topologı́as son la misma.

Esto forma una relación de equivalencia. A una clase de equivalencia de un valor absoluto
no trivial de un cuerpo K lo llamamos lugar de K.

Proposición 2.1.4. Sean dos valores absolutos | ¨ |1 y | ¨ |2 en K. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) | ¨ |1 y | ¨ |2 son equivalentes en K.

(ii) |x|1 ă 1 ñ |x|2 ă 1 para todo x P K.

(iii) Existe e ą 0 tal que | ¨ |1 = | ¨ |e2.

Demostración. Ver el Capı́tulo II de [CF67].

Definición 2.1.5. Decimos que | ¨ | es un valor absoluto no arquimediano si es equivalente a un
valor absoluto que cumpla la desigualdad |x + y| ď máxt|x|, |y|u. De lo contrario decimos que el
valor absoluto es arquimediano.

Un valor absoluto no arquimediano convierte a K en un espacio métrico, de hecho, en un
espacio ultramétrico, pues vale una desigualdad más fuerte que la triangular:

d(x, y) ď máx(d(x, z), d(z, y)),

si consideramos d(x, y) := |x ´ y|.

Observación 2.1.6. Cuando | ¨ | es no arquimediano se tiene que

|x + y| = |x|, si |y| ă |x|,

pues |x + y| ď |x| = |(x + y) ´ y| ď máxt|x + y|, |y|u.

Definición 2.1.7. Si | ¨ | es no arquimediano definimos el anillo de enteros de K como el anillo
O = OK := t x P K | |x| ď 1 u. También definimos el ideal P = PK := t x P K | |x| ă 1 u de O.
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Claramente P es un ideal maximal, de hecho los elementos que no pertenecen a P son
inversibles en O, i.e. O es un anillo local. También O es un dominio ı́ntegro con cuerpo de
fracciones K.

Definición 2.1.8. Decimos que el valor absoluto | ¨ | es discreto si existe δ ą 0 tal que

1 ´ δ ă |x| ă 1 + δ

implica que |x| = 1.

Las siguientes dos proposiciones se demuestran en el Capı́tulo II de [CF67]:

Proposición 2.1.9. Sea | ¨ | un valor absoluto no arquimediano. Entonces es discreto si y solo si P es un
ideal principal.

Proposición 2.1.10. Sea | ¨ | un valor absoluto. Entonces es no arquimediano si y solo si |n| ď 1 para
todo n en el anillo generado por 1 en K.

Corolario 2.1.11. Si la caracterı́stica de K es finita entonces todo valor absoluto en K es no arquimediano.

Demostración. Como el anillo generado por 1 en K es un cuerpo finito F de p elementos, se tiene
que ap´1 = 1 para todo a P F, con lo cual |a| = 1.

Ejemplo 2.1.12. Sea P un ideal primo no trivial de un cuerpo de números K (i.e. una extensión
finita de Q), se tiene el valor absoluto P-ádico normalizado

|x|P =

#

(1/N(P))ordP(x) si x ‰ 0,
0 si x = 0.

es discreto y no arquimediano. Donde N es la norma de un ideal1, y ordP(x) P Z es la potencia
de P que aparece en la factorización única del OK-módulo generado por x en K2.

Ejemplo 2.1.13. El cuerpo de los números reales R con el valor absoluto | ¨ | es un valor absoluto
arquimediano no discreto. El cuerpo de los números complejos C con el valor absoluto | ¨ |2 es
arquimediano y no discreto. En ambos casos decimos que el valor absoluto está normalizado.

Ejemplo 2.1.14. Sea σ : K ãÑ C una inmersión de un cuerpo de números que deja fijo a Q,
podemos definir un valor absoluto arquimediano sobre K tomando |x| = |σ(x)|.

Ejemplo 2.1.15. Dos ideales primos distintos P1 y P2 de un cuerpo de números K producen dos
valores absolutos (definidos como en el Ejemplo 2.1.12) no equivalentes.

En efecto, definen topologı́as distintas, pues por el teorema chino del resto existe x P OK tal
que x ” 0 mód P1 y x ” 1 mód P2, luego |x|P1 ă 1 y |x|P2 = 1, entonces la sucesión xn := xn

converge a 0 en la primera topologı́a, mientras que en la otra no.

2.1.2. Valuaciones discretas

Sea Kˆ el subgrupo multiplicativo de un cuerpo K, y sea Z el grupo aditivo de los números
enteros.

Definición 2.1.16. Una valuación discreta de un cuerpo K es un morfismo de grupos

v : Kˆ ÝÑ Z

que cumple las siguientes propiedades:

(i) Es sobreyectivo.

(ii) Se extiende de manera que v(0) = 8 y se tiene la convención de que mı́nta, 8u = a para
todo a P Z Y t8u.

1Si K es un cuerpo de números de grado n sobre Q entonces el anillo de enteros OK de K es un Z-módulo e I es un
submódulo, más aún, si I ‰ 0 entonces el cociente O/I es finito. Definimos N(I) como el cardinal de dicho cociente.
Para más propiedades de la norma de un ideal se puede consultar el libro [Mil08].

2ver la introducción del primer capı́tulo de [CF67].
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(iii) v(x + y) ě mı́ntv(x), v(y)u, para todo x, y P K.

Definición 2.1.17. Definimos el anillo de valuación de v como O = Ov := t x P K | v(x) ě 0 u.
También definimos el ideal de valuación P = Pv := t x P K | v(x) ą 0 u.

Como lo indica su nombre, el ideal de valuación es un ideal de O.

Observación 2.1.18. Los valores absolutos discretos no arquimedianos son equivalentes a valua-
ciones discretas.

Sea c P (0, 1) una constante, definimos un valor absoluto discreto no arquimediano |x| := cv(x)

si x P Kˆ y |0| = 0.
Recı́procamente, si | ¨ | : Kˆ ÝÑ Rˆ

ą0 es un valor absoluto discreto no arquimediano, luego
corresponde a una valuación discreta v. En efecto, log |x| con x ‰ 0 forma un subgrupo discreto
aditivo en R, el cual necesariamente es un grupo abeliano libre con un solo generador, luego
existe c P (0, 1) tal que para todo x ‰ 0 existe m = m(x) P Z tal que |x| = cm. Llamamos a m el
orden de x y multiplicando por un escalar a m(x) obtenemos una valuación discreta v.

Los resultados que valen para valores absolutos se pueden traducir al lenguaje de valuaciones
discretas. Luego se tienen las siguientes propiedades:

Proposición 2.1.19. (i) Si v(x) ‰ v(y) entonces v(x + y) = mı́ntv(x), v(y)u.

(ii) El anillo de valuación O es un dominio ı́ntegro con cuerpo de fracciones K.

(iii) El ideal de valuación P es un ideal maximal de O. De hecho, todo elemento fuera de P es inversible
en O, con lo cual este es un anillo local.

(iv) Una valuación discreta v en K define una topologı́a, la topologı́a proveniente del valor absoluto
|x| = cv(x). Esta topologı́a no depende de la constante c P (0, 1).

Definición 2.1.20. Sea K un anillos de valuación discreta v. Los elementos u con v(u) = 0 forman
un subgrupo U = UK de Kˆ, el grupo de unidades de O.

Si elegimos un elemento ϖ con v(ϖ) = 1 (esta elección generalmente no será canónica) se
tiene que todo elemento x P Kˆ se escribe de manera única como x = ϖnu para un n P Z

y u P U. Justamente n = v(x). Observemos que esto implica que O es un dominio de ideales
principales con un único ideal primo P, el cual está generado por ϖ. Llamamos a ϖ un elemento
uniformizante de OK o K.

Los anillos R de ideales principales con un único ideal primo se llaman anillos de valuación
discreta. Lo comentado en el párrafo anterior prueba la primera parte de la siguiente afirmación:

Proposición 2.1.21. El anillo de valuación O es un anillo de valuación discreta.
Recı́procamente, un anillo de valuación discreta R es el anillo de valuación O para una única valuación

discreta v del cuerpo de fracciones K de R.

Demostración. Ver la Proposición 2 de la Sección 1 del Capı́tulo I de [CF67].

Cuando un valor absoluto provenga de una valuación v, lo notaremos como | ¨ |v. En el
Ejemplo 2.1.12 el valor absoluto proviene de la valuación P-ádica, luego notaremos v = P = Pv
y lo llamaremos primo finito. Cuando | ¨ | provenga de una inmersión σ como en el Ejemplo
2.1.13, no notaremos como | ¨ |σ y haremos el abuso de notación v = σ, por más que el valor
absoluto no provenga de una valuación discreta. A v lo llamaremos primo infinito. Notaremos
como | ¨ |v a un valor absoluto en la clase de equivalencia.

Si K Ă L y w y v son primos de L y K respectivamente tal que | ¨ | restringido a K es equivalente
a | ¨ |v, decimos que w divide a v o que w yace sobre v, y escribimos w | v. Cuando v = P es un
primo finito esto significa que Pw XOK = P o, equivalentemente, que Pw divide a POL. En el
caso de un primo infinito esto significa que w corresponde con una inmersión σ : L ãÑ C que
extiende a la inmersión de v o a su conjugado complejo.

Definición 2.1.22. Al cuerpo k = O/P lo llamamos cuerpo residual.
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Se tiene que K es la unión de subgrupos abiertos Pn con n P Z y
Ş

nPZ Pn = t0u. Los
cocientes Pn /Pn+1 tienen estructura de k-módulo y además se tiene que

Proposición 2.1.23. Existe un isomorfismo k – Pn /Pn+1 de k-módulos.

Demostración. El morfismo O ÝÑ Pn definido como multiplicar por ϖn induce el isomorfismo
deseado.

Existen otros subgrupos multiplicativos de U importantes, estos son Un := 1 +Pn para todo
n ě 1 y definimos U0 := U. Son abiertos en U, además

Ş

n Un = 1.

Proposición 2.1.24. (i) El morfismo O ÝÑ k induce un isomorfismo

U/U1 – kˆ.

(ii) Para cada 1 ď n ď m ď 2n la función u ÞÝÑ u ´ 1 induce un isomorfismo de grupos

Un/Um – Pn /Pm .

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de que para u1, u2 P Un se tiene que

(u1u2 ´ 1) ´ (u1 ´ 1) ´ (u2 ´ 1) = (u1 ´ 1)(u2 ´ 1) P P2n,

entonces como m ď 2n, luego (u1u2 ´ 1) ” (u1 ´ 1) + (u2 ´ 1) mód Pm.

Juntando las dos proposiciones anteriores se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1.25. Para n ě 1 se tiene que

Un/Un+1 – k.

Proposición 2.1.26. (i) Si k tiene caracterı́stica p ą 0, entonces para n ě 1 se tiene que

Up
n Ă Un+1.

(ii) Si K es completo (con la topologı́a inducida por la valuación discreta) y si m ě 1 es coprimo con
la caracterı́stica del cuerpo residual k, entonces para todo n ě 1 se tiene que u ÞÝÑ um es un
automorfismo de Un.

Demostración. El primer ı́tem se deduce del corolario anterior. Una demostración del segundo
ı́tem se encuentra en la Proposición 5 de la Sección 1 del Capı́tulo I de [CF67].

2.1.3. Completaciones

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial. Decimos que K es completo si toda sucesión
de Cauchy converge en K con la métrica inducida por el valor absoluto.

Teorema 2.1.27. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | ¨ |. Luego existe un cuerpo pK completo respecto
de un valor absoluto x| ¨ | y un morfismo K ÝÑ pK que preserva el valor absoluto y que cumple la siguiente
propiedad universal: para todo morfismo K ÝÑ L en un cuerpo completo (respecto a un valor absoluto
} ¨ }), que a su vez preserve valor absoluto, se extiende de manera única a un morfismo pK ÝÑ L que
preserva valor absoluto.

Demostración. Ver el Teorema 7.23 de [Mil08].

Definición 2.1.28. A pK lo llamamos la completación de K.

Observación 2.1.29. (i) Como suele ocurrir usualmente con propiedades universales pK es úni-
co salvo isomorfismo.

(ii) La imagen de K en pK es densa.
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(iii) Si | ¨ | es un valor absoluto no arquimediano o discreto de K entonces la completación
también lo es respectivamente. Notamos como pO al anillo de enteros de la completación y
como pP al único ideal maximal de pO. Usamos pOˆ para las unidades. Si ϖ es un elemento
uniformizante que genera P en O, luego ϖ genera pP en pO.

Proposición 2.1.30. Para todo n P N el morfismo O/Pn ÝÑ pO/pP
n

es un isomorfismo

Demostración. La inyectividad sale de probar que el núcleo es trivial usando que el valor absoluto
de la completación extiende al valor absoluto en K. La sobreyectividad sale de que como la
imagen de K ÝÑ pK es densa, luego también lo es la imagen de O ÝÑ O. Como pP

n
es abierto (de

hecho también es cerrado), px + pP
n

también, luego existe y P px + pP
n

X O, o sea, px es la imagen
de y vı́a el morfismo.

Cuando v es un lugar de un cuerpo de números K, escribimos Kv para la completación de K
respecto al valor absoluto | ¨ |v. Cuando v = P es una valuación P-ádica notamos como OP al
anillo de enteros de KP, y notamos como UP a las unidades.

Ejemplo 2.1.31. El cuerpo Qp de los números p-ádicos es la completación de Q respecto al valor
absoluto p-ádico |x|p = p´ ordp(x).3 Notamos como Zp al anillo de enteros y como Zˆ

p a las
unidades.

Ejemplo 2.1.32. El cuerpo residual de Qp es finito. En efecto, por la proposición anterior Z/pZ –

Zp/pZp.

2.1.4. Ramificación

Definición 2.1.33. Un dominio de Dedekind es un dominio ı́ntegro A tal que

(1) A es noetheriano.

(2) A es ı́ntegramente cerrado.

(3) Todo ideal primo no trivial es un ideal maximal.

Varios ejemplos de dominios de Dedekind son:

Ejemplo 2.1.34. Sea K un cuerpo de números, entonces su anillo de enteros algebraicos

OK = t x P K | x es raı́z de un polinomio mónico en Z[X] u

es un dominio de Dedekind4.

Los anillos de valuación discreta R son dominios de Dedekind, en efecto, son dominios de
ideales principales y en particular noetherianos; son ı́ntegramente cerrado pues si x ‰ 0 es
un elemento del cuerpo de fracciones K de R entonces x P R si y solo si x´1 R R; todo ideal
primo no nulo es maximal pues solo existe un único ideal primo no nulo. Por ejemplo, sea
K un cuerpo de valuación discreta, entonces OK es un anillo de valuación discreta por la
Proposición 2.1.21, y por lo tanto es un dominio de Dedekind.

El hecho de que exista factorización única en el anillo Z de enteros algebraicos de Q es un
resultado clásico de la teorı́a de números elemental. Esto también sucede para Z[i] el anillo
de enteros del cuerpo de números Q(i), sin embargo, no sucede en general que un anillo de
enteros arbitrario OK sea un dominio de factorización única. De todas formas existe una noción
de factorización única de ideales que generaliza la de elementos, y es válida para dominios de
Dedekind:

Teorema 2.1.35. Sea A un dominio de Dedekind. Todo ideal propio no trivial a de A se puede escribir
como

a = P
r1
1 ¨ ¨ ¨Prn

n

con Pi distintos ideales primos no triviales y ri ą 0. Los Pi y ri están unı́vocamente determinados, salvo
permutación de ı́ndices.

3Donde si a
b = x ‰ 0 con a, b coprimos se define ordp(x) = mp P Z, con mp la potencia de p que aparece en la

factorización de a o ´mp la potencia de p que aparece en la factorización de b.
4Para una demostración ver [Mil08].
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Sean A, B dominios de Dedekind con cuerpos de fracciones K, L respectivamente. Un ideal
primo P de A no trivial se factoriza en B como

P B = Q
e1
1 ¨ ¨ ¨Qer

r , ei ą 0.

Si alguno de los exponentes cumple que ei ą 1 entonces decimos que P es ramificado en B (o en
L). Los ei se llaman ı́ndices de ramificación. Decimos que Q divide a P (lo notamos como Q | P)
si Q aparece en la factorización de P B. Solemos escribir e(Q | P) al ı́ndice de ramificación y
f (Q | P) para el grado de la extensión [B/Q : A/P] (llamado grado residual). Decimos que un
primo P se parte o que se parte completamente en B (o en L) si ei = fi = 1 para todo i; decimos
que es inerte en B (o en L) si P B es un ideal primo, i.e. r = 1 y f = e = 1.

Teorema 2.1.36. Sea n = [L : K] y Q1, . . .Qr los ideales primos que dividen a P en L. Entonces

r
ÿ

i=1

ei fi = n,

con ei = e(Qi | P) y fi = f (Qi | P). Si L/K es una extensión Galois, entonces todos los ei son iguales,
todos los fi son iguales y por lo tanto

e f r = n.

Demostración. Ver el Teorema 3.34 de [Mil08].

2.1.5. Extensión de valores absolutos

Teorema 2.1.37. Sea K completo respecto a un valor absoluto | ¨ |K y sea L una extensión finita de K de
grado n. Entonces | ¨ |K se extiende de manera única a un valor absoluto | ¨ |L de L, además este nuevo
valor absoluto es completo. La fórmula es

|y|L = |NL/K(y)|
1/n
K .

Demostración. Ver el Teorema y el Corolario 2 de la Sección 10 del Capı́tulo II de [CF67].

En general, si K no es completo no tiene por que existir una única extensión del valor abso-
luto, pero si L/K es una extensión separable de grado n entonces hay a lo sumo n extensiones
(ver la misma sección de [CF67]).

Observación 2.1.38. De la Proposición 2.1.10 se deduce que extender un valor absoluto no arqui-
mediano | ¨ |K produce otro valor absoluto no arquimediano | ¨ |L. Además, se tiene de la fórmula
que | ¨ |L es discreto si y solo si | ¨ |K es discreto.

Corolario 2.1.39. Sea K un cuerpo completo respecto de un valor absoluto | ¨ |K y sea Ω una extensión
separable de Ω (no necesariamente finita). Luego | ¨ |K se extiende de manera única a un valor absoluto
| ¨ |Ω en Ω.

Demostración. El teorema anterior dice que podemos extender a | ¨ |K de manera única a cualquier
subextensión finita de Ω, por lo tanto se extiende de manera única a Ω.

Observación 2.1.40. Si K y Ω son como en el corolario anterior y si K es no arquimediano
entonces Ω también lo será. Sin embargo, si K es discreto no tiene por qué serlo también Ω, lo
mismo pasa si K es completo.

De todas formas en algunos ejemplos la completación de Ω no está muy lejos de ser algebrai-
camente cerrada: cuando K es una extensión finita de Qp, entonces se extiende el valor absoluto
a la clausura algebraica Ω, sin embargo no nos queda completo (ver el Ejercicio 7-7 de [Mil08]),
pero si completamos Ω entonces sı́ nos queda un cuerpo Cp algebraicamente cerrado y comple-
to. Se tiene que Cp – C como cuerpos, pero el isomorfismo no es canónico, depende del axioma
de elección.

Proposición 2.1.41. Sean L y K como en el teorema anterior. Entonces n = e f , donde n = [L : K], e es
el ı́ndice de ramificación y f el grado de la extensión de cuerpos residuales.

Demostración. Por el Teorema 2.1.36 se tiene que n =
ř

i ei fi. En este caso, existe solamente un
primo de L dividiendo a PK con lo cual la fórmula se simplifica a un solo término n = e f .
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Sea K completo respecto a una valuación discreta, y sea L una extensión finita de K. Sean
PK y PL los ideales maximales de los anillos de enteros OK y OL respectivamente. Entonces
PK OL = Pe

L, donde e = e(PL | PK) es el ı́ndice de ramificación. Sean vK, vL las valuaciones
respectivas y ϖK, ϖL los elementos uniformizantes respectivos, tenemos que:

vK(ϖK) = 1 y vL(ϖL) = 1.

Como ϖK = ϖe
LuL con uL P UL, se tiene que

vL(ϖK) = e,

luego si restringimos vL a K tenemos que vL = evK, pues todos los elementos de K se escriben
como ϖm

K uK con uK P UK.

Definición 2.1.42. Cuando e = n, i.e. PK OL = Pn
L decimos que L es totalmente ramificado

sobre K. Cuando f = n, i.e. PK OL = PL decimos que L es no ramificado sobre K.

2.1.6. Cuerpos localmente compactos

Proposición 2.1.43. Sea K completo respecto de un valor absoluto discreto. Sea OK su anillo de enteros
y P el único ideal maximal. Entonces OK es compacto si y solo si el cuerpo residual k es finito.

Demostración. Ver la Proposición 7.46 de [Mil08].

Corolario 2.1.44. Si K es como en la proposición anterior y k es finito. Entonces Pn, U y Un son
compactos.

Demostración. Son subconjuntos cerrados de OK.

El corolario anterior nos dice que si K tiene una valuación discreta, es completo y su cuerpo
residual es finito, entonces K es localmente compacto, luego cumple la siguiente definición:

Definición 2.1.45. Un cuerpo local K es un cuerpo con un valor absoluto no trivial tal que K es
localmente compacto (y por ende completo).

Recı́procamente, si K tiene una valuación discreta tal que K es localmente compacto, entonces
k es finito y K es compacto. Una demostración de este hecho se encuentra en el Corolario de la
Sección 7 del Capı́tulo 2 de [CF67].

Ejemplo 2.1.46. Las extensiones finitas de Qp son cuerpos locales, pues al ser extensiones finitas
de un cuerpo completo respecto a su valuación discreta, por el Teorema 2.1.37, solo falta verificar
que el cuerpo residual de K es finito. En efecto lo es, pues este es una extensión finita del cuerpo
residual de Qp, el cual vimos en el Ejemplo 2.1.32 que era finito.

Observación 2.1.47. Sea K un cuerpo local. Este se clasifica en dos tipos distintos. A su véz
en el caso no arquimediano existen dos familias distintas según la caracterı́stica de K (ver la
Observación 7.49 de [Mil08]):

Arquimediano:

• R o C, en ambos la caracterı́stica es 0.

No arquimediano:

• Extensiones finitas de Qp cuando la caracterı́stica es 0.

• Extensiones finitas de Fp((t)) cuando la caracterı́stica es p.

Definición 2.1.48. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | ¨ | y cuerpo residual k con cardinal
finito q. Decimos que | ¨ | está normalizado si

|ϖ| = q´1,

donde ϖ es un elemento uniformizante de K.
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Ejemplo 2.1.49. El cuerpo de los números p-ádicos tiene su valor absoluto | ¨ |p normalizado,
pues un elemento uniformizador es p y se tiene que |p|p = p´1. En general, si K es una extensión
finita de Qp con el valor absoluto que extiende el de Qp, entonces es equivalente a un valor
absoluto normalizado. En efecto, como pOK = Pe, entonces

p´1 = |p|p = |p|K = |ϖ|eK,

con ϖ un generador de P. Con lo cual |ϖ|K = p´1/e. Debido a que n = e f , se tiene

|ϖ|K = (p f )´1/n = q´1/n,

donde q = p f es el cardinal del cuerpo residual K, ya que este es una extensión de grado f sobre
el cuerpo residual Z/pZ de Qp.

2.1.7. Cuerpos globales

Un cuerpo global K es un cuerpo de números cuando char(K) = 0, o una extensión finita
separable de Fq(t) para un q = pn cuando char(K) = p.

Lema 2.1.50. Sea x ‰ 0 un elemento de un cuerpo global K. Entonces existen solamente finitas valuacio-
nes discretas no equivalentes | ¨ | de K tal que

|x| ą 1.

Demostración. Ver el Lema de la Sección 12 del Capı́tulo II de [CF67].

Observación 2.1.51. Todos los valores absolutos de un cuerpo global K o son valores absolutos
discretos no arquimedianos con cuerpo residual finito, o sus completaciones son R o C por la
Sección 12 del Capı́tulo II de [CF67]. Con lo cual tiene sentido hablar de valuaciones normaliza-
das (para el caso real y complejo definimos normalizado como en el Ejemplo 2.1.13).

Teorema 2.1.52 (Fórmula del Producto). Sea x ‰ 0 un elemento de un cuerpo global K. Sea | ¨ |v la
familia de valuaciones normalizadas de K, recorriendo los lugares v de K. Entonces |x|v = 1 para todos
los v salvo finitos y además

ź

v
|x|v = 1.

Demostración. Ver el Teorema de la Sección 12 del Capı́tulo II de [CF67].

Teorema 2.1.53. Sea K un cuerpo de números. Cada lugar de K tiene un representante y solo uno que
aparece en la siguiente lista:

(i) v = P con P un ideal primo no nulo de K.

(ii) v = σi donde σi es una inmersión real de K.

(iii) v = τj donde τj es una inmersión complejo de K.

Notar que τj es equivalente a τj

Demostración. Ver Capı́tulo II, sección 11. de [CF67].

Si v es como en el ı́tem (i), es un lugar no arquimediano. Si v es como en el ı́tem (ii) o (iii),
es un lugar arquimediano.
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2.1.8. Grupo de descomposición

Sea L/K una extensión de Galois finita sobre K un cuerpo global, con grupo de Galois G =
Gal(L/K). Si a P L y σ P G, luego G actúa sobre L vı́a evaluación.

Se tiene que G actúa también sobre los lugares w de L vı́a |a|σw = |σ´1a|w. Como σ actúa
sobre las sucesiones de Cauchy de w de tal manera que nos da una sucesión de Cauchy para
σw y recı́procamente, una sucesión de Cauchy para σw actuada por σ´1 nos da una sucesión de
Cauchy para w, se tiene que σ nos induce por continuidad un isomorfismo isométrico σw : Lw Ñ

Lσw entre las completaciones de L respecto de los lugares w y σw. Si Ow = OLv es el anillo de
valuación de w, luego σ(Ow) = Oσw. Además, si w | v con v lugar de K, se tiene también σw | v,
y en consecuencia σw es un Kv-isomorfismo. Por último, στw ˝ τw = (στ)w.

Definición 2.1.54. Llamamos grupo de descomposición de w al subgrupo Gw de G definido
como:

Gw = tσ P G : σw = wu .

Notemos que Gσw = tτ P G : τσw = σwu = σ Gw σ´1, para todo σ P G. Con lo cual el con-
junto de clases de conjugación del grupo de descomposición de w solo dependen de v.

Proposición 2.1.55. Valen las siguientes afirmaciones.

(i) Sean w | v, luego la extensión Lw/Kv es Galois y el morfismo

Gw ÝÑ Gal(Lw/Kv)

σ ÞÝÑ σw

es un isomorfismo de grupos.

(ii) Si w y w1 son dos lugares de L sobre v de K, existe σ P G tal que σw = w1. En otras palabras, G
actúa transitivamente en los lugares que yacen sobre v.

Demostración. Ver la Proposición 1.2. en la página 163 de [CF67].

2.1.9. Automorfismo de Frobenius

Supongamos que w es un lugar no arquimediano discreto, que viene de un primo no ramifi-
cado de L sobre un lugar primo v de K (esto sucede para casi todo v y w, i.e. todos salvo finitos:
Corolario 3, Sección Splitting of Primes in Extensions, Capı́tulo 3 de [MS77]). Por el primer ı́tem
de la Proposición 2.1.55 se tiene que

Gw – Gal(Lw/Kv) – Gal(lw/kv), (2.1)

donde lw y kv son los cuerpos residuales de las completaciones Lw y Kv respectivamente, por
otro lado el segundo isomorfismo proviene de que como w es no ramificado sobre v entonces
la extensión Lw/Kv es una extensión de cuerpos locales no ramificada. Como estos cuerpos
residuales son finitos, Gal(lw/kv) es un grupo cı́clico finito, con un generador canónico,

Frob : x ÞÝÑ xNv,

donde Nv es el cardinal de kv. Luego de (2.1) existe un único elemento σw P Gw tal que

σw(a) ” aNv mód Pw

para todo a P Ow el anillo de enteros de Lw, donde Pw es el único ideal maximal de Ow. A este
automorfismo σw lo llamamos automorfismo de Frobenius asociado al primo w. Por último, se
sabe que este automorfismo depende solo de v salvo conjugación, pues: στw = τ´1σwτ.

2.2. Adèles e idèles

Definición 2.2.1. Sea (Xi)iPI una familia de espacios topológicos, y sea (Ui)iPI una familia de
conjuntos abiertos Ui Ă Xi. El producto restringido

ź

iPI

(Xi, Ui) := t (xi)iPI | xi P Ui para casi todo i P I u
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es un espacio topológico con base de abiertos

B :=

#

ź

iPI

Vi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Vi Ă Xi es abierto @i P I y Vi = Ui para casi todo i P I

+

.

Donde para casi todo significa todo, salvo finitos.

Para cada i P I las proyecciones πi :
ś

iPI(Xi, Ui) ÝÑ Xi, (xi)iPI ÞÝÑ xi son continuas, pues si
Wi es un abierto de Xi entonces π´1

i (Wi) es la unión de los conjuntos abiertos V =
ś

iPI Vi P B
con Vi = Wi.

Observación 2.2.2. (i) El producto restringido no cambia si modificamos finitos Ui, i.e.
ź

iPI

(Xi, Ui) =
ź

iPI

(Xi, U1
i ),

donde U1
i = Ui para casi todo i P I.

(ii) Sea S Ă I un subconjunto finito. Definimos

XS :=
ź

iPS

Xi ˆ
ź

iRS

Ui.

Este conjunto es abierto en el producto restringido pues es un abierto de la base. Más aún,
la topologı́a subespacio de XS y la topologı́a producto coinciden.

(iii) Si la familia Xi de espacios topológicos tienen además una estructura de grupo o anillo
topológico, entonces el producto restringido tiene una estructura natural de grupo o ani-
llo, respectivamente. Más aún, con dicha estructura es un grupo o un anillo topológico
respectivamente.

(iv) Si los espacios Xi son Hausdorff, entonces el producto restringido también lo es.

(v) Si los Xi son espacios localmente compactos y los abiertos Ui son compactos para casi todo
i P I entonces el producto restringido es localmente compacto, pues

ś

iPI(Xi, Ui) =
Ť

S XS
con S Ă I recorriendo los subconjuntos finitos y los XS son abiertos localmente compactos
porque S es finito y el producto cartesiano de compactos es compacto por Tychonoff.

Sea K un cuerpo global, vamos a tomar como ı́ndices al conjunto de lugares normalizados,
vamos a tomar como anillos topológicos Xv = Kv las completaciones de K y como hay finitos
lugares arquimedianos, podemos tomar los abiertos Uv = Ov para las valuaciones discretas no
arquimedianas v. El producto restringido define:

Definición 2.2.3. El anillo de adèles de K

AK := t(xv) : xv P Kv @v y xv P Ov para casi todo v discreto no arquimiedianou Ă
ź

v
Kv.

Si ahora elegimos los grupos topológicos Xv = Kˆ
v y los abiertos Uv Ă OKv para casi todo v,

con v valuación discreta no arquimediana, define el producto restringido:

Definición 2.2.4. El grupo de idèles de K

Aˆ
K :=

␣

(xv) : xv P Kˆ
v @v y xv P Oˆ

v para casi todo v no arquimiediano
(

Ă
ź

v
Kˆ

v .

Tenemos las inclusiones en las completaciones K ãÑ Kv que inducen la inclusión diagonal

K ãÑ AK

x ÞÑ (x, x, x, . . .),

que está bien definido ya que x P Ov para casi todo v por el Lema 2.1.50. La imagen de K en AK
se llama el subanillo de adèles principales. El cual es un cuerpo. También se tiene que |x| = 1
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para todo x P K ãÑ AK por el Teorema 2.1.52. Análogamente tenemos la inclusión diagonal
Kˆ ãÑ Aˆ de los idèles principales.

Otra inclusión que existe es

iv : Kv ãÑ A

x ÝÑ (1, . . . , 1, x, 1, 1, . . .),

donde x aparece en la v-ésima coordenada. Análogamente tenemos la inclusión iv : Kˆ
v ãÑ Aˆ

en la v-ésima coordenada, que la denotamos de la misma forma.

Definición 2.2.5. Definimos el valor absoluto adélico como

|x| :=
ź

v
|xv|v,

con x = (xv) P AK.

Observar que está bien definido porque el producto infinito de la derecha converge en R,
además el valor absoluto adélico es multiplicativo. Definimos al núcleo de este morfismo como
A1

K, o sea, los elementos de AK con valor absoluto igual a uno.
Ahora, vamos a llamar a CK := Aˆ

K /Kˆ el grupo de clases de idèles de K y a C1
K := A1

K/Kˆ

el grupo de clases de idèles de norma 1 de K.

Proposición 2.2.6. Valen las siguiente propiedades:

(i) AK y Aˆ
K son espacios topológicos localmente compactos y Hausdorff.

(ii) K y Kˆ son subgrupos discretos en A y Aˆ, respectivamente.

(iii) AK/K es compacto con la topologı́a cociente.

(iv) CK no es compacto con la topologı́a cociente.

(v) C1
K si es compacto con la topologı́a cociente.

Demostración. Que los adèles e idèles son espacios localmente compactos y Hausdorff se deduce
de la Observación 2.2.2. Para el resto ver las Secciones 14 y 16 del Capı́tulo II de [CF67].

Teorema 2.2.7 (Teorema de aproximación débil). Sean v1, . . . , vN valuaciones de K no equivalentes.
Sea Kvi la completación de K con respecto a la topologı́a inducida por la norma | ¨ |vi . Luego la imagen
diagonal de K en

śN
i=1 Kvi es densa.

Demostración. Ver el Lema de la Sección 6 del Capı́tulo II de [CF67] y usar que K es denso en
cada Ki.

2.2.1. La norma de idèles

Sea Aˆ
K el grupo de idèles, se suryecta al grupo JK de ideales fraccionarios de OK vı́a

ϕ : Aˆ
K ÝÑ JK

a ÞÝÑ
ź

PvP(a),

con vP la valuación P-ádica de la componente av P Kˆ
v de a = (av) P Aˆ

K en el lugar no arqui-
mediano v correspondiente al valor absoluto | ¨ |P. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo
de sucesiones exactas:

1 Kˆ Aˆ
K CK 1

1 PK JK ClK 1

x ÞÑ(x) ϕ

donde PK es el subgrupo de ideales principales de JK y ClK := JK/PK es el grupo de clases de
ideales.
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Definición 2.2.8. Sea L/K una extensión finita separable. La norma de idèles NL/K : Aˆ
L ÝÑ Aˆ

K
se define como NL/K(bw) = (av), donde cada

av =
ź

w|v

NLw/Kv(bw)

es un producto sobre todos los lugares w de L que extienden a v en K, y NLw/Kv : Lw ÝÑ Kv es
la norma de extensiones de cuerpos que corresponde a la extensión finita separable de cuerpos
locales Lw/Kv.

Además se tiene que la norma de idèles NL/K coincide con la norma de extensiones de
cuerpos (que vamos a notarlo igual) NL/K : Lˆ ÝÑ Kˆ en el subgrupo de idèles principales
Lˆ ãÑ Aˆ

L . Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Lˆ Aˆ
L JL

Kˆ Aˆ
K JK

NL/K NL/K NL/K

donde notamos como NL/K : JL ÝÑ JK a la norma de ideales, que también es compatible con
NL/K : Lˆ ÝÑ Kˆ. Se tiene la siguiente proposición:

Proposición 2.2.9. Si b P L, entonces NL/K((b)) =
(

NL/K(b)
)
, i.e. la parte derecha del diagrama

conmuta.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la definición norma de idèles.

Observación 2.2.10. Volviendo al anterior diagrama conmutativo, la imagen de Lˆ bajo la
composición de ambas flechas en la primera fila es precisamente el grupo PL de ideales
principales en JL, análogamente para la imagen de Kˆ en PK. Cocientando por PL en JL y
PK en JK, las flechas inducen morfismos que seguiremos llamando NL/K y que satisfacen
el siguiente diagrama conmutativo

CL ClL

CK ClK.

NL/K NL/K

Sea w | v con w un lugar de L y v un lugar de K entonces el siguiente diagrama conmuta

Lˆ
w Kˆ

v

Aˆ
L Aˆ

K .

NLw/Kv

ιw ιv

NL/K

2.3. Grupos localmente profinitos

Definición 2.3.1. Un grupo profinito es un grupo G que es el lı́mite inverso de una familia de
grupos finitos y discretos.

Proposición 2.3.2. Sea G un grupo topológico. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) G es un grupo profinito.

(ii) G es Hausdorff, compacto con una base de entornos de 1 formada por subgrupos abiertos normales.

(iii) G es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Demostración. Ver la Proposición 2.8. de [Kar89].
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Ejemplo 2.3.3. Sea G = Gal(L/K) el grupo de Galois de una extensión de cuerpos algebraica
normal L/K, equipada con la topologı́a de Krull. Con esta topologı́a Gal(L/K) es un grupo
profinito, pues G – lim

ÐÝL Gal(L/K), donde el lı́mite inverso recorre todas las subextensiones de
Galois finitas de L sobre K.

Dado un cuerpo K, nos interesa el caso particular del grupo de Galois absoluto GK :=
Gal(Ksep/K) de K. Donde Ksep es la clausura separable de K.

Definición 2.3.4. Un grupo localmente profinito es un grupo topológico Hausdorff G, tal que
todo entorno abierto de la identidad contiene un subgrupo abierto y compacto de G.

Proposición 2.3.5. Sea G un grupo topológico. Son equivalentes:

(i) G es localmente profinito.

(ii) G es Hausdorff, localmente compacto y totalmente disconexo.

Demostración. Ver el Capı́tulo V de [CF67].

Corolario 2.3.6. Los grupos localmente profinitos compactos son profinitos.

Varios ejemplos de grupos localmente profinitos son: los grupos discretos, los subgrupos
cerrados de grupos localmente profinitos, el cociente por un subgrupo normal cerrado en un
grupo localmente profinito. Nosotros vamos a trabajar con K un cuerpo local no arquimediano,
el cual es un grupo localmente profinito pues es Hausdorff y la familia tPrurPZ forma una base
de abiertos compactos de 0 (al ser abiertos y cerrados se tiene que K es también totalmente
disconexo). Más aún, Mn(K) y GLn(K) son grupos también localmente profinitos para todo
n ě 1, ya que de la misma manera que antes, son Hausdorff y tienen una base de abiertos
compactos del neutro: tMn(P

r)urPZ en el primero caso y t1 + ϖr Mn(OK)urě0 en el segundo. En
contraste, los grupos K, Mn(K), GLn(K) con K cuerpo local arquimediano, i.e. K = C o R, no
son localmente profinitos pues no son totalmente disconexos.

Definición 2.3.7. Un grupo p-profinito G es un grupo profinito que es el lı́mite inverso de p-
grupos finitos. En este caso decimos que G tiene pro-orden p.

Ejemplo 2.3.8. Los enteros p-ádicos Zp = lim
ÐÝ

Z/pnZ.

Cualquier p-grupo finito, pues se pueden ver como un lı́mite inverso constante.

Proposición 2.3.9. Sea ψ : G ÝÑ Cˆ un morfismo de grupos, con G localmente profinito. Son equiva-
lentes:

(i) ψ es continua.

(ii) Ker ψ es abierto.

Más aún, si ψ satisface alguna de estas condiciones y si G es la unión de subgrupos compactos, entonces
la imagen de ψ está contenida en el cı́rculo unitario S1.

Demostración. La equivalencia es un caso particular de la Proposición 2.5.4 con n = 1.
Luego probemos la segunda afirmación. Para eso, basta ver que la imagen de cualquier

subgrupo compacto K de G está contenido en S1. En efecto, consideremos la restricción de ψ a
K. Como el núcleo es abierto en K, tiene ı́ndice finito porque K es compacto, luego cocientando se
tiene que la imagen de la restricción es un subgrupo finito de Cˆ y en particular está contenido
en S1.

Definición 2.3.10. Vamos a llamar caracter de un grupo localmente profinito G a un morfismo
continuo de grupos ψ : G ÝÑ Cˆ. Cuando la imagen esté contenida en el cı́rculo unitario, se va
a llamar caracter unitario de G.5

La Proposición anterior nos dice que los caracteres de G = Mn(K) con K un cuerpo local-
mente profinito es unitario. En contraste, esto no pasa para G = GLn(K), pues | det(¨)| no es un
caracter unitario.

5En la literatura también aparece el término cuasicaracter, el cual se refiere a un caracter no necesariamente unitario.
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Definición 2.3.11. Los caracteres de (K,+) van a formar un grupo vı́a la multiplicación, lo vamos
a denotar como pK.

Si ψ P pK es no trivial, es decir, ψ ‰ 1, existe un mı́nimo entero d P Z tal que Pd Ă Ker ψ. A
este d lo llamamos el nivel de ψ.

Notar que si fijamos d el conjunto de caracteres de K de nivel ď d forman un subgrupo de pK,
tal que ψ

ˇ

ˇ

Pd = 1.

El grupo pK es un grupo topológico con la topologı́a subespacio del conjunto de funciones
continuas entre K y el cı́rculo unitario C(K, S1) con la topologı́a compacto-abierta. Como K es
un grupo topológico localmente compacto, Hausdorff y abeliano se tiene que pK es localmente
compacto.

Teorema 2.3.12 (Teorema de la Función Abierta para grupos topológicos localmente compactos).
Sea φ : G ÝÑ H un morfismo sobreyectivo de grupos topológicos localmente compactos y Hausdorff.
Entonces φ es abierto si G es σ-compacto6.

Demostración. Vel el Teorema 6.19 de [Str06].

Proposición 2.3.13 (Dualidad aditiva). Sean ψ P pK y ψ ‰ 1 con nivel d. Valen las siguientes afirma-
ciones:

(i) Sea a P K. El morfismo a ¨ ψ : x ÞÝÑ ψ(ax) es un caracter de K. Si a ‰ 0, el caracter a ¨ ψ tiene
nivel d ´ ordP(a).

(ii) El morfismo a ÞÝÑ a ¨ ψ es un isomorfismo topológico de grupos K – pK.

Demostración. El morfismo a ÞÝÑ a ¨ ψ es continuo ya que la preimagen de un abierto subbásico de
la topologı́a compacto-abierta es abierto, estos son los abiertos V(U, W) = t χ | χ(U) Ă W u con
U compacto y W abierto. Además, si probamos que es un isomorfismo de grupos, se tiene que
es una función abierta por el Teorema de la Función Abierta para grupos topológicos localmente
compactos, y por lo tanto es un homeomorfismo.

Para el resto de la demostración ver la proposición de la Sección 1.7, Capı́tulo 1 de [BH06].

Por otro lado, sea χ un caracter de Kˆ. Por la Proposición 2.3.9 Ker χ es abierto y por lo tanto
contiene a Um

K para algún m ě 0.

Definición 2.3.14. Sea χ un caracter no trivial de Kˆ. El nivel de χ se define como el menor
m ě 0 tal que χ es trivial en Um+1

k .

Sean enteros 1 ď n ď m ď 2n. La Proposición 2.1.24 dice que tenemos un isomorfismo
Un/Um – Pn /Pm dado por u ÞÝÑ u ´ 1. Observemos que este isomorfismo nos induce un
isomorfismo {Un/Um – {Pn /Pm.

Dado ψ P pK no trivial con nivel d, y 1 ď n + d ď m + d ď 2(n + d), la función

ψa(x) = ψ(a(x ´ 1))

define un caracter de Un+d/Um+d bien definido si a P P´m.

Proposición 2.3.15. Sea ψ P pK no trivial de nivel d. Sean 1 ď n + d ď m + d ď 2(n + d). Entonces el
morfismo a ÞÝÑ ψa induce un isomorfismo

P´m /P´n ÝÑ {Un+d/Um+d.

Demostración. Por lo discutido anteriormente se tiene que

P´m ÝÑ {Un+d/Um+d

a ÞÝÑ ψa

es morfismo. Además claramente el núcleo es P´n. Finalmente es sobreyectivo pues la imagen
de a ÞÑ a ¨ ψ son los caracteres de nivel m + d.

El caso que nos va a interesar es cuando d = 1. En particular n y m cumplen las desigualdades
0 ď n ď m ď 2n + 1.

6Un grupo topológico se dice σ-compacto si se puede escribir como la unión de a lo sumo numerables compactos.
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2.4. L-función y constante local para caracteres de GL1(K)

Dado un cuerpo local no arquimediano K con cuerpo residual de orden q, vamos a asociarle
a un caracter de Kˆ = GL1(K), vamos a asociarle una L-función y constante local. La primera va a
ser una función de la forma f (q´s)´1 con f un polinomio complejo no nulo de grado a lo sumo
2. La segunda va a ser una función de la forma cq´ms, para una constante c no nula y un entero
m.

Fijemos ψ P pK, ψ ‰ 1, y µ una medida de Haar en K. Para Φ P C8
c (K), definimos la transfor-

mada de Fourier de Φ respecto de µ y ψ como

pΦ(x) :=
ż

K
Φ(y)ψ(xy)dµ(y), x P K.

El integrando es localmente constante, luego la integral se reduce a una suma finita.

Proposición 2.4.1. Valen las siguientes afirmaciones.

(i) Para Φ P C8
c (K), la función pΦ P C8

c (K).

(ii) Existe un número real positivo c = c(ψ, µ) tal que

p

pΦ(x) = cΦ(´x), Φ P C8
c (K), x P K.

(iii) Dados ψ, existe una única medida de Haar µψ tal que c(ψ, µψ) = 1. Esta medida satisface
µψ(OK) = ql/2, donde l es el nivel de ψ.

(iv) Para a P Kˆ, se tiene que µa¨ψ = |a|
1
2 µψ.

Demostración. Sea l el nivel de ψ, y tomemos Φj la función caracterı́stica de Pj. Para todo a P K,
el caracter a ¨ ψ

ˇ

ˇ

Pj es trivial si y solo si a P Pl´j. Entonces el soporte de pΦj es Pl´j (ya que si ϕ

es un caracter de pK con nivel l ą n entonces
ş

Pn ϕ(y)dµ(y) = 0), luego

pΦj(x) = µ(OK)q´j, @ x P Pl´j .

O sea que pΦj = (µ(OK)q´j)Φl´j. Esto prueba (i) para Φ una función caracterı́stica en Pj. Luego
veamos (ii) para Φ en el mismo caso. Nos va a quedar c = µ(OK)

2q´l , ya que

p

pΦj(x) = µ(OK)q´j
pΦl´j, y zΦl´j = µ(OK)q´(l´j)Φj.

Sea Φ P C8
c (K), a P K, y sea Ψ la función x ÞÑ Φ(x ´ a). se tiene que

pΨ(x) =
ż

K
Φ(y ´ a)ψ(xy)dµ(y) = a ¨ ψ(x)pΦ(x).

Como a ¨ ψ es localmente constante, siempre vamos a tener que pΨ P C8
c (K) cuando pΦ también

esté en C8
c (K). Consideremos ahora Φ = Φj. Volviendo a tomar la transformada de Fourier

conseguimos
p

pΨ(x) = p

pΦ(x + a).

En particular,
p

pΨ(x) = cΦ(´x ´ a) = cΨ(´x),

con c = µ(OK)
2q´l . Como las funciones x ÞÑ Φj(x ´ a), a P K, j P Z generan a C8

c (K) como
espacio vectorial, debe ser que valen los ı́tems (i) y (ii) en general, además podemos tomar
c = µ(OK)

2q´l siempre.
Observemos que para b ą 0 , se tiene que c(ψ, bµ) = b2c(ψ, µ), con lo cual si buscamos una

medida de Haar η tal que c(ψ, η) = 1 para que valga (iii) la única manera es que η sea igual a

bµ con b = ql/2

µ(OK)
, ya que las medidas de Haar son únicas salvo un múltiplo positivo.

El último item se deduce de (iii), tenemos que µa¨ψ = hµψ para algún h ą 0, por la unicidad
de la medida de Haar. Luego como el nivel del caracter a ¨ ψ es l ´ ordP(a) (ver Proposición

2.3.13) se tiene que h = q
´ ordP(a)

2 = |a|
1
2
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Definición 2.4.2. A esta medida µψ la llamamos la medida de Haar autodual de K, relativa a ψ.

Es conveniente esta medida porque nos proporciona de la fórmula de inversión de Fourier

p

pΦ(x) = Φ(´x), Φ P C8
c (K), x P K. (2.2)

Sea µ˚ una medida de Haar de Kˆ. Tomemos χ un caracter de Kˆ y Φ P C8
c (K). Para m P Z

denotamos por em a la función caracterı́stica de Pm zPm+1. Definimos Φm := emΦ perteneciente
a C8

c (Kˆ) Ă C8
c (K). Y es idénticamente cero para m ! 0. Luego tiene sentido tomar

zm = zm(Φ, χ) :=
ż

Pm zPm+1
Φ(x)χ(x)dµ˚(x), m P Z,

y definir la serie formal de Laurent Z(Φ, χ, X) P C((X)) como

Z(Φ, χ, X) :=
ÿ

mPZ

zmXm.

Introducimos la siguiente función

ζ(Φ, χ, s) = Z(Φ, χ, q´s).

Se tiene que

ζ(Φ, χ, s) =
ż

Kˆ

Φ(x)χ(x) |x|
s dµ˚(x).

Esta igualdad la interpretamos de la siguiente manera: se puede ver que la integral converge
absolutamente y uniformemente sobre franjas verticales para algún semiplano ℜ(s) ą s0. Allı́
representa una función racional en qs, en particular tiene continuación analı́tica a una función
meromorfa en todo el plano complejo.

Sea ψ P pK no trivial, a partir de ahora consideraremos la transformada de Fourier respecto
de ψ y de µ = µψ.

Teorema 2.4.3. Sea χ un caracter de Kˆ. Existe una única función racional c(χ, ψ, X) P C(X) tal que

Z(pΦ, qχ,
1

qX ) = c(χ, ψ, X)Z(Φ, χ, X),

para todos los Φ P C8
c (K).

Demostración. Consideremos el espacio Λ de funciones lineales λ : C8
c (K) ÞÝÑ C(X) que satisfa-

cen la ecuación
λ(a ¨ Φ) = χ(a)XordP(a)λ(Φ), Φ P C8

c (K), a P Kˆ. (2.3)

Este espacio tiene una estructura obvia de C(X)-espacio vectorial. Este espacio contiene la trans-
formación lineal

S : Φ ÞÝÑ Z(Φ, χ, X),

la cual es no nula. Para Φ P C8
c (K) y a P Kˆ tenemos que

xaΦ = |a| a´1
pΦ.

Se sigue que la transformación lineal

pS : Φ ÞÝÑ Z(pΦ, qχ,
1
q

X)

también cae en Λ. El teorema se concluye usando el Lema de la Sección 23.3 del Capı́tulo 6 de
[BH06] que afirma que Λ tiene dimensión uno sobre C(X).
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Esta función racional c(χ, ψ, X) define

γ(χ, s, ψ) := c(χ, ψ, q´s).

Sea χ un caracter de Kˆ. Sea ϖ un elemento uniformizante de OK. Definimos la L-función
de χ como la función meromorfa

L(χ, s) :=

#

(1 ´ χ(ϖ)q´s)´1 si χ es no ramificado,
1 en otro caso.

Cuando χ es ramificado esto no nos dice nada, sin embargo, cuando χ es no ramificado la
L-función nos determina completamente a χ:

Proposición 2.4.4. Sean χ1, χ2 dos caracteres no ramificados de Kˆ. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) Las funciones L(χ1, s), L(χ2, s) tienen un polo en común.

(ii) Las funciones L(χ1, s), L(χ2, s) tienen el mismo conjunto de polos.

(iii) χ1 = χ2.

Definimos la constante local de χ

ϵ(χ, s, ψ) := γ(χ, s, ψ)
L(χ, s)

L(qχ, 1 ´ s)
, (2.4)

es una función racional.

Proposición 2.4.5. La constante local ϵ(χ, s, ψ) satisface la Ecuación funcional

ϵ(χ, s, ψ)ϵ(qχ, 1 ´ s, ψ) = χ(´1). (2.5)

Además,

ϵ(χ, s, ψ) = qn(χ,ψ)( 1
2 ´s)ϵ(χ,

1
2

, ψ),

para algún n(χ, ψ) P Z.

Demostración. La ecuación funcional en el Teorema 2.4.3 equivale a que

ζ(pΦ, qχ, 1 ´ s) = γ(χ, s, ψ)ζ(Φ, χ, s). (2.6)

Aplicándolo dos veces, obtenemos

ζ(
p

pΦ, χ, s) = γ(qχ, ψ, 1 ´ s)γ(χ, s, ψ)ζ(Φ, χ, s).

La fórmula de inversión de Fourier (2.2) nos dice que ζ(
p

pΦ, χ, s) = χ(´1)ζ(Φ, χ, s), por lo tanto

γ(qχ, ψ, 1 ´ s)γ(χ, s, ψ) = ϵ(qχ, ψ, 1 ´ s)ϵ(χ, s, ψ) = χ(´1),

luego la primera ecuación del enunciado se cumple.
Reescribiendo la Ecuación (2.6) obtenemos

ζ(pΦ, qχ, 1 ´ s)
L(qχ, 1 ´ s)

= ϵ(χ, s, ψ)
ζ(Φ, χ, s)

L(χ, s)
,

donde las fracciones de ambos lados están en C[qs, q´s]. Luego elegimos Φ tal que ζ(Φ, χ, s) =
L(χ, s). Entonces ϵ(χ, s, ψ), ϵ(qχ, ψ, 1 ´ s) P C[qs, q´s]. La primera ecuación funcional del enuncia-
do que acabamos de probar implica que ϵ(χ, s, ψ) es un elemento inversible del anillo C[qs, q´s],
con lo cual es igual a aqms para algún a P Cˆ y m P Z. Finalmente llevamos esto a la forma
deseada, lo que prueba la segunda ecuación del enunciado.
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El siguiente lema nos dice que para conocer la constante local podemos asumir que ψ tiene
nivel 1.

Lema 2.4.6. Sea a P Kˆ, entonces

ϵ(χ, s, a ¨ ψ) = χ(a) |a|
s´ 1

2 ϵ(χ, s, ψ).

Es esencial conocer los posibles valores de ϵ(χ, s, ψ). Tenemos las siguientes proposiciones.

Proposición 2.4.7. Sea χ no ramificado y ψ de nivel 1. Entonces

ϵ(χ, s, ψ) = qs´ 1
2 χ(ϖ)´1.

Demostración. Sea µψ la medida de Haar autodual de ψ. Satisface
ż

OK

dµψ(x) = q
1
2 .

Tomemos una medida de Haar dµ˚ en Kˆ tal que
ż

UK

dµ˚(x) = 1.

Sea Φ la función caracterı́stica en OK, con lo cual ζ(Φ, χ, s) = L(χ, s).
En efecto, ζ(Φ, χ, s) = Z(Φ, χ, q´s) y además por definición

Z(Φ, χ, X) =
ÿ

mPZ

(
ż

Pm zPm+1
Φ(x)χ(x)dµ˚(x)

)
Xm.

Notemos que cada coeficiente zm que acompaña a Xm se puede simplificar a

zm =

ż

Pm zPm+1
χ(x)dµ˚(x) m ě 0,

y zm = 0 cuando m ă 0, pues Φ es la función caracterı́stica de UK. Además,
ż

Pm zPm+1
χ(x)dµ˚(x) = χ(ϖm)

ż

UK

χ(x)dµ˚(x),

haciendo un cambio de variable y notando que Pm zPm+1 = ϖmUK.
Nos queda

Z(Φ, χ, X) =
ÿ

mě0

χ(ϖm)

(
ż

UK

χ(x)dµ˚(x)
)

Xm,

donde la integral es igual a µ˚(UK) = 1 cuando χ es no ramificado y vale 0 en otro caso. O sea,

Z(Φ, χ, X) =

#

(1 ´ χ(ϖ)X)´1 si χ es no ramificado,
0 si no.

Eso es, ζ(Φ, χ, s) = L(χ, s).
Por otro lado, pΦ(x) = q1/2Φ(ϖ´1x), con lo cual

ζ(pΦ, χ´1, s) = q1/2
ż

Kˆ

Φ(ϖ´1x)χ(x)´1 |x|
s dµ˚(x)

= q1/2χ(ϖ)´1
ż

Kˆ

Φ(x)χ(x)´1 |x|
s dµ˚(x)

= q1/2´sζ(pΦ, χ´1, s)

= q1/2´sL(χ´1, s).

Nos queda entonces que

ϵ(χ, s, ψ) =
ζ(pΦ, χ´1, 1 ´ s)

L(χ´1, 1 ´ s)
= qs´ 1

2 χ(ϖ)´1.
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Definición 2.4.8. Sea χ un caracter no ramificado de Kˆ de nivel n ě 0 y sea ψ P pK de nivel 1.
Sea α P K tal que vK(α) = ´n. Definimos la suma de Gauss de χ respecto de ψ:

τ(χ, ψ) :=
ÿ

xPUK/Un+1
K

qχ(αx)ψ(αx).

Notar que la sumatoria está bien definida, pues x no depende del representante de la coclase
ni del elemento α con vK(α) = ´n.

Teorema 2.4.9. Supongamos que χ es no ramificado y tiene nivel n ě 0. Sea ψ P pK de nivel 1. Entonces

ϵ(χ, s, ψ) = qn( 1
2 ´s)τ(χ, ψ)/q(n+1)/2,

para todo α P Kˆ tal que vK(α) = ´n.

Demostración. Sea Φ la función caracterı́stica de Un+1
K , con lo cual ζ(Φ, χ, s) = µ˚(Un+1

K ). Se tiene
que la transformada de Fourier Φ tiene soporte P´n y que

pΦ(y) = q
1
2 ´n´1ψ(y), y P P´n .

Entonces

ζ(pΦ, χ´1, s) = q
1
2 ´n´1

ż

P´n zt0u

ψ(y)χ(y)´1 |y|
s d˚(y)

= q
1
2 ´n´1

ÿ

mě´n
zmq´ms,

donde
zm =

ż

Pm zPm+1
ψ(y)χ(y)´1d˚(y).

Sabemos por el Teorema 2.4.5 que ζ(pΦ, χ´1, s) debe reducirse a un monomio en qs, entonces
solamente uno de los coeficientes zm es no nulo. El primero es

z´n =

ż

UK

ψ(αu)χ´1(αu)d˚(u),

para cualquier α P Kˆ con vK(α) = ´n. El integrando es constante sobre los cosets de Un+1
K ,

luego se tiene que la integral se reduce a
ż

UK

ψ(αu)χ´1(αu)d˚(u) = µ˚(Un+1
K )

ÿ

xPUK/Un+1
K

χ(αx)´1ψ(αx).

Finalmente probemos la siguiente afirmación: los coeficientes zm con m ě ´n son todos cero.
Para esto, tomemos β P K tal que vK(β) = m ą ´n y consideremos

zm =

ż

UK

ψ(βu)χ(βu)´1d˚(u).

Tomando w P Un
K tenemos que

ż

UK

ψ(βu)χ(βu)´1d˚(u) =
ż

UK

ψ(βuw)χ(βuw)´1d˚(u).

Escribiendo w = 1 + y, el primer factor se reduce a ψ(βu)ψ(βuy) = ψ(βu), pues βuy P Pm+n Ă

P Ă Ker ψ. Entonces
ż

UK

ψ(βu)χ(βu)´1d˚(u) = χ(w)´1
ż

UK

ψ(βu)χ(βu)´1d˚(u).

Si elegimos w tal que χ(w) ‰ 1 podemos concluir que zm = 0. Esto prueba la afirmación y
concluye la demostración del teorema.
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Proposición 2.4.10. Supongamos que χ tiene nivel n ě 1. Sea c P K tal que

χ(1 + x) = ψ(cx), x P P[n/2]+1 .

Entonces
τ(χ, ψ) = q[(n+1)/2]

ÿ

yPU[(n+1)/2]
K /U[n/2]+1

K

qχ(cy)ψ(cy).

Demostración. En la Sumatoria que define a τ(χ, ψ) escribimos x = y(1+ z) con y P UK/U[n/2]+1
K

y z P P[n/2]+1 /Pn+1. Tenemos que

qχ(cy(1 + z))ψ(cy(1 + z)) = qχ(cy)ψ(cy)ψ(c(y ´ 1)z).

Sumando obtenemos:
τ(χ, ψ) =

ÿ

y
qχ(cy)ψ(cy)

ÿ

z
ψ(c(y ´ 1)z).

La función z ÞÑ ψ(c(y ´ 1)z) es un caracter de P[n/2]+1 /Pn+1, pues c(y ´ 1) P P´n. Es el caracter
trivial si y solo si y ” 1 mód Pn´[n/2], o sea, si y solo si y P U[(n+1)/2]

K . Con lo cual la sumatoria

de adentro se anula salvo cuando y P U[(n+1)/2]
K , en cuyo caso toma el valor (P[n/2]+1 : Pn+1) =

q[(n+1)/2].

2.5. Representaciones suaves de grupos localmente profinitos

Definición 2.5.1. Una representación de un grupo G en un espacio vectorial V sobre un cuerpo
F es un morfismo de grupos ρ : G ÝÑ AutF(V). La denotaremos como un par (ρ, V).

Un morfismo entre representaciones (ρ, V) y (σ, W), es una transformación F-lineal f entre
V y W tal que

f ˝ ρ = σ ˝ f .

Vamos a denotar al conjunto de morfismos de representaciones entre (ρ, V) y (σ, W) como
HomG((ρ, V), (σ, W)) o simplemente HomG(V, W) cuando esté claro quienes son las represen-
taciones de V y W.

Definición 2.5.2. Decimos que una representación (π, V) es suave si para todo v P V existe un
subgrupo abierto compacto K de G tal que π(x)v = v para todo x P K.

Vamos a denotar como VK al subespacio de vectores v P V fijos por π(x) para todo x P K, y
Gv al subgrupo de G de elementos que dejan fijo a v P V.

Proposición 2.5.3. Sea (π, V) una representación. Las siguientes definiciones son equivalentes:

(i) La representación es suave.

(ii) Para todo v P V, el estabilizador de v es abierto en G.

(iii) Se tiene que V =
Ť

K VK, recorriendo los subgrupos abiertos compactos de G.

(iv) La acción

G ˆ V ÝÑ V
(g, v) ÞÝÑ g ¨ v

es continua, pensando a V con la topologı́a discreta.

Demostración. (i) ô (ii) Que (i) implica (ii) es inmediato. Recı́procamente, dado v P V, el
estabilizador de v es un subgrupo abierto, luego contiene un subgrupo abierto compacto
porque G es un grupo localmente profinito.

(i) ô (iii) Es inmediato.
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(ii) ô (iv) Veamos primero la implicación (ii) ñ (iv). Sea w P V, tenemos que ver que
la preimagen de w vı́a G ˆ V ÝÑ V es abierta, pero este conjunto se puede escribir como
unión de conjuntos abiertos:

t (g, v) | g ¨ v = w u =
ď

gPG

gGg´1w ˆ tg´1wu.

Recı́procamente, como el conjunto G ˆ tvu es abierto para todo v P V, luego también lo es
el estabilizador de v, pues este se puede escribir como

π1

(
G ˆ tvu X mult´1(tvu)

)
,

donde π1 es la proyección del producto cartesiano a la primera coordenada y mult es la
acción G ˆ V ÝÑ V.

En general, si F es un cuerpo topológico y V es un F-espacio vectorial de dimensión finita
n, entonces se puede definir una topologı́a en AutF(V). Solamente hay que fijar una base de V
e identificar a AutF(V) con GLn(F) y transferir la topologı́a de este último. Es fácil ver que la
topologı́a no depende de la base de V elegida. La topologı́a de GLn(F) Ă Fnˆn es la subespacio
y Fnˆn posee la topologı́a producto.

Proposición 2.5.4. Si V tiene además dimensión finita entonces tenemos que las definiciones anteriores
equivalen a

(v) El morfismo ρ : G ÝÑ AutF(V) es continuo con la topologı́a discreta de F.

(vi) El núcleo de ρ es abierto.

Además, si F = C, o sea si V es un C-espacio vectorial, entonces las definiciones anteriores son también
equivalentes a

(vi) El morfismo ρ : G ÝÑ AutC(V) es continuo.

Demostración. (v) ô (vi) Por un lado si ρ es continuo con la topologı́a de F discreta en-
tonces Ker ρ = ρ´1(t1u) es abierto. Por otro lado si el núcleo de ρ es abierto entonces la
preimagen de cualquier conjunto es abierta pues se puede escribir como unión de trasla-
dados de Ker ρ.

(ii) ô (v) Vamos a probar que (ii) ô (vi). Si el núcleo es abierto, en particular el estabi-
lizador de cualquier vector v P V es abierto, pues contiene al núcleo que es un subgrupo
abierto. Recı́procamente, si todos los estabilizadores son abiertos, entonces intersecando
los estabilizadores de finitos vectores de V que conformen una base obtenemos un subgru-
po abierto de G, que está contenido en el núcleo, luego el núcleo también es un subgrupo
abierto de G.

(v) ô (vii) Ver que (v) implica (vii) es sencillo. Para ver la vuelta, basta probar que (vii)
implica (vi) pues ya vimos que esto implica (v). En efecto, AutC(V) – GLn(C) es un
grupo de Lie complejo y por ende no tiene subgrupos pequeños (ver el Lema 3.1.1), i.e.
existe un abierto 1 P U Ă AutC(V) que no contiene subgrupos no triviales. Tenemos que
1 P ρ´1(U) es abierta, luego contiene un subgrupo abierto H, veamos que H Ă Ker(ρ), y
en consecuencia el núcleo será abierto. En efecto, ρ(H) Ă U es un subgrupo de U, entonces
debe ser que ρ(H) = t1u.

En el Ejemplo 3.6.2 falla la proposición anterior cuando F = Qℓ.

Definición 2.5.5. Una representación suave (π, V) se dice admisible si el espacio VK es de
dimensión finita, para todo subgrupo abierto compacto K de G.

Sea (π, V) una representación suave de G, luego todo subespacio G-estable nos provee de
otra representación suave de G. De la misma manera, si U es un G-subespacio de V, nos induce
una representación suave V/U que se define de manera natural en el cociente.
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Definición 2.5.6. Decimos que (π, V) es irreducible si V ‰ 0 y V no tiene subespacios G-estables
U tal que 0 ‰ U ‰ V.

Para dos representaciones suaves (πi, Vi) de G, definimos HomG(π1, π2) como el espacio de
F-transformaciones lineales f : V1 ÝÑ V2 que conmutan con la acción de G:

f ˝ π1 = π2 ˝ f .

Con estas definiciones, la clase representaciones suaves de G forman una categorı́a abeliana
Rep(G).

Decimos que dos representaciones suaves (πi, Vi), i = 1, 2 de G son isomorfas o equivalen-
tes, si existe un F-isomorfismo lineal f P HomG(π1, π2).

Ejemplo 2.5.7. Un caracter χ de G (ver 2.3.10) se puede mirar como una representación χ : G ÝÑ

Cˆ = AutC(C). La representación (χ, C) es suave. Además, una representación de dimensión 1
de G es suave si y solo si es equivalente a una representación definida por un caracter de G.

Lema 2.5.8. Sea G un grupo compacto, y sea (π, V) una representación suave. Entonces para todo v P V
existe un G-subespacio Wv de dimensión finita que lo contiene. Más aún, existe un subgrupo normal
abierto compacto K de G tal que Wv es una representación del grupo finito discreto G/K.

Demostración. Sea v P V, por suavidad existe un subgrupo abierto compacto K Ă G tal que
v P VK. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que K es normal, pues podemos cambiar
K por

Ş

gPG/K gKg´1. Notar que la intersección es finita porque G es compacto y K es abierto,
entonces tiene finitas coclases, con lo cual la intersección es abierta. Más aún, la intersección es
un subgrupo normal compacto de G.

Consideremos el subespacio vectorial Wv generado por el conjunto finito t ρ(g)v | g P KzG u,
este subespacio contiene a v, más aún, es G-invariante.

Notar que K actúa trivialmente sobre Wv, pues si ρ(g)v es uno de los finitos generadores,
entonces

ρ(k)ρ(g)v = ρ(g)ρ(g´1kg)v = ρ(g)v, @k P K.

Con lo cual cocientando por K la acción induce una representación del grupo discreto G/K en
Wv.

Proposición 2.5.9. Sea G un grupo compacto, y sea (π, V) una representación suave irreducible de G.
Entonces V es un espacio de dimensión finita.

Demostración. Sea v P V ∖ t0u, por el lema anterior existe un G-subespacio de dimensión finita
Wv que contiene a v. Como v ‰ 0, el subespacio Wv es no trivial, luego por irreducibilidad debe
ser todo el espacio V.

Definición 2.5.10. Sea (π, V) una representación suave de un grupo profinito G. Diremos que
W Ă V es un G-subespacio si es un subespacio vectorial de V que también es G-invariante.

Si U y W son dos G-subespacios de V tales que V = U ‘ W, diremos que W es un G-
complemento de U en V.

Proposición 2.5.11. Sea G un grupo arbitrario, y (π, V) de G sobre un cuerpo K. Son equivalentes:

(i) V es suma de sus G-subespacios irreducibles.

(ii) V es suma directa de una familia de G-subespacios irreducibles.

(iii) Todo G-subespacio de V tiene un G-complemento en V.

Demostración. La demostración de (i) ñ (ii) ñ (iii) es una aplicación del lema de Zorn (para
ver una demostración completa se puede consultar la Proposición 2.2. del libro [BH06]). Veamos
solamente (iii) ñ (i). Sea V0 la suma de todos los G-subespacios irreducibles de V, supongamos
que V no se escribe como suma de G-subespacios irreducibles, luego por hipótesis se puede
escribir V = V0 ‘ W, para algún G-subespacio W de V no trivial. Por definición, W no contiene
ningún G-subespacio irreducible. Sin embargo, existe un G-subespacio W1 de W que es finita-
mente G-generado, simplemente tomamos el G espacio generado por un vector no nulo. Por el
lema de Zorn, W1 tiene un G-subespacio propio W0 maximal, luego W1/W0 es una represen-
tación irreducible. Nuevamente por hipótesis, podemos escribir V = V0 ‘ W0 ‘ U, con U un
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G-complemento de V0 ‘ W0, y tenemos la G-proyección V ÝÑ U. La imagen de W1 en U es un
G-subespacio irreducible de U, pues la proyección induce un isomorfismo con W1/W0. Luego
W1 es un G-subespacio irreducible de V contenido en W, lo cual es absurdo.

Definición 2.5.12. Decimos que (π, V) es una representación G-semisimple si satisface alguna
de las tres condiciones equivalentes de la anterior proposición.

A diferencia del caso profinito, un grupo G localmente profinito en general puede tener
representaciones no semisimples. Sin embargo, si restringimos la representación a cualquier
subgrupo abierto compacto K de G, la representación va a seguir siendo suave, y además va a
ser semisimple, pues vamos a tener una representación de un grupo profinito:

Proposición 2.5.13. Sea G un grupo profinito. Sea (π, V) una representación suave de G sobre un
F-espacio vectorial con F algebraicamente cerrado y char(F) = 0. Entonces (π, V) es semisimple.

Demostración. Por la Proposición 2.5.11 basta probar que V es suma de G-subespacios irreduci-
bles, con lo cual basta probar que para cualquier v P V arbitrario, existe un G-subespacio que
sea suma de irreducibles, conteniendo a v.

En efecto, por el Lema 2.5.8 existe un G-subespacio de dimensión finita Wv que contiene a
v, más aún, existe un subgrupo normal abierto compacto K Ă G tal que Wv es una represen-
tación del grupo finito G/K. Por el Corolario 1.6. de [FH13] Wv es suma de representaciones
irreducibles.

A partir de ahora, cada vez que usemos esta proposición que habla de semisimplicidad,
vamos a estar asumiendo que F cumple las hipótesis del enunciado anterior.

Definición 2.5.14. Sea G localmente profinito y K subgrupo abierto compacto. Denotamos como
pK al conjunto de clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles de K. Si ρ P pK
y (π, V) es una representación suave de G, definimos la componente ρ-isotı́pica Vρ de V a la
suma directa de todas los K-subespacios irreducibles de V equivalentes a ρ.

Notar que en particular, VK es la componente 1K-isotı́pica de V, donde 1K es la representación
trivial de K.

Proposición 2.5.15. Sea (π, V) una representación suave de G y K un subgrupo abierto compacto.
Entonces

(i) V es la suma directa de sus componentes K-isotı́picas:

V =
à

ρPpK

Vρ.

(ii) Sea (σ, W) otra representación suave de G. Sea ρ P pK, entonces todo morfismo de G-representaciones
f : V ÝÑ W es compatible con las componentes ρ-isotı́picas:

f (Vρ) Ă Wρ y Wρ X f (V) = f (Vρ).

Demostración. El primer ı́tem es una consecuencia inmediata de la Proposición 2.5.13. La segunda
parte sale de que si restringimos a f en las componentes K-irreducibles entonces f es trivial o
un isomorfismo de K-representaciones, con lo cual cada sumando de Vρ es trivial o cae en un
sumando de Wρ. Para ver que Wρ X f (V) = f (Vρ), solo se necesita probar una inclusión porque
la otra es inmediata de que f (Vρ) Ă Wρ. Si w P Wρ X f (V) entonces existe v P V tal que
w = f (v), además v P Vρ, de lo contrario, w pertenecerı́a a una componente isotı́pica distinta
porque la imagen de las componentes isotı́picas caen en la misma componente.

Corolario 2.5.16. Sean α y β dos morfismos de G-representaciones suaves, entonces la sucesión

U V Wα β

es exacta si y solo si

UK VK WKα β

es exacta para todo subgrupo abierto compacto K de G.
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Demostración. La implicación se deduce del ı́tem (ii) de la proposición anterior. La vuelta se
deduce de que para un v P V arbitrario existe un subgrupo abierto compacto K Ă G tal que
v P VK, por suavidad.

Definición 2.5.17. Sea H un subgrupo de G, definimos como V(H) al subespacio lineal generado
por

t v ´ π(h)v | v P V, h P H u .

En particular, V(H) es un H-subespacio de V.

Corolario 2.5.18. Sea G un grupo localmente profinito y (π, V) una representación suave. Sea K un
subgrupo abierto compacto de G. Luego

V(K) =
à

ρPpK,
ρ‰1K

Vρ, V = VK ‘ V(K),

y V(K) es el único K-complemento de VK en V.

2.5.1. Los vectores suaves de una representación

Sea (π, V) una representación abstracta (i.e. no necesariamente suave) de G. Definimos

V8 :=
ď

K

VK,

con K recorriendo todos los subgrupos abiertos compactos de G. Se tiene que V8 es un subespa-
cio G-estable de V. Más aún, si restringimos π al subespacio V8 obtenemos una representación
(π8, V8) suave de G. Esto nos induce un funtor entre la categorı́a de representaciones abstrac-
tas de G y la categorı́a de representaciones suaves. De hecho es un funtor exacto a izquierda,
pero no necesariamente a derecha.

Si (π, V) es suave y (σ, W) no necesariamente lo es, entonces para todo morfismo de repre-
sentaciones f : V ÝÑ W se tiene que f (V) Ă W8, y por lo tanto HomG(V, W) = HomG(V, W8).

2.5.2. La representación inducida

Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo cerrado de G (en particular también
es localmente profinito).

Sea (σ, W) una representación suave de H. Consideramos el espacio vectorial X de funciones
f : G ÝÑ W que satisfacen f (hg) = σ(h) f (g), h P H, g P G. Además tiene una estructura de
G-representación abstracta:

Σ : G ÝÑ AutC(X)

Σ(g) f : x ÞÝÑ f (xg)

Esta representación abstracta nos induce una representación suave

IndG
H σ = (Σ, X8) .

Notar que por construcción, para todo f P IndG
H σ existe un subgrupo compacto abierto K de

G tal que f (gk) = f (g) para todo g P G, k P K. O sea, IndG
H σ es una representación suave de G.

Ası́ construimos un funtor Rep(H) ÝÑ Rep(G) que manda σ en IndG
H σ y a ϕ P HomH((π, V), (σ, W))

lo manda a la composición ϕ˚ P HomG(IndG
H ρ, IndG

H σ).

Tenemos el H-morfismo

ασ : IndG
H σ ÝÑ W,

f ÞÝÑ f (1).

Se tiene el siguiente teorema, nos dice que el funtor es adjunto a derecha del funtor restric-
ción:
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Teorema 2.5.19 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H un subgrupo cerrado de un grupo localmente
profinito G. Sea (σ, W) una representación suave de H y (π, V) una representación suave de G. Se tiene
el siguiente isomorfismo natural en las variables π y σ

HomG

(
π, IndG

H σ
)

ÝÑ HomH

(
π
ˇ

ˇ

H , σ
)

,

ϕ ÞÝÑ ασ ˝ ϕ,

Demostración. Vamos a construir solamente el morfismo inverso, la naturalidad es fácil de che-
quear. Sea f P HomH

(
π
ˇ

ˇ

H , σ
)

, f˚ P HomG

(
π, IndG

H σ
)

como f˚(v)(g) = f (π(g)v).

Una observación simple pero útil es que ασ(V) ‰ 0 para todo G-subespacio V de IndG
H σ.

Se tiene también la siguiente propiedad:

Proposición 2.5.20. El funtor IndG
H : Rep(H) ÝÑ Rep(G) es aditivo y exacto.

Demostración. Sea (σ, W) una representación suave de H, denotemos como X(σ) al espacio de
funciones G ÝÑ W que satisfacen f (hg) = σ(h) f (g) como en la definición de la representación
IndG

H σ. Por ende, X es un funtor de la categorı́a de representaciones suaves de H a la categorı́a de
representaciones abstractas de G. Claramente es un funtor aditivo y exacto, además IndG

H(σ) =

X(σ)8. Con lo cual IndG
H es un funtor aditivo y exacto a izquierda ya que V ÞÑ V8 lo es.

Para probar la exactitud a derecha, sean (σ, W), (τ, U) representaciones suaves de H y sea
f : W ÝÑ U un H-morfismo sobreyectivo, queremos probar que f˚ es sobreyectivo. Sea ϕ P

X(τ)8, tomemos un subgrupo abierto compacto K de G que fije ϕ. El soporte de ϕ es la unión
de coclases dobles HgK y el valor ϕ(g) P U debe quedar fijo por τ(H X gKg´1). Por el Corolario
2.5.16 aplicado a H y a la representación trivial de su subgrupo abierto compacto H X gKg´1,
se tiene que existe ωg P W fijo por σ(H X gKg´1) tal que f (ωg) = ϕ(g). Definamos la función
Φ : G ÝÑ W que tenga el mismo soporte que ϕ y tal que Φ(hgk) = σ(h)ωg, para cada g P

Hz supp (ϕ) /K. La función Φ queda fija por K, por ende está en X(σ)8. Su imagen en X(τ)8

vı́a f˚ es ϕ, como ϕ P X(τ)8 era arbitrario, se tiene que f˚ también es sobreyectiva, como
querı́amos.

2.5.3. Inducción compacta

Existe una ligera variación de la inducción. Sea (σ, W) y X como en la Sección 2.5.2, conside-
ramos ahora el subespacio Xc de funciones f P X8 de soporte compacto módulo H: la imagen
del soporte de f en HzG es compacto, equivalentemente, supp ( f ) Ă HC, para algún conjunto
compacto C Ă G. El espacio Xc es G-estable y nos provee de otra representación suave de G.
Denotamos a esta representación como c- IndG

H σ, al igual que la inducción nos provee de un
funtor

c- IndG
H : Rep(H) ÝÑ Rep(G).

Vamos a llamar a este funtor inducción compacta o inducción suave con soporte compacto.
Como antes, este funtor es aditivo y exacto.

Proposición 2.5.21. El funtor c- IndG
H es aditivo y exacto.

Demostración. Es muy parecido a la Proposición 2.5.20.

Existe un monomorfismo canónico de G-representaciones c- IndG
H σ ÝÑ IndG

H σ. De hecho es
un funtor, que se vuelve una equivalencia natural de categorı́as si y solo si HzG es compacto. Sin
embargo, si miramos solamente el morfismo c- IndG

H σ ÝÑ IndG
H σ, este puede ser isomorfismo

en algunos casos sin necesidad de que HzG sea compacto. Ver por ejemplo la sección 11.4 de
[BH06].

La inducción compacta nos interesa mayoritariamente cuando H es un subgrupo abierto de
G. En cuyo caso, existe un H-morfismo canónico

αc
σ : W ÝÑ c- IndG

H σ,
w ÞÝÑ fw,

con fw P Xc de soporte compacto en H y fw(h) = σ(h)w, h P H.
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Lema 2.5.22. Sea H un subgrupo abierto de G y (σ, W) una representación suave de H. Se tiene lo
siguiente:

(1) αc
σ : w ÞÝÑ fw es un H-isomorfismo de W con el subespacio de las funciones f P c- IndG

H σ tal que
supp ( f ) Ă H.

(2) Sea W una base de W y G un conjunto de representantes de G/H. El conjunto

t g ¨ fw | w P W , g P G u

es una base de c- IndG
H σ.

Demostración. En el primer ı́tem, es inmediato ver que αc
σ es un H-morfismo y cae en el espacio

de funciones con soporte en H. Su inversa es f ÞÝÑ f (1).
En el otro caso, el soporte de f P c- IndG

H σ es la unión finita de coclases Hg´1, para algunos
g P G, y la restricción de f a cualquiera de estas coclases yace en c- IndG

H σ. Entonces si tomamos
f 1 = f

ˇ

ˇ

Hg´1 , nos queda que supp ( f 1) = Hg´1 y g´1 ¨ f 1 tiene soporte en H, luego es combi-
nación lineal de funciones fw, w P W . Por supuesto que las funciones g ¨ fw son linealmente
independientes.

Para subgrupos abiertos la inducción compacta tiene su propia propiedad de reciprocidad
de Frobenius:

Proposición 2.5.23. Sea H un subgrupo abierto de G y (σ, W) una representación suave de H, y (π, V)
una representación suave de G. El morfismo canónico

HomG(c- IndG
H σ, π) ÝÑ HomH(σ, π

ˇ

ˇ

H),

f ÞÝÑ f ˝ αc
σ,

es un isomorfismo natural en las variables σ y π.

Demostración. Sea ϕ un H-morfismo W ÞÝÑ V. Existe un único G-morfismo ϕ˚ : c- IndG
H σ ÞÝÑ V

tal que ϕ˚( fw) = ϕ(w), w P W. El morfismo ϕ ÞÝÑ ϕ˚ es la inversa del morfismo entre los Hom.
La naturalidad es sencilla de chequear.

En este caso, estamos diciendo que restringir a H es un funtor adjunto a derecha de c- IndG
H .

Notemos que cuando G es finito las construcciones de inducción que hicimos arriba coinciden
con la inducción de representaciones de grupos finitos y se puede ver directamente.

2.5.4. Lema de Schur

Para lo que sigue es necesario tomar una restricción técnica en el grupo G. Para nosotros no
nos presentará ningún problema a futuro, pues en los casos que vamos a utilizar grupos siempre
va a valer:

Hipótesis 2.5.24. Para todo subgrupo compacto abierto K Ă G, el conjunto G/K es a lo sumo
numerable.

Observemos que si pasa para al menos un subgrupo compacto abierto K entonces vale para
cualquier otro K1. En efecto, K X K1 es también abierto compacto y de ı́ndice finito en K, luego
el morfismo sobreyectivo G/(K X K1) ÞÝÑ G/K tiene fibras finitas en y G/(K X K1) es a lo sumo
numerable, entonces G/K1 también lo es. Una consecuencia de esta hipótesis es:

Lema 2.5.25. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G, luego la dimensión de V es a lo sumo
numerable.

Demostración. Sea v P V, v ‰ 0, y sea K un subgrupo abierto compacto de G tal que v P VK.
Como V es irreducible, el conjunto a lo sumo numerable t π(g)v | g P G/K u genera todo V.

Esto nos permite generalizar el lema de Schur:

Teorema 2.5.26 (Lema de Schur). Si (π, V) es una representación suave irreducible de G, luego
EndG(V) = C.
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Demostración. Sea ϕ P EndG(V), ϕ ‰ 0. La imagen y el núcleo de ϕ son subrepresentaciones
de V, por lo tanto ϕ es un isomorfismo y tiene inversa. Por lo tanto, EndG(V) es un álgebra de
división en C.

Sea v P V, v ‰ 0 y K como recién, luego como V es irreducible, los trasladados por G/K
de v generan todo el espacio y ϕ está únicamente determinado por su valor ϕ(v). En particu-
lar, el álgebra de endomorfismos tiene dimensión a lo sumo numerable. Ahora, debe ser que ϕ
es una constante compleja, de lo contrario ϕ serı́a trascendente sobre C y generarı́a un cuerpo
C(ϕ) Ă EndG(V) que contiene propiamente a C. Esto es absurdo porque el conjunto no nume-
rable t (ϕ ´ λ)´1 | λ P C u en C(ϕ) es linealmente independiente sobre C, pero dijimos que la
dimensión era a lo sumo numerable.

Observación 2.5.27. En la demostración anterior se podı́a cambiar a C por cualquier otro cuerpo
no numerable y algebraicamente cerrado, por ejemplo Qℓ.

Corolario 2.5.28. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. El centro Z de G actúa sobre V
vı́a el caracter ωπ : Z ÞÝÑ Cˆ, eso es, π(z)v = ωπ(z)v, para todo v P V y z P Z.

Demostración. Sea z P Z, luego existe un único escalar ωπ(z) P C tal que π(z) = ωπ(z)v para
todo v P V, ya que π(z) P EndG(V) y usamos el Lema 2.5.26. Luego definimos ωπ : Z ÞÝÑ Cˆ.
Usando la unicidad del escalar se puede probar inmediatamente que ωπ es un morfismo. Solo
faltarı́a chequear que es continuo, pero justamente si K es un abierto compacto de G que fija
v, entonces ωπ es trivial en el subgrupo abierto compacto K X Z de Z, con lo cual el núcleo es
abierto en Z. Lo último equivale a que el caracter sea continuo gracias a la Proposición 2.3.9.

Definición 2.5.29. Al caracter ωπ se lo llama caracter central de π.

Corolario 2.5.30. Si G es abeliano, entonces toda representación suave irreducible de G es de dimensión
1.

Observación 2.5.31. Si G es compacto, vale la vuelta del lema de Schur: si (π, V) es una re-
presentación suave y EndG(V) es de dimensión uno, entonces π es irreducible. En efecto, π es
semisimple, luego se descompone en suma directa de representaciones irreducibles, de haber
más de una componente irreducible, EndG(V) se descompondrı́a en más de un subespacio de
dimensión uno.

En general, la vuelta es falsa cuando G es localmente profinito. Por ejemplo ver la sección
9.10 de [BH06].

En el futuro necesitaremos una versión un poco más general de las construcciones anteriores.

Lema 2.5.32. Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo abierto de G con ı́ndice finito.

(i) Si (π, V) es una representación suave de G, luego V es G-semisimple si y solo si es H-semisimple.

(ii) Sea (σ, W) una representación suave semisimple de H. La representación inducida IndG
H σ es G-

semisimple.

Demostración. Supongamos que V es H-semisimple, sea U un G-subespacio de V. Por hipótesis,
existe un H-subespacio W de V tal que V = U ‘ W. Sea f : V ÞÝÑ U una H-proyección con
núcleo W. Consideremos la transformación lineal

f G : v ÞÝÑ [G : H]´1
ÿ

gPG/H

π(g) f (π(g)´1v), v P V.

Esta definición es independiente de los representantes que tomemos de cada coclase, se sigue
que f G es una G-proyección V ÝÑ U. Entonces V = U ‘ f G y Ker f G es un G-subespacio de V.
Luego V es G-semisimple por la Proposición 2.5.11.

Recı́procamente, supongamos que V sea G-semisimple. Luego V es la suma directa de G-
subespacios irreducibles (nuevamente por la Proposición 2.5.11), luego basta probar el caso
cuando V es irreducible. Como representación de H, el espacio V es finitamente generado,
luego admite un H-cociente irreducible U. Supongamos que por un momento H es un subgrupo
normal de G. Tendrı́amos que por la reciprocidad de Frobenius 2.5.19, el H-morfismo V ÝÑ U
induce un G-morfismo no trivial, en particular inyectivo, V ÝÑ IndG

H U. Como representación
de H, la representación inducida IndG

H U = c- IndG
H U es suma directa de G-conjugados de U
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(ver Lema 2.5.22). Estos son todos irreducibles sobre H, luego IndG
H U es H-semisimple. Luego

la Proposición 2.5.11 implica que V Ă IndG
H U es H-semisimple.

En general, tomamos H0 =
Ş

gPG/H
gHg´1, que es un subgrupo abierto normal de ı́ndice finito

de G. Luego esto prueba que la subrepresentación V es H0-semisimple y la primera parte de la
demostración muestra que es H-semisimple. Con esto terminamos la demostración de (1), y (2)
se sigue de los mismos argumentos.

Apliquemos esto a lo siguiente, sea Z el centro de G y χ un caracter de Z. Consideremos la
clase de representaciones suaves (π, V) de G que admitan a χ como caracter central, eso es

π(z)v = χ(z)v, v P V, z P Z.

Se tiene la siguiente proposición

Proposición 2.5.33. Sean (π, V) y χ como recién. Sea K un subgrupo abierto tal que KZ/Z es compacto.
Entonces

(1) Sea v P V. El KZ-espacio generado por v es de dimensión finita, además es suma de KZ-subespacios
irreducibles (i.e. es KZ-semisimple por la Proposición 2.5.11).

(2) Como representación de KZ, el espacio V es semisimple.

Demostración. Veamos primero (1), el vector v es fijado por un subgrupo abierto compacto de G,
intersecando con K obtenemos un subgrupo abierto compacto K0 de K. Entonces K0Z es un sub-
grupo abierto y tiene ı́ndice finito en KZ, porque KZ/Z es compacto. El espacio W generado por
π(KZ)v se puede generar como espacio vectorial con finitos vectores: t π(g)v | g P KZ/K0Z u,
luego tiene dimensión finita. Por supuesto que W es K0Z-semisimple (tiene dimensión finita),
luego el Lema 2.5.32 parte (1) nos dice que W es KZ-semisimple. Como v era arbitrario, V se
escribe como suma de subespacios KZ-semisimples, luego por la Proposición 2.5.11 V es KZ-
semisimple.

2.5.5. La representación dual

Sea (π, V) una representación suave de un grupo localmente profinito G. Vamos a escribir
V˚ = HomC(V, C), además tenemos el pairing:

V˚ ˆ V ÝÑ C,
(v˚, v) ÞÝÑ xv˚, vy.

El espacio V˚ posee una representación abstracta π˚ de G que se define como

xπ˚(g)v˚, vy = xv˚, π(g´1)vy, g P G, v˚ P V˚, v P V.

Lamentablemente, (π˚, V˚) no tiene por qué ser una representación suave. Luego definimos la
representación contragradiente o representación dual suave de (π, V):

qV := (V˚)8 =
ď

KďG
K abierto compacto

(V˚)K ,

con la acción de G:
qπ = (π˚)8 : G ÝÑ AutC( qV).

La representación (qπ, qV) sı́ es suave como lo indica su nombre. Seguimos teniendo un pairing
qV ˆ V ÝÑ C dado por (qv, v) ÞÝÑ xqv, vy y la acción de g está dada por

xqπ(g)qv, vy = xqv, π(g´1)vy, g P G, qv P qV, v P V.

Observemos lo siguiente. Si K es un subgrupo abierto compacto de G, recordemos que VK

tiene un único K-complemento V(K) en V (ver 2.5.18). Si qv P qV es un funcional fijo por K,
tenemos que xqv, V(K)y = 0 por la definición del K-espacio V(K). Por lo tanto, si qv P qVK, entonces
queda determinado por su valor en VK.
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Proposición 2.5.34. La restricción a VK induce un isomorfismo qVK –
(
VK)˚.

Demostración. Restringir qv P qVK a VK nos da un funcional de VK y recı́procamente un funcional
de VK se extiende a qVK definiéndolo como 0 en V(K).

Corolario 2.5.35. Sea (π, V) una representación suave de G y sea v P V ∖ t0u. Luego existe qv P qV tal
que xqv, vy ‰ 0.

Sea (π, V) una representación suave de G. Podemos formar el contragradiente (qqπ, qqV) de

(qπ, qV). Existe un G-morfismo canónico δ : V ÝÑ
q

qV dado por

xδ(v), qwy
qV = x qw, vyV , v P V, qw P qV.

Por el corolario anterior δ es inyectivo.

Proposición 2.5.36. Sea (π, V) como recién. El morfismo canónico δ es un isomorfismo si y solo si π es
admisible.

Demostración. El morfismo δ induce morfismos δK : VK ÝÑ
q

qVK para todo subgrupo abierto
compacto K Ă G y δ es sobreyectivo si y solo si δK es sobreyectivo para todo K, gracias al
Corolario 2.5.16. Si usamos la identificación de la Proposición 2.5.34, δK es el morfismo canónico
VK ÝÑ (VK)˚˚, el cual es sobreyectivo si y solo si dim VK es finito.

Sean ahora (π, V), (σ, W) dos representaciones suaves de G y f : V ÝÑ W un G-morfismo.
Definimos otro G morfismo qf : qW ÝÑ V dado por

xqf ( qw), qvy = x qw, f (v)y, qw P qW, v P V.

De esta manera, obtenemos un funtor contravariante de Rep(G) en sı́ mismo.

Lema 2.5.37. El funtor

Rep(G) ÝÑ Rep(G),

(π, V) ÞÝÑ (qπ, qV),

es exacto.

Demostración. Sea una sucesión exacta corta de representaciones suaves (πi, Vi):

0 V1 V2 V3 0,

la sucesión
0 VK

1 VK
2 VK

3 0,

es exacta para todo subgrupo abierto compacto K Ă G por el Corolario 2.5.16. Luego tomando
el funtor dual y usando la identificación de la Proposición 2.5.34 nos queda la sucesión exacta

0 qVK
3

qVK
2

qVK
1 0.

Finalmente el resultado se sigue del Corolario 2.5.16.

De esto se deduce que en particular, si (π, V) es reducible entonces su contragradiente (qπ, qV)
es reducible. Más aún, cuando (π, V) es admisible, vale la vuelta:

Proposición 2.5.38. Sea (π, V) una representación suave admisible de G. Luego (π, V) es irreducible si
y solo si (qπ, qV) es irreducible.

Demostración. Si el contragradiente es reducible entonces (qqπ, qqV) es reducible. Como (π, V) es
admisible, es G-isomorfo al doble contragradiente por la Proposición 2.5.36.
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2.6. Medidas de Haar invariantes

Sea G un grupo localmente profinito. Consideremos C8
c (G) el espacio de funciones f : G ÝÑ

C de funciones localmente constantes y de soporte compacto.
Si f es como antes, la constancia local y la compacidad del soporte juntas implican que

existen subgrupos abiertos compactos K1, K2 Ă G tal que f (k1x) = f (x) = f (xk2), @x P G, ki P

Ki, i = 1, 2. En efecto, si g P S = supp ( f ), existe un abierto Ug Ă G que contiene a g y donde
f es constante, como G es profinito, podemos suponer que Ug es abierto compacto, más aún,
multiplicando a Ug a derecha por g´1, podemos suponer que Ugg´1 es un subgrupo de G.
Consideremos Kg = Ugg´1, es un subgrupo abierto compacto y se tiene que KgUg Ă Ug. Por
compacidad podemos cubrir a S con finitos Ugi con i = 1, 2, . . . , n. Tomemos K1 =

Şn
i=1 Kgi ,

es un subgrupo abierto compacto, además si x P S entonces existe i0 tal que x P Ugi0
y por

construcción f (kx) = f (x) para todo k P K1. De la misma manera, podemos achicar K1 para que
K1Sc Ă Sc. Luego f (kx) = f (x) para x arbitrario y para todo k P K1. Análogamente, podemos
construir K2 tal que f (xk) = f (x) para todo x P G y k P K2. Tomando K = K1 X K2 se deduce
que f es combinación lineal de funciones caracterı́sticas en las coclases doble KxK.

El grupo G actúa sobre C8
c (G) por traslación a izquierda λ y por traslación a derecha ρ:

(λ(g) f )(x) = f (g´1x),
(ρ(g) f )(x) = f (xg),

Por lo visto recién, ambas acciones inducen G-representaciones suaves (λ, C8
c (G)), (ρ, C8

c (G))

Definición 2.6.1. Una integral de Haar a derecha en G es un funcional lineal no nulo

I : C8
c (G) ÝÑ C

tal que:

(i) I(ρg f ) = I( f ), g P G, f P C8
c (G), y

(ii) I( f ) ě 0 para todo f P C8
c (G), f ě 0.

De manera similar definimos integrales de Haar a izquierda usando la traslación a izquierda
λ en vez de ρ.

Ahora veremos que existen integrales de Haar a izquierda y derecha, y que respectivamente
son únicas salvo un múltiplo positivo.

Proposición 2.6.2. Existe una integral de Haar invariante a derecha I : C8
c (G) ÝÑ C. Más aún, un

funcional lineal I1 : C8
c (G) ÝÑ C es una integral de Haar a derecha si y solo si I1 = cI, para algún

c ą 0.

Demostración. Sea K un subgrupo abierto y compacto de G; denotamos como KC8
c (G) al espacio

de funciones en C8
c (G) fijos por λ(K). Vemos a este espacio como un G-espacio vı́a la traslación

a derecha. Luego coincide exactamente con la representación de G inducida compactamente por
la representación trivial 1K en K:

KC8
c (G) = c- IndG

K 1K.

Lema 2.6.3. Viendo a C como un G-espacio donde G actúa trivialmente, se tiene que

dimC HomG

(
KC8

c (G), C
)
= 1.

Luego existe un elemento no nulo IK P HomG
(KC8

c (G), C
)

tal que IK( f ) ě 0 para todo f ě 0. Si hK es
la función caracterı́stica de K, entonces IK(hK) ą 0.

Demostración. Por reciprocidad de Frobenius 2.5.23 vale la primera afirmación. Sea g P G, de-
notemos como eg a la función caracterı́stica de Kg. el conjunto de funciones fg, g P KzG forma
una base como espacio vectorial de KC8

c (G) por el Lema 2.5.22. Luego el funcional IK : eg ÞÑ 1
cumple lo requerido, notando que hK = e1.
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Tomemos ahora una sucesión decreciente tKnuně1 de subgrupos abiertos compactos Kn de G
tal que

Ş

ně1 Kn = t1u. Luego tenemos que

(π, V) =
ď

ně1

KnC8
c (G).

Para cada n ě 1, existe un único funcional G-invariante a derecha In en KnC8
c (G) que manda la

función caracterı́stica de Kn en [K1 : Kn]´1 por el lema anterior. Luego In+1
ˇ

ˇ

KnC8
c (G)

= In (pronto
justificaremos esto), con lo cual la familia tInuně1 define un funcional en todo el espacio C8

c (G)
y cumple la definición de integral de Haar a derecha. Esto prueba la existencia.

Por otro lado, para todo n ě 1 existe cn tal que I1 = cn I en KnC8
c (G) por el lema anterior.

Como hK1 =
ř

gPK1
ρghKn , se tiene que por invarianza a derecha de las integrales:

c1 =
I1(hK1)

I(hK1)
=

I1
(
ř

gPK1
ρghKn

)
I
(
ř

gPK1
ρghKn

)
=

[K1 : Kn]I1(hKn)

[K1 : Kn]I(hKn)

=
I1(hKn)

I(hKn)
= cn, @n ě 1.

Con lo cual I1 = cI con c = c1. Observemos que una cuenta muy parecida muestra que
In+1

ˇ

ˇ

KnC8
c (G)

= In si evaluamos en hKn , y eso basta para probar la igualdad en general.
Además I1 no es trivial en algún f P C8

c (G). Luego existe un subgrupo abierto compacto
K tal que f (Kx) = f (x) para todo x P G. Achicando a K podemos suponer que K = Kn para
algún n ě 1. Escribiendo a f como combinación lineal de funciones caracterı́sticas hKg con
finitos g P supp ( f ), se ve que existe un g tal que 0 ă I1(hKg) = I1(ρg´1 hK) = I1(hK). Luego

c = cn =
I1(hKn )
I(hKn )

ą 0. Probando la unicidad.

Observación 2.6.4. El lema también implica que si miramos C8
c (G) como una representación

suave de G vı́a la traslación a derecha entonces

dimC HomG (C8
c (G), C) = 1.

Se puede probar la existencia y unicidad de la integral de Haar a izquierda de una manera
análoga, pero también podemos usar la dualidad de las representaciones suaves:

Corolario 2.6.5. Sea f P C8
c (G), definimos qf P C8

c (G) como qf (g) = f (g´1), g P G. Fijemos I una
integral de Haar a derecha como antes. Se tiene luego el funcional

I1 : C8
c (G) ÝÑ C,

f ÞÝÑ I( qf ),

es una integral de Haar a izquierda de G. Más aún, toda integral de Haar a izquierda es de la forma cI1

con c ą 0.

Demostración. La unicidad sale de la proposición anterior observando que si J es una integral
de Haar a izquierda entonces f ÞÝÑ J( qf ) es una integral de Haar a derecha. La existencia es
inmediata.

Sea I una integral a izquierda de Haar. Sea S ‰ H un conjunto abierto compacto de G y sea
ΓS la función caracterı́stica en S. Definimos

µG(S) := I(ΓS).

La medida µG es invariante a izquierda: µG(gS) = µG(S), @g P G, y tenemos que µG(S) ą 0.
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Decimos que µG es una medida de Haar a izquierda de G. Se tiene que

I( f ) =
ż

G
f (g)dµG(g), f P C8

c (G).

Además vamos a abreviar
ż

G
ΓS(g) f (g)dµG(g) =

ż

S
f (g)dµG(g).

Análogamente definimos medidas a derecha e integrales.

Definición 2.6.6. Decimos que G es unimodular si toda integral de Haar a izquierda en G es
una integral de Haar a derecha.

Esta definición es lo mismo que decir que la medida de Haar a izquierda lo sea a derecha.

2.6.1. Integración

Se puede extender el dominio de integración de una medida de Haar, veremos un par de
ejemplos que nos serán útiles.

Primero, sea f : G ÝÑ C una función G invariante por traslación a izquierda por un subgrupo
abierto compacto K Ă G. Sea µG una medida de Haar a izquierda en G. Si la serie

ÿ

gPKzG

ż

Kg
| f (x)|dµG(x)

converge, luego converge la serie sin el valor absoluto y definimos
ż

G
f (x)dµG(x) :=

ÿ

gPKzG

ż

Kg
f (x)dµG(x).

Esta definición no depende de la elección de K, extiende la integral de Haar y mantiene la
propiedad de invariancia por traslación a izquierda.

Después, si G1, G2 son dos grupos localmente profinitos, entonces G = G1 ˆ G2 es también
localmente profinito. Un elemento

ř

1ďiďr f 1
i b f 2

i del producto tensorial C8
c (G1) b C8

c (G2) nos
induce una función en G mediante la fórmula

Φ(g1, g2) =
ÿ

1ďiďr

f 1
i (g1) f 2

i (g2).

Se tiene que Φ P C8
c (G) y de hecho define un isomorfismo C8

c (G1) b C8
c (G2) ÝÑ C8

c (G). Sea
µj una medida de Haar a izquierda en Gj, j = 1, 2. Luego existe una única medida de Haar a
izquierda µG en G tal que

ż

G
f1 b f2(g)dµG(g) =

ż

G1

f1(g1)dµG1(g1)

ż

G2

f2(g2)dµG2(g2),

para fi P C8
c (G). Escribimos µG = µG1 b µG2 .

En general, si f P C8
c (G), la función

f1(g1) =

ż

G2

f (g1, g2)dµG2(g2)

está en C8
c (G1). Además se tiene que

ż

G
f (g)dµG(g) =

ż

G1

f1(g1)dµG1(g1).

Luego, sea V un espacio vectorial complejo, consideremos el espacio C8
c (G; V) de funciones

localmente constantes, de soporte compacto f : G ÝÑ V. Este espacio es isomorfo a C8
c (G) b V:

ÿ

i

fi b vi ÞÝÑ

(
g ÞÑ

ÿ

i

fi(g)vi

)
.
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Si µG es una medida de Haar a izquierda en G, luego existe una única transformación lineal
IV : C8

c (G; V) ÝÑ V tal que

IV( f b v) =
ż

G
f (g)dµG(g) ¨ v.

Escribimos entonces
IV(ϕ) =

ż

G
ϕ(g)dµG(g), ϕ P C8

c (G; V).

Esta integral tiene las misma propiedades de invarianza que la integral de Haar para funciones
de valores escalares.

Sea µG como antes, y sea g P G, consideremos el funcional

C8
c (G) ÝÑ C,

f ÞÝÑ

ż

G
f (xg)dµG(x).

Este funcional es otra integral de Haar a izquierda en G, luego por la Proposición 2.6.2 existe un
único δG(g) P Rˆ

+ tal que

δG(G)

ż

G
f (xg)dµG(x) =

ż

G
f (x)dµG(x),

para todo f P C8
c (G). Se tiene que δG es un morfismo de grupos G ÞÝÑ Rˆ

+ . Es trivial si G es
abeliano, de hecho es trivial si y solo si G es unimodular.

Tomando f como la función caracterı́stica de un subgrupo abierto compacto K de G, vemos
que δG es trivial en K, por lo tanto δG es un caracter de G (ver Proposición 2.3.10). En particular
si G es profinito, es unimodular, pues δG es trivial en G. Llamamos a δG el módulo de G.

El funcional
f ÞÝÑ

ż

G
δG(x)´1 f (x)dµG(x), f P C8

c (G)

es una integral de Haar a derecha en G.

Sea H un subgrupo cerrado de G, con módulo δH . Sea θ : H ÝÑ Cˆ un caracter de H.
Consideremos el espacio de funciones f : G ÝÑ C que son G-suaves bajo la traslación a derecha,
de soporte compacto módulo H, además que satisfacen

f (hg) = θ(h) f (g), h P H, g P G.

Llamemos a este espacio C8
c (HzG, θ), representación de G vı́a la traslación a derecha ρ. Notemos

que esta representación es justamente c- IndG
H θ, la inducción compacta de θ.

Proposición 2.6.7. Sea θ : H ÝÑ Cˆ un caracter de H. Son equivalentes las siguientes dos afirmaciones:

(i) Existe un funcional no nulo Iθ : C8
c (HzG, θ) ÝÑ C tal que Iθ(ρg f ) = Iθ( f ), para todo g P G.

(ii) θδH = δG
ˇ

ˇ

H .

Cuando alguna de estas afirmaciones se cumple, se tiene que el funcional Iθ es único salvo multiplicar por
una constante.

Demostración. Sean µG y µH dos medidas de Haar invariantes a izquierda en G y H, respectiva-
mente. Definimos el G-morfismo

C8
c (G) ÝÑ C8

c (HzG, θ)

f ÞÝÑ f̃ ,

donde

f̃ (g) =
ż

H
θδH(h)´1 f (hg)dµH(h).
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Además se cumple que
λ̃h f = δHθ(h)´1 f̃ ,

para todo h P H y todo f P C8
c (G). Veamos que el morfismo es sobreyectivo.

Si K es un subgrupo abierto compacto de G, el espacio C8
c (G)K está generado por las funcio-

nes caracterı́sticas de las coclases gK, g P G/K. Por otro lado, cada coclase HgK soporta como
mucho un espacio de funciones de dimensión uno en C8

c (HzG, θ)K. Estos subespacios gene-
ran C8

c (HzG, θ)K, con lo cual f ÞÝÑ f̃ es sobreyectivo sobre las funciones fijas por K. Luego es
sobreyectivo por el Corolario 2.5.16.

Supongamos que el espacio C8
c (HzG, θ) admite un funcional Iθ como en el enunciado. El

funcional f ÞÝÑ Iθ( f̃ ) es entonces un G-morfismo no trivial

(C8
c (G), ρ) ÞÝÑ C.

Sin embargo, el espacio HomG(C8
c (G), C) tiene dimensión uno por la Observación 2.6.4, y está

generado por la integral de Haar a derecha. Entonces la condición (i) se cumple si y solo si la in-
tegral de Haar a derecha C8

c (G) ÞÝÑ C se factoriza a través del cociente C8
c (G) ÞÝÑ C8

c (HzG, θ).
Cuando esto sucede, Iθ está unı́vocamente determinada salvo multiplicación por una constante.

El núcleo de f ÞÝÑ f̃ contiene a todas las funciones λh f ´ δHθ(h)´1 f , h P H, f P C8
c (G). Si

aplicamos la integral de Haar a derecha en G obtenemos:
ż

G

(
λh f (g) ´ δHθ(h)´1 f (g)

)
δG(g)´1dµG(g) =

(
δG(h)´1 ´ δHθ(h)´1

) ż
G

f (g)δG(g)´1dµG(g).

Esto se anula si y solo si δG(h)´1 = δHθ(h)´1, para todo h P H. Por lo tanto (i) ñ (ii).
Para ver la vuelta, tomemos una función f P C8

c (G) tal que f̃ = 0. La función f es fijada por
un subgrupo abierto compacto K Ă G, luego basta probar el caso supp ( f ) Ă HgK, para algún
g P K. Entonces f es combinación lineal de funciones caracterı́sticas en coclases higK, hi P H. La
condición f̃ = 0 significa que

µH(H X gKg´1)
ÿ

i

θδH(hi)
´1 f (hig) = 0,

pues θδH es trivial en el subgrupo compacto H X gKg´1 Ă H. Por otro lado,
ż

G
f (x)δG(x)´1dµG(x) = µG(K)δG(g)´1

ÿ

i

δG(hi)
´1 f (hig).

Si vale (ii) entonces esto se anula como querı́amos.

Cuando alguna de las condiciones de la proposición anterior se cumplen, el caracter θ toma
solamente valores positivos. Sea f P C8

c (G) tal que f (g) ě 0, @g P G, tenemos entonces que
f̃ (g) ě 0, @g P G. Por lo tanto:

Corolario 2.6.8. Supongamos que se cumple alguna de las condiciones de la proposición anterior. Enton-
ces existe un funcional no nulo Iθ en C8

c (HzG, θ) tal que

(i) Iθ(ρg f ) = Iθ( f ), para f P C8
c (HzG, θ), g P G, y

(ii) Iθ( f ) ě 0, para f P C8
c (HzG, θ), f ě 0.

Además estas condiciones determinan a Iθ unı́vocamente salvo multiplicación por una constante positiva.

Generalmente se usa la siguiente notación:

Iθ( f ) =
ż

HzG
f (g)dµHzG(g), f P C8

c (HzG, θ),

y también se le dice a µHzG una medida positiva semi-invariante en HzG. Como θ = δ´1
H δG

ˇ

ˇ

ˇ

H
está unı́vocamente determinado, no nos referiremos a él otra vez.

Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo cerrado de G. Pongamos

δHzG = δ´1
H δG

ˇ

ˇ

ˇ

H
: H ÝÑ Rˆ

+ .
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Teorema 2.6.9 (Teorema de la dualidad). Sea µ̇ una medida semi-invariante positiva en HzG. Sea
(σ, W) una representación suave de H. Luego existe un isomorfismo natural(

c- IndG
H σ
)_

– IndG
H δHzG b qσ,

que depende solamente de la elección de µ̇.

Demostración. Consideremos la acción de δHzG b qσ en el mismo espacio qW que qσ. Sea ( qw, w) ÞÝÑ

x qw, wy la evaluación qW ˆ W ÝÑ C. Sea ϕ P c- IndG
H σ, Φ P IndG

H δHzG b qσ, y consideremos la
función

f : g ÞÝÑ xΦ(g), ϕ(g)y, g P G.

Nos queda f P C8
c (HzG, δHzG). Después, tenemos el pairing G-invariante IndG

H δHzG b qσ ˆ

c- IndG
H σ ÝÑ C definido como

(Φ, ϕ) ÞÝÑ

ż

HzG
xΦ(g), ϕ(g)ydµ̇(g)

Este pairing induce un G-morfismo natural en σ

IndG
H δHzG b qσ ÝÑ

(
c- IndG

H σ
)_

.

Veamos que es un isomorfismo. Para ver esto, tomemos un subgrupo abierto compacto K Ă G

y veamos como se ve el espacio
(

c- IndG
H σ
)K

. El soporte de una función f en este espacio es
unión finita de coclases HgK. El valor f (g) P W queda fijo por el subgrupo abierto compacto
H X gKg´1 Ă H. Luego tomamos un conjunto G de representantes del espacio de coclases
HzG/K. Para cada g P G, elijamos una base Wg del espacio WHXgKg´1

. Entonces para cada g P

G, w P W existe una única función fg,w P

(
c- IndG

H σ
)K

, soportada en HgK, tal que fg,w(g) = w.
El conjunto

␣

fg,w
ˇ

ˇ g P G, w P Wg
(

es entonces una base de
(

c- IndG
H σ
)K

.

Denotemos como W˚
g a la base de qWg = HomC

(
WHXgKg´1

, C
)

. Para g P G, qw P W˚
g ,

definimos fg,qw P

(
IndG

H δHzG b qσ
)K

de la misma manera que antes. Con lo cual obtenemos que

el espacio
(

IndG
H δHzG b qσ

)K
consiste de todas las funciones f tal que para cualquier g P G, la

restricción f
ˇ

ˇ

HgK es combinación lineal de funciones fg,qw, qw P W˚
g .

Para g1, g2 P G, w P Wg1 , qw P W˚
g2

, se tiene

x fg2,qw, fg1,wy =

#

µ̇(Hg1K)x qw, wy si Hg1K = Hg2K,
0 si no,

para algún µ̇(Hg1K) ą 0. Por lo tanto el pairing nos identifica
(

IndG
H δHzG b qσ

)K
con el dual

lineal de
(

c- IndG
H σ
)K

, entonces IndG
H δHzG b qσ se identifica con

(
c- IndG

H σ
)_

como querı́amos.

2.7. El álgebra de Hecke

Si G es un grupo finito, las representaciones de G equivalen a los módulos a izquierda sobre
el álgebra de grupo C[G]. Existe una equivalencia análoga en el caso de representaciones suaves
de grupos localmente profinitos, sin embargo tendremos que utilizar otra álgebra que juegue el
papel de C[G].
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En lo que sigue vamos a solo necesitar trabajar en el caso en que G es unimodular, por eso,
salvo que especifiquemos lo contrario, las medidas e integrales de Haar van a ser invariantes a
izquierda y derecha.

Fijemos una medida de Haar µ en G. Para f1, f2 P C8
c (G) definimos la convolución

f1 ˚ f2(g) :=
ż

G
f1(x) f2(x´1g)dµ(x).

La función (x, g) ÞÝÑ f1(x) f2(x´1g) pertenece a C8
c (G ˆ G) y por lo tanto f1 ˚ f2 P C8

c (G). De
la misma manera, si tenemos fi P C8

c (G), i = 1, 2, 3, podemos considerar f1 ˚ ( f2 ˚ f3) P C8
c (G)

que es lo mismo que ( f1 ˚ f2) ˚ f3, en efecto:

f1 ˚ ( f2 ˚ f3)(g) =
ż

G
f1(x)

(
ż

G
f2(y) f3(y´1x´1g)dµ(y)

)
dµ(x)

=

ż

G
f1(x)

(
ż

G
f2(x´1y) f3(y´1g)dµ(y)

)
dµ(x)

=

ż

G

(
ż

G
f1(x) f2(x´1y)dµ(x)

)
f3(y´1g)dµ(y)

= ( f1 ˚ f2) ˚ f3(g),

donde en la segunda igualdad usamos la invarianza a izquierda de la medida de Haar. Esta
cuenta prueba que la convolución es una operación asociativa.

Definición 2.7.1. Para un grupo localmente profinito G definimos el álgebra de Hecke

H(G) := (C8
c (G), ˚,+) ,

que es una C-álgebra asociativa.

En general, H(G) no va a tener un elemento neutro para la convolución. Es conmutativa
cuando G es conmutativo.

Observación 2.7.2. La estructura de H(G) depende de la convolución, y la convolución depende
de una elección de medida de Haar µ. Sin embargo, si ν es otra medida de Haar, las álgebras de
Hecke que provienen de cada medida Hµ(G),Hν(G), son isomorfas. En efecto, como existe una
constante c ą 0 tal que ν = cµ, podemos construir el isomorfismo f ÞÝÑ c´1 f .

Observación 2.7.3. Supongamos que G es un grupo discreto. Podemos tomar como integral de
Haar

ż

G
f (g)dµ(g) =

ÿ

gPG

f (g).

El morfismo
f ÞÝÑ

ÿ

gPG

f (g)g

es un isomorfismo de álgebras con unidad entre H(G) y el álgebra de grupo C[G].
El único caso en el cual el álgebra de Hecke H(G) va a poseer un elemento neutro para el

producto es cuando G es discreto.

Aunque el álgebra de Hecke H(G) no siempre tenga un elemento neutro para el producto, si
tiene para cada subgrupo K abierto compacto de G un elemento idempotente eK P H(G):

eK(x) =

#

µ(K)´1 si x P K
0 si x R K.

Proposición 2.7.4. Tenemos las siguientes afirmaciones.

(i) Efectivamente eK ˚ eK = eK.

(ii) Si f P H(G), luego eK ˚ f = f si y solo si f (kg) = f (g) para todo k P K, g P G.
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(iii) El espacio eK ˚ H(G) ˚ eK es una subálgebra de H(G) con elemento neutro para el producto: eK.

Demostración. Primero veamos que eK es idempotente, se tiene que

eK ˚ eK(g) =
ż

G
eK(x)eK(x´1g)dµ(x)

= µ(K)´1
ż

K
eK(x´1g)dµ(x)

= µ(K)´2
ż

KXg´1K
dµ(x).

entonces si g no pertenece a K, eK ˚ eK vale 0 y si g pertenece a K vale µ(K)´1, o sea, coincide en
cualquier caso con eK.

Para el segundo ı́tem, tomando f P H(G), k P K, g P G obtenemos

eK ˚ f (kg) =
ż

G
eK(x) f (x´1kg)dµ(x)

=

ż

G
eK(k´1x) f (x´1g)dµ(x)

=

ż

G
eK(k´1x) f (x´1g)dµ(x)

=

ż

G
eK(x) f (x´1g)dµ(x) = eK ˚ f (g),

donde en la segunda igualdad usamos la invarianza a izquierda de la medida de Haar y en
la tercera igualdad usamos que eK queda fijo por traslación a izquierda por un elemento de
K. Esto muestra que eK ˚ f es siempre invariante por traslación a izquierda por elementos de
K. Con lo cual, si f = eK ˚ f entonces f es invariante a izquierda por cualquier elemento de
K. Recı́procamente, si f es invariante por traslación a izquierda por cualquier elemento de K,
entonces la última integral se convierte en f (g).

Por último, (iii) es sigue inmediatamente de que eK es un elemento idempotente.

Notemos que eK ˚ H(G) ˚ eK es el espacio de funciones f P H(G) que son invariantes por
traslación a izquierda y derecha por K:

f (k1gk2) = f (g), g P G, k1, k2 P K.

Notamos a este espacio como H(G, K) = eK ˚ H(G) ˚ eK.

2.7.1. H(G)-módulos

Sea M un H(G)-módulo a izquierda, vamos a denotar a la acción en M como ( f , m) ÞÝÑ f ˚ m
para f P H(G) y m P M.

Definición 2.7.5. Decimos que M es suave si H(G) ˚ M = M.

Como H(G) es unión de las subálgebras H(G, K), se tiene que un H(G)-módulo M es suave
si y solo si para todo m P M, existe un subgrupo compacto abierto K Ă G tal que eK ˚ m = m.

Sean M1, M2 dos H(G)-módulos suaves, vamos a definir HomH(G)(M1, M2) como el espacio
de todos los H(G)-morfismos M1 ÞÝÑ M2. De esta manera, la clase de H(G)-módulos suaves
forma una categorı́a que denotaremos como H(G)-Mod.

Sea (π, V) una representación suave de G. Para f P H(G), v P V definimos

π( f )v :=
ż

G
f (g)π(g)vdµ(g).

El integrando es un elemento de C8
c (G; V), con la cual la integral define un elemento de V.

Alternativamente, podemos elegir un subgrupo abierto compacto K Ă G que fije v y f (por
traslación a derecha), luego la integral de la derecha es una suma finita

π( f )v = µ(K)
ÿ

gPG/K

f (g)π(g)v. (2.7)
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De esta igualdad se deduce
π(eK)v = v, v P VK. (2.8)

Proposición 2.7.6. Sea (π, V) una representación suave de G. La operación

( f , v) ÞÝÑ π( f )v, v P V, f P H(G),

define una estructura de H(G)-módulo suave en V. Si (π1, V1) es otra representación suave de G y
ϕ : V ÝÑ V1 es un G-morfismo, entonces ϕ se puede ver como un H(G)-morfismo:

ϕ ˝ π( f ) = π1( f ) ˝ ϕ, f P H(G).

Demostración. Sean v P V, f1, f2 P H(G), entonces

π( f1 ˚ f2)v =

ż

G
f1 ˚ f2(g)π(g)vdµ(g)

=

ż

G

(
ż

G
f1(h) f2(h´1g)dµ(h)

)
π(g)vdµ(g)

=

ż

G

ż

G
f1(h) f2(h´1g)π(g)vdµ(g)dµ(h)

=

ż

G

ż

G
f1(h) f2(g)π(hg)vdµ(g)dµ(h)

=

ż

G
f1(h)π(h)

(
ż

G
f2(g)π(g)vdµ(g)

)
dµ(h)

=

ż

G
f1(h)π(h)π( f2)vdµ(h) = π( f1)π( f2)v.

Esto le da a V una estructura de H(G)-módulo. Para ver la suavidad, notemos que si K es un
subgrupo abierto compacto, tenemos que π(eK)v = v, v P VK.

Que ϕ se puede ver como un morfismo de H(G)-módulos se deduce de la ecuación (2.7).

Ejemplo 2.7.7. Si tomamos como representación suave a C8
c (G) con la traslación a izquierda λ,

entonces para f P H(G) y g P C8
c (G)

λ( f )g = f ˚ g.

Si tomamos como representación suave a C8
c (G) con la traslación a derecha ρ, entonces

ρ( f )g = f ˚ qg,

con qg la función ϕ ÞÝÑ g(ϕ´1).

Se puede también a partir de un H(G)-módulo suave M construir una representación suave
de G:

Proposición 2.7.8. Sea M un H(G)-módulo suave. Existe un único G-morfismo π : G ÝÑ AutC(M)
tal que (π, M) es una representación suave de G y

π( f )m = f ˚ m, f P H(G), m P M.

Además, si M1 es un H(G)-módulo suave con una G-representación asociada (π1, M1), luego cualquier
H(G)-morfismo M ÝÑ M1 es un G-morfismo π ÝÑ π1.

Demostración. Consideramos el H(G)-morfismo canónico

H(G) bH(G) M ÝÑ M,
ÿ

fi b mi ÐÝ
ÿ

fi ˚ mi
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que es sobreyectivo por suavidad. Sea
ř

1ďiďr fi b mi un elemento del núcleo. Elegimos un
subgrupo abierto compacto K de G que fija a todos los fi a izquierda, luego por el segundo ı́tem
del a Proposición 2.7.4

ÿ

1ďiďr

fi b mi =
ÿ

1ďiďr

(eK ˚ fi) b mi

= eK b

(
ÿ

1ďiďr

fi ˚ mi

)
= eK b 0 = 0,

con lo cual el morfismo es inyectivo, de hecho es un H(G)-isomorfismo H(G) bH(G) M – M.
El producto tensorial está equipado con una representación suave de G vı́a traslación a iz-

quierda en el factor de H(G). vı́a el isomorfismo podemos trasladar esta acción de G en M y
obtenemos una representación suave (π, M).

Esta acción se puede describir más explı́citamente. Sea m P M y K Ă G un subgrupo abierto
compacto talque eK ˚ m = m. Para g P G, sea hgK la función caracterı́stica de gK. Se tiene que

π(g)m = µ(K)´1hgK ˚ m.

De esto se deduce la última afirmación de la proposición; para la última afirmación juntamos
esto con la Ecuación (2.7).

Como consecuencia, hablar de representaciones suaves de G es equivalente a hablar H(G)-
módulos suaves. Pues, si (π, V) es una representación suave de G, los G-subespacios de V son
los H(G)-submódulos de V y los G-morfismos V ÝÑ V1 son los H(G)-morfismos V ÝÑ V1, y
recı́procamente también. Las categorı́as son equivalentes, pero esto que acabamos de decir es
algo más fuerte.

Lema 2.7.9. Sea (π, V) una representación suave de G y sea K Ă G un subgrupo abierto compacto. El
operador π(eK) es la K-proyección V ÝÑ VK con núcleo V(K). El espacio VK es un H(G, K)-módulo,
donde la unidad eK actúa como la identidad.

Demostración. Para v P V y k P K, tenemos

π(k)π(eK)v = π(eK)π(k)v = π(eK)v.

Entonces π(eK) es un K-morfismo V ÝÑ VK. De hecho, para v P VK tenemos que π(eK)v = v
(como vimos en la Ecuación (2.8)). En particular, π(eK) es sobreyectivo e idempotente. También
π(eK) aniquila a V(K), como este es el único K-complemento de VK debe ser que es todo el
núcleo de π(eK).

Ahora vamos a ver que el H(G, K)-módulo VK contiene mucha información de (π, V).

Proposición 2.7.10. Tenemos las siguientes afirmaciones.

(i) Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. El subespacio VK es trivial o un H(G, K)-
módulo simple.

(ii) La función (π, V) ÞÝÑ VK induce una biyección entre:

(a) clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles (π, V) de G tal que VK ‰ 0, y

(b) clases de isomorfismo de H(G, K)-módulos simples.

Demostración. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G y VK ‰ 0. Sea M un H(G, K)-
submódulo de VK. El espacio π(H(G))M es un G-subespacio no nulo de V, luego por irreduci-
bilidad es todo V. Con lo cual se tiene que

VK = π(eK)V = π(eK)π(H(G))M = π(H(G, K))M = M,

como M era arbitrario, se tiene que VK es H(G, K)-simple.
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Luego (π, V) ÞÝÑ VK induce una función entre las clases de (a) y (b). Construyamos aho-
ra la función inversa. Sea M un H(G, K)-módulo simple y consideremos el G-espacio U =
H(G) bH(G,K) M, donde G actúa por traslación a izquierda en el factor H(G). Se tiene que

UK = eK ˚ H(G) bH(G,K) M = eK b M –H(G,K) M,

la última equivalencia es por simplicidad de M y la primera es porque UK es la imagen del
operador π(eK) si pensamos en la representación (π, U, V) (ver el Lema 2.7.9).

Por el lema de Zorn existe un G-subespacio X de U que es maximal respecto a la propiedad
X X eK b M = 0, equivalentemente XK = 0. Si Y es otro G-subespacio de U tal que YK = 0,
entonces (X + Y)K = XK + YK = 0 por el lema anterior. Luego por maximalidad de X, Y Ă

X + Y = X, por lo tanto X es el único G-subespacio maximal con esta propiedad.
Un G-subespacio W de U que contenga estrictamente a X debe intersecar no trivialmente

y en particular debe contener por simplicidad al H(G, K)-módulo simple eK b M. Con lo cual
W = U. Luego X es un G-subespacio de U maximal y V = U/X es irreducible. Se tiene que
VK –H(G,K) M.

Nos queda mostrar que la clase de isomorfismo de V depende solo de la clase de M. Sea
f : M ÝÑ M1 un isomorfismo de H(G, K)-módulos. El morfismo f se extiende de manera única
a un H(G)-isomorfismo

f : U = H(G) bH(G,K) M ÝÑ H(G) bH(G,K) M1 = U1,

ϕ b m ÞÝÑ ϕ b f (m).

La imagen X1 = f (X) es luego el único H(G)-subespacio maximal de U1 tal que X
1K = 0.

Entonces el morfismo f induce un isomorfismo U/X – U1/X1, como querı́amos.

Corolario 2.7.11. Sea (π, V) una representación suave de G, V ‰ 0. Entonces (π, V) es irreducible si y
solo si, para todo subgrupo abierto compacto K Ă G, el espacio VK es cero o H(G, K)-simple.

Demostración. Una implicación está dada por la proposición anterior. Recı́procamente, si (π, V)
no es irreducible, sea U Ć V un G-subespacio no nulo. Sea W = V/U. Existe un subgrupo
abierto compacto K Ă G tal que UK y WK son no nulos. La sucesión

0 UK VK WK 0

es exacta, y es una sucesión exacta de H(G, K)-módulos. Con lo cual VK es no nulo y no es
simple sobre H(G, K).

Se puede generalizar lo anterior. Si K Ă G es un subgrupo abierto compacto y ρ P pK. Consi-
deramos la función eρ P H(G), cuyo soporte está en K, la definimos como

eρ(x) :=
dim ρ

µ(K)
tr ρ(x´1), x P K.

Si K1 es el núcleo de ρ, luego eρ es constante en las coclases gK1 y K1g1, con lo cual eK1 ˚ eρ =
eρ ˚ eK1 = eρ. Entonces eρ pertenece a la subálgebra H(K, K1) de H(G, K1). Sin embargo, eK1 ÞÝÑ

1 induce un isomorfismo de álgebras H(K, K1) ÝÑ C[K/K1]. Este isomorfismo manda eρ al
elemento idempotente del álgebra de grupo correspondiente a la representación irreducible ρ
del grupo finito K/K1. Entonces:

Proposición 2.7.12. Tenemos las siguientes afirmaciones.

(i) La función eρ P H(G) es idempotente.

(ii) Si (π, V) es una representación suave de G, luego π(eρ) es la K-proyección V ÝÑ Vρ.

En particular, Vρ = π(eρ)V, y el espacio isotı́pico Vρ es un módulo sobre la subálgebra
eρ ˚H(G) ˚ eρ de H(G). Vale entonces la Proposición 2.7.10 reemplazando eρ por eK y Vρ por VK.
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Ejemplo 2.7.13. Si dim ρ = 1, i.e. ρ es un caracter de K. El álgebra eρ ˚ H(G) ˚ eρ es el espacio de
funciones f P H(G) tal que f (kgk1) = ρ(kk1)´1 f (g), k, k1 P K, g P G.

Si G es un grupo finito, el álgebra de grupo C[G] es semisimple. Como C[G] tiene dimensión
finita sobre C, esto equivale a que el radical de Jacobson sea trivial, o equivalentemente, que si
x P C[G], x ‰ 0, luego existe un C[G]-módulo M tal que xM ‰ 0.

Para todos los grupos localmente profinitos que satisfacen la Hipótesis 2.5.24, existe una
propiedad análoga para el álgebra de Hecke H(G). Ver la Sección 4.5. de [BH06].
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Capı́tulo 3

Representaciones de Galois

Recordemos la definición del grupo de Galois absoluto GK de un cuerpo K arbitrario que
aparece en el Ejemplo 2.3.3.

Sea V es un k-espacio vectorial de dimensión n, con k un cuerpo topológico. Fijamos una base
de V. El grupo Autk(V) es isomorfo como grupo a GLn(k), luego hereda la topologı́a de GLn(k),
que lo convierte en un grupo topológico. Esta topologı́a no depende de la base de V elegida.

Definición 3.0.1. Una representación de Galois es un morfismo continuo

ρ : GK Ñ Autk(V).

Se dice n-dimensional si la k-dimensión de V es n. Se dice abeliana si la imagen de ρ es un
subgrupo abeliano.

Definición 3.0.2. Decimos que ρ es no ramificado si es trivial en IK.

3.1. Representaciones complejas y ℓ-ádicas

En esta sección nos va a interesar estudiar las representaciones de Galois complejas que es
el caso k = C, y las representaciones ℓ-ádicas que es el caso k = Qℓ.1

Las representaciones complejas son representaciones suaves de GK sobre espacios C-vectoriales
de dimensión finita, de hecho vale la recı́proca por el ı́tem (vi) de la Proposición 2.5.4. Entonces
vale todo lo que vimos en la Sección 2.5. Por otro lado, las representaciones suaves de GK so-
bre Qℓ-espacios vectoriales de dimensión finita son representaciones ℓ-ádicas por la Proposición
2.5.4, sin embargo la recı́proca es falsa como se explica en Ejemplo 3.6.2.

La proposición principal de esta sección vale en el caso complejo pero no en el ℓ-ádico, pues
la imagen en este último no tiene por qué ser finita: por ejemplo 3.6.2.

La proposición será consecuencia de dos lemas previos:

Lema 3.1.1 (No hay subgrupos chicos). Sea G un grupo de Lie complejo. Entonces no tiene subgrupos
pequeños, es decir, existe un abierto 1 P U Ă G que no contiene subgrupos no triviales.

Demostración. Sea g el álgebra de Lie de G, consideremos el mapa exponencial exp : g ÝÑ G.
Se restringe a un difeomorfismo para algún abierto V Ă g, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que V Ă t v P g | }v} ă 1 u. Luego afirmamos que U = exp(V) no tiene subgrupos no
triviales. Efectivamente, sea H Ă U subgrupo, sea h P H entonces h = exp(v) para algún
v P V. Entonces 2v P V, pues h2 P H = exp(V) luego h2 = exp(v1) con v1 P V. Con lo cual,
exp(v1) = h2 = exp(v)2 = exp(2v) entonces por ser el mapa exponencial un difeomorfismo
tenemos que 2v = v1 P V. Pero repitiendo este argumento inductivamente tenemos que 2nv P V
para todo n P N. Como 2n}v} = }2nv} ă 1 se tiene que v = 0 tomando lı́mite. Pero h = exp(v) =
exp(0) = 1, como h era arbitrario se tiene que H es trivial.

Con esto demostraremos el segundo lema:

1En algunos lados la frase representación ℓ-ádica puede referirse a una representación con k = Qℓ o una extensión finita
de este cuerpo.
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Lema 3.1.2. Sean P un grupo profinito, G un grupo de Lie complejo y ρ : P ÝÑ G una representación
continua. Entonces la imagen de ρ es finita.

Demostración. Basta ver que el núcleo de ρ es abierto, pues al ser un subgrupo de un grupo com-
pacto tiene ı́ndice finito; cocientando obtendrı́amos que la imagen es finita. Para esto copiamos
la demostración del segundo ı́tem de la Proposición 2.5.4.

En particular, si tomamos en el lema anterior P = GK, G = GLn(C) y ρ una representación
compleja, se deduce la siguiente proposición:

Proposición 3.1.3. Si ρ : GK Ñ AutC(V) es una representación compleja, entonces ρ se factoriza por
una extensión finita Galois L/K. Es decir, existe ρ : Gal(L/K) Ñ AutC(V) una representación de grupos
finitos inyectiva tal que el siguiente diagrama conmuta:

GK AutC(V)

Gal(L/K)

ρ

ρ

Como consecuencia inmediata de la proposición obtenemos los siguientes corolarios:

Corolario 3.1.4. La imagen de una representación compleja es un subgrupo de orden finito.

Como las representaciones de Galois son un caso particular de representaciones de grupos
profinitos, en particular lo son las representaciones complejas y ℓ-ádicas, luego deducimos las
siguientes propiedades:

Proposición 3.1.5. Las representaciones de Galois son semisimples.

Demostración. Por la Proposición 2.5.13, ya que el grupo de Galois absoluto es un grupo profinito.

Proposición 3.1.6. Una representación de Galois irreducible con k no numerable y algebraicamente es
abeliana si y solo si es de dimensión 1.

Demostración. Las representaciones de k-dimensión 1 son abelianas porque tienen su imagen
contenida en kˆ y son irreducibles por dimensión. Recı́procamente, las representaciones irredu-
cibles abelianas tienen dimensión 1 por el Corolario 2.5.30 y la Observación 2.5.27.

Observación 3.1.7. Cuando ρ es una representación abeliana se tiene que la extensión L/K que
aparece en la Proposición 3.1.3 es abeliana.

3.2. El grupo de Weil

Sea K un cuerpo local no arquimediano con caracterı́stica residual p y cuerpo residual k de
orden q. Los siguientes hechos son un caso particular de los corolarios del Teorema 7, Capı́tulo
I-4 de [Wei73]. Para cada m ě 1 existe una única extensión no ramificada sobre K de orden m,
más aún se tiene que Km = K(ζqm´1) con ζqm´1 una raı́z (qm ´ 1)-ésima primitiva de la unidad.
La unión de todos los Km, denotada como Kunr, es la única extensión no ramificada maximal de
K en Ksep. Cada extensión Km/K es de Galois con Gal(Km/K) cı́clico. Si llamamos km al cuerpo
residual y Pm el único ideal maximal de Km, tenemos un único elemento φm P Gal(Km/K) –

Gal(km/k) – Z/mZ tal que φm(x) ” xqm´1
mód Pm y a su vez genera el grupo. Además

tenemos un isomorfismo canónico Gal(Km/K) Ñ Z/mZ definido como φm ÞÑ ´1. Tomando
lı́mite inverso sobre m, obtenemos el isomorfismo canónico de grupos topológicos:

Gal(Kunr/K) – lim
ÐÝ

m
Z/mZ = pZ, (3.1)

que nos define un único elemento φK P Gal(Kunr/K) tal que ϕK(x) ” xqm´1
mód Pm para todo

m ě 1 y el subgrupo generado por φK es denso, i.e. es un generador topológico. Si σ P GK se
restringe a Kunr como φK lo llamamos elemento de Frobenius geométrico.
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Definimos IK := Gal(Ksep/Kunr), el grupo de inercia de K (el núcleo del morfismo σ ÞÑ

σ
ˇ

ˇ

Kunr ), es un subgrupo cerrado de GK y por lo tanto profinito. Tenemos la siguiente sucesión
exacta corta de grupos topológicos:

1 Ñ IK Ñ GK Ñ pZ Ñ 0, (3.2)

donde la flecha sobreyectiva es restringir σ P GK a Kunr y componer con el isomorfismo anterior.
Notar que siempre podemos elegir un elemento de Frobenius geométrico Φ, y a partir de ahora
usaremos esa notación para describir al elemento, pero no es único, sino que es único salvo
multiplicación por un elemento de IK.

Definición 3.2.1. Definimos el grupo de Weil como

WK := IKxΦy Ă GK .

Notar que esta definición no depende de la elección de Frobenius geométrico Φ.
Se tiene que WK es normal en GK y es denso. En efecto, si miramos un abierto de GK en

el cociente GK /IK – Gal(Kunr/K) – pZ, debe incluir un elemento de Z, que corresponde a
una potencia de Φ. Además de todo esto, el grupo de Weil encaja en el siguiente diagrama
conmutativo:

1 IK WK Z 0

1 IK GK pZ 0.

vK

Le vamos a otorgar a WK la topologı́a más fina tal que

(i) IK es un subgrupo abierto de WK.

(ii) La topologı́a subespacio de IK en WK coincide con la topologı́a heredada de GK como
subespacio.

(iii) Multiplicar por un elemento de Frobenius Φ es un homeomorfismo.

Ası́ WK es un grupo localmente profinito y la inclusión ιK : WK ãÑ GK es un monomorfismo
continuo, sin embargo no es subespacio ya que si lo fuera, IK serı́a un abierto de GK (no lo
es pues tiene ı́ndice infinito). Además, IK es un subgrupo compacto maximal, pues WK/IK es
isomorfo a Z con la topologı́a discreta.

La flecha sobreyectiva de sucesión exacta corta (3.2) nos induce un morfismo continuo com-
poniendo con ιK:

vK : WK ÝÑ Z

τΦn
K ÞÝÑ n, τ P IK.

Con esto nos podemos construir un morfismo continuo

|x| = q´υK(x), x P WK.

Notar que IK = Ker |¨|.

En la literatura esta no es la definición de grupo de Weil que se usa en casos más generales.
De hecho se llama grupo de Weil a una terna (WK, φ, tArtLuL/K) que cumple ciertas propiedades,
y es única salvo isomorfismo. Esto se explica con detalle en artı́culo de Tate [Tat79] en la sección
del grupo de Weil.

En nuestro caso, K local no arquimediano, tenemos WK = WK, φ = ιK, y como ArtL tomamos
los mapas de reciprocidad de Artin α´1

L que aparecen en 4.1 y como ley de reciprocidad tomamos
los morfismos θK : Kˆ ÞÝÑ Gab

K
2 que aparecen en [CF67] página 141. La elección de mapas locales

no es canónica, hay que decidir a dónde manda un elemento uniformizador de K, este se envı́a
al Frobenius geométrico.

2Ver la definición de Gab en 4.1.1
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Para todo entero m ě 1, p ∤ m el cuerpo Kunr tiene una única extensión de grado m, digamos
Lm/Kunr. Más aún, si ϖ es un elemento uniformizante de K, Lm = Kunr(ϖ

1
m ). Tenemos un

isomorfismo canónico

Gal(Lm/Kunr) ÝÑ µm

σ ÞÝÑ σ(ϖ
1
m )/ϖ

1
m ,

que llega al grupo µm de raı́ces m-ésimas de la unidad de Kunr (el cual está contenido en Kunr

pues p ∤ m). En particular, Gal(Lm/Kunr) es cı́clico.
El cuerpo generado por la unión de todas las extensiones Lm es la extensión mansamente

ramificada maximal de K y la denotamos como Ktr. Tomando lı́mite inverso de los isomorfismos
sobre m coprimo con p, obtenemos un isomorfismo de grupos topológicos

Gal(Ktr/Kunr) – lim
ÐÝ
p∤m

µm –
ź

ℓ‰p

Zℓ.

Notar que el último isomorfismo es único salvo multiplicación por un elemento de
ś

ℓ‰p Zℓ

pues ası́ sucede con el isomorfismo µm – Z/mZ.
Definimos PK := Gal(Ksep/Ktr) al grupo de inercia salvaje de K (el cual es un subgrupo de

IK). Toda extensión finita de Ktr tiene grado una potencia de p, luego PK es un grupo p-profinito.
Es el único subgrupo p-profinito de Sylow de IK.

Proposición 3.2.2. Existe un isomorfismo topológico t0 : IK/PK Ñ
ś

ℓ‰p Zℓ que cumple

t0(στσ´1) = |σ|
´1 t0(τ), τ P IK/PK, σ P WK.

Además, t0 está determinado de manera única salvo multiplicación por un elemento de
ś

l‰p Zˆ
ℓ .

Demostración. Tenemos que
IK/PK – Gal(Ktr/Kunr),

donde como vimos antes Gal(Ktr/Kunr) –
ś

ℓ‰p Zℓ no es un isomorfismo canónico, si no que
está determinado de manera única salvo multiplicación por un elemento de

ś

ℓ‰p Zℓ. Compo-
niendo con la proyección IK ÝÑ IK/PK obtenemos t0.

Para probar la identidad, basta separar en dos casos: σ P IK y σ = Φ, pues WK está generado
por ambos. Ahora, si σ P IK entonces nos reducimos a probar que t0(στσ´1) = t0(τ), lo cual
sucede pues la imagen es un grupo abeliano. Cuando σ = Φ, la ecuación equivale a probar que
t0(ΦτqΦ´1) = t0(τ), donde q = |Φ|

´1. Para esto, es suficiente probar que Φτq – τΦ mód PK.
Como PK = Gal(Ksep/Kunr), esto equivale a que Φ(τq(ϖ

1
m )) = τ(Φ(ϖ

1
m )) para cualquier elec-

ción de raı́z m-ésima de ϖ, con m coprimo con p. Si escribimos τ(ϖ
1
m ) = ζϖ

1
m para alguna raı́z

m-ésima de la unidad ζ. Como τ deja fijo ζ P Kunr, tenemos que τq(ϖ
1
m ) = ζqϖ

1
m . Como además

se tiene que Φ(ζq) = ζ, obtenemos

Φ(τq(ϖ
1
m )) = Φ(ζqϖ

1
m ) = ζΦ(ϖ

1
m ).

Por otro lado

τ(Φ(ϖ
1
m )) = τ

(
Φ(ϖ

1
m )

ϖ
1
m

ϖ
1
m

)
=

Φ(ϖ
1
m )

ϖ
1
m

τ(ϖ
1
m ) =

Φ(ϖ
1
m )

ϖ
1
m

ζϖ
1
m = ζΦ(ϖ

1
m ).

En la segunda igualdad utilizamos que Φ(ϖ
1
m )

ϖ
1
m

es una raı́z m-ésima de la unidad y por ende

queda fijo por τ.

Observación 3.2.3. Vamos a denotar como t a la composición de t0 con el morfismo natural
IK ÝÑ IK/PK. Notar que hereda una propiedad análoga a la proposición anterior.
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3.2.1. El grupo de Weil de un cuerpo local arquimediano

Cuando el cuerpo local K es arquimediano se tiene una descripción más sencilla del grupo
de Weil WK. En el caso K = C definimos WK := Cˆ y se tiene que GK = Gal(Ksep/K) =
Gal(C/C) = t1u, con lo cual W ab

K = GK y θK es la identidad. En el caso K = R definimos WR

para que sea una extensión que no se escinda

1 Cˆ WR GR 1.

Más explı́citamente, WR = Cˆ ¸ GR con el producto

(z1, τ1) ¨ (z2, τ2) = (z1τ1(z2), τ1 ˝ τ2),

donde GR = t1, ¨u tiene dos automorfismos: la identidad y la conjugación compleja. Se tiene que
W ab

R – Rˆ.

3.3. Representaciones del grupo de Weil

Recordemos algunas cosas sobre la teorı́a de representaciones de grupos localmente profini-
tos que se aplican a WK. El grupo GK es profinito, en particular sus representaciones suaves son
semisimples (ver la Proposición 2.5.13). Por otro lado, WK tiene al grupo discreto Z como un
cociente, luego tiene representaciones suaves no semisimples porque Z tiene3. Veremos que las
representaciones irreducibles de WK están relacionadas con las de GK, WK pero va a tener más
variedad de representaciones reducibles.

En general para grupos localmente profinitos, las representaciones irreducibles suaves tienen
dimensión a lo sumo numerable. Pero para representaciones de WK se tiene un poco más:

Lema 3.3.1. Sea (ρ, V) una representación suave irreducible de WK, entonces ρ tiene dimensión finita.

Demostración. Sea v P V, v ‰ 0. Como V es irreducible, V está generado por ρ(g)(v), g P WK.
Como ρ es suave, existe un subgrupo abierto J de IK que fija v. Con J = IK X GL, para una
extensión finita L/K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que L/K es Galois, luego J
es normal en WK. Se sigue que J Ă Ker ρ.

Tomemos un elemento de Frobenius Φ P WK. Actúa por conjugación sobre el grupo finito
IK/J , luego existe d ě 1 tal que Φd actúa trivialmente. Entonces ρ(Φd) conmuta con ρ(WK)
y como ρ es irreducible, ρ(Φd) debe ser un escalar por el lema de Schur 2.5.26. Con lo cual
los vectores ρ(g)v, g P WK/xJ , Φdy generan un espacio vectorial de dimensión finita U. Este
subespacio es estable por ρ(WK), luego por irreducibilidad debe ser que U = V, ya que también
U ‰ 0.

En la bibliografı́a se suele definir la representación del grupo de Weil WK como un morfismo
continuo

WK ÝÑ AutF(V)

para un F-espacio vectorial V de dimensión finita n. Además, generalmente F = C o F = Qℓ
en el caso de representaciones del grupo de Weil ℓ-ádicas; en ambos casos AutF(V) – GLn(F)
posee la topologı́a usual heredada de la topologı́a de F.

Cuando F = C y V es un F-espacio vectorial de dimensión finita, la definición anterior de
representación del grupo de Weil equivale a la definición de representación suave, pues WK
es un grupo localmente profinito, ergo podemos aplicar el ı́tem (vi) de la Proposición 2.5.4.
Cuando F = Qℓ y V es de dimensión finita, una representación suave de V inmediatamente es
una representación del grupo de Weil pues vale la implicación (v) ñ (vi) en la Proposición 2.5.4,
sin embargo no vale la vuelta.

Por ejemplo, en la Subsección 3.9.2 se ve que la representación ℓ-ádica ρ1
E/K,ℓ del grupo de

Weil proveniente de una curva elı́ptica con reducción potencialmente multiplicativa no puede
ser suave, de lo contrario seguirı́a siendo suave al restringirse al subgrupo de inercia I , ser
suave implica que la representación es continua con la topologı́a discreta (ver el ı́tem (v) de la

3Por ejemplo, considerar la acción de Z en C2 dada por n ÞÑ

(
1 n
0 1

)
. Claramente es indescomponible, pero no es

irreducible pues un subespacio invariante es el generado por e1. Luego no puede ser semisimple.
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Proposición 2.5.4), luego el núcleo es abierto, como I es profinito el núcleo tiene ı́ndice finito,
entonces la imagen de la representación es finita, pero esto no pasa por lo visto en esa subsección.

Obviamente, dado ρ una representación suave irreducible del grupo profinito GK, podemos
construirnos una representación suave ρ ˝ ιK de WK vı́a la inclusión continua ιK : WK ãÑ GK.

Lema 3.3.2. Valen las siguientes afirmaciones:

(i) Sea ρ una representación suave irreducible de GK. Entonces ρ ˝ ιK es también irreducible.

(ii) Si ρ1, ρ2 son dos representaciones suaves irreducibles de GK, entonces ρ1 – ρ2 si y solo si ρ1 ˝ ιK –

ρ2 ˝ ιK.

Demostración. Como Ker ρ es un subgrupo abierto de GK y WK es denso en GK, tenemos que
GK = WK ¨ Ker ρ y por lo tanto ρ(WK) = ρ(GK). Esto nos prueba (i). Ahora, para probar
(ii) basta con notar que cualquier WK-isomorfismo ρ1 ˝ ιK Ñ ρ2 ˝ ιK es un GK-isomorfismo
nuevamente por densidad.

Definición 3.3.3. Decimos que una representación del grupo de Weil es no ramificado si es
trivial en IK.

Proposición 3.3.4. Sea τ una representación suave irreducible de WK. Son equivalentes:

(i) El grupo τ(WK) es finito.

(ii) τ – ρ ˝ ιK para alguna representación suave irreducible ρ de GK.

(iii) El caracter det τ tiene orden finito.

Además, siempre existe un caracter no ramificado χ de WK tal que χ b τ satisface una (y por lo tanto
todos) de los ı́tem (i) ´ (iii).

Demostración. Sea Φ P WK un elemento de Frobenius.
(i) ñ (ii). El automorfismo τ(Φ) tiene orden finito d. Para a P pZ existe un entero a tal que

a ” a mód dpZ, y a esta unı́vocamente determinado módulo dZ. Por la sucesión exacta corta
(3.2), un elemento g P GK se puede escribir de manera única como g = Φaσ, para algún a P pZ y
σ P IK. Definamos la representación ρ de GK como ρ(Φaσ) = τ(Φ)aτ(σ). La representación ρ es
suave e irreducible y satisface ρ ˝ ιK = τ.

(ii) ñ (iii). Las representación suave ρ de GK tiene imagen subgrupo de orden finito por el
Corolario 3.1.4.

(iii) ñ (i). Existe k ě 1 tal que τ(Φ)k conmuta con el grupo finito τ(IK), y en consecuencia
con todo τ(WK). Entonces τ(Φ)k es un escalar por el Lema 2.5.26. Si det τ tiene orden finito,
entonces también lo tiene τ(Φ)k. La imagen de τ(IK) es finita porque la representación es suave
y IK es compacto. Luego τ(WK) es finita.

En cualquier caso, existe k ě 1 tal que τ(Φ)k es un escalar, digamos c. Tomemos χ un caracter
no ramificado de WK tal que χ(Φ)k = c´1, luego la representación χ b τ satisface (i).

Si L/K es una extensión finita separable, tenemos que WL Ă WK y notamos como IndL/K a
IndWK

WL
. Si ρ es una representación suave de WK, escribimos ρL = ResL/K ρ = ρ

ˇ

ˇ

WL
.

Nos interesa ahora discutir la semisimplicidad de algunas representaciones del grupo de
Weil. Traducimos ahora el Lema 2.5.32.

Lema 3.3.5. Sea L/K una extensión finita separable.

(i) Sea ρ una representación suave de WK, luego ρ es semisimple si y solo si ρL es semisimple.

(ii) Sea τ una representación suave de WL, luego τ es semisimple si y solo si IndL/K τ es semisimple.

Para cada n ě 1, denotemos como Gss
n (K) al conjunto de clases de isomorfismos de repre-

sentaciones suaves semisimples de WK de dimensión n. Denotemos como G0
n(K) al conjunto

de clases de isomorfismos de representaciones suaves irreducibles de WK de dimensión n. Por
último, escribimos Gss(K) =

Ť

ně1 Gss
n (K).
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Si L/K es una extensión finita separable, el lema anterior nos dice que tenemos funtores

IndL/K : Gss
n (L) ÝÑ Gss

nd(K),
ResL/K : Gss

n (K) ÝÑ Gss
n (L),

(3.3)

donde d = [L : K].

La siguiente proposición es bastante práctica.

Proposición 3.3.6. Sea (ρ, V) una representación suave de WK, y Φ P WK un elemento de Frobenius.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La representación ρ es semisimple.

(ii) El automorfismo ρ(Φ) es semisimple.

(iii) El automorfismo ρ(Ψ) es semisimple para todo Ψ P WK.

Demostración.
(iii) ñ (ii). Es claro.
(ii) ñ (i). El grupo ρ(IK) es finito, con lo cual existe d ě 1 tal que ρ(Φ)d conmuta con con

este grupo. El automorfismo ρ(Φ) es semisimple, luego ρ(Φ)d también. La restricción de ρ al
subgrupo abierto generado por Φd y IK es semisimple. Por el lema anterior ρ es semisimple.

(i) ñ (iii). Sea Ψ P WK. Si Ψ es un elemento del grupo profinito IK, entonces ρ(Ψ) es
semisimple, luego podemos asumir que Ψ R IK. Entonces existe una extensión finita L/K tal que
Ψ P WL y WL es el subgrupo generado por Ψ y por IL. La representación ρ

ˇ

ˇ

WL
es semisimple

por el lema anterior, entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que L = K. Además,
no perdemos nada por asumir que ρ sea irreducible. Por la última afirmación de la Proposición
3.3.4 existen c P Cˆ y ϕ de orden finito tales que ρ(Ψ) = cϕ. Con lo cual ρ(Ψ) es semisimple.

3.4. Representación de Weil-Deligne

Definición 3.4.1. Una representación de Weil-Deligne, es una terna (ρ, V, N) con (ρ, V) una
representación suave de dimensión finita de WK y N P EndC(V) nilpotente que satisface

ρ(σ)Nρ(σ)´1 = |σ| N, σ P WK.

Sean (ρi, Vi, Ni), i = 1, 2 dos representaciones de Weil-Deligne, un morfismo f : V1 ÞÝÑ V2,
entre estas representaciones, es una transformación C-lineal tal que

f ˝ ρ1 = ρ2 ˝ f ,
f ˝ N1 = N2 ˝ f .

Definición 3.4.2. Decimos que (ρ, V, N) es semisimple si la representación suave (ρ, V) de W
es semisimple.

Vamos a denotar como Gn(K) al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones de
Weil-Deligne semisimples de WK de dimensión n. A su vez, vamos a identificar al conjunto
Gss

n (K) de representaciones suaves semisimples del grupo de Weil (ρ, V) con el conjunto de clases
de representaciones de Weil-Deligne (ρ, V, 0) P Gn(K), y de la misma manera vamos a identificar
al conjunto de representaciones suaves irreducibles del grupo de Weil G0

n(K) de manera que se
tiene:

G0
n(K) Ă Gss

n (K) Ă Gn(K).

En lo que sigue, reduciremos un poco la notación y escribiremos (ρ, N) en vez de (ρ, V, N)
para las representaciones de Weil-Deligne.

Tenemos la siguiente proposición/definición que describe las operaciones que se pueden
hacer entre representaciones de Weil-Deligne, la única parte que requiere demostración es la
buena definición:

Proposición 3.4.3. Sean σ1 = (σ, N) y τ1 = (τ, P) dos representaciones de Weil-Deligne sobre espacios
vectoriales V y W, respectivamente. Definimos
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(i) σ1 ‘ τ1 := (σ ‘ τ, N ‘ P).

(ii) σ1 b τ1 := (σ b τ, N b id + id b P).

(iii) Sea qσ1 la representación contragradiente en el espacio dual qV de V. Entonces qσ1 := (qσ, qN), donde

xqσ(g) f , vy = x f , σ(g´1)vy

y
x qN f , vy = ´x f , Nvy,

para g P WK, f P qV, y v P V.

(iv) Sea L/K una extensión finita separable, notamos como ResL/K := ResWK
WL

e IndL/K := IndWK
WL

a
los funtores restricción e inducción de representaciones. Sea ρ1 = (ρ, M) actuando sobre un espacio
vectorial U. Luego definimos

ResL/K σ1 := (ResL/K σ, N)

y
IndL/K ρ1 := (IndL/K ρ, ML/K),

donde ML/K es un endomorfismo nilpotente definido de la siguiente manera:

Sea G = W y H = WL, miramos al espacio vectorial U como un C[H]-módulo a izquierda vı́a
la representación ρ. Definimos la representación de G como la extensión de escalares IndL/K ρ =

IndG
H := C[G] bC[H] U. Entonces se define

ML/K(g b u) := |g|
´1 (g b Mu), g P G, u P U.

Demostración. Ver la Sección 3 de [Roh94].

3.4.1. L-función y constante local para representaciones de Weil-Deligne

L-función

Sea σ1 = (σ, V, N) una representación de Weil-Deligne. Definimos

VIK = t v P V | σ(g)v = v, @g P IK u ,

VN = Ker N, VIK
N = VIK X VN .

Los subespacios VIK , VIK
N Ă V son invariantes por la acción de σ. Más aún, si Φ es un elemento

de Frobenius geométrico, entonces las restricciones σ(Φ)
ˇ

ˇ

VIK , σ(Φ)
ˇ

ˇ

VIK
N

son independientes de la

elección de Φ.

Definición 3.4.4. La L-función de σ1 es la función meromorfa

L(σ1, s) :=
1

det
(

1 ´ q´sσ(Φ)
ˇ

ˇ

VIK
N

) .

Notar que cuando N = 0, i.e. ρ1 es una representación del grupo de Weil, se tiene que
VIK

N = VIK .
Posee las siguientes propiedades:

Proposición 3.4.5. (L1) L(σ1 ‘ τ1, s) = L(σ1, s)L(τ1, s).

(L2) L(IndL/K ρ1, s) = L(ρ1, s).

Demostración. La propiedad (L1) es inmediata, el polinomio caracterı́stico se factoriza en la suma
directa como producto de los polinomios caracterı́sticos en cada sumando.

Para (L2), hace falta usar dos lemas4:

4Ver la Proposición 3.8. en [Del75].
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Lema 3.4.6. Sean W un C-espacio vectorial de dimensión finita, T P End(W). Sea Tf P End(C f b W)
con f P N definido como

Tf (ej b w) := ej+1 b w, w P W, 0 ď j ď f ´ 2,

Tf (e f ´1 b w) := e0 b T(w).

Entonces
det(1 ´ xTf ) = det(1 ´ x f T).

En lo que sigue, vamos a trabajar con de C[G]-módulos y C[H]-módulos. Vamos a considerar
en el funtor inducción IndG

H V = C[G] bC[H] V.

Lema 3.4.7. Sean G un grupo, H un subgrupo de G de ı́ndice finito, e I un subgrupo normal de G.
Tomamos J := I X H. Dados un C[H]-módulo U, tenemos un isomorfismo de G/I-módulos(

IndG
H U

)I
– IndG/I

H/J U J ,

donde H/J lo identificamos con el subgrupo HI/I de G/I.

Consideramos ahora G = WK, H = WL, J = IK X H = IL. Sea U el espacio de la re-
presentación de Weil-Deligne ρ1 = (ρ, M) del grupo H y sea σ1 = (σ, N) la representación de
Weil-Deligne de la representación inducida por U. Por la fórmula explı́cita de N en la parte (iv)
de la Proposición 3.4.3 podemos identificar

VN = C[G] bC[H] UM = IndL/K UM,

de manera que
V I

N = IndG/I
H/J U J

M (3.4)

por el Lema 3.4.7. Entonces se tiene que

L(σ1, s) =
1

det
(

1 ´ q´sσ(Φ)
ˇ

ˇ

IndG/I
H/J U J

M

) . (3.5)

Por otro lado, si tomamos W = U J
M, luego

IndG/I
H/J U J

M = G[G/I] bC[H/J] W. (3.6)

Sea f = f (L/K) el grado de inercia, identificamos el lado derecho de (3.6) con C f b W, haciendo
corresponder al coset de Φj en G/I con la base canónica ej en C f . Con lo cual si ΦL es un
elemento de Frobenius geométrico de L (de la forma Φ f ξ con ξ P I) y el endomorfismo es
T = ΦL

ˇ

ˇ

W , luego el Lema 3.4.6 nos da

det
(

1 ´ xΦ
ˇ

ˇ

IndG/I
H/J U J

M

)
= det

(
1 ´ xTf

)
= det

(
1 ´ x f T

)
.

Evaluamos en x = q´s y reemplazamos la igualdad anterior en (3.5), obtenemos (L2).

Como corolario, podemos calcular L-funciones de representaciones semisimples a partir de
los L-funciones de representaciones semisimples indescomponibles utilizando la propiedad (L1).
A su vez, el caso semisimple indescomponible se puede calcular gracias a la siguiente proposi-
ción:

Proposición 3.4.8. Supongamos que σ1 = π b Sp(n), donde π es una representación irreducible de WK
y n es un entero positivo. Entonces

L(σ1, s) = L(π, s + n ´ 1),

Demostración. Sea W el espacio de π, con lo cual V = W b Cn es el espacio de σ1. Entonces
VIK

N = WIK b en´1, y Φ actúa sobre WIK b en´1 vı́a el automorfismo (π(Φ)
ˇ

ˇ

WIK ) b q1´n.
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Constante local

Primero veamos el caso ρ P Gss
n (K): la definición de constante local de Langlands-Deligne (o

simplemente para nosotros constante local) de una representación del grupo de Weil semisimple
es complicada de definir. Su existencia y los siguientes dos resultados se prueban en la Sección
30 de [BH06].

Sea L/K una extensión finita separable. Para ψ P pK, tomamos ψL := ψ ˝ TrL/K P pL.

Teorema 3.4.9. Sean ψ P pK, ψ ‰ 1, y sea L/K recorriendo las extensiones finitas separables. Existe una
única familia de funciones

Gss(L) ÞÝÑ C[qs, q´s]ˆ,
ρ ÞÝÑ ϵ(ρ, s, ψL),

que cumple las siguientes propiedades:

(i) Si χ es un caracter de Lˆ, se tiene que

ϵ(χ ˝ αL, s, ψL) = ϵ(χ, s, ψL).5

(ii) Si ρ1, ρ2 P Gss(L), se tiene que

ϵ(ρ1 ‘ ρ2, s, ψL) = ϵ(ρ1, s, ψL)ϵ(ρ2, s, ψL).

(iii) Si ρ P Gss
n (L) y L/T/K, se tiene que

ϵ(IndL/T ρ, s, ψT)

ϵ(ρ, s, ψL)
=

ϵ(RL/T , s, ψT)
n

ϵ(1L, s, ψL)n .

Proposición 3.4.10. Sea ψ P pK, ψ ‰ 1 y ρ P Gss
2 (K).

(i) Existe un entero n(ρ, ψ) tal que

ϵ(ρ, s, ψ) = qn(ρ,ψ)( 1
2 ´s)ϵ(ρ,

1
2

, ψ).

(ii) Sea a P Kˆ. Entonces

ϵ(ρ, s, a ¨ ψ) = det ρ(a) |a|
dim(ρ)(s´ 1

2 ) ϵ(ρ, s, ψ),
n(ρ, a ¨ ψ) = n(ρ, ψ) + vK(a)dim ρ.

En particular, n(ρ, ψ) solo depende de ρ y del nivel de ψ (ver la Proposición 2.3.13).

(iii) La constante local satisface la Ecuación funcional

ϵ(ρ, s, ψ)ϵ(qρ, 1 ´ s, ψ) = det ρ(´1).

(iv) Existe un entero nρ tal que si χ es un caracter de Kˆ de nivel k ě nρ, entonces

ϵ(χ b ρ, s, ψ) = det ρ(a(χ))´1ϵ(χ, s, ψ)dim ρ,

para cualquier a(χ) P Kˆ tal que χ(1 + x) = ψ(a(χ)x), x P P[k/2]+1 .

La constante local ϵ(σ1, s, ψ) de una representación de Weil-Deligne σ1 = (σ, V, N) también
depende de un caracter ψ P pK no trivial, y se define como

ϵ(σ1, s, ψ) := ϵ(σ, s, ψ)
L(qσ, 1 ´ s)

L(σ, s)
L(σ1, s)

L(qσ1, 1 ´ s)
, (3.7)

donde qσ1 = (qσ, qV, qN) es la representación contragradiente de σ1.
Notar que cuando N = 0 esta definición coincide con la constante local de una representación

del grupo de Weil.
También cumple varias propiedades que no necesitamos enunciar pero se pueden consultar

en la Sección 11 de [Roh94].
5αL es el mapa local de Artin que veremos en 4.1.4.
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3.4.2. La representación especial

Ejemplo 3.4.11. Sea V = Cn, n ě 1. Tomemos N P Mn(C) como el bloque de Jordan de rango
n ´ 1: si te0, e1, . . . , en´1u es la base de canónica de V, tenemos que Nen´1 = 0 y Nei = ei+1, 0 ď

i ă n ´ 1. Definimos la representación suave ρ0 de WK como ρ0(x)ei = |x|
i ei, 0 ď i ď n ´ 1, x P

WK. Y por último ponemos
ρ(x) = |x|

(1´n)/2 ρ0(x).

La terna (ρ, Cn, N) es una representación de Weil-Deligne semisimple llamada la representación
especial. La denotamos como Sp(n)).

Ejemplo 3.4.12. Si (ρ, V, N) = Sp(2). Tomamos ζK(s) = (1 ´ q´s)´1, se tiene que

L(ρ, s) = ζK(s ´
1
2
)ζK(s +

1
2
) = L(qρ, s),

y por otro lado

L(ρN , s) = ζK(s +
1
2
) = L(qρ

qN , s).

Con lo cual si ψ tiene nivel uno, debe ser que ϵ(ρ, s, ψ) = q2s´1 (ver la Proposición 2.4.7), y nos
va a quedar finalmente

ϵ(Sp(2), s, ψ) = q2s´1 ζK(
1
2 ´ s)ζK(

3
2 ´ s)ζK(s + 1

2 )

ζK(s ´ 1
2 )ζK(s + 1

2 )ζK(
3
2 ´ s)

= q2s´1 1 ´ q
1
2 ´s

1 ´ qs´ 1
2
= ´qs´ 1

2 .

Teorema 3.4.13. Sea σ1 una representación de Weil-Deligne semisimple. Entonces tiene una descomposi-
ción de la forma

σ1 –

m
à

j=1
σj b Sp(nj),

donde σj es una representación irreducible del grupo de Weil. Más aún, esta escritura es única, i.e. si
σ1 –

Às
j=1 ρj b Sp(tj) entonces s = m y luego de permutar los ı́ndices se tiene que ρj – σj y tj = nj

para todo j.

Demostración. Ver el Corolario 2 de la Sección 5 de [Roh94].

3.4.3. La constante de Langlands

Sea L/K una extensión finita separable y ψ P pK, ψ ‰ 1, definimos

λL/K(s, ψ) :=
ϵ(RL/K, s, ψ)

ϵ(1L, s, ψL)
.

Donde 1L es el caracter trivial de WL y RL/K = IndL/K 1L.

Proposición 3.4.14. Se tiene que λL/K(s, ψ) es constante en s.

Demostración. En la Sección 30.4 de [BH06] se prueba que si ϕ es un caracter no ramificado de
Kˆ de orden finito, entonces ϵ(ϕL b ρ, ψL, s) = ϵ(ρ, ψL, s + s(ϕ)), donde s(ϕ) P C es tal que
ϕ(ϖ) = q´s(ϕ). En particular vale si tomamos ρ = IndL/K 1L.

Usaremos esto de la siguiente manera, por el tercer ı́tem del Teorema 3.4.9 tenemos que

λL/K(s, ψ) =
ϵ(IndL/K ϕL ,ψ,s)

ϵ(ϕL ,ψL ,s) . Como IndL/K ϕL – ϕ b IndL/K 1L = ϕ b RL/K nos queda

λL/K(s, ψ) =
ϵ(RL/K, ψ, s + s(ϕ))
ϵ(1L, ψL, s + s(ϕ))

= λL/K(s + s(ϕ), ψ).

O sea, λL/K(s, ψ) = λL/K(s + s(ϕ), ψ) para todo caracter ϕ no ramificado de orden finito. Eso
es, λL/K(s, ψ) = λL/K(s + ζ, ψ) para todas las raı́ces de la unidad ζ P C. Como λL/K(s, ψ) es una
constante multiplicada por una potencia de q

1
2 ´s se sigue el resultado.
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Definición 3.4.15. La constante λL/K(ψ) = λL/K(s, ψ) la llamaremos constante de Langlands.

Observación 3.4.16. El tercer ı́tem del Teorema 3.4.9 se puede traducir en términos de la cons-
tante de Langlands:

ϵ(IndL/T ρ, ψT , s)
ϵ(ρ, ψL, s)

= λL/T(ψT)
n, ρ P Gss

n (L).

Y la ecuación funcional del tercer ı́tem de la Proposición 3.4.10 se traduce como

λL/K(ψ)
2 = κL/K(´1),

y por ende λL/K(ψ) es una raı́z cuarta de la unidad.

Proposición 3.4.17. Sea ψ P pK de nivel uno y L/K una extensión cuadrática mansamente ramificada.
Se tiene que

(i) Si L/K es no ramificada, luego κL/K es no ramificado de orden 2 y

λL/K(ψ) = ´1.

(ii) Si L/K es totalmente ramificada, luego κL/K es el caracter no trivial de Kˆ/NL/K(Lˆ) y

λL/K(ψ) = τ(κL/K, ψ)/q1/2.

En particular, λL/K(ψ)
2 = κL/K(´1).

Demostración. Tenemos que
RL/K = IndL/K 1L = 1K ‘ κL/K.

Las fórmulas se deducen del Teorema 2.4.9 y de la Proposición 2.4.7. La última afirmación se
deduce de la observación anterior.

Observación 3.4.18. Observemos que en (ii), κL/K tiene orden 2, y es ramificado de nivel cero.
Luego κL/K(´1) está dada por el sı́mbolo de Jacobi:

κL/K(´1) =
(

´1
q

)
. (3.8)

3.5. Representaciones ℓ-ádicas

Una razón por la cual nos interesa entender las representaciones de Weil-Deligne es para
hablar de representaciones ℓ-ádicas, que aparecen en los grupos de cohomologı́a étale y en la
geometrı́a aritmética. Vamos a asumir en esta sección que ℓ ‰ p, con p la caracterı́stica del cuerpo
residual OK/P. El caso ℓ = p es mucho más complicado y no lo vamos a mencionar acá.

Sea G un grupo localmente profinito y F un cuerpo. A la categorı́a de representaciones suaves
de G sobre F-espacios vectoriales la denotaremos como RepF(G).

Sea F1 otro cuerpo de caracterı́stica cero. Sea F ÝÑ F1 una inmersión de cuerpos. Si (π, V) es
una representación suave de G sobre F, obtenemos una representación suave πF1 de G en F1 bF V
definida como

πF1 : 1 b v ÞÝÑ 1 b π(g)v.

Ası́, definimos el funtor
RepF(G) ÝÑ RepF1(G),

(π, V) ÞÝÑ (πF1 , F1 bF V).
(3.9)

Si la inmersión es un isomorfismo, nos queda que el funtor es una equivalencia de categorı́as.
¿Cuál es el propósito de esta discusión? Resulta que en el caso de la clausura algebraica de los
números ℓ-ádicos F = Qℓ, se tiene que F – C algebraicamente y tenemos una equivalencia de
categorı́as para G (por ejemplo G = GL2(K)) entre Rep(G) y RepF(G). O sea que tenemos una
biyección entre las clases de representaciones suaves irreducibles de G sobre C y las clases sobre
F. Lo mismo reemplazando G por el grupo de matrices triangulares superiores B Ă G. Con lo
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cual tenemos también una equivalencia de categorı́as Rep(B) – RepF(B) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Rep(B) RepF(B)

Rep(G) RepF(G)

–

IndG
B IndG

B

–

Lo mismo pasa para el funtor de inducción compacta. Entonces cualquier teorema que clasifique
representaciones suaves irreducibles de G en términos de Ind o c ´ Ind no depende del cuerpo
de los coeficientes. Por ejemplo ver las Secciones 9.11 y el Teorema 6.2.4.

Similarmente podemos definir representaciones de Weil-Deligne de WK sobre cualquier cuer-
po de caracterı́stica cero F: son las ternas (ρ, V, N) con (ρ, V) una representación suave del grupo
de Weil sobre un F-espacio vectorial V y N P EndF(V) un endomorfismo nilpotente que satisface

ρ(σ)Nρ(σ)´1 = |σ| N, σ P WK.

Notemos que tiene sentido la última ecuación porque |σ| es una potencia de q en F. Por último
se definen los morfismos de representaciones de Weil-Deligne como antes: son transformaciones
F-lineales que conmutan con la acción y con el endomorfismo nilpotente. Notamos a la categorı́a
de representaciones de Weil-Deligne de WK sobre F como D-RepF(WK).

Nuevamente una inmersión de cuerpos F ÝÑ F1 induce un funtor

D-RepF(WK) ÝÑ D-RepF1(WK),

(ρ, V, N) ÞÝÑ (ρF1 , F1 b V, 1 b N).
(3.10)

Cuando F ÝÑ F1 es un isomorfismo, nos queda una equivalencia de categorı́as.

Para las siguientes dos demostraciones usaremos el siguiente hecho. Sea Dℓ la clausura entera
de Zℓ en E. Definimos para todo m ě 1 los subgrupos Gm = 1+ ℓm Md(Dℓ) de GLd(E). Luego Gm
es una sucesión decreciente de grupos abiertos de GLd(E), y Gm/Gm+1 es abeliano de exponente
ℓ.

Lema 3.5.1. Sea G un grupo profinito con pro-orden coprimo con ℓ, entonces toda representación continua
de dimensión finita ρ : G ÝÑ GLd(E) tiene imagen finita.

Demostración. Vamos a ver que ker ρ es abierto y, por ende, tiene ı́ndice finito, pues G es com-
pacto.

Tomemos ahora H = ρ´1(G1), es abierto en G. Afirmamos que H = ker ρ. Por un lado
ρ(H) Ă G1 y como H es un subgrupo abierto de G, entonces también es profinito con pro-
orden coprimo con ℓ, y debe ser que ρ(H) módulo G2 es profinito de pro-orden coprimo con
ℓ, pues el cociente por el núcleo sigue siendo profinito de pro-orden coprimo con ℓ. Esto solo
pasa si ρ(H) = 0 módulo G2, i.e. ρ(H) Ă G2. En general, podemos probar por inducción que
ρ(H) Ă

Ş

mě1 Gm = 1, o sea que H Ă ker ρ. La otra inclusión es obvia.

Para el siguiente teorema vamos a definir el endomorfismo exponencial y logaritmo. Si F
tiene caracterı́stica cero y N P EndF(V) es nilpotente, la serie

exp N = 1 +
ÿ

iě1

Ni

i!

tiene finitos términos y es un elemento unipotente de AutF(V). Recı́procamente, a un endomor-
fismo unipotente lo podemos escribir como U = 1 + N P AutF(V), con N nilpotente, obtenemos
otro elemento nilpotente

log U =
ÿ

jě1

(´1)j+1 N j

j

de EndF(V). No hay que preocuparse de hablar de convergencia en la definición porque la suma-
toria tiene finitos términos. Se tienen las conocidas relaciones log(exp N) = N y exp(log U) = U.
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Teorema 3.5.2 (Grothendieck). Sea (ρ, V) una representación continua de dimensión finita de WK sobre
E = Qℓ, ℓ ‰ p. Entonces existe un único endomorfismo nilpotente Nρ P EndE(V) tal que

ρ(x) = exp(t(x)Nρ), (3.11)

para todo x en algún subgrupo abierto de IK. Además, Nρ = 0 si y solo si ρ es trivial en un subgrupo
abierto de IK.

Más aún, tenemos que
ρ(σ)Nρρ(σ)´1 = |σ| Nρ, σ P WK. (3.12)

Demostración. Antes de comenzar la demostración, observemos que las dos últimas afirmaciones
son consecuencia de la unicidad y la última utiliza la Observación 3.2.3.

Primero veamos la unicidad. Supongamos que tenemos dos subgrupos abiertos Hi de IK
tales que ρ(x) = exp(t(x)Ni) para dos endomorfismos Ni. Consideramos H = H1 X H2, es un
subgrupo abierto y como t no contiene a H en el núcleo, existe y P Hz Ker t. Se tiene que t(y) ‰ 0
y t(y)Ni es nilpotente, entonces Ni = t(y)´1 log ρ(y).

Nos toca ahora probar la existencia. Denotemos como Dℓ a la clausura ı́ntegra de Zℓ en Qℓ.
Fijemos una base de V e identifiquemos AutE(V) con GLd(E).

Sea J := Ker t X ρ´1(G2). Luego J es un subgrupo abierto de Ker t y ρ(J) Ă G2. Análogamente
a la demostración del lema anterior, se tiene que ρ(J) es trivial.

Debido a que J es un subgrupo abierto de Ker t, existe un subgrupo abierto H0 de IK tal que
H0 X Ker t Ă J. Achicando H0 de ser necesario, podemos asumir que ρ(H0) Ă G2. Con lo cual
existe un subgrupo abierto, normal H de WK, de ı́ndice finito, tal que H X IK Ă H0.

Si restringimos ρ a H X IK, se factoriza a través de un morfismo continuo ϕ : t(H X IK) ÝÑ

G2, i.e. ρ(h) = ϕ(t(h)), h P H X IK. Combinamos esto con la Observación 3.2.3 obtenemos

ρ(ΦhΦ´1)q = ρ(h), h P H X IK,

para cualquier elemento de Frobenius de WK. Si h es como antes, tomemos λ autovalor de
ρ(h). Por la última ecuación, λq también es un autovalor de ρ(h). Como ρ(h) es invertible, los
autovalores no son cero, y como el conjunto de autovalores es finito, debe ser que los autovalores
de ρ(h) son raı́ces de la unidad en E. Como ρ(h) P G2, el elemento (ρ(h) ´ idV)/ℓ2 es entero
sobre Zℓ.

Antes de seguir, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.5.3. (i) Si λ P E es una raı́z de la unidad tal que (λ ´ 1)/ℓ2 es entero sobre Zℓ, luego λ = 1.

(ii) Para h P H X IK, la matriz ρ(h) P GLd(E) es unipotente.

Demostración. Supongamos que λ tiene orden ℓr, r ě 1. La extensión Qℓ(λ)/Qℓ serı́a totalmente
ramificada y λ ´ 1 un elemento uniformizante en Qℓ(λ). Luego (λ ´ 1)/ℓ no es entero salvo
cuando ℓ = 2 y r = 1. De cualquier manera (λ ´ 1)/ℓ2 nunca es entero.

Supongamos ahora que λ ‰ 1 y que el orden de λ es divisible por un número primo distinto
de ℓ. Escribamos λ = αβ, para raı́ces de la unidad α ‰ 1 y β, de orden coprimo con ℓ y una
potencia de ℓ, respectivamente. Luego λ ´ 1 = α(β ´ 1) + (α ´ 1). α ´ 1 es una unidad en Qℓ(λ),
pero β ´ 1 no. Entonces λ ´ 1 es una unidad y (λ ´ 1)/ℓ2 no puede ser entero.

Ahora elegimos h0 P H X IK tal que t(h0) ‰ 0. Como ρ(h0) es unipotente podemos considerar
N = t(h0)

´1 log ρ(h0). Ası́ se tiene que N es nilpotente y ρ(h0) = ϕ(t(h0)) = exp(t(h0)N).
Finalmente tomemos A = Zℓt(h0) Ă Zℓ. Tenemos que x ÞÑ ϕ(x) y x ÞÑ exp(xN) son

morfismos continuos A Ñ GLd(E); coinciden en t(h0), con lo cual coinciden en Zt(h0) y luego
en A por continuidad. Tomando H1 = t´1(A) tenemos que ρ(x) = exp(t(x)N), x P H1. Por
supuesto que H1 es abierto en IK, ya que A es abierto en Zℓ.

Observación 3.5.4. Bajo las hipótesis del teorema, la representación (σ, V) es suave si y solo si
Nρ es nulo. En particular, cuando dim V = 1, ρ es suave.

En para enunciar el siguiente teorema vamos a definir la asignación (ρ, V) ÞÝÑ (ρΦ, V, Nρ).
Notar que (3.12) implica que Nρ conmuta con todos los elementos de ρ(IK).

Definimos ahora

ρΦ(Φax) = ρ(Φax) exp(´t(x)Nρ), a P Z, x P IK.
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De esta manera ρΦ : WK ÝÑ AutE(V) es un morfismo, que por el teorema de Grothendieck es
trivial en un subgrupo abierto de IK. Por lo tanto es una representación suave de WK. Como
también cumple (3.12) entonces la terna (ρΦ, V, Nρ) es una representación de Weil-Deligne.

Teorema 3.5.5. Sean Φ P WK un elemento de Frobenius y t : IK ÝÑ Zℓ como antes. Sea Rep f
E(WK)

la categorı́a de representaciones continuas de dimensión finita de WK sobre E = Qℓ. Entonces existe una
equivalencia de categorı́as

Rep f
E(WK) ÝÑ D-RepE(WK) (3.13)
(ρ, V) ÞÝÑ (ρΦ, V, Nρ). (3.14)

Más aún, la clase de isomorfismos de la representación de Weil-Deligne (ρΦ, V, Nρ) solo depende de la
clase de isomorfismos de (ρ, V), y no depende de la elección de Φ o t.

Demostración. Veamos que es funtor. Si (τ, U) es una representación continua de dimensión finita
de WK en E, y ϕ : V ÝÑ U es un WK-morfismo, la unicidad del Teorema 3.5.2 nos da

Nτ ˝ ϕ = ϕ ˝ Nρ.

Luego, ϕ induce un morfismo de representaciones de Weil-Deligne (ρΦ, V, Nρ) ÞÝÑ (τΦ, U, Nτ).
Recı́procamente, si (σ, V, N) es una representación de Weil-Deligne, la fórmula

σΦ(Φax) = σ(Φax) exp(t(x)N), a P Z, x P IK,

define una representación de WK en V. Esta es continua porque σ es suave y el morfismo

IK ÝÑ AutE(V),
x ÞÝÑ exp(t(x)N),

es continuo. También se tiene que N = Nφ, con φ := (σΦ)Φ.
Si (τ, U, M) es otra representación de Weil-Deligne y ϕ : (σ, V, N) ÝÑ (τ, U, M) es un mor-

fismo de representaciones de Weil-Deligne, luego ϕ : V ÝÑ U induce un morfismo (σΦ, V) ÝÑ

(τΦ, U). Luego (σ, V, N) ÞÝÑ (τΦ, V) también es un funtor, y de hecho es un funtor inverso del
primero.

Ahora, sea Φ1 otro elemento de Frobenius y escribamos Φ1 = Φ ¨ x con x P IK. Definimos
A P AutE(V) como

A = exp(αt(x)Nρ),

con α = 1
q´1 . Se tiene que

A ˝ ρΦ(y) ˝ A´1 = ρ(y) exp((αt(x) ´ t(y) ´ αt(x))Nρ) = ρΦ1(y), y P IK

= exp(αt(x)Nρ)ρ(Φ) exp(´αt(x)Nρ)

= ρ(Φ) exp(αt(x)qNρ) exp(´αt(x)Nρ)

= ρ(Φ) exp(α(q ´ 1)t(x)Nρ)

= ρ(Φ) exp(t(x)Nρ).

Por otro lado,

ρΦ1(Φ) = ρΦ1(Φ1x´1) = ρ(Φ) exp(t(x)Nρ) = A ˝ ρΦ(Φ) ˝ A´1.

Por ende A ˝ ρΦ(g) ˝ A´1 = ρΦ1(g) para todo g P WK. O sea que salvo isomorfismo, (ρΦ, V, Nρ)
no depende de Φ.

Veamos ahora el otro caso, tenemos que ver que la clase de isomorfismo de (ρΦ, V, Nρ) no
cambia si reemplazamos t por βt con β P Zˆ

ℓ . Para esto, basta ver que existe B P AE(V) que
conmute con ρ y tal que BNρB´1 = βNρ.

Elijamos a P Z positivo tal que ρ(Φa) sea central en ρ(WK). Sea Vλ el autoespacio gene-
ralizado de la matriz ρ(Φa) respecto de λ, i.e. Vλ = Ker(ρ(Φa) ´ λ)dim V . La relación ΦaNρ =
|Φ|

a NρΦa implica que NρVλqa Ă Vλ. Cada Vλ es un ρ(WK)-subespacio de V. Definimos entonces
a B como

Bv = µλv, v P Vλ,

para una familia de elementos µλ P Zˆ
ℓ que satisface βµλqa = µλ.
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De manera análoga a la Sección 3.5, si elegimos un isomorfismo E – C, obtenemos una
biyección entre el conjunto de clases de isomorfismos de representaciones sobre E y C.

Definición 3.5.6. Decimos que una representación de Weil-Deligne (ρ, V, N) sobre E es semi-
simple si la representación suave (ρ, V) es semisimple.

Una representación (ρ, V) continua de dimensión finita de WK se dice Φ-semisimple si su
representación de Deligne (ρΦ, V, Nρ) asociada vı́a el Funtor (3.13) es semisimple.

Notar que ρ es Φ-semisimple si y solo si ρΦ es semisimple como representación suave de
WK.

Proposición 3.5.7. Sea (ρ, V) una representación continua de dimensión finita de WK sobre E. Son
equivalentes:

(i) (σ, V) es Φ-semisimple.

(ii) Existe un elemento de Frobenius Ψ P W tal que ρ(Ψ) es semisimple.

(iii) ρ(g) es semisimple para todo g P WKzIK.

Demostración. Veamos primero que ı́tem (i) y (ii) son equivalentes. Por un lado (ρ, V) es Φ-
semisimple si y solo si (ρΦ, V, Nρ) es semisimple, pero recordemos que la última afirmación
del Teorema 3.5.2 esta representación es isomorfa a (ρΨ, V, Nρ). Por otro lado (ρΨ, V, Nρ) es
semisimple si y solo si (ρΨ, V) es semisimple, y esto último sucede si y solo si ρΨ(Ψ) = ρ(Ψ) es
semisimple por el ı́tem (ii) de la Proposición 3.3.6 aplicado al elemento de Frobenius Ψ.

Claramente (iii) ñ (ii). Recı́procamente, si g P WzIK lo dividimos en dos casos. El primer
caso es cuando g = Φx, x P IK. De la demostración del Teorema 3.5.2 tenemos que ρΦ y ρΨ son
representaciones conjugados para elementos de Frobenius arbitrarios Φ, Ψ P WK. Con lo cual
tomando Ψ = g y evaluando las representaciones en g se tiene que ρ(g) = ρΨ(g) es conjugado
a ρΦ(g), que es semisimple si y solo si ρ(Φ) = ρΦ(Φ) es semisimple por el ı́tem (iii) de la
Proposición 3.3.6. El segundo caso es cuando g = ϕax, x P IK con a P Z∖ t0u. Restringiéndonos
a WL con L/K una extensión no ramificada de grado |a|, por el ı́tem (i) del Lema 3.3.5 se puede
asumir sin pérdida de generalidad que estamos otra vez en el primer caso.

Un corolario de esta proposición es:

Teorema 3.5.8. Sea ℓ un número primo distinto de p y sea n ě 1. El conjunto de clases de isomorfismos
de los siguientes conjuntos corresponden de manera canónica.

(i) Las representaciones continuas Φ-semisimples de dimensión n de WK sobre E, y

(ii) las representaciones de Deligne semisimples de dimensión n de WK sobre E.

Notar que elegir un isomorfismo E – C induce una biyección entre estos conjuntos y el
conjunto de clases de isomorfismos de representaciones de Deligne semisimples de dimensión n
de WK sobre C.

3.6. El módulo de Tate de un grupo abeliano

En esta sección construiremos ejemplos de representaciones ℓ-ádicas provenientes de la geo-
metrı́a aritmética.

Definición 3.6.1. Sea A un grupo abeliano y ℓ un número primo positivo. El módulo de Tate de
A es

Tℓ (A) := lim
ÐÝ
nPN

A[ℓn].

Donde A[ℓn] es la ℓn torsión de A, o sea el núcleo del morfismo multiplicar por ℓn, y el
sistema inverso de morfismos está dado por

A[ℓn+1] ÝÑ A[ℓn],
a ÞÝÑ ℓ ¨ a.
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El módulo de Tate es un Zℓ-módulo vı́a la acción

λ ¨ (an)nPN = (λnan)nPN,

que está bien definido, pues λ P Zℓ entonces λn+1 ” λn mód ℓn. Extendiendo escalares obtene-
mos un Qℓ-espacio vectorial

Vℓ(A) := Qℓ b Tℓ (A) .

Notar que si G es un grupo que actúa sobre A de manera compatible con el sistema inverso
de morfismos, entonces Tℓ (A) y Vℓ(A) heredan la acción natural de G.

Existen varios ejemplos de módulos de Tate, en las siguientes subsecciones veremos un par.

3.6.1. Módulo de Tate del grupo multiplicativo

Uno de los más simples es el módulo de Tate del grupo multiplicativo A = (Ksep)ˆ. Tenemos
que los submódulos de ℓn-torsión son

A[ℓn] = µℓn =
!

a P Ksep
ˇ

ˇ

ˇ
aℓ

n
= 1

)

.

Luego en nuestro caso lim
ÐÝn µℓn – Zℓ si la caracterı́stica de K es distinta de ℓ, y es – t1u cuando

la caracterı́stica coincide con ℓ. En el primer caso, tenemos los morfismos

µℓn+1 ÝÑ µℓn ,

a ÞÝÑ aℓ

que forman un sistema inverso. Llamamos módulo de Tate del grupo multiplicativo a

Tℓ (µ) = lim
ÐÝ
nPN

µℓn . (3.15)

El módulo de Tate es un Zℓ-módulo libre de rango 1. En efecto, sea un elemento ϵ = (ϵn)nPN P

Tℓ (µ) tal que
ϵ1 ‰ 1, ϵℓn+1 = ϵn, @n ě 1.

Luego ϵ genera el módulo de Tate como Zℓ-módulo con la Zℓ-acción sobre un elemento genérico
(ϵn)nPN P Tℓ (µ)

λ ¨ (ϵn)nPN =
(

ϵλn
n

)
nPN

,

con λ = (λn)nPN P Zℓ, λn+1 ” λn mód ℓ.
El grupo de Galois absoluto GK actúa sobre Tℓ (µ), pues en este caso GK actúa naturalmente

sobre K.
Si fijamos una base tϵu de Tℓ (µ) como Zℓ-módulo, la acción continua de GK en Tℓ (µ) nos

induce un caracter
χℓ : GK ÝÑ Zˆ

ℓ ,

llamado el ℓ-ésimo caracter ciclotómico. Este caracter está determinado por

σ ¨ (ϵn)nPN = (ϵ
(χℓ(σ))n
n )nPN.

Ejemplo 3.6.2. Extendiendo escalares obtenemos la representación

Vℓ (µ) = Qℓ bZℓ
Tℓ (µ)

ℓ-ádica de dimensión 1. Cuando la caracterı́stica de K es distinta de ℓ, el caracter 1 b χℓ tiene
imagen infinita, pues eso mismo le sucede a χℓ.

Además, Vℓ(µ) es un ejemplo de una representación ℓ-ádica que no es suave. En efecto,
probar que no es suave equivale a probar que el núcleo no es abierto por la Proposición 2.5.4. Si
el núcleo fuera abierto tendrı́a ı́ndice finito porque GK es compacto, luego la imagen serı́a finita.
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3.6.2. Módulo de Tate de una curva elı́ptica

Más ejemplos de módulos de Tate provienen de variedades abelianas, variedades suaves
proyectivas de dimensión finita equipadas con una estructura de grupo abeliano. El caso más
simple es el de dimensión uno, o sea, curvas elı́pticas. En la Sección 3.7 veremos un poco más
sobre curvas elı́pticas.

Sea E/K una curva elı́ptica sobre K. El módulo de Tate ℓ-ádico de E es un Zℓ-módulo libre
de rango 2 equipado con una acción natural de GK.

Antes de definirlo, necesitamos ver cómo actúa GK sobre E. Sea σ P GK, actúa sobre los
puntos P = (x, y) P E:

σ ¨ P = (σ(x), σ(y)).

Esta acción es compatible con la estructura aditiva de E, i.e. σ ¨ (P + Q) = σ ¨ P + σ ¨ Q. En efecto,
la suma + : E ˆ E ÝÑ E está dada por funciones racionales con coeficientes en K. Además,
se tiene que en general σ preserva la n-torsión: σ(E[n]) = E[n]. En particular, podemos definir
el módulo de Tate de una curva elı́ptica E tomando A = (E,+) y A[ℓn] = E[ℓn]. Cuando
ℓ ‰ char(K) se tiene que E[ℓn] – (Z/ℓnZ)2, en otros casos es isomorfo a Z/ℓnZ, o es isomorfo
a 0 por la Proposición 7.1 de la Sección 7 del Capı́tulo III de [Sil09].

Definición 3.6.3. El módulo de Tate ℓ-ádico de E es Tℓ (E) = lim
ÐÝn E[ℓn].

Observación 3.6.4. El módulo de Tate de E nos induce una representación Qℓ-ádica del grupo
de Galois absoluto Vℓ (E) = Qℓ bZℓ

Tℓ (E) de dimensión 2.

3.7. Curvas elı́pticas sobre cuerpos de valuación discreta

3.7.1. Generalidades sobre curvas elı́pticas

Lo que sigue es una breve introducción a curvas elı́pticas definidas sobre un cuerpo arbitrario
K. Para una introducción más profunda a las curvas elı́pticas se recomiendan: [ST92], [Sil09] y
[Sil94].

Definición 3.7.1. Una curva elı́ptica E/K es una curva algebraica sobre K proyectiva suave y de
género uno, con al menos un punto sobre K denotado como O.

Toda curva elı́ptica admite un modelo plano; más aún, es isomorfa sobre K a la curva dada
por la ecuación

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6,

con ai P K. En este isomorfismo el punto O corresponde al [0 : 1 : 0] en el plano proyectivo. Esta
escritura se llama forma de Weierstrass.

Definición 3.7.2. Tenemos las cantidades:

b2 = a2
1 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a2

3 + 4a6, b8 = a2
1a6 + 4a2a6 ´ a1a3a4 + a2a2

3 ´ a2
4.

c4 = b2
2 ´ 24b4, c6 = b3

2 + 36b2b4 ´ 216b6.

∆ = ´b2
2b8 ´ 8b3

4 ´ 27b2
6 + 9b2b4b6, j(E) = c3

4/∆.

Definición 3.7.3. A la cantidad ∆ se la llama discriminante de la forma de Weierstrass asociada
a E. A j(E) se la llama j-invariante de la curva elı́ptica E.

La discriminante depende de la forma de Weierstrass, pero j(E) no.
Si además la caracterı́stica es distinta de 2 y 3, luego de un cambio lineal de variables se tiene

que
E : y2 = x3 ´ 27c4x ´ 54c6.

Definición 3.7.4. La Ecuación anterior, sustituyendo ´27c4 = a4 y ´54c6 = a6, se llama forma
de Weierstrass reducida.

Definición 3.7.5. La curva dada por la forma de Weirstrass se clasifica de la siguiente manera:
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(i) Es no singular si y solo si ∆ ‰ 0.

(ii) Tiene un nodo si y solo si ∆ = 0 y c4 ‰ 0.

(iii) Tiene una cúspide si y solo si ∆ = c4 = 0.

Proposición 3.7.6. (a) Cuando una curva tiene un nodo o una cúspide la curvas es singular, además
existe un único punto singular.

(b) Dos curvas elı́pticas son isomorfas sobre K si y solo si sus j-invariantes coinciden.

Demostración. Ver la Proposición 1.4 del Capı́tulo III de [Sil09].

Definición 3.7.7. Los puntos (x, y) P K ˆ K que son solución de la forma de Weierstrass se
llaman puntos K-racionales. O simplemente racionales cuando sea claro cuál es el cuerpo base.
El punto O se considera racional. El conjunto de puntos K-racionales junto con O se denota como
E(K).

El interés de estudiar curvas elı́pticas es que el conjunto E(K) posee una estructura de grupo
abeliano que se puede definir de forma geométrica. Con lo cual se puede estudiar la aritmética
de una curva elı́ptica.

Definición 3.7.8. El subgrupo E[n] es el subgrupo de n-torsión de E(K).

3.7.2. Twist cuadrático

Solamente por esta subsección, asumiremos que K es un cuerpo arbitrario con caracterı́stica
distinta de 2.

Sea E/K una curva elı́ptica. Como la caracterı́stica es distinta de 2, podemos escribir, luego
de un cambio lineal de variables, la forma de Weierstrass

E : y2 = x3 + a2x2 + a4x + a6.

Dado d P Kˆ no cuadrado, tenemos una extensión cuadrática separable (y Galois) L = K(
?

d).
Esta extensión define un caracter cuadrático

χ : Gal(Ksep/K) ÝÑ Gal(L/K) ÝÑ t1, ´1u

σ ÞÝÑ
σ(

?
d)

?
d

.

Definición 3.7.9. El twist cuadrático de E es una curva elı́ptica Eχ, definida por la ecuación

Eχ : y2 = x3 + da2x2 + d2a4x + d3a6.

Las curvas elı́pticas E y Eχ no son isomorfas sobre K, pero sı́ sobre L.

3.7.3. Curvas elı́pticas sobre cuerpos de valuación discreta

Sea K un cuerpo local no arquimediano con valuación v y valor absoluto | ¨ |. De ahora en
adelante vamos a suponer por simplicidad que la caracterı́stica de K es cero, i.e. es una extensión
finita de Qp, de todas formas los resultados que enunciaremos se darán con un poco más de
generalidad y aclararemos cuándo se puede asumir una caracterı́stica distinta.

Las demostraciones de los próximos resultados se pueden encontrar en el Capı́tulo VII de
[Sil09]. En este caso, la forma de Weierstrass de E se puede asumir que los coeficientes están en
OK luego de hacer un cambio de variables. Cuando además v(∆) sea minimizado diremos que
la forma de Weierstrass es minimal. Resulta que esta siempre existe y dos formas minimales son
isomorfas sobre K.

Entonces siempre podemos reducir los coeficientes de la forma de Weierstrass minimal
módulo ϖ. Ası́ obtendremos una curva sobre el cuerpo residual k, posiblemente singular

Ẽ : y2 + ã1xy + ã3y = x3 + ã2x2 + ã4x + ã6.

Llamamos a la curva Ẽ/k la reducción de E módulo ϖ.
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3.7.4. Reducción buena y mala

Clasificaremos a E según si la curva reducida Ẽ es una de tres tipos distintos.

Definición 3.7.10. Decimos que:

(a) E tiene reducción buena sobre K si Ẽ es no singular.

(b) E tiene reducción multiplicativa sobre K si Ẽ tiene un nodo.

(c) E tiene reducción aditiva sobre K si Ẽ tiene una cúspide.

En los casos (b) y (c) decimos que E tiene reducción mala. Si E tiene reducción multiplicativa,
diremos que la reducción es partida si las pendientes de las rectas tangentes en el nodo están en
k. Cuando esto no sucede decimos que E tiene reducción multiplicativa no partida.

Definición 3.7.11. Decimos que E tiene reducción potencialmente buena sobre K si existe una
extensión finita K1/K tal que E tiene reducción buena sobre K1.

Análogamente definimos reducción potencialmente multiplicativa sobre K.

Teorema 3.7.12. (i) Sea K1/K una extensión no ramificada. Entonces el tipo de reducción de E sobre
K es el mismo que el de E sobre K1.

(ii) Sea K1/K una extensión finita. Si E tiene reducción buena o multiplicativa sobre K, entonces tiene
el mismo tipo de reducción sobre K1.

(iii) Existe una extensión finita K1/K tal que E tiene reducción buena o multiplicativa partida sobre K1.

Proposición 3.7.13. La curva E tiene reducción potencialmente buena si y solo si su j-invariante es
entero (i.e. j(E) P OK).

Teorema 3.7.14 (Criterio de Néron-Ogg-Shafarevich). Sea E/K una curva elı́ptica. Entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) E tiene buena reducción sobre K.

(ii) El módulo de Tate Tℓ(E) es trivial en IL para algún ℓ ‰ p.

(iii) El módulo de Tate Tℓ(E) es trivial en IL para todo ℓ ‰ p.

3.8. La curva de Tate y el teorema de uniformización

Como en la Sección anterior, sea K un cuerpo local no arquimediano. Para q P K denotemos
como qZ al subgrupo generado por q en Kˆ.

Las demostraciones de los próximos resultados se pueden encontrar en el Capı́tulo V de
[Sil94].

Teorema 3.8.1 (Tate). Sea q P Kˆ con |q| ă 1 y sean

Sm(q) =
ÿ

iě1

imqi

1 ´ qi ,

a4(q) = ´5S3(q), a6(q) =
´5S3(q) + 7S5(q)

12
.

Entonces se tiene que:

(i) Las series a4(q) y a6(q) convergen en K y definen la curva de Tate

Eq : y2 + xy = x3 + a4(q)x + a6(q).
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(ii) Eq es una curva elı́ptica sobre K con ∆-invariante

∆ = q
ź

iě1

(
1 ´ qi

)24
,

y j-invariante

j(Eq) =
1
q
+

ÿ

iě0

c(i)qi,

donde los c(i) son enteros.

(iii) Las series

X(u, q) =
ÿ

iPZ

qiu
(1 ´ qiu)2 ´ 2S1(q),

Y(u, q) =
ÿ

iPZ

q2iu2

(1 ´ qiu)3 + S1(q),

convergen para todo u P KzqZ. Además, estas series definen un morfismo continuo sobreyectivo
ϕ : Kˆ

ÝÑ Eq(K), definido como

u ÞÝÑ

#

(X(u, q), Y(u, q)) u R qZ

0 u P qZ.

El núcleo de ϕ es qZ. En particular ϕ induce un isomorfismo continuo Kˆ/qZ – Eq.

(iv) Para todo σ P GK se tiene que

ϕ(σ(u)) = σ(ϕ(u)), @u P Kˆ.

En particular ϕ induce también un isomorfismo de GK-módulos

ϕ : Lˆ/qZ ÝÑ Eq(L)

para toda extensión algebraica L/K.

La curva de Tate tiene j-invariante entera.

3.8.1. Teorema de uniformización

Volvemos al caso K local no arquimediano con caracterı́stica cero. Para ver la demostración
de estos resultados se pueden consultar el Capı́tulo VII y la Sección 7 del Apéndice C de [Sil09].

Lema 3.8.2. Sea E/K una curva elı́ptica sobre un cuerpo K con char(K) ‰ 2, 3. Sean c4 y c6 las
constantes asociadas a la forma de Weierstrass de E. Supongamos que j(E) ‰ 0, 1728. Definimos

γ(E/K) := ´c4/c6 P Kˆ/Kˆ2.

Se tienen las siguientes afirmaciones:

(i) La constante γ(E/K) está bien definido y no depende de la elección de la forma de Weierstrass.

(ii) sea E1/K otra curva elı́ptica con j(E1) ‰ 0, 1728. Entonces E y E1 son isomorfas sobre K si y solo
si j(E) = j(E1) y γ(E/K) = γ(E1/K).

(iii) Sean E/K y E1/K dos curvas elı́pticas con j(E1) = j(E) ‰ 0, 1728, y supongamos que γ(E/K) ‰

γ(E1/K), con lo cual d = γ(E/K)
γ(E1/K) define una extensión cuadrática

L = K(
?

d).

Sea χ su caracter cuadrático asociado. Luego existe un isomorfismo de GK-módulos

E(K) ÝÑ χ b E1(K).
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Teorema 3.8.3 (El teorema de uniformización). Sea E/K una curva elı́ptica con j(E) no entero6 y
γ(E/K) P Kˆ/

(
Kˆ
)2. Entonces

(a) Existe un único q P K con |q| ă 1 y tal que E es isomorfa sobre K a la curva de Tate Eq.

(b) Sea q como en el ı́tem anterior. Son equivalentes:

(i) E es isomorfa a Eq sobre K.

(ii) γ(E/K) = 1.

(iii) E tiene reducción multiplicativa partida.

Observación 3.8.4. Si γ(E/K) ‰ 1, considerando L = K(
a

γ(E/K)), se tiene que γ(E/L) = 1,
con lo cual E(L) – Eq(L) – Lˆ/qZ.

Proposición 3.8.5. Sea E/K una curva elı́ptica con j(E) no entero. Sean d = γ(E/K) y la extensión
L = K(

?
d). Vale la siguiente clasificación:

(i) E/K tiene reducción multiplicativa partida si y solo si L = K.

(ii) E/K tiene reducción multiplicativa no partida si y solo si L/K es no ramificada de grado 2.

(iii) E/K tiene reducción aditiva si y solo si L/K es ramificada de grado 2.

Más aún, en los casos (ii) e (iii) se tiene un isomorfismo de GK-módulos

E(K) ÝÑ χ b Eχ,

donde χ es el caracter cuadrático del twist cuadrático Eχ de E proveniente de la extensión L/K como
vimos en la Subsección 3.7.2.

3.9. La representación de Weil-Deligne asociada a una curva
elı́ptica

El objetivo de esta sección es construir canónicamente una representación de Weil-Deligne
con coeficientes complejos que provenga del módulo de Tate de una curva elı́ptica y ver que su
clase de equivalencia no dependa del primo ℓ elegido ni del isomorfismo algebraico ι : Qℓ ÝÑ C.
En particular, esta sección constituye un ejemplo de cómo aplicar el Teorema 3.5.5 a una represen-
tación ℓ-ádica proveniente de una curva elı́ptica. Estudiaremos invariantes de esta representación
de Weil-Deligne.

Primero sea ρ1
E/K,ℓ : GK ÝÑ Aut(Vℓ(E)˚)7 la representación contragradiente de la representa-

ción de Galois ℓ-ádica proveniente de una curva elı́ptica, podemos asociarle una representación
de Weil-Deligne compleja ρ1

E/K,ℓ,ι = (ρE/K,ℓ,ι, NE/K,ℓ,ι). Simplemente aplicamos el siguiente pro-
cedimiento general a ρ1

ℓ := ρ1
E/K,ℓ.

Sea ρ1
ℓ : GK ÝÑ GL(Vℓ) una representación continua de un Qℓ-espacio vectorial de dimen-

sión finita Vℓ, es el siguiente. Primero nos restringimos al grupo de Weil WK, luego aplicamos
el Funtor (3.9) y extendemos los coeficientes a Qℓ, aplicamos (3.13), y finalmente usamos el iso-
morfismo ι para conseguir una representación con coeficientes complejos vı́a el Funtor (3.10).
Obteniendo ası́ una representación de Weil-Deligne compleja ρ1

ℓ,ι = (ρℓ,ι, Nℓ,ι).
Por el Teorema 3.7.12 solamente hay que distinguir dos casos: el caso de reducción potencial-

mente buena, y el caso de reducción potencialmente multiplicativa. Veremos que en ambos casos,
la representación ρ1

E/K,ℓ,ι no depende de la elección de ℓ y ι. La notaremos entonces simplemente
como ρ1

E/K.

6Eso es, E/K tiene reducción potencialmente multiplicativa por la Proposición 3.7.13.
7La razón por la cual tomamos la representación contragradiente en vez de la acción natural, es porque queremos

imitar lo que se hace en el caso general, donde tenemos una variedad proyectiva suave X sobre K, la cual no posee
módulo de Tate, sino que tiene representaciones de Galois provenientes de los grupos de cohomologı́a ℓ-ádicos de X. En
el caso de una curva elı́ptica, H1

ℓ (E) es dual a Vℓ(E).
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3.9.1. Reducción potencialmente buena

Proposición 3.9.1. Sea E/K con reducción potencialmente buena. Luego la clase de equivalencia de
ρ1

E/K,ℓ,ι no depende de ℓ ni de ι, luego escribimos ρ1
E/K = (ρE/K, NE/K) en lugar de ρ1

E/K,ℓ,ι. Además,
NE/K = 0 y ρE/K es semisimple. Más aún, ρE/K es no ramificado si y solo si E/K tiene buena reducción.

Demostración. Sea L Ă K una extensión finita de K donde E consigue buena reducción, y sea
IL el subgrupo de inercia correspondiente a L. Luego por el criterio de Néron-Ogg-Shafarevich
3.7.14 se tiene que ρ1

E/K,ℓ es trivial en IL, el cual es un subgrupo abierto de IK, y por lo tanto
NE/K,ℓ = 0 por la última afirmación de Teorema 3.5.2. Con lo cual la clase de isomorfismo
solo depende de ρE/K,ℓ,ι, el cual veremos no depende de ℓ ni de ι. Pero como la clase de una
representación ρ compleja semisimple de dimensión finita de un grupo está determinado por su
caracter tr ρ (ver el Lema de la página I-11 de [Ser97]) y por la teorı́a de Serre-Tate, tr ρE/K,ℓ(g) es
un número racional independiente de ℓ para todo g P WK (ver el corolario del Teorema 3 de la
página 499 de [ST68]). Entonces nos basta con ver que ρE/K,ℓ,ι es semisimple. De hecho, basta ver
que ρE/L,ℓ,ι es semisimple, pues una representación compleja de dimensión finita es semisimple
si solo si su restricción a un subgrupo de ı́ndice finito es semisimple. Luego sin pérdida de
generalidad, supongamos que E tiene buena reducción sobre K. Finalmente, por la Proposición
3.5.7 basta ver que para algún elemento de Frobenius Φ, el operador ρE/K,ℓ,ι(Φ) es semisimple,
lo cual sucede por la Sección 14 de [Roh94].

La última afirmación se deduce nuevamente del criterio de Néron-Ogg-Shafarevich.

Sea L Ă K la mı́nima extensión de Kunr donde E consigue buena reducción. Por el Corolario 3
de la Sección 2 de [ST68] sabemos que L = Kunr(E[m]) para todo m ě 3 coprimo con p, tomando
m = ℓn para n arbitrariamente grande, se deduce que el núcleo de ρ1

E/K es Gal(K/L), con lo cual
ρ1

E/K se puede ver como una representación fiel de WK/ Gal(K/L). Tenemos la identificación
WK/ Gal(K/L) – WL/K, donde WL/K es el grupo de elementos de Gal(L/K) que inducen
una potencia del mapa de Frobenius x ÞÑ xq en el cuerpo residual l/k. Si Φ es un elemento
de Frobenius inverso en WL/K (pensado como la imagen en WL/K de cualquier elemento de
Frobenius inverso de WK) entonces tenemos el isomorfismo

WL/K – Λ ¸ xΦy.

Si llamamos Λ = Gal(L/Kunr), tenemos exactamente 4 posibilidades:

(i) Λ – Z/eZ, con e = 1, 2, 3, 4 o 6.

(ii) p = 3 y Λ – Z/3Z ¸ Z/4Z, donde el producto semidirecto está dado por la única acción
no trivial de Z/4Z sobre Z/3Z.

(iii) p = 2 y Λ – H8, el grupo de cuaterniones de orden 8.

(iv) p = 2 y Λ – SL2(F3).

Ver la Sección 5.6 de [Ser72]. Notemos que en particular Λ es abeliano si y solo si p ‰ 2, 3.

Proposición 3.9.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E consigue buena reducción sobre una extensión finita abeliana de K.

(ii) WL/K es abeliano.

(iii) ρ1
E/K es reducible.

(iv) E consigue buena reducción sobre una extensión cı́clica totalmente ramificada de K de grado |Λ|.

Demostración. Primero observemos lo siguiente: sea F una extensión finita de K, luego por el
criterio de Néron-Ogg-Shafarevich, E tiene reducción buena sobre F si y solo si Gal(K/F)X IK Ă

Ker ρ1
E/K.

Como IK = Gal(K/Kunr) y Ker ρ1
E/K = Gal(K/L), la equivalencia anterior es lo mismo que

decir que E tiene buena reducción sobre F si y solo si L Ă FKunr (usando la correspondencia de
Galois).

70



Ahora supongamos que E tiene reducción buena sobre una extensión abeliana F/K, luego L
está contenido en la composición de dos extensión abelianas de K, o sea que es también abeliano
sobre K. Esto prueba que (i) implica (ii).

Supongamos que WL/K es abeliano. Entonces Λ es abeliano y la acción de xΦy sobre Λ es
trivial. Recordemos que por la Proposición 3.9.1 tenemos cuatro posibilidades para Λ y se tiene
que WL/K – Z/eZ ˆ xΦy. Sea F la subextensión de L fija por la clausura de xΦy en Gal(L/K).
Se tiene que F es una extensión cı́clica totalmente ramificada de K con grado e = 1, 2, 3, 4 o 6,
y E tiene reducción buena sobre F por lo visto al comienzo. Esto nos dice que (ii) implica (iv).
Notemos que (iv) implica trivialmente a (i), con lo cual (i), (ii) y (iv) son equivalentes.

Finalmente, una representación compleja de dimensión 2 de un grupo, que además es semi-
simple y fiel, es reducible si y solo si el grupo es abeliano. Esto prueba la equivalencia entre (ii)
y (iii).

Para más equivalencias se puede ver la Proposición 2, Sección 2 de [Roh93].

3.9.2. Reducción potencialmente multiplicativa

Ahora supongamos que E tiene reducción potencialmente multiplicativa. Luego por la Pro-
posición 3.8.5 existe una extensión L/K a lo sumo cuadrática donde E alcanza reducción mul-
tiplicativa partida, además existe un caracter cuadrático χ de GK, i.e. χ2 = 1, tal que Eχ, tiene
reducción multiplicativa partida sobre K. La proposición nos dice que existe un isomorfismo de
GK-módulos

E(K) – χ b Kˆ/qZ,

entonces tenemos un isomorfismo de representaciones de Galois ℓ-ádicas

Vℓ(E) – χ b Vℓ(K
ˆ/qZ).

Podemos elegir como base de Vℓ(K
ˆ/qZ) sobre Qℓ los vectores

e0 = (ζ1, ζ2, . . . , ζn, . . .) y e1 = (q1, q2, . . . , qn, . . .),

donde ζn es una raiz ℓn-ésima primitiva de la unidad, ζℓn+1 = ζn, qℓ1 = q y qℓn+1 = qn. Usando
esta base podemos identificar la acción de GK en Vℓ(E) con la representación

GK ÝÑ GL2(Qℓ)

g ÞÝÑ

(
χ(g)χℓ(g) ˚

0 χ(g)

)
donde, χℓ es el ℓ-ésimo caracter ciclotómico. Transponiendo y tomando inversa obtenemos una
representación equivalente a ρ1

E/K,ℓ, con lo cual

ρ1
E/K,ℓ(g) –

(
χ(g)χ´1

ℓ (g) 0
˚ χ(g)

)
.

En particular, ρ1
E/K,ℓ(IK) es infinito porque |q| ă 1, luego ρ1

E/K,ℓ no puede ser trivial en un
subgrupo abierto de IK, con lo cual NE/K,ℓ ‰ 0 por la última afirmación del Teorema 3.5.2.

Finalmente, escribimos la representación de Weil-Deligne proveniente del Teorema 3.5.5

ρE/K,ℓ(g) = ρ1
E/K,ℓ(g) exp(´tℓ(i)NE/K,ℓ)

donde g = Φni P WK. Reemplazando g = Φ vemos que

ρE/K,ℓ(Φ) = ˘

(
q 0
˚ 1

)
,

con lo que ρE/K,ℓ(Φ) tiene distintos autovalores, entonces es semisimple. Luego ρE/K,ℓ,ι es semi-
simple por la Proposición 3.3.6. Como también es 2-dimensional y tiene NE/K,ℓ,ι ‰ 0, entonces es
indescomponible. Ahora, la clasificación de representaciones indescomponibles semisimples de
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la Sección 5 de [Roh94] nos dice que ρ1
E/K,ℓ,ι – ξ b Sp(2) para un caracter ξ de WK. Comparando

trazas de las dos representaciones, vemos que

χ(g)(|g|´1 + 1) = ξ(g)(1 + |g|), g P WK.

Entonces ξ = χ| ¨ |´1, donde χ lo vemos ahora como caracter de WK en vez de GK. Por lo
tanto ρ1

E/K,ℓ,ι es isomorfo a χ| ¨ |´1 b Sp(2), el cual no depende de ℓ ni de ι. Esto concluye la
demostración de la siguiente proposición, donde quitamos ℓ e ι de la notación:

Proposición 3.9.3. Si E/K tiene reducción potencialmente multiplicativa y χ es el caracter de WK
cuadrático asociado a Eχ que aparece en la Subsección 3.7.2. Luego podemos escribir ρ1

E/K – χ| ¨ |´1 b

Sp(2). En particular, NE/K ‰ 0 y ρ1
E/K es ramificado. Más aún, χ es trivial, no ramificado y no trivial,

o ramificado según E/K tiene reducción multiplicativa partida, reducción multiplicativa no partida, o
reducción aditiva, respectivamente.

La última afirmación se deduce la Proposición 3.8.5.

3.9.3. El determinante de la representación

Una consecuencia del pairing de Weil es el siguiente lema que se encuentra demostrado en la
Sección 16 de [Roh94] y la Sección 8 del Capı́tulo III de [Sil09].

Lema 3.9.4. Se tiene que
det(ρ1

E/K) = | ¨ |´1.

Donde ρ1
E/K denota a la representación de Weil-Deligne asociada a una curva elı́ptica, la cual

gracias a las dos subsecciones anteriores vimos que no dependen de ℓ ni de ι.

3.10. La L-función

Ahora vamos a definir una L-función de E sobre K, esta va a ser la L-función asociada a la
representación ρ1

E/K:
L(E/K, s) := L(ρ1

E/K, s).

Se tiene la siguiente proposición:

Proposición 3.10.1. (i) Si E tiene reducción buena. Sea Ẽ la curva reducida sobre k, pongamos a =
1 ´ #Ẽ(k) + q. Luego

L(E/K, s) = (1 ´ aq´s + q1´2s)´1.

(ii) Si E tiene reducción multiplicativa, entonces

L(E/K, s) = (1 ´ αq´s)´1,

donde α es 1 o ´1 dependiendo de si E tiene reducción multiplicativa partida o no, respectivamente.

(iii) Si E tiene reducción aditiva, entonces L(E/K, s) = 1.

Demostración. (i) Sabemos que L(ρ1
E/K, s) = P(q´s)´1 con

P(x) = det(1 ´ xρ1
E/K,ℓ(Φ)

ˇ

ˇ

ˇ

(Vℓ(E)˚)IK
),

pues es lo mismo calcular la L-función de ρ1
E/K que de ρ1

E/K,ℓ y luego aplicar el isomorfismo
ι (ver la Sección 9 de [Roh94]). En este caso tenemos IK actúa trivialmente sobre Vℓ(E)˚,
luego tenemos que P(x) es de la forma:

P(x) = 1 ´ ˚x + qx2

ya que sabemos que det(ρ1
E/K,ℓ)(Φ) = χ´1

,ℓ (Φ) = q. Sea F el endomorfismo de Frobenius
de Ẽ. En la identificación Vℓ(Ẽ) = Vℓ(E), la acción de F en el lado izquierdo corresponde
con la acción de Φ´1 en el lado derecho. Con lo cual

P(x) = det(1 ´ xF
ˇ

ˇ

Vℓ(Ẽ)),
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entonces
P(1) = det(1 ´ F

ˇ

ˇ

Vℓ(Ẽ)) = deg(1 ´ F) = #Ẽ(k)

por la Proposición 2.3 de [Sil09]. O sea que,

P(x) = 1 ´ ax + qx2.

(ii) Supongamos que E tiene reducción potencialmente multiplicativa, y que χ es un caracter
de WK cuadrático y Eχ es el twist de E que tiene reducción multiplicativa partida. Vimos
que ρ1

E/K – χ| ¨ |´1 b Sp(2). Entonces

L(ρ1
E/K, s) = L(χ| ¨ |´1, s + 1) = L(χ, s)

por la Proposición de la Sección 8 de [Roh94]. Ahora, si E tiene reducción multiplicativa
sobre K, entonces χ es no ramificada por la Proposición 3.9.3, entonces L(χ, s) = (1 ´

χ(Φ)q´s)´1 = (1 ´ αq´s)´1 con α igual a 1 o ´1 dependiendo de si E tiene reducción
multiplicativa partida o no partida, respectivamente. Por otro lado, si E tiene reducción
aditiva, entonces χ es ramificado por la Proposición 3.9.3, con lo cual L(χ, s) = 1, probando
el ı́tem (iii) en el caso de que E tenga reducción potencialmente multiplicativa.

(iii) Nos queda probar el ı́tem (iii) cuando E no tiene buena reducción, pero si tiene reducción
potencialmente buena. En este caso vimos que ρ1

E/K = (ρE/K, 0), con ρE/K ramificado: si V
es el espacio de ρE/K, luego VIK ‰ V. Con lo cual VI tiene dimensión 0 o 1. Si VI tuviera
dimensión 1, podrı́amos elegir una base te0, e1u de V tal que e0 genera VI . Con esta base
nuestra representación se verı́a como WK ÝÑ GL2(C). Como det ρE/K = | ¨ |´1 es trivial en

IK, se tiene que ρE/K(I) es finito, además es un subgrupo no trivial de
"(

1 α
0 1

) ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α P C

*

.

Pero este grupo no tiene subgrupos finitos no triviales. Por lo tanto VI tiene dimensión 0,
con lo cual L(ρ1

E/K, s) = 1.

3.11. El conductor

En la Sección 10 de [Roh94] se definen el conductor f(ρ1) de una representación de Weil-
Deligne ρ1 y el exponente del conductor a(ρ1). Además se prueban varias propiedades que po-
seen. A partir de este conductor vamos a definir el conductor de E sobre K como el ideal

f(E/K) := f(ρ1
E/K)

y vamos a definir el exponente del conductor de E como

a(E/K) := a(ρ1
E/K).

Entonces tenemos que f(E/K) = ϖa(E/K)OK. Vale la siguiente proposición:

Proposición 3.11.1. (i) E tiene reducción buena si y solo si a(E/K) = 0.

(ii) Supongamos que E tiene reducción potencialmente multiplicativa. Si E tiene reducción multiplica-
tiva sobre K, entonces

a(E/K) = 1.

Si E tiene reducción aditiva, sea ξ el caracter cuadrático de WK tal que Eξ tiene reducción multipli-
cativa. Entonces

a(E/K) = 2a(ξ).

(iii) Supongamos que p ‰ 2, 3 y E tiene reducción potencialmente buena. Entonces

a(E/K) = 2.

Demostración. (i) Se sigue de que una representación ρ1 de Weil-Deligne es no ramificada si y
solo si a(ρ1) = 0, y de que ρ1

E/K es no ramificado si y solo si E tiene buena reducción.
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(ii) Sea χ un caracter de WK cuadrático y Eχ el twist con reducción multiplicativa partida.
Sabemos que ρ1

E/K – χ| ¨ |´1 b Sp(2). Entonces a(ρ1
E/K) es 2a(χ) o 1 dependiendo de si χ es

ramificado o no ramificado por la Proposición de la Sección 10 de [Roh94], i.e. dependien-
do de si E tiene reducción aditiva o multiplicativa, respectivamente. Si E tiene reducción
aditiva entonces a(χ) = a(ξ), porque ambos Eχ y Eξ tienen reducción multiplicativa y por
ende χ/ξ es no ramificado.

(iii) Sea L la extensión minimal de Kunr en K sobre el cual E obtiene buena reducción (ver
el Corolario 3 de la página 498 de [ST68]). Entonces Gal(K/L) es el núcleo de ρE/K, y
podemos ver a ρE/K como una representación fiel de

WL/K = WK/ Gal(K/L).

Denotemos a la imagen de Φ en W(L/K) simplemente como Φ, podemos escribir a
W(L/K) como el producto semidirecto

WL/K = Gal(L/Kunr) ¸ xΦy,

y como p ‰ 2, 3 sabemos que Gal(L/Kunr) es un grupo cı́clico de orden 2, 3, 4 o 6 por lo
comentado previamente a la Proposición 3.9.2. Consideraremos dos casos, dependiendo de
si el producto semidirecto anterior es o no directo.

Si el producto es directo, luego WL/K es abeliano. Como ρE/K es semisimple, podemos
escribirlo como la suma directa de caracteres de WK triviales en Gal(K/L): ρE/K = χ ‘ χ1.
De hecho, χ1 = | ¨ |´1χ´1, porque det ρE/K = | ¨ |´1. Entonces a(ρE/K) = a(χ) + a(χ1) =
2a(χ). Sin embargo, la restricción de χ a I tiene orden 2, 3, 4 o 6, mientras que p ě 5. Por
lo tanto χ es mansamente ramificado, i.e. a(χ) = 1.

Si el producto no es directo, entonces WL/K no es abeliano, luego Gal(L/Kunr) es cı́clico
de orden 3, 4 o 6, su grupo de automorfismos tiene orden 2, entonces Φ2 centraliza a
Gal(L/Kunr). Sea F la extensión cuadrática de K dentro de Kunr. Se tiene que el grupo

WL/F = Gal(L/Kunr) ˆ xΦ2y

es un subgrupo abeliano normal de WL/K y por lo tanto ρE/K está inducido por un ca-
racter 1-dimensional de WL/F, denotamos ρE/K = IndF/K χ. Veamos a χ como un ca-
racter de WK/F trivial en Gal(Kunr/L). Como la restricción de χ a I tiene orden 3, 4 o
6, se tiene que χ es mansamente ramificado. Entonces por la formula del conductor de
una representación inducida (a2) que aparece en la Sección 10 de [Roh94] se tiene que
a(ρE/K) = a(IndF/K χ) = 2a(χ) = 2.
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Capı́tulo 4

Teorı́a de cuerpos de clases

Este capı́tulo es un resumen de la teorı́a de cuerpos de clases, esta se divide en dos partes:
una local y otra global, ambos son compatibles en un sentido que veremos más adelante (ver Pro-
posición 4.2.2). Las demostraciones de los siguientes resultados se pueden encontrar en [Neu13]
y [CF67]. Luego en cada caso se traduce la teorı́a de cuerpos de clases en una correspondencia
de Langlands para dimensión n = 1.

4.1. Teorı́a de cuerpos de clases local

En esta sección K es un cuerpo local.

4.1.1. Reciprocidad local de Artin

Definición 4.1.1. Si G es un grupo topológico localmente compacto, denotamos por Gab =

G/[G, G] a la abelianización de G, donde estamos cocientando por la clausura topológica del
subgrupo generado por los conmutadores de G.

Teorema 4.1.2 (Reciprocidad local de Artin). Sea K un cuerpo local. Existe un único morfismo conti-
nuo

θK : Kˆ ÝÑ Gal(Kab/K)

con la propiedad de que para cada extensión abeliana finita L/K, el morfismo

θL/K : Kˆ ÝÑ Gal(L/K)

dado por la composición de θK con el mapa natural Gal(Kab/K) ÝÑ Gal(L/K) satisface:

(i) Si K es no arquimediano y L/K es no ramificado luego θL/K(π) = FrobL/K
1 para todo uniformi-

zador π de OK.

(ii) θL/K es sobreyectivo con núcleo NL/K(Lˆ).

Demostración. Ver [Tat79].

Observemos que el último ı́tem θL/K induce un isomorfismo Kˆ/NL/K(Lˆ) – Gal(L/K).
El morfismo θK que aparece en el teorema se llama morfismo local de Artin o mapa de

reciprocidad de Artin.

Proposición 4.1.3. Sea L/K una extensión finita no ramificada y sea v la valuación normalizada de K.
Entonces θL/K(α) = Frobv(α)

L/K.

Demostración. Ver Proposición 2, Sección 2.5 del Capı́tulo VI de [CF67].

Corolario 4.1.4. La composición de θK y Gal(Kab/K) ÝÑ Gal(Knr/K) manda α ÞÑ Frobv(α).
1Ver 2.1.9 para una definición de FrobL/K .
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Demostración. Es claro, pues Gal(Knr/K) = lim
ÐÝL/K Gal(L/K), donde el lı́mite recorre todas las

extensiones finitas no ramificadas de K.

Corolario 4.1.5. Sea L/K una extensión abeliana finita. La imagen θK(UK) coincide con el subgrupo de
inercia de GL/K

Demostración. Ver el Corolario, Sección 2.5 del Capı́tulo VI de [CF67].

4.1.2. Grupos norma

Definición 4.1.6. Un grupo norma de un cuerpo local K es un subgrupo de la forma

N(Lˆ) := NL/K(Lˆ) Ă Kˆ,

para alguna extensión finita abeliana L/K.

Podrı́amos haber quitado la palabra abeliana y no habrı́a cambiado la definición. Pues si L/K
es una extensión finita separable, luego N(Lˆ) = N(Fˆ), donde F es la extensión abeliana
maximal de K en L; este resultado se conoce con el nombre teorema de limitación de la norma
(ver la Proposición 4 de la Sección 2.6. del Capı́tulo VI de [CF67]). Este teorema muestra que los
grupos norma no nos dicen nada sobre extensiones no abelianas de K.

El Teorema 4.1.2 nos dice que el grupo de Galois de una extensión finita abeliana L/K es
canónicamente isomorfo al cociente Kˆ/NL/K(Lˆ). Para entender las extensiones finitas abelia-
nas de un cuerpo local K, tenemos que entender los grupos norma.

Proposición 4.1.7. La función L ÞÝÑ N(Lˆ) define una biyección que invierte inclusiones entre el
conjunto de extensiones finitas abelianas L/K en Kab y los grupos norma en Kˆ. Más aún, esta biyección
satisface lo siguiente:

(i) N((L1L2)
ˆ) = N(Lˆ

1 ) X N(Lˆ
2 ).

(ii) N((L1 X L2)
ˆ) = N(Lˆ

1 )N(Lˆ
2 ).

En particular, cada grupo norma de K tiene ı́ndice finito en Kˆ, y todo subgrupo de Kˆ que contiene un
grupo norma es un grupo norma.

Demostración. Ver el Capı́tulo XI, Sección 4 de [Ser13].

4.1.3. Teorema de existencia

Tenemos la siguiente caracterización de subgrupos norma de Kˆ:

Teorema 4.1.8. Sea M un subgrupo de Kˆ. Se tiene que M es un subgrupo norma si y solo si satisface
las siguientes dos condiciones:

(i) M tiene ı́ndice finito en Kˆ.

(ii) M es un subgrupo abierto en Kˆ.

Demostración. Ver el Teorema 3, Sección 2.7 del Capı́tulo VI de [CF67].

Notar que si se satisface la condición (i), luego la condición (i) equivale a que M sea cerrado
en Kˆ.

Este teorema equivale a:

Teorema 4.1.9. El mapa θK
ˇ

ˇ

UK
: UK ÝÑ Gal(Kab/Knr) es un isomorfismo.

Demostración. Ver el Teorema 3a, Sección 2.7 del Capı́tulo VI de [CF67].

76



4.1.4. Mapa de reciprocidad local de Artin

Mapa transfer

Sean G es un grupo topológico localmente compacto y H ď G un subgrupo cerrado de ı́ndice
finito de G. Fijamos una función s : G/H Ñ G que sea sección de la función G Ñ G/H entre G
y las coclases a izquierda G que manda g P G ÞÑ gH a una coclase. Se define el morfismo

verG/H : Gab ÝÑ Hab

g[G, G] ÞÝÑ
ź

xPG/H

(
s(gx)´1gs(x)

)
[H, H],

y se toma la clausura topológica sobre los subgrupos conmutadores [G, G] y [H, H]. A este
morfismo verG/H se lo llama mapa transfer o mapa Verlagerung, y es un morfismo continuo de
grupos abelianos.

En particular podemos definir para L/K una extensión de cuerpos finita separable el mapa
transfer verL/K : W ab

K Ñ W ab
L .

Mapa de reciprocidad local de Artin

Existe un morfismo de grupos continuo llamado el mapa de reciprocidad local de Artin

αK : WK Ñ Kˆ

Teorema 4.1.10. El mapa de reciprocidad local cumple las siguientes propiedades:

(i) El morfismo αK induce un isomorfismo topológico W ab
K – Kˆ.

(ii) Un elemento x P WK es un Frobenius geométrico si y solo si αK(x) es un elemento uniformizante
de K.

(iii) Tenemos que αK(IK) = UK y αK(PK) = U1
K.

(iv) Si L/K es una extensión finita separable, el siguiente diagrama conmuta

WL WK

Lˆ Kˆ

αL αK

NL/F

(v) Sea α : K Ñ K1 un isomorfismo de cuerpos. El morfismo α induce un isomorfismo α : W ab
K Ñ W ab

K1

tal que el siguiente diagrama conmuta

W ab
K W ab

K1

Kˆ K1ˆ

α

αK αK1

α

(vi) (Teorema transfer) Si L/K es una extensión finita separable, el siguiente diagrama conmuta:

W ab
L Lˆ

W ab
K Kˆ

αL

verL/K

αK

donde Kˆ ãÑ Lˆ es la inclusión.

Corolario 4.1.11. El mapa de reciprocidad de Artin αK da un isomorfismo χ ÞÑ χ ˝ αK entre el grupo de
caracteres de Kˆ y los del grupo WK.

Más aún, los caracteres no ramificados de Kˆ corresponden con los caracteres no ramificados de WK
y los caracteres de Kˆ mansamente ramificados con los caracteres de WK triviales en PK.
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4.1.5. Correspondencia local de Langlands cuando n = 1

Vamos a entender cómo se ven ambos lados de la correspondencia local de Langlands cuando
n = 1 y K es local no arquimediano. Por un lado, A1(K) es el conjunto de representaciones
suaves irreducibles de GL1(K) = Kˆ, como Kˆ es abeliano, este conjunto es el conjunto de
representaciones 1-dimensionales χ : Kˆ ÝÑ Cˆ por el Corolario 2.5.30, y la admisibilidad
equivale a que sean morfismos continuos con la topologı́a usual de C por la Proposición 2.5.4.
Por otro lado, el conjunto G1(K) es el conjunto de morfismos continuos ρ : WK ÝÑ Cˆ = GL1(C)
con la topologı́a usual de C, pues las representaciones de Weil-Deligne 1-dimensionales tienen
N = 0. Ahora, estos dos conjuntos están en biyección: como ρ es abeliana se factoriza por
ρ : W ab

K ÞÝÑ Cˆ y luego componiendo por αK obtenemos un morfismo continuo

χρ = ρ ˝ α´1
K : Kˆ ÝÑ Cˆ,

donde αK : W ab
K ÝÑ Kˆ. Recı́procamente, si tenemos χ P A1(K), luego χ ÞÝÑ ρχ = χ ˝ αK ˝ π,

donde π : WK ÞÝÑ W ab
K es la proyección al cociente. Obtenemos ası́ el siguiente teorema:

Teorema 4.1.12 (Correspondencia local de Langlands caso n = 1). La siguiente biyección preserva
L-funciones y constantes locales:

G1(K) ÝÑ A1(K)
ρ ÞÝÑ χρ

Demostración. Solo nos falta ver que preserva L-funciones y constantes locales. Para esto, vamos
a comparar las L funciones y constantes locales de ρ y χρ, primero en el caso ramificado y luego
en el caso no ramificado, y por el momento lo haremos en el caso K local no arquimediano.
Antes debemos probar la siguiente afirmación: ρ es no ramificado si y solo si χ es no ramificado.
En efecto, que ρ sea no ramificado quiere decir que es trivial en IK, que a su vez equivale a que ρ
sea trivial en la imagen de IK vı́a WK ÝÑ W ab

K , ahora esta imagen se corresponde con UK Ă Kˆ

vı́a el isomorfismo αK, luego tenemos que χ es no ramificado si solo si χρ es trivial en UK Ă Kˆ,
i.e. es no ramificado.

Comparemos entonces las L funciones de χρ y ρ. Si ambos son ramificados, tenemos por un
lado que L(χρ, s) = 1 por definición, y por otro lado

L(ρ, s) =
1

det(1 ´ ρ(Frob)
ˇ

ˇ

CIK q´s)
(4.1)

se vuelve 1, porque como ρ es ramificado, ρ
ˇ

ˇ

IK
no es trivial, luego CIK = 0, además las repre-

sentación es 1-dimensional, ası́ que el determinante en la fórmula es redundante y la podemos
omitir.

En el otro caso, si ambos son no ramificados,

L(χρ, s) =
1

χρ(ϖ)q´s =
1

ρ(Frob)q´s

donde, ϖ es un uniformizador de K, y donde la primera igualdad es por definición y la segunda
es porque χρ = ρ ˝ α´1

K y las propiedades de αK. Veamos que ambos denominadores coinciden.
En (4.1) se tiene que CIK = C porque al ser no ramificado, ρ es trivial en el grupo de inercia.
Esto prueba que las L-funciones en el caso no ramificado son iguales.

Ahora demostraremos el caso K cuerpo local arquimediano, i.e. K = R o C. Cuando K
es el cuerpo de números complejos ambas representaciones son iguales y no hay nada que
probar. Cuando K es el cuerpo de los números reales, los caracteres del grupo de Weil se parten
por el cociente y se vuelven caracteres de Rˆ, como en el caso complejo, las L-funciones de
representaciones que correspondan entre sı́ se imponen que sean iguales, según [Tat79].

Las constantes locales se definen para que coincidan según [Tat79].

4.2. Teorı́a de cuerpos de clases global

En lo que sigue de esta sección K es un cuerpo global.
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4.2.1. Morfismo global de Artin

Vamos a construir el morfismo global de Artin usando los morfismos locales de Artin que
definimos en la Sección 4.1. Según dicha sección, tenemos morfismos

θKv : Kˆ
v ÝÑ Gal(Kab

v /Kv)

para cada lugar v. Por cada extensión finita abeliana L/K y cada lugar w | v de L, componiendo
θKv con el morfismo natural Gal(Kab

v /Kv) ÝÑ Gal(Lw/Kv) conseguimos morfismos sobreyectivos

θLw/Kv : Kˆ
v ÝÑ Gal(Lw/Kv),

con núcleo NLw/Kv(Lˆ
w ). Cuando Kv es no arquimediano y Lw/Kv es no ramificado tenemos que

θLw/Kv(πv) = FrobLw/Kv para todos los uniformizantes πv de Kv.
Para cada v de K los Lw con w sobre v son isomorfos, luego lo que sigue no depende de la

elección que hagamos de w. A Gal(Lw/Kv) lo vamos a identificar con el grupo de descomposi-
ción contenido en Gal(L/K) como vimos en la Proposición 2.1.55.

Como antes, sea L/K una extensión finita abeliana. Para cada lugar v de K, tomemos un
lugar w de L sobre v y definimos el morfismo

θL/K : Aˆ
K ÝÑ Gal(L/K)

(av) ÞÝÑ
ź

v
φw(θLw/Kv(av)).

El producto es finito, porque para casi todo v se tiene que

φw(θLw/Kv(av)) = Frobv(av)
v = 1,

pues av P Oˆ
v y v es no ramificado en L para dichos v. Este morfismo es continuo debido a que

el núcleo es un abierto básico de Aˆ
K .

Si L1 Ă L2 son dos extensiones finitas abelianas de K, luego θL2/K
ˇ

ˇ

L1
= θL1/K para todo

a P Aˆ
K por la compatibilidad local de los morfismos locales 4.1.2. Entonces los θL/K forman un

sistema compatible de morfismos continuos. Luego determinan un morfismo continuo:

Definición 4.2.1. Sea K un cuerpo global. El morfismo global de Artin es el morfismo continuo

θK : Aˆ
K ÝÑ Gal(Kab/K), θK = lim

ÐÝ
L/K

θL/K.

Proposición 4.2.2. El morfismo θK es el único morfismo continuo Aˆ
K ÝÑ Gal(Kab/K) con la propiedad

de que para cada extensión finita abeliana L/K y para cada lugar w de L sobre v de K el diagrama

Kˆ
v Gal(Lw/Kv)

Aˆ
K Gal(L/K)

θLw/Kv

ιv φw

θL/K

conmuta.

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de la definición de θL/K.

4.2.2. Reciprocidad global de Artin

La demostración de los siguientes resultados se encuentra en la Sección 5 del Capı́tulo VII
del libro [CF67].
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Teorema 4.2.3 (Reciprocidad global de Artin). El núcleo del mapa global de Artin θK contiene a Kˆ,
luego se induce un morfismo continuo

θK : CK ÝÑ Gal(Kab/K),

Más aún, para cada extensión finita abeliana L/K el morfismo

θL/K : CK ÝÑ Gal(L/K)

obtenido al componer θK con el morfismo natural Gal(Kab/K) ÝÑ Gal(L/K) es sobreyectivo con núcleo
NL/K(CL).

Observemos que la última afirmación nos dice que θL/K induce un isomorfismo CK/NL/K(CL) –

Gal(L/K).

Teorema 4.2.4. Sea L/K una extensión finita separable (no necesariamente abeliana). Luego el siguiente
diagrama conmuta

CL Gal(Lab/L)

CK Gal(Kab/K).

θL

NL/K res

θK

Demostración. Se sigue del caso local.

Teorema 4.2.5 (Teorema de existencia). Para todo subgrupo abierto M de ı́ndice finito en CK existe
una única extensión abeliana L/K tal que NL/K(CL) = M.

Demostración. Ver [CF67].

Como antes, llamamos a M subgrupo norma.

4.2.3. Correspondencia entre caracteres de Hecke de orden finito y represen-
taciones de Galois 1-dimensionales

Teorema 4.2.6. Sea F/K una extensión finita Galois de un cuerpo de números K, existe una correspon-
dencia entre caracteres de Hecke de orden finito y representaciones de Artin de dimensión 1 dada por la
teorı́a de cuerpos de clases global. Además, esta correspondencia es compatible con la correspondencia local
4.1.12 y preserva L-funciones y constantes locales.

Demostración. La teorı́a de cuerpos de clases global dice que existe un isomorfismo

θK : Aˆ
K /Kˆ ÝÑ Gab

K

el cual es compatible con la teorı́a de cuerpos de clases local. Usando este isomorfismo obtene-
mos una biyección

ρ ÞÝÑ χρ = ρ ˝ θK

entre caracteres de Hecke de orden finito y representaciones de Artin de dimensión 1. Donde ρ
es el morfismo ρ que pasa al cociente por Gab

K .
Las L-funciones y constantes locales de ambos lados de la correspondencia se factorizan

como producto es factores locales

L(ρ, s) =
ź

v
L(ρv, s) y L(χρ, s) =

ź

v
L((χρ)v, s) =

ź

v
L(χρv , s)

ϵ(ρ, ψ, s) =
ź

v
L(ρv, ψv, s) y ϵ(χρ, ψ, s) =

ź

v
ϵ((χρ)v, ψv, s) =

ź

v
ϵ(χρv , ψv, s),

los cuales coinciden, pues los factores locales coinciden por el Teorema 4.1.12.
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Capı́tulo 5

Representaciones de GL2

Sea K un cuerpo local no arquimediano. En esta sección vamos a estudiar las representaciones
suaves irreducibles de G = GL2(K). Más precisamente vamos a clasificar las representaciones
irreducibles no cuspidales y mencionar resultados sobre la L-función y constante local de repre-
sentaciones suaves de G.

5.1. Subgrupos de GL2(K)

Los subgrupos B, N, T de G = GL2(K) se definen como:

B =

"(
a b
0 c

)
: a, c P Kˆ, b P K

*

, N =

"(
1 b
0 1

)
: b P K

*

,

T =

"(
a 0
0 c

)
: a, c P Kˆ

*

.

El subgrupo B se llama el subgrupo estándar de Borel de G y a N se lo llama el radical
unipotente de B. Al subgrupo T se lo llama el toro split maximal estándar en G. Además,
B = T ˙ N. Por último tenemos el centro de G

Z =

"(
a 0
0 a

)
: a P Kˆ

*

,

que es canónicamente isomorfo a Kˆ, vı́a x ÞÑ

(
x 0
0 x

)
.

Lema 5.1.1 (Descomposición de Iwasawa). Sean B y G. Entonces L := GL2(OK) cumple que

G = BL.

Demostración. Sea g =

(
g11 g12
g21 g22

)
P G. Si g21 = 0, entonces g P B. Si no, de ser necesario

multiplicamos a derecha por la matriz
(

0 1
1 0

)
P L, para que nos quede vK(g21) ě vK(g22).

Finalmente, multiplicamos a derecha por
( g21

g22
0

´1 1

)
P L, de manera que nos queda g21 = 0.

5.2. Módulo de Jacquet y representaciones inducidas

Sea (π, V) una representación suave de G. Luego tenemos que V(N) = t v ´ π(x)v | v P V, x P N u.
Consideremos VN = V/V(N) y πN la acción de B/N = T sobre VN (la cual es suave).

Definición 5.2.1. Llamamos módulo de Jacquet de (π, V) en N a la representación (πN , VN) de
T.
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Observación 5.2.2. Tenemos el funtor de Jacquet

Rep(G) ÝÑ Rep(T),
(π, V) ÞÝÑ (πN , VN).

El cual es exacto y aditivo.

Sea (σ, w) una representación suave de T. Podemos verla como una representación de B
trivial en N, y luego considerar la representación inducida IndG

B σ.
Entonces tenemos que por reciprocidad de Frobenius 2.5.19

HomG(π, IndG
B σ) – HomB(π, σ).

Luego, como σ es trivial en N cualquier B-morfismo π ÝÑ σ pasa al cociente π ÝÑ πN . Con lo
cual se induce

HomG(π, IndG
B σ) – HomT(πN , σ). (5.1)

Esto tiene la siguiente consecuencia:

Proposición 5.2.3. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) El módulo de Jacquet VN ‰ 0.

(2) La representación π es isomorfa a un G-subespacio de IndG
B χ para algún caracter χ de T.

Demostración. Supongamos que el segundo ı́tem vale. Por (5.1) tenemos que

HomT(πN , χ) – HomG(π, IndG
B χ) ‰ 0,

con lo cual VN ‰ 0.
Supongamos que el primer ı́tem vale. Vamos a mostrar que VN admite un T-cociente irredu-

cible. Más aún, veremos que podemos tomar el cociente de manera que sea un caracter χ. Luego
por (5.1) π debe ser isomorfo a un G-subespacio de IndG

B χ.
Sea v P V ‰ 0. Como V es irreducible, todo elemento de V es una combinación lineal finita

de los trasladados π(g)v, para algunos g P G. Sea L := GL2(OK). Se tiene que v es fijo por un
subgrupo L1 de L de ı́ndice finito. Sea S = tv1, v2, . . . , vru el conjunto de los distintos elementos
de la forma π(g)v con g P L. En particular, r ď [L : L1]. Por el Lema 5.1.1 G = BL, luego S genera
V sobre B y la imagen de S genera VN sobre T.

Por lo tanto VN es finitamente generado como representación de T. Sea tu1, . . . , utu un con-
junto de generadores minimal. Utilizando el Lema de Zorn se puede probar inmediatamente
que VN tiene un T-subespacio U que contiene a u1, . . . , ut´1 y es maximal respecto de la pro-
piedad ut R U. Entonces U es un T-subespacio de VN maximal y VN/U es una representación
irreducible de T, luego es un caracter por el Corolario 2.5.30.

Definición 5.2.4. Decimos que (π, V) es cuspidal si su módulo de Jacquet VN = 0.1 Si no,
decimos que π está en las series principales.

Proposición 5.2.5. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G con un vector v P Vzt0u fijo
por la acción de N. Luego π – ϕ ˝ det, para algún caracter ϕ de Kˆ.

Demostración. Si v ‰ 0 está fijo por N, luego existe un subgrupo H de G generado por N y un
subgrupo abierto compacto L. Como H contiene una una matriz triangular inferior unipotente,
entonces también contiene a SL2(K).

Proposición 5.2.6. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G de dimensión finita. Luego
SL2(K) está en el núcleo de π.

1En la literatura, a veces se llama representación supercuspidal o absolutamente cuspidal a una representación
cuspidal.
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Demostración. Comencemos con la primera afirmación. Como V tiene dimensión finita, cada
vector de la base tiene un subgrupo abierto compacto que lo deja fijo, luego la intersección es un
subgrupo abierto compacto de G que actúa trivialmente sobre V, con lo cual está en el núcleo

de π. Entonces el núcleo contiene dos elementos de la forma
(

1 g
0 1

)
y
(

1 0
g 1

)
con |g| ‰ 0

lo suficientemente chico. Pero el subgrupo normal generado por estos dos elementos genera
también SL2(K). Como el núcleo es normal esto nos dice que SL2(K) está contenido en el núcleo
de π.

Corolario 5.2.7. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G de dimensión finita. Entonces
π – ϕ ˝ det para un caracter ϕ de Kˆ.

En particular, los caracteres de G son de la forma ϕ ˝ det.

Demostración. Por la proposición anterior, tenemos una representación suave irreducible de G/ SL2(K),
que es un grupo abeliano. Por el Lema 2.5.26 V es dimensión 1, y se escribe como ϕ ˝ det para
algún morfismo ϕ de Kˆ. Como det continua y sobreyectiva ϕ es un caracter.

Definición 5.2.8. Si (π, V) es una representación suave de G y ϕ es un caracter de Kˆ, definimos
el twist de π por ϕ como la representación suave (ϕπ, V) de G, donde

ϕπ(g) := ϕ(det g)π(g), g P G.

Similarmente, si χ = χ1 b χ2 es un caracter de T y ϕ es un caracter de Kˆ, luego definimos
ϕ ¨ χ := ϕχ1 b ϕχ2.

Por otro lado, sea w =

(
0 1
1 0

)
la matriz permutación de G. Si σ es una representación suave

de T, podemos construir la representación

σw : t ÞÝÑ σ(wtw´1)

y verla como representación de B trivial en N.

Definición 5.2.9. La representación de Steinberg de G, denotada como StG, es el cociente irre-
ducible de IndG

B 1T :
0 ÝÑ 1G ÝÑ IndG

B 1T ÝÑ StG ÝÑ 0.

Las representaciones de la forma ϕ ¨ StG se llaman representaciones especiales.

Es una representación de dimensión infinita no cuspidal pues (StG)N – δ´1
B

2.

Definición 5.2.10. Sea σ una representación suave de T, definimos la inducción suave normali-
zada o inducción suave unitaria:

ιGB σ := IndG
B (δ

´1/2
B b σ).

Como se ve en la Sección 9.11 de [BH06], es un funtor exacto Rep(T) ÝÑ Rep(G), que
cumple la siguiente identidad:

(ιGB σ)_ – ιGBqσ.

Teorema 5.2.11. Tenemos el siguiente criterio de irreducibilidad:

(1) Sea χ = χ1 b χ2 un caracter de T. La representación ιGB χ es reducible si y solo si χ1 = |¨|
˘1 χ2.

(2) Sean χ, ξ caracteres de T. El espacio HomG(ι
G
B χ, ιGB ξ) es no nulo si y solo si ξ = χ o ξ = χw.

Además, tenemos la siguiente lista de clases de isomorfismo de representaciones suaves irreducibles no
cuspidales de G está completa:

(i) Las representaciones irreducibles ιGB χ, donde χ1 ‰ |¨|
˘1 χ2.

(ii) Las representaciones de dimensión uno ϕ ˝ det, donde ϕ es un caracter de Kˆ.

(iii) Las representaciones especiales ϕ ¨ StG, donde ϕ es un caracter de Kˆ.

Además, las clases en esta lista son todas distintas, excepto por (i), donde se tiene que ιGB χ – ιGB χw.
2Ver la Sección 9.10 de [BH06].

83



5.3. L-función y constante local para GL2(K)

Se pueden generalizar las ideas de la Sección 2.4 a representaciones suaves irreducibles de
G, y definir L-funciones L(π, s) y constantes locales, también llamadas constantes locales de
Godement-Jacquet ϵ(π, s, ψ) con ψ P pK no trivial. Sin embargo, en esta sección solo enunciare-
mos resultados importantes sobre estas invariantes.

Proposición 5.3.1 (La ecuación funcional de Godement-Jacquet). Se cumple la ecuación funcional

ϵ(π, s, ψ)ϵ(qπ, 1 ´ s, ψ) = ωπ(´1).

Más aún, existen a P Cˆ y b P Z tales que ϵ(χ, s, ψ)π = aqbs.

Demostración. Ver el Corolario de la Sección 24 de [BH06].

Escribimos
ϵ(π, s, ψ) = qn(π,ψ)( 1

2 ´s)ϵ(π,
1
2

, ψ),

para un entero n(π, ψ).

Proposición 5.3.2. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. Sea ψ P pK no trivial. Luego

ϵ(π, s, aψ) = ωπ(a) |a|
2s´1 ϵ(χ, s, ψ), @a P Kˆ

Demostración. Ver la Sección 24 de [BH06].

En la siguiente proposición ψA denota a ψ ˝ tr A donde A = M2(K). Notamos al grupo de
caracteres ψA de A como pA.

Proposición 5.3.3. Sea (U, J, Λ) un tipo cuspidal3 de G. Sea n P N0 mı́nimo tal que Un+1
U Ă Ker Λ.

Dado c P J tal que Λ
ˇ

ˇ

U[n/2]+1
U

es un múltiplo de ψc. Luego

ϵ(c- IndG
J Λ,

1
2

, ψ) = qa
ÿ

xPU[(n+1)/2]
U /U[n/2]+1

U

tr Λ_(cx)ψA(cx),

donde

qa dim Λ =

#

1 si n es impar,
[U : R]´1/2 si n es par.

Demostración. Ver el Corolario 25.5 de [BH06].

Teorema 5.3.4 (Teorema de estabilidad). Sea π una representación irreducible cuspidal de G y sea χ

un caracter de Kˆ de nivel m ą 2ℓ(π)4. Sean µ P pK, µ ‰ 1 y a P Kˆ tal que χ(1 + x) = µ(cx), @x P

P[m/2]+1. Entonces
ϵ(χπ, s, µ) = ωπ(a)´1ϵ(χ ˝ det, s, µ).

Demostración. Ver la Sección 25.7 de [BH06].

Teorema 5.3.5. Sea χ = χ1 b χ2 un caracter del subgrupo T de G, y sea π un factor de G-composición
de ιGB χ. Luego para cualquier ψ P pK, ψ ‰ 1, tenemos

L(π, s) = L(χ1, s)L(χ2, s),

ϵ(π, s, ψ) = ϵ(χ1, s, ψ)ϵ(χ2, s, ψ),

salvo cuando π – ϕ ¨ StG, para un caracter no ramificado ϕ de Kˆ. En ese caso tenemos

L(π, s) = L(ϕ, s +
1
2
),

ϵ(π, s, ψ) = ´ϵ(ϕ, s, ψ).
3Definido en la Sección 6.1.3.
4La notación ℓ(π) denota el nivel normalizado de π, el cual se define en la Sección 6.1.2.
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Demostración. Ver la Sección 26.1 de [BH06].

Proposición 5.3.6. Sea χ = χ1 b χ2 un caracter de T tal que π = ιGB χ es irreducible. Entonces

L(π, s) = L(χ1, s)L(χ2, s),
ϵ(π, s, ψ) = ϵ(χ1, s, ψ)ϵ(χ2, s, ψ),

para cualquier ψ P pK, ψ ‰ 1.

Demostración. Ver la Sección 26.4 de [BH06].

Proposición 5.3.7. Sea ϕ un caracter no ramificado de Kˆ. Dado π = ϕ ˝ det, se tiene que

L(π, s) = L(ϕ, s ´
1
2
)L(ϕ, s +

1
2
),

ϵ(π, s, ψ) = ϵ(ϕ, s ´
1
2

, ψ)ϵ(ϕ, s +
1
2

, ψ).

En particular si ψ tiene nivel uno, entonces

ϵ(ϕ ˝ det, s, ψ) = ϕ(ϖ)´2q2s´1,

para todo elemento uniformizante ϖ de K.

Demostración. Ver la Sección 26.7 de [BH06].

5.4. El Teorema inverso

Teorema 5.4.1 (El Teorema inverso). Sea ψ P pK no trivial. Sean π1, π2 representaciones suaves irre-
ducibles de GL2(K). Supongamos que

L(χπ1, s) = L(χπ2, s) y ϵ(χπ1, ψ, s) = ϵ(χπ2, ψ, s),

para todo caracter χ de Kˆ. Luego tenemos que π1 – π2.

Demostración. Ver la Sección 27.1 de [BH06].

Proposición 5.4.2. Una representación suave irreducible π de GL2(K) es cuspidal si y solo si L(χπ, s) =
1 para todo caracter χ de Kˆ.

Demostración. Ver la Proposición de la Sección 27.2 de [BH06].
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Capı́tulo 6

Correspondencia local de Langlands
para GL2

En este capı́tulo vamos a denotar G0
2 (K) al conjunto de clases de equivalencia de representa-

ciones suaves irreducibles de WK de dimensión 2, y G1
2 (K) al conjunto de clases de equivalencia

de representaciones semisimples de Weil-Deligne (ρ, V, N) de dimensión 2 con ρ reducible. De
manera similar, vamos denotar An(K) al conjunto de clases de equivalencia de representaciones
suaves irreducibles de GLn(K). En particular, notaremos también A0

2(K) Ă A2(K) al subconjunto
de clases de equivalencia de representaciones cuspidales, y A1

2(K) Ă A2(K) al subconjunto de
clases de equivalencia de representaciones no cuspidales de GL2(K).

6.1. Preliminares

6.1.1. Ordenes de cadena

Vamos a definir una familia de subgrupos abiertos compactos de G = GL2(K).
Sea V = K ‘ K, con lo cual G = AutK(V) y A = EndK(V). Una cadena de OK-reticulados en

V es una cadena no vacı́a L de OK-reticulados en V, ordenada vı́a la inclusión y estable por por
multiplicación de Kˆ. Numeramos a los elementos de L:

L = t Li | i P Z u , Li+1 Ĺ Li.

La estabilidad bajo multiplicación por Kˆ implica la existencia de e := eL P N tal que

xLi = Li+e¨vK(x),

para todo i P Z y x P Kˆ. En efecto, multiplicar por elementos de UK no cambia Li, y multiplicar
por un elemento uniformizante ϖ transforma a Li en Li+e para algún e P N.

Los reticulados de cadena son fáciles de describir completamente:

Proposición 6.1.1. Sea L = tLiuiPZ una cadena de OK-reticulados en V. Entonces eL = 1 o 2. Más
aún:

(i) Si eL = 1. Entonces existe g P G tal que

gLi = Pi ‘Pi, i P Z.

(ii) Si eL = 2. Entonces existe g P G tal que

gL2i = Pi ‘Pi,

gL2i+1 = Pi ‘Pi+1, i P Z

Demostración. Sea e = eL. El cociente L0/Le = L0/P L0 es un k-espacio vectorial de dimensión
2. Los cocientes Li/Le, 0 ď i ď e forman una bandera de subespacios de L0/Le, con lo cual
1 ď e ď 2.
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El reticulado L0 es el OK-módulo generado por una K-base de V, entonces existe g P G tal
que gL0 = OK ‘ OK. Por lo tanto gLei = Pi ‘Pi, i P Z. Con esto probamos el caso e = 1.

Si e = 2, tenemos que P‘P Ă gL1 Ă OK ‘ OK, y U = gL1/(P‘P) es un k-subespacio
de dimensión uno de k ‘ k = (OK ‘ OK)/(P‘P). Existe h P GL2(k) tal que hU = k ‘ 0. Si
h P GL2(OK) tiene imagen h en GL2(k), entonces hgL1 = OK ‘ P, y el resultado se sigue.

Sea L = tLiuiPZ una cadena de OK-reticulados en V, definimos

UL =
č

iPZ

EndOK (Li) =
č

0ďiďe´1

EndOK (Li)

= t x P A : xLi Ă Li, i P Z u .

Entonces UL es un anillo con unidad además de un OK-reticulado en A (i.e. un OK-orden en
A). Los OK-reticulados L P L son UL-módulos. La proposición anterior anterior se traduce en
términos de UL:

Corolario 6.1.2. Sea L una cadena de OK-reticulados en V, y sea UL. Existe g P G tal que

gUg´1 =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

M =

(
OK OK

OK OK

)
si eL = 1,

J =

(
OK OK

P OK

)
si eL = 2.

Un UL-reticulado en V va a ser, por definición, un OK-reticulado en V que también es un
UL-módulo.

Proposición 6.1.3. Sea L una cadena de OK-reticulados en V y L un UL-reticulado en V. Entonces
L P L.

Demostración. Por el corolario anterior basta con tratar los casos que aparecen allı́. Empecemos
con UL = J. El orden J contiene las matrices idempotentes

e1 =

(
1 0
0 0

)
, e2 =

(
0 0
0 1

)
.

Se sigue que e1L + e2L Ă L, con lo cual L = e1L ‘ e2L. Eso es, L = Pa ‘Pb para un par
de enteros a, b. El reticulado L es invariante bajo la acción del grupo de matrices triangulares
superiores unipotentes en J, entonces a ď b. Además es invariante bajo la acción del grupo de
matrices triangulares inferiores unipotentes en J, entonces b ď a + 1. Por lo tanto las únicas
posibilidades son L = Pa ‘Pa o L = Pa ‘Pa+1, para un entero a. Todos estos yacen en L. El
caso UL = M es similar.

En resumen, L es el conjunto de todos los UL-reticulados en V, ası́ que podemos recuperar
L (luego de indexar nuevamente los elementos) a partir del anillo UL.

Va a ser más conveniente trabajar con el anillo UL, por ende introducimos la siguiente termi-
nologı́a:

Definición 6.1.4. Un orden de cadena en A = M2(K) es un anillo de la forma U = UL, para
alguna cadena de OK-reticulados L en V. Notamos eU = eL.

Notaremos por R al radical de Jacobson del anillo U.

A su vez, vamos a definir

U0
U = UU = Uˆ, Un

U = 1 +Rn, n ě 1.

En general, estos subgrupos de G son abiertos compactos, y son normales en UU. Notar que si
1 ď m ă n ď 2m entonces el morfismo x ÞÝÑ 1 + x induce un isomorfismo

Rm/Rn ÝÑ Um
U/Un

U.

La demostración es análoga a la demostración de la Proposición 2.1.24.
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Vamos a necesitar a su vez definir el grupo

KU := t g P G | gUg´1 = U u .

Si U = UL se tiene que

KU = AutOK (L) = t g P G | gL P L, @L P L u .

Se tiene que KU es un producto semidirecto (ver la Sección 12.3 de [BH06]). En particular, es un
subgrupo abierto de G, contiene al centro Z de G y KU/Z es compacto. También normaliza a los
grupos Un

U, n ě 0.

6.1.2. El nivel normalizado de una representación suave irreducible

Definición 6.1.5. Sea K un subgrupo abierto compacto de G, y sea (π, V) una representación
suave de G. Decimos que π contiene a ρ si HomK(ρ, π) ‰ 0.

Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. Si llamamos S(π) al conjunto de pares
(U, n), con U un orden de cadena en A y n ě 0, tales que π contiene al caracter trivial de Un+1

U .

Definición 6.1.6. Definimos el nivel normalizado ℓ(π) de π como

ℓ(π) = mı́n t
n
eU

| (U, n) P S(π) u .

Notar que 2ℓ(π) ě 0.

Definición 6.1.7. Un estrato en A es una terna (U, n, a), donde U es un orden de cadena en A,
con radical R, n P Z, y a P R´n.

Decimos que dos estratos (U, n, a1) y (U, n, a2) son equivalentes si a1 ” a2 mód R1´n.

Si n ě 1, podemos asociarle a un estrato (U, n, a) el caracter ψa(x) = ψ ˝ tr A(a(1 + x)) de
Un

U, el cual es trivial en Un+1
U . Este caracter solo depende de ψ y de la elección de clase de

equivalencia de estrato.
Antes de la siguiente definición necesitamos definir un término previo:

Definición 6.1.8. Sean K1, K2 subgrupos abiertos compactos de G y sean ψ1 P pK1, ψ2 P pK2 dos
caracteres. Decimos que g P G entrelaza a ψ1 con ψ2 si

Homg´1K1gXK2
(ψ

g
1 , ψ2) ‰ 0,

donde ψ
g
1 denota el caracter x ÞÝÑ ψ1(gxg´1) de g´1K1g.

Definición 6.1.9. Decimos que g P G entrelaza (U1, n1, a1) con (U2, n2, a2), si g entrelaza el
caracter ψa1 de Un1

U1
con el caracter ψa2 de Un2

U2
.

Definición 6.1.10. Sea U un orden de cadena en A. Un estrato (U, n, a) en A se dice fundamental
si la coclase a +R1´n no contiene elementos nilpotentes de A.

Definición 6.1.11. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G. Decimos que π contiene
el estrato (U, n, a) si n ě 1 y π contiene el caracter ψa de Un

U.

Notar que en este caso se tiene que n
eU

ě ℓ(π) por definición.

Definición 6.1.12. Un estrato simple ramificado es un estrato fundamental (U, n, a) en el cual
eU = 2 y n es impar.

Si un estrato fundamental (U, n, a) tiene eU = 1, podemos definir estrato fundamental no
ramificado simple, partida, esencialmente escalar. Sin embargo, la definición es técnica y no la
necesitaremos.1

Decimos que un estrato fundamental es simple si es ramificado o no ramificado simple.
1Se puede ver la definición formal en la Sección 13.2 de [BH06].
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6.1.3. Tipo cuspidal

Definición 6.1.13. Un tipo cuspidal en G es una terna (U, J, Λ) de alguno de los siguientes tipos:

(i) U – M, J = ZUU, y Λ
ˇ

ˇ

UU
es la inflación de una representación irreducible cuspidal de

UU/U1
U – GL2(k).

(ii) Existe un estrato simple (U, n, α) con n ě 1, tal que J = Jα y Λ P C(ψα,U).

(iii) Existe una terna (U, J, Λ0) que satisface el ı́tem (i) o (ii), y un caracter χ de Kˆ, tal que
Λ – Λ0 b χ ˝ det.

Observación 6.1.14. Si (U, J, Λ) es un tipo cuspidal de G, la representación c- IndG
H es irreducible

cuspidal por el Teorema 15.3 de [BH06].

Ahora, vamos a fijar un estrato simple (U, n, α) en A con n ě 1. El álgebra E = K[α] es un
cuerpo [E : K] = 2, Eˆ Ă KU, y α minimal sobre K (ver la Proposición de [BH06]). La función
ψα = ψA,α define un caracter de U[n/2]+1

U que es trivial en Un+1
U .

Vamos a definir

Jα := EˆU[(n+1)/2]
U ,

H1
α := U1

EU[n/2]+1
U , J1

α := Jα X U1
U = Ua

EU[(n+1)/2]
U .

Con lo cual Jα Ă KU es abierto en G, contiene a Z y es compacto módulo Z. Notar que J1
α = H1

α
si y solo si n es impar.

Definición 6.1.15. El conjunto C(ψα,U) denota las clases de equivalencia de representaciones
irreducibles Λ del grupo Jα tales que Λ

ˇ

ˇ

U[n/2]+1
U

es un múltiplo de ψα.

6.2. Correspondencia entre pares admisibles y representaciones
cuspidales irreducibles de GL2(K)

Necesitamos ahora hablar un poco más sobre pares admisibles y de cómo se corresponden
con representaciones cuspidales irreducibles de G = GL2(K).

Notaremos como A = M2(K) al grupo aditivo de las matrices de 2 ˆ 2 con coeficientes en K.
Sea L/K una extensión finita de cuerpos. Se dice que L/K es mansamente ramificada si

p ∤ e(L/K). Equivalentemente, L/K es mansamente ramificada si y solo si TrL/K(OL) = OK.
En particular, gracias a la Proposición 2.1.41, cada extensión cuadrática L/K es mansamente
ramificada si p ‰ 2, mientras que si p = 2, una extensión cuadrática L/K es mansamente
ramificada si y solo si es no ramificada.

Definición 6.2.1. Sea L/K una extensión cuadrática mansamente ramificada y χ un caracter de
Lˆ. Decimos que el par (L/K, χ) es admisible si

(1) χ no se factoriza a través de la norma NL/K : Lˆ Ñ Kˆ.

(2) χ
ˇ

ˇ

U1
L

solamente no se puede factorizar a través de NL/K cuando la extensión L/K es no
ramificada.

Decimos que dos pares admisibles (L/K, χ), (L1/K, χ1) son K-isomorfos si existe un isomor-
fismo de extensiones j : L/K Ñ L1/K tal que χ = χ1 ˝ j. Si L = L1 esto equivale a pedir que
χ1 = χσ = χ ˝ σ, para algún σ P Gal(L/K). Denotamos como P2(K) al conjunto de clases de
equivalencia de K-isomorfismos de pares admisibles (L/K, χ). Si (L/K, χ) es un par admisible,
y si ϕ es un caracter de Kˆ, el par (L/K, χ b ϕL) es también admisible, con ϕL = ϕ ˝ NL/K. Sea
(L/K, χ) un par admisible, y n el nivel de χ. Decimos que (L/K, χ) es minimal si χ

ˇ

ˇ

Un
L

no se

factoriza por NL/K. Claramente, cualquier par admisible (L/K, χ) es isomorfo a uno de la forma
(L/K, χ1 b ϕL), para un caracter ϕ de Kˆ y un par minimal (L/K, χ1).

Ahora, empezamos asignando a cada par admisible (L/K, χ) una representación irreducible
cuspidal πχ de G.

89



6.2.1. Nivel cero

Empezamos con el caso (L/K, χ), χ con nivel cero. Luego por definición, L/K es una exten-
sión no ramificada.

Lema 6.2.2. Sea L/K una extensión cuadrática no ramificada, sea χ un caracter de Lˆ de nivel cero, sea
σ P Gal(L/K), σ ‰ 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El par (L/K, χ) es admisible.

(ii) χ ‰ χσ.

(iii) χ
ˇ

ˇ

UL
‰ χσ

ˇ

ˇ

UL
.

Demostración. Como L/K es no ramificada, se tiene que Lˆ = KˆUL, luego (ii) ô (iii). Como
L/K es cı́clico, el núcleo de NL/K consiste de los elementos xσ/x, x P Lˆ por el Teorema 90 de
Hilbert. Luego χ se factoriza a través de NL/K si y solo si χ = χσ. La segunda condición en la
definición de par admisible es vacı́amente verdadera, luego (i) ô (ii).

Volvemos nuevamente al par admisible (L/K, χ) de nivel cero, escribimos kL = O/PL,
tenemos que kL/k es una extensión cuadrática. Elegimos una K-inmersión L Ñ A, y U el
único orden de cadena con Kˆ Ă KU

2. Conjugando por un elemento de G, podemos tomar
U = M = M2(OK). Esto nos da una inmersión de OL en M y consecuentemente una k-inmersión
de kL en M2(k).

El caracter χ
ˇ

ˇ

UL
es la inflación de un caracter χ̃ de kˆ

L . La condición (iii) del lema es equiva-

lente a que χ̃ sea un caracter regular de kˆ
L

3. Como en el Ejemplo 6.4 de [BH06], χ̃ nos da lugar
a una representación irreducible cuspidal λ̃ de GL2(k) (λ̃ = πχ̃ en la notación del capı́tulo 6
de [BH06]). Sea λ la inflación de λ̃ a una representación de UM = GL2(OK). La restricción de
λ a UK es un múltiplo de χ

ˇ

ˇ

UK
4, con lo cual podemos extender λ a una representación Λ de

KM = KˆUM, definiendo Λ
ˇ

ˇ

Kˆ como un múltiplo de χ.
La terna (M,KM, Λ) es luego del tipo cuspidal. Definimos

πχ = c- IndG
KM

Λ.

Nos queda que πχ es una representación irreducible cuspidal de G tal que ℓ(πχ) = 0. También,
pares isomorfos (L/K, χ) de nivel cero nos dan lugar pares conjugados (kˆ

L , χ̃) en GL2(k), luego
la clase de equivalencia de πχ solo depende de la clase de (L/K, χ).

Denotemos como P2(K)0 al conjunto de clases de equivalencia de pares admisibles (L/K, χ)
de nivel cero. De manera análoga, denotamos como A0

2(K)0 al conjunto de clases de equivalencia
de representaciones irreducibles cuspidales π de G tal que ℓ(π) = 0.

Para la demostración de la siguiente proposición es necesario entender los resultados de la
Sección 6.4 de [BH06] sobre representaciones de GL2(k) con k un cuerpo finito de q elementos.
Además, necesitamos dos teoremas:

Teorema 6.2.3. Sea (π, V) una representación suave irreducible de G tal que ℓ(π) ď ℓ(χπ) para todo
caracter χ de Kˆ. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La representación π es cuspidal.

(2) Se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) ℓ(π) = 0 y π contiene una representación de UM – GL2(k).
(b) ℓ(π) ą 0 y π contiene un estrato simple.

Demostración. Ver la Sección 14.5 de [BH06].

Teorema 6.2.4. La función
(U, J, Λ) ÞÝÑ πΛ = c- IndG

J Λ

induce una biyección entre el conjunto de clases de conjugación de tipos cuspidales en G y el conjunto de
clases de equivalencia de representaciones irreducibles cuspidales de G.

2Ver el Ejemplo 12.4 de [BH06].
3Ver el Ejemplo 6.4 de [BH06].
4Se sigue de las identidades (6.4.1) de la Sección 6.4 de [BH06].
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Proposición 6.2.5. La función (L/K, χ) ÞÑ πχ induce una biyección

P2(K)0 Ñ A0
2(K)0. (6.1)

Más aún, si (L/K, χ) P P2(K)0, luego:

(i) si ϕ es un caracter de Kˆ de nivel cero, luego πχϕL = ϕπχ,

(ii) si π = πχ, luego ωπ = χ
ˇ

ˇ

Kˆ ,

(iii) el par (L/K, qχ) es admisible y qπχ = π
qχ.

Demostración. Usando el análisis de representaciones cuspidales de GL2(k) que aparece en 6.4
[BH06] junto con el lema anterior, podemos mostrar que cualquier tipo cuspidal de nivel cero
proviene de un par admisible (L/K, χ) P P2(K)0. Por el teorema anterior la función (6.1) es
sobreyectiva.

Para ver la inyectividad, supongamos que tenemos pares (Li/K, χi), i = 1, 2 tal que las
representaciones πχi sean equivalentes. Las extensiones Li/K son no ramificadas, entonces K-
isomorfas, luego sin pérdida de generalidad tomamos Li = L. De la relación entre caracteres cen-
trales tenemos que χ1

ˇ

ˇ

Kˆ = χ2
ˇ

ˇ

Kˆ . El Teorema 6.2.4 implica que las representaciones cuspidales
πχ̃i de GL2(k) son equivalentes. Los caracteres χ̃i de kˆ

L son entonces Galois conjugados5. Se
sigue entonces que los caracteres χi

ˇ

ˇ

UL
son Galois conjugados y entonces los pares admisibles

(L/K, χi) son K-isomorfos. Probando la inyectividad.
Las propiedades (i) y (ii) se deducen inmediatamente de la construcción, mientras que (iii)

proviene de la construcción y de la siguiente observación:

Observación 6.2.6. El Teorema 11.4 de [BH06] dice lo siguiente:
Sea L un subgrupo abierto de G, conteniendo a Z y compacto módulo Z. Sea (σ, W) una

representación suave irreducible de L y supongamos que g P G se entrelaza con σ si y solo si
g P L. Entonces la representación c- IndG

L σ es irreducible y cuspidal.
En este contexto, el dual suave (c- IndG

L σ)_ es irreducible. Además, es isomorfo a IndG
L qσ. Con

lo cual deducimos que IndG
L qσ = c- IndG

L qσ – (c- IndG
L σ)_. Dualizando nuevamente obtenemos

c- IndG
L σ – IndG

L σ.

Demostración. Ver el Teorema 11.4 y la Observación 3 de dicho teorema de [BH06].

6.2.2. Nivel n ě 1

Fijemos un caracter ψ P pK de nivel uno. Sea (L/K, χ) un par admisible minimal con χ de
nivel n ě 1. Definimos ψA := ψ ˝ trA.

Luego agarramos un elemento α P P´n
L tal que χ(1 + x) = ψL(αx), x P P

[n/2]+1
L . Tomemos

una K-inmersión de L en A = M2(K) y sea U el único orden de cadena en A tal que Lˆ Ă KU
6.

Entonces eU = e(L/K) y la terna (U, n, α) es un estrato simple (ver las Secciones 18.2 y 13.5 de
[BH06]).

Asociados a un estrato simple (U, n, α), tenemos subgrupos Jα, J1
α , H1

α. Ahora vamos a definir
una representación irreducible Λ P C(ψα,U).

Supongamos ahora que n = 2m + 1 es impar. La representación Λ que estamos buscando va
a ser el caracter Jα = LˆUm+1

U dado por

Λ
ˇ

ˇ

Um+1
U

= ψα, Λ
ˇ

ˇ

Lˆ = χ.

Como trA
ˇ

ˇ

L = TrL/K y L X Um+1 : U = Um+1
L , estas dos condiciones son consistentes. La terna

(U, Jα, Λ) es de tipo cuspidal en G, y luego

πχ = c- IndG
Jα

Λ

5Ver el ı́tem (2) del Teorema de la Sección 6.4 de [BH06].
6Ver 12.4 en [BH06].
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es una representación irreducible cuspidal de G conteniendo al estrato fundamental (U, n, α).
Consecuentemente

ℓ(πχ) = n/e(L/K), ωπχ = χ
ˇ

ˇ

Kˆ .

Por otro lado, si n = 2m ą 0 es par, L/K es no ramificada. Definimos el caracter θ de
H1

α = U1
LUm+1

U por
θ(ux) = χ(u)ψα(x), x P Um+1

U , u P U1
L.

De vuelta, estas condiciones son consistentes. Tomemos η = ηθ la única representación irreduci-
ble de J1

α = U1
LUm

U que contiene a θ (ver el Lema 15.6 de [BH06]).
El grupo cı́clico µL compuesto por las raı́ces de la unidad de orden coprimo con p en L, actúa

sobre J1
α por conjugación, y deja fijo a la representación η (ver la Proposición 2 de la Sección 15.6

de [BH06]). Y el subgrupo µK actúa trivialmente.

Proposición 6.2.7. Existe una única representación irreducible η̃ de µL/µK ˙ J1
α tal que η̃

ˇ

ˇ

J1
α

– η y

tr η̃(ζu) = ´θ(u),

para u P H1
α y todo ζ P µL/µK, ζ ‰ 1.

Demostración. Ver capı́tulo 22 de [BH06].

Corolario 6.2.8. Existe una única representación irreducible Λ de Jα tal que

(i) Λ
ˇ

ˇ

J1
α

– η,

(ii) Λ
ˇ

ˇ

Kˆ es un múltiplo de χ
ˇ

ˇ

Kˆ ,

(iii) para todo ζ P µL/µK, se tiene que tr Λ(ζ) = ´χ(ζ).

Demostración. Las condiciones (i) ´ (iii) determinan la unicidad de Λ. Veamos la existencia.
Identifiquemos µL/µK con Lˆ/KˆU1

L. Tomamos la representación η̃ dada por la proposición y
la vemos como una representación de µL/µK ˙ J1

α/ Ker θ. Inflamos la representación ν del grupo
Lˆ ˙ J1

α/ Ker θ (en el cual Lˆ actúa en J1
α/ Ker θ vı́a el isomorfismo Lˆ/U1

LKˆ – µL/µK). Luego
definimos un caracter χ̃ de Lˆ ˙ J1

α/ Ker θ definiéndolo de manera trivial en J1
α/ Ker θ y que

coincida con χ en Lˆ. Formamos la representación Λ̃ = χ̃ b ν de Lˆ ˙ J1
α/ Ker θ.

Existe un morfismo de grupos sobreyectivo Lˆ ˙ J1
α/ Ker θ Ñ Jα/ Ker θ dado por (x, j) ÞÑ xj

mód Ker θ. El núcleo de este morfismo es el grupo de elementos

(x´1, x Ker θ), x P U1
L.

La representación Λ̃ es trivial en este grupo, luego Λ̃ es la inflación de una representación
irreducible Λ1 de Jα/ Ker θ. La inflación de Λ1 a Jα es la representación Λ que buscábamos.

Esta representación Λ del Corolario yace en C(ψα,U). Definimos

πχ = c- IndG
Jα

Λ.

Se tiene que πχ es una representación irreducible cuspidal de G que satisface

ℓ(πχ) = n, ωπχ = χ
ˇ

ˇ

Kˆ .

Proposición 6.2.9. Sea (L/K, χ) un par minimal en el cual χ tiene nivel positivo. La representación
πχ depende, salvo equivalencia, solo en la clase de equivalencia del par (L/K, χ). En particular, es inde-
pendiente de la elección de ψ, α y de la inmersión L Ñ A. Más aún, si ϕ es un caracter de Kˆ tal que
(L/K, χϕL) es también minimal, luego πχϕL = ϕπχ.

Demostración. Elegir otro ψ y α, pero dejando la inmersión intacta, no cambia el grupo Jα ni la
representación Λ. Dadas dos K-inmersiones de L en A son G-conjugadas, luego dan lugar a
tipos cuspidales conjugados (U, Jα, Λ). Más aún, si tenemos pares minimales (Li/K, χi) que sean
K-isomorfos, y ji : Li Ñ K es una K-inmersión, el isomorfismo (L1/K, χ1) Ñ (L2/K, χ2) se puede
realizar por una G conjugación mandando j1(L1) en j2(L2) y caracter en caracter.

Para la última afirmación, el caracter χϕL nos da el tipo cuspidal (U, Jα, Λ b ϕ ˝ det)
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Sea (L/K, χ) un par admisible. Existe un caracter ϕ de Kˆ y un caracter χ1 de Lˆ tal que
(L/K, χ1) es minimal y que χ = χ1ϕL. Definimos

πχ = ϕπχ1 .

Esto no depende de la elección de descomposición χ = χ1ϕL debido a la última afirmación de la
Proposición 6.2.2. Además,

ℓ(πχ) =
n

e(L/K)
, ωπχ = χ

ˇ

ˇ

Kˆ ,

donde n es el nivel de χ.
En cualquier caso, la clase de equivalencia de πχ depende solamente de la clase de equiva-

lencia del par (L/K, χ). Acabamos de fabricarnos una correspondencia

P2(K) ÝÑ A0
2(K),

(L/K, χ) ÞÝÑ πχ,
(6.2)

que no depende de las elecciones hechas previamente.

6.2.3. Teorema de la parametrización Mansa

Sea π una representación irreducible cuspidal de G, decimos que π es no ramificada si existe
un caracter no ramificado ϕ ‰ 1 de Kˆ tal que ϕπ – π. También, vamos a denotar por Anr

2 (K) Ă

A0
2(K) al conjunto de clases de representaciones no ramificadas. Y a una representación π P

A0
2(K)zAnr

2 (K) la vamos a llamar totalmente ramificada.

Teorema 6.2.10 (Teorema de la parametrización Mansa). La función (L/K, χ) ÞÑ πχ de (6.2) induce
una correspondencia

P2(K) ÝÑ A0
2(K), si p ‰ 2

P2(K) ÝÑ Anr
2 (K), si p = 2.

Si (L/K, χ) P P2(K), luego:

(i) si χ tiene nivel ℓ(χ), luego ℓ(πχ) = ℓ(χ)/e(L/K),

(ii) ωπχ = χ
ˇ

ˇ

Kˆ ,

(iii) el par (L/K, qχ) es admisible y π
qχ = qπχ,

(iv) si ϕ es un caracter de Kˆ, luego πχϕL = ϕπχ.

Las propiedades (i), (ii), (iv) ya fueron probadas. Para ver (iii), escribimos πχ = c ´ IndG
J Λ

para el tipo cuspidal (U, Jα, Λ) construido a partir de (L/K, χ). El par (L/K, qχ) nos construye
un tipo (U, J, Λ_), luego (iii) se deduce de la Observación 6.2.6. Luego solo tenemos que probar
que esta correspondencia es una biyección.

Demostración. Una demostración del Teorema de la parametrización mansa aparece en la sección
21 ”Tame Intertwining Properties”del libro [BH06].

6.3. La correspondencia local de Langlands para GL2

La correspondencia local de Langlands consiste de dos lados. Por un lado está el conjunto de
clases de equivalencia de representaciones 2-dimensionales semisimples de Weil-Deligne G2(K).
Por otro lado, el conjunto de clases de equivalencia A2(K) de representaciones irreducibles
suaves de G = GL2(K).

Teorema 6.3.1 (Correspondencia local de Langlands). Existe una única correspondencia biyectiva

Lloc,2(K) : G2(K) ÝÑ A2(K) (6.3)
σ ÞÝÑ πσ (6.4)
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tal que
L(χ b σ, s) = L(χπσ, s)

ϵ(χ b σ, ψ, s) = ϵ(χπσ, ψ, s),

para todo caracter χ de Fˆ y todo ψ P pK no trivial.

Si χ es un caracter de Kˆ, hacemos un abuso de notación y denotamos de la misma manera
como χ al caracter χ ˝ αK de WK. Además, si π es una representación de GL y χ es un caracter
notamos como χπ = χ ˝ det π.

Antes que nada observar que la unicidad de la correspondencia se deduce del Teorema
Inverso 5.4.1.

Tenemos las descomposiciones

G2(K) = G1
2 (K) Y G0

2 (K),

A2(K) = A1
2(K) Y A0

2(K).

Luego, para demostrar la correspondencia, vamos a separar ambos lados en dos casos: primero
vamos a ver que vale la correspondencia entre G1

2 (K) y A1
2(K), y luego vamos a ver que vale

para G0
2 (K) y A0

2(K).

Proposición 6.3.2. (1) Sea π P A2(K), luego π P A0
2(K) si y solo si L(χπ, s) = 1 para todo χ

caracter de Kˆ.

(2) Sea ρ P G2(K), luego ρ P G0
2 (K) si y solo si L(χ b ρ, s) = 1 para todo χ caracter de Kˆ.

Demostración. El primer ı́tem es por la Proposición 5.4.2 y el segundo ı́dem se deduce de que
L(ρ, s) = 1 para todo ρ P G0

n(K) con n ě 2, pues si ρ es irreducible entonces VIK = 0 y
recı́procamente, podemos usar el Teorema 3.4.13 y las propiedades de la L-función.

Por lo tanto Lloc,2(K) tiene que mandar A1
2(K) en G1

2 (K) y A0
2(K) en G0

2 (K). Ahora lidiaremos
con el primer caso.

Teorema 6.3.3. Existe una única correspondencia

Π1 : G1
2 (K) Ñ A1

2(K),

tal que
L(χΠ1(ρ), s) = L(χ b ρ, s),

para todo ρ P G1
2 (K) y todo caracter χ de Kˆ. La función Π1 es biyectiva y satisface

Π1(χ b ρ) = χΠ1(ρ),

ϵ(Π1(ρ), s, ψ) = ϵ(ρ, s, ψ),

para todo ρ, χ, y ψ P pK, ψ ‰ 1.

Demostración. Vamos a definir explı́citamente a la función Π1. Las propiedades que cumple Π1

se deducen inmediatamente de las propiedades de las L-funciones y constantes locales y del
Teorema 5.3.5.

Sea (ρ, V, N) P G1
2 (K). Como ρ es semisimple, se escribe como χ1 ‘ χ2, para caracteres χi de

Kˆ. Escribimos el caracter χ = χ1 ‘ χ2 del subgrupo T ď G, y consideramos la representación
inducida π = ιGB χ de G. Si π es irreducible, luego por el Teorema 5.2.11 se tiene que χ1/χ2 ‰

|¨|
˘1, en consecuencia se tiene que N = 0 por el Teorema 3.4.13. Luego definimos Π1(ρ) = π =

ιGB χ.
Nos queda el caso cuando ιGB χ no es irreducible. Luego existe un caracter ϕ de Kˆ tal que

χ1(x) = ϕ(x) |x|
´1/2 y χ2(x) = ϕ(x) |x|

1/2. Existen dos elementos (ρ, V, N) de G1
2 (K) en los

cuales ρ tiene WK-factores de composición χ1, χ2, y se distinguen dependiendo de si N es cero
o no. Tomamos

Π1(ρ, V, 0) = ϕ ˝ det

en el primer caso y
Π1(ρ, V, N) = ϕ ¨ StG, N ‰ 0

En el segundo.
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Ahora la parte principal a demostrar es

Teorema 6.3.4. Sea ψ P qK, ψ ‰ 1. Existe una única correspondencia

Π : G0
2 (K) Ñ A0

2(K)

con la propiedad
ϵ(χ b ρ, s, ψ) = ϵ(χΠ(ρ), s, ψ), (6.5)

para todo ρ P G0
2 (K), todo caracter χ de Kˆ.

Más aún, Π es una biyección y vale (6.5) para todo ψ P pK, ψ ‰ 1.

La unicidad ya la mencionamos: es consecuencia del Teorema inverso 5.4.1 y la Proposición
5.4.2.

De existir una correspondencia como en el teorema anterior, se cumplirı́an las siguientes
proposiciones:

Proposición 6.3.5. Sea Π una función que satisface (6.5) para algún ψ P pK, ψ ‰ 1 fijo. Entonces

(1) Si ρ P G0
2 (K) y π = Π(ρ), entonces ωπ = det ρ.

(2) La función Π satisface (6.5) para cualquier ψ P pK, ψ ‰ 1.

Demostración. La primera afirmación es consecuencia del Teorema 5.3.4 junto con el cuarto ı́tem
de la Proposición 3.4.10. La segunda se sigue de la Proposición 5.3.2 y el segundo ı́tem de la
Proposición 3.4.10.

Proposición 6.3.6. Sea Π una función que satisface las mismas propiedades que el teorema anterior.
Luego

(1) Π(χ b ρ) = χΠ(ρ), para ρ P G0
2 (K) y cualquier caracter χ de Kˆ.

(2) Si ρ P G0
2 (K), luego Π(qρ) = ~Π(ρ).

Demostración. Notar que por el Teorema inverso 5.4.1 basta probar para el primer ı́tem que
χπ(ρ) y π(χ b ρ) multiplicadas por cualquier twist por un caracter coinciden las L-funciones y
constantes locales; análogamente en el segundo ı́tem hay que probar lo mismo pero para π(qρ) y
~π(ρ). Comparando y usando 6.5 para el primero ı́tem y la ecuación funcional en el segundo se
sigue la proposición.

6.3.1. Caso p ‰ 2

En esta subsección probaremos el teorema anterior en el caso de que la caracterı́stica p del
cuerpo residual OK/P sea p ‰ 0. Vamos a definir el subconjunto Gnr

2 (K) Ă G0
2 (K) como los

ρ P G0
2 (K) tales que existe un caracter no ramificado χ ‰ 1 de WK tal que χ b ρ – ρ. Si ρ P

G0
2 (K)zGnr

2 (K), decimos que ρ es una representación totalmente ramificada.
Si (L/K, ξ) P P2(K), podemos ver a ξ como un caracter de WL y construir la representación

inducida ρξ = IndL/K ξ de WK.

Teorema 6.3.7. Si (L/K, ξ) es un par admisible, la representación ρξ de WK es irreducible. La función
(L/K, ξ) ÞÑ ρξ induce una biyección

P2(K) Ñ G0
2 (K), si p ‰ 2

P2(K) Ñ Gnr
2 (K), si p = 2.

Demostración. Primero, veamos la buena definición de esta función, i.e. que la imagen es una re-
presentación irreducible y que la función no depende de la clase de equivalencia de (L/K, ξ). Sea
(L/K, ξ) P P2(K) y σ P Gal(L/K), σ ‰ 1. Como ξ no se factoriza a través de NL/K, los caracteres
ξ, ξσ de Lˆ son distintos. El mapa de Artin W ab

L – Lˆ es Gal(L/K)-equivariante (Propiedad
(v) del mapa de Artin), entonces los caracteres ξ, ξσ de WL son distintos y la representación
ρξ = IndL/K ξ es luego irreducible. La equivalencia de clases de ρξ solo depende de la clase de
equivalencia de isomorfismos de (L/K, ξ).

Antes de seguir, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 6.3.8. Sean (L/K, ξ) un par admisible, ρξ = IndL/K ξ. Sea κ = κL/K el caracter no trivial de Kˆ

que es trivial en NL/K(Lˆ). Luego se tiene que ρξ – κ b ρξ . Y en particular, ρξ P Gnr
2 (K) si y solo si

L/K es una extensión no ramificada.

Demostración. Sabemos que κ b ρξ – IndL/K(κL b ξ), donde κL = κ ˝ NL/K = 1. Esto nos da una
implicación. Recı́procamente, si ρξ P Gnr

2 (K) y χ es un caracter no ramificado cuadrático de Kˆ.
Si σ genera Gal(L/K), luego ξσ/ξ = χL. Luego ξ

ˇ

ˇ

U1
L

se factoriza a través de NL/K, por definición
de par admisible esto significa que la extensión L/K es no ramificada.

Continuamos con la demostración del teorema. Veamos ahora la inyectividad de la función.
Sea (Li/K, ξi) P P2(K), i = 1, 2, y supongamos que ρξ1 – ρξ2 . Si L1/K – L2/K, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que L1 = L2 = L. La restricción ρξ1

ˇ

ˇ

WL
es ξ1 ‘ ξσ

1 , donde
σ P Gal(L/K), σ ‰ 1. Se sigue que ξ2 = ξ1 o ξσ

1 , y (L/K, ξ2) – (L/K, ξ1) en cualquier caso.
Ahora asumimos que L1 ‰ L2, tomemos L = L1L2. Al menos uno de los Li/K es totalmente
ramificado, luego [L : K] = 4 y la subextensión no ramificada maximal E/K de L/K tiene grado
2. Sea κi = κLi/K. La representación ρ = ρξi es fijado cuando tensorizamos por κi, luego también
por κE/K. Eso es, ρ P Gnr

2 (K). El lema anterior implica que Li/K es no ramificado, absurdo. Luego
tenemos inyectividad.

Veamos ahora la sobreyectividad. Si ρ P Gnr
2 (K), algunas consideraciones elementales mues-

tran que ρ es inducida por un caracter ξ de WL, donde L/K es una extensión cuadrática no
ramificada. El par (L/K, ξ) es luego admisible y ρ – ρξ . En otro caso, si ρ es totalmente ramifi-
cado, en particular p ‰ 2. Como dim ρ = 2, la restricción de ρ al pro p-grupo PK se descompone
como suma de caracteres. Se sigue que existe una extensión finita Galois mansamente ramificada
E/K tal que ρ

ˇ

ˇ

WE
se descompone como suma de caracteres, digamos

ρ
ˇ

ˇ

WE
= θ ‘ θ1,

Primero supongamos que θ ‰ θ1. Luego el WK-estabilizador de θ es WM, para alguna extensión
cuadrática M/K contenida en E. La representación natural de WK en el subespacio θ-isotı́pico
de ρ nos da un caracter ξ de WK tal que ρ = IndM/K ξ. Veamos a ξ como un caracter de Mˆ,
tenemos que mostrar que el par (M/K, ξ) es admisible. Sea σ P Gal(M/K), σ ‰ 1. El caracter
ξσ
ˇ

ˇ

WE
es θ1, luego ξ ‰ ξσ y ξ no se factoriza por NM/K. Consideremos ahora ξ

ˇ

ˇ

U1
M

. La extensión

M/K es totalmente ramificada, pues ρ es totalmente ramificada. Entonces si ξ
ˇ

ˇ

U1
M

se factoriza a

través de NM/K, el caracter ξσ/ξ es trivial en UM = UKU1
M, y es no ramificado: ξσ = χMξ, para

algún caracter χ no ramificado de Kˆ, χ ‰ 1. Por lo tanto, tenemos que ρ – χ b ρ, y ρ P Gnr
2 (K),

contradiciendo nuestra hipótesis. Esto concluye que en este caso, el par (M/K, ξ) es admisible y
ρ – ρξ .

Finalmente, nos queda por excluir el caso θ = θ1. Sea M/K la subextensión no ramificada
maximal de E/K. Como E/M es cı́clico, θ admite una extensión a un caracter ξ de WM, tal que
ξ aparece en ρ

ˇ

ˇ

WM
. En otras palabras, podı́amos tomar E/K no ramificada. Pero eso significarı́a

que ρ P Gnr
2 (K)nr(K), absurdo.

Ahora, hemos conseguido para p ‰ 2 dos correspondencias canónicas

P2(K) ÝÑ A0
2(K), P2(K) ÝÑ G0

2 (K),
(L/K, ξ) ÞÝÑ πξ , (L/K, ξ) ÞÝÑ ρξ ,

dados por el Teorema 6.3.7 y el Teorema de la parametrización mansa 6.2.10. Esto nos da la
correspondencia

G0
2 (K) ÝÑ A0

2(K),
ρξ ÞÝÑ πξ ,

que no es la correspondencia buscada en el Teorema 6.3.4. Vamos a modificarla y a utilizar la
Subsección 3.4.3 de la constante de Langlands.

Vamos a tomar ahora un caracter admisible (L/K, ξ) P P2(K) y asociarle un caracter ∆ = ∆ξ

de Lˆ de nivel cero. Pero antes, tenemos la siguiente definición:
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Definición 6.3.9. Sea (L/K, ξ) un par admisible con L/K no ramificada. Definimos el caracter
∆ξ asociado al par, eligiéndolo de manera que sea no ramificada y de orden 2.

Veamos ahora como se elige explı́citamente ∆ξ .

El caso L/K ramificada es más complicado. Sea µK el grupo de raı́ces de la unidad en K de
orden coprimo con p. Sea L/K una extensión cuadrática totalmente mansamente ramificada, sea
ϖ un elemento uniformizante de L, sea β P Lˆ. Como UL = µLU1

L = µKU1
L, existe una única raı́z

de la unidad ζ(β, ϖ) P µK tal que

βϖ´vL(β) ” ζ(β, ϖ) mód U1
L. (6.6)

Proposición/Definición 6.3.10. Sea ψ P pK de nivel uno.

(1) Sea (L/K, ξ) P P2(K) un par admisible tal que L/K es totalmente ramificada. Sea n el nivel de ξ y
sea α P P´n

L tal que ξ(1 + x) = ψL(αx), x P Pn
L. Existe un único caracter ∆ = ∆ξ de Lˆ tal que:

∆
ˇ

ˇ

U1
L
= 1, ∆

ˇ

ˇ

Kˆ = κL/K,

∆(ϖ) = κL/K(ζ(β, ϖ))λL/K(ψ)
n,

(6.7)

para cualquier elemento uniformizante ϖ de L. La definición de ∆ξ no depende de la elección de ψ
ni de α.

(2) Sea (L/K, ξ) P P2(K) y supongamos que L/K es totalmente ramificada. Como ξ = ξ1 ¨ χL, para
un par admisible minimal (L/K, ξ1) y un caracter χ de Kˆ. Definimos ahora

∆ξ = ∆ξ1 .

La definición de ∆ξ no depende de la elección de descomposición ξ = ξ1 ¨ χL.

Demostración. Sin lugar a dudas existe como mucho un caracter ∆ de Lˆ que satisface las condi-
ciones anteriores (6.7). Si dejamos el caracter ψ fijo, la definición de ∆ solo depende de la coclase
αU1

L. Si reemplazamos a ψ por otro caracter ψ1 P pK de nivel uno, luego ψ1 = uψ, para algún
u P UK. El elemento α es reemplazado por u´1α y

κL/K(ζ(u´1, ϖ))λL/K(uψ)n = κL/K(ζ(α, ϖ))λL/K(ψ)
nκL/K(u)n´1,

mientras que κL/K(u)n´1 = 1 porque n es impar. En otras palabras, el caracter (si es que existe)
está definido de manera independiente a una elección de ψ o de α.

Para probar la existencia, debemos verificar que las condiciones sean consistentes

∆(uϖ) = ∆(u)∆(ϖ), u P UL,

∆(ϖ2) = ∆(ϖ)2.

Para la primera ecuación, escribimos u = ηv, con η P µK y v P U1
L. Esto nos da ζ(α, uϖ) ”

ηζ(α, ϖ) mód µ2
K y

∆(uϖ) = κL/K(η)κL/K(ζ(α, ϖ))λL/K(ψ)
n = ∆(u)∆(ϖ).

Para la segunda ecuación, notemos que ϖ2 = ´NL/K(ϖ) mód U1
L, entonces por (6.6),

∆(ϖ2) = ∆(´NL/K(ϖ)) = κL/K(´1) = ∆(ϖ)2,

como querı́amos.
La última afirmación se sigue inmediatamente.

Lema 6.3.11. Valen las siguientes afirmaciones.

(i) Si (L/K, ξ) es un par admisible, el par (L/K, ∆ξ ξ) es admisible y su clase de equivalencia depende
solamente de la de (L/K, ξ). El caracter ∆ξ satisface ∆2

ξ = 1, salvo cuando L/K es totalmente
ramificado y q ” 3 mód 4. En esa excepción, ∆ξ tiene orden 4.
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(ii) La correspondencia

P2(K) ÝÑ P2(K),
(L/K, ξ) ÞÝÑ (L/K, ∆ξξ),

es biyectiva.

Demostración. El primer ı́tem se sigue directamente de las definiciones y de la Proposición 3.4.17
y de (3.8). Para el segundo ı́tem observemos que ∆ξ es mansamente ramificado y depende sola-
mente de L/K y de ξ

ˇ

ˇ

U1
L
.

Teorema 6.3.12 (La correspondencia de Langlands mansa). Valen las siguientes afirmaciones.

(1) Supongamos p ‰ 2. Para ρ P G0
2 (K), definimos Π(ρ) = π∆ξ ξ para cualquier par admisible

(L/K, ξ) P P2(K) tal que ρ – ρξ . La correspondencia

Π : G0
2 (K) ÝÑ A0

2(K)

es una biyección que satisface

ϵ(χ b ρ, s, ψ) = ϵ(χΠ(ρ), s, ψ), (6.8)

para todos los caracteres χ de Kˆ y ψ P pK, ψ ‰ 1.

(2) En el caso p = 2, la correspondencia

Π :Gnr
2 (K) ÝÑ Anr

2 (K)
ρξ ÞÝÑ π∆ξ ξ ,

es una biyección que satisface el análogo de (6.8).

(3) En ambos casos, la función Π satisface también

Π(χ b ρ) = χΠ(ρ) y Π(qρ) = ~Π(ρ), (6.9)

para todo ρ y χ de Kˆ.

Observación 6.3.13. Por la unicidad de la correspondencia 6.3.1, se tiene que Π es la corres-
pondencia de Langlands cuando p ‰ 2, y es la restricción a Gnr

2 (K) de la correspondencia de
Langlands cuando p = 2.

Demostración. Primero notemos que Π es biyectiva por el lema anterior, el Teorema 6.3.7 y el
Teorema 6.2.10. Además, por construcción y el tercer ı́tem del Teorema 6.2.10 se tiene (6.9).

La construcción nos da también que ωΠ(ρ) = det ρ por lo que solo debemos verificar (6.8)

para un solo ψ P pK, el cual tomaremos de nivel uno.
También tenemos que n(ρ, ψ) = n(Π(ρ), ψ) por el primer ı́tem del Teorema 6.2.10, con lo cual

solo tenemos que checkear (6.8) en s = 1
2 . Separemos en tres casos.

Caso 1. Sea ρ = IndL/K ξ, con (L/K, ξ) minimal y L/K totalmente ramificada.
Luego ξ tiene nivel impar n = 2m + 1. Tomemos α tal que ξ(1 + x) = ψL(αx), x P Pm+1

L .
Usando la Proposición 2.4.10, obtenemos

ϵ(ξ,
1
2

, ψL) = qξ(α)ψL(α),

ϵ(ρ,
1
2

, ψ) = ϵ(ξ,
1
2

, ψL)λL/K(ψ)

= qξ(α)ψL(α)λL/K(ψ).

Tomando π = Π(ρ), la Proposición 5.3.3 nos da

ϵ(π,
1
2

, ψ) = q∆ξ(α)qξ(α)ψA(α).
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Chequeemos que q∆ξ(α) = λL/K(ψ).
Tomemos un elemento uniformizante ϖ de L y ζ P µK tal que αϖn ” ζ mód U1

L. La definición
de ∆ = ∆ξ nos da

∆(α) = κL/K(ζ)∆(ϖ
´n).

Como n es impar y λL/K(ψ) es una raı́z cuarta de la unidad, conseguimos

κL/K(ζ)∆(ϖ
´n)λL/K(ψ) = κL/K(ζ)

1´nλL/K(ψ)
1´n2

= 1,

como querı́amos.
Caso 2. Sea ρ = IndL/K ξ como en el Caso 1, y sea χ un caracter de Kˆ de nivel l ě 1.
Consideremos la representación χ b ρ. Esta se consigue por inducción, a partir del par ad-

misible (L/K, ξχL). Si l ď m, el par (L/K, ξχL) es minimal y no hay nada más que hacer. Si
no, χL tiene nivel 2l ą n y existe c P K tal que χ(1 + x) = ψ(cx), x P P

[l/2]+1
K . Entonces,

χL(1 + y) = ψL(cy), y P Pl+1
L . Más aún, ξ(1 + x) = ψL(αx), x P Pl

L. A partir de la Proposición
2.4.10, conseguimos

ϵ(ξχL,
1
2

, ψL) = q´1/2
ÿ

yPPl
L /Pl+1

L

qξ qχL((α + c)(1 + y))ψL((α + c)(1 + y))

= q´1/2
qξ(c + α)qχL(1 + c´1α)ψL(α)

ÿ

y
qχL(c(1 + y))ψL(c(1 + y))

= qξ(c + α)qχL(1 + c´1α)ψL(α)ϵ(χL,
1
2

, ψL).

Con lo cual, usando la Observación 3.4.16 y la Proposición 2.4.10,

ϵ(χ b ρ,
1
2

, ψ) = qξ(c + α)qχL(1 + c´1α)ψL(α)ϵ(χL,
1
2

, ψL)λL/K(ψ)

= qξ(c + α)qχL(1 + c´1α)ψL(α)ϵ(χ,
1
2

, ψ)ϵ(χκL/K,
1
2

, ψ)

= qξ(c + α)qχL(1 + c´1α)ψL(α)ϵ(χ,
1
2

, ψ)2κL/K(c).

Por otro lado, si π = Π(ρ) como antes, las mismas técnicas, usando el Teorema 2.4.9, la ecuación
τU(χ,ψ)

[U:Rel+1]1/2 = τ(χ,ψ)2

ql+1
7 y la Proposición 5.3.3 nos queda

ϵ(χπ,
1
2

, ψ) = q∆qξ(c + α)qχ(det(1 + c´1α))ψA(α)ϵ(χ,
1
2

, ψ)2.

Sin embargo, ψA(α) = ψL(α), y como ∆ es mansamente ramificado, tenemos que q∆(c + α) =
q∆(c) = κL/K(c). De donde deducimos

ϵ(χ b ρ,
1
2

, ψ) = ϵ(χπ,
1
2

, ψ),

como querı́amos.
Caso 3. Sea ρ = IndL/K ξ con (L/K, ξ) minimal y L/K no ramificada.
Si el nivel n de ξ es impar, el argumento es una versión simplificada del Caso 1. Supongamos

entonces que n es par. Si n = 0, se sigue la demostración de la identidad (25.4.1) que aparece
en [BH06] junto con simples manipulaciones. Ahora supongamos que n = 2m ą 0. Por la
Proposición 2.4.10 y el Teorema 2.4.9,

ϵ(ξ,
1
2

, ψL) = q´1
ÿ

xPPm
L /Pm+1

L

qξ(α(1 + x))ψL(α(1 + x)),

7Sea U un orden de cadena con radical R y e = eU. Sea χ un caracter de Kˆ de nivel l ě 1. Vemos a χ ˝ det como
un caracter de KU cuando este tiene nivel el. Se define la suma de Gauss τU(χ, ψ) =

ř

xPUU/Uel+1
U

qχ(det cx)ψA(cx) para

cualquier c P K con orden ´l.
Se puede probar la identidad mediante un cálculo directo.
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para α elegido de manera adecuada. Por otro lado, por la Proposición 5.3.3

ϵ(π,
1
2

, ψ) = q´3
ÿ

yPPm M/Pm+1
K M

tr Λ_(α(1 + y))ψA(α(1 + y)).

Lema 6.3.14. Sea x P Um
M, entonces tr Λ(αx) = 0 a menos que αx sea Um

M-conjugado a un elemento de
αUm

L Um+1
M .

Esto es simplemente una reescritura de la afirmación del Lema 22.3 de [BH06]. Tomando en
cuenta el número de elementos de cada clase de conjugación, obtenemos

ϵ(π,
1
2

, ψ) = ´q´1
ÿ

yPPm
L /Pm+1

L

qξ(α(1 + y))ψA(α(1 + y)).

= ϵ(ρ,
1
2

, ψ),

como querı́amos.
Para los casos restantes, las representaciones χ b ρ, con ρ no ramificada y dados por un par

minimal son muy parecidos y siguen la misma lı́nea de razonamiento que el Caso 2, por eso
omitiremos los detalles.

Esto prueba el Teorema 6.3.10 y finaliza la demostración de la correspondencia local de Lan-
glands 6.3.1 cuando p ‰ 2.

6.4. Ejemplo: aplicación de la correspondencia local de Langlands
sobre una representación proveniente de una curva elı́ptica

La demostración del Teorema 6.3.3 construye la correspondencia de manera explı́cita y mues-
tra que las representaciones (ρ, V, N) de Weil-Deligne reducibles, de la forma χ1 ‘ χ2 con ca-
racteres χi de Kˆ, corresponden con las representaciones suaves πρ no cuspidales. Usaremos
la clasificación de representaciones irreducibles no cuspidales que aparece en la Sección 9.11
de [BH06]. Cuando χ1/χ2 ‰ | ¨ |˘1 se tiene que πρ = ιGB (χ1, χ2), además debe ser que N = 0.
Cuando χ1/χ2 = | ¨ |˘1 hay dos posibilidades, antes tomemos un caracter ϕ de Kˆ tal que
χ1(x) = ϕ(x)|x|´1/2 y χ2(x) = ϕ(x)|x|1/2, luego el primer caso es πρ = ϕ ˝ det cuando N = 0, y
el segundo caso es πρ = ϕ StG cuando N ‰ 0.

Esto prueba la siguiente correspondencia entre representaciones de Weil-Deligne complejas
provenientes de una curva elı́ptica E/K (que estudiamos en la Sección 3.9) y representaciones
irreducibles suaves vı́a la correspondencia local de Langlands:

Ejemplo 6.4.1. La representación ρ1
E/K corresponde a alguna de las siguientes representaciones

suaves:

(i) Si E/K tiene reducción potencialmente buena:

(1) Si E/K tiene reducción buena, entonces πρ1
E/K

= ιGB (χ1, χ2) (irreducible), con ρ1
E/K =

χ1 ‘ χ2.

(2) Si E/K no tiene reducción buena y ρ1
E/K es reducible, entonces πρ1

E/K
= ιGB (χ1, χ2) si

la inducción parabólica es irreducible, o πρ1
E/K

= ϕ ˝ det con ϕ = χ1| ¨ |1/2 si no.

(3) Si E/K no tiene reducción buena y ρ1
E/K es irreducible, entonces πρ1

E/K
es cuspidal.

(ii) Si E/K tiene reducción potencialmente multiplicativa, entonces πρ1
E/K

= ϕ StG con ϕ =

χ| ¨ |´1/2 y χ es el caracter cuadrático de la Proposición 3.9.3.

Demostración. Vamos a separar la demostración los casos (i) y (ii), según E/K tenga reduc-
ción potencialmente buena o potencialmente multiplicativa, y aplicaremos los resultados de las
subsecciones 3.9.1 y 3.9.2, respectivamente. Por la Proposición 3.9.2 sabemos cuándo ρ1

E/K es re-
ducible, por ejemplo si E/K tiene reducción buena, luego por la Proposición 6.3.2 sabemos que
πρ1

E/K
es no cuspidal si y solo si ρ1

E/K es reducible. Utilizando lo comentado al principio de la
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sección se deducen (1), (2) y (3), particularmente el caso (1) se deduce de que el conductor de
E/K es cero y la representación principal es la única con conductor cero de las no cuspidales.

EL caso (ii) se deduce utilizando el mismo razonamiento, por la Proposición 3.9.3 sabemos
que ρ1

E/K es reducible, luego se corresponde con una representación no cuspidal, la única posi-
bilidad es la que aparece en el ı́tem (ii), pues NE/K ‰ 0.

Observación 6.4.2. Podemos saber cuándo ρ1
E/K es reducible en el caso de reducción potencial-

mente buena gracias a la Proposición 3.9.2, luego en el caso (i) cuando E/K tiene reducción
potencialmente buena, sabemos que πρ1

E/K
no es cuspidal, i.e. estamos en el caso (2) si y solo si

E consigue buena reducción sobre una extensión finita abeliana de K.
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