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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de esta tesis es dar la correspondencia local de Langlands para GL;, que es enun-
ciado en el Capitulo 6.3.1. En términos generales, es una correspondencia entre representaciones
provenientes del grupo de Galois absoluto Gk y representaciones provenientes de GL; de na-
turaleza analitica, que ademds preserva ciertos invariantes. Mas precisamente, es una biyeccién
entre clases de equivalencia de representaciones de Weil-Deligne de dimensién 2 semisimples
complejas de un cuerpo local K, y clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles
admisibles complejas del grupo localmente profinito GL;(K), no necesariamente de dimensién
finita. Esta biyeccion preserva L-funciones y constantes locales de twists por caracteres, y carac-
teres centrales. La correspondencia sirve de puente, traduciendo el lenguaje proveniente de la
geometria aritmética (el lado de las representaciones de Galois) a un lenguaje analitico (prove-
niente de las representaciones automorfas) y viceversa. La ventaja es que el lenguaje analitico es
mucho mas ttil para trabajar con invariantes como las L-funciones y las constantes locales, las
cuales contienen informacién profunda sobre la aritmética de K.

El interés de estudiar las representaciones provenientes del grupo de Galois Gk (no solamen-
te complejas, sino también /¢-adicas), por ejemplo las representaciones del grupo de Weil Wk o
de representaciones de Weil-Deligne, es que encapsulan la informacién aritmética de K y pro-
veen de diversas herramientas para estudiarla. Este grupo es enorme, en consecuencia es dificil
de entender completamente. Un primer paso para la humanidad fue entender las extensiones
abelianas de K a través de la teorfa de cuerpos de clases (donde las representaciones irreducibles
se reducen a caracteres), el siguiente paso es entender las extensiones no abelianas. Aqui entran
en juego las representaciones p : Gx —> GL,(V), y por ejemplo entender su imagen ya nos
muestra algunos posibles grupos de Galois Gal(L/K) =~ Gk / Ker p que pueden aparecer.

La correspondencia local de Langlands no solamente estd demostrada para GL;, sino que
también para GL;. El caso n = 1 es teoria de cuerpos de clases local. Primero fue demostrado
el caso n = 2 con K de caracteristica cero, el cual fue comenzado por Jacquet-Langlands [JL70],
luego varios autores contribuyeron; sin embargo fue Kutzko quien complet6é la demostracién
con dos nuevas ideas en [Kut80] y [Kut84]. Luego en general, fue demostrado el caso para K
con caracteristica distinta de cero para todas las dimensiones n por Laumon, Rapoport y Stuhler
[LRS93]. El caso K con caracteristica cero y dimensién n arbitraria fue probado por Harris y
Taylor en [HT01], también fue demostrado por Henniart en [Hen00] basado en el trabajo de
Harris [Har97].

La correspondencia local es simplemente la punta del iceberg, pues posee varias generaliza-
ciones; entre ellas se pueden enunciar resultados y conjeturas para grupos reductivos. Ademas
esta correspondencia forma parte de un programa que abarca cuestiones tanto locales como glo-
bales: el programa de Langlands. El caso n = 1, estd probado y es teoria de cuerpos de clases
global.

En nuestro caso local, cuando n = 2, se puede demostrar de manera mas elemental la co-
rrespondencia debido a que al ser un caso pequefio podemos clasificar las representaciones y
trabajar directamente. En particular, la demostracién se vuelve un poco maés simple en el caso
p # 2, el cual es el que realizaremos en este trabajo. El caso p = 2 es mas complicado, pero
interesante, debido a que hay mds representaciones que corresponder.

Trabajaremos principalmente en el caso K no arquimediano con cuerpo residual k de carac-
teristica p, y algunas veces por simplicidad trabajaremos en el caso K de caracteristica cero, i.e.



extensiones finitas del cuerpo de los ntimeros p-adicos Q.

Comenzaremos viendo varias generalidades en el Capitulo 2, repasando definiciones y resul-
tados sobre valores absolutos y valuaciones discretas con el objetivo de definir qué es un cuerpo
local K; definimos los adeéles e ideles que son necesarios para enunciar el caso global, el cual
solo enunciaremos para n = 1, para dimensiones mayores en general sigue siendo conjetural la
correspondencia. Luego avanzaremos a generalidades sobre representaciones de grupos local-
mente profinitos. Acd también introduciremos la L-funcién y constante local de un caracter de
K* = GL(K).

Continuaremos en el Capitulo 3 introduciendo varios tipos de representaciones provenien-
tes del grupo de Galois, entre ellas las representaciones del grupo de Galois absoluto Gg, del
grupo de Weil y de Weil-Deligne, tanto complejas como ¢-adicas. Aqui también introduciremos
sus L-funciones y constantes locales, ademads construiremos representaciones de Weil-Deligne
complejas a partir de representaciones ¢-ddicas. Finalizaremos el capitulo con ejemplos de repre-
sentaciones provenientes del médulo de Tate; en particular estudiaremos al médulo de Tate de
una curva eliptica E/K, la cual provee de una familia de representaciones ¢-addicas compatibles
entre ellas, con las cuales construiremos canénicamente una representacién p% /K A estas re-
presentaciones provenientes de una curva eliptica les asociamos una L-funcién y un conductor.
También se les puede asignar constantes locales, root numbers, y calcularlas, pero este trata-
miento se escapa del alcance de esta tesis; se puede consultar una exposiciéon de esto tltimo en
el articulo de Rohrlich [Roh94].

El caso de dimensién n = 1 de la correspondencia de Langlands es esencialmente teoria de
cuerpos de clases, la cual repasaremos en el Capitulo 4.

En el Capitulo 5 enunciamos resultados sobre L-funciones y constantes locales del lado au-
tomorfo de la correspondencia, y se clasifican las representaciones no cuspidales de GL;(K).
También se enuncia el Teorema Inverso que garantiza la unicidad de la correspondencia local de
Langlands.

Finalmente, en el Capitulo 6 se comienza con unas definiciones preliminares sobre represen-
taciones cuspidales, y se enuncia la correspondencia local para GL,. Veremos la demostracion
de la correspondencia en el caso K local no arquimediano con p # 2 (el caso p = 2 se puede
encontrar en [BH06]), y se explica un ejemplo de cémo se puede aplicar la correspondencia a
una representacion proveniente de una curva eliptica pf. /-



Capitulo 2

Generalidades

2.1. Valores absolutos y valuaciones discretas

2.1.1. Valores absolutos

Definicién 2.1.1. Un valor absoluto sobre un cuerpo K es una funcién |- | : K — R tal que
(1 |x] >0, VxeKylx]|=0<x=0.
() |xy| = [xlyl, VxyeK.

() |x+y| < |x|+|y|, Vx,y € K.

Definicién 2.1.2. El valor absoluto trivial es el valor absoluto que vale 1 para todo x # 0.

Definicién 2.1.3. Decimos que dos valores absolutos |- |; y |- |2 en K son equivalentes si sus
topologias son la misma.

Esto forma una relacién de equivalencia. A una clase de equivalencia de un valor absoluto
no trivial de un cuerpo K lo llamamos lugar de K.

Proposicién 2.1.4. Sean dos valores absolutos |- |1 y | - |2 en K. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(D |- |l1y |- |2 son equivalentes en K.
(1) |x|]1 < 1= |x|p <1 paratodo x € K.
(11) Existee > 0 tal que |- |1 = |- 5.
Demostracion. Ver el Capitulo II de [CF67]. O

Definicién 2.1.5. Decimos que | - | es un valor absoluto no arquimediano si es equivalente a un
valor absoluto que cumpla la desigualdad |x + y| < max{|x|, |y|}. De lo contrario decimos que el
valor absoluto es arquimediano.

Un valor absoluto no arquimediano convierte a K en un espacio métrico, de hecho, en un
espacio ultramétrico, pues vale una desigualdad mads fuerte que la triangular:

d(x,y) < max(d(x,2),d(zv)),
si consideramos d(x,y) := |x — y|.
Observacién 2.1.6. Cuando | - | es no arquimediano se tiene que
[x +yl| = [x], silyl < x|,
pues [x +y| < [x[ = |(x +y) —y| < méx{|x +yl, [y[}.

Definicién 2.1.7. Si |- | es no arquimediano definimos el anillo de enteros de K como el anillo
O = Ok :={xeK]||x| <1}. También definimos el ideal f = Pg :={x e K| |x| <1} de O.



Claramente ‘B es un ideal maximal, de hecho los elementos que no pertenecen a B son
inversibles en O, i.e. O es un anillo local. También O es un dominio integro con cuerpo de
fracciones K.

Definicién 2.1.8. Decimos que el valor absoluto | - | es discreto si existe 6 > 0 tal que
1-d<x|<1+9
implica que |x| = 1.
Las siguientes dos proposiciones se demuestran en el Capitulo II de [CF67]:

Proposicién 2.1.9. Sea |- | un valor absoluto no arquimediano. Entonces es discreto si y solo si 33 es un
ideal principal.

Proposicién 2.1.10. Sea |- | un valor absoluto. Entonces es no arquimediano si y solo si |n| < 1 para
todo n en el anillo generado por 1 en K.

Corolario 2.1.11. Si la caracteristica de K es finita entonces todo valor absoluto en K es no arquimediano.

Demostracion. Como el anillo generado por 1 en K es un cuerpo finito F de p elementos, se tiene
que aP~! = 1 para todo a € F, con lo cual |a| = 1. O

Ejemplo 2.1.12. Sea 3 un ideal primo no trivial de un cuerpo de ntiimeros K (i.e. una extensién
finita de Q), se tiene el valor absoluto 3-ddico normalizado

x|y = (1/N(P))ordst) six #0,
7o six = 0.

es discreto y no arquimediano. Donde N es la norma de un ideal!, y ordy(x) € Z es la potencia
de P que aparece en la factorizacién tnica del Og-médulo generado por x en K2.

Ejemplo 2.1.13. El cuerpo de los nameros reales R con el valor absoluto |- | es un valor absoluto
arquimediano no discreto. El cuerpo de los niimeros complejos C con el valor absoluto |- |? es
arquimediano y no discreto. En ambos casos decimos que el valor absoluto estd normalizado.

Ejemplo 2.1.14. Sea ¢ : K — C una inmersién de un cuerpo de ntmeros que deja fijo a Q,
podemos definir un valor absoluto arquimediano sobre K tomando |x| = |o(x)].

Ejemplo 2.1.15. Dos ideales primos distintos ‘33, y 3, de un cuerpo de niimeros K producen dos
valores absolutos (definidos como en el Ejemplo 2.1.12) no equivalentes.

En efecto, definen topologias distintas, pues por el teorema chino del resto existe x € Ok tal
quex =0 méd P;yx =1 méd By, luego x|y, < 1y |x[p, = 1, entonces la sucesién x; := x"
converge a 0 en la primera topologia, mientras que en la otra no.

2.1.2. Valuaciones discretas

Sea K* el subgrupo multiplicativo de un cuerpo K, y sea Z el grupo aditivo de los niimeros
enteros.

Definicién 2.1.16. Una valuacién discreta de un cuerpo K es un morfismo de grupos
v:K* —2Z
que cumple las siguientes propiedades:
(1) Es sobreyectivo.

(1) Se extiende de manera que v(0) = o0 y se tiene la convencién de que min{a, oo} = a para
todo a € Z u {0}.

1Si K es un cuerpo de ntimeros de grado n sobre Q entonces el anillo de enteros Ok de K es un Z-médulo e I es un
submddulo, més aun, si I # 0 entonces el cociente O/ es finito. Definimos N(I) como el cardinal de dicho cociente.
Para més propiedades de la norma de un ideal se puede consultar el libro [Mil08].

2ver la introduccién del primer capitulo de [CF67].



(1) v(x +y) = min{v(x),v(y)}, para todo x,y € K.

Definicién 2.1.17. Definimos el anillo de valuacién de v como O = O, := {xe K| v(x) = 0}.
También definimos el ideal de valuacién B =B, := {xe K| v(x) > 0}.

Como lo indica su nombre, el ideal de valuacion es un ideal de O.

Observacién 2.1.18. Los valores absolutos discretos no arquimedianos son equivalentes a valua-
ciones discretas.

Sea c € (0,1) una constante, definimos un valor absoluto discreto no arquimediano |x| := ™)
sixe KX y|0]=0.

Reciprocamente, si | - | : K* — RRZ es un valor absoluto discreto no arquimediano, luego
corresponde a una valuacién discreta v. En efecto, log |x| con x # 0 forma un subgrupo discreto
aditivo en IR, el cual necesariamente es un grupo abeliano libre con un solo generador, luego
existe ¢ € (0,1) tal que para todo x # 0 existe m = m(x) € Z tal que |x| = ¢™. Llamamos a m el
orden de x y multiplicando por un escalar a m(x) obtenemos una valuacién discreta v.

Los resultados que valen para valores absolutos se pueden traducir al lenguaje de valuaciones
discretas. Luego se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1.19. (1) Siv(x) # v(y) entonces v(x +y) = min{v(x), v(y)}.
(1) El anillo de valuacién O es un dominio integro con cuerpo de fracciones K.

(1) El ideal de valuacion 3 es un ideal maximal de O. De hecho, todo elemento fuera de B3 es inversible
en O, con lo cual este es un anillo local.

(1v) Una valuacién discreta v en K define una topologia, la topologia proveniente del valor absoluto
|x| = c®¥). Esta topologia no depende de la constante c € (0,1).

Definicién 2.1.20. Sea K un anillos de valuacién discreta v. Los elementos u con v(u) = 0 forman
un subgrupo U = Uy de K*, el grupo de unidades de O.

Si elegimos un elemento @ con v(@) = 1 (esta eleccién generalmente no serd canodnica) se
tiene que todo elemento x € K* se escribe de manera tinica como x = @"u para un n € Z
y u € U. Justamente n = v(x). Observemos que esto implica que O es un dominio de ideales
principales con un tinico ideal primo 3, el cual estd generado por @. Llamamos a @ un elemento
uniformizante de Ok o K.

Los anillos R de ideales principales con un tinico ideal primo se llaman anillos de valuacién
discreta. Lo comentado en el pérrafo anterior prueba la primera parte de la siguiente afirmacién:

Proposicién 2.1.21. El anillo de valuacién O es un anillo de valuacion discreta.
Reciprocamente, un anillo de valuacion discreta R es el anillo de valuacion O para una tinica valuacién
discreta v del cuerpo de fracciones K de R.

Demostracion. Ver la Proposicién 2 de la Seccion 1 del Capitulo I de [CF67]. O

Cuando un valor absoluto provenga de una valuacién v, lo notaremos como |- |,. En el
Ejemplo 2.1.12 el valor absoluto proviene de la valuacién $3-adica, luego notaremos v = ¢ = 3,
y lo llamaremos primo finito. Cuando | - | provenga de una inmersién ¢ como en el Ejemplo
2.1.13, no notaremos como | - |, y haremos el abuso de notacién v = ¢, por mas que el valor
absoluto no provenga de una valuacién discreta. A v lo llamaremos primo infinito. Notaremos
como | - |y a un valor absoluto en la clase de equivalencia.

SiK c Ly wywvsonprimos de L y K respectivamente tal que |- | restringido a K es equivalente
a |- |y, decimos que w divide a v 0 que w yace sobre v, y escribimos w | v. Cuando v = *F es un
primo finito esto significa que B, "Og = B o, equivalentemente, que P, divide a P Or. En el
caso de un primo infinito esto significa que w corresponde con una inmersién ¢ : L — C que
extiende a la inmersién de v o a su conjugado complejo.

Definicién 2.1.22. Al cuerpo k = O/ P lo llamamos cuerpo residual.



Se tiene que K es la unién de subgrupos abiertos P" con n € Z y [,z B" = {0}. Los
cocientes " / P! tienen estructura de k-médulo y ademas se tiene que

Proposicién 2.1.23. Existe un isomorfismo k = " / P" 1 de k-médulos.

Demostracién. El morfismo O — PB" definido como multiplicar por @" induce el isomorfismo
deseado. O

Existen otros subgrupos multiplicativos de U importantes, estos son U, := 1 + " para todo
n > 1y definimos Uy := U. Son abiertos en U, ademas [, U, = 1.

Proposicién 2.1.24. (1) El morfismo O — k induce un isomorfismo

U/Ul Ekx.

(1) Paracadal < n < m < 2n la funcion u — u — 1 induce un isomorfismo de grupos

U, /Uy, =~ p" /p".

Demostracién. La demostracién se sigue inmediatamente de que para uj,up € U, se tiene que

(uquy —1) — (g —1) — (up — 1) = (ug — 1) (up — 1) € P,
entonces como m < 2n, luego (ujuy —1) = (u3 — 1) + (up — 1) mod P O
Juntando las dos proposiciones anteriores se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.1.25. Para n > 1 se tiene que
U/ Un+1 = k.
Proposicién 2.1.26. (1) Si k tiene caracteristica p > 0, entonces para n > 1 se tiene que

ul < U, 4.

(1) Si K es completo (con la topologia inducida por la valuacion discreta) y si m > 1 es coprimo con
la caracteristica del cuerpo residual k, entonces para todo n > 1 se tiene que u — u™ es un
automorfismo de U,.

Demostracion. El primer item se deduce del corolario anterior. Una demostracién del segundo
item se encuentra en la Proposicién 5 de la Seccién 1 del Capitulo I de [CF67]. O]
2.1.3. Completaciones

Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial. Decimos que K es completo si toda sucesion
de Cauchy converge en K con la métrica inducida por el valor absoluto.

Teorema 2.1.27. Sea K un cuerpo con un valor absoluto | - |. Luego existe un cuerpo K completo respecto

de un valor absoluto |A\ y un morfismo K — K que preserva el valor absoluto y que cumple la siquiente
propiedad universal: para todo morfismo K — L en un cuerpo completo (respecto a un valor absoluto

[ 1), que a su vez preserve valor absoluto, se extiende de manera tinica a un morfismo K — L que
preserva valor absoluto.

Demostracion. Ver el Teorema 7.23 de [Mil08]. O

Definicién 2.1.28. A K lo llamamos la completacién de K.

Observacién 2.1.29. (1) Como suele ocurrir usualmente con propiedades universales K es tini-
co salvo isomorfismo.

(m) La imagen de K en K es densa.
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(1mx) Si |- | es un valor absoluto no arquimediano o discreto de K entonces la completaciéon
también lo es respectivamente. Notamos como O al anillo de enteros de la completacién y
como R al tinico ideal maximal de O. Usamos O* para las unidades. Si @ es un elemento
uniformizante que genera ‘B en O, luego @ genera Pen O.

Proposicién 2.1.30. Para todo n € IN el morfismo O/ P" — O /%" es un isomorfismo

Demostracion. La inyectividad sale de probar que el ntcleo es trivial usando que el valor absoluto
de la completacién extiende al valor absoluto en K. La sobreyectividad sale de que como la

imagen de K — K es densa, luego también lo es la imagen de O — O. Como "ﬁn es abierto (de

. ~ N .. . ~  on ~ .
hecho también es cerrado), x +‘P también, luego existe y € X +P n O, o sea, X es la imagen
de y via el morfismo. O

Cuando v es un lugar de un cuerpo de nimeros K, escribimos K para la completacién de K
respecto al valor absoluto | - [,. Cuando v = P es una valuacion ‘B-ddica notamos como Oy al
anillo de enteros de Ky, y notamos como Uy a las unidades.

Ejemplo 2.1.31. El cuerpo Q, de los ntimeros p-adicos es la completacién de Q respecto al valor

absoluto p-adico |x[, = p~ o)

unidades.

2 Notamos como Z, al anillo de enteros y como Z; alas

Ejemplo 2.1.32. El cuerpo residual de Q, es finito. En efecto, por la proposicién anterior Z./pZ. =
Zy/pZy.
P P

2.1.4. Ramificacion
Definicién 2.1.33. Un dominio de Dedekind es un dominio integro A tal que

(1) A es noetheriano.

(2) A es integramente cerrado.

(3) Todo ideal primo no trivial es un ideal maximal.

Varios ejemplos de dominios de Dedekind son:
Ejemplo 2.1.34. = Sea K un cuerpo de ntimeros, entonces su anillo de enteros algebraicos
Ok = {x € K| x es raiz de un polinomio ménico en Z[X] }
es un dominio de Dedekind*.

» Los anillos de valuacion discreta R son dominios de Dedekind, en efecto, son dominios de
ideales principales y en particular noetherianos; son integramente cerrado pues si x # 0 es
un elemento del cuerpo de fracciones K de R entonces x € R si y solo si x ! ¢ R; todo ideal
primo no nulo es maximal pues solo existe un tnico ideal primo no nulo. Por ejemplo, sea
K un cuerpo de valuacién discreta, entonces Ok es un anillo de valuacién discreta por la
Proposicién 2.1.21, y por lo tanto es un dominio de Dedekind.

El hecho de que exista factorizacién tnica en el anillo Z de enteros algebraicos de Q es un
resultado cldsico de la teoria de nimeros elemental. Esto también sucede para Z[i] el anillo
de enteros del cuerpo de nimeros Q(i), sin embargo, no sucede en general que un anillo de
enteros arbitrario Ok sea un dominio de factorizacién tinica. De todas formas existe una nocién
de factorizacién dnica de ideales que generaliza la de elementos, y es valida para dominios de
Dedekind:

Teorema 2.1.35. Sea A un dominio de Dedekind. Todo ideal propio no trivial a de A se puede escribir
como

a= f‘pgl T tid
con B; distintos ideales primos no triviales y r; > 0. Los P; y r; estdn univocamente determinados, salvo
permutacion de indices.

®Donde si § = x # 0 con a,b coprimos se define ord,(x) = m, € Z, con m, la potencia de p que aparece en la
factorizacion de a o —m, la potencia de p que aparece en la factorizacion de b.
4Para una demostracién ver [Mil08].
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Sean A, B dominios de Dedekind con cuerpos de fracciones K, L respectivamente. Un ideal
primo ‘B de A no trivial se factoriza en B como

PB=0Q7 -9, ¢>0.

Si alguno de los exponentes cumple que e; > 1 entonces decimos que 3 es ramificado en B (o en
L). Los ¢; se llaman indices de ramificacién. Decimos que Q divide a 3 (lo notamos como Q | P)
si 9 aparece en la factorizacion de P B. Solemos escribir ¢(9Q | B) al indice de ramificacién y
f(Q | P) para el grado de la extension [B/ Q : A/ P| (llamado grado residual). Decimos que un
primo ‘P se parte o que se parte completamente en B (o en L) si e; = f; = 1 para todo i; decimos
que es inerte en B (0 en L) si B B es un ideal primo,ie.r =1y f =e=1.

Teorema 2.1.36. Sean = [L: K]y Qy,...Q; los ideales primos que dividen a 3 en L. Entonces

r

Deifi=n,

i=1

cone; =e(Q; | PB)y fi = f(Q; | P). Si L/K es una extension Galois, entonces todos los e; son iguales,
todos los f; son iguales y por lo tanto
efr =n.

Demostracion. Ver el Teorema 3.34 de [Mil08]. O

2.1.5. Extensidon de valores absolutos

Teorema 2.1.37. Sea K completo respecto a un valor absoluto | - |k y sea L una extension finita de K de
grado n. Entonces | - |k se extiende de manera tinica a un valor absoluto |- | de L, ademds este nuevo
valor absoluto es completo. La férmula es

ylL = INL/xk() "

Demostracion. Ver el Teorema y el Corolario 2 de la Seccién 10 del Capitulo II de [CF67]. O

En general, si K no es completo no tiene por que existir una tinica extension del valor abso-
luto, pero si L/K es una extension separable de grado n entonces hay a lo sumo 7 extensiones
(ver la misma seccién de [CF67]).

Observacién 2.1.38. De la Proposicion 2.1.10 se deduce que extender un valor absoluto no arqui-
mediano | - |g produce otro valor absoluto no arquimediano | - |;. Ademds, se tiene de la férmula
que | - |1, es discreto siy solo si | - |x es discreto.

Corolario 2.1.39. Sea K un cuerpo completo respecto de un valor absoluto | - |k y sea Q) una extension
separable de () (no necesariamente finita). Luego | - |k se extiende de manera tinica a un valor absoluto
| -] en Q.

Demostracion. El teorema anterior dice que podemos extender a | - | de manera tinica a cualquier
subextension finita de (), por lo tanto se extiende de manera tinica a (). O

Observacién 2.1.40. Si K y Q) son como en el corolario anterior y si K es no arquimediano
entonces () también lo serd. Sin embargo, si K es discreto no tiene por qué serlo también (), lo
mismo pasa si K es completo.

De todas formas en algunos ejemplos la completacién de () no estd muy lejos de ser algebrai-
camente cerrada: cuando K es una extension finita de Q,, entonces se extiende el valor absoluto
a la clausura algebraica (), sin embargo no nos queda completo (ver el Ejercicio 7-7 de [Mil08]),
pero si completamos () entonces si nos queda un cuerpo C, algebraicamente cerrado y comple-
to. Se tiene que Cp, = C como cuerpos, pero el isomorfismo no es canénico, depende del axioma
de eleccién.

Proposicién 2.1.41. Sean L y K como en el teorema anterior. Entonces n = ef, donde n = [L : K], e es
el indice de ramificacion y f el grado de la extension de cuerpos residuales.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.36 se tiene que n = Y ¢;f;. En este caso, existe solamente un
primo de L dividiendo a ‘B con lo cual la férmula se simplifica a un solo término n =ef. O
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ea K completo respecto a una valuacion discreta, y sea L una extensién finita de K. Sean
Sea K plet pect 1 d ta, y L t finita de K. S
Bx v B los ideales maximales de los anillos de enteros Ok y O respectivamente. Entonces
L= ,donde e = ¢ es el indice de ramificacion. Sean vk, vy las valuaciones
kO 7, dond L K 1 indice d f S 1 1
respectivas y @k, @, los elementos uniformizantes respectivos, tenemos que:

k(@wk) =1 'y or(@r) =1

Como @k = wfuy, conup € Uy, se tiene que

vr(@k) =e,

luego si restringimos v} a K tenemos que v}, = evk, pues todos los elementos de K se escriben
como @y ug con ug € Ug.

Definicién 2.1.42. Cuando e = n, i.e. Px O = P} decimos que L es totalmente ramificado
sobre K. Cuando f = n, i.e. P O = P, decimos que L es no ramificado sobre K.
2.1.6. Cuerpos localmente compactos

Proposiciéon 2.1.43. Sea K completo respecto de un valor absoluto discreto. Sea Ok su anillo de enteros
y *B el tinico ideal maximal. Entonces Ok es compacto si y solo si el cuerpo residual k es finito.

Demostracion. Ver la Proposicion 7.46 de [Mil08]. O

Corolario 2.1.44. Si K es como en la proposicion anterior y k es finito. Entonces ", U y U, son
compactos.

Demostracién. Son subconjuntos cerrados de Ok. O

El corolario anterior nos dice que si K tiene una valuacién discreta, es completo y su cuerpo
residual es finito, entonces K es localmente compacto, luego cumple la siguiente definicién:

Definicién 2.1.45. Un cuerpo local K es un cuerpo con un valor absoluto no trivial tal que K es
localmente compacto (y por ende completo).

Reciprocamente, si K tiene una valuacién discreta tal que K es localmente compacto, entonces
k es finito y K es compacto. Una demostracién de este hecho se encuentra en el Corolario de la
Seccién 7 del Capitulo 2 de [CF67].

Ejemplo 2.1.46. Las extensiones finitas de Q, son cuerpos locales, pues al ser extensiones finitas
de un cuerpo completo respecto a su valuacion discreta, por el Teorema 2.1.37, solo falta verificar
que el cuerpo residual de K es finito. En efecto lo es, pues este es una extension finita del cuerpo
residual de Q), el cual vimos en el Ejemplo 2.1.32 que era finito.

Observacién 2.1.47. Sea K un cuerpo local. Este se clasifica en dos tipos distintos. A su véz
en el caso no arquimediano existen dos familias distintas segtin la caracteristica de K (ver la
Observacion 7.49 de [Mil08]):

» Arquimediano:
e R 0 C, en ambos la caracteristica es 0.
= No arquimediano:

* Extensiones finitas de Q, cuando la caracteristica es 0.

* Extensiones finitas de IF,((t)) cuando la caracteristica es p.

Definicién 2.1.48. Sea K un cuerpo con un valor absoluto |- | y cuerpo residual k con cardinal
finito 4. Decimos que | - | estd normalizado si

-1

@l =q"",

donde @ es un elemento uniformizante de K.
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Ejemplo 2.1.49. El cuerpo de los nimeros p-adicos tiene su valor absoluto |- |, normalizado,
pues un elemento uniformizador es p y se tiene que |p|, = p~!. En general, si K es una extensién
finita de Qp con el valor absoluto que extiende el de Q,, entonces es equivalente a un valor
absoluto normalizado. En efecto, como pOx = ¢, entonces

-1
p— = Iply = Iplk = @k,
con @ un generador de 9P. Con lo cual |@|x = p~1/¢. Debido a que n = ef, se tiene

—1/n 1/n

@l = (p)) =q 7,

donde g = p/ es el cardinal del cuerpo residual K, ya que este es una extensién de grado f sobre
el cuerpo residual Z/pZ de Q,.
2.1.7. Cuerpos globales

Un cuerpo global K es un cuerpo de ntimeros cuando char(K) = 0, o una extension finita
separable de IF,(t) para un g = p" cuando char(K) = p.

Lema 2.1.50. Sea x # 0 un elemento de un cuerpo global K. Entonces existen solamente finitas valuacio-
nes discretas no equivalentes | - | de K tal que

|x] > 1.
Demostracién. Ver el Lema de la Seccién 12 del Capitulo II de [CF67]. O

Observacién 2.1.51. Todos los valores absolutos de un cuerpo global K o son valores absolutos
discretos no arquimedianos con cuerpo residual finito, o sus completaciones son R o C por la
Seccién 12 del Capitulo II de [CF67]. Con lo cual tiene sentido hablar de valuaciones normaliza-
das (para el caso real y complejo definimos normalizado como en el Ejemplo 2.1.13).

Teorema 2.1.52 (Férmula del Producto). Sea x # 0 un elemento de un cuerpo global K. Sea |- |, la
familia de valuaciones normalizadas de K, recorriendo los lugares v de K. Entonces |x|, = 1 para todos
los v salvo finitos y ademds

[TIxlo=1.

4

Demostracion. Ver el Teorema de la Seccién 12 del Capitulo II de [CF67]. O

Teorema 2.1.53. Sea K un cuerpo de niimeros. Cada lugar de K tiene un representante y solo uno que
aparece en la siguiente lista:

(1) v =" con P un ideal primo no nulo de K.
(11) v = 0; donde 0; es una inmersion real de K.
() v = T donde T es una inmersion complejo de K.
Notar que 7; es equivalente a T;
Demostracién. Ver Capitulo II, seccién 11. de [CF67]. O

Si v es como en el item (i), es un lugar no arquimediano. Si v es como en el item (i7) o (iii),
es un lugar arquimediano.
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2.1.8. Grupo de descomposiciéon

Sea L/K una extensién de Galois finita sobre K un cuerpo global, con grupo de Galois G =
Gal(L/K).Siae Ly o e G,luego G actiia sobre L via evaluacion.

Se tiene que G acttia también sobre los lugares w de L via |a|yy = |0 'a|y. Como ¢ actda
sobre las sucesiones de Cauchy de w de tal manera que nos da una sucesiéon de Cauchy para
ow y reciprocamente, una sucesién de Cauchy para cw actuada por 0! nos da una sucesién de
Cauchy para w, se tiene que ¢ nos induce por continuidad un isomorfismo isométrico o, : Ly, —
Ly entre las completaciones de L respecto de los lugares w y cw. Si Oy = O, es el anillo de
valuacién de w, luego 0(Oy) = Ogyp. Ademas, si w | v con v lugar de K, se tiene también cw | v,
y en consecuencia 0y, es un Ky-isomorfismo. Por dltimo, oy 0 Ty = (07)w.

Definicién 2.1.54. Llamamos grupo de descomposiciéon de w al subgrupo G, de G definido
como:
Gy={ceG:ow=w}.

Notemos que Gy = {T€ G : Tow = ow} = 0 Gy o1, para todo ¢ € G. Con lo cual el con-
junto de clases de conjugacién del grupo de descomposicién de w solo dependen de v.

Proposicién 2.1.55. Valen las siguientes afirmaciones.
(1) Sean w | v, luego la extension Ly, /Ky es Galois y el morfismo
Gw — Gal(Ly /Ky)
o— 0y
es un isomorfismo de grupos.

(11) Siwy w' son dos lugares de L sobre v de K, existe o € G tal que cw = w'. En otras palabras, G
actiia transitivamente en los lugares que yacen sobre v.

Demostracion. Ver la Proposicién 1.2. en la pagina 163 de [CF67]. O

2.1.9. Automorfismo de Frobenius

Supongamos que w es un lugar no arquimediano discreto, que viene de un primo no ramifi-
cado de L sobre un lugar primo v de K (esto sucede para casi todo v y w, i.e. todos salvo finitos:
Corolario 3, Seccién Splitting of Primes in Extensions, Capitulo 3 de [MS77]). Por el primer item
de la Proposicion 2.1.55 se tiene que

Guw = Gal(Ly/Ky) = Gal(ly /ky), 2.1)

donde Iy, y ky son los cuerpos residuales de las completaciones Ly, y K, respectivamente, por
otro lado el segundo isomorfismo proviene de que como w es no ramificado sobre v entonces
la extensiéon Ly /K, es una extensién de cuerpos locales no ramificada. Como estos cuerpos
residuales son finitos, Gal(ly /ky) es un grupo ciclico finito, con un generador canénico,

Frob : x —> xV?,
donde Nv es el cardinal de k;. Luego de (2.1) existe un tinico elemento oy, € Gy, tal que
ow(a) = aN?  mod B

para todo a € Oy, el anillo de enteros de Ly, donde B, es el tinico ideal maximal de Oy. A este
automorfismo oy, lo llamamos automorfismo de Frobenius asociado al primo w. Por tltimo, se
sabe que este automorfismo depende solo de v salvo conjugacién, pues: o7y, = T~ 10y T.

2.2. Adeles e ideles

Definicién 2.2.1. Sea (X;);e; una familia de espacios topoldgicos, y sea (U;);e; una familia de
conjuntos abiertos U; < X;. El producto restringido

H(Xi’ U;) := { (xi)ier | x; € U; para casi todoie I}

iel
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es un espacio topoldgico con base de abiertos

B::{Hvi

iel

Vi < X es abierto Vie I y V; = U para casi todo i € | }

Donde para casi todo significa todo, salvo finitos.

Para cada i € I las proyecciones 7; : | [;c;(X;, U;) — X, (Xj)ie; — X; son continuas, pues si
W; es un abierto de X; entonces nfl(W,») es la unién de los conjuntos abiertos V = [[;c; V; € B
con V; =W,.

Observacion 2.2.2. (1) El producto restringido no cambia si modificamos finitos U;, i.e.

[ =T up),
i€l i€l

donde U/ = U; para casi todo i € I.

(1) Sea S < I un subconjunto finito. Definimos
XS = Hxi X Hui.
ieS i¢S
Este conjunto es abierto en el producto restringido pues es un abierto de la base. Mas atin,

la topologia subespacio de X y la topologia producto coinciden.

(mmx) Si la familia X; de espacios topoldgicos tienen ademds una estructura de grupo o anillo
topolégico, entonces el producto restringido tiene una estructura natural de grupo o ani-
llo, respectivamente. Mds autin, con dicha estructura es un grupo o un anillo topolégico
respectivamente.

(1v) Si los espacios X; son Hausdorff, entonces el producto restringido también lo es.

(v) Silos X; son espacios localmente compactos y los abiertos U; son compactos para casi todo
i € I entonces el producto restringido es localmente compacto, pues [ [;;(X;, U;) = [Jg Xs
con S c I recorriendo los subconjuntos finitos y los Xg son abiertos localmente compactos
porque S es finito y el producto cartesiano de compactos es compacto por Tychonoff.

Sea K un cuerpo global, vamos a tomar como indices al conjunto de lugares normalizados,
vamos a tomar como anillos topolégicos X, = K, las completaciones de K y como hay finitos
lugares arquimedianos, podemos tomar los abiertos U, = O, para las valuaciones discretas no
arquimedianas v. El producto restringido define:

Definicién 2.2.3. El anillo de adéles de K
Ak = {(x0) : xp € Ky YU y xy € Oy para casi todo v discreto no arquimiediano} < HK”'
[
Si ahora elegimos los grupos topolégicos X, = K. y los abiertos U, = Ok, para casi todo v,

con v valuacién discreta no arquimediana, define el producto restringido:

Definicién 2.2.4. El grupo de idéles de K

AF = {(x0) : xo € K} Yoy x, € O para casi todo v no arquimiediano} < n K.
v

Tenemos las inclusiones en las completaciones K < K; que inducen la inclusién diagonal

K — Ag

x— (x,x,x,...),

que estd bien definido ya que x € O, para casi todo v por el Lema 2.1.50. La imagen de K en Ag
se llama el subanillo de adéles principales. El cual es un cuerpo. También se tiene que |x| =1
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para todo x € K — Ak por el Teorema 2.1.52. Andlogamente tenemos la inclusién diagonal
K* — A* de los ideles principales.
Otra inclusién que existe es

ip: Ky — A
x—(1,...,1,x,1,1,...),

donde x aparece en la v-ésima coordenada. Andlogamente tenemos la inclusién i, : K — A*
en la v-ésima coordenada, que la denotamos de la misma forma.

Definicién 2.2.5. Definimos el valor absoluto adélico como
x| := H %00,
v

con x = (xy) € Ag.

Observar que estd bien definido porque el producto infinito de la derecha converge en R,
ademas el valor absoluto adélico es multiplicativo. Definimos al nticleo de este morfismo como
A}<, o sea, los elementos de Ak con valor absoluto igual a uno.

Ahora, vamos a llamar a Cx := A /K* el grupo de clases de idéles de Ky a C}, := Al /K>
el grupo de clases de ideles de norma 1 de K.

Proposicién 2.2.6. Valen las siguiente propiedades:
(1) Ay Ag son espacios topoldgicos localmente compactos y Hausdorff.
() Ky K* son subgrupos discretos en A y A*, respectivamente.
(1) Ak/K es compacto con la topologia cociente.
(v) Ck no es compacto con la topologia cociente.
(v) Ci si es compacto con la topologia cociente.

Demostracion. Que los adeles e ideles son espacios localmente compactos y Hausdorff se deduce
de la Observacién 2.2.2. Para el resto ver las Secciones 14 y 16 del Capitulo II de [CF67]. O

Teorema 2.2.7 (Teorema de aproximacién débil). Sean vy, ...,vN valuaciones de K no equivalentes.
Sea Ky, la completacién de K con respecto a la topologia inducida por la norma |- |y, Luego la imagen

diagonal de K en [ .| Ky, es densa.

Demostracion. Ver el Lema de la Seccién 6 del Capitulo II de [CF67] y usar que K es denso en
cada K;. O

2.2.1. Lanorma de ideles
Sea A} el grupo de ideles, se suryecta al grupo Jx de ideales fraccionarios de Ok via
¢ AE — Jk
ar— H‘Bwﬁ (”),

con vy la valuacion P-adica de la componente a, € K de a = (a,) € Af en el lugar no arqui-
mediano v correspondiente al valor absoluto | - |z. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo
de sucesiones exactas:

1 KX A Cx 1
oo o]
1 Py Jx Clg 1

donde Pk es el subgrupo de ideales principales de Jx y Clg := Jx/ Pk es el grupo de clases de
ideales.
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Definici6n 2.2.8. Sea L/K una extension finita separable. La norma de ideles Ny /¢ : A — Af
se define como Ny /x(by) = (4,), donde cada

ay = H NLw/Kv(bw)

w|v

es un producto sobre todos los lugares w de L que extiendenaven K,y Ny /k, : Ly — Ky es
la norma de extensiones de cuerpos que corresponde a la extensién finita separable de cuerpos
locales L,/ Ky.

Ademas se tiene que la norma de ideles Ny, coincide con la norma de extensiones de
cuerpos (que vamos a notarlo igual) Ny, : L* — K* en el subgrupo de ideles principales
L* — A[. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

L* Af I
lNL/K J,NL/K lNL/K
K> A; Jx

donde notamos como Ny /g : [ — Jx a la norma de ideales, que también es compatible con
Np/k : L* — K*. Se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.9. Si b € L, entonces Nk ((b)) = (Np/k(b)), i.e. la parte derecha del diagrama
conmuta.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion norma de idéles. O

Observacién 2.2.10. = Volviendo al anterior diagrama conmutativo, la imagen de L* bajo la
composicién de ambas flechas en la primera fila es precisamente el grupo P; de ideales
principales en J;, andlogamente para la imagen de K* en Pg. Cocientando por P en J y
Px en Jx, las flechas inducen morfismos que seguiremos llamando N,k y que satisfacen
el siguiente diagrama conmutativo

CL E— CZL

J/NL/K J{NL/K

CK — ClK.
» Sea w | v con w un lugar de L y v un lugar de K entonces el siguiente diagrama conmuta

Npy/k
X w/ Ry X
Lw K'U

j”” j‘”

Np/x
A 5 ax

2.3. Grupos localmente profinitos

Definicién 2.3.1. Un grupo profinito es un grupo G que es el limite inverso de una familia de
grupos finitos y discretos.

Proposicién 2.3.2. Sea G un grupo topoldgico. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) G es un grupo profinito.
(1) G es Hausdorff, compacto con una base de entornos de 1 formada por subgrupos abiertos normales.
(1) G es Hausdorff, compacto y totalmente disconexo.

Demostracion. Ver la Proposicion 2.8. de [Kar89]. O
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Ejemplo 2.3.3. Sea G = Gal(L/K) el grupo de Galois de una extensién de cuerpos algebraica
normal L/K, equipada con la topologia de Krull. Con esta topologia Gal(L/K) es un grupo
profinito, pues G = lim, Gal(L/K), donde el limite inverso recorre todas las subextensiones de
Galois finitas de L sobre K.

Dado un cuerpo K, nos interesa el caso particular del grupo de Galois absoluto Gx :=
Gal(K*? /K) de K. Donde K*7 es la clausura separable de K.

Definicién 2.3.4. Un grupo localmente profinito es un grupo topolégico Hausdorff G, tal que
todo entorno abierto de la identidad contiene un subgrupo abierto y compacto de G.

Proposicién 2.3.5. Sea G un grupo topolégico. Son equivalentes:

(1) G es localmente profinito.

(1) G es Hausdorff, localmente compacto y totalmente disconexo.
Demostracion. Ver el Capitulo V de [CF67]. O
Corolario 2.3.6. Los grupos localmente profinitos compactos son profinitos.

Varios ejemplos de grupos localmente profinitos son: los grupos discretos, los subgrupos
cerrados de grupos localmente profinitos, el cociente por un subgrupo normal cerrado en un
grupo localmente profinito. Nosotros vamos a trabajar con K un cuerpo local no arquimediano,
el cual es un grupo localmente profinito pues es Hausdorff y la familia {§3"},cz forma una base
de abiertos compactos de O (al ser abiertos y cerrados se tiene que K es también totalmente
disconexo). Més aiun, M, (K) y GL,(K) son grupos también localmente profinitos para todo
n > 1, ya que de la misma manera que antes, son Hausdorff y tienen una base de abiertos
compactos del neutro: {M,(P")},ez en el primero caso y {1 + @"M,,(Ok)},>0 en el segundo. En
contraste, los grupos K, M, (K), GL,(K) con K cuerpo local arquimediano, i.e. K = C o R, no
son localmente profinitos pues no son totalmente disconexos.

Definicién 2.3.7. Un grupo p-profinito G es un grupo profinito que es el limite inverso de p-
grupos finitos. En este caso decimos que G tiene pro-orden p.

Ejemplo 2.3.8. = Los enteros p-ddicos Z, = lim Z/p"Z.

» Cualquier p-grupo finito, pues se pueden ver como un limite inverso constante.

Proposicién 2.3.9. Sea ¢ : G — C* un morfismo de grupos, con G localmente profinito. Son equiva-
lentes:

(1) ¥ es continua.
(1) Ker ¢ es abierto.

Mis atin, si  satisface alguna de estas condiciones y si G es la unién de subgrupos compactos, entonces
la imagen de 1 estd contenida en el circulo unitario S'.

Demostracién. La equivalencia es un caso particular de la Proposiciéon 2.5.4 con n = 1.

Luego probemos la segunda afirmacién. Para eso, basta ver que la imagen de cualquier
subgrupo compacto K de G estd contenido en S'. En efecto, consideremos la restriccién de ¢ a
K. Como el nticleo es abierto en K, tiene indice finito porque K es compacto, luego cocientando se
tiene que la imagen de la restriccién es un subgrupo finito de C* y en particular estd contenido
en Sl O

Definicién 2.3.10. Vamos a llamar caracter de un grupo localmente profinito G a un morfismo
continuo de grupos i : G — C*. Cuando la imagen esté contenida en el circulo unitario, se va
a llamar caracter unitario de G.”

La Proposicion anterior nos dice que los caracteres de G = M, (K) con K un cuerpo local-
mente profinito es unitario. En contraste, esto no pasa para G = GL,(K), pues |det(-)| no es un
caracter unitario.

5En la literatura también aparece el término cuasicaracter, el cual se refiere a un caracter no necesariamente unitario.
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Definicién 2.3.11. Los caracteres de (K, +) van a formar un grupo via la multiplicacién, lo vamos
a denotar como K.

Si ¢ € K es no trivial, es decir, ¢ # 1, existe un minimo entero d € Z tal que &Bd c Kery. A
este d lo llamamos el nivel de .

Notar que si fijamos d el conjunto de caracteres de K de nivel < d forman un subgrupo de K,
tal que l[)’md =1

El grupo K es un grupo topoldgico con la topologia subespacio del conjunto de funciones
continuas entre K y el circulo unitario C(K,S') con la topologia compacto-abierta. Como K es

un grupo topoldgico localmente compacto, Hausdorff y abeliano se tiene que K es localmente
compacto.

Teorema 2.3.12 (Teorema de la Funcién Abierta para grupos topologicos localmente compactos).
Sea ¢ : G — H un morfismo sobreyectivo de grupos topoldgicos localmente compactos y Hausdorff.

Entonces ¢ es abierto si G es o-compacto®.

Demostracion. Vel el Teorema 6.19 de [Str06]. O

Proposicién 2.3.13 (Dualidad aditiva). Sean ¢ € K y ¢ # 1 con nivel d. Valen las siguientes afirma-
ciones:

(1) Sea a € K. El morfismo a - : x —> p(ax) es un caracter de K. Si a # 0, el caracter a - tiene
nivel d — ords (a).

(1) El morfismo a — a - es un isomorfismo topologico de grupos K = K.

Demostracion. El morfismo a — a -1 es continuo ya que la preimagen de un abierto subbésico de
la topologia compacto-abierta es abierto, estos son los abiertos V (U, W) = { x | x(U) € W} con
U compacto y W abierto. Ademads, si probamos que es un isomorfismo de grupos, se tiene que
es una funcion abierta por el Teorema de la Funcién Abierta para grupos topolégicos localmente
compactos, y por lo tanto es un homeomorfismo.

Para el resto de la demostracion ver la proposicién de la Seccion 1.7, Capitulo 1 de [BH06]. [

Por otro lado, sea x un caracter de K*. Por la Proposicién 2.3.9 Ker x es abierto y por lo tanto
contiene a Uy para algtin m > 0.

Definicién 2.3.14. Sea ) un caracter no trivial de K*. El nivel de x se define como el menor
m > 0 tal que x es trivial en U" .

Sean enteros 1 < n < m < 2n. La Proposicién 2.1.24 dice que tenemos un isomorfismo
U, /Uy, = P" /P dado por u — u — 1. Observemos que este isomorfismo nos induce un

isomorfismo l;l\mm ~ P /P
Dado ¢ € K no trivial connivel d, y 1 <n+d <m+d < 2(n+d), la funciéon

Ya(x) = p(a(x = 1))

define un caracter de U,,, 4/ U,, 4 bien definido si a € P,

Proposicién 2.3.15. Sea i € K no trivial de nivel d. Sean 1 < n+d < m +d < 2(n + d). Entonces el
morfismo a — P, induce un isomorfismo

PP — Upra/Upsa-
Demostracién. Por lo discutido anteriormente se tiene que
P — Upya/Unta
a+— llja

es morfismo. Ademads claramente el nticleo es P~". Finalmente es sobreyectivo pues la imagen
de a — a -1 son los caracteres de nivel m 4 d. O

El caso que nos va a interesar es cuando d = 1. En particular 7 y m cumplen las desigualdades
Osns<sm<2n+1

%Un grupo topolégico se dice o-compacto si se puede escribir como la unién de a lo sumo numerables compactos.
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2.4. L-funcién y constante local para caracteres de GL;(K)

Dado un cuerpo local no arquimediano K con cuerpo residual de orden g, vamos a asociarle
a un caracter de K* = GL1(K), vamos a asociarle una L-funcién y constante local. La primera va a
ser una funcién de la forma f(g=*)~! con f un polinomio complejo no nulo de grado a lo sumo
2. La segunda va a ser una funcién de la forma cq~™*, para una constante ¢ no nula y un entero
m.

Fijemos ¢ € K, ¢ # 1, y 4 una medida de Haar en K. Para ® € C° (K), definimos la transfor-
mada de Fourier de ® respecto de y y i como

B = | Y)ny), xek

El integrando es localmente constante, luego la integral se reduce a una suma finita.

Proposicién 2.4.1. Valen las siguientes afirmaciones.
(1) Para ® € CF(K), la funcion P e CP(K).
(11) Existe un niimero real positivo ¢ = c(y, u) tal que
D(x) = c®P(—x), ®eCF(K), xeK.

(111) Dados ¢, existe una tinica medida de Haar py tal que c(ip,py) = 1. Esta medida satisface
puy(Ox) = q'/2, donde 1 es el nivel de y.

(1v) Para a € K*, se tiene que plg.p = |a|% P

Demostracién. Sea I el nivel de ¢, y tomemos ®; la funcién caracteristica de /. Para todo a € K,
el caracter a - l/J|q3]- es trivial si y solo si a € '™/, Entonces el soporte de &Dj es P’/ (ya que si ¢

es un caracter de K con nivel [ > 1 entonces Sy @(v)du(y) = 0), luego
®j(x) = p(Ok)g 7, ¥xeP .

O sea que CTDJ« = (u(Ok)q™/)®,_;. Esto prueba (i) para ® una funcién caracteristica en P/. Luego
veamos (ii) para ® en el mismo caso. Nos va a quedar ¢ = u(Ox)%q~", ya que

~

®;(x) = p(OK)g 1P, y B = p(Ok)g ;.

Sea ® € CX(K),a e K, yseaV¥ la funcién x — ®(x — a). se tiene que
() = | @y -9ty = a- p(x)d()

Como a - ¢ es localmente constante, siempre vamos a tener que ¥ e CF(K) cuando ® también
esté en CF(K). Consideremos ahora & = ;. Volviendo a tomar la transformada de Fourier
conseguimos

(x) = D(x +a).

—E))

En particular,

F(x) = c®(—x —a) = c¥(—x),
con ¢ = u(Ok)?q~". Como las funciones x — ®;(x —a), ae K, jeZ generan a C*(K) como
espacio vectorial, debe ser que valen los items (i) y (ii) en general, ademds podemos tomar
¢ = u(Ox)?q~! siempre.
Observemos que para b > 0, se tiene que c(y, bu) = b?c(y, u), con lo cual si buscamos una
medida de Haar 7 tal que ¢(¢, %) = 1 para que valga (iii) la tinica manera es que # sea igual a

1/2
buconb = F‘?TK)’ ya que las medidas de Haar son tinicas salvo un multiplo positivo.

El dltimo item se deduce de (iii), tenemos que 4. = hjiy para algtn h > 0, por la unicidad

de la medida de Haar. Luego como el nivel del caracter a - ¢ es | — ords(a) (ver Proposicién
— ordep (a)
2.3.13) se tiene que h = qfn = |a\% O
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Definicién 2.4.2. A esta medida py la llamamos la medida de Haar autodual de K, relativa a .

Es conveniente esta medida porque nos proporciona de la férmula de inversién de Fourier

~

P(x) = P(—x), ®eCP(K), xeK. 2.2)

Sea p* una medida de Haar de K*. Tomemos x un caracter de K* y ® € C(K). Param € Z
denotamos por ¢, a la funcién caracteristica de ™ \mmH. Definimos @, := ¢, $ perteneciente
aCP(K*) c CP(K).Y es idénticamente cero para m « 0. Luego tiene sentido tomar

Zm = zm (P, x) = J P(x)x(x)du*(x), meZ,
;’Bm\mm#—l

y definir la serie formal de Laurent Z(®, x, X) € C((X)) como

Z(®,x,X) = ), znX".

meZ.

Introducimos la siguiente funcién

S, x8) = Z(®x,q7°)-
Se tiene que

L(@,79) = [ @) ol (v,

Esta igualdad la interpretamos de la siguiente manera: se puede ver que la integral converge
absolutamente y uniformemente sobre franjas verticales para algin semiplano R(s) > so. Alli
representa una funcién racional en 4°, en particular tiene continuacién analitica a una funcién
meromorfa en todo el plano complejo.

Sea ¢ € K no trivial, a partir de ahora consideraremos la transformada de Fourier respecto

deyydep=py.
Teorema 2.4.3. Sea x un caracter de K*. Existe una tinica funcién racional c(x, ¢, X) € C(X) tal que
1

Z(®D, %,
qX

) =c(x. ¥, X)Z(®, x, X),

para todos los ® € CF°(K).

Demostracion. Consideremos el espacio A de funciones lineales A : C°(K) — C(X) que satisfa-
cen la ecuacién
AMa-®) = x(a) XD\ (D), PeCP(K), acK”. (2.3)

Este espacio tiene una estructura obvia de C(X)-espacio vectorial. Este espacio contiene la trans-
formacién lineal
S:®— Z(®,x,X),

la cual es no nula. Para ® € C(K) y a € K* tenemos que

ad = |a] a .
Se sigue que la transformacién lineal
o ~ .1
S:®+— Z(D,x, -X)
q
también cae en A. El teorema se concluye usando el Lema de la Seccién 23.3 del Capitulo 6 de
[BHO6] que afirma que A tiene dimensién uno sobre C(X). O
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Esta funcién racional ¢(x, ¢, X) define

Y8 9) =cx, ¥, q°)-

Sea x un caracter de K*. Sea @ un elemento uniformizante de Ok. Definimos la L-funcién
de x como la funcién meromorfa

1—x(@)g~%)~! si x es no ramificado,
LWS%:{( X(@)g7)7" six

1 en otro caso.

Cuando x es ramificado esto no nos dice nada, sin embargo, cuando x es no ramificado la
L-funcién nos determina completamente a :

Proposicién 2.4.4. Sean x1, x» dos caracteres no ramificados de K*. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) Las funciones L(x1,s), L(x2,s) tienen un polo en comiin.
(11) Las funciones L(x1,5), L(x2,s) tienen el mismo conjunto de polos.
(1) x1 = xo.

Definimos la constante local de x

e(xs ) :=r(x SAP)L(LX(?E'?S), (24)

es una funcion racional.

Proposicién 2.4.5. La constante local €(x, s, ) satisface la Ecuacién funcional

e(x s ple(X,1—s,9) = x(-1). (2.5)
Ademds,
e(rs ) = "W Ee( 5, 9),
para algiin n(x, ¢) € Z.

Demostracién. La ecuacién funcional en el Teorema 2.4.3 equivale a que

g(é\),)f,l - S) = V(erl UJ)C((D/?OS)- (2.6)

Aplicandolo dos veces, obtenemos

5D, x8) = 1(X 1= 9)1 (X5 9)5(P, X, 9)-
La férmula de inversién de Fourier (2.2) nos dice que ¢ (&D, X,s) = x(=1)(P, x,s), por lo tanto

YX, 0, 1=s)v(x,s,9) = e(X, ¥, 1 —s)e(x,s,¢) = x(—1),

luego la primera ecuacién del enunciado se cumple.
Reescribiendo la Ecuacién (2.6) obtenemos

{(P,X,1-53) (@, x,5)
L(k/rl_s) L(st> ’

donde las fracciones de ambos lados estan en C[g°,q~°]. Luego elegimos @ tal que {(P, x,s) =
L(x,s). Entonces €(x,s, ¥),e(X, ¢,1 —s) € C[q°,g—°]. La primera ecuacién funcional del enuncia-
do que acabamos de probar implica que €(;, s, ) es un elemento inversible del anillo C[g°, g7°],
con lo cual es igual a ag™ para algin a € C* y m € Z. Finalmente llevamos esto a la forma
deseada, lo que prueba la segunda ecuacién del enunciado. O

=e(xs )
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El siguiente lema nos dice que para conocer la constante local podemos asumir que ¢ tiene
nivel 1.

Lema 2.4.6. Sea a € K>, entonces

_1
e(x.s,a-9) = x(a) a2 (x5, 9)-
Es esencial conocer los posibles valores de €(;, s, ). Tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.4.7. Sea ) no ramificado y ¢ de nivel 1. Entonces

(s ) =g 2x(@)

Demostracion. Sea py la medida de Haar autodual de 4. Satisface

JOK dpy(x) = q2.

Tomemos una medida de Haar duy* en K* tal que

Nl—=

dp*(x) = 1.
Uk

Sea @ la funcién caracteristica en Ok, con lo cual {(®, x,s) = L(x,s)-
En efecto, {(®, x,s) = Z(P, x, 9~ °) y ademas por definicién

2@, xX)= Y ( - ¢(X)x(x)du*(X)> X",

meZ.

Notemos que cada coeficiente z,, que acompafia a X" se puede simplificar a

Zm = j x(x)du*(x) m=0,
mm\q3m+l

y zm = 0 cuando m < 0, pues P es la funcién caracteristica de Ug. Ademds,

x(¥)dp* (x) = x(@™) j x(0)du* (),

LB'” \pmt Uk

haciendo un cambio de variable y notando que P \ P! = @™ Uk.

Nos queda
Z(®, x, X) = (f x(x)dp*( )

m>0

donde la integral es igual a u*(Ug) = 1 cuando ) es no ramificado y vale 0 en otro caso. O sea,

1—x(@)X)~! six es no ramificado,
Z(® 20 X) = {(() R si no

Eso es, I(®, x,s) = L(x5)-
Por otro lado, ®(x) = g1/2®(@~'x), con lo cual

C(@/X_1,S)=ql/2 @@ x)x(x)7 2 dp (x)

—qu j ® () ()~ [xff dp* (x)
1/2 SC(qDX 1,S
=q“2 SLix,s).

Nos queda entonces que

CTD, “11— s—1 _
e(x,s,¢) = g(L(XX_ll_S)S) =q 2x(@)" "
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Definicién 2.4.8. Sea x un caracter no ramificado de K* de nivel n > 0 y sea ¢ € K de nivel 1.
Sea « € K tal que vg(«) = —n. Definimos la suma de Gauss de yx respecto de ¥:

)= ), Klax)y(ax).

xely /Upt?

Notar que la sumatoria esta bien definida, pues x no depende del representante de la coclase
ni del elemento a con vg(a) = —n.

Teorema 2.4.9. Supongamos que x es no ramificado y tiene nivel n = 0. Sea ¢ € K de nivel 1. Entonces
1
e(us ) =q"2" T (x,p) /g2,
para todo « € K* tal que vg(x) = —n.

Demostracion. Sea @ la funcidn caracteristica de UI’}H, conlo cual (P, x,s) = u* (U}é“). Se tiene
que la transformada de Fourier @ tiene soporte " y que

S(y) = 2" p(y), yep .

Entonces
2(@,x7Y9) —qf‘"‘lf ) W)x )yl d*(y)
P\{0}
_qj—n—l 2 Zmq ms,
m=—n
donde

e I () )
PP

Sabemos por el Teorema 2.4.5 que (9P, )(’1,5) debe reducirse a un monomio en g4°, entonces
solamente uno de los coeficientes z;; es no nulo. El primero es

zon = | plaw)x ™ (au)d*(u),
Uk

para cualquier « € K* con vg(w) = —n. El integrando es constante sobre los cosets de LII’ZH,
luego se tiene que la integral se reduce a

ulP(M)x*l(M)d*(u)=#*(U1’1“) > xlen)pax).

xely /Ut

Finalmente probemos la siguiente afirmacion: los coeficientes z,, con m > —n son todos cero.
Para esto, tomemos f € K tal que vk (B) = m > —n y consideremos

2= | p(Box (B0 ).
Uk
Tomando w € Uy tenemos que
PP (B 1 ) = | (P u) 1 ).
Uk Uk

Escribiendo w = 1+ y, el primer factor se reduce a y(Bu)y(Buy) = p(Bu), pues Puy € P
B < Ker 1. Entonces

y p(Bu)x (Bu)~Hd* (u) = x(w) ™! y p(Bu)x (Bu) ™ d* (u).

Si elegimos w tal que x(w) # 1 podemos concluir que z,, = 0. Esto prueba la afirmacién y
concluye la demostracién del teorema. O
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Proposicién 2.4.10. Supongamos que x tiene nivel n = 1. Sea c € K tal que

x(1+7) = plex), xep/At,

Entonces

T(x, ) = ql"t)/2 D X(cy)p(ey).

yeul[<(n+1)/2] / ul[<n/2]+1

Demostracion. En la Sumatoria que define a 7(), ) escribimos x = y(1 +z) cony € Uk / LII[é1 /241

y z e R/2+1 /341 Tenemos que

X(ey(1+2))¢(ey(1+2)) = X(cy)p(cy)p(c(y — 1)2).

Sumando obtenemos:

T(n ) = 2. X(ey)pley) Y ¢(cly —1)2).
y z

La funcién z — (c(y —1)z) es un caracter de PI*/A+1 / P+ pues c(y—1) € P~". Es el caracter

u1[<(n+1)/2]

trivial siy solosiy =1 médd P2 o sea, si ysolosiye . Con lo cual la sumatoria

de adentro se anula salvo cuando y € UI[<("+1)/ 2], en cuyo caso toma el valor (plr/2+1 ety —
gl t1)/2], O

2.5. Representaciones suaves de grupos localmente profinitos

Definicién 2.5.1. Una representacién de un grupo G en un espacio vectorial V sobre un cuerpo
F es un morfismo de grupos p : G —> Autp(V). La denotaremos como un par (p, V).
Un morfismo entre representaciones (p, V) y (¢, W), es una transformacién F-lineal f entre

Vy W tal que
fop=0of.

Vamos a denotar al conjunto de morfismos de representaciones entre (p, V) y (¢, W) como
Homg((p, V), (¢, W)) o simplemente Homg(V, W) cuando esté claro quienes son las represen-
taciones de V'y W.

Definicién 2.5.2. Decimos que una representacién (71, V) es suave si para todo v € V existe un
subgrupo abierto compacto K de G tal que 7t(x)v = v para todo x € K.

Vamos a denotar como VX al subespacio de vectores v € V fijos por 7(x) para todo x € K, y
Gy al subgrupo de G de elementos que dejan fijoave V.

Proposicién 2.5.3. Sea (71, V') una representacion. Las siguientes definiciones son equivalentes:
(1) La representacion es suave.

(11) Para todo v € V, el estabilizador de v es abierto en G.

(1) Se tiene que V = | Jx VX, recorriendo los subgrupos abiertos compactos de G.

(1v) La accion

GxV—5YV
(g0)—g-v
es continua, pensando a V' con la topologia discreta.

Demostracion. » (i) < (ii) Que (i) implica (ii) es inmediato. Reciprocamente, dado v € V, el
estabilizador de v es un subgrupo abierto, luego contiene un subgrupo abierto compacto
porque G es un grupo localmente profinito.

» (i) < (iii) Es inmediato.
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» (ii) < (iv) Veamos primero la implicacién (ii) = (iv). Sea w € V, tenemos que ver que
la preimagen de w via G x V — V es abierta, pero este conjunto se puede escribir como
unién de conjuntos abiertos:

{(gv) g v=w}=|]8GCe1,x (g w}.
geG

Reciprocamente, como el conjunto G x {v} es abierto para todo v € V, luego también lo es
el estabilizador de v, pues este se puede escribir como

m (G x {v} N mult_l({v})) ,

donde 717 es la proyecciéon del producto cartesiano a la primera coordenada y mult es la
accibn Gx V — V.
O

En general, si F es un cuerpo topolégico y V es un F-espacio vectorial de dimensién finita
n, entonces se puede definir una topologia en Autp(V). Solamente hay que fijar una base de V
e identificar a Autp(V) con GL,(F) y transferir la topologia de este ultimo. Es fécil ver que la
topologia no depende de la base de V elegida. La topologia de GL,(F) < F"*" es la subespacio
y F"*" posee la topologia producto.

Proposicién 2.5.4. Si V tiene ademds dimension finita entonces tenemos que las definiciones anteriores
equivalen a

(v) El morfismo p : G —> Autp(V) es continuo con la topologia discreta de F.

(v) El niicleo de p es abierto.

Ademds, si F = C, o sea si V es un C-espacio vectorial, entonces las definiciones anteriores son también
equivalentes a

(v1) El morfismo p : G —> Autc (V) es continuo.

Demostracion. = (v) < (vi) Por un lado si p es continuo con la topologia de F discreta en-
tonces Kerp = p~!({1}) es abierto. Por otro lado si el nticleo de p es abierto entonces la
preimagen de cualquier conjunto es abierta pues se puede escribir como unién de trasla-
dados de Ker p.

» (ii) < (v) Vamos a probar que (ii) < (vi). Si el nucleo es abierto, en particular el estabi-
lizador de cualquier vector v € V es abierto, pues contiene al nticleo que es un subgrupo
abierto. Reciprocamente, si todos los estabilizadores son abiertos, entonces intersecando
los estabilizadores de finitos vectores de V' que conformen una base obtenemos un subgru-
po abierto de G, que estd contenido en el nicleo, luego el ntcleo también es un subgrupo
abierto de G.

» (v) < (vii) Ver que (v) implica (vii) es sencillo. Para ver la vuelta, basta probar que (vii)
implica (vi) pues ya vimos que esto implica (v). En efecto, Autc(V) =~ GL,(C) es un
grupo de Lie complejo y por ende no tiene subgrupos pequefios (ver el Lema 3.1.1), i.e.
existe un abierto 1 € U < Autc(V) que no contiene subgrupos no triviales. Tenemos que
1 e p~1(U) es abierta, luego contiene un subgrupo abierto H, veamos que H = Ker(p), y
en consecuencia el nucleo serd abierto. En efecto, p(H) < U es un subgrupo de U, entonces
debe ser que p(H) = {1}.

O

En el Ejemplo 3.6.2 falla la proposicién anterior cuando F = Q.

Definicién 2.5.5. Una representacién suave (77, V) se dice admisible si el espacio VK es de
dimension finita, para todo subgrupo abierto compacto K de G.

Sea (71,V) una representacion suave de G, luego todo subespacio G-estable nos provee de
otra representacién suave de G. De la misma manera, si U es un G-subespacio de V, nos induce
una representacion suave V /U que se define de manera natural en el cociente.
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Definicién 2.5.6. Decimos que (77, V) es irreducible si V # 0 y V no tiene subespacios G-estables
Utalque 0 # U # V.

Para dos representaciones suaves (77;, V;) de G, definimos Homg (771, 712) como el espacio de
F-transformaciones lineales f : V| — V, que conmutan con la accién de G:

fO7T1:7T20f.

Con estas definiciones, la clase representaciones suaves de G forman una categoria abeliana
Rep(G).
Decimos que dos representaciones suaves (77, V;),

i =1,2 de G son isomorfas o equivalen-
tes, si existe un F-isomorfismo lineal f € Homg (71, 712).

Ejemplo 2.5.7. Un caracter x de G (ver 2.3.10) se puede mirar como una representacién x : G —
C* = Aut¢(C). La representacion (x,C) es suave. Ademds, una representaciéon de dimension 1
de G es suave si y solo si es equivalente a una representacién definida por un caracter de G.

Lema 2.5.8. Sea G un grupo compacto, y sea (71, V') una representacion suave. Entonces para todo v € V
existe un G-subespacio W, de dimension finita que lo contiene. Mds atin, existe un subgrupo normal
abierto compacto K de G tal que Wy, es una representacion del grupo finito discreto G /K.

Demostracion. Sea v € V, por suavidad existe un subgrupo abierto compacto K < G tal que
v € VK. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que K es normal, pues podemos cambiar
K por ﬂgec /K ¢Kg~!. Notar que la interseccién es finita porque G es compacto y K es abierto,
entonces tiene finitas coclases, con lo cual la interseccion es abierta. Mds atin, la interseccién es
un subgrupo normal compacto de G.

Consideremos el subespacio vectorial W, generado por el conjunto finito {p(g)v | g € K\G},
este subespacio contiene a v, mds atin, es G-invariante.

Notar que K actta trivialmente sobre Wy, pues si p(g)v es uno de los finitos generadores,
entonces

p(k)p(g)v = p(g)p(g 'kg)v = p(g)v, VkeK.

Con lo cual cocientando por K la accién induce una representacién del grupo discreto G/K en
Wy. O

Proposicién 2.5.9. Sea G un grupo compacto, y sea (7t, V) una representacion suave irreducible de G.
Entonces V es un espacio de dimension finita.

Demostracion. Sea v € V \ {0}, por el lema anterior existe un G-subespacio de dimension finita
W, que contiene a v. Como v # 0, el subespacio W;, es no trivial, luego por irreducibilidad debe
ser todo el espacio V. O

Definicién 2.5.10. Sea (77, V) una representacién suave de un grupo profinito G. Diremos que
W < V es un G-subespacio si es un subespacio vectorial de V' que también es G-invariante.

Si Uy W son dos G-subespacios de V tales que V = U@ W, diremos que W es un G-
complemento de U en V.

Proposicién 2.5.11. Sea G un grupo arbitrario, y (71, V) de G sobre un cuerpo K. Son equivalentes:
(1) V es suma de sus G-subespacios irreducibles.
(11) V es suma directa de una familia de G-subespacios irreducibles.

(1) Todo G-subespacio de V tiene un G-complemento en V.

Demostracion. La demostracion de (i) = (ii) = (iii) es una aplicacién del lema de Zorn (para
ver una demostracion completa se puede consultar la Proposicién 2.2. del libro [BHO6]). Veamos
solamente (iii) = (i). Sea Vj la suma de todos los G-subespacios irreducibles de V, supongamos
que V no se escribe como suma de G-subespacios irreducibles, luego por hipétesis se puede
escribir V = Vo @ W, para algtin G-subespacio W de V no trivial. Por definicién, W no contiene
ningdin G-subespacio irreducible. Sin embargo, existe un G-subespacio W; de W que es finita-
mente G-generado, simplemente tomamos el G espacio generado por un vector no nulo. Por el
lema de Zorn, W; tiene un G-subespacio propio Wy maximal, luego W; /W) es una represen-
tacién irreducible. Nuevamente por hipétesis, podemos escribir V. = Vo @ Wy @ U, con U un
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G-complemento de Vy @ Wy, y tenemos la G-proyeccién V — U. La imagen de Wy en U es un
G-subespacio irreducible de U, pues la proyeccién induce un isomorfismo con Wy /Wy. Luego
W1 es un G-subespacio irreducible de V contenido en W, lo cual es absurdo. O

Definicién 2.5.12. Decimos que (77, V) es una representaciéon G-semisimple si satisface alguna
de las tres condiciones equivalentes de la anterior proposicion.

A diferencia del caso profinito, un grupo G localmente profinito en general puede tener
representaciones no semisimples. Sin embargo, si restringimos la representacion a cualquier
subgrupo abierto compacto K de G, la representaciéon va a seguir siendo suave, y ademads va a
ser semisimple, pues vamos a tener una representacion de un grupo profinito:

Proposiciéon 2.5.13. Sea G un grupo profinito. Sea (71, V) una representacion suave de G sobre un
F-espacio vectorial con F algebraicamente cerrado y char(F) = 0. Entonces (71, V) es semisimple.

Demostracién. Por la Proposicién 2.5.11 basta probar que V es suma de G-subespacios irreduci-
bles, con lo cual basta probar que para cualquier v € V arbitrario, existe un G-subespacio que
sea suma de irreducibles, conteniendo a v.

En efecto, por el Lema 2.5.8 existe un G-subespacio de dimensién finita W, que contiene a
v, més aun, existe un subgrupo normal abierto compacto K < G tal que W, es una represen-
tacién del grupo finito G/K. Por el Corolario 1.6. de [FH13] W, es suma de representaciones
irreducibles. O

A partir de ahora, cada vez que usemos esta proposicién que habla de semisimplicidad,
vamos a estar asumiendo que F cumple las hipétesis del enunciado anterior.

Definicién 2.5.14. Sea G localmente profinito y K subgrupo abierto compacto. Denotamos como

K al conjunto de clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles de K. Si p € K
y (71, V) es una representacion suave de G, definimos la componente p-isotipica V¥ de V a la
suma directa de todas los K-subespacios irreducibles de V equivalentes a p.

Notar que en particular, VK es la componente 1g-isotipica de V, donde 1 es la representacién
trivial de K.

Proposicion 2.5.15. Sea (71, V) una representacién suave de G y K un subgrupo abierto compacto.
Entonces

(1) V es la suma directa de sus componentes K-isotipicas:

V=>QVr.

pek

(11) Sea (o, W) otra representacion suave de G. Sea p € K, entonces todo morfismo de G-representaciones
f 'V — W es compatible con las componentes p-isotipicas:

fVE) e WPy WP f(V) = f(VP).

Demostracion. El primer item es una consecuencia inmediata de la Proposicién 2.5.13. La segunda
parte sale de que si restringimos a f en las componentes K-irreducibles entonces f es trivial o
un isomorfismo de K-representaciones, con lo cual cada sumando de V¥ es trivial o cae en un
sumando de WF. Para ver que WP n f(V) = f(VF), solo se necesita probar una inclusién porque
la otra es inmediata de que f(VP) < WF. Si w € WP ~ f(V) entonces existe v € V tal que
w = f(v), ademés v € V¥, de lo contrario, w perteneceria a una componente isotipica distinta
porque la imagen de las componentes isotipicas caen en la misma componente. O

Corolario 2.5.16. Sean a y 3 dos morfismos de G-representaciones suaves, entonces la sucesion

u—,v_*.w

es exacta si y solo si
uk =, vk P K

es exacta para todo subgrupo abierto compacto K de G.
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Demostracion. La implicacién se deduce del item (ii) de la proposicién anterior. La vuelta se
deduce de que para un v € V arbitrario existe un subgrupo abierto compacto K < G tal que
v e VK, por suavidad. O

Definicién 2.5.17. Sea H un subgrupo de G, definimos como V (H) al subespacio lineal generado
por
{v—n(h)v|veV,heH}.

En particular, V(H) es un H-subespacio de V.

Corolario 2.5.18. Sea G un grupo localmente profinito y (71, V) una representacion suave. Sea K un
subgrupo abierto compacto de G. Luego
VKy= @ v, Vv=vKeV(K),
pek,
p#1k

y V(K) es el tinico K-complemento de VK en V.

2.5.1. Los vectores suaves de una representacion

Sea (71, V) una representacion abstracta (i.e. no necesariamente suave) de G. Definimos
ve = vk
K

con K recorriendo todos los subgrupos abiertos compactos de G. Se tiene que V* es un subespa-
cio G-estable de V. Més aun, si restringimos 7t al subespacio V* obtenemos una representacién
(71, V®) suave de G. Esto nos induce un funtor entre la categoria de representaciones abstrac-
tas de G y la categoria de representaciones suaves. De hecho es un funtor exacto a izquierda,
pero no necesariamente a derecha.

Si (71, V) es suave y (0, W) no necesariamente lo es, entonces para todo morfismo de repre-
sentaciones f : V — W se tiene que f(V) € W, y por lo tanto Homg (V, W) = Homg (V, W®).

2.5.2. La representaciéon inducida

Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo cerrado de G (en particular también
es localmente profinito).

Sea (0, W) una representacion suave de H. Consideramos el espacio vectorial X de funciones
f : G — W que satisfacen f(hg) = o(h)f(g), h € H,g € G. Ademads tiene una estructura de
G-representacién abstracta:

2:6G— Autc(X)
Z(8)f s x— f(xg)

Esta representacion abstracta nos induce una representacién suave
G _ 0
Indf o = (X, X%).

Notar que por construccién, para todo f € Ind% o existe un subgrupo compacto abierto K de
G tal que f(gk) = f(g) para todo g € G,k € K. O sea, Ind$; ¢ es una representacién suave de G.

Asi construimos un funtor Rep (H) — Rep(G) que manda ¢ en Ind$; oy a ¢ € Hompy ((77, V), (7, W))
lo manda a la composicién ¢, € Homg (Indg 0, Indg o).

Tenemos el H-morfismo

Ayt Indﬁ oc— W,
f—fQ).
Se tiene el siguiente teorema, nos dice que el funtor es adjunto a derecha del funtor restric-

cion:
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Teorema 2.5.19 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H un subgrupo cerrado de un grupo localmente
profinito G. Sea (0, W) una representacién suave de H y (71, V) una representacion suave de G. Se tiene
el siguiente isomorfismo natural en las variables 7wy o

Homg (7'(, Ind% (7) — Hompy (7T|H, IT) ’

(P}—>DC(TO(PI

Demostracion. Vamos a construir solamente el morfismo inverso, la naturalidad es facil de che-
quear. Sea f € Hompy (7T|H, (7), f« € Homg (n,Indg (7') como f«(v)(g) = f(7(g)v). O

Una observacién simple pero util es que (V) # 0 para todo G-subespacio V de Ind$ .
Se tiene también la siguiente propiedad:

Proposicién 2.5.20. El funtor Ind$; : Rep(H) —> Rep(G) es aditivo y exacto.

Demostracion. Sea (0, W) una representacion suave de H, denotemos como X (o) al espacio de
funciones G — W que satisfacen f(hg) = o(h)f(g) como en la definicién de la representacién
Ind¥; 0. Por ende, X es un funtor de la categoria de representaciones suaves de H a la categoria de
representaciones abstractas de G. Claramente es un funtor aditivo y exacto, ademds Ind%(a) =
X(c)®. Con lo cual Ind$ es un funtor aditivo y exacto a izquierda ya que V — V® lo es.

Para probar la exactitud a derecha, sean (¢, W), (7, U) representaciones suaves de H y sea
f : W — U un H-morfismo sobreyectivo, queremos probar que f; es sobreyectivo. Sea ¢ €
X(71)®, tomemos un subgrupo abierto compacto K de G que fije ¢. El soporte de ¢ es la unién
de coclases dobles HgK y el valor ¢(g) € U debe quedar fijo por T(H n gKg~!). Por el Corolario
2.5.16 aplicado a H y a la representacién trivial de su subgrupo abierto compacto H n gKg~!,
se tiene que existe wg € W fijo por o(H n gKg™!) tal que f(wg) = ¢(g). Definamos la funcién
® : G — W que tenga el mismo soporte que ¢ y tal que ®(hgk) = o(h)wg, para cada g €
H\supp (¢) /K. La funcién ® queda fija por K, por ende estd en X(0)®. Su imagen en X(7)%
via fi es ¢, como ¢ € X(7)® era arbitrario, se tiene que f, también es sobreyectiva, como
queriamos. O

2.5.3. Induccién compacta

Existe una ligera variacién de la induccién. Sea (0, W) y X como en la Seccién 2.5.2, conside-
ramos ahora el subespacio X, de funciones f € X* de soporte compacto médulo H: la imagen
del soporte de f en H\G es compacto, equivalentemente, supp (f) < HC, para algtin conjunto
compacto C < G. El espacio X; es G-estable y nos provee de otra representacién suave de G.
Denotamos a esta representacién como c- Ind$; o, al igual que la induccién nos provee de un
funtor

c-Ind$ : Rep(H) — Rep(G).

Vamos a llamar a este funtor induccién compacta o induccién suave con soporte compacto.
Como antes, este funtor es aditivo y exacto.

Proposicién 2.5.21. El funtor c-Ind$; es aditivo y exacto.

Demostracion. Es muy parecido a la Proposicién 2.5.20. O

Existe un monomorfismo canénico de G-representaciones c- Indg c— Indg 0. De hecho es
un funtor, que se vuelve una equivalencia natural de categorias si y solo si H\G es compacto. Sin

embargo, si miramos solamente el morfismo c-Ind$; ¢ — Ind% o, este puede ser isomorfismo
en algunos casos sin necesidad de que H\G sea compacto. Ver por ejemplo la seccién 11.4 de
[BHO6].

La induccién compacta nos interesa mayoritariamente cuando H es un subgrupo abierto de
G. En cuyo caso, existe un H-morfismo canénico

c . G
ay : W— c-Indg o,
w’—’fw;

con fy € X, de soporte compacto en Hy f,(h) = o(h)w, h e H.
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Lema 2.5.22. Sea H un subgrupo abierto de G y (0, W) una representacion suave de H. Se tiene lo
siguiente:

(1) & : w —> fy es un H-isomorfismo de W con el subespacio de las funciones f € c-Ind$; o tal que
supp (f) = H.

(2) Sea W una base de W y G un conjunto de representantes de G/ H. El conjunto
{8 fulweW, geg}

es una base de c-Ind$ .

Demostracion. En el primer ftem, es inmediato ver que «f es un H-morfismo y cae en el espacio
de funciones con soporte en H. Su inversa es f — f(1).

En el otro caso, el soporte de f € c-Ind$; ¢ es la unién finita de coclases Hg~, para algunos
g € G,y larestriccién de f a cualquiera de estas coclases yace en c-Ind¥, o. Entonces si tomamos
f = f‘Hg—l’ nos queda que supp (f') = Hg~ !y ¢~ - f/ tiene soporte en H, luego es combi-

nacién lineal de funciones f,, w € V. Por supuesto que las funciones g - f;, son linealmente
independientes. 0

Para subgrupos abiertos la induccién compacta tiene su propia propiedad de reciprocidad
de Frobenius:

Proposicién 2.5.23. Sea H un subgrupo abierto de G y (o, W) una representacion suave de H, y (7, V')
una representacion suave de G. El morfismo canénico
Homg (c-Ind¥, o, 1) — Homp (o, 7'C|H),
fr—=foag,
es un isomotfismo natural en las variables o y .

Demostracién. Sea ¢ un H-morfismo W — V. Existe un tinico G-morfismo ¢y : c- Indg c—V
tal que ¢« (fuw) = ¢(w), w e W. El morfismo ¢ — ¢ es la inversa del morfismo entre los Hom.
La naturalidad es sencilla de chequear. O

En este caso, estamos diciendo que restringir a H es un funtor adjunto a derecha de c-Ind$,.
Notemos que cuando G es finito las construcciones de inducciéon que hicimos arriba coinciden
con la induccién de representaciones de grupos finitos y se puede ver directamente.

2.5.4. Lema de Schur

Para lo que sigue es necesario tomar una restriccion técnica en el grupo G. Para nosotros no
nos presentard ningtn problema a futuro, pues en los casos que vamos a utilizar grupos siempre
va a valer:

Hipétesis 2.5.24. Para todo subgrupo compacto abierto K = G, el conjunto G/K es a lo sumo
numerable.

Observemos que si pasa para al menos un subgrupo compacto abierto K entonces vale para
cualquier otro K'. En efecto, K n K’ es también abierto compacto y de indice finito en K, luego
el morfismo sobreyectivo G/(K n K’) — G/K tiene fibras finitas en y G/ (K n K’) es a lo sumo
numerable, entonces G/K’ también lo es. Una consecuencia de esta hipétesis es:

Lema 2.5.25. Sea (71, V') una representacion suave irreducible de G, luego la dimension de V es a lo sumo
numerable.

Demostracion. Sea v € V, v # 0, y sea K un subgrupo abierto compacto de G tal que v € VK.
Como V es irreducible, el conjunto a lo sumo numerable { 77(g)v | g € G/K} genera todo V. [

Esto nos permite generalizar el lema de Schur:
Teorema 2.5.26 (Lema de Schur). Si (71,V) es una representacién suave irreducible de G, luego

EndG(V) =C.
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Demostracion. Sea ¢ € Endg(V), ¢ # 0. La imagen y el ntcleo de ¢ son subrepresentaciones
de V, por lo tanto ¢ es un isomorfismo y tiene inversa. Por lo tanto, Endg (V) es un algebra de
divisién en C.

Seav eV, v+#0yK como recién, luego como V es irreducible, los trasladados por G/K
de v generan todo el espacio y ¢ estd inicamente determinado por su valor ¢(v). En particu-
lar, el algebra de endomorfismos tiene dimensién a lo sumo numerable. Ahora, debe ser que ¢
es una constante compleja, de lo contrario ¢ seria trascendente sobre C y generaria un cuerpo
C(¢) < Endg(V) que contiene propiamente a C. Esto es absurdo porque el conjunto no nume-
rable { (¢ —A)"1 | A e C} en C(¢) es linealmente independiente sobre C, pero dijimos que la
dimensién era a lo sumo numerable. O

Observacién 2.5.27. En la demostracién anterior se podia cambiar a C por cualquier otro cuerpo
no numerable y algebraicamente cerrado, por ejemplo Q,.

Corolario 2.5.28. Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G. El centro Z de G actiia sobre V
via el caracter wy : Z — C*, eso es, 71(z)v = wx(z)v, paratodove Vyze Z.

Demostracién. Sea z € Z, luego existe un tnico escalar wy(z) € C tal que 7(z) = wx(z)v para
todo v € V, ya que 7t(z) € Endg(V) y usamos el Lema 2.5.26. Luego definimos wy : Z — C*.
Usando la unicidad del escalar se puede probar inmediatamente que w;, es un morfismo. Solo
faltarfa chequear que es continuo, pero justamente si K es un abierto compacto de G que fija
v, entonces wy es trivial en el subgrupo abierto compacto K n Z de Z, con lo cual el nticleo es
abierto en Z. Lo tltimo equivale a que el caracter sea continuo gracias a la Proposicién 2.3.9. [

Definicion 2.5.29. Al caracter w se lo llama caracter central de 7.

Corolario 2.5.30. Si G es abeliano, entonces toda representacion suave irreducible de G es de dimension
1.

Observacién 2.5.31. Si G es compacto, vale la vuelta del lema de Schur: si (77, V) es una re-
presentacion suave y Endg(V) es de dimension uno, entonces 7t es irreducible. En efecto, 7t es
semisimple, luego se descompone en suma directa de representaciones irreducibles, de haber
més de una componente irreducible, Endg (V) se descompondria en mas de un subespacio de
dimensién uno.

En general, la vuelta es falsa cuando G es localmente profinito. Por ejemplo ver la seccién
9.10 de [BHO6].

En el futuro necesitaremos una versiéon un poco maés general de las construcciones anteriores.
Lema 2.5.32. Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo abierto de G con indice finito.

(1) Si (71, V') es una representacién suave de G, luego V es G-semisimple si y solo si es H-semisimple.

(11) Sea (o, W) una representacién suave semisimple de H. La representacion inducida Ind¥; o es G-
semisimple.

Demostracion. Supongamos que V es H-semisimple, sea U un G-subespacio de V. Por hipétesis,
existe un H-subespacio W de V tal que V.= U®W. Sea f : V —— U una H-proyeccién con
ntcleo W. Consideremos la transformacién lineal

fC:v—[G:H! Z n(g)f(n(g) tv), veV.
geG/H

Esta definicién es independiente de los representantes que tomemos de cada coclase, se sigue
que fC es una G-proyecciéon V — U. Entonces V = U@ fC y Ker f© es un G-subespacio de V.
Luego V es G-semisimple por la Proposicién 2.5.11.

Reciprocamente, supongamos que V sea G-semisimple. Luego V es la suma directa de G-
subespacios irreducibles (nuevamente por la Proposicién 2.5.11), luego basta probar el caso
cuando V es irreducible. Como representacién de H, el espacio V es finitamente generado,
luego admite un H-cociente irreducible U. Supongamos que por un momento H es un subgrupo
normal de G. Tendriamos que por la reciprocidad de Frobenius 2.5.19, el H-morfismo V — U
induce un G-morfismo no trivial, en particular inyectivo, V — Ind% U. Como representacién
de H, la representacién inducida Indg U =c- Indg U es suma directa de G-conjugados de U
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(ver Lema 2.5.22). Estos son todos irreducibles sobre H, luego Ind% U es H-semisimple. Luego
la Proposicién 2.5.11 implica que V < Ind; U es H-semisimple.

En general, tomamos Hy = () gHg™!, que es un subgrupo abierto normal de indice finito
geG/H

de G. Luego esto prueba que la subrepresentacién V es Hp-semisimple y la primera parte de la
demostracién muestra que es H-semisimple. Con esto terminamos la demostracién de (1), y (2)
se sigue de los mismos argumentos.

Apliquemos esto a lo siguiente, sea Z el centro de G y x un caracter de Z. Consideremos la
clase de representaciones suaves (77, V) de G que admitan a Y como caracter central, eso es

n(z)v=x(z)v, veV,zeZ.
Se tiene la siguiente proposicion

Proposicién 2.5.33. Sean (71, V') y x como recién. Sea K un subgrupo abierto tal que KZ / Z es compacto.
Entonces

(1) Seawv e V. El KZ-espacio generado por v es de dimension finita, ademds es suma de KZ-subespacios
irreducibles (i.e. es KZ-semisimple por la Proposicion 2.5.11).

(2) Como representacion de KZ, el espacio V es semisimple.

Demostracion. Veamos primero (1), el vector v es fijado por un subgrupo abierto compacto de G,
intersecando con K obtenemos un subgrupo abierto compacto Ky de K. Entonces KoZ es un sub-
grupo abierto y tiene indice finito en KZ, porque KZ/Z es compacto. El espacio W generado por
n(KZ)v se puede generar como espacio vectorial con finitos vectores: { 7t(g)v | ¢ € KZ/KoZ},
luego tiene dimensién finita. Por supuesto que W es KoZ-semisimple (tiene dimensién finita),
luego el Lema 2.5.32 parte (1) nos dice que W es KZ-semisimple. Como v era arbitrario, V se
escribe como suma de subespacios KZ-semisimples, luego por la Proposicién 2.5.11 V es KZ-
semisimple. O

2.5.5. La representacién dual

Sea (71, V) una representacion suave de un grupo localmente profinito G. Vamos a escribir
V* = Hom¢(V,C), ademds tenemos el pairing:

VExV —C,
(v*,v) — (0¥, v).
El espacio V* posee una representacion abstracta 77* de G que se define como
(r*(g)v*,v) = (¥, m(g7Hv), geG,o*e V¥, veV.

Lamentablemente, (77*, V*) no tiene por qué ser una representacion suave. Luego definimos la
representacién contragradiente o representacién dual suave de (77, V):

V= (v)? =),
K<G
K abierto compacto

con la accién de G: 5
7= ()" : G — Aute(V).

La representacién (71, \7) si es suave como lo indica su nombre. Seguimos teniendo un pairing
V x V. — C dado por (3,v) — (7, v) y la accién de g esta dada por
(71()3,0) = &, (g o), ge€G,TeV,veV.

Observemos lo siguiente. Si K es un subgrupo abierto compacto de G, recordemos que VX
tiene un tnico K-complemento V(K) en V (ver 2.5.18). Si ¥ € V es un funcional fijo por K,

tenemos que (7, V(K)) = 0 por la definicién del K-espacio V(K). Por lo tanto, si 7 € VK, entonces
queda determinado por su valor en VX,
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o« o, . ., . . . g *
Proposicién 2.5.34. La restriccion a VX induce un isomorfismo VK ~ (VK)™,
P

Demostracion. Restringir 0 € VK a VK nos da un funcional de VX y reciprocamente un funcional
de VK se extiende a VK definiéndolo como 0 en V(K). O

Corolario 2.5.35. Sea (71, V) una representacion suave de G y sea v € V ~ {0}. Luego existe & € V tal
que {v,v) # 0.

Sea (71,V) una representacién suave de G. Podemos formar el contragradiente (77,V) de
(7%, V). Existe un G-morfismo canénico 8 : V — V dado por
(8(v), Wyy = (W, vy, veV,WeV.
Por el corolario anterior § es inyectivo.

Proposicién 2.5.36. Sea (7t, V') como recién. El morfismo candénico 6 es un isomorfismo si y solo si 7t es
admisible.

Demostracion. El morfismo & induce morfismos 6K : VK — VK para todo subgrupo abierto
compacto K = G y J es sobreyectivo si y solo si 6K es sobreyectivo para todo K, gracias al
Corolario 2.5.16. Si usamos la identificacién de la Proposicién 2.5.34, 6¥ es el morfismo canénico
VK — (VK)** el cual es sobreyectivo si y solo si dim VX es finito. O

Sean ahora (7, V), (0, W) dos representaciones suaves de Gy f : V. — W un G-morfismo.
Definimos otro G morfismo f : W — V dado por

f(@),8) =@ f(0), BeW,veV.
De esta manera, obtenemos un funtor contravariante de Rep(G) en si mismo.
Lema 2.5.37. El funtor
Rep(G) — Rep(G),
(7, V) — (7, V),
es exacto.

Demostracion. Sea una sucesion exacta corta de representaciones suaves (71, V;):

0 1 Vs Vs 0,

la sucesién
0 vk vk VK 0,

es exacta para todo subgrupo abierto compacto K = G por el Corolario 2.5.16. Luego tomando
el funtor dual y usando la identificacién de la Proposicion 2.5.34 nos queda la sucesién exacta

0 A VK 4 0.
Finalmente el resultado se sigue del Corolario 2.5.16. O

De esto se deduce que en particular, si (77, V) es reducible entonces su contragradiente (77, V)
es reducible. Més atin, cuando (71, V) es admisible, vale la vuelta:

Proposicion 2.5.38. Sea (71, V') una representacion suave admisible de G. Luego (71, V) es irreducible si
y solo si (7, V) es irreducible.

Demostracion. Si el contragradiente es reducible entonces (731?, 17) es reducible. Como (7, V) es
admisible, es G-isomorfo al doble contragradiente por la Proposicién 2.5.36. O
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2.6. Medidas de Haar invariantes

Sea G un grupo localmente profinito. Consideremos C°(G) el espacio de funciones f : G —
C de funciones localmente constantes y de soporte compacto.

Si f es como antes, la constancia local y la compacidad del soporte juntas implican que
existen subgrupos abiertos compactos K1, K, < G tal que f(k1x) = f(x) = f(xkz), Vx € G, k; €
K;,i = 1,2. En efecto, si g € S = supp (f), existe un abierto Uy = G que contiene a ¢ y donde
f es constante, como G es profinito, podemos suponer que U, es abierto compacto, mas atin,
multiplicando a U, a derecha por ¢~!, podemos suponer que Ugg™! es un subgrupo de G.
Consideremos Ky = Ugg_l, es un subgrupo abierto compacto y se tiene que KoU, < U,. Por
compacidad podemos cubrir a S con finitos Ug, con i = 1,2,...,n. Tomemos K; = Nty Kq,,
es un subgrupo abierto compacto, ademads si x € S entonces existe ip tal que x € Ug, y por
construccion f(kx) = f(x) para todo k € K;. De la misma manera, podemos achicar K; para que
K;S¢ < S Luego f(kx) = f(x) para x arbitrario y para todo k € K;. Andlogamente, podemos
construir K; tal que f(xk) = f(x) para todo x € G y k € K. Tomando K = K; n K, se deduce
que f es combinacién lineal de funciones caracteristicas en las coclases doble KxK.

El grupo G actaa sobre C°(G) por traslacion a izquierda A y por traslacién a derecha p:

(M) (x) = f(g7 M),
(0(8)f)(x) = f(xg),

Por lo visto recién, ambas acciones inducen G-representaciones suaves (A, CX(G)), (p,CF(G))

Definicién 2.6.1. Una integral de Haar a derecha en G es un funcional lineal no nulo
[:CF(G) —C
tal que:
W Ipgf) = 1(f),g€ G, feCX(G)y
(i) I(f) = 0 para todo f € CX(G), f = 0.

De manera similar definimos integrales de Haar a izquierda usando la traslacién a izquierda
A en vez de p.

Ahora veremos que existen integrales de Haar a izquierda y derecha, y que respectivamente
son tinicas salvo un multiplo positivo.

Proposicién 2.6.2. Existe una integral de Haar invariante a derecha I : C(G) — C. Mds atin, un
funcional lineal I' : C(G) —> C es una integral de Haar a derecha si y solo si I' = cI, para algin
c>0.

Demostracién. Sea K un subgrupo abierto y compacto de G; denotamos como XC°(G) al espacio
de funciones en C(G) fijos por A(K). Vemos a este espacio como un G-espacio via la traslacion
a derecha. Luego coincide exactamente con la representacién de G inducida compactamente por
la representacion trivial 1 en K:

Ke(G) = c-Ind§ 1k.
Lema 2.6.3. Viendo a C como un G-espacio donde G actiia trivialmente, se tiene que

dim¢ Homg (KCCOO(G),C) =1.

Luego existe un elemento no nulo Iy € Homg (XC(G),C) tal que Ix(f) = 0 para todo f > 0. Si hy es
la funcion caracteristica de K, entonces Ix(hg) > 0.

Demostracion. Por reciprocidad de Frobenius 2.5.23 vale la primera afirmacién. Sea g € G, de-
notemos como e, a la funcién caracteristica de Kg. el conjunto de funciones f;, ¢ € K\G forma
una base como espacio vectorial de XC(G) por el Lema 2.5.22. Luego el funcional I : eg— 1
cumple lo requerido, notando que kg = e1. O
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Tomemos ahora una sucesién decreciente {K;;},,>1 de subgrupos abiertos compactos K,, de G
tal que ()~ K» = {1}. Luego tenemos que

(m, V) =] e (6).

n=1

Para cada 1 > 1, existe un tnico funcional G-invariante a derecha I, en X*C%(G) que manda la
funcién caracteristica de K, en [Kj : Kn]_1 por el lema anterior. Luego In+1| KnCo(G) = I, (pronto

justificaremos esto), con lo cual la familia {I,},>1 define un funcional en todo el espacio C°(G)
y cumple la definicién de integral de Haar a derecha. Esto prueba la existencia.

Por otro lado, para todo 1 > 1 existe ¢, tal que I’ = c,I en K"C®(G) por el lema anterior.
Como hy, = Xeck, Pghk,, se tiene que por invarianza a derecha de las integrales:

U(hg,) T (deKl pghkn)

Ihi) (del(l PghKn)
_ Ky K l'(hg,)
[Kl : Kn}l(hKn)
_ I'(hg,)
I(hx,)

1 =

=cy Vnz=1.

Con lo cual I’ = cI con ¢ = c;. Observemos que una cuenta muy parecida muestra que
L1k, c2(G) = I, si evaluamos en hg,, y eso basta para probar la igualdad en general.

Ademads I’ no es trivial en algtn f € CX(G). Luego existe un subgrupo abierto compacto
K tal que f(Kx) = f(x) para todo x € G. Achicando a K podemos suponer que K = K,, para
algin n > 1. Escribiendo a f como combinacién lineal de funciones caracteristicas hg, con
finitos ¢ € supp (f), se ve que existe un g tal que 0 < I'(hg,) = I’(pg_1hK) = I'(hg). Luego

c=cp = III((: If”)) > 0. Probando la unicidad. O

Observacién 2.6.4. El lema también implica que si miramos C°(G) como una representacién
suave de G via la traslacién a derecha entonces

dim¢ Homg (C°(G),C) = 1.

Se puede probar la existencia y unicidad de la integral de Haar a izquierda de una manera
andloga, pero también podemos usar la dualidad de las representaciones suaves:

Corolario 2.6.5. Sea f € CF(G), definimos fe CF(G) como f(g) = f(¢g™Y), ¢ € G. Fijemos I una
integral de Haar a derecha como antes. Se tiene luego el funcional

I':C*(G)—C,

fr—=1(f),

es una integral de Haar a izquierda de G. Mds aiin, toda integral de Haar a izquierda es de la forma cI’
con ¢ > 0.

Demostracion. La unicidad sale de la proposicién anterior observando que si | es una integral

~

de Haar a izquierda entonces f — J(f) es una integral de Haar a derecha. La existencia es
inmediata. O

Sea I una integral a izquierda de Haar. Sea S # (J un conjunto abierto compacto de G y sea
I's la funcién caracteristica en S. Definimos

#o(S) = I(Ts).

La medida ji¢ es invariante a izquierda: jg(gS) = ug(S), Vg € G, y tenemos que pug(S) > 0.
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Decimos que jig es una medida de Haar a izquierda de G. Se tiene que

1) = | f@dpcls), fec?(G)
Ademads vamos a abreviar

L Is(8)f(8)duc(g J f(8)duc(g)-

Analogamente definimos medidas a derecha e integrales.

Definicién 2.6.6. Decimos que G es unimodular si toda integral de Haar a izquierda en G es
una integral de Haar a derecha.

Esta definicién es lo mismo que decir que la medida de Haar a izquierda lo sea a derecha.

2.6.1. Integracién

Se puede extender el dominio de integracién de una medida de Haar, veremos un par de
ejemplos que nos seran ttiles.

Primero, sea f : G — C una funcién G invariante por traslacién a izquierda por un subgrupo
abierto compacto K < G. Sea g una medida de Haar a izquierda en G. Si la serie

converge, luego converge la serie sin el valor absoluto y definimos
f f()dpug(x) == > x)dug(x).
geK\G

Esta definiciéon no depende de la eleccién de K, extiende la integral de Haar y mantiene la
propiedad de invariancia por traslacién a izquierda.

Despusés, si G, G2 son dos grupos localmente profinitos, entonces G = G; x Gy es también
localmente profinito. Un elemento >, <;, f} ® f? del producto tensorial CZ°(G1) ® CX(Gz) nos
induce una funcién en G mediante la férmula

D(g1,82) = Y, f1(81)fF(82)-

1<i<r

Se tiene que ® € C(G) y de hecho define un isomorfismo C(G1) ® CX(G,) — CF(G). Sea
#j una medida de Haar a izquierda en Gj,j = 1,2. Luego existe una tinica medida de Haar a
izquierda ¢ en G tal que

| fi®nnce) = | Aledre, () | fledne(s2),
G Gy Gy

para f; € CZ°(G). Escribimos y¢ = jig, ® g,
En general, si f € C°(G), la funcién

fi(g1) = JG f(81,82)duc,(82)

estd en C°(Gyp). Ademas se tiene que

J f(8)duc(g) =J f1(g1)duc, (81)-
G Gy

Luego, sea V un espacio vectorial complejo, consideremos el espacio C°(G; V) de funciones
localmente constantes, de soporte compacto f : G — V. Este espacio es isomorfo a C(G) ® V:

> fi®vi— <g - Zfi(g)vz) .
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Si pug es una medida de Haar a izquierda en G, luego existe una tnica transformacién lineal
Iy : CX(G; V) — V tal que

W(f@u) = | fgdnc(s) o

Escribimos entonces

W) = | #E)dncls), ¢=CEGV).

Esta integral tiene las misma propiedades de invarianza que la integral de Haar para funciones
de valores escalares.

Sea i como antes, y sea g € G, consideremos el funcional
CX(G) —C,
f— | feg)auco.

Este funcional es otra integral de Haar a izquierda en G, luego por la Proposicion 2.6.2 existe un
unico 6(g) € R tal que

6(6) | _Flxine(x) = | fex)duc(),

para todo f € C°(G). Se tiene que d¢ es un morfismo de grupos G — R. Es trivial si G es
abeliano, de hecho es trivial si y solo si G es unimodular.

Tomando f como la funcién caracteristica de un subgrupo abierto compacto K de G, vemos
que J¢ es trivial en K, por lo tanto J; es un caracter de G (ver Proposicién 2.3.10). En particular
si G es profinito, es unimodular, pues J¢ es trivial en G. Llamamos a é; el médulo de G.

El funcional

fr | se 7 fwdncl), fec(6)
es una integral de Haar a derecha en G.

Sea H un subgrupo cerrado de G, con médulo dy. Sea § : H — C* un caracter de H.
Consideremos el espacio de funciones f : G — C que son G-suaves bajo la traslacién a derecha,
de soporte compacto médulo H, ademds que satisfacen

f(hg) =0(h)f(g), heH,geG.

Llamemos a este espacio C°(H\G, 6), representacion de G via la traslacion a derecha p. Notemos
que esta representacion es justamente c- Ind, 6, la induccién compacta de 6.

Proposicién 2.6.7. Sea 0 : H — C* un caracter de H. Son equivalentes las siquientes dos afirmaciones:
(1) Existe un funcional no nulo Iy : CZ°(H\G,8) — C tal que Ig(pgf) = Is(f), para todo g € G.
(II) 95H = (5G|H.

Cuando alguna de estas afirmaciones se cumple, se tiene que el funcional Iy es tinico salvo multiplicar por
una constante.

Demostracion. Sean pg y ug dos medidas de Haar invariantes a izquierda en G y H, respectiva-
mente. Definimos el G-morfismo

C"(G) — CF(H\G,90)
f— 1
donde

flg) = jH 0611 ()~ £ (hg)dups ().
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Ademads se cumple que
Anf = oub(h)~'f,
para todo h € H y todo f € C(G). Veamos que el morfismo es sobreyectivo.

Si K es un subgrupo abierto compacto de G, el espacio C®(G)K esta generado por las funcio-
nes caracteristicas de las coclases gK, g € G/K. Por otro lado, cada coclase HgK soporta como
mucho un espacio de funciones de dimensién uno en CX(H\G,0)K. Estos subespacios gene-
ran CX(H\G, 0)K, con lo cual f — f es sobreyectivo sobre las funciones fijas por K. Luego es
sobreyectivo por el Corolario 2.5.16.

Supongamos que el espacio C°(H\G,#) admite un funcional Iy como en el enunciado. El
funcional f — Iy(f) es entonces un G-morfismo no trivial

(C°(G),p) — C.

Sin embargo, el espacio Homg (C(G),C) tiene dimension uno por la Observacion 2.6.4, y estd
generado por la integral de Haar a derecha. Entonces la condicién (i) se cumple si y solo si la in-
tegral de Haar a derecha C°(G) — C se factoriza a través del cociente C°(G) — CF(H\G, 0).
Cuando esto sucede, Iy esta univocamente determinada salvo multiplicacién por una constante.

El ntcleo de f — f contiene a todas las funciones A, f — éyf(h)~'f, he H,f € C*(G). Si
aplicamos la integral de Haar a derecha en G obtenemos:

| (f(e) - 816 (9)) 3 () o (g) = (66~ = 8us(n) ") | ()35 () s s).
G G

Esto se anula si y solo si dg (h) ™! = 60(h)~!, para todo h € H. Por lo tanto (i) = (ii).

Para ver la vuelta, tomemos una funcién f € C°(G) tal que f = 0. La funcién f es fijada por
un subgrupo abierto compacto K < G, luego basta probar el caso supp (f) < HgK, para algtn
g € K. Entonces f es combinacion lineal de funciones caracteristicas en coclases 1;gK, h; € H. La
condicién f = 0 significa que

pu(H 0 gKg™! Z 0011 (h) ™ f(hig) =
pues 05y es trivial en el subgrupo compacto H n gKg~! = H. Por otro lado,
Jof 3150000 o (x) = wo0o() ! o) )

Si vale (ii) entonces esto se anula como queriamos. O

Cuando alguna de las condiciones de la proposicién anterior se cumplen, el caracter 6 toma
solamente valores positivos. Sea f € C°(G) tal que f(g) > 0, Vg € G, tenemos entonces que
f(g) =0, Vg e G. Por lo tanto:

Corolario 2.6.8. Supongamos que se cumple alguna de las condiciones de la proposicién anterior. Enton-
ces existe un funcional no nulo Iy en C (H\G, 0) tal que

W Ip(pgf) = Io(f), para f € C*(H\G,9), g € G,y
(1) Ip(f) =0, para f € CP(H\G,0), f = 0.
Ademds estas condiciones determinan a Iy unfvocamente salvo multiplicacién por una constante positiva.

Generalmente se usa la siguiente notacién:

I(f) = H\Gf(g)dﬂH\c(g), feCP(H\G,0),

y también se le dice a jpy ; una medida positiva semi-invariante en H\G. Como 6 = (5131(5(; °

estd univocamente determinado, no nos referiremos a €l otra vez.
Sea G un grupo localmente profinito y H un subgrupo cerrado de G. Pongamos

G =00 ,H—RY

40



Teorema 2.6.9 (Teorema de la dualidad). Sea ji una medida semi-invariante positiva en H\G. Sea
(0, W) una representacion suave de H. Luego existe un isomorfismo natural

(c— Ind$ (7) U s Ind; 6 H\G®0,
que depende solamente de la eleccion de ji.

Demostracién. Consideremos la accién de 6y ¢ ® ¢ en el mismo espacio W que 7. Sea (@, w) —>
(W, w) la evaluacion W x W — C. Sea ¢ € c-Ind$ o, @ € IndY Op\g ® 0, y consideremos la
funcion
frgr—(®(g).¢()) gecG.
Nos queda f € CF(H\G,dy ). Después, tenemos el pairing G-invariante Ind$ Op\G ® 0 X
c-Ind$ ¢ — C definido como
(@,¢) — | (P(3),¢(8))dn(g)

H\G

Este pairing induce un G-morfismo natural en ¢
\4
Ind$ S ®0 — (c— Ind$ (7)

Veamos que es un isomorfismo. Para ver esto, tomemos un subgrupo abierto compacto K < G

K
y veamos como se ve el espacio (c— Indg (7) . El soporte de una funcién f en este espacio es

unién finita de coclases HgK. El valor f(g) € W queda fijo por el subgrupo abierto compacto
H ngKg™! = H. Luego tomamos un conjunto G de representantes del espacio de coclases

H\G/K. Para cada g € G, elijamos una base W, del espacio WHAsKs™  Entonces para cada g €

K
G, w e W existe una tnica funcién fg € (c— Ind$ (7) , soportada en HgK, tal que fgw(g) = w.
El conjunto

{fow|ge G, weWs}
es entonces una base de (c— IndY; O')K.
Denotemos como Wy a la base de Wg = Hom¢ (WHﬂgKg_l,C) Para ¢ € G, w € W,
definimos f, 5 € (Indg OmG ® ch)K de la misma manera que antes. Con lo cual obtenemos que

K
el espacio (Ind% Ve ®(7) consiste de todas las funciones f tal que para cualquier g € G, la
. S . o~ "
restriccion f| Hgk ©8 combinacion lineal de funciones f, , @ e Wy
Para g1,82€ G, we Wy, we Wg‘z, se tiene

(Hg:1K)(w,w) si H1K = HEK,
si no,

S fr) = {g

K
para algun ji(Hg1K) > 0. Por lo tanto el pairing nos identifica (Ind% OmG ®5) con el dual

K v
lineal de (c— Ind$ U) , entonces Ind¥, § H\G® 7 se identifica con (c— Ind%, 0’) como queriamos.
O

2.7. El algebra de Hecke

Si G es un grupo finito, las representaciones de G equivalen a los médulos a izquierda sobre
el algebra de grupo C[G]. Existe una equivalencia andloga en el caso de representaciones suaves
de grupos localmente profinitos, sin embargo tendremos que utilizar otra algebra que juegue el
papel de C[G].
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En lo que sigue vamos a solo necesitar trabajar en el caso en que G es unimodular, por eso,
salvo que especifiquemos lo contrario, las medidas e integrales de Haar van a ser invariantes a
izquierda y derecha.

Fijemos una medida de Haar y en G. Para fi, f, € C°(G) definimos la convolucién

fi=falg ffl x) fo(x 7' g)du(x).

La funcién (x,g) — f1(x)f2(x~1g) pertenece a C(G x G) y por lo tanto f; = f, € C*(G). De
la misma manera, si tenemos f; € CX(G), i = 1,2,3, podemos considerar fi = (f * f3) € CL(G)
que es lo mismo que (f1 * f2) * f3, en efecto:

fir o @) = [ A6 ([ AAG S 9dn0) ) duto
= [ A ([ A6 0A6 9inw) ) dut

= [ (| Aaea6dnt ) o sdnt)
= (fixf2) = f5(8),

donde en la segunda igualdad usamos la invarianza a izquierda de la medida de Haar. Esta
cuenta prueba que la convolucién es una operacion asociativa.

Definicién 2.7.1. Para un grupo localmente profinito G definimos el dlgebra de Hecke
H(G) = (C2(G),* +),
que es una C-élgebra asociativa.

En general, H(G) no va a tener un elemento neutro para la convolucién. Es conmutativa
cuando G es conmutativo.

Observacion 2.7.2. La estructura de 7 (G) depende de la convolucién, y la convolucién depende
de una eleccién de medida de Haar y. Sin embargo, si v es otra medida de Haar, las dlgebras de
Hecke que provienen de cada medida #,(G), H,(G), son isomorfas. En efecto, como existe una

constante ¢ > 0 tal que v = cy, podemos construir el isomorfismo f — c!f.

Observacién 2.7.3. Supongamos que G es un grupo discreto. Podemos tomar como integral de

Haar
L f(@du(g) = . f(g)

geG

El morfismo

fr— > f(9)g

geG

es un isomorfismo de algebras con unidad entre #(G) y el dlgebra de grupo C[G].
El tnico caso en el cual el adlgebra de Hecke #(G) va a poseer un elemento neutro para el
producto es cuando G es discreto.

Aunque el dlgebra de Hecke H(G) no siempre tenga un elemento neutro para el producto, si
tiene para cada subgrupo K abierto compacto de G un elemento idempotente ex € H(G):

juK)Tt sixeK
ek (x) = {0 six ¢ K.

Proposicién 2.7.4. Tenemos las siguientes afirmaciones.
(1) Efectivamente e = ex = ex.

(1) Si f e H(G), luego ex = f = f siy solosi f(kg) = f(g) paratodok e K, g € G.
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(111) El espacio e * H(G) = ex es una subdlgebra de H(G) con elemento neutro para el producto: ex.

Demostracién. Primero veamos que ek es idempotente, se tiene que
ex *ex(g) = L ex(x)ex(x~1g)du(x)

=107 | exlx ()
—nR2 [ dutx)

Kng—1K

1

entonces si ¢ no pertenece a K, ex = ex vale 0 y si ¢ pertenece a K vale y(K) ™", o sea, coincide en

cualquier caso con ek.
Para el segundo item, tomando f € H(G), k € K, g € G obtenemos

ex * f(kg) = L ex () f (x™kg)du(x)
_ L ex (kK 1x) f(x ') du(x)
- L ex (k1) f(x~1g)dp(x)
- L ex(x)f(x'g)dp(x) = ex* f(8),

donde en la segunda igualdad usamos la invarianza a izquierda de la medida de Haar y en
la tercera igualdad usamos que ex queda fijo por traslacién a izquierda por un elemento de
K. Esto muestra que ex * f es siempre invariante por traslacién a izquierda por elementos de
K. Con lo cual, si f = ex * f entonces f es invariante a izquierda por cualquier elemento de
K. Reciprocamente, si f es invariante por traslacién a izquierda por cualquier elemento de K,
entonces la ultima integral se convierte en f(g).

Por ultimo, (iii) es sigue inmediatamente de que ex es un elemento idempotente. O

Notemos que ek * H(G) = ex es el espacio de funciones f € H(G) que son invariantes por
traslacién a izquierda y derecha por K:

f(kigka) = f(g), g€ G, ki, kaeK.

Notamos a este espacio como H (G, K) = ex = H(G) * ek.

2.7.1. H(G)-médulos

Sea M un H(G)-moédulo a izquierda, vamos a denotar a la acciéon en M como (f,m) —> f#m
para f € H(G) yme M.

Definicién 2.7.5. Decimos que M es suave si #(G) * M = M.

Como H(G) es unién de las subélgebras 7 (G, K), se tiene que un H(G)-médulo M es suave
siy solo si para todo m € M, existe un subgrupo compacto abierto K < G tal que ex = m = m.

Sean M1, M, dos H(G)-modulos suaves, vamos a definir Homy, () (M, Mz) como el espacio
de todos los H(G)-morfismos M; —> My. De esta manera, la clase de H(G)-m6dulos suaves
forma una categoria que denotaremos como #(G)-Mod.

Sea (71, V) una representacion suave de G. Para f € H(G),v € V definimos

n(f)oi= | Fle)n(g)odu(s).

El integrando es un elemento de C(G;V), con la cual la integral define un elemento de V.
Alternativamente, podemos elegir un subgrupo abierto compacto K < G que fije v y f (por
traslacién a derecha), luego la integral de la derecha es una suma finita

n(f)o=u(K) Y. f(g)m(g)e. 2.7)

geG/K
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De esta igualdad se deduce
n(ex)v=0v, wve VK (2.8)

Proposicién 2.7.6. Sea (71, V') una representacion suave de G. La operacion
(f,0) — nt(f)v, veV,feH(G),

define una estructura de H(G)-médulo suave en V. Si (7', V') es otra representacion suave de G y
¢ : V—> V' es un G-morfismo, entonces ¢ se puede ver como un H(G)-morfismo:

pon(f)=n'(f)op, feH(G).

Demostracion. Sean v € V, fi, f» € H(G), entonces
nlfis fo = |_fis olg)mlg)odu(s)

= [ (] a0 a0t aun ) mlg)oduts

= [ [ A0 2207 (g )od(g) ()
GJG

= || A0 2atm(ng)odn()ann
GJG

= [ At ([ ratorm(@podu(s) ) duin

= [ Awma(oaun = x(f)x(fe.

Esto le da a V una estructura de H(G)-mo6dulo. Para ver la suavidad, notemos que si K es un
subgrupo abierto compacto, tenemos que 7 (ex)v = v, v e VK.
Que ¢ se puede ver como un morfismo de H(G)-moédulos se deduce de la ecuacion (2.7). O

Ejemplo 2.7.7. Si tomamos como representacion suave a C°(G) con la traslacién a izquierda A,
entonces para f € H(G) y g€ CX(G)

Mfg=f+g

Si tomamos como representacién suave a C°(G) con la traslacion a derecha p, entonces
p(flg=r=g

con ¢ la funcién ¢ — g(¢~1).

Se puede también a partir de un H(G)-moédulo suave M construir una representacion suave
de G:

Proposicién 2.7.8. Sea M un H(G)-médulo suave. Existe un iinico G-morfismo 7 : G — Autc (M)
tal que (71, ML) es una representacién suave de G y

n(fym=fx+m, feH(G),meM.

Ademds, si M’ es un H(G)-médulo suave con una G-representacion asociada (7v', M), luego cualquier
H(G)-morfismo M —> M’ es un G-morfismo 7 —> 77,

Demostracion. Consideramos el H(G)-morfismo canénico
H(G) @) M — M,
Z fi®m; «— Z firxm;
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que es sobreyectivo por suavidad. Sea Y}, <;c, fi ® m; un elemento del ntcleo. Elegimos un
subgrupo abierto compacto K de G que fija a todos los f; a izquierda, luego por el segundo item
del a Proposicién 2.7.4

D fiemi= Y (ex*fi)@m,

1<i<r 1<i<r

—€K®< Z fi*mi> :€K®0:0,

1<i<gr

con lo cual el morfismo es inyectivo, de hecho es un #(G)-isomorfismo H(G) ®y gy M = M.

El producto tensorial estd equipado con una representacién suave de G via traslacién a iz-
quierda en el factor de 7(G). via el isomorfismo podemos trasladar esta accién de G en M y
obtenemos una representacion suave (77, M).

Esta accion se puede describir méas explicitamente. Sea m € M y K < G un subgrupo abierto
compacto talque eg * m = m. Para g € G, sea hgk la funcion caracteristica de gK. Se tiene que

r(g)m = (K) g, xm.

De esto se deduce la tltima afirmacién de la proposicién; para la dltima afirmacién juntamos
esto con la Ecuacién (2.7). O

Como consecuencia, hablar de representaciones suaves de G es equivalente a hablar H(G)-
modulos suaves. Pues, si (77, V) es una representacion suave de G, los G-subespacios de V son
los H(G)-submédulos de V' y los G-morfismos V — V' son los H(G)-morfismos V. — V', y
reciprocamente también. Las categorias son equivalentes, pero esto que acabamos de decir es
algo mas fuerte.

Lema 2.7.9. Sea (7, V') una representacién suave de G y sea K < G un subgrupo abierto compacto. EI
operador 7 (ex) es la K-proyeccion V. — VX con niicleo V(K). El espacio VX es un H (G, K)-médulo,
donde la unidad ex actiia como la identidad.

Demostracion. Para v e V y k € K, tenemos
nt(k)rt(ex)v = mt(ex)m(k)v = mt(ek)v.

Entonces 7t(ex) es un K-morfismo V — VK. De hecho, para v € VX tenemos que 7(ex)v = v
(como vimos en la Ecuacién (2.8)). En particular, 7(ex) es sobreyectivo e idempotente. También
7t(ex) aniquila a V(K), como este es el tnico K-complemento de VX debe ser que es todo el
ntcleo de 7(ek). O

Ahora vamos a ver que el H (G, K)-médulo VK contiene mucha informacién de (7, V).

Proposicién 2.7.10. Tenemos las siguientes afirmaciones.

(1) Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G. El subespacio VX es trivial o un H(G, K)-
médulo simple.

(1) La funcién (7t, V) — VK induce una biyeccion entre:

(a) clases de equivalencia de representaciones suaves irreducibles (7r, V) de G tal que VK # 0, y

(b) clases de isomorfismo de H (G, K)-mddulos simples.

Demostracién. Sea (7, V) una representacion suave irreducible de G y VK # 0. Sea M un H(G, K)-
submédulo de VK. El espacio 71(H(G))M es un G-subespacio no nulo de V, luego por irreduci-
bilidad es todo V. Con lo cual se tiene que

VK = 7(ex)V = r(ex)t(H(G))M = n(H(G,K))M = M,

como M era arbitrario, se tiene que VX es H (G, K)-simple.
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Luego (7, V) — VX induce una funcién entre las clases de (a) y (b). Construyamos aho-
ra la funcién inversa. Sea M un #H(G, K)-médulo simple y consideremos el G-espacio U =
H(G) ®y(c,kx) M, donde G acttia por traslacion a izquierda en el factor 7(G). Se tiene que

UK = ek * H(G) ®H(G,K) M = EK@M g’H(G,K) M,

la dltima equivalencia es por simplicidad de M y la primera es porque UK es la imagen del
operador 7t(ek) si pensamos en la representacion (7r, U, V) (ver el Lema 2.7.9).

Por el lema de Zorn existe un G-subespacio X de U que es maximal respecto a la propiedad
X nex®M = 0, equivalentemente XX = 0. Si Y es otro G-subespacio de U tal que YX = 0,
entonces (X + Y)X = XK+ YK = 0 por el lema anterior. Luego por maximalidad de X, Y <
X +Y = X, por lo tanto X es el tnico G-subespacio maximal con esta propiedad.

Un G-subespacio W de U que contenga estrictamente a X debe intersecar no trivialmente
y en particular debe contener por simplicidad al (G, K)-médulo simple ex ® M. Con lo cual
W = U. Luego X es un G-subespacio de U maximal y V = U/X es irreducible. Se tiene que
%4 ;’H(G,K) M.

Nos queda mostrar que la clase de isomorfismo de V depende solo de la clase de M. Sea
f: M — M un isomorfismo de H(G, K)-médulos. El morfismo f se extiende de manera tnica
a un H(G)-isomorfismo

f:U=H(G)®yx) M — H(G) @y M =U,
PRm— ¢ f(m).

La imagen X’ = f(X) es luego el tnico H(G)-subespacio maximal de U’ tal que XX = 0.
Entonces el morfismo f induce un isomorfismo U/X =~ U’/ X’, como querfamos. O

Corolario 2.7.11. Sea (71, V) una representacion suave de G, V # 0. Entonces (71, V) es irreducible si y
solo si, para todo subgrupo abierto compacto K = G, el espacio VX es cero 0 H(G, K)-simple.

Demostracion. Una implicacién estd dada por la proposicion anterior. Reciprocamente, si (77, V)
no es irreducible, sea U ¢ V un G-subespacio no nulo. Sea W = V/U. Existe un subgrupo
abierto compacto K = G tal que UK y WX son no nulos. La sucesién

0 uk VK wk 0

es exacta, y es una sucesion exacta de H (G, K)-médulos. Con lo cual VK es no nulo y no es
simple sobre (G, K). O

Se puede generalizar lo anterior. Si K < G es un subgrupo abierto compacto y p € K. Consi-
deramos la funcién e, € H(G), cuyo soporte esta en K, la definimos como

Si K’ es el nicleo de p, luego e, es constante en las coclases gK’ y K'g’, con lo cual exs e, =
ep * exr = ep. Entonces e, pertenece a la subalgebra (K, K') de H(G,K’). Sin embargo, exs —
1 induce un isomorfismo de élgebras #(K,K') — C[K/K’]. Este isomorfismo manda e, al
elemento idempotente del algebra de grupo correspondiente a la representacién irreducible p
del grupo finito K/K’. Entonces:

tro(x71), xek.

Proposicién 2.7.12. Tenemos las siguientes afirmaciones.
(1) La funcién e, € H(G) es idempotente.
(11) Si (7, V) es una representacion suave de G, luego (e, ) es la K-proyeccion V.— VP,

En particular, VP = 7t(e,)V, y el espacio isotipico V¥ es un médulo sobre la subalgebra
eo* H(G) = e, de H(G). Vale entonces la Proposicién 2.7.10 reemplazando ¢, por ex y V* por VK.
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Ejemplo 2.7.13. Si dimp = 1, i.e. p es un caracter de K. El dlgebra e, + H(G) * ¢, es el espacio de
funciones f € H(G) tal que f(kgk') = p(kk')1f(g), kK € K, g€ G.

Si G es un grupo finito, el 4lgebra de grupo C[G] es semisimple. Como C[G] tiene dimensién
finita sobre C, esto equivale a que el radical de Jacobson sea trivial, o equivalentemente, que si
x € C[G], x # 0, luego existe un C[G]-médulo M tal que xM 0.

Para todos los grupos localmente profinitos que satisfacen la Hipoétesis 2.5.24, existe una
propiedad andloga para el dlgebra de Hecke #H(G). Ver la Seccién 4.5. de [BHO6].
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Capitulo 3

Representaciones de Galois

Recordemos la definicién del grupo de Galois absoluto Gk de un cuerpo K arbitrario que
aparece en el Ejemplo 2.3.3.

Sea V es un k-espacio vectorial de dimensién #, con k un cuerpo topoldgico. Fijamos una base
de V. El grupo Aut (V) es isomorfo como grupo a GLj (k), luego hereda la topologia de GL, (k),
que lo convierte en un grupo topoldgico. Esta topologia no depende de la base de V elegida.

Definicién 3.0.1. Una representacién de Galois es un morfismo continuo
p:Gx— Autk(V).

Se dice n-dimensional si la k-dimensién de V es n. Se dice abeliana si la imagen de p es un
subgrupo abeliano.

Definicién 3.0.2. Decimos que p es no ramificado si es trivial en Zg.

3.1. Representaciones complejas y ¢-adicas

En esta seccién nos va a interesar estudiar las representaciones de Galois complejas que es
el caso k = C, y las representaciones (-ddicas que es el caso k = Q,.!

Las representaciones complejas son representaciones suaves de G sobre espacios C-vectoriales
de dimension finita, de hecho vale la reciproca por el item (vi) de la Proposicién 2.5.4. Entonces
vale todo lo que vimos en la Seccién 2.5. Por otro lado, las representaciones suaves de Gg so-
bre Q-espacios vectoriales de dimension finita son representaciones ¢-ddicas por la Proposicién
2.5.4, sin embargo la reciproca es falsa como se explica en Ejemplo 3.6.2.

La proposicién principal de esta seccion vale en el caso complejo pero no en el ¢-ddico, pues
la imagen en este ltimo no tiene por qué ser finita: por ejemplo 3.6.2.

La proposicion serd consecuencia de dos lemas previos:

Lema 3.1.1 (No hay subgrupos chicos). Sea G un grupo de Lie complejo. Entonces no tiene subgrupos
pequefios, es decir, existe un abierto 1 € U < G que no contiene subgrupos no triviales.

Demostracion. Sea g el dlgebra de Lie de G, consideremos el mapa exponencial exp : g — G.
Se restringe a un difeomorfismo para algtn abierto V < g, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que V < {veg]||v| <1}. Luego afirmamos que U = exp(V) no tiene subgrupos no
triviales. Efectivamente, sea H < U subgrupo, sea h € H entonces h = exp(v) para algun
v € V. Entonces 20 € V, pues h* € H = exp(V) luego h?* = exp(v’) con v’ € V. Con lo cual,
exp(v/) = h? = exp(v)?> = exp(2v) entonces por ser el mapa exponencial un difeomorfismo
tenemos que 2v = v’ € V. Pero repitiendo este argumento inductivamente tenemos que 2"v € V
para todo n € N. Como 2"|v| = |2"v| < 1 se tiene que v = 0 tomando limite. Pero h = exp(v) =
exp(0) = 1, como h era arbitrario se tiene que H es trivial. O

Con esto demostraremos el segundo lema:

1En algunos lados la frase representacion (-ddica puede referirse a una representacién con k = Q; o una extensién finita
de este cuerpo.
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Lema 3.1.2. Sean P un grupo profinito, G un grupo de Lie complejo y p : P — G una representacion
continua. Entonces la imagen de p es finita.

Demostracién. Basta ver que el ntcleo de p es abierto, pues al ser un subgrupo de un grupo com-
pacto tiene indice finito; cocientando obtendrfamos que la imagen es finita. Para esto copiamos
la demostracién del segundo item de la Proposicién 2.5.4. O

En particular, si tomamos en el lema anterior P = Gg, G = GL,(C) y p una representacion
compleja, se deduce la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.3. Si p : Gk — Autc (V) es una representacién compleja, entonces p se factoriza por
una extension finita Galois L/ K. Es decir, existe p : Gal(L/K) — Autc (V') una representacion de grupos
finitos inyectiva tal que el siquiente diagrama conmuta:

P Autc(V)

o~ A

Gal(L/K)

Gk

Como consecuencia inmediata de la proposicién obtenemos los siguientes corolarios:
Corolario 3.1.4. La imagen de una representacion compleja es un subgrupo de orden finito.

Como las representaciones de Galois son un caso particular de representaciones de grupos
profinitos, en particular lo son las representaciones complejas y ¢-ddicas, luego deducimos las
siguientes propiedades:

Proposicién 3.1.5. Las representaciones de Galois son semisimples.

Demostracién. Por la Proposicién 2.5.13, ya que el grupo de Galois absoluto es un grupo profinito.
O

Proposicién 3.1.6. Una representacion de Galois irreducible con k no numerable y algebraicamente es
abeliana si y solo si es de dimensién 1.

Demostracion. Las representaciones de k-dimensién 1 son abelianas porque tienen su imagen
contenida en k* y son irreducibles por dimensién. Reciprocamente, las representaciones irredu-
cibles abelianas tienen dimensién 1 por el Corolario 2.5.30 y la Observacién 2.5.27. O

Observacién 3.1.7. Cuando p es una representacién abeliana se tiene que la extension L/K que
aparece en la Proposicién 3.1.3 es abeliana.

3.2. El grupo de Weil

Sea K un cuerpo local no arquimediano con caracteristica residual p y cuerpo residual k de
orden q. Los siguientes hechos son un caso particular de los corolarios del Teorema 7, Capitulo
I-4 de [Wei73]. Para cada m > 1 existe una tnica extensién no ramificada sobre K de orden m,
més atin se tiene que Ky, = K({gm_1) con {ym_1 una raiz (g™ — 1)-ésima primitiva de la unidad.
La unién de todos los K;;;, denotada como K", es la tinica extension no ramificada maximal de
K en K*P. Cada extension K, /K es de Galois con Gal(Ky,/K) ciclico. Si llamamos k;, al cuerpo
residual y 3, el anico ideal maximal de Kj,, tenemos un tnico elemento ¢, € Gal(Ky,/K) =~
Gal(ky /k) =~ Z/mZ tal que ¢u(x) = X" méd B,, y a su vez genera el grupo. Ademads
tenemos un isomorfismo canénico Gal(Ky,/K) — Z/mZ definido como ¢, — —1. Tomando
limite inverso sobre m, obtenemos el isomorfismo canénico de grupos topoldgicos:

Gal(K""" /K) ~imZ/mZ = Z, (3.1)

m

que nos define un tnico elemento ¢k € Gal(K*" /K) tal que ¢x(x) = x7" mod P, para todo
m > 1y el subgrupo generado por ¢x es denso, i.e. es un generador topolégico. Si ¢ € Gk se
restringe a K""" como ¢ lo llamamos elemento de Frobenius geométrico.
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Definimos Zg := Gal(K%P/K"""), el grupo de inercia de K (el nacleo del morfismo o +—
ol xunr), €8 un subgrupo cerrado de Gk y por lo tanto profinito. Tenemos la siguiente sucesion
exacta corta de grupos topoldgicos:

1—>IK—>GK—>Z—>O, (3.2)

donde la flecha sobreyectiva es restringir o € Gg a K*"" y componer con el isomorfismo anterior.
Notar que siempre podemos elegir un elemento de Frobenius geométrico ®, y a partir de ahora
usaremos esa notacién para describir al elemento, pero no es tinico, sino que es tnico salvo
multiplicacién por un elemento de Zx.

Definicién 3.2.1. Definimos el grupo de Weil como
Wy 1= Ti{®) < Gk .

Notar que esta definicién no depende de la eleccién de Frobenius geométrico .

Se tiene que Wk es normal en Gk y es denso. En efecto, si miramos un abierto de Gk en
el cociente Gg /Zx =~ Gal(K*" /K) =~ Z, debe incluir un elemento de Z, que corresponde a
una potencia de ®. Ademas de todo esto, el grupo de Weil encaja en el siguiente diagrama
conmutativo:

1 Tx Wy —X, 7 0
1 Tx Gk Z 0.

Le vamos a otorgar a Wk la topologfa maés fina tal que
(1) Zk es un subgrupo abierto de Wk.

(1) La topologia subespacio de Zx en Wy coincide con la topologia heredada de Gk como
subespacio.

(rmx) Multiplicar por un elemento de Frobenius ® es un homeomorfismo.

Asi Wk es un grupo localmente profinito y la inclusién (g : Wk — Gk es un monomorfismo
continuo, sin embargo no es subespacio ya que si lo fuera, Zx serfa un abierto de Gk (no lo
es pues tiene indice infinito). Ademas, Zx es un subgrupo compacto maximal, pues Wx/Zk es
isomorfo a Z con la topologia discreta.

La flecha sobreyectiva de sucesién exacta corta (3.2) nos induce un morfismo continuo com-
poniendo con tk:

Z)KZWK—>Z
T®f —n, TeIg.

Con esto nos podemos construir un morfismo continuo
x| = %@, x e Wy,
Notar que Zx = Ker||.

En la literatura esta no es la definicién de grupo de Weil que se usa en casos més generales.
De hecho se llama grupo de Weil a una terna (Wg, ¢, {Artr}; k) que cumple ciertas propiedades,
y es tnica salvo isomorfismo. Esto se explica con detalle en articulo de Tate [Tat79] en la seccion
del grupo de Weil.

En nuestro caso, K local no arquimediano, tenemos Wx = Wk, ¢ = ig, y como Art; tomamos
los mapas de reciprocidad de Artin ocgl que aparecen en 4.1 y como ley de reciprocidad tomamos

los morfismos f : KX — G¥ 2 que aparecen en [CF67] pagina 141. La eleccién de mapas locales
no es canénica, hay que decidir a dénde manda un elemento uniformizador de K, este se envia
al Frobenius geométrico.

2Ver la definicién de G™ en 4.1.1
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Para todo entero m > 1, p { m el cuerpo K*"" tiene una tnica extension de grado m, digamos

P . . 1
Ly, /K""". Més atn, si @ es un elemento uniformizante de K, L,, = K" (@ ). Tenemos un
isomorfismo canénico

Gal(Ly, /K*") — up
g +— U((D%)/CD%,

que llega al grupo p;; de raices m-ésimas de la unidad de K*""" (el cual estd contenido en K*"*"
pues p { m). En particular, Gal(L,,/K""") es ciclico.

El cuerpo generado por la unién de todas las extensiones L;, es la extensién mansamente
ramificada maximal de K y la denotamos como K. Tomando limite inverso de los isomorfismos
sobre m coprimo con p, obtenemos un isomorfismo de grupos topolégicos

Gal(K" /K"y = lim py, = | | Z.
ptm l#p

Notar que el dltimo isomorfismo es dnico salvo multiplicaciéon por un elemento de H@ép Zg
pues asi sucede con el isomorfismo p,, =~ Z/mZ.

Definimos Pk := Gal(K*¥ /K'") al grupo de inercia salvaje de K (el cual es un subgrupo de
Tx). Toda extensién finita de K" tiene grado una potencia de p, luego Pk es un grupo p-profinito.
Es el tinico subgrupo p-profinito de Sylow de Zg.

Proposicion 3.2.2. Existe un isomorfismo topologico to : Zx / Pk — [ 1, Z¢ que cumple

to(cte™) = |o| V to(T), T € Ix/ Pk, 0 € Wk.
Ademds, to estd determinado de manera vinica salvo multiplicacion por un elemento de [ ];..,, z.

Demostracion. Tenemos que
Tx/Px = Gal(K' /K",

donde como vimos antes Gal(K! /K*") = ]_[#p Z; no es un isomorfismo candnico, si no que
estd determinado de manera tinica salvo multiplicacién por un elemento de [ ], p Z;. Compo-
niendo con la proyeccién Ty — Zg/ Pk obtenemos t.

Para probar la identidad, basta separar en dos casos: 0 € Zg y 0 = ®, pues Wk esta generado
por ambos. Ahora, si ¢ € Zg entonces nos reducimos a probar que to(cto~!) = to(7), lo cual
sucede pues la imagen es un grupo abeliano. Cuando ¢ = @, la ecuacién equivale a probar que

to(DTID1) = ty(7), donde g = |®|'. Para esto, es suficiente probar que 77 =~ T® moéd Py.
Como P = Gal(K*? /K"""), esto equivale a que q)(Tq((D%)) = T(CD(CD%)) para cualquier elec-
cién de raiz m-ésima de @, con m coprimo con p. Si escribimos T((D%) = éw% para alguna raiz
m-ésima de la unidad . Como 7 deja fijo € K**, tenemos que Tq(co%) = @’M)%. Como ademas
se tiene que ®({7) = {, obtenemos

®(T1(@7)) = B(GTow) = O ().

Por otro lado

r(@(@h) = T (q’“”")w%) = 2@1) by = 2@ ok — ra(oh).

1 1 1
wm @m @m

S

P(w

)

En la segunda igualdad utilizamos que es una raiz m-ésima de la unidad y por ende

Bl

queda fijo por T. ©

O

Observacién 3.2.3. Vamos a denotar como ¢ a la composicién de ty con el morfismo natural
Ix — Ix/Pk. Notar que hereda una propiedad anéloga a la proposicién anterior.
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3.2.1. El grupo de Weil de un cuerpo local arquimediano

Cuando el cuerpo local K es arquimediano se tiene una descripcién mds sencilla del grupo
de Weil Wx. En el caso K = C definimos Wx := C* y se tiene que Gx = Gal(K*?/K) =
Gal(C/C) = {1}, con lo cual W' = G y 0k es la identidad. En el caso K = R definimos Wg
para que sea una extension que no se escinda

1 Cc* Wr GRr 1.
Mas explicitamente, Wr = C* x GR con el producto

(z1,11) - (22, @) = (z111(22), L 0 2),

donde G = {1,} tiene dos automorfismos: la identidad y la conjugacién compleja. Se tiene que
Wi~ RX.

3.3. Representaciones del grupo de Weil

Recordemos algunas cosas sobre la teoria de representaciones de grupos localmente profini-
tos que se aplican a Wk. El grupo G es profinito, en particular sus representaciones suaves son
semisimples (ver la Proposicién 2.5.13). Por otro lado, Wk tiene al grupo discreto Z como un
cociente, luego tiene representaciones suaves no semisimples porque Z tiene®. Veremos que las
representaciones irreducibles de Wk estan relacionadas con las de Gg, Wk pero va a tener més
variedad de representaciones reducibles.

En general para grupos localmente profinitos, las representaciones irreducibles suaves tienen
dimensién a lo sumo numerable. Pero para representaciones de Wy se tiene un poco més:

Lema 3.3.1. Sea (p, V) una representacion suave irreducible de Wy, entonces p tiene dimension finita.

Demostracion. Sea v € V, v # 0. Como V es irreducible, V esta generado por p(g)(v), § € Wk.
Como p es suave, existe un subgrupo abierto J de Zx que fija v. Con J = Zg n Gi, para una
extension finita L/K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que L/K es Galois, luego J
es normal en Wk. Se sigue que J < Kerp.

Tomemos un elemento de Frobenius ® € Wg. Acttia por conjugacién sobre el grupo finito
Tx/J, luego existe d > 1 tal que ®7 actda trivialmente. Entonces p(®) conmuta con p(Wk)
y como p es irreducible, p(®?) debe ser un escalar por el lema de Schur 2.5.26. Con lo cual
los vectores p(g)v,g € Wi /{J,®%) generan un espacio vectorial de dimensién finita U. Este
subespacio es estable por p(Wk), luego por irreducibilidad debe ser que U = V, ya que también
u 0. O

En la bibliografia se suele definir la representacién del grupo de Weil Wx como un morfismo
continuo
Wy — Autp(V)

para un F-espacio vectorial V de dimension finita 7. Ademas, generalmente F = C o F = Qy
en el caso de representaciones del grupo de Weil ¢-ddicas; en ambos casos Autp(V) =~ GL,(F)
posee la topologia usual heredada de la topologia de F.

Cuando F = C y V es un F-espacio vectorial de dimensién finita, la definicién anterior de
representacion del grupo de Weil equivale a la definicién de representaciéon suave, pues Wx
es un grupo localmente profinito, ergo podemos aplicar el item (vi) de la Proposicién 2.5.4.
Cuando F = Q; y V es de dimensi6n finita, una representacion suave de V inmediatamente es
una representacion del grupo de Weil pues vale la implicacién (v) = (vi) en la Proposicién 2.5.4,
sin embargo no vale la vuelta.

Por ejemplo, en la Subseccién 3.9.2 se ve que la representacion ¢-adica pf. /K¢ del grupo de
Weil proveniente de una curva eliptica con reduccién potencialmente multiplicativa no puede
ser suave, de lo contrario seguirfa siendo suave al restringirse al subgrupo de inercia Z, ser
suave implica que la representacién es continua con la topologia discreta (ver el item (v) de la

3Por ejemplo, considerar la accién de Z en C? dada por n — (é 111> Claramente es indescomponible, pero no es

irreducible pues un subespacio invariante es el generado por e;. Luego no puede ser semisimple.
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Proposicién 2.5.4), luego el nticleo es abierto, como Z es profinito el niicleo tiene indice finito,

entonces la imagen de la representacion es finita, pero esto no pasa por lo visto en esa subseccién.
Obviamente, dado p una representacién suave irreducible del grupo profinito Gk, podemos

construirnos una representacién suave p o rx de Wk via la inclusién continua g : Wg — Gg.

Lema 3.3.2. Valen las siquientes afirmaciones:
(1) Sea p una representacion suave irreducible de Gk. Entonces p o i es también irreducible.

(11) Si p1,p2 son dos representaciones suaves irreducibles de Gy, entonces p1 = pp siy solo si p1 o ig =
02 O LK.

Demostracion. Como Ker p es un subgrupo abierto de Gk y Wk es denso en Gk, tenemos que

Gg = Wk -Kerp y por lo tanto p(Wk) = p(Gk). Esto nos prueba (i). Ahora, para probar

(ii) basta con notar que cualquier Wg-isomorfismo pj o ix — pz o ig es un Gg-isomorfismo
nuevamente por densidad. O

Definicién 3.3.3. Decimos que una representaciéon del grupo de Weil es no ramificado si es
trivial en Zg.

Proposicion 3.3.4. Sea T una representacion suave irreducible de Wy. Son equivalentes:
(1) EI grupo t(Wk) es finito.
(1) T = p ok para alguna representacion suave irreducible p de Gg.

(111) El caracter det T tiene orden finito.

Ademds, siempre existe un caracter no ramificado x de Wy tal que x ® T satisface una (y por lo tanto
todos) de los item (i) — (iii).

Demostracion. Sea ® € Wy un elemento de Frobenius. R

(i) = (ii). El automorfismo 7(®) tiene orden finito d. Para a € Z existe un entero 7 tal que
@ =a méd dZ, y a esta univocamente determinado médulo dZ. Por la sucesién exacta corta
(3.2), un elemento g € G se puede escribir de manera tinica como g = ‘¢, para algtin a € Z y
0 € Zx. Definamos la representacién p de Gx como p(®c) = 7(®)?7 (). La representacion p es
suave e irreducible y satisface p o 1x = T.

(ii) = (iii). Las representacion suave p de Gk tiene imagen subgrupo de orden finito por el
Corolario 3.1.4.

(iii) = (i). Existe k > 1 tal que T(®)* conmuta con el grupo finito 7(Zx), y en consecuencia
con todo T(Wk). Entonces 7(®)¥ es un escalar por el Lema 2.5.26. Si det T tiene orden finito,
entonces también lo tiene T(®)¥. La imagen de 7(Zx) es finita porque la representacién es suave
y Zk es compacto. Luego T(Wk) es finita.

En cualquier caso, existe k > 1 tal que 7(®) es un escalar, digamos c. Tomemos x un caracter
no ramificado de Wy tal que x(®)¥ = c~1, luego la representacién x ® T satisface (i). O

Si L/K es una extension finita separable, tenemos que Wi, < Wk y notamos como Ind; /g a
We a - o _ _
IndWL. Si p es una representacion suave de Wy, escribimos p;, = Resy /g p = p|WL.

Nos interesa ahora discutir la semisimplicidad de algunas representaciones del grupo de
Weil. Traducimos ahora el Lema 2.5.32.

Lema 3.3.5. Sea L/K una extension finita separable.
(1) Sea p una representacion suave de Wy, luego p es semisimple si y solo si pr es semisimple.
(1) Sea T una representacion suave de Wy, luego T es semisimple si y solo si Indy g T es semisimple.

Para cada n > 1, denotemos como G3°(K) al conjunto de clases de isomorfismos de repre-
sentaciones suaves semisimples de Wy de dimensién n. Denotemos como GY(K) al conjunto
de clases de isomorfismos de representaciones suaves irreducibles de Wy de dimensién n. Por
tltimo, escribimos G**(K) = |, G5’ (K).
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Si L/K es una extensioén finita separable, el lema anterior nos dice que tenemos funtores

Indp/k : Gy (L) — Goa(K),

3.3
Resy /k = Gy’ (K) — Gy’ (L), .

donde d = [L : K].

La siguiente proposicién es bastante préctica.

Proposicién 3.3.6. Sea (p, V') una representacion suave de Wy, y ® € Wy un elemento de Frobenius.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La representacion p es semisimple.
(11) El automorfismo p(P) es semisimple.
(11) El automorfismo p(¥) es semisimple para todo ¥ € Wk.

Demostracion.

(iii) = (ii). Es claro.

(if) = (i). El grupo p(Zk) es finito, con lo cual existe d > 1 tal que p(®)? conmuta con con
este grupo. El automorfismo p(®) es semisimple, luego p(®)? también. La restriccién de p al
subgrupo abierto generado por &4 y T es semisimple. Por el lema anterior p es semisimple.

(i) = (iii). Sea ¥ € Wg. Si ¥ es un elemento del grupo profinito Zg, entonces p(¥) es
semisimple, luego podemos asumir que ¥ ¢ Zk. Entonces existe una extension finita L/K tal que
Y e WL y Wy, es el subgrupo generado por ¥ y por Z;. La representacion p!WL es semisimple
por el lema anterior, entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que L = K. Ademads,
no perdemos nada por asumir que p sea irreducible. Por la tltima afirmacién de la Proposicion
3.3.4 existen c € C* y ¢ de orden finito tales que p(¥) = c¢. Con lo cual p(¥) es semisimple. []

3.4. Representaciéon de Weil-Deligne

Definicién 3.4.1. Una representacién de Weil-Deligne, es una terna (p,V,N) con (p, V) una
representacion suave de dimension finita de Wy y N € End¢ (V) nilpotente que satisface

p(0)Np(e) " = || N, e Wk

Sean (p;, V;,N;), i = 1,2 dos representaciones de Weil-Deligne, un morfismo f : Vj — V3,
entre estas representaciones, es una transformacion C-lineal tal que

fopi=p20f,
fONl :N20f.

Definicion 3.4.2. Decimos que (p,V, N) es semisimple si la representacién suave (p, V) de W
es semisimple.

Vamos a denotar como G, (K) al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones de
Weil-Deligne semisimples de Wk de dimensién n. A su vez, vamos a identificar al conjunto
G5%(K) de representaciones suaves semisimples del grupo de Weil (p, V) con el conjunto de clases
de representaciones de Weil-Deligne (p, V,0) € G,(K), y de la misma manera vamos a identificar
al conjunto de representaciones suaves irreducibles del grupo de Weil G(K) de manera que se
tiene:

Gp(K) = G*(K) = Gu(K).

En lo que sigue, reduciremos un poco la notacién y escribiremos (p, N) en vez de (p, V, N)
para las representaciones de Weil-Deligne.

Tenemos la siguiente proposicién/definiciéon que describe las operaciones que se pueden
hacer entre representaciones de Weil-Deligne, la tinica parte que requiere demostracién es la
buena definicién:

Proposicion 3.4.3. Sean o’ = (0, N) y v/ = (7, P) dos representaciones de Weil-Deligne sobre espacios
vectoriales V y W, respectivamente. Definimos
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1) od®t:=(dT, N®P).
m @7t :=(c®1,N®id+id® P).

(111) Sea &' la representacion contragradiente en el espacio dual V de V. Entonces & := (c, N ), donde

@(9)f, v ={fo(g o

(Nf,0) = ~(f,No),
pamgeWK,feV,yveV.

(1v) Sea L/K una extension finita separable, notamos como Resy i := Res%f eIndp k= Ind%f a

los funtores restriccién e induccion de representaciones. Sea p' = (p, M) actuando sobre un espacio
vectorial U. Luego definimos
ResL/K o= (ResL/K g, N)

IndL/K p/ = (IndL/K 0, ML/K)/
donde My sk es un endomorfismo nilpotente definido de la siguiente manera:

Sea G = Wy H = Wy, miramos al espacio vectorial U como un C[H]-médulo a izquierda via
la representacion p. Definimos la representacion de G como la extension de escalares Indy /g p =

Ind$ := C[G] ®c|n) U. Entonces se define
My/k(§®@u) = 3|”" (§®Mu), geG, uell.

Demostracion. Ver la Secciéon 3 de [Roh94]. O

3.4.1. L-funcién y constante local para representaciones de Weil-Deligne
L-funcién
Sea ¢’ = (0, V, N) una representacién de Weil-Deligne. Definimos
VIK ={veV|o(g)v="10, Vge Ik},
Vi = Ker N, Vi = VI A vy,

Los subespacios V7, V< © V son invariantes por la accion de o. Mas atin, si ® es un elemento
de Frobenius geométrico, entonces las restricciones o (®)|,,z,, o(P) }VIK son independientes de la
N

eleccion de .

Definicién 3.4.4. La L-funcién de ¢’ es la funcién meromorfa

1

Hosr = det (1 - q—SU(CD)|V§K> .

Notar que cuando N = 0, i.e. p’ es una representaciéon del grupo de Weil, se tiene que
ViK = vk,
Posee las siguientes propiedades:

Proposicién 3.4.5. (L1) L(c’®7,s) = L(¢/,s)L(T,s).
(L2) L(Ind/k p',s) = L(p',s).

Demostracion. La propiedad (L1) es inmediata, el polinomio caracteristico se factoriza en la suma
directa como producto de los polinomios caracteristicos en cada sumando.
Para (L2), hace falta usar dos lemas*:

4Ver la Proposicién 3.8. en [Del75].
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Lema 3.4.6. Sean W un C-espacio vectorial de dimension finita, T € End(W). Sea Ty € End(Cf @ W)
con f € IN definido como
Tr(ej@w) :=ej;1Q@w, weW,0<j<f-2,
Tr(ef—1 ®@w) == eo @ T(w).
Entonces
det(1 —xTy) = det(1 - ).

En lo que sigue, vamos a trabajar con de C[G]-médulos y C[H]|-médulos. Vamos a considerar

en el funtor induccién Ind$ V = C[G] ®cm) V-

Lema 3.4.7. Sean G un grupo, H un subgrupo de G de indice finito, e I un subgrupo normal de G.
Tomamos | := I n H. Dados un C[H|-médulo U, tenemos un isomorfismo de G/ I-médulos

I
G ~ G/I
(ndf u) =~ md§/u,

donde H/ ] lo identificamos con el subgrupo HI/I de G/ 1.

Consideramos ahora G = Wx, H = Wy, | = Ik n H = ;. Sea U el espacio de la re-
presentacion de Weil-Deligne p’ = (p, M) del grupo H y sea ¢’ = (0, N) la representacion de
Weil-Deligne de la representacion inducida por U. Por la férmula explicita de N en la parte (iv)
de la Proposicién 3.4.3 podemos identificar

VN = C[G] ®C[H} Up = Indp /x Uy,

de manera que
Vi = Ind§/} ul, (3.4)

por el Lema 3.4.7. Entonces se tiene que

1
L(c,s) = : (3.5)
det (1 —q7°0(®) |1nd§//§ u&)
Por otro lado, si tomamos W = U{VI, luego
Ind /) U}, = G[G/ T @cip/p W. (3.6)

Sea f = f(L/K) el grado de inercia, identificamos el lado derecho de (3.6) con C/ ® W, haciendo
corresponder al coset de @/ en G/I con la base canédnica e; en C/. Con lo cual si ®; es un

elemento de Frobenius geométrico de L (de la forma ®fF con € e 1) y el endomorfismo es
T = &1, luego el Lema 3.4.6 nos da

- - — = —xf
det (1 @ g0l ) det (1-xTy) = det (1-T).
Evaluamos en x = 7° y reemplazamos la igualdad anterior en (3.5), obtenemos (L2). O

Como corolario, podemos calcular L-funciones de representaciones semisimples a partir de
los L-funciones de representaciones semisimples indescomponibles utilizando la propiedad (L1).
A su vez, el caso semisimple indescomponible se puede calcular gracias a la siguiente proposi-
cion:

Proposicion 3.4.8. Supongamos que 0’ = 7 ® Sp(n), donde 7 es una representacion irreducible de Wy
y n es un entero positivo. Entonces

L(¢/,s) = L(m,s+n—1),
Demostracion. Sea W el espacio de 71, con lo cual V.= W®C" es el espacio de ¢’. Entonces

VZ%K =Wk ®e,_1, y @ acttia sobre Wk ®e,_; via el automorfismo (ﬂ(q))|wz,<) ® ql_”. O
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Constante local

Primero veamos el caso p € G5°(K): la definicién de constante local de Langlands-Deligne (o
simplemente para nosotros constante local) de una representacién del grupo de Weil semisimple
es complicada de definir. Su existencia y los siguientes dos resultados se prueban en la Seccién
30 de [BHO6]. R R

Sea L/K una extension finita separable. Para i € K, tomamos ¢, := 1 o Try /g € L.

Teorema 3.4.9. Sean p € K, Y # 1, y sea L/ K recorriendo las extensiones finitas separables. Existe una
tinica familia de funciones

G(L) — Clyq )",
pr—elp,s,yr),
que cumple las siguientes propiedades:

(1) Si x es un caracter de L™, se tiene que
e(xoar,s pr) =e(x,s yr).”
(11) Sip1,p2 € G¥(L), se tiene que
€(p1@p2,5,91) = €(o1,5,Yr)e(p2, s, Y1)
() Sipe G¥(L)y L/T/K, se tiene que
e(Indy/rp,s,¢r) _ €(Rp/1,8 91)"

e(p,s, ¢r) e(lp, s, p)"

Proposicién 3.4.10. Sea p € K, p # 1y p € G°(K).

(1) Existe un entero n(p, ) tal que

1

e(ps9) = ¥ (o, 1 ).

(1) Sea a € K*. Entonces
e(p,s,a-9) = detp(a) o "™ e(p,s, ),
n(p,a-y) = n(p, )+ vk(a) dimp.
En particular, n(p, ) solo depende de p y del nivel de  (ver la Proposicion 2.3.13).

(1) La constante local satisface la Ecuacién funcional
e(p,s,p)e(F 1 —s,9) = detp(-1).
(1v) Existe un entero n, tal que si x es un caracter de K* de nivel k > n,, entonces
e(x®p,s,9) = detp(a(x))e(x,s,p)H™*,
para cualquier a(x) € K* tal que x(1+ x) = p(a(x)x), x € RE/2A+1

La constante local €(¢’, s, 1) de una representaciéon de Weil-Deligne ¢’ = (¢, V, N) también
depende de un caracter i € K no trivial, y se define como

, LF1—s) L(o,
e(s,p) = elays, ) T =S AT %

donde & = (7, V, N) es la representacién contragradiente de ¢

Notar que cuando N = 0 esta definicién coincide con la constante local de una representacion
del grupo de Weil.

También cumple varias propiedades que no necesitamos enunciar pero se pueden consultar
en la Seccién 11 de [Roh94].

5

«1, es el mapa local de Artin que veremos en 4.1.4.
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3.4.2. La representacion especial
Ejemplo 3.4.11. Sea V = C", n > 1. Tomemos N € M,(C) como el bloque de Jordan de rango
n—1:si{ey,e1,...,e,—1} es la base de candénica de V, tenemos que Ne,—1 =0y Ne; = ¢;,1,0 <
i < n — 1. Definimos la representacion suave py de Wx como po(x)e; = |x|'e;,0 <i<n-—1, x€
Wk. Y por tltimo ponemos
1-n)/2

p(x) =[x/ po ().
La terna (p,C", N) es una representacién de Weil-Deligne semisimple llamada la representacién
especial. La denotamos como Sp(n)).

Ejemplo 3.4.12. Si (p,V,N) = Sp(2). Tomamos {k(s) = (1 —g~%)7!, se tiene que

L(o,s) = Tk(s — )Tk(s+5) = LFs),
y por otro lado
Lpw,s) = Cx(s + 3) = L(Fy ).

Con lo cual si ¢ tiene nivel uno, debe ser que €(p,s, ) = g*~! (ver la Proposicién 2.4.7), y nos
va a quedar finalmente

201 Gk(5 = 8)Gk(3 —8)k(s + 3)
e(Sp(2),s,9) =¢q ; 25

S
Tk(s — 3)Tk(s+ )Tk (3 —s)
25— 11*‘77_5 _ sf%
Sk A S

Teorema 3.4.13. Sea ¢’ una representacion de Weil-Deligne semisimple. Entonces tiene una descomposi-
cién de la forma

m
/o
o' = Do ®Sp(n)),
=1
donde 0; es una representacion irreducible del grupo de Weil. Mds atin, esta escritura es tinica, i.e. si

= (—B] 10 ®Sp(t;) entonces s = m y luego de permutar los indices se tiene que p; = 0j y t; = n;
para todo j.

Demostracion. Ver el Corolario 2 de la Seccién 5 de [Roh94]. O

3.4.3. La constante de Langlands

Sea L/K una extensién finita separable y i € K, P # 1, definimos

€(Rp/x, 8, ¢)
e(1r,s,¢r)

Donde 1y es el caracter trivial de W y Ry x = Indp /x 11.

Ak (s, ) =

Proposicion 3.4.14. Se tiene que Ak (s, ) es constante en s.

Demostracion. En la Seccién 30.4 de [BHO6] se prueba que si ¢ es un caracter no ramificado de
K* de orden finito, entonces (¢ ® p,¥r,5) = €(p,¢Pr,s +s(¢)), donde s(¢) € C es tal que
¢(@) = g~*9). En particular vale si tomamos p = Ind; /x 1;.

Usaremos esto de la siguiente manera, por el tercer item del Teorema 3.4.9 tenemos que

d
ALsk(s, ) = %‘W Como Ind; k¢ = ¢®Ind; )k 11 = ¢ ® Ry /k nos queda

e(Rp/k, .5 +s(¢))
e(lL, ¥, s +s(¢))

Osea, Ap/k(s, ) = Ap/k(s +s(¢), ¢) para todo caracter ¢ no ramificado de orden finito. Eso
es, Ap/k(s, ) = Ap/k(s+ ¢, ) para todas las ralces de la unidad ¢ € C. Como Ay /k(s, §) es una

Ask(s, ) = = Ar/k(s+s(9), ).

constante multiplicada por una potencia de qz ~* se sigue el resultado. O
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Definicién 3.4.15. La constante Ay k() = A k(s, ¢) la llamaremos constante de Langlands.

Observacién 3.4.16. El tercer item del Teorema 3.4.9 se puede traducir en términos de la cons-
tante de Langlands:

e(Indy /7 p,Yr1,5)
e(o, ¥r,s)

Y la ecuacién funcional del tercer item de la Proposicién 3.4.10 se traduce como

=Ayr(pr)", peGy(L).

Ak(9)? = xp/(=1),
y por ende Ay /k(¢) es una raiz cuarta de la unidad.

Proposicién 3.4.17. Sea ¢ € K de nivel uno y L/K una extension cuadrdtica mansamente ramificada.
Se tiene que

(1) Si L/K es no ramificada, luego x ;g es no ramificado de orden 2 y
Avk(p) = -1

(11) Si L/K es totalmente ramificada, luego «p sk es el caracter no trivial de K* /N ,x(L*) y

Aryx(W) = Tk ) /"2
En particular, A jx(9)* = xp/x(—1).

Demostracion. Tenemos que
Rp/k =Indp g1 = 1k @Kk

Las férmulas se deducen del Teorema 2.4.9 y de la Proposicién 2.4.7. La tltima afirmacion se
deduce de la observacién anterior. O

Observacion 3.4.18. Observemos que en (ii), k /g tiene orden 2, y es ramificado de nivel cero.
Luego « /x(—1) estd dada por el simbolo de Jacobi:

a1 = () (8)

3.5. Representaciones (-adicas

Una razén por la cual nos interesa entender las representaciones de Weil-Deligne es para
hablar de representaciones ¢-ddicas, que aparecen en los grupos de cohomologia étale y en la
geometria aritmética. Vamos a asumir en esta seccién que ¢ # p, con p la caracteristica del cuerpo
residual O/ B. El caso ¢ = p es mucho més complicado y no lo vamos a mencionar aca.

Sea G un grupo localmente profinito y F un cuerpo. A la categoria de representaciones suaves
de G sobre F-espacios vectoriales la denotaremos como Repy(G).

Sea F’ otro cuerpo de caracteristica cero. Sea F — F/ una inmersion de cuerpos. Si (7, V) es
una representacioén suave de G sobre F, obtenemos una representacion suave 7t de G en F' ®p V
definida como

e 1®v— 1R m(g)v.

Asi, definimos el funtor
Repr(G) — Repy (G),

3.9
(7T,V) [ — (7TF/,F/®F V) ( )

Si la inmersién es un isomorfismo, nos queda que el funtor es una equivalencia de categorias.
¢Cudl es el propésito de esta discusion? Resulta que en el caso de la clausura algebraica de los
ntmeros (-ddicos F = Q, se tiene que F =~ C algebraicamente y tenemos una equivalencia de
categorias para G (por ejemplo G = GL;(K)) entre Rep(G) y Rep(G). O sea que tenemos una
biyeccién entre las clases de representaciones suaves irreducibles de G sobre C y las clases sobre
F. Lo mismo reemplazando G por el grupo de matrices triangulares superiores B — G. Con lo
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cual tenemos también una equivalencia de categorias Rep(B) =~ Repp(B) tal que el siguiente
diagrama conmuta

Rep(B) = Repy(B)

Indgl llndg

Rep(G) —= Rep;(G)

Lo mismo pasa para el funtor de induccién compacta. Entonces cualquier teorema que clasifique
representaciones suaves irreducibles de G en términos de Ind o ¢ — Ind no depende del cuerpo
de los coeficientes. Por ejemplo ver las Secciones 9.11 y el Teorema 6.2.4.

Similarmente podemos definir representaciones de Weil-Deligne de Wy sobre cualquier cuer-
po de caracteristica cero F: son las ternas (p, V, N) con (p, V) una representacién suave del grupo
de Weil sobre un F-espacio vectorial V 'y N € Endp(V) un endomorfismo nilpotente que satisface

p(0)Np(0) ' = |o|N, o e Wk,

Notemos que tiene sentido la tltima ecuacién porque |o| es una potencia de g en F. Por dltimo
se definen los morfismos de representaciones de Weil-Deligne como antes: son transformaciones
F-lineales que conmutan con la accién y con el endomorfismo nilpotente. Notamos a la categoria
de representaciones de Weil-Deligne de Wx sobre F como D-Rep(Wk).

Nuevamente una inmersién de cuerpos F — F’ induce un funtor

D-Rep;(Wk) — D-Repp (Wk),

3.10
(0.V,N) — (pp, ' ®V, 1@ N). 10

Cuando F — F/ es un isomorfismo, nos queda una equivalencia de categorias.

Para las siguientes dos demostraciones usaremos el siguiente hecho. Sea ©, la clausura entera
de Z, en E. Definimos para todo m > 1 los subgrupos G, = 1+ " M;(®,) de GL;(E). Luego G,
es una sucesién decreciente de grupos abiertos de GL;(E), y Gy / Gy,41 es abeliano de exponente
L.

Lema 3.5.1. Sea G un grupo profinito con pro-orden coprimo con £, entonces toda representacion continua
de dimension finita p : G —> GL4(E) tiene imagen finita.

Demostracion. Vamos a ver que ker p es abierto y, por ende, tiene indice finito, pues G es com-
pacto.

Tomemos ahora H = p~1(Gj), es abierto en G. Afirmamos que H = kerp. Por un lado
p(H) < G; y como H es un subgrupo abierto de G, entonces también es profinito con pro-
orden coprimo con /, y debe ser que p(H) moédulo G, es profinito de pro-orden coprimo con
£, pues el cociente por el nicleo sigue siendo profinito de pro-orden coprimo con ¢. Esto solo
pasa si p(H) = 0 médulo Gy, i.e. p(H) < Gy. En general, podemos probar por induccién que
p(H) < (=1 Gm = 1, 0 sea que H c ker p. La otra inclusién es obvia. O

Para el siguiente teorema vamos a definir el endomorfismo exponencial y logaritmo. Si F
tiene caracteristica cero y N € Endp(V) es nilpotente, la serie

N
expN:1+Zi—'

i=1

tiene finitos términos y es un elemento unipotente de Autr (V). Reciprocamente, a un endomor-

fismo unipotente lo podemos escribir como U = 1+ N € Autr(V), con N nilpotente, obtenemos
otro elemento nilpotente

N/

logU = Z (—1)y 1=

j>1 J

de Endp (V). No hay que preocuparse de hablar de convergencia en la definicién porque la suma-
toria tiene finitos términos. Se tienen las conocidas relaciones log(exp N) = Ny exp(logU) = U.
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Teorema 3.5.2 (Grothendieck). Sea (o, V) una representacion continua de dimension finita de Wy sobre
E = Qy, ¢ # p. Entonces existe un tinico endomorfismo nilpotente N, € Endg (V) tal que

o(x) = exp(t(x)N}), @3.11)

para todo x en algiin subgrupo abierto de Tx. Ademds, N, = 0 si y solo si p es trivial en un subgrupo
abierto de Tk.
Mis aiin, tenemos que
p(0)Npp(0) ' = |o|N,, o€ Wk. (3.12)

Demostracion. Antes de comenzar la demostracién, observemos que las dos tltimas afirmaciones
son consecuencia de la unicidad y la dltima utiliza la Observacién 3.2.3.

Primero veamos la unicidad. Supongamos que tenemos dos subgrupos abiertos H; de Zx
tales que p(x) = exp(t(x)N;) para dos endomorfismos N;. Consideramos H = H; n Hp, es un
subgrupo abierto y como f no contiene a H en el nucleo, existe y € H\ Ker t. Se tiene que t(y) # 0
y t(y)N; es nilpotente, entonces N; = t(y) ! log p(y).

Nos toca ahora probar la existencia. Denotemos como D, a la clausura integra de Z, en Q.
Fijemos una base de V e identifiquemos Autg (V) con GL,4(E).

Sea | := Kert np~1(G,). Luego | es un subgrupo abierto de Ker t y p(]) = G,. Andlogamente
a la demostracion del lema anterior, se tiene que p(J) es trivial.

Debido a que | es un subgrupo abierto de Ker ¢, existe un subgrupo abierto Hy de Zk tal que
Hy nKert c J. Achicando Hj de ser necesario, podemos asumir que p(Hy) < G,. Con lo cual
existe un subgrupo abierto, normal H de Wk, de indice finito, tal que H n Zx < Hj.

Si restringimos p a H n Zk, se factoriza a través de un morfismo continuo ¢ : t(H n Zg) —
Gy, i.e. p(h) = ¢(t(h)), h e H n Ix. Combinamos esto con la Observacién 3.2.3 obtenemos

p(®hd 1) = po(h), he HnIg,

para cualquier elemento de Frobenius de Wk. Si h es como antes, tomemos A autovalor de
p(h). Por la dltima ecuacién, A7 también es un autovalor de p(h). Como p(h) es invertible, los
autovalores no son cero, y como el conjunto de autovalores es finito, debe ser que los autovalores
de p(h) son raices de la unidad en E. Como p(h) € Gy, el elemento (o(h) — idy)/¢* es entero
sobre Z,.

Antes de seguir, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.5.3. (1) Si A € E es una raiz de la unidad tal que (A — 1)/ (? es entero sobre Z, luego A = 1.
(11) Para h € H n Ik, la matriz p(h) € GL;(E) es unipotente.

Demostracion. Supongamos que A tiene orden ¢', r > 1. La extension Q,(A)/Qy seria totalmente
ramificada y A — 1 un elemento uniformizante en Q;(A). Luego (A —1)/¢ no es entero salvo
cuando ¢ = 2y r = 1. De cualquier manera (A —1)//? nunca es entero.

Supongamos ahora que A # 1 y que el orden de A es divisible por un nliimero primo distinto
de /. Escribamos A = af, para raices de la unidad & # 1y j, de orden coprimo con ¢ y una
potencia de ¢, respectivamente. Luego A —1 = a(f—1) + (¢ —1). « — 1 es una unidad en Q(A),
pero B — 1 no. Entonces A — 1 es una unidad y (A — 1)/#? no puede ser entero. O

Ahora elegimos hy € H n Ik tal que t(hg) # 0. Como p(hy) es unipotente podemos considerar
N = t(hg) logp(ho). Asi se tiene que N es nilpotente y p(hg) = ¢(t(hg)) = exp(t(ho)N).

Finalmente tomemos A = Zt(hy) < Z;. Tenemos que x — ¢(x) y x — exp(xN) son
morfismos continuos A — GL;(E); coinciden en t(hg), con lo cual coinciden en Zt(hy) y luego
en A por continuidad. Tomando H' = t~1(A) tenemos que p(x) = exp(t(x)N), x € H'. Por
supuesto que H’ es abierto en Zg, ya que A es abierto en Z,. O

Observacion 3.5.4. Bajo las hipétesis del teorema, la representacion (o, V) es suave si y solo si
N, es nulo. En particular, cuando dim V' = 1, p es suave.

En para enunciar el siguiente teorema vamos a definir la asignacion (p, V) — (pa, V, Np).
Notar que (3.12) implica que N, conmuta con todos los elementos de p(Zx).
Definimos ahora

pa(Px) = p(P"x) exp(—t(x)Ny), ae€Z, x e Ix.
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De esta manera pg : Wx — Autg(V) es un morfismo, que por el teorema de Grothendieck es
trivial en un subgrupo abierto de Zg. Por lo tanto es una representacién suave de Wxg. Como
también cumple (3.12) entonces la terna (o, V, N,) es una representacién de Weil-Deligne.

Teorema 3.5.5. Sean & € Wy un elemento de Frobenius y t : Iy — Z, como antes. Sea RepJ;(WK)

la categoria de representaciones continuas de dimension finita de Wy sobre E = Q. Entonces existe una
equivalencia de categorias

Rep) (W) — D-Rep(Wx) (3.13)
(o, V) — (pa, V, Np). (3.14)

Mads atin, la clase de isomorfismos de la representacion de Weil-Deligne (oo, V, Np) solo depende de la
clase de isomorfismos de (p, V'), y no depende de la eleccion de P o t.

Demostracion. Veamos que es funtor. Si (7, U) es una representacién continua de dimension finita
de WgenE,y ¢:V — U es un Wyg-morfismo, la unicidad del Teorema 3.5.2 nos da

Nro¢ =¢oN,.
Luego, ¢ induce un morfismo de representaciones de Weil-Deligne (oo, V, Ny) — (7o, U, Nz).
Reciprocamente, si (o, V, N ) es una representaciéon de Weil-Deligne, la férmula
oc®(®x) = o(d"x) exp(t(x)N), aeZ, xe Ik,
define una representacién de Wk en V. Esta es continua porque ¢ es suave y el morfismo
IK - AutE (V)/
x — exp(t(x)N),
es continuo. También se tiene que N = N, con ¢ := ().
Si (t,U, M) es otra representacion de Weil-Deligne y ¢ : (o, V,N) — (7,U, M) es un mor-
fismo de representaciones de Weil-Deligne, luego ¢ : V — U induce un morfismo (¢®,V) —

(t®,U). Luego (0, V,N) — (t®,V) también es un funtor, y de hecho es un funtor inverso del
primero.

Ahora, sea ® otro elemento de Frobenius y escribamos @' = ®-x con x € Ig. Definimos
A € Autg(V) como
A = exp(at(x)Np),

cona = q%l Se tiene que
Acpa(y)o A" = p(y) exp((at(x) — t(y) — at(x))N,) = por (y), y € Ik

(at(x)Np)p(P) exp(—at(x)N,)

= p(®) exp(at(x)gN,) exp(—at(x)Np)

= p(®) exp(a(g —1)t(x)Np)

= p(®) exp(t(x)Np).

= ex

o

Por otro lado,
P (®) = pgr (P'x71) = p() exp(t(x)N,) = Ao pg(P) o A7

Por ende A o pgp(g) o A™! = pgr(g) para todo g € Wk. O sea que salvo isomorfismo, (0o, V, Np)
no depende de ®.

Veamos ahora el otro caso, tenemos que ver que la clase de isomorfismo de (o, V,N,) no
cambia si reemplazamos ¢ por pt con B € Z . Para esto, basta ver que existe B € Ag(V) que
conmute con p y tal que BNPB_1 = BNp.

Elijamos a € Z positivo tal que p(P?) sea central en p(Wk). Sea V) el autoespacio gene-
ralizado de la matriz p(®“) respecto de A, i.e. V) = Ker(p(®?) — A)4™V. La relacion N, =
|®|* Ny®* implica que N, Vjze < V. Cada V) es un p(Wk)-subespacio de V. Definimos entonces
a B como

Bv =y v, veV,,

para una familia de elementos i) € Z que satisface Bz = px- O
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De manera anéloga a la Seccién 3.5, si elegimos un isomorfismo E ~ C, obtenemos una
biyeccién entre el conjunto de clases de isomorfismos de representaciones sobre E y C.

Definicién 3.5.6. Decimos que una representacion de Weil-Deligne (p, V, N) sobre E es semi-
simple si la representacion suave (p, V) es semisimple.

Una representacion (p, V) continua de dimensién finita de Wx se dice ®-semisimple si su
representacion de Deligne (oo, V, N,) asociada via el Funtor (3.13) es semisimple.

Notar que p es ®-semisimple si y solo si pp es semisimple como representacién suave de

Wk.

Proposicién 3.5.7. Sea (p, V') una representacion continua de dimension finita de Wy sobre E. Son
equivalentes:

(1) (0,V) es O-semisimple.
(1) Existe un elemento de Frobenius ¥ € W tal que p('¥) es semisimple.
() p(g) es semisimple para todo § € Wi\ Zk.

Demostracion. Veamos primero que item (i) y (ii) son equivalentes. Por un lado (p, V) es ®-
semisimple si y solo si (0o, V,N,) es semisimple, pero recordemos que la ultima afirmacién
del Teorema 3.5.2 esta representacién es isomorfa a (py,V,N,). Por otro lado (py,V,N,) es
semisimple si y solo si (py, V) es semisimple, y esto altimo sucede si y solo si py(¥) = p(¥) es
semisimple por el item (i7) de la Proposicién 3.3.6 aplicado al elemento de Frobenius ¥.
Claramente (iii) = (ii). Reciprocamente, si § € W\Zk lo dividimos en dos casos. El primer
caso es cuando § = ®x, x € Zg. De la demostraciéon del Teorema 3.5.2 tenemos que pp y oy son
representaciones conjugados para elementos de Frobenius arbitrarios ®,¥ € Wy. Con lo cual
tomando ¥ = ¢ y evaluando las representaciones en g se tiene que p(g) = p¥(g) es conjugado
a po(g), que es semisimple si y solo si p(®) = pep(P) es semisimple por el item (iii) de la
Proposicién 3.3.6. El segundo caso es cuando g = ¢*x, x € Zx con a € Z ~ {0}. Restringiéndonos
a Wy con L/K una extensiéon no ramificada de grado |a|, por el item (i) del Lema 3.3.5 se puede
asumir sin pérdida de generalidad que estamos otra vez en el primer caso. O

Un corolario de esta proposicién es:

Teorema 3.5.8. Sea ¢ un niimero primo distinto de p y sea n > 1. El conjunto de clases de isomorfismos
de los siguientes conjuntos corresponden de manera candnica.

(1) Las representaciones continuas ®-semisimples de dimension n de W sobre E, y
(11) las representaciones de Deligne semisimples de dimension n de Wy sobre E.

Notar que elegir un isomorfismo E =~ C induce una biyeccién entre estos conjuntos y el
conjunto de clases de isomorfismos de representaciones de Deligne semisimples de dimensién n
de Wk sobre C.

3.6. El médulo de Tate de un grupo abeliano

En esta seccién construiremos ejemplos de representaciones ¢-ddicas provenientes de la geo-
metria aritmética.

Definicién 3.6.1. Sea A un grupo abeliano y ¢ un ntimero primo positivo. El médulo de Tate de
Aes
Ty (A) == lim A[£"].
neN

Donde A[("] es la ¢" torsion de A, o sea el nicleo del morfismo multiplicar por ¢", y el
sistema inverso de morfismos esta dado por

Awn-&-l] N A[fn},

a—{-a.
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El médulo de Tate es un Z;-médulo via la accién

A (@n)neNn = (Ann)neN,

que estd bien definido, pues A € Z, entonces A,, ;1 = A, mod (". Extendiendo escalares obtene-
mos un Q-espacio vectorial .
Vi(A) :=Q®T,(A).

Notar que si G es un grupo que acttia sobre A de manera compatible con el sistema inverso
de morfismos, entonces Ty (A) y V;(A) heredan la accién natural de G.
Existen varios ejemplos de médulos de Tate, en las siguientes subsecciones veremos un par.

3.6.1. Médulo de Tate del grupo multiplicativo

Uno de los més simples es el médulo de Tate del grupo multiplicativo A = (K*?)*. Tenemos
que los submoédulos de ¢"*-torsién son

A[f”]:‘ugn:{aeKsep‘aznzl}.

Luego en nuestro caso lim i = Z; si la caracteristica de K es distinta de ¢, y es = {1} cuando
la caracteristica coincide con . En el primer caso, tenemos los morfismos

‘u[wrl I “I/lgn,
ar— ag

que forman un sistema inverso. Llamamos médulo de Tate del grupo multiplicativo a

T (p) = Lim ppn. (3.15)
nelN

El médulo de Tate es un Z,-médulo libre de rango 1. En efecto, sea un elemento € = (€,),eN €
Ty (1) tal que
€1 #1, esz:en, Vn = 1.

Luego € genera el médulo de Tate como Z,-médulo con la Zy-accién sobre un elemento genérico
(€n)nen € Ty ()

A+ (en)nen = (62n>n€]N,

con A = (Ap)peN € Zy, App1 = Ay mod L.
El grupo de Galois absoluto Gk actta sobre T, (i), pues en este caso Gk actia naturalmente
sobre K.
Si fijamos una base {e¢} de T, (4) como Z;,-moddulo, la accion continua de Gg en Ty (u) nos
induce un caracter
xe:Gx — 2,

llamado el /-ésimo caracter ciclotémico. Este caracter estd determinado por

7 (€n)neny = (€ en.

Ejemplo 3.6.2. Extendiendo escalares obtenemos la representacién

Vo (1) = Qr®z, T (1)

¢-4ddica de dimensién 1. Cuando la caracteristica de K es distinta de ¢, el caracter 1 ® x, tiene
imagen infinita, pues eso mismo le sucede a x;.

Ademas, Vy(jt) es un ejemplo de una representacién ¢-ddica que no es suave. En efecto,
probar que no es suave equivale a probar que el nticleo no es abierto por la Proposicién 2.5.4. Si
el ntcleo fuera abierto tendria indice finito porque Gk es compacto, luego la imagen serfa finita.
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3.6.2. Médulo de Tate de una curva eliptica

Mas ejemplos de mddulos de Tate provienen de variedades abelianas, variedades suaves
proyectivas de dimensién finita equipadas con una estructura de grupo abeliano. El caso maés
simple es el de dimensién uno, o sea, curvas elipticas. En la Seccién 3.7 veremos un poco mas
sobre curvas elipticas.

Sea E/K una curva eliptica sobre K. El médulo de Tate ¢-ddico de E es un Z;-médulo libre
de rango 2 equipado con una accién natural de Gg.

Antes de definirlo, necesitamos ver cémo actiia Gg sobre E. Sea 0 € Gg, actiia sobre los
puntos P = (x,y) € E:

¢-P = (0(x),0(y)).

Esta accién es compatible con la estructura aditiva de E, i.e. - (P+Q)=0-P+0-Q.En efecto,
la suma + : E x E — E estd dada por funciones racionales con coeficientes en K. Ademds,
se tiene que en general ¢ preserva la n-torsién: o(E[n]) = E[n]. En particular, podemos definir
el médulo de Tate de una curva eliptica E tomando A = (E,+) y A[¢"] = E[{"]. Cuando

{ + char(K) se tiene que E[("] = (Z/{"Z)?, en otros casos es isomorfo a Z/("Z, o es isomorfo
a 0 por la Proposicién 7.1 de la Seccién 7 del Capitulo III de [Sil09].

Definicién 3.6.3. El médulo de Tate ¢-ddico de E es Ty (E) = lim E[¢"].

Observacién 3.6.4. El médulo de Tate de E nos induce una representaciéon Q-adica del grupo
de Galois absoluto V (E) = Q) ®z, T (E) de dimension 2.

3.7. Curvas elipticas sobre cuerpos de valuacion discreta

3.7.1. Generalidades sobre curvas elipticas

Lo que sigue es una breve introduccién a curvas elipticas definidas sobre un cuerpo arbitrario
K. Para una introduccién més profunda a las curvas elipticas se recomiendan: [ST92], [Sil09] y
[Sil94].

Definicién 3.7.1. Una curva eliptica E/K es una curva algebraica sobre K proyectiva suave y de
género uno, con al menos un punto sobre K denotado como O.

Toda curva eliptica admite un modelo plano; més atn, es isomorfa sobre K a la curva dada
por la ecuacién
E: 2 _ 3 2
2YT tarxy +azy = x° + axx” + agx + ae,

con a; € K. En este isomorfismo el punto O corresponde al [0: 1 : 0] en el plano proyectivo. Esta
escritura se llama forma de Weierstrass.

Definicién 3.7.2. Tenemos las cantidades:
» by =af+4ay, by=2a5+mas, be=a}+4as, bg=alag+4aa6— ayazas + aa3 — aj.
» ¢y = b3 —24by, co = b3 + 36byby — 216bs.
» A = —b3bg — 8b] —27b2 4+ 9bybsbs,  (E) = c3/A.

Definicion 3.7.3. A la cantidad A se la llama discriminante de la forma de Weierstrass asociada
a E. A j(E) se la llama j-invariante de la curva eliptica E.

La discriminante depende de la forma de Weierstrass, pero j(E) no.
Si ademas la caracteristica es distinta de 2 y 3, luego de un cambio lineal de variables se tiene
que
E: y2 =3 - 27c4x — S4cg.

Definicién 3.7.4. La Ecuacién anterior, sustituyendo —27c4 = a4 y —54c¢ = ae, se llama forma
de Weierstrass reducida.

Definicién 3.7.5. La curva dada por la forma de Weirstrass se clasifica de la siguiente manera:
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(r) Es no singular si y solo si A # 0.
(11) Tiene un nodo siysolosi A =0y cq # 0.
(1) Tiene una ctspide siy solosi A =c4 = 0.

Proposicién 3.7.6.  (a) Cuando una curva tiene un nodo o una ciispide la curvas es singular, ademds
existe un tinico punto singular.

(b) Dos curvas elipticas son isomorfas sobre K si y solo si sus j-invariantes coinciden.
Demostracion. Ver la Proposicién 1.4 del Capitulo III de [Sil09]. O

Definicién 3.7.7. Los puntos (x,y) € K x K que son solucion de la forma de Weierstrass se
llaman puntos K-racionales. O simplemente racionales cuando sea claro cudl es el cuerpo base.
El punto O se considera racional. El conjunto de puntos K-racionales junto con O se denota como
E(K).

El interés de estudiar curvas elipticas es que el conjunto E(K) posee una estructura de grupo
abeliano que se puede definir de forma geométrica. Con lo cual se puede estudiar la aritmética
de una curva eliptica.

Definicién 3.7.8. El subgrupo E[n] es el subgrupo de n-torsién de E(K).

3.7.2. Twist cuadratico

Solamente por esta subseccién, asumiremos que K es un cuerpo arbitrario con caracteristica
distinta de 2.

Sea E/K una curva eliptica. Como la caracteristica es distinta de 2, podemos escribir, luego
de un cambio lineal de variables, la forma de Weierstrass

E:y2:x3+a2x2+a4x+a6.

Dado d € K* no cuadrado, tenemos una extensién cuadratica separable (y Galois) L = K(v/d).
Esta extension define un caracter cuadratico

x : Gal(K*? /K) — Gal(L/K) — {1, -1}

o(Vd)
T

Definicién 3.7.9. El twist cuadratico de E es una curva eliptica EX, definida por la ecuacién

g —

EX s y? = & + dayx® + d?ayx + daq.

Las curvas elipticas E y EX no son isomorfas sobre K, pero si sobre L.

3.7.3. Curvas elipticas sobre cuerpos de valuacién discreta

Sea K un cuerpo local no arquimediano con valuacién v y valor absoluto | - |. De ahora en
adelante vamos a suponer por simplicidad que la caracteristica de K es cero, i.e. es una extensién
finita de Qp, de todas formas los resultados que enunciaremos se dardn con un poco més de
generalidad y aclararemos cudando se puede asumir una caracteristica distinta.

Las demostraciones de los préximos resultados se pueden encontrar en el Capitulo VII de
[Sil09]. En este caso, la forma de Weierstrass de E se puede asumir que los coeficientes estdn en
Ok luego de hacer un cambio de variables. Cuando ademads v(A) sea minimizado diremos que
la forma de Weierstrass es minimal. Resulta que esta siempre existe y dos formas minimales son
isomorfas sobre K.

Entonces siempre podemos reducir los coeficientes de la forma de Weierstrass minimal
moédulo @. Asi obtendremos una curva sobre el cuerpo residual k, posiblemente singular

E:y? +ayxy + dzy = X° 4 Gpx® + dgx + de.

Llamamos a la curva E /k la reduccién de E médulo @.
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3.7.4. Reduccién buena y mala
Clasificaremos a E segtn si la curva reducida E es una de tres tipos distintos.
Definicién 3.7.10. Decimos que:
(a) E tiene reduccién buena sobre K si E es no singular.
(b) E tiene reduccién multiplicativa sobre K si E tiene un nodo.
(c) E tiene reduccién aditiva sobre K si E tiene una ciispide.

En los casos (b) y (c) decimos que E tiene reduccién mala. Si E tiene reduccién multiplicativa,
diremos que la reduccién es partida si las pendientes de las rectas tangentes en el nodo estdn en
k. Cuando esto no sucede decimos que E tiene reduccién multiplicativa no partida.

Definicién 3.7.11. Decimos que E tiene reduccién potencialmente buena sobre K si existe una
extension finita K’ /K tal que E tiene reducciéon buena sobre K'.
Analogamente definimos reduccién potencialmente multiplicativa sobre K.

Teorema 3.7.12. (1) Sea K'/K una extension no ramificada. Entonces el tipo de reduccién de E sobre
K es el mismo que el de E sobre K'.

(11) Sea K'/K una extension finita. Si E tiene reduccion buena o multiplicativa sobre K, entonces tiene
el mismo tipo de reduccion sobre K'.

(1) Existe una extension finita K' /K tal que E tiene reduccion buena o multiplicativa partida sobre K'.

Proposicién 3.7.13. La curva E tiene reduccion potencialmente buena si y solo si su j-invariante es
entero (i.e. j(E) € Og).

Teorema 3.7.14 (Criterio de Néron-Ogg-Shafarevich). Sea E/K una curva eliptica. Entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(1) E tiene buena reduccién sobre K.
(11) El médulo de Tate T;(E) es trivial en Iy para algin { # p.
(111) El médulo de Tate T;(E) es trivial en Iy para todo ¢ # p.

3.8. La curva de Tate y el teorema de uniformizacién

Como en la Seccién anterior, sea K un cuerpo local no arquimediano. Para g € K denotemos
como g% al subgrupo generado por g en K*.

Las demostraciones de los préximos resultados se pueden encontrar en el Capitulo V de
[Sil94].

Teorema 3.8.1 (Tate). Sea g € K* con |q| < 1y sean

_y
Sm(q) = 1; Tt
as(q) = ~55(g), aglg) = 2L,

Entonces se tiene que:

(1) Las series ay(q) y ag(q) convergen en K y definen la curva de Tate

Ej: v +xy = x> +ay(q)x + ag(q).
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(11) Eg es una curva eliptica sobre K con A-invariante
\ 24
A= q H (1 - ql> ’
i=1
y j-invariante

i(Eg) = ; + S e,

i=0
donde los c(i) son enteros.

(111) Las series

X(u,q) = 3 — T4 _2s(p),

icZ (1 - ’71“)
2i,,2
q-u
Y(u,q) = ), ———~5+51(q),
icZ (1 - ‘71”)3

convergen para todo u € K\q?. Ademds, estas series definen un morfismo continuo sobreyectivo
¢ : K" — Ey(K), definido como

) (X(wq),Y(u,q)) ugq®
0 ueq?.
El niicleo de ¢ es q%. En particular ¢ induce un isomorfismo continuo K"/ g% ~ E,.

(1v) Para todo o € Gy se tiene que

75X
¢(o(u)) = o(¢p(u)), vue K.
En particular ¢ induce también un isomorfismo de Gg-modulos
¢:L* /9" — Eq(L)
para toda extension algebraica L/ K.

La curva de Tate tiene j-invariante entera.

3.8.1. Teorema de uniformizacion

Volvemos al caso K local no arquimediano con caracteristica cero. Para ver la demostracién
de estos resultados se pueden consultar el Capitulo VII y la Seccién 7 del Apéndice C de [Sil09].

Lema 3.8.2. Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo K con char(K) # 2,3. Sean ¢4 y c¢ las
constantes asociadas a la forma de Weierstrass de E. Supongamos que j(E) # 0,1728. Definimos

Y(E/K) := —cq/ce € KX /K<
Se tienen las siguientes afirmaciones:
(1) La constante v(E/K) estd bien definido y no depende de la eleccion de la forma de Weierstrass.

(11) sea E'/K otra curva eliptica con j(E") # 0,1728. Entonces E y E' son isomorfas sobre K si y solo
si j(E) = j(E") y v(E/K) = y(E'/K).
(111) Sean E/K y E'/K dos curvas elipticas con j(E') = j(E) # 0,1728, y supongamos que y(E/K) #

v(E'/K), con lo cual d = 77((5,//12) define una extension cuadritica

L = K(Vd).
Sea x su caracter cuadritico asociado. Luego existe un isomorfismo de Gg-modulos

E(K) — x®E'(K).
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Teorema 3.8.3 (El teorema de uniformizacién). Sea E/K una curva eliptica con j(E) no entero® y
v(E/K) € K*/ (K*)?. Entonces

(a) Existe un tinico q € K con |q| < 1y tal que E es isomorfa sobre K a la curva de Tate E,.
(b) Sea q como en el item anterior. Son equivalentes:

(1) E es isomorfa a E; sobre K.
(1) y(E/K) =1.

(111) E tiene reduccién multiplicativa partida.

Observacion 3.8.4. Si y(E/K) # 1, considerando L = K(4/v(E/K)), se tiene que y(E/L) =1,
con lo cual E(L) = Eg(L) = L* /g%.

Proposicién 3.8.5. Sea E/K una curva eliptica con j(E) no entero. Sean d = «y(E/K) y la extension
L = K(V/d). Vale la siguiente clasificacion:

(1) E/K tiene reduccion multiplicativa partida si y solo si L = K.
(1) E/K tiene reducciéon multiplicativa no partida si y solo si L/ K es no ramificada de grado 2.
(1) E/K tiene reduccion aditiva si y solo si L/ K es ramificada de grado 2.

Ms atin, en los casos (ii) e (iii) se tiene un isomorfismo de Gg-maodulos
E(K) —X® EX/

donde x es el caracter cuadritico del twist cuadrdtico EX de E proveniente de la extensién L/K como
vimos en la Subseccién 3.7.2.

3.9. La representacion de Weil-Deligne asociada a una curva
eliptica

El objetivo de esta seccion es construir canénicamente una representaciéon de Weil-Deligne
con coeficientes complejos que provenga del médulo de Tate de una curva eliptica y ver que su
clase de equivalencia no dependa del primo / elegido ni del isomorfismo algebraico : : Q, —> C.
En particular, esta seccién constituye un ejemplo de cémo aplicar el Teorema 3.5.5 a una represen-
tacion /-adica proveniente de una curva eliptica. Estudiaremos invariantes de esta representacién
de Weil-Deligne.

Primero sea o}, ke Gk — Aut(Vy(E)*)” 1a representacién contragradiente de la representa-
cién de Galois ¢-ddica proveniente de una curva eliptica, podemos asociarle una representacién
de Weil-Deligne compleja o, ke = (PE/K 00 NE/K,1,)- Simplemente aplicamos el siguiente pro-
cedimiento general a ) := % /i -

Sea p), : Gk — GL(V;) una representacion continua de un Q-espacio vectorial de dimen-
sion finita V/, es el siguiente. Primero nos restringimos al grupo de Weil Wk, luego aplicamos
el Funtor (3.9) y extendemos los coeficientes a Q, aplicamos (3.13), y finalmente usamos el iso-
morfismo ¢ para conseguir una representacién con coeficientes complejos via el Funtor (3.10).
Obteniendo asi una representacién de Weil-Deligne compleja ), = (0, Ny,,)-

Por el Teorema 3.7.12 solamente hay que distinguir dos casos: el caso de reduccién potencial-
mente buena, y el caso de reduccién potencialmente multiplicativa. Veremos que en ambos casos,
la representacion p. /k 1, N0 depende de la eleccion de £y 1. La notaremos entonces simplemente

como (-

®Eso es, E/K tiene reduccién potencialmente multiplicativa por la Proposicién 3.7.13.

7La razén por la cual tomamos la representacién contragradiente en vez de la accién natural, es porque queremos
imitar lo que se hace en el caso general, donde tenemos una variedad proyectiva suave X sobre K, la cual no posee
modulo de Tate, sino que tiene representaciones de Galois provenientes de los grupos de cohomologia ¢-ddicos de X. En
el caso de una curva eliptica, H} (E) es dual a V;(E).
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3.9.1. Reduccién potencialmente buena

Proposicién 3.9.1. Sea E/K con reduccién potencialmente buena. Luego la clase de equivalencia de
OF k¢, 0 depende de { ni de 1, luego escribimos p% ;- = (0£/k, Ne/k) en lugar de p% /i , . Ademis,
Ng,x = 0y pg/k es semisimple. Mds atin, pgk es no ramificado si y solo si E /K tiene buena reduccion.

Demostracién. Sea L < K una extensién finita de K donde E consigue buena reduccion, y sea
7 el subgrupo de inercia correspondiente a L. Luego por el criterio de Néron-Ogg-Shafarevich
3.7.14 se tiene que pf sk €s trivial en Zp, el cual es un subgrupo abierto de Zg, y por lo tanto
Ne/ke¢ = 0 por la dltima afirmacién de Teorema 3.5.2. Con lo cual la clase de isomorfismo
solo depende de pg/k(,, el cual veremos no depende de ¢ ni de 1. Pero como la clase de una
representacion p compleja semisimple de dimension finita de un grupo estd determinado por su
caracter tr p (ver el Lema de la pagina I-11 de [Ser97]) y por la teoria de Serre-Tate, tr pg/x /() es
un nimero racional independiente de ¢ para todo g € Wk (ver el corolario del Teorema 3 de la
pagina 499 de [ST68]). Entonces nos basta con ver que pg k¢, es semisimple. De hecho, basta ver
que pg/L ¢, es semisimple, pues una representacion compleja de dimensién finita es semisimple
si solo si su restricciéon a un subgrupo de indice finito es semisimple. Luego sin pérdida de
generalidad, supongamos que E tiene buena reduccién sobre K. Finalmente, por la Proposicién
3.5.7 basta ver que para algtn elemento de Frobenius ®, el operador pg/x ¢,(P) es semisimple,
lo cual sucede por la Seccién 14 de [Roh94].

La dltima afirmacién se deduce nuevamente del criterio de Néron-Ogg-Shafarevich. O

Sea L < K la minima extensién de K*"" donde E consigue buena reduccién. Por el Corolario 3
de la Seccién 2 de [ST68] sabemos que L = K*""(E[m]) para todo m > 3 coprimo con p, tomando
m = {" para n arbitrariamente grande, se deduce que el nicleo de o}, es Gal(K/L), con lo cual

Pk se puede ver como una representacion fiel de W/ Gal(K/L). Tenemos la identificacion

W/ Gal(K/L) =~ Wik, donde Wy k es el grupo de elementos de Gal(L/K) que inducen
una potencia del mapa de Frobenius x — x7 en el cuerpo residual [/k. Si ® es un elemento
de Frobenius inverso en Wp x (pensado como la imagen en W; ,x de cualquier elemento de
Frobenius inverso de Wk) entonces tenemos el isomorfismo

Wik = A x (D).
Si llamamos A = Gal(L/K"""), tenemos exactamente 4 posibilidades:
(1) A=Z/eZ,cone=1,2,3,406.

() p=3yAx=2Z/3Z x2Z/4Z, donde el producto semidirecto estd dado por la tinica accién
no trivial de Z /47 sobre Z./37Z.

() p =2y A = Hg, el grupo de cuaterniones de orden 8.
(v) p =2y A =SLy(F3).
Ver la Seccién 5.6 de [Ser72]. Notemos que en particular A es abeliano si y solo si p # 2,3.

Proposicién 3.9.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) E consigue buena reduccion sobre una extension finita abeliana de K.
(1) Wy k es abeliano.
(1) py /x es reducible.

(1v) E consigue buena reduccion sobre una extension ciclica totalmente ramificada de K de grado |A|.

Demostracién. Primero observemos lo siguiente: sea F una extension finita de K, luego por el
criterio de Néron-Ogg-Shafarevich, E tiene reducciéon buena sobre F si y solo si Gal(K/F) nZg <
Ker o /x- B B

Como Zg = Gal(K/K"") y Ker o, = Gal(K/L), la equivalencia anterior es lo mismo que
decir que E tiene buena reduccién sobre F siy solo si L ¢ FK**" (usando la correspondencia de
Galois).
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Ahora supongamos que E tiene reducciéon buena sobre una extensién abeliana F/K, luego L
estd contenido en la composicién de dos extensién abelianas de K, o sea que es también abeliano
sobre K. Esto prueba que (i) implica (ii).

Supongamos que Wy /k es abeliano. Entonces A es abeliano y la acciéon de (®) sobre A es
trivial. Recordemos que por la Proposicién 3.9.1 tenemos cuatro posibilidades para A y se tiene
que Wy x = Z/eZ x (P). Sea F la subextensién de L fija por la clausura de (®) en Gal(L/K).
Se tiene que F es una extension ciclica totalmente ramificada de K con grado e = 1,2,3,4 0 6,
y E tiene reduccién buena sobre F por lo visto al comienzo. Esto nos dice que (ii) implica (iv).
Notemos que (iv) implica trivialmente a (i), con lo cual (i), (ii) y (iv) son equivalentes.

Finalmente, una representacién compleja de dimensién 2 de un grupo, que ademds es semi-
simple y fiel, es reducible si y solo si el grupo es abeliano. Esto prueba la equivalencia entre (i)
y (iif). O

Para mas equivalencias se puede ver la Proposicion 2, Seccién 2 de [Roh93].

3.9.2. Reduccién potencialmente multiplicativa

Ahora supongamos que E tiene reduccién potencialmente multiplicativa. Luego por la Pro-
posicién 3.8.5 existe una extensién L/K a lo sumo cuadratica donde E alcanza reduccién mul-
tiplicativa partida, ademds existe un caracter cuadréatico x de Gk, i.e. 7(2 = 1, tal que EX, tiene
reduccién multiplicativa partida sobre K. La proposicién nos dice que existe un isomorfismo de
Gg-moédulos

E(K) = x®K" /4%,

entonces tenemos un isomorfismo de representaciones de Galois /-ddicas
Vi(E) = x® Vi (K™ /4%).
Podemos elegir como base de V, (K~ /g%) sobre Q los vectores

60:(€1/€2/-~-/€n1--') Y 61:<Q1142,---,Qn,---),

donde {, es una raiz ("-ésima primitiva de la unidad, ¢/ 11 = Cn,s 7i=qy4q +1 = qn- Usando
esta base podemos identificar la accién de Gk en V;(E) con la representacion

Gk — GL2(Qy)

g (x(g)écz(g) x(*g)>

donde, x; es el ¢-ésimo caracter ciclotémico. Transponiendo y tomando inversa obtenemos una
representacién equivalente a p. /. ,, con lo cual

x(@x;'(g) 0 ) .

p%/K,Z(g) = ( A X(g)

En particular, p, x¢(Zx) es infinito porque || < 1, luego Iy k¢ No puede ser trivial en un
subgrupo abierto de Zk, con lo cual N,k ¢ # 0 por la tltima afirmacién del Teorema 3.5.2.
Finalmente, escribimos la representacion de Weil-Deligne proveniente del Teorema 3.5.5

Pe/k,(8) = P/ 0(8) exp(—te(I)NE sk ¢)

donde g = ®"i € Wx. Reemplazando g = ® vemos que

0
PE/K(P) = (Z 1) ,

con lo que pg/k ¢(P) tiene distintos autovalores, entonces es semisimple. Luego pr/k ¢, es semi-
simple por la Proposicién 3.3.6. Como también es 2-dimensional y tiene N,k ¢, # 0, entonces es
indescomponible. Ahora, la clasificaciéon de representaciones indescomponibles semisimples de
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la Seccién 5 de [Roh94] nos dice que o, ke, = ¢ ®Sp(2) para un caracter { de Wg. Comparando
trazas de las dos representaciones, vemos que

x@gl +1) =2(g)(1+18]), geWk.

Entonces ¢ = x|-|~!, donde x lo vemos ahora como caracter de Wk en vez de Gg. Por lo
tanto p% ., es isomorfo a x| - =1 ®Sp(2), el cual no depende de ¢ ni de ¢. Esto concluye la
demostracién de la siguiente proposiciéon, donde quitamos ¢ e ¢ de la notacién:

Proposicién 3.9.3. Si E/K tiene reduccion potencialmente multiplicativa y x es el caracter de Wy
cuadritico asociado a EX que aparece en la Subseccion 3.7.2. Luego podemos escribir p' k=Xl 1®
Sp(2).‘ En particular, Ng /K # 0y pf /K €3 ramiﬁ';adq. Mis aftn, xes tr’ivial, no ?’amiﬁ@do y no tr’ivial,
o ramificado segtin E/K tiene reduccion multiplicativa partida, reduccion multiplicativa no partida, o
reduccioén aditiva, respectivamente.

La dltima afirmacién se deduce la Proposicién 3.8.5.

3.9.3. El determinante de la representaciéon

Una consecuencia del pairing de Weil es el siguiente lema que se encuentra demostrado en la
Seccién 16 de [Roh94] y la Seccién 8 del Capitulo III de [Sil09].

Lema 3.9.4. Se tiene que
det(pf/x) = -1 7".

Donde p. /x denota a la representacién de Weil-Deligne asociada a una curva eliptica, la cual
gracias a las dos subsecciones anteriores vimos que no dependen de ¢ ni de .

3.10. La L-funcion

Ahora vamos a definir una L-funcién de E sobre K, esta va a ser la L-funcién asociada a la
representacion pf
e /
L(E/K,s) := L(pE /x/$)-
Se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 3.10.1. (1) Si E tiene reduccion buena. Sea E la curva reducida sobre k, pongamos a =
1 —#E(k) + g. Luego
L(E/K,s) = (1—aq~* +¢'~%)71L,

(1) Si E tiene reduccion multiplicativa, entonces
L(E/K,s) = (1—ag™)7},
donde w es 1 0 —1 dependiendo de si E tiene reduccion multiplicativa partida o no, respectivamente.

(t1) Si E tiene reduccion aditiva, entonces L(E/K,s) = 1.

Demostracion. (1) Sabemos que L(p} ,s) = P(q7%)~" con

7 )

B o
P(x) = det(1 XPE/K,K(CD)‘(V[(E)*) K

pues es lo mismo calcular la L-funcién de p. /- que de pf /. , v luego aplicar el isomorfismo
1 (ver la Seccién 9 de [Roh94]). En este caso tenemos Zg acttia trivialmente sobre V(E)*,
luego tenemos que P(x) es de la forma:

P(x) =1 — #x + gx?

ya que sabemos que det(o% ;) (P) = X,El(CI)) = g. Sea F el endomorfismo de Frobenius

de E. En la identificacion V,(E) = V;(E), la accién de F en el lado izquierdo corresponde
con la accién de @1 en el lado derecho. Con lo cual

P(x) = det(1— xF!Vg(E)),
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(1)

entonces

P(1) = det(1 = deg(1 —F) = #E(k)

—F ‘V[(E))
por la Proposicion 2.3 de [Sil09]. O sea que,

P(x) =1 —ax + gx°.

Supongamos que E tiene reduccién potencialmente multiplicativa, y que x es un caracter
de Wk cuadrético y EX es el twist de E que tiene reduccién multiplicativa partida. Vimos
que pf ¢ = x| - |71 ®Sp(2). Entonces

L(P/ks) = L(xl -7 s +1) = L(x,s)

por la Proposiciéon de la Seccién 8 de [Roh94]. Ahora, si E tiene reduccién multiplicativa
sobre K, entonces x es no ramificada por la Proposicién 3.9.3, entonces L(x,s) = (1 —
x(@)g7%)"! = (1 —ag~*)~! con & igual a 1 o —1 dependiendo de si E tiene reducciéon
multiplicativa partida o no partida, respectivamente. Por otro lado, si E tiene reducciéon
aditiva, entonces x es ramificado por la Proposicién 3.9.3, con lo cual L(x,s) = 1, probando
el item (iii) en el caso de que E tenga reduccién potencialmente multiplicativa.

Nos queda probar el item (iii) cuando E no tiene buena reduccién, pero si tiene reduccién
potencialmente buena. En este caso vimos que p sk = (PE/K/0), con pg/k ramificado: si V
es el espacio de pg/k, luego VI # V. Con lo cual V7 tiene dimensién 0 o 1. Si V7 tuviera
dimensién 1, podriamos elegir una base {eg,e1} de V tal que ey genera V2. Con esta base
nuestra representacién se verfa como Wx —> GLy(C). Como detpg,x = |- |~ es trivial en
. .. < L. 1 «
Tk, se tiene que pg,/x(Z) es finito, ademds es un subgrupo no trivial de { (0 1) xneC }
Pero este grupo no tiene subgrupos finitos no triviales. Por lo tanto V7 tiene dimensién 0,
con lo cual L(p% /g, s) = 1.

O

3.11. El conductor

En la Seccién 10 de [Roh94] se definen el conductor f(p’) de una representaciéon de Weil-
Deligne p’ y el exponente del conductor a(p’). Ademas se prueban varias propiedades que po-

seen.

A partir de este conductor vamos a definir el conductor de E sobre K como el ideal

f(E/K) :=f(pE/k)

y vamos a definir el exponente del conductor de E como

a(E/K) := a(p /k)-

Entonces tenemos que f(E/K) = @*(E/K)Oy. Vale la siguiente proposicion:

Proposicion 3.11.1. (1) E tiene reduccién buena si y solo si a(E/K) = 0.

(11) Supongamos que E tiene reduccion potencialmente multiplicativa. Si E tiene reduccién multiplica-

tiva sobre K, entonces
a(E / K) =1.

Si E tiene reduccion aditiva, sea & el caracter cuadrdtico de Wy tal que ES tiene reduccion multipli-
cativa. Entonces

a(E/K) = 2a(d).

(111) Supongamos que p # 2,3 y E tiene reduccién potencialmente buena. Entonces

a(E/K) =2.

Demostracién. (1) Se sigue de que una representacion p’ de Weil-Deligne es no ramificada si y

solosia(p’) =0,y de que pf sk €s no ramificado si y solo si E tiene buena reduccion.
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(1)

(1)

Sea x un caracter de Wy cuadratico y EX el twist con reduccién multiplicativa partida.
Sabemos que %/ = X|- |1 ®Sp(2). Entonces (0% k) es 2a(x) o 1 dependiendo de si x es
ramificado o no ramificado por la Proposicién de la Seccién 10 de [Roh94], i.e. dependien-
do de si E tiene reduccion aditiva o multiplicativa, respectivamente. Si E tiene reduccién
aditiva entonces a() = a(&), porque ambos EX y E¢ tienen reduccién multiplicativa y por
ende x /¢ es no ramificado.

Sea L la extensién minimal de K*"" en K sobre el cual E ‘obtiene buena reduccién (ver
el Corolario 3 de la pagina 498 de [ST68]). Entonces Gal(K/L) es el ntcleo de pg/x, y
podemos ver a pg,/x como una representacién fiel de

WL/K = WK/ Gal(f/L).

Denotemos a la imagen de ® en W(L/K) simplemente como ®, podemos escribir a
W(L/K) como el producto semidirecto

Wy ,k = Gal(L/K""") x (D),

y como p # 2,3 sabemos que Gal(L/K""") es un grupo ciclico de orden 2,3,4 o 6 por lo
comentado previamente a la Proposicién 3.9.2. Consideraremos dos casos, dependiendo de
si el producto semidirecto anterior es o no directo.

Si el producto es directo, luego Wy, es abeliano. Como pg,x es semisimple, podemos
escribirlo como la suma directa de caracteres de Wk triviales en Gal(K/L): pg,x = x ® X'-
De hecho, x’ = |- |"'x~!, porque detpg,x = |-|~!. Entonces a(og,x) = a(x) +a(x’) =
2a(x). Sin embargo, la restricciéon de x a Z tiene orden 2,3,4 o 6, mientras que p > 5. Por
lo tanto x es mansamente ramificado, i.e. a(x) = 1.

Si el producto no es directo, entonces Wk no es abeliano, luego Gal(L/K""") es ciclico
de orden 3,4 o 6, su grupo de automorfismos tiene orden 2, entonces ®? centraliza a
Gal(L/K"""). Sea F la extensioén cuadrdtica de K dentro de K*"". Se tiene que el grupo

Wi, r = Gal(L/K"") x (®?)

es un subgrupo abeliano normal de Wp,x y por lo tanto pr,/g estd inducido por un ca-
racter 1-dimensional de Wp ,p, denotamos pr,x = Indp,x x. Veamos a x como un ca-
racter de W p trivial en Gal(K*""/L). Como la restriccién de x a Z tiene orden 3,4 o
6, se tiene que ) es mansamente ramificado. Entonces por la formula del conductor de
una representacion inducida (42) que aparece en la Secciéon 10 de [Roh94] se tiene que

a(pe/x) = a(Indp g x) = 2a(x) = 2.
O
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Capitulo 4

Teoria de cuerpos de clases

Este capitulo es un resumen de la teorfa de cuerpos de clases, esta se divide en dos partes:
una local y otra global, ambos son compatibles en un sentido que veremos mds adelante (ver Pro-
posicion 4.2.2). Las demostraciones de los siguientes resultados se pueden encontrar en [Neul3]
y [CF67]. Luego en cada caso se traduce la teoria de cuerpos de clases en una correspondencia
de Langlands para dimensién n = 1.

4.1. Teoria de cuerpos de clases local

En esta seccién K es un cuerpo local.

4.1.1. Reciprocidad local de Artin

Definicién 4.1.1. Si G es un grupo topolégico localmente compacto, denotamos por G =

G/[G,G] a la abelianizacién de G, donde estamos cocientando por la clausura topoldgica del
subgrupo generado por los conmutadores de G.

Teorema 4.1.2 (Reciprocidad local de Artin). Sea K un cuerpo local. Existe un tinico morfismo conti-
nuo
Ok : K* — Gal(K% /K)

con la propiedad de que para cada extension abeliana finita L/ K, el morfismo
QL/K . KX I Gal(L/K)

dado por la composicién de 0k con el mapa natural Gal(K*® /K) — Gal(L/K) satisface:

(1) Si K es no arquimediano y L/K es no ramificado luego 01 ;i (7t) = Froby k! para todo uniformi-
zador 17 de Ok.

(11) 61/ es sobreyectivo con niicleo N s (L*).
Demostracion. Ver [Tat79]. O

Observemos que el altimo item 6} ;i induce un isomorfismo K* /Ny ,x(L*) =~ Gal(L/K).
El morfismo 0x que aparece en el teorema se llama morfismo local de Artin o mapa de
reciprocidad de Artin.

Proposicién 4.1.3. Sea L/K una extension finita no ramificada y sea v la valuacion normalizada de K.

Entonces 0y g (a) = Frobli(/"}l-

Demostracion. Ver Proposicién 2, Seccién 2.5 del Capitulo VI de [CF67]. O

Corolario 4.1.4. La composicién de 6 y Gal(K® /K) —> Gal(K,, /K) manda a — Frob®®),

1Ver 2.1.9 para una definicién de Froby /.
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Demostracion. Es claro, pues Gal(Kyr/K) = lim, /K Gal(L/K), donde el limite recorre todas las
extensiones finitas no ramificadas de K. O

Corolario 4.1.5. Sea L/K una extension abeliana finita. La imagen 0x (Uk) coincide con el subgrupo de
inercia de G/

Demostracion. Ver el Corolario, Seccién 2.5 del Capitulo VI de [CF67]. O

4.1.2. Grupos norma

Definicién 4.1.6. Un grupo norma de un cuerpo local K es un subgrupo de la forma
N(Lx) = NL/K(LX) = KX,
para alguna extensioén finita abeliana L/K.

Podriamos haber quitado la palabra abeliana y no habria cambiado la definicién. Pues si L/K
es una extension finita separable, luego N(L*) = N(F*), donde F es la extension abeliana
maximal de K en L; este resultado se conoce con el nombre teorema de limitacién de la norma
(ver la Proposicion 4 de la Seccién 2.6. del Capitulo VI de [CF67]). Este teorema muestra que los
grupos norma no nos dicen nada sobre extensiones no abelianas de K.

El Teorema 4.1.2 nos dice que el grupo de Galois de una extensién finita abeliana L/K es
candnicamente isomorfo al cociente K* /Ny /i (L* ). Para entender las extensiones finitas abelia-
nas de un cuerpo local K, tenemos que entender los grupos norma.

Proposicién 4.1.7. La funcion L — N(L*) define una biyeccion que invierte inclusiones entre el
conjunto de extensiones finitas abelianas L /K en K® y los grupos norma en K*. Mds atin, esta biyeccion
satisface lo siguiente:

(1 N((L1L2)*) = N(Ly) 0 N(Ly).
() N((Ly n Ly)*) = N(LY)N(L]).

En particular, cada grupo norma de K tiene indice finito en K>, y todo subgrupo de K* que contiene un
STUpO NOTMA es Un grupo norma.

Demostracion. Ver el Capitulo XI, Seccién 4 de [Ser13]. O

4.1.3. Teorema de existencia
Tenemos la siguiente caracterizacién de subgrupos norma de K*:

Teorema 4.1.8. Sea M un subgrupo de K*. Se tiene que M es un subgrupo norma si y solo si satisface
las siguientes dos condiciones:

(1) M tiene indice finito en K*.
(1) M es un subgrupo abierto en K*.
Demostracion. Ver el Teorema 3, Seccién 2.7 del Capitulo VI de [CF67]. O

Notar que si se satisface la condicién (7), luego la condicién (i) equivale a que M sea cerrado
en K*.
Este teorema equivale a:

Teorema 4.1.9. El mapa GK’uK : Ug — Gal(K® /Kyy) es un isomorfismo.

Demostracion. Ver el Teorema 3a, Seccién 2.7 del Capitulo VI de [CF67]. O
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4.1.4. Mapa de reciprocidad local de Artin
Mapa transfer

Sean G es un grupo topolégico localmente compacto y H < G un subgrupo cerrado de indice
finito de G. Fijamos una funcién s : G/H — G que sea seccién de la funcién G — G/ H entre G
y las coclases a izquierda G que manda g € G — ¢H a una coclase. Se define el morfismo

verg/py G — H

316,61 — TT (s(ex)"gs(x)) [H,H],
xeG/H

y se toma la clausura topoldgica sobre los subgrupos conmutadores [G,G| y [H, H|. A este
morfismo verg/p se lo llama mapa transfer o mapa Verlagerung, y es un morfismo continuo de
grupos abelianos.

En particular podemos definir para L/K una extensién de cuerpos finita separable el mapa
transfer very g : W& — th.
Mapa de reciprocidad local de Artin

Existe un morfismo de grupos continuo llamado el mapa de reciprocidad local de Artin

oK : WK — K*

Teorema 4.1.10. El mapa de reciprocidad local cumple las siguientes propiedades:

(1) El morfismo ag induce un isomorfismo topolégico W& =~ K*.

(11) Un elemento x € Wy es un Frobenius geométrico si y solo si ag(x) es un elemento uniformizante
de K.

(11) Tenemos que ax(Zx) = Uk y ax(Pk) = Ug.

(1v) Si L/K es una extension finita separable, el siquiente diagrama conmuta

WL‘—>WK

l’” akl

1% Ni/r KX

(v) Sea & : K — K’ un isomorfismo de cuerpos. El morfismo a induce un isomorfismo a : W% — W}}l]
tal que el siguiente diagrama conmuta

Wb L Wb

I

K* —— K"

(v1) (Teorema transfer) Si L/K es una extension finita separable, el siguiente diagrama conmuta:

«
th L Lx

VerL/KT ]

ab X
W —— K

donde K* — L* es la inclusion.

Corolario 4.1.11. El mapa de reciprocidad de Artin ax da un isomorfismo x — x o ag entre el grupo de
caracteres de K* y los del grupo Wk.

Mas anin, los caracteres no ramificados de K* corresponden con los caracteres no ramificados de Wy
y los caracteres de K* mansamente ramificados con los caracteres de Wy triviales en Pg.
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4.1.5. Correspondencia local de Langlands cuando n =1

Vamos a entender cémo se ven ambos lados de la correspondencia local de Langlands cuando
n =1y K es local no arquimediano. Por un lado, A;(K) es el conjunto de representaciones
suaves irreducibles de GL1(K) = K*, como K* es abeliano, este conjunto es el conjunto de
representaciones 1-dimensionales x : K* — C* por el Corolario 2.5.30, y la admisibilidad
equivale a que sean morfismos continuos con la topologfa usual de C por la Proposicién 2.5.4.
Por otro lado, el conjunto G; (K) es el conjunto de morfismos continuos p : Wx — C* = GL;(C)
con la topologia usual de C, pues las representaciones de Weil-Deligne 1-dimensionales tienen
N = 0. Ahora, estos dos conjuntos estdn en biyeccién: como p es abeliana se factoriza por
p: W& C* y luego componiendo por ax obtenemos un morfismo continuo

Xp=poag’:K* —C¥,

donde ax : W@ — K*. Reciprocamente, si tenemos x € A;(K), luego x —> py = xoax o,
donde 77 : Wy —— W es la proyeccién al cociente. Obtenemos asi el siguiente teorema:

Teorema 4.1.12 (Correspondencia local de Langlands caso n = 1). La siguiente biyeccién preserva
L-funciones y constantes locales:

G1(K) — A1 (K)
P Xp

Demostracién. Solo nos falta ver que preserva L-funciones y constantes locales. Para esto, vamos
a comparar las L funciones y constantes locales de p y x,, primero en el caso ramificado y luego
en el caso no ramificado, y por el momento lo haremos en el caso K local no arquimediano.
Antes debemos probar la siguiente afirmacién: p es no ramificado si y solo si x es no ramificado.
En efecto, que p sea no ramificado quiere decir que es trivial en Zg, que a su vez equivale a que p
sea trivial en la imagen de Ty via Wx — W, ahora esta imagen se corresponde con Ug = K*
via el isomorfismo ag, luego tenemos que x es no ramificado si solo si x, es trivial en Ug < K>,
i.e. es no ramificado.

Comparemos entonces las L funciones de x, y p. Si ambos son ramificados, tenemos por un
lado que L(xp,s) = 1 por definicién, y por otro lado

1
~ det(1— p(Frob)|cz,.4~°)

L(p,s) (4.1)

se vuelve 1, porque como p es ramificado, p|ZK no es trivial, luego C’¢ = 0, ademas las repre-
sentacion es 1-dimensional, asi que el determinante en la férmula es redundante y la podemos
omitir.

En el otro caso, si ambos son no ramificados,

L( s)— 1 _ 1
Xers) = o (@)g—  p(Frob)g—

donde, @ es un uniformizador de K, y donde la primera igualdad es por definicién y la segunda
es porque xp = p© txlzl y las propiedades de ag. Veamos que ambos denominadores coinciden.
En (4.1) se tiene que C’ = C porque al ser no ramificado, p es trivial en el grupo de inercia.
Esto prueba que las L-funciones en el caso no ramificado son iguales.

Ahora demostraremos el caso K cuerpo local arquimediano, i.e. K = R o C. Cuando K
es el cuerpo de ntmeros complejos ambas representaciones son iguales y no hay nada que
probar. Cuando K es el cuerpo de los ntimeros reales, los caracteres del grupo de Weil se parten
por el cociente y se vuelven caracteres de R, como en el caso complejo, las L-funciones de
representaciones que correspondan entre si se imponen que sean iguales, segtin [Tat79].

Las constantes locales se definen para que coincidan segin [Tat79]. O

4.2. Teoria de cuerpos de clases global

En lo que sigue de esta seccién K es un cuerpo global.
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4.2.1. Morfismo global de Artin

Vamos a construir el morfismo global de Artin usando los morfismos locales de Artin que
definimos en la Seccién 4.1. Segtin dicha seccién, tenemos morfismos

Ok, : KX — Gal(K®/K,)

para cada lugar v. Por cada extension finita abeliana L/K y cada lugar w | v de L, componiendo
fx, con el morfismo natural Gal(K4’ /K;) — Gal(L,,/K,) conseguimos morfismos sobreyectivos

01,/k, : Kot — Gal(Ly/Ky),

con nucleo Ny /k, (Ly). Cuando K, es no arquimediano y Ly, /K, es no ramificado tenemos que
0r,/k, (7o) = Froby  /k, para todos los uniformizantes 71, de Ko.

Para cada v de K los Ly, con w sobre v son isomorfos, luego lo que sigue no depende de la
eleccién que hagamos de w. A Gal(L,/Ky) lo vamos a identificar con el grupo de descomposi-
ci6én contenido en Gal(L/K) como vimos en la Proposicién 2.1.55.

Como antes, sea L/K una extension finita abeliana. Para cada lugar v de K, tomemos un
lugar w de L sobre v y definimos el morfismo

GL/K . A; I Gal(L/K)
(a0) —> H(Pw(GLw/KU(“v))-

El producto es finito, porque para casi todo v se tiene que

q)w (GLw/Kv (ﬂy)) — Frobg(av) — 1,

pues a, € OF y v es no ramificado en L para dichos v. Este morfismo es continuo debido a que
el nticleo es un abierto basico de Af.

Si Ly = L son dos extensiones finitas abelianas de K, luego 6, /K| L = 0r,/x para todo

a € AY por la compatibilidad local de los morfismos locales 4.1.2. Entonces los 6 ,x forman un
sistema compatible de morfismos continuos. Luego determinan un morfismo continuo:

Definicién 4.2.1. Sea K un cuerpo global. El morfismo global de Artin es el morfismo continuo

Ok : Ay — Gal(K/K), 6k = lim6y /.
L/K

Proposicién 4.2.2. El morfismo O es el iinico morfismo continuo Ag — Gal(K® /K) con la propiedad
de que para cada extension finita abeliana L/ K y para cada lugar w de L sobre v de K el diagrama

9Lw /Ky

KX 2% Gal(Ly/Ko)

[ [se

0
Ay —5 Gal(L/K)

conmuta.

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente de la definicion de 6} /. O

4.2.2. Reciprocidad global de Artin

La demostracion de los siguientes resultados se encuentra en la Seccién 5 del Capitulo VII
del libro [CF67].

79



Teorema 4.2.3 (Reciprocidad global de Artin). El niicleo del mapa global de Artin 0k contiene a K*,
luego se induce un morfismo continuo

0k : Cx — Gal(K™/K),
Mis atin, para cada extension finita abeliana L/ K el morfismo
0. ,/x : Ck —> Gal(L/K)
obtenido al componer 0 con el morfismo natural Gal(K* /K) — Gal(L/K) es sobreyectivo con niicleo

Np/k(Cr).

Observemos que la tiltima afirmacién nos dice que 6,k induce un isomorfismo Cx /N ,x(Cr)
Gal(L/K).

Teorema 4.2.4. Sea L/K una extension finita separable (no necesariamente abeliana). Luego el siguiente
diagrama conmuta

¢ % Gal(L®/L)

JN L/K ires

Cx . Gal(K® /K).
Demostracion. Se sigue del caso local. O

Teorema 4.2.5 (Teorema de existencia). Para todo subgrupo abierto M de indice finito en Cx existe
una tinica extension abeliana L/K tal que Np ;i (CL) = M.

Demostracion. Ver [CF67]. O

Como antes, llamamos a M subgrupo norma.

4.2.3. Correspondencia entre caracteres de Hecke de orden finito y represen-
taciones de Galois 1-dimensionales

Teorema 4.2.6. Sea F/K una extension finita Galois de un cuerpo de niimeros K, existe una correspon-
dencia entre caracteres de Hecke de orden finito y representaciones de Artin de dimension 1 dada por la
teoria de cuerpos de clases global. Ademds, esta correspondencia es compatible con la correspondencia local
4.1.12 y preserva L-funciones y constantes locales.

Demostracion. La teoria de cuerpos de clases global dice que existe un isomorfismo
Ok : AY /KX — G

el cual es compatible con la teoria de cuerpos de clases local. Usando este isomorfismo obtene-
mos una biyecciéon
pr—Xo=pobk
entre caracteres de Hecke de orden finito y representaciones de Artin de dimensién 1. Donde p
es el morfismo p que pasa al cociente por G.
Las L-funciones y constantes locales de ambos lados de la correspondencia se factorizan
como producto es factores locales

L(p,s) = HL(PU,S) y L(Xp,8) = HL((Xp)vrS) = HL(varS)
e(p,9,5) = [ L(po, o,5) y (X ,5) = [ [e((Xo)os o, 5) = [ [ €(xpur 0,5),

los cuales coinciden, pues los factores locales coinciden por el Teorema 4.1.12. O
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Capitulo 5

Representaciones de GL,

Sea K un cuerpo local no arquimediano. En esta seccién vamos a estudiar las representaciones
suaves irreducibles de G = GL,(K). Més precisamente vamos a clasificar las representaciones
irreducibles no cuspidales y mencionar resultados sobre la L-funcién y constante local de repre-
sentaciones suaves de G.

5.1. Subgrupos de GL;(K)

Los subgrupos B, N, T de G = GL,(K) se definen como:

B:{(S i):a,ceKX,beK},N:{G) Ii);beK},
T—{(g (C)):a,ceKX}.

El subgrupo B se llama el subgrupo estindar de Borel de G y a N se lo llama el radical
unipotente de B. Al subgrupo T se lo llama el toro split maximal estindar en G. Ademads,
B =T x N. Por dltimo tenemos el centro de G

s 9 +or)

s . , x 0
que es candénicamente isomorfo a K*, via x — (0 x)'

Lema 5.1.1 (Descomposicion de Iwasawa). Sean B y G. Entonces L := GLy(Ox) cumple que
G = BL.

811 812
821 822

multiplicamos a derecha por la matriz <(1) (1)) € L, para que nos quede vk (g21) = vk(g22)-

Demostracion. Sea § = ( ) € G. 5i g1 = 0, entonces ¢ € B. Si no, de ser necesario

821
Finalmente, multiplicamos a derecha por (gzi 1) € L, de manera que nos queda g1 =0. O

5.2. Mddulo de Jacquet y representaciones inducidas

Sea (71, V) una representacion suave de G. Luego tenemos que V(N) = {v—nt(x)v|veV, xe N}.
Consideremos Vy = V/V(N) y my la accién de B/N = T sobre Vy (la cual es suave).

Definicién 5.2.1. Llamamos médulo de Jacquet de (77, V) en N a la representacion (7ry, Vi) de
T.

81



Observacién 5.2.2. Tenemos el funtor de Jacquet

Rep(G) — Rep(T),
(71, V) — (7tn, VN)-

El cual es exacto y aditivo.

Sea (0, w) una representacion suave de T. Podemos verla como una representacién de B

trivial en N, y luego considerar la representacién inducida Ind§ o.
Entonces tenemos que por reciprocidad de Frobenius 2.5.19

Homg (77, Ind$ o) =~ Homg (7, o).

Luego, como ¢ es trivial en N cualquier B-morfismo 1 — ¢ pasa al cociente 1 — 7). Con lo
cual se induce
Homg (77, Ind$§ ) =~ Homr(my, o). (5.1)

Esto tiene la siguiente consecuencia:

Proposicién 5.2.3. Sea (71, V) una representacién suave irreducible de G. Las siquientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) El médulo de Jacquet Viy # 0.
(2) La representacion 7t es isomorfa a un G-subespacio de Ind$ x para algiin caracter x de T.

Demostracion. Supongamos que el segundo item vale. Por (5.1) tenemos que
Homr(7ty, x) =~ Homg (77, Ind$ x) # 0,

con lo cual Vi # 0.

Supongamos que el primer item vale. Vamos a mostrar que Vi admite un T-cociente irredu-
cible. Més atn, veremos que podemos tomar el cociente de manera que sea un caracter x. Luego
por (5.1) 7t debe ser isomorfo a un G-subespacio de Indg X-

Seav eV # 0. Como V es irreducible, todo elemento de V es una combinacion lineal finita
de los trasladados 77(g)v, para algunos ¢ € G. Sea L := GL,(Ok). Se tiene que v es fijo por un
subgrupo L’ de L de indice finito. Sea S = {v1,vy,...,v,} el conjunto de los distintos elementos
de la forma 77(g)v con g € L. En particular, r < [L : L']. Por el Lema 5.1.1 G = BL, luego S genera
V sobre B y la imagen de S genera Vi sobre T.

Por lo tanto Vi es finitamente generado como representacién de T. Sea {uy, ..., u;} un con-
junto de generadores minimal. Utilizando el Lema de Zorn se puede probar inmediatamente
que Vy tiene un T-subespacio U que contiene a u1,...,u;_1 y es maximal respecto de la pro-
piedad u; ¢ U. Entonces U es un T-subespacio de Vy maximal y Vy/U es una representacion
irreducible de T, luego es un caracter por el Corolario 2.5.30. O

Definicién 5.2.4. Decimos que (7, V) es cuspidal si su médulo de Jacquet Vy = 0.! Si no,
decimos que 7 estd en las series principales.

Proposicion 5.2.5. Sea (71, V') una representacion suave irreducible de G con un vector v € V\{0} fijo
por la accion de N. Luego 7t = ¢ o det, para algiin caracter ¢ de K*.

Demostracion. Si v # 0 esta fijo por N, luego existe un subgrupo H de G generado por N y un
subgrupo abierto compacto L. Como H contiene una una matriz triangular inferior unipotente,
entonces también contiene a SL;(K). O

Proposicién 5.2.6. Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G de dimension finita. Luego
SL; (K) estd en el niicleo de 7.

1En 1la literatura, a veces se llama representacién supercuspidal o absolutamente cuspidal a una representacién
cuspidal.
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Demostracion. Comencemos con la primera afirmaciéon. Como V tiene dimensién finita, cada
vector de la base tiene un subgrupo abierto compacto que lo deja fijo, luego la interseccién es un
subgrupo abierto compacto de G que actda trivialmente sobre V, con lo cual estéd en el ntcleo

0 1
lo suficientemente chico. Pero el subgrupo normal generado por estos dos elementos genera
también SL,(K). Como el nacleo es normal esto nos dice que SLy(K) estd contenido en el nicleo
de 7. O

de 7r. Entonces el nticleo contiene dos elementos de la forma <1 g) y (; (1)> con [g] # 0

Corolario 5.2.7. Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G de dimension finita. Entonces
7 = ¢ o det para un caracter ¢ de K*.
En particular, los caracteres de G son de la forma ¢ o det.

Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos una representacion suave irreducible de G/ SL, (K),
que es un grupo abeliano. Por el Lema 2.5.26 V es dimensién 1, y se escribe como ¢ o det para
algin morfismo ¢ de K*. Como det continua y sobreyectiva ¢ es un caracter. O

Definicién 5.2.8. Si (7, V) es una representacion suave de G y ¢ es un caracter de K*, definimos
el twist de 7t por ¢ como la representacion suave (¢, V) de G, donde

¢7e(g) := p(detg)mt(g), g€G.
Similarmente, si x = x1 ® X2 es un caracter de T y ¢ es un caracter de K*, luego definimos
¢ X = Px1®Pxa-
Por otro lado, sea w = ((1) (1)> la matriz permutacién de G. Si ¢ es una representacién suave
de T, podemos construir la representacién
oVt — o(wtw ™)

y verla como representacién de B trivial en N.

Definicién 5.2.9. La representacién de Steinberg de G, denotada como Stg, es el cociente irre-
ducible de Ind§ 17:
0 — 1g — Ind§ 17 —> Stg — 0.

Las representaciones de la forma ¢ - St se llaman representaciones especiales.
. . e e . o s—12
Es una representacién de dimension infinita no cuspidal pues (Stg)n = 05~

Definicién 5.2.10. Sea ¢ una representacién suave de T, definimos la induccién suave normali-
zada o induccién suave unitaria:

o= Indg(égl/z ®0).

Como se ve en la Seccién 9.11 de [BHO06], es un funtor exacto Rep(T) — Rep(G), que
cumple la siguiente identidad:
(So)Y =55

Teorema 5.2.11. Tenemos el siguiente criterio de irreducibilidad:
(1) Sea x = x1 ® x2 un caracter de T. La representacion tg X es reducible si y solo si x1 = |-\i1 X2

(2) Sean x, ¢ caracteres de T. El espacio HomG(tgx, lgg) esnonulosiysolosi¢ =xo¢=x".

Ademds, tenemos la siguiente lista de clases de isomorfismo de representaciones suaves irreducibles no
cuspidales de G estd completa:

(1) Las representaciones irreducibles ng, donde x1 # Hil X2
(11) Las representaciones de dimensién uno ¢ o det, donde ¢ es un caracter de K*.
(111) Las representaciones especiales ¢ - Stg, donde ¢ es un caracter de K*.

Ademds, las clases en esta lista son todas distintas, excepto por (i), donde se tiene que 1§x =~ 1§ x®.
2Ver la Seccién 9.10 de [BHO6].
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5.3. L-funcién y constante local para GL,(K)

Se pueden generalizar las ideas de la Seccién 2.4 a representaciones suaves irreducibles de
G, y definir L-funciones L(7,s) y constantes locales, también llamadas constantes locales de

Godement-Jacquet (71, s,¢) con ¢ € K no trivial. Sin embargo, en esta seccién solo enunciare-
mos resultados importantes sobre estas invariantes.

Proposicién 5.3.1 (La ecuacién funcional de Godement-Jacquet). Se cumple la ecuacion funcional
e(rt,s,p)e(t,1—s,¢) = wx(—1).

Ms atin, existen a € C* y b e Z tales que e(x, s, ) = ag®®.

Demostracion. Ver el Corolario de la Seccion 24 de [BHO6]. O

Escribimos

e(m,s,9) = 4"V e (m, o, y),
para un entero n(7, ).
Proposicion 5.3.2. Sea (71, V') una representacion suave irreducible de G. Sea ) € K no trivial. Luego
e(m,s,ap) = wr(a) [a* Te(x,s, ), VaeK*
Demostracién. Ver la Seccién 24 de [BHO06]. O

En la siguiente proposicion 4 denota a o tr A donde A = M;(K). Notamos al grupo de
caracteres {4 de A como A.

Proposicién 5.3.3. Sea (4, ], A) un tipo cuspidal® de G. Sea n € Ng minimo tal que Ug;™ < Ker A.
Dado c € | tal que A‘u[”“]“ es un miultiplo de .. Luego
11

1
€(c- Ind? A, E,l[)) =4 Z tr AV (cx)pa(cx),
xeugnﬂ)/z]/ul[?u]ﬂ

donde

o dim A — 1 si n es impat,
I M RTY2 sines par.
Demostracién. Ver el Corolario 25.5 de [BHO06]. O

Teorema 5.3.4 (Teorema de estabilidad). Sea 7t una representacion irreducible cuspidal de G y sea x
un caracter de K* de nivel m > 20(7)*. Sean p € K,u # 1y a € K* tal que x(1+ x) = p(cx),Vx €
plm/241 . Entonces

e(xm,s, 1) = wr(a) te(xodet,s, u).

Demostracién. Ver la Seccién 25.7 de [BHO06]. O

Teorema 5.3.5. Sea x = x1 ® X2 un caracter del subgrupo T de G, y sea 1t un factor de G-composicion
de 1§ x. Luego para cualquier 1 € K, ¢ +# 1, tenemos

L(?T, S) = L(Xl/ S)L(Xz,S),

€(7'[, S, l)b) = €(X1,S, lp)e(XZ/ S, 4])/

salvo cuando 7T = ¢ - Stg, para un caracter no ramificado ¢ de K*. En ese caso tenemos
1
L(s) = L(ps+ 5),

e(m,s,9) = —e(¢,s,9).

3Definido en la Seccién 6.1.3.
4La notacién £(7r) denota el nivel normalizado de 7, el cual se define en la Seccién 6.1.2.
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Demostracion. Ver la Seccién 26.1 de [BHO6]. O

Proposicién 5.3.6. Sea x = x1 ® x» un caracter de T tal que T = lg x es irreducible. Entonces

L(T[/S) = L(Xl/S)L(XZIS)/
6(7'[,5, 47) = €(X1,S, lp)e(XZ/Sl 4])/

para cualquier P € K, P # 1
Demostracion. Ver la Secciéon 26.4 de [BHO6]. O
Proposicién 5.3.7. Sea ¢ un caracter no ramificado de K*. Dado 1t = ¢ o det, se tiene que

1 1
L(m,s) = L(¢,s — E)L(qb,s + 5)'

1 1
(5, 9) = (@5 — 3 W)e(@s+ 5, 9).
En particular si ¢ tiene nivel uno, entonces
e(podet,s, ) = ¢p(@) 24>,

para todo elemento uniformizante @ de K.

Demostracion. Ver la Seccién 26.7 de [BHO6]. O

5.4. El Teorema inverso

Teorema 5.4.1 (El Teorema inverso). Sea ¢ € K no trivial. Sean 11y, 10, representaciones suaves irre-
ducibles de GLy(K). Supongamos que

Lxm,s) = Lxma,s) y e(xm, ¢,s) = e(xma, ¢,5),
para todo caracter x de K*. Luego tenemos que 71 = 775.
Demostracion. Ver la Secciéon 27.1 de [BHO6]. O

Proposicién 5.4.2. Una representacion suave irreducible v de GLy (K) es cuspidal siy solo si L(x7,s) =
1 para todo caracter x de K*.

Demostracién. Ver la Proposicién de la Seccién 27.2 de [BHO6]. O

85



Capitulo 6

Correspondencia local de Langlands
para GL,

En este capitulo vamos a denotar GJ(K) al conjunto de clases de equivalencia de representa-
ciones suaves irreducibles de Wy de dimensién 2, y Gi(K) al conjunto de clases de equivalencia
de representaciones semisimples de Weil-Deligne (p, V, N) de dimensién 2 con p reducible. De
manera similar, vamos denotar A, (K) al conjunto de clases de equivalencia de representaciones
suaves irreducibles de GL, (K). En particular, notaremos también A9 (K) < A (K) al subconjunto

de clases de equivalencia de representaciones cuspidales, y A} (K) = Ay(K) al subconjunto de
clases de equivalencia de representaciones no cuspidales de GL;(K).

6.1. Preliminares

6.1.1. Ordenes de cadena

Vamos a definir una familia de subgrupos abiertos compactos de G = GL;(K).

Sea V = K®K, con lo cual G = Autg(V) y A = Endg(V). Una cadena de Ok-reticulados en
V es una cadena no vacia £ de Og-reticulados en V, ordenada via la inclusién y estable por por
multiplicacion de K*. Numeramos a los elementos de L:

L={Li|ieZ}, Lit1&Li
La estabilidad bajo multiplicacién por K* implica la existencia de e := e, € IN tal que
xL; = Li+e-v;<(x)/

para todo i € Z y x € K*. En efecto, multiplicar por elementos de Uk no cambia L;, y multiplicar
por un elemento uniformizante @ transforma a L; en L;, para algtn e € IN.
Los reticulados de cadena son faciles de describir completamente:

Proposicién 6.1.1. Sea L = {L;}icz una cadena de Og-reticulados en V. Entonces e, = 1 0 2. Mds
ain:

(1) Sier = 1. Entonces existe g € G tal que
gLi =P oY, ieZ.
(1) Siep = 2. Entonces existe g € G tal que
gly =R OF,
ghois1 =P @P!, iez

Demostracion. Sea e = er. El cociente Ly/L. = Lo/ *B Lo es un k-espacio vectorial de dimensién
2. Los cocientes L;/L,,0 < i < e forman una bandera de subespacios de Ly/L,, con lo cual
1<e<?2
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El reticulado Ly es el Ox-médulo generado por una K-base de V, entonces existe g € G tal
que gLy = Og ® O. Por lo tanto gL,; = P' @P',i € Z. Con esto probamos el caso e = 1.

Si e = 2, tenemos que PAYP < gL; < Ox @Ok, y U = gL1/(PAP) es un k-subespacio
de dimensién uno de k@ k = (Ox ® Ok)/ (PAP). Existe he GL, (k) tal que i = k@®0. Si
h € GLy(Ok) tiene imagen h en GL;(k), entonces hgL; = Ox @ %, y el resultado se sigue. 0O

Sea £ = {L;},cz una cadena de Ok-reticulados en V, definimos

e = [)Endo, (L) = [ Endo,(L;)

i€Z 0<i<e—1

={xeA:xLicL;ieZ}.

Entonces i, es un anillo con unidad ademds de un Og-reticulado en A (i.e. un Og-orden en
A). Los Okg-reticulados L € L son {,-mdédulos. La proposicién anterior anterior se traduce en
términos de LU :

Corolario 6.1.2. Sea £ una cadena de Og-reticulados en V, y sea 3. Existe g € G tal que

Ok Ok )
M = =1,
(01< OK> sieg

N Ox Ok .
J= siep = 2.
( P OK> ‘

gilg™! =

Un $y-reticulado en V va a ser, por definicién, un Ok-reticulado en V que también es un
U ,-moédulo.

Proposiciéon 6.1.3. Sea £ una cadena de Ok-reticulados en V y L un Up-reticulado en V. Entonces
Le L.

Demostracién. Por el corolario anterior basta con tratar los casos que aparecen alli. Empecemos
con i, = J. El orden J contiene las matrices idempotentes

s _ (10 o (00
=10 o/)7 2= 1o 1)°

Se sigue que e;L +e;L < L, con lo cual L = e;L®esL. Eso es, L = R @Y’ para un par
de enteros a,b. El reticulado L es invariante bajo la accién del grupo de matrices triangulares
superiores unipotentes en Jj, entonces 4 < b. Ademads es invariante bajo la accién del grupo de
matrices triangulares inferiores unipotentes en J, entonces b < a + 1. Por lo tanto las tnicas
posibilidades son L = P*@P* o L = P*@P**!, para un entero a. Todos estos yacen en L. El
caso iUy = 9 es similar. O

En resumen, £ es el conjunto de todos los il.-reticulados en V, asi que podemos recuperar
L (luego de indexar nuevamente los elementos) a partir del anillo &(,.

Va a ser mds conveniente trabajar con el anillo ., por ende introducimos la siguiente termi-
nologia:

Definicién 6.1.4. Un orden de cadena en A = M;(K) es un anillo de la forma 4 = {l, para
alguna cadena de Og-reticulados £ en V. Notamos ey = e,.
Notaremos por R al radical de Jacobson del anillo 4.

A su vez, vamos a definir
Uy = Uy =45, Ul =14+9R%", n>1.

En general, estos subgrupos de G son abiertos compactos, y son normales en Uy. Notar que si
1 < m < n < 2m entonces el morfismo x — 1 + x induce un isomorfismo

R /R — UL /UL

La demostracién es analoga a la demostracién de la Proposicién 2.1.24.
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Vamos a necesitar a su vez definir el grupo
Ky:={geG|gug t=u}.
Si il = i, se tiene que
Ky = Autp, (L) ={geG|gLe L,VYLe L}.

Se tiene que KC¢( es un producto semidirecto (ver la Secciéon 12.3 de [BHO06]). En particular, es un
subgrupo abierto de G, contiene al centro Z de G y K¢/ Z es compacto. También normaliza a los
grupos U{{,n > 0.

6.1.2. El nivel normalizado de una representacion suave irreducible

Definicién 6.1.5. Sea K un subgrupo abierto compacto de G, y sea (71, V) una representacion
suave de G. Decimos que 7 contiene a p si Homg (p, 7r) # 0.

Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G. Si llamamos S(7) al conjunto de pares
(U, n), con Y un orden de cadena en A y n > 0, tales que 7t contiene al caracter trivial de Uﬁ“.

Definicién 6.1.6. Definimos el nivel normalizado ¢(77) de 7 como
() :mfn{ei | (8,n) e S(r) ).
1t

Notar que 2¢(7t) = 0.

Definicién 6.1.7. Un estrato en A es una terna (4,7,4), donde i es un orden de cadena en A,
conradical R, ne Z, yae R~
Decimos que dos estratos (4,1,a1) y (4, 7,a3) son equivalentes si a; = a, méd R,

Si n > 1, podemos asociarle a un estrato (i, 7,a) el caracter ¢,(x) = PpotrA(a(l+ x)) de
Ui, el cual es trivial en Uﬁ“. Este caracter solo depende de ¢ y de la eleccién de clase de
equivalencia de estrato.

Antes de la siguiente definicién necesitamos definir un término previo:

Definicién 6.1.8. Sean Kj, K, subgrupos abiertos compactos de G y sean ¢ € 121,1/;2 € 122 dos
caracteres. Decimos que g € G entrelaza a ¢; con ¢, si

Homg_lKlgﬁK2(1P‘]g’ lpz) ?é O’
donde ¢ denota el caracter x —> 91 (gxg~!) de g71Kyg.

Definicién 6.1.9. Decimos que ¢ € G entrelaza (U,,n1,a7) con (L, ny,a3), si g entrelaza el
caracter i, de Uﬁll con el caracter 1, de Uffz .

Definicion 6.1.10. Sea 4l un orden de cadena en A. Un estrato (4,7, a) en A se dice fundamental
si la coclase a + 917" no contiene elementos nilpotentes de A.

Definicién 6.1.11. Sea (7, V) una representacion suave irreducible de G. Decimos que 7t contiene
el estrato (4,1,a) sin > 1y 7 contiene el caracter i, de U{.
. " L

Notar que en este caso se tiene que o 2 £(7t) por definicion.

Definicién 6.1.12. Un estrato simple ramificado es un estrato fundamental ({(,7,a) en el cual
ey = 2y n es impar.

Si un estrato fundamental (4, 7,a) tiene e = 1, podemos definir estrato fundamental no
ramificado simple, partida, esencialmente escalar. Sin embargo, la definicién es técnica y no la
necesitaremos.!

Decimos que un estrato fundamental es simple si es ramificado o no ramificado simple.

1Se puede ver la definicién formal en la Seccién 13.2 de [BHO6].
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6.1.3. Tipo cuspidal
Definicién 6.1.13. Un tipo cuspidal en G es una terna (&, J, A) de alguno de los siguientes tipos:

mU=mMm]=2ZUyy A|uu es la inflacién de una representacién irreducible cuspidal de
Ug /UYL = GLy(k).

(1) Existe un estrato simple (4, n,a) conn > 1, tal que | = Jo y A € C(q, 11).

(m1) Existe una terna (&, J, Ag) que satisface el item (i) o (ii), y un caracter x de K*, tal que
A =~ Ay® x odet.

Observacién 6.1.14. Si (1, ], A) es un tipo cuspidal de G, la representacién c-Ind$ es irreducible
cuspidal por el Teorema 15.3 de [BHO6].

Ahora, vamos a fijar un estrato simple (4,7,&) en A con n > 1. El é&lgebra E = K[a] es un
cuerpo [E : K] = 2, EX < Ky, y « minimal sobre K (ver la Proposicién de [BH06]). La funcién

ui[f/Z]Jrl

Py = P4, define un caracter de que es trivial en Uﬁ“.

Vamos a definir
]‘x = EX ui[/E?H*l)/Z],
Hﬂlé = U%:Uﬁ[f/ZHl, L}é = Jun Uili _ U%Uﬁ'ﬂ_l)/ﬂ-

Con lo cual J, = Ky es abierto en G, contiene a Z y es compacto médulo Z. Notar que ]! = H}
si y solo si n es impar.

Definicién 6.1.15. El conjunto C(¢,,l) denota las clases de equivalencia de representaciones
irreducibles A del grupo J, tales que A}u[ﬂ /2141 €s un multiplo de 9.
14

6.2. Correspondencia entre pares admisibles y representaciones
cuspidales irreducibles de GL,(K)

Necesitamos ahora hablar un poco mds sobre pares admisibles y de como se corresponden
con representaciones cuspidales irreducibles de G = GL,(K).

Notaremos como A = M;(K) al grupo aditivo de las matrices de 2 x 2 con coeficientes en K.

Sea L/K una extension finita de cuerpos. Se dice que L/K es mansamente ramificada si
p 1 e(L/K). Equivalentemente, L/K es mansamente ramificada si y solo si Tr; /x(Or) = Ok.
En particular, gracias a la Proposicién 2.1.41, cada extensién cuadrética L/K es mansamente
ramificada si p # 2, mientras que si p = 2, una extensién cuadrédtica L/K es mansamente
ramificada si y solo si es no ramificada.

Definicién 6.2.1. Sea L/K una extensiéon cuadratica mansamente ramificada y x un caracter de
L*. Decimos que el par (L/K, x) es admisible si

(1) x no se factoriza a través de la norma N /x : L* — K*.

2) X|u} solamente no se puede factorizar a través de N,k cuando la extensiéon L/K es no

ramificada.

Decimos que dos pares admisibles (L/K, x), (L'/K,x’) son K-isomorfos si existe un isomor-
fismo de extensiones j : L/K — L'/K tal que x = x’oj. Si L = L’ esto equivale a pedir que
X' = x7 = xoo, para algun ¢ € Gal(L/K). Denotamos como IP;(K) al conjunto de clases de
equivalencia de K-isomorfismos de pares admisibles (L/K, x). Si (L/K, x) es un par admisible,
y si ¢ es un caracter de K*, el par (L/K, x ® ¢1,) es también admisible, con ¢y = ¢ o Ny k. Sea
(L/K, x) un par admisible, y n el nivel de x. Decimos que (L/K, x) es minimal si X’U’Z no se
factoriza por N /. Claramente, cualquier par admisible (L/K, x) es isomorfo a uno de la forma
(L/K, X' ® ¢), para un caracter ¢ de K* y un par minimal (L/K, ').

Ahora, empezamos asignando a cada par admisible (L/K, x) una representacion irreducible
cuspidal 7ty de G.
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6.2.1. Nivel cero

Empezamos con el caso (L/K, x), x con nivel cero. Luego por definicién, L/K es una exten-
sién no ramificada.

Lema 6.2.2. Sea L/K una extensién cuadritica no ramificada, sea x un caracter de L* de nivel cero, sea
o € Gal(L/K), o # 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Elpar (L/K, x) es admisible.
() x # x°.
) Ky, # Xy,

Demostracion. Como L/K es no ramificada, se tiene que L* = K*Up, luego (ii) < (iii). Como
L/K es ciclico, el nticleo de Ny ,x consiste de los elementos x? /x, x € L* por el Teorema 90 de
Hilbert. Luego x se factoriza a través de N g si y solo si x = x“. La segunda condicién en la
definicion de par admisible es vaciamente verdadera, luego (i) < (ii). O

Volvemos nuevamente al par admisible (L/K, x) de nivel cero, escribimos k; = O/ P,
tenemos que k;/k es una extensién cuadrética. Elegimos una K-inmersiéon L — A, y il el
tinico orden de cadena con K* < K. Conjugando por un elemento de G, podemos tomar
=9 = Mp(Ok). Esto nos da una inmersién de O en M y consecuentemente una k-inmersion
de k; en My (k).

El caracter X}UL es la inflacion de un caracter ¥ de k;*. La condicién (iii) del lema es equiva-
lente a que § sea un caracter regular de k;>. Como en el Ejemplo 6.4 de [BHO06], ¥ nos da lugar
a una representacién irreducible cuspidal A de GLy(k) (A = 713 en la notacién del capitulo 6
de [BHO06]). Sea A la inflacién de A a una representaciéon de Ugy = GL,(Ok). La restriccién de
A a Uk es un maltiplo de X‘UK4' con lo cual podemos extender A a una representacion A de
Ky = K*Uyy, definiendo A] xx como un multiplo de x.

La terna (9, KCon, A) es luego del tipo cuspidal. Definimos

Ty = C- Ind,cém A.

Nos queda que 7y es una representacion irreducible cuspidal de G tal que ¢(7r,) = 0. También,
pares isomorfos (L/K, x) de nivel cero nos dan lugar pares conjugados (k;, ¥) en GL;(k), luego
la clase de equivalencia de 77, solo depende de la clase de (L/K, x).

Denotemos como [P, (K)g al conjunto de clases de equivalencia de pares admisibles (L/K, x)
de nivel cero. De manera analoga, denotamos como .A9(K)j al conjunto de clases de equivalencia
de representaciones irreducibles cuspidales v de G tal que ¢(7r) = 0.

Para la demostracién de la siguiente proposicién es necesario entender los resultados de la
Seccion 6.4 de [BHO06] sobre representaciones de GL, (k) con k un cuerpo finito de g elementos.
Ademads, necesitamos dos teoremas:

Teorema 6.2.3. Sea (71, V) una representacion suave irreducible de G tal que £(1t) < £(x7t) para todo
caracter x de K*. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La representacion 7t es cuspidal.
(2) Se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) ¢(7t) = 0y 7t contiene una representacion de Upy =~ GLy(k).
(b) £(rt) > 0y 7t contiene un estrato simple.

Demostracion. Ver la Secciéon 14.5 de [BHO6]. O

Teorema 6.2.4. La funcién
(4], A) — mp = c-Indf A

induce una biyeccion entre el conjunto de clases de conjugacion de tipos cuspidales en G y el conjunto de
clases de equivalencia de representaciones irreducibles cuspidales de G.
2Ver el Ejemplo 12.4 de [BH06].

3Ver el Ejemplo 6.4 de [BHO6].
“Se sigue de las identidades (6.4.1) de la Seccién 6.4 de [BHO6].
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Proposicion 6.2.5. La funcion (L/K, x) — 7ty induce una biyeccion
P (K)o — AJ(K)o. (6.1)
Mis anin, si (L/K, x) € P2(K)o, luego:
(1) si ¢ es un caracter de K* de nivel cero, luego 1tyg, = ¢y,
(1) si T = 1y, luego wy = )(|KX,

(1) el par (L/K, X) es admisible y 7ty = .

Demostracion. Usando el andlisis de representaciones cuspidales de GL; (k) que aparece en 6.4
[BHO6] junto con el lema anterior, podemos mostrar que cualquier tipo cuspidal de nivel cero
proviene de un par admisible (L/K, x) € P(K)g. Por el teorema anterior la funcién (6.1) es
sobreyectiva.

Para ver la inyectividad, supongamos que tenemos pares (L;/K,x;), i = 1,2 tal que las
representaciones 77, sean equivalentes. Las extensiones L;/K son no ramificadas, entonces K-
isomorfas, luego sin pérdida de generalidad tomamos L; = L. De la relacién entre caracteres cen-
trales tenemos que x| Kx = x2| - El Teorema 6.2.4 implica que las representaciones cuspidales
iz, de GLy (k) son equivalentes. Los caracteres §; de k; son entonces Galois conjugados’. Se

sigue entonces que los caracteres Xi‘uL son Galois conjugados y entonces los pares admisibles
(L/K, xi) son K-isomorfos. Probando la inyectividad.
Las propiedades (i) y (ii) se deducen inmediatamente de la construccién, mientras que (iii)

proviene de la construccién y de la siguiente observacion:

Observacion 6.2.6. El Teorema 11.4 de [BH06] dice lo siguiente:

Sea L un subgrupo abierto de G, conteniendo a Z y compacto médulo Z. Sea (o, W) una
representacion suave irreducible de L y supongamos que g € G se entrelaza con ¢ si y solo si
g € L. Entonces la representacién c-Ind{ ¢ es irreducible y cuspidal.

En este contexto, el dual suave (c-Ind¥ )V es irreducible. Ademas, es isomorfo a Ind¥ &. Con
lo cual deducimos que Indf & = ¢-Ind® & =~ (c-Ind¥ ¢)V. Dualizando nuevamente obtenemos
c-Ind?¥ ¢ ~ Ind% 0.

Demostracién. Ver el Teorema 11.4 y la Observacién 3 de dicho teorema de [BHO6].

6.2.2. Niveln >1

Fijemos un caracter ¢ K de nivel uno. Sea (L/K, x) un par admisible minimal con x de
nivel n > 1. Definimos ¢4 := potra.

Luego agarramos un elemento « € P, " tal que x(1 +x) = ¢r(ax), x € 513{1/2]“. Tomemos

una K-inmersién de L en A = M;(K) y sea §l el tnico orden de cadena en A tal que L* < Ky°.
Entonces ey = e(L/K) y la terna (4,1, &) es un estrato simple (ver las Secciones 18.2 y 13.5 de
[BHO6]).

Asociados a un estrato simple (4,7, a), tenemos subgrupos J,, ]D%, Hi. Ahora vamos a definir
una representacion irreducible A € C(1q, 81).

Supongamos ahora que n = 2m + 1 es impar. La representacién A que estamos buscando va
a ser el caracter J, = L™ Uﬁ“ dado por

A|u£f[1+l = 77L70u A|L>< =X

Como try | p=TrpkyLn umtl .y = ULm+1, estas dos condiciones son consistentes. La terna
(U, Ju, A) es de tipo cuspidal en G, y luego

Ty = C- IndfV A

5Ver el item (2) del Teorema de la Seccién 6.4 de [BHO6].
%Ver 12.4 en [BHO6].
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es una representacion irreducible cuspidal de G conteniendo al estrato fundamental (&, 7, a).
Consecuentemente

U(rty) = n/e(L/K), wr, = X|x-
Por otro lado, si # = 2m > 0 es par, L/K es no ramificada. Definimos el caracter 6 de
H! = uiu*! por
0(ux) = x(u)ya(x), xeUlt!, uely.
De vuelta, estas condiciones son consistentes. Tomemos # = 7 la tinica representacién irreduci-
ble de J! = U% U| que contiene a ¢ (ver el Lema 15.6 de [BHO06]).
El grupo ciclico p; compuesto por las raices de la unidad de orden coprimo con p en L, acttia

sobre ]! por conjugacién, y deja fijo a la representacion # (ver la Proposicién 2 de la Seccién 15.6
de [BHO6]). Y el subgrupo pg actta trivialmente.

Proposicién 6.2.7. Existe una tinica representacion irreducible 7j de ur / ux x J1 tal que il nENY

trij(Qu) = —6(u),
parau € H} ytodo g € up/ug, ¢ # 1.
Demostracion. Ver capitulo 22 de [BH06]. O
Corolario 6.2.8. Existe una tinica representacion irreducible A de |, tal que
W Al =1,
(1) Alg es un miltiplo de x|,
(111) para todo ¢ € py/ pk, se tiene que tr A(¢) = —x(0).

Demostracion. Las condiciones (i) — (iii) determinan la unicidad de A. Veamos la existencia.
Identifiquemos py /g con L* /K*UL. Tomamos la representacién 7j dada por la proposicién y
la vemos como una representacién de up /i x J1/ Ker 6. Inflamos la representacién v del grupo
L* x J}/Ker#® (en el cual L* acttia en ]!/ Ker 8 via el isomorfismo L* /LI{K>< >~ uy /uk). Luego
definimos un caracter ¥ de L* x ]i/ Ker @ definiéndolo de manera trivial en ]01(/ Kerf y que
coincida con x en L*. Formamos la representaciéon A = ¥ @ v de L* x J}/ Ker6.

Existe un morfismo de grupos sobreyectivo L* x J1/ Ker# — ],/ Ker dado por (x,j) — xj
moéd Ker 6. El nticleo de este morfismo es el grupo de elementos

(x’l,xKer 8), xe U{.

La representacién A es trivial en este grupo, luego A es la inflacién de una representacion
irreducible A de J,/ Ker 0. La inflacién de A a J, es la representacion A que buscabamos. [

Esta representaciéon A del Corolario yace en C(t[),x,il). Definimos
Ty = C- Indi A.
Se tiene que 77, es una representacion irreducible cuspidal de G que satisface

g(ﬂx) =n, Wn, :X|K><'

Proposiciéon 6.2.9. Sea (L/K,x) un par minimal en el cual x tiene nivel positivo. La representacion
7ty depende, salvo equivalencia, solo en la clase de equivalencia del par (L/K, x). En particular, es inde-
pendiente de la eleccion de ¢, « y de la inmersion L — A. Mds atin, si ¢ es un caracter de K> tal que
(L/K, x¢r) es también minimal, luego 7typ, = $7ty.

Demostracion. Elegir otro ¢ y a, pero dejando la inmersién intacta, no cambia el grupo J, ni la
representacién A. Dadas dos K-inmersiones de L en A son G-conjugadas, luego dan lugar a
tipos cuspidales conjugados (&I, J, A). Mds aun, si tenemos pares minimales (L;/K, x;) que sean
K-isomorfos, y j; : L; — K es una K-inmersion, el isomorfismo (L1 /K, x1) — (L2/K, x2) se puede
realizar por una G conjugaciéon mandando j;(L1) en jo(Lp) y caracter en caracter.

Para la ultima afirmacion, el caracter x¢; nos da el tipo cuspidal (Y, Jo, A ® ¢ o det) O
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Sea (L/K,x) un par admisible. Existe un caracter ¢ de K* y un caracter x’ de L* tal que
(L/K, x") es minimal y que x = x'¢. Definimos
Ty = P70

Esto no depende de la eleccion de descomposicion x = x’¢p debido a la tltima afirmacién de la

Proposicién 6.2.2. Ademés,
R n —_
Z(NX)f e(L/K)' wﬂX*X|K></

donde 7 es el nivel de y.
En cualquier caso, la clase de equivalencia de 77, depende solamente de la clase de equiva-
lencia del par (L/K, x). Acabamos de fabricarnos una correspondencia

IP(K) — AJ(K),

(L/K, x) —> 1y, (6.2)

que no depende de las elecciones hechas previamente.

6.2.3. Teorema de la parametrizacién Mansa

Sea 7 una representacion irreducible cuspidal de G, decimos que 7T es no ramificada si existe
un caracter no ramificado ¢ # 1 de K* tal que ¢7r =~ 71. También, vamos a denotar por A% (K) c
AY(K) al conjunto de clases de representaciones no ramificadas. Y a una representacién 7 €
AY(K)\ A5 (K) la vamos a llamar totalmente ramificada.

Teorema 6.2.10 (Teorema de la parametrizacién Mansa). La funcion (L/K, x) — 7ty de (6.2) induce
una correspondencia

IPy(K) — AY(K), sip#2
Py (K) — AY(K), sip=2.
Si (L/K, x) € Py(K), luego:
(1) si x tiene nivel £(x), luego ¢(mt,) = €(x)/e(L/K),
(M) wr, = X|gxr
(1) el par (L/K, X) es admisible y 5 = 7Ty,
(1v) si ¢ es un caracter de K, luego tyy, = P71y

Las propiedades (i), (ii), (iv) ya fueron probadas. Para ver (iii), escribimos 7, = c — Ind]G A
para el tipo cuspidal (4, J,, A) construido a partir de (L/K, x). El par (L/K, X) nos construye
un tipo (4, J, AY), luego (iii) se deduce de la Observacién 6.2.6. Luego solo tenemos que probar
que esta correspondencia es una biyeccién.

Demostracion. Una demostracion del Teorema de la parametrizacién mansa aparece en la seccién
21 ”"Tame Intertwining Properties”del libro [BHO6]. O

6.3. La correspondencia local de Langlands para GL,

La correspondencia local de Langlands consiste de dos lados. Por un lado est4 el conjunto de
clases de equivalencia de representaciones 2-dimensionales semisimples de Weil-Deligne G, (K).
Por otro lado, el conjunto de clases de equivalencia A>(K) de representaciones irreducibles
suaves de G = GL;,(K).

Teorema 6.3.1 (Correspondencia local de Langlands). Existe una tinica correspondencia biyectiva

Eloc,Z(K) : gZ(K) - AZ(K) (6.3)
0 —> Ty (6.4)
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tal que
L(x®0,s) = L(x7e,s)
e(x®0,9,s) = e(x70, 9, 5),
para todo caracter x de F* y todo ¢ € K no trivial.

Si x es un caracter de K*, hacemos un abuso de notacién y denotamos de la misma manera
como x al caracter y o ax de Wg. Ademads, si 7 es una representacién de GL y x es un caracter
notamos como x7r = x o det 7.

Antes que nada observar que la unicidad de la correspondencia se deduce del Teorema
Inverso 5.4.1.

Tenemos las descomposiciones

G2(K) = G3(K) u GY(K),
Az (K) = A3(K) U AY(K).

Luego, para demostrar la correspondencia, vamos a separar ambos lados en dos casos: primero
vamos a ver que vale la correspondencia entre G (K) y A}(K), y luego vamos a ver que vale

para G3(K) y AJ(K).

Proposicién 6.3.2. (1) Sea w € Ay(K), luego € AY(K) si y solo si L(x7,s) = 1 para todo x
caracter de K*.

(2) Sea p € Go(K), luego p € GI(K) si y solo si L(x ® p,s) = 1 para todo x caracter de K*.

Demostracién. El primer item es por la Proposicién 5.4.2 y el segundo idem se deduce de que
L(p,s) = 1 para todo p € GI(K) con n > 2, pues si p es irreducible entonces VK = 0y
reciprocamente, podemos usar el Teorema 3.4.13 y las propiedades de la L-funcién. O

Por lo tanto L, (K) tiene que mandar A (K) en G} (K) y A9(K) en G9(K). Ahora lidiaremos
con el primer caso.

Teorema 6.3.3. Existe una tinica correspondencia
I : G3(K) — AL(K),

tal que
L(xIT'(p),5) = L(x ®p,9),
para todo p € G1(K) y todo caracter x de K*. La funcién T1! es biyectiva y satisface

' (x®p) = x1T' (p),

(Il (p), 5, 9) = e(p,5,9),
para todo p, x, y P € K, P # 1.

Demostracién. Vamos a definir explicitamente a la funcién IT!. Las propiedades que cumple IT!
se deducen inmediatamente de las propiedades de las L-funciones y constantes locales y del
Teorema 5.3.5.

Sea (p, V,N) € G1(K). Como p es semisimple, se escribe como x71 @ x», para caracteres x; de
K*. Escribimos el caracter x = x1 ® x2 del subgrupo T < G, y consideramos la representaciéon
inducida 7w = (3 x de G. Si 7 es irreducible, luego por el Teorema 5.2.11 se tiene que x1/x2 #
|C|; *1 en consecuencia se tiene que N = 0 por el Teorema 3.4.13. Luego definimos IT'(p) = 7w =
LBX-

Nos queda el caso cuando :§x no es irreducible. Luego existe un caracter ¢ de K* tal que
x1(x) = ¢(x) |x|~1/2 y x2(x) = ¢(x) |x|*2. Existen dos elementos (p,V,N) de G}(K) en los
cuales p tiene Wy-factores de composicién xi, x2, y se distinguen dependiendo de si N es cero
o no. Tomamos

I (p, V,0) = ¢ odet

en el primer caso y
I1'(p,V,N) = ¢ -Stg, N #0

En el segundo. O
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Ahora la parte principal a demostrar es

Teorema 6.3.4. Sea ¢ € K,  # 1. Existe una tinica correspondencia
IT: G3(K) — AY(K)

con la propiedad
c(x®p,s,¢) = e(xlllp), s, ¢), (6.5)
para todo p € QS(K), todo caracter x de K*.
Mis atin, 11 es una biyeccion y vale (6.5) para todo ¢ € K, P # 1.

La unicidad ya la mencionamos: es consecuencia del Teorema inverso 5.4.1 y la Proposicién
54.2.

De existir una correspondencia como en el teorema anterior, se cumplirian las siguientes
proposiciones:

Proposicién 6.3.5. Sea Il una funcion que satisface (6.5) para algiin ¢ € K, Y # 1 fijo. Entonces
(1) SipeGY(K)y m =1I(p), entonces wr = detp.

(2) La funcién 11 satisface (6.5) para cualquier € K, P # 1.

Demostracion. La primera afirmacién es consecuencia del Teorema 5.3.4 junto con el cuarto item
de la Proposicién 3.4.10. La segunda se sigue de la Proposicién 5.3.2 y el segundo item de la
Proposicién 3.4.10. O

Proposiciéon 6.3.6. Sea I1 una funcion que satisface las mismas propiedades que el teorema anterior.
Luego

(1) I(x®p) = xIl(p), para p € GY(K) y cualquier caracter x de K*.

(2) Sipe GY(K), luego I1(p) = ﬁ(?)

Demostracion. Notar que por el Teorema inverso 5.4.1 basta probar para el primer item que
x7(p) y m(x ® p) multiplicadas por cualquier twist por un caracter coinciden las L-funciones y
constantes locales; andlogamente en el segundo item hay que probar lo mismo pero para 77(g) y

7?(p/). Comparando y usando 6.5 para el primero item y la ecuacién funcional en el segundo se
sigue la proposicion. O

6.3.1. Casop # 2

En esta subseccion probaremos el teorema anterior en el caso de que la caracteristica p del
cuerpo residual O/ ‘P sea p # 0. Vamos a definir el subconjunto G¥*(K) = G9(K) como los
p € GY(K) tales que existe un caracter no ramificado y # 1 de Wk tal que x®p =~ p. Sip €
G(K)\GX* (K), decimos que p es una representaci6n totalmente ramificada.

Si (L/K,¢) € P2(K), podemos ver a ¢ como un caracter de Wy y construir la representacion
inducida pg = Ind /x ¢ de Wk.

Teorema 6.3.7. Si (L/K,() es un par admisible, la representacion pg de Wy es irreducible. La funcién
(L/K,¢) — pg induce una biyeccion

IP5(K) — GY(K), sip # 2
Py (K) — GJ(K), sip = 2.

Demostracién. Primero, veamos la buena definicién de esta funcién, i.e. que la imagen es una re-
presentacion irreducible y que la funcién no depende de la clase de equivalencia de (L/K, ). Sea
(L/K,¢) e Py(K) y o € Gal(L/K), 0 # 1. Como ¢ no se factoriza a través de Np /g, los caracteres
g &7 de L™ son distintos. El mapa de Artin W# =~ L* es Gal(L/K)-equivariante (Propiedad
(v) del mapa de Artin), entonces los caracteres ¢, ¢’ de W, son distintos y la representacion
pz = Ind; k¢ es luego irreducible. La equivalencia de clases de pg solo depende de la clase de
equivalencia de isomorfismos de (L/K, ¢).
Antes de seguir, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 6.3.8. Sean (L/K, ) un par admisible, oz = Indy sk §. Sea x = x / el caracter no trivial de K*
que es trivial en Npx(L*). Luego se tiene que pz = x @ pg. Y en particular, pz € G3*(K) si y solo si
L/K es una extension no ramificada.

Demostracién. Sabemos que k ® pg = Indy /x(k; ®¢), donde x; = x o N /g = 1. Esto nos da una

implicacién. Reciprocamente, si oz € G5"(K) y x es un caracter no ramificado cuadratico de K*.

Si o genera Gal(L/K), luego {7/ = xr. Luego & |u1 se factoriza a través de Ny /g, por definicion
L

de par admisible esto significa que la extensién L/K es no ramificada. O

Continuamos con la demostracién del teorema. Veamos ahora la inyectividad de la funcién.
Sea (L;/K,¢;) € Po(K), i = 1,2, y supongamos que pg, = pg,. Si L1/K = L,/K, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que L; = L, = L. La restriccién pg, }WL es {1 ®¢Y, donde
o € Gal(L/K), ¢ # 1. Se sigue que & = ¢ 0 ¢{,y (L/K, &) = (L/K,&;) en cualquier caso.
Ahora asumimos que Li # L, tomemos L = LiLp. Al menos uno de los L;/K es totalmente
ramificado, luego [L : K] = 4 y la subextension no ramificada maximal E/K de L/K tiene grado
2. Sea x; = k,/k- La representacion p = pg, es fijado cuando tensorizamos por «;, luego también
por kg k. Eso es, p € GI"(K). El lema anterior implica que L;/K es no ramificado, absurdo. Luego
tenemos inyectividad.

Veamos ahora la sobreyectividad. Si p € GI"(K), algunas consideraciones elementales mues-
tran que p es inducida por un caracter ¢ de W;, donde L/K es una extensién cuadratica no
ramificada. El par (L/K,¢) es luego admisible y p = pz. En otro caso, si p es totalmente ramifi-
cado, en particular p # 2. Como dim p = 2, la restriccién de p al pro p-grupo Px se descompone
como suma de caracteres. Se sigue que existe una extension finita Galois mansamente ramificada
E/K tal que p‘WE se descompone como suma de caracteres, digamos

o |WE =00® 9,,

Primero supongamos que 0 # 6. Luego el Wy-estabilizador de 6 es W), para alguna extension
cuadréatica M/K contenida en E. La representacién natural de WWx en el subespacio #-isotipico
de p nos da un caracter ¢ de Wk tal que p = Indy;/x . Veamos a ¢ como un caracter de M*,

tenemos que mostrar que el par (M/K, ) es admisible. Sea o € Gal(M/K), o # 1. El caracter
C"!WE es 0/, luego ¢ # ¢” y ¢ no se factoriza por Ny,k. Consideremos ahora ¢ ’ul . La extension
M

M/K es totalmente ramificada, pues p es totalmente ramificada. Entonces si ¢ |u1 se factoriza a
M

través de N/, el caracter {7 /¢ es trivial en Uy = Uk ul, y es no ramificado: ¢ = xp¢, para
algun caracter x no ramificado de K*, x # 1. Por lo tanto, tenemos que p =~ x ® p, y p € G3*(K),
contradiciendo nuestra hipoétesis. Esto concluye que en este caso, el par (M /K, &) es admisible y
P = pPg
Finalmente, nos queda por excluir el caso § = ¢’. Sea M/K la subextensién no ramificada
maximal de E/K. Como E/M es ciclico, § admite una extensién a un caracter ¢ de Wy, tal que
¢ aparece en p‘WM. En otras palabras, podiamos tomar E/K no ramificada. Pero eso significaria
que p € GI"(K)" (K), absurdo.
O

Ahora, hemos conseguido para p # 2 dos correspondencias candnicas
Py (K) — A3(K),  Po(K) — G3(K),
(L/K,§) — 1z, (L/K,§) — pg,

dados por el Teorema 6.3.7 y el Teorema de la parametrizacién mansa 6.2.10. Esto nos da la
correspondencia

G3(K) — AJ(K),
pg— T,

que no es la correspondencia buscada en el Teorema 6.3.4. Vamos a modificarla y a utilizar la
Subseccién 3.4.3 de la constante de Langlands.
Vamos a tomar ahora un caracter admisible (L/K,¢) € IP2(K) y asociarle un caracter A = Az

de L* de nivel cero. Pero antes, tenemos la siguiente definicion:
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Definicion 6.3.9. Sea (L/K,{) un par admisible con L/K no ramificada. Definimos el caracter
Az asociado al par, eligiéndolo de manera que sea no ramificada y de orden 2.
Veamos ahora como se elige explicitamente Az.

El caso L/K ramificada es mas complicado. Sea pk el grupo de raices de la unidad en K de
orden coprimo con p. Sea L/K una extensién cuadrética totalmente mansamente ramificada, sea
@ un elemento uniformizante de L, sea f € L*. Como Uy = p Ui = ugU}, existe una tnica raiz
de la unidad (B, @) € pk tal que

Bt = 7(B,@) mod U}. (6.6)

Proposicién/Definicién 6.3.10. Sea ¢ € K de nivel uno.
(1) Sea (L/K,¢) € Py(K) un par admisible tal que L/K es totalmente ramificada. Sea n el nivel de ¢ y
sea o € P " tal que §(1+4 x) = pr(ax), x € P} Existe un tinico caracter A = Ag de L™ tal que:
My =1 Bl =m0
A@) = xp/k(C(B, @) AL/ ()",

para cualquier elemento uniformizante @ de L. La definicion de Az no depende de la eleccion de i
ni de w.

(6.7)

(2) Sea (L/K,Z) € Po(K) y supongamos que L/K es totalmente ramificada. Como & = &' - x1, para
un par admisible minimal (L/K,¢") y un caracter x de K*. Definimos ahora

Aé’ = Aél.
La definicién de Az no depende de la eleccion de descomposicion ¢ = &' - x1.

Demostracién. Sin lugar a dudas existe como mucho un caracter A de L* que satisface las condi-
ciones anteriores (6.7). Si dejamos el caracter 1 fijo, la definicién de A solo depende de la coclase

all. Si reemplazamos a § por otro caracter ¢’ € K de nivel uno, luego ¢’ = up, para algin
u € Ug. El elemento & es reemplazado por u 'a y

xrk(Q(u™t @) ALk (up)® = wp /(T (e, @) ALk () ek ()",

mientras que x7 ,x(#)"~! = 1 porque n es impar. En otras palabras, el caracter (si es que existe)
estd definido de manera independiente a una eleccién de i o de «.
Para probar la existencia, debemos verificar que las condiciones sean consistentes

Auw) = Au)A(@), uely,
A(@?) = Aw)>.
Para la primera ecuacién, escribimos u = 5o, con 7 € ug y v € U}. Esto nos da {(a, u@) =
ng(a,@) méd pi y
A(u@) = rp/x(n)eL/k (G (a, @) ALk ()" = A(u)A(@).

Para la segunda ecuaci6n, notemos que @* = —Np k(@) méd U}, entonces por (6.6),
A(@?) = A(=Np/k(@)) = rr/x(-1) = A(@)?,

como queriamos.
La dltima afirmacion se sigue inmediatamente. O

Lema 6.3.11. Valen las siquientes afirmaciones.

(1) Si (L/K, &) es un par admisible, el par (L/K, AgC) es admisible y su clase de equivalencia depende
solamente de la de (L/K,¢). El caracter Ag satisface Aé = 1, salvo cuando L/K es totalmente
ramificado y q =3 mo6d 4. En esa excepcion, Ag tiene orden 4.
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(1) La correspondencia
P2 (K) — P(K),
(L/K, C) — (L/K/ AC(:)/
es biyectiva.

Demostracion. El primer item se sigue directamente de las definiciones y de la Proposicién 3.4.17
y de (3.8). Para el segundo item observemos que Az es mansamente ramificado y depende sola-

mente de L/K'y de ¢ - O
L

Teorema 6.3.12 (La correspondencia de Langlands mansa). Valen las siguientes afirmaciones.
(1) Supongamos p # 2. Para p € GY(K), definimos I1(p) = Tiae para cualquier par admisible
(L/K,¢) € Po(K) tal que p = pg. La correspondencia
I1: G3(K) — AJ(K)
es una biyeccion que satisface
c(x®p,s,9) = e(x1(p) s, ¢), 6.8)
para todos los caracteres x de K* y i € K, P+ 1
(2) Enel caso p = 2, la correspondencia
IT:G3"(K) — A3 (K)
Pg = TTAgEs
es una biyeccion que satisface el andlogo de (6.8).

(3) En ambos casos, la funcion I1 satisface también

—_—

[(x®p) =xM(p) v II(p) =T(p), (6.9)
para todo p y x de K*.

Observacién 6.3.13. Por la unicidad de la correspondencia 6.3.1, se tiene que 11 es la corres-
pondencia de Langlands cuando p # 2, y es la restricciéon a G3"(K) de la correspondencia de
Langlands cuando p = 2.

Demostracién. Primero notemos que 11 es biyectiva por el lema anterior, el Teorema 6.3.7 y el
Teorema 6.2.10. Ademads, por construccién y el tercer item del Teorema 6.2.10 se tiene (6.9).
La construccién nos da también que wry(,) = detp por lo que solo debemos verificar (6.8)

para un solo ¢ € K, el cual tomaremos de nivel uno.

También tenemos que n(p, ) = n(I1(p), ) por el primer item del Teorema 6.2.10, con lo cual
solo tenemos que checkear (6.8) en s = 1. Separemos en tres casos.

Caso 1. Sea p = Ind; /&, con (L/K, ) minimal y L/K totalmente ramificada.

Luego & tiene nivel impar n = 2m + 1. Tomemos « tal que &(1 + x) = ¢y (ax), x € PPrHL
Usando la Proposicién 2.4.10, obtenemos

(@, 3 1) = E@)pu @),

e(p, %ﬂl’) =€(¢, %flPL))LL/K(lP)
= &)y ()AL k ().

Tomando 7t = I(p), la Proposicién 5.3.3 nos da



Chequeemos que Eé(zx) = Ar/k(9).
Tomemos un elemento uniformizante @ de L'y { € ik tal que a®@" = { méd U} . La definicién
de A = Ag nos da

Aa) = xp/k(E)A(@").
Como 1 es impar y A; /x(¢) es una raiz cuarta de la unidad, conseguimos

_ _ _ 2
kL/k(0)A(@ )AL k($) = xp/k(Q) " Ak()' T =1,
como queriamos.
Caso 2. Sea p = Ind; /g & como en el Caso 1, y sea x un caracter de K* de nivel [ > 1.
Consideremos la representacién x ® p. Esta se consigue por induccién, a partir del par ad-
misible (L/K,{xr). Si ] < m, el par (L/K,¢xL) es minimal y no hay nada mas que hacer. Si
no, x tiene nivel 21 > n y existe ¢ € K tal que x(1+ x) = (cx), x € &Bg/z]ﬂ. Entonces,

xt(1+y) =vr(cy), y e ‘BZLH. Més atn, &(1+ x) = i (ax), x € P! . A partir de la Proposicion
2.4.10, conseguimos

G(GXL/%MPL):Q_M S G+ +y)yrla+o)(1+y))
yepL /P

= 72+ XL+ YL (@) Y (el +y)pe(e(1 1))
y

= {e+ X1+ gL @ela 5,9

Con lo cual, usando la Observacién 3.4.16 y la Proposicién 2.4.10,

Ele+a)XL(1+c )y (w)e(xL, %rlPL)AL/K(lP)

Ec+a)Fr(1+c ) (a)e(x, %rlP)e(X"L/K' % 2

1
e(x®p, Er’l’)

e+ )X (1 (e x5, )k (o)

Por otro lado, si 77 = I1(p) como antes, las mismas técnicas, usando el Teorema 2.4.9, la ecuacién

wloy)  _ tOuy)?
[u:mel]l/Z - ql+1

7'y la Proposicién 5.3.3 nos queda

(0, 3, ) = BE(c+a)(det(1+ ¢ ) pa(@)elo 9

Sin embargo, ¥4 () = (&), y como A es mansamente ramificado, tenemos que A(c + ) =
A(c) =« k(c). De donde deducimos

1 1
e(x®p, E,IP) = e(xm, E"")'

como queriamos.

Caso 3. Sea p = Ind /¢ con (L/K, ) minimal y L/K no ramificada.

Si el nivel n de ¢ es impar, el argumento es una version simplificada del Caso 1. Supongamos
entonces que 7 es par. Si n = 0, se sigue la demostracién de la identidad (25.4.1) que aparece
en [BHO6] junto con simples manipulaciones. Ahora supongamos que n = 2m > 0. Por la
Proposicién 2.4.10 y el Teorema 2.4.9,

@yy)=g" Y+ 0)pa),
xep /il

7Sea $1 un orden de cadena con radical ;% y e = eg. Sea x un caracter de K* de nivel / > 1. Vemos a x o det como
un caracter de Ky cuando este tiene nivel el. Se define la suma de Gauss 7y (x, ) = eruu Syt X(detcx)pa(cx) para
U

cualquier ¢ € K con orden —I.
Se puede probar la identidad mediante un calculo directo.
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para « elegido de manera adecuada. Por otro lado, por la Proposiciéon 5.3.3

1
e(r, 5. 9) =q7° > tr AV (a(1+y))pa(a(l+y)).
yeP™ o/ Pt on

Lema 6.3.14. Sea x € U}y, entonces tr A(ax) = 0 a menos que ax sea U}, -conjugado a un elemento de
alm Uy,

Esto es simplemente una reescritura de la afirmacién del Lema 22.3 de [BH06]. Tomando en
cuenta el niimero de elementos de cada clase de conjugacién, obtenemos

e(m ) =—q" Y Ea(d+y)palal+y)).
yepy / Byt
1
= e(p’ E’ l/))/

como queriamos.

Para los casos restantes, las representaciones x ® o, con p no ramificada y dados por un par
minimal son muy parecidos y siguen la misma linea de razonamiento que el Caso 2, por eso
omitiremos los detalles.

Esto prueba el Teorema 6.3.10 y finaliza la demostracién de la correspondencia local de Lan-
glands 6.3.1 cuando p # 2. O

6.4. Ejemplo: aplicacién de la correspondencia local de Langlands
sobre una representacion proveniente de una curva eliptica

La demostraciéon del Teorema 6.3.3 construye la correspondencia de manera explicita y mues-
tra que las representaciones (p, V,N) de Weil-Deligne reducibles, de la forma x; @ x» con ca-
racteres x; de K*, corresponden con las representaciones suaves 71, no cuspidales. Usaremos
la clasificacién de representaciones irreducibles no cuspidales que aparece en la Seccién 9.11
de [BHO06]. Cuando x1/x2 # |- |! se tiene que Ty = 15 (X1, x2), ademds debe ser que N = 0.
Cuando x1/x2 = |-|*! hay dos posibilidades, antes tomemos un caracter ¢ de K* tal que
x1(x) = ¢(x)[x|712 y xa(x) = ¢(x)|x|'/2, luego el primer caso es 71, = ¢ o det cuando N = 0, y
el segundo caso es 71, = ¢ Stg cuando N # 0.

Esto prueba la siguiente correspondencia entre representaciones de Weil-Deligne complejas
provenientes de una curva eliptica E/K (que estudiamos en la Seccién 3.9) y representaciones
irreducibles suaves via la correspondencia local de Langlands:

Ejemplo 6.4.1. La representacion p sk corresponde a alguna de las siguientes representaciones
suaves:

(1) Si E/K tiene reduccién potencialmente buena:

(1) Si E/K tiene reduccién buena, entonces 7t Lk = l(B;()m, x2) (irreducible), con p% K=

[
X1 @ Xx2-
(2) Si E/K no tiene reduccién buena y o sk ©s reducible, entonces T e = §(x1, x2) si
la induccién parabdlica es irreducible, o Tt = ¢ odet con ¢ = x1|-|"/? si no.

(3) Si E/K no tiene reduccién buena y o}/, es irreducible, entonces Tl € cuspidal.

() Si E/K tiene reduccién potencialmente multiplicativa, entonces ot = ¢ Stg con ¢
x|-17V2y x es el caracter cuadratico de la Proposicién 3.9.3.

Demostracion. Vamos a separar la demostracién los casos (i) y (ii), segun E/K tenga reduc-
cién potencialmente buena o potencialmente multiplicativa, y aplicaremos los resultados de las
subsecciones 3.9.1 y 3.9.2, respectivamente. Por la Proposicién 3.9.2 sabemos cuéndo p, /K €S Te-
ducible, por ejemplo si E/K tiene reduccién buena, luego por la Proposicién 6.3.2 sabemos que

Ty, €8 NO cuspidal si y solo si o es reducible. Utilizando lo comentado al principio de la
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seccion se deducen (1), (2) y (3), particularmente el caso (1) se deduce de que el conductor de
E/K es cero y la representacion principal es la tinica con conductor cero de las no cuspidales.
EL caso (ii) se deduce utilizando el mismo razonamiento, por la Proposicién 3.9.3 sabemos
que pf es reducible, luego se corresponde con una representacién no cuspidal, la tnica posi-
bilidad es la que aparece en el item (ii), pues N, g # 0. O

Observacién 6.4.2. Podemos saber cuédndo o}, es reducible en el caso de reduccién potencial-
mente buena gracias a la Proposicién 3.9.2, luego en el caso (i) cuando E/K tiene reduccién
potencialmente buena, sabemos que T, DO es cuspidal, i.e. estamos en el caso (2) si y solo si
E consigue buena reduccién sobre una extension finita abeliana de K.
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