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1 Introduccion

Esta tesis de Licenciatura se dedica al estudio de formulas del valor medio sobre una
clase especial de grafos dirigidos (arboles). En particular nos interesa demostrar exis-
tencia y unicidad de soluciones para el problema de Dirichlet para ciertas ecuaciones
que son posibles analogos discretos sobre el arbol de ecuaciones clasicas en el espa-
cio Euclideo RN: el Laplaciano, los autovalores de la matriz Hessiana o la ecuacién de

Monge-Ampere.

1.1. Descripcién del arbol

Para empezar describamos el espacio ambiente en el cual vamos a trabajar. Un arbol
regular con m ramas (m-branching) es un grafo infinito dirigido en el cual hay un nodo
raiz, que no tiene antecesor y tiene m sucesores, y donde cada nodo que no es la raiz
tiene un numero m de sucesores y un tnico antecesor.

Un esquema de un arbol regular T con 3-branching es el siguiente:

®
© @ ©
(0) (1) (2) (0) (1) (2) (0) (1) (2)
QOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO®

Figura 1.1: Primeros 4 niveles de un arbol con 3-branching.

En este esquema hemos numerado los vértices siguiendo los digitos en base 3, un 0 a
laizquierda un 1 al centro y un 2 a la derecha.

Veamos esto en general. Dado m € IN5,, un arbol T con m-branching regular es un
grafo infinito que consiste en un nodo raiz (que denotaremos por 0) y todas las suce-
siones finitas de la forma (ay,a,,...,ay) con N € IN, con coordenadas a,, elegidas en el
conjunto {0, 1, ..., m—1} (pensamos estos a, como digitos en base m).

Los elementos de T son los vértices del grafo. Cada vértice x € T tiene exactamente

m sucesores, que se obtienen anadiendo otra coordenada a las coordenadas de x. Vamos



a denotar por
S(x) = {xk kel 1,..., m—l}}

al conjunto de sucesores del vértice x. Usaremos entonces la notacion x; para denotar
un sucesor de x (en el esquema anterior para el arbol con 3-branching x, denota el
sucesor de x a la derecha, x; el del medio y x( el de la izquierda). Si x no es la raiz
entonces x tiene solo un predecesor inmediato, que denotamos por x. El segmento que
une un nodo x con su predecesor X se denomina una arista y se denota por (%, x).

Un vértice x € T tiene nivel n € IN si x se escribe como x = (ay,a,,...,a,), y tiene nivel
0 si es la raiz del arbol, x = 0. El nivel de un nodo x se denota por |x|.

Una rama en el arbol T es una secuencia infinita de vértices (x"),cn, tales que el
primer término de la secuencia es la raiz del arbol, x° = 0, y cada uno de los vértices en
la secuencia tiene como siguiente término en la sucesiéon un sucesor inmediato, x"*! €
S(x") Vn € INy. Entonces una rama es una secuencia de tiras finitas de digitos en base
m, donde al avanzar en la secuencia se van agregando digitos nuevos y conservando
los previos, @ = (ay,ay,...,4,,...), a, €{0,1,..., m—1} Vn. La unién de todas las ramas
forma el borde del arbol, para el cual usaremos la notacion estandar dT. Observemos

que la aplicacion ¢ : dT — [0,1] definida por

w a
plry=y o
n=1
es sobreyectiva, donde 7 = (ay,...,a,,...) € dT y a, € {0, 1,..., m— 1} para todo n € N.
De esta forma asociamos elementos del borde del arbol JdT (ramas infinitas) con puntos
del intervalo [0, 1] usando el desarrollo en base m. La definicién de ¢ se puede extender

a T de la siguiente forma, si x = (ay,...,ay) es un vértice, pondremos

a
Y(x) = P(ay,...,ayn,0,0,...,0,...) = m—’;
n=1

O sea, se usa la rama que pasa por el vértice x y baja por los nodos con digito 0.

1.2. Problemas a abordar

Ahora presentaremos brevemente los problemas que vamos a abordar.
Nos interesa estudiar formulas del valor medio en un arbol. Por una férmula del valor

medio nos referimos a una férmula del tipo que describimos a continuacién.



Sea F: R™ — R una funcién continua. Diremos que F es un operador de promedios
si verifica
F(0,...,0)=0 y F(1,...,1)=1;
F(tuo,. vy tum,l) = tP(uo,. vy I/lm,l)}

F(t+u0,...,t+um_1) = t+F(u0,...,um_1),
paratodo t € R;
F(ug,...,ty,_1) <max{ug,..., U, 1},

si no todos los u; son iguales; F es no-decreciente con respecto a cada variable; ademas

vamos a asumir que F es invariante bajo permutaciones, es decir,
F(ug, ..., thy—1) = F(tig(o) -+ tg(m=1))
para cualquier permutacion 7 de {0, ..., m—1} y que existe 0 < k < 1 tal que
F(ug+c,...,up,_1) < F(ug,..., ty_1) +cK (1.1)

para todo (ug,...,u,_1) € R" y para todo ¢ > 0.
Como ejemplos de operadores de promedios tenemos los siguientes: el primer ejem-
plo fue estudiado en [10], para 1 < p < +oo, el operador FP(uy,...,u,_1) =t de R a R

definido en forma implicita por

3
L

(g — g —tP~2 =0
0

o~
I

es un operador de promedios invariante bajo permutaciones. Otros ejemplos de ope-

radores de promedios son los siguientes, para 0 <@ <1y 0<pf<lcona+p =1

consideremos
o m—1
Fo(ug,..., U, :—( max {up}+ min {u )+—Zu
oty -y t-1) = 5| Méx {ug}+ min fuy} m L ko
ﬁ m—1
Fqi(ug,...,u,-1) =a med {uk}+—Zuk,
0<k<m-1 m =

ﬁ( / , )
Fs(ug,...,u, 1)=a med {up}+=| max {u}+ min {u
2040, th-1) OSkSm—l{ k! 2 OSkSm—l{ k! OSkSm—l{ el



donde med es la mediana, dada por
Ymsl si m es impar,
2
si m es par,

con {vo, ..., ¥Yy—1} una reordenacioén no-decreciente de los valores {uy, ..., u,,_1}.

Un caso particular de F es cuando @ =0y § = 1, que corresponde al promedio usual

m—1

1
Folug,...,up_1) = p Zuk.

k=0

Los operadores Fy, F y F, son operadores de promedio invariantes bajo permutacio-

nes. Observemos que F, y F; verifican (1.1) pero F; no.

Para este tipo de ecuaciones estudiaremos el problema de Dirichlet asociado, es decir,
dada una funcién g : [0,1] — R buscamos una funcién u : T — R que verifique la

propiedad del valor medio
u(x) = F(u(xg),..., u(Xp-1)) VxeT

(aqui los xx son los sucesores de x en el arbol T) y tal que tome el dato de borde g de
alguna de las siguientes formas. La primera forma, que denominaremos «convergencia
puntual», ocurrira cudndo sobre cada rama 7 = (x") e, € dT

lim fu(x") - g(p(x"))| =0,

n—-oo

esto es, Ve > 0 existe un ny € IN, que podria depender de la rama 7, tal que
(") - g <e  Vnzmp.

Es decir, los valores de u al descender el arbol por una rama se asemejan a los de g.
La segunda nocién de convergencia es «por niveles» y es un analogo a convergencia
uniforme. Diremos que u converge a ¢ por niveles sobre dT cuando para todo ¢ > 0
existe un nivel inicial ny € IN, independiente de rama alguna, donde u y g distan menos

de ¢ sobre nodos de nivel mayor a n:

lu(x)—g(P(x)) <e VxeT, |x|=>ng.



Para reducir la notaciéon usaremos
ulor=¢

para estos conceptos de convergencia.
En el caso particular donde g es una funcién continua, la nocién de convergencia
puntual es equivalente a que fijada una rama 7t = (x"),, € JT con r = (n), u converge

al valor g(r) al avanzar sobre la rama

lim u(x") = g(r).

n—-oo

Para reducir la notacién usaremos

lim  u(x)=g(r) Vrel0,1]
x—redT
donde x — r € JT resume la convergencia sobre una rama 7 que identifica al punto
r €[0,1] mediante 3.
En particular en los siguientes capitulos vamos a estudiar tres operadores de pro-
medios particulares: el Laplaciano usual en el grafo dirigido, un posible analogo a los

autovalores de la matriz Hessiana y un operador de tipo Monge-Ampere.

1.2.1. Operadores acotados por promedios

Como primera instancia introduciremos propiedades generales de los operadores a
trabajar, a partir de las que obtendremos resultados comunes a todos ellos.

La primera propiedad comiin seré la de «operadores acotados por promedios». Dado
@ un operador de funciones sobre el arbol, diremos que es acotado por promedios si
fijadas funciones u, v: T — Ry un x € T existe un promedio pesado entre las diferen-

cias u —v sobre los sucesores de x tal que la diferencia de @ entre u y v se acota por este

promedio:
m—1 m—1
e, 0 201 ) =1y @) -PE)X) < ) cplulx) - v(x),
k=0 k=

donde S(x) = {xg, ..., Xp1}-
La segunda propiedad comun es «sacar constantes». Diremos que el operador @ cum-

ple esta propiedad si para cualquier funcién u : T — R ocurre

O(u+a)(x) =0(u)(x)+a VxeT, VYacelR.



Para operadores que cumplen estas dos propiedades se tienen los siguientes resulta-

dos.

Teorema 1. Sean @ : B(T) — B(T) un operador acotado por promedios, y u,u : T — R
stiper- y subsoluciones del problema u = ©(u) respectivamente, tales que se comparan en el

borde en el siguiente sentido:

lim #(x)> lim u(x) VYmedT.
x—s71€dT x—nedT

Entonces, u y u se comparan de igual modo en todo el drbol:
u(x) > u(x) Vx eT.

Proposicion 2. Supongamos que se tiene un operador @ acotado por promedios y que saca

constantes. Entonces valen los enunciados del siguiente listado.

(1) Dependencia continua con el dato.
Sean g1, %, : [0,1] = R dos funciones acotadas y uy, up : T — R las soluciones de

u =D(u) con dato en IT g v o respectivamente. Entonces

sup |y (x) = uz(¥)] < [Ig1 — 82loo-
xeT
(2) Sea (g;); una sucesion de funciones acotadas tales que convergen uniformemente a una
g v sea u; la solucion del problema u = ®(u) con dato (puntual o por niveles) g; para
cada i € IN. Entonces existe una solucion del problema u = ®(u) con dato (puntual o

por niveles segiin corresponda) g.

1.2.2. Laplaciano
El Laplaciano en RY es el operador de segundo orden dado por
N

pur =Y Ty

2
= ox;

para u : Q C RY — R. Un resultado clasico es que una funcién u es arménica, es decir,

solucion de Au = 0 en un dominio () si y solo si se verifica la propiedad de la media

)= | wdy
B,(x)



para toda bola B,(x) c Q).
En el contexto del arbol, dada una funcién u : T — IR podemos considerar el siguiente

Z u(xy).

x;€S(x)

operador de promedio

L(u)(x) =

SR

Es decir, el valor de u en un nodo x debe ser el promedio de u en los sucesores de x.

Notemos que la formula

es analoga al promedio usual
1 j u(y)d
B J P
B.(x)

Nuestro primer problema a estudiar sera entonces el problema de Dirichlet para el

Laplaciano usual en el arbol T

u(x)=— Z u(xy) xeT,

xkES(x)

ulgr = 8-
Para este problema clasico se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3. Para el problema

1
u(x)=— u(xy) xeT,
mxk;x) (1.2)

ulor = 8-
se tienen los siguientes resultados:

1. Dada g:[0,1] — R una funcion continua, existe una vinica solucion de (1.2).

2. Mds auin, hay una formula cerrada para la tinica solucion de (1.2),

u(x):lILAJg(r)dr, (1.3)
I

donde I, C [0,1] es el intervalo que contiene los niimeros cuyo desarrollo en base m

10



comienza con los mismos digitos que x,

con x = (ay,...,ay).

3. Las soluciones de (1.2) tienen un principio de comparacion: si g,(r) > g,(r) para todo

r € [0,1] entonces las correspondientes soluciones uy, u, estan ordenadas en el drbol

uy(x) > uy(x), Vx eT.

4. Finalmente, las soluciones dependen continuamente del dato de borde. Se tiene que si

uy, up son soluciones con datos g y g, respectivamente, entonces se verifica

sup |ug (x) — uz(x)| <1181 - &2llco-
xeT

1.2.3. Autovalores de la matriz Hessiana. [-autovalores.

IRN XN

Un resultado clasico de algebra lineal nos dice que si M € es una matriz simé-

trica entonces sus autovalores, ordenados de mayor a menor son
AM(M)= mix  min (Mv,v)=max{(Mv,v),
S,dim(S)=1veS,jv|=1 lv|=1

AH(M)= méx  min (Mv,v),
2(M) S,dim(S):2veS,|v|:1< )

AM(M)= méax min (Mv,v),
S,dim(S)=IveS,|v|=1

Anv(M)= méx min (Mv,v) = min{Mv,v).
S,dim(S)=N veS, |v|=1 [v|=1

Visto esto, dada una funcién u : QO ¢ RN — R podemos pensar en los autovalores de

la matriz Hessiana de u, D?u, definidos como

MDu(x)= sup inf (D'u(x,v).
S,dim(S)=1 V€S IvI=1

El correspondiente problema de Dirichlet para estos operadores fue estudiado en [3],

ver también [4].

11



Notemos que
An(D%u(x)) = ﬂin(Dzu(x)v,v)
v|=1

esta asociado al concepto de convexidad. De hecho una funcién u : () — IR es convexa
si y solo si verifica
AN (D?u(x)) = min(D?u(x)v,v) >0

lvl=1
en sentido viscoso. Ademas la envolvente convexa de un dato de borde g en Q) (un

dominio estrictamente convexo) se caracteriza como la tnica solucién de

An(D?u)(x) =0, xe€Q, (1.4)

ulon =&
ver [16].

En el arbol, podemos pensar como un posible analogo al /-ésimo autovalor al opera-

dor dado por

Afu)(x) = mix min 3 (u(y) + u(2) - ().
#5=1 V#z
En esta formula el maximo se toma sobre subconjuntos S de cardinal / del conjunto de
sucesores S(x) y el minimo sobre pares de elementos distintos en el subconjunto selec-
cionado S. Notemos que al menos necesitamos que S tenga dos elementos distintos, asi
que consideramos solo [ > 2. Los casos extremos son [ =2y | = m. Para [ = 2 el minimo

es redundante y nos queda

Ax(u)(x) = méx min 3(uly) + u(e)) = u(x) = méx Su(y) + ()~ u(x)
#S5=2 Y#z y+z

Es el mayor autovalor. Y para I = m, el maximo es redundante y queda

1 1
A (u)(x) = Srgsa’é) ;nzleg E(u(y) +u(z)) —u(x) = y’rzréisr(lx) E(M(y) +u(z)) — u(x).
#S=m Y*#Z Y7z

El menor autovalor. Todos estos autovalores estan ordenados también de mayor a me-
nor:
Ap(u)(x) = As(u)(x)>--- > A, (u)(x) Vx eT.

12



La ecuacion Aj(u)(x) = 0 se puede reescribir como

1
ulx) = a in—(u +u(z)),
(x) Srgsé);n;eg (u(y) +u(z))
#S=1 Y*Z

donde en el lado derecho aparece el operador de promedio

1
Fi(u)(x) = max min —(u(y)+ u(z)).
(1)) = méx min 5(u(y) +u(2)
#5=1 YV#2
Nuestro siguiente paso es estudiar el problema de Dirichlet para este operador en el
arbol, es decir,
1
u(x) = max min —(u(y)+u(z)), xe€T,
(x) = méx min >(u(y) + u(2)
#5=1 YV#Z
ulor = 8-

Para este problema se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4. Para el problema

1
u(x) = max min = (u(y)+u(z)), xe€T,
SCS(x) p,zeS 2
#5=1 y#z (1.5)

ulor = &
valen los siguientes resultados:

1. Dada g :[0,1] — R una funcion continua, existe una tinica solucion de (1.5).

2. Mds atin, cuando el dato g es mondtono hay una formula cerrada para la tinica solucion

de (1.5), X
u(x) = mlfg(r)df(r), (1.6)

donde I, C [0,1] es el intervalo que contiene los niimeros cuyo desarrollo en base m

comienza con los mismos digitos que x,

con x = (ay,...,a,) y df es una medida autosimilar, singular respecto a la medida de

Lebesgue, y soportada en un conjunto tipo Cantor.

13



3. Las soluciones de (1.5) tiene un principio de comparacion: si gi(r) > g»(r) para r €

[0, 1] entonces las correspondientes soluciones uy, u, estan ordenadas en el drbol

up(x) = uy(x), VxeT.

4. Finalmente, las soluciones dependen continuamente del dato de borde. Se tiene que si

uy, U, son soluciones con datos g1 y g, respectivamente, entonces se verifica

sup [ug (x) — up(x)] < llg1 = g2lleo-
xeT

También nos planteamos el problema de Dirichlet para el m-autovalor no homogé-

neo, A, (u)(x) = h(x), es decir,

u(x) :yféfs%%W@Hu(z))—h(x) Yxe, (1.7)

ulgr = 8-

Donde h : T — R es una funcién no negativa que nos da la parte no homogénea del
problema. Para analizar este problema pedimos una condicién extra sobre h, que sea

sumable sobre subéarboles binarios. Esto significa que el siguiente supremo es finito
h
Sup ﬂ’
T Z 20y 1-1x]
b yeTy

donde el supremo se toma sobre subarboles binarios de T (subarbol tomando solamente
dos sucesores por nivel) con raiz en x.

Tenemos el siguiente teorema.
Teorema 5. Sea h : T — IR una funcion no negativa y sumable sobre subdrboles binarios.

_ h(y)
v(x) = sup )3 SW-I]
b yeTy

Entonces

converge por niveles a 0 sobre dT si y solo si existe solucion del problema no homogéneo:

1
u(x) = y,gélsr(lx) E(u(y) +u(z))—h(x) VxeT,

ulor = &-

14



Este resultado se generaliza para el problema no homogéneo asociado a cualquier
[-autovalor (pidiendo una condicién adecuada de sumabilidad a k).
El problema no homogéneo para el m-autovalor nos resultara de gran utilidad para

estudiar la ecuacion de Monge-Ampere.

1.2.4. Diferencias entre el Laplaciano y el [-autovalor

Los teoremas previos sobre existencia, unicidad, el principio de comparacion y la
dependencia continua de las soluciones respecto de los datos de borde, son similares
para el Laplaciano usual y para el [-autovalor. Para ambos operadores el problema de
Dirichlet esta bien planteado en el conjunto de datos continuos.

Sin embargo, estos dos operadores de promedios tienen notables diferencias.

Principio del maximo fuerte y principio de comparacién fuerte

A continuacion demostraremos que esta ecuacion tiene un principio del maximo

fuerte en el siguiente sentido: si u es una solucion no negativa de

y se anula en un nodo x particular entonces u = 0 en todos los nodos del subarbol
completo de T con raiz en x, T*. En particular, si u(0) = 0 entonces u = 0 en todo el
arbol.

La primera diferencia entre ambos operadores es la validez del principio del maximo
fuerte y del principio de comparacion fuerte.

El principio del maximo fuerte para la ecuacién u = ®(u) indica que si se tiene una
solucion no negativa y un nodo x donde se anula, entonces se anula en todos los nodos
descendientes de x.

Por otra parte, el principio de comparacion fuerte dice que para dos funciones con-
tinuas ¢ y g, una mayor que la otra, § > g, y no idénticamente iguales, se tiene que sus
soluciones del problema de Dirichlet u; y u, se comparan de forma estricta en el nodo

primogeénito, ug(0) > ug(0).
Teorema 6.

(1) El Laplaciano usual en el drbol verifica el principio del mdximo fuerte, pero el I-

autovalor no lo verifica para l > 3.

(2) El Laplaciano usual en el drbol verifica el principio de comparacion fuerte, pero el -

autovalor no lo verifica.

15



Soluciones con limite nulo en casi todo punto
Otra diferencia importante entre ambos operadores es la siguiente.

Teorema 7. Para cualquier conjunto A C [0,1] con medida de Lebesgue cero, |A| = 0 la
solucion del Laplaciano usual en el drbol con dato de borde g = x4 es u = 0.
Sin embargo, existe un conjunto A C [0,1] con medida cero, |A| = 0, vy una solucion no

idénticamente nula del [-autovalor que toma como dato de borde g = x 4.

1.2.5. Monge-Ampere

Finalmente, vamos a estudiar una ecuacion de tipo Monge-Ampere en el arbol.

En RN la ecuacién de Monge-Ampere es:
det(D?u(x)) = h(x).

El problema de Dirichlet esta bien planteado en dominios estrictamente convexos, la-
dos derechos h > 0 continuos, y en el marco de soluciones convexas, D?u > 0. Ver [5,
6].

Observar que para una matriz simétrica M € RN*N, M > 0, se tiene

N(det(M))N = inf traza(AMA?)
det(A)=1

Como vimos anteriormente, para el arbol, los autovalores de la matriz Hessiana son

1
Aj(u)(x) = max min —(u(y) + u(z)) — u(x).
() = max min 2 (u(y) + u(z) ~u(x)
#5=1 V#z
Entonces, podemos definir un posible analogo a la ecuacién de Monge Ampere en el

arbol como

m m
= [ame =] ] méx min 3 () + u(z) - u(x)|.
I=2 =2 | gs=1” “yzz

Y nos proponemos estudiar el correspondiente problema de Dirichlet

MA(u)(x)=h(x) x€T, (1.8)

ulygr = 8-

16



Como en el caso Euclideo, asumiremos que el lado derecho / es no-negativo, 1 >0,y

buscaremos soluciones convexas, es decir con

1
Ay (u)(x) = min —(u(y) + u(z)) —u(x) > 0.

V,2€8

Y=z
Observemos que esta condicion es necesaria para tener unicidad de soluciones. Por
ejemplo, si h = 0y no pedimos A,,(u)(x) > 0, las soluciones del problema del [-autovalor
homogéneo con dato de borde g seran soluciones de (1.8) para cualquier /. Ahora
bien, si h = 0 y pedimos A,,(u)(x) > 0, la Ginica solucion de (1.8) es la Gnica solucion
de A, (u)(x) = 0 con dato g (esto es debido a que [];Z, A;(u)(x) = 0 es equivalente a

Ay (u)(x) = min; Aj(u)(x) = 0 si todos los Aj(u)(x) so no negativos).

El primer resultado que veremos es que el problema planteado en (1.8) es equivalente

a otro cuyo operador asociado es mas sencillo para deducir el principio de comparacion.

Lema 8. Sea h: T — R una funcion no negativa. Se tiene que u : T — IR es solucion de

MA(u)(x) = ]—[Al(u)(x) —h(x) VxeT
1=2
si y solo si
m
u(x)= inf Za max min = (u() + u(2)) - i(x) VxeT
Ma= Lyar [&"'5cs) v.zes 2 '
- #S=1

Donde el infimo se toma sobre (m — 1)-uplas con coordenadas positivas, (ay, ..., ay), v

hi=(m—1)hat.

Nuevamente aparecen las condiciones utilizadas en el Teorema 5 de la seccion del
m-autovalor no homogéneo para h, sumabilidad sobre subarboles binarios y existencia
de solucion del problema no homogéneo. Para este problema auxiliar, y para Monge-

Ampere por equivalente, se tiene el siguiente teorema.

17



Teorema 9. Para el problema

u(x) = infyy, 4,21 ﬁ Yitoa Srgsé();) }I;Ilzler; %(u(y) +u(z))-h(x)| VxeT, (1.9)
#5=I '

ulor =8
valen los siguientes resultados:

1. Dada g : [0,1] — R una funcion continua y h : T — R no negativa, sumable sobre
subdrboles binarios y cuyo limite al problema del m-autovalor no homogéneo sea con-

tinuo, existe una vinica solucion de (1.9).

2. Las soluciones de (1.9) tienen un principio de comparacion: si g,(r) > g»(r) para todo

r € [0,1], entonces las correspondientes soluciones uy y u, estan ordenadas en el drbol

up(x) = up(x) Vx eT.

3. Dependencia continua con el dato. Sean g, g € C[0,1] y uy, up las soluciones de

Monge-Ampere con dato g, v g, respectivamente. Entonces

sup [ug (x) — up(x)] < llg1 = g2lleo-
xeT

1.3. Referencias previas

Para terminar la introduccidn a esta tesis, hacemos un breve recuento de resultados
previos para ecuaciones en arboles.

Ecuaciones en arboles es un tema clasico en analisis. Esto es debido a que los arboles
proveen un marco discreto que es analogo a una bola unitaria en el espacio Euclideo,
pero que permite computos explicitos. Ver, por ejemplo, [2].

Como antecedentes de los resultados incluidos en esta tesis citamos: [1, 9, 8,7, 10, 11,
12,18, 17]. En estas referencias se pueden encontrar algunos de los resultados incluidos
aqui para el Laplaciano (aunque con una escritura ligeramente diferente), asi como
resultados para el p-Laplaciano y el co-Laplaciano.

Los resultados concernientes a las ecuaciones del /-autovalor y la de Monge-Ampere
son originales de esta tesis.

Ecuaciones que involucran férmulas del valor medio estan relacionadas con teoria

de juegos debido a que el valor del juego es solucion de una ecuacién que involucra
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un operador de promedios (estas ecuaciones se conocen como Dynamic Programming

Principles en la literatura), ver [4, 13, 15, 14].
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2 Operadores acotados por promedios

En este capitulo desarrollaremos propiedades comunes a todos los operadores que

usaremos y son utiles para demostrar toda la teoria.

Definicion 10 (Operador acotado por promedios). Denotemos con B(T) al conjunto de
funciones acotadas T — Ry por @ : B(T) — B(T) a un operador. Se dice que el operador
es acotado por promedios si fijadas funciones u, v € B(T)y x € T, existen ¢, ..., ¢;y—1 >0
(dependientes de u, vy x) tales que ) ,cx =1y

O (u)(x) - P(v)(x) < ) cr(u(xr) —v(xk)),

donde S(x) = {xg, ..., x,,_1}. Esto es, la diferencia entre el operador aplicado a dos fun-
ciones esta acotado por un promedio pesado por los ¢ entre las diferencias de las fun-

ciones sobre los sucesores.

Definicion 11 (Sub- y supersoluciones). El objetivo de este trabajo es encontrar solu-
ciones de la ecuacion
u(x) =Dd(u)(x) VxeT

con distintos operadores ®@. Diremos que la funcién # : T — IR es supersolucién del
problema si
u(x) > Dd(u)(x) Vx eT.

En cambio una funcién u : T — IR es subsolucion del problema si
u(x) <Dd(u)(x) VxeT.
Definicion 12. Se dice que un operador @ : B(T) — B(T) saca constantes si

Du+a)=0(u)+a Yu e B(T), Vaelk

Teorema 13 (Principio de Comparacion). Sean @ : B(T) — B(T) un operador acotado por

promedios, y u, u : T — IR super- y subsoluciones del problema u = ®(u) respectivamente,
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tales que se comparan en el borde en el siguiente sentido:

lim #(x)> lim u(x) VYmedT.
Y—edT x—nedT

Entonces, u y u se comparan de igual modo en todo el drbol,
u(x) > u(x) VxeT.
Demostracién. Si existiera un x° € T donde ocurre la desigualdad opuesta,
6=u(x)-u(x%) >0,
entonces ya que u es supersolucion y u es subsolucion tenemos que
& = u(x") ~7(x°) < @(u)(x?) - D()(x").

Como @ es acotado por promedios, existen cy, ..., c;;,-; > O talesque ) ,cp =1y

-1
5 < D(u)(x") ~P@)(x°) < ) e (wlx]) —(x])).
0

3

>~
Il

Gracias a que es una combinacién lineal convexa, debe existir algtin sucesor x,? donde

0< g(x]?) —H(x]?), de ocurrir lo contrario se tendria

m—1 m—1
Ck (g(x,?) —ﬁ(x,?)) < ché =9.
k=0 k=0

Es decir, se encontré que si en un nodo x la subsolucién y supersolucion se diferen-
cian de forma 0 < 6 = u(x) — u(x), entonces existe un sucesor de x donde se mantiene
esta diferencia. Partiendo de x° y repitiendo el argumento sucesivamente se consigue
una sucesién de nodos (x"), C T tales que x" € S(x" 1) Vny

O<u(x")—u(x") V.
A partir de esta secuencia se puede armar una rama del arbol completando los nodos
de nivel inferior al de x°, y al tomar limite superior se obtiene

5 < lim (u(x™) =7 (x") = lim u (x")— lim % (x").

n—o00 n—oo
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Esta contradiccion prueba que u > u en todo T. O]

La siguiente proposicién enumera propiedades sobre las soluciones del problema

u = ®(u) que se desprenden del principio de comparacion.

Proposicion 14 (Propiedades de las soluciones). Denotaremos B[0,1] al espacio de Ba-

nach de funciones reales acotadas con norma infinito. Supongamos ademds que se tiene un

operador @ acotado por promedios y que saca constantes. Entonces valen los enunciados del

siguiente listado.

(1)
(2)

(3)

(4)

(5)

Si u es solucion de u = ©(u), entonces u + a también es solucion del problema Va € R.

Dependencia continua con el dato.
Sean g1, ¢, : [0,1] — R dos funciones acotadas y uy, u, : T — R las soluciones de

u =D(u) con dato en el borde g, y g, respectivamente. Entonces

sup [ug (x) — up(x)] < llg1 = Q2lleo-
xeT

Sean (g;); € B[0,1] una sucesion de funciones acotadas, y u; la solucion del problema
u = D(u) con dato g; Vi. Si (g;); es de Cauchy, entonces (u;); también lo es, es decir
Ve>0digeIN|

sup|ul-(x) - u]-(x)| <e Vi, j > .

x€T
Sea (u;); una sucesion de soluciones del problema u = ®(u) tales que convergen pun-

tualmente a u : T — R. Entonces u es solucion también.

Sea (g;); € B[O, 1] una sucesion de funciones acotadas tales que convergen a g € B[0, 1]
con métrica infinito, esto es, convergencia uniforme; y sea u; la solucion del problema
u = O(u) con dato (puntual o por niveles) g; para cada i € IN. Entonces existe una

solucion del problema u = @(u) con dato (puntual o por niveles segiin corresponda) g.

Demostracion.

1.

2.

Se deduce gracias a que el operador @ saca constantes

Pu+a)=d(u)+a =u+a.

Denotemos a = ||g; — £2||.,, entonces

LX) —a<g(x)<gHx)+a VxeT.
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Por el resultado anterior, u, + a es solucion del problema con dato inicial g, + a.
Entonces u; y u; + @ son sub- y supersoluciones (porque son soluciones) cuyos
limites en JdT se ordenan, gracias al criterio de comparacion, la desigualdad se

mantiene en todo T para u; y u,, es decir

Upy(x)—a <uy(x) <up(x)+a = |up(x)—uy(x)| <« VxeT.

. Dado ¢ >0 Jip e N | ||gl- —ngoo < 5 Vi, j > ij. Usando el resultado del item 2 se
obtiene
sup|ui(x)—uj(x)|§%<e Vi, j > .
xeT
. Se probara que fijado x € T se tiene |®(u)(x) —u(x)| < e Ve > 0.
Sea ¢ > 0, entonces existe un iy € IN | |u(%) — u; (¥)] < § VX € {x} U S(x). Usando

desigualdad triangular se puede acotar
9 () () = 0(20)] < [ @ ) (x) = D (17, ()| + |, () = ()] -

El segundo término se acota por 5 y para acotar el primer término, se usa que ®

es acotado por promedios

donde ¢y, ..., ;1 = 0 y suman 1. Para la resta opuesta, existen ¢y, ..., ;-1 > 0

que suman 1 donde

m—1 m—1
D(uj))(x) = P(u)(x) < ) Cpluy (xx) —ulxg)) < ) G
k=0 k=0

Entonces el médulo [®(u; )(x)—P(u)(x)| también se acota por 5. Se consigue final-
mente
|D () (x) — u(x)] <

N ™

. Como (g;); converge a g uniformemente, es una sucesion de Cauchy en B[0,1].
Gracias al item 3, las (u;); también son de Cauchy y al ser R un espacio métrico
completo, convergen a una funcién limite u : T — R que es solucion del problema
gracias al item 4. Falta ver que si las u; convergen puntualmente o por niveles a

g; en JT, entonces u converge de la misma forma a g.
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Comencemos con el caso donde las u; convergen puntualmente a g;. La demos-

tracion se basa en la siguiente cota

|14 () = g (tp ()] < fae(x) = i ()] + [t (%) = i, ( ()| + 85, ((x)) — g (P (x))]
< sup [uj, (x) = u(x)] + uj, (x) = &, (P(x))| + sup |g;,(r) = g(r)]-

xeT re(0,1]
Sean ¢ > 0y una rama 1t € JT, entonces existe iy € IN tal que

&€ &
sup [g,(N gl <5y suplu,(x)-u()|<3.
re[0,1] xeT

Para el par u;, y g, y la rama 7, existe un nivel ny € IN, eventualmente depen-

diente de la rama 7, donde

&

17, () = 5, (P ()] < 5

si |x| > ng y forma parte de la rama. De esta forma, tomando un x en estas condi-

ciones,

|u(x) - g(x)| <e.

El caso donde u; converge por niveles a g; es similar al anterior, salvo por el orden
en el que se mencionan la rama 7 y el ny. Fijado ¢ > 0, existe también un iy € IN

donde ocurre al igual que antes,

& &
sup g, () —g(l<3 vy suplu,(0)-u(@] <3
re[0,1] xeT

Para el par u; y g, existe un nivel inicial 1y € IN ahora independiente de rama

alguna, tal que para cualquier x € T de nivel |x| > 1 se tiene

1, (x) ~ &3, (P < 5.

Siguiendo los pasos finales al caso anterior se obtiene

|u(x) - g((x))| < €

eligiendo cualquier x en el arbol de nivel |x| > n.
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3 El Laplaciano

En este capitulo estudiaremos el problema de Dirichlet para el Laplaciano usual en
el arbol T

u(x)=— Z u(x;) VxeT,
m
x,€S(x) (3.1)
ulgr =g

El operador es el promedio sobre los sucesores L : B(T) — B(T)

Lu)(x)=— ) ulx)

X, €S(x)
Proposicion 15. El operador L es acotado por promedios y saca constantes.

Demostracion. Dadas u,ve B(T)yxeT,

Sl

L@ -0 = Y wbg)= Y vlw)= o Y () ~v(x)

m
x€S(x) x;€S(x) X, €S(x)

La combinacion lineal convexa es concy =m™' >0V0<k<m-1, ZZ’:_& cr = 1.

Y ademas saca constantes

L(u+a)(x) = — ) (u(xk)+a):[% > u(xk)]+a:L(u)(x)+a

X €S(x)

VxeT,VueB(T), Va e R.

Gracias a estas observaciones, se deduce el principio de comparacion y todas las pro-

piedades vistas en el Capitulo 2. O
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3.1. Existencia y unicidad

Teorema 16 (Existencia y unicidad del problema de Dirichlet para el Laplaciano). Sea

¢ :[0,1] = R continua. Existe una uinica solucion para el problema

u(x)=L(u)(x) VYxeT,
ulgr =8,

que estd dada por

u(x) = ”Lxljg(r)dr, (3.2)
I

donde I, C [0,1] es el intervalo que contiene los niimeros cuyo desarrollo en base m comienza

con los mismos digitos que x,

I, = yb(x),l,b(x)+i):{r€[0,1]|r:0,a1,...,aN,*, ...... } (3.3)

m|x|

donde x = (0,ay,...,an).

Ademas, la convergencia en dT es por niveles.

Demostracion.

Existencia
Primero veamos que u(x) definida como en (3.2) es una solucion de la ecuacion. Esto

se deduce de que I, es la unidén de los intervalos que corresponden a los sucesores de x

m—1
L= )L,
k=0
y cada uno de estos intervalos tiene medida
1 1 1
L|=—, IL|=——=—, <k<m-1.
| X| m'xl | xkl m|xk| m|x|+1 - =
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Con esto podemos escribir

u(x) |I|j r)dr = |xlmzlf Fdr = - Zm|x|+1f

I,

=Y ulm) = L))

y concluimos que u es solucion de la ecuacion.
Ahora veamos que toma el dato de borde por niveles, es decir que Ye > 0 existe un
nivel inicial 7y € IN donde |u(x) — g(¥(x))| < € si |x| > ny. Fijemos € > 0 y apelamos a la

continuidad uniforme de g,
F6>0||r-s|<o=|g(r)—g(s)| <e.

Sea ny € IN que asegure m~" < 0 y tomemos x € T de nivel |x| > ny. Entonces tendremos

que

)= N = 7 [ (5001 gl < - |f|g o)ldr.

X

Como la integral es sobre r € I, = [l,b(x), P(x)+ m_|x|), entonces
=l <m M <m0 <6 = g(r) - g0l <e.

Se tiene finalmente,
1
|u(x) —g(z,b(x))I < mjedr =e.
X
I,

Y concluimos que u es solucion de nuestro problema.

Unicidad

La unicidad se deduce del lema de comparacion. Si hubieran dos soluciones uy, 15,
en particular se tiene que con u# = u; y u = u, se cumplen las hipotesis del lema de
comparacion. Por lo tanto se llega a u; > u,. Como los roles de u; y u, son simétricos,

se obtiene la igualdad: u; = u; y se concluye la unicidad de solucion. O]

La férmula cerrada para la solucién permite extender la existencia y unicidad de

soluciones a datos g que no son continuos.

Observacién. Si g es una funciéon absolutamente integrable, g € L![0, 1], la funcién defi-
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nida por la férmula (1.3) sigue siendo la Gnica solucién de la ecuacion

con la condicion de borde
upr=¢  (ct.p.)

entendida con el limite

lim  u(x)=g(r)

x—redT
para casi todo r € [0, 1] respecto a la medida de Lebesgue.
3.2. Principio del maximo fuerte

A continuacion demostraremos que esta ecuacion tiene un principio del maximo

fuerte en el siguiente sentido: si u es una solucién no negativa de

y se anula en un nodo x particular entonces u = 0 en todos los nodos del subarbol
completo de T con raiz en x, T*. En particular, si u(0) = 0 entonces u = 0 en todo el

arbol.

Teorema 17. Si u es solucion de

y verifica que existe y € T tal que
u(x)>0 VxeT?, Y u(y)=0,

entonces
u(x)=0 VxeT?.

Demostracion. Tenemos

Entonces debemos tener
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para todos los sucesores de y. Generalizando este razonamiento, mostramos que si u
es nula sobre un nodo, entonces también se anula en todos sus sucesores. Iterando este
resultado se obtiene que

u(x)=0 VxeT?,

como queriamos demostrar.
Observar ademas que los pasos anteriores son validos incluso con una u que en su-
persolucion no negativa de la ecuacidn.

Otra forma de ver este principio es decir que si u es solucion de

u(x)=L(u)(x) VxeT,

ulor =g,

con un dato de borde g > 0 y no nula, entonces u(0) = 0. Esto se deduce facilmente de

la féormula explicita para la solucién ya que tenemos

1
u(0) = J; g(r)dr>0,

pues g es no negativa y no nula. O

Entonces obtenemos el siguiente Principio de Comparacion fuerte: si dos soluciones

ordenadas se tocan en la raiz del arbol entonces son idénticas en todo el arbol.

Teorema 18. Si u y v son soluciones de u(x) = L(u)(x) que verifican
u(x) > v(x) Vx e,
entonces ocurre alguna de las siguientes situaciones:

I) u(0) > v(0),
II) u=sv en T.

Demostracion. Se deduce aplicando el resultado anterior a u —v. Por hipétesis, u—v > 0

y como el operador L es lineal,

Sino ocurre que u(0) > v(0), o sea, (u —v)(@) =0, entonces u —v = 0. O
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4 Problema del [-autovalor

En este capitulo estudiaremos el problema de Dirichlet para un analogo a los auto-

valores del Hessiano en el arbol, es decir,

1
u(x) = max min—(u(y)+u(z)) VYxeT,
ScS(x), v,z€S
#5=1 y*z (4.1)

ulor =g
para 2 <[ < m. Los operadores de promedios a trabajar son

1
Fi(u)(x) :== max min —(u(p)+ u(z)) 2<1l<m.
SCS(x) y,zeS 2
#S=1 Y#z
Observamos que estos operadores son acotados por promedios y sacan constantes para

deducir que valen todas las propiedades vistas en el Capitulo 2.

Proposicion 19. Los operadores F; con 2 <1 < m, son todos acotados por promedios y sacan

constantes.

Demostracion. Tomemos dos funciones u, v: T — Ry un x € T, entonces

1 1

F r _ 1 o 1

1(u)(x) = Fi(v)(x) Srggé) glzlerslz(u(yHu(Z)) sngl?é) }r}glerslz(v(y)w(Z))
#S=1 YV*#z #S=1 Y#z

El maximo de F;(u)(x) se alcanza con algtin subconjunto S C S(x) particular,

) ;1 o1
Fy(u)(x) = Jndx min (@) +u(z) = min 5 (u(y) +u(z)).
#S=1 Y#z y#z

Por otro lado, el maximo de F;(v)(x) se puede acotar inferiormente usando este S halla-
do ) )
Fi(v)(x) = mdx min —(v(y) +v(z)) > min = (v(y) + v(2)).

SCS(x) p,zeS 2 y,2€S 2
#S=1 Y#z y#z
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Resulta que

Fij(u)(x)— F;(v)(x) < min l(u(;u) +u(z)) — min l(v(y) +v(z2)).
v,2€S 2 ,2€S 2
in yIZ

Ahora el minimo sobre los promedios con v se alcanza en un par de sucesores particu-
lares y, z; mientras tanto el minimo de los promedios con u se puede acotar superior-

mente con el promedio usando este par.

(u(y) +u(2)),

N =

1
;n,zlegz(u(yHu(Z)) <
V#z

1 1
;nﬂler; E(V(y) +v(z) = E(V(y) +v(z)).
}JIZ

Y asi se obtiene

1 1 1
Fi(u)(x) = F(v)(x) < (u(y) + u(2) - 5 (v(p) +v(2) = S (uly) —v(p)) +
Esta altima cota es la combinacion lineal convexa necesaria para ver que los operadores

son acotados por promedios. Se tiene

0 sixgely z,
Cr = 1
5 sixg €y, z},
m—1
Fi(u)(x) = Fi(v)(x) < ) cx(u(xg) —v(xg)).
k=0

Estos coeficientes dependen fuertemente de x y las funciones u y v que se usaron para
hallar los maximos y minimos anteriores.

Ademas, los operadores F; sacan constantes

1 1
Fi(u+ = ma in — +a+ +a)= 2 in — + +
1(u+a)(x) max ;{;g;z(“@) a+u(z)+a) max fleers‘z(”(y) u(z))|+a
#S=1 Y#2 #S=1 Y#2
=Fj(u)(x)+ a.
O
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En las proximas dos secciones trataremos el problema homogéneo

{u(x) =Fj(u)(x) VxeT,

ulor =g,

y para ahorrar notacion fijaremos un 2 < | < m y obviaremos el subindice / de F;. Es

decir, solamente en las proximas dos secciones usaremos F = F;.

4.1. Existencia y unicidad de solucién

Lema 20. Sea a € R una constante. Entonces la funcion constante sobre el drbol u : T —
R, u(x) = a es solucion del problema de Dirichlet

u(x)=F(u)(x) VxeT,

ulgr = a.
Demostracion. Fijemos @ € Ry u(x) = a Vx. Es claro que u sobre cualquier rama de

JdT toma el valor « al ser constante. Y para ver que resuelve el problema del autovalor

fijamos x € T

1 1
F(u)(x) = max ;I}Zlersl S (@) +u(z) = max ;réler; Slata)=a=u(x).
#S=1 ¥Y#z #S=1 Y#z

O

Teorema 21 (Existencia y unicidad del problema de Dirichlet para el [-ésimo autovalor).
Sea g :[0,1] — R continua. Existe una tinica solucion para el problema del I-ésimo autovalor:
u(x)=F(u)(x) VxeT,
{HlaIr =g
Ademds, la convergencia en JT es por niveles.
Demostracion.

Existencia

Tomemos g € C[0,1] funcién continua. El objetivo serd ver que hay solucion con li-
mite g y para eso usaremos que las funciones constantes son soluciones del problema y
las propiedades de la Proposicion 14 en la pagina 22. La idea sera aproximar la g con

funciones escalén y armar una solucion para cada funcién escalon.
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Se arma para cada i € IN una particién del intervalo [0,1] de m’ porciones de igual

longitud

Sobre la clausura de cada uno de estos intervalos, E, se toma el minimo de g:

pr =ming(r) 0<k<m -1,
rel;,

Y se define la funcién escaléon g; : [0,1] - R

1
gi(r) = Z P X1, (7).
k=0

Aumentando el i € N se refina la particion y se modifican los escalones obteniendo una
sucesion de funciones acotadas (g;); C B[0,1].

Construimos entonces para cada 7 € IN una solucién u; del problema

u;(x) = F(u;)(x) VxeT,

uilor = &i-

Sean xg, X1, ..., Xyi_; los nodos de T de nivel i y, para cada 0 < k < m' — 1, sea Tk el
subarbol de T con raiz en x; que contiene a la todos los nodos descendientes de x;. Nos
concentraremos momentaneamente en el problema del /-autovalor sobre cada subarbol
T*; como las constantes son solucién, tenemos que i = i resuelve el problema sobre

cada subarbol aislado

i (x) = F(ifg)(x) VxeT¥k,

lklor = M-
Podemos «pegar» estas #, iy, ..., ii,,i_1 para armar la solucién u; sobre el arbol com-
pleto. Definimos u; de forma recursiva: para |x| > i existe un tinico 0 < k < m’—1 tal que
x €Tk y se asigna u;(x) = ilx(x) = py; para |x| =i—1, como u; ya tiene definicion en S(x),
F(u;)(x) esta bien definido y se asigna u;(x) = F(u;)(x). Se continta esta construccion
decreciendo el nivel. Si u; tiene definicién sobre todos los nodos de nivel n y superior

(con 1 <n < fijo), fijado un x € T con |x| = n—1, F(u;)(x) esta bien definido y se asigna

33



ui(x) = F(u;)(x).
Es claro que con esta construccion vale que u;(x) = F(u;)(x) Vx € T ya que si |x| > 1,
u;(x) = pr = F(py)(x) = F(u;)(x) para algin Gnico k, y si |x| < i se asignd u;(x) = F(u;)(x).
También es directo ver que u; converge por niveles a g; en JT, ya que paraun x € T

con nivel |x| > i, existe un tinico 0 < k < m’ — 1 donde x € T¥ y entonces (x) € I, lo que

implica u;(x) = p y p = &i(h(x)).

xeTk:ui(x):yk

— ui(x) = gi(P(x))
P(x) € I = gi(P(x)) = py

Inmediatamente se tiene que para |x| > i,

|ui (x) - (9 (x)| = 0,

mostrando la convergencia por niveles en JT.

Por ultimo, las funciones escalén (g;); € B[0, 1] convergen uniformemente a g € C[0,1]
y armamos soluciones a su problema de Dirichlet asociado, (u;);, entonces gracias a la
propiedad (5) en la pagina 22, el limite sobre i de estas u; sera la solucion del problema

de Dirichlet con dato por niveles sobre JT, g.

Unicidad

Si se tuvieran dos soluciones uq, u,, con el mismo dato de borde g, en particular
se tiene que con u = u; y u = u, se cumplen las hipdtesis del lema de comparacion,
teorema 13 en la pagina 20. Por lo tanto se llega a u; > u,. Como los roles de u; y u,

son simétricos, se obtiene la igualdad: u; = u,. O

4.2. Formula cerrada de la soluciéon para dato monétono

4.2.1. Conjuntos «estilo» Cantor

Para dar una féormula cerrada para la solucion del problema de autovalores con da-
to mondtono es necesario introducir una variante del conjunto ternario de Cantor. Se
realizaran dos construcciones analogas que serviran para resolver los problemas con
dato creciente o decreciente. La descripcion siguiente es para dato decreciente y entre
paréntesis se indicaran los cambios para realizar la variante creciente.

SeanmelN, m>3y2<I<m.]Jy=][0,1]es el intervalo de partida y se lo divide en m
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intervalos cerrados de longitud m~!' cada uno:

Para el siguiente paso se conservan solamente los intervalos | -2 y [ -1 (para dato

creciente se conservan los intervalos m—Ilym—1+1),
Ji=1 Ul ;.

Notar que J; es unién casi disjunta de 2 intervalos cerrados, cada uno de longitud m™!.

Luego se subdividen I;_, e I;_; en m intervalos cerrados de longitud m2:

1-2 k 1-2 k+1
Iop=|——+—3

m2 m  m?

0<k<m-1
Pl k-1 kel
e R

y se conservan los intervalos con subindices -2y I -2 (en caso creciente se conservaran

los de subindices m —1y m—1+1). La union de ellos se la nombra J,

Jo=T51 2Vl 1 U1 2Ul_q ;1.

Es union de 4 intervalos casi disjuntos de longitud m~2 cada uno. El siguiente paso es
dividir los 4 intervalos anteriores en m subintervalos de longitud m~3 y conservar los
deindices -2y Il-1 (m—Ily m—I+1). ]J3 esla unién de los 8 intervalos que se conservan.

Repitiendo el proceso de forma recursiva se obtiene una familia de conjuntos

Cada J, es una union de 2" intervalos cerrados casi disjuntos de longitud m~". El con-

junto «estilo» Cantor es la interseccién de los J,,,

e ()
n=0

A ], se lo llamara nivel n del conjunto C.
Notar que el intervalo I} = [%, k%l] contiene todos los numeros cuya expresiéon en
base m tiene a k como primer digito, osea es de la forma 0,k ***--- (admitiendo cola

infinita de m — 1). Entonces J; tiene todos los nimeros cuya expresion en base m co-
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mienza con los digitos -2 01—-1 (m—10 m—1+1). De forma analoga, los intervalos
T2, 1122021, I1-1,1-2, Ij_1,;-1 contienen todos los nimeros cuyos primero y segundo
digitos en base m son [ -2 o [ —1. Siguiendo este argumento, ], tiene los nimeros cuyos
primeros n digitos en base mson/-20l-1 (m—Ilom—I+1). Como C es la interseccion
de todos los J,;, se llega entonces a que contiene todos los nimeros cuya expresion en
base m tiene nicamente los digitos -2 0l -1 (m—1 0o m—1+1). Debido a esta obser-
vacion se puede ver que € esta en biyeccién con {0,1})N y por ende el cardinal de € es
el del continuo, al igual que el ternario de Cantor.

Finalmente, la medida (de Lebesgue, 1) de esta interseccion es nula porque

m>2

CCJ, Yn— A(C@)<A(J,) = (%) Vi 3 (@) = 0.

Jo

Ji

Jy
Figura 4.1: Primeros 5 niveles del conjunto «estilo» Cantor con m =5y [ = 3. Construc-
cion decreciente.

4.2.2. Promediar sobre €

En esta seccion se construira una medida con soporte en € que permitira dar sentido
a tomar un promedio sobre el conjunto C.

Se notara P4(g) al promedio de una funcién continua g € C[0,1] sobre un conjunto
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de medida positiva A C [0,1]:

donde A(A) es la medida de Lebesgue del conjunto A.

Observacion. P, define un funcional en el espacio dual de las funciones continuas,

(C[0, 1], [Ileo) "
Claramente es lineal pues

1
Pater+2)= [ i+ a2

_ ! xal(r) ! xal(r)
—fo ain 24 dr+j0 2288 4y

= Py(g1) +Pa(g2) V81,8 €C[0,1]

1
PA(ag):JO ag(r))f\?x’))dr:aPA(g) VaeR, geC[0,1].

Y es continuo al ser un operador de norma 1. Esto se debe a que el valor absoluto del

operador aplicado a cualquier funcién g se acota por su norma infinito,
pol=| [ s ar

A g - 0 g /\(A)

alr

1
sjo g2

' xalr)
<ligll, |2 ar

= I8l Vg e Cl0, 1] =[P4l <1,

=

dr

y, ademas,

_ ' xaln) _
PA(l)__I;) /\(A) dr=1 :>||PA||Z].

Ahora recordemos el siguiente resultado que caracteriza al espacio (C[a, b],||/|«,)" co-

mo las funciones de variacioén acotada, BV [a, b].

Teorema de Riesz-Markov. Sea (Cla,b],||||,)" = Cla,b]* el espacio dual de las funciones
continuas sobre el intervalo [a,b]. Para una funcion g : [a,b] — R de variacion acotada
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(g € BV[0,1]) se notard V(g) a su variacion:

N-1
V(g) ZSUP{Z|g(Ti+1)—g(fi)| la=rg<---<ry= b}-
i0

Entonces dada ¢ € Cla,b]", existe una funcion de variacion acotada f : [a,b] — R tal que

V(f)=llelly ,
P(g) =j gdf

donde la integral es Riemann-Stieltjes.

Para encontrar una solucion para el problema del /-autovalor se tomaran promedios
sobre los conjuntos J,,. Aplicando el teorema anterior a P; encontramos que una posible

funcion de variacion acotada asociada a estos promedios es

£:001] >R fn(r):L );](”—](S))ds.

Estas funciones son derivables en todo [0, 1] salvo finitos puntos y aplicando un cono-

cido resultado de integrales Riemann-Stieltjes observamos que

! _ ! xp,(r)
| stanin= [ s eSar=n 0 vgecro

Proposicion 22 (Propiedades de f,). Valen las siguientes propiedades.

a) X
J- 1 dfn =1 Vne No.
0

b) f, es una funcion creciente ¥n € IN,.

¢) Formula de recursion

0 sirsl%2
1 —(l- i =2 =1
fo(r)=r,  fulr)= ffnl(mr (t-2) ) ” M <rs /! Vn>1.
h-i(mr—(1=1))+5 si—=<r<.
1 si%<r
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Figura 4.2: Graficos de las primeras f,, para m =5y k = 3. Construccion decreciente.



d)
max |f,(r) = fu_1(r)| <

re[0,1] [01]

X |fi(r)=fo(r)] ~ Vn=1.

(fu)n € C[0,1] es una sucesion de Cauchy.

En el caso decreciente se obtienen resultados andlogos pero cambiando los 1 —2 y I —1 por
m—1y m—1+1 respectivamente.

Demostracion. Las primeras dos propiedades son directas

1 1
X](f)
1df, = dr=1  Vu>0.
Jo i Jown) ' "=

Y como la derivada de f,, es

X]ﬂ

01
) =

fu =

salvo finitos puntos, f, es creciente.

El primer paso de la férmula de recursiéon también es directo:

(xR (T
fo(r)—J; o) ds_J;lds_r Vrel0,1].

Para n > 1 se comienza con un r < l , Yy por construccion

022 {22
m m

luego x;j (s) = 0 para casi todos s € [0,7], lo que implica

(s,
fn(X)—L mdS—O.

-2 1

J.CJ = [7 E] Vn>1l=],N

Conr> #, ocurre de forma similar]nﬂ(%,l] =2yxj(s)=0sir<s<1.

(T, (tx e
w= J, S-Sy e ] Ao
-2 -1

Conre ( ] se calcula

SFealmr—(1-2)) =

N =
3
o%/\\
T
»
>
=~
L
—
-
QL
©n
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Aplicando un cambio de variables ¢ = %(s + 1 —2) se obtiene

1 ’ m r
Sl = (1-2) = 3 1)f Xy, (mt (1—2))dt=mﬁ_fx[;gn1+z—z)](f)dt~

Hay que interpretar el conjunto %( Ju-1 +1—2). Observar que J,_; contiene todos los

numeros cuyos primeros n — 1 digitos en base mson/—-1o01-2:

mi o om"’
i=1

n—1
]n—lz{ i+i s€[0,1], diE{l—Z,l—l},Vi}.

Luego, al aplicarle la transformacion resulta

1 -2 ©— d .
(]n1+l— _{ +Zmzl+1 mml, selo0,1], die{l—z,l—l},Vz}

=L 2Ny

Ademas como r € (1_72, 1_71] C Iy,

m ("

2/\(]11—1) JE2

m

m "
2/\(]11—1) a%lz ]”( )

_ mA(y) (" x,()
2/\(]n—1)a0 /\(]n)

_fn (mr—(I-2)) = X1,,ny, () dt

~—_—————
=1
= fn(r)
Resta ver el caso r € (l_l, m] Se siguen pasos parecidos al anterior pero con cambio
de variables t = (s +1—1). Se tiene
mr—(1-1) ( )
1 K]S
= fu1(mr—(1-1)) = = ———ds
3 =3 | A
0
m
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1 -1 d; S .
E(]’H”_l):{ — mil+1+m”+1’ s€[0,1], die{l—2,l—1}Vz}
i=1
—Il—lm]w
y
m ("
_fn (mr—(1-1))= 2201 ﬂ)(l,,m],,(t)dt
m "
= ) Ju O

m

CmA) (7 x]n(t)
C2A(Jum1) Je A( )

[

= fn(r) S

dt

Gracias a la recursion se pueden probar las propiedades restantes. La cota entre tér-
minos consecutivos se ve por induccion; el caso base, n = 1, se ve inmediatamente y

para el paso inductivo se usa

> |fu1(mr — (I =2)) = fy_o(mr —(1=2))| si—=<r<—-
|fn(7’)_fn71(r) -

A Vfualmr == D)= fyalmr — (=) si G <r <

< = max |f,_1(s) = fu—2(s)|

T 25€[0,1]

<1 1£1(5) = fo()
< 22 M)~ Jo
= L méx [fi(s) - fols)
- o= 01] ! 0
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Finalmente, veamos el caracter Cauchy de la sucesion (f,),. Sean ¢ >0y

= méa — 0.
0= max Ifi(5)~ fo(s) >

Entonces AN; € N tal que
5 s
JR— < _—
2n 2v
n=N,

y luego para M > N > N y cualquier r € [0,1] se tiene

M
fur() = IS 1fulr) = fuca (1)
n=N+1

M
v

2n—1

<
n=N+1
< - 1
_UZﬁ<
n=N,

N ™

Mostrando que

lfm—fullo <& YN,M > Nj.

O]

Proposicion 23 (Propiedades de f). Sea f € C[0,1] la funcion limite de la sucesion (f,),.
Valen las siguientes propiedades para esta funcion:

a) f e C[0,1]y se pueden integrar funciones con df.

b) 1
Jldf:l.
0

¢) Autosimilitud

0 sirsl_wz,
1 _ -
Ef(mr—(l—Z)) 51172<r§171,
f(r)= .
—f(mr—(1-1))+ = 511_71<r§%,
1 sidL<r
m

Otra vez, en el caso creciente se intercambian | =2y 1 —1porm—Ilym—1+1.
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Demostracion. a) f es limite uniforme de funciones continuas (f,),, es también conti-
nua. Al ser continua sobre compacto, resulta también de variacién acotada en [0,1] y es
valido integrar df.

b) Para mostrar que integra 1 se puede usar que como f, es creciente Vn, f también

resulta creciente y asi la integral es

n—-oo

1
fo Ldf = V(f) = F(1) - £(0) = lim fu(1)~ £,(0) = L

¢) La autosimilitud se concluye tomando limite de la férmula recursiva de las f,. [

Definicion 24 (Funcion de Cantor y promedio sobre €). Se nombra «funcién de Can-
tor» a la funcién limite de la sucesion (f,),, f € C[0,1].
Como consecuencia del teorema de Riesz-Markov se tiene que el promedio de una

funcién continua g sobre J, coincide con la integral respecto de f,,,

1
B, () :J; gdf,

Y gracias a que las f,, convergen uniformemente, se obtiene usando integraciéon por

partes

1 1
f gdfn=g<1>fn<1>—g<o>fn<o>—f f,dg
0 0
1 1
—_ —_ —_ d = d .
= sF()-g0)f0) | fdg= [ gar

Es decir, los promedios de cualquier funcién continua g sobre los niveles del conjunto
estilo Cantor convergen. A este valor limite lo llamaremos el promedio de g sobre C. De

esta forma se puede extender la nocién de promedio a este conjunto de medida nula.

Teorema 25 (Féormula cerrada para dato continuo y monétono). Sean T el drbol de m
sucesores; y sea I, = [1,b(x),lp(x) + m*|"|] el intervalo de nivel |x| para x € T. Sea g € C[0,1]
una funcion monotona, y f € C[0,1] la funcion de Cantor construida previamente segiin la
monotonia de g.

Sea u : T — R definida por
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Entonces u es solucion del problema del I-autovalor con dato g:

u(x)=F(u)(x) VxeT,

ulor =8,

donde la convergencia en dT es por niveles.

Antes de la demostracién del teorema damos una interpretaciéon de la expresion de

la solucién. Esta es el promedio de la funcion g(ﬁ + ¢(x)) sobre el conjunto «estilo»
m
Cantor armado en base a su monotonia. Aplicando un cambio de variables s = —+1(x),
se obtiene
)= [ g1 dF s pon,
L

Este cambio convierte el intervalo [0,1] en I, entonces la integral sobre I, respecto de

la composicion f(m*(s—1(x))) es el promedio de g sobre el conjunto «estilo» de Cantor

creado dentro de I,.
Demostracion.

Cumple el limite en JT
Sea € > 0, se busca un nivel ny € IN donde |u(x) — g(¢(x))| < € para todo x € T con
|x] > ng. Nos basaremos en la siguiente cota

r1
() =51 = | | (g 90 4 () ()

— +
m|x|

rl

1
r
||, sl v aro- [ stwinar)

| e+ wt0) -stwien] ase

Jo

1
<VI\
0

. - 1 .
Los pasos anteriores son validos ya que fo 1df =1y f escreciente.

df(r).

g5 + 9)) - (i)

Como g es uniformemente continua, existe un 6 > 0 tal que si s y t distan menos que

0, entonces g(s) y g(t) distan menos de ¢:
F6>0||s—t| <o =|g(s)—g(t) <e.

Sea ny € N tal que m™ < 6 con cualquier n > ny. Entonces si |x| > ny y r € [0,1], se
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tendrd que con s = - +(x) y t = (x),

1

|s—t| = <
mxl m'"o

Luego los valores de g en s y t difieren menos que ¢,

<E&.

o( + ) - gt

Retomando con la cota inicial obtenemos que los valores de u(x) y g(¢(x)) también

difieren menos que ¢.

1

1
() - g((0) sjo AF(r) < ejo Ldf=e

g5+ i) - g

Resuelve la ecuacion

Se completara la demostracion con g decreciente, para el caso creciente se siguen
pasos analogos pero cambiando /-2y [ -1 por m—1y m—1+1 respectivamente.

Sea x € T, S(x) = {xg,..., x;_1}. Como g es decreciente se obtendra u(xy) > --- >

u(x,,_1) esto es porque para 0 <k <m-2yre[0,1]

+1h(xg) <

<——+
m|xk+l|

Pt) = g+ i) 2 g+ 9.

m|xk| m|xk| m|xk+1|

Como f es creciente, integrando de ambos lados se preserva la desigualdad,

1

)= [ (vt} s> [ g )| 501 =utaeen)

Gracias a este ordenamiento podemos determinar que el maximo y minimo dentro de
F(u)(x) se obtiene con los sucesores [ -2y [ —1.
Fl)(x) = max min =(u(y) + u(z)) = 5 (u(xp-2) + (x1-1)
u)(x) = mdx min —(u u(z)) = = (u(x;_p) + u(x;_1)).
SCs(x) pres 2 v 5 -2 -1
#S=1 YV#z
Ahora veremos que partiendo de la expresion integral de u(x) se la puede reescribir

como el promedio entre las expresiones para x;_, y x;_;.

w= [ ot vw)asn= [

1-2 1-1 ! 1

Cetrare [ gtiare [[ewars [ gtar
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f es constante en [O, 1_72] y [%, 1] por lo que el primer y altimo término de la suma
anterior son nulos. En el segundo término, donde se integra en 1_72 <r< 1_71, la autosi-

militud de f indica f(r) = %f(mr —(I-2)). Aplicando un cambio de variables

s=¢(r)=mr—(1-2))
2 (1) =d(37 0 9)r) = 34f(5)

se obtiene

J‘lllg(ﬁ + ¢(x)) df(r)= %Jlg(%(%(s +1- 2))+ lp(x)) df(s)

-2 o < \mhl
1 (! 1-2
= EJ(; g(m|j|+1 + i+ + Eb(x)) df(S)

m

Notar que
-2
et TP =),

y por lo que se obtiene

=1

[7 el w) s =3 Ll 8+ 0l 2)) A7 () = Sutxia)

m

Falta observar que el tercer término, integrando en 1_71 <r< %, esta relacionado con

u(x;_1). Esta vez la autosimilitud indica

Fr) =3 flmr—(1=1)+ 5= 2 fopln)+ 3,

con un cambio de variable

s=¢(r)
df(n=d(5fop+3)in =341

se llega a
0 1 I—
[ el v aror= [ o s st vt 79 = Jutsn

mlxl+1

m
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Lo que concluye

() = 3 (u(x1_2) + ().

4.3. m-autovalor no homogéneo

Antes de abordar el problema de existencia y unicidad de solucién para Monge-
Ampere, estudiaremos un problema auxiliar que sera util en los resultados siguientes.

Este es el problema del m-autovalor no homogéneo sobre un arbol de m ramas T,

u(x) = min l(u(y)+u(z))—h(x) VxeT,
y,2€5(x) 2 (4.2)
ulgr =&

Donde h: T — R es una funcion positiva y es la parte no homogénea del problema.

El operador de este problema es
Fp—=h:B(T) = B(T)  (Fy = h)(u)(x) = Fy(u)(x) = h(x).

Y para simplificar notacion, en esta seccion usaremos F = F,,.

Observemos primero que el operador saca constantes
(F-h)(u+a)(x)=F(u+a)(x)—h(x)=F(u)(x)+a—h(x) = (F - h)(u)(x) + a.

Y el ser acotado por promedios se hereda del operador F:

(F = h)(u)(x) = (F = h)(v)(x) = F(u)(x) - F(v)(x)

IA
o
ks
=
=
|
=
=

Debido a esto, valen todas las propiedades mencionadas en el Capitulo 2, incluso el
principio de comparacion.
Para este problema nos interesara particularmente mostrar la existencia de una solu-

cién imponiendo ciertas condiciones sobre h.

4.3.1. Funciones sumables sobre subarboles binarios

Definicién 26 (Arbol binario). Sea x € T, un subarbol binario con raiz en x es un subar-

bol T}y C T con nodo primogénito x y donde cada nodo tiene exactamente dos sucesores.
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Figura 4.3: Primeros 4 niveles de un arbol de 3 ramas. Sombreado con color oscuro se
denota un subarbol binario.

Definicion 27 (Funciones sumables sobre subarboles binarios). Sea h: T — R positiva.
Decimos que h es sumable sobre subarboles binarios si

sup Z N |x| <o VxeT,
b yeTy

donde el supremo se toma sobre todos los subarboles binarios de T con raiz en x, y la
suma esta bien definida al ser de términos positivos.
Equivalentemente, h es sumable sobre subarboles si y solo si el supremo sobre los

subarboles binarios con raiz en el nodo 0 esta acotado:
Sup Z |y|
T yeT

Esto es porque si es sumable sobre subarboles binarios con raiz en cualquier nodo, en
particular la suma con raiz en ) esta acotada. Y si la suma esta acotada en el nodo raiz,

dado x € T y un subarbol binario T}, entonces existe subarbol binario Tg que contiene

h
sz = MZ Iyl <2Ms pZ 2(|f|)

yeTy yeT) T yeT?

al anterior y

La cota vale independientemente del subarbol binario T; inicial por lo que el supremo

P Z E |x| = up Z

T yely T yeT?

se acota igual

Proposicion 28. Exponemos algunas propiedades que tienen las funciones sumables sobre
subdrboles binarios.
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1. Si h es sumable sobre subdrboles binarios, entonces

inf h(y)=0 VxeT,

yel™
donde T es el subdrbol completo de T con raiz en x, sin descartar sucesores. Dicho de
otro modo, h necesariamente debe tomar valores pequerios sin importar que tan grande

sea el nivel sobre el drbol.

2. Sean (ay), € I' una sucesion sumable y positiva, y h: T — R tal que h(y) < ay Yy € T.

Entonces h es sumable sobre subdrboles binarios.

Demostracion. Para ver 1, supongamos que ocurre lo contrario y que para cierto x € T se
tiene que inf,c+h(y) = 7 > 0, entonces h(y) > 1 Yy € T*. Eligiendo cualquier subarbol

binario T se obtiene que

szm ZZ nlxl ZZW

yeTy n>|x| yeTy n>|x| yeTy
[yl=n [yl=n

Hay 2""¥ nodos en T, de nivel n, entonces en la segunda sumatoria se repite 21—

veces el mismo término, lo que da

Z oW |x| Z” oo

yeT; n>|x|

Veamos 2. Dado un subarbol binario Tg , se tiene

Z 2|yl Z Z'@: ZZ on = [

yeT? n20 yet? nz0
yl=n

La cota vale para cualquier subarbol por lo que el supremo preserva la cota y h resulta

sumable sobre subarboles binarios. O

Ejemplo 29. Veamos algunos ejemplos de funciones sumables y no sumables sobre

subarboles binarios.

1. Si h(y) = ¢ > 0, constante, entonces no es sumable sobre subarboles binarios. Esto

es porque infyer h(y) = ¢ > 0.
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2. Si h es sumable (a secas), es decir

) hy)<es,

yeT

entonces es sumable sobre subarboles binarios. Esto es porque dado "IFZ) subarbol

Y By <Y hy) <o

yeT? yeT? yeT

binario, entonces

Luego el supremo sobre todos los "Il"g) es finito.
Notar ademas que el limite de h en cualquier rama de JdT es 0 (tomar limite por

una rama es tomar algunos términos de la suma de h).

3. El siguiente ejemplo es una aplicacion de la propiedad 2 anterior. Se define h :

T — IR del siguiente modo
1

hy) =25

(ay)y = (27"), € I, por lo tanto h resulta sumable sobre subarboles binarios.

4. Veamos un cuarto ejemplo de funcién sumable sobre subarboles binarios pero
donde el limite en JT no sea completamente nulo. Se eligen de JT las ramas
asociadas a {O, m Y m2, ..., m_k,...}, los nodos que conforman estas ramas son
aquellos cuyos digitos en base m tienen a lo sumo un tunico 1 y todo el resto son
0. Sobre estos nodos se define h(y) = |y| y sobre los otros nodos no involucrados
h(y) = 0. Por ejemplo, h(00001) = 4 y h(P0011) = 0. Notar que el limite sobre las
ramas seleccionadas es co.

Veamos que h es sumable sobre subarboles binarios. Dado Tg subarbol binario

con raiz en 0, calculamos

h(y) 1
D= L3 L)
veT, n=0 ye"ll"g)

lyl=n

En la sumatoria sobre nodos de nivel n hay como mucho 7 + 1 términos donde h
vale |y| = n'y el resto son 0. Son los asociados a los nodos con n digitos (100...00),
(010...00), (001...00), ..., (000...10), (000...01) y (000...00), aquellos cuyo 1
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apareci6 entre los primeros n digitos o no aparecid. Entonces

(o)

ZznZh Z n(n+1)
- =
lyl=n

La cota vale con todo subarbol "IFQ), entonces h es sumable sobre subarboles bina-
rios.
El ejemplo se puede modificar para admitir una cantidad finita de ramas con li-

mite oco.

En base a esto parece ser que el limite de / sobre casi todas las ramas de JT es nulo. La
siguiente proposicién muestra que si h varia de forma «suave» sobre el arbol, entonces
el limite sobre todas las ramas es nulo. Antes debemos darle un sentido a una funciéon

suave, necesitamos una métrica sobre T.

Definicion 30 (Métrica sobre T). Un camino y entre un par de nodos x e y de T es una
secuencia finita de nodos, y = (x")N_, donde x° = x y xN =y o viceversa, y cada nodo
en la secuencia es sucesor o pariente del nodo anterior, x" € S(x"*!) si el camino esta
subiendo por el 4rbol, o x"*! € S(x") si est4 bajando.

La longitud de un camino, I(y), se define de forma recursiva en base a la cantidad de
nodos de la secuencia. Si la secuencia posee solamente 2 nodos y son iguales, entonces
I(y) = l(x,x) := 0. Si ¥ posee solamente dos nodos y son distintos, ¥ = (x,y), entonces
x e y son parientes directos, digamos que y esta debajo de x, o sea y € S(x), entonces la

longitud del camino sera
I(x,v) == m ¥,

Para un camino con mas nodos intermedios, ¥ = (x")_,, la longitud seré la suma de las

distancias entre pares consecutivos de nodos

N-1
l n+l

n=1
Definimos ahora la distancia entre dos pares de nodos x e y como el minimo de las

longitudes de caminos entre x e y:

d(x,y) = rnyinl()/).

Observacion. Observar que esta métrica es discreta ya que fijado un x € T, el inico nodo

52



(Ixl+1)

del arbol a distancia estrictamente menor que m~ es solamente x. Esto es porque el

nodo pariente de x esta a distancia m~* y los sucesores de x estan a distancia m~(*+1),

[yeTiawy < —) =

De esta forma se concluye que cualquier funcion T — R sera continua.
Una segunda observacion es que el subarbol de T completo con raiz en un x, T*, es el
conjunto de nodos a distancia menor que la suma de todas las distancias desde x hacia

sus sendos descendientes,

o0

1 1

. —
T* =5y eT|d(xy)< me|x|+n B ml(m - 1)

n=

Proposicion 31. Si h: T — R es una funcion uniformemente continua, positiva y sumable

sobre subdrboles binarios, entonces converge a 0 en JT

lim h(y)=0 V.
y—nedT
Demostracion. La idea de la demostracion sera suponer que el limite superior es es-
trictamente positivo para alguna rama, eso implica que existira una sucesion de nodos
donde h sera positiva. Usando la continuidad uniforme se podra ver que / se mantiene
positiva en todos los descendientes de alguno de los nodos de la sucesion y eso hara que
no sea sumable sobre subarboles binarios.

Como h es positiva, alcanza con ver que

lim h(y)=0 V.
,im ) &

Supongamos que existe una rama 7t = (x"), € JT tal que

lim h(x") =1 > 0.

n—-oo

Entonces existe una subsucesion (x"); con |x"i| > i tal que h(x") > ’—2’

Por otro lado, h es uniformemente continua y existe 6 > 0 tal que si d(x,y) < 9, en-
tonces |h(x) - h(y)| < %7. Hay que buscar un i € IN donde todos los sucesores de x"i estén
a distancia menor que 9. Por la observacion previa sabemos que todos los sucesores de

x"i estan a distancia m_lx"fl(m —1)7!, entonces tomando i suficientemente grande como
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para que esta distancia sea menor a ¢ se obtendrd que para y € T* se tiene
my M0
h(y) > h(x™) 4> 1" 4>0.
Entonces

inf h(y) >
yeT™i

>0

=

y no puede ser sumable sobre subarboles binarios porque se contradice con la propie-

dad 1 de la proposicion anterior. O

A continuacion mostraremos el teorema de existencia de solucion del problema au-

xiliar, luego estudiaremos el comportamiento de la solucién sobre el arbol.

4.3.2. solucién del problema no homogéneo

Lema 32. Sean h: T — R no negativa y u : T — IR solucion de
u(x)=F(u)(x)—h(x) VYxeT,
ulgr =0,

con convergencia por niveles en dT. Entonces la funcion v : T — R dada por

h
v(x) = sup )3 2|y(|3—)|)x|

b yeTy

estd bien definida, es decir h es sumable sobre subdrboles binarios y, ademds, v converge por

niveles a 0 en JT.

Demostracion. Sea u : T — IR que cumple u(x) = F(u)(x)—h(x) Vx y converge por niveles
a 0 en JT. Fijado un x € T, veamos que existe un subarbol binario T;" tal que

_ h(y)
M(X) = — Z W

yely”

Para este x vale u(x) = F(u)(x) — h(x), donde

F(u)(x) = min l(u(y)+u(z)),
1,2€5(x)
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y el minimo se alcanzara en dos sucesores de x, digamos x° y x!. Por lo que

=
=
(=)
+
=
=
L
|
=
2

(F(1)(x°) = h(x°) + F(u)(x") ~ h(x")) = h(x)

N =N =N =

(F(0)(x”) + EG)x)) = (B0 + 3 () i)

Con F(u)(x%) y F(u)(x') se procede parecido, cada uno es un minimo y por lo tanto
existen sucesores x00, x0! ¢ S(XO) e x10 x11 ¢ S(xl) donde se alcanzan los minimos de

F(u)(x%) y F(u)(x') respectivamente. Entonces se obtiene

u(X) = l(%(L{(JCOO) + M(xm)) + %(u(xlo) + u(xll))_ (h(x) + %(h(xO) + h(xl)))
1
] ii;ﬂu)(xij) () + 5 )+ )+ )+ B + B1) 4 )

Si se siguen sucesivamente los minimos originados en los F(u) a partir del nodo x se
obtendra un subarbol binario con raiz x, T, donde para cada y € T} los sucesores de
este v en el subarbol, {y°, '} = S(y)N T;", cumplen F(u)(y) = %(u(yo) +u(y')). Entonces

repitiendo el argumento previo inductivamente se obtiene que

h
u(x):% Z u(y)— Z % V¥nelN.

yel” yeT;”
[yl=|x]+n yl<lx|+n

Por otro lado, como u converge por niveles a 0, dado € > 0 existe un ny € IN donde |u|
es menor a &:
dng e N||u(y)l<e  V]y[=no.

Entonces de la Gltima expresion aplicada a n > 1y — |x| se obtiene

h
u(x) + Z % S% Z lu(y)l <e,

yel” yel”
[yl<|x|+n [y|=|x|+n
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debido a que hay 2" nodos en T, de nivel |x| + 1. Esto prueba que

u(x)= lim h(y) _ y h(y)

n—+00 lyl=Ixl Iyl—lxl”
el 2 el 2

[yI<lx|+n

Notar ademas que esta igualdad es independiente del nodo x € T inicial, vale Vx € T.
Volvamos a tomar un x € T fijo y armemos su subérbol binario T;* siguiendo los

minimos de F(u) como antes. Veamos que este subarbol es donde se alcanza el supremo

h(y) h(y)
—u(x) = Z oi-hd ~ SpP Z S = Y-

yeTy” b yeTy

de v(x), o sea

Como T} es un subarbol binario con raiz en x, es inmediato que —u(x) < v(x). Suponga-

mos que la desigualdad es estricta y por ende existe otro subéarbol binario, T;*, donde

h
3’:;7% 2|3,(Z|)x| > —u(x). (4.3)

Por un lado,

=h(x)+ max —(-u(z%)-u(z"))
z9,z1eS(x)

_ . h(y) h(y)
=h(x)+ max )3 NTEE ) o |

yeTz” yeT;

Y por otro lado si llamamos x° y x! a los sucesores de x en T;™, podemos pensar a este

subérbol como un nodo raiz adjunto a dos subarboles binarios con raices en x° y x!,
0 1
T, = {xjuTy " U, ™.

Entonces podemos descomponer el promedio sobre T} separando en h(x) y promedios

2 : : 0*3(- 1**
sobre los subarboles binarios ;" ™ y T,

h(y) 1 h(y) 1 h(y)
)y S~ M)+ 5 ) o Z SR

ye™ ye”ﬂ}fo** e ™
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Entonces la desigualdad (4.3) se reescribe de esta forma

h(y) h(y) . h(y) h(y)
) S * )3 TR vl > S ) S |

ye"Jl“l’fO” yeT{]‘l“ ye"ll"}fo* ye"lszl *

Esto es una contradiccion que termina de mostrar que el supremo en v(x) es un maximo
en realidad y se alcanza con el subarbol binario que rastrea los minimos en F(u)(x).
En resumen,
—u(x) = v(x) Vx e T.

Como u toma valores reales y converge por niveles a 0, se infiere de la igualdad que v

sigue las mismas propiedades. O]

Lema 33. Sea h: T — R una funcion no negativa y sumable sobre subdrboles binarios. Se

definev: T — R
h(y)
(x) = E
v(x subp

2l
X yeT,?

Entonces, existe solucion del problema
u(x) = F(u)(x)— h(x) Vx eT.
Ademds, si v converge puntualmente o por niveles a 0 en dT, entonces la solucion tiene el

mismo tipo de convergencia.

Demostracion. El candidato a solucion es
u(x) = —v(x).

Es claro que u y v tendran el mismo tipo de convergencia en dT. Lo que resta ver es
que u(x) = F(u)(x) — h(x) Vx.

Fijado x € T y T subarbol binario, sean x%, x! € S(x) N T} los sucesores de x que
forman parte del arbol binario. Entonces se descompone al subarbol de la siguiente
forma

TS = {x} TS LT,

0 1 , . . s .
donde T, y T, son subarboles binarios con raices en x% y x! respectivamente. Por lo

B hy) 1 hy) 1 h(®)
“u)= ) pra =M g ) et Zl 2T

el ye”[l"go veTy

tanto
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La descomposicion del subarbol binario en raiz y dos subarboles binarios con raices en
los sucesores permite descomponer el supremo sobre todos los T en supremos sobre

subarboles binarios con raiz en los sucesores y luego maximo entre los sucesores, es

decir,
_ . 1 hiy) 1 h(y)
Ul =hx)+ max, SUP 13 ZO S 2 Z 2]
bt [ yely el
1
=h(x)+ max = (-u(x")—u(xh)).
()+ méx 5 (-ulx)-u(xh)
Resulta
u(x)=-h(x)+ min =(u(x%)+u(x")) = Fu)(x) - h(x)
x0,x1eS(x)
como se queria mostrar. O

Teorema 34 (Existencia de solucion del problema auxiliar con limite nulo). Sea h: T —
R una funciéon no negativa y sumable sobre subdrboles binarios. Entonces, existe solucion

con convergencia por niveles del problema

u(x)=F(u)(x)—h(x) VYxeT,

ulpr =0,

si y solo si v: T — IR definida por

h
v(x) = sup > 2|y(|3_’|)x|

b yeTy
converge a 0 por niveles.
Demostracion. Se sigue de los Lemas 32y 33. O]

Corolario 35. Sea h: T — R una funcion no negativa. Entonces existe solucion del problema
con limite por niveles constante ¢ € R

u(x)=F(u)(x)—h(x) VYxeT,

ulgr =¢,
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si y solo si h es sumable sobre subdrboles binarios y v : T — R definida por

s Z 2|y| |x|

T yeTy
converge a 0 por niveles.

Demostracion. Sihay solucion para cualquier ¢ € R, en particular hay solucién con ¢ = 0.
Y si hay solucién u con limite nulo, dado un ¢ € R la funcién u + ¢ es solucion del

problema con limite c. O]

Teorema 36 (Existencia y unicidad de solucion del problema auxiliar con limite conti-
nuo). Sea h: T — R una funcion no negativa y sumable sobre subdrboles binarios. Entonces
v(x) = suprx Zye z}ll(ly‘ll converge por niveles a 0 si y solo si existe solucion del problema no

homogéneo con convergencia por niveles en JT:

u(x)=F(u)(x)—h(x) VxeT,

ulpr = &

Demostracion. Asumamos primero que hay solucion del problema no homogéneo con
cualquier funcién continua. En particular con la funcién constante 0 habra solucion, y,
por el teorema 34, v converge por niveles a 0.

Ahora asumamos que v converge por niveles y tomemos g € C[0, 1] una funcién con-
tinua, el objetivo sera ver que hay solucién con limite g. Usaremos el mismo argumento
usado en la demostraciéon del problema del /-autovalor homogéneo donde se aproxi-
mo g por funciones escalon, se encontro solucién para estas funciones y luego se tomo
limite.

Se define para cada i € N una particion del intervalo [0,1] de m' porciones de igual

longitud

k k+1
% mi

m'—1
Imi—l = 7,1]

I =

) 0<k<m -2,

Sobre la clausura de cada uno de estos intervalos se toma el minimo de g:

Hx =ming(r) 0<k<m -1,

)’EIk
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Y se define una funcién acotada g; : [0,1] > R

m'—1
g =) my(r).
k=0

Construimos para cada i € IN una solucién u; del problema (con convergencia por

niveles)
u;(x) = F(u;)(x)—h(x) VYVxeT,

uilor = &i-

Sean x, X1, ..., X;yi_ los nodos de T de nivel i y para cada 0 <k <m' -1, T* el subarbol
de T con raiz en x; y que contiene a la todos los nodos debajo de x;. Por hipoétesis, hay

solucién del problema partiendo de T* para todo k.

i (x) = F(ii)(x) = h(x)  Vx €T,

Ukl o = -

Se define u; de forma recursiva. Para |x| > i existe un tinico 0 < k < m’~1 tal que x € Tk
y se asigna u;(x) = tix(x). Para |x| =i — 1, como u; ya tiene definicion en S(x), F(u;)(x)
es calculable y se puede asignar u;(x) = F(u;)(x) — h(x). Se continta esta construccion
decreciendo el nivel, si u; esta definida para los nodos de nivel n y superior (con 1 <
n < i fijo), entonces fijado un x € T con |x| = n—1, F(u;)(x) esta bien definido y se asigna
ui(x) = F(u;)(x).

Es claro que con esta construccion vale que u;(x) = F(u;)(x) Vx € T ya que si |x| > 1,
u;(x) = tix(x) = F(#i;)(x) para algtn tnico k, y si |x| < i se asigno u;(x) = F(u;)(x).

Veamos que u; converge por niveles a g; en dT. Sea ¢ > 0, para cada 0 <k < m' —1, i

converge por niveles a y y existe 1 nivel en el arbol T* donde

|1 (x) — il < &

silx|>npyxe Tk. Estos 1; son niveles relativos a los nodos x; que tienen nivel i sobre
T, vistos en el arbol original T serian niveles i + 1. Tomemos entonces el mas grande
de estos niveles n = i + MadXg<k<mi_1 Hx Y X € T con |x| > n, este x vivira en un Unico Tk
(0<k<mi—1) y se tendran que (x) € Iy y g;(1(x)) = pg. Asi,

|ui (x) = &i (P (x))] = ik (x) — il < &
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Como g; =3 gy armamos soluciones del problema u; con dato g;. Gracias al enunciado
(5) de la Propiedad 14 en la pagina 22 existira una u : T — R solucion del problema
que converge por niveles a ¢ en JT.

Por altimo, la unicidad del problema se deduce a partir del principio de compara-
cion de la misma forma que en las pruebas anteriores de unicidad. Si se tuvieran dos
soluciones uy, 1, con el mismo dato de borde g, en particular se tiene que con u = u; y
u = u, se cumplen las hipotesis del lema de comparacion, Teorema 13 en la pagina 20.
Por lo tanto se llega a u; > u,. Como los roles de u; y u, son simétricos, se obtiene la
igualdad: u; = u,. O

Corolario 37. Sea h: T — R positiva. Se define la siguiente sucesion que suma los valores

.= Zh(y) Vi e Ny.

[yl=n

de h por niveles

Si (%) e 11, entonces h es sumable sobre subdrboles binarios. Y si ademds (a,,),, € 1!, enton-
n

ces la solucion del m-autovalor no homogéneo tiene limite nulo y por niveles.
Demostracion. Para ver que es sumable, se elige un "Il"g) subarbol binario con raizen 0y

YL Y o) Y =) g

ye"ll"b nz0 ye"ll"@ n20 yeT
|y| n |LV| n

Tomando supremo sobre los ”ll"l? se llega a lo buscado.

Para el limite, veamos que

SuP Z 2|y| |x|
b yeTy
converge por niveles a 0. Observar que podemos escribir

wpd 3 S

T; n>|x| yeT
lyl=n

Dado T} un subérbol binario cualquiera con raiz en x, se puede acotar la suma sobre
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T por la suma en todo el arbol:

h(y) h(y) _ ay
Z Z on—|x| £ Z Z on—|x| — Z 2n—x| < Za”'
n|x|yely n>|x| yeT n>|x| n>x|
[yl=n [yl=n

La cota vale VT, entonces pasa al supremo,

v(x) < Zun Vx eT.

n>|x|
A partir de aqui se ve rapidamente que la convergencia de v a 0 en JT es por niveles. []

Ejemplo 38. Veremos ejemplos de h definidas por niveles y obtendremos condiciones

suficientes y necesarias para el problema no homogéneo.

1. Sea (c;), una sucesion de términos no negativos y h : T — IR definida por niveles,
h(x) = (| Vx.

Calculemos v(x). Fijado un x € T y cualquier subarbol binario T se tiene que

h(@)
Z Z Wil ZC”'
n>|x| yeTy n>|x|
|y|:n
Esto vale independientemente del arbol, entonces
v(x) = Z Cye

n>|x|

Asi, se concluye que habra solucion del problema no homogéneo con limite con-

tinuo si y solo si (c,), € I'.

a) Conc, = % yO€eR> 1, (c,), €' ylasoluciéon con limite nulo es

1 1
—V(X):—Zazm.

n>|x|

b) Conc, = # y k > 2, también hay solucion pero la expresion de la solucién es

mas compleja.
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2. Modifiquemos sutilmente el ejemplo anterior. Fijamos un subarbol binario TE
cualquiera y tomamos (c,,), una sucesion no negativa. Definimos h: T — R con-

centrada en Tg:
: 0
0 sipegT
b
hiy) = e
cy siyeTy
Al igual que el ejemplo anterior, se puede calcular exactamente el valor de v en
cada nodo. Tomemos x ¢ 'II’Z?, entonces h sobre todo el subarbol completo T es
nula y por ello v(x) = 0. Sea ahora x € Tg, veamos que el supremo dentro de v(x)
es en realidad un maximo y se alcanza en T; = T* N "Il"g), el subarbol binario con
raiz x que esta contenido en "Il"g). Fijado algtin otro subéarbol binario con raiz x, TF,

como h es nula fuera de Tl"g) se tiene que

h(y) h(y) h(y)
sz—m‘ ) B = L

yeTy yeTNTY yeT,
La cota vale para cualquier T}, entonces

_ h(y)
o= ) Ik

veT;

Podemos calcular de forma exacta el valor de v en cada nodo de "JFZ?

h(y)
-y Ty,
n>|x|yeT; n>|x|
lyl=n

ch sixe"Il"l?,

v(x) = { n=x|

En total,

0 si no.

Por lo que habré solucién con limite continuo si y solo si (c,), € I'. Veamos otros

ejemplos.
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a) Con ¢, = 57, a > 0 la solucion con limite por niveles nulo es

- ) ¢ SixET;? e sixeT?
— = lel = z\xl—l b
v(x) "

0 si no 0 si no

_ 1 .7
b) Con ¢, = 3 — ;77, la solucion es

=

3. El siguiente ejemplo es una ultima modificaciéon del anterior. Ahora se fija una
rama 7t € JT, y también se toma (c,,),, sucesion de términos no negativos. Se define

h: T — R concentrada en la rama 7«

c Six€E€Tm
hx)={ ’

0 si no.

Al igual que en el ejemplo anterior se concluye que si x € 7, v(x) = 0; perosix € 7t

=Y Y 5 =) 3

n>|x| yeTy n>|x|
lyl=n

Si esta funcion converge a 0 (y lo hara por niveles porque depende solamente de

|x|), entonces ¢, <3 . — 0 también. Y si ¢, — 0, dado € > 0, existe un ng € N

i>n 21 n
donde ¢, < § ¥n > ny. Entonces usando n > 1,

£
Zzzn 21271:

i>n i>n

O sea, que hay solucién del problema no homogéneo con limite por niveles y
continuo siy solo si (¢;), € cp-
4.3.3. l-autovalor no homogéneo

Los resultados del m-autovalor no homogéneo son los estrictamente necesarios para
abordar el problema de Monge-Ampere. Sin embargo, notamos que se pueden genera-

lizar al caso del [-autovalor, con 2 <[ < m, de forma inmediata.
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El problema a tratar es

. !
u(x) = Srgsa();) }r}r?er; E(u(y) +u(z))—h(x) VYxeT,
#5=1 (4.4)

ulyr =g

Con h: T — IR una funcién positiva al igual que antes. Y el operador asociado es
Fy—h: B(T) — B(T) (F1 = h)(u)(x) = Fy(u)(x) = h(x).
Siendo F; el operador del /-autovalor

1
Fi(u)(x) = mdx min —(u(y) + u(z)).
()(0) = max min 5(u(y) + u(2)
#S=1
Al igual que el operador del m-autovalor no homogéneo, es inmediato ver que este
operador es acotado por promedios y saca constantes, por lo tanto también valen todas
las propiedades del Capitulo 2.

Para el problema del m-autovalor no homogéneo, el operador es

F,,(u)(x) = yrzrégr(lx) %(u(y) + u(2)),

y la estructura con la que derivamos los resultados fue el supremo de sumas de prome-

h(y)
Sup )3 SOECE

b yeTy

dios sobre subarboles binarios,

Notar el paralelismo entre las expresiones: una tiene un minimo y en la otra aparece
un supremo, y como el minimo elige dos sucesores de cada x, el supremo se toma so-
bre subarboles binarios. Siguiendo este paralelismo, la estructura a usar en esta seccion
tendra que tomar primero una eleccién de I sucesores y luego tomar 2 entre ellos. In-
troducimos la definiciéon de un /-subarbol con la que tomaremos esta primera eleccion

de I sucesores.

Definicion 39 (I-subarbol). Sea T un arbol de m ramas, x € Ty 2 < < m. Un subarbol
de I ramas (o simplemente /-subarbol) con raiz en x es un subarbol con raiz en x y

donde cada nodo tiene exactamente I sucesores. Notaremos Tl" a estos subarboles.
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La estructura clave de esta seccion es, fijadoun x € T,

h(y)
i ;}éﬁ'}x Z Rl

Donde el primer infimo se toma sobre todos los I-subarboles dentro de T, y el supremo
se toma sobre los subarboles binarios dentro del I-subarbol anterior. Esta expresion

refleja la eleccion de 2 sucesores entre | que aparece en el operador del [-autovalor.

Definicion 40 (Funcion [-sumable). Sea h: T — R una funcién no negativa. Diremos

que h es [-sumable si

h
inf sup Z ) < +00 VxeT.
TFCT Ty 20y1=Ix]

1 yeTy
Notar que en el caso particular | = m, una funcién m-sumable es una sumable sobre
subarboles binarios.

Al igual que con subarboles binarios, se tiene que una funcién es /-sumable con raiz

en cualquier x si y solo si es [-sumable con raiz en el nodo primogénito

1nf sup Z W <+o0
TPCT oo
TyCT per?

Proposicion 41. Sea h: T — R una funcion no negativa. Entonces si h es I-sumable, tam-
bién es (I — 1)-sumable V3 < | < m. En particular, las funciones sumables sobre subdrboles

binarios son l-sumables V2 <1 < m.

Demostracion. Sea 3 <1< m, x €T, T un I-subarbol y a partir de este se extrae un (/ -
1)-subarbol T;_,. Entonces como todo subarbol binario dentro de T}" ; es un subérbol

binario dentro de "Il"l", se tiene

h(y) _ .
sup Z zlyl |x| —Txd}’x Z Sl = nf sup Z - |x|'

Tt yeTy -1 yeTy -1 Ty, yeTy

La cota vale para todo T} I-subarbol, entonces pasa al infimo

+oo >1inf sup Z |||x|_in sup Z |||x|
T] ']I‘AC']rA ) ye']rx 23’ 'lr’cc'lr’c ) ye']rx 2y
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Ejemplo 42. Este es un ejemplo de una funcion h sobre un arbol con 3 sucesores que es
2-sumable pero no 3-sumable. Fijemos del arbol a Tg’ el subarbol binario que siempre
toma los sucesores con digitos 0y 1, los dos de la izquierda, y definimos

0 sixe Tg,

h(x) =

1 sino.

Es inmediato notar que h es 2-sumable. Como k = 2, se toma infimo sobre 2-subarboles

y luego supremo sobre subarboles binarios dentro del 2-subarbol, el supremo es redun-

h(y)
1nf sup Z |y| T@CTZW
yerll"o

TZ cT ']I‘@C']rz@ ET

dante.

b

Y usando en particular el subarbol TP, se obtiene

Thcqrz ol — Z zlyl

yeT

mostrando que h es 2-sumable.
Notar que con k = 3, hay que tomar infimo sobre 3-subarboles dentro del arbol de 3

ramas T, hay un tnico 3-subarbol dentro de T y es todo T, ahora el infimo es redun-

h(®)
1nf sup Z Iyl 0 ZW

T CT o 0
3 T, C’II‘S yET })ET

dante.

Por la definicion de h, este supremo se alcanza armando un subarbol binario "Il"g que

contenga todos los sucesores de digito 3, entonces

we Y o0 -y T

ye"ll" n=0 ye”ﬂ"@
yl=n

Como hay 2"~! nodos de nivel n donde % no es nula dentro de :Ifg),
o 1
o Z 2|y| =) 2°
= yeTl"w n=0

Es decir, h no es 3-sumable.

Este ejemplo se puede generalizar a un arbol de m sucesores para mostrar la existen-
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cia de funciones h que sean (! —1)-sumables pero no [-sumables V3 <[ < m.

De forma analoga y con similares demostraciones al problema del m autovalor no
homogéneo, se obtienen resultados analogos a los anteriores. El mas importante de ellos

es el siguiente teorema de existencia y unicidad que enunciaremos sin demostracion.

Teorema 43. Sea h: T — R no negativa. Entonces existe una unica solucion del problema

con convergencia por niveles en dT

u(x)=Fj(u)(x)—h(x) VYxeT,
ulgr =8,

Vg e C[0,1] siysolo si hes I-sumable y la funcion v : T — R dada por

v(x) = inf sup Z hiy)

BTN
TFCT Ty ST 20y1=Ix]

converge por niveles a 0 en JT.
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5 Diferencias entre soluciones del !/

autovalor y el laplaciano

En este capitulo veremos algunas diferencias notables entre los problemas de Diri-
chlet para el Laplaciano y el [-autovalor.

5.1. Principio de comparacioéon fuerte

La primera diferencia a analizar es el principio de comparacion fuerte, es decir, nos
preguntamos si para dos funciones continuas ¢ y g, una mayor que la otra ¢ > g, y no
idénticamente iguales, se tiene que sus soluciones del [-autovalor asociadas, ug y u,, se
comparan de forma estricta en el nodo raiz, ug(0) > u,(0).

Teniendo la expresién de la solucién del [-autovalor para datos monétonos, es sen-
cillo ver que este principio no vale a diferencia de lo que pasa para el problema del
Laplaciano. Supongamos que g es creciente, entonces su soluciéon evaluada en el nodo

primogénito es
1
u®= | sn1afe

con f la funcién de Cantor, construccién creciente. Como [0,1]\ € es unién de nume-
rables intervalos, se puede escoger alguno de ellos y sobre él modificar sutilmente la
funcién g a una § manteniendo el caracter creciente y logrando § > g. Como la modifi-
cacion se realiza en un intervalo donde f es constante, la integral sobre ese intervalo es
nula y las soluciones asociadas seran iguales en este nodo.

Tomemos un ejemplo puntual. Sea g(x) = x funcién continua y creciente, m = 5y
I = 3. Un intervalo disjunto con el conjunto € asociado es [0, %] y alli se puede alterar g
del siguiente modo:
Sx(% —x) sixe [O, %],

X sixe(%,l].
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Figura 5.1: Graficode gy ¢

Esta funcion § es continua, creciente, § > g y son distintas. Sin embargo, se tiene

1 1 1 1
g (@) =L ¢(df(r) =ﬁ ¢(df(r) =£ g df(r) =L ¢ df (1) = ug(0).

5 5

5.2. Principio del maximo fuerte

Hemos mostrado en el Capitulo 3 que para la ecuaciéon del Laplaciano se cumple el
principio del maximo fuerte. En el caso del /-autovalor, este principio solamente vale

en el caso particular / = 2, con 3 <1 < m no es valido.

Proposicion 44. La ecuacion del 2-autovalor cumple el principio del mdximo fuerte. Es

decir, si u es una solucion no negativa de

u(x) = Fo(u)(x),
y existe un x € T donde u(x) = 0, entonces u es nula en todo el subdrbol con raiz en x, T*.

Demostracion. Sean u y x como en las hipotesis. Entonces

0= u(x) = Fy(u)(x) = yrjs() Su(y) + u(2)

El maximo se obtiene usando los dos nodos donde u es mayor, como u > 0 obtenemos
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en particular

0= mi .
i

De lo que se concluye inmediatamente u(y) = 0 sobre todo v € S(x). Aplicando este

razonamiento a todos los descendientes de x se obtiene u(y) = 0 en T*. O

Como adelantamos, este principio no es cierto con 3 <[ < m. Definimos

%) 1 si(x) tiene un digito en base m quees >m+2 -1,
u(x) =
0 sinodx=0.

Observar que como | > 3, m+2—-1 < m—1y u esta bien definida. Para fijar ideas, usando

m =5yl =4estau setraduce a

%) 1 si(x) tiene un digito 3 o 4 en base m,
u(x) =

0 sinodx=0.

Veamos que esta u es solucion de u = F;(u). Empecemos tomando un x donde i(x)
tiene un digito > m+2—1 en base m (3 o0 4 del ejemplo), entonces todos los descendientes
comparten este mismo digito mayor a m+2—1y u(y) =1 debajo de x, para todo y € T*.

Por otro lado, si tomamos un x tal que los digitos de ¢(x) son todos <m+1-1(0, 1
o 2 del ejemplo), entonces i sobre los sucesores xq, X1, ..., X111 (X, X1 ¥ X) tampoco

tienen digitos > m + 2 — [ y obtenemos
u(x;)=0 VO<k<m+1-L
En cambio con los sucesores x,,,5_1, ..., X;;_1 (X3 Y x4) ocurre lo opuesto,
u(xg) =1 Vm+2-1<k<m-1.
Asi en el operador
F;(#)(x) = mdx min l(u(y) +u(z)),

SCS(x) p,2zeS 2
#S=1 Y#z

el maximo se tomara con los ultimos I sucesores, donde u toma los valores mas grandes,

Xm—l» Xm—1+1s ---» Xm—1; ¥ €l minimo se alcanzara con los primeros dos sucesores dentro
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de estos I, donde u toma los valores mas chicos, x,,,_; V X,_141-

S

u(xg) =0, u(xy) =0, -+, u(xp—1) =0, u(Xp111) = 0, u(Xp—ps2) = 1,-++, u(x—1) = 1.

F]IO

Entonces ]
Fy(u)(x) = 5 ((xm1) + 1(Xp-141)) = 0 = u(x).
Verificar el caso con x = () es muy parecido al anterior.
Es claro que esta u es un contraejemplo para el principio del maximo fuerte. Por

ejemplo, u(0) = 0 pero u no es nula en todo el arbol.

5.3. Soluciones con limite nulo en casi todo punto

El propdsito de este apartado es construir soluciones del [-autovalor cuyo limite en
dT sea una funcién nula en casi todo punto (Lebesgue), luego calcular la solucién del
Laplaciano con esta funcién limite y compararlas.

Sean m € IN, m > 3y I <m. Se define la siguiente funciéon u : T — R

0 sialguno de los digitos de i(x) en base m es nulo,
u(x)={1 sitodos los digitos de 1(x) en base m son no nulos,

1 six=0.

Veamos que u es solucion del [-autovalor:

1
u(x) = Fj(u)(x) = ma in + .
(x) = Fi(u)(x) dndx min 5 (u(y) +u(z)
#S=1 YV*z
Se toma un x € T, si {(x) tiene algin digito nulo en su escritura en base 1, entonces
todos los sucesores de x también tendran un digito nulo, u(y) = 0 Vy € S(x) U {x} =
Fi(u)(x) = 0 = u(x). Si ¢(x) no tiene ningun digito nulo, entonces solamente (x;), el

primer sucesor, tendra un digito nulo. Se tiene que u(x) =1, u(x;) =1, 1 <k<m-1y
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u(xg) = 0; gracias a que I <m se llega a Fj(u)(x) =1 = u(x).

S

u(xg) =0, u(xy) =1, -, u(xp_1-1) =1, u(xy—1) =1, u(xp_g41) =1, -+, u(xy-1)=1.

F=1
Es directo notar que el limite de esta funcion es la funcion indicadora del conjunto
A= {r € [0,1] | ningtn digito de r en base m es nulo}.
Para calcular su medida se nota que para cada i € IN, A esta incluido en
AC {r €[0,1] | ninguno de los primeros i digitos de r es nulo}.
Este conjunto se puede reescribir como la unién casi disjunta de intervalos de la forma

r+[0,m "] donde r = Y il

=1 dj €{l,...,m—1}. Al tener i posiciones y m — 1 posibles
digitos para cada posicién, hay (m — 1) posibles r y la medida de la unién sobre todos

los r es (m—1)'m~". Entonces
IAl<(m—-1)m™ Vi=]A|=0.

Tenemos una funcién no idénticamente nula que es solucién del problema del I-
autovalor en el arbol y cuyo limite es nulo en casi todo punto.

Sin embargo, para el Laplaciano usual vimos que existe una tnica solucién del pro-

blema .
v(x) = - Z v(xg) VxeT,
X €S(x)
vlor = XA
que viene dada por
1
v(x):—JXA(r)dr. (5.1)
L] -

Como x4 es cero en casi todo punto, la solucion resulta ser v = 0 en todo el arbol.
Observamos que estas dos soluciones incluso se diferencian en el nodo primogénito

ya que u(0) =1y v(0) = 0.
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En el caso | = m se usa

0 sitodos los digitos de ¢(x) en base m son 0 o 1
u(x)=30 six=0

1 en otro caso.

Como | = m el maximo del operador es redundante y la ecuaciéon que deberia resolver
es )
u(x) =Fy(u)(x)= min —(u(y)+u(z)).

1,2€S(x) 2
V#2Z

Sea x € T con 1(x) que tiene algun digito distinto a 0 o 1, entonces todos los sucesores
de x también tendran un digito asiy u(y) =1 Vy € S(x) U{x} y F,,(u)(x) =1 = u(x). En
cambio si todos los digitos de 1(x) son 0 o 1, solamente sobre los sucesores x; y x; se
conserva esta propiedad, con el resto no; u(x) = u(xg) = u(x1) =0y u(x;) =1, 2<k <
m—1. Luego, F,,(u)(x) = 0 = u(x).

u(xg) =0, u(x)=0, ulxx)=1, -, ulx,_q)=1

F,=0

Definiendo
B= {r €[0,1] | todos los digitos de r en base m son 0 o 1}
se ve que u|yp =1 — xp. Esta vez,

BC {r €[0,1]|los primeros i digitos de r son 0 o 1}

que es unién de 2’ intervalos de longitud m ™, entonces |B| = 0. En este caso, se obtuvo
una solucién no constantemente 1 pero cuyo limite es 1 en casi todo punto.
Usando 1 — xp como funcién dato para el problema del Laplaciano, la soluciéon que

resulta de la formula explicita es

1
v(x)= — | (1—xp)(r)dr=1.
IIXIIXJ

En este caso, las dos soluciones también se diferencian en el primer nodo, ya que se
tiene u(0) =0y v(0) = 1.
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6 Monge-Ampere

6.1. El operador de Monge-Ampere

En este capitulo estudiamos la ecuacion de Monge-Ampere en el arbol,

l_[Al(u)(x) = h(x) YxeT,
1=2

(6.1)
ulgr = 8-
con
Aj(u)(x) = ngsélé) ;T;lgfsl l(H(V) +u(z)) —u(x) = F(u)(x) - u(x)
#5=1

el operador del I-autovalor (2 <! <m)y h: T — R una funcién no negativa. Particular-

mente buscamos soluciones convexas, es decir con
A, (u)(x)=0 Vx eT.

Como a partir de un S C S(x) de cardinal I se puede extraer un S de cardinal [ -1,

1
A = mj in - —
1-1(u)(x) Srgsaé) }r}gg; 2(u(y)+u(2)) u(x)
#S=1-1

) 1 _
> Jndx  min (U@ +u(z) —u(x) = Ag(u)(x).
#S=1

Es decir, los operadores se ordenan del siguiente modo
Ap <Ay <--<A3<A,,

y buscar soluciones convexas es equivalente a Aj(u)(x) >0 VI.

Proposicion 45 (Operador equivalente a MA). Sea h: T — R una funcion no negativa.
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Se tiene que u : T — IR es solucion de
m
]_[Al(u)(x):h(x) VxeT (6.2)
1=2

si y solo si

u(x) = ]_[1114;1121 Z?al [;alPl(u)(x) - fz(x)] Vx eT.

Donde h = (m—1)h(m=1",

Demostracion. La demostracion se basa en una identidad sobre vectores con coordena-

das no negativas de R”!. Para un vector (b,,...,b,,) con b; > 0 VI vale

m
1
(m=1)(by---b,)"0 = inf ) arby. (6.3)
2a1>"6_ I=2

Estaigualdad se deriva fijando los b; y encontrando el minimo de la funcioén f(ay,...,a,,)
=) |-, a;b; restringida a la regién {(az,...,am) eR™ g >0V [],a = 1}, con el mé-
todo de multiplicadores de Lagrange.

Aplicando este resultado con b; = Aj(u)(x) > 0 se obtiene

(m-1) ];[Azw)(x)]w = inf 3l

1

Por lo que (6.2) es equivalente a

gracias a que Aj(u)(x) > 0.

Veamos que son equivalentes

, o, 1 ~
)= inf ;azm(u)(x) —u() e u(x) = inf = [lZazew)(x) —h(x)}.
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Primero veamos que

; ; 1 _
) < fnf lgalm(u)(x)—u(x)) = ux< inf = [lZalFlw:c)—h(x)].

La desigualdad del lado izquierdo es equivalente a que /i(x) sea cota de cualquier suma:

R(x)< ) a(Fi(u)(x) - u(x))

I

y reordenando esta desigualdad se llega a que u(x) es cota de cualquier suma de su lado

derecho:

u(x) < Zjﬂz {IZazew)(x)—l%(x)].

Ahora veamos que las igualdades son equivalentes. Empecemos viendo que si 1 cum-
ple la igualdad de su lado, entonces u cumplira la del suyo. Gracias al parrafo anterior,
solamente resta ver que u es la mejor cota de los elementos de su correspondiente infi-

mo. Dado ¢ > 0, existen unos a,, ..., a,, > 0 con [[;a; = 1 tales que

Y a(Eyu)(x) - u(x) < h(x) + (m = 1)e.

)

Despejando u se llega a

m—1

Zlal'

<u(x)+e

o [Zasz(u)(x) ~H(x)
l

Ycomo ) ja;>m—1si[]jaj=1yay,...,a, >0 (usando la formula (6.3) con by =--- =
b, =1),

<u(x)+e.

e [Xawz(u)(x)—fz(x)
1

Queda mostrado que efectivamente u(x) es igual al infimo de las sumas
ﬁ [Zl arFp(u)(x) - fz(x)]. Ahora veamos al revés, si del lado de u(x) hay una igualdad,
entonces del lado de / también. Usaremos sucesiones para esta implicacién: existen

sucesiones de términos positivos (a;); para cada 2 <1 < m tales que

]_[a;':1 y  lim 1.[Zajp,(u)(x)—ﬁ(x)]:u(x).
1

i i—>oozl g;
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Analizaremos dos casos. El primero es si la suma de los a; esta acotada, es decir
AM > 0| Zlal < M Vi, entonces cada (a ) estd acotada porque al < Zlal y se puede
extraer una subsucesion convergente de todas ellas,

1:

a/ — ay.
]—)OO

Donde 4; € [0, M] VI. Definimos

w=— [Za/ﬂ( )(x )—M},

2 az !

sucesion que por hipotesis converge a u(x). Y despejando de la misma definiciéon se
obtiene

i) =) a) (Fy(u)(x) = ;).

I

Como todas las (al )j y (u); convergen, tomando limite j — oo se llega a

h(x) =) a(Fi(u)(x) - u(x))

1

ij . . e - -
Ya que [];a/ =1 Vj, vale que [];4; = 1 y al final el infimo de /(x) es un minimo.
El segundo caso es con (Zl af), no acotada. De esta forma existe una subsucesioén, que
1

notaremos de igual forma, que tiende a +oo. Pero asi, en el limite que llega a u(x),

) aiFi()(x) —Mx)] = u(),

el término con h(x) no esta aportando. Dicho de otra forma, el término izquierdo de

este limite también es u(x).

1 ; h(x)
- aF aF x + —— —> u(x).
g 2000 ‘Z - )} L
~——
—u(x) —0

Entonces la sucesion (af)i también sirve para acercarse a u(x) via =—— Z ; )N afFl(u)(x). Gra-

cias a esto, podemos ver que u(x) es también el infimo de estas expreswnes. Como u(x)
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es menor o igual a su infimo original,

h(x)>0 1
< ZﬂlPl(u)(x) Y[a =1,

1 -
uix) < 5 [lZalle)(x)—h(x)

u(x) también es cota inferior de los elementos > Y ;a;F;. Y junto con la sucesién que

1
141
llega €I, se tiene que es el infimo

Este nuevo infimo es calculable y su valor es F,, ya que

£ ) a2
1

1
5o ) Fn()() = Fu(u)(x) VT =1
141 ]
yusandoap; =---=a,, 1 = 1 a, =i"? se verifica [lia;=1y

ZI

1 LR (u)(x) + -+ L Fppy () (%) + i 2F,, () (x)
Soa Z’azFl(u)(x) = T lemo e Fp(u)(x).

Conclusion, se obtiene

Y usando otra vez (6.3) se ve que

”i“rglzza’(ﬂ(“)(x)‘“W))=(m—1>[ﬁ(ﬂ<u>(x>—u(x>>)m =0

y junto con

se llega a
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Trabajaremos con este nuevo operador

@ : B(T) — B(T) O (u)(x)

Y aFi(u)(x) —h(x)],

1

con h funcién no negativa. Y abordaremos el problema equivalente

u(x)=0(u)(x) VxeT, (6.4)

ulgr =g
Lema 46. O saca constantes y es acotado por promedios.

Demostracion. Para ver que saca constantes, tomamos # : T — R, @ € R y fijamos un
xeT.

Ou-+a)(x)= inf Zjaz ZalPl(u +a)(x) - h(x)]
141= |7
= l_lzigril T »Z‘alFl(u)(x) +aja— h(x)]
= nf?li;l Zl o »Z‘LIZF[(M)(X) - h(X)] +a
=0(u)(x)+a.

Como la igualdad vale para todos x € T, a e Ry u : T — R, se obtiene lo buscado.
Veamos que O es acotada por promedios. Tomemos u,v : T — R y acotamos la dife-
rencia ©(u)(x) - ©(v)(x) para un x € T fijo. O(v)(x) es un infimo, entonces para ¢ > 0

existen a,, ..., a,, > 0 tales que

<O(v)(x)+e.

o [Zﬂze(v)(X) ~h(x)
)

Por su parte, ©(u)(x) se puede acotar superiormente con la misma combinacioén a, ...,

a,,; gracias a esto se obtiene

O(u)(x) -O(v)(x) s e + ﬁ IZaz [F1(u)(x) = Fi(v)(x)].
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La diferencia entre los F; se puede acotar por la mayor de todas, que se alcanza con [*.

Fi(u)(x) - Fy(v)(x) < max [Fy(u)(x) - Fi(v)(x)] = Fp- (u)(x) - Fj-(v)(x)
Y como Fj- es un operador acotado por promedios, existen cy, ..., ¢,,_1 que dependen

exclusivamente de x, u y v, tales que

-1
O(u)(x) -O)(x) < e+ F(u)(x) - Fi(v)(x) <e+ > cp(ulx) —v(xg)).
0

3

>~
Il

La independencia de los ¢ con ¢ permite llegar al promedio necesario para ©

-1
O(u)(x)-O@)(x) < ) cx(uu(xg) —v(xk)).
0

3

>~
Il

O]

Debido a este lema, valen todas las propiedades del Capitulo 2 y el principio de

comparacion.

6.2. Existencia y unicidad de solucién

Teorema 47 (Existencia y unicidad del problema de Dirichlet para Monge-Ampere).

Sean g : [0,1] = R continua y h: T — IR no negativa, sumable sobre subdrboles binarios y

h(y)
Sup > Syl

b yeTy

tal que la funcion

converge por niveles a 0. Entonces existe una uinica solucion para el problema equivalente a
Monge-Ampere:
u(x)=0(u)(x) VxeT,

ulgr =g

con convergencia por niveles en JT.

81



Demostracion.

Existencia

Se utilizara el método de Perron buscando un supremo al conjunto de subsoluciones,

o = {w T — R|w(x) <Ou)(x) Vx e Ty limw(x) < g(r) Vr € 8”11"}.

X—r

Definimosv: T — R

v(x) = sup w(x),
wesd

y veremos que es la solucion del problema.

Cotas de ©
Previo a probar que v esta bien definida y cumple todas las propiedades necesarias
para ser la solucién, veremos dos cotas para el operador © que seran muy utiles en
los proximos pasos. Veremos que el operador O esta acotado superiormente por F, e
inferiormente por F,, — %, es decir Vu: T— Ry VxeT vale
h(x)

Fy(u)(x) = — = < O(u)(x) < Fo(u)(x).

Para ver esto alcanzara recordar que los operadores de los [-autovalores son decrecien-
tesF, <F, 1<---<F<F_1<---<F,. Asi,fijadau:T - RyxeT,en la definiciéon
de ®

O)(x) = inf = [Zazaw)(x)—h(x)
141= ]

se acotan todos los F; superiormente por F, e inferiormente por F,, y se obtiene

—h(x)

h
Fali)(s)+ inf S0 < @u)(x) < Fau)(x)+ inf S0 < Fafu)x)
P~ < 0(u0)x) < Fau)(v).

Buena definiciéon de v
Veremos que & es no vacio y que {w(x), weE %} es un conjunto acotado superiormen-
te VxeT.

Sea wy solucién del problema del m-autovalor no homogéneo con dato g y parte no
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homogénea %,
h(x
w10 = Fylw)0) - 0 e,

wilor = &

Entonces con la cotas anteriores para © se tiene

O(w1)(x) 2 Fy(w1)(x) - = wy(x),

es decir, w; es una subsolucion de Monge-Ampere con limite g. wy € &, y no es un
conjunto vacio.

Por otro lado, sea w, : T — R solucion del 2-autovalor con dato g,

wy(x) = Fp(wy)(x) VxeT,

walor = &

Esta funcion es supersolucion de Monge-Ampere por la observacion previa,
O(wy)(x) < Fo(ws)(x) = wp(x)  Vx.
Entonces para cualquier w € & se tendra que

lim w(x)<g(r)= lim w,(x) VYre[0,1],
x—redT x—1redT

y por el principio de comparacion
w(x) < wy(x) VxeT.

Por lo tanto {w(x), w € &/} esta acotado superiormente Vx € T.

Convergencia en JT

Conseguimos wy € & y por ello
wy(x) < v(x) Vx.
También conseguimos w, supersolucion la cual es cota superior de toda funcién en &,

w(x) < wy(x) Vwesf Vx,
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tomando supremo sobre & para x fijo se tiene

v(x) < wy(x) Vx.

Como w; y w, convergen por niveles a g, dado ¢ > 0 existe un nivel inicial ny € IN

donde ambas se parecen a g,
max {[wy (¥) - gPE, hwa(x) - g} <e Vial> o

Entonces, v esta encerrada por estas dos funciones y también tomara limite g por nive-

les. Usando |x| > nq se obtiene
lv(x) - g(pp(x))| <e.

La propiedad restante, v = O(v)
Se probara la doble desigualdad. Fijado x € T, se toma una w € & y entonces
Vi.

1 w<v
= ma <
F(w)(x Jndx min (w(y)+w(z)) < Jndx min (v(y) +v(2)) = Fi(v)(x)
#S=l y#z #5=1 y*z
Esto implica
w(x) < O(w)(x)
1
= inf arFj( h(x
Ma=1);4 Z’ tEilw )]
< inf ! ZaP (x)
T L=l Y a 5 .
=0O(v)(x).

Se lleg6 a una cota independiente de w y pasando al supremo se tiene

v(x) < O(v)(x).
Ahora veamos la otra desigualdad. Por el absurdo suponemos que 1% € T tal que

0<0=0()(X)—v(%).
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Con esta diferencia podemos construir una nueva funcién v : T — R superior a v:

Veamos que 7 € &/, empezando por 7(x) < O(7)(x) para todo x. Tomando un x # X, ¥
coincide con v que ya es subsolucion: v(x) = v(x) < ©(v)(x). Como v < 7, los operadores
de los I-autovalores preservan este orden, F;(v) < F;(v) VI y al acotar dentro del infimo

de O se llega a lo buscado

Mientras que si x = X, por hipoétesis
D(X) =v(%)+ 0 = O(v)(X)

y ya que v = ¥ en todos los sucesores de %,

o)) = inf Zjﬂl Y a1Fi()(%) - h(®)
4= |7
= inf 5 ;azw)(f) ~h(%)
= 0(9)(%)

Juntando,

En resumen, 7 es subsolucidn.
Por ultimo, como solamente se modificé el valor de v en un nodo del arbol, el limite

por cualquier rama se preserva:

lim v(x)= lim v(x)=g(¢(n)).

x—nedT x—mnedT

Obtenemos v € & y es superior al supremo sobre este conjunto, v, en %. La contradic-

cion surge de suponer que v es estrictamente menor a ©(v) por lo que se llega a
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Ya habiamos probado el limite en dT y concluimos que v es solucién del problema.

Unicidad

Si se tuvieran dos soluciones uy, u;, con el mismo dato de borde g, en particular se
tiene que con u = uy y u = u, se cumplen las hipotesis del lema de comparacion. Por lo
tanto se llega a u; > u,. Como los roles de u; y u, son simétricos, se llega a la igualdad:

Uy = Us. O
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