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Introducción

El objetivo de esta tesis es calcular el valor de los caracteres del álgebra de Yokonuma en ciertos
elementos. Describamos como surge esta álgebra. Para eso primero introducimos los grupos de Coxeter,
que consisten de un par (W,I) donde W es un grupo y I = {s1, s2, . . . sr} un conjunto de generadores
de orden 2 con relaciones

sisjsi⋯ = sjsisj⋯

donde hay mi,j factores de cada lado (el orden de sisj) , estas relaciones se conocen como relaciones
de trenzas. Un ejemplo es el grupo simétrico, con generadores (i, i + 1).

Dentro de los grupos de Coxeter se encuentran los grupos de Weyl, los cuales surgen como el grupo
generado por simetŕıas que dejan fijo un conjunto ϕ (este conjunto es llamado sistema de ráıces). Los
grupos de Weyl aparecen en diversos lugares, como en las álgebras de Lie y grupos algebraicos.

Relacionado con el grupo de Weyl surge el concepto de álgebra de Iwaori–Hecke. Dado un grupo de
Coxeter (W,I) se puede tomar el álgebra de Iwaori–Hecke con generadores indexados en los elementos
de I, los cuales notamos T1, T2, . . . Tr, manteniendo las relaciones cuadráticas pero cambiando la
relación s2i = 1 por

T 2
i = aiTi + bi .

Los grupos de Weyl, álgebras de Iwaori–Hecke que veremos van a ser sobre los sistemas de ráıces
clásicos A,B,C,D.
Relacionado con estos conceptos aparece el álgebra de Hecke, que se denota H(G,H) si H es un
subgrupo de G. Esta se define como el anillo de funciones de G a C que son H bi-variantes, el producto
en este anillo se obtiene al reescalar el producto en el álgebra de grupo C[G].

Vamos a trabajar sobre el cuerpo finito Fq. A modo de ejemplo tomemos el grupo G = GLn(Fq) de
matrices inversibles, dentro de este grupo tomemos el subgrupo de Borel B de matrices triangulares
superiores y el grupo de Weyl que aparece en el álgebra de Lie (el grupo simétrico Sn). Podemos
considerar el álgebra de grupo C[Sn] y el álgebra de Hecke H(G,B). El teorema de deformación de
Tits (una herramienta que nos permite relacionar los caracteres de dos álgebras distintas) nos va a
dar una biyección entre los caracteres irreducibles de C[Sn] y H(G,B), que también van a estar en
biyección con los caracteres Irr(G ∶ B), que son los caracteres irreducibles de G tales que su restricción
a B tiene como uno de sus factores al caracter trivial 1B . El puente para relacionar las álgebras C[Sn]
y H(G,B) es el álgebra de Iwaori–Hecke en tipo A, la cual se especializa en estas dos. Esta es la
situación en tipo A, para los restantes tipos tendremos la misma estructura.

El álgebra de Yokonuma surge al tensorizar el álgebra de Iwaori–Hecke por un grupo ćıclico, se define
como el álgebra de Hecke de H(G,U) donde U es el unipotente maximal, en el caso de GLn el grupo
U son las matrices triangulares superiores con unos en la diagonal. En forma análoga al caso del
álgebra de Iwaori–Hecke se puede usar el teorema de deformación de Tits para obtener una biyección
entre Irr(H(G,U)) y C[N] donde N es el normalizador del toro (en tipo A nos queda el producto
semidirecto entre Sn y (F×q )

n). Estos también van a estar en biyección con los caracteres Irr(G ∶ U).
Para los restantes tipos vamos a hallar las relaciones del álgebra de Yokonuma usando la estructura
de grupo de Chevalley, las relaciones de estos grupos están en las notas [1].

Se pueden encontrar muchos resultados sobre el álgebra de Yokonuma en tipo A, como por ejemplo [2]
donde se caracterizan las representaciones irreducibles.

En [3] se presenta el álgebra de Yokonuma en tipo B junto con sus relaciones, mientras que en [4] se
muestran las relaciones de las álgebras de Iwaori–Hecke y Yokonuma en tipo A junto con las biyecciones
que provienen al usar el teorema de deformación de Tits. En este art́ıculo también se calcula el valor de
los caracteres irreducibles del álgebra de Yokonuma en el cuadrado del elemento de longitud máxima
del grupo de Weyl. Esto último se hace siguiendo un argumento parecido al de [5, Teorema 9.2.2].
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En esta tesis vamos a obtener un resultado análogo para los otros sistemas de ráıces. Esto va a ser útil,
por ejemplo para hallar cuantas matrices conjugadas a una matriz dada tienen descomposición LU .

En el caṕıtulo 1 vamos a mencionar los preliminares que van a ser importantes en el resto de la
tesis. Vamos a definir los sistemas de ráıces, grupos de Weyl, teorema de deformación de Tits y grupos
y álgebras de Lie.

En el caṕıtulo 2 vamos a empezar viendo como es la construcción de un grupo de Chevalley en general
para luego construir los grupos de Chevalley en los tipos clásicos. Vamos a ver que grupos obtenemos
con esta construcción y cuales son sus relaciones. También vamos a describir las relaciones del álgebra
de Yokonuma en cada uno de los tipos y las deformaciones de estas, estas deformaciones nos van a
dar una biyección entre los caracteres irreducibles del álgebra de Yokonuma y el álgebra de grupo del
normalizador del toro.

También vamos a ver la demostración de la descomposición de Bruhat, como consecuencia de este
teorema vamos a obtener que el álgebra de Iwaori–Hecke se especializa en el álgebra de Hecke H(G,B)
con G el grupo de Chevalley. Esto nos da una biyección entre los caracteres irreducibles del álgebra
H(G,B) y el álgebra de grupo del grupo de Weyl.
Los resultados principales del caṕıtulo 2 es la deformación del álgebra de Yokonuma en cada uno de
los tipos (2.6.1) y la relación con el normalizador del toro usando el teorema de deformación de Tits
(2.10.2). Estos resultados son una generalización a los restantes tipos de lo ya hecho en tipo A.

En el caṕıtulo 3 vamos a hallar las representaciones irreducibles del grupo de Weyl y del normalizador
del toro en cada uno de los tipos (3.3). Para eso vamos a ver como son las representaciones
irreducibles de un producto semidirecto con un grupo abeliano y las representaciones irreducibles
de un subgrupo con cociente ćıclico. Como consecuencia de esto vamos a obtener una lista completa de
las representaciones irreducibles de la deformación del álgebra de Yokonuma, esto nos va a servir para
probar que es split sobre C(u). Los cálculos de este caṕıtulo son originales y son una generalización a
los restantes tipos de lo hecho en tipo A .

En el caṕıtulo 4 vamos a calcular los valores de los caracteres del álgebra de Yokonuma en los elementos
T0, T

2
0 donde T0 es el elemento de longitud máxima en el grupo de Weyl (4.3,4.2,4.4). Los cálculos de

este caṕıtulo son originales y son una generalización de lo hecho en tipo A en [4] a los restantes tipos.
Finalmente, veremos una aplicación de este cálculo para la descomposición LU (4.5).
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Índice general

1. Preliminares 7
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2.6. Deformación del álgebra de Yokonuma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.6.1. Tipo A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.6.2. Tipo B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.6.3. Tipo D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.6.4. Tipo C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.7. Grupos de Chevalley en cada uno de los tipos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.8. Grupos alfombra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.8.1. Definición, propiedades y casos particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.9. Descomposición de Bruhat e isomorfismos del álgebra de Iwaori–Hecke . . . . . . . . . . 61
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2.9.2. Isomorfismos del álgebra de Iwaori–Hecke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5



2.10. Teorema del doble centralizador y especializaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.10.1. Teorema del doble centralizador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.10.2. Especializaciones en 0,1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.10.3. Trazas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3. Representaciones del grupo de Weyl y del normalizador del toro 69
3.1. Representaciones de un producto semidirecto y de subgrupos con cociente ćıclico . . . . 69
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas de ráıces:

Para entender varios aspectos de los próximos caṕıtulos va a ser necesario entender la teoŕıa básica
de los sistemas de ráıces, grupos de Coxeter. Los sistemas de ráıces y los grupos de Weyl van a
aparecer en las álgebras y grupos de Lie. El objetivo de esta sección es estudiar algunas propiedades
de los sistemas de ráıces, como la acción del grupo de Weyl en las ráıces o el hecho de que este sea
un grupo de Coxeter. También vamos a definir una longitud en el grupo de Weyl y veremos cual es el
elemento de longitud máxima.

1.1.1. Propiedades de los sistemas de ráıces

Sea V un espacio eucĺıdeo con un producto interno sobre R. Si 0 ≠ a ∈ V entonces la reflexión con
respecto al plano perpendicular a a es ra dada por:

ra(x) = x −
2⟨a, x⟩

⟨a, a⟩
a .

Definición 1. Un sistema de ráıces es un subconjunto finito de ráıces ϕ ⊂ V que cumple que si
a ∈ ϕ entonces ra(ϕ) = ϕ y si a, b ∈ ϕ entonces

2⟨a, b⟩

⟨a, a⟩
∈ Z

El sistema se dice reducido si cada vez que b = λa se tiene λ = ±1. Los sistemas que van a aparecer en
la tesis son reducidos. Sea V0 el subespacio generado por las ráıces, se llama el rango de ϕ a dim(V0). El
sistema se dice irreducible si no puede ser escrito como V = V1⊕V2, con V1, V2 ortogonales y ϕ = ϕ1∪ϕ2
con ϕi sistema en Vi, los sistemas serán irreducibles. Vamos a usar los sistemas clásicos A,B,C,D.

Tipo A Si V = Rn, y ϕ está compuesto por los n2 − n vectores de la forma ei − ej con i ≠ j, el rango
es n − 1 ya que generan el subespacio donde la suma de las coordenadas es 0.

Tipo B Si V = Rn consideremos ϕ compuesto por los 2n2 vectores ei ± ej , i ≠ j y ±ei, el rango es
máximo, en este caso.

Tipo C Sea V = Rn y ϕ consiste de los 2n2 vectores ei ± ej , i ≠ j y ±2ei, el rango es máximo en este
caso.
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Tipo D Sea V = Rn y ϕ consiste de los 2n2−2n vectores ei±ej , i ≠ j y nuevamente el rango es máximo.

Podemos elegir un p0 ∈ V tal que ⟨a, p0⟩ ≠ 0 para todo a ∈ ϕ ya que ϕ es finito. Una vez elegido p0
definimos las ráıces positivas ϕ+ como las que ⟨a, p0⟩ > 0 y llamamos las ráıces negativas ϕ− = −ϕ+.
Notemos que si a, b ∈ ϕ+ y a + b ∈ ϕ entonces a + b ∈ ϕ+. También notemos que las ráıces positivas y
negativas se encuentran en semiplanos opuestos con respecto a una recta, vale que al cambiar esta
recta le aplicaŕıa a las ráıces un isomorfismo, por lo que la elección de p0 es indiferente.
Definimos ∑ como el conjunto de ráıces positivas que no puede ser expresada como suma de otras
ráıces positivas, a estas ráıces las llamamos ráıces simples. Si a es una ráız simple denotamos con
sa a la reflexión que le corresponde y la llamamos simetŕıa simple. La siguiente proposición se puede
encontrar en [6, Proposición 12]:

Proposición 2. a. Si a es una ráız simple y b ∈ ϕ, b ≠ a entonces b ∈ ϕ+ si y solo śı sa(b) ∈ ϕ+.

b. Los elementos de ∑ son linealmente independientes,

c. si a ≠ b ∈ ∑ entonces ⟨a, b⟩ ≤ 0

d. Todo elemento a ∈ ϕ puede ser escrito de única manera como combinación lineal entera de ráıces
simples,

a = ∑
b∈∑

nb ⋅ b,

donde todos los nb ∈ Z≥0 si a ∈ ϕ+, y todos los nb ∈ Z≤0 si a ∈ ϕ−.

Definimos el grupo de Weyl W como el grupo generado por todas las sa, a ∈ ∑, y si w ∈W definimos
su longitud l(w) como el cardinal de la menor descomposición de w como producto de simetŕıas
simples con l(w) = 0 si w = 1. Por otro lado definimos l′(w) como la cantidad de ráıces en ϕ+ que w
env́ıa a ϕ−. El objetivo de las siguientes proposiciones es probar que l = l′.

Proposición 3. Sea s = sa reflexión simple y w ∈W . Entonces se tiene

l′(ws) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

l’(w)+1 si w(a) ∈ ϕ+,

l′(w) en caso contrario,

l′(sw) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

l’(w)+1 si w−1(a) ∈ ϕ+,

l′(w) en caso contrario.

Demostración. Por la proposición anterior tenemos que s(ϕ−) se obtiene de ϕ− sacando −a y agregando
a, luego (sw)−1(ϕ−) = w−1(sϕ−) se obtiene de w−1(ϕ−) sacando −w−1(a) y agregando w−1(a). Como
l′(w) es el cardinal de ϕ+ ∩w−1(ϕ−) entonces tenemos la segunda igualdad. La primera se deduce de
manera similar.

Notemos que si w es un endomorfismo ortogonal entonces

wraw
−1
= rw(a). (1.1)

Proposición 4 (Propiedad de intercambio). Sean s1, s2, . . . sk, sa reflexiones simples tales que
w = s1s2 . . . sk y l′(wsa) < l

′
(w), entonces existe 1 ≤ j ≤ k tal que s1s2 . . . sk = s1 . . . ŝj . . . sksa.
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Demostración. Por la proposición anterior tenemos w(a) ∈ ϕ−, luego existe un 1 ≤ j ≤ k mı́nimo tal
que sj+1 . . . sk(a) ∈ ϕ

+ y por minimalidad tenemos sjsj+1 . . . sk(a) ∈ ϕ
−. Pero como la única ráız que sj

manda de ϕ+ a ϕ− es aj eso implica aj = sj+1 . . . sk(a), pero luego por (1.1) tenemos

(sj+1 . . . sk)sa(sj+1 . . . sk)
−1
= sj

usando que sjsj+1 . . . sk = sj+1 . . . sksa tenemos la igualdad.

Proposición 5. Sean si = sai reflexiones simples para 1 ≤ i ≤ k. Supongamos l′(s1s2 . . . sk) < k,
entonces existen i ≠ j tales que

s1s2 . . . sk = s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sk

Demostración. Tomemos j mı́nimo tal que l′(s1 . . . sj) < j, es claro que j > 1, luego tenemos
l′(s1 . . . sj−1) = j − 1 y por la proposición 3 tenemos s1 . . . sj−1(aj) ∈ ϕ

−, por la proposición anterior
existe i tal que s1 . . . sj−1 = s1 . . . ŝi . . . sj , lo que nos da la igualdad del enunciado.

Proposición 6. Las longitudes l y l′ coinciden

Demostración. Empecemos viendo l′(w) ≤ l(w). Veámoslo por inducción en l(w) , el caso base es por
la proposición 3. Supongamos ahora l(w) > 0, entonces escribamos w = sw′ con l(w′) = l(w) − 1, luego
por inducción tenemos l′(w) ≤ l′(w′) + 1 ≤ l(w′) + 1 = l(w).
Probemos la otra desigualdad por el absurdo. Supongamos que tenemos w = s1s2 . . . sk tal que l(w) = k
y l′(w) < k, luego por la proposición anterior la descomposición de w no seŕıa irreducible, lo cual es
una contradicción.

Observación 1. Se puede ver en [6, Proposición 20.8] queW está generado por las reflexiones simples.
Por la proposición anterior tenemos que w(ϕ+) = ϕ+ si y solo si l(w) = 0, o sea si w = 1. Lo que nos
dice que un elemento de W queda determinado por como está definido en ϕ+, en especial como ϕ es
finito esto implica que W también lo es.

Teorema 7 (Matsumoto,1.2.2,[5]). Llamemos S al conjunto de simetŕıas simples, M un monoide y
f ∶ S →M una función tal que

Prod (f(s), f(t),mst) = Prod (f(t), f(s),mst)

si mst es el orden de st en el grupo de Weyl. En este caso existe un único mapa F ∶W →M tal que

F (ww′) = F (w)F (w′) si l(ww′) = l(w) + l(w′)

Teorema 8. Sea W el grupo de Weyl de un sistema ϕ, S el conjunto de reflexiones simples, entonces
(W,I) es un sistema de Coxeter, lo que quiere decir que W tiene una presentación:

W = ⟨s ∈ S ∣ s2 = 1, (st)mst⟩

donde mst es el orden de st en W .

Demostración. Sea G un grupo definido con esta presentación. Como W satisface las relaciones que
definen G entonces existe un morfismo η ∶ G → W que manda generadores en generadores y por lo
tanto es sobreyectivo. Por otro lado tomemos la función f ∶ S → G que manda s en si mismo, esta
función satisface las hipótesis de Matsumoto, luego existe una función F ∶W → G tal que

F (ww′) = F (w)F (w′) si l(ww′) = l(w) + l(w′)

9



Veamos que F es un morfismo, es suficiente con ver F (sw) = F (s)F (w) con s ∈ S, si l(sw) > l(w)
vale por construcción de F . Si l(sw) < l(w) entonces tenemos l(s ⋅ sw) = l(sw) + l(s) por lo
que F (w) = F (s)F (sw) y también F (s)F (w) = F (sw). Además sabemos que F es un morfismo
sobreyectivo porque manda generadores en generadores.
El cardinal de W es finito por 1, como η es sobreyectivo tenemos ∣G∣ ≥ ∣W ∣ y como F también lo es se
tiene ∣W ∣ ≥ ∣G∣, por lo que ∣G∣ = ∣W ∣ y ambos morfismos son isomorfismos.

1.1.2. Grupos de Weyl tipos A,B,C,D y diagramas de Dynkin

Ahora queremos ver como es el grupo de Weyl en cada uno de los tipos y como son las relaciones en
su presentación como grupo de Coxeter.

Tipo A

Tomemos p0 = (1,2, . . . n), con esta elección tenemos que las ráıces positivas son las de la forma
ej − ei, j > i. Es fácil notar que las ráıces simples son

a1 = e2 − e1, a2 = e3 − e2, . . . an−1 = en − en−1.

Notemos que las reflexiones simples que les corresponden a estas ráıces son las transposiciones
s1, s2, . . . sn−1 respectivamente, por lo que el grupo de Weyl en tipo A es el generado por estas, el
cual es Sn. Además tenemos las relaciones:

sisj = sjsi si ∣i − j∣ > 1, sisi+1si = si+1sisi+1, s2i = 1. (1.2)

Luego por el teorema 8 tendremos que Sn tiene una presentación con generadores s1, s2, . . . sn−1 y estas
relaciones.

Tipo B

Volvamos a considerar p0 = (1,2, . . . n), las ráıces positivas son

ϕ+ = {ej ± ei, j > i} ∪ {ei}.

Es fácil notar que las ráıces simples son:

a0 = e1, a1 = e2 − e1, a2 = e3 − e2, . . . an−1 = en − en−1.

Las reflexiones simples que les corresponden a ei+1 − ei son si al igual que antes, mientras que la
reflexión correspondiente a e1 la llamamos t y está representada por la matriz Diag(−1,1,1, . . .1).
Llamemos ti a la matriz diagonal que tiene un −1 en la entada i + 1 y 1 en las restantes, notemos
que t = t0, y llamemos Wn ⊂ GLn(R) al subgrupo de matrices que tienen exactamente una entrada no
nula en cada fila y cada columna siendo esas entradas ±1. Veamos que el grupo de Weyl en tipo B es
Wn. Llamemos Nn al subgrupo de matrices diagonales y Sn al subgrupo de matrices de permutación.
Notemos que Nn es normal en Wn y tiene cardinal 2n y además Nn ∩ Sn = {1}. Como el cardinal de
Wn es 2nn! entonces se tiene que Wn = Nn ⋊ Sn.
Observemos que los elementos ti son conjugados, ya que ti = siti−1si, en particular t1, t2, . . . tn−1
pertenecen al subgrupo generado por los elementos t, s1, . . . , sn−1. Luego como Sn está generado por
s1, s2, . . . sn−1 y Nn por t0, t1, . . . tn−1 entonces Wn está generado por las reflexiones simples, lo que
implica que es el grupo de Weyl en tipo B.

Además tenemos las relaciones:

s1ts1t = s1ts1t, tsi = sit si i ≠ 1, sisj = sjsi si ∣i − j∣ > 1, sisi+1si = si+1sisi+1. (1.3)
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Luego por el teorema 8 tendremos que Wn tiene una presentación con generadores t, s1, . . . sn−1 y estas
relaciones, agregando las cuadráticas.

Tipo C

Tomamos nuevamente p0 = (1,2, . . . n), las ráıces positivas son:

ϕ+ = {ej ± ei, j > i} ∪ {2ei}.

Es fácil notar que las ráıces simples son:

a0 = 2e1, a1 = e2 − e1, a2 = e3 − e2, . . . an−1 = en − en−1.

Como la reflexión simple con respecto a 2e1 es la misma que la correspondiente a e1 entonces las
simetŕıas simples son las mismas que en tipo B, y por lo tanto también lo será el grupo de Weyl.

Tipo D

Empecemos definiendo un subgrupo W ′
n ⊂Wn. Viendo como son las relaciones que definen Wn vemos

que existe un morfismo ϵ ∶Wn → {±1} tal que ϵ(t) = −1 y ϵ(si) = 1 para todo i, definimos W ′
n como el

núcleo de ϵ. Luego W ′
n es un subgrupo normal de ı́ndice 2, y un elemento w ∈Wn pertenece a W ′

n si y
solo si contiene una cantidad par de −1. Definamos

N ′n = Nn ∩W
′
n y u = ts1t,

y llamemos ui a la matriz diagonal que tiene un −1 en las posiciones 1, i+1 y 1 en los restantes lugares.
Tenemos que

u1 = us1, ui = siui−1si.

Tenemos que N ′n es un subgrupo de ı́ndice 2 de Nn y nuevamente se tiene un producto semidirecto
W ′
n = N

′
n ⋊ Sn. El subgrupo N ′n está generado por u1, u2, . . . un−1, por lo que W ′

n está generado por
{u, s1, s2, . . . sn−1}. Volvemos a elegir p0 = (1,2, . . . n) y las ráıces positivas son:

ϕ+ = {ej ± ei ∶ i < j}.

Las ráıces simples son:
a′0 = e1 + e2, a

′
1 = e2 − e1, . . . , a

′
n−1 = en − en−1.

Y las simetŕıas simples correspondientes son {u, s1, s2, . . . sn−1}, por lo que W ′
n es el grupo de Weyl.

Además tenemos las relaciones

us1 = ts1ts1 = s1ts1t = s1u, us2u = s2us2, usi = siu si i > 2, sisj = sjsi si ∣i − j∣ > 1, sisi+1si = si+1sisi+1,

luego usando el teorema 8 tenemos que W ′
n tiene una presentación dada por generadores u, s1, . . . sn−1

y estas relaciones, además de las cuadráticas.

Diagramas de Dynkin

Para cada uno de los sistemas de ráıces A,B,C,D podemos considerar el Diagrama de Dynkin. Notemos
que en cada uno de los tipos si s, t son simetŕıas simples distintas entonces el orden de st es 2,3 o 4.
Luego podemos definir el diagrama de Dynkin como un grafo cuyos vértices representan las simetŕıas
simples, dos vértices de simetŕıas s, t están unidos con una arista simple si el orden de st es 3 y unidos
con una arista doble si el orden de st es 4.
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Dn=

An=

Bn=

Cn=

El diagrama de Dynkin nos describe exactamente las relaciones que determinan los grupos de Weyl.
En general vamos a denotar con ϕ o R a un sistema de ráıces. Definimos ahora algunos subconjuntos
especiales de un sistema de ráıces y un algoritmo para encontrarlos.

Definición 9 (Conjuntos cerrados). Decimos que ∆ ⊂ R un subconjunto de las ráıces es cerrado
si cumple que cada vez que a, b ∈ ∆ con a + b ∈ R se tiene que a + b ∈ ∆. Una definición equivalente es
que si a, b ∈∆ con ia + jb ∈ R, i, j > 0 entonces ia + bj ∈∆.
Decimos que un subconjunto I ⊂ ∆ es un ideal en ∆ si cada vez que a ∈ I, b ∈ ∆ y a + b ∈ ∆ se tiene
a + b ∈ I.

Definición 10 (Subsistemas de ráıces). Decimos que ϕ ⊂ R es un subsistema de ráıces si
Zϕ∩R = ϕ, en particular notemos que es un sistema de ráıces. Una definición equivalente de subsistema
de ráıces es que sea cerrado y que además a ∈ ϕ si y solo śı −a ∈ ϕ. Tenemos por [5, § 1.3.1] que todo
sistema de ráıces se descompone como una unión disjunta de subsistemas irreducibles ortogonales dos
a dos.

Definición 11 (Diagrama de Dynkin extendido). En cualquier sistema de ráıces se les puede dar
a las ráıces un orden parcial donde λ ≥ µ si

λ − µ =∑
i

kiai,

donde las ai son ráıces simples y los ki positivos. Hay una única ráız máxima con respecto a este orden
y llamemos a0 esta ráız. Le adjuntamos −a0 al diagrama de Dynkin formado por las ráıces simples y
trazamos aristas entre −a0 y las ráıces simples dependiendo del orden de las simetŕıas en el grupo de
Weyl, como lo haćıamos en el diagrama de Dynkin. Tenemos a0 = en − e1, en + en−1,2en, en + en−1 en
los tipos A,B,C,D respectivamente. Mostramos como son los diagramas extendidos en cada tipo:

An

Bn

Cn

Dn

En caso de que el sistema de ráıces no sea irreducible hacemos lo mismo en cada componente conexa.
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Algoritmo 1 (Borel–Siebenthal). Presentamos un algoritmo que determina todos los subsistemas
de ráıces salvo por conjugación del grupo de Weyl. Describimos los pasos del algoritmo:

1 Se forma el digrama de Dynkin extendido D̄

2 Se toma un subconjunto de vértices que contiene al menos un vértice de cada componente conexa
de D̄. Sea ψ el subsistema generado por las ráıces de D̄ que no están en S.

3 Finalizar o repetir el procedimiento con R = ψ.

Observación 2. Con esto obtenemos algunos subsistemas de ráıces como por ejemplo en tipo C un
subsistema que tiene dos componentes de tipo C y las restantes de tipo A, o lo mismo en tipo D.
En tipo B podemos obtener un subsistema que tiene una componente de tipo D, una de tipo B y las
restantes de tipo A. Estos se obtienen al finalizar el algoritmo en el paso 3. También notemos que si
∆ ⊂ R es un subconjunto de ráıces simples entonces al sacar estas ráıces obtenemos un subsistema de
ráıces, el cual denotamos R∆ y los llamamos subsistemas parabólicos.

Lema 1. Si R∆ es un subsistema parabólico entonces R+ ∪R∆ es un conjunto cerrado.

Demostración. No es dif́ıcil corroborar esta afirmación en cada uno de los tipos usando la descripción
de las ráıces.

Lema 2. Todo conjunto cerrado ∆ es unión disjunta de su parte simétrica ∆r
= {a ∈∆ ∶ −a ∈∆} y

su parte especial ∆u
= {a ∈∆ ∶ −a ∉∆}. Se tiene que ∆r es un subsistema y ∆u es un ideal en ∆. En

particular ∆u es cerrado.

Demostración. Empecemos probando lo primero. Si a ∈ ∆r es claro que −a ∈ ∆r. Supongamos ahora
que a, b ∈ ∆r y a + b ∈ R, en este caso también tenemos −a,−b ∈ ∆ y −a − b ∈ R y como ∆ es cerrado
sabemos que a + b,−a − b ∈∆. Luego se obtiene a + b ∈∆r y ∆r es un subsistema.
Veamos ahora lo segundo. Sea a ∈ ∆u, b ∈ ∆ con a + b ∈ ∆, hay que ver que −a − b ∉ ∆. Supongamos lo
contrario, en ese caso −a − b, b ∈∆ por lo que −a = −a − b + b ∈∆, lo cual es absurdo porque a ∈∆u.
Veamos que ∆u es cerrado, supongamos a, b ∈ ∆u, a + b ∈ R, como ∆ es cerrado se tiene a + b ∈ ∆ y
como ∆u es un ideal en ∆ se tiene a + b ∈∆u.

1.1.3. Elemento de longitud máxima

Como W es finito entonces existe algún elemento w0 cuya longitud es máxima, vamos a ver que w2
0 = 1

y hallar este elemento de longitud máxima en cada tipo.

Proposición 12. El elemento w0 es el único con la propiedad de tener longitud máxima y l(w0) = ∣ϕ
+
∣.

Además w0 queda determinado por la propiedad l(w0s) < l(w0) para toda reflexión simple s y además
cumple w2

0 = 1.

Demostración. Como w0 tiene longitud máxima sabemos que para toda reflexión simple sa se cumple
l(w0sa) < l(w0), luego por 3 sabemos que w0(a) ∈ ϕ

− por lo que w0 env́ıa todas las ráıces simples a ϕ−

y por lo tanto todas las ráıces positivas. Como w0 env́ıa todas las ráıces positivas en ráıces negativas
se tiene l(w0) = ∣ϕ

+
∣.

Si w′ fuese otro elemento tal que l(w′) = ∣ϕ+∣ entonces también enviaŕıa todas las ráıces positivas en
ráıces negaivas, luego w−10 w′ env́ıa ráıces positivas en ráıces positivas y por 1 tenemos w′ = w0.
Como w−10 manda las ráıces positivas en ráıces negativas y el elemento maximal es único tenemos
w−10 = w0 por lo que w2

0 = 1.

Lema 3. Si w ∈ W se tiene l(ww0) = l(w0) − l(w), además la conjugación por w0 define un
automorfismo que preserva S.
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Demostración. Para ver la primera afirmación alcanza con ver que existen s1, s2, . . . sk ∈ S tales que
w0 = (sk . . . s1)w y l(w0) − l(w) = k, en ese caso tendŕıamos ww0 = (s1 . . . sk)

−1w0w0 = (sk . . . s1), por
lo que valdŕıa la propiedad.
Veamos como construir la secuencia. Si l(w) < l(w0) sabemos por la proposición 12 que existe s1 ∈ S
tal que l(w) < l(s1w), si l(s1w) < l(w0) volvemos a aplicar la proposición 12 y tenemos un s2 tal que
l(s2s1w) > l(s1w). Repitiendo este proceso llegamos a la situación de que l(sk . . . s1w) = l(w0) y por
la unicidad de w0 tendremos sk . . . s1w = w0. Si s es una simetŕıa simple, aplicando el resultado recién
demostrado tenemos

l(w0sw0) = l(w0) − l(sw0) = l(w0) − (l(w0) − l(s)) = 1,

lo que demuestra w0sw0 ∈ S.

Elemento de longitud máxima en cada tipo

A) Consideremos la matriz antidiagonal, la que tiene 1 en la antidiagonal y 0 en las restantes posiciones,
notemos que la antidiagonal env́ıa ej − ei en en+1−j − en+1−i por lo que env́ıa las ráıces positivas
en ráıces negativas, lo que implica que es el elemento de longitud máxima w0. Además por la
proposición 12 sabemos

l(w0) = ∣ϕ
+
∣ = (

n

2
)

y podemos expresar a w0 como

w0 = s1(s2s1) . . . (sn−1 . . . s1).

Como en esta expresión hay (
n

2
) transposiciones entonces es una descomposición irreducible de w0.

B) Para los tipos B,C es lo mismo ya que tienen mismo grupo de Weyl. El elemento − Id env́ıa las ráıces
positivas en ráıces negativas, por lo que es el elemento de longitud máxima, y l(w0) = ∣ϕ

+
∣ = n2.

Notemos que
− Id = t t1t2 . . . tn−1 y ti = sisi−1 . . . s1ts1 . . . si,

por lo que tenemos una descomposición:

w0 = t(s1ts1) . . . (sn−1sn−2 . . . s1ts1 . . . sn−1).

Como en esta expresión tenemos n2 reflexiones simples entonces es la descomposición irreducible
de w0.

D) Si n es par entonces − Id ∈ W ′
n y como env́ıa ráıces positivas en negativas entonces w0 = − Id,

tenemos l(w0) = ∣ϕ
+
∣ = n2 − n. Sabemos que − Id = u1u2 . . . un−1 y ui = siui−1si,u1 = us1, por lo que

tenemos una descomposición:

− Id = (us1)(s2us1s2) . . . (sn−1 . . . s2us1s2 . . . sn−1).

Como en esta expresión tenemos n2 −n términos entonces es la descomposición irreducible de − Id.
Si n es impar podemos considerar el elemento Diag(1,−1,−1, . . . ,−1) ∈ W ′

n, por la descripción de
las ráıces es fácil ver que env́ıa ráıces positivas en negativas, por lo que es el elemento de longitud
máxima w0. Al igual que en el caso par l(w0) = n

2
− n, y nuevamente tenemos la descomposición

irreducible de w0

w0 = (us1)(s2us1s2) . . . (sn−1 . . . s2us1s2 . . . sn−1),

porque w0 = u1u2 . . . un−1.
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1.1.4. Monoide de trenzas

Definimos el monoide de trenzas B+ = B+(W,S) asociado a un grupo de Coxeter (W,S) por:

generadores: s ∈ S

relaciones: Prod(s, t,mst) = Prod(t, s,mst) si mst es el orden de st.

Observación 3. Por el teorema de Matsumoto,7, existe un único mapa r ∶W → B+ tal que

r(s1s2 . . . sk) = r(s1)r(s2) . . . r(sk)

si s1s2 . . . sk es una expresión reducida, además se cumple que r(w1w2) = r(w1)r(w2) si
l(w1w2) = l(w1) + l(w2). Denotemos

B+red = {r(w) ∣ w ∈W}.

Notemos que podemos expresar cada g ∈ B+ como g = g1g2 . . . gn con gi ∈ B
+
red, por lo que B+red genera

B+.

Definición 13. Sea w0 el elemento de longitud máxima, definamos

∆ = r(w0) ∈ B
+
red,

que es llamado el elemento fundamental en B+ y que cumple la siguiente propiedad:

Lema 4. Tenemos r(w)∆ =∆r(w̄) para w ∈W , donde con w̄ nos referimos a la conjugación por w0.
En particular el elemento ∆2 es central en B+.

Demostración. Para probar la primera afirmación es suficiente con ver

r(s)∆ =∆r(s̄)

para s una simetŕıa simple. Sabemos que l(w0) = l(sw0)+ 1, por lo que ∆ = r(s)r(sw0). Por otro lado
tenemos sw0 = w0s̄ y haciendo un razonamiento similar tenemos ∆ = r(sw0)r(s̄). Luego se tiene:

r(s)∆ = r(s)r(sw0)r(s̄) =∆r(s̄).

Por 12 sabemos que w ↦ w̄ tiene orden 2, luego se tiene

∆2r(w) =∆r(w̄)∆ = r( ¯̄w)∆2
= r(w)∆2,

por lo tanto ∆2 conmuta con los elementos de B+red, pero estos generan B+ por lo que ∆2 es central
en B+.

1.2. Álgebras de Iwahori–Hecke

En esta sección vamos a introducir el álgebra de Iwaori–Hecke de un grupo de CoxeterW , seguimos las
definiciones y propiedades de [7, Caṕıtulo 7]. El propósito del álgebra de Iwaori–Hecke es que sea una
deformación de otras dos álgebras, digamos H1,H2. Si nos encontramos en las hipótesis del teorema de
deformación de Tits podremos afirmar que hay una biyección entre las representaciones irreducibles de
H1 y las de H2, para eso vamos a introducir también los conceptos de especializaciones y el teorema
de Deformación de Tits.
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1.2.1. Definiciones y propiedades

Fijemos (W,S) un sistema de Coxeter y A un anillo conmutativo con unidad y llamemos A [B+] al
álgebra de monoide correspondiente a B+.

Definición 14. Sean {as, bs ∣ s ∈ S} ⊂ A y sea J ⊂ A [B+] el ideal bilátero generado por los elementos
de la forma:

s2 − as − bss,

donde B+ es el monoide de trenzas. Definimos

H =HA(W,S,{as, bs}) = A [B
+
] /J ,

que se llama el álgebra de Iwahori–Hecke de (W,S) sobre el anillo A con parámetros (as, bs). Para
cada s ∈ S la imagen de s en H se denota Ts.

Observación 4. Notemos que si los as son 1 y los bs son 0 entonces H es isomorfa al álgebra de grupo
A [W ].

Lema 5. Sea H =HA(W,S, (as, bs)) un álgebra de Iwahori–Hecke sobre A. Se tiene

a. Para cada w ∈ W hay un elemento bien definido Tw ∈ H tal que Tw = Ts1Ts2 . . . Tsk si
w = s1s2 . . . sk es una expresión reducida.

b. Para s ∈ S,w ∈W tenemos

TsTw =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Tsw si l(sw) > l(w),

asTsw + bsTw si l(sw) < l(w).

c. Como A módulo H está generado por {Tw ∶ w ∈W}.

Demostración. Si llamamos M al monoide que generan los Ts con s ∈ S tenemos que el mapa
S → M, s ↦ Ts satisface las hipótesis de Matsumoto, lo cual prueba a. Si w = s1s2 . . . sk es una
expresión reducida y l(sw) > l(w) entonces la expresión ss1s2 . . . sk también lo es, luego

Tsw = Tss1s2...sk = TsTs1Ts2 . . . Tsk = TsTw.

Si l(sw) = l(w)−1 entonces w tiene una expresión reducida de la forma w = ss1s2 . . . sk, luego tenemos

TsTw =T
2
s Ts1 . . . Tsk = (as + bsTs)Ts1 . . . Tsk

=asTs1 . . . Tsk + bsTsTs1 . . . Tsk
=asTsw + bsTw.

Definamos H ′ como el A submódulo generado por los Tw, por el punto b tenemos que es invariante a
izquierda y derecha por la multiplicación de los Ts, por lo que es un ideal. Como además contiene a
los Ts entonces H ′ =H, lo cual prueba c.

Este lema se puede generalizar con lo que dice el siguiente teorema.

Teorema 15. [5, pág. 4.4.6] Sea H = HA (W,S, (as, bs)) el álgebra de Iwaori–Hecke sobre un anillo
conmutativo A. Si se cumple que as = at cada vez que las simetŕıas simples s, t son conjugadas en W
entonces H es libre como A módulo y los elementos {Tw}w∈W forman una A base de H.
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A partir de ahora tendremos H una A álgebra finitamente generada y libre sobre A y K un cuerpo
que contiene a A. Llamemos KH =H ⊗AK al álgebra que se obtiene al extender escalares de A a K.

Definición 16. Definimos R+0(KH) como el conjunto formado por las clases de isomorfismo de
KH módulos. O sea si V es un KH módulo consideramos [V ] ∈ R+0(KH), donde la clase es salvo
isomorfismo, y le damos estructura de grupo abeliano con la relación [V ] = [V ′]+ [V ′′] si V = V ′ ⊗V ′′

como KH módulos.
También denotemos Maps (H,K [x]) a laK álgebra de mapas deH aK [x] con multiplicación puntual.
Definimos un mapa

pK ∶ R
+
0(KH)→Maps (H,K [x])

que env́ıa un KH módulo V al elemento pk(V ) ∈Maps (H,K [x]), el cual evaluado en h ∈H nos da el
polinomio caracteŕıstico de pV (h), donde pV es la representación proporcionada por V .

Lema 6. Sea K ⊂K ′, se tiene un mapa canónico dK
′

K ∶ R
+
0(KH)→ R+0(KH

′
) dado por V ↦ V ⊗K ′ y

un diagrama conmutativo

R+0(KH) Maps (H,K [X])

R+0(K
′H) Maps (H,K ′ [X])

pk

dK
′

K tK
′

K

pk′

donde tK
′

K es la inclusión canónica. Si KH es split entonces dK
′

K es un isomorfismo que preserva clases
de módulos simples.

Demostración. La conmutatividad del diagrama se sigue del hecho de que al tensorizar con K ′ el
polinomio minimal de h no se modifica.
Ahora supongamos que KH es split, como K ⊂ K ′ entonces K ′H también es split. Como KH es
split entonces cada K ′H módulo se obtiene de un KH módulo al tensorizar con K ′ lo que prueba la
sobreyectividad. Por otro lado usando que

HomK′H(K
′V1,K

′V2) ≅ HomKH(V1, V2)⊗K
′

tenemos que si V1, V2 son simples no isomorfos entonces K ′V1,K
′V2 tampoco lo son. Esto prueba la

inyectividad.

Definición 17 (Anillos de valuación). Un subanillo O ⊂K es un anillo de valuación si para cada
x ≠ 0 ∈ K tenemos x ∈ O o x−1 ∈ O. Los anillos de valuación son anillos locales, o sea con un único
ideal maximal J(O). Algunas propiedades que cumple son:

a. Si I ⊂ A es un ideal primo entonces existe un anillo de valuación O tal que I = A ∩ J(O).

b. Todo módulo finitamente generado y libre de torsión sobre O es libre.

c. La intersección de todos los anillos de valuación que contienen a A es la clausura integral de A.

Lema 7. Sea O ⊂K un anillo de valuación, luego todo KH módulo se realiza sobre O.

Demostración. Sea V un KH módulo, sea (v1, v2, . . . vn) una K base de V y B una A base de H. Sea
V̄ el O submódulo de V generado por el conjunto finito {bvi ∶ b ∈ B}. Luego V̄ es un OH submódulo
finitamente generado, y como O está contenido en K, que es un cuerpo, es libre de torsión. Luego por
el lema 17 tenemos que V̄ es un OH lattice tal que V̄ ⊗K ≅ V . Podemos tomar una O base de V̄ , que
será una K base de V ya que K es el anillo de fracciones de O. En esta base tenemos p(h) ∈Mn(O)

para todo h ∈H, por lo que la representación se realiza sobre O.
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Proposición 18. Sea V un KH módulo y A∗ la clausura integral de A, tenemos que
pK(V )(h) ∈ A

∗
[x], por lo que el mapa pK se puede definir como un mapa

pK ∶ R
+
0(KH)→Maps (H,A∗ [x])

Demostración. Por el lema anterior podemos tomar una base de V tal que p(h) ∈ Mn(O) para todo
h ∈ H, lo cual implica que pK(V )(h) ∈ O [x] para todo h, como esto vale para todos los anillos de
valuación y su intersección es A∗ por el lema 17 tenemos el resultado.

1.2.2. Especializaciones y teorema de deformación de Tits

Empecemos planteando la situación que tendremos en los mapas de descomposición y el teorema de
deformación de Tits: sea H una A álgebra libre con A ⊂ K donde K es un cuerpo tal que A es
integralmente cerrado en K. Sea θ ∶ A → L un morfismo a un cuerpo L de modo que L es el anillo
de fracciones de θ(A). Además sea O ⊂ K un anillo de valuación tal que A ⊂ O y J(O) ∩A = Ker(θ)
(donde J(O) es su único ideal maximal) el cual existe porque Ker(θ) es un ideal primo de A usando
el lema 17. Tenemos un diagrama conmutativo:

A O K

L k

⊂

θ

⊂

π

⊂

donde k = O/J(O) y π es el mapa cociente.

Si restringimos π a A el núcleo es J(O) ∩ A = Ker(θ), como L es el anillo de fracciones de θ(A)
entonces podemos ver a L como un subcuerpo de k usando

Im(θ) ≅ A/Ker θ = A/J (O) ∩A = A/Ker(π∣A) ≅ Im(π∣A).

Teorema 19 (Existencia de mapas de descomposición).

a. Bajo las condiciones anteriores y siendo LH split, existe un mapa dθ ∶ R
+
0 (KH)→ R+0 (LH) que

cumple dθ ([KV̄ ]) = [kV̄ ] donde V̄ es un OH lattice y [kV̄ ] es pensado como un elemento de
R+0(LH) ya que L ⊂ k y LH es split.

b. Además se tiene un diagrama conmutativo

R+0(KH) Maps(H,A [X])

R+0(LH) Maps(H,L [X])

pK

dθ tθ

pL

Demostración. Sea V̄ un OH lattice, usando que especializar conmuta con tomar polinomio
caracteŕıstico se puede ver la siguiente relación:

pL(kV̄ ) = tθ ○ pK(KV̄ ). (1.4)

También sabemos por el lema 7 que todo KH módulo es de la forma KV̄ con V̄ un OH módulo. Luego
si KV̄ es un KH módulo podemos definir

dθ(V ) = dθ(V̄ ⊗O K) = kV̄ = V̄ ⊗O k,

18



si V̄ es el O módulo que realiza a V . Este mapa está definido sobre todo R+0(KH) por 7, cumple a por
la forma en que está construido y cumple b por la ecuación (1.4). Solo quedaŕıa ver que dθ está bien
definido. Hay ver que si V̄ , V̄ ′ son dos OH lattices tales que KV̄ = KV̄ ′ entonces LV̄ = LV̄ ′. Como
KV̄ =KV̄ ′ entonces tenemos

pK(KV̄ )(h) = pK(KV̄
′
)(h)

para todo h ∈ H, luego usando la ecuación (1.4) tenemos: pL(LV̄ )(h) = pL(LV̄
′
)(h). Pero al ser LH

split eso implica que LV̄ = LV̄ ′, que era lo que queŕıamos ver.

Observación 5. Si λ ∶H → A es un mapa A lineal entonces definamos un mapa L lineal

λL ∶ LH → L , h⊗ 1↦ θ(λ(h)).

Sea V es un KH módulo, por la proposición 18 el caracter χV se restringe a una función χV ∶H → A.
Sabemos que χV (h) aparece como el coeficiente n − 1 del polinomio caracteŕıstico pV (h), luego por
la conmutatividad del diagrama anterior se tiene que χLV es el caracter de dθ(V ). En otras palabras
tenemos

dθ (V ) (h⊗ 1) = θ(χV (h)).

En particular dθ(1) = χV (1), por lo que dθ preserva la dimensión.

El siguiente teorema nos da condiciones para que el mapa dθ sea una biyección.

Teorema 20 (Teorema de deformación de Tits). Supongamos que tenemos las mismas hipótesis
del teorema anterior pero además que KH es split y LH es semisiple, en ese caso se tiene que KH
también es semisimple y dθ es un isomorfismo que preserva los módulos simples.

Demostración. Sea V un KH módulo simple, se tiene una expresión

dθ(V ) =∑
V ′
dV,V ′V

′,

donde los V ′ son los LH módulos simples, por lo tanto tenemos

dimK V =∑
V ′

dV,V ′ dimL V
′

y obtenemos

(dimK V )
2
= (∑

V ′
dV,V ′ dimL V

′
)

2

≥∑
V ′

d2V,V ′(dimL V
′
)
2.

Ahora sumemos todas estas desigualdades sobre todos los KH módulos simples. Como KH es split y
KH/ rad(KH) es semisimple entonces usando el teorema de Wedderburn tenemos que el lado izquierdo
es igual a dimK(KH/ rad(KH)). Mientras que el lado derecho es igual a

∑
V

∑
V ′
d2V V ′(dimL V

′
)
2
=∑
V ′
(∑
V

d2V,V ′)(dimL V
′
)
2.

Por como definimos dθ tenemos que dθ es sobreyectiva, por lo que para cada V ′ existe algún V tal que
dV,V ′ ≠ 0, por lo cual

∑
V

d2V,V ′ ≥ 1.

Usando esto llegamos a

dimK(KH/ rad(KH)) =∑
V

(dimK V )
2
=∑
V ′
(∑
V

d2V,V ′)(dimL V
′
)
2
≥∑
V ′
(dimL V

′
)
2.
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Como LH es semisiple el último término es igual a dimLLH. Además sabemos que
dimKKH = dimLLH ya que H es libre como A módulo, entonces todas las desigualdades previas
tienen que ser igualdades y también debe ocurrir que rad(KH) = 0, lo cual implica que KH es
semisiple.
Para que se den las igualdades previas tiene que pasar que para cada LH módulo simple V ′ existe un
único KH simple V tal que dV,V ′ ≠ 0, lo cual nos dice que la matriz de dθ con respecto a los módulos
simples tiene exactamente un 1 en cada columna.
Cada fila tiene alguna entrada no nula también porque dθ(V ) ≠ 0 para cualquier V . Por lo tanto la
matriz dθ es una matriz de permutación, que es lo que queŕıamos ver.

Observación 6. Supongamos que tenemos un álgebra de Iwaori–Hecke HA (W,S, (as, bs)) y θ ∶ A→ B
un morfismo, luego podemos pensar a B como un A módulo y considerar la especialización HA ⊗B.
Por la definición del álgebra HA tenemos que el álgebra especializada HA ⊗B es isomorfa a

HB (W,S, (θ(as), θ(bs))) ,

con el isomorfismo
HA ⊗B →HB Tw ⊗ 1↦ T ′w.

Un escenario para argumentos sobre especialización

Sea W un grupo de Coxeter finito y tomemos el álgebra de Iwaori–Hecke con bs = as − 1. A partir
de ahora vamos a asumir que as = at cada vez que s, t son simetŕıas simples conjugadas para que el
álgebra de Iwaori–Hecke sea libre y podamos usar el teorema de deformación de Tits.
Sea A = C [a±1s ] y supongamos que tenemos un morfismo θ ∶ C[a±1s ] → C que env́ıa todos los as a q.

Sea K una extensión de Galois finita de C[a±1s ] y A
∗ la clausura integral de A en K, afirmamos que θ

tiene una extensión a A∗ la cual llamaremos θ∗.

Sea O un anillo de valuación tal que J(O)∩A = Ker(θ). Sea k el cuerpo residual de O y π la proyección
canónica, podemos ver a k como una extensión de C de modo que θ es la restricción de π a A. Sabemos
que A∗ ⊂ O y si x ∈ A∗ es integral sobre A esto implica que π(x) es algebraico sobre C, por lo tanto
tenemos π(A∗) ⊂ C y la restricción de π a A∗ es el mapa que buscamos. Como el álgebra especializada
Hq es split entonces por el teorema 19 tenemos un mapa de descomposición

dθ ∶ R
+
0KH → R+0Hq.

A nivel de caracteres se tiene que a un caracter χ de KH le asigna un caracter χq de Hq definido por:

χq ∶Hq → C, Tw ↦ θ∗(χ(Tw)).

Notemos que el mapa χ↦ χq depende de la elección del mapa θ∗ ∶ A∗ → C.

Lema 8. Sean {es}s∈S números naturales y {vs}s∈S ⊂ K, con K una extensión de Galois finita de
C[a±1s ], tales que vess = as. Luego la especialización θ∗ ∶ A∗ → C que env́ıa todos los as a 1 puede ser
elegida de modo que θ∗(vs) = 1 para todo s.

Demostración. Consideremos A′ = C [vs], como todos los vs son ı́ntegros sobre A entonces A′ ⊂ A∗,
luego podemos extender θ a θ′ ∶ A′ → C de forma que los vs vayan a 1. Después elegimos un anillo
de valuación O tal que J(O) ∩A′ = Ker(θ′) y haciendo el mismo argumento que arriba pero con este
anillo de valuación obtenemos el morfismo deseado.

Teorema 21. Sea (W,S) un grupo de Coxeter finito y H la correspondiente álgebra de Iwaori–Hecke
que cumple que as = at si s, t son conjugados. Luego existe una extensión de Galois finita K ⊃ C[a±1s ]
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tal que KH es split semisimple. Además si 0 ≠ q ∈ C es tal que Hq es semisimple entonces se tiene una
biyección

Irr(KH)→ Irr(Hq), χ↦ χq,

lo cual por ejemplo vale para q = 1

Demostración. Empecemos tomando K ⊃ C[a±1s ] una extensión de Galois finita tal que KH es split,
lo cual siempre se puede hacer, ver por ejemplo [8, Proposición 7.5]. Como Hq es semisimple, split
y usando el teorema 15 estamos en las condiciones de Tits, el cual nos da la biyección deseada. En
especial vale para q = 1 ya que H1 = C [W ] que es semisimple.

Observación 7. Gracias a este teorema tenemos una biyección entre los caracteres de C [W ] y KH
para algún K suficientemente grande. Si para algún q se tiene que Hq es semisiple entonces tendremos
una biyección entre Irr(Hq) y Irr(W ). Como esta biyección preserva las dimensiones entonces por el
teorema de Wedderburn son isomorfas como C álgebras.

Ejemplo 1. Consideremos las álgebras C [D4] y C [Q8] donde Q8 es el grupo de cuaterniones. Queremos
ver que existe un álgebra que se deforma en estas dos mediante dos especializaciones distintas.
Llamemos ω al C [u] módulo libre en Tr, Ts cocientado por las relaciones:

a. T 2
s = u + (1 − u)T

2
r .

b. T 4
r = 1.

c. TrTsTr = Ts.

Notemos también que C [D4] se puede presentar como la C álgebra libre en Tr, Ts cocientada por las
relaciones:

a. T 2
s = 1.

b. T 4
r = 1.

c. TrTsTr = Ts.

Y C [Q8] es la C álgebra libre en Tr, Ts cocientada por las relaciones:

a. T 2
s = T

2
r .

b. T 4
r = 1.

c. TrTsTr = Ts.

Consideremos AC = C[u] y sea K una extensión de Galois finita tal que Kω es split. Tomemos el
morfismo θ1 ∶ AC → C tal que u ↦ 1, por lo visto en 1.2.2 sabemos que se extiende a un morfismo
θ1 ∶ (AC)

∗
→ C. Como Kω es split y C [D4] es split y semisimple entonces nos encontramos en las

hipótesis del teorema de deformación de Tits que nos da una biyección entre los caracteres de C [D4]

y los de Kω.

Por otro lado si hacemos un razonamiento análogo con el morfismo θ2 ∶ AC → C tal que u↦ 0 notando
que las relaciones de ω se convierten en las de C [Q8] obtenemos una biyección entre los caracteres de
Kω y los de C [Q8], por lo que los caracteres de C [Q8] y los de C [D4] están en biyección.

Kω

C [D4] C [Q8]

d1θ d2θ
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Ahora encontremos expĺıcitamente las representaciones de Kω. Sabemos que hay una biyección entre
los caracteres de Kω y los de C[D4] que además preserva la dimensión. Llamemos n1, n2 . . . nk a las
dimensiones de las representaciones simples de C[D4], por el teorema de Artin–Wedderburn sabemos
que n21+n

2
2+ . . .+n

2
k = 8, ya que 8 es el cardinal del grupo. Luego hay 3 posibilidades para estos valores:

n1 = n2 = . . . n8 = 1, en este caso tendŕıamos que C [D4] tendŕıa 8 clases de conjugación, lo que
implicaŕıa que es abeliano, lo cual es falso.

n1 = n2 = 2, no es posible este caso ya que la representación trivial es de grado 1.

la única posibilidad restante es n1 = n2 = n3 = n4 = 1, n5 = 2.

Empezemos encontrando las representaciones de grado 1, para esto necesitamos números complejos
a, b que cumplan a4 = 1, b2 = u + (1 − u)a2, aba = b. Estas ecuaciones nos dan los posibles valores de
a = ±1, b = ±1, y son las 4 representaciones de grado 1. Para hallar la representación irreducible de
grado 2 hay que encontrar dos matrices

A,B ∈M2(K)

tales que

A4
= Id, B2

= u + (1 − u)A2 y ABA = B,

y que no tengan ningún autovector en común (eso nos diŕıa que la representación es irreducible).
LLamemos A′ = A2, luego tendŕıamos

(A′)2 = Id, B2
= u + (1 − u)A′, A′BA′ = B.

Como las matrices A′ y B conmutan entonces existe una base en la que se diagonalizan mutuamente,
luego aplicando un cambio de base podemos suponer que A′ y B son diagonales. Como

(A′)2 = Id, B2
= u + (1 − u)A′

y son diagonales entonces podemos encontrar todos los pares de matrices A′,B que cumplen esto. Se
ve fácilmente que las siguientes matrices cumplen las condiciones:

A =
⎛

⎝

0 1

−1 0

⎞

⎠
B =
⎛

⎝

√
2u − 1 0

0 −
√
2u − 1

⎞

⎠
.

Luego es una representación de grado 2. Los autovectores de B son los vectores canónicos y los de

A son
⎛
⎜⎜⎜
⎝

i
1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
y
⎛
⎜⎜⎜
⎝

−i
1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
. Como no tienen autovectores en común esta representación es irreducible. Notemos

también que C (
√
2u − 1) es un cuerpo de descomposición.

Ejemplo 2. Mostremos ahora un ejemplo donde no funciona el teorema de Deformación de Tits,
consideremos las álgebras de grupo C[Z/6Z] y C[D3]. Tenemos que C[Z/6Z] puede presentarse como
la C álgebra libre en Tr, Ts cocientada por las relaciones

a. T 3
r = 1.

b. T 2
s = 1.
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c. TrTs = TsTr.

mientras que C[D3] es la C álgebra generada por Tr, Ts cocientada por las relaciones

a. T 3
r = 1.

b. T 2
s = 1.

c. TrTsTrTs = 1.

Para tratar de relacionar estas dos álgebras definimos κ el C[u] módulo libre en Tr, Ts cocientado por
las relaciones

a. T 3
r = 1.

b. T 2
s = 1.

c. u(TrTs − TsTr) = (1 − u)(TrTsTrTs).

Al tomar la especialización en u = 0 las relaciones de κ se convierten en las de C[D3] y la especialización
en u = 1 nos las relaciones de C[Z/6Z]. Por lo que si seguimos los pasos del ejemplo anterior
obtendŕıamos una biyección entre los caracteres irreducibles de C[D3] y C[Z/6Z], pero esto claramente
no ocurre ya que Z/6Z es abeliano. Entonces el argumento está fallando en alguna parte. El problema
en este caso es que κ no es libre sobre C[u] y el lema 7 y el teorema 19 dejan de ser ciertos.

1.3. Algunas propiedades de grupos y álgebras de Lie y grupos
algebraicos

Vamos a repasar algunos conceptos de grupos y álgebras de Lie para poder entender luego la
construcción y propiedades de un grupo de Chevalley, el cual es un grupo algebraico que se construye
a partir del álgebra de Lie de un grupo de Lie.

1.3.1. Álgebras de Lie

Enunciamos sin demostración algunos de los conceptos y definiciones que involucran álgebras de Lie.
Solamente vamos a hablar de álgebras de Lie de dimensión finita. Las demostraciones se encuentran
en [9]. Un álgebra de Lie g de dimensión finita es un espacio vectorial sobre C con un mapa C bilineal

[⋅, ⋅] ∶ g × g→ g.

Si g es un álgebra de Lie entonces un g módulo o una representación de g es un espacio vectorial V
con un morfismo de álgebras de Lie (respeta el corchete)

p ∶ g→ EndC V.

Definición 22. Si ad denota la representación adjunta de un álgebra de Lie g sobre un cuerpo K,
definimos la forma de Killing como la forma bilineal k ∶ g × g→K

k(x, y) = tr(adx ○ady),

la forma de Killing va a jugar el rol de producto interno.
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Definición 23. La serie derivada de g es la sucesión de ideales definida recursivamente:

g0 = g,g1 = [g,g] ,gj+1 = [gj ,gj] .

Decimos que g es soluble si gj = 0 para algún j. La sucesión central descendente de g es la sucesión

g0 = g,g1 = [g,g] ,g
j+1
= [g,gj] .

Decimos que g es nilpotente si gj = 0 para algún j. Es fácil probar inductivamente que gj ⊃ gj por
lo que nilpotente implica soluble. Definimos también el radical de g, el cual se denota rad(g) como el
único ideal soluble maximal, el cual se obtiene como la suma de todos los ideales solubles.

Definición 24. Decimos que g es simple si es no abeliana y no contiene ideales propios. Si dimg <∞
decimos que g es semisimple si rad(g) = 0, o sea si no tiene ideales solubles propios.

Proposición 25. Las siguientes son definiciones equivalentes de que g sea semisimple:

a. g es semisimple.

b. g es suma de simples.

c. La forma de Killing es no degenerada.

Si g es simple entonces g = [g,g] porque no tiene ideales propios y no es abeliana, luego si g es
semisimple vale la misma propiedad ya que es suma de simples. Además se ve fácilmente que g/ rad(g)
es semisimple por el teorema de correspondencia.

Definición 26. Decimos que un álgebra de Lie g es reductiva si todo ideal se complementa. Además
esta definición es equivalente a que g = z⊕ [g,g] con z el centro de g y [g,g] semisimple. Una propiedad
equivalente es que sea completamente reducible en la representación adjunta.

Descomposicón en espacio de ráıces

En toda álgebra de Lie reductiva y compleja va a aparecer una descomposición en espacio de
ráıces, la cual definirá un grupo de Weyl. Explicamos como aparecen estos objetos. Todas las álgebras
de Lie tratadas aqúı serán complejas y de dimensión finita.

Definición 27 (Subálgebra de Cartan). Decimos que h es una subálgebra de Cartan de g si h es
nilpotente y es su propio normalizador. Toda álgebra de Lie de dimensión finita tiene una subálgebra
de Cartan, y además son únicas salvo conjugación. Si g es semisimple entonces h se caracteriza por ser
maximal con respecto a las propiedades de ser abeliana y actuar diagonalmente en la representación
adjunta (condición bien definida por la preservación de la descomposición de Jordan). Se define el
rango de g como la dimensión de h.

Supongamos de ahora en adelante que g es semisimple.

Sea V es una representación de g , como h actúa diagonalmente se tiene una descomposición en
autoespacios

V = ⊗
a∈h∗

Va,

donde Va = {v ∈ V ∶ hv = a(h)v para todo h ∈H}, los a son llamados los pesos de la
representación y los Va son los autoespacios asociados a esos pesos. Las ráıces a seŕıan
una noción generalizada de autovalor.
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En particular si tomamos la representación adjunta obtenemos una descomposición de Cartan

g = h ⊗
a∈h∗/{0}

ga,

donde los ga son los autoespacios de h con autovalor a en la representación adjunta. Los ga se
llaman los espacios de ráıces y los a se llaman ráıces, el conjunto de ellas se denota R. El hecho
de que h sea su propio normalizador asegura que el autoespacio de autovalor 0 es h.

Enunciamos algunos hechos más,

a. Cada ga tiene dimensión 1.

b. R = −R.

c. R genera un sublattice Λ de h∗ = Hom(h,C) de igual rango que la dimensión de h.

d. Se tiene un espacio vectorial real h∗R = ΛZ⊗R generado por las ráıces, cuya complexificación
es h∗.

e. Bajo un cálculo sencillo puede verse que

[ga,gb] ⊂ ga+b

si a + b es ráız, si a + b no es ráız entonces [ga,gb] = 0, y si b = −a se tiene [ga,g−a] ⊂ h. En
general si V es una representación se tiene ga(Vb) ⊂ Va+b.

Definimos la subálgebra distinguida correspondiente a la ráız a como

sa = ga ⊕ g−a ⊕ [ga,g−a] .

Estas subálgebras sa son isomorfas a sl2. Sabemos que [ga,g−a] tiene dimensión 1 y actúa
diagonalmente en g±a (porque está en h), luego hay un único elemento aqúı que actúa con
autovalor 2 en ga y un único con autovalor −2 en g−a (como ocurre en sl2). Definimos Ha el
elemento con esta propiedad, o equivalentemente a(Ha) = 2. Estos Ha ∈ h se llaman elementos
distinguidos.

Se define ΛW ⊂ h
∗ el lattice de pesos como

ΛW = {a ∈ h
∗
∶ a(Hb) ⊂ Z para toda a ∈ R}.

Los pesos de cualquier representación están en ΛW , en particular R ⊂ ΛW si miramos la
representación adjunta.

Definimos los hiperplanos ωa = {b ∈ h
∗
∶ b(Ha) = 0} y se tiene una descomposición en suma directa

h∗ ≅ Ca⊕ ωa.

Definimos wa como la reflexión con autovalor 1 en ωa y autovalor −1 en Ca. El grupo generado
por las wa se llama Grupo de Weyl. Los pesos de cualquier representación son invariantes bajo
el grupo de Weyl, si tomamos la representación adjunta tenemos que las ráıces son invariantes
bajo el grupo de Weyl.

Se descompone R en ráıces positivas y negativas como

R = R+ ∐R−,

eligiendo un hiperplano que no contenga a ninguna ráız y haciendo que las ráıces positivas y
negativas se encuentren en distintos semiplanos. Esto también nos determina las ráıces simples
con la condición de que no se pueden escribir como suma de otras ráıces positivas. La elección
de este semiplano es indistinta ya que cualesquiera dos elecciones difieren de un automorfismo
del álgebra de Lie.
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Sea k la forma de Killing. Sean X,Y ∈ h, usando que h actúa diagonalmente en los espacios de
ráıces tenemos que actúan en X,Y por escalares a(X), a(Y ) en ga, por lo que se tiene que

k(X,Y ) = ∑
a∈R

a(X)a(Y ).

Es una forma bilineal simétrica en h (y nos da una en h∗ que además es definida positiva en h∗R).
La forma de Killing es invariante bajo el grupo de Weyl, y los wa son reflexiones con respecto a
este producto interno dado por k que además cumple

2k(a, b)

k(a, a)
∈ Z.

Si ∆ es un sistema de ráıces simples, ∆ = {a1, a2, . . . al} se define la matriz de Cartan A por

Aij =
2k(aiaj)

k(aiai)
.

La matriz de Cartan tiene entradas enteras.

Llamamos un Sistema de Datos una cuádrupla (Λ, ϕ,Λ∗, ϕ∗) tal que Λ es un lattice y
Λ∗ = Hom(Λ,Z) es el lattice dual, dentro de cada lattice hay un conjunto finito ϕ ⊂ Λ, ϕ∗ ⊂ Λ∗

junto con una biyección a↦ a∗ que cumple a∗(a) = 2 y a∗(ϕ) ⊂ Z. En nuestro caso tenemos que
las ráıces a y los elementos distinguidos Ha junto con Λ,ΛW forman un Sistema de Datos.

Definición 28. Si elegimos un sistema {xa ∈ ga, hai ∶ a ∈ R,ai ∈∆} se definen las constantes
de estructura como los ca+b tales que [xa, xb] = ca+b xa+b y los valores a(hai) que cumplen
[hai , xa] = a(hai)xa.

El siguiente teorema nos da la base con la que construiremos el grupo de Chevalley

Teorema 29 (Base de Chevalley). Es posible construir una base de g con la propiedad de que todas
las constantes de estructura sean números enteros. Una base de Chevalley es de la forma

{xa, hai , a ∈ R,ai ∈∆}

que satisface:

A) [xa, x−a] =Ha y Ha ∈ Z span{hai , ai ∈∆}.

B) Si a ≠ ±b ∈ R definimos la a−cuerda que contiene a b como los p, q maximales tales que a ≠ ±b y
b − pa, . . . b + qa ⊂ R, entonces

[xa, xb] =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

±(p + 1)xa+b si a + b ∈ R,

0 si no.

C) [hi, xa] =
2k(a, ai)

k(ai, ai)
xa.

Proposición 30. Si los elementos xa, a ∈ R cumplen la propiedad A y además cumplen que
c−a,−b = −ca,b cada vez que a, b son ráıces tales que a + b es ráız, entonces también se satisface B.
Esto se puede encontrar en [10, Proposición 22].
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1.3.2. Algunas propiedades de los grupos de Lie

Enunciamos algunas propiedades de los grupos de Lie, recordemos también que el mapa exponencial
nos permite ir del álgebra de Lie al grupo de Lie.

Proposición 31 (Naturalidad de la exponencial). Sea f ∶ G→H un morfismo de grupos de Lie,
llamemos g,h a sus respectivas álgebras de Lie, y sea f∗ ∶ g→ h el diferencial en la identidad. Luego se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

g h

G H

f∗

expG expH

f

Notemos que si aplicamos esta propiedad para f = Ad ∶ G → Aut(g) (cuya diferencial en 1 es ad)
obtenemos la igualdad Adev = e

ad v

Lema 9. Si G = GLn entonces su álgebra de Lie gln son las matrices de n × n y vale que Lgv = gv,
donde con Lg nos referimos al diferencial de la multiplicación a izquierda por g.

Corolario 1. Usando la proposición 31 con G = GLn obtenemos la expresión Adev(w) = e
ad(v)

(w),
luego usando el lema anterior tenemos

evwe−v = ead(v)(w),

donde ad(v)(w′) = [v,w′] .

Proposición 32. Sea f ∶ G → H un morfismo de grupos de Lie y H1 un subgrupo de H, luego
G1 = f

−1
(H1) es un subgrupo con álgebra de Lie f−1∗ (h1), donde h1 es el álgebra de Lie de H1. En

particular el núcleo de f tiene álgebra de Lie igual a Ker(f∗).

Proposición 33 (Revestimientos). Sea f ∶ G→H un morfismo de grupos de Lie. Son equivalentes:

a. f es un revestimiento.

b. f es abierta con núcleo discreto.

c. f∗ es un isomorfismo.

Además si f ∶ G1 → H1 es un revestimiento de grupos topológicos tal que G o H es un grupo de Lie
entonces al otro se le puede dar una única estructura de grupo de Lie tal que f sea revestimiento de
grupos de Lie.

Observación 8. [Revestimiento universal] Sea G es un grupo de Lie, la construcción de su
revestimiento universal Ḡ nos da una estructura de grupo topológico en Ḡ, por lo que se le puede
dar estructura de Lie de modo que el revestimiento también lo sea de grupos de Lie. En particular las
álgebras de Lie de g y ḡ son isomorfas.

Definición 34. Sea g es un álgebra de Lie y G un grupo de Lie conexo con álgebra de Lie g. El
grupo adjunto de g se define como la imagen de la representación adjunta Ad ∶ G → Aut(g). El
grupo adjunto no depende de la elección del grupo conexo G. En particular podemos tomar Ḡ el
grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie g y el núcleo de Ad es Z(Ḡ), por lo que tenemos
Im(Ad(Ḡ)) ≅ Ḡ/Z(Ḡ).
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Proposición 35. Decimos que un grupo de Lie conexo G es semisimple si y sólo si su álgebra de
Lie es semisimple, en ese caso G y su grupo adjunto tienen álgebras de Lie isomorfas.

Demostración. Sea Ḡ el revestimiento universal, por 33 alcanza con ver que Ḡ y Ḡ/Z(Ḡ) tienen
álgebras de Lie isomorfas. Sea q ∶ Ḡ → Ḡ/Z(Ḡ) la proyección, por 33 alcanzaŕıa con ver q es un
revestimiento.
Veamos que q es abierta, sea U ⊂ Ḡ un abierto, queremos ver que q(U) es abierto, pero como el cociente
tiene la tipoloǵıa final hay que ver que q−1(q(U)) es abierto, pero

q−1(q(U)) = ∪
z∈Z(Ḡ)

zU

que es abierto por ser unión de abiertos.

Por otro lado el núcleo de q es Z(Ḡ) que es el núcleo de la representación adjunta, luego por 32 su
álgebra de Lie es el núcleo de ad, el cual es Z(g) = 0 porque g es semisimple. Esto nos dice que Z(Ḡ)
es discreto. Luego usando 33 tenemos que q es un revestimiento.

1.3.3. Ejemplos en los tipos clásicos

Para cada tipo de ráıces tendremos varios grupos de Lie tales que sus álgebras de Lie tengan un sistema
de ráıces de ese tipo. Para cada tipo tenemos un único grupo de Lie semisimple y también el grupo
adjunto, el único grupo de Lie simple, el cual se obtiene al cocientar el grupo simplemente conexo por
su centro. En el caso de que el grupo sea semisimple todos estos grupos tendrán la misma álgebra de
Lie gracias a las proposiciones 33,35.

La siguiente tabla ilustra la situación en la versión compleja de los grupos clásicos y además tenemos
que todos los grupos de ella tienen álgebras de Lie reductivas:

Tipo de Cartan Simplemente conexo Grupo adjunto otro grupo
An SLn+1 PSLn GLn

(no es semisimple)
Bn Spin(2n + 1) SO(2n + 1)
Cn Sp(2n) Sp(2n)/{±Id}
Dn Spin(2n) SO(2n)/{±Id} SO(2n)

Empecemos diciendo que si g es un álgebra de Lie reductiva y gs = [g,g] es su parte semisiple con
subálgebra de Cartan hs entonces g tiene una subálgebra de Cartan dada por

h = Z(g)⊕ hs.

Sabemos que g es semisimple si y solo si Z(G) = 0, lo cual ocurre si y solo si h = hs, como gs es semisimple
vimos en 1.3.1 que el rango del lattice generado por las ráıces Λ ⊂ h∗s es igual a la dimensión de h∗s .
Luego se tiene

Z(g) = 0 ⇐⇒ h = hs ⇐⇒ dim(h) = dim(hs) ⇐⇒ dim(h∗) = Rank(Λ),

por lo que el álgebra de Lie es semisimple si y solo si el rango del lattice generado por las ráıces coincide
con la dimensión de la subálgebra de Cartan.

En tipo A consideremos GLn cuya álgebra de Lie es gln de matrices de n × n, en este caso el sistema
de ráıces es de tipo A formado por las ráıces ei − ej que generan el subespacio de vectores con suma
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de coordenada 0, el cual tiene rango n − 1. Mientras que la subálgebra de Cartan son las matrices
diagonales, cuya dimensión es n, por lo que no es es semisimple.
También podemos considerar SLn el cual es simplemente conexo, el álgebra de Lie de SLn es sln
compuesto por las matrices de traza 0. El sistema de ráıces es un sistema de tipo A con ráıces ei − ej
las cuales generan la subálgebra de Cartan h formada por las matrices diagonales de traza 0, por lo
que el álgebra de Lie es semisimple. Como SLn es semisimple tiene misma álgebra de Lie que el grupo
adjunto

PSLn = SLn /Z(SLn).

En los tipos B,C,D los grupos de la tabla son semisimples, ya que los sistemas de ráıces generan la
subálgebra de Cartan, o equivalentemente porque los centros son triviales.
En tipo B el grupo SO(2n + 1) tiene álgebra de Lie so(2n + 1) la cual tiene un sistema de ráıces de
tipo B. Por otro lado el grupo SO(2n) tiene álgebra de Lie so(2n) con sistema de ráıces de tipo D.
El revestimiento simplemente conexo de SO(n) es un revestimiento de dos hojas dado por la sucesión
exacta corta de grupos de Lie:

1→ Z/2Z→ Spin(n)→ SO(n)→ 1.

El centro de SO(2n+1) es trivial por lo que el grupo adjunto en este caso es SO(2n+1), mientras que
el centro de SO(2n) es {±Id} por lo que el grupo adjunto en tipo D es SO(2n)/{±Id}.

En tipo C el grupo simpléctico definido por Sp2n(C) = {M ∈ C2n×2n
∶M tΩM = Ω} donde

Ω = (
0 Idn
− Idn 0

)

tiene álgebra de Lie sp(2n) la cual tiene un sistema de ráıces de tipo C. El grupo simpléctico es
simplemente conexo y el grupo adjunto proviene de cocientarlo por su centro, el cuál es {±Id}.

1.3.4. Grupos algebraicos

Los grupos de la tabla de la subsección anterior son también grupos algebraicos, cuando construyamos el
grupo de Chevalley obtendremos grupos algebraicos sobre otros cuerpos, como por ejemplo los cuerpos
finitos. Dentro de un grupo algebraico hay algunos subgrupos importantes que ahora enunciamos.

Definición 36. Un grupo algebraico es una variedad algebraica G tal que la multiplicación y tomar
inversa en el grupo son morfismos de variedades algebraicas.

Observación 9. Los grupos GLn(Fp),SOn(Fp),Sp(Fp) son grupos algebraicos. El grupo

(
t 0
0 t−1

)

también es un grupo algebraico, que es isomorfo al grupo multiplicativo, el cual se denota Gm.

Definición 37. Un grupo algebraico es llamado un toro si es isomorfo a Gnm para algún n. Se dice
toro maximal de G a un subgrupo maximal con respecto a esta propiedad.

Definición 38. Sea G un grupo algebraico

a. Denotamos D(G) al subgrupo [G,G] y definimos por inducción

Di+1
(G) =D(Di

(G)) = [Di
(G),Di

(G)].

b. Denotamos por inducción Ci+1(G) = [G,Ci(G)] con C1
(G) =D1

(G).
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c. El grupo G se dice soluble (nilpotente) si Di
(G) = {1}, respectivamente Ci(G) = {1}, para

algún i.

Definición 39. Un subgrupo es unipotente si todos sus elementos son unipotentes, equivalentemente si
existe una representación donde todos sus elementos son unipotentes. Se define el radical unipotente
como un subgrupo normal, conexo, cerrado, unipotente maximal. Se define el radical como un
subgrupo normal, cerrado, conexo, soluble, maximal.

Definición 40. Un Subgrupo de Borel es un subgrupo que es conexo, cerrado, soluble, maximal.

Definición 41. El grupo algebraico G se dice semisimple si el radical soluble es trivial, y se dice
reductivo si el radical unipotente es trivial.

Definición 42. Se define el Grupo de Weyl como el cociente entre el normalizador del toro maximal
y el toro.

Proposición 43. Si B es un subgrupo de Borel, entonces B tiene una descomposición B = U ⋊ T
donde U es un subgrupo unipotente maximal y T un toro maximal contenidos en B.
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Caṕıtulo 2

Grupos de Chevalley y objetos
relacionados

En este caṕıtulo empezaremos viendo como es la construcción del grupo de Chevalley, luego
construiremos el grupo de Chevalley sobre un cuerpo finito sobre los tipos de Cartan clásicos y veremos
que grupo obtenemos. Vamos a ver como son las relaciones que definen un grupo de Chevalley y
usaremos argumentos de especialización para tener biyecciones entre distintas álgebras definidas a
partir de un grupo de Chevalley, para eso será necesario comprender la descomposición de Bruhat y
otros objetos relacionados. La mayoŕıa de estas construcciones se pueden encontrar en [1].

2.1. Construcción del grupo de Chevalley

El objetivo de esta sección es ver como es la construcción de un grupo de Chevalley a partir de un
álgebra de Lie g reductiva. Comenzaremos con g semisimple y construiremos el grupo de Chevalley
adjunto en Fp a modo de ejemplo. Luego lo haremos para cualquier representación y sobre cualquier
cuerpo, finalmente veremos como construirlo en el caso de que g no sea semisimple.

Reducción módulo un primo

El Z span g(Z) de una base de Chevalley {xa, hi} es un lattice en g, independiente de la elección de
las ráıces simples ∆. Es un álgebra de Lie sobre Z con el corchete de Lie restringido al lattice. Luego
podemos considerar g(Fp) = g(Z)⊗Fp definido por: g(Fp) es el espacio vectorial sobre Fp que se obtiene
al tensorizar con este, tiene la base {xa ⊗ 1, hai ⊗ 1}, y la operación de corchete en g(Z) nos da una
operación de corchete en g(Fp), que consiste en reducir módulo p a las constantes de estructura.

Las siguientes construcciones se pueden encontrar en [11] o en [1], el álgebra de Lie será semisimple en
estas proposiciones.

Construcción del grupo de Chevalley adjunto

Proposición 44. Si los xa son los elementos de la base de Chevalley entonces ad(xa)
m
/m! deja g(Z)

invariante.

Gracias a esta proposición podemos afirmar que el lattice g(Z) es invariante bajo los morfismos

exp(t ⋅ ad(xa)) = ∑
n≥0

tn ad(xa)
n
/n!,
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con t ∈ Z, esta suma es finita porque los xa son nilpotentes (ya que [xa, x−a] es isomorfo a sl2 y alĺı
eso vale). Luego el subgrupo generado por los

exp(t ⋅ ad(xa)), t ∈ Z, a ∈ R

deja g(Z) invariante, por lo que está formado por matrices inversibles de deteminante 1. En particular
si p es un primo y reducimos todas las matrices módulo p obtenemos un subgrupo de Aut(g(Fp)), el
cuál llamamos G(Fp), y es el Grupo de Chevalley adjunto en Fp.

Construcción del Grupo de Chevalley en el caso semisimple

En general sea ϕ es una representación fiel de g en un espacio vectorial V de dimensión finita. Resulta
que V tiene un lattice (subgrupo abeliano que tiene una base que además es base de V ) que es
invariante bajo los operadores ϕ(xa)

n
/n!, a este lattice lo llamamos V (Z). Luego V (Z) es invariante

bajo los operadores
exp(t ⋅ ϕ(xa)) = ∑

n≥0
ϕ(xa)

n
/n!.

Notemos que son finitos sumandos porque ϕ es morfismo de álgebras de Lie, por lo que ϕ(xa) es
nilpotente. Luego el subgrupo generado por los exp(t ⋅ ϕ(xa)), t ∈ Z deja invariante V (Z). Reduciendo
módulo p el lattice obtenemos

Vp = V ⊗ Fp,

y reduciendo las matrices módulo p obtenemos un subgrupo de Aut(Vp) el cual llamamos G(Vp), y es
el grupo de Chevalley correspondiente a V .
Notemos que si ϕ = ad nos queda el grupo de Chevalley adjunto y el lattice en ese caso es g(Z),
también observemos que es indiferente el orden en que se toma la exponencial o se reduce módulo p.
Más en general podemos construir el grupo de Chevalley sobre cualquier cuerpo k. Los operadores
ϕ(xa)

n
/n! se pueden representar como matrices con coeficientes enteros en la base V (Z), luego si t es

una indeterminada las matrices exp(t ⋅ ϕ(xa)) son matrices con coeficientes en Z [t]. Luego podemos
evaluar estas indeterminadas en los elementos de k y el grupo generado por estas matrices es el grupo
de Chevalley en el cuerpo k.

Grupos de Chevalley en el caso no semisimple

Sea g es un álgebra de Lie reductiva, si hs es una subálgebra de Cartan de gs entonces h = Z(g)⊕ hs
es una subálgebra de Cartan de g. Como un hs módulo gs se descompone como:

gs ≅ hs ⊕ ⊕
0≠a∈h∗s

(gs)a con (gs)a = {X ∈ gs ∶ [H,X] = a(H)X ,∀H ∈ hs}

Sea {a1, a2 . . . al} un conjunto de ráıces simples de R. Como gs es un álgebra de Lie semisimple podemos
construir una base de Chevalley

{xa, a ∈ R,hai ,1 ≤ i ≤ l}

como en 29. El siguiente paso en la construcción es análogo a 2.1, donde dada una representación de
g hab́ıa un lattice invariante.

Sea V un g módulo de dimensión finita con representación ϕ tal que V tiene una base {v1, v2 . . . vr}
que satisface

a) Existe una base {H1,H2 . . .Hn} de h tal que

1) hai ∈ Z≥0 span{H1,H2 . . .Hn}.
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2) Hivj ∈ Zvj para todos los 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ r.

3) RankZ(Z span{H1,H2 . . .Hn}) ≤ dimC h.

b)
xna
n!

vi ∈ Z span{v1, v2 . . . vr} si n ∈ Z≥0, a ∈ R.

c) RankZ (Z span{v1, v2, . . . vr}) ≤ dimC V .

Notemos que {v1, v2, . . . vr} generan un lattice V (Z) invariante por los exp(t ⋅ ϕ(xa)), ϕ(Hi) donde ϕ
es la representación de g. Si g es semisiple la existencia de este lattice está garantizada. Sean

hZ = Z span{H1,H2, . . .Hn}

y

Vq = Fq span{v1, v2, . . . vr}.

El grupo de Chevalley GV ∈ GL(Vq) se define por

GV = ⟨xa(t), hH(s) ∶ a ∈ R,H ∈ hZ, t ∈ Fq, s ∈ F×q ⟩,

donde

xa(t) = ∑
n≥0

tn
ϕ(xna)

n!
.

hH(s) = Diag(sλ1(H), sλ2(H), . . . sλr(H)) si Hvi = λi(H)vi.

Notemos que la construcción del grupo de Chevalley es análoga a la de 2.1 pero agregando los elementos
hH(s) ∈ Aut(Vq). Al igual que antes se puede tomar la representación de definición o adjunta siempre
y cuando exista el lattice, y más en general podemos hacer lo mismo sobre cualquier cuerpo k sobre
V (Z)⊗ k al igual que en 2.1.

Observación 10. (a) Si g = gs se tiene GV = ⟨xa(t), a ∈ R⟩.

(b) Pedimos las hipótesis a, b para que al mirar las matrices xa(t), hH(s) en la base {v1, v2, . . . vn}
tengan coeficientes en Z, para ver como son estas matrices en GV simplemente hay que hacer la
reducción módulo q de los coeficientes enteros.

(c) Podemos pensar que la construcción del grupo de Chevalley es una forma de pasar de álgebras de
Lie a grupos algebraicos. La forma natural de hacerlo es con la exponencial, ya que es la forma
en la que pasamos de un álgebra de Lie compleja a un grupo de Lie. Para eso podemos tomar la
exponencial de un elemento nilpotente (debe serlo para que haya finitos sumandos) y luego tomar
el subgrupo generado por estos elementos.
En el caso de que el álgebra de Lie g sea el álgebra de Lie de un grupo de Lie complejo como
SO2n+1(C),SLn(C) si construimos el grupo de Chevalley con la representación de definición sobre
un cuerpo K obtendremos un subgrupo de SO2n+1(K),SLn(K) respectivamente.
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2.2. Álgebras de Hecke

Sean H ≤ G subgrupos finitos, llamamos álgebra de Hecke al álgebra H(G,H) de funciones H
bivariantes de G a C con suma puntual. El producto está dado por la convolución

(ϕ1 ∗ ϕ2)(g) =
1

∣H ∣
∑
x∈G

ϕ1(x)ϕ2(x
−1g).

El álgebra H(G,H) tiene una base indexada en las coclases dobles de H en G. Si W ⊂ G es un sistema
completo de representantes de coclases dobles de H en G entonces las indicadoras de las clases

ϕw = 1HwH (2.1)

forman una base de H(G,H). Notemos que 1H es la identidad con este producto de convolución, no
es dif́ıcil ver que el álgebra es asociativa. El siguiente lema nos da un isomorfismo entre H(G,H) y
EndG IndGH 1H .

Lema 10. Si G es un grupo finito y H un subgrupo se tiene:

H(G,H) ≅ EndG IndGH 1H .

Demostración. Primero notemos que por la definición de inducción IndGH 1H es isomorfo a C [G,H],
que es el espacio de funciones H invariantes a derecha de G a C.

Si F ∈H(G,H) consideremos la función F ∗ ∈ EndC C [G,H] dada por

f ↦ F ∗ f.

No es dif́ıcil ver que la imagen está incluida en EndG C [G,H], luego podemos considerar la función
∗ ∶H(G,H)→ EndGC [G,H] dada por

F ↦ F ∗.

Notemos que como la convolución es asociativa entonces ∗ es un morfismo, veamos que es isomorfismo.
Tenemos

EndG IndGH 1H = HomG(Ind
G
H 1H , Ind

G
H 1H) = HomH(Res

G
H(Ind

G
H 1H),1H) = HomH(C [G,H] ,C),

donde usamos reciprocidad de Frobenius. El último término es igual a las funciones H bivariantes de
G a C, por lo que ambas álgebras tienen igual dimensión, para ver que es un isomorfismo alcanza con
ver que es inyectiva.

Supongamos F ∗ = 0, en ese caso tendŕıamos

∑
x∈G

F (x)f(x−1g) = 0

para toda f ∈ C [G,H] y para todo g, si tomamos f = 1H tenemos que

∑
h∈H

F (gh) = 0

para cualquier g ∈ G, como F es H bivariante obtenemos que F (g) = 0, por lo que es nula y, por lo
tanto, ∗ es inyectiva.
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Ahora veamos otra forma de pensar a H(G,H) en el caso de que H sea finito. Un idempotente e es
un elemento que cumple e2 = e, si H es finito podemos considerar el elemento

e1 =
1

∣H ∣
∑
h∈H

h,

que es un idempotente. No es dif́ıcil ver que este idempotente cumple

IndGH 1H ≅ Ind
G
H 1H ≅ CGe1,

y el mapa

θ1 ∶ e1CGe1 →H(G,H),

e1ge1 ↦ ϕg,

donde ϕg está definido por

ϕg ∶ CGe1 → CGe1,

ke1 ↦ ke1ge1,

es un anti-isomorfismo.

Observación 11 (Relación con el álgebra de grupo). El álgebra de grupo se puede pensar como
el espacio de funciones de G a C con el producto de convolución ∗G dado por

(σ1 ∗G σ2)(x) = ∑
a∈G

σ1(a)σ2(a
−1x).

Es claro que H(G,H) se puede ver incluido en C [G], con esta inclusión la relación entre
∗ (el producto de convolución en H(G,H)) y ∗G está dada por

σ1 ∗G σ2 = ∣H ∣σ1 ∗ σ2 (2.2)

Ahora probemos un lema que será útil luego.

Lema 11. Sea G1 un subgrupo de ı́ndice 2 de un grupo G y sean H1 ≤ G1,H ≤ G subgrupos tales
que H1 ⊂ H y H /⊂ G1. Supongamos además que dimH(G,H) = dimH(G1,H1) y que un sistema de
representantes de coclases dobles de H en G también es un sistema de H1 en G1. En ese caso se tiene
H(G,H) ≅H(G1,H1).

Demostración. Denotemos con W al conjunto de representantes de ambas coclases dobles y tomemos
g ∈ H un elemento que no está en G1. Sea HwH una coclase doble de H en G, sabemos que
H1wH1 ∐H1wH1g ⊂HwH, la unión es disjunta porque H1wH1 ⊂ G1 y g ∉ G1. Entonces tenemos

G1 ∐G1g = ∐
w∈W

H1wH1 ∐H1wH1g ⊂ ∐
w∈W

HwH = G.

Como (G ∶ G1) = 2 tenemos que la última inclusión tiene que ser una igualdad, en particular tenemos
que

HwH =H1wH1 ∐H1wH1g (2.3)

Llamemos ϕw, Tw a las funciones caracteŕısticas de las coclases de w en G1,G respectivamente.
Definamos

σ ∶H(G,H)→H(G1,H1) T ↦ T ∣G1 .
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Como H1 ⊂ H y T es H bivariante se tiene que T ∣G1 también lo es, por lo que la función está bien
definida. Usando la ecuación (2.3) se tiene que Tw ↦ ϕw, por lo que σ es una función sobreyectiva y como
las dimensiones son iguales es un isomorfismo de espacios vectoriales. Para ver que es un isomorfismo
de álgebras alcanza con ver que σ respeta el producto de convolución. Sean f1, f2 ∈H(G,H) y w ∈W ,
se tiene

f1 ∗ f2(w) =
1

∣H ∣

⎛

⎝
∑
x∈G1

f1(x)f2(x
−1w) + ∑

y∈G1g

f1(y)f2(y
−1w)

⎞

⎠

=
1

∣H ∣

⎛

⎝
∑
x∈G1

f1(x)f2(x
−1w) + ∑

y∈G1g

f1(yg)f2(g
−1y−1w)

⎞

⎠

=
1

∣H ∣
2 ∑
x∈G1

f1(x)f2(x
−1w) =

2 ∣H1∣

∣H ∣
σ(f1) ∗ σ(f2)(w)

por lo que σ respeta la convolución si reescalamos.

Representaciones del álgebra de Hecke

Sean H ≤ G grupos, queremos ver como son las representaciones irreducibles de H(G,H). Sea
(V,π) una representación irreducible de G y sea V H el subespacio fijado por H. Luego V H es una
representación de H(G,H) v́ıa la acción

ϕ.v =
1

∣H ∣
∑
a∈G

ϕ(a) a ⋅ v

para ϕ ∈H(G,H), v ∈ V H . Es fácil ver que la acción está bien definida.

Notemos que podemos identificar

HomH(1H ,Res
G
H V ) ≅ V

H .

Luego tenemos definido un mapa DH ∶ Rep G→ Rep H(G,H)

(V,π)→ V H .

Llamemos por otro lado

Irr(G ∶H) = {η ∈ Irr(G) ∶ (η,1GH) > 0};

notemos que esto es equivalente a que 1H sea un factor irreducible de ResGH si usamos la reciprocidad
de Frobenius. En [12, Proposición 2.10] se prueba que:

Proposición 45. Sea (V,π) una representación irreducible de G tal que V H ≠ 0, luego V H es una
representación irreducible de H(G,H), y de hecho todas provienen de esta forma, por lo que DH se
restringe a una biyección DH ∶ Irr(G ∶H)→H(G,H).

2.3. Subgrupos importantes del Grupo de Chevalley

Ahora describimos como son algunos subgrupos del grupo de Chevalley como el toro maximal, el
unipotente maximal, el normalizador del toro maximal y el grupo de Weyl.
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2.3.1. Los grupos U,N,T,W

El grupo de Chevalley G contiene un subgrupo U dado por

U = ⟨xa(t) ∶ a ∈ R
+, t ∈ Fq⟩

que se descompone como

U = ∏
a∈R+

Ua con Ua = ⟨xa(t) ∶ t ∈ Fq⟩. (2.4)

Para cada a ∈ R+ la función

Ua → Fq,

xa(t)↦ t,

es un isomorfismo de grupos. El subgrupo U es el unipotente maximal de G y además la misma
definición y propiedades se mantienen para cualquier cuerpo k. Para cada a ∈ R definimos las funciones:

sa ∶ h
∗
→ h∗,

y → y − y(Ha)a,

sa ∶ h = Z(g)⊕ hs → h,

H +Hb →H +Hb − a(Hb)Ha.

En 1.3.1 hab́ıamos dicho que hZ se piensa como un lattice Λ y las ráıces las podemos ver dentro
del lattice dual Λ∗ = Hom(Λ,Z), adentro del lattice Λ tenemos los elementos (Ha)a∈R, y dentro
del lattice Λ∗ tenemos las ráıces a ∈ R. Se tiene una biyección Ha ↦ a que satisface a(Ha) = 2
(por ser ϕa morfismo de álgebras de Lie) y a(Hb) ∈ Z para a, b ∈ R. Esto nos dice que estos elementos
conforman un Sistema de datos y que las sa son las simetŕıas definidas en él.

El grupo de Weyl de G es W = ⟨sa ∶ a ∈ R⟩ y tiene una presentación dada por

W = ⟨s1, s2, . . . sl ∣ s
2
i = 1, (sisj)

mij = 1 si i ≠ j⟩,

mij > 0, si = sai . Esto nos dice que W es un grupo de Coxeter generado por las simetŕıas
correspondientes a las ráıces simples. Si w ∈ W definimos l(w) como su longitud en este grupo de
coxeter. Si q > 3 el grupo

T = ⟨hH(t) ∶H ∈ hZ, t ∈ F×q ⟩

tiene normalizador

N = ⟨wa(t), h ∣ a ∈ R,h ∈ T, t ∈ F×q ⟩ con wa(t) = xa(t)x−a(−t
−1
)xa(t).

Notemos que T es el toro maximal, el cual a partir de ahora llamaremos simplemente toro, y que N es
el normalizador del toro, por lo que que el grupo W definido anteriormente es isomorfo a N/T . Hay
un morfismo de grupos sobreyectivo

π ∶ N →W, (2.5)

wa(t)↦ sa,

h↦ 1 si h ∈ T,

con núcleo T . LLamamos ha(t) a hHa(t) y hi(t) a hHai
(t) si ai es una ráız simple, y denotamos

ξi = wi(1).
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Proposición 46. [1, Teorema 6]
Al construir el grupo de Chevalley obtenemos un grupo algebraico en el cual los subgrupos U,N,T,W
construidos en 2.3 son el unipotente maximal, el normalizador del toro, el toro y el grupo de Weyl
respectivamente. Además si g es semisimple entonces G también lo es.

2.3.2. El álgebra de Yokonuma

Si G es un grupo de Chevalley y U es el unipotente maximal se define el álgebra de Yokonuma como
H(G,U). El grupo G tiene una descomposición

⊔
v∈N

UvU.

Sea 1 ∶ U → C es el caracter trivial y e1 su idempotente asociado

e1 =
1

∣U ∣
∑
u∈U

u.

Luego por lo ya visto el álgebra de Yokonuma H1 ≅ e1CGe1, además gracias a esta descomposición
tiene una base

{e1ve1 ∶ v ∈ N}.

Para v ∈ N escribimos Tv = e1ve1, Ti = Tξi y h = Th si h ∈ T .

Esto va a ser importante para encontrar las ralaciones del álgebra de Yokonuma H(G,U).

2.4. Relaciones en el grupo de Chevalley y teorema de
Yokonuma

Sabemos que el grupo G está generado por U y N gracias a la descomposición en coclases dobles, se
pueden describir las relaciones que definen a los grupos U y N y también las relaciones entre ellos,
estas relaciones nos dan una descripción de G. Tenemos las relaciones en U , en N y las relaciones entre
U y N .

(U1) xa(t)xa(s) = xa(t + s).

(U2) xa(t)xb(s)xa(t)
−1xb(s)

−1
= ∏
y=ia+bj∈R+ i,j>0

xy(zyt
isj);

donde las zy son constantes que dependen de i, j, a, b.

(N1) ξ2i = hi(−1)

(N2) ξiξjξi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

= ξiξjξi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

donde mij es el orden de sij en W .

(N3) ξihH(t) = hsi(H)(t).

(N4) hH(s)hH(t) = hH(st).

(N5) hH(s)hH′(t) = hH(t)hH′(s).

(N6) hH(t)hH′(t) = hH+H′(t).
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(N7) hH1(t1)hH2(t2) . . . hHk
(tk) = 1 si t

λj(H1)
1 t

λj(H2)
2 . . . t

λj(Hk)
k = 1 para todo 1 ≤ j ≤ n.

(UN1) ξixa(t)ξ
−1
i = xsi(a)(ciat), Cia = ±1(ciai = −1).

(UN2) hxa(t)h
−1
= xa(a(h)t).

(UN3) ξixi(t).ξi = xi(t
−1
)hi(t

−1
)ξixi(t

−1
), si t ≠ 0.

Si a ∈ R definimos ea =
1

q
∑
t∈Fq

xa(t), es fácil notar que los ea son idempotentes y debido a la

descomposición

U = ∏
a∈R+

Ua se tiene e1 = ∏
a∈R+

ea.

En particular dada a ∈ R+ se puede elegir un orden de las ráıces positivas de modo que ea aparezca
al principio o al final de la descomposición de e1, y, por lo tanto, como ea es un idempotente se
tiene e1ea = eae1. Se pueden deducir otras propiedades de estos elementos gracias a las relaciones ya
mencionadas:

(E1) ξieaξ
−1
i = esi(a).

(E2) eah = hea, h ∈ T .

(E3) e1xa(t) = xa(t)e1 = e1.

El siguiente teorema nos da una presentación del álgebra de Yokonuma H(G,U).

Teorema 47 (Yokonuma). H1 =H(G,U) está generada por Ti,1 ≤ i ≤ l, h ∈ T con relaciones:

(Y1) Tih = si(h)Ti.

(Y2) TiTjTi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

= TjTiTj . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

, con mij el orden de (sisj) en W .

(Y3) ThTk = Thk si h, k ∈ T .

(Y4) T 2
i = q

−1hi(−1) + q
−1
∑
t∈F×q

hi(t)Ti.

Demostración. Veamos que se cumplen estas relaciones, para ver que son suficientes se usa un
argumento parecido al de [13, Teorema 3.5]. Consideremos ξiξj para i ≠ j. Notemos que

e1ξiξje1 = e1(∏
a≠ai

ea)ξiξjesj(ai)e1

=e1ξi(∏
a≠ai

ea)eaiξje1, por la propiedad E1

=(e1ξie1)(e1ξje1).

Notemos que en la segunda igualdad usamos que si preserva la positividad de las ráıces salvo por
ai (ya que tiene longitud 1 en el grupo de Weyl). Entonces si v = v1v2 . . . vrvT se descompone como
si1si2 . . . sir con vT ∈ T por lo recién visto tenemos

Tv = e1v1v2 . . . vrvT e1 = Ti1Ti2 . . . TirvT ; (2.6)
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esto nos dice que el álgebra de Yokonuma está generada por los Ti y los h ∈ T , la ecuación (2.6) junto
con (N2) nos da la relación (Y 2), mientras que la ecuación (2.6) junto con la (N3) nos da la relación
(Y 1) y la ecuación (2.6) junto con las restantes ecuaciones de N implican (Y 3). Veamos la relación
(Y 4).

T 2
i =e1ξie1ξie1 = e1ξieaiξie1 por (E1)

=q−1 (e1ξ
2
i e1) + q

−1
(∑
t∈F×q

e1ξixai(t)ξie1)

=q−1(e1hi(−1)e1) + q
−1
(∑
t∈F×q

e1xi(t
−1
)hi(t

−1
)ξixi(t

−1
)e1) por (N1) y (UN3)

=q−1hi(−1) + q
−1
(∑
t∈F×q

e1hi(t
−1
)ξie1) por (E3).

Por otro lado sabemos que e1 conmuta con los h ∈ T por la propiedad (E2), luego tenemos
e1hi(t

−1
) = e1e1hi(t

−1
) = e1hi(t

−1
)e1, reemplazando esto en la ecuación nos queda

T 2
i =q

−1hi(−1) + q
−1
(∑
t∈F×q

e1hi(t
−1
)ξie1)

=q−1hi(−1) + q
−1
(∑
t∈F×q

e1hi(t
−1
)e1ξie1)

=q−1hi(−1) + q
−1
(∑
t∈F×q

hi(t)Ti),

que es la relación (Y 4).

2.5. Relaciones álgebra de Yokonuma tipos A,B,C,D

En la sección anterior vimos como son las relaciones que definen el álgebra de Yokonuma H(G,U),
donde G es un grupo de chevalley y U su unipotente maximal. El objetivo de esta sección es ver
como nos quedan estas relaciones cuando tomamos las álgebras de Lie correspondientes a los tipos
A,A′,B,C,D, donde con A′ nos vamos a referir al álgebra de Lie de SLn y con A a la de GLn.
Denotamos con GV al grupo de chevalley con respecto a un sistema de ráıces de tipo V . En todos los
casos usaremos la representación de definición para construir el grupo de Chevalley.

2.5.1. Tipo A

Consideremos el grupo de Lie G = GLn(C), de matrices inversibles. Con el mapa exponencial vemos
que el álgebra de Lie de G es

gl(n,C) = {A ∈ Cn×n}.

Tenemos que el álgebra de Lie es reductiva pero no semisimple ya que

Z(gl) = λ Id .

Una subálgebra de Cartan h son las matrices diagonales.
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Tomamos la representación de definición y los elementos Hi son Ei,i. Sean los funcionales lineales
ej(H) = hj ,1 ≤ j ≤ n. Tenemos que el sistema de ráıces es R = {ej − ei ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n}. En la
descomposición g = h⊕⊕

a∈R
ga los espacios de ráıces tienen los generadores

{Xa} = {Ei,j ,1 ≤ i ≠ j ≤ n},

donde Xei−ej = Ej,i. Las matrices Ha = [Xa,X−a] son

{Ha} = {Ej,j −Ei,i},

donde Hei−ej = Ej,j −Ei,i.

Es claro que estos elementos cumplen [Xa,X−a] = Ha. Definamos σ(X) = −Xt, entonces σ es un
automorfismo del álgebra de Lie que cumple σ(Ei,j) = −Ej,i, por lo que σ(Xr) = −X−r, luego se
cumple 30 y estos elementos forman una base de Chevalley de gs.

Tenemos que si a = ej − ei entonces X
2
a = 0, por lo que

exp(t ⋅Xa) = Id+tEi,j .

De la definición de hH(s) = Diag(sλ1(H), sλ2(H), . . . sλn(H)) tenemos que si H = h1H1+h2H2+ . . . hnHn

entonces

hH(s) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

sh1

sh2

⋱

⋱

shn−1

shn

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

Luego el toro está generado por matrices de esta forma.

Sabemos que el grupo de Chevalley en tipo A es GA = ⟨xa(t), hH(s) ∶ a ∈ R,H ∈ h, t ∈ Fq, s ∈ F×q ⟩.
Es conocido que las matrices Id + tEi,j generan SLn, mientras que las hH(s) generan el grupo de
matrices diagonales inversibles, por lo que GA = GLn.
Recordemos que tenemos un Sistema de datos (Λ, ϕ,Λ∗, ϕ∗) donde Λ = hZ, ϕ = {Ha ∶ a ∈ R},
Λ = {β ∈ h∗ ∶ β(ϕ) ∈ Z}, y ϕ∗ = R. Se tiene

R = {ei − ej ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n}, ϕ
∗
= {Hi −Hj ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n}.

Los elementos distinguidos forman un sistema de ráıces de tipo A en el lattice hZ, mientras que las
ráıces forman un sistema de ráıces de tipo A en el lattice dual. Las ráıces simples en este caso son
{e2 − e1, e3 − e2, . . . en − en−1} mientras que las ráıces positivas son {ej − ei ∶ 1 ≤ i < j ≤ n}.

Relaciones del álgebra de Yokonuma de tipo A:

Recordemos que las relaciones que determinan el álgebra de Yokonuma son (Y 1), (Y 2), (Y 3), (Y 4).
Veamos como nos quedan las relaciones. Sea tg un generador de F×q , y ordenemos las ráıces de R de la
forma {a1, a2, . . . an−1} = {e2 − e1, . . . en − en−1}. Renombremos algunos elementos de la siguiente forma:

tj = hHj(tg) con 1 ≤ j ≤ n, gi = Ti = Tξi .
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La relación (Y 3) nos dice que las Th se comportan de la misma forma que en T . Gracias a las relaciones
(N4), (N5), (N6), (N7) y usando que tg es un generador de F×q tenemos que T está generado por
t1, t2, . . . tn con relaciones:

(A1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(A2) tq−1i = 1,1 ≤ i ≤ n.

Notemos que T es isomorfo a un (F×q )
n. La relación (Y 2) nos dice que las relaciones entre los gi son

las mismas que en el grupo de Weyl, donde gi se corresponde con si, luego las relaciones nos quedan:

(A3) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(A4) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1, ∣i − j∣ > 1.

Veamos que nos dice la relación (Y 1), se tiene Ti = gi y sai = si−1, luego esto nos da la relaciones:

(A5) gitj = tsi(j)gi.

Ahora veamos como nos queda la relación (Y 4). Se tiene que

hi(t) = hHai
(t) = hHi−Hi−1(t) = hHi(t)hHi−1(t

−1
).

Luego si t = tjg tenemos hi(t) = t
j
i t
−j
i−1, en particular tenemos hi(−1) = t

q−1
2

i t
q−1
2

i−1 . Por lo tanto las
relaciones nos quedan:

(A6) g2i = q
−1t

q−1
2

i+1 t
q−1
2

i + q−1
q−1
∑
j=1

tji+1t
−j
i gi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

Luego las relaciones de (A1) a (A6) son las que determinan el álgebra de Yokonuma de tipo A.

Observación 12. [Tipo A’] Si en vez de considerar GLn hubiésemos tomado SLn la mayoŕıa de los
argumentos se mantienen. El álgebra de Lie g es sln que son las matrices de traza 0, la cual es semisiple
porque el centro es trivial. La subálgebra de Cartan nos queda las matrices diagonales de traza 0 y
cuando tomamos la representación de definición del álgebra de Lie los elementos Hi son iguales a
Ei,i −Ei+1,i+1.
El sistema de ráıces sigue siendo el mismo, pero ahora el grupo de Chevalley está generado por los
elementos exp(t ⋅ xa) = Id + txa, los cuales generan el grupo SLn(Fq).
En las relaciones del álgebra de Yokonuma los generadores y relaciones son las mismas salvo por las
del toro. El toro en SLn son las matrices diagonales de determinante 1, pero no es isomorfo a (F ×q )

n,

es isomorfo a (F ×q )
n−1 ya que se agrega la condición de que el determinante es 1. La misma situación

ocurre con las relaciones de N .

2.5.2. Tipo B

Consideremos el grupo de Lie G = SO2n+1(C), de matrices de determinante 1 que preservan la forma
bilineal dada por la matriz J = AntiDiag(1,1, . . . ,2,1, . . .1), la matriz anti-diagonal con un 2 en la
casilla central y 1 en las otras entradas.

Con el mapa exponencial vemos que el álgebra de Lie de G es

so2n+1(C) = {A ∈ C(2n+1)×(2n+1) ∶ JA +AtJ = 0}.
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En este caso tenemos que el álgebra de Lie es semisimple, la subálgebra de Cartan es
h = {H ∈ so2n+1(C) de la forma (∗)}

(∗) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

h1
h2

⋱⋱

0
⋱⋱

−h2
−h1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅

Antes de seguir vamos a fijar notación. Si tenemos una matriz de 2n × 2n y i ≤ n vamos a decir −i
cuando nos referimos a la coordenada 2n − i + 1. Vamos a usar la misma notación cuando la matriz es
de tamaño 2n + 1 × 2n + 1, en este caso nos referiremos con 0 a la coordenada central.

Definimos las matrices

Fi,j = E−i,j −E−j,i, Fi,0 = 2E−i,0 −E0,i, Fj,0 = −F0,j , (2.7)

Hi,j = Fi,−i + Fj,−j , Hi,0 = 2Fi,−i, H0,j = 2Fj,−j . (2.8)

Sean los funcionales lineales ej(H) = hj ,1 ≤ j ≤ n, luego tenemos que el sistema de ráıces es
R = {±ei ± ej ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n} ∪ {±ek ∶ 1 ≤ k ≤ n}. En la descomposición g = h ⊕ ⊕

a∈R
ga los espacios de

ráıces tienen los generadores
{Xa} = {Fij , i ≠ −j}.

Las matrices Ha = [Xa,X−a] son
{Ha} = {Hi,j , i ≠ −j},

donde Xr = Fi,j y X−r = F−j,−i si Hr =Hi,j .

Es claro que estos elementos cumplen [Xa,X−a] =Ha. Definamos σ(X) = −P −1XtP con

P = 2E0,0 +
n

∑
i=1
(Ei,i +E−i,−i);

entonces σ es un automorfismo del álgebra de Lie que cumple σ(Fi,j) = −F−i,−j , por lo que
σ(Xr) = −X−r, luego se cumple 30 y estos elementos forman una base de Chevalley.

Volvemos a tomar la representación de definición y se tiene Hi = Ei,i − E−i,−i. Notemos
que estos elementos distinguidos forman un sistema de ráıces de tipo C en el lattice hZ,
mientras que las ráıces forman un sistema de ráıces de tipo B en el lattice dual. Las ráıces
simples en este caso son {e1, e2 − e1, e3 − e2, . . . en − en−1} mientras que las ráıces positivas son
{ej ± ei ∶ 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {ei ∶ 1 ≤ i ≤ n}.

Tenemos que si a = ±ei ± ej entonces X
2
a = 0, por lo que

exp(t ⋅Xa) = Id+tXa.

Mientras que si Xa = Fi,0 se tiene X3
a = 0 y X2

a = −2E−i,i, luego

exp(t ⋅Xr) = Id+t(2E−i,0 −E0,i) − t
2E−i,i.
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Notemos que todas estas matrices tienen coeficientes en Z, al igual que las matrices Ha, por lo que en
la representación de definición el lattice está generado por la base canónica.
Como so2n+1 es semisimple sabemos GB = ⟨xa(t) ∶ a ∈ R, t ∈ F×q ⟩, notemos que xa(t) vista como matriz
de coeficientes complejos es exp(t ⋅Xa), como tXa está en el álgebra de Lie entonces con la exponencial
estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t ⋅Xa) están en SO2n+1(C), con la forma bilineal
J . Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir módulo q caemos en SO2n+1(Fq),
con la forma bilineal dada por J .

Recordando que hH(t) = Diag(tλ1(H), tλ2(H), . . . tλn(H)) tenemos que si H = h1H1 + h2H2 + . . . hnHn

entonces

hH(t) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

ta1

ta2

⋱

1
⋱

t−a2

t−a1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Luego el toro son las matrices de esta forma.

Relaciones del álgebra de Yokonuma de tipo B:

Veamos como nos quedan las relaciones del álgebra de Yokonuma en este caso. Sea tg un generador de
F×q y ordenemos las ráıces de R de la forma {a1, a2, . . . an} = {e1, e2 − e1, . . . en − en−1}. Renombremos
algunos elementos de la siguiente forma:

tj = hHj(tg) con 1 ≤ j ≤ n, b1 = T1 = Tξ1 , gi = Ti = Tξi−1 .

La relación (Y 3) nos dice que las Th se comportan de la misma forma que en T . Gracias a las relaciones
(N4), (N5), (N6), (N7) y usando que tg es un generador de F×q tenemos que T está generado por
t1, t2, . . . tn con relaciones:

(B1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(B2) tq−1i = 1,1 ≤ i ≤ n.

Nuevamente que T es isomorfo a un (F×q )
n. La relación (Y 2) nos dice que las relaciones entre los gi

son las mismas que en el grupo de Weyl donde b1 se corresponde con t y gi se corresponde con si,
luego las relaciones nos quedan:

(B3) b1g1b1g1 = g1b1g1b1.

(B4) b1gi = gib1 si i > 1.

(B5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(B6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 si ∣i − j∣ > 1.

Veamos que nos dice la relación (Y 1), si i > 1 entonces Ti−1 = gi y sai = si, luego esto nos da las
relaciones:

(B7) gitj = tsi(j)gi.
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Si i = 1 entonces T1 = b1 y sa1 = t, como t(H1) = −H1, t(H2) = H2, . . . t(Hn) = Hn y usando que
h−H1(tg) = hH1(tg)

−1 gracias a (N6) tenemos las relaciones:

(B8) t1b1t1 = b1.

(B9) b1tj = tjb1 si j > 1.

Ahora veamos como nos queda la relación (Y 4). Supongamos primero que i > 1. Este caso es igual

que antes, si t = tjg tenemos hi(t) = t
j
i t
−j
i−1, en particular tenemos hi(−1) = t

q−1
2

i t
q−1
2

i−1 . Por lo tanto las
relaciones nos quedan:

(B10) g2i = q
−1t

q−1
2

i+1 t
q−1
2

i + q−1
q−1
∑
j=1

tji+1t
−j
i gi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

Si i = 1 tenemos
h1(t) = hHa1

(t) = h2H1(t) = hH1(t
2
) = hH1(t)

2

luego obtenemos h1(−1) = hH1(1) = 1 y si t = tjg tenemos h1(t) = hH1(t
2j
g ) = t

2j
1 , lo que nos da la

relación:

(B11) b21 = q
−1
+ q−1

q−1
∑
j=1
t2j1 b1.

Luego las relaciones de (B1) a (B11) son las que determinan el álgebra de Yokonuma de tipo B.

2.5.3. Tipo D

Consideremos el grupo de Lie G = SO2n(C) , de matrices de determinante 1 que preservan la forma
bilineal dada por L = AntiDiag(1,1, . . . ,1), la matriz con unos en la antidiagonal. Con el mapa
exponencial vemos que el álgebra de Lie de G es so2n = {A ∈ C2n×2n

∶ LA +AtL = 0}, en este caso
tenemos que el álgebra de Lie es semisimple, la subálgebra de Cartan es h = {H ∈ so2n de la forma (∗)}

(∗) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

h1
h2

h3
⋱

⋱⋱

−h2
−h1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Sean los funcionales lineales ej(H) = hj ,1 ≤ j ≤ n, tenemos que el sistema de ráıces es
R = {±ei ± ej ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n}. En la descomposición g = h ⊕ ⊕

a∈R
ga los espacios de ráıces tienen los

generadores Xa iguales a los Fi,j de 2.7, mientras que los Ha = [Xa,X−a] son los Hi,j de 2.8.

Definamos σ(X) = −Xt, entonces σ es un automorfismo del álgebra de Lie que cumple
σ(Fi,j) = −σ(F−i,−j), por lo que ϕ(Xr) = −X−r. Luego se cumple 30 y estos elementos forman una
base de Chevalley.
Nuevamente tomamos la representación de definición y los Hi de la base son Ei,i − E−i,−i, i < n.
Notemos que los elementos distinguidos forman un sistema de ráıces de tipo D en el lattice hZ, y las
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ráıces forman un sistema de ráıces de tipo D en el lattice dual. Las ráıces simples en este caso son
{e1 + e2, e2 − e1, e3 − e2, . . . en − en−1} mientras que las ráıces positivas son {ej ± ei ∶ 1 ≤ i < j ≤ n}.

Tenemos que si a = ei ± ej entonces X
2
a = 0, por lo que

exp(t ⋅Xa) = Id+tXa

Nuevamente todas las matrices tienen coeficientes en Z, por lo que en la representación de definición
el lattice está generado por la base canónica.

Como so2n es semisimple entonces sabemos GD = ⟨xa(t) ∶ a ∈ R, t ∈ F×q ⟩. Como tXa está en el álgebra
de Lie entonces con la exponencial estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t ⋅Xa) están
en SO2n(C), con la forma bilineal L. Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir
módulo q caemos en SO2n(Fq), con la forma bilineal dada por L.

Recordemos que hH(b) = Diag(bλ1(H), bλ2(H), . . . bλr(H)), luego si H = h1H1 +h2H2 + . . . hnHn se tiene

hH(t) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

th1

th2

⋱

⋱

t−h1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Luego el toro está generado por matrices de esta forma.

Relaciones del álgebra de Yokonuma de tipo D:

Veamos como nos quedan las relaciones en este caso. Sea tg un generador de F×q y ordenemos las ráıces
de R de la forma {a1, a2, . . . an} = {e1 + e2, e2 − e1, . . . en − en−1}. Renombremos algunos elementos de
la siguiente forma:

tj = hHj(tg) con 1 ≤ j ≤ n, u1 = T1 = Tξ1 , gi = Ti+1 = Tξi+1 .

Al igual que antes la condición (Y 3) nos da las relaciones:

(D1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(D2) tq−1i = 1,1 ≤ i ≤ n.

Tenemos que T es isomorfo a un (F×q )
n. La relación (Y 2) nos dice que las relaciones entre los gi son

las mismas que en el grupo de Weyl, donde u1 se corresponde con u y gi se corresponde con si (los
u, si de 1.1.2), luego las relaciones nos quedan:

(D3) u1g2u1 = g2u1g2.

(D4) u1gi = giu1 si i ≠ 2.

(D5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(D6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 si ∣i − j∣ > 1.

Veamos que nos dice la relación (Y 1), si i > 1 entonces Ti = gi−1 y sai = si−1, luego esto nos da la
relaciones:

(D7) gitj = tsi(j)gi.
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Si i = 1 se tiene T1 = u1 y sa1 = u, como

u (H1) = −H2, u (H2) = −H1, u (H3) =H3, . . . u (Hn) =Hn

y usando que h−H(tg) = hH(tg)
−1 gracias a (N6) tenemos las relaciones:

(D8) t1u1t2 = t2u1t1 = u1

(D9) u1tj = tju1 si j > 2.

Ahora veamos como nos queda la relación (Y 4). Supongamos primero que i > 1, al igual que antes si

t = tjg tenemos hi(t) = t
j
i t
−j
i−1, en particular hi(−1) = t

q−1
2

i t
q−1
2

i−1 . Por lo tanto las relaciones nos quedan:

(D10) g2i = q
−1t

q−1
2

i+1 t
q−1
2

i + q−1
q−1
∑
j=1
tji+1t

−j
i gi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

Si i = 1 tenemos
h1(t) = hHa1

(t) = hH1+H2(t) = hH1(t)hH2(t)

si t = tjg tenemos h1(t) = hH1(t
j
g)hH2(t

j
g) = t

j
1t
j
2, en especial h1(−1) = t

q−1
2

1 t
q−1
2

2 lo que nos da la relación:

(D11) u21 = q
−1t

q−1
2

1 t
q−1
2

2 + q−1
q−1
∑
j=1
tj1t

j
2u1.

Luego las relaciones de (D1) a (D11) son las que determinan el álgebra de Yokonuma de tipo D.

2.5.4. Tipo C

Consideremos el grupo de Lie G = Sp2n(C). Con el mapa exponencial vemos que el álgebra de Lie de
G es

sp2n(C) = {A ∈ C(2n)×(2n) ∶ ΩA +AtΩ = 0}

en este caso tenemos que el álgebra de Lie es semisimple, la subálgebra de Cartan es
h = {H ∈ sp2n(C) de la forma (∗)}

(∗) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

h1
h2

⋱⋱

hn
−hn

⋱⋱

−h2
−h1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Definimos las matrices notándolas igual que antes

Fij =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

E−i,j + sgn(ij)E−j,i si i ≠ j,

E−i,i si i = j.
(2.9)

Hij =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Fi,−i + Fj,−j si i ≠ j,

Fi,−i si i = j.
(2.10)
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donde sgn es −1 si y solo si una coordenada es negativa y la otra positiva. Se tiene Xr = Fi,j y
X−r = F−i,−j si Hr = Hi,j . Sean los funcionales lineales ej(H) = hj ,1 ≤ j ≤ n, luego tenemos que el
sistema de ráıces es R = {±ei ± ej ∶ 1 ≤ i ≠ j ≤ n}∪{±2ek ∶ 1 ≤ k ≤ n}. En la descomposición g = h⊕⊕

a∈R
ga

los espacios de ráıces tienen los generadores Xa iguales a los Fij de 2.9, mientras que los Ha = [Xa,X−a]
son los de 2.10. Si definimos σ(X) = −Xt entonces σ es un automorfismo del álgebra de Lie que cumple
σ(Xa) = −X−a, luego se cumple 30 y es una base de Chevalley.

Nuevamente tomamos la representación de definición y los elementos de la base son Hi = Ei,i −E−i,−i
si i < n. Notemos que los elementos distinguidos forman un sistema de ráıces de tipo B en el
lattice hZ, mientras que las ráıces forman un sistema de ráıces de tipo C en el lattice dual. Las
ráıces simples en este caso son {2e1, e2 − e1, e3 − e2, . . . en − en−1} mientras que las ráıces positivas son
{ej ± ei ∶ 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {2ei ∶ 1 ≤ i ≤ n}.

Si a = ei ± ej entonces X
2
a = 0, por lo que

exp(t ⋅Xa) = Id+tXa

Nuevamente todas las matrices tienen coeficientes en Z, por lo que en la representación de definición
el lattice es la generada por la base canónica.

Como sp2n es semisimple sabemos que GC = ⟨xa(t) ∶ a ∈ R, t ∈ F×q ⟩. Como tXa está en el álgebra de
Lie entonces con la exponencial estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t ⋅Xa) están
en Sp2n(C).Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir módulo q caemos en
Sp2n(Fq).

Teńıamos hH(b) = Diag(bλ1(H), bλ2(H), . . . bλr(H)), luego si H = h1H1 + h2H2 + . . . hnHn obtenemos

hH(t) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

th1

th2

⋱

⋱

t−h2

t−h1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Luego el toro está generado por matrices de esta forma.

Relaciones del álgebra de Yokonuma de tipo C:

Al igual que antes sea tg un generador de F×q , y ordenemos las ráıces de R de la forma
{a1, a2, . . . an} = {2e1, e2 − e1, . . . en − en−1}. Renombremos algunos elementos de la siguiente forma:

tj = hHj(tg) con 1 ≤ j ≤ n, v1 = T1 = Tξ1 , gi = Ti+1 = Tξi+1 .

La relación (Y 3) al igual que antes nos da las relaciones:

(C1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(C2) tq−1i = 1,1 ≤ i ≤ n.
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Notemos que T es isomorfo a un (F×q )
n. La relación (Y 2) nos dice que las relaciones entre los Ti son

las mismas que en el grupo de Weyl, donde v1 se corresponde con t y gi se corresponde con si, luego
las relaciones nos quedan:

(C3) v1g1v1g1 = g1v1g1v1.

(C4) v1gi = giv1 si i > 1.

(C5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(C6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 con ∣i − j∣ > 1.

Veamos que nos dice la relación (Y 1), si i > 1 entonces Ti = gi−1 y sai = si−1, luego esto nos da la
relaciones:

(C7) gitj = tsi(j)gi.

Si i = 1 entonces T1 = b1 y sa1 = t, como t(H1) = −H1, t(H2) =H2, . . . t(Hn) =Hn tenemos las relaciones:

(C8) t1v1t1 = v1.

(C9) v1tj = tjv1 si j > 1.

Ahora veamos como nos queda la relación (Y 4). Supongamos primero que i > 1, en este caso si t = tjg

se tiene hi(t) = t
j
i t
−j
i−1, en particular hi(−1) = t

q−1
2

i t
q−1
2

i−1 . Por lo tanto las relaciones nos quedan:

(C10) g2i = q
−1t

q−1
2

i+1 t
q−1
2

i + q−1
q−1
∑
j=1
tji+1t

−j
i gi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

Si i = 1 tenemos h1(t) = hHa1
(t) = hH1(t), si t = t

j
g nos queda h1(t) = hH1(t

j
g) = t

j
1, en particular

tenemos h1(−1) = t
q−1
2

1 lo que nos da la relación:

(C11) v21 = q
−1t

q−1
2

1 + q−1
q−1
∑
j=1
tj1v1.

Luego las relaciones de (C1) a (C11) son las que determinan el álgebra de Yokonuma de tipo C.

2.6. Deformación del álgebra de Yokonuma

El objetivo de esta sección es definir una deformación del álgebra de Yokonuma, la cual llamaremos
Yd,n tal que las especializaciones en 1,1/q nos den las relaciones de C [N] ,H(G,U) para luego poder
usar el teorema de deformación de Tits y encontrar una biyección entre Irr(N), Irr(H(G,U)).

2.6.1. Tipo A

Consideremos la C [u±1] álgebra Y Ad,n generada por los elementos g1, g2, . . . gn−1, t1, t2, . . . tn sujeta a las
siguientes relaciones:

(a1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(a2) tdi = 1, 1 ≤ i ≤ n.

(a3) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.
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(a4) gigj = gjgi si ∣i − j∣ > 1.

(a5) gitj = tsi(j)gi.

(a6) g2i = ufifi+1 + (1 − u)eigi.

Donde

ei =
1

d
(
d

∑
j=1
tji t
−j
i+1),

fi =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

t
d
2

i si d es par

1 si d es impar

Se ve fácilmente que al tomar la especialización u = q−1 del álgebra Y Aq−1,n las relaciones (a1) − (a6)
se convierten en las relaciones (A1) − (A6), luego veremos que hay un isomorfismo a nivel caracteres
Y Aq−1,n ≅H(GLn, U) gracias al teorema de deformación de Tits, donde U es el unipotente maximal.

Observación 13. Podemos definir relaciones análogas para el tipo A′, en este caso llamamos Y A
′

d,n a

la deformación. Tomamos el álgebra con mismos generadores y relaciones que Y Ad,n pero cambiamos las
relaciones del toro de modo que sea isomorfo al conjunto de matrices diagonales en SL(Cd).
Si d = q − 1 al tomar la especialización en u = q−1 obtenemos las relaciones del álgebra de Yokonuma
de SLn.

2.6.2. Tipo B

Consideremos la C [u±1] álgebra Y Bd,n generada por los elementos b1, g1, g2, . . . gn−1, t1, t2, . . . tn sujeta a
las siguientes relaciones:

(b1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(b2) tdi = 1,1 ≤ i ≤ n.

(b3) b1g1b1g1 = g1b1g1b1.

(b4) b1gi = gib1 si i > 1.

(b5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(b6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 con ∣i − j∣ > 1.

(b7) gitj = tsi(j)gi.

(b8) t1b1t1 = b1.

(b9) b1tj = tjb1 si j > 1.

(b10) g2i = ufifi+1 + (1 − u)eigi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

(b11) b21 = u + (1 − u)d1b1.

Donde ei =
1

d
(
d

∑
j=1
tji t
−j
i+1), d1 =

1

d
(
d

∑
j=1
t2j1 ), fi =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

t
d
2

i si d es par

1 si d es impar

Se ve fácilmente que al tomar la especialización u = q−1 del álgebra Y Bq−1,n las relaciones (b1) − (b11)
se convierten en las relaciones (B1) − (B11).
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2.6.3. Tipo D

Consideremos la C [u±1] álgebra Y Dd,n generada por los elementos u1, g1, g2, . . . gn−1, t1, t2, . . . tn sujeta
a las siguientes relaciones:

(d1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(d2) tdi = 1,1 ≤ i ≤ n.

(d3) u1g2u1 = g2u1g2.

(d4) u1gi = giu1 si i ≠ 2.

(d5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(d6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 con ∣i − j∣ > 1.

(d7) gitj = tsi(j)gi.

(d8) t1u1t2 = u1 = t2u1t1.

(d9) u1tj = tju1 si j > 2.

(d10) g2i = ufifi+1 + (1 − u)eigi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

(d11) u21 = uf1f2 + (1 − u)h1u1.

Donde ei =
1

d
(
d

∑
j=1
tji t
−j
i+1), h1 =

1

d
(
d

∑
j=1
tj1t

j
2), fi =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

t
d
2

i si d es par

1 si d es impar

Se ve fácilmente que al tomar la especialización u = q−1 del álgebra Y Dq−1,n las relaciones (d1) − (d11)
se convierten en las relaciones (D1) − (D11).

2.6.4. Tipo C

Consideremos la C [u±1] álgebra Y Cd,n generada por los elementos v1, g1, g2, . . . gn−1, t1, t2, . . . tn sujeta a
las siguientes relaciones:

(c1) titj = tjti si 1 ≤ i, j ≤ n.

(c2) tdi = 1,1 ≤ i ≤ n.

(c3) v1g1v1g1 = g1v1g1v1.

(c4) v1gi = giv1 si i > 1.

(c5) gigi+1gi = gi+1gigi+1, 1 ≤ i ≤ n − 1.

(c6) gigj = gjgi, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 con ∣i − j∣ > 1.

(c7) gitj = tsi(j)gi.

(c8) t1v1t1 = v1.

(c9) v1tj = tjv1 si j > 1.
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(c10) g2i = ufifi+1 + (1 − u)eigi si 1 ≤ i ≤ n − 1.

(c11) v21 = uf1 + (1 − u)n1v1.

Donde ei =
1

d
(
d

∑
j=1
tji t
−j
i+1), n1 =

1

d
(
d

∑
j=1
tj1), fi =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

t
d
2

i si d es par,

1 si d es impar.

Se ve fácilmente que al tomar la especialización u = q−1 del álgebra Y Cq−1,n las relaciones (c1) − (c11)
se convierten en las relaciones (C1) − (C11).

Observación 14. De ahora en adelante vamos a tomar d par. Notemos que las relaciones de Yd,n en
cualquiera de los tipos A,B,C,D se pueden presentar como:

(Yd,n1) ξiξj . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

= ξjξi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

donde mij es el orden de (sisj) en el grupo de Weyl.

(Yd,n2) ξitj = tsi(Hj)ξi.

(Yd,n3) tjtk = tktj para todos 1 ≤ j, k ≤ n.

(Yd,n4) t
d
j = 1.

(Yd,n5) ξ
2
i = uhi(−1) + (1 − u)eiξi.

donde ta1H1+a2H2+...anHn = t
a1
1 t

a2
2 . . . tann , que también lo notamos t{a1,a2,...an}, y tg un generador, con:

ei =
1

d
∑
j

(tHai
)
j ,

hi(−1) = t
d/2
Hai

Notemos que como tHai
tiene orden d entonces ei es un idempotente, y también notemos que

hi(−1)
2
= 1.

Para el tipo A′ es parecido, pero el toro son los elementos de determinante uno en el toro de tipo
A, y las restantes relaciones se mantienen. Si V es alguno de los tipos nos referimos con Y Vd,n a la
deformación del álgebra de Yokonuma en ese tipo. Si el argumento no distingue el tipo la denotamos
Yd,n.

Lema 12. Los elementos ei definidos en 14 conmutan con los ξi y además cumplen
eihi(−1) = hi(−1)ei = ei.

Demostración. Tenemos por la relación (Yd,n2) de 14 que

⎛

⎝
∑
j

(tHai
)
j⎞

⎠
ξi = ξi

⎛

⎝
∑
j

(tsi(Hai
))
j⎞

⎠
= ξi
⎛

⎝
∑
j

(t−Hai
)
j⎞

⎠
= ξi
⎛

⎝
∑
j

(tHai
)
−j⎞

⎠
= ξi
⎛

⎝
∑
j

(tHai
)
j⎞

⎠

donde la última igualdad es porque tHai
tiene orden d. Luego ξi y ei conmutan. También se tiene

hi(−1) ∑
j

(tHai
)
j
= t

d/2
Hai
∑
j

(tHai
)
j
=∑

j

(tHai
)
j

por lo que
hi(−1)ei = eihi(−1) = ei
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Si V es alguno de los tipos de ráıces definimos el grupo SVd,n con los mismos generadores y relaciones

que Y Vd,n pero cambiando la relación 5 por ξ2i = 1.

Notemos que para cualquier sistema de ráıces V el grupo SVd,n es un producto semidirecto Cnd ⋊W ,
donde W es el grupo de Weyl de tipo V y actúa por conjugación como

w(t{a1,a2,...an}) = tw({a1,a2,...an})

Mientras que en el caso de V = A′ la acción por conjugación es la misma pero el grupo SA
′

d,n es el
producto semidirecto T ′ ⋊ Sn con T ′ el subgrupo de Cnd con elementos de determinante 1. En el resto
de la sección llamemoslo Sd,n sin distinguir el tipo.

Viendo las relaciones del grupo Sd,n podemos extender la longitud del grupo de Weyl a Sd,n definiendola
como l(wt) = l(w) si w ∈ W, t ∈ Cnd . Notemos que los generadores de Yd,n están indexados en Sd,n,
luego por la relación 1 y el teorema de Matsumoto podemos definir para cada v ∈ Sd,n un elemento
Tv ∈ Yd,n. Haciendo un razonamiento análogo al lema 5 podemos dar otra presentación de Yd,n como
el álgebra libre en los Tv cocientada por las relaciones

TsTv =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Tsv si l(sv) > l(v),

uhi(−1)Tsv + (1 − u)eiTv si l(sv) < l(v).

donde s es una ráız simple y hi(−1) lo pensamos como elemento de C[Sd,n]. Además se tiene que los
Tv generan Yd,n como C[u] módulo. El objetivo ahora es probar que Yd,n es libre sobre C[u] para luego
poder usar el teorema de deformación de Tits, vamos a usar un argumento parecido al de [5, Teorema
4.4.6]. El siguiente lema nos va a ayudar a probar eso.

Lema 13. Sean s, t reflexiones simples y v ∈ Sd,n tales que l(svt) = l(v) y l(sv) = l(vt), en este caso
se tiene

a. svet = esvt.

b. hs(−1)svt = svtht(−1).

c. hs(−1)svet = esvtht(−1).

Demostración. Sea v′ la proyección de v al grupo de Weyl, tenemos que l(sv′t) = l(v′) y l(sv′) = l(v′t)
en el grupo de Weyl. Usando [5, Lema 1.2.6] tenemos que sv′ = v′t en el grupo de Weyl, gracias a
esto no es dif́ıcil ver a mano los primeros dos puntos en cada uno de los tipos. También se puede ver
el argumento dado en [3, Lema 5] donde se prueba el primer ı́tem para tipo A pero que se puede
generalizar a los otros casos. Usando el ı́tem a tenemos

hs(−1)svet = hs(−1)svetht(−1) = hs(−1)esvtht(−1) = esvtht(−1),

donde estamos usando que hi(−1)ei = ei.

Teorema 48. El álgebra Yd,n es libre sobre A = C[u] con base {Tv}v∈Sd,n

Demostración. Como los Tv generan Yd,n es suficiente con ver que son linealmente independientes.
Para eso definimos V un A módulo libre indexado en los elementos de Sd,n, digamos que la base es
{av}v∈Sd,n

. Ahora definimos algunos morfismos en EndA(V ).

Para cada h ∈ Cnd definimos los morfismos ρh, λh como ρhav = avh y λhav = ahv y para s ∈ S una ráız
simple definimos
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ρsav =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

avs si l(vs) > l(v),

uavshs(−1) + (1 − u)aves si l(vs) < l(v).

λsav =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

asv si l(sv) > l(v),

uhs(−1)asv + (1 − u)esav si l(sv) < l(v).

donde con hs(−1) nos referimos al elemento ahs(−1). No es dif́ıcil ver que si h ∈ Cnd el morfismo λh
conmuta con los morfismos ρ y que ρh conmuta con los morfismos λ. Veamos ahora que si s, t ∈ S
los morfismos λs, ρt conmutan, para eso hay que ver ρtλsav = λsρtav. Hay que distinguir en 6 casos
dependiendo de las longitudes relativas entre v, sv, vt, svt.

(1) l(sv) > l(v), l(svt) > l(sv), esto implica además que l(svt) > l(vt) > l(v). Se tiene

ρtλsav = ρtasv = asvt = λsavt = λsρtav.

(2) l(sv) > l(v), l(svt) < l(sv) y l(vt) < l(v), también l(svt) = l(v) > l(vt), se tiene

ρtλsav = ρtasv = uasvtht(−1) + (1 − u)asvet = λs(uavtht(−1) + (1 − u)avet) = λsρtav.

(3) l(v) > l(sv) > l(svt) y de esto sale l(v) > l(vt) > l(svt). Luego se tiene

ρtλsav = ρt(uhs(−1)asv + (1 − u)esav) = u
2hs(−1)asvtht(−1) + (1 − u)

2esavet + u(1 − u)eiavtht(−1)

+ u(1 − u)hi(−1)svet = λs(uavtht(−1) + (1 − u)avet) = λsρtav.

(4) l(sv) < l(v), l(svt) > l(sv) y l(vt) > l(v), además se obtiene l(svt) = l(v) < l(vt). Luego se tiene

ρtλsav = ρt(uhs(−1)asv + (1 − u)esav) = uhs(−1)asvt + (1 − u)esavt = λsavt = λsρtav.

(5) l(sv) > l(v) = l(svt) < l(vt), en este caso estamos hipótesis del lema 13 por lo que podemos usar
las igualdades de esos ı́tems y se tiene

ρtλsav = ρtasv = uasvtht(−1) + (1 − u)asvet = uhs(−1)asvt + (1 − u)esavt = λsρtav.

(6) l(sv) < l(v) = l(svt) > l(vt), en este caso también estamos en las hipótesis del lema 13 por lo que
se tiene

ρtλsav = ρt(uhs(−1)asv + (1 − u)esav) = uhs(−1)asvt + u(1 − u)esavtht(−1) + (1 − u)
2esavet =

uasvtht(−1) + u(1 − u)hs(−1)asvet + (1 − u)
2esavet = λs(uavtht(−1) + (1 − u)avet) = λsρtav.

Afirmamos que la asignación Ts ↦ λs define un morfismo de A módulos de Yd,n a EndA V . Para probar
esto hay que ver que el mapa cumple las relaciones que definen Yd,n. Empecemos con las relaciones
cuadráticas

λ2sav =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

uhs(−1)av + (1 − u)esasv si l(sv) > l(v),

uhs(−1)av + (1 − u)uhs(−1)esasv + (1 − u)
2e2sav si l(sv) < l(v).

Usando que e2s = es = eshs(−1) se tiene que λ2s actúa de la misma forma que uhs(−1) + (1 − u)esλs.
Veamos ahora las relaciones del grupo de Weyl, o sea que si w = s1⋯sn = s

′
1⋯s

′
n son dos expresiones

reducidas de w hay que ver que
λ = λs1⋯λsn − λs′1⋯λs′n = 0.
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Consideramos como actúa λ en a1. Usando que λsa1 = as se tiene

λs1⋯λsna1 = aw = λs′1⋯λs′na1.

Por lo que λa1 = 0. Para ver que λ = 0 alcanza con ver que λaw = 0 para todo w en el grupo de Weyl,
veamoslo por inducción en l(w). Si l(w) = 0 es cierto porque λa1 = 0. Si l(w) > 0 existe alguna simetŕıa
simple tal que l(wt) < l(w). Luego λawt = 0 por inducción y usando la conmutatividad con ρt tenemos
λaw = λawt⋅t = λρtawt = ρtλawt = 0.
Por lo tanto tenemos un morfismo de A módulos ϕ ∶ Yd,n → EndA V ,Ts ↦ as. Vı́a este mapa podemos
dar una acción de Yd,n en V por h ⋅ x = ϕ(h)(x). Supongamos que se tiene una relación

∑
v∈Sd,n

nvTv = 0

Por lo visto anteriormente tenemos que Tva1 = av, aplicando esta relación a a1 tenemos

0 =
⎛

⎝
∑

v∈Sd,n

nvTv
⎞

⎠
a1 = ∑

v∈Sd,n

nvav.

Por lo que todos los nv son nulos, lo que nos dice que los Tv son linealmente independientes.

2.7. Grupos de Chevalley en cada uno de los tipos

El objetivo de esta sección es ver cuál es el grupo de Chevalley en cada uno de los tipos sobre un
cuerpo arbitrario k, para eso usamos los resultados de [14].
Notemos que en cada uno de los casos el álgebra de Lie es un álgebra de matrices por lo que podemos
tomar su representación de definición, o sea la que V = Cn y la acción de g es la multiplicación a
izquierda. Otra posibilidad es tomar la representación adjunta del álgebra de Lie. Empecemos viendo
como es el grupo de Chevalley que surge en cada caso si tomamos la representación de definición.

Consideremos primero G = SLn cuya álgebra de Lie es sln que son las matrices de n×n de traza 0.
Hab́ıamos visto que V (Z) = Z span{e1, e2, . . . en} es el lattice correspondiente a la representación
de definición.
El grupo de Chevalley está generado por las matrices exp(t ⋅ Xa) = Id+tXa, las cuales están
incluidas en SLn(k). Además por [14, § 4] tenemos que generan todo el grupo.

Si consideramos G = GLn cuya álgebra de Lie es gln de matrices de n×n tenemos que el grupo de
Chevalley está generado por los elementos exp(t⋅Xa) = Id+tXa y el toro (las matrices diagonales),
por lo que el grupo de Chevalley que generan es GLn(k).

Con el álgebra de Lie de Sp2n sucede lo mismo, ya que el lattice correspondiente a la
representación de definición es Z span{e1, e2, . . . en} por lo que el grupo de Chevalley está incluido
en Sp2n(k), pero nuevamente podemos afirmar que es todo el grupo gracias a [14, § 5].

Para tipo B y D es parecido, pero en este caso tomamos los grupos especiales ortogonales que
preservan las formas bilineales dadas por las matrices

J = AntiDiag (1,1, . . . ,2,1, . . . ,1) , L = AntiDiag (1,1, . . . ,1,1) .

En estos casos las álgebras de Lie son

{A ∈ Cn×n ∶ JA +AtJ = 0}
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y
{A ∈ Cn×n ∶ LA +AtL = 0},

respectivamente. Nuevamente los lattices V (Z) están generados por la base canónica por lo que
los grupos de Chevalley están incluidos en los subgrupos de matrices SO2n+1(k),SO2n(k) que
preservan las formas bilineales dadas por J y L respectivamente.

Gracias a [14, § 6, 7] sabemos que los grupos de Chevalley canónicos en los tipos B y D son los
conmutadores de los grupos SO2n+1(k),SO2n(k).

Llamamos GV (k) al grupo de Chevalley correspondiente a un sistema de tipo V
(V = A′,A,B,C,D) en un cuerpo k en la representación de definición, G̃V (k) al obtenido a
la representación adjunta y gV a su álgebra de Lie.

Ahora veamos el caso de la representación adjunta. Denotemos V al tipo con el que vamos a
trabajar.

Proposición 49. Sobre cualquier cuerpo k de caracteŕıstica mayor que 2 tenemos que
G̃V (k) ≅ GV (k)/Z(GV (k))

Demostración. Sea {Xr, hi} la base de Chevalley. Llamemos Ar(t) a la matriz con coeficientes
enteros que corresponde al automorfismo

xr(t) = exp(t ⋅ ad(Xr))

visto en la base de Chevalley, notemos que es una matriz con coeficientes en Z [t]. El grupo
G̃V (k) se obteńıa como el generado por estas matrices al evaluar t en un elemento de k.
Por 1 el automorfismo xr(t) actúa de esta forma:

xr(t) ⋅ Y = e
tXrY e−tXr Y ∈ gV . (2.11)

También vimos que en cualquiera de los tipos el lattice estaba generado por la base canónica y
las matrices etxr tienen coeficientes en Z [t]. En cada uno de los tipos la base de Chevalley son
matrices con coeficientes en Z, por lo que cualquier elemento en gV (Z) también. Luego podemos
ver a gV (k) como un álgebra de matrices sobre k y el automorfismo xr(t) está dado por la
ecuación (2.11).
Como G̃V (k) está generado por las matrices xr(t) y GV (k) por las e

tXr la ecuación (2.11) nos
dice que tenemos un morfismo sobreyectivo de GV (k) en G̃V (k) dado por

S ↦ S∗, S∗Y = SY S−1.

Denotemos Ω al núcleo de este morfismo, veamos que Ω = Z(GV (k)). Tenemos que S pertenece
a Ω si y solo si conmuta con los elementos de gV (Z), pero este lattice está generado por los
{Xr, hi} y además hi = [Xai ,X−ai], por lo que un elemento está en Ω si y solo si conmuta con
los Xr. Mientras que S pertenece al centro de GV (k) si y solo si conmuta con los etXr .

Sea S ∈ Ω, luego S conmuta con los Xr, por lo que también conmuta con

exp(tXr) = Id+tXr +
t2

2
X2
r ,

ya que X3
r = 0 en cualquiera de los tipos y la caracteŕıstica no es 2.

Ahora sea S′ ∈ Z(GV (k)), luego S
′ conmuta con los etXr , si V = A,A′,C,D se tiene por lo visto

en 2.5 que
eXr = Id+Xr.
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Luego S′ conmuta con los Xr. Si V = B sabemos que S′ conmuta con

Id+Xr +
1

2
X2
r .

Por lo tanto también conmuta con

(Xr +
1

2
X2
r )

2
=X2

r ,

usando que X3
r = 0. Luego S

′ conmuta con X2
r y también con

X2
r

2
(la caracteŕıstica no es 2), por

lo que conmuta con Xr.

Luego tenemos

G̃V (k) ≅ GV (k)/Ω = GV (k)/Z(GV (k)).

Gracias a la proposición anterior podemos describir como son los grupos de Chevalley adjuntos
en cada tipo.

Corolario 2. a. Para A′ tenemos

GA′(k) = SLn(k), por lo que G̃A′(k) = PSLn(k).

b. En tipo A tenemos

GA(k) = GLn(k), por lo que G̃A(k) = PGln(k).

c. En tipo B tenemos

GB(k) = (SO2n+1(k))
′,

con la forma bilineal dada por J = AntiDiag (1,1, . . . ,2,1, . . . ,1) por lo que G̃B(k) es el
conmutador del espacio proyectivo ortogonal dado por esta forma bilineal.

d. En tipo D tenemos

GD(k) = (SO2n(k))
′,

con la forma bilineal dada por L = AntiDiag (1,1, . . . ,1,1), por lo que G̃D(k) es el
conmutador del espacio proyectivo ortogonal dado por esta forma bilineal.

e. En tipo C se tiene GC(k) = Sp2n(k), por lo que G̃C(k) se obtiene al cocientar Sp(2n, k)
por su centro.

Observación 15. En [15, Lema 6.21] se ve que si la forma cuadrática se anula en un vector no
nulo entonces el conmutador de SOn(k) con esta forma cuadrática tiene ı́ndice 2 por ser el núcleo
del Spinor Map, que llega a k×/(k×)2. Tenemos que esto ocurre para las formas cuadráticas dadas
por J,L por lo que podemos afirmar que para los tipos B,D los grupos de Chevalley tienen ı́ndice
2 en SOn.

Lema 14. Sea G alguno de los grupos SO2n+1(Fq) o SO2n(Fq), G1 el grupo de Chevalley
en ese tipo y U,U1 los unipotentes maximales de G,G1 respectivamente. Hay un isomorfismo
H(G,U) ≅H(G1, U1).
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Demostración. Empecemos notando que los grupos G,G1 tienen el mismo toro maximal y los
grupos de Weyl son isomorfos, usando que N/T ≅ W tenemos que los normalizadores del toro
tienen igual cardinal. Es fácil ver que el normalizador del toro en G1 está incluido en el de G,
por lo que ambos coinciden y lo llamamos N . Usando lo visto en 2.3.2 tenemos que N es un
sistema de representantes de coclases dobles de U en G y de U1 en G1. Es claro que U1 ⊂ U y
la inclusión es estricta porque si no G y G1 seŕıan iguales. Usando la observación anterior y el
lema 11 tenemos el isomorfismo. Además este isomorfismo es la restricción a G1.

Observación 16. Al cambiar de la representación de definición a la adjunta los grupos de
Chevalley pueden no ser isomorfos, ya que la relación (N7) de 2.4 cambia.

Una pregunta que surge es si podemos cambiar las formas bilineales que tenemos en los grupos de
Chevalley de los tipos B y D. Si dos formas bilineales simétricas no degeneradas son equivalentes
en k entonces los grupos ortogonales son conjugados y, por lo tanto, isomorfos, en este caso
podemos cambiar una forma bilineal por la otra. Ahora vamos a analizar como podemos cambiar
una forma bilineal no degenerada por otra no equivalente si k = Fq el cuerpo finito de q elementos
con q primo.

Hecho 1. Es conocido que sobre un cuerpo finito k con caracteŕıstica impar hay exactamente
dos clases de equivalencias en las formas bilineales simétricas no degeneradas, y las clases de
equivalencia están determinadas por el hecho de que el determinante pertenezca a (k×)2.
O sea si B1,B2 son dos formas bilineales no degeneradas determinadas por las matrices J1, J2 se
tiene que B1,B2 son equivalentes si y solo si det(J1J2) ∈ (k

×
)
2.

Corolario 3. En tipo D la matriz L tiene determinante (−1)
n
2 . Sea k es el cuerpo finito de

q elementos, (−1)
n
2 es residuo módulo q si y solo si n es múltiplo de 4 o q es congruente a 1

módulo 4. Luego usando el hecho recién mencionado se tiene que en estos casos la forma bilineal
dada por L es equivalente a la canónica, en los restantes casos no son equivalentes. En el primer
caso podemos cambiar una forma bilineal por la otra, ya que los grupos son isomorfos.

Lo mismo ocurre para tipo B, la matriz J tiene determinante 2(−1)
n−1
2 , luego esta forma bilineal

es equivalente a la canónica si y solo si 2(−1)
n−1
2 ∈ (F×q )

2, no es dif́ıcil ver que eso solo ocurre si

• q = 1(8).

• q = 7(8) y n = 1(4).

• q = 3(8) y n = 3(4).

En estos casos podemos cambiar esta forma bilineal por la canónica y los grupos serán isomorfos.

Observación 17. Si Fq2 es el cuerpo finito de q2 elementos y x ∈ F×q sabemos que xq−1 = 1, por
lo que

x
q2−1

2 = (xq−1)
q+1
2 = 1.

Esto implica x es un cuadrado en F×q2 . Luego si queremos cambiar las formas bilineales de los
tipos B y D por la canónica en los casos donde no son equivalentes necesitamos irnos a Fq2 .
Tomemos k = Fq2 y construyamos los grupos de Chevalley en los tipos B y D, GB(Fq2),GD(Fq2).
Como los determinantes de J y L están en Fq entonces serán cuadrados en Fq2 , luego podemos
cambiar estas formas bilineales por la canónica (los grupos nos quedan isomorfos).
Usando el teorema 47 obtenemos las mismas relaciones pero cambiando q−1 con q2 en la relación
(Y 4). Las relaciones del toro cambian, tendremos las relaciones

tq
2−1
i = 1,
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por lo que nos queda isomorfo a Cnq2−1, salvo en el tipo A′ donde quedan las de determinante 1.

Luego podemos hacer los mismos argumentos en este caso, todos los argumentos que siguen se
mantendran, solamente estamos cambiando el valor d de q − 1 a q2 − 1.

2.8. Grupos alfombra

En esta sección vamos a definir los grupos alfombra, los cuales tienen una descomposición en producto
semidirecto que es una generalización de la descomposición de Levi para subgrupos parabólicos. Nos va
a servir para entender mejor algunos argumentos en la demostración de la descomposición de Bruhat
(2.9.1). La teoŕıa desarrollada en la siguiente subsección puede encontrarse en [16].

2.8.1. Definición, propiedades y casos particulares

Vamos a denotar Xr al elemento del álgebra de Lie correspondiente a la ráız r y con xr(t) al elemento
exp(t ⋅ Xr) con respecto a un sistema de ráıces irreducible R y denotamos E(R,K) su grupo de
Chevalley sobre el cuerpo K generado por los subgrupos xr(K), r ∈ R. Una alfombra para R es una
colección de subgrupos aditivos O = {Or ∣ r ∈ R} de K con la condición de que

Cij,rsO
i
rO

s
j ⊂ Oir+js, ir + js ∈ R,

donde Oir = {a
i
∣ a ∈ Or} y las constantes Cij,rs salen de la fórmula

[xs(u), xr(t)] = ∏
i,j>0

xir+js(Cir+js(−t)
iuj). (2.12)

Toda alfombra O define un subgrupo alfombra E(O) generado por los xr(Or), r ∈ R. El subgrupo O se
dice unipotente si todos los subgrupos aditivos indexados en ráıces negativas son nulos. Para cualquier
subconjunto ∆ ⊂ R denotamos con E(∆) al subgrupo generado por las xr(K), r ∈ ∆. De ahora en
adelante daremos por hecho el sistema de ráıces R y el cuerpo K. Enunciamos ahora algunos lemas
que serán útiles.

Lema 15. [1, Lema 17] Sea ∆ un subconjunto cerrado de ráıces tal que a ∈∆ implica −a ∉∆, entonces
cada elemento de E(∆) puede ser escrito de manera única como

∏
a∈S

xa(ta),

con los ta ∈K.

Notemos que este lama generaliza la descomposición de 2.4 ya que R+ es un subconjunto que cumple
las hipótesis.

Lema 16. Sea I un ideal de un conjunto cerrado ∆ ⊂ R tal que r ∈ I implica −r ∉ ∆. Entonces E(I)
es un subgrupo normal de E(∆).

Demostración. Por el lema anterior tenemos una descomposición única en E(I), por lo que hay que
ver [xs(u), xr(t)] ∈ E(I) para r ∈ I, s ∈∆.
Supongamos que para i, j > 0 tenemos ir + js ∈ R, como ∆ es cerrado tenemos ir + js ∈∆ y como I es
un ideal se tiene ir + js ∈ I. Usando esto último y la fórmula de 2.12 obtenemos lo deseado.

Lema 17. Todo subconjunto cerrado ∆ ⊂ R define una alfombra O = {Or, r ∈ R} donde

Or =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

K si r ∈∆,

0 si no.
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Demostración. Sean r, s ∈ ∆, si i, j > 0 cumplen que ir + js ∈ ∆ entonces ir + js ∈ ∆ porque ∆
es cerrado. Usando esto y la fórmula 2.12 obtenemos el resultado. Esto nos dice que todo conjunto
cerrado determina el grupo alfombra E(∆).

Lema 18. Si ∆ es cerrado entonces T normaliza a E(∆)

Demostración. Alcanza con ver que txr(K)t
−1
∈ E(∆) si t ∈ T, r ∈ ∆, pero esto se deduce fácilmente

de la relación (UN2) de 2.4.

Teorema 50. Si tenemos un conjunto cerrado ∆ podemos considerar sus partes especial y
antisimétrica. Por el lema 3 tenemos que ∆r es un subsistema y ∆u es un ideal en ∆. Como ∆u

es un ideal en ∆ tenemos por el lema 16 que E(∆u
) es normal en E(∆).

Además en [16, Lemas 9, 13] se ve que E(∆u
) ∩ E(∆r

) = {1} y E(∆r
) es el producto directo de los

E(∆i,K) donde los ∆i se obtienen como los subsistemas irreducibles del subsistema ∆r, en particular
podemos afirmar que hay un producto semidirecto

E(∆) = E(∆u
) ⋊E(∆r

) (2.13)

Observación 18. Más en general si E(O) es un grupo alfombra sobre R se tiene que es un producto
semidirecto de los subgrupos E(O+) = ⟨xr(Or)∣ r ∈ R,Or ≠ 0,O−r = 0⟩ y E(O

±
) = ⟨xr(Or)∣ Or,O−r ≠ 0⟩

con núcleo E(O+), mientras que E(O±) es el producto directo de los ERi(O) siendo los Ri las
componentes irreducibles del subsistema ψ± = {r ∈ R∣ Or,O−r ≠ 0}.

Observación 19. Si ∆ ⊂ R es un subconjunto de las ráıces simples podemos considerar el subsistema
parabólico definido en la observación 2. Por el lema 1 sabemos que R+ ∪ R∆ es cerrado. Sus partes
antisimétrica y especial son R∆ y R+/R∆.

Luego por el teorema anterior E(R∆) es producto directo de los E(R∆i ,K) siendo los ∆i las
componentes conexas que quedan en el diagrama de Dynkin al sacar ∆, además tenemos el producto
semidirecto

E(R∆ ∪R
+
) = E(R+/R∆) ⋊E(R∆),

por lo que obtenemos

E(R∆ ∪R
+
) = E(R+/R∆) ⋊∏

i

E(R∆i).

Además por el lema 18 sabemos que T normaliza a este grupo, por lo que podemos definir el grupo

P∆ = TE(R∆ ∪R
+
)

Además E(R+/R∆) ⊂ E(R
+
) = U , y como U ∩ T = {1} se tiene E(R+/R∆) ∩ T = {1}. Esto nos dice

que

P∆ = E(R
+
/R∆) ⋊ T∏

i

E(R∆i) = E(R
+
/R∆) ⋊∏

i

TiE(R∆i). (2.14)

donde Ti es el toro correspondiente a ∆i. Como un grupo de Chevalley está generado por el toro y los
grupos xr(K) entonces los TiE(R∆i) son grupos de Chevalley correspondientes a los subsistemas ∆i.
También notemos que P∆ contiene a T y U por lo que es un subgrupo parabólico, además todos los
subgrupos parabólicos se obtienen de esta forma y la ecuación (2.14) se llama la descomposición de
Levi, mientras que la ecuación (2.13) nos da un resultado análogo a la descomposición de Levi.
También tiene sentido hacer lo mismo para cualquier subsistema S, pero el problema es que S ∪R+ no
es cerrado.
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2.9. Descomposición de Bruhat e isomorfismos del álgebra de
Iwaori–Hecke

En toda esta sección vamos a considerar el caso donde G es un grupo de Chevalley como en 2.1 y
con los subgrupos U,N,T,W,B definidos de la misma forma que en 2.3.1, con B = T ⋊U un subgrupo
boreliano. También definamos C(w) = BwB para w ∈W , notemos que como T ⊂ B no hay problemas
de definición.
En esta sección vamos a hacer 2 cosas. La primera es ver el grupo de Chevalley tiene una descomposición

G = ∐
w∈W

BwB,

la cual se llama descomposición de Bruhat. Luego usando esta descomposición veremos que hay un
isomorfismo entre H(G,B) y Hq(W ).

2.9.1. Descomposición de Bruhat

Los siguientes lemas y proposiciones serán útiles para la demostración de la descomposición de Bruhat.

Lema 19. Si sa es una reflexión simple entonces B ∪C(sa) es un subgrupo de G.

Demostración. Lo probamos para G = GLn, para los otros casos es análogo. El caso n = 2 no es dif́ıcil
ver a mano. Para el caso general consideramos

Pa = U
a
⋊Ma,

como en la observación 19 siendo Ua = E(R+/a),Ma = TE(a,−a). Los conjuntos C(sa) y B son
subconjuntos de Pa, afirmamos que la unión es todo Pa. Ambas coclases dobles son invariantes
por Ua ya que Ua ⊂ B, por lo que alcanza con ver que contiene a Ma. Pasando al cociente en
Pa/U

a
≅Ma ≅ GL2 ×(k

×
)
n−2 se reduce al caso n = 2.

Observación 20. Tenemos gracias al lema 15 que

U = ∏
b∈R+

Ub,

donde además la descomposición es única, y lo mismo ocurre con Ua si a ∈ R+ es una ráız simple.

Lema 20. Si s una simetŕıa simple que le corresponde la ráız simple a ∈ R+ y w ∈ W es tal que
l(ws) = l(w) + 1 entonces

C(w)C(s) = C(ws).

Demostración. Es suficiente con probar

wBs ⊂ BwsB,

ya que esto nos daŕıa la inclusión ⊂ y la otra es clara. Escribamos b ∈ B como b = txa(y)u con t ∈ T ,
u ∈ Ua, y ∈ Fq. Se tiene

wbs = wtxa(y)us = (wtw
−1
)(wxa(y)w

−1
)ws(s−1us),

tenemos (wtw−1) ∈ T ⊂ B porque T es normal en N , wxa(y)w
−1
∈ xw(a)(Fq) usando las relaciones

(UN1), (UN2), pero como l(ws) = l(w) + 1 tenemos w(a) ∈ R+, por lo que wxa(y)w
−1
∈ B.

Además tenemos gracias a la observación 20 que s−1us es de la forma

∏
b≠a
s−1xb(yb)s,
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el cual está en ∏
b≠a
xs(b)(yb) si usamos las relaciones (UN1), (UN2).

Como s = sa entonces sa(R
+
/a) = R+/a, por lo que s−1us ∈ Ua ⊂ B. Juntando estas cosas tenemos

wbs ∈ BwsB, que era lo que queŕıamos.

Corolario 4. Si w,w′ ∈W son tales que l(ww′) = l(w) + l(w′) entonces C(ww′) = C(w)C(w′).

Demostración. Es suficiente con ver que si w = s1s2 . . . sr es la descomposición de w entonces

C(w) = C(s1)C(s2) . . .C(sr). (2.15)

Porque si ya sabemos esto y w = s1s2 . . . sr,w
′
= s′1s

′
2 . . . s

′
k son las descomposiciones irreducibles de w

y w′ entonces s1s2 . . . srs
′
1s
′
2 . . . s

′
k será la descomposición de ww′ y

C(ww′) = C(s1)C(s2) . . .C(sr)C(s
′
1)C(s

′
2) . . .C(s

′
k) = C(w)C(w

′
).

Veamos 2.15. Si w = s1s2 . . . sr = w1sr con l(w1) < l(w) sabemos que l(w1sr) = l(w1) + 1, luego por el
lema anterior tenemos C(w) = C(w1)C(sr), luego por inducción en l(w) tenemos la igualdad.

Proposición 51. Veamos que si G es un grupo de Chevalley se verifican los siguiente axiomas:

(T1) T = B ∩N es normal en N .

(T2) Hay un conjunto I de generadores de W = N/T tales que s2 = 1 si s ∈W .

(T3)

C(w)C(s) ⊂ C(w) ∪C(ws)

para s ∈ I.

(T4) G está generado por N,B.

Demostración. Los axiomas 1,2,4 se verifican fácilmente por lo visto en 2.3.1, veamos T3.
Si l(ws) = l(w) + l(s) entonces es cierto por el corolario 4. Supongamos entonces l(ws) = l(w) − 1, o
equivalentemente w(a) ∈ R− si s = sa. En este caso tenemos l(ws) + l(s) = l(w) = l(ws ⋅ s), por lo que
usando el corolario 4 tenemos

wsBs ⊂ BwB. (2.16)

Por 19 sabemos que B ∪ BsB es un grupo que contiene a s, por lo que B ∪ BsB = sB ∪ sBsB y
Bs ⊂ sB ∪ sBsB, luego usando la ecuación (2.16) tenemos

wBs ⊂ wsB ∪wsBsB ⊂ BwsB ∪BwB,

que era lo que queŕıamos.

Un sistema (B,N, I) con estas propiedades es llamado un Sistema de Tits, y los grupos de Chevalley
los tienen.

Teorema 52 (Bruhat). Sea (B,N, I) un sistema de Tits, se tiene una descomposición

G = ∐
w∈W

BwB. (2.17)
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Demostración. Veamos que ∪
w∈W

C(w) es un grupo. Es cerrado por inversas por lo que hay que ver

que es cerrado por multiplicación. Veamos por inducción en l(w2) que C(w1)C(w2) está incluido en
la unión.

Si l(w2) = 0 entonces w2 = 1 y el resultado vale. Si l(w2) > 0 entonces podemos escribir w2 = sw
′
2 con

l(w′2) < l(w2), s ∈ I. Luego usando el axioma T3 tenemos:

C(w1)C(w2) = Bw1Bsw
′
2B ⊂ Bw1Bw

′
2B ∪Bw1sBw

′
2B.

Y por inducción está incluido en la unión de las coclases dobles, entonces probamos lo que queŕıamos.
Como G esta generado por B,N entonces la unión de las coclases dobles es todo G.
Queda ver que la unión es disjunta, sabemos que las coclases dobles son iguales o disjuntas, por lo
que hay que ver que si C(w) = C(w′) entonces w = w′. Supongamos l(w) ≤ l(w′) y hagámoslo por
inducción en l(w).
Si l(w) = 0 entonces w = 1 y B = C(w′), como B ∩ N = T entonces w′ = 1. Asumamos ahora
l(w) > 0, escribamos w = w′′s con l(w′′) < l(w), por hipótesis tenemos w′′s ⊂ C(w′) por lo que
w′′ ⊂ C(w′)s ⊂ C(w′)C(s). Por el axioma T3 tenemos C(w′′) ⊂ C(w′)C(s) ⊂ C(w′s) ∪C(w′). Luego
tenemos

C(w′′) = C(w′) o C(w′′) = C(w′s).

Por hipótesis inductiva sabemos w′′ = w′ o w′′ = w′s, el primer caso no es posible ya que
l(w′′) < l(w) ≤ l(w′), luego w′′ = w′s y por lo tanto w′ = w′′s = wss = w.

2.9.2. Isomorfismos del álgebra de Iwaori–Hecke

Si w ∈ W tenemos que los subconjuntos R+ ∩ w(R−),R+ ∩ w(R+) cumplen las hipótesis del lema 15,
luego podemos definir

UR+∩w(R−) = U
−
w UR+∩w(R+) = U

+
w,

que son subgrupos de U . Notemos además que

R+ ∩w(R−)∐R+ ∩w(R+) = R+,

que también cumple las condiciones, por lo que tenemos que la multiplicación

U+w ×U
−
w → U

es biyectiva.

Lema 21. Se tiene ∣U−w ∣ = q
l(w).

Demostración. Sabemos que ∣R+ ∩w(R−)∣ = l(w). Por el lema 15 tenemos la descomposición

U−w = ∏
a∈R+∩w(R−)

Ua.

Como todos los Ua tiene cardinal q entonces nos queda lo que queremos.

Proposición 53. Se tiene la fórmula ∣BwB/B∣ = ql(w).

Demostración. Veamos que la función u− → u−wB es una biyección U−w → BwB, en ese caso seŕıa
cierto por el lema anterior.
Las coclases de BwB/B son de la forma bwB, sea b = u−u+t ∈ B, con u± ∈ U±w, t ∈ T . Luego tenemos

bwB = u−w(w−1u+w)(w−1tw)B.
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Sabemos que w−1tw ∈ T ⊂ B, usando (UN1), (UN2) tenemos w−1u+w ∈ Uw−1(R+∩w(R+)) ⊂ UR+ = U ⊂ B,
luego bwB = u−wB. Esto nos dice que la aplicación es sobreyectiva.
Para probar la inyectividad hay que probar que si u−1wB = u

−
2wB con u−1 , u

−
2 ∈ U

− entonces u−1 = u
−
2 .

Si llamamos u− = (u−1)
−1u−2 , tenemos w−1u−w ∈ B. Usando las relaciones (UN1), (UN2) tenemos

w−1u−w ∈ Uw−1(R+∩w(R−)) ⊂ UR− = U
−, como tenemos U− ∩ B = {1} entonces u− = 1, y por lo tanto

u−1 = u
−
2 .

Definición 54. Consideremos H(G,B), las funciones B bivariantes de G a C. Por Bruhat sabemos
que W es un sistema completo de representantes de coclases dobles de B en G, luego por lo visto en
2.2 tenemos que

{ϕw = 1BwB}w∈W

es una base de H(G,B) como C espacio vectorial, en particular dim(H(G,B)) = ∣W ∣.
La convolución está definida por

(f1 ∗ f2)(g) =
1

∣B∣
∑
x∈G

f1(x)f2(x
−1g).

Definimos también el mapa de aumentación ϵ ∶H(G,B)→ C que es un morfismo y está dado por:

ϵ(f) =
1

∣B∣
∑
x∈G

f(x).

Y por la proposición anterior tenemos ϵ(ϕw) = q
l(w).

Proposición 55. Si w,w′ son tales que l(ww′) = l(w) + l(w′) entonces

ϕww′ = ϕw ∗ ϕw′ .

Demostración. Por el corolario 4 sabemos que C(ww′) = C(w)C(w′), luego el soporte de ϕw ∗ϕw′ está
incluido en C(ww′). Por lo tanto existe una constante η tal que ϕw ∗ ϕw′ = η ϕww′ . Si aplicamos el
morfismo ϵ tenemos:

ql(w)ql(w
′)
= ϵ(ϕw)ϵ(ϕw′) = ϵ(ϕw ∗ ϕw′) = ϵ(η ϕww′) = η q

l(ww′)
= η ql(w)ql(w

′).

Luego η = 1 y tenemos la igualdad.

Lema 22. Sea s una reflexión simple. Se tiene

ϕs ∗ ϕs = qϕ1 + (q − 1)ϕs.

Demostración. Por el axioma T3 sabemos C(s)C(s) ⊂ C(1) ∪ C(s), por lo que existen constantes
λ,µ tales que ϕs ∗ ϕs = λϕ1 + µϕs. Si evaluamos ambos lados en la identidad tenemos λ = q, ya que
ϕs(1) = 0, ϕ1(1) = 1 y

ϕs ∗ ϕs(1) =
1

∣B∣
∑

g∈BsB
ϕs(g)ϕs(g

−1
) =
∣BsB∣

∣B∣
= ql(s) = q,

donde la última igualdad es por la proposición 53.

Sabemos ϵ(ϕs) = q
l(s)
= q, ϵ(ϕ1) = 1, luego aplicando ϵ tenemos

λ + µq = ϵ(λϕ1 + µϕs) = ϵ(ϕs ∗ ϕs) = ϵ(ϕs)
2
= q2.

Como λ = q tenemos µ = q − 1 y llegamos a la igualdad del enunciado.

64



Corolario 5. Si l(sw) < l(w) con s una reflexión simple se tiene

ϕs ∗ ϕw = qϕsw + (q − 1)ϕw.

Demostración. Como l(sw) < l(w) entonces podemos expresar a w como w = sw′ con l(w′) < l(w).
Como l(w) = l(s)l(w′) sabemos por la proposición 55 que ϕw = ϕs ∗ ϕw′ , usando el lema anterior
obtenemos:

ϕs ∗ ϕw = ϕs ∗ ϕs ∗ ϕw′ = q ϕ1 ∗ ϕw′ + (q − 1)ϕs ∗ ϕw′ = qϕsw + (q − 1)ϕw.

Observación 21. Tenemos por el lema 5 que el álgebra de Iwaori–Hecke Hq =HC(W,S, (q, q − 1)) es
la generada por los Tw,w ∈W con las relaciones:

a. Tww′ = TwTw′ si l(ww
′
) = l(w) + l(w′).

b. si s ∈ S es tal que l(sw) < l(w) entonces

TsTw = q Tsw + (q − 1)Tw.

Además se tiene que Hq está generada por los Tw, por lo que dim Hq ≤ ∣W ∣ .

Teorema 56 (Iwahori). El álgebra H(G,B) es isomorfa a HqW.

Demostración. Si tomamos el morfismo Tw ↦ ϕw está bien definido ya que por la proposición 55 y
el corolario 5 los ϕw satisfacen las relaciones de los Tw de la observación anterior. La aplicación es
suryectiva porque los ϕw generan H(G,B), pero como dimHq(W ) ≤ ∣W ∣ = dimH(G,B) se deduce que
es un isomorfismo.

2.10. Teorema del doble centralizador y especializaciones

En esta sección enunciamos el teorema del doble centralizador cuya demostración está en [17, § 3.2],
este teorema nos va a ayudar a probar que las álgebras de Iwaori–Hecke y de Yokonuma son semisiples
para luego poder usar el teorema de deformación de Tits. Gracias a esto obtendremos dos biyecciones
de caracteres irreducibles, una entre las de el normalizador del toro y el álgebra de Yokonuma H(G,U)
y la otra entre las del grupo de Weyl y el álgebra de Iwaori–Hecke H(G,B). También vamos a hablar
sobre la traza de un endomorfismo de IndGH 1H .

2.10.1. Teorema del doble centralizador

Teorema 57 (Teorema del doble centralizador). Sea W un espacio vectorial de dimensión finita
sobre K y sea A ∈ EndKW una subálgebra semisimple, sea

A′ = EndAW = {b ∈ EndKW ∶ ab = ba ∀b ∈ A}.

la subálgebra que centraliza a A. Luego se tiene que A′ es semisimple y hay una descomposición en
suma directa

W =
r

⊕
i=1
Wi,

que es la descomposición isot́ıpica de W como un A módulo y como A′ módulo. De hecho para 1 ≤ i ≤ r
hay un A módulo irreducible Ui y un A′ módulo irreducible U ′i tales que si Di = EndAUi (álgebra de
división sobre K por lema de Schur), entonces Dop

i ≅ EndA′ U
′
i y

Wi ≅ Ui ⊗Di U
′
i .
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Observación 22. Si K es algebraicamente cerrado se tiene que las álgebras de división Di son
isomorfas a K, por lo que el producto tensorial es tomado sobre K.

Corolario 6. Si G es un grupo y H es un subgrupo entonces H(G,H) es semisimple.

Demostración. Tomamos K = C, W = IndGH 1H y A = C [G] en el teorema. Como C [G] es semisimple
entonces tenemos que EndC[G](Ind

G
H 1H) es semisimple, pero por 10 eso es H(G,H).

Como C [G] y H(G,H) son semisimples podemos usar el teorema 57 con W = IndGH 1H el cual nos
dice que

IndGH 1H = ⊕
V ∈ Irr(G∶H)

V ⊗ V H , (2.18)

donde los elementos de G actúan a izquierda y los de H(G,H) a derecha. Viendo la demostración de
57 para probar que esta es la descomposición es necesario ver que la multiplicidad de V es la correcta,
esta multiplicidad es

dim HomG(Ind
G
H 1H , V ) = dim HomH(1H ,Res

G
H V ) = dimV H ,

por lo que coincide con la de la descomposición.

2.10.2. Especializaciones en 0,1

Definición 58. [Deformación del álgebra de Hecke] Sea W el grupo de Weyl de alguno de los
tipos A,B,C,D. Definimos Hn como la C[u±1] álgebra con relaciones:

a. sisj . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

= sjsi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

si mij es el orden de sisj en W .

b. s2i = u + (1 − u)si.

Notemos que Hn consiste en tomar las relaciones deW , cambiar las relaciones cuadráticas como en (b)
y mantener las relaciones no cuadráticas. También notemos que es un cociente de Yd,n si mandamos
las ti en 1. Cuando nos refiramos a la deformación en tipo V la llamaremos HV

n .

Notemos que al especializar en u = 1 obtenemos las relaciones de C [W ] mientras que al especializar
en u = q obtenemos las relaciones de H(G,B) por el teorema de Iwahori 56.
Luego consideramos las especializaciones en u = 1, u = q y las llamamos σ1, σq ∶ C [u

±1] → C. Se tiene
que Hn(u) es split por [18, Teorema 2.9], entonces aplicando el teorema de deformación de Tits (usando
el corolario 6 y que el álgebra es libre por 15) tenemos biyecciones

dσq ∶ Irr(Hn(u))→ Irr(Hn(q)) = Irr(H(G,B)) dσ1 ∶ Irr(Hn(u))→ Irr(Hn(1)) = Irr(W ).

Tenemos que C[u±1] = C[u] [
1

u
] es un DFU porque localizar preserva la condición de ser DFU, como

su cuerpo de fracciones es C(u) obtenemos que C[u±1] es integralmente cerrado en C(u). Usando la
proposición 18 tenemos que los caracteres llegan a C[u±1]. Si χ ∶Hn → C[u±1] es un caracter obtenemos
los caracteres especializados

χ1 = dσ1(χ), χq = dσq(χ),

y podemos definir una biyección

TB = dσq ○ d
−1
σ1
∶ Irr(W )→ Irr(H(G,B)).
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En particular las dimensiones de las representaciones irreducibles de C [W ] , H(G,B) son las mismas,
luego por el Teorema de Wedderburn el álgebra de Hecke H(G,B) y el álgebra de grupo C [W ] son
isomorfas como C álgebras. Ahora especielizemos en u = 1/q y u = 1.

Empecemos diciendo que las relaciones de Yq−1,n para cualquiera tipos son las mismas relaciones
que las del teorema de Yokonuma para H(G,U) pero cambiando la relación (Y 4) por

ξ2i = u hi(−1) +
1 − u

q − 1
∑
t∈F×q

hi(t)ξi.

Luego al especializar en q−1 nos quedan las relaciones del álgebra de Yokonuma.

Mientras que si especializamos en u = 1 nos quedan las relaciones de N (el normalizador del toro
maximal). Sabemos también que C [N] es semisimple y split, y H(G,U) es semisimple por el corolario
6 y también es split ya que es un C módulo. En los casos en que Yq−1,n(u) es split (lo veremos luego
para los tipos A,A′ y B) la proposición 18 dice que los caracteres irreducibles llegan a C[u±1].

Si no es split en C(u) podemos tomar K una extensión de Galois finita de C(u) de modo que KYq−1,n
sea split y seguimos el mismo procedimiento que en 1.2.2. Como las álgebras de Hecke son semisimples
estamos en las condiciones del teorema de deformación de Tits (usando también 48) y obtenemos las
siguientes biyecciones:

dϕq ∶ Irr(KYq−1,n)
∼
Ð→ Irr(KYq−1,n(q

−1
)) = Irr(H(G,U)),

dϕ1 ∶ Irr(KYq−1,n(u))
∼
Ð→ Irr(KYq−1,n(1)) = Irr(N).

que provienen de las especializaciones en 1/q y 1. Luego esto nos da una biyección

TU = dϕq ○ d
−1
ϕ1
∶ IrrN → Irr(H(G,U)). (2.19)

LLamemos ϕq, ϕ1 ∶ A
∗
→ C a los morfismos que mandan u a q−1 y 1 respectivamente, donde A∗ es la

clausura integral de A = C[u±1] en K. Además por la observación 5 tenemos:

dϕq(χ) = ϕq ○ χ, dϕ1(χ) = ϕ1 ○ χ.

En particular las dimensiones de las representaciones irreducibles de H(G,U) y C [N] son las mismas.
Luego por el teorema de Wederburn el álgebra de Yokonuma H(G,U) y el álgebra de grupo C [N] son
isomorfas como C álgebras.

Gracias a esto y a lo visto en la subsección anterior tenemos los siguientes diagramas de biyecciones:

Irr(G ∶ B) Irr(W )

Irr(H(G,B))

DB TB

Irr(G ∶ U) Irr(N)

Irr(H(G,U))

DU TU

Vamos a ver en 3.2 como están parametrizadas las representaciones irreducibles de W en cada uno
de los tipos, como TB ,DB son biyecciones entonces las de Irr(G ∶ B) van a estar parametrizadas por
lo mismo. También veremos en 3.3 como están parametrizadas las representaciones irreducibles de N ,
como TU ,DU son biyecciones las de Irr(G ∶ U) también están parametrizadas por lo mismo.
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2.10.3. Trazas

Sea W = IndGH 1H . Sea X ∈ EndCW ,usando la base {ϕw = 1Hw}w∈W con W un sistema completo de
representantes de coclases a izquierda de H en G, no es dif́ıcil ver que

trX = ∑
w∈W
(X(ϕw))(w).

Lema 23. Sea g ∈ G,ϕ ∈H(G,H) y consideremos gϕ = ϕg ∈ EndC(Ind
G
H 1H) donde g es pensado como

un elemento de EndC(Ind
G
H 1H). Se tiene

tr(ϕg) =
1

∣H ∣
∑
x∈G

ϕ (xgx−1) = ∑
V ∈ Irr(G∶H)

χV (g) χDH(V )(ϕ),

donde χV es el caracter de G con espacio de representación V y χDH(V ) el caracter de H(G,H) que
sale de aplicar el operador DH .

Demostración. Se tiene que

∣H ∣ tr(ϕg) = ∣H ∣ ∑
w∈W
(gϕϕ̇w)(w) = ∣H ∣ ∑

w∈W
(ϕϕ̇w)(wg) = ∑

w∈W
∑
y∈G

ϕ(y)ϕw(y
−1wg)

= ∑
w∈W

∑
y−1wg∈Hw

ϕ(y) = ∑
w∈W

∑
y∈wgw−1H

ϕ(y) = ∑
w∈W

∑
h∈H

ϕ(wgw−1h−1)

= ∑
w∈W

∑
h∈H

ϕ((hw)g(hw)−1) = ∑
x∈G

ϕ(xgx−1).

donde usamos que ϕ esH invariante a izquierda. Por otro lado si aplicamos gϕ = ϕg en la descomposición
2.18 tenemos que

tr(gϕ) = ∑
V ∈ Irr(G∶H)

χV (g) χDH(V )(ϕ).
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Caṕıtulo 3

Representaciones del grupo de Weyl
y del normalizador del toro

El objetivo de este caṕıtulo es calcular las representaciones irreducibles del grupo de Weyl W y de
N , el normalizador del toro. Caracterizar estas representaciones va a ser necesario para calcular los
valores de los caracteres en ciertos elementos particulares.

3.1. Representaciones de un producto semidirecto y de
subgrupos con cociente ćıclico

Para calcular las representaciones irreducibles de W,N vamos a necesitar entender como son las
representaciones de un producto semidirecto y las representaciones irreducibles de un subgrupo normal
H ≤ G con cociente ćıclico, sabiendo las de G.

3.1.1. Representaciones de un producto semidirecto

Veamos como calcular las representaciones irreducibles de un grupo G de la forma G = A ⋊H, donde
A es abeliano. Vamos a usar el argumento dado en de [19, proposición 8.2].

Como A es abeliano todos los caracteres irreducibles de A tiene grado 1 y se identifican con
X = Hom(A,C×). El grupo G actúa en X por

(s.χ)(a) = χ(s−1as).

Sea (χi)i∈X/H un sistema de representantes de las órbitas de H en X. Para cada i ∈ X/H sea Hi el
estabilizador de χi, o sea los h ∈ H tales que hχi = χi, Tenemos que A es normalizado por Hi, por lo
tanto podemos definir Gi = AHi. Extendemos la función χi a Gi definiendola por

χi(ah) = χi(a), si a ∈ A,h ∈Hi.

Usando el hecho de que Hi estabiliza a χi no es dif́ıcil ver que esta extensión nos queda un morfismo
de grupos, por lo que es un caracter de grado 1 de Gi.
Sea p una representación irreducible de Hi, como A es normalizado por Gi entonces tenemos
una proyección canónica Gi → Hi, y componiendo p con la proyección canónica obtenemos p̃
una representación irreducible de Gi. Luego tomando el producto tensorial χi ⊗ p̃ obtenemos otra
representación irreducible de Gi. Notemos que como χi ∶ Gi → C× podemos ver χi ⊗ p̃ como
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g ↦ χi(g)p̃(g) (donde p̃(g) ∶ V → V y V es el espacio de representación de p). Inducimos esta
representación de Gi a G y a la representación inducida la llamamos ϕi,p.

Proposición 59. a. ϕi,p es irreducible.

b. Si ϕi,p y ϕi′,p′ son isomorfas entonces i = i′ y p es isomorfa a p′.

c. Cada representación irreducible de G es isomorfa a alguna de las ϕi,p.

Luego todas las representaciones de G quedan determinadas por elegir una órbita de la acción de H
en X y una representación irreducible del estabilizador de esa órbita. Usamos esta construcción para
hallar las representaciones irreducibles de (F×q )

n
⋊ Sn.

Caracteres de N = (F×q )
n
⋊ Sn

Notemos primero que (F×q )
n
⋊ Sn es el normalizador de Sn en GLn(Fq), que (F

×
q )
n es normal en N

y además es abeliano, por lo que estamos en las hipótesis de la proposición anterior. Empecemos
describiendo como es

X = Hom ((F×q )
n,C×) ,

o sea los caracteres de (F×q )
n. El conjunto Hom(F×q ,C

×
) se identifica con Cq−1 el grupo ćıclico de orden

q − 1. Luego Hom((F×q )
n,C×) consiste en dar una tupla de n elementos de Hom(F×q ,C

×
) = Cq−1.

Si ψ = (ψ1, ψ2, . . . ψn) es una de estas tuplas entonces el caracter queda definido por

(t1, t2, . . . tn)↦ ψ1(t1)ψ2(t2)⋯ψn(tn).

Sabemos que Sn actúa por conjugación en T = (F×q )
n permutando las posiciones en la diagonal, de

la misma forma que actúa Sn en {1,2, . . . n}, esto nos dice que la acción de σ ∈ Sn en X consiste en
reordenar los números de las n tuplas aplicando la permutación σ. Luego la órbita de ψ = (ψ1, ψ2, . . . ψn)
son todas las permutaciones de esta n tupla, por lo que podemos pensar que cada órbita queda
determinada por la cantidad de veces que aparece cada elemento de Cq−1.
Tomemos tg un generador de Cq−1 y en cada órbita tomamos la tupla donde los elementos t1g, t

2
g, . . . t

q−1
g

quedan en ese orden de izquierda a derecha. Luego si ψ = (ψ1, ψ2, . . . ψn) es uno de estos representantes
entonces el estabilizador es

Stab ψ = Sn1 × Sn2 × . . . × Snq−1 ,

donde nj es la cantidad de veces que aparece tjg en ψ.

Sabemos que si G1 y G2 son grupos finitos entonces Irr(G1 × G2) = Irr(G1) × Irr(G2), donde cada
χ ∈ Irr(G1 × G2) proviene de hacer el producto tensorial entre algunos χ1 ∈ Irr(G1), χ2 ∈ Irr(G2).
Luego

Irr(Stab ψ) = Irr(Sn1) × Irr(Sn2) × . . . × Irr(Snq−1)

y los χ ∈ Irr(Stab ψ) son de la forma

Sλ1
n1
⊗ Sλ2

n2
⊗ . . .⊗ Sλq−1

nq−1 ,

con λi ∈ Pni , donde Pn denota las particiones de tamaño n.

Esto nos dice que las representaciones irreducibles de N están parametrizadas por las funciones
Λ ∶ Cq−1 → P de tamaño n, o sea que

∑
g∈Cq−1

∣Λ(g)∣ = n,

donde P es el espacio de particiones. Ahora veamos que representación determina una función Λ.

Sea Ti = (F
×
q )
ni , Ni = Ti⋊Sni . Observemos que si ψ ∈ T̂ (el dual) tiene multiplicidad ni en ψi entonces

T ⋊ Stab ψ =∏
i

Ni. Luego ψi define un caracter en Ni por
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(t1, t2, . . . tni , σ)↦∏
j

ψi(tj).

Por otro lado Sλi
ni

define una representación irreducible de Sni y tomando la proyección canónica
obtenemos una representación irreducible de Ni. Tensorizando podemos definir

χNi

λi,ψi
= Sλi

ni
⊗ ψi ∈ Irr(Ni).

Tomando el producto tensorial y induciendo a N nos da la representación irreducible

χΛ = Ind
N
∏Ni
⊗
i

χNi

λi,ψi
∈ Irr(N). (3.1)

LLamemos Qq−1,n a las funciones Λ ∶ Cq−1 → P de tamaño n, entonces tenemos una biyección entre
Irr(N) y Qq−1,n, Λ↦ χΛ.

Observemos que el mismo argumento funciona para cualquier grupo ćıclico de orden d. Si Cd denota
el grupo ćıclico de orden d y N = Cnd ⋊ Sn, donde Sn actúa por conjugación en Cnd permutando las
coordenadas como elemento de Sn entonces los mismos argumentos se adaptan a este caso y llamamos
Qd,n al conjunto que las parametriza.

3.1.2. Representaciones de subgrupos con cociente ćıclico

Supongamos que N ⊴ G con G/N ćıclico. Si µ es un caracter de N llamamos µg al caracter que se
obtiene al conjugar por g. Como N ⊴ G podemos usar [7, Teorema 3.2] para afirmar que dado χ ∈ Irr(G)
y µ un factor en χ′(la restricción de χ a N) se tiene

χ′ = e (
t

∑
i=1
µgi),

para algún e, donde los µgi son todos los conjugados de u, sin que haya dos isomorfos. El número t es
el ı́ndice del grupo de inercia de µ. El grupo de inercia es

IG(µ) = {g ∈ G ∶ µ
g
= µ}.

Los elementos gi se toman como los representantes de las coclases a derecha de IG(µ) en G. Empecemos
viendo que e = 1, tomando el grupo de inercia de uno de los factores irreducibles en χ′ podemos asumir
que en la descomposición de χ′ solo aparece un factor irreducible µ y queremos ver que aparece con
multiplicidad 1. Como es invariante por la acción del grupo (estamos asumiendo que la inercia es todo
el grupo) entonces por [7, Teorema 2.14] tenemos e = 1. Luego al restringir cualquier χ ∈ Irr(G) nos
queda suma de irreducibles distintos con multiplicidad 1, lo mismo ocurre al inducir por reciprocidad
de Frobenius.
Por lo tanto tenemos una correspondencia entre los caracteres de N y los de G, si µ ∈ Irr(N), χ ∈ Irr(G)
tenemos que µ es un factor de χ′ si y solo si χ es un factor de IndGN(µ) y además todos los factores de
χ′ son los conjugados de µ.

Llamemos d = ∣G/N ∣ y ϵ al morfismo
ϵ ∶ G→ Cd ≅ G/N,

y para j ≥ 0 llamemos ϵj al morfismo definido por g ↦ ϵ(g)j , notemos que es lo mismo que tensorizar j
veces ϵ. El objetivo ahora es probar que si χ es un factor de IndGN(µ) entonces los restantes factores en
la descomposición de IndGN(µ) son de la forma χ⊗ ϵj , o sea tensorizar χ con un caracter del cociente.
Si usamos la propiedad

Ind(V )⊗W ≅ Ind(V ⊗Res(W ))
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tenemos que

IndGN χ
′
= IndGN (χ

′
⊗ 1N) ≅ χ⊗ IndGN 1N .

Esto nos dice que cualquier caracter irreducible en la descomposición de IndGN χ
′ es de la forma χ⊗ ϵj ,

como µ es un factor de χ′ tenemos lo que queŕıamos.

Luego al inducir los caracteres que aparecen difieren de tensorizar por un caracter deG/N , en particular
tienen todos el mismo grado, además sabemos que χ y χ⊗ ϵj se restringen a lo mismo.

Sigamos con la hipótesis de que µ es un factor de χ′, k el grado de µ y t = ∣IG(µ)∣. Sabemos que

χ(1) = χ′(1) =
t

∑
i=1
µgi(1) = t µ(1) = tk,

mientras que IndGN µ(1) = dk, como todos los factores irreducibles de IndGN µ tienen igual grado entonces
tienen que ser exactamente d/t.
Notemos, por otro lado, que la cantidad de caracteres distintos en IndGN µ es el orden o peŕıodo mı́nimo
en el que se repiten los caracteres de la sucesión

χ,χ⊗ ϵ, . . . χ⊗ ϵk, . . .

con χ un caracter en IndGN µ. Dada χ ∈ Irr(G) llamemos o(χ) a este valor y notemos que o(χ) también
es igual a dividir d con la cantidad de factores irreducibles en los que se descompone χ′.

Ejemplo 3. Un ejemplo donde tenemos esta situación es con

G = Cnd ⋊ Sn, H = T
′
⋊ Sn,

donde con T ′ nos referimos al toro de SLn, el cual es el subgrupo de Cnd de matrices de determinante
1. Tenemos que Sn actúa por conjugación en T ′ de la misma forma que lo hace en Cnd . Por lo tanto H
es un subgrupo de G. Tomemos el morfismo

d̃et ∶ Cnd ⋊ Sn → Cd

definido por

si ↦ 1, t ∈ Cnd ↦ (det t),

el cual está bien definido viendo las relaciones en los generadores. Tenemos que H es el núcleo del
morfismo por lo que el cociente es isomorfo a Cd y es ćıclico.
Entonces podemos usar los visto para este caso. Dada χΛ ∈ Irr(C

n
d ⋊ Sn) con Λ = (λ1, λ2, . . . , λk)

calculemos o(χ). Para eso veamos que es χ⊗ d̃et.

Gracias a lo visto en 3.1.1 se tiene

χΛ = Ind
N
∏Ni
⊗
i

χNi

λi,ψi
,

luego tenemos

IndN∏Ni
⊗
i

χNi

λi,ψi
⊗ d̃et = IndN∏Ni

(⊗
i

χNi

λi,ψi
⊗Res(d̃et)) .

Si ordenamos los ψi de forma que ψi = t
i
g con tg un generador de Cd tenemos que al tensorizar con d̃et

nos queda

IndN∏Ni
(⊗
i

χNi

λi,ψi+1) ,
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por como están definidos estos caracteres. Al tensorizar k veces obtenemos

IndN∏Ni
(⊗
i

χNi

λi,ψi+k) .

Luego el orden o peŕıodo mı́nimo de la sucesión

χΛ, χΛ ⊗ d̃et, . . . χΛ ⊗ d̃et
k
, . . .

es el mismo orden que el de la sucesión

(λ1, λ2, . . . λd),

donde en esta dos términos se consideran iguales si las particiones lo son, a este valor lo llamamos
o(Λ).

3.2. Representaciones de los grupos de Weyl

Usemos los argumentos de la sección anterior para entender cuáles son las representaciones de los
grupos de Weyl de los tipos A,B,C,D.

Tipo A: En este caso sabemos que el grupo de Weyl de An es el grupo simétrico Sn, las representaciones
irreducibles de Sn se parametrizan con las particiones de n, las representaciones irreducibles son los
módulos de Spetch Sλ [20, Caṕıtulo 10]. A la representación que depende de λ la denotamos Sλn.

Tipos B y C: Los grupos de Weyl de los tipos B y C son iguales. El grupo de Weyl de estos tipos es
Wn, el subgrupo de matrices de GLn de matrices que contienen exactamente una entrada no nula en
cada fila y en cada columna, siendo estas entradas ±1. Sabemos que Wn = {±1}

n
⋊ Sn, donde {±1}

n

es el subgrupo de matrices diagonales. Como {±1} es ćıclico de orden 2 podemos usar el argumento
del corolario 3.1.1 para afirmar que las representaciones de Wn están parametrizadas por los pares de
particiones (λ1, λ2) tales que ∣λ1∣ + ∣λ2∣ = n. Si (λ1, λ2) es uno de estos pares la representación que
induce es:

IndWn

Wn1
×Wn2

Sλ1
n1
⊗ (Sλ2

n2
⊗ sgn) ,

donde n1 = ∣λ1∣, n2 = ∣λ2∣ y sgn es la representación en Wn2 definida por

(t1, t2, . . . tn2 , σ)↦ t1t2 . . . tn2 .

Las representaciones irreducibles las vamos a denotar χλ,µ.

Tipo D: En este caso el grupo de Weyl es W ′
n, el subgrupo de los elementos de Wn tales que pueden

ser escritos como un producto de los generadores t, s1, . . . sn−1 usando una cantidad par de veces t.
Sabemos de 1.1.2 que W ′

n = N
′
n ⋊ Sn donde N ′n son las matrices diagonales que tienen una cantidad

par de −1 o equivalentemente de determinante 1.
Luego estamos en las condiciones de 3. Sea χλ,µ una representación irreducible de Wn, se tiene

χλ,µ ⊗ ϵ = (Ind
Wn

Wn1
×Wn2

Sλ1
n1
⊗ (Sλ2

n2
⊗ sgn))⊗ ϵ ≅ IndWn

Wn1
×Wn2

(Sλ1
n1
⊗ (Sλ2

n2
⊗ sgn))⊗Res ϵ

= IndWn

Wn1
×Wn2

(Sλ1
n1
⊗ sgn)⊗Sλ2

n2
= χµ,λ.

Llamemos χ′λ,µ a la restricción de χλ,µ a W ′
n. Por lo visto en 3 sabemos que los caracteres irreducibles

de son:

a. χ′λ,µ = χ
′
µ,λ si λ ≠ µ.

b. χ+λ,λ, χ
−
λ,λ, donde estos son los irreducibles en la descomposición de χ′λ,λ en el caso que n sea par.
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3.3. Representaciones del normalizador del toro

El objetivo de esta sección es calcular las representaciones irreducibles del normalizador del toro, pero
mirando las relaciones sabemos que no es un producto semidirecto por la relación ξ2i = hi(−1) de 1.
Pero notamos que si esa relación fuese ξ2i = 1 tendŕıamos un producto semidirecto, para eso usamos el
grupo Sd,n sobre un grupo ćıclico Cd, definido por cambiar esa relación por ξ2i = 1 y podŕıamos usar
lo visto en 3.1.1 para calcular los caracteres.
Para relacionar las representaciones de ambos grupos definimos un álgebra sobre C[u] la cual llamamos
Ỹd,n tal que sus especializaciones en u = 0,1 nos dan las álgebras de grupo de Nd,n, Sd,n. Luego usando
el teorema de deformación de Tits tendremos una biyección entre las irreducibles de estas.
Una vez hecho esto calculamos las representaciones irreducibles de Sd,n en cada uno de los tipos usando
que es un producto semidirecto y luego vemos algunos corolarios más usando esto.

Relaciones

Sea tg un generador de Cd y llamamos t1, t2, . . . tn a los generadores de Cnd . Para cualquiera
de los tipos de ráıces V = A,B,C,D definimos los grupos NV

d,n como los grupos generados por
t1, t2, . . . tn, ξ1, ξ2, . . . ξl sujetos a las relaciones:

(n1) ξ2i = hi(−1).

(n2) ξiξj . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

= ξjξi . . .
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
mij

donde mij es el orden de (sisj) en el grupo de Weyl.

(n3) ξitj = tsi(Hj)ξi.

(n4) tjtk = tktj para todos 1 ≤ j, k ≤ n.

(n5) tdj = 1.

donde ta1H1+a2H2+...anHn = t
a1
1 t

a2
2 . . . tann , que también lo notamos t{a1,a2,...an}.

En tipo A′ definimos NA′
d,n con las mismas relaciones que en NA

d,n salvo por el toro, que son las
matrices en Cnd de determinante 1. Observemos que las relaciones de C[Nd,n], son las relaciones que
obtenemos de las álgebras Yd,n al especializar en u = 1. También que si d = q−1 estas son las relaciones
del normalizador del toro.

El objetivo es calcular los caracteres de H (G,U), con G el grupo de Chevalley en cada uno de los
tipos. Sabemos que la función TU de 2.19 nos relaciona estos caracteres con los de Nq−1,n. Por otro
lado tenemos una forma de calcular los caracteres de Sq−1,n por ser un producto semidirecto, usando
3.1.1. Luego necesitamos un álgebra que nos dé una biyección entre los caracteres de Nq−1,n y Sq−1,n,
o más en general entre Nd,n y Sd,n.

Para eso para V = A′,A,B,C,D consideramos la C[u] álgebra Ỹ Vd,n con mismos generadores y relaciones

que Y Vd,n pero cambiando la relación cuadrática por

ξ2i =uhi(−1) + (1 − u). (3.2)

Notemos que al especializar en u = 1 obtenemos NV
d,n, mientras que al especializar en u = 0 obtenemos

SVd,n. También vale que esta álgebra es libre con una base indexada en los elementos de SVd,n haciendo
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un razonamiento análogo al del teorema 48.

Siguiendo los argumentos de 1.2.2 tomamos K una extensión de Galois finita de C (u) tal que KỸd,n y
KYd,n sean split. Tomamos θ0, θ1 ∶ C [u] → C los morfismos que mandan u ↦ 0,u ↦ 1 respectivamente.
Con la especialización u↦ 1 obtenemos la C álgebra C[Nd,n] y con la especialización u↦ 0 obtenemos
C[Sd,n]. Como estos dos son split y semisimples entonces estamos bajo las hipótesis del Teorema de
Deformación de Tits, el cual nos da biyecciones:

dθ1 ∶ Irr (KỸd,n)
∼
Ð→ Irr (Nd,n), dθ0 ∶ Irr (KỸd,n)

∼
Ð→ Irr (Sd,n) .

De hecho la proposición 18 nos dice que

dθ1 (χ) = (θ1)
∗
○ χ, dθ0 (χ) = (θ0)

∗
○ χ.

Donde (θ1)
∗,(θ0)

∗ son las extensiones de (θ1),(θ0) a la clausura integral de C [u] en K. En particular las
dimensiones de las representaciones irreducibles de C[Nd,n] y C[Sd,n] coinciden, por lo que concluimos
usando el teorema de Wedderburn que son isomorfas como C álgebras. También tenemos una biyección:

TN = dθ0 ○ (dθ1)
−1
∶ Irr (Sd,n)→ Irr (Nd,n) . (3.3)

El siguiente diagrama muestra la situación:

Irr (KYd,n) Irr (KỸd,n)

Irr (Nd,n) Irr (SWd,n)

dϕ1
dθ0dθ1

Y si d = q − 1 tenemos:

Irr (KYq−1,n) Irr (KỸq−1,n)

Irr (H(G,U)) Irr (Nq−1,n) Irr(Sq−1,n)

dϕ1
dϕq dθ0dθ1 (3.4)

donde las flechas son biyecciones. Veamos como son las representaciones de Sd,n en cada tipo.

Tipos A y A’

GLn En este caso Sn actúa por conjugación en T = Cnd de la misma forma que en 3.1.1, luego las

representaciones están parametrizadas por QAd,n, las funciones Λ ∶ Cd → P de tamaño n.

SLn En este caso el grupo es T ′ ⋊ Sn con T ′ los elementos de determinante 1 en Cnd . Por lo visto
en el ejemplo 3 podemos afirmar que todas las representaciones irreducibles de este son factores de la
restricción de alguna de Cnd ⋊Sn. Además tenemos que al restringir el caracter irreducible χΛ a T ′⋊Sn
se descompone en d/o(Λ) irreducibles conjugadas no isomorfas dos a dos.

Tipos B y C

Los caracteres de Cnd los podemos pensar como asignarle a cada ti un elemento de Cd, y las identificamos
con una tupla en Cnd . Luego el grupo de Weyl actúa en las tuplas permutando e invirtiendo los elementos
(ya que actúa en H como Wn). Sabemos que ±1 son los únicos elementos en Cd que al invertirlos van
a si mismos. Luego podemos identificar a cada órbita como la cantidad de elementos que tiene la tupla
de cada uno de los siguientes grupos:
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{1}, {−1}, {t1g, t
−1
g }, . . . ,{t

k
g , t
−k
g }, . . .

donde tg es un generador.

Tomamos como representante de cada órbita la tupla que ordena los números de izquierda a derecha
respetando este orden de los grupos y haciendo que solo aparezca uno de los dos números de cada
grupo. Supongamos que n1, n2, . . . nk son las cantidades que determinan la órbita, queremos ver cual
es el estabilizador. Si j > 2 cualquier elemento del estabilizador tiene que permutar a los nj números
del grupo j entre si, ya que en la tupla no aparece ninguno de sus inversos. Mientras que a los n1
números del grupo 1 tiene que permutarlos entre si, con la posibilidad de invertirlos, ya que son sus
propios inversos y lo mismo con los n2 del grupo 2. Luego el estabilizador es

Wn1 ×Wn2 × Sn3 . . .Snk
.

Por lo ya visto las representaciones de este grupo son

χλ1,µ1 ⊗ χλ2,µ2 ⊗ Sλ3
n3
. . .Sλk

nk
,

donde son todas particiones de los tamaños correspondientes y ∣λi∣ + ∣µi∣ = ni para i = 1,2. Sea ψi el
caracter de Cd que aparece en las ni posiciones del grupo i, donde por ejemplo ψ1 es el caracter trivial
y ψ2 es el que eleva a la d/2.

Sea Ti = C
ni

d y Ni = Ti ⋊Wni para i = 1,2 y Ni = Ti ⋊ Sni para i > 2, definamos al igual que antes para
i > 2

χNi

λi,ψi
= Sλi

ni
⊗ ψi ∈ Irr(Ni),

y para i = 1,2

χNi

λi,µi,ψi
= χλi,µi

⊗ ψi ∈ Irr(Ni).

Tomando el producto tensorial y induciendo a N nos da la representación irreducible

χΛ = Ind
N
∏Ni
(χN1

λ1,µ1,1
⊗ χN2

λ2,µ2,−1)⊗
i>2

χNi

λi,ψi
∈ Irr(N).

Todas las representaciones de SBd,n, S
C
d,n son de esta forma, por lo que están parametrizadas por dos

pares de dos particiones y (d− 2)/2 particiones ordenadas, de modo que la suma de todos los tamaños
es n. Llamamos QBd,n = Q

C
d,n al conjunto que las parametriza y denotamos con χΛ a las representaciones

irreducibles para Λ = (Λ1,Λ2, . . . λk) con Λi = (λi, µi) si i = 1,2.

Tipo D

Para describir como son las representaciones irreducibles en tipo D vamos a usar el siguiente lema.

Lema 24. El grupo SDd,n es un subgrupo de ı́ndice 2 en SBd,n. En particular cada representación

irreducible de SDd,n es un factor irreducible de alguna representación irreducible de SBd,n.

Demostración. Notemos que Cnd ⋊W
′
n es un subgrupo de Cnd ⋊Wn ya que W ′

n es un subgrupo de Wn

y actúan de igual forma por conjugación en Cnd . Notemos también que por las relaciones que definen
Cnd ⋊Wn podemos extender el morfismo ϵ ∶ Wn → {±1} a todo el grupo definiendo ϵ trivialmente en
Cnd . Luego tenemos que el núcleo de ϵ es Cnd ⋊W

′
n lo que nos dice que este último es un subgrupo de

ı́ndice 2 en Cnd ⋊Wn.
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Como SDd,n es un subgrupo de ı́ndice 2 en SBd,n esto nos da una forma de presentar las representaciones
irreducibles del primer grupo como los factores irreducibles de las restricciones del segundo gracias a
3.1.2. Si Λ = (Λ1,Λ2, λ3, . . . λk) ∈ Q

B
d,n podemos considerar la representación χΛ de SBd,n

χΛ = Ind
N
∏Ni
(χN1

λ1,µ1,1
⊗ χN2

λ2,µ2,−1)⊗
i>2

χNi

λi,ψi
,

donde Ni = Ti ⋊Wni para i = 1,2 y Ni = Ti ⋊ Sni para i > 2.

Al tensorizar con ϵ tenemos

χΛ ⊗ ϵ = Ind
N
∏Ni
((χN1

λ1,µ1,1
⊗ χN2

λ2,µ2,−1) ⊗
i>2

χNi

λi,ψi
)⊗ ϵ =

= IndN∏Ni
((χN1

λ1,µ1,1
⊗ χN2

λ2,µ2,−1) ⊗
i>2

χNi

λi,ψi
⊗Res(ϵ))

= IndN∏Ni
(χN1

µ1,λ1,1
⊗ χN2

µ2,λ2,−1) ⊗
i>2

χNi

λi,ψi
,

ya que ϵ es trivial en cada Ni con i > 2 y al tensorizarlo en N1,N2 intercambiamos las particiones.

Luego si (λ1, λ2) ≠ (µ1, µ2) la representación χΛ cumple χΛ ≠ χΛ ⊗ ϵ por lo que se restringe a una
representación irreducible en SDd,n, la cual también llamamos χΛ. Mientras que si (λ1, λ2) = (µ1, µ2)

(incluyendo el caso en que no hay bloques de ±1) tenemos χΛ ⊗ ϵ = χΛ, por lo que al restringirla a
SDd,n se descompone en dos factores irreducibles χ±Λ. Además gracias a 3.1.2 las χΛ, χ

±
Λ son todas las

irreducibles de SDd,n. Llamamos QDd,n al conjunto que parametriza las representaciones irreducibles.

Observación 23. Consideremos las álgebras Ỹ A
′

d,n y Y A
′

d,n, las cuales son subálgebras de Ỹ Ad,n y Y Ad,n
respectivamente. Por lo tanto podemos usar la reciprocidad de Frobenius para ver que todas las

irreducibles de Ỹ A
′

d,n y Y A
′

d,n son restricciones de irreducibles de Ỹ Ad,n y Y Ad,n respectivamente.

3.4. Tensoriando con las álgebras de grupo de Cd y C2

El objetivo de esta sección es tensorizar las álgebras de Iwaori–Hecke de los tipos A,B con las álgebras
de grupo de los grupos ćıclicos Cd,C2 respectivamente. Esto nos va a servir para dar una lista completa
de las representaciones irreducibles de las álgebras Y Ad,n, Y

B
d,n y también para probar que son split sobre

C(u).

Extendamos el álgebra de Iwaori–Hecke de la siguiente manera. Para d,n ≥ 1 consideramos la C[u±1]
álgebra definida por

HA
d,n =H

A
n [h] /(h

d
− 1) =HA

n ⊗C [Cd] ,

donde Cd es el grupo ćıclico de d elelmentos y h ∈ Cd un generador. Denotamos HA
d,n(u) a la C(u)

álgebra C(u) ⊗
C[u±1]

HA
d,n. Como Hd,n(u) es producto tensorial de semisimples entonces es semisimple

y los caracteres son el producto cartesiano de los de los factores. Luego si λ ∈ Pn y ψ ∈ Irr(C [Cd])
definimos el producto tensorial:

χ
HA

d,n

λ,ψ = χ
Hn

λ ⊗ ψ ∈HA
d,n(u).

Existe un cociente natural

Y Ad,n →HA
d,n, (3.5)
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definido por tj ↦ h, ξi ↦ si. Se puede ver desde los generadores de Y Ad,n que el cociente está bien
definido ya que los ei, hi(−1) van a 1. La especialización en u = 1 nos da

C [Sn]⊗C [Cd] = C [Sn ×Cd] .

Al especializar en u = 1 el cociente natural nos da la función sobreyectiva

NA
d,n → Cd × Sn. (3.6)

Viendo las relaciones deNA
d,n y las de Sn tenemos que bajo esta función sobreyectiva ξi ↦ si, t↦ (det t).

Por esta razón podemos definir la inflación

Infl ∶ Irr(Sn ×Cd)→ Irr(NA
d,n), (3.7)

que obtenemos al componer con la función (3.6). Tenemos

Infl(χλ,ψ)(tσ) = ψ(det t) Sλn(σ).

Si ahora consideramos Ỹ Ad,n también tenemos un cociente natural

Ỹ Ad,n → C [Sn ×Cd] , (3.8)

que env́ıa los tj a h. Al especializar en u = 1 este cociente natural nos da una función sobreyectiva

NA
d,n → Cd × Sn. (3.9)

Con la cual nuevamente ξi ↦ si, t↦ (det t) , por lo que es la misma función que la de la ecuación (3.6)
y por esta razón si consideramos

Infl ∶ Irr(Sn ×Cd)→ Irr(NA
d,n), (3.10)

obtenemos la misma función que en la ecuación (3.7). Si especializamos en u = 0 obtenemos un mapa
suryectivo

SAd,n → C [Sn ×Cd] ,

con el cual ξi ↦ si, t↦ (det t), y por esta razón podemos consideramos

Infl ∶ Irr(Sn ×Cd)→ Irr(SAd,n). (3.11)

definida por
Infl(χλ,ψ)(t, σ) = ψ(det t) Sλn(σ).

Ahora consideremos la C [u±1] álgebra HB
2,n definida por

HB
2,n =H

B
n [h] /(h

2
− 1) =HB

n ⊗C [C2] .

Al igual que antes HB
2,n(u) es semisimple y su conjunto de caracteres es el producto de los caracteres

de sus factores. Como d es par y viendo como son las relaciones de Y Bd,n de 2.6.2 tenemos que existe
un cociente natural

Y Bd,n →HB
2,n, (3.12)
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definido por tj ↦ h, gi ↦ gi, b1 ↦ b1, análogamente viendo las relaciones de Ỹ Bd,n tenemos un cociente
natural

Ỹ Bd,n → C [Wn ×C2] , (3.13)

tal que tj ↦ h, gi ↦ gi, b1 ↦ b1. Luego al especializar en u = 1 ambos cocientes natural nos dan la misma
función sobreyectiva

C [NB
d,n]→ C [Wn ×C2] ,

definida por ξi ↦ ξi y t va a 1 o h dependiendo de que (det t) sea un cuadrado en Cd o
no, respectivamente. Esta asignación la denotamos (det t)∗. Luego si componemos con este mapa
obtenemos

Infl ∶ Irr(Wn ×C2)→ Irr(NB
d,n). (3.14)

definida por

Infl(χλ,µ,ψ)(tσ) = ψ ((det t)
∗
) χλ,µ(σ), (3.15)

donde ψ queda determinada por el valor de ψ(h) = ±1. Si especializamos en u = 0 el cociente natural
nos da un mapa suryectivo

C [SBd,n] = C [Cnd ⋊Wn]→ C [Wn ×C2] , (3.16)

definido ξi ↦ ξi y t↦ (det t)
∗. Luego si componemos con este mapa obtenemos

Infl ∶ Irr(Wn ×C2)→ Irr(SBd,n), (3.17)

definida por

Infl(χλ,µ,ψ)(tσ) = ψ((det t)
∗
)χλ,µ(σ), (3.18)

donde ψ queda determinada por ψ(h) = ±1.

3.5. Viendo que algunas álgebras son split sobre C(u)

En esta sección vamos a ver que las álgebras Y Bd,n, Y
A
d,n, Y

A′
d,n son split sobre C(u) y daremos una lista

completa de los caracteres irreducibles en los tipos A y B.
Probar que son split sobre C(u) va a implicar que los caracteres de estas álgebras llegan a C [u] gracias
a 18, esto nos va a ayudar después para simplificar el cálculo de los caracteres en algunos valores
espećıficos.

Lema 25. El álgebra Ỹ Bd,n(u) es split.

Demostración. Empecemos recordando que las representaciones de C [CNd ⋊Wn] = SBd,n están
parametrizadas por el conjunto

Q
B
d,n =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Λ = Λ1 ∶ {±1}→ P ×P,Λ2 ∶ Cd/{±1}→ P de tamaño total n

⎫⎪⎪
⎬
⎪⎪⎭

.

Dada una función Λ = (Λ1,Λ2) ∈ Q
B
d,n consideramos los pares (λi, ψi) con Λ(ψi) = λi y ni = ∣λi∣, donde

i = 1,2 se corresponden con ±1 respectivamente. Para i > 2 consideremos la representación

χ
Ỹ A
d,ni

λi,ψi
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de Ỹ Ad,ni
que proviene de inflar la representación Sλi

ni
⊗ψi de C [Cd × Sn] v́ıa el mapa (3.8). Para i = 1,2

consideremos la representación χλi,µi,ψi de Ỹ
B
d,ni

que proviene de inflar la representación χλi,µi ⊗ψi de

C [C2 ×Wn] v́ıa el mapa 3.13.

Luego consideremos la C [u±1] álgebra

Y(ni) = Ỹ
B
d,n1
⊗ Ỹ Bd,n2

⊗
i>2

Ỹ Ad,ni
.

Como las álgebras Ỹ Ad,ni
están incluidas en Ỹ Bd,ni

tenemos que Y(ni) está embebida en Ỹ Bd,n y podemos
considerar la representación

χ
Y(ni)
Λ = χ

Ỹ B
d,n1

λ1,µ1,1
⊗ χ

Ỹ B
d,n2

λ2,µ2,−1 ⊗
i>2

χ
Ỹ A
d,ni

λi,ψi
,

donde tensorizamos sobre C [u±1]. Definimos χYB

Λ al caracter inducido

χYB

Λ = Ind
Ỹ B
d,n

Y(ni)
χ
Y(ni)
Λ .

Los caracteres inducidos χYB

Λ están definidos sobre C(u) ya que los Sλ, χλ,µ lo están. Luego para ver

que χYB

Λ es split alcanzaŕıa con ver que estas son todas las irreducibles.

Denotemos N1 = C
n1

d ⋊Wn1 , N2 = C
n2

d ⋊Wn2 y Ni = C
ni

d ⋊ Sni para i > 2. Luego si especializamos en

u = 0 la representación χYB

Λ obtenemos

IndN∏Ni
Infl(χλ1,µ1,1)⊗ Infl(χλ2,µ2,−1)⊗

i>2
Infl(χλi,ψi),

donde las inflaciones son las ecuaciones 3.17 y 3.11. Esta representación es la misma que χΛ de SBd,n
por la construcción de 3.3. Por lo tanto al especializar en u = 0 las representaciones χYB

Λ obtenemos

todas las representaciones irreducibles de SBd,n.

Tomamos K una extensión de Galois finita de C(u) tal que Ỹ Bd,n se vuelve split, luego al tomar la

especialización en u = 0 obtenemos una biyección entre las representaciones irreducibles de KỸ Bd,n y las

de SBd,n. Como las especializaciones

d(χYB

Λ ) = χ
SB
d,n

Λ

son todas las irreducibles de SBd,n gracias a 3.3 entonces por esta biyección tenemos que las χYB

Λ ,Λ ∈ QBd,n

son todas las irreducibles de Ỹ Bd,n, que era lo que queŕıamos.

Lema 26. El álgebra Y Bd,n(u) es split.

Demostración. Sea K ⊃ C(u) una extensión de Galois finita tal que KY Bd,n,KỸ
B
d,n sean split. Según vimos

en 3.3 tenemos el siguiente diagrama donde las flechas son biyecciones:

Irr(KY Bd,n) Irr(KỸ Bd,n)

Irr(NB
d,n)

dϕ1 dθ1
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Además por lo visto en el lema anterior tenemos que las χYB

Λ ,Λ ∈ QBd,n son un sistema completo de

irreducibles de KỸ Bd,n.

Consideremos una Λ ∈ QBd,n, sean λ1, µ1, λ2, µ2, . . . λk las particiones que la componen y sean ni = ∣λi∣
para i > 2, n1 = ∣λ1 + µ1∣, n2 = ∣λ2 + µ2∣, con la suma de los tamaños igual a n.

Para i > 2 consideremos la representación χ
Y A
d,ni

λi,ψi
de Y Ad,ni

que proviene de inflar la representación χλi,ψi

de HA
d,n v́ıa el cociente natural 3.5. Para i = 1,2 consideramos la representación χ

Y B
d,ni

λi,µi,ψi
de Y Bd,ni

que

proviene de inflar la representación χλi,µiψi de HB
2,n v́ıa el cociente natural 3.12.

Luego consideramos la C[u±1] álgebra

Y ′(ni) = Y
B
d,n1
⊗ Y Bd,n2

⊗
i>2

Y Ad,ni
.

Como las álgebras Y Ad,ni
están incluidas en Y Bd,ni

entonces Y ′(ni) está embebida en Y Bd,n y podemos
considerar la representación

χ
Y ′(ni)
Λ = χ

Y B
d,n1

λ1,µ1,1
⊗ χ

Y B
d,n2

λ2,µ2,−1 ⊗
i>2

χ
Y A
d,ni

λi,ψi
,

donde tensorizamos sobre C [u±1]. Definimos (χYB

Λ )
′ al caracter irreducible

(χYB

Λ )
′
= Ind

Y B
d,n

Y ′(ni)
χ
Y ′(ni)
Λ .

Los caracteres (χYB

Λ )
′ están definidos sobre C(u) ya que los χ

HA
n

λ , χ
HB

n

λ,µ lo están por [18, Teorema 2.9].

Luego para ver que Y Bd,n es split alcanzaŕıa con ver que estas son todas las irreducibles.

Definamos
N1 = N

B
d,n1

,N2 = N
B
d,n2

y Ni = N
A
d,ni

para i > 2.

Luego si especializamos en u = 1 la representación (χYB

Λ )
′ obtenemos

IndN∏Ni
Infl(χλ1,µ1,1)⊗ Infl(χλ2,µ2,−1)⊗

i>2
Infl(χλi,ψi),

donde las inflaciones son las ecuaciones 3.10,3.14 .

Recordemos que al especializar en u = 1 la representación χYB

Λ obtenemos

IndN∏Ni
Infl(χλ1,µ1,1)⊗ Infl(χλ2,µ2,−1)⊗

i>2
Infl(χλi,ψi),

donde son las inflaciones son las de las ecuaciones 3.14 y 3.7. Como estas inflaciones son las mismas
entonces obtenemos que

dθ1 (χ
YB

Λ ) = (dϕ1) ((χ
YB

Λ )
′) .

Vimos en el lema anterior que las χYB

Λ son un sistema completo de irreducibles de Ỹ Bd,n, como dϕ1 , dθ1
son biyecciones entre las representaciones irreducibles entonces tenemos que las (χYB

λ )
′ son un sistema

completo de irreducibles en Y Bd,n, que era lo que queŕıamos ver.

Observación 24. Haciendo el mismo argumento que en los dos lemas anteriores para tipo A obtenemos

que Ỹ Ad,n(u), Y
A
d,n(u) son split. Usando la observación 23 tenemos que las álgebras Ỹ A

′
d,n(u), Y

A′
d,n(u)

también lo son.
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Caṕıtulo 4

Valores de los caracteres en
elementos de longitud máxima

El objetivo de este caṕıtulo es calcular los valores de los caracteres de Yd,n en algunos elementos
particulares. El elemento fundamental ∆ ∈ B+ nos determina un elemento T0 ∈ Yd,n, gracias al lema
4 obtenemos que T 2

0 es central en Yd,n. Luego por el lema de Schur sabemos que T 2
0 actúa de forma

escalar en cualquier representación irreducible, vamos a querer calcular el valor de este escalar para
cada representación irreducible y también el valor del caracter en T0.
Al especializar en q−1 obtendremos los valores de los caracteres irreducibles de H(G,U) en las
especializaciones de T0, T

2
0 .

Sea W el grupo de Weyl de alguno de los tipos y sea w0 = si1si2 . . . sik ∈ W el elemento de longitud
máxima de W , luego definimos

T0 = ξi1ξi2 . . . ξik ∈ Yd,n,

σ0 = ξi1ξi2 . . . ξik ∈ Nd,n,

T ′0 = ξi1ξi2 . . . ξik ∈ Ỹd,n,

w̃0 = ξi1ξi2 . . . ξik ∈ Sd,n.

Usando las relaciones de trenzas de W y el teorema 7 se puede ver que T0 es independiente de la
elección de la expresión reducida de w0. Usando las relaciones de H(G,U) también podemos definir

Tw0 = Tξ1Tξ2 . . . Tξk ∈H(G,U).

Las deformaciones de 2.6 muestran que T0 va a parar a Tw0 , σ0 con las especializaciones en q−1,1
respectivamente.

Lema 27. El elemento T 2
0 es central en Yd,n. Se sigue por especialización que T 2

w0
es central en

H(G,U).

Demostración. Siguiendo el procedimiento de [5, § 4.1] definimos el monoide B+ (lo llamamos igual que
el monoide de trenzas) generado por los ξi, tj sujetos a las relaciones de Yd,n pero sacando las relaciones

cuadráticas y las de la forma tdj = 1. Luego se puede definir el álgebra de monoide C[u±1] [B+] de la
cual Yd,n será un cociente. Si tomamos

T0 = ξi1ξi2 . . . ξik ∈ Yd,n ∈ C[u±1] [B+] ,
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es suficiente con demostrar que T 2
0 es central en C[u±1] [B+]. Siguiendo el argumento de 4 tenemos

que T 2
0 conmuta con los ξi, y también tenemos tHT

2
0 = T

2
0 tw2

0(H), por 12 sabemos que w2
0 = 1, lo que

nos dice que T 2
0 es central.

Observación 25. Haciendo un razonamiento análogo para Ỹd,n se puede probar que T ′20 es central.

Lema 28. Si mij es impar entonces ξi, ξj son conjugados en Yd,n.

Demostración. De la relación (Yd,n5) tenemos que los ξi son inversibles con inversa

ξ−1i = u
−1
(ξi − (1 − u)ei)hi(−1).

Luego tenemos (ξiξj . . . ξi
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

)ξj(ξiξj . . . ξi
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

)
−1
= (ξiξj . . . ξi
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

)ξj(ξjξi . . . ξj
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

mij

)
−1
= ξi, entonces ξj , ξi son

conjugados.

Observación 26. Observemos que el mismo argumento es válido en el grupo de Weyl , por lo que
en el diagrama de Dynkin dos ráıces simples unidas con una arista simple son conjugadas (ya que
mij = 3 en ese caso). Viendo los diagramas de 1.1.2 podemos afirmar que en los tipos A y D todas
las simetŕıas simples son conjugadas, mientras que en los tipos B,C hay dos clases de conjugación, las
correspondientes a una transposición s y al elemento t = Diag(−1,1, . . .1).

4.1. Valor de los caracteres en T 2
0

En la sección anterior vimos que el elemento T 2
0 es central, ahora para cada caracter irreducible Yd,n

queremos hallar una fórmula para el escalar con el que actúa T 2
0 que dependa de los caracteres de Sd,n,

los cuales ya calculamos en 3.3. Para hacer esto seguimos un argumento similar a [5, Teorema 9.2.2] y
[4, Teorema 4.3.4].

Observación 27. Tomamos K una extensión de Galois finita de C(u) tal que KYd,n sea split. Sea
(V,π) una representación de KYd,n. El idempotente ei es el proyector a un subespacio Vi en el cual
actúa trivialmente y hay una descomposición en suma directa V = Vi⊕Wi, con Wi = Ker ei. Llamemos
Ti al endomorfismo que induce ξi, el lema 12 nos dice que ξi conmuta con ei, por lo que Ti preserva
esta descomposición. Llamemos hi(−1) al endomorfismo que induce hi(−1), tenemos por el mismo
lema que hi(−1) cumple hi(−1)ei = ei por lo que actúa trivialmente en Vi. Sobre Vi el endomorfismo
Ti satisface la relación

Ti∣
2
Vi
= u + (1 − u)Ti.

Y sobre Wi satisface la relación
Ti∣

2
Wi
= u hi(−1)∣

2
Wi
,

pero como hi(−1)
2
= 1 tenemos

Ti∣
4
Wi
= u2.

Los posibles autovalores de Ti son
1,−u,±

√
u,±i
√
u

Busquemos una descomposición análoga para Ỹd,n.

Observación 28. Sea (W,σ) una representación irreducible de KỸd,n, llamemos Ti al endomorfismo
que induce ξi, y llamamos hi(−1) al endomorfismo que induce hi(−1). Luego tenemos la relación

T 2
i = hi(−1)u + (1 − u).
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Como hi(−1)
2
= 1 los posibles autovalores de hi(−1) son ±1, luego los posibles autovalores de T 2

i son
1,1 − 2u y los posibles autovalores de Ti son

±1,±
√
1 − 2u.

El siguiente teorema nos da, dependiendo de la representación irreducible de Ỹd,n, el escalar con el que
actúa T ′20 . Luego vamos a hacer lo mismo para Yd,n, pero para eso vamos a usar este teorema.

Teorema 60. Consideremos K de forma tal que KỸd,n es split, para χ ∈ Irr(KỸd,n) el elemento T ′20
actúa por multiplicación escalar por

yχ = (1 − 2u)
gχ ,

donde
gχ =∑

ai

χ0(1) − χ0(t
d/2
Hai
)/ 2χ0(1)

y χ0 es la especialización de χ en 0. La suma es sobre las ráıces simples en la descomposición de w0

contadas con multiplicidad.

Demostración. Sea (V,π) una representación irreducible con caracter χ. Por la observación previa los
posibles autovalores de Ti son ±1,±

√
1−2u. Sean n0, n1, n

+, n− las multiplicidades de 1,−1,
√
1−2u,−

√
1−2u

respectivamente. Notemos que la multiplicidad de los autovalores ±
√
1−2u es la multiplicidad de −1

como autovalor de hi(−1), luego tenemos

n+ + n− =
χ(1) − χ(hi(−1))

2
,

y al especializar en 0 tenemos

n+ + n− =
χ0(1) − χ0(t

d/2
Hai
)

2
.

Por otro lado tenemos

det Ti = 1
n0(−1)n1

√
1 − 2u

n+
(−
√
1 − 2u)n

−
,

por lo que

(det Ti)
2
= (1 − 2u)n

++n− .

Como T ′20 es central, el lema de Schur implica que actúa por multiplicación escalar para algún yχ ∈ K.
Tomando determinantes tenemos

ydimV
χ = det π(T ′20 ) =∏

ai

det π(Ti)
2
= (1 − 2u)

∑i χ0(1)−χ0(td/2Hai
)/2
.

Luego tomando ráıces χ0(1)-esimas tenemos que existe η una ráız χ0(1) de la unidad tal que

yχ = η (1 − 2u)
gχ .

Para ver que η = 1 especializamos en u = 0 y tenemos que θ0(T
2
0 ) = w̃0

2
= 1 por 12. Luego se tiene

η χ0(1) = θ0(χ(T
2
0 )) = χ0(θ0(T

2
0 )) = χ0(1).

Por lo que η = 1.

Corolario 7. Si χ ∈ Irr(KỸd,n) sabemos por el teorema anterior que χ(T ′20 ) = χ(1)(1− 2u)
gχ , luego al

especializar en u = 1 obtenemos

χ1(σ
2
0) = χ1(θ1(T

′2
0 )) = θ1(χ(T

′2
0 )) = θ1((1 − 2u)

gχχ(1)) = (−1)gχχ(1).
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Teorema 61. Sea K tal que KYd,n es split, para χ ∈ Irr(KYd,n) el elemento T 2
0 actúa por multiplicación

escalar por
zχ = u

fχ(−1)gχ ,

donde

fχ =∑
ai

1 −
χ0(eiξi)

χ0(1)
.

y gχ es el definido en el teorema anterior. Sumamos sobre las ráıces simples que aparecen en la
descomposición de w0 contadas con multiplicidad .

En particular si especializamos en u = 1/q el elemento T 2
w0
∈H(G,U) actúa por el escalar (

1

q
)

fχ

(−1)gχ .

Demostración. Sea (V,π) una representación con caracter χ, por 27 los autovalores de Ti son
1,−u,±

√
u,±i
√
u y sean m0,m1,m

+,m−,m+2 ,m
−
2 las respectivas multiplicidades. Luego tenemos

det π(Ti) =1
m0(−u)m1(

√
u)m

+
(−
√
u)m

−
(i
√
u)m

+
2(−i
√
u)m

−
2

=(−1)m1+m−2+m
−√

u
2m1+m+2+m

−
2+m

++m−
im

+
2+m

−
2

χ1(1) = m0 +m1 +m
+
+m− +m+2 +m

−
2 . (4.1)

Se tiene entonces

det π(Ti)
2
=u2m1+m+2+m

−
2+m

++m−
(−1)m

+
2+m

−
2

=uχ1(1)+m1−m0(−1)m
+
2+m

−
2 . (4.2)

Sabemos por 12 que ξi conmuta con ei, y que en Ker(ei) el operador ξiei es nulo, mientras que en
el rango de ei el operador ξiei actúa de la misma forma que ξi lo hace en el rango de ei, donde
sabemos que tiene autovalores 1,−u con multiplicidades m0,m1. Luego tenemos χ(ξiei) =m0 −m1u, y
al especializar en 1 obtenemos

χ1(ξiei) =m0 −m1. (4.3)

Definimos χ′ ∈ Irr(KỸd,n) como el único tal que χ′1 = χ1 y llamamos χ0 es su especialización en 0.

Consideremos el elemento ξiei ∈ Ỹd,n y Si el operador que induce en χ′. Tenemos que en Ker ei este
operador es nulo y en el rango de ei cumple la relación

S2
i = u hi(−1) + 1 − u.

Usando el mismo argumento que antes vemos que hi(−1)ei = ei y la relación nos queda S2
i = 1

en el rango de ei, por lo que los posibles autovalores de Si son 0,±1. En particular tenemos
χ′(ξiei) = χ1(ξiei) = χ0(ξiei) y reemplazando en la ecuación (4.3) obtenemos

χ0(ξiei) =m0 −m1. (4.4)

Reemplazando esto en la ecuación (4.2) obtenemos

det π(Ti)
2
= uχ0(1)−χ0(ξiei)(−1)m

+
2+m

−
2 . (4.5)

Como T 2
0 es central, el lema de Schur implica que actúa por multiplicación escalar para algún zχ ∈ K

Tomando determinantes tenemos

zdimV
χ = det π(T 2

0 ) =∏
i

detπ(Ti)
2
= u∑i(χ0(1)−χ0(ξiei))(−1)∑i m+2+m

−
2 .
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Luego tomando ráıces χ0(1)-esimas tenemos que existe η ∈ C tal que

zχ = η u
fχ .

Para hallar η especializamos en u = 1, tenemos que ϕ1(T
2
0 ) = σ

2
0 . Luego tenemos

η χ1(1) = ϕ1(χ(T
2
0 )) = χ1(ϕ1(T

2
0 )) = χ1(σ

2
0) = (−1)

gχχ1(1)

por el corolario 7. Por lo tanto η = (−1)gχ y obtenemos el resultado.

Observación 29. Supongamos que Yd,n(u), Ỹd,n(u) son split (como en los tipos A,A′,B gracias a
3.5) y χ ∈ Irr(Yd,n(u)). Entonces por la proposición 18 tendremos que χ(Ti) ∈ C[u±1]. Esto implica
que m+2 =m

−
2 ,m

+
=m− por lo que se tiene

χ(ξi) =m0 −m1u = χ(eiξi).

Llamemos, por otro lado, n0, n1, n
+, n− a las multiplicidades de ±1,±

√
1 − 2u como autovalores de ξi

en Ỹd,n con la representación χ′. Como Ỹd,n(u) es split se tiene χ′(ξi) ∈ C[u±1], lo cual implica que
n+ = n−. Luego se tiene χ′(ξi) = n0 − n1 y

χ′(ξi) = n0 − n1 = χ0(ξi) = χ1(ξi).

Por lo tanto tenemos

m0 −m1 = ϕ1(m0 −m1u) = ϕ1(χ(ξi)) = χ1(ξi) = χ0(ξi),

lo cual nos permite cambiar el χ0(ξiei) de la expresión de fχ por χ0(ξi).

Definición 62. Las representaciones irreducibles de SVd,n las parametrizamos por los conjuntos QVd,n,

si Λ ∈ QVd,n podemos definir χ0
Λ a la representación irreducible de SVd,n correspondiente a Λ. Mirando

el diagrama 3.4 podemos definir las representaciones irreducibles

χ′Λ, χΛ, χ
1
Λ

de Ỹd,n, Yd,n,Nd,n respectivamente tales que dθ0(χ
′
Λ) = χ

0
Λ, dθ1(χ

′
Λ) = χ

1
Λ, dϕ1(χΛ) = χ

1
Λ. También

llamamos fΛ, gΛ a las constantes de los teoremas (61), (60) asociadas a la representación χΛ.

4.2. Cálculo de gΛ

Para calcular los valores de las representaciones irreducibles en T 2
0 es necesario calcular gΛ, fΛ en cada

uno de los tipos, empecemos calculando gΛ. Para hacer estos cálculos vamos a usar la descripción de
las representaciones de Sd,n dada en 3.3.
En lo que sigue dada una representación χ0

Λ nos referiremos con ψ ∈ Cnd a la tupla con la que construimos
χ0
Λ, también vamos a denotar

N(ψ) ∶= T ⋊ Stab ψ =∏
i

Ni

y

χψΛ ∈ Irr (Stab ψ) , χ
N(ψ)
Λ ∈ Irr (N (ψ))

a las representaciones irreducible de Stab ψ y N (ψ) que constrúıamos en 3.3 antes de inducir.
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Con esta notación tenemos χΛ = Ind
N
N(ψ) χ

N(ψ)
Λ . Notemos también que

χ
N(ψ)
Λ (1) = χψΛ(1) y [N ∶ T ⋊ Stab ψ] = [W ∶ Stab ψ]

por lo que

χΛ(1) = χ
ψ
Λ(1) [W ∶ Stab ψ] . (4.6)

Lema 29. En tipo A si Λ = (λ1, λ2, . . . λk) y M1,M2 son la cantidad de elementos en C2
d ,Cd/C

2
d en ψ

entonces gΛ =M1M2.

Demostración. Por 1.1.3 sabemos que los t
d/2
Hai

son t
d
2

i t
d
2

i+1 y que además son (
n

2
), como todos estos

elementos son conjugados en Cnd ⋊ Sn entonces

gΛ = (
n

2
)
⎛

⎝

χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 )

2 χ0
Λ(1)

⎞

⎠
. (4.7)

Como t
d
2

1 t
d
2

2 está en T = Cnd tenemos que al conjugarlo por un elemento de T obtenemos el mismo
elemento, por lo tanto se tiene:

χ0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 ) = Ind
N
∏Ni
(t

d
2

1 t
d
2

2 ) =
1

n1!n2! . . . nk!
∑
s∈Sn

χ
N(ψ)
Λ (

st
d
2

1 t
d
2

2 ), (4.8)

donde con s nos referimos a la conjugación por s.

Al conjugar t
d
2

1 t
d
2

2 obtenemos un elemento de la forma t
d
2

i t
d
2

j y al calcular el caracter χ
N(ψ)
Λ en este

elemento nos da χψΛ(1) si ambas o ninguna de las coordenadas i, j les corresponde un cuadrado y en

caso contrario nos da −χψΛ(1). Luego 4.8 nos queda:

χ0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 ) =
χψΛ(1)

n1!n2! . . . nk!
(K1 − k2),

donde K1,K2 son la cantidad de formas de conjugar t
d
2

1 t
d
2

2 y que ambas coordenadas les correspondan
elementos en C2

d ,Cd/C
2
d o no. Como hay M1,M2 coordenadas correspondientes a cuadrados y no

cuadrados respectivamente entonces

K1 = 2((
M1

2
) + (

M2

2
)) (n − 2)!, K2 = 2M1M2(n − 2)!.

Por otro lado tenemos
n! χψΛ(1)

n1!n2! . . . nk!
= χ0

Λ(1),

luego obtenemos

χ0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 )

χ0
Λ(1)

=
(
M1

2
) + (

M2

2
) −M1M2

(
n
2
)

,

notando que (
n

2
) = (

M1

2
) + (

M2

2
) +M1M2 y reemplazando esto en la ecuación (4.7) obtenemos el

resultado.
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Observación 30. Consideremos ahora el tipo A′ y veamos cuanto nos da gµ para µ un irreducible de

SA
′

d,n = T
′
⋊ Sn,

donde T ′ son los elementos de Cnd de determinante 1. Supongamos que µ es un factor irreducible de
(χ0

Λ)
′ (la restricción de χ0

Λ) , en ese caso (χ0
Λ)
′ tiene d/o(Λ) factores en su descomposición gracias a

3. Luego se tiene

χ0
Λ(1) = (χ

0
Λ)
′
(1) = d µ(1)/o(Λ). (4.9)

Por otro lado si conjugamos t
d/2
i t

d/2
i+1 por un elemento del grupo obtenemos un elemento de la misma

forma y todos estos son conjugados en T ′ ⋊ Sn por lo que tenemos

χ0
Λ(t

d/2
1 t

d/2
2 ) = (χ

0
Λ)
′
(t
d/2
1 t

d/2
2 ) =

d/o(Λ)

∑
i=1

µgi(t
d/2
1 t

d/2
2 ) =

d

o(Λ)
µ(t

d/2
1 t

d/2
2 ), (4.10)

donde sumamos sobre los caracteres conjugados de µ. Luego reemplazando estas ecuaciones en la
fórmula de gµ obtenemos que gµ = gΛ =M1M2. Esto nos da el valor de g para el tipo A′.

Lema 30. En tipo B si Λ = (Λ1,Λ2, . . . λk) y N1,N2 son la cantidad de elementos en C2
d ,Cd/C

2
d en ψ

entonces gΛ = 2N1N2.

Demostración. Sabemos que t
d/2
Ha1
= t

d/2
2H1
= 1, luego χ0

Λ(1) = χ
0
Λ(t

d/2
Ha1
). Además los t

d/2
Hai

son t
d/2
i t

d/2
i+1, y

todos estos son conjugados en T ⋊Wn y son n2 − n por lo visto en 1.1.3. Luego nos queda

(n2 − n)
χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 )

2χ0
Λ(1)

. (4.11)

Como t
d
2

1 t
d
2

2 está en T = Cnd entonces al conjugarlo por un elemento de T obtenemos el mismo elemento
y si lo conjugamos por un elemento de {±1}

n
⊂ Wn invertimos los elementos de la tupla, por lo que

obtenemos t
− d

2

1 t
− d

2

2 = t
d
2

1 t
d
2

2 , luego se tiene

χ0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 ) =
2n

∣Stab ψ∣
∑
s∈Sn

χ
N(ψ)
Λ (

st
d
2

1 t
d
2

2 ),

donde se extiende χ
N(ψ)
Λ como 0 fuera de N(ψ) y multiplicamos por 2n ya que conjugar por elementos

de {±1}
n
no modifica nada. Por otro lado tenemos

χ0
Λ(1) = χ

ψ
Λ(1)

2nn!

∣Stab ψ∣
.

Al reemplazar estos valores en la ecuación (4.11) obtenemos

gΛ =
n2 − n

2

⎛

⎝
1 −

1

n! χψΛ(1)
∑
s∈Sn

χ
N(ψ)
Λ (

st
d
2

1 t
d
2

2 )
⎞

⎠
.

Esto se calcula de la misma forma que antes, pero en este caso el resultado queda multiplicado por 2
porque estamos multiplicando por n2 − n.

Lema 31. En tipo D si µ0
∈ Irr(SDd,n) es un factor de la restricción de χ0

Λ ∈ Irr(S
B
d,n) y S1, S2 son la

cantidad de elementos de C2
d ,Cd/C

2
d en ψ entonces gµ = 2S1S2.
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Demostración. Sabemos que t
d/2
Ha1
= t

d/2
H1+H2

= t
d
2

1 t
d
2

2 , mientras que t
d/2
Hai
= t

d
2

i t
d
2

i+1 y además hay n2 − n

en la descomposición del elemento maximal por lo visto en 1.1.3. Como todos estos elementos son
conjugados en Cnd ⋊W

′
n entonces tenemos

gµ = (n
2
− n)

µ0(1) − µ0(t
d
2

1 t
d
2

2 )

2µ0(1)
.

Supongamos primero que µ0 es la restricción de χ0
Λ, en este caso la igualdad se satisface fácilmente por

el lema anterior. Supongamos ahora que µ0 es uno de los factores irreducibles de χ0
Λ y sea η el otro

factor.

Sabemos por 3.1.2 que los caracteres η,µ0 son conjugados por algún elemento t ∈ {±1}
n
, luego se tiene

η = (µ0
)
t y

χ0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 ) = (χ
0
Λ)
′
(t

d
2

1 t
d
2

2 ) = µ
0
(t

d
2

1 t
d
2

2 ) + (µ
0
)
t
(t

d
2

1 t
d
2

2 ) = 2µ
0
(t

d
2

1 t
d
2

2 ),

ya que t actúa por conjugación invirtiendo los elementos de las tuplas en Cnd y deja a t
d
2

1 t
d
2

2 fijo. Haciendo
un razonamiento análogo tenemos

χ0
Λ(1) = 2µ

0
(1)

Reemplazando esto obtenemos

gµ = (n
2
− n)

χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 )

2χ0
Λ(1)

.

Aplicando el lema anterior obtenemos lo deseado.

Lema 32. En tipo C si Λ = (Λ1,Λ2, . . . , λk) y N1,N2 las cantidades de elementos de C2
d ,Cd/C

2
d en ψ

entonces gΛ = 2N1N2 +N2.

Demostración. Tenemos t
d/2
Ha1
= t

d/2
H1
= t

d/2
1 . Si i > 1 se tiene que los t

d/2
Hai

son t
d/2
i t

d/2
i+1 y todos estos son

conjugados en Cnd ⋊Wn, luego nos queda

(n2 − n)
χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 t
d
2

2 )

2χ0
Λ(1)

+ n
χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 )

2χ0
Λ(1)

. (4.12)

El primero de los sumandos se calcula igual que en el lema 30 y nos da 2N1N2.

Calculemos χ0
Λ(t

d
2

1 ). Como este elemento está en Cnd entonces al conjugarlo por un elemento de Cnd
obtenemos lo mismo y también si lo conjugamos por un elemento de {±1}n ⊂Wn, por lo que se tiene

χ0
Λ(t

d
2

1 ) = Ind
N
∏Ni

χ
N(ψ)
Λ (t

d
2

1 ) =
2n

∣Stab ψ∣
∑
s∈Sn

χ
N(ψ)
Λ (

st
d
2

1 ), (4.13)

donde extendemos χ
N(ψ)
Λ como 0 fuera de N(ψ).

Al conjugar t
d
2

1 obtenemos un elemento de la forma t
d
2

j y al calcular χ
N(ψ)
Λ en este elemento nos da χψΛ(1)

si j está en una coordenada correspondiente a un cuadrado y −χψΛ(1) en caso contrario. La cantidad
de formas de elegir una permutación de modo que ocurra el primer caso es (n − 1)!N1, mientras que
para el segundo caso es (n − 1)!N2, luego tenemos

χ0
Λ(t

d
2

1 ) =
2nχψΛ(1)

∣Stab ψ∣
(n − 1)!(N1 −N2). (4.14)
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Reemplazando esto en el segundo sumando de 4.12 y usando que

2nn! χψΛ(1)

∣Stab ψ∣
= χ0

Λ(1),

tenemos

n
χ0
Λ(1) − χ

0
Λ(t

d
2

1 )

2χ0
Λ(1)

=
n − (N1 −N2)

2
=
(N1 +N2) − (N1 −N2)

2
= N2. (4.15)

Luego llegamos a la igualdad del enunciado.

4.3. Cálculo de fΛ

Ahora queremos calcular fΛ en cada uno de los tipos, para eso nuevamente usamos lo visto en 3.3.
Empecemos definiendo kΛ para cualquiera de los tipos dado por

kΛ =∑
ai

χ0
Λ(eiξi)

χ0
Λ(1)

,

donde sumamos sobre todas las ráıces simples en w0 contadas con multiplicidad. Notemos que

fΛ = l(w0) − kΛ,

por lo que hallar fΛ es equivalente a hallar kΛ ya que conocemos el valor de l(w0) por 1.1.3.
Introducimos la siguiente definición

Definición 63. Si Λ = (λ1, λ2, . . . λk) es una partición definimos

n(λ) =
k

∑
i=1
(
λi
2
).

Si Λ ∶X → Pn donde Pn el conjunto de las particiones de tamaño n y X es un conjunto finito definimos

n(Λ) = ∑
x∈X

n(Λ(x)).

El siguiente lema nos da el valor de kΛ en tipo A.

Lema 33. Si λ ∈ Pn y Sλn ∈ Irr(Sn) el caracter que le corresponde, tenemos por [9, Ejercicio 4.1.6] que

(
n

2
)

Sλn(s)
Sλn(1)

=∑
i

((
bi + 1

2
) − (

ai + 1

2
)) , (4.16)

donde ai y bi son la cantidad de entradas hacia abajo y hacia la derecha de la i-ésima casilla de la
diagonal en el diagrama de Young. Contemos esto de otra forma, si escribimos el número j − i en la
casilla (i, j) notamos que esta expresión nos da igual que sumar los números de todas las entradas y
eso nos da n(λ′) − n(λ), luego tenemos

(
n

2
)(1 +

Sλn(s)
Sλn(1)

) = (
n

2
) + n(λ′) − n(λ). (4.17)
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Por otro lado si Λ ∈ QAd,n sabemos por [4, Teorema 4.3.14] que

kΛ = (
n

2
)
χ0
Λ(s)

χ0
Λ(1)

= n(Λ′) − n(Λ), (4.18)

donde s es una transposición simple. En particular si tenemos d = 2 y Λ = (λ,µ) entonces χ0
Λ nos

queda la representación χλ,µ de Wn, por lo que tenemos

(
n

2
)
χλ,µ(s)

χλ,µ(1)
= n(Λ′) − n(Λ). (4.19)

Ahora damos un argumento que nos ayuda a calcular χ0
Λ en un elemento del grupo de Weyl W ⊂ Sd,n

en cualquiera de los tipos. Sea σ ∈ W ⊂ Sd,n, escribamos ξπ ∈ T ⋊W para referirnos a un elemento
genérico g ∈ Sd,n. Luego al inducir tenemos

χ0
Λ(σ) =

1

∣T ⋊ Stab ψ∣
∑

g∈T⋊Stab ψ
χ
N(ψ)
Λ (

gσ), (4.20)

donde χ
N(ψ)
Λ es extendida a 0 fuera de T ⋊ Stab ψ y

gσ = gσg−1 = ξ(πσ)ξ−1 = ξ(
πσ)
(ξ−1)(πσ),

como πσ ∈W entonces (
πσ)
(ξ−1) ∈ T . Cuando πσ ∈ Stab ψ tenemos

ψ(ξ(
πσ)
(ξ−1)) = ψ(ξ)ψ

πσ
(ξ−1) = ψ(ξ)ψ(ξ−1) = 1.

Luego tenemos χ
N(ψ)
Λ =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

χψΛ(
πσ) si πσ ∈ Stab ψ,

0 en otro caso.
y 4.20 nos queda

χ0
Λ(σ) =

1

∣Stab ψ∣
∑
π∈W

χψΛ(
πσ) = IndWStab ψ χ

ψ
Λ(σ). (4.21)

Observación 31. Sea µ ∈ Irr(Y A
′

d,n) y llamemos µ0 al caracter correspondiente en Irr(SA
′

d,n), sabemos

que existe χΛ ∈ Irr(Y
A
d,n) tal que µ es un factor irreducible de la restricción de χΛ. Luego µ

0 es un

factor de la restricción de χ0
Λ. Se tiene que

χ0
Λ(1) = (χ

0
Λ)
′
(1) =

d

o(Λ)
µ0
(1),

ya que µ0 tiene d/o(Λ) conjugados de igual grado por 3. Además los conjugados de s (una transposición)

en SAd,n son de la forma sit
j
i t
−j
i+1 y todos estos son conjugados en SA

′
d,n, por lo que obtenemos

χ0
Λ(s) = (χ

0
Λ)
′
(s) =

gi

∑
i=0
(µ0
)
gi(s) =

d

o(Λ)
µ0
(s).

Reemplazando esto en la expresión de kµ tenemos que kµ = kΛ. Con esto tenemos la expresión de f
para los tipos A,A′.

Lema 34. Si Λ = (Λ1,Λ2, λ3, . . . λk) ∈ Q
B
d,n, con Λ1 = (λ1, µ1) y Λ2 = (λ2, µ2) entonces tenemos

(n2 − n)
χ0
Λ(s)

χ0
Λ(1)

= 2n(Λ′1) − 2n(Λ1) + 2n(Λ
′
2) − 2n(Λ2) + n(λ

′
3) − n(λ3) + . . . + n(λ

′
k) − n(λk).

91



Demostración. Definamos como en 3.3 los Ni y llamemos ni a los tamaños de los bloques. Usando la
fórmula 4.21 tenemos que

χ0
Λ(s) =

1

∣Stab ψ∣
∑
π∈Wn

χψΛ(
πs).

Como s es una transposición entonces al conjugarla obtenemos una transposición o una transposición
con dos −1. Luego esto último nos queda

χ0
Λ(s) =

1
∣Stab ψ∣(χΛ1(s)χΛ2(1)∏

i>2
χλi(1)C1 + χΛ1(1)χΛ2(s)∏

i>2
χλi(1)C2+

∑
j>2
χΛ1(1)χΛ2(1)χλj(s) ∏

i>2,i≠j
χλi(1)Cj),

(4.22)

donde Cj = ∣{π ∈Wn ∶
πs esta en el bloque j}∣ .

Calculemos Cj para j > 2 donde el bloque j es Snj . Sea g = tσ, t ∈ {±1}
n, σ ∈ Sn tal que gsg−1 pertenece

al bloque j. Tenemos que gsg−1 = tσsσ−1t, la cantidad de σ tales que σsσ−1 nos queda en el bloque j
son

(
nj
2
)2(n − 2)!.

luego para que tσsσ−1t sea una transposición con dos 1 tenemos que t tiene que tener el mismo signo
en las posiciones correspondientes a esa transposición, por lo que hay 2n−1 posibles t. Luego

Cj = (
nj
2
)2n(n − 2)!

Ahora calculemos Ci, i = 1,2 donde el bloque es Wni , en este caso tenemos que tσsσ−1t ∈Wni si y solo
si σsσ−1 es una transposición de este bloque, por lo que tenemos

Ci = (
ni
2
)2n+1(n − 2)!.

Luego reemplazando estos valores de Cj y usando 4.6 tenemos

(n2−n)
χ0
Λ(s)

χ0
Λ(1)

=
n(n − 1)

2nn!

⎛

⎝
(
n1
2
)2n+1(n − 2)!

χΛ1(s)

χΛ1(1)
+ (

n2
2
)2n+1(n − 2)!

χΛ2(s)

χΛ2(1)
+∑
j>2
(
nj
2
)2n(n − 2)!

χλj(s)

χλj(1)

⎞

⎠
,

lo cual nos queda lo que queremos gracias al lema 33.

Lema 35. Si Λ = (Λ1,Λ2, λ3, . . . λk), con Λ1 = (λ1, µ1) y Λ2 = (λ2, µ2) entonces tenemos

n χ0
Λ(t)/χ

0
Λ(1) = (∣λ1∣ − ∣µ1∣) + (∣λ2∣ − ∣µ2∣) ,

donde t ∈ {±1}
n
es el elemento que en su diagonal tiene una entrada igual a −1 y las restantes con 1.

Demostración. Empecemos calculando

m χλ,µ(t)/χλ,µ(1)

para particiones genéricas λ,µ con k1 = ∣λ∣, k2 = ∣µ∣, m = k1 + k2. Sea g = σπ ∈ Sm ⋊ {±1}
m, luego

gtg−1 = σπtπ−1σ−1 = σtσ−1, por lo que cualquier conjugado de t consiste en permutar la coordenada
donde hay un −1 y solo depende por que elemento de Sm conjugamos. Tenemos al inducir:

χλ,µ(t) = Ind
Wm

N1×N2
χ
N(ψ)
λ,µ (t) =

1

2mk1!k2!
(χ

N(ψ)
λ,µ (t1)C1 + χ

N(ψ)
λ,µ (t2)C2),
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donde t1, t2 denota cuando el conjugado de t tiene coordenada −1 en el primer o segundo bloque
respectivamente y C1,C2 son la cantidad de veces que cada una de estas posibilidades ocurre.
Calculemos Ci para i = 1,2, como el elemento π ∈ {±1}m no influye en que caiga en el bloque i entonces
tenemos 2m posibilidades para este elemento, por otro lado la permutación σ tiene que mover el −1
a las ki posiciones del bloque i, por lo que la cantidad de formas de hacer esto es (m − 1)!ki, luego
tenemos

Ci = 2
m
(m − 1)! ki.

Por otro lado como t1 tiene el −1 en el primer bloque se tiene

χ
N(ψ)
λ,µ (t1) = χλ(1)χµ(1),

y como t2 tiene un −1 en el segundo bloque

χ
N(ψ)
λ,µ (t2) = −χλ(1)χµ(1).

También tenemos

χλ,µ(1) = Ind
Wm

N1×N2
(1) =

m!

(k1)!(k2)!
χ
N(ψ)
λ,µ (1) =

m!

(k1)!(k2)!
χλ(1)χµ(1).

Juntando todo nos queda

m χλ,µ(t)

χλ,µ(1)
= k1 − k2. (4.23)

Usando la fórmula de 4.21 tenemos que

χ0
Λ(t) = Ind

Wn

Stab ψ χ
ψ
Λ(t),

por lo que

χ0
Λ(t) =

1

∣Stab ψ∣
(χΛ1(t)χΛ2(1)∏

i>2
χλi(1)D1 + χΛ1(1)χΛ2(t)∏

i>2
χλi(1)D2) , (4.24)

donde D1 y D2 es la cantidad de formas de conjugar t y que el −1 quede en el primer o segundo bloque
respectivamente, ya que sabemos que no puede quedar en alguno de los restantes bloques por contener
un −1. Luego usando la ecuación (4.6) nos queda

nχ0
Λ(t)

χ0
Λ(1)

=
n

2nn!
(
χΛ1(t)

χΛ1(1)
D1 +

χΛ2(t)

χΛ2(1)
D2) . (4.25)

Tenemos que Di es la cantidad de formas de conjugar t y que quede en las primeras ni posiciones, al
igual que antes esto es (n − 1)! ni2

n, luego (4.25) nos queda:

nχΛ(t)

χΛ(1)
=
χΛ1
(t)

χΛ1(1)
n1 +

χΛ2(t)

χΛ2(1)
n2,

que por la ecuación (4.23) nos queda

(∣λ1∣ − ∣µ1∣) + (∣λ2∣ − ∣µ2∣), (4.26)

que era lo que queŕıamos.
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Corolario 8. Juntando los últimos dos lemas tenemos la fórmula

kΛ = 2n(Λ
′
1)−2n(Λ1)+2n(Λ

′
2)−2n(Λ2)+n(λ

′
3)−n(λ3)+ . . .+n(λ

′
k)−n(λk)+(∣λ1∣− ∣µ1∣)+(∣λ2∣− ∣µ2∣).

Demostración. Sabemos por los lemas 25, 26 que Y Bd,n(u), Ỹd,n
B
(u) son split, entonces por la

observación 29 tenemos
kΛ =∑

ai

χ0
Λ(ξi)/χ

0
Λ(1).

Usando lo visto en 1.1.3 tenemos que en la descomposición de w0 se tienen n2 − n conjugados de s y
n conjugados de t, por lo que

kΛ = (n
2
− n)χ0

Λ(s)/χ
0
Λ(1) + nχ

0
Λ(t)/χ

0
Λ(1),

lo cual nos da lo que queremos gracias a los dos lemas previos.

Ahora hallemos el valor de kµ en tipo D para µ ∈ Irr(Y Dd,n) tal que µ
0 es un factor de χ0

Λ ∈ Irr(S
B
d,n). En

tipo D sabemos gracias a la observación 26 que todas las simetŕıas simples son conjugadas y también
los elementos siei, por 1.1.3 tenemos l(w0) = n

2
− n, por lo que se tiene

kµ = (n
2
− n)

µ0(siei)

µ0(1)
.

Si µ es la restricción de χ0
Λ se que kµ es igual a

(n2 − n)
χ0
Λ(siei)

χ0
Λ(1)

,

que nos da la expresión de 34 usando la observación 29. Supongamos ahora que χ0
Λ tiene otro factor

irreducible, el cual llamamos η. Gracias a 3.1.2 sabemos que η = (µ0
)
t, o sea µ se obtiene al conjugar

η por el elemento t = Diag(−1,1, . . . ,1). Luego se tiene

χ0
Λ(siei) = η(siei) + µ

0
(siei) = µ

0
(siei) + (µ

0
)
t
(siei) = µ

0
(siei) + µ

0
(tsieit),

como los elementos tsieit y siei son conjugados en SDd,n se deduce que

µ0
(siei) =

χ0
Λ(siei)

2
.

Haciendo un razonamiento análogo se tiene

µ0
(1) =

χ0
Λ(1)

2
.

Por lo que se obtiene
µ0(siei)

µ0(1)
=
χ0
Λ(siei)

χ0
Λ(1)

,

y en este caso también nos queda la expresión del lema 34 usando la observación 29. En conclusión
obtenemos que si µ0 es un factor irreducible de la restricción de χ0

Λ ∈ Irr(S
B
d,n) entonces la expresión

de kµ es la misma que la del lema 34.

Lema 36. En tipo C tenemos que si Λ = (Λ1,Λ2, . . . λk) entonces

kΛ = 2n(Λ
′
1) − 2n(Λ1) + 2n(Λ

′
2) − 2n(Λ2) + . . . + n(λ

′
k) − n(λk) + ∣λ1∣ − ∣µ1∣ .
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Demostración. En este caso tenemos

ξ1e1 = b1
1

d
∑
j

tj1 , ξiei = si
1

d
∑
j

tji t
−j
i+1,

con b1 ∈Wn el elemento que tiene exactamente un −1 en la diagonal. Se ve fácilmente que los últimos
son conjugados en Cnd ⋊Wn. Usando la definición de kΛ y 1.1.3 tenemos

kΛ = (n
2
− n) χ0

Λ(s1
1

d
∑
j

tj1t
−j
2 )/χ

0
Λ(1) + n χ

0
Λ(b1

1

d
∑
j

tj1)/χ
0
Λ(1). (4.27)

Como Y Bd,n y Ỹ Bd,n son split sobre C(u) entonces el primero de los sumandos es igual a

(n2 − n)
χ0
Λ(s1)

χ0
Λ(1)

,

el cual calculamos en el lema 34 y nos da

2n(Λ′1) − 2n(Λ1) + 2n(Λ
′
2) − 2n(Λ2) + . . . n(λ

′
k) − n(λk).

Calculemos el segundo sumando de 4.27 siguiendo un argumento parecido al de 4.21. Tenemos que

χ0
Λ(b1e1) =

1

∣Cnd ⋊ Stab ψ∣
∑

g∈Cn
d
⋊Wn

χ
N(ψ)
Λ (

gb1e1).

Si g = ξπ ∈ T ⋊Wn = C
n
d ⋊Wn, Usando el mismo argumento que antes tenemos

ge1b1 =
g
(
1

d
∑
j

tj1 b1) =
1

d
∑
j

ξ(
πtj1b1)(ξ−1)(πtj1b1)

=
1

d
∑
j

ξ(
πtj1b1)(ξ−1)(tj

π(1)
πb1),

y al evaluar χ
N(ψ)
Λ en este elemento nos da 0 a menos que πb1 ∈ Stab ψ, si ese es el caso tenemos

χ
N(ψ)
Λ (

ge1b1) =
1

d
∑
j

χ
N(ψ)
Λ (ξ(

πtj1b1)(ξ−1)(tj
π(1)

πb1))

=
1

d
∑
j

ψ(ξ(
πtj1b1)(ξ−1)tj

π(1)) χ
ψ
Λ(
πb1)

=
1

d
∑
j

ψ(ξ)ψ
πtj1b1(ξ−1)ψ(tπ(1))

j χψΛ(
πb1)

=
1

d
∑
j

ψ(ξ)ψ(ξ−1)ψ(tπ(1))
j χψΛ(

πb1)

=
1

d
(∑
j

ψ(tπ(1))
j
)χψΛ(

πb1).

Luego obtenemos la ecuación

χ0
Λ(b1e1) =

1

∣Stab ψ∣
∑
π∈Wn

χ
N(ψ)
Λ (

πb1e1). (4.28)
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Notemos que al conjugar e1b1 por un t ∈ {±1}n ∈ Wn nos queda (te1t
−1
)(tb1t

−1
) = e1b1, ya que

te1t
−1
= e1 porque {±1} actúa por conjugación invirtiendo los exponentes, luego la conjugación por

elementos de {±1}
n
⊂Wn es trivial.

Si s ∈ Sn entonces se1b1s
−1
= (se1s

−1
)(sb1s

−1
) = ekbk para algún k, donde llamamos bk al elemento en

{±1}n que tiene un −1 en el lugar k y 1 en los restantes lugares, y ek =
1

d
∑
j

tjk. Estos son los conjugados

de e1b1.

Luego siguiendo el mismo argumento que en lema 34 tenemos

χ0
Λ(e1b1) =

1

∣Stab ψ∣
(χΛ1(b1)ψ1(e)χΛ2(1)∏

i>2
χλi(1)D1 + χΛ1(1)χΛ2(b2)ψ2(e)∏

i>2
χλi(1)D2) , (4.29)

con Di, i = 1,2 es la cantidad de formas de conjugar b1 y que el −1 quede en el bloque i ya que no
puede quedar en los otros bloques porque πb1 tiene un −1. Con e nos referimos a algún idempotente
del bloque. Notemos que como ψ1 es trivial entonces ψ1(e) = 1, mientras que ψ2 = sgn, por lo que

ψ2(e) = sgn(
1

d
∑
j

tj1) =
1

d
∑
j

t jd/2g = 0,

donde tg una ráız primitiva d-esima. Luego la ecuación nos queda:

χ0
Λ(e1b1) =

1

∣Stab ψ∣
χΛ1(b1) χΛ2(1) ∏

i>2
χλi(1) D1. (4.30)

D1 y χΛ1(b1) se calculan de la misma forma que en lema 35 y nos quedan:

D1 = (n − 1)! n1 2n,
χΛ1(b1)

χΛ1(1)
=
∣λ1∣ − ∣µ1∣

n1
. (4.31)

donde n1 = ∣λ1∣ + ∣µ1∣. Además sabemos

2nn!

∣Stab ψ∣
χψΛ(1) = χ

0
Λ(1). (4.32)

Luego si reemplazamos las ecuaciones 4.32 y 4.31 en la ecuación (4.30) obtenemos

nχ0
Λ(e1b1)

χ0
Λ(1)

= ∣λ1∣ − ∣µ1∣ ,

y nos queda la igualdad del enunciado.

Corolario 9. Teńıamos que T 2
0 actúa por multiplicación escalar en χΛ por el elemento

zΛ = u
l(w0)−kΛ(−1)gΛ .

Ya calculamos los valores de kΛ, gΛ, l(w0) en 4.3,4.2,1.1.3 respectivamente. Luego reemplazando estos
valores en cada uno de los tipos hallamos zΛ en cada caso.

Ejemplo 4. Demos un ejemplo para tipo B. Supongamos que d = 4, n = 26 y la representación χΛ

está construida con Λ = (Λ1,Λ2, λ3, λ4) con

Λ1 = ((2,1), (3,2)) ,Λ2 = ((3,1), (4,2)) , λ3 = (2,1).λ4 = (3,2),
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Tenemos que n(Λ1) = 6, n(Λ′1) = 5, n(Λ2) = 11, n(Λ′2) = 7, n(λ3) = 2, n(λ′3) = 2, n(λ4) = 4, n(λ′4) = 3.
Por lo que se tiene que usando la fórmula 34 que kΛ = 7. Por lo tanto tenemos fΛ = n

2
− kΛ = 26

2
− 7.

Por otro lado tenemos que los bloques correspondientes a Λ1,Λ2 tienen a los elementos de ψ que son
cuadrados en C4. Por lo tanto usando la fórmula 30 tenemos que gΛ = 2 ⋅ 18 ⋅ 8 = 288. Demos algunos
ejemplos más con d = 4

Λ fΛ gΛ
((1,1), (2)) , ((2), (1)) , (2,1), (1,1) 143 70
((3,1), (2)) , ((2,1), (1)) , (2,1), (1,1) 224 100
((1,1), (2)) , ((2), (1,1)) , (2,2), (2) 195 96

4.4. Valor de los caracteres en T0

El objetivo de esta sección es hallar los valores de los caracteres χΛ en el elemento T0. Vimos en la
sección anterior el escalar por el que actúa T 2

0 , usando esto el cálculo del caracter χΛ en T0 se va a
reducir a calcular el valor del caracter χ0

Λ en w̃0, el elemento de longitud máxima en Sd,n.

Tomemos K una extensión de Galois finita de C(u) tal que KYd,n,KỸd,n sean split. Llamemos ϕ1, ϕq a
las especializaciones en 1,1/q definidas en la clausura integral de C[u±1] que determinan las biyecciones
dθ1 , dθ 1

q

del diagrama 3.4.

Análogamente llamemos θ1, θ0 a las especializaciones en 1 y 0 que determinan las biyecciones dθ0 , dθ1
del mismo diagrama. Fijemos v,w ∈ K tales que v2 = u, w2

= 1−2u, K se puede elegir lo suficientemente
grande de modo que existan v,w, notemos también que v,w pertenecen a la clausura integral de C[u±1].
Luego usando el lema 8 podemos normalizar las especializaciones de forma tal que

ϕq(v) =

√
1

q
, ϕ1(v) = 1, θ1(w) = −i, θ0(w) = 1.

De ahora en adelante las especializaciones son elegidas de esta forma.

Lema 37. Sea χΛ ∈ Irr(KYd,n), y llamemos también χqΛ al caracter que se obtiene al especializar en
u = 1/q. Se tiene

χΛ(T0) = χ
1
Λ(σ0)v

fΛ = χqΛ(Tw0)v
fΛ√q

fΛ ,

donde v es el de arriba. En particular χΛ(T0) = 0 si y solo si χ1
Λ(σ0) = 0 si y solo si χqΛ(Tw0) = 0 .

Demostración. Sean σ1, σ2, . . . σd los autovalores de T0 con la multiplicidad en el caracteŕıstico, luego
tenemos que σ2

1 , σ
2
2 , . . . σ

2
d son los autovalores de T 2

0 con la multiplicidad en el caracteŕıstico, por el
teorema 61 se tiene

σ2
j = u

fΛ(−1)gΛ = (vfΛigΛ)2 = a2 para todo j, a = vfΛigΛ .

Por lo que para cada i existe ηi = ±1 tal que σi = ηia. Por lo que tenemos χΛ(T0) = (∑
i

ηi)a. Tomando

la especialización ϕ1 obtenemos

χ1
Λ(σ0) = ϕ1(χΛ(T0)) = (∑

i

ηi)ϕ1(a) = (∑
i

ηi)i
gΛ .

97



Luego obtenemos la primera igualdad. Si tomamos la especialización ϕq obtenemos

χqΛ(TW0) = ϕq(χ(T0)) = (∑
i

ηi)ϕq(a) = (∑
i

ηi)i
gΛ√q

−fΛ ,

por lo que obtenemos la segunda igualdad.

Lema 38. Sea χ′Λ ∈ Irr(KỸd,n), luego se tiene

χ′Λ(T
′
0) = χ

0
Λ(w̃0) w

gΛ = χ1
Λ(σ0)w

gΛigΛ

con el w de arriba. En particular son equivalentes χ′Λ(T
′
0) = 0, χ

0
Λ(w̃0) = 0, χ

1
Λ(σ0) = 0, χΛ(T0) = 0.

Demostración. Sean γ1, γ2, . . . γk los autovalores de T ′0, luego tenemos que γ21 , γ
2
2 , . . . γ

2
k son los

autovalores de T ′20 y por el teorema 60 se tiene

γ2i = (1 − 2u)
gΛ = (wgΛ)2 = b2 para todo i, b = wgΛ .

Por lo que para cada i existe κi = ±1 tal que γi = κib. Luego χ′Λ(T
′
0) = (∑

i

κi)b. Tomando la

especialización θ0 obtenemos

χ0
Λ(w̃0) = θ0(χ

′
Λ(T

′
0)) = (∑

i

κi)θ0(b) =∑
i

κi,

por lo que obtenemos la primera igualdad. Si tomamos la especialización θ1 obtenemos

χ1
Λ(σ0) = θ1(χ

′
Λ(T

′
0)) = (∑

i

κi)ϕ1(b) = (∑
i

κi)(−i)
gΛ ,

de donde obtenemos la segunda igualdad.

Notemos que si logramos calcular χ0
Λ(w̃0) obtendremos los restantes valores. Calculemos χ0

Λ(w̃0) en
cada uno de los tipos.

Tipo A

En este caso el elemento maximal es producto de ⌊
n

2
⌋ transposiciones disjuntas. Sea Λ = (λ1, λ2, . . . λk),

queremos calcular χ0
Λ en un elemento que es producto de ⌊

n

2
⌋ transposiciones disjuntas. Separemos en

casos:

a. n par: Como w̃0 ∈ Sn podemos usar el mismo argumento que en el lema 34 para afirmar que

χ0
Λ(w̃0) = Ind

Sn

Stab ψ χ
ψ
Λ(w0). (4.33)

Para que este valor sea no nulo tendŕıa que pasar que algún conjugado de w0 este en Stab ψ, pero
cualquier conjugado de w0 es producto de n/2 transposiciones disjuntas. Luego los tamaños de
todos los bloques tienen que ser pares, o sea que si no todos los ni son pares entonces χ0

Λ(w̃0) = 0.
Supongamos ahora que los tamaños de todos los bloques son pares. Cada vez que un conjugado
de w0 pertenece a Stab ψ nos queda en el bloque j un producto de nj/2 transposiciones, por lo

que χψΛ vale lo mismo en todos los conjugados de w0. Luego 4.33 nos queda:

χ0
Λ(w̃0) =

C

n1!n2! . . . nk!
χλ1(σ1)χλ2(σ2) . . . χλk

(σk), (4.34)
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donde C es la cantidad de formas de conjugar w0 y que pertenezca a Stab ψ, y los σi son
productos de ni/2 transposiciones.

Calculemos C. Ordenemos las transposiciones que aparecen en w0 de la forma τ1, τ2, . . . τn
2
. C

será la cantidad de formas de permutar los elementos {1,2, . . . n} de modo que dos números de la
misma transposición vayan al mismo bloque. Podemos elegir primero que transposiciones ubicar
en cada bloque, en el bloque j tiene que haber nj/2 transposiciones, y son n/2 transposiciones,
luego la cantidad de formas de hacer esto es

n
2
!

n1

2
!n2

2
! ⋯ nk

2
!
.

Una vez que decidimos que transposiciones ubicar en cada bloque tenemos que elegir el orden en
que los permutamos en cada bloque, luego tenemos

C =
n
2
! n1!n2! . . . nk!
n1

2
!n2

2
! . . . nk

2
!
. (4.35)

Reemplazando esto en 4.34 obtenemos:

χ0
Λ(w̃0) =

n
2
!

∣λ1∣
2
! ∣λ2∣

2
! ⋯ ∣λk ∣

2
!
χλ1(σ1)χλ2(σ2) ⋯ χλk

(σk). (4.36)

b. n impar:

En este caso w̃0 es producto de (n − 1)/2 transposiciones, al igual que antes tenemos la fórmula
4.33. Para que el caracter en w̃0 sea no nulo algún conjugado de w0 tiene que estar en Stab ψ,
como todos los conjugados de w0 son producto de (n−1)/2 transposiciones, entonces χ0

Λ(w̃0) = 0
salvo que los tamaños de todos los bloques sean pares, salvo por uno. Ahora supongamos que
estamos en ese caso.

Supongamos que λk es el bloque de tamaño impar, luego tenemos

χ0
Λ(w̃0) =

C ′

n1!n2! . . . nk!
χλ1(σ1)χλ2(σ2) . . . χλk

(σk), (4.37)

donde C ′ es la cantidad de formas de conjugar w0 para que caiga en Stab ψ, y los σi son producto

de ⌊
ni
2
⌋ transposiciones.

El elemento C ′ se calcula de la misma forma que en el otro caso y nos queda

χ0
Λ(w̃0) =

n
2
!

n1

2
!n2

2
! . . . nk−1

2
!
χλ1(σ1)χλ2(σ2) . . . χλk

(σk). (4.38)

Observación 32. Supongamos que n es impar y µ0 un caracter irreducible de SA
′

d,n tal que es un

factor de la restricción χ0
Λ ∈ Irr(SAd,n). Hallemos el valor de µ0

(w̃0). Empecemos notando que si
t = (t1, t2, . . . tn) ∈ C

n
d entonces

tw̃0t
−1
= w̃0tw0t

−1
= w̃0 (t

−1
1 tn, t

−1
2 tn−1, . . . ,1, . . . , t2t

−1
n−1, t1t

−1
n ).

Notemos que si cambiamos solamente la coordenada central de t el elemento tw̃0t
−1 no cambia, usando

eso podemos ver que todos los elementos tw̃0t
−1, t ∈ Cnd son conjugados en SA

′
d,n. Por lo tanto todos los
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conjugados de w̃0 en SAd,n son conjugados en SA
′

d,n.

Supongamos que µ0 es un factor de la restricción de χ0
Λ, entonces se tiene

χ0
Λ(w̃0) =

d/o(Λ)

∑
i=1
(µ0
)
gi(w̃0) =

d

o(Λ)
µ0
(w̃0),

donde sumamos sobre los conjugados de µ0, por lo que obtenemos

u0(w̃0) =
o(Λ)

d
χ0
Λ(w̃0).

Luego si n es impar los valores de los caracteres de SA
′

d,n en el elemento maximal se calculan con los de

SAd,n, los cual ya hicimos.

Tipos B y C

En este caso w̃0 = − Id ∈ Wn, y además los conjugados de − Id en Wn son − Id. Luego la fórmula 4.33
nos da 0 salvo que − Id pertenezca a Stab ψ =Wn1 ×Wn2 × ⋯ × Snk

, para que esto ocurra tiene que
pasar que no haya bloques dependientes de una sola partición, por lo que Λ tiene que ser de la forma

Λ = (Λ1,Λ2) = ((λ1, µ1), (λ2, µ2)).

En consecuencia si Λ no es de esta forma se tiene χ0
Λ(w̃0) = 0, supongamos ahora Λ = (Λ1,Λ2).

Si n1 = ∣λ1∣ + ∣µ1∣ , n2 = ∣λ2∣ + ∣µ2∣ se tiene

χ0
Λ(− Id) = Ind

Wn

Wn1
×Wn2

χλ1,µ1⊗ χλ2,µ2(− Id),

usando la fórmula para χλ,µ de 3.2 y que la inducción conmuta con la inducción obtenemos

χ0
Λ(− Id) = Ind

Wn

∏Wki
Sλ1 ⊗ (Sµ1 ⊗ sgn)⊗ Sλ2 ⊗ (Sµ2 ⊗ sgn) (− Id),

donde el producto es sobreW∣λi∣,W∣µi∣ para i = 1,2. Como todos los conjugados de − Id son − Id entonces
esto nos queda:

χ0
Λ(w̃0) =

n!

∣λ1∣! ∣µ1∣! ∣λ2∣! ∣µ2∣!
Sλ1(− Id) (Sµ1 ⊗ sgn) (− Id) Sλ2(− Id) (Sµ2 ⊗ sgn) (− Id) =

n!

∣λ1∣! ∣µ1∣! ∣λ2∣! ∣µ2∣!
Sλ1(1)Sµ1(1)(−1)∣µ1∣Sλ2(1)Sµ2(1)(−1)∣µ2∣. (4.39)

Tipo D

En este caso tenemos que w̃0 es − Id si n es par, y w̃0 = Diag(1,−1,−1, . . . − 1) si n es impar.

Sea µ0
∈ IrrSDd,n un factor irreducible de la restricción de χ0

Λ ∈ IrrSBd,n con Λ = (Λ1,Λ2, . . . λk) y

Λi = (λi, µi) para i = 1,2. Si µ0 es la restricción de χ0
Λ se tiene que µ0

(w̃0) = χ
0
Λ(w̃0). Supongamos

ahora que χ0
Λ tiene otro factor irreducible en su restricción, el cual llamamos η. Gracias a 3.1.2 sabemos

que η = (µ0
)
t, con t = Diag(−1,1, . . . ,1).

Luego se tiene

χ0
Λ(w̃0) = η(w̃0) + µ

0
(w̃0) = µ

0
(w̃0) + (µ

0
)
t
(w̃0) = µ

0
(w̃0) + µ

0
(w̃0),
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ya que w̃0 ∈ {±1}
n
y sabemos que tw̃0t

−1
= w̃0, por lo que se deduce

µ0
(w̃0) =

χ0
Λ(w̃0)

2
.

Luego tenemos

µ0
(w̃0) = χ

0
Λ(w̃0) o µ0

(w̃0) =
χ0
Λ(w̃0)

2
,

dependiendo de (λ1, λ2) = (µ1, µ2) o no, por lo que es eqivalente a calcular χ0
Λ(w̃0).

En el caso de que n sea par esto ya lo tenemos calculado. Ahora hay que calcular χ0
Λ(b) en el caso en

que n es impar, donde llamamos b = Diag(1,−1, . . . ,−1).

Como b ∈Wn tenemos al igual que antes

χ0
Λ(b) = Ind

Wn

Stab ψ χ
ψ
Λ(b). (4.40)

Los conjugados de b son los elementos diagonales con exactamente un 1 en ella. Luego tenemos que
χ0
Λ(b) = 0 salvo que no haya bloques que dependan de una sola partición, o que haya un único

correspondiente a una partición y que este tenga tamaño 1. Supongamos que nos encontramos en
el primero de estos casos. Se tiene

χ0
Λ(b) = Ind

Wn

∏Wki
Sλ1 ⊗ (Sµ1 ⊗ sgn)⊗ Sλ2 ⊗ (Sµ2 ⊗ sgn)(b) =

Sλ1(1)Sλ2(1)Sµ1(1)Sµ2(1)

∣λ1∣! ∣µ1∣! ∣λ2∣! ∣µ2∣!
(C1(−1)

∣µ1∣(−1)∣µ2∣ +C2(−1)
∣µ1∣−1(−1)∣µ2∣+

C3(−1)
∣µ1∣(−1)∣µ2∣ +C4(−1)

∣µ1∣(−1)∣µ2∣−1), (4.41)

donde Ci es la cantidad de formas de conjugar a b por un elemento de Sn y que el 1 quede en los
bloquesWni y los multiplicamos por el valor de χψΛ en estos elementos. El producto es sobreW∣λi∣,W∣µi∣
para i = 1,2. Notemos que {±1}n actúa trivialmente por conjugación en b por lo que no aparece en la
expresión.

Los valores de Ci, i = 1,2,3,4 son

(n − 1)! ∣λ1∣ , (n − 1)! ∣µ1∣ , (n − 1)! ∣λ2∣ , (n − 1)! ∣µ2∣

respectivamente, por lo que χ0
Λ(b) nos queda:

(n − 1)! Sλ1(1)Sλ2(1)Sµ1(1)Sµ2(1)

∣λ1∣! ∣µ1∣! ∣λ2∣! ∣µ2∣!
(∣λ1∣ (−1)

∣µ1∣(−1)∣µ2∣ + ∣µ1∣ (−1)
∣µ1∣−1(−1)∣µ2∣+

∣λ2∣ (−1)
∣µ1∣(−1)∣µ2∣ + ∣µ2∣ (−1)

∣µ1∣(−1)∣µ2∣−1). (4.42)

Ahora pasemos al caso donde hay una partición de tamaño 1. En este caso al conjugar b el 1 tiene que
quedar en la posición correspondiente a esta partición, luego esta situación es equivalente a tener − Id
y n − 1 par, lo cual ya hicimos.

Corolario 10. Gracias al cálculo que hicimos de χ0
Λ(w̃0) en cada tipo obtenemos todas las expresiones

que aparecen en los lemas 37,38. En particular obtenemos

χqΛ(σ0) = χ
0
Λ(w̃0)(−i)

gΛ

√
1

q

fΛ

.

Como ya calculamos gΛ, fΛ, χ
0
Λ(w̃0) en cada tipo entonces se calcula fácilmente este valor.
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4.5. Aplicación para la descomposición LU

Supongamos queG es el grupo de Chevalley construido en alguno de los tipos, siR es el sistema de ráıces
constrúıamos el unipotente maximal como U = E(R+), el cual a partir de ahora llamamos U+. Como
las ráıces negativas R− forman un subconjunto cerrado entonces definen un subgrupo E(R−), el cual
llamamos U−, notemos además que si T es el toro entonces hay un mapa inyectivo U+ × T ×U− → G.
El elemento w0 cumple que w0(R

+
) = R−, luego usando la relación 1 se tiene que w0 U

+w0 = U
−.

Decimos que una matriz en G tiene descomposición LU si se puede escribir como el producto entre
una matriz de U− y una de U+T . Como U−∩TU+ = {1} se tiene que en caso de existir la descomposición
es única.
El objetivo de esta sección es calcular cuantas matrices conjugadas a una matriz dadaA ∈ G (conjugadas
en el grupo G) tienen descomposición LU . Los argumentos aqúı desarrollados se pueden encontrar en
[4].

Supongamos ahora que tenemos subgrupos H ≤ G y V ⊂ G es un sistema completo de representantes
de coclases dobles de H en G. Si k ∈ Z≥0, x ∈ G y

v = (v1,w1, . . . , vk,wk) ∈ V
2k.

Para h ∈H definimos

Nh(x,v) = {(a, a1, . . . , ak) ∈ G × v1Hw1H ×⋯ × vkHwkH ∶ axa
−1
= ha1⋯ak},

y abreviamos N (x,v) = N1(x,v). También definimos

N(x,v) = ∣N (x,v)∣ .

Proposición 64. Se tiene que

N(x,v) =
∣H ∣

2k

∣Hv1H ∣ . . . ∣HvkH ∣
tr (x ϕv1 ∗ ϕw1 ∗⋯ ∗ ϕvk ∗ ϕwk

) .

Demostración. Para h ∈H se tiene una biyección

N (x,v)↔ Nh(x,v) (a, a1, . . . ak)↔ (ha, a1, . . . ak−1, akh
−1) ,

por lo que N(x,v) = ∣Nh(x,v)∣ y obtenemos

N(x,v) =
1

∣H ∣
∑
h∈H
∣Nh(x,v)∣ .

Por otro lado se tiene

∑
a∈G
(1H ∗G 1v1Hw1H ∗G ⋯∗G 1vkHwkH) (axa

−1
)

= ∑
a∈G
∑
h∈H

1H(h) (1v1Hw1H ∗G ⋯∗G 1vkHwkH)(h
−1axa−1)

= ∑
h∈H
∑
a∈G
(1v1Hw1H ∗G ⋯∗G 1vkHwkH) (h

−1axa−1) = ∑
h∈H
∣Nh(x,v)∣ .

Por lo que tenemos

N(x,v) =
1

∣H ∣
∑
a∈G
(1H ∗G 1v1Hw1H ∗G ⋯∗G 1vkHwkH(axa

−1
). (4.43)
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Luego si definimos

σv = 1H ∗G 1v1Hw1H ∗G ⋯∗G 1vkHwkH ,

y el lema 23 aplicado a 4.43 nos dice que

N(x,v) = tr(xσv). (4.44)

Para calcular σv usamos el siguiente lema que puede consultarse en [4, Lema 4.2.5].

Lema 39. Para v, v1,w1 ∈ V se tiene

(a) ∣H ∩ v−1Hv∣ =
∣H ∣

2

∣HvH ∣
.

(b) 1H ∗G 1vH = 1vH ∗G 1H =
∣H ∣

2

∣HvH ∣
1HvH .

(c) 1H ∗G 1v1Hw1H = 1Hv1 ∗G 1Hw1H .

(d) 1v1Hw1H ∗G 1H = ∣H ∣1v1Hw1H .

Gracias a este lema se tiene que

1H ∗G 1v1Hw1H = 1Hv1 ∗G 1Hw1H =
∣Hw1H ∣

∣H ∣
2

1Hv1 ∗G 1H ∗G 1w1H

=
∣Hw1H ∣

∣H ∣
3

1Hv1 ∗G 1H ∗G 1H ∗G 1w1H =
∣H ∣

∣Hv1H ∣
1Hv1H ∗G 1Hw1H

=
∣H ∣

2

∣Hv1H ∣
ϕv1 ∗ ϕw1 , (4.45)

donde estamos usando la relación entre los productos ∗,∗G vista en 2.2 y que 1H =
1H ∗G 1H

∣H ∣
.

Gracias al punto (d) de 39 y la ecuación (4.45) se tiene que

σv =
1

∣H ∣
k
1H ∗G 1v1Hw1H ∗G 1H ∗G ⋯⋯∗G 1H ∗G 1vkHwkH

=
∣H ∣

2k

∣Hv1H ∣⋯ ∣HvkH ∣
ϕv1 ∗ ϕw1⋯∗ ϕvk ∗ ϕwk

.

Esto junto con 4.44 prueban la proposición.

Volvamos a la situación dondeG es el grupo de Chevalley en alguno de los tipos y U+, U− los unipotentes
maximales definidos previamente. Para g ∈ G,v ∈ T, r ∈ Z≥0 definamos

Nv
r (g) = ∣{(a,S1, S2, . . . , S2r−1, S2r) ∈ G × (U

−
×U+)

r
∣ aga−1 = v

r

∏
i=1
(S2(r−i+1)S2(r−i+1)+1)}∣ .

Para el siguiente teorema denotemos conQq−1,n al conjunto que parametriza las irreducibles del álgebra
de Yokonuma H(G,U) y para Λ ∈ Qq−1,n vamos a denotar χHΛ al caracter irreducible en H(G,U) y
χGΛ =D

−1
U (χ

H
Λ ) ∈ Irr(G ∶ U).
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Teorema 65. Se tiene que

Nv
r (g) = ∑

Λ∈Qq−1,n

χGΛ(g)χ
H
Λ (Tv) (

1

q
)

rfΛ

(−1)rgΛ .

Demostración. Sabemos que U−U+ = w0U
+w0U

+, por lo que se tiene que

(S2(r−i+1)S2(r−i+1)+1) ∈ w0U
+w0U

+.

Gracias a esto podemos afirmar que si tomamos G = G,H = U+,v = (vw0,w0,w0, . . . ,w0) en la
proposición 64 obtenemos

Nv
r (g) = N(g,v).

Por otro lado tenemos
∣U+w0U

+
∣ = ∣w0U

+w0U
+
∣ = ∣U−U+∣ = ∣U+∣

2
.

Usando esta ecuación, el lema 23 y 64 tenemos

Nv
r (g) = ∑

Λ∈Qq−1,n

χGΛ(g)χ
H
Λ (Tv ∗ T

2r
w0
).

El teorema 61 nos dice que T 2r
w0

actúa por el escalar (
1

q
)

rfΛ

(−1)rgΛ , por lo que obtenemos lo

deseado.

Observación 33. Notemos que ∑
v∈T

Nv
1 (g) cuenta la cantidad de triplas (a, u1, u2) ∈ G ×U

−
×U+ que

cumplen
aga−1 ∈ Tu1u2,

ya que la función T ×U− ×U+ → G es inyectiva. Estas son las matrices con descomposición LU y como
la descomposición LU es única se tiene que ∑

v∈T
Nv

1 (g) es la cantidad de formas de conjugar g y obtener

una matriz con descomposición LU (contando con multiplicidad).

Llamemos N(g) a la cantidad de conjugadas de g (en el grupo de Chevalley) con descomposición LU ,
se tiene que

N(g) =
∑v∈T N

v
1 (g)

∣CG(g)∣
=∑

v∈T
∑

Λ∈Qq−1,n

χGΛ(g)χ
H
Λ (Tv) (

1
q
)
fΛ
(−1)gΛ

∣CG(g)∣
.
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