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Introducciéon

El objetivo de esta tesis es calcular el valor de los caracteres del dlgebra de Yokonuma en ciertos
elementos. Describamos como surge esta dlgebra. Para eso primero introducimos los grupos de Coxeter,
que consisten de un par (W, I) donde W es un grupo y I = {s1, $2,...5,} un conjunto de generadores
de orden 2 con relaciones

S$i85Si = 858455

donde hay m, ; factores de cada lado (el orden de s;s;) , estas relaciones se conocen como relaciones
de trenzas. Un ejemplo es el grupo simétrico, con generadores (4,7 + 1).

Dentro de los grupos de Coxeter se encuentran los grupos de Weyl, los cuales surgen como el grupo
generado por simetrias que dejan fijo un conjunto ¢ (este conjunto es llamado sistema de raices). Los
grupos de Weyl aparecen en diversos lugares, como en las dlgebras de Lie y grupos algebraicos.

Relacionado con el grupo de Weyl surge el concepto de algebra de Iwaori-Hecke. Dado un grupo de
Coxeter (W, I) se puede tomar el dlgebra de Iwaori-Hecke con generadores indexados en los elementos
de I, los cuales notamos T3,75,...T,, manteniendo las relaciones cuadraticas pero cambiando la
relacién s? = 1 por

Ti2 = al—Ti + b1 .

Los grupos de Weyl, édlgebras de Iwaori-Hecke que veremos van a ser sobre los sistemas de raices
clasicos A, B,C, D.

Relacionado con estos conceptos aparece el dlgebra de Hecke, que se denota H(G,H) si H es un
subgrupo de G. Esta se define como el anillo de funciones de G a C que son H bi-variantes, el producto
en este anillo se obtiene al reescalar el producto en el dlgebra de grupo C[G].

Vamos a trabajar sobre el cuerpo finito F;. A modo de ejemplo tomemos el grupo G = GL,(F,) de
matrices inversibles, dentro de este grupo tomemos el subgrupo de Borel B de matrices triangulares
superiores y el grupo de Weyl que aparece en el dlgebra de Lie (el grupo simétrico S,,). Podemos
considerar el dlgebra de grupo C[S,] y el dlgebra de Hecke H (G, B). El teorema de deformacién de
Tits (una herramienta que nos permite relacionar los caracteres de dos dlgebras distintas) nos va a
dar una biyeccién entre los caracteres irreducibles de C[S,] y H(G, B), que también van a estar en
biyeccién con los caracteres Irr(G : B), que son los caracteres irreducibles de G tales que su restriccién
a B tiene como uno de sus factores al caracter trivial 15. El puente para relacionar las dlgebras C[S,,]
y H(G, B) es el dlgebra de Iwaori-Hecke en tipo A, la cual se especializa en estas dos. Esta es la
situacién en tipo A, para los restantes tipos tendremos la misma estructura.

El algebra de Yokonuma surge al tensorizar el dlgebra de Iwaori—-Hecke por un grupo ciclico, se define
como el dlgebra de Hecke de H(G,U) donde U es el unipotente maximal, en el caso de GL,, el grupo
U son las matrices triangulares superiores con unos en la diagonal. En forma andloga al caso del
algebra de Iwaori—Hecke se puede usar el teorema de deformacién de Tits para obtener una biyeccién
entre Irt(H(G,U)) y C[N] donde N es el normalizador del toro (en tipo A nos queda el producto
semidirecto entre S, y (F;)"). Estos también van a estar en biyeccién con los caracteres Irr(G : U).
Para los restantes tipos vamos a hallar las relaciones del dlgebra de Yokonuma usando la estructura
de grupo de Chevalley, las relaciones de estos grupos estén en las notas [1].

Se pueden encontrar muchos resultados sobre el dlgebra de Yokonuma en tipo A, como por ejemplo [2]
donde se caracterizan las representaciones irreducibles.

En [3] se presenta el dlgebra de Yokonuma en tipo B junto con sus relaciones, mientras que en [1] se
muestran las relaciones de las dlgebras de Iwaori-Hecke y Yokonuma en tipo A junto con las biyecciones
que provienen al usar el teorema de deformacién de Tits. En este articulo también se calcula el valor de
los caracteres irreducibles del algebra de Yokonuma en el cuadrado del elemento de longitud maxima
del grupo de Weyl. Esto ultimo se hace siguiendo un argumento parecido al de [5, Teorema 9.2.2].
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En esta tesis vamos a obtener un resultado analogo para los otros sistemas de raices. Esto va a ser 1til,
por ejemplo para hallar cuantas matrices conjugadas a una matriz dada tienen descomposicién LU.

En el capitulo 1 vamos a mencionar los preliminares que van a ser importantes en el resto de la
tesis. Vamos a definir los sistemas de raices, grupos de Weyl, teorema de deformacién de Tits y grupos
y algebras de Lie.

En el capitulo 2 vamos a empezar viendo como es la construccién de un grupo de Chevalley en general
para luego construir los grupos de Chevalley en los tipos clasicos. Vamos a ver que grupos obtenemos
con esta construccion y cuales son sus relaciones. También vamos a describir las relaciones del algebra
de Yokonuma en cada uno de los tipos y las deformaciones de estas, estas deformaciones nos van a
dar una biyeccién entre los caracteres irreducibles del algebra de Yokonuma y el dlgebra de grupo del
normalizador del toro.

También vamos a ver la demostracién de la descomposicién de Bruhat, como consecuencia de este
teorema vamos a obtener que el algebra de Iwaori-Hecke se especializa en el dlgebra de Hecke H(G, B)
con G el grupo de Chevalley. Esto nos da una biyeccién entre los caracteres irreducibles del algebra
H(G, B) y el algebra de grupo del grupo de Weyl.

Los resultados principales del capitulo 2 es la deformacién del algebra de Yokonuma en cada uno de
los tipos (2.6.1) y la relacién con el normalizador del toro usando el teorema de deformacién de Tits
(2.10.2). Estos resultados son una generalizacién a los restantes tipos de lo ya hecho en tipo A.

En el capitulo 3 vamos a hallar las representaciones irreducibles del grupo de Weyl y del normalizador
del toro en cada uno de los tipos (3.3). Para eso vamos a ver como son las representaciones
irreducibles de un producto semidirecto con un grupo abeliano y las representaciones irreducibles
de un subgrupo con cociente ciclico. Como consecuencia de esto vamos a obtener una lista completa de
las representaciones irreducibles de la deformacién del algebra de Yokonuma, esto nos va a servir para
probar que es split sobre C(u). Los célculos de este capitulo son originales y son una generalizacién a
los restantes tipos de lo hecho en tipo A .

En el capitulo 4 vamos a calcular los valores de los caracteres del algebra de Yokonuma en los elementos
TO,TO2 donde Tj es el elemento de longitud mdxima en el grupo de Weyl (4.3,4.2,4.4). Los célculos de
este capitulo son originales y son una generalizacién de lo hecho en tipo A en [4] a los restantes tipos.
Finalmente, veremos una aplicacién de este cdlculo para la descomposicién LU (4.5).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sistemas de raices:

Para entender varios aspectos de los proximos capitulos va a ser necesario entender la teoria bésica
de los sistemas de raices, grupos de Coxeter. Los sistemas de raices y los grupos de Weyl van a
aparecer en las algebras y grupos de Lie. El objetivo de esta seccién es estudiar algunas propiedades
de los sistemas de raices, como la acciéon del grupo de Weyl en las raices o el hecho de que este sea
un grupo de Coxeter. También vamos a definir una longitud en el grupo de Weyl y veremos cual es el
elemento de longitud maxima.

1.1.1. Propiedades de los sistemas de raices

Sea V un espacio euclideo con un producto interno sobre R. Si 0 # a € V' entonces la reflexiéon con
respecto al plano perpendicular a a es r, dada por:

2(a,w)a

ro(x) =2 - (a.a)

Definicién 1. Un sistema de raices es un subconjunto finito de raices ¢ c V' que cumple que si
a € ¢ entonces r,(¢p) = ¢ y si a,b € ¢ entonces

El sistema se dice reducido si cada vez que b = Aa se tiene A = +1. Los sistemas que van a aparecer en
la tesis son reducidos. Sea V; el subespacio generado por las raices, se llama el rango de ¢ a dim(V}). El
sistema se dice irreducible si no puede ser escrito como V' = V3 @ V3, con Vi, V, ortogonales y ¢ = ¢1 U
con ¢; sistema en V;, los sistemas seran irreducibles. Vamos a usar los sistemas clasicos A, B,C, D.

Tipo A Si V =R™, y ¢ estd compuesto por los n® —n vectores de la forma e; — e; con i # j, el rango

es n— 1 ya que generan el subespacio donde la suma de las coordenadas es 0.

Tipo B Si V = R" consideremos ¢ compuesto por los 2n? vectores e; ej,1 # j y *e;, el rango es
maximo, en este caso.

Tipo C Sea V = R" y ¢ consiste de los 2n? vectores e; + €j,1 # j y £2e;, el rango es maximo en este
caso.



Tipo D Sea V = R" y ¢ consiste de los 2n? —2n vectores e; +ej,1 # j y nuevamente el rango es maximo.

Podemos elegir un py € V tal que (a,pp) # 0 para todo a € ¢ ya que ¢ es finito. Una vez elegido py
definimos las raices positivas ¢* como las que (a,po) > 0 y llamamos las raices negativas ¢~ = —¢™.
Notemos que si a,b € ¢ y a+b € ¢ entonces a + b € ¢*. También notemos que las raices positivas y
negativas se encuentran en semiplanos opuestos con respecto a una recta, vale que al cambiar esta
recta le aplicaria a las raices un isomorfismo, por lo que la eleccién de pgy es indiferente.

Definimos Y, como el conjunto de raices positivas que no puede ser expresada como suma de otras
raices positivas, a estas raices las llamamos raices simples. Si a es una raiz simple denotamos con
Sq a la reflexion que le corresponde y la llamamos simetria simple. La siguiente proposicién se puede
encontrar en [0, Proposicién 12]:

Proposicion 2. a. Sia es una raiz simple y be ¢,b# a entonces be ¢ si y solo st 54(b) € Py .
b. Los elementos de Y. son linealmente independientes,
c. sia+bey entonces (a,b) <0

d. Todo elemento a € ¢ puede ser escrito de unica manera como combinacion lineal entera de raices

simples,
a= Z np - b,
bey

donde todos los ny € Zsg si a € ¢*, y todos los ny € Z<g si a €.

Definimos el grupo de Weyl W como el grupo generado por todas las sq,a € Y., y si w € W definimos
su longitud [(w) como el cardinal de la menor descomposicién de w como producto de simetrias
simples con [(w) = 0 si w = 1. Por otro lado definimos !'(w) como la cantidad de raices en ¢* que w
envia a ¢~. El objetivo de las siguientes proposiciones es probar que [ =1'.

Proposicion 3. Sea s = s, reflexion simple y w e W. Entonces se tiene

I"(w) en caso contrario,

(ws) = {l’(w)+1 st w(a) € p",

(sw) = {l’(w)+1 siw " (a) € ¢t

I'(w) en caso contrario.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos que s(¢~) se obtiene de ¢~ sacando —a y agregando
a, luego (sw)™'(¢7) = w™(s¢") se obtiene de w™*(¢~) sacando —~w™*(a) y agregando w™*(a). Como
I'(w) es el cardinal de ¢* n w’l((b*) entonces tenemos la segunda igualdad. La primera se deduce de
manera similar. O

Notemos que si w es un endomorfismo ortogonal entonces
-1
WrgW ™™ = Ty(a)- (1.1)

Proposicién 4 (Propiedad de intercambio). Sean si,ss,...Sk, S, reflexiones simples tales que
w=s8152...85 yl'(wsy) <l'(w), entonces existe 1 < j <k tal que s182...85 =81...5j...5,Sq.
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Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos w(a) € ¢, luego existe un 1 < j < k minimo tal
que Sj41-...5k(a) € ¢ y por minimalidad tenemos s;s;41 ... s5(a) € ¢~. Pero como la tnica raiz que s;
manda de ¢" a ¢~ es a; eso implica a; = Sj41 ... sk(a), pero luego por (1.1) tenemos

-1
(8j+1---5k)Sa(Sj41...8K)" =8,
usando que S;S;4+1...5k = Sj+1 - .- SkSq tenemos la igualdad. O

Proposicién 5. Sean s; = s,, refleviones simples para 1 < i < k. Supongamos 1'(s1ss...s5) < k,
entonces existen i + j tales que

5182...8,=81...5...5j...5
Demostracion. Tomemos j minimo tal que I'(sy...s;) < j, es claro que j > 1, luego tenemos
I'(s1...sj-1) = j— 1y por la proposicién 3 tenemos s;...s;j_1(a;) € ¢~, por la proposicién anterior
existe ¢ tal que s;...5;.1 =81...5;...5;, lo que nos da la igualdad del enunciado. O

Proposicién 6. Las longitudes | y I’ coinciden

Demostracién. Empecemos viendo I'(w) < I(w). Vedmoslo por induccién en I(w) , el caso base es por
la proposicién 3. Supongamos ahora I(w) > 0, entonces escribamos w = sw’ con I(w') = I(w) - 1, luego
por induccién tenemos I'(w) < I'(w') +1 < l(w') + 1 = I(w).

Probemos la otra desigualdad por el absurdo. Supongamos que tenemos w = s153. .. si tal que [(w) = k
y I'(w) < k, luego por la proposicién anterior la descomposicién de w no serfa irreducible, lo cual es
una contradiccién. O

Observacién 1. Se puede ver en [6, Proposicién 20.8] que W esta generado por las reflexiones simples.
Por la proposicién anterior tenemos que w(¢") = ¢* si y solo si I(w) =0, o sea si w = 1. Lo que nos
dice que un elemento de W queda determinado por como estd definido en ¢*, en especial como ¢ es
finito esto implica que W también lo es.

Teorema 7 (Matsumoto,1.2.2,[5]). Llamemos S al conjunto de simetrias simples, M un monoide y
f:8—> M una funcion tal que

Prod (f(s), f(t),ms:) = Prod (f(t), f(s),mst)

si mgt es el orden de st en el grupo de Weyl. En este caso existe un unico mapa F : W — M tal que

Fuww") = F(w)F(w') si l(ww') =1(w)+1(w")

Teorema 8. Sea W el grupo de Weyl de un sistema ¢, S el conjunto de reflexiones simples, entonces
(W, 1) es un sistema de Cozeter, lo que quiere decir que W tiene una presentacion:

W=(seS|s*=1,(st)™")
donde mg; es el orden de st en W.

Demostracion. Sea, G un grupo definido con esta presentacién. Como W satisface las relaciones que
definen G entonces existe un morfismo 7 : G - W que manda generadores en generadores y por lo
tanto es sobreyectivo. Por otro lado tomemos la funcién f : S - G que manda s en si mismo, esta
funcidn satisface las hipétesis de Matsumoto, luego existe una funcion F : W — G tal que

F(ww") = F(w)F(w") si [(ww") =1(w) +1(w")
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Veamos que F' es un morfismo, es suficiente con ver F(sw) = F(s)F(w) con s € S, si I(sw) > I(w)
vale por construccién de F. Si I(sw) < I(w) entonces tenemos I(s - sw) = I(sw) + I(s) por lo
que F(w) = F(s)F(sw) y también F(s)F(w) = F(sw). Ademds sabemos que F' es un morfismo
sobreyectivo porque manda generadores en generadores.

El cardinal de W es finito por 1, como 7 es sobreyectivo tenemos |G| > [W|y como F también lo es se
tiene |W/| > |G|, por lo que |G| = [W| y ambos morfismos son isomorfismos. O

1.1.2. Grupos de Weyl tipos A,B,C,D y diagramas de Dynkin

Ahora queremos ver como es el grupo de Weyl en cada uno de los tipos y como son las relaciones en
su presentacién como grupo de Coxeter.

Tipo A

Tomemos py = (1,2,...n), con esta eleccién tenemos que las raices positivas son las de la forma
ej —ej,j > 1. BEs facil notar que las raices simples son

a1 =€2—€1,02 =€3 —€2,...0p-1=€Ep —En_1.

Notemos que las reflexiones simples que les corresponden a estas raices son las transposiciones
$1,89,...8p-1 respectivamente, por lo que el grupo de Weyl en tipo A es el generado por estas, el
cual es S,,. Ademads tenemos las relaciones:

c . . 2
sisj=8;8; 81 [i—j|>1, 88418 = Si+18iSi+1, S; = 1. (1.2)

Luego por el teorema 8 tendremos que S,, tiene una presentacién con generadores s1, So, ... S,_1 y estas
relaciones.

Tipo B

Volvamos a considerar pg = (1,2,...n), las raices positivas son
¢)+ = {ej + €i7j > 7,} @] {el}
Es facil notar que las raices simples son:
ap=€1,a1 =€ —€1,02 = €3 —€2,...0p-1 =€y —€Ep_1-

Las reflexiones simples que les corresponden a e;1; —e; son s; al igual que antes, mientras que la
reflexién correspondiente a e; la llamamos ¢ y estd representada por la matriz Diag(-1,1,1,...1).
Llamemos t; a la matriz diagonal que tiene un —1 en la entada ¢+ 1 y 1 en las restantes, notemos
que t = tg, y llamemos W,, c GL, (R) al subgrupo de matrices que tienen exactamente una entrada no
nula en cada fila y cada columna siendo esas entradas +1. Veamos que el grupo de Weyl en tipo B es
W,,. Llamemos N,, al subgrupo de matrices diagonales y S,, al subgrupo de matrices de permutacién.
Notemos que N,, es normal en W, y tiene cardinal 2" y ademds N, n'S,, = {1}. Como el cardinal de
W, es 2"n! entonces se tiene que W, = N,, x S™.

Observemos que los elementos t; son conjugados, ya que t; = s;t;_18;, en particular ti,ts,...t,_1
pertenecen al subgrupo generado por los elementos ¢, s1,...,S,-1. Luego como S,, estd generado por
$1,82,..-8Sp—1 ¥ N, por tg,t1,...t,—1 entonces W, estd generado por las reflexiones simples, lo que
implica que es el grupo de Weyl en tipo B.

Adems3s tenemos las relaciones:

sltslt = sltslt, tSi = Sit sii# 1, SiSj = 8585 st |Z —]| > 1, SiSi+1Si = Si+1S5iSi+1- (13)
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Luego por el teorema 8 tendremos que W,, tiene una presentacién con generadores t, s1,...S,-1 y estas
relaciones, agregando las cuadraticas.

Tipo C
Tomamos nuevamente pg = (1,2,...n), las raices positivas son:
¢+ = {ej +e;,7> ’L} U {262}
Es facil notar que las raices simples son:
ap =2e1,a1 =€y —€1,82 =€3 —€3,...0p_1 = €y — Cn_1-

Como la reflexion simple con respecto a 2e; es la misma que la correspondiente a e; entonces las
simetrias simples son las mismas que en tipo B, y por lo tanto también lo serd el grupo de Weyl.

Tipo D

Empecemos definiendo un subgrupo W, ¢ W,,. Viendo como son las relaciones que definen W,, vemos
que existe un morfismo € : W,, - {+1} tal que €(t) = -1 y €(s;) = 1 para todo 4, definimos W, como el
nicleo de €. Luego W), es un subgrupo normal de indice 2, y un elemento w € W,, pertenece a W,, si y
solo si contiene una cantidad par de —1. Definamos

N} =N,nW, vy wu=tsit,

y llamemos u; a la matriz diagonal que tiene un —1 en las posiciones 1,7+ 1 y 1 en los restantes lugares.
Tenemos que
Uy = usy, Ui = Sili-15;-

Tenemos que N, es un subgrupo de indice 2 de N,, y nuevamente se tiene un producto semidirecto
W, = N] x S". El subgrupo N}, est4d generado por wy,us,...u,_1, por lo que W, estd generado por

{u, 81, 82,...8n-1}. Volvemos a elegir pg = (1,2,...n) y las raices positivas son:
¢ ={ejxe; i< j}.

Las raices simples son:

’_ r_ ’ _
ag=€1 t€2, Q] =€2—€1,...,a, 1 =€p—En_1.

Y las simetrias simples correspondientes son {u,s1,82,...5,_1}, por lo que W, es el grupo de Weyl.
Adem3s tenemos las relaciones

usy =ts1ts1 = s1ts1t = s1u,  USU = SouS2, US; =S;u sl i>2, 8,85 =858; St [i—j|>1, 88418 = Si+15iSi+1,
luego usando el teorema 8 tenemos que W, tiene una presentacién dada por generadores u, s1, ... Sp_1
y estas relaciones, ademas de las cuadraticas.

Diagramas de Dynkin

Para cada uno de los sistemas de raices A, B, C, D podemos considerar el Diagrama de Dynkin. Notemos
que en cada uno de los tipos si s,t son simetrias simples distintas entonces el orden de st es 2,3 o 4.
Luego podemos definir el diagrama de Dynkin como un grafo cuyos vértices representan las simetrias
simples, dos vértices de simetrias s,t estan unidos con una arista simple si el orden de st es 3 y unidos
con una arista doble si el orden de st es 4.
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D, = O—O0—0—0— w—{

A,= O—0—0—0—+—0—0—0—0
B, =0—0—0—0——0—0—0==0
C,=0—0—0—0——0—0—0==0

El diagrama de Dynkin nos describe exactamente las relaciones que determinan los grupos de Weyl.
En general vamos a denotar con ¢ o R a un sistema de raices. Definimos ahora algunos subconjuntos
especiales de un sistema de raices y un algoritmo para encontrarlos.

Definicién 9 (Conjuntos cerrados). Decimos que A c R un subconjunto de las raices es cerrado
si cumple que cada vez que a,b € A con a+ b€ R se tiene que a + b € A. Una definicién equivalente es
que si a,be A con ia+ jbe R, i,j >0 entonces ia + bj € A.

Decimos que un subconjunto I ¢ A es un ideal en A si cada vez que a € I,be Ay a+be A se tiene
a+bel.

Definicién 10 (Subsistemas de raices). Decimos que ¢ c¢ R es un subsistema de raices si
Z$pn R = ¢, en particular notemos que es un sistema de raices. Una definiciéon equivalente de subsistema
de raices es que sea cerrado y que ademds a € ¢ si y solo s{ —a € ¢. Tenemos por [5, § 1.3.1] que todo
sistema de raices se descompone como una unién disjunta de subsistemas irreducibles ortogonales dos
a dos.

Definicién 11 (Diagrama de Dynkin extendido). En cualquier sistema de raices se les puede dar
a las raices un orden parcial donde A > p si

A—p=Y kia;,

donde las a; son raices simples y los k; positivos. Hay una tinica raiz maxima con respecto a este orden
y llamemos aq esta raiz. Le adjuntamos —ag al diagrama de Dynkin formado por las raices simples y
trazamos aristas entre —ag y las raices simples dependiendo del orden de las simetrias en el grupo de
Weyl, como lo haciamos en el diagrama de Dynkin. Tenemos ag = €, — €1, €, + €n-1,2€n,€n + €4_1 €1
los tipos A, B, C, D respectivamente. Mostramos como son los diagramas extendidos en cada tipo:

r e i

n
}—#%—.:Z.
—0— =0

o—o—=0—

!

En caso de que el sistema de raices no sea irreducible hacemos lo mismo en cada componente conexa.

B,
C
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Algoritmo 1 (Borel-Siebenthal). Presentamos un algoritmo que determina todos los subsistemas
de raices salvo por conjugacién del grupo de Weyl. Describimos los pasos del algoritmo:

1 Se forma el digrama de Dynkin extendido D

2 Se toma un subconjunto de vértices que contiene al menos un vértice de cada componente conexa
de D. Sea 1) el subsistema generado por las raices de D que no estédn en S.

3 Finalizar o repetir el procedimiento con R = 1.

Observacién 2. Con esto obtenemos algunos subsistemas de raices como por ejemplo en tipo C un
subsistema que tiene dos componentes de tipo C' y las restantes de tipo A, o lo mismo en tipo D.
En tipo B podemos obtener un subsistema que tiene una componente de tipo D, una de tipo B y las
restantes de tipo A. Estos se obtienen al finalizar el algoritmo en el paso 3. También notemos que si
A c R es un subconjunto de raices simples entonces al sacar estas raices obtenemos un subsistema de
raices, el cual denotamos Ra y los llamamos subsistemas parabdlicos.

Lema 1. Si RA es un subsistema parabélico entonces R* U Ra es un conjunto cerrado.

Demostracion. No es dificil corroborar esta afirmacion en cada uno de los tipos usando la descripcién
de las raices. O

Lema 2. Todo conjunto cerrado A es union disjunta de su parte simétrica A" = {ae A:-ae A} y
su parte especial A* = {a e A:—a ¢ A}. Se tiene que A" es un subsistema y A" es un ideal en A. En
particular A" es cerrado.

Demostracion. Empecemos probando lo primero. Si a € A" es claro que —a € A". Supongamos ahora
que a,be A" y a+be R, en este caso también tenemos —a,-be Ay —a—-be Ry como A es cerrado
sabemos que a +b,—a — b e A. Luego se obtiene a +be A" y A" es un subsistema.

Veamos ahora lo segundo. Sea a € A¥,be A con a+be A, hay que ver que —a — b ¢ A. Supongamos lo
contrario, en ese caso —a — b,b € A por lo que —a=-a—-b+be A, lo cual es absurdo porque a € A".
Veamos que A" es cerrado, supongamos a,b € A%, a+b e R, como A es cerrado se tiene a +be Ay
como A" es un ideal en A se tiene a +be A". O

1.1.3. Elemento de longitud maxima

Como W es finito entonces existe algin elemento wy cuya longitud es méaxima, vamos a ver que w% =1
y hallar este elemento de longitud méaxima en cada tipo.

Proposicién 12. El elemento wg es el tinico con la propiedad de tener longitud mdzima y [(wo) = |p*].
Ademds wo queda determinado por la propiedad l(wos) < I(wo) para toda reflexidn simple s y ademds
cumple wg = 1.

Demostracion. Como wy tiene longitud maxima sabemos que para toda reflexién simple s, se cumple
(wosq) < 1(wp), luego por 3 sabemos que wy(a) € ¢~ por lo que wy envia todas las raices simples a ¢~
y por lo tanto todas las raices positivas. Como wq envia todas las raices positivas en raices negativas
se tiene {(wp) = |¢7].

Si w' fuese otro elemento tal que [(w') = |¢*| entonces también enviaria todas las raices positivas en
raices negaivas, luego w, Lw’ envia rafces positivas en raices positivas y por 1 tenemos w’ = wy.

Como wal manda las raices positivas en raices negativas y el elemento maximal es tinico tenemos
wy' = wo por lo que wj = 1. O

Lema 3. Si w € W se tiene l(wwy) = l(wp) — l(w), ademds la conjugacion por wy define un
automorfismo que preserva S.
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Demostracion. Para ver la primera afirmacién alcanza con ver que existen si, Sa,...S; € 5 tales que
wo = (Sg...s1)w y l(wo) —I(w) = k, en ese caso tendriamos wwo = (51 ...5,) T wowg = (S ... 1), por
lo que valdria la propiedad.

Veamos como construir la secuencia. Si I(w) < I(wp) sabemos por la proposicién 12 que existe s; € S
tal que I(w) < I(s1w), si I(syw) < I(wg) volvemos a aplicar la proposicién 12 y tenemos un sy tal que
I(s2s1w) > I(syw). Repitiendo este proceso llegamos a la situacién de que I(sg...s1w) = [(wg) y por
la unicidad de wg tendremos s ...sjw = wp. Si s es una simetria simple, aplicando el resultado recién
demostrado tenemos

{woswp) =1(wo) —I(swp) =1(wo) — (I(wp) - 1(s)) =1,

lo que demuestra wgswg € S. O

Elemento de longitud maxima en cada tipo

A) Consideremos la matriz antidiagonal, la que tiene 1 en la antidiagonal y 0 en las restantes posiciones,
notemos que la antidiagonal envia e; —e; en epi1-j — ep41-; por lo que envia las raices positivas
en raices negativas, lo que implica que es el elemento de longitud méaxima wy. Adema&s por la
proposicién 12 sabemos

n
1(wo) =171 = ()
y podemos expresar a wo CoOomo
wo = 81(3281) . (Sn—l . 81).

“ s n .. c e .
Como en esta expresion hay (2) transposiciones entonces es una descomposicion irreducible de wy.

B) Paralos tipos B, C es lo mismo ya que tienen mismo grupo de Weyl. El elemento —Id envia las raices
positivas en raices negativas, por lo que es el elemento de longitud méxima, y I(wo) = |¢*] = n?.
Notemos que

-Id=t tltg -~-tn—1 y ti =8;8;-1-- .51t51 .S,

por lo que tenemos una descomposicion:
wo = t(s1681) -+ (Sp=18n-2--- 8181 .. . Sp—1)-

Como en esta expresién tenemos n? reflexiones simples entonces es la descomposicién irreducible
de wg.

D) Si n es par entonces —Id € W, y como envia raices positivas en negativas entonces wy = —1Id,
tenemos [(wg) = |7 = n? —n. Sabemos que —Id = ujts ... Up_1 ¥ U = Silli—18i,u1 = us1, por lo que
tenemos una descomposicién:

—1d = (us1)(s2us182) ... (Sp-1-..82US182 ... Sn_1)-

Como en esta expresién tenemos n? —n términos entonces es la descomposicién irreducible de —Id.
Si n es impar podemos considerar el elemento Diag(1,-1,-1,...,-1) € W, por la descripcién de
las raices es facil ver que envia raices positivas en negativas, por lo que es el elemento de longitud
méxima wg. Al igual que en el caso par I(wg) = n? —n, y nuevamente tenemos la descomposicién
irreducible de wg

wo = (usy)(s2us182) ... (Sp_1...82U8182 ... 8n-1),

porque wog = UjuU ... Up-1.
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1.1.4. Monoide de trenzas

Definimos el monoide de trenzas B* = B*(W,S) asociado a un grupo de Coxeter (W, S) por:

generadores: s€ S

relaciones: Prod(s,t, ms;) = Prod(t, s, ms) si ms es el orden de st.

Observacién 3. Por el teorema de Matsumoto,7, existe un tinico mapa r: W — B” tal que

r(s189...85) =r(s1)r(s2)...7(sk)

si $182...8; es una expresién reducida, ademds se cumple que r(wiwz) = r(wi)r(wy) si
l(wywsy) = 1(wr) + I(ws). Denotemos

Bea = {r(w) |weW}.

+

Notemos que podemos expresar cada g € B* como g =g19z...g, con g; € B, por lo que B},

B".

genera

Definicién 13. Sea wq el elemento de longitud méaxima, definamos
A= 7ﬂ(wo) € B;edv
que es llamado el elemento fundamental en B* y que cumple la siguiente propiedad:

Lema 4. Tenemos r(w)A = Ar(w) para w € W, donde con @ nos referimos a la conjugacion por wy.
En particular el elemento A* es central en B*.

Demostracion. Para probar la primera afirmacién es suficiente con ver
r(s)A = Ar(s)

para s una simetria simple. Sabemos que I(wp) = I[(swp) + 1, por lo que A =r(s)r(swp). Por otro lado
tenemos swy = wps y haciendo un razonamiento similar tenemos A = r(swp)r(5). Luego se tiene:

r($)A =r(s)r(swo)r(s) = Ar(3).
Por 12 sabemos que w — w tiene orden 2, luego se tiene
A?r(w) = Ar(w)A = (D) A? = r(w)A?,

por lo tanto A? conmuta con los elementos de B, pero estos generan B* por lo que A? es central
en B”. O

1.2. Algebras de Iwahori—-Hecke

En esta seccién vamos a introducir el algebra de Iwaori—-Hecke de un grupo de Coxeter W, seguimos las
definiciones y propiedades de [7, Capitulo 7]. El propésito del dlgebra de Iwaori—-Hecke es que sea una
deformacion de otras dos algebras, digamos H1, Hs. Si nos encontramos en las hipétesis del teorema de
deformacion de Tits podremos afirmar que hay una biyeccién entre las representaciones irreducibles de
H1 v las de Ho, para eso vamos a introducir también los conceptos de especializaciones y el teorema
de Deformacién de Tits.
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1.2.1. Definiciones y propiedades

Fijemos (W, S) un sistema de Coxeter y A un anillo conmutativo con unidad y llamemos A[B*] al
algebra de monoide correspondiente a B*.

Definicién 14. Sean {as,b, | s€ S} c Aysea J c A[B"] el ideal bildtero generado por los elementos
de la forma:
s? - as —bss,

donde B* es el monoide de trenzas. Definimos

H = Ha(W,8,{as,bs}) = A[B"] /7,

que se llama el dlgebra de Iwahori—-Hecke de (W, .S) sobre el anillo A con pardmetros (as,bs). Para
cada s € S la imagen de s en H se denota Tj.

Observacién 4. Notemos que si los as son 1y los bs son 0 entonces H es isomorfa al dlgebra de grupo
A[W].

Lema 5. Sea H = Ho(W, S, (as,bs)) un dlgebra de Iwahori-Hecke sobre A. Se tiene

a. Para cada w € W hay un elemento bien definido T, € H tal que T, = T, Ts,...Ts, si
w=8182...5, es una erpresion reducida.

b. Para s€ S,weW tenemos

TT < Tsw st l(sw) > l(w),
) @ Tew + b Ty Si I(sw) < l(w).

c. Como A mddulo H estd generado por {T,, : we W}.

Demostracion. Si llamamos M al monoide que generan los Ty con s € S tenemos que el mapa
S - M,s — T, satisface las hipdtesis de Matsumoto, lo cual prueba a. Si w = $153...5; es una
expresion reducida y I(sw) > I[(w) entonces la expresion ss1s5. .. s, también lo es, luego

Tow =Tssys9...00 = LsTs, T, .. . Tsp =TTy

Si l(sw) = (w) -1 entonces w tiene una expresién reducida de la forma w = ss153 ... s, luego tenemos

T, T, =T2Ty, ... Ts, = (as +bsTs)Ts, ... Ts,
=a,Ts, ... Ts, +bTsTs, ... Ts,
=05 T + b5 Ty

Definamos H' como el A submédulo generado por los T, por el punto b tenemos que es invariante a
izquierda y derecha por la multiplicaciéon de los T, por lo que es un ideal. Como ademds contiene a
los T entonces H' = H, lo cual prueba c. O

Este lema se puede generalizar con lo que dice el siguiente teorema.

Teorema 15. [5, pag. 4.4.6] Sea H = Ha (W, S, (as,bs)) el dlgebra de ITwaori-Hecke sobre un anillo
conmutativo A. Si se cumple que as = a; cada vez que las simetrias simples s,t son conjugadas en W
entonces H es libre como A mddulo y los elementos {T}, e forman una A base de H.
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A partir de ahora tendremos H una A &lgebra finitamente generada y libre sobre A y K un cuerpo
que contiene a A. Llamemos K H = H ® 4 K al dlgebra que se obtiene al extender escalares de A a K.

Definicién 16. Definimos Rj(KH) como el conjunto formado por las clases de isomorfismo de
KH moédulos. O sea si V es un KH médulo consideramos [V] € R{(KH), donde la clase es salvo
isomorfismo, y le damos estructura de grupo abeliano con la relacién [V] =[V']+[V"]siV =V V"
como K H moédulos.
También denotemos Maps (H, K [z]) ala K dlgebra de mapas de H a K [x] con multiplicacién puntual.
Definimos un mapa

pic : Ry (KCH) — Maps (H, K [2])

que envia un K'H médulo V al elemento px (V') € Maps (H, K [z]), el cual evaluado en h € H nos da el
polinomio caracteristico de py (h), donde py es la representacién proporcionada por V.

Lema 6. Sea K c K', se tiene un mapa candnico di : RE(KH) — R (KH') dado por VsV &K' y
un diagrama conmutativo

Ri(KH) —2 Maps (H, K [X])

| |

R{(K'H) 2 Maps (H,K'[X])

r 4
donde tﬁ es la inclusion candnica. St KH es split entonces dg es un isomorfismo que preserva clases
de maodulos simples.

Demostracion. La conmutatividad del diagrama se sigue del hecho de que al tensorizar con K’ el
polinomio minimal de h no se modifica.

Ahora supongamos que KH es split, como K c K’ entonces K'H también es split. Como KH es
split entonces cada K'H médulo se obtiene de un K H médulo al tensorizar con K’ lo que prueba la
sobreyectividad. Por otro lado usando que

HOmK/H(K,‘/l7KIV2) = HOIHKH(Vh%) K’

tenemos que si Vi, Vs son simples no isomorfos entonces K'Vi, K'V, tampoco lo son. Esto prueba, la
inyectividad. O

Definicién 17 (Anillos de valuacién). Un subanillo O c K es un anillo de valuacién si para cada
z#0eK tenemos z € @ o 7! € O. Los anillos de valuacién son anillos locales, o sea con un tnico
ideal maximal J(Q). Algunas propiedades que cumple son:

a. Si I c A es un ideal primo entonces existe un anillo de valuacién O tal que I = An J(O).
b. Todo mdédulo finitamente generado y libre de torsién sobre O es libre.

c. La interseccion de todos los anillos de valuacién que contienen a A es la clausura integral de A.

Lema 7. Sea O c K un anillo de valuacion, luego todo KH mddulo se realiza sobre O.

Demostracion. Sea V un K H mdédulo, sea (vi,ve,...v,) una K base de V' y B una A base de H. Sea
V el O submédulo de V' generado por el conjunto finito {bv; : b € B}. Luego V es un OH submédulo
finitamente generado, y como O estd contenido en K, que es un cuerpo, es libre de torsién. Luego por
el lema 17 tenemos que V es un OH lattice tal que V ® K = V. Podemos tomar una @ base de V, que
serd una K base de V ya que K es el anillo de fracciones de O. En esta base tenemos p(h) € M, (O)
para todo h € H, por lo que la representacion se realiza sobre O. O
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Proposicion 18. Sea V un KH mddulo y A* la clausura integral de A, tenemos que
pr(V)(h) € A" [z], por lo que el mapa px se puede definir como un mapa

Pk Rg(KH) > Maps (H, A" [z])

Demostracion. Por el lema anterior podemos tomar una base de V tal que p(h) € M, (O) para todo
h € H, lo cual implica que px(V)(h) € O[z] para todo h, como esto vale para todos los anillos de
valuacién y su interseccién es A* por el lema 17 tenemos el resultado. O

1.2.2. Especializaciones y teorema de deformacion de Tits

Empecemos planteando la situaciéon que tendremos en los mapas de descomposicion y el teorema de
deformacion de Tits: sea H una A algebra libre con A ¢ K donde K es un cuerpo tal que A es
integralmente cerrado en K. Sea 6 : A - L un morfismo a un cuerpo L de modo que L es el anillo
de fracciones de 6(A). Ademds sea O c K un anillo de valuacién tal que Ac Oy J(O)n A = Ker(6)
(donde J(O) es su unico ideal maximal) el cual existe porque Ker(#) es un ideal primo de A usando
el lema 17. Tenemos un diagrama conmutativo:

A c O c K
bk
L c k

donde k = O/J(O) y 7 es el mapa cociente.

Si restringimos 7 a A el nicleo es J(O) n A = Ker(#), como L es el anillo de fracciones de 0(A)
entonces podemos ver a L como un subcuerpo de k usando

Im(0) 2 A/Ker8=A/T(O)nA=A/Ker(m|a) 2 Im(w|s).
Teorema 19 (Existencia de mapas de descomposicién).

a. Bajo las condiciones anteriores y siendo LH split, existe un mapa dp : Ry (KH) — Ry (LH) que
cumple do ([KV]) = [kV] donde V' es un OH lattice y [kV] es pensado como un elemento de
R{(LH) ya que Lck y LH es split.

b. Ademds se tiene un diagrama conmutativo

Ry(KH) 255 Maps(H,A[X])

- I

Ry(LH) —2- Maps(H, L[X])

Demostracion. Sea V. un OH lattice, usando que especializar conmuta con tomar polinomio
caracteristico se puede ver la siguiente relacion:

pL(kEV) =tgopr(KV). (1.4)

También sabemos por el lema 7 que todo K H médulo es de la forma KV con V un OH médulo. Luego
si KV es un KH médulo podemos definir

de(V) :dg(v®o K)= KV = V@o k,
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si V es el O médulo que realiza a V. Este mapa estd definido sobre todo Ry (K H) por 7, cumple a por
la forma en que estd construido y cumple b por la ecuacién (1.4). Solo quedaria ver que dy estd bien
definido. Hay ver que si V,V’ son dos OH lattices tales que KV = KV’ entonces LV = LV'. Como
KV = KV' entonces tenemos

pr(KV)(h) = pr (KV')(h)

para todo h € H, luego usando la ecuacién (1.4) tenemos: pr(LV)(h) = pr,(LV")(h). Pero al ser LH
split eso implica que LV = LV’, que era lo que querfamos ver. O

Observacion 5. Si A: H —> A es un mapa A lineal entonces definamos un mapa L lineal
MEYLH L, hele6(M(h)).

Sea V es un K H médulo, por la proposicion 18 el caracter xy se restringe a una funcién yy : H — A.
Sabemos que xy (h) aparece como el coeficiente n — 1 del polinomio caracteristico py (h), luego por
la conmutatividad del diagrama anterior se tiene que Xé es el caracter de dg(V'). En otras palabras
tenemos

do (V) (he1)=0(xv(h)).

En particular dy(1) = xv (1), por lo que dg preserva la dimensién.
El siguiente teorema nos da condiciones para que el mapa dy sea una biyeccion.

Teorema 20 (Teorema de deformacion de Tits). Supongamos que tenemos las mismas hipdtesis
del teorema anterior pero ademds que KH es split y LH es semisiple, en ese caso se tiene que KH
también es semisimple y dy es un isomorfismo que preserva los modulos simples.

Demostracion. Sea V un K H mdédulo simple, se tiene una expresion

do(V) = dyy/V',
V/

donde los V' son los LH médulos simples, por lo tanto tenemos

dimK V= Z dv)vl dimL V,
VI

y obtenemos
2
(dimg V)? = (Z dy.y+ dimy, V’) >3 dy, o (dimg V)2
v’ \%44

Ahora sumemos todas estas desigualdades sobre todos los K H mdédulos simples. Como K H es split y
K H/rad(K H) es semisimple entonces usando el teorema de Wedderburn tenemos que el lado izquierdo
es igual a dimg (K H/rad(K H)). Mientras que el lado derecho es igual a

D> diy(dimp V')? = Z@déﬂ(dimL V)2

1% v’

Por como definimos dy tenemos que dy es sobreyectiva, por lo que para cada V' existe algin V tal que
dy,y # 0, por lo cual

Sdyys > 1.
%
Usando esto llegamos a

dimg (KH/rad(KH)) = %j (dimg V)? = ;(%:d%/_’v,)(dimL V)2 > ;(dimL V2.
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Como LH es semisiple el 1ltimo término es igual a dimyp LH. Ademds sabemos que
dimg KH = dimy, LH ya que H es libre como A mddulo, entonces todas las desigualdades previas
tienen que ser igualdades y también debe ocurrir que rad(KH) = 0, lo cual implica que KH es
semisiple.

Para que se den las igualdades previas tiene que pasar que para cada LH médulo simple V' existe un
unico K H simple V' tal que dy,y+ # 0, lo cual nos dice que la matriz de dg con respecto a los mddulos
simples tiene exactamente un 1 en cada columna.

Cada fila tiene alguna entrada no nula también porque dg(V') # 0 para cualquier V. Por lo tanto la
matriz dg es una matriz de permutacién, que es lo que queriamos ver. O

Observacién 6. Supongamos que tenemos un dlgebra de Iwaori-Hecke H4 (W, S, (as,b5)) y0: A—> B
un morfismo, luego podemos pensar a B como un A médulo y considerar la especializacién Hy ® B.
Por la definicién del dlgebra H4 tenemos que el dlgebra especializada H4 ® B es isomorfa a

Hp (VV, S, (e(aé)ve(bb))) )

con el isomorfismo
Hy®B— Hp Tw®1»—>T{U.

Un escenario para argumentos sobre especializacién

Sea W un grupo de Coxeter finito y tomemos el dlgebra de Iwaori-Hecke con bs = a; — 1. A partir
de ahora vamos a asumir que a, = a; cada vez que s,t son simetrias simples conjugadas para que el
algebra de Iwaori-Hecke sea libre y podamos usar el teorema de deformacién de Tits.

Sea A =C [ail] y supongamos que tenemos un morfismo 6 : C[ajl] — C que envia todos los as a gq.
Sea K una extensién de Galois finita de C[a*'] y A* la clausura integral de A en K, afirmamos que 6
tiene una extensiéon a A* la cual llamaremos 6*.

Sea O un anillo de valuacién tal que J(O)n A = Ker(8). Sea k el cuerpo residual de O y 7 la proyeccién
candénica, podemos ver a k como una extension de C de modo que 6 es la restricciéon de m a A. Sabemos
que A* c O y si x € A* es integral sobre A esto implica que 7(x) es algebraico sobre C, por lo tanto
tenemos 7(A*) c C y la restriccion de m a A* es el mapa que buscamos. Como el dlgebra especializada
H, es split entonces por el teorema 19 tenemos un mapa de descomposicién

dog: RIKH — RjH,.
A nivel de caracteres se tiene que a un caracter x de K H le asigna un caracter x, de H, definido por:
Xq:Hg = C, Ty 0" (x(Tw)).
Notemos que el mapa x — x4 depende de la eleccién del mapa 6* : A* - C.

Lema 8. Sean {e,} g numeros naturales y {vs},.q ¢ K, con K una extension de Galois finita de
Cla*'], tales que ve* = as. Luego la especializacion 0* : A* — C que envia todos los as a 1 puede ser

elegida de modo que 6" (vs) =1 para todo s.

Demostracion. Consideremos A" = C[vs], como todos los v, son integros sobre A entonces A" ¢ A™,
luego podemos extender 6 a 6’ : A" - C de forma que los vy vayan a 1. Después elegimos un anillo
de valuacién O tal que J(O)n A’ = Ker(0") y haciendo el mismo argumento que arriba pero con este
anillo de valuacién obtenemos el morfismo deseado. O

Teorema 21. Sea (W, S) un grupo de Cozeter finito y H la correspondiente dlgebra de Twaori—Hecke
que cumple que as = ay si s,t son conjugados. Luego existe una extension de Galois finita K o C[ajl]
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tal que KH es split semisimple. Ademds si 0+ q € C es tal que H, es semisimple entonces se tiene una
biyeccion

Irr(KH) = Irr(Hq), X = Xq
lo cual por ejemplo vale para q =1

Demostracion. Empecemos tomando K 5 C[a*'] una extensién de Galois finita tal que KH es split,

lo cual siempre se puede hacer, ver por ejemplo [3, Proposicién 7.5]. Como H, es semisimple, split
y usando el teorema 15 estamos en las condiciones de Tits, el cual nos da la biyeccién deseada. En
especial vale para ¢ =1 ya que Hy = C[W] que es semisimple. O

Observacién 7. Gracias a este teorema tenemos una biyeccién entre los caracteres de C[W] y KH
para algin K suficientemente grande. Si para algtin g se tiene que H, es semisiple entonces tendremos
una biyeccién entre Irr(H,) y Irr(W). Como esta biyeccién preserva las dimensiones entonces por el
teorema de Wedderburn son isomorfas como C algebras.

Ejemplo 1. Consideremos las dlgebras C[D4] y C[Qs] donde Qs es el grupo de cuaterniones. Queremos
ver que existe un algebra que se deforma en estas dos mediante dos especializaciones distintas.
Llamemos w al C[u] médulo libre en T, T cocientado por las relaciones:

a. T? =u+ (1-u)T?.
b. TH=1.
c. T.T.T, = T..

Notemos también que C[D4] se puede presentar como la C dlgebra libre en T;., T cocientada por las
relaciones:

a. T? =1.
b. TH=1.
c. T,TsT, =Ts.
Y C[Qs] es la C algebra libre en T;., Ts cocientada por las relaciones:
a. T2 =T7.
b. T4 =1.
c. T, T,T, =Ts.

Consideremos Ac = Cl[u] y sea K una extensiéon de Galois finita tal que Kw es split. Tomemos el
morfismo ' : Ac - C tal que u ~ 1, por lo visto en 1.2.2 sabemos que se extiende a un morfismo
o' : (Ac)* — C. Como Kw es split y C[Dy4] es split y semisimple entonces nos encontramos en las
hipétesis del teorema de deformacién de Tits que nos da una biyeccién entre los caracteres de C[Dy]
y los de Kw.

Por otro lado si hacemos un razonamiento analogo con el morfismo 62 : Ac — C tal que u — 0 notando
que las relaciones de w se convierten en las de C[Qg] obtenemos una biyeccién entre los caracteres de
Kw y los de C[Qsg], por lo que los caracteres de C[Qg] y los de C[D,4] estdn en biyeccién.

Kw
[Dy4] Cl
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Ahora encontremos explicitamente las representaciones de Kw. Sabemos que hay una biyeccién entre
los caracteres de Kw y los de C[D4] que ademéds preserva la dimensién. Llamemos ny,ns...ny a las

dimensiones de las representaciones simples de C[D4], por el teorema de Artin-Wedderburn sabemos

que n% +n§ +.. .+ni =8, ya que 8 es el cardinal del grupo. Luego hay 3 posibilidades para estos valores:

= ny =ng =...ng =1, en este caso tendrfamos que C[Dy4] tendria 8 clases de conjugacién, lo que
implicaria que es abeliano, lo cual es falso.

= N1 =7N9 =2, no es posible este caso ya que la representacion trivial es de grado 1.
= la 1nica posibilidad restante es ny =ng =nz=n4 = 1,n5 = 2.

Empezemos encontrando las representaciones de grado 1, para esto necesitamos niimeros complejos
a,b que cumplan a* = 1, b* = u + (1- u)a2, aba = b. Estas ecuaciones nos dan los posibles valores de
a ==+1, b=+1, y son las 4 representaciones de grado 1. Para hallar la representacion irreducible de
grado 2 hay que encontrar dos matrices

A, B e M5(K)
tales que
A*=1d, B*=u+(1-u)A> y ABA=B,

y que no tengan ningin autovector en comun (eso nos dirfa que la representacién es irreducible).
2 ,
LLamemos A’ = A”, luego tendriamos

(A2 =1d, B>=u+(1-u)A’, A'BA’ = B.

Como las matrices A’ y B conmutan entonces existe una base en la que se diagonalizan mutuamente,
luego aplicando un cambio de base podemos suponer que A’ y B son diagonales. Como

(A2 =1d, B*=u+(1-u)A’

y son diagonales entonces podemos encontrar todos los pares de matrices A’, B que cumplen esto. Se
ve facilmente que las siguientes matrices cumplen las condiciones:

0 1 V2u-1 0
A= B-= )
(_1 0) ( 0 —\/2u—1)

Luego es una representacién de grado 2. Los autovectores de B son los vectores candnicos y los de

7 -1 . , ., . .
A son (1) y [ 1 ) Como no tienen autovectores en comun esta representacién es irreducible. Notemos

también que C (\/ 2u — 1) es un cuerpo de descomposicién.

Ejemplo 2. Mostremos ahora un ejemplo donde no funciona el teorema de Deformacién de Tits,
consideremos las dlgebras de grupo C[Z/6Z] y C[Ds]. Tenemos que C[Z/6Z] puede presentarse como
la C algebra libre en T,., T, cocientada por las relaciones

a. T2 =1.
b. T? = 1.
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c. T, Ts=T,T,.
mientras que C[D3] es la C dlgebra generada por T).,Ts cocientada por las relaciones
a. Tf’ =1.
b. T? = 1.
c. T, T,T,Ts =1.

Para tratar de relacionar estas dos dlgebras definimos « el C[u] médulo libre en 7)., Ts cocientado por
las relaciones

a. T2 =1.
b. T2 =1.
c. w(ToTs =TTy = (1 - u) (T T T, Ts).

Al tomar la especializacién en u = 0 las relaciones de k se convierten en las de C[D3] y la especializacién
en v = 1 nos las relaciones de C[Z/6Z]. Por lo que si seguimos los pasos del ejemplo anterior
obtendrfamos una biyeccién entre los caracteres irreducibles de C[D3] y C[Z/6Z], pero esto claramente
no ocurre ya que Z/6Z es abeliano. Entonces el argumento estd fallando en alguna parte. El problema
en este caso es que x no es libre sobre C[u] y el lema 7 y el teorema 19 dejan de ser ciertos.

1.3. Algunas propiedades de grupos y algebras de Lie y grupos
algebraicos

Vamos a repasar algunos conceptos de grupos y algebras de Lie para poder entender luego la
construccién y propiedades de un grupo de Chevalley, el cual es un grupo algebraico que se construye
a partir del dlgebra de Lie de un grupo de Lie.

1.3.1. Algebras de Lie

Enunciamos sin demostracion algunos de los conceptos y definiciones que involucran algebras de Lie.
Solamente vamos a hablar de algebras de Lie de dimensién finita. Las demostraciones se encuentran
en [9]. Un dlgebra de Lie g de dimensién finita es un espacio vectorial sobre C con un mapa C bilineal

[]:gxg—g.

Si g es un algebra de Lie entonces un g médulo o una representacién de g es un espacio vectorial V'
con un morfismo de dlgebras de Lie (respeta el corchete)

p:g—EndcV.

Definiciéon 22. Si ad denota la representacién adjunta de un algebra de Lie g sobre un cuerpo K,
definimos la forma de Killing como la forma bilineal k: gx g - K

k(z,y) =tr(ady oady),
la forma de Killing va a jugar el rol de producto interno.
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Definicion 23. La serie derivada de g es la sucesién de ideales definida recursivamente:

0°=g.0'=[g.9],0"" =[¢’.¢].

Decimos que g es soluble si g = 0 para algiin j. La sucesién central descendente de g es la sucesién
g0 =001 =[0,0],0""" =[g,¢'].

Decimos que g es nilpotente si g’ = 0 para algin j. Es ficil probar inductivamente que g’ > g; por
lo que nilpotente implica soluble. Definimos también el radical de g, el cual se denota rad(g) como el
tnico ideal soluble maximal, el cual se obtiene como la suma de todos los ideales solubles.

Definicién 24. Decimos que g es simple si es no abeliana y no contiene ideales propios. Si dim g < co
decimos que g es semisimple si rad(g) = 0, o sea si no tiene ideales solubles propios.

Proposicion 25. Las siguientes son definiciones equivalentes de que g sea semisimple:
a. g es semisimple.
b. g es suma de simples.
c¢. La forma de Killing es no degenerada.

Si g es simple entonces g = [g,g] porque no tiene ideales propios y no es abeliana, luego si g es
semisimple vale la misma propiedad ya que es suma de simples. Ademds se ve facilmente que g/rad(g)
es semisimple por el teorema de correspondencia.

Definiciéon 26. Decimos que un dlgebra de Lie g es reductiva si todo ideal se complementa. Ademaés
esta definicién es equivalente a que g = 3@ [g, g] con 3 el centro de g y [g, g] semisimple. Una propiedad
equivalente es que sea completamente reducible en la representacién adjunta.

Descomposicén en espacio de raices

En toda &algebra de Lie reductiva y compleja va a aparecer una descomposicién en espacio de
raices, la cual definirda un grupo de Weyl. Explicamos como aparecen estos objetos. Todas las algebras
de Lie tratadas aqui serdn complejas y de dimension finita.

Definicién 27 (Subdlgebra de Cartan). Decimos que §j es una subdlgebra de Cartan de g si b es
nilpotente y es su propio normalizador. Toda algebra de Lie de dimensién finita tiene una subalgebra
de Cartan, y ademas son Unicas salvo conjugacion. Si g es semisimple entonces h se caracteriza por ser
maximal con respecto a las propiedades de ser abeliana y actuar diagonalmente en la representacién
adjunta (condicién bien definida por la preservacién de la descomposicién de Jordan). Se define el
rango de g como la dimensién de b.

Supongamos de ahora en adelante que g es semisimple.
= Sea V es una representacién de g , como b actia diagonalmente se tiene una descomposicién en

autoespacios
V= ® Vas
aeh*
donde V, = {veV:hv=a(h)v paratodo he H}, los a son llamados los pesos de la

representacion y los V, son los autoespacios asociados a esos pesos. Las raices a serian
una nocién generalizada de autovalor.
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= En particular si tomamos la representacién adjunta obtenemos una descomposicion de Cartan
g= h ® Ja,
aeh*\{0}

donde los g, son los autoespacios de h con autovalor a en la representacién adjunta. Los g, se
llaman los espacios de raices y los a se llaman raices, el conjunto de ellas se denota R. El hecho
de que h sea su propio normalizador asegura que el autoespacio de autovalor 0 es b.

= Enunciamos algunos hechos mas,

Cada g, tiene dimensién 1.
R=-R.
R genera un sublattice A de h* = Hom(h,C) de igual rango que la dimensién de b.

e o T

Se tiene un espacio vectorial real hg = Az ® R generado por las raices, cuya complexificacién
es h™.
e. Bajo un céalculo sencillo puede verse que

[gaa gb] C Ga+b
si a+b es rafz, si a+b no es rafz entonces [gq,gs] =0, y si b = —a se tiene [gq,9-4] ¢ h. En
general si V' es una representacion se tiene g,(V3) € Viyp.

= Definimos la subalgebra distinguida correspondiente a la raiz a como

Sa = Ba ®g—a @ [ga,g—a] .

Estas subdlgebras s, son isomorfas a sly. Sabemos que [gq,g-q] tiene dimensién 1 y actia
diagonalmente en g., (porque estd en h), luego hay un tnico elemento aqui que actia con
autovalor 2 en g, y un dnico con autovalor -2 en g_, (como ocurre en slp). Definimos H, el
elemento con esta propiedad, o equivalentemente a(H,) = 2. Estos H, € b se llaman elementos
distinguidos.

= Se define Ay c h* el lattice de pesos como
Aw ={aebh”:a(Hy) c Z para toda a € R}.

Los pesos de cualquier representacion estdn en Ay, en particular R ¢ Ay si miramos la
representacion adjunta.

= Definimos los hiperplanos w, = {b€ h* : b(H,) = 0} y se tiene una descomposicién en suma directa
h* 2 Ca o w,.

Definimos w, como la reflexién con autovalor 1 en w, y autovalor —1 en Ca. El grupo generado
por las w, se llama Grupo de Weyl. Los pesos de cualquier representacion son invariantes bajo
el grupo de Weyl, si tomamos la representacién adjunta tenemos que las raices son invariantes
bajo el grupo de Weyl.

= Se descompone R en raices positivas y negativas como
R=R'uR,
eligiendo un hiperplano que no contenga a ninguna raiz y haciendo que las raices positivas y
negativas se encuentren en distintos semiplanos. Esto también nos determina las raices simples
con la condicién de que no se pueden escribir como suma de otras raices positivas. La eleccién

de este semiplano es indistinta ya que cualesquiera dos elecciones difieren de un automorfismo
del dlgebra de Lie.
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= Sea k la forma de Killing. Sean X,Y € b, usando que h actia diagonalmente en los espacios de
raices tenemos que actian en X,Y por escalares a(X),a(Y’) en g,, por lo que se tiene que

EX,Y) = Y a(X)a(Y).

aeR

Es una forma bilineal simétrica en b (y nos da una en h* que ademds es definida positiva en hg).
La forma de Killing es invariante bajo el grupo de Weyl, y los w, son reflexiones con respecto a
este producto interno dado por k£ que ademéas cumple

2k(a,b)
7}6(% 2 e”Z.

= Si A es un sistema de raices simples, A = {a1,as,...a;} se define la matriz de Cartan A por

2k(a;a;
Ay = 2k(aiaz)
k(aiai)
La matriz de Cartan tiene entradas enteras.

= Llamamos un Sistema de Datos una cuddrupla (A,¢,A* ¢*) tal que A es un lattice y
A* = Hom(A,Z) es el lattice dual, dentro de cada lattice hay un conjunto finito ¢ c A, ¢* c A”
junto con una biyeccién a — a* que cumple a*(a) =2y a*(¢) c Z. En nuestro caso tenemos que
las raices a y los elementos distinguidos H, junto con A, Ay forman un Sistema de Datos.

Definicién 28. Si elegimos un sistema {z, € g4, hq, a € R,a;, € A} se definen las constantes
de estructura como los c,.p tales que [Z4,2p] = Corb Tasp y los valores a(h,,) que cumplen
[ha;, o] = alhg,)Tq.

El siguiente teorema nos da la base con la que construiremos el grupo de Chevalley

Teorema 29 (Base de Chevalley). Fs posible construir una base de g con la propiedad de que todas
las constantes de estructura sean nimeros enteros. Una base de Chevalley es de la forma

{Jfa, haiaa € R7 a; € A}
que satisface:
A) [xg,2_q] = H, y Hy € Z span{h,,,a; € A}.

B) Sia # +b e R definimos la a—cuerda que contiene a b como los p,q mazimales tales que a #+ £b y
b-pa,...b+qac R, entonces

t(p+1)xep sia+beR,
[xaaxb] = .
0 si no.

C) [hi,xa] = m%'

Proposiciéon 30. Si los elementos x4,a € R cumplen la propiedad A y ademds cumplen que
C_q,—b = —Cqp cada vez que a,b son raices tales que a +b es raiz, entonces también se satisface B.
Esto se puede encontrar en [10, Proposicién 22].
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1.3.2. Algunas propiedades de los grupos de Lie

Enunciamos algunas propiedades de los grupos de Lie, recordemos también que el mapa exponencial
nos permite ir del algebra de Lie al grupo de Lie.

Proposicién 31 (Naturalidad de la exponencial). Sea f:G — H un morfismo de grupos de Lie,
llamemos g, b a sus respectivas dlgebras de Lie, y sea f.:g — b el diferencial en la identidad. Luego se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f*
g——b

expg expy
¢ m

Notemos que si aplicamos esta propiedad para f = Ad : G - Aut(g) (cuya diferencial en 1 es ad)
obtenemos la igualdad Adgv = ¢ ¥

Lema 9. Si G = GL,, entonces su dlgebra de Lie gl,, son las matrices de n xn y vale que Lgv = gv,
donde con Ly nos referimos al diferencial de la multiplicacion a izquierda por g.

Corolario 1. Usando la proposicién 31 con G = GL,, obtenemos la expresion Adew (w) = ¢4 (w),
luego usando el lema anterior tenemos

elwe " = ead(v)(w)’
donde ad(v)(w') = [v,w'].

Proposicion 32. Sea f : G - H un morfismo de grupos de Lie y Hy un subgrupo de H, luego
G1 = f7Y(Hy) es un subgrupo con dlgebra de Lie f7'(b1), donde by es el dlgebra de Lie de Hy. En
particular el nicleo de f tiene dlgebra de Lie igual a Ker(f,).

Proposicién 33 (Revestimientos). Sea f: G - H un morfismo de grupos de Lie. Son equivalentes:
a. f es un revestimiento.
b. f es abierta con nicleo discreto.
c. f+ es un isomorfismo.

Ademds si f: Gy - Hy es un revestimiento de grupos topoldgicos tal que G o H es un grupo de Lie
entonces al otro se le puede dar una unica estructura de grupo de Lie tal que f sea revestimiento de
grupos de Lie.

Observacién 8. [Revestimiento universal] Sea G es un grupo de Lie, la construccién de su
revestimiento universal G nos da una estructura de grupo topolégico en G, por lo que se le puede
dar estructura de Lie de modo que el revestimiento también lo sea de grupos de Lie. En particular las
algebras de Lie de g y g son isomorfas.

Definiciéon 34. Sea g es un algebra de Lie y G un grupo de Lie conexo con algebra de Lie g. El
grupo adjunto de g se define como la imagen de la representacién adjunta Ad : G - Aut(g). El
grupo adjunto no depende de la eleccién del grupo conexo G. En particular podemos tomar G el
grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g y el nicleo de Ad es Z(G), por lo que tenemos

m(Ad(G)) = G/Z(G).
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Proposicion 35. Decimos que un grupo de Lie conero G es semisimple si y solo si su dlgebra de
Lie es semisimple, en ese caso G y su grupo adjunto tienen dlgebras de Lie isomorfas.

Demostracion. Sea G el revestimiento universal, por 33 alcanza con ver que Gy G/Z(G) tienen
algebras de Lie isomorfas. Sea ¢ : G - G/Z(G) la proyeccién, por 33 alcanzarfa con ver q es un
revestimiento.

Veamos que ¢ es abierta, sea U ¢ G un abierto, queremos ver que ¢(U) es abierto, pero como el cociente

tiene la tipologfa final hay que ver que ¢ *(g(U)) es abierto, pero

Lg()) = U
q (q(U)) zezu(cf

que es abierto por ser unién de abiertos.

Por otro lado el niicleo de ¢ es Z(G) que es el niicleo de la representacién adjunta, luego por 32 su
algebra de Lie es el ntcleo de ad, el cual es Z(g) = 0 porque g es semisimple. Esto nos dice que Z(G)
es discreto. Luego usando 33 tenemos que g es un revestimiento. ]

1.3.3. Ejemplos en los tipos clasicos

Para cada tipo de raices tendremos varios grupos de Lie tales que sus dlgebras de Lie tengan un sistema
de raices de ese tipo. Para cada tipo tenemos un tnico grupo de Lie semisimple y también el grupo
adjunto, el inico grupo de Lie simple, el cual se obtiene al cocientar el grupo simplemente conexo por
su centro. En el caso de que el grupo sea semisimple todos estos grupos tendran la misma algebra de
Lie gracias a las proposiciones 33,35.

La siguiente tabla ilustra la situacién en la versién compleja de los grupos clésicos y ademés tenemos
que todos los grupos de ella tienen algebras de Lie reductivas:

Tipo de Cartan | Simplemente conexo | Grupo adjunto otro grupo
A, SLy11 PSL,, GL,
(no es semisimple)
B, Spin(2n + 1) SO(2n+1)
C, Sp(2n) Sp(2n)/(+1d}
D, Spin(2n) SO(2n)/{zId} SO(2n)

Empecemos diciendo que si g es un &lgebra de Lie reductiva y gs = [g,g] es su parte semisiple con
subdlgebra de Cartan b, entonces g tiene una subalgebra de Cartan dada por

h = Z(g) & bs~
Sabemos que g es semisimple si y solo si Z(G) = 0, lo cual ocurre si 'y solo si b = b, como g, es semisimple
vimos en 1.3.1 que el rango del lattice generado por las raices A c b es igual a la dimensién de b.
Luego se tiene

Z(g) =0 < h=bh, < dim(h) =dim(h;) < dim(h*) = Rank(A),
por lo que el dlgebra de Lie es semisimple si y solo si el rango del lattice generado por las raices coincide
con la dimension de la subalgebra de Cartan.
En tipo A consideremos GL,, cuya dlgebra de Lie es gl,, de matrices de n x n, en este caso el sistema

de raices es de tipo A formado por las raices e; — e; que generan el subespacio de vectores con suma
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de coordenada 0, el cual tiene rango n — 1. Mientras que la subalgebra de Cartan son las matrices
diagonales, cuya dimensién es n, por lo que no es es semisimple.

También podemos considerar SL, el cual es simplemente conexo, el dlgebra de Lie de SL, es sl,
compuesto por las matrices de traza 0. El sistema de raices es un sistema de tipo A con raices e; - ¢;
las cuales generan la subalgebra de Cartan h formada por las matrices diagonales de traza 0, por lo
que el dlgebra de Lie es semisimple. Como SL,, es semisimple tiene misma algebra de Lie que el grupo
adjunto

PSL, =SL,, /Z(SL,).

En los tipos B,C, D los grupos de la tabla son semisimples, ya que los sistemas de raices generan la
subédlgebra de Cartan, o equivalentemente porque los centros son triviales.

En tipo B el grupo SO(2n + 1) tiene &lgebra de Lie so(2n + 1) la cual tiene un sistema de raices de
tipo B. Por otro lado el grupo SO(2n) tiene dlgebra de Lie s0(2n) con sistema de raices de tipo D.
El revestimiento simplemente conexo de SO(n) es un revestimiento de dos hojas dado por la sucesién
exacta corta de grupos de Lie:

1 - 2Z/2Z - Spin(n) - SO(n) — 1.

El centro de SO(2n+1) es trivial por lo que el grupo adjunto en este caso es SO(2n + 1), mientras que
el centro de SO(2n) es {+Id} por lo que el grupo adjunto en tipo D es SO(2n)/{+Id}.

En tipo C' el grupo simpléctico definido por Sp,,,(C) = {M € C****": M'QM = Q} donde

0 Id,,
= (—Idn 0 )
tiene dlgebra de Lie sp(2n) la cual tiene un sistema de raices de tipo C. El grupo simpléctico es
simplemente conexo y el grupo adjunto proviene de cocientarlo por su centro, el cudl es {+Id}.

1.3.4. Grupos algebraicos

Los grupos de la tabla de la subseccién anterior son también grupos algebraicos, cuando construyamos el
grupo de Chevalley obtendremos grupos algebraicos sobre otros cuerpos, como por ejemplo los cuerpos
finitos. Dentro de un grupo algebraico hay algunos subgrupos importantes que ahora enunciamos.

Definicién 36. Un grupo algebraico es una variedad algebraica G tal que la multiplicacién y tomar
inversa en el grupo son morfismos de variedades algebraicas.

Observacién 9. Los grupos GL,,(F,), S0, (F,),Sp(F,) son grupos algebraicos. El grupo

b )

también es un grupo algebraico, que es isomorfo al grupo multiplicativo, el cual se denota G,,.

n

Definicién 37. Un grupo algebraico es llamado un toro si es isomorfo a Gy,

toro maximal de G a un subgrupo maximal con respecto a esta propiedad.

para algin n. Se dice

Definicién 38. Sea G un grupo algebraico

a. Denotamos D(G) al subgrupo [G, G] y definimos por induccién
D™(G) = D(D'(G)) = [D'(G),D(G)].

b. Denotamos por induccién C**(G) =[G, C*(G)] con C*(G) = D'(G).
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c. El grupo G se dice soluble (nilpotente) si D*(G) = {1}, respectivamente C*(G) = {1}, para
algin 1.

Definicién 39. Un subgrupo es unipotente si todos sus elementos son unipotentes, equivalentemente si
existe una representacién donde todos sus elementos son unipotentes. Se define el radical unipotente
como un subgrupo normal, conexo, cerrado, unipotente maximal. Se define el radical como un
subgrupo normal, cerrado, conexo, soluble, maximal.

Definicién 40. Un Subgrupo de Borel es un subgrupo que es conexo, cerrado, soluble, maximal.

Definicién 41. El grupo algebraico G se dice semisimple si el radical soluble es trivial, y se dice
reductivo si el radical unipotente es trivial.

Definicion 42. Se define el Grupo de Weyl como el cociente entre el normalizador del toro maximal
y el toro.

Proposicion 43. Si B es un subgrupo de Borel, entonces B tiene una descomposicion B = U x T
donde U es un subgrupo unipotente mazimal y T un toro maximal contenidos en B.
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Capitulo 2

Grupos de Chevalley y objetos
relacionados

En este capitulo empezaremos viendo como es la construccién del grupo de Chevalley, luego
construiremos el grupo de Chevalley sobre un cuerpo finito sobre los tipos de Cartan clésicos y veremos
que grupo obtenemos. Vamos a ver como son las relaciones que definen un grupo de Chevalley y
usaremos argumentos de especializacién para tener biyecciones entre distintas algebras definidas a
partir de un grupo de Chevalley, para eso serd necesario comprender la descomposicion de Bruhat y
otros objetos relacionados. La mayoria de estas construcciones se pueden encontrar en [1].

2.1. Construccion del grupo de Chevalley

El objetivo de esta seccién es ver como es la construccion de un grupo de Chevalley a partir de un
algebra de Lie g reductiva. Comenzaremos con g semisimple y construiremos el grupo de Chevalley
adjunto en F, a modo de ejemplo. Luego lo haremos para cualquier representacién y sobre cualquier
cuerpo, finalmente veremos como construirlo en el caso de que g no sea semisimple.

Reduccién médulo un primo

El Z span g(Z) de una base de Chevalley {x,,h;} es un lattice en g, independiente de la eleccién de
las raices simples A. Es un algebra de Lie sobre Z con el corchete de Lie restringido al lattice. Luego
podemos considerar g(F,) = g(Z) ®F,, definido por: g(F,) es el espacio vectorial sobre F,, que se obtiene
al tensorizar con este, tiene la base {x, ® 1,h,, ® 1}, y la operacién de corchete en g(Z) nos da una
operacién de corchete en g(F,), que consiste en reducir médulo p a las constantes de estructura.

Las siguientes construcciones se pueden encontrar en [11] o en [1], el dlgebra de Lie serd semisimple en
estas proposiciones.
Construccion del grupo de Chevalley adjunto

Proposicién 44. Si los 2, son los elementos de la base de Chevalley entonces ad(x,)™ [m! deja g(Z)
mvariante.

Gracias a esta proposicién podemos afirmar que el lattice g(Z) es invariante bajo los morfismos

exp(t-ad(z,)) = > t"ad(zq)"/n!,

n>0
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con t € Z, esta suma es finita porque los x, son nilpotentes (ya que [x4,%_,] es isomorfo a sly y allf
eso vale). Luego el subgrupo generado por los

exp(t-ad(z,)),teZ,ae R

deja g(Z) invariante, por lo que estd formado por matrices inversibles de deteminante 1. En particular
si p es un primo y reducimos todas las matrices médulo p obtenemos un subgrupo de Aut(g(F,)), el
cudl llamamos G(F,), y es el Grupo de Chevalley adjunto en F,.

Construccién del Grupo de Chevalley en el caso semisimple

En general sea ¢ es una representacion fiel de g en un espacio vectorial V' de dimension finita. Resulta
que V tiene un lattice (subgrupo abeliano que tiene una base que ademds es base de V) que es
invariante bajo los operadores ¢(x,)"/n!, a este lattice lo llamamos V' (Z). Luego V(Z) es invariante
bajo los operadores
exp(t- ¢(wa)) = Y o(ra)"
n>0
Notemos que son finitos sumandos porque ¢ es morfismo de dlgebras de Lie, por lo que ¢(z,) es
nilpotente. Luego el subgrupo generado por los exp(t- ¢(x,)),t € Z deja invariante V(Z). Reduciendo
modulo p el lattice obtenemos
Vo=V ®F,

y reduciendo las matrices médulo p obtenemos un subgrupo de Aut(V},) el cual llamamos G(V,), y es
el grupo de Chevalley correspondiente a V.

Notemos que si ¢ = ad nos queda el grupo de Chevalley adjunto y el lattice en ese caso es g(Z),
también observemos que es indiferente el orden en que se toma la exponencial o se reduce moédulo p.
Mas en general podemos construir el grupo de Chevalley sobre cualquier cuerpo k. Los operadores
@(24)" /n! se pueden representar como matrices con coeficientes enteros en la base V(Z), luego si t es
una indeterminada las matrices exp(t - ¢(z,)) son matrices con coeficientes en Z[t]. Luego podemos
evaluar estas indeterminadas en los elementos de k y el grupo generado por estas matrices es el grupo
de Chevalley en el cuerpo k.

Grupos de Chevalley en el caso no semisimple

Sea g es un algebra de Lie reductiva, si b5 es una subélgebra de Cartan de g, entonces h = Z(g) @ b,
es una subdlgebra de Cartan de g. Como un h; médulo g se descompone como:

gs2hs@ @ (9s)a con (9s)a={Xegs:[H,X]=a(H)X ,VH e b}

O#aeh?

Sea {ay,as...a;} un conjunto de raices simples de R. Como g5 es un dlgebra de Lie semisimple podemos
construir una base de Chevalley
{4, a€ R hg,,1<i<1}

como en 29. El siguiente paso en la construcciéon es analogo a 2.1, donde dada una representacién de
g habia un lattice invariante.

Sea V un g médulo de dimensidn finita con representacién ¢ tal que V tiene una base {vq,va... v}
que satisface

a) Existe una base {H;, Hy...H,} de b tal que
1) ha, € Zso span{Hy,Hy...H,}.
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2) Hyvj e Zv; para todos los 1<i<n,1<j<r.
3) Rankz(Z span{H;y,Hs...H,}) < dimcb.

X .
b) —‘? v; € Z span{vy,vy...v.} sin€”Zyg,a€ R.
n!

¢) Rankz (Z span{vi,vs,...v.}) < dimc V.

Notemos que {v1,vs,...v,} generan un lattice V(Z) invariante por los exp(t- ¢(z,)), (H;) donde ¢
es la representacion de g. Si g es semisiple la existencia de este lattice estd garantizada. Sean

bz =Z span{H;, Hs,... H,}

Vg = Fq span{vi,ve,... v, }.

El grupo de Chevalley Gy € GL(V;) se define por
Gy =(wa(t),hu(s):ae R, H ebz,t e Fy,seFy),

donde

z,(t) = Zt”%.

n>0

hy(s) = Diag(s ) 20D Ay i Fo, = N, (H)v;.

Notemos que la construccion del grupo de Chevalley es andloga a la de 2.1 pero agregando los elementos
hi(s) € Aut(Vy). Al igual que antes se puede tomar la representacién de definicién o adjunta siempre
y cuando exista el lattice, y mas en general podemos hacer lo mismo sobre cualquier cuerpo k sobre
V(Z) ® k al igual que en 2.1.

Observacién 10. (a) Sig=g; se tiene Gy = (z,(t),a € R).

(b) Pedimos las hipétesis a,b para que al mirar las matrices z,(t),hg(s) en la base {vi,vs,...v,}
tengan coeficientes en Z, para ver como son estas matrices en Gy simplemente hay que hacer la
reduccién médulo g de los coeficientes enteros.

(¢) Podemos pensar que la construccién del grupo de Chevalley es una forma de pasar de dlgebras de
Lie a grupos algebraicos. La forma natural de hacerlo es con la exponencial, ya que es la forma
en la que pasamos de un algebra de Lie compleja a un grupo de Lie. Para eso podemos tomar la
exponencial de un elemento nilpotente (debe serlo para que haya finitos sumandos) y luego tomar
el subgrupo generado por estos elementos.

En el caso de que el algebra de Lie g sea el algebra de Lie de un grupo de Lie complejo como
SO2,,+1(C), SL,,(C) si construimos el grupo de Chevalley con la representacién de definicién sobre
un cuerpo K obtendremos un subgrupo de SOg,+1(K),SL, (K) respectivamente.
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2.2. Algebras de Hecke

Sean H < G subgrupos finitos, llamamos algebra de Hecke al dlgebra H(G, H) de funciones H
bivariantes de G a C con suma puntual. El producto estd dado por la convolucion

L > o1(z)pa(zg).

(¢1 * ¢2)(g) = |H|$€G

El dlgebra H(G, H) tiene una base indexada en las coclases dobles de H en G. Si W c G es un sistema
completo de representantes de coclases dobles de H en G entonces las indicadoras de las clases

¢w = ]]-HwH (21)

forman una base de H(G, H). Notemos que 1 es la identidad con este producto de convolucién, no
es diffcil ver que el dlgebra es asociativa. El siguiente lema nos da un isomorfismo entre H(G,H) y
Endg Ind$ 1.

Lema 10. Si G es un grupo finito y H un subgrupo se tiene:
H(G,H) = Endg Ind$, 1.

Demostracion. Primero notemos que por la definicién de induccién Indg 1y es isomorfo a C[G, H],
que es el espacio de funciones H invariantes a derecha de G a C.

Si F'e H(G, H) consideremos la funcién F* € Endc C[G, H] dada por

f=Fxf.

No es dificil ver que la imagen estd incluida en Endg C[G, H], luego podemos counsiderar la funcién
+:H(G,H) - Endg C[G, H] dada por
Fe F*.

Notemos que como la convolucion es asociativa entonces * es un morfismo, veamos que es isomorfismo.
Tenemos

Endg Ind$; 15 = Homg (Ind$ 15, Ind$ 1) = Hompy (Res$ (Ind$ 1), 1) = Homy (C[G, H],C),

donde usamos reciprocidad de Frobenius. El ultimo término es igual a las funciones H bivariantes de
G a C, por lo que ambas algebras tienen igual dimensién, para ver que es un isomorfismo alcanza con
ver que es inyectiva.

Supongamos F* =0, en ese caso tendriamos

> F(x)f(z7"g) =0

zeG

para toda f € C[G, H] y para todo g, si tomamos f = 1y tenemos que

> F(gh)=0

heH

para cualquier g € G, como F' es H bivariante obtenemos que F'(g) = 0, por lo que es nula y, por lo
tanto, * es inyectiva. O
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Ahora veamos otra forma de pensar a H(G, H) en el caso de que H sea finito. Un idempotente e es
un elemento que cumple e? = e, si H es finito podemos considerar el elemento
1
€1 =7/ Z h7
H|

heH

que es un idempotente. No es dificil ver que este idempotente cumple
Ind$ 1y 2 Ind$ 15 = CGey,

y el mapa

91 : 610G61 g H(G,H),
€19€1 — ¢g,
donde ¢, estd definido por
¢q:CGer — CGey,
ke — keyges,
es un anti-isomorfismo.

Observacién 11 (Relacién con el dlgebra de grupo). El dlgebra de grupo se puede pensar como
el espacio de funciones de G a C con el producto de convolucién *¢g dado por

(01 %go2)(x) = ), o1(a)oy(a™ ).

aeG

Es claro que H(G,H) se puede ver incluido en C[G], con esta inclusién la relacién entre
* (el producto de convolucién en H(G,H)) y *¢ esta dada por

o1 %G 02 = |H| oy * 09 (2.2)
Ahora probemos un lema que serd ttil luego.

Lema 11. Sea Gy un subgrupo de indice 2 de un grupo G y sean Hy < G1,H < G subgrupos tales
que Hy c H y H ¢ G1. Supongamos ademds que dimH (G, H) = dimH(G1, H1) y que un sistema de
representantes de coclases dobles de H en G también es un sistema de Hy en G1. En ese caso se tiene

H(G, H) = H(G1, Hy).

Demostracion. Denotemos con W al conjunto de representantes de ambas coclases dobles y tomemos
g € H un elemento que no estd en GG;. Sea HwH una coclase doble de H en G, sabemos que
HywH; u HywHyg c HwH, la unién es disjunta porque HiywH; c G1 y g ¢ G1. Entonces tenemos

GiuGig= || HywHyu HiwHgc || HwH =G.
weW weW

Como (G : G1) =2 tenemos que la dltima inclusién tiene que ser una igualdad, en particular tenemos
que

HwH:leHlquleg (23)

Llamemos ¢,,,T,, a las funciones caracteristicas de las coclases de w en G1,G respectivamente.
Definamos
JZH(G,H)—)H(Gl,Hl) T'—>T|G1.
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Como Hy c H y T es H bivariante se tiene que T|g, también lo es, por lo que la funcién estd bien
definida. Usando la ecuacién (2.3) se tiene que T, = ¢, por lo que o es una funcién sobreyectiva y como
las dimensiones son iguales es un isomorfismo de espacios vectoriales. Para ver que es un isomorfismo
de &lgebras alcanza con ver que ¢ respeta el producto de convolucién. Sean f1, fo e H(G,H) y we W,
se tiene

fi* fo(w) = 1( Y @) fo(aw)+ Y fl(y)fQ(ylw))

|H| xeGy yeGig

1( > A@) fa(z i w)+ Y fl(yg)fQ(g‘ly‘lw))

- |H| zeGy yeGig
1 _ 2|H
- Lo p@naew = 2o o) w)
H| &2, H|
por lo que o respeta la convolucion si reescalamos. O

Representaciones del algebra de Hecke

Sean H < G grupos, queremos ver como son las representaciones irreducibles de H(G, H). Sea
(V,7) una representacién irreducible de G y sea VH el subespacio fijado por H. Luego V¥ es una
representacién de H(G, H) via la accién

L S

aeG

¢.v

para ¢ € H(G, H), ve VH | Es facil ver que la accién estd bien definida.

Notemos que podemos identificar
Homp (15, ResG V) 2V,
Luego tenemos definido un mapa Dy : Rep G - Rep H(G, H)
(V,m) - VI,

Llamemos por otro lado
Irr(G: H) ={nelr(G): (n, 19) > 0};

notemos que esto es equivalente a que 1y sea un factor irreducible de Resg si usamos la reciprocidad
de Frobenius. En [12, Proposicién 2.10] se prueba que:

Proposicién 45. Sea (V,7) una representacion irreducible de G tal que VH 20, luego VT es una

representacion irreducible de H(G, H), y de hecho todas provienen de esta forma, por lo que Dy se
restringe a una biyeccion Dy :Trr(G: H) - H(G, H).

2.3. Subgrupos importantes del Grupo de Chevalley

Ahora describimos como son algunos subgrupos del grupo de Chevalley como el toro maximal, el
unipotente maximal, el normalizador del toro maximal y el grupo de Weyl.
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2.3.1. Los grupos U,N,T,W

El grupo de Chevalley G contiene un subgrupo U dado por
U=(z.(t):aecR" teF,)

que se descompone como

U= []Uacon U, =(z4(t): t € Fy). (2.4)

aeR*
Para cada a € R" la funcién
U, — Fq,
zq(t) = 1,

es un isomorfismo de grupos. El subgrupo U es el unipotente maximal de G y adema&s la misma
definicién y propiedades se mantienen para cualquier cuerpo k. Para cada a € R definimos las funciones:

Sq:h* = h*,

y—y-y(Hq)a,

Sq:h=2Z(g)®hs—h,
H+Hb—>H+Hb—a(Hb)Ha.

En 1.3.1 habiamos dicho que hz se piensa como un lattice A y las raices las podemos ver dentro
del lattice dual A* = Hom(A,Z), adentro del lattice A tenemos los elementos (H,)aer, y dentro
del lattice A* tenemos las raices a € R. Se tiene una biyeccién H, — a que satisface a(H,) = 2
(por ser ¢, morfismo de dlgebras de Lie) y a(Hp) € Z para a,b € R. Esto nos dice que estos elementos
conforman un Sistema de datos y que las s, son las simetrias definidas en él.

El grupo de Weyl de G es W = (s, : a € R) y tiene una presentacién dada por
W = (s1,80,...5 | 87 = 1,(s45;)™7 = 1 si i #7),

ms; > 0, s; = 54,. Esto nos dice que W es un grupo de Coxeter generado por las simetrias
correspondientes a las raices simples. Si w € W definimos I(w) como su longitud en este grupo de
coxeter. Si ¢ > 3 el grupo

T=(hy(t): Hehz,te F;)
tiene normalizador
N =(wa(t),h|aeR,heT,teF;) con wy(t)= Ta()z_q(~t ) za(2).

Notemos que T es el toro maximal, el cual a partir de ahora llamaremos simplemente toro, y que N es
el normalizador del toro, por lo que que el grupo W definido anteriormente es isomorfo a N/T. Hay
un morfismo de grupos sobreyectivo

m:N—>W, (2.5)
wq(t) ¥ Sq,

he1  siheT,

con nicleo 7. LLamamos hq(t) a hu,(t) y hi(t) a hpy, (t) si a; es una rafz simple, y denotamos

& =wi(1).

37



Proposicién 46. [1, Teorema 6]

Al construir el grupo de Chevalley obtenemos un grupo algebraico en el cual los subgrupos U, N, T, W
construidos en 2.3 son el unipotente maximal, el normalizador del toro, el toro y el grupo de Weyl
respectivamente. Ademds si g es semisimple entonces G también lo es.

2.3.2. El algebra de Yokonuma

Si G es un grupo de Chevalley y U es el unipotente maximal se define el dlgebra de Yokonuma como
H(G,U). El grupo G tiene una descomposicién

|| UvU.
veN

Sea 1:U — C es el caracter trivial y e; su idempotente asociado

Luego por lo ya visto el dlgebra de Yokonuma H; = e;CGe;, ademés gracias a esta descomposicién
tiene una base

{ejve; :v e N}.

Para v € N escribimos Ty, = ejvey, T; =T, y h =T, si heT.

Esto va a ser importante para encontrar las ralaciones del algebra de Yokonuma H(G,U).

2.4. Relaciones en el grupo de Chevalley y teorema de
Yokonuma

Sabemos que el grupo G esta generado por U y N gracias a la descomposicién en coclases dobles, se
pueden describir las relaciones que definen a los grupos U y N y también las relaciones entre ellos,
estas relaciones nos dan una descripcién de G. Tenemos las relaciones en U, en N y las relaciones entre
Uy N.

(U1) zo(t)za(s) =za(t+s).

(U2) zq(t)zp(s)xa(t) tap(s) ™ = I1 zy (2,t's7);

y=ia+bjeR" i,5>0

donde las z, son constantes que dependen de 1, j, a, b.

(N1) & = hi(-1)
(N2) &&;&i ... =&&& ... donde m;j es el orden de s;; en W.

—_—— —/ —
mMij mMij

N3) &ihu(t) = hg,(m)(t)-
N4) hg (s)ha (£) = hag (st).

) hr(s)he:(t) = hy (t)hp(s).
N6) Ty ()hage(£) = hagarr (1).

(
(
(N5
(
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() b, (B2) oo h, (L) =1 st #7737 407 S =1 para todo 1<j<n.
N7) h 1 h 5 h . 1 s 1\J(H1) gJ(Hz) QJ(H,C) 1 do 1

(UN]') gixa(t)é.;l = xsi(a)(ciat)a Cia = il(ciai = _1)

(UN2) hzo(t)h™" = z,(a(h)t).

(UNB) &ag(t).&i = i (t )i (t7)Esas (1), st #0.

Si a € R definimos e, = 1 Zxa(t), es facil notar que los e, son idempotentes y debido a la

teF,
descomposicién

U= H U, setiene eq= H €q-
aeR* aeR*t

En particular dada a € R* se puede elegir un orden de las raices positivas de modo que e, aparezca
al principio o al final de la descomposicién de e1, y, por lo tanto, como e, es un idempotente se
tiene eje, = eqe1. Se pueden deducir otras propiedades de estos elementos gracias a las relaciones ya
mencionadas:

(E1) &eali' = e, (a)-

(E2) esh=he,, heT.

(E3) e1xq(t) = zq(t)er =e3.

El siguiente teorema nos da una presentacién del dlgebra de Yokonuma H(G,U).

Teorema 47 (Yokonuma). H; = H(G,U) estd generada por T;,1 <i <l heT con relaciones:
(Y1) T;h =s;(h)T;.

(Y2) T,T;T;... =T;T;T; ..., con mj el orden de (s;s;) en W.

—_— —
mMij mij

(Yf))) Tth :Thk 81 h,kGT.

(Y4) T? =q ' hi(-1) + ¢ > hi(D)T;.

teFy

Demostracion. Veamos que se cumplen estas relaciones, para ver que son suficientes se usa un

argumento parecido al de [13, Teorema 3.5]. Consideremos &;¢; para i # j. Notemos que
eréi€jer = er( [ ] ea)éi&jes; anyer
a+a;
=e1&( H €q)€q,&je1, por la propiedad E;
a*a;
=(e1&ier)(e1gjer).

Notemos que en la segunda igualdad usamos que s; preserva la positividad de las raices salvo por
a; (ya que tiene longitud 1 en el grupo de Weyl). Entonces si v = vjvy...v.07 se descompone como
Siy iy -+ - Si,. con vy € T por lo recién visto tenemos

T, =e1vvy...vovper =1, 15, ... T, v (2.6)
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esto nos dice que el dlgebra de Yokonuma estd generada por los T; y los h € T, la ecuacién (2.6) junto
con (N2) nos da la relacién (Y'2), mientras que la ecuacién (2.6) junto con la (N3) nos da la relacién

(Y1) y la ecuacién (2.6) junto con las restantes ecuaciones de N implican (Y'3). Veamos la relacién
(Y4).

T =e1&ierier = e1€ieq,&ier por (E1)
=" (ex€ler) + a7 (3 er&ima, (D)ier)

teFy

=¢ " (erhi(-De1) + ¢ " (Y erx; (" )hi(t7 )& (¢ )er) por (N1) y (UN3)

teFy

=¢ "hi(-1) +q ' (Y erhi(t ")&er) por (E3).

teF;

Por otro lado sabemos que e; conmuta con los h € T por la propiedad (E2), luego tenemos
el hi(fl) = elelhi(t’l) = elhi(t’l)el, reemplazando esto en la ecuacién nos queda

T2 =g hi(-1) + g7 (3 erha(t)ren)

teFy

=¢ 'hi(-1) + ¢ (Y erhi(t ) er&ier)

teF;

=¢ " hi(-1) + ¢ (Y hi(DT),

teFy

que es la relacién (Y'4). O

2.5. Relaciones algebra de Yokonuma tipos A,B,C,D

En la seccién anterior vimos como son las relaciones que definen el dlgebra de Yokonuma H(G,U),
donde G es un grupo de chevalley y U su unipotente maximal. El objetivo de esta seccién es ver
como nos quedan estas relaciones cuando tomamos las dlgebras de Lie correspondientes a los tipos
A A", B,C,D, donde con A" nos vamos a referir al dlgebra de Lie de SL, y con A a la de GL,,.
Denotamos con Gy al grupo de chevalley con respecto a un sistema de raices de tipo V. En todos los
casos usaremos la representacion de definicién para construir el grupo de Chevalley.

2.5.1. Tipo A

Consideremos el grupo de Lie G = GL,,(C), de matrices inversibles. Con el mapa exponencial vemos
que el algebra de Lie de G es

gl(n,C) ={AeC™"}.

Tenemos que el algebra de Lie es reductiva pero no semisimple ya que
Z(gl)=X 1d.

Una subdlgebra de Cartan h son las matrices diagonales.
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Tomamos la representacion de definicién y los elementos H; son F; ;. Sean los funcionales lineales
ej(H) = hj,1 < j < n. Tenemos que el sistema de raices es R = {e;-e;:1<i#j<n}. En la
descomposicién g = h & @ g, los espacios de raices tienen los generadores
aeR
{Xa} = {Einl <1 ¢j < TL}7
donde X, ., = Ej;. Las matrices H, = [ X4, X_4] son
{Ha} ={Ej; - Eii},

donde Hei—ej = Ej,j - Ei Q-

)

Es claro que estos elementos cumplen [X,, X_o] = H,. Definamos o¢(X) = —X", entonces o es un
automorfismo del dlgebra de Lie que cumple o(E; ;) = —E;;, por lo que o(X,) = -X_,, luego se
cumple 30 y estos elementos forman una base de Chevalley de g,.
Tenemos que si a = e; — e; entonces X 3 =0, por lo que

exp(t . Xa) =1d +tEi7j.
De la definicién de hy (s) = Diag(s)‘l(H), sh(H) s’\"(H)) tenemos que si H = hiHy +hoHo+... h, H,
entonces

ha

hH(S) =

Luego el toro esta generado por matrices de esta forma.

Sabemos que el grupo de Chevalley en tipo A es Ga = (z4(t),hg(s) 1a € R, H € bh,t € Fy,s € F).
Es conocido que las matrices Id + tE; j generan SL,,, mientras que las hg(s) generan el grupo de
matrices diagonales inversibles, por lo que G4 = GL,,.

Recordemos que tenemos un Sistema de datos (A,¢,A*,¢*) donde A = bz, ¢ = {H,:a€ R},
A={Bebh*:5(p)eZ}, y ¢" = R. Se tiene

R={ej—ej:1<i#j<n}, ¢"={H;-Hj:1<i#j<n}.

Los elementos distinguidos forman un sistema de raices de tipo A en el lattice hz, mientras que las
raices forman un sistema de raices de tipo A en el lattice dual. Las raices simples en este caso son
{ea —e1,e3—ea,..., —€n_1} mientras que las raices positivas son {e; —e;:1<i<j<n}.

Relaciones del algebra de Yokonuma de tipo A:
Recordemos que las relaciones que determinan el dlgebra de Yokonuma son (Y'1),(Y2),(Y3),(Y4).

Veamos como nos quedan las relaciones. Sea t, un generador de F; y ordenemos las raices de R de la
forma {ai,as,...an-1} = {ea —e1,...e, — e,_1}. Renombremos algunos elementos de la siguiente forma:

tj:th(tg) conl<j<n, g=T;=T,.
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La relacién (Y'3) nos dice que las T}, se comportan de la misma forma que en 7. Gracias a las relaciones
(N4),(N5),(N6),(NT) y usando que t, es un generador de Fj tenemos que T estd generado por
t1,t2,...t, con relaciones:

(Al) titj = tjti sil< Z,] <n.
(A2) t7 P =1,1<i<n.

Notemos que 7' es isomorfo a un (F})". La relacién (Y2) nos dice que las relaciones entre los g; son
las mismas que en el grupo de Weyl, donde g; se corresponde con s;, luego las relaciones nos quedan:

(A3) gigi+19i = 9i+19iGix1, 1 <i<n—1.
(A4) gigj = 9j9i, 1<i,j<n—1,]i-j]>1.

Veamos que nos dice la relacién (Y1), se tiene T; = g; ¥ Sa, = Si-1, luego esto nos da la relaciones:
(A5) gitj = ts,(j)9:-
Ahora veamos como nos queda la relacién (Y'4). Se tiene que

h’l(t) = hHai (t) = hHi,_Hi—l (t) = h‘Hi (t)h'Hi—l (t_l)'

[

q-

.2, - Por lo tanto las

Luego si t = t) tenemos h;(t) = tt;7), en particular tenemos h;(~1) = t,> t;

relaciones nos quedan:

i+1

9 1azt st =
(A6) g7 =q 't 7 t;°> +q thﬂtijgi sil<i<n-1.
j=1
Luego las relaciones de (A1) a (A6) son las que determinan el dlgebra de Yokonuma de tipo A.

Observacién 12. [Tipo A’] Si en vez de considerar GL,, hubiésemos tomado SL,, la mayoria de los
argumentos se mantienen. El dlgebra de Lie g es sl,, que son las matrices de traza 0, la cual es semisiple
porque el centro es trivial. La subdlgebra de Cartan nos queda las matrices diagonales de traza 0 y
cuando tomamos la representaciéon de definicién del algebra de Lie los elementos H; son iguales a
Eii—Eiii.

El sistema de raices sigue siendo el mismo, pero ahora el grupo de Chevalley estd generado por los
elementos exp(t-x,) = Id + tz,, los cuales generan el grupo SL,, (Fg).

En las relaciones del algebra de Yokonuma los generadores y relaciones son las mismas salvo por las
del toro. El toro en SL,, son las matrices diagonales de determinante 1, pero no es isomorfo a (F,)",
es isomorfo a (qu)”’1 ya que se agrega la condicién de que el determinante es 1. La misma situacién
ocurre con las relaciones de N.

2.5.2. Tipo B

Consideremos el grupo de Lie G = SOs,,1(C), de matrices de determinante 1 que preservan la forma
bilineal dada por la matriz J = AntiDiag(1,1,...,2,1,...1), la matriz anti-diagonal con un 2 en la
casilla central y 1 en las otras entradas.

Con el mapa exponencial vemos que el dlgebra de Lie de G es
50041 (C) = {A e M) 744 AL T = 0},
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En este caso tenemos que el algebra de Lie es semisimple, la subalgebra de Cartan es
h = {H €502,+1(C) de la forma (x)}

C by 5
ho

“ho

~hi |

Antes de seguir vamos a fijar notacién. Si tenemos una matriz de 2n x 2n y i < n vamos a decir —i
cuando nos referimos a la coordenada 2n -4+ 1. Vamos a usar la misma notacién cuando la matriz es
de tamano 2n + 1 x 2n + 1, en este caso nos referiremos con 0 a la coordenada central.

Definimos las matrices

Fi;=FE_;-FE_;; Foo=2E_;0-FEy; FIjo=-Iy;, (2.7)

Hi’j = Fi,—i + Fj’_j, Hi,O = 2Fi,—i; Ho,j = 2Fj’_j. (2.8)

Sean los funcionales lineales e;(H) = hj,1 < j < n, luego tenemos que el sistema de raices es

R ={ze;xe;:1<i#j<n}u{ze;:1<k<n}. En la descomposicién g = h ® g, los espacios de
acR
raices tienen los generadores

{Xo} = {Fy,i+-j}
Las matrices H, = [X,, X_o] son
{Ha} = {Hz}jﬂi * _j}7
donde X, =F; ; y X, =F_; _;si H. = H; ;.
Es claro que estos elementos cumplen [X,, X_,] = H,. Definamos ¢(X) = -P"' X' P con
P=2FEyo+ i(Ei,i +E_;_);
i=1

entonces ¢ es un automorfismo del algebra de Lie que cumple o(F;;) = —F.;_;, por lo que
o(X,) =-X_,, luego se cumple 30 y estos elementos forman una base de Chevalley.

Volvemos a tomar la representacién de definicién y se tiene H; = E;; — E_;_;. Notemos
que estos elementos distinguidos forman un sistema de raices de tipo C en el lattice bz,
mientras que las raices forman un sistema de raices de tipo B en el lattice dual. Las raices
simples en este caso son {ej,es—e1,e3—€a,...€, —€,_1} mientras que las rafces positivas son
{ejxe;:1<i<j<n}u{e;:1<i<n}.

Tenemos que si a = +e; + e; entonces Xg =0, por lo que
exp(t-X,) =Id+tX,.
Mientras que si X, = F; ¢ se tiene ij =0y Xg =-2E_;;, luego

exp(t . XT) =1d +t(2E,i70 — E07i) - t2E,i7i.
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Notemos que todas estas matrices tienen coeficientes en Z, al igual que las matrices H,, por lo que en
la representacion de definicién el lattice esta generado por la base candnica.

Como S02,,4+1 €s semisimple sabemos Gp = (z,(t) :a € R, t € F;), notemos que z,(t) vista como matriz
de coeficientes complejos es exp(t- X, ), como tX, estd en el dlgebra de Lie entonces con la exponencial
estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t- X, ) estdn en SOg,,41(C), con la forma bilineal
J. Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir médulo ¢ caemos en SOgy,41(Fy),
con la forma bilineal dada por J.

Recordando que hg(t) = Diag(t’\l(H),t)‘Q(H),...tA"(H)) tenemos que si H = hiHy + hoHy + ... h, H,
entonces

1
[

B (£) = o

2

="

Luego el toro son las matrices de esta forma.
Relaciones del algebra de Yokonuma de tipo B:

Veamos como nos quedan las relaciones del dlgebra de Yokonuma en este caso. Sea t, un generador de
FZ y ordenemos las raices de R de la forma {aj,as,...a,} = {e1,e2 —e€1,...€, —e,_1}. Renombremos
algunos elementos de la siguiente forma:

thth(tg) conl<j<n, b1:T1=T51,gi=n=T§l_l.

La relacién (Y'3) nos dice que las T}, se comportan de la misma forma que en 7. Gracias a las relaciones
(N4),(N5),(N6),(NT7) y usando que t, es un generador de F; tenemos que T" estd generado por
t1,ta,...t, con relaciones:

(B1) titj =tjt; si1<id,j<n.
(B2) t7 =1,1<i<n.

Nuevamente que T' es isomorfo a un (F})". La relacién (Y'2) nos dice que las relaciones entre los g;
son las mismas que en el grupo de Weyl donde b; se corresponde con t y g; se corresponde con s;,
luego las relaciones nos quedan:

(B3) bigibig1 = g1b1g1b1.

(B4) blgz = gzbl sig>1.

(B5) ¢i9i+19i = giv19igi+1, 1 <i<n—1.
(B6) ¢i9j = gjgi, 1<i,j<n-1si |[i-j|>1.

Veamos que nos dice la relacién (Y1), si ¢ > 1 entonces Tj-1 = g; ¥ Sa; = Si, luego esto nos da las
relaciones:

(BT7) gitj = ts,(j)9i-
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Sii=1 entonces Th = by y 8q, = t, como t(Hy) = —Hy,t(Hs) = Hy,...t(H,) = H, y usando que
h_m, (ty) = har, (ty)™" gracias a (N6) tenemos las relaciones:

(BS) tlbltl = bl.
(Bg) bltj = tjbl si j > 1.

Ahora veamos como nos queda la relacién (Y4). Supongamos primero que i > 1. Este caso es igual

que antes, si t = t) tenemos h;(t) = t/t;”;, en particular tenemos h;(-1) = ;> ;2 . Por lo tanto las
relaciones nos quedan:

i+1 i+17

a1 g-1 el
(B10) g7 =q 't;2, t,7 +q ' Y ], t;7g; sil<i<n-1.
j=1

Si ¢ =1 tenemos
hi(t) = b, (t) = haw, (t) = b, (£2) = b, (£)?

luego obtenemos hy(-1) = hg, (1) =1y sit = té tenemos hy(t) = hp, (tgj) =127, lo que nos da la
relacion:

g-1
(B11) bi=q '+ ¢ > 170y,
j=1

Luego las relaciones de (B1) a (B11) son las que determinan el dlgebra de Yokonuma de tipo B.

2.5.3. Tipo D

Consideremos el grupo de Lie G = SO9,(C) , de matrices de determinante 1 que preservan la forma
bilineal dada por L = AntiDiag(1,1,...,1), la matriz con unos en la antidiagonal. Con el mapa
exponencial vemos que el dlgebra de Lie de G es so09, = {A eC™Mn . LA+ AL = 0}, en este caso
tenemos que el dlgebra de Lie es semisimple, la subdlgebra de Cartan es h = {H € 03, de la forma (*)}

C by

ha

(+) =

“ho

—hy |

Sean los funcionales lineales e;(H) = hj,1 < j < n, tenemos que el sistema de raices es

R = {+e;+e;:1<i#j<n}. En la descomposicién g = h @ @ g, los espacios de raices tienen los
acR
generadores X, iguales a los F; ; de 2.7, mientras que los H, = [ X4, X_4] son los H; ; de 2.8.

Definamos o(X) = -X° entonces o es un automorfismo del &lgebra de Lie que cumple
o(F;;) = —o(F-;-;), por lo que ¢(X,) = -X_,. Luego se cumple 30 y estos elementos forman una
base de Chevalley.

Nuevamente tomamos la representaciéon de definicién y los H; de la base son E;; — E_; _;, © < n.
Notemos que los elementos distinguidos forman un sistema de raices de tipo D en el lattice bz, y las
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raices forman un sistema de raices de tipo D en el lattice dual. Las raices simples en este caso son
{e1+e2,e0 —e1,e3—€a,...€, —e,_1} mientras que las raices positivas son {e; +e;:1<i<j<n}.

. 2
Tenemos que si a = e; + e; entonces X, = 0, por lo que

exp(t-X,) =1d+tX,

Nuevamente todas las matrices tienen coeficientes en Z, por lo que en la representacién de definicién
el lattice esta generado por la base candnica.

Como S0, es semisimple entonces sabemos Gp = (z,(t) :a € R, t € F;). Como tX, estd en el algebra
de Lie entonces con la exponencial estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t- X, ) estédn
en SO,,(C), con la forma bilineal L. Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir
médulo ¢ caemos en SOg, (F,), con la forma bilineal dada por L.

Recordemos que hy(b) = Diag(b/\l(H),b)‘Z(H), . ..b’\T(H))7 luego si H = h1Hy + hoHy + ... h, H, se tiene

th
the
hu(t) =
th

Luego el toro esta generado por matrices de esta forma.
Relaciones del algebra de Yokonuma de tipo D:

Veamos como nos quedan las relaciones en este caso. Sea t, un generador de F y ordenemos las raices
de R de la forma {a1,as,...a,} = {€1 +ea,e2 —€1,...€, —€,-1}. Renombremos algunos elementos de
la siguiente formas:

tj=hu,(ty) con 1<j<n, uy =Ty =Te, gi = Tis1 =Tg,,.
Al igual que antes la condicién (Y'3) nos da las relaciones:
(D1) tit; =tt; si1<id,j<n.
(D2) 9t =1,1<i<n.

Tenemos que 7' es isomorfo a un (F})". La relacién (Y2) nos dice que las relaciones entre los g; son
las mismas que en el grupo de Weyl, donde u; se corresponde con u y g; se corresponde con s; (los
u, s; de 1.1.2), luego las relaciones nos quedan:

(D3) uigaus = gausgs.

(D4) u1g; = giug si i+ 2.

(D5) 9igi+19i = giv19iGi+1, 1 <i<n—1.

(D6) gi9j = 9;9i, 1<i,j<n—1 si|i-j|>1.

Veamos que nos dice la relacién (Y1), si ¢ > 1 entonces T; = ¢g;-1 ¥ Sa; = Si-1, luego esto nos da la
relaciones:

(D7) gitj = ts,(j)9i-
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Sii=1 se tiene 71 =uy y Sq, = 4, COMO
u(Hy) =-Hyu(Hz) = -Hi,u(Hs) = Hs,...u(H,) = Hy
y usando que h_g(t,) = hi(ty)™" gracias a (N6) tenemos las relaciones:

(DS) L‘1U1t2 = t2u1t1 =1Ux
(Dg) ultj = tjul si ] > 2.
Ahora veamos como nos queda la relacién (Y'4). Supongamos primero que ¢ > 1, al igual que antes si

-1

t =t/ tenemos h;(t) =t/t.7,, en particular h;(-1) =¢.2 t.2 . Por lo tanto las relaciones nos quedan:
g 7711 i i—1

i+1 i+17%

a1 g1 el
(D10) g7 =q ', 7 t,7 +q "yt t7gisil<i<n-1.
j=1

Sii=1 tenemos
hi(t) = hu,, (t) = hiyvm, (8) = g, (Dh, (1)
sit=t) tenemos hy(t) = hu, (t])hm, () = t]t}, en especial hy(-1) =, t,> lo que nos da la relacién:
U= S-S, e
(D11) uf =q 't t,° +q " Yt thus.
j=1

Luego las relaciones de (D1) a (D11) son las que determinan el dlgebra de Yokonuma de tipo D.

2.5.4. Tipo C

Consideremos el grupo de Lie G = Sp,,,(C). Con el mapa exponencial vemos que el dlgebra de Lie de
G es
5Py, (C) = {A e C*EM 1 QA + AQ = 0}

en este caso tenemos que el &lgebra de Lie es semisimple, la subdlgebra de Cartan es
h={H €sp,,(C) de la forma (*)}

hy
hes

—ho

~hy |

Definimos las matrices notandolas igual que antes

Fij _ {Ei,j +. S.gn(jij)E—j,i sig# j, (29)
E_j;isii=j.
Fi—i+F'—’ i1+ -,

Hj :{ AR SL1#] (2.10)
Fi_isit=7.
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donde sgn es -1 si y solo si una coordenada es negativa y la otra positiva. Se tiene X, = Fj; y
X_,=F,_jsi H = H, ;. Sean los funcionales lineales e;j(H) = hj,1 < j < n, luego tenemos que el
sistema de raices es R ={ze; te;:1<i+j<n}u{+2e;:1<k<n}. Enladescomposicién g =he Pg,
acR
los espacios de raices tienen los generadores X, iguales a los F;; de 2.9, mientras que los H, = [Xa, X_a]

son los de 2.10. Si definimos o(X) = —X* entonces o es un automorfismo del dlgebra de Lie que cumple
0(X,) = -X_4, luego se cumple 30 y es una base de Chevalley.

Nuevamente tomamos la representacién de definicién y los elementos de la base son H; = E; ; — E_; _;
si ¢ < n. Notemos que los elementos distinguidos forman un sistema de raices de tipo B en el
lattice hz, mientras que las raices forman un sistema de raices de tipo C' en el lattice dual. Las
raices simples en este caso son {2e1,e2 —e1,€3 — €3,...€, — €,-1} mientras que las raices positivas son
{ej+e;:1<i<j<n}u{2e:1<i<n}.

Sia = e; £ e; entonces Xf =0, por lo que
exp(t-X,) =1d+tX,

Nuevamente todas las matrices tienen coeficientes en Z, por lo que en la representacion de definicién
el lattice es la generada por la base canoénica.

Como sp,,, es semisimple sabemos que G¢ = (4(t) : a € R,t € F}). Como tX, estd en el dlgebra de
Lie entonces con la exponencial estamos volviendo al grupo de Lie, por lo que las exp(t - X,) estédn
en Sp,,(C).Como estas matrices tienen coeficientes en Z entonces al reducir médulo ¢ caemos en

Span (Fq ) .

Teniamos hg (b) = Diag(b)‘l(H), b>‘2(H), . bA"(H)), luego si H = hyHy + hoHs + ... h,, H, obtenemos

-

the
h(t) =
t—hg

=

Luego el toro esta generado por matrices de esta forma.
Relaciones del algebra de Yokonuma de tipo C:

Al igual que antes sea t, un generador de F;(, y ordenemos las raices de R de la forma
{ay,a9,...a,} ={2e1,e3 —€1,...€, — €,-1}. Renombremos algunos elementos de la siguiente forma:

t; = th(tg) conl<j<n, vi=T =T, gi=Tis1=Tg,,-
La relacién (Y'3) al igual que antes nos da las relaciones:
(Cl) titj = tjtl‘ sil< i,j <n.

(C2) t7 M =1,1<i<n.
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Notemos que T es isomorfo a un (F;)". La relacién (Y2) nos dice que las relaciones entre los T; son
las mismas que en el grupo de Weyl, donde v; se corresponde con t y g; se corresponde con s;, luego
las relaciones nos quedan:

(03) V191V191 = g1V1g9171.

(04) V19; = GiV1 sii>1.

(C5) 9igi+19:i = 9is19iGis1, 1 <i<n—1.

(C6) 9:9j = 9j9i, 1<t,j<n—-1con [i-j|>1.

Veamos que nos dice la relacién (Y1), si ¢ > 1 entonces T; = ¢g;-1 ¥ Sa; = Si-1, luego esto nos da la
relaciones:

(C7) gitj = ts,(j)9i-

Sii=1entonces Ty = by y Sq, =t,como t(Hy) = —Hy,t(Hsz) = Ha,...t(H,) = H, tenemos las relaciones:
(08) tlvltl =71.

(09) 'Ultj = tj’Ul si j > 1.

Ahora veamos como nos queda la relacién (Y'4). Supongamos primero que i > 1, en este caso si ¢ = tg
o g-1  g-1
se tiene h;(t) = t]t;7;, en particular h;(-1) =¢,% ¢, . Por lo tanto las relaciones nos quedan:

a-1
P

(C10) g7 =q 't

q-1 q-1 .
T I 4T ;
o 6 ota Eti+1ti gisil<i<n-1.
j=1

Si i =1 tenemos h1(1t) = hu, (t) = by, (t), sit = t; nos queda hq(t) = hHl(tg) = ], en particular
q-1
tenemos h1(-1) =¢;2 lo que nos da la relacién:
a1 it
(C11) vi =g 't,® +q " > tju.
j=1

Luego las relaciones de (C1) a (C11) son las que determinan el dlgebra de Yokonuma de tipo C.

2.6. Deformacion del algebra de Yokonuma

El objetivo de esta seccién es definir una deformacion del dlgebra de Yokonuma, la cual llamaremos
Yan tal que las especializaciones en 1,1/¢ nos den las relaciones de C[N],H(G,U) para luego poder
usar el teorema de deformacién de Tits y encontrar una biyeccién entre Irr(N), Irr(H(G,U)).

2.6.1. Tipo A

Consideremos la C [u*l] algebra Yd’?n generada por los elementos g1, g2, ... gn-1,t1,t2,...t, sujeta a las
siguientes relaciones:

(al) titj = tjti sil< Z,j <n.
(a2) t9=1, 1<i<n.

(a3) gigi+19i = 9i+19iGis1, 1 <i<n—1.
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(ad) gig; = g;g; st [i—j|>1.

(a5) gitj =ts,(j)9:-

(a6) g7 = ufifier + (1-u)e;g;.
Donde

1.4 . .
€i = g(ztitiflh
j=1

d
fi= t? sid es par
‘ 1 si d es impar

Se ve ficilmente que al tomar la especializacién u = ¢~' del dlgebra Yq‘il’n las relaciones (al) — (a6)
se convierten en las relaciones (A1) — (A6), luego veremos que hay un isomorfismo a nivel caracteres
Yq‘él,n ~H(GL,,U) gracias al teorema de deformacién de Tits, donde U es el unipotente maximal.

I’
Observacién 13. Podemos definir relaciones andlogas para el tipo A’, en este caso llamamos Ydf‘n a

la deformacién. Tomamos el dlgebra con mismos generadores y relaciones que Ydf‘n pero cambiamos las
relaciones del toro de modo que sea isomorfo al conjunto de matrices diagonales en SL(Cy).

Sid=gq-1 al tomar la especializacién en u = ¢_* obtenemos las relaciones del dlgebra de Yokonuma
de SL,,.

2.6.2. Tipo B

Consideremos la C [uil] algebra an generada por los elementos b1, 91,92, ... 9n-1,t1,t2,...1, Sujeta a
las siguientes relaciones:

(bl) tit; =tt; sil<d,j<m.
th=1,1<i<n.
b1g1b191 = g1b1g1b1.
b1g; = g;by sii>1.

9i9i+19i = 9i+19iJi+1, 1 <i<n -1

(b2)

(b3)

(b4)

(b5)

(b6) g:9; =gjgi, 1<i,j<n-1con |i-jl>1.

(b7) gitj = ts, ()9

(b8) t1b1ty = by.

(b9) byt; =ty sij> 1.
) gf =ufifirr +(1-u)e;gisil<i<n-1.
)

b2 =u+ (1-u)dib.

d

1, 1.& 2 g
Donde ¢; = ~(YHt7,), dy = ~(367), f, = {' = d s par
d i d 3 1 sid es impar

Se ve facilmente que al tomar la especializacién u = ¢~* del dlgebra Y£ 1.n las relaciones (b1) — (b11)
se convierten en las relaciones (B1) - (B11).
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2.6.3. Tipo D

Consideremos la C [uil] algebra an generada por los elementos ui, g1, g2, ..

a las siguientes relaciones:

d1 tit; =t;t; sil<i,j<n.

d2) ti=1,1<i<n.

7

d3 ulggul = ggulgg.

d4 u19; = g;u1 sig o+ 2.

9i9i+19i = 9i+19iGiv1, 1 <i1<n—1.

d7) gitj =ts,(;)9-

ds t1u1t2 =UuUy = tgult1.

(
(
(
(
(d5
(
(
(
(

d9 ultj = tjul si j > 2.

(d10) g7 = ufifis1 + (1 —u)esg; sil<i<n—1.

)

)

)

)

)

d6) gig; =9;9i, 1<i,j<n-1con |i-j|>1.
)

)

)

)

(d11) u? = ufy fo+ (1 - u)hiuy.

d

d 4 .
Donde e; = 7(tht7,-fl) hy = thtj) - t? sid es par
j=1 1 si d es impar

Se ve facilmente que al tomar la especializacién u = ¢~ del 4lgebra Y£ in

se convierten en las relaciones (D1) — (D11).

2.6.4. Tipo C

Consideremos la C [uil] algebra an generada por los elementos v1, g1, g, - .

las siguientes relaciones:
cl) tit; =tt; sil1<i,j<n.

c2

~+

d .
i <t<n.
c3) v191v191 = g1V191V1-

cd) v1g; =g;v1 sii> 1.

c6) 9:9j =99, 1<t,j<n—-1con [i-j|>1.

c7) gitj =t s:(5) i

c8

(c1)

(c2)

(c3)

(c4)

(cB) 9igi+19i = gi+19igi+1, 1<i<n—1.
(c6)

(c7)

(c8) tyv1ty = vy.

(c9) v

c9) vitj =tjvg sij> 1
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(c10) g7 =ufifis1 + (1 —u)esgi sil<i<n—1.

(c11) v} =ufy + (1 -u)nyvy.
1 d t% si d es par
Donde ei_i(ztztzfl ny=- Z )7 fi: i par,
d i3 1 si d es impar.

Se ve facilmente que al tomar la especializacién u = ¢~' del dlgebra chjlyn las relaciones (cl) - (c11)
se convierten en las relaciones (C1) — (C11).

Observacién 14. De ahora en adelante vamos a tomar d par. Notemos que las relaciones de Yy ,, en
cualquiera de los tipos A, B,C, D se pueden presentar como:

(Yanl) &&;...=€;& ... donde m;; es el orden de (s;s;5) en el grupo de Weyl.
—_—— Y~

=
3
2o

) ity =ts, (6

n3) tjty =tyt; para todos 1<j,k<n.
Yd7n4)

Yinb ) sz—Uh( 1) (1 u)e;é;.

donde to, H,+as Ha+...an H, =17'15% ... t5", que también lo notamos ¢

1 .
— J
d%:(tH"'i ) ’

sk

d _
J

(
(
(
(

lav,az,an} g ty un generador, con:

hi(-1) = tir/i
Notemos que como tp, tiene orden d entonces e; es un idempotente, y también notemos que
hi(-1)2 = 1. 1
Para el tipo A’ es parecido, pero el toro son los elementos de determinante uno en el toro de tipo
A, y las restantes relaciones se mantienen. Si V' es alguno de los tipos nos referimos con YdYn a la

deformacion del algebra de Yokonuma en ese tipo. Si el argumento no distingue el tipo la denotamos
Yin.

Lema 12. Los elementos e; definidos en 14 conmutan con los & y ademds cumplen
eihi(—l) = hi(—l)ei =€;.

Demostracion. Tenemos por la relacién (Y ,2) de 14 que

(Z(tHai )j) §i=%& (Z(tsi(Hai))j) =& (Z(t—H% )j) =& (Z(tHai )_j) =& (Z(tHai )j)

donde la ultima igualdad es porque ¢ H,, tiene orden d. Luego &; y e; conmutan. También se tiene
d
hi(1) E () =l ? W2 () = 2 (Y
por lo que

hi(—l)ei = eihi(—l) =€
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Si V es alguno de los tipos de raices definimos el grupo S;/, » con los mismos generadores y relaciones
que den pero cambiando la relaciéon 5 por 512 =1.

Notemos que para cualquier sistema de raices V' el grupo Sc‘l/’ ,» €s un producto semidirecto Cy x W,
donde W es el grupo de Weyl de tipo V' y actia por conjugaciéon como

w(t{al,ag,...an}) _ tw({a17a27~--an})

Mientras que en el caso de V = A’ la accién por conjugacién es la misma pero el grupo Sé;L es el
producto semidirecto 7" x S,, con T" el subgrupo de C} con elementos de determinante 1. En el resto
de la seccién llamemoslo Sy 5, sin distinguir el tipo.

Viendo las relaciones del grupo S; ,, podemos extender la longitud del grupo de Weyl a Sy ,, definiendola
como I(wt) = I(w) si w e W,t € C. Notemos que los generadores de Yy, estdn indexados en Sy,
luego por la relacién 1 y el teorema de Matsumoto podemos definir para cada v € Sy, un elemento
T, € Yy . Haciendo un razonamiento anédlogo al lema 5 podemos dar otra presentacién de Yy, como
el algebra libre en los T), cocientada por las relaciones

_ Ts’u si l(S’U) >l(1})7
el = {uhi(—l)Tsv +(1-u)e, T, si l(sv) <l(v).

donde s es una raiz simple y h;(-1) lo pensamos como elemento de C[Sg,,,]. Ademads se tiene que los
T, generan Yy , como C[u] médulo. El objetivo ahora es probar que Yy, es libre sobre C[u] para luego
poder usar el teorema de deformacién de Tits, vamos a usar un argumento parecido al de [5, Teorema
4.4.6]. El siguiente lema nos va a ayudar a probar eso.

Lema 13. Sean s,t reflexiones simples y v € Sq,, tales que l(svt) = 1(v) y I(sv) =1(vt), en este caso
se tiene

a. sve; = ezut.
b. hs(-1)svt = svthy(-1).
c. hs(-1)sve; = esvthi(-1).

Demostracion. Sea v’ la proyeccién de v al grupo de Weyl, tenemos que I(sv't) = [(v") y I(sv") = [(v't)
en el grupo de Weyl. Usando [5, Lema 1.2.6] tenemos que sv’ = vt en el grupo de Weyl, gracias a
esto no es dificil ver a mano los primeros dos puntos en cada uno de los tipos. También se puede ver
el argumento dado en [3, Lema 5] donde se prueba el primer item para tipo A pero que se puede
generalizar a los otros casos. Usando el item a tenemos

hs(=1)sve; = hs(=1)sverhi(=1) = hs(-1)esvthy(=1) = esvthy(-1),
donde estamos usando que h;(-1)e; = ;. O

Teorema 48. El dlgebra Yy, es libre sobre A = Clu] con base {T,}

vESd n

Demostracion. Como los T, generan Yy, es suficiente con ver que son linealmente independientes.
Para eso definimos V' un A médulo libre indexado en los elementos de Sy ,,, digamos que la base es
{av}yes, - Ahora definimos algunos morfismos en End 4 (V).

n
Para cada h € Cy definimos los morfismos pp, Ap, cOMO pray = ayp Y ApaGy = apy y Para s € S una raiz
simple definimos
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. LT si l(vs) > 1(v),
patto uayshs(—1) + (1 —u)ayes sil(vs) <Il(v).

Asly =

{asv si l(sv) > 1(v),
uhs(=1)ag, + (1 —u)esa, sil(sv) <l(v).

donde con hs(-1) nos referimos al elemento ay,_(-1). No es dificil ver que si h € Cj el morfismo A,
conmuta con los morfismos p y que pp conmuta con los morfismos . Veamos ahora que si s,t € S
los morfismos A, p; conmutan, para eso hay que ver p;Asa, = A\gpra,. Hay que distinguir en 6 casos
dependiendo de las longitudes relativas entre v, sv, vt, svt.

(1) I(sv) > 1(v),l(svt) > 1(sv), esto implica ademéds que I(svt) > [(vt) > I(v). Se tiene
pf)\sav = Ptlgy = Qgpt = Asavt = )\sptav-
(2) I(sv) > 1(v),l(svt) <l(sv) y l(vt) < l(v), también I(svt) = I(v) > l(vt), se tiene

PtAsQy = Prasy = Uaspthe (1) + (1 = w)agper = Ag(uapihe (1) + (1 — w)ayer) = Aspiay-

(3) I(v) > I(sv) >I(svt) y de esto sale I(v) > I(vt) > I(svt). Luego se tiene

PiAsy = pe(uhs(=1)as + (1 —u)esay) = uhg (1) asphi (1) + (1 - u)?esapes + u(l —u)e;aphe(~1)
+u(l—u)h;(-1)sve; = As(uaythe(-1) + (1 - u)ayer) = Aspray.

(4) I(sv) <l(v),l(svt) >1(sv) y I(vt) > l(v), ademds se obtiene I(svt) =I(v) < I(vt). Luego se tiene

PtAsay = pr(uhs(=1)ag, + (1 —u)esay) = uhg(—1)asps + (1 —w)esayt = AsGpt = AsPray,.

(5) I(sv) > 1(v) =1(svt) < I(vt), en este caso estamos hipGtesis del lema 13 por lo que podemos usar
las igualdades de esos items y se tiene

PtAsQy = Prasy = Uasyihi (1) + (1 —w)asper = uhg(=1)asy: + (L — w)esayr = Aspray.

(6) I(sv) <l(v) =1(svt) >(vt), en este caso también estamos en las hip6tesis del lema 13 por lo que
se tiene

PtAsay = pr(uhs(—1)ag, + (1 —u)esay) = uhs(—1)asys + u(l —u)esaphe(-1) + (1 - u)zesavet =
UGgpthe (1) + u(l —u)hs(-1)as,es + (1 - u)QeSavet = As(uayehi (-1) + (1 —w)ayper) = Aspiay.

Afirmamos que la asignacién T = Ay define un morfismo de A médulos de Yy, a End4 V. Para probar
esto hay que ver que el mapa cumple las relaciones que definen Yy ,. Empecemos con las relaciones
cuadréticas

32 uhs(—1)ay + (1 —u)egag, si l(sv) > 1(v),

a, =

U N uhg(<1)ay + (1 - w)uhs(-1)esas, + (1 -u)?e2a, sil(sv) <i(v).

Usando que €2 = e, = e,hs(~1) se tiene que A\? actita de la misma forma que uhy(=1) + (1 —u)e\s.
Veamos ahora las relaciones del grupo de Weyl, o sea que si w = s1--s,, = 87--+s,, son dos expresiones
reducidas de w hay que ver que

A=Ay As, = AgyAgr = 0.

n
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Consideramos como actia A en a;. Usando que Aza; = a, se tiene
Agy A, A1 = Gy = ,\S,l...)\s,nal_

Por lo que Aa; = 0. Para ver que A =0 alcanza con ver que Aa,, = 0 para todo w en el grupo de Weyl,
veamoslo por induccién en I(w). Si l(w) = 0 es cierto porque Aaq = 0. Si [(w) > 0 existe alguna simetria
simple tal que [(wt) < (w). Luego Aa,: = 0 por induccién y usando la conmutatividad con p; tenemos
)\aw = )\awt.t = )\ptawt = pt)\awt =0.

Por lo tanto tenemos un morfismo de A médulos ¢ : Yy, = Endg V, T = as. Via este mapa podemos
dar una accién de Yy, en V por h-z = ¢(h)(z). Supongamos que se tiene una relacién

Z n,d, =0

veS4,n

Por lo visto anteriormente tenemos que T,a; = a,, aplicando esta relaciéon a a; tenemos

0:( » T) 5 o

V€S n veSy n

Por lo que todos los n, son nulos, lo que nos dice que los T, son linealmente independientes.

2.7. Grupos de Chevalley en cada uno de los tipos

El objetivo de esta seccion es ver cudl es el grupo de Chevalley en cada uno de los tipos sobre un
cuerpo arbitrario k, para eso usamos los resultados de [14].

Notemos que en cada uno de los casos el dlgebra de Lie es un algebra de matrices por lo que podemos
tomar su representacién de definicién, o sea la que V = C" y la accién de g es la multiplicacién a
izquierda. Otra posibilidad es tomar la representacién adjunta del dlgebra de Lie. Empecemos viendo
como es el grupo de Chevalley que surge en cada caso si tomamos la representacién de definicién.

= Consideremos primero G = SL,, cuya algebra de Lie es sl,, que son las matrices de nxn de traza 0.
Hab{amos visto que V(Z) = Z span{ej,ea,...e,} es el lattice correspondiente a la representacién
de definicion.

El grupo de Chevalley estd generado por las matrices exp(t- X,) = Id+tX,, las cuales estédn
incluidas en SL, (k). Ademé&s por [14, § 4] tenemos que generan todo el grupo.

Si consideramos G = GL,, cuya édlgebra de Lie es gl,, de matrices de n xn tenemos que el grupo de
Chevalley estd generado por los elementos exp(t-X,) = Id +t X, y el toro (las matrices diagonales),
por lo que el grupo de Chevalley que generan es GL,, (k).

Con el algebra de Lie de Sp,, sucede lo mismo, ya que el lattice correspondiente a la
representacién de definicién es Z span {ej, es, ... e, } por lo que el grupo de Chevalley estd incluido
en Sp,,, (k), pero nuevamente podemos afirmar que es todo el grupo gracias a [14, § 5].

Para tipo B y D es parecido, pero en este caso tomamos los grupos especiales ortogonales que
preservan las formas bilineales dadas por las matrices

J = AntiDiag (1,1,...,2,1,...,1), L= AntiDiag(1,1,...,1,1).
En estos casos las algebras de Lie son
{AeCc™m . JA+ AT =0}
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{AeC™™: LA+ A'L =0},

respectivamente. Nuevamente los lattices V(Z) estdn generados por la base canénica por lo que
los grupos de Chevalley estén incluidos en los subgrupos de matrices SOop41(k), SOz, (k) que
preservan las formas bilineales dadas por J y L respectivamente.

Gracias a [14, § 6, 7] sabemos que los grupos de Chevalley candnicos en los tipos B y D son los
conmutadores de los grupos SOazy,11(k), SOy, (k).

Llamamos Gy (k) al grupo de Chevalley correspondiente a un sistema de tipo V
(V= A',A,B,C,D) en un cuerpo k en la representacién de definicién, Gy (k) al obtenido a
la representacién adjunta y gy a su algebra de Lie.

Ahora veamos el caso de la representacién adjunta. Denotemos V' al tipo con el que vamos a
trabajar.

Proposicion 49. Sobre cualquier cuerpo k de caracteristica mayor que 2 tememos que

Gv (k) = Gy (k)| Z(Gy (k)

Demostracion. Sea {X,,h;} la base de Chevalley. Llamemos A, (¢) a la matriz con coeficientes
enteros que corresponde al automorfismo

(1) = exp(t-ad(X;))

visto en la base de Chevalley, notemos que es una matriz con coeficientes en Z[t]. El grupo
Gy (k) se obtenia como el generado por estas matrices al evaluar ¢ en un elemento de k.
Por 1 el automorfismo z,.(t) actia de esta forma:

2, (1) Y =eXrye X Yegy. (2.11)

También vimos que en cualquiera de los tipos el lattice estaba generado por la base candnica y
las matrices e'*" tienen coeficientes en Z [t]. En cada uno de los tipos la base de Chevalley son
matrices con coeficientes en Z, por lo que cualquier elemento en gy (Z) también. Luego podemos
ver a gy (k) como un &lgebra de matrices sobre k y el automorfismo z,(t) estd dado por la
ecuacién (2.11).

Como Gy (k) esté generado por las matrices x,.(t) y Gy (k) por las ' la ecuacién (2.11) nos
dice que tenemos un morfismo sobreyectivo de Gy (k) en Gy (k) dado por

S—S* S*YV=SYst

Denotemos 2 al nicleo de este morfismo, veamos que 2 = Z(Gy (k)). Tenemos que S pertenece
a ) si y solo si conmuta con los elementos de gy (Z), pero este lattice estd generado por los
{X,,h;} y ademés h; = [X,,,X_4,], por lo que un elemento estd en 2 si y solo si conmuta con
los X,.. Mientras que S pertenece al centro de Gy (k) si y solo si conmuta con los et

Sea S €€, luego S conmuta con los X,., por lo que también conmuta con
t2
exp(tX,) =1d+tX, + EXT’
ya que Xf =0 en cualquiera de los tipos y la caracteristica no es 2.
Ahora sea S’ € Z(Gy (k)), luego S’ conmuta con los e'*", si V = A, A’,C, D se tiene por lo visto
en 2.5 que
eXr = 1d+X,.
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Luego S’ conmuta con los X,.. Si V = B sabemos que S’ conmuta con
Lo
Id+X, + §XT.
Por lo tanto también conmuta con
[N 2
(XT + §Xr) = Xr;

2
T

usando que X? = 0. Luego S’ conmuta con X> y también con (la caracteristica no es 2), por
lo que conmuta con X,..
Luego tenemos

Gy (k) = Gy (k)92 = Gv (k)] Z(Gv (k).
O

Gracias a la proposicion anterior podemos describir como son los grupos de Chevalley adjuntos
en cada tipo.

Corolario 2. a. Para A" tenemos
Ga (k) =SL,(k), porlo que Ga(k)=PSLy(k).
b. En tipo A tenemos
Ga(k) = GL,(k), porlo que Ga(k)=PGlL,(k).

c. En tipo B tenemos
Gp(k) = (SO2n1(K)),

con la forma bilineal dada por J = AntiDiag(1,1,...,2,1,...,1) por lo que Gp(k) es el
conmutador del espacio proyectivo ortogonal dado por esta forma bilineal.

d. En tipo D tenemos
Gp(k) = (SO2.(k))",

con la forma bilineal dada por L = AntiDiag(1,1,...,1,1), por lo que a;(k) es el
conmutador del espacio proyectivo ortogonal dado por esta forma bilineal.

e. En tipo C se tiene Gc(k) = Spy, (k), por lo que Go(k) se obtiene al cocientar Sp(2n, k)
por su centro.

Observacién 15. En [15, Lema 6.21] se ve que si la forma cuadrdtica se anula en un vector no
nulo entonces el conmutador de SO, (k) con esta forma cuadrética tiene indice 2 por ser el nicleo
del Spinor Map, que llega a k*/(k*)?. Tenemos que esto ocurre para las formas cuadraticas dadas
por J, L por lo que podemos afirmar que para los tipos B, D los grupos de Chevalley tienen indice

2 en SO,,.

Lema 14. Sea G alguno de los grupos SOgns1(Fy) 0 SOsg,(F,), G1 el grupo de Chevalley
en ese tipo y U,Uy los unipotentes mazimales de G,Gy respectivamente. Hay un isomorfismo

H(G,U) = H(Gl,Ul).
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Demostracion. Empecemos notando que los grupos G, Gy tienen el mismo toro maximal y los
grupos de Weyl son isomorfos, usando que N/T = W tenemos que los normalizadores del toro
tienen igual cardinal. Es facil ver que el normalizador del toro en G; estd incluido en el de G,
por lo que ambos coinciden y lo llamamos N. Usando lo visto en 2.3.2 tenemos que N es un
sistema de representantes de coclases dobles de U en G y de Uy en G;. Es claro que U; c U y
la inclusién es estricta porque si no Gy G7 serian iguales. Usando la observacion anterior y el
lema 11 tenemos el isomorfismo. Ademas este isomorfismo es la restricciéon a Gy. O

Observaciéon 16. Al cambiar de la representacién de definicién a la adjunta los grupos de
Chevalley pueden no ser isomorfos, ya que la relacién (N7) de 2.4 cambia.

Una pregunta que surge es si podemos cambiar las formas bilineales que tenemos en los grupos de
Chevalley de los tipos B y D. Si dos formas bilineales simétricas no degeneradas son equivalentes
en k entonces los grupos ortogonales son conjugados y, por lo tanto, isomorfos, en este caso
podemos cambiar una forma bilineal por la otra. Ahora vamos a analizar como podemos cambiar
una forma bilineal no degenerada por otra no equivalente si k£ = F, el cuerpo finito de g elementos
con ¢ primo.

Hecho 1. Es conocido que sobre un cuerpo finito k£ con caracteristica impar hay exactamente
dos clases de equivalencias en las formas bilineales simétricas no degeneradas, y las clases de
equivalencia estan determinadas por el hecho de que el determinante pertenezca a (kx)2.

O sea si By, By son dos formas bilineales no degeneradas determinadas por las matrices Ji, Js se
tiene que By, By son equivalentes si y solo si det(JyJz) € (kx)Q.

Corolario 3. En tipo D la matriz L tiene determinante (-=1)%. Sea k es el cuerpo finito de
q elementos, (-1)% es residuo mddulo q si y solo si n es miltiplo de 4 o q es congruente a 1
mddulo 4. Luego usando el hecho recién mencionado se tiene que en estos casos la forma bilineal
dada por L es equivalente a la canonica, en los restantes casos no son equivalentes. En el primer
caso podemos cambiar una forma bilineal por la otra, ya que los grupos son isomorfos.

Lo mismo ocurre para tipo B, la matriz J tiene determinante 2(—1)%1, luego esta forma bilineal
es equivalente a la candnica si y solo si 2(—1)% € (F;)Q, no es dificil ver que eso solo ocurre si

e g=1(8).
° q=7(8) yn=1(4).
e q=3(8) yn=3(4).
En estos casos podemos cambiar esta forma bilineal por la candnica y los grupos serdn isomorfos.

Observacién 17. Si Fj2 es el cuerpo finito de ¢? elementos y z € F, sabemos que %7t = 1, por
lo que

g+l
2

=1

2
)

Esto implica x es un cuadrado en F;z. Luego si queremos cambiar las formas bilineales de los
tipos B y D por la candnica en los casos donde no son equivalentes necesitamos irnos a F.
Tomemos k = Fg2 y construyamos los grupos de Chevalley en los tipos By D, Gg(F,2), Gp(F,2).
Como los determinantes de J y L estan en F; entonces serdn cuadrados en F,2, luego podemos
cambiar estas formas bilineales por la canénica (los grupos nos quedan isomorfos).

Usando el teorema 47 obtenemos las mismas relaciones pero cambiando ¢! con ¢* en la relacién
(Y'4). Las relaciones del toro cambian, tendremos las relaciones

2
=1,
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por lo que nos queda isomorfo a C’>_,, salvo en el tipo A" donde quedan las de determinante 1.

Luego podemos hacer los mismos argumentos en este caso, todos los argumentos que siguen se
: 2
mantendran, solamente estamos cambiando el valor d de ¢ -1 a ¢ - 1.

2.8. Grupos alfombra

En esta seccion vamos a definir los grupos alfombra, los cuales tienen una descomposiciéon en producto
semidirecto que es una generalizacion de la descomposicién de Levi para subgrupos parabdlicos. Nos va
a servir para entender mejor algunos argumentos en la demostraciéon de la descomposicién de Bruhat
(2.9.1). La teoria desarrollada en la siguiente subseccién puede encontrarse en [16].

2.8.1. Definicién, propiedades y casos particulares

Vamos a denotar X, al elemento del dlgebra de Lie correspondiente a la raiz r y con z,.(t) al elemento
exp(t - X,) con respecto a un sistema de raices irreducible R y denotamos E(R,K) su grupo de
Chevalley sobre el cuerpo K generado por los subgrupos z,.(K),r € R. Una alfombra para R es una
coleccién de subgrupos aditivos O = {O,| r € R} de K con la condicién de que

07,_7,7*50;,0; C Oir+jsa Z"]" +j$ € R7
donde Of‘ = {ai| ac Or} y las constantes Cj; s salen de la férmula
[2s(u), 2 ()] = T] @irajs(Cirejs(=8)"). (2.12)
0,550

Toda alfombra O define un subgrupo alfombra E(Q) generado por los z,.(O,.),r € R. El subgrupo O se
dice unipotente si todos los subgrupos aditivos indexados en raices negativas son nulos. Para cualquier
subconjunto A c¢ R denotamos con E(A) al subgrupo generado por las z,.(K),r € A. De ahora en
adelante daremos por hecho el sistema de raices R y el cuerpo K. Enunciamos ahora algunos lemas
que seran utiles.

Lema 15. [I, Lema 17] Sea A un subconjunto cerrado de raices tal que a € A implica —a ¢ A, entonces
cada elemento de E(A) puede ser escrito de manera dnica como

H I(l(t(l)7

aeS

con los t, € K.

Notemos que este lama generaliza la descomposicién de 2.4 ya que R* es un subconjunto que cumple
las hipotesis.

Lema 16. Sea I un ideal de un conjunto cerrado A c R tal que v € I implica —r ¢ A. Entonces E(I)
es un subgrupo normal de E(A).

Demostracion. Por el lema anterior tenemos una descomposicién dnica en E(I), por lo que hay que
ver [zs(u),z-(t)] € E(I) parar eI, s€A.

Supongamos que para ,j > 0 tenemos ir + js € R, como A es cerrado tenemos ir + js € A y como [ es
un ideal se tiene ir + js € I. Usando esto ltimo y la férmula de 2.12 obtenemos lo deseado. O

Lema 17. Todo subconjunto cerrado A c R define una alfombra O = {O,,r € R} donde

OT:{Ks.ireA,
0 si no.
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Demostracion. Sean r,s € A, si 4,5 > 0 cumplen que ir + js € A entonces ir + js € A porque A
es cerrado. Usando esto y la férmula 2.12 obtenemos el resultado. Esto nos dice que todo conjunto
cerrado determina el grupo alfombra E(A). O

Lema 18. Si A es cerrado entonces T' normaliza a E(A)

Demostracion. Alcanza con ver que tz,(K)t™' e E(A) siteT,r e A, pero esto se deduce ficilmente
de la relacién (UN2) de 2.4. O

Teorema 50. Si tememos un conjunto cerrado A podemos considerar sus partes especial y
antisimétrica. Por el lema 8 tenemos que A" es un subsistema y A" es un ideal en A. Como A"
es un ideal en A tenemos por el lema 16 que E(A") es normal en E(A).

Ademdas en [16, Lemas 9, 13] se ve que E(A")n E(A") = {1} y E(A") es el producto directo de los
E(A;, K) donde los A; se obtienen como los subsistemas irreducibles del subsistema A", en particular
podemos afirmar que hay un producto semidirecto

E(A) = E(AY) % B(A") (2.13)

Observacién 18. Mids en general si E(Q) es un grupo alfombra sobre R se tiene que es un producto
semidirecto de los subgrupos E(O") = (2,(O,)|r € R, 0, +#0,0_, =0) y E(0*) = (2,(0,)| O,, O_,. # 0)
con nicleo E(O"), mientras que E(O¥) es el producto directo de los Eg, (O) siendo los R; las
componentes irreducibles del subsistema ¢* = {r ¢ R| O,., O_, # 0}.

Observacion 19. Si A c R es un subconjunto de las raices simples podemos considerar el subsistema
parabolico definido en la observacién 2. Por el lema 1 sabemos que R* U Ra es cerrado. Sus partes
antisimétrica y especial son Ra y R\Ra.

Luego por el teorema anterior E(Ra) es producto directo de los E(Ra,,K) siendo los A; las
componentes conexas que quedan en el diagrama de Dynkin al sacar A, ademds tenemos el producto
semidirecto

E(RAUR") =E(R'\RA) x E(RA),

por lo que obtenemos
E(RA @] R+) = E(R+\RA) X HE(RAZ)

Ademais por el lema 18 sabemos que T normaliza a este grupo, por lo que podemos definir el grupo
PA = TE(RA @] R+)

Ademés F(R"\Ra) c E(R") =U, y como UnNT = {1} se tiene E(R*\RA)nT = {1}. Esto nos dice
que

PA = E(R+\RA) X THE(RA’L) = E(R+\RA) X HEE(RAJ (214)

donde T; es el toro correspondiente a A;. Como un grupo de Chevalley estd generado por el toro y los
grupos z,.(K) entonces los T; E(Ra,) son grupos de Chevalley correspondientes a los subsistemas A;.
También notemos que Pa contiene a Ty U por lo que es un subgrupo parabdlico, ademéas todos los
subgrupos parabdlicos se obtienen de esta forma y la ecuacién (2.14) se llama la descomposicién de
Levi, mientras que la ecuacién (2.13) nos da un resultado andlogo a la descomposicién de Levi.
También tiene sentido hacer lo mismo para cualquier subsistema S, pero el problema es que SUR* no
es cerrado.
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2.9. Descomposicion de Bruhat e isomorfismos del algebra de
Iwaori—Hecke

En toda esta seccién vamos a considerar el caso donde G es un grupo de Chevalley como en 2.1 y

con los subgrupos U, N, T, W, B definidos de la misma forma que en 2.3.1, con B =T »x U un subgrupo

boreliano. También definamos C'(w) = BwB para w € W, notemos que como 7' ¢ B no hay problemas

de definicion.
En esta seccién vamos a hacer 2 cosas. La primera es ver el grupo de Chevalley tiene una descomposicién

G=]] BwB,
weW

la cual se llama descomposicion de Bruhat. Luego usando esta descomposicién veremos que hay un
isomorfismo entre H(G,B) y Hq(W).

2.9.1. Descomposicién de Bruhat
Los siguientes lemas y proposiciones seran ttiles para la demostracién de la descomposicién de Bruhat.
Lema 19. Si s, es una reflexion simple entonces BUC(s,) es un subgrupo de G.

Demostracion. Lo probamos para G = GL,,, para los otros casos es analogo. El caso n =2 no es dificil
ver a mano. Para el caso general consideramos

Pa:UaXMav

como en la observacién 19 siendo U® = E(R*/a), M, = TE(a,-a). Los conjuntos C(s,) y B son
subconjuntos de P,, afirmamos que la unién es todo P,. Ambas coclases dobles son invariantes

por U® ya que U® c B, por lo que alcanza con ver que contiene a M,. Pasando al cociente en
P,JU* = M, = GLy x(k*)"? se reduce al caso n = 2. O

Observacién 20. Tenemos gracias al lema 15 que

U= [] U

beR*
donde ademas la descomposicién es tinica, y lo mismo ocurre con U® si a € R* es una raiz simple.

Lema 20. Si s una simetria simple que le corresponde la raiz simple a € R* y w € W es tal que
l(ws) =l(w) +1 entonces

C(w)C(s) = C(ws).
Demostracion. Es suficiente con probar
wBs c BwsB,

ya que esto nos darfa la inclusién c y la otra es clara. Escribamos b € B como b = tx,(y)u con t € T,
ue U yeF,. Se tiene

wbs = wtz, (y)us = (wtw ™) (weq(y)w Hws(s  us),

tenemos (wtw™) € T c B porque T es normal en N, wz,(y)w ™" € Ty (a)(Fq) usando las relaciones
(UN1),(UN2), pero como l(ws) = l(w) + 1 tenemos w(a) € R*, por lo que wz,(y)w™" € B.
Ademsis tenemos gracias a la observacién 20 que s 'us es de la forma

Hsilxb(yb)sa

b+a
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el cual estd en [ [z,()(ys) si usamos las relaciones (UN1), (UN2).

b#a
Como s = s, entonces s,(R*\a) = R"\a, por lo que s us € U* c B. Juntando estas cosas tenemos
wbs € BwsB, que era lo que queriamos. O

1

Corolario 4. Si w,w’ € W son tales que l(ww') = l(w) +(w") entonces C(ww") = C(w)C(w").
Demostracion. Es suficiente con ver que si w = s183. .., es la descomposicion de w entonces
C(w) =C(s1)C(s2)...C(s;). (2.15)

Porque si ya sabemos esto v w = 182 ... 8.,w = s, sh...s, son las descomposiciones irreducibles de w
) 1°2 k
y w’ entonces s153...8,515,.. .5} serd la descomposicién de ww' y

C(ww') = C(s1)C(s2)...C(5,)C(s7)C(s5)...C(s}) = C(w)C(w").

Veamos 2.15. Si w = s182...8, = w1 s, con [(wy) < (w) sabemos que {(ws,) = l(wy) + 1, luego por el
lema anterior tenemos C(w) = C(w1)C(s,), luego por induccién en I(w) tenemos la igualdad. O

Proposicion 51. Veamos que si G es un grupo de Chevalley se verifican los siguiente axiomas:
(T1) T=BnN es normal en N.
(T2) Hay un conjunto I de generadores de W = N/T tales que s*> =1 si s e W.

(T3)
C(w)C(s) c C(w) uC(ws)

para s € 1.
(T4) G estd generado por N, B.

Demostracion. Los axiomas 1,2, 4 se verifican facilmente por lo visto en 2.3.1, veamos T'3.

Si I(ws) = l(w) +1(s) entonces es cierto por el corolario 4. Supongamos entonces l(ws) = l(w) -1, o
equivalentemente w(a) € R~ si s = s,. En este caso tenemos I(ws) +1(s) = l(w) = l(ws - s), por lo que
usando el corolario 4 tenemos

wsBs ¢ BwB. (2.16)

Por 19 sabemos que B u BsB es un grupo que contiene a s, por lo que Bu BsB = sBuU sBsB y
Bs c sBusBsB, luego usando la ecuacién (2.16) tenemos

wBs cwsBuUwsBsB c BwsBu BwB,
que era lo que queriamos. O
Un sistema (B, N, T) con estas propiedades es llamado un Sistema de Tits, y los grupos de Chevalley
los tienen.
Teorema 52 (Bruhat). Sea (B, N,I) un sistema de Tits, se tiene una descomposicion

G= 1] BuwB. (2.17)
weW
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Demostracion. Veamos que UWC'(w) es un grupo. Es cerrado por inversas por lo que hay que ver
we

que es cerrado por multiplicacién. Veamos por induccién en I(wz) que C(wy)C(w2) estd incluido en
la unién.

Si I(wy) = 0 entonces wy = 1 y el resultado vale. Si [(w2) > 0 entonces podemos escribir wq = swh con
I(wh) < l(ws), s € I. Luego usando el axioma T'3 tenemos:

C(w1)C(we) = Bw; BswyB ¢ Bw; BwyB U Bw;sBwiB.

Y por induccién estd incluido en la unién de las coclases dobles, entonces probamos lo que queriamos.
Como G esta generado por B, N entonces la unién de las coclases dobles es todo G.
Queda ver que la unién es disjunta, sabemos que las coclases dobles son iguales o disjuntas, por lo
que hay que ver que si C(w) = C(w’) entonces w = w’. Supongamos I(w) < I(w') y hagdmoslo por
induccién en I(w).
Si I(w) = 0 entonces w = 1y B = C(w'), como BN N = T entonces w’ = 1. Asumamos ahora
I(w) > 0, escribamos w = w”s con I[(w") < I(w), por hipétesis tenemos w”s c¢ C(w") por lo que
w"” ¢ C(w")s ¢ C(w")C(s). Por el axioma T'3 tenemos C(w") c C(w")C(s) ¢ C(w's) uC(w"). Luego
tenemos

Cw")y=C(w') o C(w")=Cw's).

Por hipétesis inductiva sabemos w” = w’ o w” = w's, el primer caso no es posible ya que
(w") <l(w) <l(w'), luego w” = w's y por lo tanto w’ = w"”s = wss = w. O
2.9.2. Isomorfismos del algebra de Iwaori—Hecke

Si w € W tenemos que los subconjuntos R nw(R™), R* nw(R*) cumplen las hipStesis del lema 15,
luego podemos definir
Urtaw(r-) = Uy, Urtrw(r) = Un,
que son subgrupos de U. Notemos ademaés que
R nw(R) ][R nw(R") = R",
que también cumple las condiciones, por lo que tenemos que la multiplicacién
Ui xU, »>U
es biyectiva.
Lema 21. Se tiene |U;| = ™).

Demostracion. Sabemos que |[R* nw(R™)| =1(w). Por el lema 15 tenemos la descomposicién

Uy= ] VU

acR*nw(R™)
Como todos los U, tiene cardinal ¢ entonces nos queda lo que queremos. O
Proposicién 53. Se tiene la férmula |BwB/B| = ¢"*).

Demostracion. Veamos que la funcién v~ — u”wB es una biyeccién U,, -~ BwB, en ese caso seria
cierto por el lema anterior.
Las coclases de BwB/B son de la forma bwB, sea b=u"u"t € B, con u* € U, t € T. Luego tenemos

bwB = v w(w vt w)(w Htw)B.
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Sabemos que w™'tw € T ¢ B, usando (UN1), (UN2) tenemos w™'u*w € Uw-1(rtrw(r+)) € Ur+ =U c B,
luego bwB = u~wB. Esto nos dice que la aplicacién es sobreyectiva.
Para probar la inyectividad hay que probar que si u;wB = uywB con uj,us; € U™ entonces u; = usy.

Si llamamos u~ = (uj) ‘u;, tenemos w 'u w € B. Usando las relaciones (UN1),(UN2) tenemos
wluTw e Uw-1(Rtrw(r-)) € Ur- = U™, como tenemos U™ n B = {1} entonces u~ = 1, y por lo tanto
Uy = Usy. U

Definicién 54. Consideremos H(G, B), las funciones B bivariantes de G a C. Por Bruhat sabemos
que W es un sistema completo de representantes de coclases dobles de B en G, luego por lo visto en
2.2 tenemos que

{(bw = ]]'BUJB}wEW

es una base de H(G, B) como C espacio vectorial, en particular dim(H (G, B)) = |W|.
La convolucién esté definida por

(fr* f2)(9) = Zfl(x)f2($ 'g).

|B| zeG

Definimos también el mapa de aumentacién € : H(G’, B) —» C que es un morfismo y estd dado por:
e(f)= f(z
|B| mé?
Y por la proposicién anterior tenemos €(y,) = ¢'*).

Proposicién 55. Si w,w’ son tales que [(ww') = I(w) +I(w") entonces

d)ww’ = ¢w * ¢w’~

Demostracion. Por el corolario 4 sabemos que C(ww") = C'(w)C(w"), luego el soporte de ¢y, * ¢y estd
incluido en C'(ww"). Por lo tanto existe una constante 7 tal que ¢y, * Gur = N Guwr. Si aplicamos el
morfismo € tenemos:

¢"q ) = e($u)e(Sur) = (Su * $ur) = €(n Suur) =1 ') =1 g'g' ™.
Luego =1 y tenemos la igualdad. O

Lema 22. Sea s una reflexion simple. Se tiene

¢5 = q(bl + (q_ 1)¢5

Demostracion. Por el axioma T3 sabemos C(s)C(s) ¢ C(1) u C(s), por lo que existen constantes
A, u tales que ¢g * ds = APy + 5. Si evaluamos ambos lados en la identidad tenemos A = ¢, ya que

$s(1)=0,01(1) =1y

— |BSB| l( )
¢9(9)¢S(9 1) = -9 5= q,
B, 5]

donde la ultima igualdad es por la proposicién 53.

* ¢s(1) =

Sabemos €(¢ps) = ') = ¢, e(¢1) =1, luego aplicando € tenemos
A+ nq = 6()‘(;51 + N(bs) = 6((bs * (bs) = 6(¢5)2 = q2‘

Como A = ¢q tenemos p =g —1 y llegamos a la igualdad del enunciado. O
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Corolario 5. Sil(sw) <l(w) con s una reflexion simple se tiene

Os * Py = qPsaw + (q - 1)¢w
Demostracion. Como I(sw) < I(w) entonces podemos expresar a w como w = sw’ con [(w') < I(w).
Como I(w) = I(s)l(w") sabemos por la proposicién 55 que ¢, = ¢s * ¢, usando el lema anterior
obtenemos:
Os * P = Ps * Gs * Py = q P1 * Py +(q_1)¢s * Pyt :q¢sw+(q_1)¢w~
O

Observacién 21. Tenemos por el lema 5 que el dlgebra de Iwaori-Hecke H, = Hc(W, S, (¢,¢—1)) es
la generada por los T3,,w € W con las relaciones:

a. Ty =TTy si l(ww') =1(w) +1(w").
b. si s€ S es tal que I(sw) <I(w) entonces

TS'T'w =q Tsw + (q - 1)Tw-

Ademss se tiene que H, estd generada por los Ty, por lo que dim H, < |[W].
Teorema 56 (Iwahori). El dlgebra H(G,B) es isomorfa a HoW.

Demostracion. Si tomamos el morfismo Ty, + ¢,, estd bien definido ya que por la proposicién 55 y
el corolario 5 los ¢,, satisfacen las relaciones de los T,, de la observacién anterior. La aplicacién es
suryectiva porque los ¢,, generan H(G, B), pero como dimH,(W) < |W|=dimH (G, B) se deduce que
es un isomorfismo. O

2.10. Teorema del doble centralizador y especializaciones

En esta seccién enunciamos el teorema del doble centralizador cuya demostracién esté en [17, § 3.2],
este teorema nos va a ayudar a probar que las dlgebras de Iwaori—-Hecke y de Yokonuma son semisiples
para luego poder usar el teorema de deformacién de Tits. Gracias a esto obtendremos dos biyecciones
de caracteres irreducibles, una entre las de el normalizador del toro y el dlgebra de Yokonuma H(G,U)
y la otra entre las del grupo de Weyl y el dlgebra de Iwaori-Hecke H(G, B). También vamos a hablar
sobre la traza de un endomorfismo de Ind% 1.

2.10.1. Teorema del doble centralizador

Teorema 57 (Teorema del doble centralizador). Sea W un espacio vectorial de dimension finita
sobre K y sea A € Endg W una subdlgebra semisimple, sea

A"=EndsW ={beEndg W :ab=ba Vbe A}.
la subdlgebra que centraliza a A. Luego se tiene que A’ es semisimple y hay una descomposicion en

suma directa .
W = @Wu
i=1
que es la descomposicion isotipica de W como un A mddulo y como A" médulo. De hecho para 1 <i<r
hay un A mddulo irreducible U; y un A" mddulo irreducible U] tales que si D; = Enda U; (dlgebra de
division sobre K por lema de Schur), entonces D{* = Enda- U] y

W, = U; ®p; Uz/
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Observacién 22. Si K es algebraicamente cerrado se tiene que las algebras de division D; son
isomorfas a K, por lo que el producto tensorial es tomado sobre K.

Corolario 6. Si G es un grupo y H es un subgrupo entonces H(G,H) es semisimple.

Demostracién. Tomamos K =C, W =Ind% 1 y A = C[G] en el teorema. Como C[G] es semisimple
entonces tenemos que Endc[G](Indg 1y) es semisimple, pero por 10 eso es H(G, H). O

Como C[G] y H(G, H) son semisimples podemos usar el teorema 57 con W = Indg 1y el cual nos
dice que

mdG1y= @ VeVH, (2.18)
Ve Irr(G:H)

donde los elementos de G actian a izquierda y los de H(G, H) a derecha. Viendo la demostracién de
57 para probar que esta es la descomposicién es necesario ver que la multiplicidad de V' es la correcta,
esta multiplicidad es

dim Homg(Ind$ 14,V) = dim Homp (1, Res% V) = dim VH |

por lo que coincide con la de la descomposicién.

2.10.2. Especializaciones en 0,1

Definicién 58. [Deformaciéon del dlgebra de Hecke] Sea W el grupo de Weyl de alguno de los
tipos A, B, C, D. Definimos H,, como la C[u*!'] dlgebra con relaciones:

a. 8;8;...=5j5;...si my; es el orden de s;5; en W.
N—— Y=
mij m.;j

b. s?=u+(1-u)s;.

Notemos que H,, consiste en tomar las relaciones de W, cambiar las relaciones cuadréticas como en (b)
y mantener las relaciones no cuadraticas. También notemos que es un cociente de Yy, si mandamos
las t; en 1. Cuando nos refiramos a la deformacién en tipo V la llamaremos H, .

Notemos que al especializar en u = 1 obtenemos las relaciones de C[W] mientras que al especializar
en u = g obtenemos las relaciones de H(G, B) por el teorema de Iwahori 56.

Luego consideramos las especializaciones en u = 1, v = ¢ y las llamamos 0,0, : C [u ] — C. Se tiene
que H,, (u) es split por [18, Teorema 2.9], entonces aplicando el teorema de deformacién de Tits (usando
el corolario 6 y que el dlgebra es libre por 15) tenemos biyecciones

+1

dg, Irr(H,(u)) — Irr(Hy(q)) = Iir(H(G, B))  do, : Irr(Hp(u)) - Irr(Hy (1)) = Irr(W).

1
Tenemos que C[u*'] = C[u] [f] es un DFU porque localizar preserva la condicién de ser DFU, como
u

su cuerpo de fracciones es C(u) obtenemos que C[u*'] es integralmente cerrado en C(u). Usando la
proposicién 18 tenemos que los caracteres llegan a C[u*']. Si x : H,, - C[u*'] es un caracter obtenemos
los caracteres especializados

Xlzdffl(X)v Xq:ddq(X)v

y podemos definir una biyeccién

Tp =dy, od,, : Irr(W) - Irr(H(G, B)).
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En particular las dimensiones de las representaciones irreducibles de C[W], H(G, B) son las mismas,
luego por el Teorema de Wedderburn el dlgebra de Hecke H(G, B) y el dlgebra de grupo C[W] son
isomorfas como C &lgebras. Ahora especielizemos en u=1/¢ y u =1.

Empecemos diciendo que las relaciones de Y,_;, para cualquiera tipos son las mismas relaciones
que las del teorema de Yokonuma para H(G,U) pero cambiando la relacién (Y'4) por

> hi()é:.

-1
teFy

1-
& =uhy(-1)+ —

Luego al especializar en ¢~ nos quedan las relaciones del dlgebra de Yokonuma.

Mientras que si especializamos en u = 1 nos quedan las relaciones de N (el normalizador del toro
maximal). Sabemos también que C[N] es semisimple y split, y H(G,U) es semisimple por el corolario
6 y también es split ya que es un C médulo. En los casos en que Y1, (u) es split (lo veremos luego
para los tipos A,A" y B) la proposicién 18 dice que los caracteres irreducibles llegan a C[uil].

Si no es split en C(u) podemos tomar K una extensién de Galois finita de C(u) de modo que KY,_1
sea split y seguimos el mismo procedimiento que en 1.2.2. Como las dlgebras de Hecke son semisimples
estamos en las condiciones del teorema de deformacién de Tits (usando también 48) y obtenemos las
siguientes biyecciones:

dg, : Trr(KYy_1 ) = Irr(KYo1 n(q ™)) = Irr(H(G, U)),
dgy : Trr(KYy_q 5 (u)) = Irr(KYy_1 (1)) = Irr(N).
que provienen de las especializaciones en 1/q y 1. Luego esto nos da una biyeccién
Ty = dg, de :Irr N - Irr(H(G, U)). (2.19)

LLamemos ¢g,¢1 : A* - C a los morfismos que mandan u a ¢ 'y 1 respectivamente, donde A* es la
clausura integral de A = C[u*!] en K. Ademads por la observacién 5 tenemos:

dg, (X) = dqo X, de,(X) = 10X
En particular las dimensiones de las representaciones irreducibles de H(G,U) y C[N] son las mismas.
Luego por el teorema de Wederburn el dlgebra de Yokonuma H(G,U) y el dlgebra de grupo C[N] son
isomorfas como C &lgebras.

Gracias a esto y a lo visto en la subseccién anterior tenemos los siguientes diagramas de biyecciones:

Irr(G : B) Irr (W)

Irr(H(G, B))

Irr(G:U) Irr(N)

Irr(H(G,U))

Vamos a ver en 3.2 como estan parametrizadas las representaciones irreducibles de W en cada uno
de los tipos, como T, D son biyecciones entonces las de Irr(G : B) van a estar parametrizadas por
lo mismo. También veremos en 3.3 como estdn parametrizadas las representaciones irreducibles de N,
como Ty, Dy son biyecciones las de Irr(G : U) también estdn parametrizadas por lo mismo.
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2.10.3. Trazas

Sea W = Indg 1p. Sea X € Endc W,usando la base {¢,, = ]le}wew con W un sistema completo de
representantes de coclases a izquierda de H en (G, no es dificil ver que

trX = 3 (X(¢uw))(w).

weW

Lema 23. Sea g e G, ¢ e H(G,H) y consideremos g¢ = ¢g € Endc(Ind$ 1) donde g es pensado como
un elemento de Endc(Ind$ 15). Se tiene

= So(zgr™) = Y xv(9) Xpuv)(9),

|H| zeG Ve Irr(G:H)

tr(pg) =

donde xv es el caracter de G con espacio de representacion V y Xp, vy €l caracter de H(G,H) que
sale de aplicar el operador Dyy.

Demostracion. Se tiene que

|H|tr(¢g) = [H| Y (996u)(w) = H| 3 (6u)(wg) = 3 3 d(y)du(y  wg)

weW weW weW yeG
=Y X =Y X dy= Y ¥ slwgwth)
weW y~lwgeHw weW yewgw~tH weW heH
= > 2 o((hw)g(hw)™) = 3 d(aga™).
weW heH zeG

donde usamos que ¢ es H invariante a izquierda. Por otro lado si aplicamos g¢ = ¢g en la descomposicién
2.18 tenemos que

tr(gp) = Y, xv(9) Xpa) ().

Ve Irr(G:H)
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Capitulo 3

Representaciones del grupo de Weyl
y del normalizador del toro

El objetivo de este capitulo es calcular las representaciones irreducibles del grupo de Weyl W y de
N, el normalizador del toro. Caracterizar estas representaciones va a ser necesario para calcular los
valores de los caracteres en ciertos elementos particulares.

3.1. Representaciones de un producto semidirecto y de
subgrupos con cociente ciclico

Para calcular las representaciones irreducibles de W, N vamos a necesitar entender como son las
representaciones de un producto semidirecto y las representaciones irreducibles de un subgrupo normal
H < @ con cociente ciclico, sabiendo las de G.

3.1.1. Representaciones de un producto semidirecto

Veamos como calcular las representaciones irreducibles de un grupo G de la forma G = A x H, donde
A es abeliano. Vamos a usar el argumento dado en de [19, proposicién 8.2].

Como A es abeliano todos los caracteres irreducibles de A tiene grado 1 y se identifican con
X =Hom(A,C*). El grupo G acttia en X por

(sx)(a) = x(s"as).

Sea (Xz‘)q',eX/H un sistema de representantes de las érbitas de H en X. Para cada i € X/H sea H; el
estabilizador de y;, o sea los h € H tales que hy; = x;, Tenemos que A es normalizado por H;, por lo
tanto podemos definir G; = AH,;. Extendemos la funcién x; a G; definiendola por

xi(ah) = x;(a),siae A he H;.

Usando el hecho de que H; estabiliza a x; no es dificil ver que esta extensiéon nos queda un morfismo
de grupos, por lo que es un caracter de grado 1 de G;.

Sea p una representaciéon irreducible de H;, como A es normalizado por G; entonces tenemos
una proyeccion canoénica G; — H;, y componiendo p con la proyecciéon canodnica obtenemos p
una representacién irreducible de G;. Luego tomando el producto tensorial x; ® p obtenemos otra
representacién irreducible de G;. Notemos que como x; : G; — C* podemos ver y; ® p como
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g+~ xi(9)p(g) (donde p(g) : V - V y V es el espacio de representacién de p). Inducimos esta
representacién de G; a G y a la representacién inducida la llamamos ¢; 5.

Proposicién 59. a. ¢;p es irreducible.
.
b. Si ¢ip y biry son isomorfas entonces i =i y p es isomorfa a p'.
c. Cada representacion irreducible de G es isomorfa a alguna de las ¢; p.

Luego todas las representaciones de G quedan determinadas por elegir una 6rbita de la accién de H
en X y una representacién irreducible del estabilizador de esa érbita. Usamos esta construcciéon para
hallar las representaciones irreducibles de (F;)" % S,,.

Caracteres de N = (F;)" =S,

Notemos primero que (F;)" xS, es el normalizador de S, en GL,(F,), que (F})" es normal en N
y ademds es abeliano, por lo que estamos en las hipétesis de la proposicion anterior. Empecemos
describiendo como es

X =Hom ((F;)",C¥),
o sea los caracteres de (F})". El conjunto Hom(F;,C") se identifica con C,_; el grupo ciclico de orden
q—1. Luego Hom((F})",C") consiste en dar una tupla de n elementos de Hom(Fj,C") = Cy_1.

Si ¢ = (Y1,19,... ¥,) es una de estas tuplas entonces el caracter queda definido por

(t1,ta, . tn) P b1 (t)2(t2) - bn (t).

Sabemos que S,, actia por conjugacién en T = (F;)" permutando las posiciones en la diagonal, de
la misma forma que actia S,, en {1,2,...n}, esto nos dice que la accién de o € S,, en X consiste en
reordenar los nimeros de las n tuplas aplicando la permutacion o. Luego la 6rbita de ¢ = (1,12, ... 1y)
son todas las permutaciones de esta n tupla, por lo que podemos pensar que cada Orbita queda
determinada por la cantidad de veces que aparece cada elemento de Cy_.

Tomemos t, un generador de Cy_; y en cada érbita tomamos la tupla donde los elementos t;, tf), .. .tg’l
quedan en ese orden de izquierda a derecha. Luego si ¥ = (¢1,1)2, ..., ) es uno de estos representantes
entonces el estabilizador es

Stab ¢ =S, xS,, x... xS, _,,

donde n; es la cantidad de veces que aparece té en 1.

Sabemos que si G y Ga son grupos finitos entonces Irr(Gy x G3) = Irr(G1) x Irr(G3), donde cada
x € Irr(G1 x G5) proviene de hacer el producto tensorial entre algunos x; € Irr(Gy), x2 € Irr(Ga).
Luego

Irr(Stab ¢) = Irr(S,, ) x Irr(Sy, ) x ... x Irr(Sy,,_, )

y los x € Irr(Stab ) son de la forma
A A Ag-
S, @Sy e... .S,

con A; € Py, donde P,, denota las particiones de tamafio n.
Esto nos dice que las representaciones irreducibles de N estdn parametrizadas por las funciones
A:Cy_q = P de tamafio n, o sea que

> [Ag)l=n,

gqu,l

donde P es el espacio de particiones. Ahora veamos que representaciéon determina una funcién A.

Sea T; = (F;)ni , N; =T;xS,,,. Observemos que si 1 € T (el dual) tiene multiplicidad n; en ; entonces
T x Stab ¢ = HNi. Luego 1; define un caracter en IN; por
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(ti,to, .. tn,,0) > [ J00u(t)).
J

Por otro lado Sf,‘l define una representacién irreducible de S,,, y tomando la proyeccién candnica
obtenemos una representacién irreducible de N;. Tensorizando podemos definir

Xa'y, = Sai @ ¢y € Irr(I;).
Tomando el producto tensorial y induciendo a N nos da la representacion irreducible

XA:IndJIE[INi® Xi\ii,wi e Irr(N). (3.1)

LLamemos Qg4-1,, a las funciones A : C;_; — P de tamaifio n, entonces tenemos una biyeccién entre
II‘I‘(N) y Qq—l,na A XA-

Observemos que el mismo argumento funciona para cualquier grupo ciclico de orden d. Si Cy denota
el grupo ciclico de orden d y N = Cj x S,,, donde S,, actia por conjugacién en C}] permutando las
coordenadas como elemento de S,, entonces los mismos argumentos se adaptan a este caso y llamamos
Qa.n al conjunto que las parametriza.

3.1.2. Representaciones de subgrupos con cociente ciclico

Supongamos que N 94 G con G/N ciclico. Si p es un caracter de N llamamos p? al caracter que se
obtiene al conjugar por g. Como N < G podemos usar [7, Teorema 3.2] para afirmar que dado x € Irr(G)
y p un factor en x'(la restriccién de x a N) se tiene

t
X' =e (D u),
=1

para algun e, donde los % son todos los conjugados de u, sin que haya dos isomorfos. El nimero ¢ es
el indice del grupo de inercia de p. El grupo de inercia es

Ig(p)={geG:p’ =p}.

Los elementos g; se toman como los representantes de las coclases a derecha de I (1) en G. Empecemos
viendo que e = 1, tomando el grupo de inercia de uno de los factores irreducibles en x’ podemos asumir
que en la descomposicién de ' solo aparece un factor irreducible ¢ y queremos ver que aparece con
multiplicidad 1. Como es invariante por la accién del grupo (estamos asumiendo que la inercia es todo
el grupo) entonces por [7, Teorema 2.14] tenemos e = 1. Luego al restringir cualquier x € Irr(G) nos
queda suma de irreducibles distintos con multiplicidad 1, lo mismo ocurre al inducir por reciprocidad
de Frobenius.

Por lo tanto tenemos una correspondencia entre los caracteres de N y los de G, si p € Irr(N), x € Irr(G)
tenemos que u es un factor de ' si y solo si x es un factor de Ind%( ) y ademés todos los factores de
X' son los conjugados de .

Llamemos d = |G/N| y € al morfismo

e:G—>Cy=G/N,

y para j > 0 llamemos ¢/ al morfismo definido por g €( g)j , notemos que es lo mismo que tensorizar j
veces €. El objetivo ahora es probar que si x es un factor de Indg (u) entonces los restantes factores en
la descomposicién de Ind%(u) son de la forma x ® €/, 0 sea tensorizar x con un caracter del cociente.
Si usamos la propiedad

Ind(V)® W =z Ind(V @ Res(W))

71



tenemos que

md$ x' = Ind% (X ® 1x) 2 x ® Ind§ 1.
Esto nos dice que cualquier caracter irreducible en la descomposicién de Ind% X' es de la forma y ® €,
como 4 es un factor de ¥’ tenemos lo que querfamos.

Luego al inducir los caracteres que aparecen difieren de tensorizar por un caracter de G/N, en particular
tienen todos el mismo grado, ademés sabemos que x y x ® €/ se restringen a lo mismo.

Sigamos con la hipétesis de que u es un factor de ', k el grado de p y t = [Ig(p)|. Sabemos que
t .
X(1) =x'(1) = 3 p (1) =t pu(1) = th,
i=1

mientras que Ind% 1(1) = dk, como todos los factores irreducibles de Indg 1 tienen igual grado entonces
tienen que ser exactamente d/t.

Notemos, por otro lado, que la cantidad de caracteres distintos en Ind% w es el orden o periodo minimo
en el que se repiten los caracteres de la sucesion

X7X®€,...X®6k7...

con x un caracter en Ind$, 4. Dada x € Irr(G) llamemos o() a este valor y notemos que o(x) también
es igual a dividir d con la cantidad de factores irreducibles en los que se descompone x'.

Ejemplo 3. Un ejemplo donde tenemos esta situacién es con
G=C} =S, H=T'xS,,

donde con T" nos referimos al toro de SL,, el cual es el subgrupo de CJ} de matrices de determinante
1. Tenemos que S,, actiia por conjugacién en 7" de la misma forma que lo hace en C7. Por lo tanto H
es un subgrupo de G. Tomemos el morfismo

det:C% xS, - Cy
definido por
si— 1, te Cy w (det t),

el cual estd bien definido viendo las relaciones en los generadores. Tenemos que H es el nicleo del
morfismo por lo que el cociente es isomorfo a Cy y es ciclico.

Entonces podemos usar los visto para este caso. Dada xa € Irr(Cf x Sp;) con A = (A1, Mg, ..., Ag)
calculemos o(y). Para eso veamos que es Y ® det.

Gracias a lo visto en 3.1.1 se tiene
N N;
XA = Indl—[NZ ® X>\i,1/)i7
K2

luego tenemos

Ind]r\{Ni ® Xivfwi ®det = IndgNi (® Xi\/}ﬂl}i ® Res(a&)) .

Si ordenamos los ¥; de forma que v; = t; con t, un generador de Cy tenemos que al tensorizar con det
nos queda

N N;
Indn N; (® XM#ZHH)’
3
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por como estén definidos estos caracteres. Al tensorizar k veces obtenemos

N N,
Indn N; (@ XAI',%M-)'

Luego el orden o periodo minimo de la sucesién

— —k
XA, XA ®det,...xp ®det ;...
es el mismo orden que el de la sucesion
(A1, A2,... ),

donde en esta dos términos se consideran iguales si las particiones lo son, a este valor lo llamamos

o(A).

3.2. Representaciones de los grupos de Weyl

Usemos los argumentos de la seccién anterior para entender cudles son las representaciones de los
grupos de Weyl de los tipos A, B,C, D.

Tipo A: En este caso sabemos que el grupo de Weyl de A,, es el grupo simétrico S,,, las representaciones
irreducibles de S,, se parametrizan con las particiones de n, las representaciones irreducibles son los
moédulos de Spetch S* [20, Capitulo 10]. A la representacién que depende de A la denotamos Sf‘l.

Tipos B y C: Los grupos de Weyl de los tipos B y C' son iguales. El grupo de Weyl de estos tipos es
W, el subgrupo de matrices de GL,, de matrices que contienen exactamente una entrada no nula en
cada fila y en cada columna, siendo estas entradas +1. Sabemos que W,, = {+1}" x S,,, donde {+1}"
es el subgrupo de matrices diagonales. Como {+1} es ciclico de orden 2 podemos usar el argumento
del corolario 3.1.1 para afirmar que las representaciones de W,, estdn parametrizadas por los pares de
particiones (A1, A2) tales que |Ai|+ |[A2] = m. Si (A1, A2) es uno de estos pares la representacién que
induce es:

Wy, A X g o
Indwnl XWnZ Sni ® (Sni ® bgrl) ’
donde nj =|A1|, na = |A2| y sgn es la representacién en W, definida por
(tl,t27 .. .th,O') = tltg .. -tng-

Las representaciones irreducibles las vamos a denotar x, ..

Tipo D: En este caso el grupo de Weyl es W), el subgrupo de los elementos de W,, tales que pueden
ser escritos como un producto de los generadores t,sq,...s,-1 usando una cantidad par de veces t.
Sabemos de 1.1.2 que W, = N}, x S,, donde N, son las matrices diagonales que tienen una cantidad
par de —1 o equivalentemente de determinante 1.

Luego estamos en las condiciones de 3. Sea x»,, una representacién irreducible de W, se tiene

X ®€= (Ind%:lan2 Sy (S) e sgn)) ®e€x Ind“;vvzl W, (S} @ (Sh2 ®sgn)) ® Res e
= Ind%zl KW,y (S:\Li ®sgn) Q Sii = XuA

Llamemos x ., a larestriccion de xx , a W/ . Por lo visto en 3 sabemos que los caracteres irreducibles
de son:

! 14 .
a X = Xpa SEA# [

b. X;,M X, donde estos son los irreducibles en la descomposicién de XS\)\ en el caso que n sea par.
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3.3. Representaciones del normalizador del toro

El objetivo de esta seccion es calcular las representaciones irreducibles del normalizador del toro, pero
mirando las relaciones sabemos que no es un producto semidirecto por la relacion fiz = hi(-1) de 1.
Pero notamos que si esa relacién fuese 52-2 =1 tendriamos un producto semidirecto, para eso usamos el
grupo Sg,, sobre un grupo ciclico Cy, definido por cambiar esa relacién por 51‘2 =1 y podriamos usar
lo visto en 3.1.1 para calcular los caracteres.

Para relacionar las representaciones de ambos grupos definimos un dlgebra sobre C[u] la cual llamamos
m tal que sus especializaciones en u = 0,1 nos dan las dlgebras de grupo de Ny 5, Sq,. Luego usando
el teorema de deformacion de Tits tendremos una biyeccién entre las irreducibles de estas.

Una vez hecho esto calculamos las representaciones irreducibles de S ,, en cada uno de los tipos usando
que es un producto semidirecto y luego vemos algunos corolarios més usando esto.

Relaciones

Sea t;, un generador de Cgq y llamamos tq,ts,...t, a los generadores de CJ. Para cualquiera
de los tipos de raices V = A, B,C,D definimos los grupos NX , como los grupos generados por
ti,ta, ... tn,&1,&2, ... & sujetos a las relaciones:

(n1) & = hi(-1).
(n2) &&j...=¢& ... donde m;; es el orden de (s;s;) en el grupo de Weyl.

————— e —
mMij mij

(m3) &itj =te,(m,)&i-

(nd) tjty =txt; paratodos 1<j,k<n.

(nb) t? =1.

donde ta, 1, +ayHys...ap 1, = L1132 ... 197, que también lo notamos ¢{%1:92:an},

En tipo A’ definimos ch;b con las mismas relaciones que en Nj}" salvo por el toro, que son las
matrices en Cj de determinante 1. Observemos que las relaciones de C[ Ny, ], son las relaciones que
obtenemos de las algebras Yy ,, al especializar en v = 1. También que si d = ¢—1 estas son las relaciones
del normalizador del toro.

El objetivo es calcular los caracteres de H (G,U), con G el grupo de Chevalley en cada uno de los
tipos. Sabemos que la funcién Ty de 2.19 nos relaciona estos caracteres con los de N,_; . Por otro
lado tenemos una forma de calcular los caracteres de S;_; , por ser un producto semidirecto, usando
3.1.1. Luego necesitamos un algebra que nos dé una biyeccién entre los caracteres de Ny_1.n ¥ Sg-1,n,
o mas en general entre Ny, ¥ Sqn.

Para eso para V = A, A, B, C, D consideramos la C[u] &lgebra Yan con mismos generadores y relaciones

que YdYn pero cambiando la relacién cuadratica por
€2 =uh;i(-1) + (1 - u). (3.2)

Notemos que al especializar en v = 1 obtenemos N, (Y n, mientras que al especializar en v = 0 obtenemos
SY ... También vale que esta dlgebra es libre con una base indexada en los elementos de SY,, haciendo
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un razonamiento andlogo al del teorema 48.

Siguiendo los argumentos de 1.2.2 tomamos K una extensién de Galois finita de C (u) tal que Kf;; y
KYy,, sean split. Tomamos g, 61 : C[u] — C los morfismos que mandan u ~ 0,u — 1 respectivamente.
Con la especializacién u — 1 obtenemos la C dlgebra C[Ng ] y con la especializacién u — 0 obtenemos
C[S4,n]. Como estos dos son split y semisimples entonces estamos bajo las hipétesis del Teorema de
Deformacién de Tits, el cual nos da biyecciones:

dg, : Trr (Km) S Ter (Nan), dg,:Irr (Km) S hr (San)-
De hecho la proposicién 18 nos dice que
d91 (X) = (91)* ° X, d90 (X) = (00)* o X-

Donde (01)%,(6p)* son las extensiones de (61),(6p) a la clausura integral de C [«] en K. En particular las
dimensiones de las representaciones irreducibles de C[ Ny, ] v C[Sq,,] coinciden, por lo que concluimos
usando el teorema de Wedderburn que son isomorfas como C dlgebras. También tenemos una biyeccién:

Ty =dg, o (dp,) ™" :Trr (Sg) = Trr (Ng.p) - (3.3)

El siguiente diagrama muestra la situacién:

Irr (KYq.) Irr KYd n

o~ 2Ty

Irr (Ng.n) Irr ( Sdn)
Y si d=q-1 tenemos:

Irr (KY, Irr (KYy1,,)

/ \ / \ (3.4)

Irr (H(G,U)) Irr (Ng-1,n) Irr(Sg-1,n)

donde las flechas son biyecciones. Veamos como son las representaciones de Sg,,, en cada tipo.

Tipos A y A’

GL, En este caso S, actia por conjugacién en T' = Cj de la misma forma que en 3.1.1, luego las
representaciones estan parametrizadas por Qﬁn, las funciones A : Cy - P de tamafio n.

SL,, En este caso el grupo es 7" x S,, con T" los elementos de determinante 1 en CJ. Por lo visto
en el ejemplo 3 podemos afirmar que todas las representaciones irreducibles de este son factores de la
restriccién de alguna de C) x S,,. Ademéds tenemos que al restringir el caracter irreducible x5 a 7' xS,
se descompone en d/o(A) irreducibles conjugadas no isomorfas dos a dos.

Tipos By C

Los caracteres de C}} los podemos pensar como asignarle a cada ¢; un elemento de Cy, y las identificamos
con una tupla en C};. Luego el grupo de Weyl actia en las tuplas permutando e invirtiendo los elementos
(va que actia en H como W,,). Sabemos que +1 son los tnicos elementos en Cy que al invertirlos van
a si mismos. Luego podemos identificar a cada drbita como la cantidad de elementos que tiene la tupla
de cada uno de los siguientes grupos:
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{13, (-1}, {th.t;" ) {th e )

donde t4 es un generador.

Tomamos como representante de cada érbita la tupla que ordena los nimeros de izquierda a derecha
respetando este orden de los grupos y haciendo que solo aparezca uno de los dos nimeros de cada
grupo. Supongamos que ni,ns,...ny son las cantidades que determinan la érbita, queremos ver cual
es el estabilizador. Si j > 2 cualquier elemento del estabilizador tiene que permutar a los n; ntimeros
del grupo j entre si, ya que en la tupla no aparece ninguno de sus inversos. Mientras que a los n,
numeros del grupo 1 tiene que permutarlos entre si, con la posibilidad de invertirlos, ya que son sus
propios inversos y lo mismo con los no del grupo 2. Luego el estabilizador es

Wiy X Wiy X Spy ... Shyp -
Por lo ya visto las representaciones de este grupo son

A3 Ak
XA1,u1 @ Xz,uz ® S’I’L3 s Snk’

donde son todas particiones de los tamanos correspondientes y |\;| + |ui| = n; para i = 1,2. Sea v; el
caracter de Cy que aparece en las n; posiciones del grupo i, donde por ejemplo ¥ es el caracter trivial
y ¥ es el que eleva a la d/2.

Sea T; = Cy' y Ny =Ty x W, parai=1,2y N;=T; xS, parai>2, definamos al igual que antes para
1>2
XN = Sht @ € I (N),
y parat=1,2
Xi\ﬁ#iywi = X)\i7Hi ® ’l/JrL € IIT(NZ)

Tomando el producto tensorial y induciendo a N nos da la representacién irreducible
N N N. N;
xa = Indp v, O 1 © X 1) Q) X3, € Irr(N).
1>2

Todas las representaciones de Sf " Sé’jn son de esta forma, por lo que estdn parametrizadas por dos
pares de dos particiones y (d—2)/2 particiones ordenadas, de modo que la suma de todos los tamafios
es n. Llamamos Qg n = an al conjunto que las parametriza y denotamos con xa a las representaciones
irreducibles para A = (A1, Aa, ... \;) con A; = (N, ;) sii=1,2.

Tipo D
Para describir como son las representaciones irreducibles en tipo D vamos a usar el siguiente lema.

Lema 24. El grupo an es un subgrupo de indice 2 en an, En particular cada representacion
1rreducible de Sgn es un factor irreducible de alguna representacion irreducible de an.

Demostracion. Notemos que CJ} x W, es un subgrupo de CJ x W,, ya que W, es un subgrupo de W,
y actian de igual forma por conjugacién en C7/. Notemos también que por las relaciones que definen
CY x W, podemos extender el morfismo € : W,, - {£1} a todo el grupo definiendo e trivialmente en
C}. Luego tenemos que el niicleo de € es Cf x W, lo que nos dice que este iltimo es un subgrupo de
indice 2 en C x W,,. O
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Como S(f », €S un subgrupo de indice 2 en Sffn esto nos da una forma de presentar las representaciones
irreducibles del primer grupo como los factores irreducibles de las restricciones del segundo gracias a
3.1.2. Si A = (A1, Ao, A3, ... M) € @QF  podemos considerar la representacién x de SP,

N N N, i
XA = Indl'l Nqi(Xhl,m,l ® X>\22,u27—1) (% RSYRII
1>
donde N; =T; xW,,, parat=1,2y N; =T; xS,,, para i > 2.

Al tensorizar con € tenemos

N N N. N; _
XA ®€= IndHN,; ((X’\llam,l ® X’\;,M»—l) (% X/\i,wi) Q€=
1>

N N N N;
= Indn N; ((Xhlam,l ® XA22,/L2,—1) 82 Xni s, @ Res(e))
i>

N N N. N;
=Indp , (Xuf,xl,l ® XM22,/\2,—1) (82) RSVRIE
1>

ya que € es trivial en cada N; con i > 2 y al tensorizarlo en Ny, No intercambiamos las particiones.
Luego si (A1, A2) # (u1,p2) la representacion x cumple xa # xa ® € por lo que se restringe a una
representacion irreducible en S(f s la cual también llamamos xa. Mientras que si (A1, A2) = (1, 2)
(incluyendo el caso en que no hay bloques de +1) tenemos ya ® € = xa, por lo que al restringirla a
SdD’ ., se descompone en dos factores irreducibles y7. Ademds gracias a 3.1.2 las xx, xx son todas las
irreducibles de Scjl? n- Llamamos Qi » al conjunto que parametriza las representaciones irreducibles.

— , —

Observacién 23. Consideremos las dlgebras YV y Yd‘f‘n, las cuales son subalgebras de Y y Yd’f‘n

respectivamente. Por lo tanto podemos usar la reciprocidad de Frobenius para ver que todas las
P , e

irreducibles de Yd‘?T'L y Yd’f‘n son restricciones de irreducibles de Y(fn y Ydf‘n respectivamente.

3.4. Tensoriando con las algebras de grupo de C; y Cy

El objetivo de esta seccion es tensorizar las dlgebras de Iwaori—Hecke de los tipos A, B con las dlgebras
de grupo de los grupos ciclicos Cy, C5 respectivamente. Esto nos va a servir para dar una lista completa
de las representaciones irreducibles de las algebras Yd‘?n, an y también para probar que son split sobre
C(u).

Extendamos el dlgebra de Iwaori-Hecke de la siguiente manera. Para d,n > 1 consideramos la C[u*']
algebra definida por
H(114,n :H;? [h]/(hd_]') :H;?®C|:Cd:|a

donde Cy es el grupo ciclico de d elelmentos y h € Cy un generador. Denotamos H, ,ﬁn(u) a la C(u)

dlgebra C(u) @ H, én. Como Hg,(u) es producto tensorial de semisimples entonces es semisimple
C[uil]

y los caracteres son el producto cartesiano de los de los factores. Luego si A € P, y ¢ € Irr(C[Cy])

definimos el producto tensorial:

HY. H, A
Xap =X ®w€Hd,n(u)'
Existe un cociente natural

7



definido por t; — h,& +— s;. Se puede ver desde los generadores de Ydf‘n que el cociente esta bien
definido ya que los e;, h;(—1) van a 1. La especializacién en u = 1 nos da

C[S,]®C[Cy]=C[Sp xC4].
Al especializar en u =1 el cociente natural nos da la funcién sobreyectiva

N, = CqxS,. (3.6)

Viendo las relaciones de IV, j}n y las de S,, tenemos que bajo esta funcién sobreyectiva &; — s;,t — (det t).
Por esta razén podemos definir la inflacién

Infl : Irr (S, x Cg) - Irr(Nc‘fn), (3.7)
que obtenemos al componer con la funcién (3.6). Tenemos
Infl(x,) (t0) = $(det t) S}(0).

Si ahora consideramos YdAn también tenemos un cociente natural
,

Y1~ C[S, xCa], (3.8)

que envia los ¢; a h. Al especializar en u = 1 este cociente natural nos da una funcién sobreyectiva
A
Nd,n - Od x Sn~ (39)

Con la cual nuevamente &; — s;,t — (det t) , por lo que es la misma funcién que la de la ecuacién (3.6)
y por esta razén si consideramos

Infl : Irr (S, x Cy) - Irr(NC’fn), (3.10)

obtenemos la misma funcién que en la ecuacién (3.7). Si especializamos en u = 0 obtenemos un mapa
suryectivo

Sﬁn - C[S, xCy4],

con el cual & — s;, t— (det t), y por esta razén podemos consideramos
Infl : Irr (S, x Cy) — Irr(S(ﬁn). (3.11)

definida por
(o) (£,0) = (det £) SH(o).

Ahora consideremos la C [uil] algebra an definida por
Hy, = H,' [h]/(h* - 1) = H,) ® C[C].

Al igual que antes Han(u) es semisimple y su conjunto de caracteres es el producto de los caracteres

. . B .
de sus factores. Como d es par y viendo como son las relaciones de Y, de 2.6.2 tenemos que existe
un cociente natural

Y = Hyys (3.12)
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definido por t; = h,g; + g;,b1 = b1, andlogamente viendo las relaciones de YdBn tenemos un cociente
natural

Y2 > C[W,xCs), (3.13)

tal que t; — h, g; = g;,b1 = b1. Luego al especializar en u = 1 ambos cocientes natural nos dan la misma
funcién sobreyectiva
C[N7.] = C[W, xCs],

definida por & — & y t va a 1 o h dependiendo de que (det t) sea un cuadrado en Cy o
no, respectivamente. Esta asignacién la denotamos (det ¢)*. Luego si componemos con este mapa
obtenemos

Infl : Trr (W, x Cy) —» Irr(N 2 ). (3.14)

d,n

definida por

Infl(xx ) (t0) = b ((det )7) xa,u(0), (3.15)

donde ¥ queda determinada por el valor de 1(h) = £1. Si especializamos en u = 0 el cociente natural
nos da un mapa suryectivo

C[SF.]=C[Cy = W,] > C[W, x Cs], (3.16)
definido & — &; y t — (det t)*. Luego si componemos con este mapa obtenemos

Infl : rr(W, x C2) > Irr(S7,,), (3.17)
definida por

Infl(xx, ) (t0) = P ((det £)*)xau(0), (3.18)
donde ¥ queda determinada por ¢ (h) = £1.

3.5. Viendo que algunas algebras son split sobre C(u)

En esta secciéon vamos a ver que las algebras an, Yd‘f‘n, Yd‘?,; son split sobre C(u) y daremos una lista
completa de los caracteres irreducibles en los tipos A y B.

Probar que son split sobre C(u) va a implicar que los caracteres de estas dlgebras llegan a C[u] gracias
a 18, esto nos va a ayudar después para simplificar el calculo de los caracteres en algunos valores
especificos.

Lema 25. FEl dlgebra fﬁ;(u) es split.

Demostracion. Empecemos recordando que las representaciones de C[C’év an] = SP, estan
parametrizadas por el conjunto

Qﬁn = {A =A1: {1} > PxP,Ay: Cq\{£1} - P de tamano total n}

Dada una funcién A = (Ay,Az) € Qﬁn consideramos los pares (\;, ;) con A(v;) = A; y n; = |\|, donde
1 =1,2 se corresponden con +1 respectivamente. Para ¢ > 2 consideremos la representacién

A

dyn;

XMJM
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de Y} ~que proviene de inflar la representacion S;\L ®1; de C[Cy x S,;] via el mapa (3.8). Para i =1,2

consideremos la representacién xx, ., s, de Ydan que proviene de inflar la representacién x», ., ® s de
C[Cy x W,,] via el mapa 3.13.

Luego consideremos la C [uil] algebra
Yv("z) YB ® YB ® d RN

L4 . A ’ . . . B . ’ . B
Comlo las algebras Y., §stan incluidas en Y, tenemos que Y(,,) estd embebida en Y.y podemos
considerar la representacion

Yv(n ) d ,nq d ,ng d g
XA = X1 @ Xag i -1 ® Xxi
donde tensorizamos sobre C [uil]. Definimos x}\/B al caracter inducido

YEB Y,
Ys _ d,n (nj)
XA = IndY("-;) XA

Los caracteres inducidos XXB estdn definidos sobre C(u) ya que los S, X, lo estdn. Luego para ver
que XXB es split alcanzaria con ver que estas son todas las irreducibles.

Denotemos Ny = CJ' x W, , Np = C)* x Wy, y N; = Cj' xS, para i > 2. Luego si especializamos en

u =0 la representacién XXB

IndJl}[[Ni Inﬂ(X}\h#l,l) ® Inﬂ(X)\zuuz,—l) ® Inﬂ(XAmlh:)?
>2

obtenemos

donde las inflaciones son las ecuaciones 3.17 y 3.11. Esta representacion es la misma que xa de Sg n
por la construccién de 3.3. Por lo tanto al especializar en v = 0 las representaciones XXB obtenemos
todas las representaciones irreducibles de S¥, .

Tomamos K una extensién de Galois finita de C(u) tal que }/’;B; se vuelve split, luego al tomar la
especializacién en u = 0 obtenemos una biyeccion entre las representaciones irreducibles de KYdBn y las

de an. Como las especializaciones

sB
d(XXP) = X"

son todas las irreducibles de Sf », gracias a 3.3 entonces por esta biyeccién tenemos que las XXB JA\ € QdB "

son todas las irreducibles de an, que era lo que queriamos. O

Lema 26. FEl dlgebra an(u) es split.

Demostracion. Sea K 5> C(u) una extensién de Galois finita tal que Kan7 KY . sean split. Segin vimos
en 3.3 tenemos el siguiente diagrama donde las flechas son biyecciones:

Ir(KY,2,) Ir(KYP )

Irr(an)

1
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Ademaés por lo visto en el lema anterior tenemos que las XXB,A € Qﬁ », son un sistema completo de
irreducibles de KY 2 .

Consideremos una A € Qc]lgn, sean Aj, (1, Ag, [12, . . . A, las particiones que la componen y sean n; = |\

para i >2, ny = [A1 + g1, n2 = [Ag + pa|, con la suma de los tamafios igual a n.
Y A
Para i > 2 consideremos la representacion x,° 17} de Y;’,. que proviene de inflar la representacion xy, 4,
1 k2 ’ Ly 3
B

Y,
A . - - . sz dng B
de Hg,, via el cociente natural 3.5. Para i = 1,2 consideramos la representacion x, " , de Y7, que

proviene de inflar la representacion x, ., de Hf » Via el cociente natural 3.12.

Luego consideramos la C[u*'] 4lgebra

B B A
Y(,ni) = Yd,ﬂl ® Ydﬂlz ®2 Yd,nz"
i>

Como las algebras Yd‘flni estan incluidas en YdBni entonces Y('m) estd embebida en Y2, y podemos
considerar la representacion

B B A
Yv(’ni) _ Yd,'n.l Yd,ni

Yd
212
Xa " =X ® Xog 1 @ Xa
i>2
donde tensorizamos sobre C [uil]. Definimos (XXB )" al caracter irreducible

Y2 Y.
) = IndY:f’T.‘) XA
L ¢ Y5)" estén definidos sobre C los X7, X7 Io ests T 2.9
os caracteres (x,”)" estdn definidos sobre C(u) ya que los x, » X, lo estdn por [18, Teorema 2.9].

Luego para ver que an es split alcanzaria con ver que estas son todas las irreducibles.

Definamos

B B A -
Ny = Nd,nl,NQ = Nd,n2 y N; = Nd,ni para i > 2.

. .. ., Y,
Luego si especializamos en u = 1 la representacién (x,” )" obtenemos

Ind Y n, (X, yer,1) ® I (X g i0.-1) @ I (XA, )
1>2

donde las inflaciones son las ecuaciones 3.10,3.14 .

Ys

Recordemos que al especializar en u = 1 la representacion x,” obtenemos

Ind() v, Infl (X, ir,1) ® INA(X 0 00,-1) @ Infl(xx, 5, )
1>2

donde son las inflaciones son las de las ecuaciones 3.14 y 3.7. Como estas inflaciones son las mismas
entonces obtenemos que
Y, Y,
do, (x1”) = (ds,) (Xx")') -

Vimos en el lema anterior que las XXB

son un sistema completo de irreducibles de Y2 . como dy, ,dy,
.
. . . . . Y, .
son biyecciones entre las representaciones irreducibles entonces tenemos que las (x,”)" son un sistema

completo de irreducibles en an, que era lo que queriamos ver. O

Observacion 24. Haciendo el mismo argumento que en los dos lemas anteriores para tipo A obtenemos
que Y (u), Yd‘?n(u) son split. Usando la observacién 23 tenemos que las dlgebras Y’ (u), Yd‘?n(u)
también lo son.
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Capitulo 4

Valores de los caracteres en
elementos de longitud maxima

El objetivo de este capitulo es calcular los valores de los caracteres de Yy, en algunos elementos
particulares. El elemento fundamental A € B* nos determina un elemento T € Yy ,,, gracias al lema
4 obtenemos que TO2 es central en Yy ,. Luego por el lema de Schur sabemos que TO2 actia de forma
escalar en cualquier representacién irreducible, vamos a querer calcular el valor de este escalar para
cada representacién irreducible y también el valor del caracter en Tj.

Al especializar en ¢ ' obtendremos los valores de los caracteres irreducibles de H(G,U) en las
especializaciones de Tp, T, 02.

Sea W el grupo de Weyl de alguno de los tipos y sea wg = 4, Si, - .- Si, € W el elemento de longitud
maxima de W, luego definimos

k

To =8, &is - Sy € Yam,
00 =818y -+ &y, € N,
T =&\, - &in € Yan,
Wo = &iy&iy - - Siy, € Sdyn-

Usando las relaciones de trenzas de W y el teorema 7 se puede ver que Ty es independiente de la
eleccién de la expresién reducida de wg. Usando las relaciones de H(G,U) también podemos definir

T, = T51T52 s Tfk € H(G, U)'

Las deformaciones de 2.6 muestran que T va a parar a T,,,,00 con las especializaciones en V!
respectivamente.

Lema 27. El elemento T02 es central en Yg . Se sigue por especializacion que Tio es central en
H(G,U).

Demostracidon. Siguiendo el procedimiento de [5, § 4.1] definimos el monoide B* (lo llamamos igual que
el monoide de trenzas) generado por los &;,t; sujetos a las relaciones de Yy ,, pero sacando las relaciones
cuadréticas y las de la forma t? = 1. Luego se puede definir el dlgebra de monoide C[u*'][B*] de la
cual Yy, serd un cociente. Si tomamos

To=¢&,&, .. &, € Yo, € Clu*'][B"],
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es suficiente con demostrar que Tg es central en C[u*'][B*]. Siguiendo el argumento de 4 tenemos
que TO2 conmuta con los &;, y también tenemos tHTO2 = Toztwg(H), por 12 sabemos que w% =1, lo que

nos dice que T} es central. O
Observacién 25. Haciendo un razonamiento andlogo para Y, se puede probar que Téz es central.
Lema 28. Sim;; es impar entonces &,§; son conjugados en Yq .

Demostracion. De la relacién (Yy,5) tenemos que los &; son inversibles con inversa
&h=u (& - (1-u)e)hi(-1).
Luego tenemos (&&;...&)E (&€, .. .{i)’l = (&&...&)E (8. ..fj)’l = ¢;, entonces §;,& son

—_— Y Y Y

Mij mij mij mMij

conjugados. O

Observacion 26. Observemos que el mismo argumento es valido en el grupo de Weyl , por lo que
en el diagrama de Dynkin dos raices simples unidas con una arista simple son conjugadas (ya que
mi; = 3 en ese caso). Viendo los diagramas de 1.1.2 podemos afirmar que en los tipos A y D todas
las simetrias simples son conjugadas, mientras que en los tipos B, C hay dos clases de conjugacion, las
correspondientes a una transposicién s y al elemento ¢ = Diag(-1,1,...1).

4.1. Valor de los caracteres en Ty

En la seccion anterior vimos que el elemento TO2 es central, ahora para cada caracter irreducible Yy ,,
queremos hallar una férmula para el escalar con el que actia T 02 que dependa de los caracteres de Sg.p,,
los cuales ya calculamos en 3.3. Para hacer esto seguimos un argumento similar a [5, Teorema 9.2.2] y
[1, Teorema 4.3.4].

Observacién 27. Tomamos K una extensién de Galois finita de C(u) tal que KYg,, sea split. Sea
(V, ) una representacién de KYy . El idempotente e; es el proyector a un subespacio V; en el cual
actla trivialmente y hay una descomposicién en suma directa V = V; @ W, con W; = Ker e;. Llamemos
T; al endomorfismo que induce &;, el lema 12 nos dice que & conmuta con e;, por lo que T; preserva
esta descomposicién. Llamemos h;(-1) al endomorfismo que induce h;(-1), tenemos por el mismo
lema que h;(-1) cumple h;(-1)e; = e; por lo que actia trivialmente en V;. Sobre V; el endomorfismo
T; satisface la relacién
Ty, =u+ (1 -u)T;.

Y sobre W; satisface la relacién
Tilsy, = hi(=1)fy,,

pero como h;(-1)? = 1 tenemos

CZ_‘ZKL/V,L = uz’

Los posibles autovalores de T; son

1, —u, +\/u, +in/u
Busquemos una descomposicién anédloga para Yg .

Observacién 28. Sea (W, o) una representacion irreducible de Km, llamemos T; al endomorfismo
que induce &;, y llamamos h;(-1) al endomorfismo que induce h;(-1). Luego tenemos la relacién

T? = hy(-D)u+ (1 - u).

83



Como h;(~1)? = 1 los posibles autovalores de h;(~1) son +1, luego los posibles autovalores de T} son
1,1 — 2u y los posibles autovalores de T; son

+1,+V1 - 2u.

El siguiente teorema nos da, dependiendo de la representacién irreducible de Yy ., el escalar con el que
actua T62. Luego vamos a hacer lo mismo para Yy, pero para eso vamos a usar este teorema.

Teorema 60. Consideremos K de forma tal que Km es split, para x € Irr(Km) el elemento T62
actia por multiplicacion escalar por
U = (1 - 2u)%,

donde d2
gy =Y, xo(l) - Xo(tH/ai)/ 2x0(1)
a;

Y Xo es la especializacion de x en 0. La suma es sobre las raices simples en la descomposicion de wy
contadas con multiplicidad.

Demostracion. Sea (V,7) una representacion irreducible con caracter . Por la observacién previa los
posibles autovalores de T; son +1, +v1-2u. Sean ng,nq,n*,n” las multiplicidades de 1,-1,vi-2u,-v1-2u
respectivamente. Notemos que la multiplicidad de los autovalores +v1-2« es la multiplicidad de —1
como autovalor de h;(-1), luego tenemos

e D= X((1)
2 )
y al especializar en 0 tenemos
d
L e =xo(tf)
n +n = —.

2
Por otro lado tenemos

det T; =1"(-1)"VI-2u" (—V1-2u)",

por lo que )
(det Tj)* = (1-2u)" ™" .

Como T62 es central, el lema de Schur implica que actiia por multiplicacién escalar para algin y, € K.
Tomando determinantes tenemos

. ) B d/2
yiunV = det 7T(T0,2) _ Hdet ﬂ_(jwi)2 _ (1 —QU)Zl Xo(1) XO(tHai )/2

a;
Luego tomando rafces xo(1)-esimas tenemos que existe n una raiz xo(1) de la unidad tal que
yy =1 (1-2u).
Para ver que n =1 especializamos en u =0 y tenemos que HO(TO2) =Wy = 1 por 12. Luego se tiene
1 x0(1) = 0o (x(T3)) = x0(00(T3)) = x0(1)-
Por lo que n = 1. O

Corolario 7. Six € Irr(KYy.,,) sabemos por el teorema anterior que x(Ty%) = x(1)(1 - 2u)x, luego al
especializar en u =1 obtenemos

x1(08) = xa(0L(T5%)) = 01 (x(T5%)) = 01 ((1 = 2u)™x(1)) = (=1)x(1).
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Teorema 61. Sea K tal que KYy,, es split, para x € Irr(KYy ,,) el elemento T02 actia por multiplicacion

escalar por
Zy = ufx(_l)gx7

donde

_ ~ xo(ei&)
fe= ; ! xo(1)

Y gy es el definido en el teorema anterior. Sumamos sobre las raices simples que aparecen en la
descomposicion de wg contadas con multiplicidad .

1 Ix
En particular si especializamos enu = 1/q el elemento TUQ)O e H(G,U) actia por el escalar (5) (=1)%x.

Demostracion. Sea (V,7) una representacién con caracter x, por 27 los autovalores de T; son
1, —u, £\/u, +iv/u y sean mqg, my,m*,m”, m4, m; las respectivas multiplicidades. Luego tenemos

det m(T3) =1 (—u)™ (V)™ (—/u)™ (iv/u)™ (=iv/u)™
:(_1)m1+m;+m7ﬁ2m1+m§+m§+m++miim§+m;
x1(1) =mo+mi+m* +m” +m3 +m;. (4.1)
Se tiene entonces
det 71_(]})2 :u2m1+m§+m;+m++m7(_1)m§+m;
:uX1(1)+m1*m0(_1)m§+m5_ (4.2)
Sabemos por 12 que &; conmuta con e;, y que en Ker(e;) el operador &;e; es nulo, mientras que en
el rango de e; el operador ;e; actia de la misma forma que &; lo hace en el rango de e;, donde

sabemos que tiene autovalores 1, —u con multiplicidades mg, m;. Luego tenemos x(&;¢e;) = mo—-myu, y
al especializar en 1 obtenemos

x1(&iei) = mo —m. (4.3)

Definimos ' ¢ Irr(Km) como f}l_fmico tal que x} = x1 y llamamos yo es su especializacién en 0.
Consideremos el elemento &;e; € Yy, v S; el operador que induce en x’. Tenemos que en Ker e; este
operador es nulo y en el rango de e; cumple la relacion

SZ=uhi(-1)+1-u.

Usando el mismo argumento que antes vemos que h;(-1)e; = e; y la relacién nos queda Si2 =1
en el rango de e;, por lo que los posibles autovalores de S; son 0,+1. En particular tenemos
X' (&ei) = x1(&ei) = xo(&ei) y reemplazando en la ecuacién (4.3) obtenemos

Xo(&i€i) =mo —ma. (4.4)
Reemplazando esto en la ecuacién (4.2) obtenemos
det 7(T})? = UXO(l)*XO(Eiei)(_1)m;+m;. (4.5)

Como T, 02 es central, el lema de Schur implica que actia por multiplicacién escalar para algin z, € K
Tomando determinantes tenemos

ZiimV = det 7T(T02) - Hdetﬂ(Ti)Q - uZi(Xo(l)—Xo(fiei))(_1)21- mg+my
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Luego tomando rafces xo(1)-esimas tenemos que existe n € C tal que
x =1 ulx

Para hallar n especializamos en u = 1, tenemos que <;51(T02 )= O'g . Luego tenemos

1 x1(1) = 91 (x(T5)) = x1(¢1(T5)) = xa (o) = (-1)"x1 (1)
por el corolario 7. Por lo tanto n = (-1)9* y obtenemos el resultado. O

Observacién 29. Supongamos que Yy, (u), Yy, (u) son split (como en los tipos A, A’, B gracias a
3.5) v x € Irr(Yy.(u)). Entonces por la proposicién 18 tendremos que x(7;) € C[u*']. Esto implica
que ma3 =m5,m" =m~ por lo que se tiene

X (&) =mo —myiu = x(e&;).

Llamemos, por otro lado, no,nl,n n~ a las multiplicidades de +1,+v1 —2u como autovalores de &;
en Ya.n con la representacién x'. Como Yy, (u) es split se tiene (§Z) e C[u*'], lo cual implica que
n* =n". Luego se tiene X' (&) =ng—-n1 y

X' (&) =no—n1 = x0(&) = x1(&)-

Por lo tanto tenemos

mo = my = ¢1(mo - miu) = d1(x(&)) = x1(&) = x0(&)
lo cual nos permite cambiar el xo(&;e;) de la expresion de fy, por xo(&)-

Definicién 62. Las representaciones irreducibles de S(‘ifn las parametrizamos por los conjuntos Q;n,
siAe Qzl/m podemos definir X} a la representacién irreducible de S;/, » correspondiente a A. Mirando

el diagrama 3.4 podemos definir las representaciones irreducibles

/ 1
XA XA XA

de Ya,,Yan, Nan respectivamente tales que dg, (xh) = XX, do,(Xh) = XA, dg, (xa) = X4. También
llamamos fa,ga a las constantes de los teoremas (61), (60) asociadas a la representacién x4 .

4.2. Calculo de g,

Para calcular los valores de las representaciones irreducibles en T02 es necesario calcular gy, fo en cada
uno de los tipos, empecemos calculando g,. Para hacer estos calculos vamos a usar la descripcion de
las representaciones de Sy, dada en 3.3.

En lo que sigue dada una representacién XE)\ nos referiremos con ¢ € C a la tupla con la que construimos
X%, también vamos a denotar

N():=T = Stab 1) = HN

XK e Irr (Stab ), Xf(w) elr (N (v))

a las representaciones irreducible de Stab ¢ y N (v) que construfamos en 3.3 antes de inducir.
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Con esta notacién tenemos yp = Ind%(w) Xf(w). Notemos también que
Xa @) =xy(1) vy  [N:TxStab¢]=[W:Stab ¢]
por lo que
xa(1) = x4 (1) [V : Stab ¢]. (4.6)

Lema 29. En tipo A si A= (A1, Aa,... i) y M1, My son la cantidad de elementos en C’g,C’d\C’j en
entonces gx = M1 M.

4 d
Demostracion. Por 1.1.3 sabemos que los t}ij{j son tt;

, n
; Yy que ademas son como tOdOS estos
i+1 2 ?

elementos son conjugados en C} x S,, entonces

) (A1) -8 )
gA_(Q)( ’ 2)&?1) ) (4.7)

d d
Como t7t3 estd en T = C tenemos que al conjugarlo por un elemento de T' obtenemos el mismo
elemento, por lo tanto se tiene:

N s d d
> oxa Pt (4.8)

s€S,

Xaltily ) = ITNi\"1 "2 _n1!n2!-~-nk!

donde con ® nos referimos a la conjugacién por s.

(¥)

d d d d
Al conjugar t7t5 obtenemos un elemento de la forma ¢2¢ 7y al calcular el caracter ijv en este

elemento nos da Xk(l) si ambas o ninguna de las coordenadas i, j les corresponde un cuadrado y en
caso contrario nos da —X}/\’(l). Luego 4.8 nos queda:

Xa(1)

— (K1 - k2),
n1!n2! . nk'

04245y 2
xa(tft3) =

d d
donde K7, K5 son la cantidad de formas de conjugar ¢{t; y que ambas coordenadas les correspondan
elementos en C’g ,Cd\Cg o no. Como hay Mj, Ms coordenadas correspondientes a cuadrados y no
cuadrados respectivamente entonces

M M-
K1:2(( 21)+( 22))(7’1—2)', K2:2M1M2(n—2)!.
Por otro lado tenemos “
n! x; (1)
% :X%(l)»
nyngt.. . Nk
luego obtenemos
4 4 M M.
X(/)\(tftzz) _ ( 21) +( 22) - My M;

X3(1) (5) ’

()= (%) (%
notando que = +

2 2 2
resultado. O

) + MMy y reemplazando esto en la ecuacién (4.7) obtenemos el
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Observaciéon 30. Consideremos ahora el tipo A’ y veamos cuanto nos da g, para p un irreducible de
S£ ’n =T"%xS,,

donde 7" son los elementos de Cj de determinante 1. Supongamos que p es un factor irreducible de
(x})" (la restriccién de xQ) , en ese caso (x2)' tiene d/o(A) factores en su descomposicién gracias a
3. Luego se tiene

Xa(1) = () (1) =d p(1)/o(A). (4.9)

Por otro lado si conjugamos ¢, a2 t, ﬁ por un elemento del grupo obtenemos un elemento de la misma

forma y todos estos son conjugados en T' x'S,, por lo que tenemos

P = GO =S ) - e, (4.10)

=1 ( )
donde sumamos sobre los caracteres conjugados de p. Luego reemplazando estas ecuaciones en la

férmula de g, obtenemos que g, = ga = M1 M. Esto nos da el valor de g para el tipo A".

Lema 30. En tipo B si A= (A1,As,...\) y N1, Ny son la cantidad de elementos en C3,Cy\C3 en 1)
entonces gx = 2N1Ns.

Demostracion. Sabemos que td/2 = td/2 =1, luego X% (1) = XA(td/2 ). Ademas los t%; / - son td/Qtfﬁ,
todos estos son conjugados en T x W, y son n? —n por lo visto en 1.1.3. Luego nos queda
d d
0 0(1245
1) - t2ts
(’I’LQ—TL)XA( )~ xa(t9t3) (4.11)

2x} (1)

4.4
Como t{t3 estd en T = Cy entonces al conjugarlo por un elemento de T obtenemos el mismo elemento
y si lo conjugamos por un elemento de {+1}" c W,, invertimos los elementos de la tupla, por lo que

obtenemos t, 2t2 t t2 , luego se tiene

N da d
S etrts),

W) = g
P st bwues

donde se extiende Xf(w) como 0 fuera de N(v) y multiplicamos por 2" ya que conjugar por elementos

de {+1}" no modifica nada. Por otro lado tenemos

2™n!

0 Y

Al reemplazar estos valores en la ecuacién (4.11) obtenemos

n?-n 1 N [(5,4,4
g = 1- X (St2t2) .
2 n! XX(]‘) s€Sy, A L

Esto se calcula de la misma forma que antes, pero en este caso el resultado queda multiplicado por 2
porque estamos multiplicando por n? - n. O

Lema 31. En tipo D si p° € Irr(Sgn) es un factor de la restriccion de X3 € Irr(an) y S1,52 son la
cantidad de elementos de C3,C4\C3 en 1) entonces g, = 25,55.
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d
Demostracion. Sabemos que td/21 = th/12+H2 tl 5, mientras que td/Ql = tl tfﬂ y ademds hay n? —n
en la descomposicion del elemento maximal por lo visto en 1.1.3. Como todos estos elementos son

conjugados en O x W, entonces tenemos

P )
o ou0(1)

Supongamos primero que u° es la restriccién de X/O\, en este caso la igualdad se satisface facilmente por
el lema anterior. Supongamos ahora que p’ es uno de los factores irreducibles de x} y sea n el otro
factor.

Sabemos por 3.1.2 que los caracteres i, u° son conjugados por algin elemento t € {+1}", luego se tiene
n=(")"y
043,58 0V/(45, %8 0(4%,% 0VE(45 8 0015,5
Xa(t7t3) = (xa) (t783) = (7 t3) + (u)"(t7 85 ) = 200 (E783),
d d
ya que t actlia por conjugacién invirtiendo los elementos de las tuplas en Cj y deja a t{tJ fijo. Haciendo
un razonamiento andlogo tenemos

Xa (1) =2u°(1)
Reemplazando esto obtenemos

d d
XA (1) = xR (t£t3)

#:(n _n) 2X9\(1)

Aplicando el lema anterior obtenemos lo deseado.
O

Lema 32. En tipo C si A= (A1, Aa,...,\) y N1, Ny las cantidades de elementos de C5,Cy/C5 en 1)
entonces ga = 2N1Ng + No.

Demostracion. Tenemos td/2 = td/2 d/2 . Si 4> 1 se tiene que los ¢ /i son td/ztfﬁ y todos estos son
conjugados en C7 x W, luego nos queda
0 0(4343 0 0(43
(n? - n) xa(1) - xa(tit3) n xa(1) = xa(t ) (4.12)

2x3(1) 2x2(1)
El primero de los sumandos se calcula igual que en el lema 30 y nos da 2N; Ns.

d
Calculemos X} (¢2). Como este elemento estd en C} entonces al conjugarlo por un elemento de C
obtenemos lo mismo y también si lo conjugamos por un elemento de {+1}" ¢ W,,, por lo que se tiene

N(®) s
[Stab U] bq/)| ezsj Xy (Ot ) (4.13)

A (t]) = ¥ (1) -
donde extendemos XN(@ como 0 fuera de N(%)).

N(%)

d
Al conjugar tf obtenemos un elemento de la forma ¢ ;Y al calcular x, *"’ en este elemento nos da X}f(l)

si j estd en una coordenada correspondiente a un cuadrado y —Xk(l) en caso contrario. La cantidad
de formas de elegir una permutacién de modo que ocurra el primer caso es (n — 1)! Ny, mientras que
para el segundo caso es (n — 1)! Ny, luego tenemos

27X\ (1)

5t bwl( n - 1INy - Na). (4.14)

0 a
xa(t?) =
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Reemplazando esto en el segundo sumando de 4.12 y usando que

2"n! xK(l)

0
= 1

tenemos

xa(1) _X%(tlg) n—(N1=Nz) (Ni+No)—(Ny—-Ny)
2x% (1) - 2 - 2 -

Luego llegamos a la igualdad del enunciado. O

No. (4.15)

4.3. Calculo de fy

Ahora queremos calcular fj en cada uno de los tipos, para eso nuevamente usamos lo visto en 3.3.
Empecemos definiendo kp para cualquiera de los tipos dado por

k=Y xa(ei&i)

oo
donde sumamos sobre todas las raices simples en wy contadas con multiplicidad. Notemos que
fa =1(wo) -k,

por lo que hallar f, es equivalente a hallar ky ya que conocemos el valor de I(wg) por 1.1.3.
Introducimos la siguiente definicién

Definicién 63. Si A = (A, A2,... ;) es una particién definimos

k >\'i
"N =2 ( 2 )
i=1
Si A: X - P, donde P, el conjunto de las particiones de tamano n y X es un conjunto finito definimos

n(A) = > n(A(z)).

zreX

El siguiente lema nos da el valor de kj en tipo A.

Lema 33. SiAeP, y Sf; eIrr(S,,) el caracter que le corresponde, tenemos por |9, Ejercicio 4.1.6] que

BEG-(5)-2)

donde a; y b; son la cantidad de entradas hacia abajo y hacia la derecha de la i-ésima casilla de la
diagonal en el diagrama de Young. Contemos esto de otra forma, si escribimos el numero j —i en la
casilla (i,7) notamos que esta expresion nos da igual que sumar los nimeros de todas las entradas y
eso nos da n(\') —n(N), luego tenemos

(2) (1 : :A&;) = () + e =m0 (4.17)
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Por otro lado si A € Q;?,n sabemos por [1, Teorema 4.3.14] que

MAAE
kA_(Z)XgA\(l)_n(A) (M), (4.18)

donde s es una transposicion simple. En particular si tenemos d = 2 y A = (\,u) entonces x(,)\ nos
queda la representacion X, de Wy, por lo que tenemos

n XA,M(S) _ " _n
(2)%’“(1) — n(A) = n(A). (4.19)

Ahora damos un argumento que nos ayuda a calcular X?\ en un elemento del grupo de Weyl W c Sq.,,
en cualquiera de los tipos. Sea 0 € W c Sq,,, escribamos Em € T x W para referirnos a un elemento
genérico g € Sq . Luego al inducir tenemos

1 > i), (4.20)

0
Xa(0) = oo
|T x Stab w|geT><Stab P

donde XN es extendida a 0 fuera de T x Stab ¢ y
Io=gog™ =£("0)e =0 ("),
como "o € W entonces U7 (€Y € T. Cuando "o € Stab ¢ tenemos
YETDEN)) =) (ET) = (e = 1.

XK(’TJ) st "o € Stab 1,

y 4.20 nos queda
0 en otro caso.

Luego tenemos XNW) {

> X4 (o) = Indiy, ¥ X4 (0)- (4.21)

1
0 = —
)= (St o] 2

Observacién 31. Sea p € Irr(Yd‘?,;) y llamemos p° al caracter correspondiente en Irr(SQ;L), sabemos
que existe ya € Irr(Yd‘?n) tal que p es un factor irreducible de la restriccion de x,. Luego ,uo es un
factor de la restriccién de 3. Se tiene que

Xa(1) = (6R)'(1) = —=u°(1),

(A)

ya que u tiene d/o(A) ConJugados de igual grado por 3. Ademas los conjugados de s (una transposicion)
en Sd » son de la forma s; it 1t.7, v todos estos son conjugados en Sd n, Dor lo que obtenemos

KR = O (9) = D0 (5) = 555,

Reemplazando esto en la expresién de k,, tenemos que k, = kx. Con esto tenemos la expresiéon de f
para los tipos A, A.

Lema 34. Si A = (A1, A0, A3,...\;) € QdBn, con Ay = (A1, 1) y As = (A2, ) entonces tenemos

Qs
(nQ—n);((j):El;:Qn(A') 2n(A1) +2n(A%) - 2n(Az) + n(Ay) —n(A3) +... +n(AL) —n(Ap).
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Demostracion. Definamos como en 3.3 los N; y llamemos n; a los tamanos de los bloques. Usando la
férmula 4.21 tenemos que

> XA (7s).

1
0 _
)= Stab gl 2

Como s es una transposicion entonces al conjugarla obtenemos una transposicién o una transposicién
con dos —1. Luego esto ultimo nos queda

X?\(S) = m(XAl(S)XA2(1)I>—[2X)\z(1)Cl + XA1(1)XA2(8) >I—[2X)\i(1)02+
_ZZXAl(l)XAQ(l)X)\j(S)_ IT . (1)C)),
7>

1>2,1%]

(4.22)

donde C; = |{m e W,,: s esta en el bloque j}|.

Calculemos Cj para j > 2 donde el bloque j es S,,;. Sea g = to,t € {+1}",0 € S,, tal que gsg~ ! pertenece
al bloque j. Tenemos que gsg~ ' = toso't, la cantidad de o tales que oso™*

- (T;j)2(n— 2)1.

luego para que toso 't sea una transposicién con dos 1 tenemos que ¢ tiene que tener el mismo signo
en las posiciones correspondientes a esa transposicién, por lo que hay 2”71 posibles t. Luego

nos queda en el bloque j

c, - (T;j)Z”(n—Z)!

Ahora calculemos Cj, i = 1,2 donde el bloque es W,,,, en este caso tenemos que toso 't e W, siy solo
si 0so~! es una transposicién de este bloque, por lo que tenemos

C; = (?)2”“(71-2)!.

Luego reemplazando estos valores de C; y usando 4.6 tenemos

2 X(I)\(s) _ n(n_l) N1\ yn+1 _ XA1(S) n2),n+1 _ X/\z(s) " i \on - XAj(S)
0@ " e ((2)2 O CY i Lo AN G 2)’XA,.<1))’

lo cual nos queda lo que queremos gracias al lema 33.
O

Lema 35. Si A= (A1,A2,A3,... X)), con Ay = (A1, 1) y Aa = (Ao, o) entonces tenemos
n XA O L) = (Ml = [ l) + (Rof = [paal)
donde t € {+1}" es el elemento que en su diagonal tiene una entrada igual a —1 y las restantes con 1.

Demostracion. Empecemos calculando

m Xxu (t)/XA,u(l)

para particiones genéricas A, p con ki = |A|, k2 = |u|, m = k; + ko. Sea g = ow € Sy, x {1}, luego
gtg_1 = ontr o7t = oto!, por lo que cualquier conjugado de t consiste en permutar la coordenada
donde hay un -1 y solo depende por que elemento de S,, conjugamos. Tenemos al inducir:

- N(: 1 N N
Xou(t) = Ind 7 ) XM(:/))(t) = m(xk,ﬁw(h)(h + XA,fLw)(tz)Cz)»
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donde t;,t2 denota cuando el conjugado de t tiene coordenada -1 en el primer o segundo bloque
respectivamente y C7,C5 son la cantidad de veces que cada una de estas posibilidades ocurre.
Calculemos C; para i = 1,2, como el elemento 7 € {+1}™ no influye en que caiga en el bloque i entonces
tenemos 2™ posibilidades para este elemento, por otro lado la permutacién o tiene que mover el —1
a las k; posiciones del bloque %, por lo que la cantidad de formas de hacer esto es (m — 1)!k;, luego
tenemos

C; =2"(m -1 k;.

Por otro lado como ¢; tiene el —1 en el primer bloque se tiene
N
X)w(:p)(tl) = X/\(I)Xu(l)v

y como t5 tiene un —1 en el segundo bloque

N
XA,fLw)(b) =—xx2(1)x,.(1).
También tenemos

(1) = Indm (1) = J@xﬁ?(l) = J@m(l)xﬂ(l)-

Juntando todo nos queda

t
moxou(t) Ey - ko, (4.23)
X)\,M(l)

Usando la férmula de 4.21 tenemos que

W
XA () = Indgely, o, X4 (1),

por lo que

X?\(t) = XA (t)XAz(l)HX)\L(l)Dl +XA1(1)XA2 (t)HXAL(l)D2) ) (424)

1
|Stab w| ( i>2 i>2

donde D1 y D5 es la cantidad de formas de conjugar ¢t y que el —1 quede en el primer o segundo bloque
respectivamente, ya que sabemos que no puede quedar en alguno de los restantes bloques por contener
un -1. Luego usando la ecuacién (4.6) nos queda

() n (xAl(t) DL Xas(t) DQ). (4.25)

@) " 2ol \xa, (D) xal (1)

Tenemos que D; es la cantidad de formas de conjugar ¢ y que quede en las primeras n; posiciones, al
igual que antes esto es (n—1)! n;2", luego (4.25) nos queda:

) () xa(®)
xa@) oM xa )

que por la ecuacién (4.23) nos queda

([Aa] = fpa]) + (P2l = |p2l), (4.26)

que era lo que queriamos. O
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Corolario 8. Juntando los ultimos dos lemas tenemos la formula
ka =2n(A7) - 2n(A1) +2n(A3) - 2n(Az) +1(A5) =n(As) +.. . +n(AL) —n(Ak) + (JAx] = [pa]) + ([A2] = |ps2)).-
Demostracion. Sabemos por los lemas 25, 26 que an(u),mB(u) son split, entonces por la

observacién 29 tenemos
ka = Y xa(&)/xa(1).
a;

Usando lo visto en 1.1.3 tenemos que en la descomposicién de wy se tienen n* — n conjugados de s y
n conjugados de t, por lo que

ka = (n® =n)xi () /X (1) +ax () /xR (1),
lo cual nos da lo que queremos gracias a los dos lemas previos. O

Ahora hallemos el valor de k,, en tipo D para p € Irr(an) tal que u” es un factor de x4 € Irr(Sgn). En
tipo D sabemos gracias a la observacion 26 que todas las simetrias simples son conjugadas y también
los elementos s;e;, por 1.1.3 tenemos I(wg) = n? —n, por lo que se tiene

(2 -n 10 (sieq)
k= ( ) IR

Si  es la restriccién de X} se que k, esigual a
0
Si€;
(Tl2 _n)XA[S - l)a
xXa(1)
que nos da la expresién de 34 usando la observacién 29. Supongamos ahora que X% tiene otro factor
irreducible, el cual llamamos 7. Gracias a 3.1.2 sabemos que 7 = (/VLO)t7 o sea [ se obtiene al conjugar
7n por el elemento ¢ = Diag(-1,1,...,1). Luego se tiene
Xa(sies) = n(sies) + p°(siei) = p° (sieq) + (1°)! (sies) = 1% (sie3) + p° (tsieit),
como los elementos ts;e;t y s;e; son conjugados en S(fn se deduce que
0
XA (8564
MO(Siei) = 7/\(21 l)-

Haciendo un razonamiento andlogo se tiene

~xa(1)
(1) = 25

Por lo que se obtiene
1O (siei) _ Xa(siei)
nO(1) xx(@)
y en este caso también nos queda la expresion del lema 34 usando la observacién 29. En conclusion

obtenemos que si p° es un factor irreducible de la restriccién de x{ € Irr(Sf ) entonces la expresion
de k, es la misma que la del lema 34.

Lema 36. En tipo C tenemos que si A = (A1, As,...\;) entonces

ka =2n(A]) = 2n(A1) +2n(AY) = 2n(As) + ... +n(Ay) = n(Ak) + | A1] = |pa] -
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Demostracion. En este caso tenemos
L L5
Sie1=by p Yt Gei=s; gztitﬂ.la
J J

con by € W, el elemento que tiene exactamente un —1 en la diagonal. Se ve facilmente que los tultimos
son conjugados en C7 x W,,. Usando la definicién de kp y 1.1.3 tenemos

b= (22 =) (st 2 TAE)AAW) #n &b S EHAA), (427)

Como an y }ZB;L son split sobre C(u) entonces el primero de los sumandos es igual a

2_, XA (51)

el cual calculamos en el lema 34 y nos da
2n(A}) - 2n(A1) +2n(A)) = 2n(A2) +...n(AL) - n( ).

Calculemos el segundo sumando de 4.27 siguiendo un argumento parecido al de 4.21. Tenemos que

1
> Xj\v(w) (“b1e1).

0
xa(brer) = —————
A |3 = Stab ¥| gecim,

Sig=&meT xW, =CJ xW,, Usando el mismo argumento que antes tenemos
1 ; 1 T _ T,
ferb= (5 >t bi) =5 YT (TE b)
J J
1 T _ : T
:g zj:g( tlbl)(€ 1)(t;(1) bl)v

(¥)

N .
y al evaluar x, '’ en este elemento nos da 0 a menos que "b; € Stab 1), si ese es el caso tenemos

WO b = 5 TREEDE, ) "h)

J

=2 SO IENE L)) )
J

= 2 DOV E Ut K5 B
J

= 2 D UOUE Nty ()
J

1 N

:g(ziﬁ(tw(l)) )X ("h1).

J
Luego obtenemos la ecuaciéon

Xa(brer) = >y Y (Cbren). (4.28)

1
|Stab w| ‘n'EWn,
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Notemos que al conjugar e;b; por un t € {£1}" € W, nos queda (telt_l)(tblt_l) = e1by, ya que
teit™ = e porque {£1} actia por conjugacién invirtiendo los exponentes, luego la conjugacién por
elementos de {+1}" c W, es trivial.

Si s €S, entonces se;bys ! = (8618_1)(Sb1 s‘l) = exby, para algiin k, donde llamamos by, al elemento en

1 ,
{£1}" que tiene un -1 en el lugar k y 1 en los restantes lugares, y ey = p Zt;€ Estos son los conjugados

J
de elbl.

Luego siguiendo el mismo argumento que en lema 34 tenemos

Xa(eibr) = xa; (br)¥r(e)xa, (D] Dea, (D D1+ xa, (1)XA2(bz)%(e)HXAi(l)Dz) ; (4.29)

1
|Stab 1/]‘ ( i>2 i>2

con D;,i =1,2 es la cantidad de formas de conjugar b; y que el —1 quede en el bloque ¢ ya que no
puede quedar en los otros bloques porque "b; tiene un —1. Con e nos referimos a algin idempotente
del bloque. Notemos que como 1 es trivial entonces 11 (e) = 1, mientras que 15 = sgn, por lo que

1 o1 ,
Ua(e) =sen( Y H) = 2 3t =0,
J J

donde t4 una rafz primitiva d-esima. Luego la ecuacién nos queda:

1
0
b1) = —— b 1 (1) D;. 4.30
Xa(€e1b1) Stab 9] XA, (b1) xa, (1) g xx, (1) Dy (4.30)
D1 y xa, (b1) se calculan de la misma forma que en lema 35 y nos quedan:

XA, (01) (A1l = [l

Dl = (n— 1)' nq 2”, (431)
X, (1) n
donde ny = |A\| + |u1|- Ademé&s sabemos
2"n! ) 0
—xA(1) = 1). 4.32
Stab g A1) =xall) (4.32)
Luego si reemplazamos las ecuaciones 4.32 y 4.31 en la ecuacién (4.30) obtenemos
0
nx(e1b1) |
—o = Ml =l
Xa(1)
y nos queda la igualdad del enunciado. O

Corolario 9. Teniamos que TO2 actua por multiplicacion escalar en xn por el elemento
25 = ul(wo)—k/\(_l)g/\_

Ya calculamos los valores de kp,ga,l(wo) en 4.8,4.2,1.1.3 respectivamente. Luego reemplazando estos
valores en cada uno de los tipos hallamos zx en cada caso.

Ejemplo 4. Demos un ejemplo para tipo B. Supongamos que d = 4, n = 26 y la representacién xx
estd construida con A = (A1, As, A3, A\q) con

A= ((27 1)7 (3a2))aA2 = ((37 1)7 (472))a)‘3 = (27 1))\4 = (3a2)7
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Tenemos que n(A1) = 6,n(A]) =5,n(A2) = 11,n(A5) = 7,n(N3) = 2,n(N\}) = 2,n(A\1) = 4,n(\)) = 3.
Por lo que se tiene que usando la férmula 34 que ky = 7. Por lo tanto tenemos fa = n? — kp = 26% - 7.
Por otro lado tenemos que los bloques correspondientes a A1, Ao tienen a los elementos de 1 que son
cuadrados en Cy. Por lo tanto usando la férmula 30 tenemos que gy = 2- 18- 8 = 288. Demos algunos
ejemplos mas con d =4

A o | ga
((1,1),(2)),((2),(1)),(2,1),(1,1) | 143 | 70
((3,1),(2)),((2,1),(1)),(2,1),(1,1) | 224 | 100
((1,1),(2)),((2),(1,1)),(2,2),(2) | 195 | 96

4.4. Valor de los caracteres en 7j

El objetivo de esta seccién es hallar los valores de los caracteres xa en el elemento 7. Vimos en la
seccién anterior el escalar por el que actia T02 , usando esto el calculo del caracter xa en Ty se va a
reducir a calcular el valor del caracter X?\ en Wy, el elemento de longitud maxima en Sy .

Tomemos K una extensién de Galois finita de C(u) tal que KYg ,,, Km sean split. Llamemos ¢1, ¢4 a
las especializaciones en 1,1/q definidas en la clausura integral de C[uil] que determinan las biyecciones
do,,dg, del diagrama 3.4.

Anélogqamente llamemos 61,6y a las especializaciones en 1 y 0 que determinan las biyecciones dy,, dg,
del mismo diagrama. Fijemos v, w € K tales que v? = u, w? = 1-2u, K se puede elegir lo suficientemente
grande de modo que existan v, w, notemos también que v, w pertenecen a la clausura integral de C[uﬂ].
Luego usando el lema 8 podemos normalizar las especializaciones de forma tal que

¢q(v) = \/37 d)l(v) = ]-a 01('(1)) = _i, QO(UJ) =1.

De ahora en adelante las especializaciones son elegidas de esta forma.

Lema 37. Sea xa € Irr(KYy,), y llamemos también x% al caracter que se obtiene al especializar en
u=1/q. Se tiene

xa(To) = x4 (00)0" = X4 (T, o' /g™,

donde v es el de arriba. En particular x5 (Tp) =0 si y solo si x5 (00) =0 si y solo si x4 (Twy) =0 .

Demostracion. Sean 01,09, ...04 los autovalores de Ty con la multiplicidad en el caracteristico, luego
tenemos que of,ag . ..oﬁ son los autovalores de TO2 con la multiplicidad en el caracteristico, por el
teorema 61 se tiene

0]2, = ufr(=1)98 = (0/2i98)2 =4 para todo j, a = v/ri%.

Por lo que para cada i existe 7; = +1 tal que o; = 7;a. Por lo que tenemos x(Tp) = (D 7;)a. Tomando
i

la especializacién ¢, obtenemos

xa(00) = ¢1(xa(Tp)) = (2mi)i(a) = (o m)i™.
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Luego obtenemos la primera igualdad. Si tomamos la especializacién ¢, obtenemos
XA (Tw,) = ¢g(X(To)) = (3on:)dq(a) = (Zm)igA\/?ffA,
K3 7

por lo que obtenemos la segunda igualdad. O
Lema 38. Sea x € Irr(KYy,,), luego se tiene

Xa(Tg) = Xa(@o) w = xp (00)w i
con el w de arriba. En particular son equivalentes '\ (T4) = 0, X2 (@) = 0, x4 (00) =0, xa(To) = 0.

Demostracion. Sean v1,72,...7 los autovalores de Tp, luego tenemos que 'yf,'yg,...'yﬁ son los
autovalores de Téz y por el teorema 60 se tiene

72 = (1-2u)% = (w9)? =b*> para todo i, b=w9*.
Por lo que para cada i existe x; = 1 tal que v; = ;b. Luego x)(T3) = (D k;)b. Tomando la

especializacion 6y obtenemos
XA (@) = 0o (xx (T3)) = (3oki)00(b) = Y ki,
i i
por lo que obtenemos la primera igualdad. Si tomamos la especializacién #; obtenemos

xXa(00) = 01 (XA (T3)) = (k)1 (b) = (k) (=1)*,

de donde obtenemos la segunda igualdad. O

Notemos que si logramos calcular x4} (wg) obtendremos los restantes valores. Calculemos x (o) en
cada uno de los tipos.

Tipo A
n
En este caso el elemento maximal es producto de |ﬁJ transposiciones disjuntas. Sea A = (A1, A2, ... Ax),

queremos calcular X?\ en un elemento que es producto de {2J transposiciones disjuntas. Separemos en

Casos:

a. n par: Como Wy € S,, podemos usar el mismo argumento que en el lema 34 para afirmar que
e Sn
X (W) = Indgt,yp, 4 Xk(wo)- (4.33)

Para que este valor sea no nulo tendria que pasar que algin conjugado de wy este en Stab i, pero
cualquier conjugado de wqg es producto de n/2 transposiciones disjuntas. Luego los tamanos de
todos los bloques tienen que ser pares, o sea que si no todos los n; son pares entonces X?\(% ) =0.
Supongamos ahora que los tamanos de todos los bloques son pares. Cada vez que un conjugado
de wy pertenece a Stab 1 nos queda en el bloque j un producto de n,;/2 transposiciones, por lo

que XK vale lo mismo en todos los conjugados de wy. Luego 4.33 nos queda:

0 /o C

X (Wo) ol X (01)x0.(02) - - X (k) (4.34)

n1!n2! e
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donde C' es la cantidad de formas de conjugar wgy y que pertenezca a Stab 1, y los o; son
productos de n;/2 transposiciones.

Calculemos C'. Ordenemos las transposiciones que aparecen en wy de la forma 71,72,...72. C
serd la cantidad de formas de permutar los elementos {1,2,...n} de modo que dos nimeros de la
misma transposiciéon vayan al mismo bloque. Podemos elegir primero que transposiciones ubicar
en cada bloque, en el bloque j tiene que haber n;/2 transposiciones, y son n/2 transposiciones,
luego la cantidad de formas de hacer esto es

NI

L Ney”

ni|nz
2°2

Una vez que decidimos que transposiciones ubicar en cada bloque tenemos que elegir el orden en
que los permutamos en cada bloque, luego tenemos

Fhnilng!. . ng!

C=amy (4.35)

aln2l, ., Bl

Reemplazando esto en 4.34 obtenemos:

ny

0 (Y _ 2
xa(Wo) = m%\l(ffl)xxz(@) = X (o). (4.36)

2 2 2
. n impar:

En este caso Wy es producto de (n —1)/2 transposiciones, al igual que antes tenemos la férmula
4.33. Para que el caracter en w; sea no nulo algin conjugado de wy tiene que estar en Stab ),
como todos los conjugados de wg son producto de (n—1)/2 transposiciones, entonces x (g) = 0
salvo que los tamanos de todos los bloques sean pares, salvo por uno. Ahora supongamos que
estamos en ese caso.

Supongamos que \j es el bloque de tamano impar, luego tenemos

Cl
pReY (01)xx:(02) ... Xx, (ok), (4.37)

@) =
ninat...

donde C” es la cantidad de formas de conjugar wy para que caiga en Stab ), y los o; son producto
de lng transposiciones.

El elemento C’ se calcula de la misma forma que en el otro caso y nos queda

n
XA(@0) = Sy
T

ety O (0102 (02) - X (o) (4.38)
—1y

Observacién 32. Supongamos que n es impar y ,uo un caracter irreducible de SQ;L tal que es un

factor de la restriccién X} e Irr(S;Zn). Hallemos el valor de ;°(@g). Empecemos notando que si
t = (t1,ta,...ty) € C} entonces

tWot ™! = Wotwet " = Wo (1] tnty tn1,- ooy 1,ee ottt h).

Notemos que si cambiamos solamente la coordenada central de ¢ el elemento twgt™* no cambia, usando

eso podemos ver que todos los elementos twgt !, t € C}} son conjugados en S;;‘:n. Por lo tanto todos los
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’
conjugados de Wy en S;?n son conjugados en an.

Supongamos que p° es un factor de la restriccién de X}, entonces se tiene

O (wp) = d/f)( 0)0 (@g) = — 0 (p)
Xal\Wo) = & H wWo _o(A) wo ),

donde sumamos sobre los conjugados de u°, por lo que obtenemos

o(A)
d

u (wg) = XA (@)

’
Luego si n es impar los valores de los caracteres de an en el elemento maximal se calculan con los de
Sg‘)n, los cual ya hicimos.

Tipos By C
En este caso wg = —1d € W,,, y ademas los conjugados de —Id en W, son —1Id. Luego la férmula 4.33
nos da 0 salvo que —Id pertenezca a Stab ¢ = W,,, x W, x -+ xS, , para que esto ocurra tiene que

pasar que no haya bloques dependientes de una sola particién, por lo que A tiene que ser de la forma

A= (Ay,Az) = (A1, ), (N2 pi2))-

En consecuencia si A no es de esta forma se tiene X(/)\(%) =0, supongamos ahora A = (A1, As).

Si ni = |>\1| + |,U,1‘7 Nog = |>\2| + |,U,2‘ se tiene
Wy
X?\(—Id) = Indwnlan2 XA1,p1 X Xz (—1d),

usando la férmula para x»,, de 3.2 y que la induccién conmuta con la induccién obtenemos

XA (-1d) = Indg’f/vk‘ SM @ (S" ®@sgn) ® S*? ® (2 @ sgn) (- 1d),

donde el producto es sobre W)y |, W, para i = 1,2. Como todos los conjugados de —1d son —Id entonces
esto nos queda:

|
X (@) = - $*(~1d) (" ® sgn) (~1d) $**(~1d) (5" @ sgn) (~1d) =
[Axf! ]! [A2f! [reo!
n! A il ]
SM(1)SHH(1)(-1)MHIS 2 (1)SH2 (1) (-1)'=2l. (4.39)
[Ax! ]! A2]! |re!
Tipo D
En este caso tenemos que Wy es —1Id si n es par, y Wo = Diag(1,-1,-1,...—1) si n es impar.

Sea u° € Irr Sgn un factor irreducible de la restriccién de x} e Irr an con A = (A1,Aq,... M) ¥
A; = (Niy i) para i = 1,2, Si p° es la restriccién de x se tiene que p°(wg) = X% (Ws). Supongamos
ahora que X?x tiene otro factor irreducible en su restriccion, el cual llamamos 7. Gracias a 3.1.2 sabemos
que n = (u°)?, con t = Diag(-1,1,...,1).

Luego se tiene
X (@5) = n(@g) + p°(W@g) = p°(@5) + (1°)"(@5) = 1 (W5) + p° (W),
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ya que Wg € {+1}" y sabemos que twot ™t = Wy, por lo que se deduce

0 —_—
u’(ws) = L(Qw())-
Luego tenemos
X4 (@o)
2 )
dependiendo de (A1, X2) = (11, 12) 0 no, por lo que es eqivalente a calcular 3 ().

p’(wg) =X} (@) o p’(Wg) =

En el caso de que n sea par esto ya lo tenemos calculado. Ahora hay que calcular X?\(b) en el caso en
que n es impar, donde llamamos b = Diag(1,-1,...,-1).

Como b e W,, tenemos al igual que antes
XA(b) = Indgeny X4 (b). (4.40)

Los conjugados de b son los elementos diagonales con exactamente un 1 en ella. Luego tenemos que
X%(b) = 0 salvo que no haya bloques que dependan de una sola particién, o que haya un unico
correspondiente a una particién y que este tenga tamano 1. Supongamos que nos encontramos en
el primero de estos casos. Se tiene

o (b) = Indvnv%kv SM @ (S" ®sgn) ® $M ® (SH2 @ sgn)(b) =
$M(1)S*2(1)8 (1)SH2(1)
[Axtpa ]! Az]! !
Cy(~1)l(=1)lezl 4 oy (~1) Il (—1)lmal=1y, (4.41)

(Cy (=)l (—1)mel 4 Oy (=1) k=t (1) el

donde C; es la cantidad de formas de conjugar a b por un elemento de S,, y que el 1 quede en los
bloques W,,, y los multiplicamos por el valor de XK en estos elementos. El producto es sobre W)y |, W,
para i = 1,2. Notemos que {+1}" actia trivialmente por conjugacién en b por lo que no aparece en la
expresion.

Los valores de Cj, i=1,2,3,4 son
(n=1)! Pl (= 1)l (= D)ol (1 = 1! o]
respectivamente, por lo que x4 (b) nos queda:
(n—1)! SM(1)S*2(1)SH1(1)SH2(1)
IAx[! [t A2]! 2!
af (=Dl (=) 2l | (~1)erl(=1) el (4.42)

(] (_1)Iml(_1)\uzl + |l (_1)\u1|—1(_1)\uz|+

Ahora pasemos al caso donde hay una particién de tamano 1. En este caso al conjugar b el 1 tiene que
quedar en la posicién correspondiente a esta particién, luego esta situacién es equivalente a tener —Id
y n—1 par, lo cual ya hicimos.

Corolario 10. Gracias al cdlculo que hicimos de XIO\(%) en cada tipo obtenemos todas las expresiones
que aparecen en los lemas 37,38. En particular obtenemos

fa
X3 (00) = XOA(@TJ)(—Z')“\/E :

Como ya calculamos gA,fA,X?\(@B) en cada tipo entonces se calcula fdacilmente este valor.
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4.5. Aplicacion para la descomposicion LU

Supongamos que G es el grupo de Chevalley construido en alguno de los tipos, si R es el sistema de raices
construfamos el unipotente maximal como U = E(R"), el cual a partir de ahora llamamos U*. Como
las raices negativas R~ forman un subconjunto cerrado entonces definen un subgrupo E(R™), el cual
llamamos U™, notemos ademds que si 1" es el toro entonces hay un mapa inyectivo U™ x T x U~ - G.
El elemento wy cumple que wo(R*) = R, luego usando la relacién 1 se tiene que wg Utwy = U~.
Decimos que una matriz en G tiene descomposicién LU si se puede escribir como el producto entre
una matriz de U~ y una de UT. Como U™ nTU™ = {1} se tiene que en caso de existir la descomposicién
es Unica.

El objetivo de esta seccién es calcular cuantas matrices conjugadas a una matriz dada A € G (conjugadas
en el grupo G) tienen descomposicién LU. Los argumentos aqui desarrollados se pueden encontrar en

[4]-

Supongamos ahora que tenemos subgrupos H < G y V c G es un sistema completo de representantes
de coclases dobles de H en G. Si ke Zyg,x € Gy

v = (v, wr,. .. v, wg) €V
Para h € H definimos
Np(z,v) = {(a,al, yap) € Gxv Hw H x - x vy Hwp H : axa™ = ha1~~~ak},
y abreviamos N (z,v) = NM1(z,v). También definimos
N(z,v) =|N(z,v)|.
Proposicion 64. Se tiene que

H 2
|Hvi H|...|HvpH|

N(I,V) = tr (:17 ¢v1 * ¢w1 ook ¢7)k * ¢wk) .

Demostracion. Para h € H se tiene una biyecciéon
N(z,v) & Np(z,v) (a,a1,...a) < (ha,al, .. .ak_l,akhfl) ,

por lo que N(z,v) = [Ny (x,v)| y obtenemos

1
N(z,v) = TH] h;{ Wi (2, )|

Por otro lado se tiene

3 (L #6 Yoy it *G  *G Logmrwe i) (aza™)

aeG

= Z Z ]lH(h) (llele G *x@ ]lkawkH)(h_laxa_l)
aeG heH

= Z z (]llele G rG ]l'UkHwkH) (h_laxa’_l) = Z |Nh($,V)| .
heH aeG heH

Por lo que tenemos

1 _
N(fE,V) = ﬁ Z (]]‘H el ]]"UlH’LU1H *G o *@ ]]-vk.HwkH(axa 1)~ (443)
aeG
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Luego si definimos

ov=1g*g Ly, Huw g *¢* *G Lo, Huwe H»

y el lema 23 aplicado a 4.43 nos dice que
N(z,v) =tr(zoy). (4.44)

Para calcular o, usamos el siguiente lema que puede consultarse en [4, Lema 4.2.5].

Lema 39. Para v,vi,w1 €V se tiene

|2
Hnv 'Hyl|= |H )
(o) |[H o™ Hol |HvH|
\H|®
b) 1 T,y =1, 1y=—"—Tgun.
() H *G H H*GLlH |H’UH|HH

(c) 1y *G Ly, Hun it = Ve, *¢ LHw, H-
(d) 1o, mHw v *c 1 = |H| Ly, HuyH-

Gracias a este lema se tiene que

Hu H
1y *¢ Loy guw g = Lav, *6¢ Law, B = ||1_1_T2|]]-Hv1 *q 1y *g Lu, g
= Wlfml *qg g *c 1g *g Ly, g = mh{vl]{ *q LHw H
2
H|
= , 4.45
|H’01H| ¢U1 * ¢w1 ( )
1 1
donde estamos usando la relacién entre los productos *, *g vista en 2.2 y que 1y = %
Gracias al punto (d) de 39 y la ecuacién (4.45) se tiene que
1
ov=—21g*¢ Lo, Hw, o *c 1u *G *c 1g *¢ LoyHw, 1
"
k
|H|”
= * cee % * .
‘HU1H| |H'Uk;H| ¢711 (bwl ¢vk ¢wk;
Esto junto con 4.44 prueban la proposicién. O

Volvamos a la situacién donde G es el grupo de Chevalley en alguno de los tipos y U*, U™ los unipotentes
maximales definidos previamente. Para g € G,v € T,r € Z5o definamos

Ny (g) = H(%Sh Soy ..., S2p_1,82) € Gx (U™ x U+)T| aga_l =v (SQ(r—i+1)52(r—i+1)+1)}’ .

I
i=1

Para el siguiente teorema denotemos con Q,_1 ,, al conjunto que parametriza las irreducibles del algebra
de Yokonuma H(G,U) y para A € Q, 1, vamos a denotar i al caracter irreducible en H(G,U) y
\§ = D (D) € (G2 D).
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Teorema 65. Se tiene que

N )= Y, ﬁ(@ﬁ(n)(é)m (-1).

AEQq—l,n
Demostracion. Sabemos que U~U" = woU woU™, por lo que se tiene que

(52(r—i+1)52(r—i+1)+1) e woU  woU™.

Gracias a esto podemos afirmar que si tomamos G = G,H = U, v = (vwo,wo,wo,...,wp) en la
proposicién 64 obtenemos

N/(g) = N(g,v).
Por otro lado tenemos
U woU*| = [woU woU™| = |[U-U*| = U

Usando esta ecuacion, el lema 23 y 64 tenemos

NYg) = D XS+ T).
AEqul,n

rfa
El teorema 61 nos dice que Tj’; actia por el escalar (7) (=1)™*, por lo que obtenemos lo
q

deseado. O

Observacién 33. Notemos que Z N7 (g) cuenta la cantidad de triplas (a,u1,uz3) € Gx U~ xU" que
veT
cumplen

aga™t € Tujus,

ya que la funcién T'x U~ xU" — G es inyectiva. Estas son las matrices con descomposicién LU y como

la descomposiciéon LU es Unica se tiene que Z N7 (g) es la cantidad de formas de conjugar g y obtener
veT

una matriz con descomposicién LU (contando con multiplicidad).

Llamemos N(g) a la cantidad de conjugadas de g (en el grupo de Chevalley) con descomposicién LU,

se tiene que

fA
Zoer NP (9) K m) () o=
O e Z;AQE Caly)] |
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