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contagiado ese amor por la matemática y entrenado por 4 años, solo por
haber visto una chispa en mı́, definitivamente me hizo estar donde estoy
hoy. Eso sin mencionar que sigo aprendiendo de él hasta hoy en d́ıa, tanto
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director de tesis que podŕıa haber pedido, por ser tan abierto conmigo y
por demostrarme ser una gran persona. Me hubiera encantado juntarnos a
charlar más seguido, pero estoy seguro de que nos quedan un montón de
cafés por charlar sin una tesis de por medio.

A mi viejo, por ser tan incondicional y acompañarme a donde sea siem-
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que más me hacen réır, son unos grandes y apasionados matemáticos.
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Introducción

El Machine Learning es una rama de la Inteligencia Artificial que desa-
rrolla modos en que las máquinas aprenden a predecir resultados y tomar
sus propias decisiones basadas en datos. A través del Machine Learning, los
equipos informáticos son capaces de mejorar procesos aprendiendo de su
propia experiencia y de los datos introducidos. De este modo, perfeccionan
y facilitan cualquier proceso sin haber sido espećıficamente programados
para hacerlo. Estos sistemas, en otras palabras, automatizan procesos y
eliminan la necesidad de que intervenga un humano para dar instrucciones
concretas a la máquina.

Este campo está ganando cada vez más terreno en cuanto a investiga-
ción y aplicaciones respecta. Cada año que pasa se ven nuevas aplicaciones
y nuevos métodos para lograr una mayor capacidad de realizar tareas en
distintos ámbitos. Estas aplicaciones llegan a áreas de todo tipo, como pue-
den ser las finanzas, la medicina, las comunicaciones y los transportes, o el
marketing y la publicidad, entre muchas otras.

Las principales aplicaciones de Machine Learning tienen que ver con el
análisis del Big Data, una tarea que seŕıa inabarcable por humanos y que
los sistemas informáticos pueden no obstante ejecutar de forma rápida.
Pero para esto, se necesita siempre tener presente un buen manejo de los
datos para no desaprovechar el poder de cómputo que las máquinas nos
ofrecen. Es por eso que un área con mucha relevancia en este contexto es
el de las técnicas de reducción de dimensionalidad.

Por ejemplo, si trabajamos con fotos en resolución 1080p, que ni siquiera
es la calidad más alta disponible hoy en d́ıa, quiere decir que cada foto
consta de 1920×1080 = 2, 073, 600 ṕıxeles. A su vez, cada pixel es una tira
de 3 números (un número entre 0 y 255 para representar el valor del rojo,
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uno para el verde y otro para el azul si estamos usando escala RGB), o sea
que cada foto seŕıa una tira de 3 × 2, 073, 600 = 6, 220, 800 números, un
número de dimensión bastante complicado para trabajar si no se procesan
los datos de forma inteligente antes.

En este trabajo, vamos a utilizar la técnica llamada Análisis de Com-
ponentes Principales, PCA por sus siglas en inglés (Principal Component
Analysis), que, como se explica en el caṕıtulo 1 de esta tesis, en rasgos
generales busca identificar las direcciones (llamadas componentes) que nos
brindan mayor información sobre el conjunto de datos a analizar, para aśı
poder trabajar con solo unas cuantas de estas componentes perdiendo la
menor cantidad de información posible en el proceso.

La dificultad del método de PCA radica en que, como veremos más
adelante, es necesario encontrar los primeros autovectores de una matriz
simétrica definida positiva. Esta tarea en general es dif́ıcil de resolver de
forma exacta, por lo que se recurre a algoritmos de aproximación, es de-
cir, algoritmos que encuentren no una solución exacta, sino una solución
aproximada, y tal que al darle más margen de cómputo al algoritmo obten-
gamos una respuesta aún más aproximada. Con este fin, en 2021 Ian Gemp,
Brian McWilliams, Claire Vernade y Thore Graepel publican un art́ıculo
llamado EigenGame: PCA as a Nash Equilibrium (EigenGame: PCA como
un Equilibrio de Nash) [4], sobre el cual se desarrolla este trabajo.

Alĺı se introduce el juego EigenGame que, como veremos en el caṕıtulo
2, es un juego de d jugadores tal que tiene un único Equilibrio de Nash (es
decir, una única situación en la que todos los jugadores adoptan una estra-
tegia óptima dadas las estrategias de los otros) y se da cuando obtenemos
los primeros d autovectores de una matriz simétrica dada. La novedad de
este concepto es que ahora el problema de encontrar los primeros d auto-
vectores de una matriz simétrica se reduce a encontrar el equilibrio de Nash
de un juego, pudiendo aśı abordarlo desde otra perspectiva. En el art́ıcu-
lo original se incluyen entonces algunos algoritmos de aproximación para
encontrar dicho equilibrio, e incluso en un segundo art́ıculo [5] exhibieron
una mejora para su propio enfoque inicial. Pero no contentos con eso, en
esta tesis vamos a explorar algunas variantes alternativas usando la idea
de algoritmo evolutivo, dándole el nombre de Evolutive EigenGame.

En el caṕıtulo 3 damos a conocer la idea de nuestro algoritmo evolutivo,
junto con pseudocódigos y una pequeña discusión de complejidad para cada
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una de sus variantes.
En el caṕıtulo 4 exhibimos un ejemplo que muestra la ejecución del al-

goritmo evolutivo en R3, junto con un teorema que podŕıa ser útil para una
eventual prueba completa de convergencia, además de ilustrar brevemente
lo que está pasando de fondo en la ejecución del algoritmo.

En el caṕıtulo 5 hacemos unas experimentaciones con nuestro algoritmo
para tener una mejor idea de su funcionamiento y de como evoluciona la
cantidad de iteraciones necesarias para obtener resultados.

En el caṕıtulo 6 salimos un poco del contexto de PCA y le hacemos
una pequeña modificación al algoritmo para usarlo en la resolución de una
ecuación diferencial ordinaria.
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5. Calculando los Últimos Autovalores 35

5.1. Un Nuevo Uso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2. Aplicación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Caṕıtulo 1

Análisis de Componentes
Principales

El análisis de componentes principales, desde ahora “PCA”, es una
técnica utilizada para describir un conjunto de datos en términos de nuevas
variables no correlacionadas llamadas “componentes”. Las componentes se
ordenan por la cantidad de varianza original que describen, por lo que la
técnica es útil para reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos.

Técnicamente, el PCA busca la proyección según la cual los datos que-
den mejor representados en términos de mı́nimos cuadrados, es decir, el
subespacio sobre el cual podemos proyectar los puntos muestrales “per-
diendo la menor cantidad de información posible”.

Por ejemplo, un conjunto de datos puede describir la altura y el peso
de 100 niños entre 2 y 15 años. Ambas variables están, obviamente, corre-
lacionadas (los niños de más edad en general son más altos y más pesados).
El análisis de componentes principales describe los datos en términos de
dos nuevas variables. La primera componente se puede interpretar como
“tamaño” o “edad” y recoge la mayor parte de la varianza de los datos ori-
ginales. La segunda componente describe variabilidad en los datos que no
está correlacionada en absoluto con la primera componente principal “ta-
maño”, y probablemente sea dif́ıcil de interpretar. Si el objetivo es reducir
la dimensionalidad de los datos, se puede descartar esta segunda compo-
nente principal. Lo mismo aplica si el conjunto de datos contiene un número
mayor de variables que se pueden interpretar como medidas aproximadas
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2 CAPÍTULO 1. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

de “tamaño”. Por ejemplo, longitud del fémur o longitud de los brazos.
Un conjunto de datos de este tipo podŕıa describirse generalmente con una
única componente principal que se podŕıa interpretar como “tamaño” o
“edad”.

Figura 1.1: Ejemplo de PCA: Los vectores muestran los autovectores de la
matriz de correlación escalados mediante la ráız cuadrada del correspon-
diente autovalor, y desplazados para que su origen coincidan con la media
estad́ıstica.

El PCA es particularmente útil para reducir la dimensionalidad de un
grupo de datos. Las primeras componentes principales describen la mayor
parte de la varianza de los datos (mayor descripción cuanto más correla-
cionadas estuvieran las variables originales). Estas componentes de bajo
orden a veces contienen el aspecto “más importante”de la información, y



1.1. MÉTODO 3

los demás componentes se pueden ignorar.
Otro ejemplo que describe esto: Un análisis consideró las calificacio-

nes escolares de 15 estudiantes en 8 materias (lengua, matemáticas, f́ısica,
inglés, filosof́ıa, historia, qúımica, gimnasia). Las dos primeras componen-
tes principales explicaban juntas el 82,1% de la varianza. La primera de
ellas parećıa fuertemente correlacionada con las materias de humanidades
(lengua, inglés, filosof́ıa, historia) mientras que la segunda aparećıa rela-
cionada con las materias de ciencias (matemáticas, f́ısica, qúımica). Aśı
parece que existe un conjunto de habilidades cognitivas relacionadas con
las humanidades y un segundo conjunto relacionado con las ciencias. Estos
dos conjuntos de habilidades son estad́ısticamente independientes, por lo
que un alumno puede puntuar alto en solo uno de ellos, en los dos o en
ninguno.

1.1. Método

El PCA construye una transformación lineal que escoge un nuevo siste-
ma de coordenadas para el conjunto original de datos en el cual la varianza
de mayor tamaño del conjunto de datos es capturada en el primer eje (lla-
mada la Primera Componente Principal), la segunda varianza más grande
es el segundo eje, y aśı sucesivamente. Para construir esta transformación
lineal debe construirse primero la matriz de covarianza o matriz de coefi-
cientes de correlación. Debido a la simetŕıa de esta matriz existe una base
completa de vectores propios de la misma. La transformación que lleva de
las antiguas coordenadas a las coordenadas de la nueva base es precisa-
mente la transformación lineal necesaria para reducir la dimensionalidad
de datos.

Concretamente, si tenemos un conjunto k de muestras cada una de las
cuales tiene n entradas que las describen (o sea, k puntos en Rn), conside-
ramos X ∈ Rk×n la matriz cuyas filas son nuestros puntos muestrales. La
matriz de covarianza será entonces

M =
XTX

k − 1
∈ Rn×n.

Notemos que, aśı construida, M es una matriz simétrica y semi-definida
positiva, por lo que sabemos que posee una base de autovectores todos
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ellos con autovalores reales no negativos. Además, durante todo este trabajo
vamos a asumir que estos autovalores son todos distintos, ya que el conjunto
de matrices en las que hay un autovalor con multiplicidad mayor a 1 es de
medida 0. El método de PCA consiste entonces en hallar las componentes
vi ∈ Rn tales que

M · vi = λi · vi
donde λ1 es el mayor autovalor, λ2 el segundo mayor, y aśı siguiendo.

Notar que con el problema aśı planteado no tiene sentido considerar que
un autovalor sea nulo. Esto es porque si λi = 0 para algún i, como estamos
calculando las componentes en orden y dijimos que todos los autovalores
son no negativos, todos los autovalores a partir de este son nulos. O sea que
λj = 0 ∀ i ≤ j. En este caso podremos describir perfectamente a la matriz
M con unas pocas (i− 1) componentes, ya que manda todo lo demás a 0 y
entonces tenemos un caso particular del problema que vamos a resolver. Por
lo tanto, con todo lo ya dicho, durante la totalidad de este trabajo vamos
a asumir que los autovalores de las matrices son distintos y estrictamente
positivos.

Para profundizar sobre este tema, consultar la bibliograf́ıa [6].



Caṕıtulo 2

EigenGame

2.1. Motivación

Como se vio anteriormente, para aplicar PCA se necesita calcular au-
tovectores de una matriz simétrica semi-definida positiva M o equivalente-
mente, hallar una matriz V ∈ Rn×n tal que V −1MV = Λ con Λ una matriz
diagonal. Además, recordemos que dos autovectores de una matriz simétri-
ca con valores distintos siempre son ortogonales entonces, si asumimos que
los autovectores están normalizados, podemos concluir que la matriz V es
ortogonal y, por tanto, el problema se reduce a encontrar V tal que

V TMV = Λ.

Por otra parte, notemos que si v1, v2, · · · , vn son las columnas de V, entonces

(V TMV )ij = ⟨vi,Mvj⟩.

El problema de PCA comúnmente se plantea en dirección a maximizar
las expresiones sobre la diagonal. Es decir, si V̂ es un estimativo de V,
maximizar la traza de la matriz V̂ TMV̂ , que es igual a

n∑
i=1

⟨v̂i,Mv̂i⟩.

Sin embargo, en este contexto nos interesa también minimizar los términos
que no están en la diagonal. Es altamente deseable que los términos de la

5



6 CAPÍTULO 2. EIGENGAME

pinta ⟨v̂i,Mv̂j⟩ con i ̸= j sean lo mas cercanos a 0 posible, o equivalente-
mente, que ⟨v̂i,Mv̂j⟩2 sea lo menor posible.

Notar que esto es coherente con las propiedades de los autovectores vi,
ya que

⟨vi,Mvj⟩ = ⟨vi, λjvj⟩ = λj⟨vi, vj⟩ =

{
λj si i = j

0 si i ̸= j

Además, como una intuición general, el producto interno de dos vectores
nos dice “cuán alineados están” (luego de escalar por las normas de los
vectores). Entonces querer maximizar ⟨v̂i,Mv̂i⟩ seŕıa querer que v̂i y Mv̂i
estén alineados, lo cual es cierto, ya que queremos que Mv̂i tenga la misma
dirección que v̂i (queremos Mv̂i = λiv̂i) y querer minimizar ⟨v̂i,Mv̂j⟩2
cuando i ̸= j es querer que v̂i y Mv̂j estén lo menos alineados posible. Esto
es, en otras palabras, querer que sean ortogonales, lo cual también es cierto
si Mv̂j tiene la misma dirección que v̂j .

2.2. El Juego

Imaginemos que queremos hallar las d primeras componentes principa-
les de un conjunto de muestras. Entonces planteamos el EigenGame para
d jugadores, donde cada jugador tiene un vector unitario v̂i ∈ Sn−1 que
pueden modificar, y una función de utilidad ui que tienen que maximizar.
En cada turno, cada uno de los d jugadores elige un vector en la esfera, y
la utilidad del jugador i entonces será

ui(v̂i | v̂j<i) = ⟨v̂i,Mv̂i⟩ −
∑
j<i

⟨v̂i,Mv̂j⟩2

⟨v̂j ,Mv̂j⟩
,

donde v̂j<i denota el conjunto {v̂j : j < i}.
Notar que esta función utilidad es la razonable dada la motivación an-

terior. Se tiene sumando los términos que se quieren maximizar, restando
los que se quieren minimizar, y se tiene unos términos ⟨v̂j ,Mv̂j⟩ dividiendo
a los términos ⟨v̂i,Mv̂j⟩2 para mantener todos los términos de la función
en una misma escala “lineal” y para facilitar el análisis.
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Definición 2.2.1. Dado un juego de 2 o más jugadores, un conjunto de
estrategias para los jugadores es un Equilibrio de Nash si cada juga-
dor individual no gana nada modificando su estrategia mientras los otros
mantengan las suyas. En otras palabras, es una situación en la cual los
jugadores no tienen ningún incentivo para cambiar su estrategia en caso de
que las estrategias de sus oponentes no se alteren. [3]

Teorema 2.2.2. El equilibrio de Nash del EigenGame para d jugadores es
único y se da cuando v̂i = vi ∀ 1 ≤ i ≤ d, donde v1 el autovector de mayor
valor de la matriz de covarianza, v2 el autovector de segundo mayor valor,
y aśı siguiendo.

Demostración. Supongamos que v̂1, v̂2, · · · , v̂d es un equilibrio de Nash, y
vamos a probar por inducción global que v̂i = vi con probabilidad 1.

Primero, si i = 1, la función u1 = ⟨v̂1,Mv̂1⟩ depende únicamente
de v̂1. Entonces v̂1 solo puede tomar vectores que optimicen la expresión
⟨v̂1,Mv̂1⟩, y sabemos que los únicos vectores unitarios que hacen esto son
los autovectores de valor máximo. Por tanto, podemos concluir que v̂1 = v1.

Ahora, supongamos que v̂j = vj ∀ 1 ≤ j ≤ i− 1. Entonces,

ui(v̂i | vj<i) = ⟨v̂i,Mv̂i⟩ −
∑
j<i

⟨v̂i,Mvj⟩2

⟨vj ,Mvj⟩

= ⟨v̂i,Mv̂i⟩ −
∑
j<i

⟨v̂i, λjvj⟩2

⟨vj , λjvj⟩

= ⟨v̂i,Mv̂i⟩ −
∑
j<i

λj⟨v̂i, vj⟩2.

Además, como sabemos que tenemos una base ortonormal de autovec-
tores, podemos escribir v̂i =

∑n
j=1 αjvj . Si reemplazamos esto y usamos
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ortonormalidad, nos queda que

ui(v̂i | vj<i) = ⟨
n∑

j=1

αjvj ,
n∑

j=1

λjαjvj⟩ −
∑
j<i

λjα
2
j

=

n∑
j=1

λjα
2
j −

∑
j<i

λjα
2
j

=
∑
j≥i

λjα
2
j .

Ahora, como
∑n

j=1 α
2
j = 1 ya que son las coordenadas de un vector

unitario en una base ortonormal, claramente esta expresión se maximiza
cuando αj = δij , ya que λj < λk si j > k. Esto nos muestra que el valor
óptimo de v̂i es vi, como queŕıamos probar.

En general, vamos a usar fuertemente que dado un vector v =
∑n

j=1 αjvj ,

se tiene que ui(v | vj<i) =
∑

j≥i λjα
2
j .

Antes de ver los distintos algoritmos para hallar el equilibrio de Nash
de un EigenGame, hay que mencionar que en el blog Towards Data Science
[8] se debate que EigenGame no es en realidad un juego de d jugadores,
sino de 1 solo jugador. Esta afirmación se basa en que los vectores no
compiten entre ellos, sino que cada vector intenta buscar su mejor posición
basado en los vectores anteriores, que no se ven afectados por el vector en
cuestión. Esto tiene sentido, ya que al observar las funciones de utilidad de
cada vector podemos notar que la posición óptima de cada uno depende
únicamente de como estén ubicados los vectores anteriores, y no aśı los
siguientes. Es decir, el primer vector v̂1 no compite contra nadie, puesto
que su utilidad depende solo de śı mismo. El segundo vector v̂2 no compite
contra nadie, ya que su utilidad depende solo de śı mismo y de v̂1, que es
autónomo, entonces va a buscar la mejor posición posible dada la posición
de v̂1, y asi siguiendo con los demás. Por lo tanto, no habŕıa competencia
real entre d jugadores, sino que seŕıa un solo jugador intentando maximizar
todas las utilidades a la vez. De todas formas, en este trabajo no vamos a
abordar este debate ya que no afecta el enfoque que vamos a desarrollar.
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2.3. Algoritmos con el Método del Gradiente

En el art́ıculo original de DeepMind [4], sobre el cual se basa este tra-
bajo, se propone resolver este juego con una estrategia del estilo Gradient
Ascent (ascenso del gradiente) aprovechando el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1. Si {v1, v2, . . . , vn} son los autovalores de M ordenados
de mayor valor a menor valor, dado 1 ≤ i ≤ n, se tiene que

ui(v|vj<i) = λi − sin(θ)2

(
λi −

∑
l>i

zlλl

)

donde θ es la distancia angular entre v y vi, y z ∈ ∆n−1, es decir un vector
que cumple 0 ≤ zj ≤ 1 ∀ j y

∑n
j=1 zj = 1.

Demostración. Si θ es la desviación angular entre v y vi, podemos entonces
escribir

v = cos(θ)vi + sin(θ)w

con w ⊥ vi. Además sean {α1, α2, . . . , αn} las coordenadas de w en la
base {v1, v2, . . . , vn}. Como esta es base ortonormal y w ⊥ vi, se tiene que
αi = 0. Ahora, usando la expresión de ui probada en el teorema anterior,

ui(v|vj<i) = λi cos(θ)
2 +

∑
l>i

λl sin(θ)
2α2

l

= λi(1− sin(θ)2) +
∑
l>i

λl sin(θ)
2α2

l

= λi − sin(θ)2

(
λi −

∑
l>i

λlα
2
l

)
.

Tomando zl = α2
l sale lo pedido.

Usando que la función utilidad ui se parece a una sinusoidal en función
de la desviación angular hacia el autovector verdadero, y que, por tanto,
usar el método del gradiente en esa función es buena idea, en [4] se propone
el siguiente algoritmo para resolver el EigenGame:
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Algorithm 1 α-EigenGame con Gradient Ascent
Input La matriz de muestras X, un número de iteraciones T , un conjunto de vectores
iniciales {v̂10, v̂20, . . . , v̂d0}, y un tamaño de step α.
Output Un conjunto de vectores {v̂i : 1 ≤ i ≤ d} estimativos de las primeras d compo-
nentes principales.

procedure
α−EigenGame(T, α) :
for i ← 1, 2, . . . , d do:

v̂i ← v̂i
0

for t ← 1, 2, . . . , T do:
recompensa ← X · v̂i
penalidad ←

∑
j<i

⟨Xv̂i,Xv̂j⟩
⟨Xv̂j ,Xv̂j⟩

X · v̂j
∇v̂i ← 2XT · (recompensa− penalidad)
∇R

v̂i
← ∇v̂i − ⟨∇v̂i , v̂i⟩v̂i

v̂i
′ ← v̂i + α∇R

v̂i

v̂i ← v̂i
′

||v̂i′||
return {v̂i : 1 ≤ i ≤ d}

end procedure

Luego, el mismo grupo de investigación de DeepMind sacaŕıa un se-
gundo art́ıculo [5] en el que propone una versión mejorada de este mismo
algoritmo, con ventajas que explicamos más adelante.

Algorithm 2 µ-EigenGame con Gradient Ascent
Input La matriz de muestras X, un número de iteraciones T , un conjunto de vectores
iniciales {v̂10, v̂20, . . . , v̂d0}, y una sucesión de tamaños de step (ηt)

T
t=1.

Output Los vectores {v̂i : 1 ≤ i ≤ d} estimativos de componentes principales.

procedure
µ−EigenGame(T, (ηt)t) :
for i ← 1, 2, . . . , d do:

v̂i ← v̂i
0

for t ← 1, 2, . . . , T do:
for i ← 1, 2, . . . , d do:

recompensa ← 1
k
XTX · v̂i

penalidad ← 1
k

∑
j<i⟨Xv̂i, Xv̂j⟩v̂j

∇µ
i ← recompensa− penalidad
∇µ,R

i ← ∇µ
i − ⟨∇

µ
i , v̂i⟩v̂i

v̂i
′ ← v̂i + ηt∇µ,R

i

v̂i ← v̂i
′

||v̂i′||
return {v̂i : 1 ≤ i ≤ d}

end procedure
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2.4. Ventajas

Si bien este no es un aspecto que vamos a considerar o analizar en
profundidad durante este trabajo, este algoritmo es paralelizable. Es
decir, podŕıamos correr el algoritmo en d máquinas al mismo tiempo
para acelerar su ejecución. La idea es que podemos asignarle una
máquina a cada una de las componentes que buscamos y para calcular
penalidad en cada iteración de la máquina i le pedimos el vector v̂j
a la máquina j para cada j < i.

Esto es algo que diferencia este enfoque de, por ejemplo, la solución
con el método de la potencia, en el que necesitamos terminar de
encontrar un autovector para pasar al siguiente.

La ventaja que tiene el algoritmo µ por sobre el α es que el µ no
tiene sesgo. Esto quiere decir básicamente que el desplazamiento ∇µ

i

es lineal en M . O sea, si queremos hacer una partición en la matriz de
covarianza y correr el algoritmo de forma paralela en cada uno de los
subconjuntos para luego juntar los datos obtenidos, podemos hacerlo
sin cambiar el resultado respecto de si no hiciéramos la partición.

Por ejemplo, si yo pudiera descomponer mi matriz de covarianza M
como la suma de un conjunto de matrices M =

∑m
t=1Mt, podemos

separar la suma cuando calculamos el desplazamiento en el algoritmo.
Es decir, nosotros calculamos

∇µ
i =

1

k

Mv̂i −
∑
j<i

⟨v̂i,Mv̂j⟩v̂j

 =
1

k

 m∑
t=1

Mtv̂i −
∑
j<i

⟨v̂i,
m∑
t=1

Mtv̂j⟩v̂j


=

m∑
t=1

1

k

Mtv̂i −
∑
j<i

⟨v̂i,Mtv̂j⟩v̂j


Entonces, podemos paralelizar el cálculo de ∇µ

i calculando cada

∇µ
i,t =

1

k

Mtv̂i −
∑
j<i

⟨v̂i,Mtv̂j⟩v̂j


por separado y después sumar todo para obtener ∇µ

i .
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2.5. Desventajas

La desventaja más significativa de este algoritmo radica en lo si-
guiente: Su performance depende en buena medida de los vectores de
inicialización v̂i

0. No existe una cota asintótica de cantidad de ope-
raciones en función de la distancia angular del vector inicial v̂i

0 y el
autovalor vi. Es decir que, dada la matriz X, la cantidad de itera-
ciones necesarias para que v̂i converja a vi puede ser arbitrariamente
grande cuando el ángulo θ0 entre v̂i

0 y vi se acerca a π.

Esto es grave por lo siguiente: Dado que PCA es una técnica de
reducción de dimensión, es esperable hacer esta técnica en espacios
de dimensión muy grande, i.e. n muy grande. Además, se sabe que,
dado un w ∈ Sn arbitrario y un ángulo 0 ≤ θ < π

2 , la probabilidad
de que un vector sorteado con distribución uniforme sobre la esfera
caiga dentro del conjunto

{v ∈ Sn : ∡(v, w) < θ}

tiende a 0 cuando n −→ ∞, donde ∡(v, w) es el ángulo entre w y v.
Adjuntamos una demostración de esto en el apéndice A. Esto nos
dice que, en dimensiones altas, encontrar un vector inicial v̂i

0 con
distancia angular a vi menor a cierto umbral no es algo asumible ni
trivial.

Otra desventaja viene de que los algoritmos para resolver EigenGame
presentados en estos art́ıculos usan fuertemente la forma de la función
y el hecho de que sea, en cierto sentido, una sinusoidal. Es decir, si
la función de utilidad que queremos maximizar fuera otra no tan
amigable, el algoritmo no serviŕıa.

Por ejemplo, si quisiéramos resolver otro problema de maximización
donde tuviéramos una función con máximos locales que no coinciden
con el máximo global deseado, utilizar alguno de estos algoritmos con
un método de gradiente no nos asegura que vayamos a converger a la
solución que estamos buscando.

A continuación, proponemos un algoritmo sin estas desventajas.



Caṕıtulo 3

Algoritmos Evolutivos

Como vimos en los caṕıtulos anteriores, el problema de PCA se puede
resolver mediante el EigenGame. Concretamente, encontrando su equilibrio
de Nash, que es único. Si bien en los art́ıculos de DeepMind se discuten al-
gunos algoritmos, a continuación vamos a desarrollar un camino alternativo
para resolver el EigenGame mediante algoritmos evolutivos.

Los algoritmos evolutivos son métodos de optimización y búsqueda de
soluciones basados en los postulados de la evolución biológica. En ellos se
mantiene un conjunto de entidades que representan posibles soluciones, las
cuales se mezclan, y compiten entre śı, de tal manera que las más aptas son
capaces de prevalecer a lo largo del tiempo, evolucionando hacia mejores
soluciones cada vez.

En este caso, como queremos buscar el óptimo de una función en la
esfera unitaria Sn−1, la idea será, dado un vector inicial, modificarlo en
una coordenada, evaluarlo, y quedarnos con el mejor vector de entre el
inicial y todos los modificados. Esto lo hacemos sumando o restando un
real positivo “step” a alguna de las n coordenadas y después normalizando,
ya que solo buscamos un óptimo sobre la esfera. Esto nos asegura que la
función utilidad solo pueda crecer con el paso de las iteraciones.

Otro truco para el correcto funcionamiento del algoritmo es que, si
ninguno de los 2n vectores modificados tiene mayor utilidad que el actual,
reducimos el valor “step”. Esto significaŕıa que estamos “lo suficientemente
cerca” del óptimo como para que grandes modificaciones impliquen una
peor utilidad, entonces debemos buscar en vectores más cercanos al actual.

13
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Finalmente, debemos pasarle al algoritmo como parámetros un valor
real positivo ε y un entero positivo T , que van a ser usados para establecer
el criterio de parada del algoritmo (cuando ya hayamos hecho T iteraciones
o cuando el valor de step sea menor a ε) y un valor step inicial para
inicializar la variable step.

3.1. Versión Cuadrática

La primera versión de Evolutive EigenGame que vamos a ver se centra
en ser eficiente y tener una mejor complejidad. La clave de esta versión es
agilizar el cálculo de la función utilidad mediante variables auxiliares que
iremos actualizando a medida que evolucione la ejecución.

Las variables clave en este caso van a ser la lista de vectores Mv que
va a guardar el vector resultante de M · v̂i para cada 1 ≤ i ≤ d, y la matriz
vMv que va a guardar el resultado del producto interno ⟨v̂i,M · v̂j⟩ para
cada 1 ≤ i, j ≤ d. Además, los notaremos de la siguiente forma:

Mvi = M · v̂i ∀ 1 ≤ i ≤ d

vjMvi = ⟨v̂i,M · v̂j⟩ ∀ 1 ≤ i, j ≤ d.

En este algoritmo, solo vamos a calcular la utilidad de vectores de la
pinta v̂i ± step · ej . Por lo tanto, podemos calcular las utilidades como
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ui(v̂i ± step · ej | vl<i) = ⟨v̂i ± step · ej ,M · (v̂i ± step · ej)⟩

−
∑
l<i

⟨v̂i ± step · ej ,M · v̂l⟩2

⟨v̂l,M · v̂l⟩

= ⟨v̂i,M · v̂i⟩ ± step(⟨ej ,M · v̂i⟩+ ⟨v̂i,M · ej⟩)

+ step2⟨ej ,M · ej⟩ −
∑
l<i

(⟨v̂i,M · v̂l⟩ ± step⟨ej ,M · v̂l⟩)2

vlMvl

= viMvi ± step(⟨ej ,Mvi⟩+ ⟨v̂i,Mj⟩) + step2 ·Mjj

−
∑
l<i

(viMvl ± step⟨ej ,Mvl⟩)2

vlMvl

= viMvi ± step(Mvi[j] + ⟨v̂i,Mj⟩) + step2 ·Mjj

−
∑
l<i

(viMvl ± step ·Mvl[j])
2

vlMvl

donde Mj denota la j-ésima columna de la matriz M y w[j] denota la
j-ésima coordenada del vector w. Entonces, podemos definir la función

utilidad(i, j, signo, step) = viMvi ± step(Mvi[j] + ⟨v̂i,Mj⟩) + step2 ·Mjj

−
∑
l<i

(viMvl ± step ·Mvl[j])
2

vlMvl

donde la variable signo determina si los ± son + o −. Notar que si
quisiéramos calcular la utilidad de uno de los vectores v̂i, simplemente
tenemos que setear la variable step = 0, y entonces las variables j y signo
pasan a ser irrelevantes.

De esta forma, vemos que podemos calcular la utilidad de estos vecto-
res en O(n) operaciones: Todas las operaciones, salvo el producto interno,
toman O(1), y tenemos i + 2 términos. Como i ≤ d ≤ n, tenemos O(n)
términos que se calculan en una cantidad acotada de operaciones, y un
producto interno que se calcula en O(n) operaciones.
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Algorithm 3 Evolutive-EigenGame Cuadrático para d jugadores
Input La matriz de covarianza M , un real ε > 0 que actúe como error mı́nimo, un
máximo de iteraciones T , y un valor step inicial.
Output Un conjunto de vectores {v̂i : 1 ≤ i ≤ d} estimativos de las primeras d compo-
nentes principales.

procedure
for i ← 1, 2, . . . , d do:

v̂i ← ei
Mvi ←M · v̂i
for j ← 1, 2, . . . , d do:

viMvj ← ⟨v̂i,Mv̂j⟩

Evolutive EigenGame(T, step inicial, ε) :
for i ← 1, 2, . . . , d do:

step← step inicial, t← 0
while t < T, step ≥ ε do:

candidato← v̂i, utilidad actual← utilidad(i, 0,+, 0)
for j ← 1, 2, . . . , n do:

utilidad nueva← utilidad(i, j,+, step)
if utilidad nueva > utilidad actual do:

candidato← v̂i+step·ej
||v̂i+step·ej ||

, utilidad actual← utilidad nueva

utilidad nueva← utilidad(i, j,−, step)
if utilidad nueva > utilidad actual do:

candidato← v̂i−step·ej
||v̂i−step·ej ||

, utilidad actual← utilidad nueva

if candidato = v̂i do:
step← step

2

else:
v̂i ← candidato, Mv̂i ←M · v̂i
for j ← 1, 2, . . . , d do:

viMvj ← ⟨v̂i,Mv̂j⟩, vjMvi ← ⟨v̂j ,Mv̂i⟩
return {v̂i : 1 ≤ i ≤ d}

end procedure

Notar que, como cada vector depende únicamente de los anteriores,
conviene primero obtener un buen estimativo de v̂1, después usar ese para
obtener un buen estimativo de v̂2, y aśı siguiendo. A esta forma de proceder
se la denomina “secuencial”. Además, es claro que con este proceso el valor
de ui(v̂i) solo puede crecer con el pasar de las iteraciones.

Si queremos analizar la complejidad de este algoritmo, podemos em-
pezar con el cuerpo dentro del while. Como vimos, la función utilidad se
calcula en O(n), entonces esa es la complejidad de la primera ĺınea. Dentro
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del loop siguiente calculamos más utilidades y sumas y normas de vecto-
res, todas operaciones en O(n). Como estamos iterando de 1 a n, el loop
completo está en O(n2). Luego tenemos un if en O(1) y un else en O(d ·n)
pues iteramos de 1 a d haciendo productos de O(n). Como d ≤ n, tenemos
que todo el cuerpo del while está en O(n2).

Ahora, si llamamos I(X,T, step inicial, ε, i) a la cantidad de iteraciones

en t necesarias para calcular la i-ésima componente de la matriz M = XTM
k−1

con el algoritmo inicializado con T, step inicial, ε, entonces el proceso para
calcular la i-ésima coordenada está en O(n2 · I(X,T, step inicial, ε, i)), lo
cual vamos a notar O(n2 · I).

3.2. Versión Cúbica

Si bien en la práctica la versión cuadrática funciona correctamente, a
la hora de probar la convergencia del algoritmo surgen dos modificaciones
del mismo:

Notar que, a la hora de modificar el vector actual, se usan los vectores
canónicos como direcciones arbitrarias. Sin embargo, luego tenemos que
normalizar el vector, pues solo buscamos vectores en la esfera. Por esto,
seŕıa más lógico movernos en direcciones tangentes a la esfera en el punto
en el que estamos para obtener un vector más alejado, o sea, movernos
en direcciones ortogonales al vector actual. Si nos movemos en direcciones
arbitrarias, podŕıamos incluso terminar en el mismo vector actual luego
de normalizar, o mismo en el origen, si justo el vector actual es uno de
los canónicos. Se puede, entonces, hacer Gram-Schmidt en cada iteración
del while con el vector actual para aśı obtener una base ortonormal del
plano tangente a la esfera en actual. Como veremos más adelante, esto no
afectara la complejidad del algoritmo siempre y cuando la dimensión del
espacio sea razonable respecto a la cantidad de muestras (equivalentemente,

si n ∈ O(k)).

La segunda modificación tiene que ver con el valor de step y los posibles
incrementos de la función utilidad. Podŕıa pasar, en principio, que ui(v̂i)
converja a una aśıntota estrictamente menor al óptimo buscado mantenien-
do el valor de step sin cambiar. Dicho en otras palabras, en cada iteración
pegamos saltos de la misma longitud pero sin tender al óptimo. Para evi-
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tar esto, se puede introducir una tasa de crecimiento para controlar que la
mejora de ui(v̂i) en cada paso sea por lo menos proporcional al valor step.
Esto nos ayudará mucho en el teorema de la sección siguiente.

Por último, notemos que como ahora vamos a calcular la utilidad de
vectores más generales comparados con los de la versión anterior, enton-
ces debemos usar una versión más directa y menos eficiente de la función
utilidad. Como resultado, nos quedaŕıa la siguiente variante del Evolutive
EigenGame:



3.2. VERSIÓN CÚBICA 19

Algorithm 4 Evolutive-EigenGame Cúbico para d jugadores v2
Input La matriz de covarianza M , un real ε > 0 que actúe como error mı́nimo, un
máximo de iteraciones T , un valor step inicial, y una tasa de crecimiento τc > 0.
Output Un conjunto de vectores {v̂i : 1 ≤ i ≤ d} estimativos de las primeras d compo-
nentes principales.

procedure
for i ← 1, 2, . . . , d do:

v̂i ← ei
Mvi ←M · v̂i
viMvi ← ⟨v̂i,Mvi⟩

utilidad(vector, i) :
respuesta← ⟨vector,M · vector⟩
for j ← 1, 2, . . . , i− 1 do:

respuesta← respuesta− ⟨vector,Mvj⟩2

vjMvj

return respuesta

Evolutive EigenGame v2(T, step inicial, ε, τc) :
for i ← 1, 2, . . . , d do:

step← step inicial, t← 0
while t < T, step ≥ ε do:
{dir1, dir2, . . . , dirn−1} ← Gram Schmidt(actual)
actual← v̂i, utilidad actual← utilidad(actual, i)
for j ← 1, 2, . . . , n− 1 do:

candidato← actual±step·dirj
||actual±step·dirj ||

utilidad nueva← utilidad(cadidato, i)
if utilidad nueva− utilidad actual ≥ τc · step do:

actual← candidato, utilidad actual← utilidad nueva
if actual = v̂i do:

step← step
2

else:
v̂i ← actual, Mvi ←M · v̂i, viMvi ← ⟨v̂i,Mvi⟩

return {v̂i : 1 ≤ i ≤ d}
end procedure

Podemos observar que en esta versión, solo necesitamos los productos
⟨v̂i,M · v̂i⟩, y no todos los ⟨v̂i,M · v̂j⟩ para j ̸= i.

Si queremos analizar la complejidad del cuerpo del while, esta será por
lo menos O(n3), que es la complejidad de hacer Gram-Schmidt. Por otro
lado, la función utilidad usada en este caso tiene complejidad O(n2), ya
que tenemos que hacer la multiplicación M · vector e i productos internos.
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Entonces, como tenemos que hacer esto para cada ı́ndice j = 1, . . . , n− 1,
se tiene que el cuerpo del while está en O(n3), y de alĺı el nombre de esta
versión de EigenGame. Por lo tanto, este algoritmo tardaŕıa O(n3 · I) para
calcular cada componente.

Si bien esta versión es menos eficiente que la discutida anteriormente,
las modificaciones hechas nos permiten establecer el teorema del siguiente
caṕıtulo que, si bien no es una prueba de complejidad, puede ser de ayuda
para una prueba futura, además de ilustrar y dar una intuición de que está
pasando de fondo en la ejecución del algoritmo.

Algunas pequeñas observaciones respecto a esta versión cúbica:

Al hacer Gram-Schmidt, lo que nos importa es que las direcciones
en las que nos movemos sean tangentes a la esfera. Pero además les
podemos pedir que sean ortogonales a los autovectores ya encontra-
dos. Aśı, en vez de n − 1, bastaŕıa con mirar n − i direcciones para
el vector v̂i. Como esto no cambia la complejidad final del algoritmo
y restringe la cantidad de nuevos candidatos a evaluar en cada paso,
esta modificación no fue analizada en este trabajo, pero puede ser
una futura fuente de investigación.

Como vimos, calcular la utilidad de un vector en esta versión cuesta
O(n2) operaciones. Sin embargo, en el hipotético caso en el que k < n
esto se puede reducir a O(n·k) operaciones de la siguiente manera: En
vez de computar M · vector, que cuesta O(n2) operaciones, podemos
computar X · vector que cuesta O(nk) al ser X una matriz de k× n.
Con esto, podemos asignarle a respuesta el valor ||X · vector||2, ya
que

⟨vector,M · vector⟩ = ⟨vector,XT ·X · vector⟩ = ⟨X · vector,X · vector⟩
= ||X · vector||2.

Y en este caso calcular ||X ·vector||2 cuesta O(k) operaciones por ser
un vector de k coordenadas.

Y después, en vez de restar el término
⟨vector,Mvj⟩2

vjMvj
que cuesta O(n)

para cada j, podemos restar

⟨X · vector,X · vj⟩2

vjMvj
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ya que X · vector ya lo tenemos y podemos tener precalculado X · vj
para cada j, evitando operaciones innecesarias. En este caso, nos
tomaŕıa O(k) iteraciones por cada j, y, por tanto, O(n·k) operaciones
en total.

3.3. Consideraciones Generales

Vamos a mencionar dos aspectos a tener en cuenta que abarcan a ambos
algoritmos y a su estudio:

Teóricamente podŕıa pasar que en algún estado intermedio de la eje-
cución de cualquiera de los dos algoritmos, cuando está buscando la
i-ésima componente el vector v̂i valga lo mismo que alguna de las
direcciones en las que nos movemos para analizar candidatos (ej o
−ej en la versión cuadrática y dirj o −dirj en la versión cúbica, pa-
ra algún j) y que la variable step sea 1. En cuyo caso, al calcular
v̂i − step · ej , v̂i + step · ej , v̂i − step · dirj , o v̂i + step · dirj según
corresponda, vamos a obtener el vector 0 y vamos a dividir por 0
tratando de normalizar el vector. Sin embargo, en la práctica esto no
sucede, y si aśı ocurriera, simplemente se puede descartar el 0 como
vector candidato. Como créımos que no vaĺıa la pena agregar esta
condición a un algoritmo ya de por śı largo, obviamos este aspecto
en los pseudocódigos.

En el art́ıculo [7] se analiza una técnica que consiste en reducir la di-
mensión n proyectando todas las muestras a un subespacio generado
por d+ l vectores en el que se estima que van a estar las primeras d
componentes, y luego se recurre a algoritmos para resolver PCA en
un espacio de dimensión mucho menor. Experimentos detallados en el
art́ıculo muestran que esto puede mejorar la performance del cálculo
de PCA significativamente. Sin embargo, decidimos no experimen-
tar esta técnica con nuestro algoritmo, y dejarlo como un trabajo a
futuro.
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Caṕıtulo 4

Intuiciones

4.1. Visualización

En esta sección vamos a ver gráficamente que pasa de fondo en el algo-
ritmo en el caso de 3 dimensiones, que sirve para imaginarnos después los
casos de dimensiones más altas.

El hecho clave para esto es recordar el resultado probado en el caṕıtulo
2:

Propiedad 4.1.1. Si evaluamos la i-ésima función de utilidad en un vec-
tor v̂i con coordenadas (α1, · · · , αn) en la base ortonormal de autovectores
{v1, · · · , vn}, tenemos que

ui(v̂i|vj<i) =
∑
j≥i

λjα
2
j .

Como los autovectores forman una base ortonormal, después de un cam-
bio de base ortogonal (una serie de rotaciones y reflexiones) podemos asu-
mir sin perdida de la generalidad que la base de autovectores es la canónica
{e1, · · · , en}, y que por tanto, como las coordenadas de algún vector x en
la base canónica es el mismo vector x, se tiene

ui(x|vj<i) =
∑
j≥i

λjx
2
j .

Notar que esto nos manda la base canónica {e1, · · · , en} a una base orto-
normal que vamos a notar con {d1, · · · , dn}.

23
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Esto nos permite expresar la función utilidad ui como una composición
de dos funciones más visuales:

Sea Li : Rn → Rn la función que multiplica las primeras i − 1 coor-
denadas por 0 y las otras por

√
λj . Concretamente,

Li(x) = (0, · · · , 0,
√

λixi,
√

λi+1xi+1, · · · ,
√
λnxn).

Si restringimos esta función a la esfera, obtenemos una función Li :
Sn−1 → Rn cuya imagen Li(Sn−1) es una variedad diferencial elip-
soide.

Por ejemplo, si i = 1,

L1(Sn−1) = {x ∈ Rn :
n∑

j=1

x2j
λj

= 1}

que es un elipsoide de dimensión n − 1. Además en este caso L1 es
biyección, ya que la asignación (x1, · · · , xn) → (

√
λ1x1, · · · ,

√
λnxn)

es una correspondencia entre Sn−1 y el elipsoide ya definido.

Figura 4.1: Ejemplo de elipsoide de dimensión 2.
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Y si i ≥ 2,

Li(Sn−1) = {x ∈ Rn : xj = 0 ∀ j < i y
n∑

j=i

x2j
λj

≤ 1}

que es una variedad diferencial de dimensión n+ 1− i cuyo borde es
un elipsoide de dimensión n− i. Más precisamente, es un elipsoide de
dimensión n− i junto con su cápsula convexa.

Figura 4.2: Ejemplo de Li(Sn−1) con i = 2 y n = 3.

La principal diferencia cuando i > 1 es que Li manda a 0 algunas
coordenadas de los vectores, entonces si por ejemplo Li(x) = y se

tiene que
∑n

j=i

y2j
λj

=
∑n

j=i x
2
j = ||x||2 −

∑i−1
j=1 x

2
j y este valor puede

ser cualquier real entre 0 y 1. Entonces podŕıamos “perder norma” en
las coordenadas que se van a 0, y es por eso que, además del elipsoide,
la cápsula convexa también forma parte de la imagen de Li.

Sea N : Rn → R≥0 la función norma al cuadrado dada por N(x) =
||x||2 =

∑n
j=1 x

2
j .

Ya habiendo introducido estas dos funciones, es fácil notar que, después
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de un cambio de coordenadas, ui ≡ N ◦ Li, ya que tenemos

N ◦ Li(x) = N(0, · · · , 0,
√
λixi,

√
λi+1xi+1, · · · ,

√
λnxn) =

n∑
j=i

λjx
2
j .

Esto nos dice que, a fin de cuentas, lo que queremos maximizar es la nor-
ma de un vector sobre un elipsoide. Notar que entonces, para maximizar
la ui cuando i > 1, vamos a tener que minimizar las componentes que se
van a 0 al aplicar la Li, ya que estas determinan cuánta norma perdemos
en el proceso y, por tanto, cuán dentro estamos de la cápsula convexa del
elipsoide. Esto deriva en que el i-ésimo autovector tiene que ser ortogonal
a los anteriores, lo que explica el hecho de que en el algoritmo Evoluti-
ve EigenGame nunca nos fijamos que los autovectores aproximados sean
ortogonales entre ellos, y, sin embargo, siempre terminan siéndolo, como
veremos en la experimentación.

Ahora que ya tenemos una idea gráfica de qué es lo que hace la función
ui sobre la esfera, podemos ver un ejemplo de como procedeŕıa el Evolutive
EigenGame Cuadrático en el caso de R3 :

Primero elegimos un punto aleatorio v0 sobre la esfera y marcamos todos
los puntos que vamos a probar como candidatos. En este caso, supongamos
que step inicial = 1, entonces son 6 y son de la forma

v0±dj
||v0±dj || donde los

{dj}nj=1 es la base ortonormal a la que van a parar los canónicos después
del cambio de coordenadas hecho al principio de este caṕıtulo.
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Figura 4.3: El punto rojo es v0, las flechas negras son los desplazos por los
dj , y los puntos azules son las proyecciones de estos 6 puntos de la pinta
v0 ± dj a la esfera (proyección remarcada con segmentos hacia el origen).

Ahora, con los puntos candidatos, aplicamos el mapa L1, mandando la
esfera a un elipsoide.

Figura 4.4: Aśı es como quedaŕıa aplicar L1 a la esfera con los puntos
mostrados anteriormente.
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En este paso se aprecia por qué nuestro algoritmo casi no depende
del vector inicial que sorteamos: Cuando los desplazamientos todav́ıa son
grandes, hay puntos candidatos (que posteriormente vamos a evaluar) lejos
del punto inicial en el elipsoide.

Ahora, nos quedamos con el punto con mayor norma, que seŕıa el que
está más alejado del origen. Este punto va a ser nuestro nuevo punto rojo.
Con este nuevo punto rojo, evaluamos nuestros nuevos 6 puntos candidatos
sobre el elipsoide y nos quedamos con el de mayor norma

Figura 4.5: Marcamos como punto rojo el de mayor norma y como puntos
azules a los nuevos candidatos a partir del rojo.
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El siguiente paso va a tener esta pinta:

Figura 4.6: Volvemos a elegir punto rojo basado en su norma y marcamos
los 6 nuevos candidatos.

Notar que ninguno de los 6 puntos azules tiene mayor norma que el
nuevo punto rojo, por lo tanto, se procede a dividir por 2 al parámetro
step. Dividir el step por 2 provoca que la magnitud de los desplazos por
los dj al momento de marcar a los candidatos en la esfera se reduzca a la
mitad. Entonces, en el próximo paso los candidatos se van a calcular aśı:
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Figura 4.7: Notar como las flechas negras tienen longitud 0,5 mientras que
en los pasos anteriores teńıan longitud 1.

Esto hace que los candidatos a partir de ahora van a estar más cerca
del punto rojo, como podemos ver en las siguientes imágenes:

Figura 4.8: Aśı quedaŕıa un punto rojo con sus 6 candidatos al reducir el
tamaño del step.
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Y aśı procede la ejecución hasta que step sea inferior a cierto umbral
dado o se supere un número total de iteraciones.

Cuando terminamos de buscar el primer autovector, pasamos al se-
gundo. En este caso, mandamos a 0 la componente del primer autovector
hallado, resultando en imágenes como estas:

Figura 4.9: Notar como en este caso, śı aparecen puntos azules en la cápsula
convexa del elipsoide.

Finalmente, el mismo proceso que vimos antes con L1 ocurre con L2 y
las demás componentes que sigan.
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4.2. Teorema de PseudoConvergencia

Dada la intuición ya vista, en esta sección vamos a probar el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.1. Si ya encontramos {vj : j < i} y sabemos que ui(v̂i|vj<i)
no converge a ningún λl con l > i, el algoritmo Evolutive EigenGame
Cúbico hace que v̂i → vi cuando ε → 0, T → ∞.

Primero, dado que los autovectores forman una base ortonormal, luego
de una serie de rotaciones podemos transformar v1, v2, . . . , vn en e1, e2, . . . , en,
por lo que podemos asumir que vj = ej ∀j. Además, como la función ui(v̂i)
es no decreciente a lo largo de las iteraciones, basta con probar que la
aśıntota a la que converge esta sucesión de reales (que es acotada, ya que
ui ≤ λi) no puede ser otra cosa que λi.

Supongamos entonces que ui(v̂i) ≤ M < λi a lo largo de toda la ejecu-
ción del algoritmo. Ahora, dado un δ > 0, definimos la “banda de ancho
δ” como el conjunto

Bδ = u−1
i ([M − δ,M ]).

Notemos Bδ es compacto (pues es cerrado en Sn−1 que es compacto)
y que ei ̸∈ Bδ ∀ δ > 0. Además, si M ̸= λj ∀ j, existe un δ0 > 0 tal que
ej ̸∈ Bδ para todo δ ≤ δ0. Entonces, sabemos que eventualmente la cola
de la sucesión de puntos de v̂i se mete a la banda Bδ para cualquier δ, en
particular para los δ ≤ δ0.

Como probamos antes, tenemos que ui(x) =
∑

j≥i λjα
2
j donde los αj

eran las coordenadas de x en la base de autovectores. Como en este caso
la base es la canónica, se tiene que ui(x) =

∑
j≥i λjx

2
j . De esto podemos

deducir que entonces

∇ui(x) = 2 · (0, 0, · · · , 0, λixi, λi+1xi+1, · · · , λnxn).

Ahora, recordemos que si estamos parados en x en el algoritmo, nos mo-
vemos en direcciones tangentes a la esfera en x, o sea en direcciones orto-
gonales a x. Para esto, la componente del gradiente que nos interesa es la
tangente a la esfera, que también se puede escribir como

∇ui(x)− ⟨x, ui(x)⟩ · x.
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Propiedad 4.2.2. La componente ∇ui(x)−⟨x, ui(x)⟩ ·x es nunca nula en
Bδ0 .

Demostración. Si ∇ui(x) − ⟨x, ui(x)⟩ · x = 0 es porque ∇ui(x) = λx para
algún λ ∈ R. Escrito de otra forma,

(0, 0, · · · , 0, λixi, λi+1xi+1, · · · , λnxn) = (λx1, λx2, · · · , λxn).

Notemos que esto no es posible si existen dos j ≥ i tales que xj ̸= 0, ya
que los λj son todos distintos.

Además, debe haber por lo menos uno, pues xj = 0 ∀ j < i dada la
igualdad. Entonces, esto solo puede suceder si x = ej para algún j ≥ i, que
es un absurdo, ya que dijimos que ningún ej está en Bδ0 .

Gracias a esta propiedad, sabemos que ||∇ui(x) − ⟨x, ui(x)⟩ · x|| es
una función continua y nunca nula en Bδ0 que es compacto. Por tanto,
||∇ui(x)− ⟨x, ui(x)⟩ · x|| ≥ γ > 0 en todo Bδ0 .

Ahora, como {dir1, dir2, · · · , dirn−1} es una base ortonormal del plano
tangente a la esfera en x, se tiene que

||y||2 =
n−1∑
j=1

⟨y, dirj⟩2

para todo y en el plano tangente a la esfera en x. Esto nos dice que existe

j que ⟨y, dirj⟩2 ≥ ||y||2
n−1 , y, por tanto, existe j tal que ⟨y, σ · dirj⟩ ≥ ||y||√

n−1

con σ ∈ {1,−1}. Entonces, existe j y σ ∈ {1,−1} tal que

⟨∇ui(x) , σ · dirj⟩ = ⟨∇ui(x)− ⟨∇ui(x), x⟩ · x , σ · dirj⟩

≥ ||∇ui(x)− ⟨∇ui(x), x⟩ · x||√
n− 1

≥ γ√
n− 1

> 0,

donde la primera igualdad se da porque dirj ⊥ x.
Además, sabemos que la derivada de ui en dirección a w es ⟨∇ui, w⟩,

entonces dado cualquier punto x ∈ Bδ0 se tiene al menos una dirección
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resultante del Gram-Schmidt del algoritmo que tiene derivada direccional
mayor o igual a γ√

n−1
. Ahora, por la definición de derivada direccional,

existe un l0 > 0 tal que ui(x + l · (σ · dirj)) − ui(x) ≥ γ·l
2·
√
n−1

para todo

l ≤ l0.
Mejor aún, se puede elegir el l0 de forma uniforme, es decir, que no

dependa del x. Podemos tomar la función U : Bδ0 × [0, 1] → R dada por

U(x, l) = máxj

(
ui(x+l·(σ·dirj))−ui(x)

l

)
, que es continua porque el procedi-

miento Gram-Schmidt(x) es continuo y tomar máximo de n− 1 funciones

continuas es continuo. Ahora podemos tomar el abierto V = U−1
(

γ
2·
√
n−1

,∞
)

que contiene al compacto Bδ0 × {0}. Para cada x ∈ Bδ0 × {0}, podemos
tomar εx > 0 tal que B2εx(x) ⊂ V. Como {Bεx(x)}x∈Bδ0

×{0} es un cubri-

miento por abiertos de Bδ0 ×{0}, podemos tomar finitos {xm}dm=1 tal que
las d bolas de estos xm cubren al compacto Bδ0 × {0}. Ahora, podemos
tomar l0 = mı́n1≤m≤d εxm por lo siguiente: Dado x ∈ Bδ0 , (x, l0) está a
distancia l0 de (x, 0), que a su vez está a distancia menor a εxm de xm para
algún m. Entonces, (x, l0) está a distancia menor a l0+ εxm ≤ 2εxm de xm,
lo que dice que (x, l0) ∈ B2εxm (xm) ⊂ V.

Recapitulando: gracias a lo que acabamos de probar, sabemos que existe
un l0 tal que si step ≤ l0 y x ∈ Bδ0 , cada iteración del algoritmo va a au-
mentar ui(x) en por lo menos step·γ

2·
√
n−1

. Además sabemos que eventualmente

siempre se llega a un step tan chico como queramos gracias a que solo cam-
biamos el punto actual si el incremento es por lo menos growth rate · step,
y como la sucesión de valores ui(v̂i) es creciente y acotada, los incrementos
tienden a 0.

Como asumimos que ui(v̂i) ↗ M, eventualmente v̂i entra a Bδ0 y step
se hace menor o igual a l0. Entonces, t pasos después de que esto pase,
ui(v̂i) va a haber aumentado t · step·γ

2·
√
n−1

lo cual es un absurdo, pues entonces

después de un número finito de pasos tendremos que ui(v̂i) > M.



Caṕıtulo 5

Calculando los Últimos
Autovalores

5.1. Un Nuevo Uso

A fin de cuentas lo que hace nuestro algoritmo es, dada una matriz
simétrica, calcular la cantidad de autovectores que le pidas, partiendo des-
de los de mayor valor hacia los de menor valor. Pero, ¿qué pasa si nosotros
queremos calcular los de menor valor? Calcular todos los autovalores lle-
vaŕıa una innecesaria cantidad de tiempo y aumentaŕıa el riesgo de obtener
vectores menos fieles gracias a errores numéricos. ¿Hay algún atajo para
evitar este problema?

Algo que se puede hacer es invertir la matriz en cuestión, obteniendo
aśı una matriz cuyos autovalores son los inversos a los de la matriz inicial,
pero no tendŕıa sentido porque te sale más caro el collar que el perro. Sin
embargo, en este caṕıtulo vamos a exponer una solución alternativa sin la
necesidad de invertir ninguna matriz.

Si volvemos al caṕıtulo de Intuiciones, recordamos que la función uti-
lidad ui es en el fondo tomar norma sobre un elipsoide, eventualmente
también teniendo en cuenta su cápsula convexa. Después de un cambio de
coordenadas ortogonal, el elipsoide para u1 tiene esta pinta:

35
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Figura 5.1: Acá se ve el elipsoide con sus 3 ejes de deformación marcados.

Los ejes de deformación son justamente los autovectores que queremos
buscar. En los caṕıtulos anteriores queŕıamos encontrar el autovector de
mayor valor y, por tanto, queŕıamos maximizar la norma. Ahora, si quere-
mos encontrar el autovector de menor valor, basta con minimizar la norma,
ya que se sigue cumpliendo que el vector de menor norma en el elipsoide
es el eje de deformación con menor magnitud. Es decir, para encontrar el
menor autovector vn basta con minimizar la función utilidad u1 en vez de
maximizarla. Esta es una modificación muy sencilla a hacer en el Evolutive
EigenGame original.

Sin embargo, cuando queremos encontrar el segundo autovector con
menor valor, nos topamos con un problema. Ahora que ya encontramos vn,
vamos a operar con u2 que ahora es equivalente a calcular la norma en un
elipsoide o en su cápsula convexa. Es decir, ahora el (0, 0, · · · , 0) es un
candidato posible a analizar, entonces buscar el vector con menor norma
no va a servirnos, ya que sabemos que este vector es el vector 0.
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Figura 5.2: Elipsoide de dimensión 1 junto con su cápsula convexa, producto
de anular la menor componente al elipsoide de dimensión 2.

Para sortear esto tenemos que encontrar una forma de evitar los vectores
de la cápsula convexa y solo analizar vectores en el borde de la variedad,
ya que es ah́ı donde se encuentra nuestro segundo autovector.

Si vamos a la sección de Visualizacion, vemos que ah́ı se explica que los
vectores que están en el interior de la cápsula convexa son los que “pierden
norma” cuando las primeras componentes se van a 0 después de aplicar L2.
Recordemos que

Li(x) = (0, · · · , 0,
√
λixi, · · · ,

√
λnxn).

Como las componentes que se van a 0 son las componentes de los au-
tovectores ya hallados, podemos notar que un vector conserva su norma
después de aplicarle Li si y solo si es ortogonal a todos los autovectores an-
teriores. Como asumimos que los autovectores son, en orden, los canónicos
{e1, e2, · · · , en}, podemos convencernos de esto observando que un vector
es ortogonal a e1, · · · , ei−1 si y solo si sus primeras i − 1 coordenadas son
0, y estos son exactamente los vectores que conservan su norma después de
aplicarles Li.

Entonces, para evitar el problema mencionado al calcular el i-ésimo me-
nor autovector cuando i > 1, podemos pedir que los candidatos a evaluar
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siempre sean ortogonales a los i−1 autovectores anteriores, o directamente
agarrar cada candidato y proyectarlo al complemento ortogonal de los vec-
tores anteriores, que es una tarea sencilla y más aun si los vectores tienen
norma 1.

Entonces, basados en la misma idea del Evolutive EigenGame podemos
desarrollar un algoritmo para calcular los menores autovectores de una ma-
triz simétrica. Vamos a llamarlo Evolutive EigenGame Inverso y quedaŕıa
aśı:

Algorithm 5 Evolutive-EigenGame Inverso para d jugadores
Input El mismo que el Evolutive EigenGame clásico.
Output Un conjunto de vectores {v̂i : 1 ≤ i ≤ d} estimativos de los d menores autovec-
tores.

procedure
Proyección Ortogonal(candidato, eje):

proyección← candidato− eje · ⟨candidato, eje⟩
if ||proyección|| = 0 do:

return proyección
else:

return proyección
||proyección||

Evolutive EigenGame(T, step inicial, ε) :
for i ← 1, 2, . . . , d do:

step← step inicial, t← 0
while t < T, step ≥ ε do:

actual← v̂i, utilidad actual← utilidad(actual)
for j ← 1, 2, . . . , n do:

candidato← v̂i±step·ej
||v̂i±step·ej ||

for k ← 1, 2, . . . , i− 1 do:
candidato← Proyección Ortogonal(candidato, v̂k)

if ||candidato|| = 0 do:
continue

utilidad nueva← utilidad(candidato)
if utilidad nueva < utilidad actual do:

actual← candidato, utilidad actual← utilidad nueva
if actual = v̂i do:

step← step
2

else:
v̂i ← actual

return {v̂i : 1 ≤ i ≤ d}
end procedure
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Notar que tenemos que salvar los casos en los que la proyección nos da
el vector 0.

La idea de la función Proyección Ortogonal es que si tenemos un vector
candidato, lo podemos escribir como

candidato = α · eje+ β · z,

donde z es un vector en el complemento ortogonal del eje, o sea z ∈ ⟨eje⟩⊥.
Ahora, ⟨candidato, eje⟩ = α·||eje||2+β ·⟨eje, z⟩ = α si ||eje|| = 1. Entonces

candidato− eje · ⟨candidato, eje⟩ = candidato− eje · α = β · z

que es justamente la proyección al complemento ortogonal de eje. Por
tanto, solo queda normalizar y obtenemos la proyección buscada.

5.2. Aplicación

Una posible utilidad del algoritmo mostrado en este caṕıtulo es resolver
la siguiente ecuación:

−u′′(x) = (λ+ V (x))u(x),

donde u : [0, 1] → R función suave tal que u(0) = u(1) = 0 y λ ∈ R para
una función de distorsión V : [0, 1] → R dada.

La forma en la que transformamos la ecuación en algo computable es
usando la siguiente propiedad:

Propiedad 5.2.1. Si u : [0, 1] → R es una función C2, entonces

ĺım
h→0

u(x− h) + u(x+ h)− 2u(x)

h2
= u′′(x)

para todo x ∈ (0, 1).

Esta propiedad sale de que

u′′(x) = ĺım
h→0

u′(x+ h
2 )− u′(x− h

2 )

h
.
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Ahora u′(x+ h
2 ) ≈

u(x+h)−u(x)
h y u′(x− h

2 ) ≈
u(x)−u(x−h)

h , entonces

ĺım
h→0

u′(x+ h
2 )− u′(x− h

2 )

h
= ĺım

h→0

u(x+h)−u(x)
h − u(x)−u(x−h)

h

h

y esto da lo que queŕıamos.
Ahora, podemos representar a u como un vector en Rn tomando n

muestras equidistantes en [0, 1]. Es decir, u ∈ Rn tal que ui = u( i
n − 1

2n)
∀ 1 ≤ i ≤ n, donde el lado izquierdo representa el vector y el derecho la
función que estamos buscando. Y con esta perspectiva, podemos definir la
segunda derivada discreta como u′′ ∈ Rn tal que

u′′i =


ui−1+ui+1−2ui

1
n2

= n2(ui−1 + ui+1 − 2ui) si 1 < i < n

ui+1−2ui
1
n2

= n2(ui+1 − 2ui) si i = 1

ui−1−2ui
1
n2

= n2(ui−1 − 2ui) si i = n

Notar que el valor en los bordes sale de que u(0) = u(1) = 0, entonces
el término anterior a u1 es 0 y el siguiente a un también es 0 y por eso
quedan aśı las coordenadas de los bordes de u′′. Además, observemos como
acá nuestro h vendŕıa a ser 1

n que es la distancia entre las muestras.
Pero ahora, podemos ver al operador “derivada segunda” como una

matriz, ya que u′′ = ∆u donde ∆ ∈ Rn×n tal que

∆ij =


−2n2 si i = j

n2 si i = j ± 1

0 sino

Por último, si dada la función de distorsión V definimos la matriz Ψ ∈ Rn×n

dada por

Ψij =

{
V ( i

n − 1
2n) si i = j

0 sino

entonces traducir el producto de funciones V (x)u(x) a vectores es lo mismo
que hacer el producto de la matriz Ψ con el vector u, es decir Ψ · u.

Con todo esto en juego, podemos traducir el problema continuo a una
discretización, que seŕıa resolver el problema

−∆u = (λId+Ψ)u.
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Notar que podemos escribirlo como un problema de autovectores

(−∆−Ψ)u = λu.

Como ambas matrices ∆ y Ψ son simétricas, podemos entonces resolver
este problema con el algoritmo descrito al principio del caṕıtulo, tomando
M = −∆−Ψ, ya que es simétrica.

Pero ¿por qué estamos tan interesados en calcular los menores autova-
lores? Primero, hay que mencionar un resultado que se conoce sobre este
tipo de ecuaciones y que se puede encontrar como el teorema 2.1 en el
capitulo 8 del libro Theory of ordinary differential equations[2].

Teorema 5.2.2. Las soluciones de la ecuación −u′′ = (λ + V )u son una
sucesión (λi)i∈N tal que λi ↗ ∞. Además, todos estos autovalores son
simples.

Ahora, el problema discretizado solo puede tener como mucho n solucio-
nes, ya que M puede tener como mucho n autovalores, y estas n soluciones
van a ser las correspondientes a las primeras n soluciones del problema
continuo.

Para ilustrar mejor esto, tomemos un ejemplo. Supongamos que V ≡ 0,
por lo que nos queda la ecuación −u′′ = λu con u(0) = u(1) = 0. Sabemos
que los autovalores para este problema son ((i ·π)2)i∈N, y las autofunciones
para u son sin(iπx). Ahora, las soluciones para los primeros valores son de
la siguiente forma:
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Figura 5.3: sin(iπx) para cada i entre 1 y 4. A su vez son las primeras 4
soluciones a la ecuación −u′′ = λu.

Que las primeras soluciones tengan esa forma es beneficioso para la
discretización del problema, ya que tomar muestras nos da un vector muy
representativo de la función verdadera, dado que no tiene pendientes muy
empinadas. Sin embargo, al analizar soluciones de autovalores mayores nos
encontramos con funciones no tan amigables. Por ejemplo, esta es la solu-
ción para el autovalor número 60:
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Figura 5.4: sin(60 · πx)

Estas funciones no nos ayudan mucho puesto que, si nosotros queremos
resolver el problema discreto en una dimensión no muy alta, por ejemplo
en R50, tomar 50 muestras de esta función no nos da un vector muy fiel
para con la función continua original.

Figura 5.5: Comparación entre la autofunción número 60 y su vector dis-
creto en dimensión 50.
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Es por esto que las soluciones más relevantes para resolver el problema
discreto son las primeras, y por eso en este caso aplicamos la versión del
algoritmo que busca los menores autovalores.

Para ver como funciona todo esto en la práctica, resolvimos este mismo
problema con V ≡ 0 en dimensiones 50 y 100. La matriz M que deb́ıamos
darle al algoritmo entonces es simplemente la que tiene 2n2 en cada entrada
de la diagonal y −n2 en las entradas de arriba o de abajo de la diagonal,
con n = 50 o n = 100.

En ambos cálculos seteamos los parámetros CE = 8, T = 200000, ε =
10−7 y step inicial = 32. En el caso de n = 50, obtuvimos lo siguiente:

Componente (i) Iteraciones Necesarias λi (i · π)2 λi
(i·π)2

1 14202 9.483 9.869 0.96

2 6700 37.897 39.478 0.956

3 10858 85.134 88.826 0.958

4 9236 151.015 157.913 0.956

5 7619 235.289 246.740 0.953

6 6592 337.638 355.305 0.95

7 5660 457.673 483.610 0.946

8 4869 594.939 631.654 0.941

En este caso, cada uno de los autovalores obtenidos por nuestro algoritmo
distan de los respectivos autovalores verdaderos de la matriz M ∈ R50×50

por menos de 5 · 10−7. Además, si graficamos los vectores que nos devolvió
el algoritmo, obtenemos lo siguiente:
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Figura 5.6: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensión 50.

El hecho de que el máximo del valor absoluto de las funciones sea 0.2 se
puede deber a que el algoritmo solo trabaja con vectores unitarios, entonces
puede haber sido divido por alguna constante. De todas formas, si u es
solución a la ecuación, γ · u también es solución para todo γ ∈ R.
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En el caso de n = 100, obtuvimos lo siguiente:

Componente (i) Iteraciones Necesarias λi (i · π)2 λi
(i·π)2

1 120847 9.674 9.869 0.98

2 46334 38.688 39.478 0.98

3 69550 87.013 88.826 0.979

4 60539 154.602 157.913 0.979

5 51735 241.391 246.740 0.978

6 46038 347.295 355.305 0.977

7 40164 472.211 483.610 0.976

8 35320 616.02 631.654 0.975

En este segundo caso, los valores obtenidos distan de los respectivos
autovalores verdaderos de la matriz M ∈ R100×100 por menos de 8 · 10−7.
Además, si graficamos los vectores que nos devolvió el algoritmo, obtenemos
lo siguiente:
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Figura 5.7: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensión 100.

Mostrar que, como era de esperar, en este segundo caso obtenemos resul-
tados más cercanos a los del problema continuo tanto para los autovalores
como para las autofunciones. Esto es natural, ya que estamos tomando el
doble de muestras al discretizar el problema que el primer caso.

Respecto a las autofunciones podemos notar esto particularmente en
los bordes, donde en el caso n = 100 estamos mucho más cerca del 0.
Además, notar que su valor absoluto máximo es más cercano a 0.1, que es
incluso menor que en el caso n = 50. Esto se debe a que la norma del vector
discreto de una misma función aumenta cuando tomamos más muestras,
ya que tenemos más términos no nulos en la suma.

Para hacer una última aplicación, resolvimos la misma ecuación pero esa
vez con una función de distorsión no nula: Tomamos a V como una función
constante a trozos, para ver como afectaba a las soluciones del problema sin
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distorsión. Concretamente, consideramos, de forma totalmente arbitraria,
la función

V (x) =

{
0.06 si x ≤ 0.35

240 si no.

En este caso discretizamos el problema con n = 50, y entonces nos deja
con Ψii = 0.06 si i ≤ 18 y Ψii = 240 si i ≥ 19.

Luego de correr el código en este caso, obtenemos la siguiente tabla de
autovalores:

Componente (i) Iteraciones Necesarias Autovalor

1 9852 -220.769

2 6678 -163.853

3 7130 -72.641

4 12207 32.867

5 7098 90.941

6 7031 200.821

7 5603 308.863

8 4977 447.879

Nuevamente, los autovalores devueltos por el algoritmo distan de los
verdaderos autovectores de la matriz M = −∆−Ψ ∈ R50×50 en menos de
5 · 10−7. Además, si graficamos las autofunciones obtenidas, obtenemos lo
siguiente:
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Figura 5.8: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensión 50 con una
función de distorsión constante a trozos.
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Apéndice A

Ángulos en Dimensiones
Altas

Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema A.0.1. Si Vn es un vector aleatorio sorteado con distribución
uniforme sobre Sn, entonces

ĺım
n→∞

P (Vn ∈ {v ∈ Sn : ∡(v, w) < θ}) → 0

para todo 0 ≤ θ < π
2 .

Demostración. Vamos a probar esto simplemente viendo que el cociente de
medidas

|{v ∈ Sn : ∡(v, w) < θ}|
|Sn|

tiende a 0 cuando n → ∞.

Primero, sabemos que si v y w son unitarios, entonces ⟨v, w⟩ = cos(∡(v, w)).
Además, pedir que ∡(v, w) < θ para algún θ < π

2 es equivalente a pedir
que cos(∡(v, w)) > ϵ para algún 0 < ϵ en función de θ. Por lo tanto, vamos
a probar que

ĺım
n→∞

|{v ∈ Sn : ⟨v, w⟩ > ϵ}|
|Sn|

→ 0

para todo 0 < ϵ.

51
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Para esto, podemos asumir que w = e1 = (1, 0, 0, · · · , 0), ya que las
rotaciones preservan ángulos y mantienen medidas de subconjuntos. Ahora,
⟨v, w⟩ = v1, por lo que nos interesa medir

|{v ∈ Sn : v1 > ϵ}|.

Ahora, si notamos A(n) := |Sn|, el cociente se puede calcular como

1

A(n)
·
∫ 1

ϵ
|{v ∈ Sn : v1 = t}|dt.

Si v pertenece al conjunto {v ∈ Sn : v1 = t} para algún t, entonces
tenemos que

1 = ||v||2 =
n+1∑
i=1

v2i = t2 +

n+1∑
i=2

v2i ,

por lo que podemos afirmar que
√∑n+1

i=2 v2i =
√
1− t2.

Vamos a notar con Sd
r a la esfera de radio r centrada en 0 en Rd+1. Con

lo dicho anteriormente, podemos observar que

{v ∈ Sn : v1 = t} = {t} × Sn−1√
1−t2

,

y entonces la medida de este conjunto es igual a∣∣∣Sn−1√
1−t2

∣∣∣ = (√1− t2
)n−1

· |Sn−1
1 | = (1− t2)

n−1
2 ·A(n− 1).

Volviendo a la integral anterior, la medida de {v ∈ Sn : v1 > ϵ} es

1

A(n)

∫ 1

ϵ
(1− t2)

n−1
2 ·A(n− 1)dt =

A(n− 1)

A(n)

∫ 1

ϵ
(1− t2)

n−1
2 dt

≤ A(n− 1)

A(n)

∫ 1

ϵ
(1− ϵ2)

n−1
2 dt

=
A(n− 1)

A(n)
(1− ϵ2)

n−1
2 (1− ϵ)

≤ A(n− 1)

A(n)
(1− ϵ2)

n−1
2 .
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Ahora, sabemos que A(n− 1) = (2π
n
2 )/Γ(n2 ), entonces

A(n− 1)

A(n)
=

(2π
n
2 )/Γ(n2 )

(2π
n+1
2 )/Γ(n+1

2 )
=

Γ(n+1
2 )

√
π · Γ(n2 )

.

Además, sabemos que la función Gamma cumple Γ(z + 1) = zΓ(z)[1],
entonces

Γ(n+1
2 )

√
π · Γ(n2 )

=
n−1
2√
π

·
Γ(n−1

2 )

Γ(n2 )
.

Esta misma propiedad nos dice que la función Gamma es creciente en la
recta real a partir de un punto, ya que Γ(z) > 0 siempre que z > 0.

Entonces, en el ĺımite cuando n → ∞, se tiene que
Γ(n−1

2
)

Γ(n
2
) ≤ 1.

Entonces, recapitulando tenemos

ĺım
n→∞

|{v ∈ Sn : ∡(v, w) < θ}|
|Sn|

≤ ĺım
n→∞

A(n− 1)

A(n)
(1− ϵ2)

n−1
2

= ĺım
n→∞

n−1
2√
π

·
Γ(n−1

2 )

Γ(n2 )
(1− ϵ2)

n−1
2

≤ ĺım
n→∞

n− 1

2
√
π
(1− ϵ2)

n−1
2

= 0

pues tenemos una exponencial con base 1 − ϵ2 ∈ (0, 1) que converge a 0
más rápido de lo que crece un término lineal n− 1.
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