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Introduccion

El Machine Learning es una rama de la Inteligencia Artificial que desa-
rrolla modos en que las maquinas aprenden a predecir resultados y tomar
sus propias decisiones basadas en datos. A través del Machine Learning, los
equipos informaticos son capaces de mejorar procesos aprendiendo de su
propia experiencia y de los datos introducidos. De este modo, perfeccionan
y facilitan cualquier proceso sin haber sido especificamente programados
para hacerlo. Estos sistemas, en otras palabras, automatizan procesos y
eliminan la necesidad de que intervenga un humano para dar instrucciones
concretas a la maquina.

Este campo estd ganando cada vez mas terreno en cuanto a investiga-
cién y aplicaciones respecta. Cada ano que pasa se ven nuevas aplicaciones
y nuevos métodos para lograr una mayor capacidad de realizar tareas en
distintos ambitos. Estas aplicaciones llegan a areas de todo tipo, como pue-
den ser las finanzas, la medicina, las comunicaciones y los transportes, o el
marketing y la publicidad, entre muchas otras.

Las principales aplicaciones de Machine Learning tienen que ver con el
andlisis del Big Data, una tarea que seria inabarcable por humanos y que
los sistemas informéticos pueden no obstante ejecutar de forma rapida.
Pero para esto, se necesita siempre tener presente un buen manejo de los
datos para no desaprovechar el poder de cémputo que las maquinas nos
ofrecen. Es por eso que un area con mucha relevancia en este contexto es
el de las técnicas de reduccién de dimensionalidad.

Por ejemplo, si trabajamos con fotos en resolucién 1080p, que ni siquiera
es la calidad més alta disponible hoy en dia, quiere decir que cada foto
consta de 1920 x 1080 = 2,073, 600 pixeles. A su vez, cada pixel es una tira
de 3 nimeros (un nimero entre 0 y 255 para representar el valor del rojo,
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uno para el verde y otro para el azul si estamos usando escala RGB), o sea
que cada foto seria una tira de 3 x 2,073,600 = 6,220,800 ntmeros, un
numero de dimensién bastante complicado para trabajar si no se procesan
los datos de forma inteligente antes.

En este trabajo, vamos a utilizar la técnica llamada Anélisis de Com-
ponentes Principales, PCA por sus siglas en inglés (Principal Component
Analysis), que, como se explica en el capitulo 1 de esta tesis, en rasgos
generales busca identificar las direcciones (llamadas componentes) que nos
brindan mayor informacién sobre el conjunto de datos a analizar, para asi
poder trabajar con solo unas cuantas de estas componentes perdiendo la
menor cantidad de informacién posible en el proceso.

La dificultad del método de PCA radica en que, como veremos mas
adelante, es necesario encontrar los primeros autovectores de una matriz
simétrica definida positiva. Esta tarea en general es dificil de resolver de
forma exacta, por lo que se recurre a algoritmos de aproximacién, es de-
cir, algoritmos que encuentren no una solucién exacta, sino una solucién
aproximada, y tal que al darle mas margen de computo al algoritmo obten-
gamos una respuesta ain mas aproximada. Con este fin, en 2021 Ian Gemp,
Brian McWilliams, Claire Vernade y Thore Graepel publican un articulo
llamado EigenGame: PCA as a Nash Equilibrium (EigenGame: PCA como
un Equilibrio de Nash) [4], sobre el cual se desarrolla este trabajo.

Alli se introduce el juego FigenGame que, como veremos en el capitulo
2, es un juego de d jugadores tal que tiene un unico Equilibrio de Nash (es
decir, una unica situacién en la que todos los jugadores adoptan una estra-
tegia 6ptima dadas las estrategias de los otros) y se da cuando obtenemos
los primeros d autovectores de una matriz simétrica dada. La novedad de
este concepto es que ahora el problema de encontrar los primeros d auto-
vectores de una matriz simétrica se reduce a encontrar el equilibrio de Nash
de un juego, pudiendo asi abordarlo desde otra perspectiva. En el articu-
lo original se incluyen entonces algunos algoritmos de aproximacién para
encontrar dicho equilibrio, e incluso en un segundo articulo [5] exhibieron
una mejora para su propio enfoque inicial. Pero no contentos con eso, en
esta tesis vamos a explorar algunas variantes alternativas usando la idea
de algoritmo evolutivo, ddndole el nombre de Fvolutive EigenGame.

En el capitulo 3 damos a conocer la idea de nuestro algoritmo evolutivo,
junto con pseudocddigos y una pequena discusion de complejidad para cada
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una de sus variantes.

En el capitulo 4 exhibimos un ejemplo que muestra la ejecucién del al-
goritmo evolutivo en R3, junto con un teorema que podria ser titil para una
eventual prueba completa de convergencia, ademas de ilustrar brevemente
lo que esta pasando de fondo en la ejecucién del algoritmo.

En el capitulo 5 hacemos unas experimentaciones con nuestro algoritmo
para tener una mejor idea de su funcionamiento y de como evoluciona la
cantidad de iteraciones necesarias para obtener resultados.

En el capitulo 6 salimos un poco del contexto de PCA y le hacemos
una pequena modificacién al algoritmo para usarlo en la resolucién de una
ecuacion diferencial ordinaria.
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Capitulo 1

Analisis de Componentes
Principales

El andlisis de componentes principales, desde ahora “PCA”, es una
técnica utilizada para describir un conjunto de datos en términos de nuevas
variables no correlacionadas llamadas “componentes”. Las componentes se
ordenan por la cantidad de varianza original que describen, por lo que la
técnica es util para reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos.

Técnicamente, el PCA busca la proyeccién segtin la cual los datos que-
den mejor representados en términos de minimos cuadrados, es decir, el
subespacio sobre el cual podemos proyectar los puntos muestrales “per-
diendo la menor cantidad de informacién posible”.

Por ejemplo, un conjunto de datos puede describir la altura y el peso
de 100 ninos entre 2 y 15 afnos. Ambas variables estdn, obviamente, corre-
lacionadas (los nifnos de més edad en general son mas altos y mas pesados).
El analisis de componentes principales describe los datos en términos de
dos nuevas variables. La primera componente se puede interpretar como
“tamano” o “edad” y recoge la mayor parte de la varianza de los datos ori-
ginales. La segunda componente describe variabilidad en los datos que no
esta correlacionada en absoluto con la primera componente principal “ta-
mano”, y probablemente sea dificil de interpretar. Si el objetivo es reducir
la dimensionalidad de los datos, se puede descartar esta segunda compo-
nente principal. Lo mismo aplica si el conjunto de datos contiene un nimero
mayor de variables que se pueden interpretar como medidas aproximadas
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de “tamano”. Por ejemplo, longitud del fémur o longitud de los brazos.
Un conjunto de datos de este tipo podria describirse generalmente con una
lnica componente principal que se podria interpretar como “tamano” o
“edad”.

12
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Figura 1.1: Ejemplo de PCA: Los vectores muestran los autovectores de la
matriz de correlacién escalados mediante la raiz cuadrada del correspon-
diente autovalor, y desplazados para que su origen coincidan con la media
estadistica.

El PCA es particularmente 1til para reducir la dimensionalidad de un
grupo de datos. Las primeras componentes principales describen la mayor
parte de la varianza de los datos (mayor descripcién cuanto més correla-
cionadas estuvieran las variables originales). Estas componentes de bajo
orden a veces contienen el aspecto “mas importante”de la informacién, y
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los demaés componentes se pueden ignorar.

Otro ejemplo que describe esto: Un andlisis considerd las calificacio-
nes escolares de 15 estudiantes en 8 materias (lengua, matematicas, fisica,
inglés, filosofia, historia, quimica, gimnasia). Las dos primeras componen-
tes principales explicaban juntas el 82,1 % de la varianza. La primera de
ellas parecia fuertemente correlacionada con las materias de humanidades
(lengua, inglés, filosoffa, historia) mientras que la segunda aparecia rela-
cionada con las materias de ciencias (matemaéticas, fisica, quimica). Asi
parece que existe un conjunto de habilidades cognitivas relacionadas con
las humanidades y un segundo conjunto relacionado con las ciencias. Estos
dos conjuntos de habilidades son estadisticamente independientes, por lo
que un alumno puede puntuar alto en solo uno de ellos, en los dos o en
ninguno.

1.1. Meétodo

El PCA construye una transformacion lineal que escoge un nuevo siste-
ma de coordenadas para el conjunto original de datos en el cual la varianza
de mayor tamano del conjunto de datos es capturada en el primer eje (lla-
mada la Primera Componente Principal), la segunda varianza més grande
es el segundo eje, y asi sucesivamente. Para construir esta transformacién
lineal debe construirse primero la matriz de covarianza o matriz de coefi-
cientes de correlacion. Debido a la simetria de esta matriz existe una base
completa de vectores propios de la misma. La transformacién que lleva de
las antiguas coordenadas a las coordenadas de la nueva base es precisa-
mente la transformacién lineal necesaria para reducir la dimensionalidad
de datos.

Concretamente, si tenemos un conjunto k£ de muestras cada una de las
cuales tiene n entradas que las describen (o sea, k puntos en R™), conside-
ramos X € R¥*™ la matriz cuyas filas son nuestros puntos muestrales. La
matriz de covarianza sera entonces

M = XT—X e R™™,
k—1
Notemos que, asi construida, M es una matriz simétrica y semi-definida
positiva, por lo que sabemos que posee una base de autovectores todos
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ellos con autovalores reales no negativos. Ademads, durante todo este trabajo
vamos a asumir que estos autovalores son todos distintos, ya que el conjunto
de matrices en las que hay un autovalor con multiplicidad mayor a 1 es de
medida 0. El método de PCA consiste entonces en hallar las componentes
v; € R" tales que

M - V; = )\z * Vg

donde A; es el mayor autovalor, Ay el segundo mayor, y asi siguiendo.

Notar que con el problema asi planteado no tiene sentido considerar que
un autovalor sea nulo. Esto es porque si A; = 0 para algin i, como estamos
calculando las componentes en orden y dijimos que todos los autovalores
son no negativos, todos los autovalores a partir de este son nulos. O sea que
Aj =0V i <j. En este caso podremos describir perfectamente a la matriz
M con unas pocas (i — 1) componentes, ya que manda todo lo deméds a 0 y
entonces tenemos un caso particular del problema que vamos a resolver. Por
lo tanto, con todo lo ya dicho, durante la totalidad de este trabajo vamos
a asumir que los autovalores de las matrices son distintos y estrictamente
positivos.

Para profundizar sobre este tema, consultar la bibliografia [6].



Capitulo 2

EigenGame

2.1. Motivacion

Como se vio anteriormente, para aplicar PCA se necesita calcular au-
tovectores de una matriz simétrica semi-definida positiva M o equivalente-
mente, hallar una matriz V€ R"*" tal que V"MV = A con A una matriz
diagonal. Ademas, recordemos que dos autovectores de una matriz simétri-
ca con valores distintos siempre son ortogonales entonces, si asumimos que
los autovectores estan normalizados, podemos concluir que la matriz V' es
ortogonal y, por tanto, el problema se reduce a encontrar V' tal que

VIMV = A.
Por otra parte, notemos que si vy, vs, - - - , vy, son las columnas de V, entonces
(VTMV)Z'J' = <Ui, M?}j).

El problema de PCA cominmente se plantea en direccién a maximizar

las expresiones sobre la diagonal. Es decir, si V' es un estimativo de V,
maximizar la traza de la matriz VI MV, que es igual a

n

E <?)Z', M Ui>-

i=1
Sin embargo, en este contexto nos interesa también minimizar los términos
que no estan en la diagonal. Es altamente deseable que los términos de la
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pinta (4;, M¥;) con i # j sean lo mas cercanos a 0 posible, o equivalente-
mente, que (;, Mv;)? sea lo menor posible.

Notar que esto es coherente con las propiedades de los autovectores v;,
ya que

(vi, Muj) = (v, Ajuj) = Aj{vi, v5) = {)\] e

0 sii#j
Ademsds, como una intuicién general, el producto interno de dos vectores
nos dice “cudn alineados estan” (luego de escalar por las normas de los
vectores). Entonces querer maximizar (U;, M¥;) seria querer que 0; y Mv;
estén alineados, lo cual es cierto, ya que queremos que Mv; tenga la misma
direccién que v; (queremos MvU; = A\;¥;) y querer minimizar (v;, M 1?j>2
cuando 7 # j es querer que U; y Mv; estén lo menos alineados posible. Esto
es, en otras palabras, querer que sean ortogonales, lo cual también es cierto
si Mwvj; tiene la misma direccién que v;.

2.2. El Juego

Imaginemos que queremos hallar las d primeras componentes principa-
les de un conjunto de muestras. Entonces planteamos el EigenGame para
d jugadores, donde cada jugador tiene un vector unitario ¥; € S que
pueden modificar, y una funcién de utilidad u; que tienen que maximizar.
En cada turno, cada uno de los d jugadores elige un vector en la esfera, y
la utilidad del jugador ¢ entonces sera

LA . R 0;, Mvi;)?
wi (G | D<) = (00, MG;) =) <<UZM;>>
7 J

j<i

donde ¥;<; denota el conjunto {v; : j < i}.

Notar que esta funcién utilidad es la razonable dada la motivacién an-
terior. Se tiene sumando los términos que se quieren maximizar, restando
los que se quieren minimizar, y se tiene unos términos (v;, Mv;) dividiendo
a los términos (1;, M1;)? para mantener todos los términos de la funcién
en una misma escala “lineal” y para facilitar el analisis.
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Definicion 2.2.1. Dado un juego de 2 o mds jugadores, un conjunto de
estrategias para los jugadores es un Equilibrio de Nash si cada juga-
dor indwidual no gana nada modificando su estrategia mientras los otros
mantengan las suyas. En otras palabras, es una situacion en la cual los
Jugadores no tienen ningun incentivo para cambiar su estrategia en caso de
que las estrategias de sus oponentes no se alteren. [3]

Teorema 2.2.2. El equilibrio de Nash del FigenGame para d jugadores es
unico y se da cuando v; =v; V1 <1 < d, donde v1 el autovector de mayor
valor de la matriz de covarianza, ve el autovector de sequndo mayor valor,
y asi siguiendo.

Demostracion. Supongamos que v, Vs, - - - , Uy €s un equilibrio de Nasgh, y
vamos a probar por induccién global que ¥; = v; con probabilidad 1.

Primero, si i = 1, la funcién u; = (v, Mv;) depende unicamente
de v;. Entonces ¥ solo puede tomar vectores que optimicen la expresion

(v1, M), y sabemos que los uinicos vectores unitarios que hacen esto son
los autovectores de valor maximo. Por tanto, podemos concluir que v; = ;.

Ahora, supongamos que v; = v; V1 < j <14 — 1. Entonces,

(G ) — (G M (0i, Mu;)®
Uz(vz ’ U]<z) = <UzaM'Uz> - Z <’Uj,MUj>
7<1
. A <Al’)‘jUJ>2
= <Ui,M’Ui> —
]; (vj, Ajvj)
= (05, Mo;) — > N0, 05)°
j<i

Ademsds, como sabemos que tenemos una base ortonormal de autovec-
1 e A n o .
tores, podemos escribir v; = 23:1 a;v;. Si reemplazamos esto y usamos
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ortonormalidad, nos queda que
n n
- 2
wi(0 | vi<i) = (Y o, Yy Nagug) = D Ajes
Jj=1 Jj=1

7<i
= Z )\ja? — Z)\ja?

j=1 j<i
— 2
= g Ajag.
Jj=i
Ahora, como 2721 a]z = 1 ya que son las coordenadas de un vector

unitario en una base ortonormal, claramente esta expresién se maximiza
cuando o = d;5, ya que \j < A si j > k. Esto nos muestra que el valor
6ptimo de ¥; es v;, como queriamos probar. ]

— n . .
En general, vamos a usar fuertemente que dado un vector v = » %, a;vj,
' , ) = 2
se tiene que u; (v | vj<i) = X5, Aja.

Antes de ver los distintos algoritmos para hallar el equilibrio de Nash
de un EigenGame, hay que mencionar que en el blog Towards Data Science
[8] se debate que EigenGame no es en realidad un juego de d jugadores,
sino de 1 solo jugador. Esta afirmaciéon se basa en que los vectores no
compiten entre ellos, sino que cada vector intenta buscar su mejor posicién
basado en los vectores anteriores, que no se ven afectados por el vector en
cuestion. Esto tiene sentido, ya que al observar las funciones de utilidad de
cada vector podemos notar que la posiciéon 6ptima de cada uno depende
Unicamente de como estén ubicados los vectores anteriores, y no asi los
siguientes. Es decir, el primer vector ¢; no compite contra nadie, puesto
que su utilidad depende solo de si mismo. El segundo vector ¥5 no compite
contra nadie, ya que su utilidad depende solo de si mismo y de v7, que es
auténomo, entonces va a buscar la mejor posiciéon posible dada la posicién
de v, y asi siguiendo con los deméas. Por lo tanto, no habria competencia
real entre d jugadores, sino que seria un solo jugador intentando maximizar
todas las utilidades a la vez. De todas formas, en este trabajo no vamos a
abordar este debate ya que no afecta el enfoque que vamos a desarrollar.
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2.3. Algoritmos con el Método del Gradiente

En el articulo original de DeepMind [4], sobre el cual se basa este tra-
bajo, se propone resolver este juego con una estrategia del estilo Gradient
Ascent (ascenso del gradiente) aprovechando el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1. Si {vi,ve,...,v,} son los autovalores de M ordenados
de mayor valor a menor valor, dado 1 <1 < n, se tiene que

ui(v\va-) = )\i — sin(0)2 ()\Z — Zzl)\l>

1>

donde 0 es la distancia angular entre v y v;, y z € A", es decir un vector
que cumple 0 < 2; <1V jy >tz =1

Demostracion. Si 6 es la desviacion angular entre v y v;, podemos entonces
escribir
v = cos(f)v; + sin(f)w

con w 1 v;. Ademds sean {«aq,aq,...,a,} las coordenadas de w en la
base {v1,v2,...,v,}. Como esta es base ortonormal y w L v;, se tiene que
a; = 0. Ahora, usando la expresién de u; probada en el teorema anterior,

u;(v|vj<;) = A cos(6)* + Z A sin(f)2a?

1>
= Xi(1 —sin(6)%) + Y Arsin(6)*af
>4
= \; — sin()? ()\Z- — Z /\10412> .
1>
Tomando z; = alz sale lo pedido. ]

Usando que la funcién utilidad u; se parece a una sinusoidal en funcién
de la desviacién angular hacia el autovector verdadero, y que, por tanto,
usar el método del gradiente en esa funcién es buena idea, en [4] se propone
el siguiente algoritmo para resolver el EigenGame:
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Algorithm 1 a-FigenGame con Gradient Ascent

Input La matriz de muestras X, un nimero de iteraciones 7', un conjunto de vectores
iniciales {v1°,12°,...,44°}, y un tamafo de step a.

Output Un conjunto de vectores {9; : 1 < ¢ < d} estimativos de las primeras d compo-
nentes principales.

procedure
a—EigenGame(T, a) :
fori < 1,2,...,d do:
V; ﬁio
fort « 1,2,...,7T do:
recompensa — X - U;
. (X7, Xv;) <
penalidad <« 3., WX - Uj
Vi, + 2X7T . (recompensa — penalidad)
Vf}’; — Vv‘i — <v7j7,151>’l?1
UA»;, — U; + an}i
Vi H:}ﬁ
return {v; : 1 <¢ < d}
end procedure

Luego, el mismo grupo de investigacién de DeepMind sacaria un se-
gundo articulo [5] en el que propone una versién mejorada de este mismo
algoritmo, con ventajas que explicamos mas adelante.

Algorithm 2 p-FEigenGame con Gradient Ascent
Input La matriz de muestras X, un nimero de iteraciones 7', un conjunto de vectores
iniciales {v1°, 12, ..., 94"}, y una sucesién de tamafios de step (:)i—;.
Output Los vectores {0; : 1 < i < d} estimativos de componentes principales.
procedure
u—EigenGame(T, (n:)+)
fori «+ 1,2,...,d do:
0i ;0
fort « 1,2,...,T do:
fori «+ 1,2,...,d do:
recompensa, <— %XTX - Ui
penalidad «+ %Zj<i<Xﬁi7 X ;)05
V4 «+ recompensa — penalidad
VR T (V6
0" < Ui + eV
Vi H:}ﬁ
return {v; : 1 <: < d}
end procedure
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2.4. Ventajas

= Si bien este no es un aspecto que vamos a considerar o analizar en
profundidad durante este trabajo, este algoritmo es paralelizable. Es
decir, podriamos correr el algoritmo en d maquinas al mismo tiempo
para acelerar su ejecucién. La idea es que podemos asignarle una
maquina a cada una de las componentes que buscamos y para calcular
penalidad en cada iteracion de la maquina 4 le pedimos el vector v;
a la maquina j para cada j < i.
Esto es algo que diferencia este enfoque de, por ejemplo, la solucién
con el método de la potencia, en el que necesitamos terminar de
encontrar un autovector para pasar al siguiente.

= La ventaja que tiene el algoritmo p por sobre el a es que el u no
tiene sesgo. Esto quiere decir bésicamente que el desplazamiento V'
es lineal en M. O sea, si queremos hacer una particién en la matriz de
covarianza y correr el algoritmo de forma paralela en cada uno de los
subconjuntos para luego juntar los datos obtenidos, podemos hacerlo
sin cambiar el resultado respecto de si no hiciéramos la particion.

Por ejemplo, si yo pudiera descomponer mi matriz de covarianza M
como la suma de un conjunto de matrices M = Y ;" | M;, podemos
separar la suma cuando calculamos el desplazamiento en el algoritmo.
Es decir, nosotros calculamos

Ve = 1 (= S ag | = 130 M- Yt 3 b,
t=1 t=1

j<i j<i
1
=> o | i - > (i, My )
t=1 j<i
Entonces, podemos paralelizar el cdlculo de V% calculando cada
I L - - S
th == % Mtvi - Z<1}i, Mt’Uj>’Uj
i<t

por separado y después sumar todo para obtener Vf .
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Desventajas

La desventaja mads significativa de este algoritmo radica en lo si-
guiente: Su performance depende en buena medida de los vectores de
inicializacién 6;°. No existe una cota asintGtica de cantidad de ope-
raciones en funcién de la distancia angular del vector inicial 4" y el
autovalor v;. Es decir que, dada la matriz X, la cantidad de itera-
ciones necesarias para que v; converja a v; puede ser arbitrariamente
grande cuando el dngulo 0 entre 4;° y v; se acerca a .

Esto es grave por lo siguiente: Dado que PCA es una técnica de
reduccién de dimensién, es esperable hacer esta técnica en espacios
de dimensién muy grande, i.e. n muy grande. Ademads, se sabe que,
dado un w € S™ arbitrario y un angulo 0 < 6 < 7, la probabilidad
de que un vector sorteado con distribucién uniforme sobre la esfera
caiga dentro del conjunto

{vesS": Llv,w) <0}

tiende a 0 cuando n — oo, donde £ (v,w) es el dngulo entre w y v.
Adjuntamos una demostraciéon de esto en el apéndice [A] Esto nos
dice que, en dimensiones altas, encontrar un vector inicial 4;° con
distancia angular a v; menor a cierto umbral no es algo asumible ni
trivial.

Otra desventaja viene de que los algoritmos para resolver EigenGame
presentados en estos articulos usan fuertemente la forma de la funcién
y el hecho de que sea, en cierto sentido, una sinusoidal. Es decir, si
la funcién de utilidad que queremos maximizar fuera otra no tan
amigable, el algoritmo no serviria.

Por ejemplo, si quisiéramos resolver otro problema de maximizacién
donde tuviéramos una funcién con méaximos locales que no coinciden
con el maximo global deseado, utilizar alguno de estos algoritmos con
un método de gradiente no nos asegura que vayamos a converger a la
solucién que estamos buscando.

continuacién, proponemos un algoritmo sin estas desventajas.



Capitulo 3

Algoritmos Evolutivos

Como vimos en los capitulos anteriores, el problema de PCA se puede
resolver mediante el EigenGame. Concretamente, encontrando su equilibrio
de Nash, que es tinico. Si bien en los articulos de DeepMind se discuten al-
gunos algoritmos, a continuacién vamos a desarrollar un camino alternativo
para resolver el EigenGame mediante algoritmos evolutivos.

Los algoritmos evolutivos son métodos de optimizacion y bisqueda de
soluciones basados en los postulados de la evolucion bioldgica. En ellos se
mantiene un conjunto de entidades que representan posibles soluciones, las
cuales se mezclan, y compiten entre si, de tal manera que las mas aptas son
capaces de prevalecer a lo largo del tiempo, evolucionando hacia mejores
soluciones cada vez.

En este caso, como queremos buscar el éptimo de una funcién en la
esfera unitaria S”7!, la idea serd, dado un vector inicial, modificarlo en
una coordenada, evaluarlo, y quedarnos con el mejor vector de entre el
inicial y todos los modificados. Esto lo hacemos sumando o restando un
real positivo “step” a alguna de las n coordenadas y después normalizando,
ya que solo buscamos un éptimo sobre la esfera. Esto nos asegura que la
funcién utilidad solo pueda crecer con el paso de las iteraciones.

Otro truco para el correcto funcionamiento del algoritmo es que, si
ninguno de los 2n vectores modificados tiene mayor utilidad que el actual,
reducimos el valor “step”. Esto significaria que estamos “lo suficientemente
cerca” del éptimo como para que grandes modificaciones impliquen una
peor utilidad, entonces debemos buscar en vectores més cercanos al actual.

13
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Finalmente, debemos pasarle al algoritmo como pardmetros un valor
real positivo £ y un entero positivo T', que van a ser usados para establecer
el criterio de parada del algoritmo (cuando ya hayamos hecho T iteraciones
o cuando el valor de step sea menor a £) y un valor step_inicial para
inicializar la variable step.

3.1. Versién Cuadratica

La primera version de Evolutive EigenGame que vamos a ver se centra
en ser eficiente y tener una mejor complejidad. La clave de esta version es
agilizar el calculo de la funcién utilidad mediante variables auxiliares que
iremos actualizando a medida que evolucione la ejecucion.

Las variables clave en este caso van a ser la lista de vectores Mv que
va a guardar el vector resultante de M - ¥; para cada 1 <14 < d, y la matriz
vMv que va a guardar el resultado del producto interno (v;, M - ;) para
cada 1 <i,j < d. Adem4s, los notaremos de la siguiente formas:

Mvi=M-0:;¥1<i<d
UjMUi:<ﬁi,M-1fj>V1§i,j§d.

En este algoritmo, solo vamos a calcular la utilidad de vectores de la
pinta v; &= step - ;. Por lo tanto, podemos calcular las utilidades como
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wi(V; & step - e; | vi<;) = (U; = step - e;, M - (V; + step - e;))

_Z vzistep ej, M - 6;)?

(Oy, M -0
1<i b l>

= (0i, M - 6;) £ step((ej, M - G;) + (05, M - €;))

(<17i, M - 15[> + St€p<6j,M . ﬁl>)2
ten?le. M -e;) —
+ step®(e;, e;) léi oo

= v;Mu; % step((ej, Mv;) + (3;, M;)) + step* - Mjj;

Z (v; My & step(ej, Muy))?
v Mu;

1<i
= v; Mu; £ step(Muv;[j] + (0, M;)) + step? - Mj;

Z (viMuv; %+ step - My[j])?
'l}lM’Ul

1<i

donde M; denota la j-ésima columna de la matriz M y w[j] denota la
j-ésima coordenada del vector w. Entonces, podemos definir la funcién

utilidad(i, j, signo, step) = v;Mu; % step(Mu;[j] + (6;, M;)) + step® - M;;

Z (viMu; + step - Mu[5])?

- vy My
I<i

donde la variable signo determina si los + son + o —. Notar que si
quisiéramos calcular la utilidad de uno de los vectores ¥;, simplemente
tenemos que setear la variable step = 0, y entonces las variables j y signo
pasan a ser irrelevantes.

De esta forma, vemos que podemos calcular la utilidad de estos vecto-
res en O(n) operaciones: Todas las operaciones, salvo el producto interno,
toman O(1), y tenemos i + 2 términos. Como ¢ < d < n, tenemos O(n)
términos que se calculan en una cantidad acotada de operaciones, y un
producto interno que se calcula en O(n) operaciones.
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Algorithm 3 Evolutive-EigenGame Cuadratico para d jugadores

Input La matriz de covarianza M, un real € > 0 que actie como error minimo, un
maximo de iteraciones T', y un valor step_inicial.

Output Un conjunto de vectores {9; : 1 < ¢ < d} estimativos de las primeras d compo-
nentes principales.

procedure
fori «+ 1,2,...,d do:
157;4*61'
Muv; +— M - v;
for j <« 1,2,...,ddo:
’UiM’Uj < <15¢,M1)}'>

Evolutive_EigenGame(T, step_inicial, €) :
fori < 1,2,...,d do:
step < step_inicial, t < 0
while ¢t < T, step > € do:
candidato < U;, utilidad_actual < utilidad(i,0,+,0)
for j «+ 1,2,...,n do:
utilidad_nueva < utilidad(t, j, +, step)
if utilidad_nueva > utilidad_actual do:
candidato < Wiﬁﬁfjw utilidad_actual < utilidad_nueva
utilidad_-nueva <— utilidad(i, j, —, step)
if utilidad_nueva > utilidad_actual do:
candidato < H:Z:jzi:izjl\’ utilidad_actual < utilidad_nueva
if candidato = v; do:
step < St#
else:
U; < candidato, Mv; < M - ¥;
for j « 1,2,...,d do:
UiMUj — <’UAi, M’UA]'>, UjM’Ui — <’UAj7 M1}A1>
return {v; : 1 <: < d}
end procedure

Notar que, como cada vector depende tunicamente de los anteriores,
conviene primero obtener un buen estimativo de 01, después usar ese para
obtener un buen estimativo de 09, y asi siguiendo. A esta forma de proceder
se la denomina “secuencial”. Ademas, es claro que con este proceso el valor
de u;(v;) solo puede crecer con el pasar de las iteraciones.

Si queremos analizar la complejidad de este algoritmo, podemos em-
pezar con el cuerpo dentro del while. Como vimos, la funcién wutilidad se
calcula en O(n), entonces esa es la complejidad de la primera linea. Dentro
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del loop siguiente calculamos mas utilidades y sumas y normas de vecto-
res, todas operaciones en O(n). Como estamos iterando de 1 a n, el loop
completo estd en O(n?). Luego tenemos un if en O(1) y un else en O(d-n)
pues iteramos de 1 a d haciendo productos de O(n). Como d < n, tenemos
que todo el cuerpo del while estd en O(n?).

Ahora, si llamamos Z(X, T, step_inicial, £,1) ala cantidad de iteraciones
en t necesarias para calcular la i-ésima componente de la matriz M = )iTi?
con el algoritmo inicializado con T, step_inicial, €, entonces el proceso para
calcular la i-ésima coordenada estd en O(n? - (X, T, step_inicial,e,1)), lo
cual vamos a notar O(n? - I).

3.2. Version Cubica

Si bien en la préactica la versiéon cuadratica funciona correctamente, a
la hora de probar la convergencia del algoritmo surgen dos modificaciones
del mismo:

Notar que, a la hora de modificar el vector actual, se usan los vectores
candnicos como direcciones arbitrarias. Sin embargo, luego tenemos que
normalizar el vector, pues solo buscamos vectores en la esfera. Por esto,
serfa mas l6gico movernos en direcciones tangentes a la esfera en el punto
en el que estamos para obtener un vector més alejado, o sea, movernos
en direcciones ortogonales al vector actual. Si nos movemos en direcciones
arbitrarias, podriamos incluso terminar en el mismo vector actual luego
de normalizar, o mismo en el origen, si justo el vector actual es uno de
los canodnicos. Se puede, entonces, hacer Gram-Schmidt en cada iteracién
del while con el vector actual para asi obtener una base ortonormal del
plano tangente a la esfera en actual. Como veremos mas adelante, esto no
afectara la complejidad del algoritmo siempre y cuando la dimensién del
espacio sea razonable respecto a la cantidad de muestras (equivalentemente,
sin e O(k)).

La segunda modificacién tiene que ver con el valor de step y los posibles
incrementos de la funcién utilidad. Podria pasar, en principio, que wu;(%;)
converja a una asintota estrictamente menor al éptimo buscado mantenien-
do el valor de step sin cambiar. Dicho en otras palabras, en cada iteracién
pegamos saltos de la misma longitud pero sin tender al 6ptimo. Para evi-
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tar esto, se puede introducir una tasa de crecimiento para controlar que la
mejora de u;(¥;) en cada paso sea por lo menos proporcional al valor step.
Esto nos ayudara mucho en el teorema de la seccion siguiente.

Por 1ltimo, notemos que como ahora vamos a calcular la utilidad de
vectores més generales comparados con los de la versiéon anterior, enton-
ces debemos usar una versiéon mas directa y menos eficiente de la funcién
utilidad. Como resultado, nos quedaria la siguiente variante del Evolutive
EigenGame:
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Algorithm 4 Evolutive-EigenGame Ctubico para d jugadores v2

Input La matriz de covarianza M, un real € > 0 que actiie como error minimo, un
maximo de iteraciones 7', un valor step_inicial, y una tasa de crecimiento 7. > 0.
Output Un conjunto de vectores {; : 1 < ¢ < d} estimativos de las primeras d compo-

nentes principales.

procedure
for: « 1,2,...,d do:
V; €4
Muv; <~ M - v;
viMuv; < <’L;1',M’Ui>

utilidad(vector, ) :
respuesta < (vector, M - vector)
for j < 1,2,...,i—1do:

(vector,Muv; )2

respuesta <— respuesta — v, M,

return respuesta

Evolutive_EigenGame_v2(T, step_inicial, e, ¢) :
fori < 1,2,...,d do:
step < step_inicial, t < 0
while t < T, step > ¢ do:
{dir1,dira,...,dirn—1} <+ Gram_Schmidt(actual)
actual < U;, utilidad_actual < utilidad(actual, i)
for j < 1,2,...,n—1do:
candidato < M%
utilidad_nueva — utilidad(cadidato, 1)
if utilidad_nueva — utilidad_actual > 7. - step do:
actual < candidato, utilidad_actual < utilidad_nueva
if actual = ¥; do:
step < St#
else:
¥; < actual, Mv; + M - 0;, viMuv; < (0;, Mv;)
return {v; : 1 <i < d}
end procedure

Podemos observar que en esta versién, solo necesitamos los productos
(03, M - v;), y no todos los (0;, M - v;) para j # i.

Si queremos analizar la complejidad del cuerpo del while, esta sera por
lo menos O(n?), que es la complejidad de hacer Gram-Schmidt. Por otro
lado, la funcién wutilidad usada en este caso tiene complejidad O(n?), ya
que tenemos que hacer la multiplicacién M - vector e ¢ productos internos.
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Entonces, como tenemos que hacer esto para cada indice j =1,...,n —1,
se tiene que el cuerpo del while estd en O(n?), y de alli el nombre de esta
version de EigenGame. Por lo tanto, este algoritmo tardarfa O(n3-Z) para
calcular cada componente.

Si bien esta versién es menos eficiente que la discutida anteriormente,
las modificaciones hechas nos permiten establecer el teorema del siguiente
capitulo que, si bien no es una prueba de complejidad, puede ser de ayuda
para una prueba futura, ademds de ilustrar y dar una intuicién de que esta
pasando de fondo en la ejecucién del algoritmo.

Algunas pequenias observaciones respecto a esta versién cubica:

= Al hacer Gram-Schmidt, lo que nos importa es que las direcciones
en las que nos movemos sean tangentes a la esfera. Pero ademas les
podemos pedir que sean ortogonales a los autovectores ya encontra-
dos. Asi, en vez de n — 1, bastaria con mirar n — i direcciones para
el vector 9;. Como esto no cambia la complejidad final del algoritmo
y restringe la cantidad de nuevos candidatos a evaluar en cada paso,
esta modificacién no fue analizada en este trabajo, pero puede ser
una futura fuente de investigacion.

= Como vimos, calcular la utilidad de un vector en esta versién cuesta
O(n?) operaciones. Sin embargo, en el hipotético caso en el que k < n
esto se puede reducir a O(n-k) operaciones de la siguiente manera: En
vez de computar M - vector, que cuesta O(n?) operaciones, podemos
computar X -vector que cuesta O(nk) al ser X una matriz de k x n.
Con esto, podemos asignarle a respuesta el valor || X - vector||?, ya
que

(vector, M - vector) = (vector, X1 - X -vector) = (X - vector, X - vector)

= || X - vector||?.

Y en este caso calcular || X -vector||? cuesta O(k) operaciones por ser

un vector de k coordenadas.
(vector,Mv;)?

u, M, que cuesta O(n)

Y después, en vez de restar el término
para cada j, podemos restar

(X -vector, X - v;)?
’UjMUj
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3.3.

ya que X -vector ya lo tenemos y podemos tener precalculado X - v;
para cada j, evitando operaciones innecesarias. En este caso, nos
tomarfa O(k) iteraciones por cada j, y, por tanto, O(n-k) operaciones
en total.

Consideraciones Generales

Vamos a mencionar dos aspectos a tener en cuenta que abarcan a ambos
algoritmos y a su estudio:

Teoéricamente podria pasar que en algin estado intermedio de la eje-
cucion de cualquiera de los dos algoritmos, cuando estd buscando la
i-ésima componente el vector ¥; valga lo mismo que alguna de las
direcciones en las que nos movemos para analizar candidatos (e; o
—e; en la versién cuadratica y dir; o —dir; en la versién cibica, pa-
ra algin j) y que la variable step sea 1. En cuyo caso, al calcular
U; — step - ej, U; + step - e;, U; — step - dirj, o U; + step - dir; segin
corresponda, vamos a obtener el vector 0 y vamos a dividir por 0
tratando de normalizar el vector. Sin embargo, en la practica esto no
sucede, y si asi ocurriera, simplemente se puede descartar el 0 como
vector candidato. Como creimos que no valia la pena agregar esta
condicién a un algoritmo ya de por si largo, obviamos este aspecto
en los pseudocédigos.

En el articulo [7] se analiza una técnica que consiste en reducir la di-
mension n proyectando todas las muestras a un subespacio generado
por d + [ vectores en el que se estima que van a estar las primeras d
componentes, y luego se recurre a algoritmos para resolver PCA en
un espacio de dimensién mucho menor. Experimentos detallados en el
articulo muestran que esto puede mejorar la performance del cédlculo
de PCA significativamente. Sin embargo, decidimos no experimen-
tar esta técnica con nuestro algoritmo, y dejarlo como un trabajo a
futuro.
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Capitulo 4

Intuiciones

4.1. Visualizacion

En esta seccion vamos a ver graficamente que pasa de fondo en el algo-
ritmo en el caso de 3 dimensiones, que sirve para imaginarnos después los
casos de dimensiones mas altas.

El hecho clave para esto es recordar el resultado probado en el capitulo
2:

Propiedad 4.1.1. Si evaluamos la i-ésima funcion de utilidad en un vec-
tor ¥; con coordenadas (a, -+ ,ap) en la base ortonormal de autovectores

{vi, -+ ,vn}, tenemos que
ui(Vilvj<i) = Z Aj oz

Jj=>i

Como los autovectores forman una base ortonormal, después de un cam-
bio de base ortogonal (una serie de rotaciones y reflexiones) podemos asu-
mir sin perdida de la generalidad que la base de autovectores es la canénica
{e1, -+ ,en}, y que por tanto, como las coordenadas de algiin vector x en
la base canonica es el mismo vector x, se tiene

(x|vj<i) = Z/\ ]

jzi
Notar que esto nos manda la base canénica {ej,--- ,e,} a una base orto-
normal que vamos a notar con {di,--- ,dy,}.

23



24 CAPITULO 4. INTUICIONES

Esto nos permite expresar la funcién utilidad «; como una composicién
de dos funciones mas visuales:

= Sea L; : R — R" la funcién que multiplica las primeras i — 1 coor-
denadas por 0 y las otras por /);. Concretamente,

Ll(w) = (07 T aoa \/)‘_ixh V )\H—lxi—kl; Tty \/)\_nl'n)

Si restringimos esta funcién a la esfera, obtenemos una funcién L; :
8" — R™ cuya imagen L;(S"!) es una variedad diferencial elip-
soide.

Por ejemplo, si i =1,

n 2
n—1y\ __ n ., xj_
Li(S )—{xeR.;)\—j—l}

que es un elipsoide de dimensién n — 1. Ademads en este caso Ly es
biyeccién, ya que la asignacion (1, ,zn) = (VA1x1, -,V Anp)
es una correspondencia entre S~ ! y el elipsoide ya definido.

Figura 4.1: Ejemplo de elipsoide de dimensién 2.
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Y sii> 2,

l\)

L(S" ) ={zeR" x]—OVj<zyZ)\—] 1}

J=

que es una variedad diferencial de dimensiéon n + 1 — ¢ cuyo borde es
un elipsoide de dimensiéon n —i. Mds precisamente, es un elipsoide de
dimension n — ¢ junto con su capsula convexa.

Figura 4.2: Ejemplo de L;(S" ') coni =2y n =3.

La principal diferencia cuando ¢ > 1 es que L; manda a 0 algunas
coordenadas de los vectores, entonces si por ejemplo L;(z) = y se

_ n 2 i—1 92
tiene que 7, /\ =D i Z:z: = |[=|[* = X227 25 v este valor puede
ser cualquier real entre 0 y 1. Entonces podriamos “perder norma” en
las coordenadas que se van a 0, y es por eso que, ademés del elipsoide,

la cdpsula convexa también forma parte de la imagen de L;.

» Sea N : R" — Rxg la funcién norma al cuadrado dada por N(x) =

lelf? = 325 25

Ya habiendo introducido estas dos funciones, es facil notar que, después
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de un cambio de coordenadas, u; = N o L;, ya que tenemos
n
N o LZ(IE) = N(O, cee ,0, \ )\Z'CCi, \/ )\i+1xi+17 sV )\nxn) = Z )\fb?
j=i

Esto nos dice que, a fin de cuentas, lo que queremos maximizar es la nor-
ma de un vector sobre un elipsoide. Notar que entonces, para maximizar
la u; cuando ¢ > 1, vamos a tener que minimizar las componentes que se
van a 0 al aplicar la L;, ya que estas determinan cudnta norma perdemos
en el proceso y, por tanto, cudn dentro estamos de la cédpsula convexa del
elipsoide. Esto deriva en que el i-ésimo autovector tiene que ser ortogonal
a los anteriores, lo que explica el hecho de que en el algoritmo Fvoluti-
ve FigenGame nunca nos fijamos que los autovectores aproximados sean
ortogonales entre ellos, y, sin embargo, siempre terminan siéndolo, como
veremos en la experimentacion.

Ahora que ya tenemos una idea gréfica de qué es lo que hace la funcién
u; sobre la esfera, podemos ver un ejemplo de como procederia el Evolutive
FEigenGame Cuadrdtico en el caso de R3 :

Primero elegimos un punto aleatorio vg sobre la esfera y marcamos todos

los puntos que vamos a probar como candidatos. En este caso, supongamos
.. votd;

que step_inicial = 1, entonces son 6 y son de la forma TooEd T donde los
J

{d; }?:1 es la base ortonormal a la que van a parar los candénicos después
del cambio de coordenadas hecho al principio de este capitulo.
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Figura 4.3: El punto rojo es vy, las flechas negras son los desplazos por los
d;, y los puntos azules son las proyecciones de estos 6 puntos de la pinta
vo £ d; a la esfera (proyeccion remarcada con segmentos hacia el origen).

Ahora, con los puntos candidatos, aplicamos el mapa L1, mandando la
esfera a un elipsoide.

Figura 4.4: Asi es como quedaria aplicar Ly a la esfera con los puntos
mostrados anteriormente.
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En este paso se aprecia por qué nuestro algoritmo casi no depende
del vector inicial que sorteamos: Cuando los desplazamientos todavia son
grandes, hay puntos candidatos (que posteriormente vamos a evaluar) lejos
del punto inicial en el elipsoide.

Ahora, nos quedamos con el punto con mayor norma, que seria el que
esta mas alejado del origen. Este punto va a ser nuestro nuevo punto rojo.
Con este nuevo punto rojo, evaluamos nuestros nuevos 6 puntos candidatos
sobre el elipsoide y nos quedamos con el de mayor norma

Figura 4.5: Marcamos como punto rojo el de mayor norma y como puntos
azules a los nuevos candidatos a partir del rojo.
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El siguiente paso va a tener esta pinta:

Figura 4.6: Volvemos a elegir punto rojo basado en su norma y marcamos
los 6 nuevos candidatos.

Notar que ninguno de los 6 puntos azules tiene mayor norma que el
nuevo punto rojo, por lo tanto, se procede a dividir por 2 al parametro
step. Dividir el step por 2 provoca que la magnitud de los desplazos por
los d; al momento de marcar a los candidatos en la esfera se reduzca a la
mitad. Entonces, en el préximo paso los candidatos se van a calcular asi:
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Figura 4.7: Notar como las flechas negras tienen longitud 0,5 mientras que
en los pasos anteriores tenian longitud 1.

Esto hace que los candidatos a partir de ahora van a estar més cerca
del punto rojo, como podemos ver en las siguientes imagenes:

-100  -0.75  -050 025 000 025 050 075 100 k%

Figura 4.8: Asi quedaria un punto rojo con sus 6 candidatos al reducir el
tamano del step.
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Y asi procede la ejecucion hasta que step sea inferior a cierto umbral
dado o se supere un nimero total de iteraciones.

Cuando terminamos de buscar el primer autovector, pasamos al se-
gundo. En este caso, mandamos a 0 la componente del primer autovector
hallado, resultando en imagenes como estas:

-1L00 =075  -050 =025 000 025 050 075 1.00 :%E%

§ F1.00
: -100 075  -050 -025 000 025 050 075 100

Figura 4.9: Notar como en este caso, si aparecen puntos azules en la capsula
convexa del elipsoide.

Finalmente, el mismo proceso que vimos antes con Lj ocurre con Lo y
las demdas componentes que sigan.
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4.2. Teorema de PseudoConvergencia

Dada la intuicién ya vista, en esta secciéon vamos a probar el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.1. Si ya encontramos {v; : j < i} y sabemos que u;(0;|vj<;)
no converge a ningin A\; con | > i, el algoritmo FEvolutive EigenGame
Cubico hace que U; — v; cuando € — 0,T — oo.

Primero, dado que los autovectores forman una base ortonormal, luego
de una serie de rotaciones podemos transformar v, vs, ..., U, €0 €1, €3, ..., €y,
por lo que podemos asumir que v; = e; Vj. Ademds, como la funcién u;(7;)
es no decreciente a lo largo de las iteraciones, basta con probar que la
asintota a la que converge esta sucesién de reales (que es acotada, ya que
u; < A\;) no puede ser otra cosa que ;.

Supongamos entonces que u;(v;) < M < \; a lo largo de toda la ejecu-
cién del algoritmo. Ahora, dado un ¢ > 0, definimos la “banda de ancho
6”7 como el conjunto

Bs = uz_l([M — 0, M])

Notemos Bj es compacto (pues es cerrado en S"~! que es compacto)
y que e; € Bs V6 > 0. Ademds, si M # )\; V j, existe un g > 0 tal que
ej € Bs para todo < dg. Entonces, sabemos que eventualmente la cola
de la sucesiéon de puntos de U; se mete a la banda Bs para cualquier 9, en
particular para los § < .

Como probamos antes, tenemos que u;(z) = 3,5, )\ja? donde los «;
eran las coordenadas de x en la base de autovectores. Como en este caso
la base es la candnica, se tiene que u;(z) = iji )\ja:]z. De esto podemos
deducir que entonces

Vuz(a:) =2 (0, 0, e ,0, )\ixi, /\i+1xi+1, e ,)\na?n).

Ahora, recordemos que si estamos parados en x en el algoritmo, nos mo-
vemos en direcciones tangentes a la esfera en x, o sea en direcciones orto-
gonales a x. Para esto, la componente del gradiente que nos interesa es la
tangente a la esfera, que también se puede escribir como

Vui(x) — (x,ui(x)) - x.
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Propiedad 4.2.2. La componente Vu;(x) — (z,u;(z)) - x es nunca nula en
Bs

0°

Demostracion. Si Vu;(z) — (z,ui(x)) - © = 0 es porque Vu;(x) = \x para
algin A € R. Escrito de otra forma,

(0, 0, e ,0, )\Z':Ei, >\i+1$i+17 e a)\nl'n) = ()\l‘l, )\1:2, s ,)\xn)

Notemos que esto no es posible si existen dos j > i tales que x; # 0, ya
que los A; son todos distintos.

Ademés, debe haber por lo menos uno, pues z; = 0V j < i dada la
igualdad. Entonces, esto solo puede suceder si = e; para algun j > ¢, que
es un absurdo, ya que dijimos que ningun e; estd en Bs,.

O]

Gracias a esta propiedad, sabemos que ||Vu;(z) — (x,u;(x)) - z|| es
una funcién continua y nunca nula en Bj, que es compacto. Por tanto,
[|Vui(x) — (x,ui(x)) - || > v >0 en todo Bs,.

Ahora, como {diry,dirg,--- ,dir,—1} es una base ortonormal del plano
tangente a la esfera en x, se tiene que

n—1

Iyl = (y, dirj)?

=1

para todo y en el plano tangente a la esfera en x. Esto nos dice que existe
. . 2 . . .
j que (y,dir;)* > %, y, por tanto, existe j tal que (y,o - dir;) > \/‘%

con o € {1,—1}. Entonces, existe j y o € {1, —1} tal que

(Vui(x) , o-dir;) = (Vui(z) — (Vui(x),z) -z, o-diry)
[Vui(z) — (Vui(z), z) - 2|
vn—1

> 0,

>

v

>
n—1

donde la primera igualdad se da porque dir; L x.
Ademas, sabemos que la derivada de wu; en direccién a w es (Vu;, w),
entonces dado cualquier punto x € Bs, se tiene al menos una direccién
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resultante del Gram-Schmidt del algoritmo que tiene derivada direccional

mayor o igual a \/7% Ahora, por la definicién de derivada direccional,
existe un lp > 0 tal que u;j(x + 1 (o - diry)) — ui(x) > 2.\}% para todo

[ <lp.
Mejor atn, se puede elegir el [y de forma uniforme, es decir, que no
dependa del z. Podemos tomar la funcién U : Bs, x [0,1] — R dada por

U(z,l) = méx; (ui(ﬂl'(g'dl"j))_ui(x)) , que es continua porque el procedi-
miento Gram-Schmidt(x) es continuo y tomar méximo de n — 1 funciones

. . . _ _1 'y
continuas es continuo. Ahora podemos tomar el abierto V = U (72 N oo)

que contiene al compacto B, x {0}. Para cada x € Bj, x {0}, podemos
tomar e, > 0 tal que By, (z) C V. Como {Bc, (2)}sep,, x{0} € un cubri-

miento por abiertos de Bg, x {0}, podemos tomar finitos {z,,}%,_; tal que
las d bolas de estos x,, cubren al compacto Bs, x {0}. Ahora, podemos
tomar lp = minj<;y<q€y,, por lo siguiente: Dado = € By, (x,lp) esta a
distancia lp de (z,0), que a su vez estd a distancia menor a ¢, de z,, para
algun m. Entonces, (x,1ly) estd a distancia menor a lg+ &, < 2e,, = de x,,
lo que dice que (z,ly) € Bae,, (zm) C V.

Recapitulando: gracias a lo que acabamos de probar, sabemos que existe
un lo tal que si step < ly y € Bs,, cada iteracién del algoritmo va a au-
mentar u;(z) en por lo menos 2_515/6%. Ademds sabemos que eventualmente
siempre se llega a un step tan chico como queramos gracias a que solo cam-
biamos el punto actual si el incremento es por lo menos growth_rate - step,
y como la sucesién de valores u;(v;) es creciente y acotada, los incrementos
tienden a 0.

Como asumimos que w;(v;) /* M, eventualmente v; entra a By, y step
se hace menor o igual a ly. Entonces, ¢ pasos después de que esto pase,
u;(¥;) va a haber aumentado t - 2_5?% lo cual es un absurdo, pues entonces
después de un numero finito de pasos tendremos que u;(v;) > M.




Capitulo 5

Calculando los Ultimos
Autovalores

5.1. Un Nuevo Uso

A fin de cuentas lo que hace nuestro algoritmo es, dada una matriz
simétrica, calcular la cantidad de autovectores que le pidas, partiendo des-
de los de mayor valor hacia los de menor valor. Pero, ;qué pasa si nosotros
queremos calcular los de menor valor? Calcular todos los autovalores lle-
varia una innecesaria cantidad de tiempo y aumentaria el riesgo de obtener
vectores menos fieles gracias a errores numéricos. ;jHay algtin atajo para
evitar este problema?

Algo que se puede hacer es invertir la matriz en cuestién, obteniendo
asi una matriz cuyos autovalores son los inversos a los de la matriz inicial,
pero no tendria sentido porque te sale més caro el collar que el perro. Sin
embargo, en este capitulo vamos a exponer una solucién alternativa sin la
necesidad de invertir ninguna matriz.

Si volvemos al capitulo de Intuiciones, recordamos que la funcién uti-
lidad u; es en el fondo tomar norma sobre un elipsoide, eventualmente
también teniendo en cuenta su cdpsula convexa. Después de un cambio de
coordenadas ortogonal, el elipsoide para u; tiene esta pinta:

35
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Figura 5.1: Acé se ve el elipsoide con sus 3 ejes de deformacién marcados.

Los ejes de deformacion son justamente los autovectores que queremos
buscar. En los capitulos anteriores queriamos encontrar el autovector de
mayor valor y, por tanto, querfamos maximizar la norma. Ahora, si quere-
mos encontrar el autovector de menor valor, basta con minimizar la norma,
ya que se sigue cumpliendo que el vector de menor norma en el elipsoide
es el eje de deformacién con menor magnitud. Es decir, para encontrar el
menor autovector v,, basta con minimizar la funcién utilidad u; en vez de
maximizarla. Esta es una modificacién muy sencilla a hacer en el Evolutive
EigenGame original.

Sin embargo, cuando queremos encontrar el segundo autovector con
menor valor, nos topamos con un problema. Ahora que ya encontramos vy,
vamos a operar con us que ahora es equivalente a calcular la norma en un
elipsoide o en su cépsula convexa. Es decir, ahora el (0,0,---,0) es un
candidato posible a analizar, entonces buscar el vector con menor norma
no va a servirnos, ya que sabemos que este vector es el vector 0.
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-100  -075 050 025 000 025 050 075 100 ,%Z%

Figura 5.2: Elipsoide de dimensién 1 junto con su capsula convexa, producto
de anular la menor componente al elipsoide de dimensién 2.

Para sortear esto tenemos que encontrar una forma de evitar los vectores
de la capsula convexa y solo analizar vectores en el borde de la variedad,
ya que es ahi donde se encuentra nuestro segundo autovector.

Si vamos a la seccién de Visualizacion, vemos que ahi se explica que los
vectores que estan en el interior de la cdpsula convexa son los que “pierden
norma” cuando las primeras componentes se van a 0 después de aplicar L.
Recordemos que

L’L(:E) = (Oa T aOa \/A»lxu e ,\/Eflfn)-

Como las componentes que se van a 0 son las componentes de los au-
tovectores ya hallados, podemos notar que un vector conserva su norma
después de aplicarle L; siy solo si es ortogonal a todos los autovectores an-
teriores. Como asumimos que los autovectores son, en orden, los canénicos
{e1,e2, -+ ,en}, podemos convencernos de esto observando que un vector
es ortogonal a ey, -+ ,e;—1 si y solo si sus primeras ¢ — 1 coordenadas son
0, y estos son exactamente los vectores que conservan su norma después de
aplicarles L;.

Entonces, para evitar el problema mencionado al calcular el i-ésimo me-
nor autovector cuando ¢ > 1, podemos pedir que los candidatos a evaluar
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siempre sean ortogonales a los ¢ — 1 autovectores anteriores, o directamente
agarrar cada candidato y proyectarlo al complemento ortogonal de los vec-
tores anteriores, que es una tarea sencilla y mas aun si los vectores tienen
norma 1.

Entonces, basados en la misma idea del Evolutive EigenGame podemos
desarrollar un algoritmo para calcular los menores autovectores de una ma-
triz simétrica. Vamos a llamarlo Fvolutive EigenGame Inverso y quedaria
asi:

Algorithm 5 Evolutive-EigenGame Inverso para d jugadores

Input El mismo que el Evolutive EigenGame clésico.

Output Un conjunto de vectores {0; : 1 < i < d} estimativos de los d menores autovec-
tores.

procedure
Proyeccién_Ortogonal(candidato, eje):
proyeccién « candidato — eje - (candidato, eje)
if ||proyeccion|| = 0 do:
return proyeccién
else:

I‘etuI‘n proyeccion

|[proyeccionl|

Evolutive_EigenGame(T, step_inicial, €) :
fori «+ 1,2,...,d do:
step < step_inicial, t < 0
while t < T, step > ¢ do:
actual < U;, utilidad_actual < utilidad(actual)
for j < 1,2,...,n do:
candidato < ﬁﬁiﬁ?n
for k « 1,2,...,i—1 do:
candidato < Proyeccién_Ortogonal(candidato, Uy)
if ||candidato|| = 0 do:
continue
utilidad_nueva < utilidad(candidato)
if wtilidad_nueva < utilidad_actual do:
actual < candidato, utilidad_actual < utilidad_nueva
if actual = U; do:
step < “#
else:
U; < actual
return {v; : 1 <i < d}
end procedure
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Notar que tenemos que salvar los casos en los que la proyeccién nos da
el vector 0.

La idea de la funcién Proyeccion_Ortogonal es que si tenemos un vector
candidato, lo podemos escribir como

candidato = o - eje + 3 - z,

donde z es un vector en el complemento ortogonal del eje, o sea z € (eje)*.
Ahora, (candidato, eje) = a-||eje||?+B-(eje, z) = asi ||eje|| = 1. Entonces

candidato — eje - (candidato, eje) = candidato — eje - o= - z

que es justamente la proyecciéon al complemento ortogonal de eje. Por
tanto, solo queda normalizar y obtenemos la proyeccién buscada.

5.2. Aplicacién

Una posible utilidad del algoritmo mostrado en este capitulo es resolver
la siguiente ecuacién:

—u"(z) = (A + V(2))u(z),

donde w : [0,1] — R funcién suave tal que u(0) = u(l) =0y A € R para
una funcién de distorsién V : [0,1] — R dada.

La forma en la que transformamos la ecuacién en algo computable es
usando la siguiente propiedad:

Propiedad 5.2.1. Siu:[0,1] — R es una funcion C?, entonces

. u(z —h)+u(zx+h) —2u(z)
H h? = (@)

para todo x € (0,1).

Esta propiedad sale de que
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Ahora v'(z + &) ~ M yu'(x —8) ~ W, entonces

h h u(z+h)—u(zx) u(z)—u(z—h
. u’(x—l— 5) —u’(x _ f) e )—u(z) _ u(@) h( )

h—0 h h—0 h

y esto da lo que queriamos.

Ahora, podemos representar a u como un vector en R” tomando n
muestras equidistantes en [0, 1]. Es decir, u € R" tal que u; = u(; — ﬁ)

V 1 < < n, donde el lado izquierdo representa el vector y el derecho la
funcién que estamos buscando. Y con esta perspectiva, podemos definir la

segunda derivada discreta como u” € R™ tal que
Ui—1+Ui1—2U; 2/ L . 3 ;
L — P (w1 + Ui — 2uy) sil<i<n

2
n
Uitp1—2U; e
u’.’ = 7Z+11 L= nQ(uH_l — 2ui) sit=1
3 2
n
o ..
Lol T — 2wy — 2uy) sit=mn
2
n

Notar que el valor en los bordes sale de que u(0) = u(1) = 0, entonces
el término anterior a u; es 0 y el siguiente a wu, también es 0 y por eso
quedan asi las coordenadas de los bordes de u”. Adem4ds, observemos como
acd nuestro h vendria a ser % que es la distancia entre las muestras.

Pero ahora, podemos ver al operador “derivada segunda” como una
matriz, ya que v’ = Au donde A € R™*"™ tal que

2%  sii=j
Ajj =4¢n? sii=j4+1
0 sino

Por 1ltimo, si dada la funcién de distorsién V' definimos la matriz & € R™*"
dada por

; 1 .. .
\P”_{V(T’L—Qn) sii=j
ij — .
0 sino
entonces traducir el producto de funciones V(z)u(x) a vectores es lo mismo
que hacer el producto de la matriz ¥ con el vector u, es decir ¥ - u.
Con todo esto en juego, podemos traducir el problema continuo a una

discretizacion, que seria resolver el problema

—Au = (Ad+ V)u.
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Notar que podemos escribirlo como un problema de autovectores
(—A = T)u = \u.

Como ambas matrices A y ¥ son simétricas, podemos entonces resolver
este problema con el algoritmo descrito al principio del capitulo, tomando
M = —A — V¥, ya que es simétrica.

Pero jpor qué estamos tan interesados en calcular los menores autova-
lores? Primero, hay que mencionar un resultado que se conoce sobre este
tipo de ecuaciones y que se puede encontrar como el teorema 2.1 en el
capitulo 8 del libro Theory of ordinary differential equations|2].

Teorema 5.2.2. Las soluciones de la ecuacion —u" = (A + V)u son una
sucesion (A;)ien tal que N; ' oo. Ademds, todos estos autovalores son
simples.

Ahora, el problema discretizado solo puede tener como mucho n solucio-
nes, ya que M puede tener como mucho n autovalores, y estas n soluciones
van a ser las correspondientes a las primeras n soluciones del problema
continuo.

Para ilustrar mejor esto, tomemos un ejemplo. Supongamos que V' = 0,
por lo que nos queda la ecuaciéon —u” = Au con u(0) = u(1) = 0. Sabemos
que los autovalores para este problema son ((i-7)?);en, ¥ las autofunciones
para w son sin(imz). Ahora, las soluciones para los primeros valores son de
la siguiente forma:
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Figura 5.3: sin(imz) para cada i entre 1 y 4. A su vez son las primeras 4
soluciones a la ecuacién —u” = Au.

Que las primeras soluciones tengan esa forma es beneficioso para la
discretizacién del problema, ya que tomar muestras nos da un vector muy
representativo de la funcién verdadera, dado que no tiene pendientes muy
empinadas. Sin embargo, al analizar soluciones de autovalores mayores nos
encontramos con funciones no tan amigables. Por ejemplo, esta es la solu-
cién para el autovalor nimero 60:
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—0.251

—0.50

—0.75 1

-1.00

Figura 5.4: sin(60 - 7x)

Estas funciones no nos ayudan mucho puesto que, si nosotros queremos
resolver el problema discreto en una dimensién no muy alta, por ejemplo
en R% tomar 50 muestras de esta funcién no nos da un vector muy fiel
para con la funcién continua original.

—0.25 -0.25

00 —0.50

-0.75
-0.75

-1.00
-1.00

Figura 5.5: Comparacion entre la autofuncién ntimero 60 y su vector dis-
creto en dimensién 50.
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Es por esto que las soluciones mas relevantes para resolver el problema
discreto son las primeras, y por eso en este caso aplicamos la version del
algoritmo que busca los menores autovalores.

Para ver como funciona todo esto en la practica, resolvimos este mismo
problema con V' = 0 en dimensiones 50 y 100. La matriz M que debiamos
darle al algoritmo entonces es simplemente la que tiene 2n? en cada entrada
de la diagonal y —n? en las entradas de arriba o de abajo de la diagonal,
con n = 50 o n = 100.

En ambos calculos seteamos los parametros Cr = 8, T = 200000, ¢ =
107 y step_inicial = 32. En el caso de n = 50, obtuvimos lo siguiente:

Componente (i) | Iteraciones Necesarias i (i-7)2 Q)\Tl)?
1 14202 9.483 9.869 0.96
2 6700 37.897 | 39.478 | 0.956
3 10858 85.134 | 88.826 | 0.958
4 9236 151.015 | 157.913 | 0.956
) 7619 235.289 | 246.740 | 0.953
6 6592 337.638 | 355.305 | 0.95
7 5660 457.673 | 483.610 | 0.946
8 4869 594.939 | 631.654 | 0.941

En este caso, cada uno de los autovalores obtenidos por nuestro algoritmo
distan de los respectivos autovalores verdaderos de la matriz M € R59*50
por menos de 5-1077. Ademds, si graficamos los vectores que nos devolvié
el algoritmo, obtenemos lo siguiente:
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Componente 5 Componente 3 Compoenente 1

Componente 7

Figura 5.6: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensién 50.
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El hecho de que el méximo del valor absoluto de las funciones sea 0.2 se

puede deber a que el algoritmo solo trabaja con vectores unitarios, entonces
puede haber sido divido por alguna constante. De todas formas, si u es
solucién a la ecuacion, v - u también es solucién para todo v € R.
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En el caso de n = 100, obtuvimos lo siguiente:

Componente (i) | Iteraciones Necesarias i (i-7)2 (i-);:)Q
1 120847 9.674 9.869 0.98
2 46334 38.688 | 39.478 | 0.98
3 69550 87.013 | 88.826 | 0.979
4 60539 154.602 | 157.913 | 0.979
) 51735 241.391 | 246.740 | 0.978
6 46038 347.295 | 355.305 | 0.977
7 40164 472.211 | 483.610 | 0.976
8 35320 616.02 | 631.654 | 0.975

En este segundo caso, los valores obtenidos distan de los respectivos
autovalores verdaderos de la matriz M € R'90X100 por menos de 8 - 1077.
Ademds, si graficamos los vectores que nos devolvié el algoritmo, obtenemos

lo siguiente:




5.2. APLICACION 47

= 0.1 0.1 A ™~
g g
c f=4
g 2
£ 00+ 0.0 - £
(=N (=N
E £
g -0.14 —0.1 1 s
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
™ 01 0.1 -
g g
c c
g 2
£ 00+ 0.0 - £
(=N (=N
E £
S —-0.1+ -0.1 5
: .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 .
0.0 1 0.0 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 . . .

Componente 5
Componente &

™~ 014 0.1 @
3 U
g g
= 2
g g
S 004 0.0 g
(=8 (=8
E £
8 -0.14 011 5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 5.7: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensién 100.

Mostrar que, como era de esperar, en este segundo caso obtenemos resul-
tados més cercanos a los del problema continuo tanto para los autovalores
como para las autofunciones. Esto es natural, ya que estamos tomando el
doble de muestras al discretizar el problema que el primer caso.

Respecto a las autofunciones podemos notar esto particularmente en
los bordes, donde en el caso n = 100 estamos mucho ma&s cerca del 0.
Ademsds, notar que su valor absoluto maximo es mas cercano a 0.1, que es
incluso menor que en el caso n = 50. Esto se debe a que la norma del vector
discreto de una misma funcién aumenta cuando tomamos mas muestras,
ya que tenemos mads términos no nulos en la suma.

Para hacer una 1ltima aplicacién, resolvimos la misma ecuacién pero esa
vez con una funcién de distorsiéon no nula: Tomamos a V' como una funcién
constante a trozos, para ver como afectaba a las soluciones del problema sin
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distorsién. Concretamente, consideramos, de forma totalmente arbitraria,
la funcién

V(a) 0.06 six <0.35
X =
240 si no.

En este caso discretizamos el problema con n = 50, y entonces nos deja
con U; =0.06si7 <18y ¥;; =240 si ¢ > 19.

Luego de correr el cédigo en este caso, obtenemos la siguiente tabla de
autovalores:

Componente (7) | Iteraciones Necesarias | Autovalor
1 9852 -220.769
2 6678 -163.853
3 7130 -72.641
4 12207 32.867
5 7098 90.941
6 7031 200.821
7 5603 308.863
8 4977 447.879

Nuevamente, los autovalores devueltos por el algoritmo distan de los
verdaderos autovectores de la matriz M = —A — ¥ € R%9%50 en menos de
5-1077. Ademds, si graficamos las autofunciones obtenidas, obtenemos lo
siguiente:
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Figura 5.8: Vectores resultantes para el algoritmo en dimensién 50 con una
funcién de distorsién constante a trozos.
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Apéndice A

Angulos en Dimensiones
Altas

Vamos a demostrar el siguiente teorema:

Teorema A.0.1. Si V,, es un vector aleatorio sorteado con distribucion
uniforme sobre S™, entonces

lim P(V, € {veS": L(v,w) <0}) =0

n—oo
para todo 0 < 6 < %

Demostracion. Vamos a probar esto simplemente viendo que el cociente de

medidas
{v e S": L(v,w) < 6}

57|

tiende a 0 cuando n — oo.

Primero, sabemos que si v y w son unitarios, entonces (v, w) = cos(£ (v, w)).
Ademds, pedir que £(v,w) < 6 para algiin 6 < 7 es equivalente a pedir
que cos(4£(v,w)) > € para algin 0 < € en funcién de . Por lo tanto, vamos

a probar que

lim {v € S™: (v,w) > €}

para todo 0 < e.

51
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Para esto, podemos asumir que w = e¢; = (1,0,0,---,0), ya que las
rotaciones preservan angulos y mantienen medidas de subconjuntos. Ahora,
(v,w) = vy, por lo que nos interesa medir

{v e S™: vy > €}

Ahora, si notamos A(n) := |S"|, el cociente se puede calcular como

1 ' noL
A(n)/e {v € 8™ : vy = t}|dt.

Si v pertenece al conjunto {v € S™ : v; = t} para algun ¢, entonces

tenemos que
n+1 n+1

1=||)? = ZU’LQ :tz—i-Zv?,
=2

i=1

por lo que podemos afirmar que ZZTQL; v =1 —¢2
Vamos a notar con S a la esfera de radio r centrada en 0 en R4*!. Con
lo dicho anteriormente, podemos observar que
-1
{veS": v =t} = {t}xST\L/@,

y entonces la medida de este conjunto es igual a

= (VIE) s = (1= 2) A1),

Volviendo a la integral anterior, la medida de {v € S™ : v; > €} es

1/1(1—t2)n21-z4(n—1)dt: A(n_l)/l(l_tz)"zldt

n—1
Sv1fﬁ

A(n) A(n)
n — 1 n—1
< A(A(n)l)/ (1—€*)"2 dt
_ An-1) AV S (1 — e
- .A(n) (1 ) (1 )
< M(l_g)%,

- Al



Ahora, sabemos que A(n — 1) =

(277%)/F(%), entonces

53

Ademds, sabemos que la funcién Gamma cumple I'(z + 1)

entonces

Esta misma propiedad nos dice que la funcién Gamma es creciente

A(n—1) (

%)/ (5

NG

)
)

_ x5t Tesh

VRT3

. 2 .
vr o T(3)

en la

recta real a partir de un punto, ya que I'(z) > 0 siempre que z > 0.
Entonces, en el limite cuando n — oo, se tiene que Flg( )) <1.
Entonces, recapitulando tenemos
eS": L(v,w) <6 An -1 n—
lim 1Y (,w) <OH g A=) g 22
n—1 n—
r'(*3) gy 1=l
= sy )
-1 n—
< lim n (1-— EQ)TI

pues tenemos una exponencial con base 1 — €

n—00 2\F
0

€ (0,1) que converge a 0

mas rapido de lo que crece un término lineal n — 1.

O]
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