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CAPITULO 1

Introduccidén

En tema central de esta tesis son las subastas. Si bien mas adelante hablaremos més formal-
mente de qué son y cémo las podemos estudiar, no es arriesgado afirmar que todos tenemos una
idea de qué es una subasta. Lo méas probable es que si le pidiéramos a alguna persona que nos
cuente que son (o al menos es la respuesta que hubiese dado yo misma antes de escribir este tra-
bajo), seguramente diria que si tenemos algtin objeto, por ejemplo una obra de arte, que se quiere
vender entonces un posible mecanismo de venta es una subasta: un subastador pone un valor
base y posibles compradores ofertan valores cada vez mds altos hasta que nadie estd dispuesto
a pagar mas, y el ganador compra por ese precio. Esta descripcién es solamente un caso muy
particular de una subasta, aunque por ahora nos va a alcanzar para tener un poco de intuicién.

Existen muchos mercados que hoy en dia funcionan con mecanismos de subastas, por mencio-
nar algunos ejemplos: los mercados de arte, energia, flores, publicidad, entre otros [9]. En general,
las subastas resultan un buen mecanismo de compra-venta cuando el precio de un bien no es
conocido [9]. Todo esto gener6 que las casas de subastas refinaran sus mecanismos a lo largo del
tiempo y que los postores refinaran sus estrategias, ambos bandos con el objetivo de maximizar
sus ganancias. Estos intentos de refinar los mecanismos y estrategias fueron los que motivaron el
estudio tedrico de los distintos tipos de subastas. En este capitulo mencionaremos algunos traba-
jos fundacionales en el drea y describiremos la estructura de este trabajo. De ninguna manera esta
seccion pretende ser exhaustiva, pero para ahondar en el estado del arte del tema se puede con-
sultar, por ejemplo,la guia de lectura de Paul Klemperer [8], en la cual nos basamos para realizar

esta introduccién.

1.1. Evolucion histérica

Desde tiempos antiguos los mercados son una parte importante de las sociedades y las subas-
tas son un tipo de mercado, es més, una de las primeras subastas de las que se tienen registro fue
en Babilonia cerca del 500A.C. [8]. Solo por mencionar un ejemplo historico, en 193A.D. la guardia
Pretoriana maté al emperador Pertinax y luego, subasté piblicamente el imperio romano [23] (la
historia completa se puede ver en el libro de Gibbon [7]). De més estd decir que hoy en dia las

subastas son muy distintas a lo que fueron en la antigiiedad. Sin embargo, todavia hoy siguen
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siendo una forma de compra-venta sumamente comtn para muchos tipos de bienes.

Una de las personas que indirectamente contribuy¢ a la teorfa moderna de subastas es John
Nash Jr., quién definié uno de los conceptos mds importantes de la teorfa de juegos: el equilibrio
de Nash (trabajo por el cual gané el premio Nobel de economia en 1994). No es dificil imaginar
que una forma razonable de pensar una subasta sea un juego de informacioén incompleta entre
muchos postores. En efecto, el equilibrio de Nash es un concepto importante para entender las
subastas y la gran mayoria de los resultados que discutiremos utilizan este concepto.

En 1969, William Vickrey fue el primero en tratar a las subastas con elementos de la teoria de
juegos [24], trabajo que contribuyé para que ganara el Premio Nobel de economia en 1996. En
este trabajo, Vickrey introdujo un modelo de subasta conocida como subasta de segundo precio
donde el ganador (el jugador con mayor oferta) paga lo que ofert6 el segundo. Aunque suene poco
intuitivo, este tipo de subasta tiene mucha importancia teérica, como veremos maés adelante.

En los afios 80, Myerson [15] y Riley y Samuelson [20] propusieron el Teorema de Equiva-
lencia de Ingresos. Este teorema nos dice que bajo ciertas condiciones, la ganancia esperada del

vendedor es independiente del mecanismo de subasta.

1.2. Modelado basado en agentes (ABM)

Al querer armar un modelo para un determinado proceso (ya sean subastas o cualquier otro
que nos imaginemos) debemos definir qué pardmetros vamos a controlar, es decir, cuales serdn
las reglas que seguird nuestra dindmica. Uno podria argumentar que la eleccién de dichas reglas
es arbitraria y en efecto lo es. Sin embargo, nuestro objetivo es poder reproducir y estudiar feno-
menos en escala macroscopica, por lo que la bondad de nuestro modelo se basara en que tan bien
reproduce los procesos que queremos estudiar macroscopicamente y no microscopicamente [3].
En general, vamos a pensar que tenemos muchos elementos o agentes que en cada instante o in-
teraccién pueden tomar decisiones de manera inteligente [3]. Este tipo de modelos se encuadran
en lo que se conoce como Agent-based-modeling. Esta clase de modelos permiten estudiar diversos
sistemas complejos como el trafico o los mercados [3] y tienen la ventaja de ser modelos flexibles
que permiten estudiar dindmicas que emergen de las interacciones complejas entre los agentes

involucrados. Esta sera la clase de métodos que emplearemos en este trabajo.

1.3. Modelos continuos

Coémo describir mediante ecuaciones a distintos sistemas es un problema que los fisicos estu-
dian desde hace mucho tiempo. El tipo de modelo que se decida usar depende de la cantidad de
agentes que tengamos en nuestro sistema. Por poner un ejemplo, un sistema de dos particulas que
interactian lo vamos a querer describir mediante ecuaciones diferenciales para cada particula. Sin
embargo, a medida que hay mds agentes, serdn necesarias méas ecuaciones, por lo que existe un
punto en el que es conveniente cambiar el foco y realizar modelos basados en campos; por ejem-

plo, en dindmica de fluidos se usan ecuaciones como Navier-Stokes para modelar la velocidad
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del fluido. Este tipo de modelos son modelos continuos o macroscépicos. También podriamos en-
contrarnos en un régimen mesoscépico donde debemos usar distribuciones de probabilidad para
realizar modelos. En general, la eleccién del modelo a usar no sigue criterios especificos, sino que

es una eleccién arbitraria [17].

1.4. Organizacién del trabajo

En este trabajo nos concentraremos principalmente en un tipo de subastas conocidas como
subastas de sobre cerrado de primer precio. Nuestro objetivo serd entender cémo los postores
deciden sus estrategias y disefiaremos mecanismos mediante los cuales los jugadores convergen
a un equilibrio. En particular, nos interesard estudiar modelos donde los postores converjan al
equilibrio de Nash. Para hacer esto usaremos un modelo basados en agentes para describir el
aprendizaje de los jugadores. También, construimos ecuaciones diferenciales a partir del modelo
para dos jugadores y estudiaremos sus soluciones.

En el capitulo 2 definiremos algunos conceptos sobre medidas que seran ttiles, introduciremos
la ecuacién de transporte y describiremos un tipo de test de hip6tesis que nos servird para analizar
las simulaciones.

En el capitulo 3 definiremos conceptos de teoria de juegos que nos permitirdn entender el
marco para estudiar subastas. Ademads, definiremos los tipos clasicos de subastas y hallaremos el
equilibrio de Nash para subastas de primer y segundo precio. También, probaremos el teorema
de equivalencia de ingresos y lo utilizaremos para hallar los posibles equilibrios de Nash en una
subasta de primer precio. En la seccién 3.5, se discutirdn brevemente algunas variaciones a los
tipos clasicos de subastas.

En el capitulo 4 describiremos el primer modelo que estudiaremos en este trabajo. Defini-
remos una dindmica para una subasta de primer precio para dos jugadores. En la seccién 4.2,
deduciremos una ecuacién de evolucién discreta para la dindmica. Luego, definiendo una medi-
da apropiada pasaremos a una ecuacién diferencial para el sistema (seccién 4.4). En la seccién 4.5
volveremos a obtener la ecuacién de evolucién usando funciones de perdida y ganancia. Final-
mente, en la seccién 4.7, estudiaremos las soluciones estacionarias para esta ecuacién. Veremos
que las soluciones replican los resultados de las simulaciones, lo que nos dara un chequeo de que
nuestro modelo es razonable.

En el capitulo 5 se describe un algoritmo para implementar la dindmica descripta en el ca-
pitulo 4. Con esta implementacién en Python, estudiaremos la dependencia de la distribucién
estacionaria con diversos pardmetros como por ejemplo, las estrategias iniciales de los postores.
Con esto podremos inferir propiedades sobre el comportamiento de los jugadores.

En el capitulo 6, generalizaremos el modelo del capitulo 4 para subastas de primer precio
pero con k jugadores. Nos concentraremos tinicamente en la definicién de las reglas y la imple-
mentacién en Python. Y usar este algoritmo para poder corroborar si nuestro modelo replica los

equilibrios que esperamos obtener para distintos valores de k.
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Finalmente, en el capitulo 7, se resumen los resultados principales de este trabajo. Ademads, se
detalla el trabajo futuro a realizar a partir de esta tesis, y se proponen posibles extensiones sobre

este trabajo.



CAPITULO 2

Preliminares

Antes de meternos de lleno en el estudio de la teorfa de subastas, repasaremos algunos con-
ceptos que serdn necesarios para obtener ecuaciones que nos permitan describir la dindmica de
nuestros modelos. Los preliminares que cubriremos en este capitulo abarcan algunas nociones
de teoria de la medida (seccién 2.1), la nocién de convergencia débil en el contexto de medidas
de probabilidad (seccién 2.2), ecuaciones de transporte (seccién 2.4) e introduciremos el Test de
Kolmogorov-Smirnov (seccién 2.5) que nos serd de utilidad para estudiar los resultados numéri-
cos de nuestros modelos. Las referencias principales de este capitulo son: el libro de Fava y Z6 de
medida y probabilidad [5], el apunte de Villani [25], sus libros de transporte éptimo de Villani [26,
27]y el libro de Hoolander y Wolfe [10] para la parte de estadistica.

2.1. Curso rdpido de teoria de la medida

Definicion 2.1.1: [5]

Sea Y un conjunto. Definimos una o-dlgebra ¥. C IP(Y) que verifica:
1. ©e%;
2. si (Ay)x es una sucesion de elementos de ¥, entonces Uy Ay € ¥;
3. si A € ¥, entonces A° € Y.

Decimos que A € X. es medible. Ademds, a un conjunto’Y con una c—dlgebra en P(Y) se lo llama

un espacio de medida. Generalmente, lo notamos Y, Z.

A modo de ejemplo, podemos mencionar la o-dlgebra de Borel, que se define como la menor
o-adlgebra que contiene a los intervalos de la recta.

Una observacion importante es que una ¢-dlgebra X cumple que como @ € X entonces Y € X.
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Definicion 2.1.2: [25]

Sea (Y, X) un espacio de medida. Una funcion p : ¥. — R es una medida positiva si:
1. u(A) > Oparatodo A € ¥;
2. p(UrewAx) = Lken H(Ax), donde A;, Aj € X son disjuntos Vi, j.

Ademds, una medida positiva tal que 11()) = 1, se dice de probabilidad.

Intuitivamente, lo que nos dice la definicién anterior es que si ¢ es una medida de probabili-
dad, a cada conjunto medible le asignamos un tamafio, que se corresponde con la nocién clésica
de probabilidad.

Lo préximo que nos gustaria poder hacer, dada una medida en un espacio de medida X, es
construir una medida en Y a partir de una funcién medible f : x — Y. La siguiente proposicién

nos dice de que manera podemos conseguirlo.

Proposicién 2.1.3: Medida Push-foward [25]

Sean (X, %) e (Y, %) espacios de medida y y una medida positiva en (X,%). Sea f : X — Y una
funcién medible. Entonces

v(4) = u(f1(A)) VAex 1)

define una medida en (Y,Y'). A esta medida la notamos v = T#y.

\.

Demostracion. Basta ver que la expresion 2.1 verifica la definiciéon 2.1.2 y que esta bien definida.
La buena definicién es directa: como f medible y A € ¥/, entonces f~1(A) € £, por lo que
podemos evaluar esta expresion en .

Tenemos que v(A) > 0 pues lo hereda de u. Y si (Ag)x C X disjuntos dos a dos:

v(UgAr) = p(f~ (UeAr)
= u(Ukf " (A)))
=Y n(fH(A0)
k
=) v(Ay)
k
donde el antetiltimo paso vale porque (f~!(Ay))x son disjuntos dos a dos. O

Notemos que podemos escribir la integral de una funcién continua ¢ como [25]:

/Y pd(f#u) = /X @o fdp. 22)

De esta manera obtenemos un cambio de variables entre el espacio X y el espacio Y.

10
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Una forma sencilla de definir una medida en R es a partir de una funcién de densidad que sea

integrable en el sentido de Lebesgue [25]:

p(a) = [ f@x)dx, (23)

Una medida 1til en este trabajo serd la medida de Dirac. Sea x9p € R y definimos para A
medible en R [25]:
Oxo(A) = Liyyeay- (2.4)

No es dificil notar que si ¢y € C°(R) se tiene [25]:
[ #(0)dos, = (xo). @5)

Intuitivamente se puede pensar a la § como una aplicacién que es nula en todos lados, salvo en
x0. Més atin, si se quiere definir a la J en el sentido de distribuciones se la puede pensar como un

limite de gaussianas con varianza cada vez mas chica.

2.2. Resultados de convergencia

Para probar resultados de convergencia en el capitulo 4 vamos a necesitar una topologia en el
espacio de medidas. En general, vamos a tener convergencia débil en el espacio de medidas de

probabilidad, por lo que definiremos este concepto.

Definicién 2.2.1: [27]

Sea {py} C P(X), donde X es un espacio polaco (un espacio métrico completo y separable), decimos

que py converge débilmente a yu € P(X) si para toda ¢ € Cy(X) vale que:

/ pdpy — / pdp. (2.6)

Mds aiin, la nocién anterior de convergencia nos define la topologia débil en P(X).

Un resultado que serd ttil es el teorema de Prokhorov, que nos da condiciones donde las

medidas convergen débil (via subsucesiones).

Definicién 2.2.2: [27]
Sea P una familia de medidas de probabilidad en un espacio topoldgico X. Decimos que la familia

es tight si para todo € > 0, existe un compacto Ko C X tal que

sup ju(K¢) < e.
uepP

Una observacién que nos sera titil es notar que si X es compacto, entonces toda familia es tight,
ya que podemos tomar como compacto a todo el espacio. Usando esta nocién podemos enunciar

el teorema:

11
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Teorema 2.2.3: Teorema de Prokhorov [27]

Sea X un espacio polaco. Dada una familia P tight en P(X), toda sucesion {py} C P tiene una
subsucesion que converge débil a y € P(X). Es decir, para toda ¢ € C,(X) vale que:

lim Xgpdykj:/x(pdy.

j—oo

Omitiremos la demostracion, que puede verse en el libro de Billinsgley [2]

2.3. Distancia de Wasserstein

Lo préximo que haremos serd definir una métrica en el espacio de medidas de probabilidad.
La primera distancia que podemos usar es la de variacién acotada:
dry(u,v) = sup |u(A) —v(A)] 27)
Amedible
Esta nocién es andloga a la distancia infinito entre espacios de funciones, donde el supremo se
toma sobre los puntos en lugar de los medibles. Sin embargo, esta nocién no es lo suficientemente
buena. El problema con esta métrica es que si tomamos la distancia entre dos deltas de Dirac

tenemos que:

dry(6a,0p) = 1

Por lo que no nos da una medida de que tan separadas estdn las deltas. Es por esto que vamos a

usar otra nocién de distancia.

Definicion 2.3.1: [1] Distancia de Wasserstein

Si X = R y consideramos la o-dlgebra de Borel, definimos la distancia de Wasserstein de orden 1

como:
Wi f2l = [ IR (0) - B(0)lde, (8)

donde
R) = [ i 2.9)

Notemos en este caso que si consideramos X = R, a,b € R, a # by queremos calcular la

distancia entre las deltas en a y b tenemos:

0 siv>a 0 siv>b

F(0) = / Sa(x)dx = y Fo) = / 5y(x)dx =
v 1 siv<a v 1 siv<b
Y por lo tanto [26],
W(ba,6p] = |a — b

lo cual nos dice que esta medida separa las deltas mejor que la distancia de variacién acotada.
Por como definimos esta distancia parece mds restrictiva que la de variacién total. Sin embar-

go, podemos definirla mds en general:

12
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Definicion 2.3.2: [26]

Sea X un espacio polaco. Consideremos el subconjunto de medidas de probabilidad en X, P;(X)
definido como:

P(X) = {n e P(X) : /Xd(x, xo)dp < +o0} (2.10)
para algiin xo € X arbitrario. En Py(X) definimos:
W(p,v) = sup {/ fdu — / fdv: fes 1—Lipschitz} (2.11)
X X

donde f es 1—Lipschitz si es Lipschitz con constante L < 1. A esta distancia también se la conoce

como distancia de Kantorovich-Rubinstein.

\. J

Notemos que en la definicién 2.3.2, nos restringimos a P; (X) para que la distancia de Wassers-
tein sea finita [26]. Aunque podriamos calcularla para cualquier par de medidas de probabilidad
si aceptamos que la distancia puede ser infinita.

Para lo que nos interesa nos va a alcanzar con usar esta distancia, sin embargo, se puede

generalizar para ordenes mds altos usando nociones de transporte (por ejemplo ver [27]).

Teorema 2.3.3: [26]

Sea X un espacio polaco. Supongamos, ademds, que d(x,y) < C con C > 0. Entonces, para todo

par de medidas de probabilidad en X:

W(p,v) <Cllu—vllrv 2.12)

. J

El teorema anterior es un caso particular de un resultado méas general para distancias de Was-

serstein de orden p (por ejemplo, ver el teorema 6.15 del libro de Villani [26]).

2.4. Nociones de ecuaciones diferenciales

Para la segunda parte de nuestro estudio de modelos de subastas nos va a interesar describir
la evolucion de las distribuciones de ofertas, en particular, vamos a necesitar definir ecuaciones
de transporte y poder hablar de sus soluciones. En este punto surgen algunos problemas, pues si
procedemos sin mucho cuidado nos encontraremos con que las que llamamos "funciones de ofer-
ta"no son realmente funciones sino que son medidas. En este punto es que surgen los problemas:
¢qué significa derivar una medida? ;cémo podemos trabajar con ecuaciones diferenciales que in-
volucran medidas? La respuesta va a ser usar soluciones débiles. La idea sera plantear la ecuacién
diferencial en su formulacién débil, es decir, multiplicando por una funcién test e integrando.

Vamos a comenzar con un tipo de ecuacién diferencial clésica: la ecuacién de transporte, que
en general representa la evolucién de alguna magnitud fisica. Un ejemplo comtn en la fisica
es la ecuacién de conservacién de masa donde p es la densidad de alguna magnitud fisica (por

ejemplo, la densidad de un fluido o una densidad de energfa). En general, estas magnitudes fisicas

13
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satisfacen una ecuacion de continuidad:

dp 7_
5tV I=0 (2.13)

que representa la conservacién de p, es decir, que las variaciones de la magnitud se dan por flujo |
sobre las paredes de un recinto, ya que al tomar un recinto de integracién (2 y usando el teorema

de la divergencia (asumiendo que las funciones involucradas son buenas):

d )
o /Q odx + /a Jas, =o. (2.14)

En algunos caso se puede modelar | = {p donde ¢ es conocida, lo que nos lleva a una ecuacién

de la forma:

9 _
o +V-(&p)=0 (2.15)

Una ecuacioén de esta forma es lo que se conoce como ecuacién de transporte. Para poder resol-
ver cldsicamente esta ecuaciéon deberiamos pedir que p sea suficientemente buena. Sin embargo,
nos interesaran soluciones débiles de este problema por lo que podremos pensar que el lugar de

p lo toma una medida de probabilidad. Formalmente,

Definicién 2.4.1: Ecuacién de transporte [25]

Sea y una medida de probabilidad en R y ¢ un campo vectorial. Una ecuacion de transporte es una
ecuacion de la forma:

op _
- +V-(Eu)=0 (2.16)

donde la solucion p verifica la ecuacién en sentido débil, es decir, para toda ¢ € C°(R) que vale:

& [pan=— [99- @) = [ Vy-can 217)

En la notacién de la definicién, estamos omitiendo el diferencial ya que sabemos que debemos
integrar sobre la medida j, esto es un abuso de notacién pero no genera mayores inconvenientes
si recordamos que los operadores vectoriales sobre medidas los debemos definir por dualidad
(informalmente, integrando por partes y mandando el operador a la funcién test) [25].

Otra ecuacion cldsica es la ecuacion de difusion. Un ejemplo tipico es la ecuacién del calor que

modela la difusién del calor en una barra:

Ju
5 —Au=0. (2.18)

Si queremos modelar un proceso con difusién y transporte podemos combinar el término
que va como la divergencia de y el término que va como el laplaciano. Y como antes podemos
formular el problema en forma débil por lo que podemos pedir que la incégnita sea una medida

de probabilidad.
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Definicion 2.4.2: Ecuacion de difusion[25]

Sea y una medida de probabilidad en IR. Una ecuacion de difusion es una ecuacion de la forma:

?)itl + V.- (Eu) =cAu (2.19)

con o > 0. Esto es, para toda i € CP(R)

& [wan— [Vy-gau= [ onpay (2.20)

La primera pregunta que nos puede surgir respecto a estas ecuaciones diferenciales es cudn-
do tienen solucidn y si ésta es tinica. Para la ecuacién 2.16 tenemos un teorema de existencia y

unicidad usando el método de las caracteristicas.

Definicion 2.4.3: [25]

Sea &(t, x) un campo vectorial de clase C' (R x R?,IRY). Definimos las curvas caracteristicas aso-

ciadas a & como las soluciones maximales x(t) de:

(2.21)

A esta solucién la notamos x(t) := Txo.

Una observacién importante respecto de la definicién 2.4.3 es que estas curvas existen. En
efecto, como & € C'(R x R?,IR?), entonces ¢ es localmente Lipschitz (ya que dado un compacto,
las derivadas son continuas y por lo tanto estan acotadas en dicho compacto). Por lo que el teore-
ma de Picard (ver por ejemplo [28]) nos asegura que existe una tnica solucién local al problema
de valores iniciales 2.21. Formalmente, existe 6 > 0, tal que x(t) esta bien definida y es C! en el

intervalo (0, 6).

Lema 2.4.4: [22]

Sea & un campo vectorial de clase C' (R x R?,RY). Las curvas caracteristicas asociadas a & cum-

plen:
Ts1txo = TsTixo (2.22)

siempre y cuando la curva caracteristica este bien definida en t + s.

No probaremos este resultado pero es un resultado clasico de la teorfa (ver por ejemplo [22]).
Intuitivamente lo que dice este lema es que es indistinto evolucionar un tiempo ¢ y después evo-

lucionar la solucién con punto de partida T;xg un tiempo s que hacer todo junto.
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Teorema 2.4.5: [25]

Sea &(t, x) campo vectorial de clase C' (R x R?,R?) y T; las curvas caracteristicas asociadas que
estan definidas en [0, T*). Supongamos que T definen una familia difeomorfismos C! para 0 < t <
T*. Sea pg € P(R?). Luego, existe la tinica solucién de la ecuacion

WLV (Gu)=0 0<t<T* o)

tli=0 = po

que viene dada por uy = Tittug.

\

Demostracion. [25, 27] Existencia: Veamos que y; es solucién de 2.23. Cabe recordar que estamos
pensando en soluciones en sentido débil por lo que la ecuacién se verifica al multiplicar por una

funcién de prueba e integrar, es decir, hay que verificar que si ¢ € C*(R%):

d
a/qod‘ut—/Vgo-éd‘ut =0. (2.24)

En orden, vamos a necesitar los siguiente pasos: usar la propiedad 2.2 para sacar a la varia-
ble temporal de la medida, pasar adentro de la integral la derivada temporal (lo que podemos
hacer pues la medida es independiente de t), usar la regla de la cadena, usar la definicién 2.4.3 y

reabsorber T; en la medida g (usando de vuelta la propiedad 2.2):

& [ =5 [ 9o Tpo
= [ 2(p0Tdng
= [(vpom) Ly
= [(V¢oT)- (2o T)duo
= [ Vo -z,

que es exactamente lo que queriamos ver. Concluimos que yi; = Ti#ug es solucién del sistema
2.23.
Unicidad: El argumento es cldsico: supongamos que hay dos soluciones de 2.23 que llamamos

]451) y ygz). Consideramos fi; = ;45” - ;452) que satisface el sistema:

W (i) =0 0<t<T* 025

Luego, alcanza ver que si el valor inicial de la medida es nulo entonces la tinica solucién es la
medida idénticamente nula, es decir, que dado T < T* vale que yr = 0. Para hacer esto, vamos a

construir una ¢(f, x) de soporte compacto que cumpla:
%f(f+§~Vg0:0 (2.26)
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o equivalentemente (usando la definicion de las curvas caracteristicas):

do(t, Tix)
dt

Esta ecuacion tiene solucién pues es una ecuacién ordinaria. Ademads, por la ecuacién 2.27, ¢ es

=0. (2.27)

independiente de t por lo que en particular podemos evaluar en T:

@(t, Tix) = (T, Tex)

Mas atn, podemos mover el punto inicial de la solucién notando y = T;x y obtener:

o(t,y) = o(T, Te—ty).

Por hipétesis, T; son difeomorfismos y por lo tanto ¢(t, —) es C} siempre y cuando ¢(t, —) € C.
Ademas, como la dependencia de la primera variable es suave entonces ¢ es C! .

En resumen, obtuvimos una ¢ € C! que es solucién de:

99 _

% 4 E.Vp=0

o Te Ve (2.28)
Pt = ¢

para alguna @1 € C}. Podemos usar esta ¢ como funcién test. Entonces,

d . a(pt a}it

gt | e = [ vt [ gud <at)
= —/C'Vﬁl’td#t —/(ptV - (Cut)
:—/C-V(ptdyt+/V(pt-c§dyt=0.

Se sigue que:

/ @idy; = constante, (2.29)
pero como sabemos que pig = 0:
/ o = 0, (2.30)

y en particular vale para t = 7. Pero, como ¢7 es cualquier funcién test. Se sigue que yy =0. O

2.5. Algunas nociones de estadistica

Cuando simulemos los modelos numéricamente nos va a interesar cuantificar que tan pareci-
das son dos distribuciones entre si. En particular, la pregunta que trataremos de responder es si
dos muestras simuladas provienen de la misma distribucién de probabilidad, para realizar esto

usaremos un test de Kolmogorov-Smirnov.

Definicién 2.5.1: [10]
Consideremos una muestra aleatoria Xy . .. Xy, Definimos la funcién acumulada empirica como:

#{IXZ < x}

Fu(x) = o

(2.31)

Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias Xy,... Xy y Y1,..., Yy, para que el test sea

valido debemos asumir que [10]:
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1. Lamuestra Xy, ..., X;; provienen de una distribucién continua y son independientes e idén-

ticamente distribuidas. Andlogamente con la muestra Y3, - - -, Yj.

2. Las muestras X,Y son independientes entre si.

~

Definicién 2.5.2: [10, 21]
Sean Xy,...,Xmy Y1, ..., Y, muestras aleatorias que satisfacen las hipétesis 1y 2, y denotamos Ey,
y Gy, a las acumuladas empiricas de X e Y respectivamente. Definimos el estadistico de Kolmogorov-

Smirnov (bildtero y de dos muestras) como “:

D= I}gﬁ( |Fm(t> - Gn(t)|' (2.32)

“En [10] se define el estadistico como D = " max;eR |Fin(t) — Gy (t)| donde d = mcd(m, n). Sin embargo, la

mayoria de la literatura consultada usa la definicién sin ninguna normalizacién.

Notemos que este estimador es similar al que aparece en la distancia de Wasserstein de orden
1 entre dos medidas, en el sentido que comparamos las acumuladas (o la diferencia entre 1 y la
acumulada).

El test a realizar es [10]:
Hy:F(t) =G(t) VteR
Hy: F(t) # G(t) paraalgint

Ademas, rechazamos Hy si D > D, ,,,, donde la constante se elige de manera que el error tipo

1 sea a [10]. El valor de Dy ;i esta tabulado y para muestras grandes es:

n—+m
nm

Dypm = c(a) (2.33)

donde ¢(«) es una constante. Incluimos los valores de esta constante para algunos valores tipicos

de a:

o 0,05 | 0,01 | 0,005 | 0,001
c(a) | 1,36 | 1,63 | 1,73 | 1,95

18



CAPITULO 3

Teoria de Subastas

El marco natural para estudiar subastas es la teoria de juegos. Podemos pensar que los pos-
tores son los jugadores que van a tener como objetivo maximizar sus ganancias. Las reglas del
juego van a depender del mecanismo de subasta y la estrategia de los jugadores va a cambiar de-
pendiendo de las reglas y la informacién con la que cuenten. Es por esto que para poder empezar
a estudiar algunos de estos modelos va a ser necesario primero familiarizarnos con algunos con-
ceptos que surgen en teoria de juegos (seccién 3.1). Luego, pasaremos a discutir algunas clases de
subastas usuales y sus propiedades mas importantes (seccién 3.2). En la seccién 3.3, probaremos
el Teorema de Equivalencia de Ingresos y usaremos este resultado para obtener algunas estra-
tegias de manera explicita (seccién 3.4). Finalmente, mencionaremos brevemente algunos otros
mecanismo de subastas u otras hipétesis que se han estudiado en la literatura (seccién 3.5). Pa-
ra esta capitulo las principales referencias son el libro de V. Krishna [9] y el libro de Maschler y

Zamir [11].

3.1. Nociones de teoria de juegos

Primero, debemos introducir la nocién formal de juego y la nocién de equilibrio de Nash.

Notaremos X ;A; el producto cartesiano de los conjuntos A;.

Definicion 3.1.1: [9]

Un juego consiste en:
1. un conjunto de N jugadores;
2. para cada jugador i € N existe un conjunto de acciones A;, o estrategias puras;

3. para cada jugador i € N existe una funcion de utilidad u; : x;A; — R.

Para la proxima definicién adoptamos la siguiente notacion [9]: dado un vector x llamamos

x_; al vector x sacandole la componente i-ésima. También notamos x = (x;, X_;).

19



Capitulo 3. Teoria de Subastas

Definicién 3.1.2: Equilibrio de Nash [9]

En un juego (definido como en 3.1.1), un equilibrio de Nash es un vector a* € X A; tal que para

todo iy para todo a; € A;:

uij(a*) > u;(a;,a_;).

Intuitivamente, la definicién 3.1.2 nos dice que todos los jugadores estan satisfechos jugando
con a*, ya que si alguno modificase su estrategia reduciria su utilidad. Por lo tanto, no hay ningun
incentivo para modificar unilateralmente la estrategia.

En lo que nos va a interesar estudiar los jugadores no tienen toda la informacién sobre el juego

por lo que necesitamos definir un juego de informacién incompleta.

[ Definicién 3.1.3: [9]
Un juego de informacion incompleta consiste en:
1. un conjunto de N jugadores;
2. para cada jugador i € N existe un conjunto no vacio de acciones A;;
3. para cada jugador i € N existe un conjunto de sefiales X;
4. para cada jugador i € N existe una funcion de utilidad u; : x;A; x X; — R;

5. una distribucién de probabilidad f sobre X ;X;.

Ademds, una estrategia para un jugador i € N es una funcién a; : X; — A;.

La definicién 3.1.3 extiende la definicién de juego, pero, a diferencia de antes, en los juegos de

informacién incompleta, la accién de un jugador i depende de una realizacién de la sefial A].

3.2. Tipos de subastas

Necesitamos familiarizarnos con algunos conceptos generales que van a aparecer en todos los
tipos de subastas que vamos a analizar. Cabe destacar que en este trabajo nos vamos a concentrar
en lo que se llama single-object auctions, es decir, subastas donde hay involucrado un tnico bien.

Para definir una subasta vamos a necesitar un conjunto de postores y un bien. Cada uno de
estos postores va a tener una valuacién de este bien, que es el valor que este elemento tiene para
ellos y segtin este valor van a decidir cuanto ofertan por el mismo. También vamos a necesitar un
conjunto de reglas sobre cémo se va a desarrollar la subasta y como se define al ganador.

Uno de los puntos importantes al estudiar subastas es determinar como se comportan las
valuaciones. A lo largo de este trabajo vamos a asumir que las valuaciones son valores privados
(private values), es decir, que los postores no conocen la valuacién de los demads postores, y que

estos valores se sortean aleatoriamente con una distribucién f, que asumiremos que es conocida
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por todos los jugadores [9].

Uno podria preguntarse: ;es razonable esta hip6tesis? La respuesta es que depende del obje-
tivo de los jugadores. Por ejemplo, si el bien subastado es un conjunto de acciones que se piensan
vender a futuro, el precio futuro de estas pueden afectar a la valuacién de cada postor y como
esta informacion estd disponible para todos los jugadores, no es una buena idea asumir que los
valores son privados ya que dependen de la informacién disponible. Sin embargo, si el bien es
de consumo, esta hipotesis resulta razonable ya que la valuacién depende tinicamente de cada
postor [9]. En este trabajo vamos a asumir que siempre estamos en esta hipétesis, por lo que las
valuaciones serdn independientes entre si.

Cabe destacar que el objetivo de los postores no incluye ganar la subasta, sino maximizar sus
ganancias, por lo que nunca van a apostar méas que su propia valuacién. En esta situacion se dice
que los jugadores son risk neutral o neutrales al riesgo [9]. Este hecho nos permite pensar en la oferta
de cada postor como una fraccién de la valuacion.

A modo de resumen, cuando nos refiramos a una subasta en este trabajo estaremos asumien-

do:
1. Se sortea un tinico objeto indivisible.

2. Los jugadores tienen una valuacién del objeto que es una variable aleatoria V; positiva. Mds
aun, supondremos que todos los jugadores sortean variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas.
3. Los jugadores no saben cémo van a jugar los demaés postores.
4. Losjugadores tienen como objetivo maximizar sus ganancias.
5. El mecanismo de subasta es conocido de antemano por todos los jugadores.

6. Las valuaciones provienen de una variable aleatoria continua. Esta hip6tesis no es necesaria,

pero lo asumiremos para poder demostrar los resultados de este capitulo.

Si bien hay tantos tipos de subastas como reglas de interaccién se nos puedan ocurrir, existen

algunos tipos de subastas estdndar que nos van a permitir comenzar nuestro estudio.

Subasta inglesa

La subasta inglesa es la mas conocida. Su mecanismo de funcionamiento es sencillo: el subasta-
dor tiene un bien a subastar y hay un conjunto de jugadores interesados en comprar dicho bien. El
subastador da inicio a la puja con un precio minimo, luego, los agentes van ofreciendo un mayor
precio hasta que solamente queda una persona dispuesta a pagar dicho precio. Este jugador es el
ganador y paga dicho precio. Otra variante de este tipo de subasta es que el subastador es quien
va subiendo el precio de manera continua y los postores van saliendo de la subasta a medida que

el precio sube mds de lo que estdn dispuestos a pagar [9]. En este tipo de subastas los jugadores
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saben en todo momento cuantos postores quedan en juego, ya que las apuestas son ptblicas. Es
por esto que se la conoce como open bid (o a sobre abierto).

Este tipo de subastas son tipicas, por ejemplo, en los mercados de arte [11].

Subasta holandesa

Al igual que la subasta inglesa, es una subasta con ofertas ptublicas. La diferencia con la su-
basta inglesa es que el subastador arranca con un precio suficientemente alto y luego, el precio
desciende hasta que alguien decide comprar, ahi se cierra la subasta y el comprador paga lo que
dijo [11].

Este tipo de subastas son tipicas en los mercados de bienes que van disminuyendo su valor

con el tiempo, como lo son los mercados de frutas o el mercado de flores de Holanda [11].

Subasta a sobre cerrado de primer precio

En este tipo de subasta, todos los postores hacen una oferta secreta. Luego de un cierto tiempo,
se leen las ofertas, se declara ganador al jugador con mayor oferta y este paga lo que apost6 [9].

Este tipo de mecanismos se conocen como a sobre cerrado, es decir, la oferta es secreta, simul-
tanea (o durante algtin lapso de tiempo) y los postores no tienen informacién de las apuestas del
resto. Por lo que en este tipo de subasta, los postores no cuentan con la misma informacién que el
la subasta inglesa u holandesa, por lo que la estrategia serd diferente.

En este tipo de subastas, el equilibrio de Nash es conocido y depende de la cantidad N de
jugadores. En particular, nos dice que la oferta 6ptima es apostar una fraccién % de la valuacién
propia. Probaremos ahora un caso particular y el caso general se deducird en la seccién 3.3 como

corolario del Teorema de Equivalencia de Ingresos.

Teorema 3.2.1

Supongamos que dos personas van a participar en una subasta a sobre cerrado de primer precio
donde el postor i tiene una valuacién V; ~ U|0,1], i = 1,2. Entonces existe un inico equilibrio de
Nash simétrico,creciente y derivable (es decir, donde todos los jugadores tienen la misma estrategia)

que verifica:

1

B(v;) = Vi 3.1)

donde B es la oferta del postor i dado que V; = v;.

Demostracion. Existencia: [11] Supongamos que el segundo postor usa la estrategia 3.1, es decir,

que oferta la mitad de su valuacién. Podemos escribir la utilidad esperada del primer postor en
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funcién del valor ofertado x como:
up(x) = (v — x)P(B(v2) < x)
= (v — x)P(vp < 2x)
= (v1 — x) min{1, 2x}

<Xx

NI—=

U] — X si

> X

Nl—

(v —x)2x  si

Es facil ver que el maximo de la funcién es el de la cuadratica, entonces x = v1/2. Anadlogamente,

se puede obtener el mismo resultado para el segundo jugador. Por lo que la estrategia 3.1, es un
equilibrio de Nash simétrico.

Unicidad: [9]' Como buscamos estrategias simétricas, es decir, todos los postores juegan de la

misma manera, definimos la funcién de oferta f : [0,1] — [0,1] que manda la valuacién al valor

que se deberia apostar, que es creciente y derivable. Sea a la apuesta el jugador 1.
1. Sia > f(vz), 1 gana y la utilidad esperada es v — a.
2. Sia < f(v,), 1 pierde y la utilidad esperada es 0.
3. Sia = f(v,), es irrelevante si 1 pierde o gana, en ambos casos la utilidad es 0.

Luego, la utilidad esperada es:

u(a) = (01 —a)P(a > f(v2))
= (01— a)P(f7}(a) > v2)
= (o1 —a)f(a).

Como queremos maximizar 1, buscamos

/ -1 1
W (a) = =) + (01— 0) s =0,
y usando que f(v1) = a:
Flog) = & _UJ;(UI)_
Notemos que necesitamos pedir que f(0) = 0, pues si el bien no tiene ningun valor, ofertar
cualquier valor no nulo nos da pérdidas. Agregando esta condicién, podemos resolver la ecuacion

diferencial integrando ambos lados:

/Ot o1f'(v1)doy = /Ot v1 — f(o1)doy

2
)~ [ flordor =1
f(t) =5,

TEn realidad, en [9] se prueba un resultado més general, donde hay N jugadores y no se asume que las valuaciones
tienen distribucion uniforme. De todas formas, seguimos las ideas de esta demostracién.

23



Capitulo 3. Teoria de Subastas

Con esto completamos la demostracién. O

Subasta a sobre cerrado de segundo precio

Este tipo de subasta fue introducida por Vickrey en 1961 [24], por lo que también son conocidas
como subastas de Vickrey. Estas son subastas donde el mecanismo es idéntico al anterior en cémo
se realizan las ofertas y cémo se determina al ganador, es decir, todos los postores hacen una oferta
en un sobre cerrado y gana quien haya hecho la mayor oferta. Sin embargo, a diferencia del caso
anterior, el ganador paga la segunda oferta més alta [11]. Por ejemplo si hay 4 jugadores donde
ofertan 2, 3, 10,40 respectivamente, el ganador es el jugador 4 y paga 10, que es lo que ofert6 el
jugador 3.

Aunque este tipo se subasta parezca mas compleja, el resultado andlogo al Teorema 3.2.1 es

bastante mds sencillo, ya que el equilibrio de Nash no depende del ntimero de jugadores.

Teorema 3.2.2: [9]

En una subasta a sobre cerrado de sequndo precio, el equilibrio de Nash es ofertar:
B(vi) = vi (32)

donde v; es una realizacion de la valuacion.”

“En el libro de Krishna la enunciacién es levemente distinta pues se introduce el concepto de estrategias
dominantes y débilmente dominantes. Se sigue que la enunciacion en términos de estos conceptos implica la que
enunciamos en este trabajo.

Demostracion. [9] Denotamos o; a la oferta del jugador i # 1y nos centramos en la estrategia
del jugador 1y sea p = max;c(y . N} 0;, €s decir, la mayor oferta entre los jugadores restantes.

Supongamos que 1 oferta v;. Para calcular la ganancia tenemos que considerar tres casos:
1. Sivg > p, entonces 1 gana la subasta, paga p y tiene una ganancia de v; — p.
2. Sivy < p, entonces 1 pierde y tiene una ganancia nula.

3. Siv; = p, entonces es irrelevante si 1 gana o pierde. Si pierde, su ganancia es nula, pero si

gana debe pagar p por lo que también tiene ganancia nula.

Afirmamos que si 1 oferta y # v; entonces no aumenta su ganancia. Debemos ver dos casos: si

y<uvrysiy>uv

1. Supongamos que ¥ < vj: en este caso si p < y < vy, 1 sigue ganando pero tiene una
ganancia menor a la que obtendria con v, ya que obtendria y — p < v; — p. Por otro lado si
y < p, 1 pierde por lo que su ganancia es nula y, en particular, menor que la que obtendria

si apostara v;.

2. Supongamos que oferta v; < y: en este caso si v; < y < p, 1 sigue perdiendo (o empata en

cuyo caso siempre gana 0), por lo que ofertando v; o y la ganancia es la misma. En cambio,
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si p < vy, ahora 1 gana, por lo que tiene ganancia v; —y < 0 por lo que su ganancia es

negativa, pero si juega v la ganancia es nula.

Concluimos que sin importar como juegue 1 si oferta algo distinto que su valuacién, sus ga-
nancias son menores (o iguales) que si ofertara x. Por lo que es un equilibrio de Nash.

O

Intuitivamente podemos interpretar el Teorema 3.2.2 de la siguiente manera: si ofertamos me-
nos que nuestra valuacién, algin jugador podria ganarnos ofertando algin valor menor que
nuestra valuacién del bien, por lo que estariamos perdiendo la pequefia ganancia entre su oferta y
nuestra valuacion. Ademds, al no tener que pagar lo que ofertamos, podemos tener ganancias atn
apostando un valor mayor a nuestra valuacién (a diferencia del caso de una subasta de primer
precio). Sin embargo, algtin otro jugador podria ofertar un niimero mayor a nuestra valuacién
y nosotros deberfamos pagarlo. Por lo que terminamos con pérdidas. Entonces la tnica forma
de que no haya forma de que otro jugador se meta entre nuestra valuacién y nuestra oferta es

apostando exactamente nuestra valuacién.

3.3. Teorema de Equivalencia de Ingresos

Hasta ahora nos preguntamos, cudl es la mejor estrategia para los postores en un determinado
tipo de subasta. Sin embargo, podriamos hacernos la pregunta de que tipo de subasta es mas con-
veniente para el subastador, es decir, dado un objeto a subastar, ;qué tipo de subasta da mayores
ganancias esperadas? Sorprendentemente, la respuesta es que es indistinto siempre que las reglas
de la subasta sean suficientemente buenas. Este es un resultado clésico de la teoria que se conoce

como Teorema de equivalencia de ingresos (o Revenue equivalence theorem).

Definicién 3.3.1: [9]
Decimos que una subasta es estandar si el postor con la oferta mds alta es quién obtiene el bien. En

cambio, decimos que la subasta es no estdndar en cualquier otro caso.

Notemos que las subastas de primer y segundo precio que estudiamos en la seccién anterior
son subastas estandar [9].

Antes de pasar al teorema recordemos una definicién:

Definicién 3.3.2: [9]
Si X es una variable aleatoria continua con acumulada F que supondremos derivable y funcién

densidad f, tenemos :

E(X|X < x) = F(lx) /Ox LF(1)dt (3.3)
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Teorema 3.3.3: Equivalencia de Ingresos [9]

En una subasta estdindar donde ademds se cumple que:
1. las valuaciones V; son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas;
2. todos los postores son neutrales al riesgo;
3. el pago esperado de un postor con valuacion 0 es 0.

Entonces en cualquier equilibrio simétrico y creciente el vendedor tiene la misma ganancia esperada.

\. J

Demostracion. [9] Sea § un equilibrio creciente y como estamos considerando equilibrios simé-
tricos, todos los jugadores utilizan la estrategia . Sea m(x) el pago esperado de un postor con
valuacioén x. La idea de la demostracion va a ser probar que m(x) no depende del mecanismo de
subasta, sino que depende tinicamente de la distribucién de V;.

Supongamos que el jugador 1 tiene una valuacion x, pero oferta 5(y). Sea Il(y, x) su ganancia
esperada en esta situacién. Notemos que si P = méXx;c(;,... N} Vi, P resulta una variable aleatoria
conocida como estadistico de orden n — 1. Denotamos G a la distribuciéon acumulada de P. Para
calcular I'l(y, x) notamos que si y < P entonces 1 pierde (ya que B(y) < B(P)) y por lo tanto su
ganancia es nula. Por otro lado, si y > P entonces, 1 es el ganador (ya que S(y) > B(P)) y obtiene

una ganancia de x — y. Como consecuencia tenemos que:
[y, x) = (x —y)P(P <y). (34)
Usando que m(y) = yP(P < y) = yG(y), obtenemos:

Iy, x) = G(y)x —m(y). (3.5)

Para encontrar el méximo respecto de y podemos derivar e igualar a 0:

oIl ,
@(W) =g(y)x—m'(y) =0, (3.6)

donde ¢(y) = G'(y). Ademas, sabemos que el maximo se realiza cuando y = x, ya que  es un

equilibrio, por lo que:

m'(y) = gy
Integrando a ambos lados entre 0 y x:
X
m(x) — m(0) = /0 b (t)dt. (3.7)
Por otro lado,
X t X
G(x)E(P|P < x) =G(x) /0 tggx)) dt = /0 tg(t)dt. (3.8)

Y como se cumple que m(0) = 0, se sigue que:

m(x) = G(x)E(P|P < x), 3.9)
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pero como esta expresiéon no depende del proceso de subasta, entonces concluimos que el pago
esperado por el jugador 1 es independiente del mecanismo de subasta. El teorema se sigue de
manera inmediata notando que la ganancia esperada del vendedor es N veces el pago esperado

integrado sobre todas las posibles valuaciones [11]:

N/m(x)f(x)dx. (3.10)

Es claro que como m no depende del mecanismo de subasta, entonces la ganancia esperada del

vendedor tampoco.

O

3.4. Aplicaciones del Teorema de Equivalencia de Ingresos

Ya probado el teorema 3.3.3, podemos obtener una demostracién del equilibrio de Nash para
la subasta de primer precio, o mds en general para cualquier subasta que satisfaga las hipédtesis
del teorema 3.3.3. Probaremos este resultado como consecuencia de resultados mas generales. El
teorema 3.4.2 nos dard una forma explicita para un equilibrio de Nash. Luego, en el teorema 3.4.3
probaremos que en el caso de una subasta de primer precio este equilibrio es tinico. Finalmente,
en 3.4.4 deducimos una férmula explicita para el equilibrio de Nash en una subasta de primer

precio para N jugadores [11].

Lema 3.4.1: [11]

Sea X una variable aleatoria continua con [0,v] con acumulada F y funcién densidad f, entonces
dados a < b vale que:
E(X|X <b) =P(X <a|X <D)E(X|X < a)

(3.11)
+Pa <X <bX<bE(X]a<X<D).

\.

Demostracion. Escribamos explicitamente el lado derecho de la ecuacién 3.11. El primer sumando

se puede reescribir como:

P(X < a|X < DE(X|X < a) = ({X<é}(:{bx<b} / tF (1)
iﬁx & / 40 612
1
0] f

donde en la antetltima igualdad usamos que {X < a} C {X < b}. El segundo sumando se

reescribe como:

a b
P(a < X < b|X < B)E(X|a < X < b) “’(]P&}i;b)ma;x@)/a EF(1)dt

:F(lb)/ab L ()dt

27
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Sumando ambos términos obtenemos que:

1 a 1 b 1 b
— [ tf(pyar [t = o [Cepar = B(XIX <), 3.14
oy 0 gy [0 = g [T = EXIx <b) (3.14)
que es exactamente el lado izquierdo de 3.11. O

Teorema 3.4.2: [11]

Consideremos una subasta de primer precio, simétrica, con valuaciones V; independientes e idénti-

camente distribuidas entre N jugadores. Llamamos P = max;_» n V;. La estrategia:

B(v) = E(P|P < v) (3.15)

define un equilibrio de Nash simétrico creciente donde p(0) = 0.

Demostracion. [11]
Notemos que como V; son independientes e idénticamente distribuidas, si llamamos P; =

max;—12..N,i+j Vi, vale que P; ~ P para todo j, k € {1,...,N}. Por lo tanto, el enunciado tiene

sentido y la ecuacién 3.15 es simétrica para todos los jugadores 2

Tenemos que ver que f define un equilibrio y que es creciente.

1. B es creciente: Consideramos v y § > 0 entonces queremos ver que B(v) < B(v+ 6). Para

eso vamos a usarellema3.4.l1cona=vyb=1v+:
B(v+ ) =E(P|P < v+9)
=P(P <v|P <v+d)E(P|X <v)
+P<P<v+d|P<v+8)E(Pl<P<v+0) 616
>P(P<v|lP<v+6)+Plv<P<v+6|P<v+9)
x min{E(P|P < v),E(Plv <P <v+6)}
=min{E(P|P < v),E(Plv <P <v+6)}.
Bastaria ver que este minimo es E(P|P < v) = B(v). Notemos que podemos acotar:

E(P|P < v) :F(lv) /OU LF(1)dt
g% /O o (3.17)

Por otro lado,

1 v+0
B(Plo < P <0+0) =pr—p=yry) / LF(1)dt

v oto 3.18
2lP(v<P<v—|—c5)/v f{t)at (3:18)

=7.

2Una enunciacién equivalente podria ser definir P como el méximo entre N — 1 valuaciones, sin especificar que juga-
dor se deja afuera, que es como define este valor Krishna [9]
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Luego,

B(v) =E(P|P <v) <v<E(Plv<P<v+9). (3.19)
Concluimos que (v +6) > B(v).

. B es continua y $(0) = 0: Veamos que f es continua en v = 0. Por la ecuacién 3.18 sabemos
que:

0 < B(v) =E(P|P <v) <w. (3.20)

Como podemos tomar limite del lado derecho, se sigue que lim,_,o f(v) = 0 = B(0). Ade-

maés, para v > 0, como:

~ Joyfe(y)dy

B(PIP<0) = S5 =)

(3.21)

tenemos que es continua.
. B es un equilibrio de Nash: Vamos a probar que si 2,... N usan la estrategia 8 entonces, la
mejor estrategia para 1 es B.

Supongamos que v; es la valuacién del jugador 1 y que oferta b;. Luego, su ganancia espe-
rada g es la probabilidad de ganar, es decir, que b; sea mayor que todas las demads ofertas,
por la ganancia en este caso que es v1 — by. Si pierde, la ganancia es nula y este término no

contribuye. Por lo que obtenemos:
g(b1) =P(B(P) < by)(v1 — by). (3.22)

Si by > vy entonces g(b1) < 0.Y g se anula en 0. En cualquier otro caso, g es positiva por
lo que el méximo se encuentra en [0, v1], ya que como f es continua, B(P) es una variable

aleatoria continua [6].

Si by > max Im(B), entonces, P(P < b;) = 1y la ganancia esperada es:
g(bl) =01 — bl. (3.23)

Sin embargo, en este caso, g(b; < g(méx Im(p)), porlo que al jugador 1 no le resulta 6ptimo

apostar b; > méx Im(p). Por lo que podemos suponer que by € Im(p).

Como p creciente y continua vale que:
P(B(P) <by) =P(P < B~ (b1)) = Fp(B~" (1)), (324)
donde Fp denota a la acumulada de P. Entonces,

g(b1) =P(B(P) < by)(v1 —by)
=Fp(B~1(b1))(v1 — BB~ (b1))).

(3.25)
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Si llamamos z; = B! (by):

)
) (3.26)
)
)

Podemos integrar por partes la tiltima integral:

/O T (f)dt = 21 Fp(z1) — /O " Fp(t)dt. (3.27)

Finalmente obtenemos:
21
$(B(z1)) = Erlan)or +—nnFplz) + [ Ep(t)at (3.28)
Para hallar el méximo de g derivamos usando regla de la cadena:

[8(B(z1))] = &' (b1)B'(z1)- (3.29)
Como S es creciente, su derivada no se anula. Si llamamos h(z1) = g(B(z1)), tenemos que
W(z1) = fp(z1)v1 — Fp(z1) — z1fp(z1) — Fp(z1) = fp(z1)(v1 — 21). (3.30)
Finalmente, la utilidad se maximiza cuando z; = v; 0 equivalentemente, B(v1) = b;.

El teorema queda demostrado. O

Teorema 3.4.3: [11]
Sea B es un equilibrio simétrico y creciente con B(0) = 0 en una subasta a sobre cerrado de primer
precio, donde todos los jugadores tienen valuaciones V; independientes e idénticamente distribuidas.

Entonces

B(v) = E(P|P < v) (331)

donde P = méXZ‘:2"_N VZ

\

Demostracion. [11] La idea serd usar el Teorema de equivalencia de ingresos (Teorema 3.3.3) para
despejar . Para eso debemos verificar las hipétesis: el enunciado nos dice que V; son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas y como es una subasta de primer precio es estdndar con
postores neutrales al riesgo. Ademds $(0) = 0y es creciente y simétrico. Entonces estamos en las
hipétesis del enunciado y podemos usar la expresion 3.9 para el pago esperado de un jugador con

valuacién v:

m(v) = Fp(v)E(P|P < v). (3.32)

Por otro lado, el pago esperado es la probabilidad de ganar por la oferta realizada. La oferta

es B(v) y la probabilidad de ganar es P(P < v) = Fp(v):

m(v) = Fp(v)B(v). (3.33)
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Aligualar las expresiones 3.32 y 3.33 obtenemos:

B(v) = E(P|P < v). (3.34)

Teorema 3.4.4: [11]
Se tienen N jugadores en una subasta a sobre cerrado de primer precio donde se cumple que las
valuaciones V; ~ U[0,1] (e independientes entre si). Luego, el tinico equilibrio de Nash simétrico

es:

B(v) = N (3.35)

Demostracion. [11] Basta ver que B(v) = E(P|P < v) = ¥zlo, ya que por el Teorema 3.4.2 sabe-
mos que E(P|P < v) es un equilibrio de Nash y por el Teorema 3.4.3 es el tinico posible equilibrio

simétrico y creciente. No es dificil notar que:

Fp(v) =Plo < Vo))N"1=oN"1 vy fp(v) = Fp(v) = (N —1)oN 72,

Luego,
E(P|P ! ’ d
<v) = x)dx
( I ) Fp(U) 0 fP( )
1 LN

_UN_l/O XNTH(N —1)dx

_N-1

N
El teorema queda demostrado. O

3.5. Otras subastas

Si bien los cuatro tipos de subastas cldsicos son los que ya mencionamos, cabe destacar que

existen otros tipos de subastas. Mencionaremos brevemente algunas de ellas en esta seccion.

1. All-pay: En este tipo de subastas todos los jugadores realizan una apuesta y el ganador es
el postor con la mayor oferta. Sin embargo, todos los jugadores deben pagar lo que apos-
taron. En este caso, perder la subasta, implica una perdida econémica. Si bien este tipo de
subastas no se utiliza para vender bienes, se puede usar este mecanismo para modelar el
lobbying. En esta situacion, los lobbyistas invierten capital para lograr su objetivo (la oferta)
y solamente uno puede resultar ganador [9]. Esta aplicacién se puede ver con mds detalle
por ejemplo en [12]. Otro ejemplo, se da en las inversiones para el desarrollo de alguna tec-
nologia, donde varios grupos invierten pero solamente el primero en desarrollarla es quien

obtiene la patente y por lo tanto el rédito econémico [11].

2. k-ésimo precio: De la misma manera que consideramos subastas de segundo precio, podria-

mos considerar subastas de tercer precio, donde el ganador paga lo que oferté el que quedé
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en la posicion tres. En general, podemos considerar subastas donde el ganador paga lo que

oferto el k-ésimo jugador. [13].

Mas atn, las hipétesis que propusimos representan tnicamente un subconjunto de casos que
se podrian querer estudiar. Vamos a mencionar brevemente algunas otras hipétesis que podria-

mos agregar o modificar.

1. Precios de reserva (Reserve prices): Es razonable suponer que para el subastador el bien tiene
un valor, por lo que si lo vende por menos de ese precio va a tener pérdidas. Seria razonable
permitir que el subastador pueda elegir un precio minimo al que estd dispuesto a vender el
bien. Este valor se conoce como precio de reserva [9]. Al incluir precios de reserva, la pregunta
que podriamos hacernos es, ;cémo se elije este precio de manera 6ptima? Es decir, ;Qué
valor de ¥ maximiza la ganancia del subastador? La respuesta es que se debe elegir un valor
mayor a la valuacién del subastador. No entraremos en detalles sobre este resultado, pero

este punto se desarrolla en la seccién 2.5 del libro de Krishna [9].

2. Precios de entrada (Entry fee): El subastador puede también pedir que para poder ofertar sea
necesario realizar un pago, por lo que los jugadores deben decidir si quieren entrar o no en
la subasta, ya que en este caso, perder la subasta implica tener una ganancia negativa, por

lo que los postores con valuaciones bajas podrian no querer arriesgarse a entrar [9].

3. Interdependant values: En nuestras hipétesis asumimos que la valuacién se modela mediante
variables aleatorias independientes. Sin embargo, existen casos donde esta hip6tesis no es
razonable, ya que los jugadores tienen informacién adicional que condiciona su valuacién
del objeto. Un caso extremo de este comportamiento es cuando todos los jugadores tienen
la misma valuacion (common value) [9]. En este tipo de modelos aparece un fenémeno que
se conoce como winner’s curse: en un modelo de valores comunes, los jugadores saben que
el valor de un bien es tinico pero no lo conocen de antemano, por lo que para ofertar deben
estimar este valor. Al darse a conocer el ganador, este se da cuenta de que fue el que estim6
la mayor valuacién para el bien. Por lo que el ganador se arrepiente de su decisién pues lo

mads probable es que haya pagado mas del valor real del bien [9].

4. Multiple object auctions: Hasta ahora trabajamos siempre con subastas donde se subasta un
tnico bien. Sin embargo, podemos considerar el caso donde hay mdltiples objetos que se
subastan, ya sean varias unidades del mismo objeto u objetos distintos cuyos valores pue-
dan depender de ya haber adquirido otros. Hay muchas formas de realizar subastas de este
tipo. En primer lugar, se debe decidir si se quiere vender estos bienes en distintas subastas
secuenciales, o venderlos en una tinica subasta. Luego, es necesario decidir el mecanismo
de cada subasta o como se van a repartir los bienes [9]. Este tipo de subastas incluye a las
combinatorias, que pueden resultar muy complicadas desde el punto de vista de la comple-
jidad computacional no sélo para seleccionar las ofertas 6ptimas, sino también para decidir

el ganador.
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3.6. Resumen

Como discutimos en este capitulo, la teoria de subastas tiene muchas variantes posibles. El
modelo clésico de valores privados y objetos tinicos tiene cuatro mecanismos tipicos siendo las
subastas de primer y segundo precio el foco de nuestro estudio. En el caso de estrategias simé-
tricas, probamos que ambos modelos tienen un equilibrio de Nash. Con este fin probamos el
Teorema de equivalencia de ingresos, que nos dice que bajo ciertas hipétesis la ganancia esperada
del vendedor es independiente del mecanismo de subasta.

Ademas, discutimos otras variantes que no se desarrollan en detalle en este trabajo pero que
ilustran la riqueza de la teoria y ponen en evidencia la relevancia de la informacién con la que
cuentan los jugadores al momento de decidir sus estrategias.

En los siguientes capitulos nos restringiremos al caso cldsico descripto en la seccién 3.2. Y en

particular, a subastas de primer precio.
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CAPITULO 4

Subasta de primer precio para 2 jugadores

Contamos con todas las herramientas necesarias para comenzar a construir modelos basados
en agentes para realiza repeticiones de subastas de primer precio a sobre cerrado donde en ca-
da iteracién los jugadores pueden modificar su estrategia de juego. Buscaremos que en el largo
plazo los postores aprendan cudl es la estrategia 6ptima, es decir, el equilibrio de Nash. En este
capitulo, nos concentraremos en subastas de dos jugadores, por lo que buscaremos que el modelo
reproduzca la estrategia f(v) = 3.

En la seccién 4.1 definiremos las reglas de la dindmica microscépica. Luego, nos dedicare-
mos a estudiar ecuaciones que modelen la dindmica. En primer lugar, escribiremos una ecuacién
discreta para la evolucién de los pardmetros de oferta (secciéon 4.2). En segundo lugar, en la sec-

cién 4.5 y 4.6, deduciremos una ecuacién diferencial para el modelo. Finalmente, en la seccién 4.7

estudiaremos las soluciones estacionarias de la ecuacion diferencial hallada.

4.1. El modelo

Supongamos que tenemos N agentes que pueden participar en una subasta de primer precio.
En cada subasta participan exactamente dos jugadores, elegidos aleatoriamente en este conjunto.
Para modelar la estrategia de cada jugador le asignamos una funcién p;(t) dependiente del tiempo
que indica que proporcién de su valuacién debe ofertar. A esta funcién la llamamos pardmetro de
oferta y cumple que 0 < p;(t) < 1. Tenemos la libertad de decidir la condicién inicial de p; que
puede ser tanto una constante como una variable aleatoria. Este pardmetro se va a actualizar con
las interacciones entre agentes.

Cada subasta se puede modelar como una interaccién entre dos jugadores. Primero se eligen
al azar los dos jugadores que participardn y cada uno de estos sortea una variable aleatoria V;
que representa la valuacion del jugador i del bien a subastar. En este modelo consideraremos

Vi ~ U[0,1]. En conclusion, la estrategia o del jugador i viene dada por:

o(t) = vipi(t) (4.1)

donde v; es una realizacién de V;.
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Para completar el modelo resta definir la regla de actualizacién de los pardmetros de oferta.
Supongamos por simplicidad que los jugadores son 1y 2. Si 1 le gana a 2, la ganancia de 1 resulta:
v1 — 01, luego, si hubiese ofertado menos también hubiese ganado (siempre que 0 < 01) y tendria
mayores ganancias, por lo que 1 estd motivado para bajar p;, proponemos que baje en una fraccién
fija. Sin embargo, si p1 < p2, 1 puede asumir que gané solamente porque tuvo suerte que su
valuacion fuera més alta que la de su oponente. Entonces proponemos que 1 sélo modifica su
pardmetro si gana y su oponente tiene un pardmetro menor. De manera analoga, 2 va a querer
subir su pardmetro pero sélo si p» < p;. Ademds, si el tiempo es una variable discreta con paso
At, podemos actualizar los pardmetros en un tiempo At. Con esto en mente podemos proponer la

siguiente regla:

pi(hg Si oi(t) <oi(t) 'y pi(t) = pi(t)

pj(t)  En cualquier otro caso

p(t+At) =

(4.2)
1—q(1—pi(t)) Si oi(t) <oi(t) y pj(t) >pi(t)

pi(t) En cualquier otro caso

pi(t + Ai‘) =

donde g es un pardametro fijo en (0,1). Podemos interpretar este pardmetro q§ como que tan pro-
pensos son los agentes a modificar su conducta, cuanto mds chico sea 4 mayor seré la diferencia
entre el parametro en ¢ + At y en t. En cambio, si g es cercano a 1 los agentes son mds conser-
vadores y se resisten mas a modificar su estrategia por factores externos. En el limite g = 1, los
jugadores no modifican su estrategia y la dindmica no evoluciona. Si bien hay diferencias, esta
clase de interacciones son similares a las que aparecen al estudiar modelos de opinién. Para ver
sobre estos modelos se puede consultar [19].

La pregunta fundamental que queremos responder es: ;Cémo evoluciona p;(t)? Para respon-
der esta pregunta deduciremos una ecuacién de transporte para la distribucién de pardmetros de

oferta. Antes de hacer esto vamos a necesitar un lema.

Lema 4.1.1
Sean a,b € (0,1) y dos variables aleatorias X,Y ~ U([0,1]). Entonces:

b .
2 St b<a

P(aX < bY) = 4.3)
2%;“ si b>a
Demostracion. Definimos nuevas variables aleatorias X’ = aX e Y/ = —bY. Es facil ver que X’ ~
U([0,a]) ya que:
0 si t<0
Fo() =P(X'<t)=P@aX<t)=P(X<t/a)=qt/a si 0<t<a (44)
1 si a<t.
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Anidlogamente, Y/ ~ U([—D,0]), ya que:
Fy(t)=P(Y <t)=P(-bY <t)=P(Y > —t/b) =1—-F (—2)

0 si t<-—b (4.5)

=952 si 0>t>-b

1 si 0<Zt.

Entonces, con estas nuevas variables queremos calcular P(aX < bY) = P(X'+Y’ < 0). Vamos

a calcular la densidad de probabilidad de la variable X’ 4+ Y’ 1o que se puede hacer mediante [6]:

fxrpy (t) = fxo* fyr(t). (4.6)

Escribiendo explicitamente la convolucién:
fxryy (t) = way/(u)fx,(t — u)du
© 1
- / o 7b V=00 (1) Lo, (t — u)du a7

1 0
%‘/;bﬂ[oﬂ](tfu)du

Por comodidad hacemos el cambio de variable v = t — u y queda:

1 gt
fxrpy(t) = —— | Lo (v)do

t+b (4.8)

1
= it t+b1N[0,a]l.
Teniendo la densidad se puede calcular directamente la probabilidad que buscamos:
01
P(X' +Y <0)= / [t t+b] 1[0, (4.9)

Para que estos intervalos se intersequen en un conjunto de medida positiva tiene que pasar
quet+b > 0ya > t, equivalentemente, t > —bya > t. Como t < 0 la segunda condicién
se satisface siempre. En cambio, la primera podria no cumplirse, pero si t < —b, la medida del

conjunto |[t, t +b] N [0,a]| = 0, por lo que podemos reducir el dominio de integracion:
1 0
P(X +Y' <0) = %/b [t ¢+ b] N1 [0, a] dt.
Esta integral se puede calcular de manera geométrica separando en dos casos.

1. Sib < a : parat = 0 el conjunto buscado es [0,b] N [0,a] = [0,b] y para t = —b el conjunto
buscado es [—b,0] N [0,4] = @. En general, el segundo intervalo esta fijo y el primero es un
intervalo de longitud b con un punto inicial que varia linealmente. Graficamente podemos
pensar que el eje vertical es la variable ¢, el rectdngulo es el intervalo [0,a] evolucionado
en t y el intervalo mévil se representa mediante un paralelogramo.Esto se puede ver en la
Figura 4.1. Entonces la medida buscada es el triangulo que corresponde la interseccién de

ambos gréficos. Por lo que f?b [[t, £+ b] N[0, a]|dt = % Luego:

P(X' +Y <0)= La = 3. (4.10)
2ab  2a
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(0,b) (b,b) (a,b)

Figura 4.1: Caso b < a

2. Sia < b:parat = 0, el conjunto es [0,b] N [0,a] = [0, a]. Como antes, podemos representar
a la variable t en un eje vértical, al intervalo [0, 4] como un rectdngulo y al intervalo que
depende de t con un paralelogramo, como se ve en la Figura 4.2. Por lo que el drea que nos

interesa es un trapecio. Notemos que en la Figura 4.2, el paralelogramo tiene dngulo de 45°

por lo que el 4rea sombreada es: M Luego,
P _a@b—a) 2b—a . a
P(X'+Y <0) = b = o 1 5 (4.11)
(0,b) (a,b) (b,b)

Figura 4.2: Casoa < b

Esto completa la demostracién.

4.2. Evolucién discreta de los parametros de oferta

Con este lema busquemos una ecuacién para la evolucién de p;, es decir, escribamos el valor
esperado de p;(t + At) a partir de p;(t). Este método es uno de los tres métodos estandar para
poder escribir ecuaciones de evolucién en modelos de agentes.

Fijemos un i y supongamos que la probabilidad de interactuar en un intervalo temporal At
sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A = 1. Podemos entonces calcular el valor espe-
rado de p;(t + At):

pi(t+ At) = p;(t)P(no jugar) + ) _ piP(jugar contra j) (4.12)
j
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donde p/ es el p; luego de la interaccién (notemos que todavia hay probabilidades involucradas
en p; ya que este valor depende de si i perdi6 o gand y si p; > p; 0 no). Explicitamente, los valores

de p! son:

1. Sip; > pj eigana:

pi = api(OP(pi(t)Vi > p;(1)V)). (4.13)
2. Sip; > pjeipierde:
pi = pi(OP(p;(HV; > pi(1) V7). (4.14)
3. Sip; > p;ei gana:
pi = piOP(pi()V; > p;()V)). (4.15)
4. Sip; < p; eipierde:
pi=1-q(—pi())P(pi(H)Vi > p;(H)V)). (4.16)

Si consideramos que la probabilidad de jugar contra cada j es idéntica obtenemos que P (jugar contra j) =

N L. Por lo que la ecuacién 4.12 se puede escribir como:

pilt -+ ) :pi(t)(l—AtH% (g T PV < pivi)

J:piZpj
+(1_q(1_pz Z IPP]V>P1 1)
> 1
]mp (4.17)
+pi(t) ). P(pV; > piVi)
Jpi>p;
+pi(t) Y, P(piVi>piV))| -
]P1<P]
0o equivalentemente,
(t+ At) — p;(t
PUEBIZP) _ )+ L ning T By < pav)
p:>p.
J:PiZPj
+ (1 —q(1=pi(1) Y, P(p;V; > piVi)
J:pizpi
(4.18)
+pi(t) Y, P(pV; > piVi)

J:pi>pj

+pi(t Z P(p;V; > pj ])
J:pi<pj

Usando el lema 4.1.1 podemos reemplazar los valores de las probabilidades de la ecuaciéon

anterior, y tomando el limite cuando At — 0:

(N - )ﬁ =qpi ) (—;)+O—U—mm )3 G—m>

J:pizpj jpizpi 2pj (4.19)
Pj
+ pi Z L + pi Z Py pl( —1).
J:pi>pj 2pi jipi>pi <P
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Un punto importante a destacar de la ecuacion 4.19 es que al pasar al limite estamos asumien-
do que los cambios entre dos tiempos discretos no son muy abruptos. Mirando la ecuaciéon 4.2, es

facil notar que esto sucede si y sélo sig ~ 1.

4.3. Equilibrio estacionario de la dindmica discreta

. ) . . . . dp; . ,
Nos interesard estudiar el caso estacionario, es decir, cuando — = 0 para todo i. Segtn la

ecuacion 4.19, queremos resolver el sistema:

0=qp;i ), <—f)+(1—(1—pi)q) Y (1—’7i>

j:pi>p; Pi jpi=pi 2p; (4.20)

Pi pi
+pi ) 5o tpi Y 5 - —Pi(N=1).
J:Pi>pj J:Pj>Ppi
Resolver este problema de manera general es lo suficientemente dificil para que nos confor-
memos con buscar soluciones estacionarias y simétricas. Esperarfamos que si nuestro modelo
replica una situacién donde los agentes convergen al equilibrio de Nash, p; = % es una soluciéon

estacionaria. Probemos esto a modo de chequeo de consistencia.

Lema 4.3.1

La tinica solucion simétrica y estacionaria para la dindmica 4.19 es p; = % para todo i.

Demostracién. Reemplacemos en la expresion 4.20 todos los p;, p; = p. Esto hace que las dltimas

dos sumas se anulen, ya que suman sobre p = p; > p; = p, y queda:

0=y ¥ (1-3) +a-(-pn § (1-3) - p(N -1

Ji# Jii
=qp¥+(l—q+qp)¥—P(N—l) @21)
= (- DpN -1+ (1)
— - -1 (3-).
Luego, la soluci6n simétrica tiene valor esperado p = 3. O

Concluimos dellema 4.3.1 que la dindmica converge al equilibrio de Nash y que este equilibrio

no depende de cuantos jugadores totales tengamos ni del parametro 4.

4.4. Ecuacion de transporte para los parametros de oferta a partir de la

ecuacion discreta

La primera forma con la que podemos derivar una ecuacién diferencial para los pardmetros

de oferta es usando la ecuacion discreta 4.19 y reescribiendo las sumatorias como integrales sobre
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medidas de Dirac, como se hace en [19]. Para poder hacer esto primero tenemos que reescribir la
ecuacion 4.19 de manera méas cémoda.
Para poder factorizar un término 1 — g, definimos g = 1 — ¢ y reemplazamos en la ecuaciéon
4.19:
N-D)P_1 ey, 1- ) pa-a-pya- 1- o
(N-1)—F =(1—e)p; ). )+ (- (1=-p)(1-2) Y ,
dt 2 2p;

pi

f’Pi>Pj J:pj=pi (4.22)
+p ¥ o tn ¥ A -1).
Jpi>p; p’ 1m>m i
Notemos que 1 — (1 — p;)(1 —¢) = p; + ¢(1 — p;). Lo que nos permite reescribir:
d p 1 Pj
N-DB —on & (1-75)m © g4m L (195
Jpizpj 2pi Jpi=p; Jipi>pj pi
1 .
+e(l—pi) ) ( 22)"‘}71 Y. 5+pi ) ( —;:)
iipi>pi ] i= iipi>pi ]
J: P] P J:pi=p; J:pj>p (423)
+ pi Z Pz Z Py pz )
Jpi>p; % Jm>pz i
p' .
=(—e)pi Y, (1—;) +e(l—pi) Y. (1—2%‘) .
J:pizpj i jpizpi P

Si reescalamos la variable temporal podemos absorber las constantes e y N — 1. De esta mane-

di j i
By x (- 2)ra-m T (1-£), w21

) . 2
jpizpj Jpj=pi Pi

ra, se obtiene:

Para poder pasar a una ecuacion diferencial, definimos la distribucién de los pardmetros de

oferta de la misma manera que en [19]:

N
Fp ) = 3 80 () @.25)

Es decir, ponemos una delta en cada pardmetro que corresponda a un jugador y normalizamos
de manera que f sea una medida de probabilidad.

Si tomamos una funcién test ¢ € Cg§° se cumple que:

N
[owiripn *—Z/fp o(p — pilt) = 5 L0 (4.26)
1:
Derivando los extremos de la expresién respecto de t:
1 X4 dp
m/wdﬂﬂ— Zf@m£w>
P (4.27)

d
N dp(> E(Daf(p,).

Nos gustaria poder reemplazar la ecuacién 4.19 en %, pero para que sea valido debemos

reescribir 4.19 usando la medida f(p, t). Notemos que:

L ( B zp;jl) = N/ Lpizpiy (1 - ;;) df(pj.t). (4.28)

Jj:pi=pi
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De manera anéloga, podemos convertir las sumatorias restantes en integrales y obtenemos:

%/.GD(P)df(PI /d H(p, t)df(p,t) (4.29)

donde definimos H(p, t) como:

/df Dy ( ) (1- /df D1y ( *;) . (430

Finalmente, podemos integrar por partes la ecuacion 4.29 y obtenemos la ecuacién de trans-

porte:

L) = 5 1HOFp,0) @31)

4.5. Ecuacidén de transporte para los parametros de oferta: Método de

Ganancia y Perdida

Sibien ya tenemos la ecuacién de transporte, en esta seccién volveremos a obtener la ecuacién
4.31 calculando las funciones de pérdida y ganancia. La idea consiste en calcular la probabilidad
de que luego de la interaccion un agente cambie su pardmetro a p o que partiendo de que tiene
pardmetro p lo modifique.

Consideremos la medida f(p,t) que representa la distribucién de probabilidad de los para-
metros de oferta en cada tiempo. Es decir, la probabilidad de encontrar un jugador con pardmetro

p +dp en el tiempo t. Al ser una distribucién de probabilidad, para cada tiempo fijo vale que:

/O Yafpt) =1, (4.32)

donde la integral es sobre los valores de p. Vamos a definir funciones de ganancia, G(p, t) y per-
dida, P(p,t). Estas funciones representan la probabilidad de que un jugador con pardmetro p’
modifique su parametro a p y la probabilidad de que un jugador con pardmetro p modifique su

pardmetro a otro valor respectivamente.

Definicion 4.5.1

Definimos la funcion de ganancia:
G(p,t) = P(un jugador con p’ interactiia y cambia su valor a p en el tiempo t) (4.33)
y la funcion de pérdida:

P(p,t) = P(un jugador con p interactiia y cambia su valor a p’ # p en el tiempo t).  (4.34)

Calculemos ambas funciones. Empezamos por la funcién de ganancia. Fijamos p y t. Elegimos
un jugador con p’ con probabilidad f(p’, t) y queremos que luego de la interaccién p’ — p. Como
las tnicas formas de modificar el pardmetro de oferta es cambiando p’ — qp’ op’ = 1—q(1—p’)

necesitamos elegir p’ de manera que alguna de estas dos expresiones sea p. Entonces,
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/df t)1{,—qpy P(p' interactue con un p”, p’ > p” y el jugador con p’ gane)+-
/df D) 1{p—1_g(1-p)P(p’ interactue con un p" y p" > p' y el jugador con p” gane).
(4.35)

Para calcular estas probabilidades podemos condicionar. Llamemos A = {p’ interactue con un p"},

B={p' > p"}yC ={eljugador con p’ gane }. Entonces,
P(ANBNC)=P(BNC|A)P(A) =P(C|BNA)P(B|A)P(A). (4.36)

La probabilidad de elegir un jugador con p” es f(p”, t). Por otro lado,

1

P(B|A) =1;,5, y P(CIBNA)= —2%,, (4.37)

donde para la segunda expresién usamos el lema 4.1.1.

Juntando todo:

1
P (elegir p”, p’ > p" y el jugador con p’ gane) = /df(p”,t)]l{pfzp} <1 - 2Pp,> . (4.38)

Anélogamente, se deduce que:

/
]P(elegir p/l y p// > p/ yeljugador con P// gane) — /df(P/// t)ll{p”ZP’} <1 — 22,,) . (439)

Reemplazando 4.38 y 4.39 en la expresion 4.35 se obtiene:

p//
/df Dhyp— ’W}/df DLy >pr) ( 2p’> T

P/
/df BT (11 /df ﬂ{p/,>p}< 2p~>'

De manera andloga, calculamos la funcién de perdida. Primero, debemos multiplicar por la

(4.40)

probabilidad de encontrar un jugador con pardmetro p y luego, debemos agregar la probabilidad

de que la interaccién derive en una modificacién del pardmetro de oferta. Entonces,

F(pot /df n{p>p,,}( ”>+f Pt /df 11{,,,,>p}( 2’;) (4.41)

de manera completamente andloga.

Usando estas funciones podemos definir la variacién de f:

af(a*z’t) = G(p,t) — P(p, ). (4.42)

Una forma de entender esta expresion es pensar que la funcién de ganancia son los jugadores
que entran a p en dt (es decir, df es el tiempo caracteristico en el que transcurre la interaccién de

interaccién) y la funcién de perdida son los jugadores que salen en dt. Luego,

f(p, t+dt)— f(p,t) = G(p, t)dt — P(p, t)dt. (4.43)

Tomando limite se obtiene la expresion 4.42.
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Para conseguir una ecuacién de transporte, multiplicamos la ecuacién 4.42 por una funcién

test p € C°([0,1]) e integramos respecto a p:

/dP¢(P

Notemos que como ¢ no depende de t y la integral es sobre p, podemos sacar la derivada temporal

L= [apotp P(p,1). (@44)

de la integral, por lo que:

%/df(”'t /dPG” —P(p,t). (4.45)

Necesitamos reescribir el término derecho para que aparezca una derivada respecto de p y de esta

manera integrar por partes y obtener una ecuacién de transporte. Llamemos:

p//
A= /dpcp /df D1, qp}/df n{p,>p,,}( 27@’) (4.46)

p/
B= [dpo(p) [ df(r, 01 (pmr 4y }/df n{p,,>p}( 210”> (4.47)

c= / df(p, 1) / Af(p", )Ly ( ’;p) (4.48)
D= / df(p, )¢ /df D1 (s ( 2’;,,> (4.49)

De esta manera,
%/df(p,t)q)(p) — A+B-C-D. (4.50)

Estudiaremos por separado A — C y B — D. Primero notemos que podemos reescribir A de
manera conveniente cambiando el orden de integraciéon de p y p’ para cada ¢ fijo. Para ver esto

denotamos:

F(p,p') = o(p)f(p', )1, qp}/df )L pry ( 2pp,> (4.51)

Usando que la distribucién es positiva, podemos acotar:

/1

~ o (4.52)

B )| <l P ey [ AP DLy 1

Como ¢ es de soporte compacto, esta acotada por una constante C > 0. Ademads, en el dominio

{p’ > p"} vale que:

’1 ~ 2 <1. (4.53)
Luego,
[F(p-p")| < Cf(p',1) / df(p", sy < CF(P 1) / af(p”,t) = Cf(p',t). (4.54)
Finalmente,
/ dp / dp'|F(p, p')| < / dp / dp'Cf(p',t) = C. (4.55)
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Luego, vale el teorema de Fubini y podemos reescribir A como:

p//
A= /dPGD /df D= qp}/df L gpr=pry ( Zp’)
p//
=/dp’/dpqv(;7> Oy qp}/df DLpr>pry ( 2,]/)
p//
=/dp’qv(qp /df DLy ( 2pr>
1
—/dpfp qp)f(pt /df DLy ( Z,)-

En el tltimo paso cambiamos la variable de integracién p’ — p por comodidad.

(4.56)

Para que aparezca la derivada de ¢ vamos a usar un desarrollo de Taylor en ¢ = 1 por lo que

nos conviene agrupar las integrales con iguales dominios de integracién. Miramos A — C:

A—C:/df(p, o(qp) /df B>y ( gp)
—/df(p, /df T ( ;’p) (4.57)

1

= [ 4500 [ 416" 0oy (1= 5 ) tolar) = o).

Podemos hace un desarrollo de Taylor en ¢:

olap) — @(p) = %wf ~1)p+0((g - 1)) (4.58)
Por lo que,

a-c= [ [ar, n{p>p~}( ) (G- 1+ 002 17

df(p,t) [ df(p", ) ip>pmy P d(P(P)P
/ / ( P) dp

donde en el tltimo paso absorbimos 1 — ¢ mediante un reescale temporal.

(4.59)

De manera anéloga, podemos cambiar el orden de integracién en B:
/
B= /dp(/’ /df DL p=1-q(1-p }/df 11{77”>P}< 2;;//>
/
= [ay /dp(p L —— T 11{,,,,>,,}( ;;,,> (4.60)

=./ df(p',)e(1 /df DLy ( 2’;,,) :

Luego, miramos B — D y hacemos un desarrollo de Taylor en 4 = 1:
B—Dz/df(nt> (1-g(l—p /df ﬂ{p”>p}< 2,];/>
- /df(P,t)qv(p)/df(r)”,t)]l{p@p} (1 - 25,,)
= [arp.t) [ar(p" 0,y ( 2?,) (p(1—4(1=p)) = 9(p)
ot fot (1
x (‘;’(m(l—q(l ~p) =P+ O =01 )

~/df(p,f) / df(p", Dyprspy (1 - 2£> Z(g(”)(l — P
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donde usamos que (1 —¢g)(1—p) =1—gq(1 — p) — p. Y ademds, absorbemos el factor 1 — g en la

variable temporal mediante un cambio de escala. Juntando ambas expresiones:

dt /go Jaf(pt) = /df Pt / t)ﬂ{iﬂ>p”}( PP) dtg(P)P

J (4.62)
p ¢
= [ a0 [ A My (1- 2 ) o)A = 1)
Llamando:
p//
/df ﬂ{p>p”}( )P ( - 2p>
. (4.63)
B / df(p", Dy < 2;7”) =)
podemos escribir la expresion 4.62 como:
d ' de
g o == [dfporpe T () (@64
Finalmente podemos integrar por partes y obtenemos el siguiente resultado:
Teorema 4.5.2: Ecuacién de transporte para el modelo propuesto
Para el modelo propuesto, se obtiene la ecuacion de transporte:
df(p,t) _ o
donde
" P’
H(p, t) :/df(p ’t)]l{PZP”}p (1 — 2p>
(4.66)
p

Podemos ver que obtuvimos la misma ecuacién de transporte que en la seccién 4.4, lo cual nos

da una forma de chequear que nuestros argumentos son correctos.

4.6. Grazing limit

Una objecion que se podria hacer sobre esta deduccién es que al tirar los términos O((1 —
7)?) estamos tomando un limite y deberfamos probar que las soluciones de ecuacién para cada q
pasan bien al limite. Notemos que aunque estuvimos diciendo que f depende de p y t esto vale
solamente cuando tomamos un ¢ fijo, ya que g es un pardmetro y no una variable. Sin embargo, al
tomar el limite cuando g — 1, g deja de ser un pardmetro y pasa a ser una variable. Es razonable
entonces decir que f depende de g, y debemos escribir f(g, p,t). Y por lo tanto al tomar g — 1
debemos tomar el limite sobre las f. En efecto, en [14] se realiza este limite con cuidado y vamos
a adaptar las ideas de [14] para nuestro modelo. Entonces, en esta secciéon nuestro objetivo serd
probar que cuando g — 1, entonces existe una subsucesion tal que f(q,p,t) — f(p,t), donde

denotamos f(p,t) a la funcién limite cuando g — 1. Para eso necesitamos algunos lemas:
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Lema 4.6.1

Consideremos el problema dado por la ecuacion 4.65. Existe una subsucesion {q; };en C [0, 1] con

q; — 1, tal que para toda funcion test ¢ € CX([0,1]), vale que:

T / eaf(qup.t) — = / edf(p,t) (4.67)

\.

Demostracion. Tomemos T > 0y una funcién test ¢ € C.([0,1]). Partimos de la expresion:

2 [ eprarapn. (4.68)

Y podemos integrarla entre 0 y T:

/ dt/ p)af(a, p.t )—/1 q)df(q,rhT)—/Ol ¢df(q,p,0) :/O1 <Pdf(q,P,T)—/01 ¢dfo(p)

donde notamos f (g, p,0) = fo(p) a la condicién inicial (que es independiente de q). Ahora, note-
mos que el espacio en el que definimos las medidas de probabilidad es [0,1] por lo que estamos
en las hipétesis del Teorema de Prokhorov (Teorema 2.2.3). Ademas, ¢ € C*([0,1]) C Cp([0,1]),

por lo que (via subsucesiones):

1 1
/qudf(q,P/T)qj;/O df(p,T).

No escribiremos el subindice para no recargar la notacién pero entendemos que la convergencia

es secuencial. Luego,

[ 5 [owasarn — [ oo~ [ owint) = [ 4 [ oriarp

Vimos entonces que para todo T fijo en [0, T*] hay una subsucesion convergente. Para completar
el argumento tomamos un denso numerable {t;};cnen [0, T] (por ejemplo los racionales en ese
intervalo). Para cada ¢; fijo existe una subsucesién convergente y podemos hacer un argumento
diagonal para concluir: es decir, tomamos el primer elemento de la subsucesién convergente de

t1, el segundo de la de ¢, y asi sucesivamente. Obtenemos una sucesién convergente para todo ¢;.

dt/ plaflap.t) = dt/ P)af(p.t)

Esto completa el lema.

O
Lema 4.6.2
Consideremos el problema dado por la ecuacién 4.65. Entonces:
p//
Demostracion. Notemos que existe C > 0 tal que:
O(p*(9—1)) <Clg-1) (4.70)
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Entonces,
p// 5 p// C
ﬂ{pZP”} (1_ZP> O(p (q—l))‘ < ’ﬂ{p>p”} (1_2P C|q—1| < E‘q_” (4.71)
donde la segunda desigualdad se cumple ya que
1 p/I p// 1
>yl e >0 -2 >
p=p (:)2—2;9@1 >3 4.72)
Notemos,
!
b= [drap) [afa " ey (1-5) 00P60—1) @73)
Entonces acotamos el médulo de la integral:
/!
h| = /df(q, prt) /df(q, ) ’ﬂ{p>p”} (1 - ;,) O(p*(q - 1))‘
< / df(q,p.t) / df(q, P”,t)qqz_ 1 (4.74)
~Cla—1]
-2

Usamos que f df(q,p,t) = 1por ser f una medida de probabilidad. Finalmente, sea € > 0, luego,

si|g — 1| < e, tenemos que:
Clg —1]

Ihl < —5— <e (4.75)

y por lo tanto,
L q:) 0, (4.76)
que completa la demostracién. O

Lema 4.6.3

Consideremos el problema dado por la ecuacion 4.65. Tenemos:

[af@p) [ a5 sy (1= 557 ) 00 =pRPG@=1) 0. @77

Demostracion. La demostracién es andloga a la del lema 4.6.2. Partimos de

[ ast@p ) [ a5 1y (1- 5 ) 010 - pRa 1)

y sea C(p) la constante que acota al término O(g — 1). El integrando se puede acotar de la misma
manera que antes por:

Clg—1
’11{,,,/>p} (1 - 2’;) O((1-p)*q— 1))’ <cC ‘1{p/,>p} (1 - 2’;,) ‘ < % (4.78)

por lo que podemos acotar la integral:

1l < [ditapn) [d5@p"0 Ly (1 55 ) O =9 - 1)

4.79)
< / df(q,p,t) / df(q,p", t)%,
asi, llegamos a la misma cota que en 2 y el mismo argumento nos dice que
I q_%> 0. (4.80)
O
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Lema 4.6.4

Consideremos el problema dado por la ecuacion 4.65. Las medidas f(q, p,t) convergen débilmente

via subsucesiones en los términos A — C. Es decir, para toda ¢ € CX ([0, 1]) vale que:

/dfw, /dfq, ll{p>p~}( g;) df(’)(p)z?
— [ a0 [ a0 Do (1- ’”") .

Andlogamente, las medidas f(q, p, t) convergen débilmente via subsucesiones en los términos B —

(4.81)

D. Es decir, para toda ¢ € CZ([0,1]) vale que:
/df 9.t /df 9,7 )Wy ( p) ﬁ(p)(l —p)

(4.82)
— [d5pt) [ 45" Dy (1 57 ) Y=

Demostracion. Sea T > 0y fp la condicion inicial de la dindmica. Para cada g fijo, denotamos
wg(t) = f(q,—,t) que cumple: & : [0,T] — IP([0,1]), es decir, que a devuelve la medida de
probabilidad asociada a la medida que se obtiene en el tiempo ¢, dado que usamos el pardmetro
q y nuestra condicién inicial es fy. Consideramos la familia de funciones {ag},¢[o1]- El plan es
usar el teorema de Arzeld-Ascoli en esta familia, ya que el espacio de salida es compacto y el
de llegada es métrico, usando las mismas ideas que en [14]. Veamos que valen las hipétesis para
poder aplicar el teorema. La norma que usaremos en el espacio de funciones C°([0,1]) es

dg

- (4.83)

ol = ||<o||oo+|

Equiacotada: Quedemos ver que hay una cota independiente del tiempo para cualquier medida:

lag@li= sup [ pdayl
peC([01])./|l|<1
< sup ol / duey (1) (4.84)

gec([01]) [lgl[<1

= sup llelleo <1
gec (o)), llgl|<1

Equicontinua: Tenemos la ecuacién:

5 [ otrnn) = [ 105 arip. (455

Sean 0 < T' < Ty podemos integrar a ambos lados:

/ @df(p,T) / pdf (p,T') = / / H(p,t) p, t)dt. (4.86)

Acotemos esta expresion:
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I/cvdf(q,p,T)—/q)df(q,p,T’)I S/;/H(q’P’t)fl(;df(q'P'mdt
<fyo faruno ] oo e (1 )
+ [afta.p") ‘ﬂ{p"zv} <1 B 25”) ‘ - p)}
g/T,T/df(q,P,t)‘fl(;‘

<llgl|T =TI
(4.87)
Usando esta cota podemos tomar supremo:
Jedtap D -fap ™) sp llglT-TISIT-T] a8

PeC® [lo||<1

Entonces, estamos en las hipétesis de Arzela-Ascoli y por lo tanto la familia tiene una subsu-
cesion que converge de manera débil y por lo tanto probamos que la ecuacién de transporte 2.15

pasa bien al limite. O

Proposicion 4.6.5

Consideremos el problema dado por la ecuacion 4.65. Entonces, existe una subsucesion de funciones

{f(qj, p,t)}j>1 que converge débilmente a una medida de probabilidad f(p,t) cuando g — 1.

Demostracion. Con los lemas 4.6.1, 4.6.2, 4.6.3 y 4.6.4, podemos ver que las ecuaciones 4.59 y 4.61

pasan bien al limite. O

4.7. Soluciones estacionarias de la ecuacién de transporte

Nos interesa resolver la ecuaciéon 4.65 para tiempos largos, es decir, queremos saber cudl es la

dindmica para f — oo. Vamos a definir los momentos de la medida.

Definicion 4.7.1: Momento de orden k [18]

Notamos al momento de orden k de la medida fp, t):

M(t) = [ paf(p.1) (489)

Siguiendo la idea de [18] vamos a construir ecuaciones diferenciales ordinarias para los mo-

mentos de f(p,t). Y a partir de ellas deduciremos propiedades sobre las soluciones de 4.65.
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~

Proposicion 4.7.2

Para la ecuacion 4.65, vale que:

/ daf(p.t / af(p" Oypr=py ( 2’;,) 1-p—p"] (4.90)

Ms aiin, la vinica solucién estacionaria de la forma f(p,t) = 6x(p) esa = 3.

dMl

Demostracion. Notemos que la ecuacién de transporte cumple que para toda funcién test ¢ €

c2(l0,1)):
i [owartn = [are om0 ). o)

En particular, podemos tomar ¢(p) = p:

dMl /dfp

/df pit /df D> p (l - ;)

+/df prt /df ﬂ{p”>p}( 5 ,,) (1-p) (4.92)
- / af(p". 1) /df(p’t)ﬂ{p/?p}p” (1 - ZZ//>

+ [ a0 [ a0 My (1- 2 ) =)

donde en la ultima igualdad cambiamos los nombres de p” <> p en la primera integral. Ade-

=

‘E"@N

mads, como el integrando del primer término estd acotado y es integrable, podemos por la misma
cota que antes cambiar el orden de integracién por el teorema de Fubini. Por lo que la ecuacién

diferencial toma la forma:

dM1 p
/df pt /df ]l{p”>p}p ( zp//)

+ / df (p.1) / df(p", ) sy ( 25,,) (1-p) (4.93)
_/df Pt /df H{P”>P} < 2;’) [1-p—p"].

Lo que prueba la primera expresion.

Supongamos que f(p,t) = dx(p). En este caso, f es estacionaria por lo que dMTlt(t) =0yse
pueden calcular de manera explicita las integrales, de las cuales obtenemos:
1
0=7(1-20) (4.94)
Esto nos dice que 1 — 2o = 0. Entonces, & = % Lo que prueba el enunciado. O

Obtuvimos hasta aca que J1 /, es la tinica solucién estacionaria en el conjunto de distribuciones
delta de la ecuacién diferencial para el primer momento. Por lo cudl, es un candidato a solucién
del problema 4.5.2. Es razonable que esta medida sea solucién ya que el modelo deberia converger

al equilibrio de Nash, que al pensar la estrategia del jugador i como un sumando ¢, obtenemos
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que la medida f(p) = d; ;. Por otro lado, con esta interpretacién podemos pensar que los equili-
brios de Nash simétricos corresponden a d, para algdn «. Por lo que tiene sentido preguntarnos

cuales son las soluciones estacionarias en el conjunto de é;.

Proposicién 4.7.3

La tinica solucion del problema 4.5.2 de la forma f(p) = 6x(p) cumple x = 1.

Demostracion. La unicidad se sigue de la proposicién anterior, ya que vimos que la tnica é, que
cumple 4.90 es 61 (p), por lo que es el tnico candidato a solucién. Para ver que es solucién debe
2

cumplirse que para toda ¢ € C([0,1]):

= d = d(P " p
— ﬁ/dé% =— /dé%(P)@(P) { 48y (p" )L (p=pryp (1 _ 2;9)]

p
- /dé% (P py (1 - 2p,,> (1-p) (4.95)
O FETINN
N dp 4 dp4
Por lo que vale el enunciado. O

Ahora que tenemos un candidato, vamos a probar que es el tinico. Para eso vamos a estudiar

momentos de orden mayor. Para estos vale un resultado similar al que obtuvimos para M;.

Proposicion 4.7.4

Para la ecuacion 4.65, vale que:

1

de p k=1 ki
/df p/ /df ]]'{p>p//} ( 2P> k[p// —p — p// ] (4:96)

Demostracion. La demostracién es analoga a la de 4.7.2:

Partimos de la expresion 4.64 usando como funcién test ¢(p) = p~

% dt/ prdf(p,t) —/df(P,t)H(P,t)kPk’l
—— [af(p ! Vdf D15 P (1—2’9;)
/df D1 sy ( 27;,) (1- p)} . (4.97)
/df p.t /df !, t)kpt 111{p>p~}r)( p;)

+ [0 [ a2y (1- 25 ) @ - p)

Notemos que el segundo sumando se puede reescribir, cambiando p <> p” e intercambiando

el orden de integracién, como:
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-
1k—1 p//k) (4.98)

[t t) [af(r" k1 sy ( ,,)

=/df(P”,t)/df(r),f)kﬂ{pzw}< Z (v

Entonces,
dM 1 _
ol /df /df DKLy ( Zp) (p"F=1 — pk kY. (4.99)
O
Proposicién 4.7.5
La tinica solucion estacionaria de la ecuacién 4.65 es f(p,t) = 81 ,2(p)
Demostracion. Ya vimos que f(p,t) = d1,2(p) es solucion. Veamos la unicidad
Notemos que usando 4.7.4 obtenemos:
dMp  dM,
dt dt
1
_/df bt /df ﬂ{p>p,,}( Zp) 2" 202 14 pr ] (100

/!
2
1. Afirmamos que g(x,y) < 0en A = {y > x}. Usando

Sea g(x,y) = 3x +y — 2x? — 2% —
Mathematica para reescribir la ecuacion, se puede ver que el conjunto de nivel 0 se escribe como

SRR T O N R

Este conjunto es una circunferencia con centro en <%, %) ¢ A. Veamos que C C A°. Esto equivale

aver que {x = y} NC tiene a lo sumo un punto.

(4.102)

Notemos que:
0

1\ 2
tiene como tinica solucién x = % Luego, ¢ no cambia de signo en C. Basta evaluar en algin punto

para concluir que g(A) < 0 con igualdad solamenteen x =y = %

Probemos que la tnica opcién es que f(p) = d1/2(p). Como queremos soluciones estaciona-

rias, estamos buscando f(p) que verifiquen:

0= [df(p,t) [ AFGr", D0 pmph(p", ), (4.103)

donde llamamos
/!
h(p",p) = (1 - ;) s(p",p)- (4.104)
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Intuitivamente, en el triangulo {p > p”} el integrando es estrictamente negativo salvo en
(%, %), por lo que si la integral es nula entonces, s6lo puede haber masa en p = % Ademais,
como la medida producto en el cuadrado es simétrica entonces esto nos dice que la masa de f se

concentra en % O
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CAPITULO 5

Simulaciones

Una forma de estudiar el modelo de agentes descripto en el capitulo 4 es mediante simulacio-
nes numeéricas. En este capitulo nos dedicaremos a esto. En la seccién 5.1 definiremos brevemente
el concepto de riqueza, ya que aparecerd en las simulaciones. En la seccién 5.2 describiremos el
algoritmo mediante el cual se realizaron las simulaciones y en las secciones subsiguientes nos con-
centraremos en estudiar los resultados de las simulaciones a tiempos largos y variando distintos

pardmetros.

5.1. Riqueza

Al participar en repetidas subastas los jugadores obtienen pérdidas y ganancias. En todo lo
anterior asumimos que los jugadores siempre tenian dinero para poder ofertar lo que quisieran y
pagar lo que quisieran. Aunque existen casos en los que podemos suponer que todos los jugadores
tienen un presupuesto suficientemente grande para hacer esto, no es dificil pensar en casos donde
esto no suceda.

En este punto es donde entra en juego la riqueza de los agentes. Podemos pensar en la riqueza
como la funcién que nos dice la cantidad de dinero que tiene cada agente. Esta funcién depende
del tiempo, ya que luego de cada subasta se actualiza la riqueza segtin si el jugador gano o perdi6.

Ademas de la riqueza de cada jugador, tiene interés conocer la distribucion de riqueza w que se
puede modelar como una distribucién de probabilidad en [0, +0c0) y que nos da la densidad de
jugadores con riqueza entre x y x + dx.

Las distribuciones de riqueza estan muy estudiadas en la literatura. En [1] se puede ver una

introduccién més completa al tema de la que se presenta en este trabajo.

5.2. Algoritmo

Para implementar el juego debemos tener dos vectores que guarden la riqueza y el pardmetro
de oferta de los jugadores. Y en cada iteracion realizamos N subastas eligiendo los jugadores con

la siguiente metodologia: se arma un vector con los niimeros del 0 al N — 1 donde cada valor
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representa un jugador. Este se ordena aleatoriamente y luego, participan en la i + 1-ésima subasta

el jugador en la posicién i del vector y el jugador i. Por ejemplo: si N = 5y se sortea el vector a;:

m=[3]0[2[4]1]

Luego, las subastas van a ser entre los jugadores 3y 0,0y 1,2y 2,4y 3y 1y4. Esrazonable
hacer esto, ya que podemos suponer que en N iteraciones es poco probable que algtin agente no
juegue.

Una vez determinados los juegos se sortean las variables aleatorias involucradas y se actua-
lizan los parametros de oferta y la riqueza de cada jugador segtin las reglas 4.2. Este proceso se
itera T veces, por lo que en total hay NT subastas. Ademads, al final de cada iteracién se normaliza
la riqueza a 1 de manera que lo que tengamos sea la distribucién de riqueza.

El algoritmo se implement6 en Python y el Algoritmo 1 muestra el pseudocédigo del progra-
ma. Los pardmetros que controlamos son el valor de g, las condiciones iniciales del pardmetro de

oferta, N, y T, que se especifican al inicio del cédigo.

Algoritmo 1 Evolucién de los pardmetros de oferta y la riqueza para N jugadores en la subasta
de 2 jugadores

1: riqueza = vector de 1 de longitud N > Inicializacién
2: oferta = Condicién inicial
3: juegos = vector con valores del 1 al N

4 fork € {0,1,...,T—1} do > Itero T veces el algoritmo
5 Reordeno juegos aleatoriamente
6 foric {0,1...,N—1} do > Subasta entre i y juegos]i]
7: vy = sorteo la valuacién de i
8 vy = sorteo la valuacién de juegos|i]
9: x=v,*ofertal[i]
10: y=0vy*oferta[juegosli]]
11: if x > y then > Busco quién gana y actualizo acordemente
12: riquezal[i]= riquezal[i] + vy -Xx
13: riquezaljuegosli]] = riquezaljuegos|i]]
14: if oferta[i]>oferta[juegos]i]] then
15: oferta[i]=oferta[i]*q
16: oferta[juegos|i]]=1-(1-oferta[juegos|i]])*q
17: end if
18: else
19: riqueza[juegosli]] = riqueza[juegosli]] + v, - y
20: riquezali]= riquezali]
21: if oferta[i] < oferta[juegos|i]] then
22: oferta[juegos|i]]=oferta[juegos|i]]*q
23: oferta[i]= 1-(1-oferta[i])*q
24: end if
25: end if
26: end for
27: Normalizo la riqueza
28: end for

La salida del programa son los vectores de riqueza y parametro de oferta. Para visualizar
mejor estos datos en general vamos a armar histogramas para estos valores. En la Figura 5.1 se

muestran los histogramas que se produjeron para para N = 10000, T = 1000y g = 0,9.
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Figura 5.1: (a)Histograma para el pardmetro de oferta.(b) Histograma para la riqueza.

En la Figura 5.1a, se puede observar que la distribucién se concentra cerca de 0,5 y tiene una
varianza pequefia (~ 0,17).

En lo que sigue de este capitulo estudiaremos los resultados de las simulaciones e intentare-
mos inferir propiedades sobre nuestro modelo. En general, trabajaremos con cuatro condiciones

iniciales:

C1 Todos los jugadores comienzan con p;(0) = 0,99.

C2 Todos los jugadores comienzan con p;(0) = 0,1.

C3 Los valores iniciales de p;(0) se sortean de una distribucién normalcon y =0y o = 1.
C4 La mitad de los jugadores empiezan con 0,1 y la mitad restante con 0,99.

Notar que en realidad la condicién C3, permite que haya jugadores dispuestos a apostar mds
de su valuacién y otros que no estdn dispuestos a pagar nada por el bien.

Ademas, salvo que se indique lo contrario se utilizard g = 0,9

5.3. Primeros resultados

En esta seccion realizaremos algunas pruebas preliminares sobre el comportamiento del algo-
ritmo a modo de chequear que el modelo propuesto replica el comportamiento esperado. Primero
veremos que sin importar la condicién inicial el equilibrio parece ser el mismo en todos los casos
y su media coincide con el equilibrio de Nash, para ver esto realizamos las simulaciones con las
cuatro condiciones iniciales (C1 a C4). En las Figuras 5.2a,5.2b, 5.2c y 5.2d se muestran las dis-
tribuciones de los pardmetros de oferta a lo largo de 50 iteraciones (empezando con la condicién
inicial) con las condiciones iniciales C1, C2,C3 y C4 respectivamente. Todas las simulaciones se
realizaron usando N = 10000 y T = 50.

En las cuatro simulaciones se puede observar que la dindmica evoluciona acercandose cada
vez mads a la distribucién de equilibrio. En algtin sentido se podria decir que la distribucién se
contrae con las iteraciones y que se mueve horizontalmente hasta que su media estd aproximada-

mente en 0, 5.
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Figura 5.2: Se muestran los outputs del algoritmo para distintas condiciones iniciales. (a) Histo-
gramas para C1. (b) Histogramas para C2 (c) Histogramas para C3. (d) Histogramas para C4.

Cabe destacar que en los graficos de la Figura 5.2 las escalas del eje x son distintas por lo que
a simple vista las distribuciones parecen tener varianzas distintas, aunque esto no es asi. En la
tabla 5.1, se pueden ver los valores de las medias y los desvios estdndar obtenidos para cada caso
luego de 50 interacciones. Se observa que la media esta contenida en el intervalo 0,5+ 0,01 y el
desvio estdndar esta en el intervalo 0,044 + 0,004 para el desvio. El error relativo respecto de la
media tedrica en todos los casos es menor a 0,5 %. La conclusién es que sin importar la condiciéon
inicial utilizada, todas las simulaciones evolucionan a una distribucién de equilibrio con media
y desvio estdndar similares, que podemos estimar como 0,5 & 0,01 para la media y 0,044 & 0,004.
Ademas, notamos que los agentes en valor medio juegan en el equilibrio de Nash, por lo que el

modelo replica el comportamiento macroscépico.

C1 C2 C3 C4
Media 0.5019 | 0.4990 | 0.4989 | 0.5001
Error relativo de lamedia | 0.38% | 0.20% | 0.22% | 0.02%
Desvio Estandar 0.041 0.0409 | 0.0409 | 0.0473

Cuadro 5.1: Medias y desvios estandar para cada condicién inicial.

5.4. Convergencia

El siguiente punto a estudiar es la convergencia hacia una distribucién de equilibrio. En par-
ticular, queremos estudiar cuantas iteraciones son necesarias para que la dindmica converja. Ob-

servaremos la evolucién de la media y del desvio de la distribucién a lo largo de 500 iteraciones
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y veremos si la cantidad de pasos necesarios dependen de la condicién inicial utilizada. En todos
los casos se utiliz6 N = 10000

Empezaremos por la condicion inicial C1. Luego de 500 iteraciones se obtuvo una media de
0,5001 y desvio estandar 0,0408. En la Figura 5.3 se grafican las medias de la distribucién del
pardmetro de oferta en funcién de la iteracién del c6digo. Ademads, se grafica en rosa la media

luego de 500 iteraciones. Se muestra el mismo conjunto de datos pero variando la cantidad de

iteraciones mostrada en cada caso.
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Figura 5.3: Se las medias simuladas en funcién del ntiimero de iteraciones iniciando con la condi-
cién C1. Los gréficos, muestran el mismo conjunto de datos pero en diferentes intervalos.

De la Figura 5.3 podemos inferir varios resultados. Mirando la Figura 5.3a vemos que las
medias decaen rdpidamente a un valor por debajo de 0,55. En la Figura 5.3b se observa que ne-
cesitamos al menos 40 iteraciones para obtener una media cercana a 0,50. Mds atin, si miramos el
comportamiento de la media luego de las 40 iteraciones, como se ve en la Figura 5.3d, podemos
notar que cerca de las 70 iteraciones la media se estaciona y solo se observan fluctuaciones que
se deben a que lo que estamos mirando son realizaciones de una distribucién. Lo que notamos
es que luego de 70 iteraciones la media varia en un intervalo de tamafio cercano a 0,0004. Esto se
puede apreciar en la Figura 5.3c. Al iterar mas de 100 veces, las variaciones que se observan se
deben a las variaciones naturales de la dindmica propuesta que corresponden a una variacién en
un intervalo de tamafio ~ 0,004.

Podemos hacer el mismo andlisis para los desvios de la distribucién que se obtiene en cada
paso. En la Figura 5.4 se puede observar el desvio estindar en funcién de la cantidad de iteracio-

nes. Se puede observar que este valor converge mds rdpido que la media. Notamos que luego de
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20 iteraciones no hay més variaciones y se llega a un estado estacionario. Este punto se aprecia
en la Figura 5.4c donde se ve que los desvios obtenidos en la simulacién se distribuyen sin una

tendencia particular.
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Figura 5.4: Se muestran los desvios medios del pardmetro de oferta en funcion de la cantidad de
iteraciones para la condicién inicial C1. En las tres figuras se grafica el mismo conjunto de datos
variando la cantidad de iteraciones mostrada.

De manera andloga, podemos ver que sucede si comenzamos con la condicién C2. En la Figura
5.5 se muestra la evolucién del parametro de oferta medio en funcién de la cantidad de iteracio-
nes. Luego de 500 iteraciones se observé una media de 0,5002. De la misma manera que antes, se
puede notar que al realizar mds de 100 iteraciones, la dindmica se estabiliza cerca de 0,5 aunque
con pequetias fluctuaciones en un intervalo de tamafio de orden 0,0004, debidas a la aleatoriedad

de la dindmica. Més atin, luego de 70 iteraciones la dindmica alcanza este estado.
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Figura 5.5: Se muestran los valores medios de la media del pardmetro de oferta en funcién del
numero de iteraciones para la condicién C2. Los graficos muestran el mismo conjunto de datos
pero en diferentes intervalos.

Al estudiar los desvios estandar obtenidos con la condicién C2, obtuvimos que luego de 500

iteraciones el desvio toma el valor de 0,0408. En la Figura 5.6, se ilustran los desvios estdndar en

funcién del nimero de iteraciones. Se observa el mismo comportamiento que en la condicién C1:

el desvio converge més rapidamente que la media. En este caso se alcanza el estado final luego

de 10 iteraciones. La principal diferencia que se observa entre las condiciones C1 y C2 es que en

un caso la media es decreciente y en el otro resulta creciente.
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Figura 5.6: Se muestran los desvios medios del pardmetro de oferta en funcion de la cantidad de
iteraciones para la condicién inicial C2.

Para la condicién C3, se realizaron los mismos andlisis y los graficos correspondientes se ob-

servan en las Figuras 5.7 y 5.8. El comportamiento resulta similar a las condiciones iniciales an-
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teriores. En esta caso, se observa que la dindmica se estabiliza cerca de las 80 iteraciones para la

media y cerca de las 10 iteraciones para el desvio. Obteniendo una media de 0,5000 y un desvio

de 0,0404.
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Figura 5.7: Se muestran las medias simuladas en funcién de la cantidad de iteraciones con la
condicién C3. Los graficos muestran el mismo conjunto de datos pero en diferentes intervalos.
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Figura 5.8: Se muestran los desvios medidos del pardmetro de oferta en funcién de la cantidad de
iteraciones para la condicién inicial C3.

Finalmente, para la condicién C4 se realiz6 el mismo andlisis que los casos anteriores y los gra-

ficos correspondientes se observan en las Figuras 5.9 y 5,10. Se puede observar la misma tendencia

que en los casos anteriores. En particular, la dindmica se estabiliza cerca de las 40 iteraciones para

la media y cerca de las 10 iteraciones para el desvio, que es més rapido que antes.
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Figura 5.9: Se muestran las medias simuladas del pardmetro de oferta en funcién de la cantidad
de iteraciones para la condicién inicial C4.
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Figura 5.10: Se muestran los desvios medios del pardmetro de oferta en funcién de la cantidad de
iteraciones para la condicién inicial C4.

A modo de resumen, podemos observar que:

1. Con las cuatro condiciones iniciales se obtienen medias que se encuentran entre 0,4998 y
0,5004.

2. Las cuatro condiciones iniciales tienen desvios que se encuentran entre 0,04 y 0,05.
3. La dindmica converge a una distribucién estacionaria a tiempos largos.
4. En 100 iteraciones podemos asegurarnos que se obtiene el estado final.

5. Los desvios se estabilizan en menos iteraciones que las medias.

5.5. Independencia de la condicién inicial

Con la informacién que tenemos hasta ahora es razonable preguntarnos es si la convergencia
depende de la condicién inicial de los pardmetros de oferta. Mds atin, podemos conjeturar que
la distribucién de riqueza de los agentes no depende de la condicién inicial. Consideraremos las

cuatro condiciones iniciales C1, C2, C3, C4 y, para todos los casos, realizamos el Algoritmo 1 para
N = 10000y T = 10000. Obtenemos
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Figura 5.11: Se muestran los histogramas para distintas condiciones iniciales. En cada caso se
muestra la distribucién de riqueza y la distribucién de los pardmetros de oferta. (a) Histogramas
para la condicién inicial C1. (b) Histogramas para la condicién inicial C2. (c) Histogramas para la
condicién inicial C3.(d) Histogramas para la condicién inicial C4.

En la Figura 5.11 podemos ver la distribucién de riqueza y la distribucién de los parame-
tros de oferta para diferentes condiciones iniciales. En estas cuatro situaciones, pareceria que las
distribuciones son idénticas, lo que nos permitirfa conjeturar que la dindmica converge a ciertas
distribuciones independientemente de la condicién inicial. Para intentar ver esto mads claro, po-
demos comparar las acumuladas empiricas para estas distribuciones (Figura 5.12). A simple vista
no se observan diferencias significativas entre las distribuciones. Una forma de cuantificar que
tan similares son estas distribuciones es usando el test de Kolmogorov-Smirnov que describimos

en la seccién 2.5.
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Figura 5.12: Se muestran las acumuladas empiricas para las distribuciones de la Figura 5.11. (a)
Acumuladas empifricas para los parametros de oferta. (b) Acumuladas empiricas para la riqueza.

63



Capitulo 5. Simulaciones

Test de Kolmogorov-Smirnov

Como ya describimos en la seccién 2.5, este test es un test de hipétesis que nos permitira deci-
dir si las muestras que obtuvimos mediante las simulaciones provienen de la misma distribucién.
Usaremos la implementacion de la libreria SciPy de Python [4]. Comparando la muestra obteni-
da con la condicién C1 y las restantes tres condiciones el test nos devuelve los p-valores y los

estadisticos que se muestran en la Tabla 5.2.

ClvsC2 ClvsC3 ClvsC4
p-valor 0.7112026399498019 | 0.8629266196033867 | 0.8533882178607826
estadistico | 0.0099 0.0085 0.0086

Cuadro 5.2: Resultados del test de Kolmogorov-Smirnov.

Segtin la expresioén 2.33:

20000
Da,m,n - C(DC) m = C(l’()o,014 (51)

Para distintos valores de & obtenemos:

o 0,05 [ 0,01 | 0,005 0,001
@) | 136 | 163 | 173 | 195
Damn | 0,019 | 0,023 | 0,024 | 0,028

Por lo que, no tenemos evidencia para rechazar la hipétesis nula en ninguno de estos valores

de a y por lo tanto, sostenemos que las muestras provienen de la misma distribucion.

5.6. Dependencia con g

Lo siguiente que podriamos preguntarnos es qué sucede si variamos g, es decir, que si modifi-
camos que tan drasticamente los jugadores modifican su comportamiento. Si usamos un valor de
g cercano a 1, los jugadores no modifican mucho sus pardmetros. Mds atn, si g = 1, la dindmica
no evoluciona. Sin embargo, si q es chico, los jugadores pueden modificar mucho sus pardmetros
en cada paso, por lo que esperarfamos una dindmica con mayor varianza. Cabe destacar que en
la ecuacién de transporte 2.15 que derivamos usamos que g ~ 1 por lo que, si variamos g los
resultados obtenidos a partir de esta no son validos.

En esta seccién usaremos solamente la condicién C1 ya que tenemos bastante evidencia que
los resultados no van a depender del dato inicial.

En la Figura 5.13, se pueden observar los resultados obtenidos con la simulacién variando
el valor de g. Se puede observar que para q chicos la dindmica se acerca a una distribucién con
cuatro picos en lugar de uno central. Ademds, estos picos se acercan al centro al aumentar g hasta

que colisionan en el centro.
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Figura 5.13: Se muestran las distribuciones para N = 10000, T = 100 y condicién C1 para cuatro
valores distintos de 4.

Teniendo esto en cuenta es razonable preguntarse como evolucionan las distribuciones al va-
riar q. Estudiaremos que sucede si iteramos el algoritmo variando g y analizaremos como evo-
luciona la media y el desvio estdndar del pardmetro de oferta y el desvio de la riqueza. De los
gréficos de la Figura 5.13 esperamos que el pardmetro de oferta disminuya su varianza al aumen-
tar g, y su media se mantenga cercana a 0,5.

Para las simulaciones se utilizé la condicion inicial C1, N = 10000, T = 100. Ademads, se
usaron 48 valores para g equidistribuidos en (0, 1).

En la Figura 5.14 podemos observar el parametro de oferta medio en funcién de 4. Se observa
que el valor medio se ubica entre (0,49, 0,57) para todos los valore de 4. Y se observa una tenden-
cia decreciente a medida que aumenta g, donde la dindmica parece tender a 0,5 cuando g — 1.
Notemos que hay dos puntos atipicos al acercarnos a g = 1, que sonen g = 0,959 y ¢ = 0,980,
seria extrafio que la dindmica pegue un salto tan pronunciado y dado que al llegar al equilibrio
el ruido de la muestra aparece en el cuarto digito después de la coma no podemos atribuir el
salto a la variacion de la muestra. Es razonable suponer que las dindmicas con g mas cercanos a 1

convergen mds lento, estudiaremos esta hipétesis en la préxima seccion.
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Figura 5.14: Pardmetro de oferta medio en funcién de 4.

En la Figura 5.15, se muestra el desvio estindar del pardmetro de oferta en funcién de g.

Ademads, se ajusta una funcién lineal sobre estos datos. Se puede ver que hay una tendencia de-

creciente a medida que g aumenta. La funcién ajustada es:

y = —0,477x + 0,455 (5.2)

Cuando g — 1, el desvio va a 0 lo cudl es consistente con el resultado del capitulo anterior donde

obtuvimos que en el limite § — 1, la solucién estacionaria es una J; .
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Figura 5.15: Desvio estdndar del parametro de oferta en funcién de q.

Finalmente, en la Figura 5.16 se muestra el desvio estdndar de la riqueza en funcién de 4. Como

en los casos anteriores se puede notar que la tendencia es al decrecimiento cuando g aumenta. La
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diferencia principal con el caso del pardmetro de oferta es que en este caso el decrecimiento es

fuertemente no lineal y a ¢ — 1 el desvio se acerca a 0,3.
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Figura 5.16: Desvio estdndar de la riqueza en funcién de 4.

5.7. Convergencia parag = 0,99

Finalizamos este capitulo testeando la hipoétesis que hicimos en la seccién anterior: cuanto

mads cercano a 1 este g, més lenta en la convergencia. De la misma manera que en la seccién 5.4,

simulamos con C1, N = 10000 y T = 500, pero con g = 0,99.
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Figura 5.17: Pardmetro de oferta medio en funcién del ntimero de iteraciones para g = 0,99.

En la Figura 5.17 se muestran las medias del pardmetro de oferta en funcion de la cantidad

de iteraciones. Podemos observar que en efecto la media luego de 500 iteraciones es 0,5031, que
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es mas cercano a 0,5 que lo que se obtuvo en la seccién anterior. Ademds, se aprecia que en 200
iteraciones todavia la tendencia es decreciente, por lo que tenemos evidencia de que el tiempo de

convergencia depende de g y para g mas cercanos a 1, la convergencia es mds lenta.
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CAPITULO ES

Generalizacién: subasta de primer precio

con k jugadores

En este capitulo realizaremos una generalizaciéon del modelo propuesto en el capitulo 4 para
la subasta a sobre cerrado de primer precio. En este caso, propondremos un modelo donde hay
k jugadores en cada subasta. No realizaremos un estudio teérico de este modelo, por lo que nos

concentraremos en estudiar la simulacién.

6.1. Modelo

Debemos modificar las reglas de actualizacién del pardmetro de oferta. Recordemos que en el
modelo del capitulo 4, el perdedor subia su pardmetro de oferta y el ganador lo bajaba cuando el
ganador tiene el pardmetro de oferta més alto. Sin embargo, en este caso hay méas de un perdedor
y podrian querer compararse entre ellos. Vamos a proponer que los perdedores se comparan
Unicamente con el ganador, y que el ganador disminuye su pardmetro si su oferta es mayor a al
menos la de la mitad de los jugadores restantes. Proponemos, ademads, que la cantidad que sube
o baja un jugador toma la misma forma que en el modelo anterior. Es decir, un jugador puede

decidir:
1. Si p gana y hay al menos k;—l perdedores con un parametro menor: p — gp.

2. Si p pierde y tiene un pardmetro menor que el del ganador: p — 1 —¢(1 — p).

3. En cualquier otro caso, no modifica su estrategia.

6.2. Algoritmo

El algoritmo es esencialmente el mismo que el del capitulo 5. La tinica diferencia es como
elegimos los k jugadores que van a participar en la subasta. A diferencia de la simulacién del
modelo de 2 jugadores, vamos a sortear filas de una matriz. Como antes, definimos k vectores con
los ntimeros de los jugadores que estdn en un orden aleatorio. En la Figura, se ve un ejemplo para

k=3yN =5
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m=[3[5[2][4]1]

e [5[3[1[2]4]

a3 [4]2]5]1]8]

En este ejemplo, van a jugar la primera subasta los jugadores 3,5 y 4. La segunda, 5,3 y 2 y asi
sucesivamente hasta llegar a la tltima columna.

A continuacién mostramos el pseudocddigo del algoritmo. Como antes, el cédigo fue imple-
mentado en Python y se controlan los pardmetros g, N, T y las condiciones iniciales de las ofertas.

En este caso, no estudiaremos la riqueza.

Algoritmo 2 Evolucién de los parametros de oferta para N jugadores en la subasta de k jugadores

1: oferta = Condicién inicial > Inicializaciéon
2: juegos=vector con valores del 1 al N
3 for s €{0,1,...T—1} do > Itero T veces
4 forie {0,k—1} do
5: Reordeno juegos aleatoriamente y lo guardo en una matriz juegos(i][j]
6: end for
7: for ic {0...N—1}do
8: Juegan los k en juegos[j][i] con j libre
9: valor es un vector que guarda la valuacién
10: x es un vector que guarda la apuesta
11: forje {0,...k—1} do
12: Sorteo v con una uniforme y lo guardo en valor
13: Agrego valor[j] x o ferta[juegos]j][i]] a x
14: end for
15: ganador = médxima apuesta
16: Xgan = X[ganador]
17: 0fgan = oferta[juegos[ganador][i]]
18: control =0
19: for j€{0,...,k—1} do
20: if j # ganador then
21: if oferta[juegos(j][i]] < of¢an then
22: oferta[juegos(jl[i]] =1 — (1 — ofertaljuegos[j[i]]) * q
23: control=control+1
24: end if
25: end if
26: end for
27: if control > (k—1)/2 then
28: oferta[juegos[ganador][i]] = oferta[juegos|ganador]|[i]] x q
29: end if
30: end for
31: end for

Mantenemos la notacién del capitulo 5 para las condiciones iniciales C1, C2, C3 y C4.

6.3. Equilibrio de Nash

Lo primero que queremos estudiar es si este modelo recupera el resultado tedrico: los agentes
aprenden a jugar en el equilibrio de Nash dado por 3.4.4. En la Figura 6.1 se observan las distribu-

ciones obtenidas para N = 10000 y T = 100, variando k entre 2 y 20 e inicializando los pardmetros
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de oferta con C1. Se observa que las distribuciones se corren hacia la derecha a medida que au-
menta la cantidad de jugadores. Cualitativamente, este comportamiento es el que deberiamos

recuperar.

Densidad de probabilidad

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
parametro de oferta

Figura 6.1: Distribuciones para los pardmetros de oferta para distintos valores de k, empezando
con la condicién C1.

En la Figura 6.2 se pueden ver las medias de las distribuciones obtenidas en funcién de la
cantidad de jugadores. Ademds, se muestran los equilibrios de Nash para cada k. Se puede ver
que el modelo reproduce el resultado teérico para casi todos los k con errores significativos para

k=3,k=5yk=7.
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Figura 6.2: Medias simuladas de la Figura 6.1 y tedricas en funcién de la cantidad de jugadores.

Para cuantificar esto, en la Tabla 6.1 se calculan los errores relativos para cada k y vemos
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que, a excepcién de k = 3,5,7, los errores relativos son menores al 1% respecto al equilibrio de

Nash. Esto nos permite inferir que el modelo reproduce de manera razonable el comportamiento

esperado.
k | Media teérica | Media C1 | Error porcentual C1
2 0,500 0,502 0,49 %
3 0,667 0,607 8,92 %
4 0,750 0,753 0,42 %
5 0,800 0,775 3,08 %
6 0,833 0,837 0,46 %
7 0,857 0,846 1,35 %
8 0,875 0,879 0,46 %
9 0,889 0,883 0,65 %
10 0,900 0,904 0,47 %
11 0,909 0,907 0,27 %
12 0,917 0,921 0,46 %
13 0,923 0,923 0,06 %
14 0,929 0,933 0,45 %
15 0,933 0,934 0,06 %
16 0,938 0,942 0,47 %
17 0,941 0,943 0,15 %
18 0,944 0,949 0,43 %
19 0,947 0,950 0,23 %
20 0,950 0,954 0,46 %

Cuadro 6.1: Errores para las simulaciones con la condicién C1.

A continuacién repetimos las simulaciones cambiando la condicién inicial por C2, Figura 6.3,
usando la condicén inicial C3, como se ve en 6.4 y usando la condicién inicial C4, como se ve en

6.5.

w
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Figura 6.3: (a) Distribuciones de los pardmetros de oferta variando k con la condicién C2. (b)
Medias simuladas y equilibrios de Nash en funcién de la cantidad de jugadores.
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Figura 6.4: (a) Distribuciones de los pardmetros de oferta variando k con la condicién C3. (b)
Medias simuladas y equilibrios de Nash en funcién de la cantidad de jugadores.
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Figura 6.5: (a) Distribuciones de los pardmetros de oferta variando k con la condicién C4. (b)
Medias simuladas y equilibrios de Nash en funcién de la cantidad de jugadores.

Finalmente, cuantificamos qué tan cerca estamos de la media teérica mirando el error relativo

en cada caso, como se ve en la Tabla 6.2. Se puede notar que el comportamiento es similar al que

se obtuvo para la condicién C1: los errores son menores al 1% para k # 3,5,7. Concluimos que el

modelos reproduce la dindmica macroscépica buscada.
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k | Media teérica | Media C2 | Error C2 | Media C3 | Error C3 | Media C4 | Error C4
2 0,500 0,498 0,36 % 0,499 0,29 % 0,500 0,01 %
3 0,667 0,607 8,96 % 0,607 8,90 % 0,607 8,90 %
4 0,750 0,753 0,38 % 0,753 0,40 % 0,753 0,40 %
5 0,800 0,775 3,11 % 0,775 3,08 % 0,775 3,10 %
6 0,833 0,837 0,47 % 0,837 0,48 % 0,837 0,41 %
7 0,857 0,846 1,35% 0,845 1,36 % 0,845 1,37 %
8 0,875 0,879 0,41 % 0,879 0,46 % 0,879 0,46 %
9 0,889 0,883 0,64 % 0,883 0,66 % 0,884 0,60 %
10 0,900 0,904 0,45 % 0,904 0,49 % 0,904 0,46 %
11 0,909 0,907 0,25 % 0,907 0,27 % 0,907 0,25 %
12 0,917 0,921 0,47 % 0,921 0,48 % 0,921 0,44 %
13 0,923 0,922 0,08 % 0,922 0,09 % 0,922 0,08 %
14 0,929 0,933 0,47 % 0,933 0,43 % 0,933 0,44 %
15 0,933 0,934 0,09 % 0,934 0,05 % 0,934 0,05 %
16 0,938 0,942 0,44 % 0,942 0,45 % 0,942 0,47 %
17 0,941 0,942 0,14 % 0,943 0,16 % 0,942 0,14 %
18 0,944 0,949 0,44 % 0,949 0,43 % 0,949 0,46 %
19 0,947 0,949 0,19 % 0,949 0,22 % 0,950 0,23 %
20 0,950 0,954 0,45 % 0,954 0,45 % 0,954 0,44 %

Cuadro 6.2: Medias y errores relativos para la condiciones C2,C3 y C4.
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CAPITULO 7

Conclusiones y comentarios finales

7.1. Conclusiones

A modo de resumen de los resultados obtenidos:

1. Disefiamos un modelo basado en agentes para una subasta de primer precio de dos jugado-

res donde los agentes aprenden qué deben jugar (en valor medio) en el equilibrio de Nash.

2. Dedujimos una ecuacién de evoluciéon discreta y una ecuacioén de transporte para la dindmi-
ca, en el limite 4 — 1. Usamos dos métodos para derivarla y obtuvimos el mismo resultado
en ambos casos. Ademds, probamos que para esta ecuacion la tinica solucion estacionaria es
lad 1 Mas atin, se deducen ecuaciones diferenciales para los momentos eligiendo apropia-

damente las funciones test.

3. Pudimos simular el modelo con interacciones de dos jugadores y podemos inferir que la
dindmica converge a una distribucién de equilibrio. Este equilibrio no parece depender de

la condicién inicial.

4. Se estudi6 la dependencia con g de la dindmica. Se observa que para q pequefios aparecen
varios picos en las distribuciones de equilibrio, a diferencia del caso de q grande donde
la distribucién se concentra en 0,5. Variando el pardmetro g se puede ver que cuando g se
acerca a 1, el parametro de oferta decrece hasta 0,5. El desvio estdindar muestra una dindmica
similar pero decrece a 0, lo que es consistente con el resultado teérico de que en el limite

q — 1, el equilibrio es & 1

5. La cantidad de iteraciones necesaria para que la dindmica converja depende del valor de g.
Mas atin, obtuvimos que si g es chico la dindmica converge a un equilibrio que tiene varios
picos, en lugar de uno. Ademas, vimos que la varianza decrece para g creciente, hasta que

eng = 1tiendea0.

6. Pudimos generalizar el modelo para una subasta de k jugadores. Se simul6 la dindmica este
caso y se obtuvo que la media de la distribucién de equilibrio para los casos k # 3,5,7

difiere en menos del 1% con el equilibrio de Nash. Este resultado se replica al estudiar
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distintas condiciones iniciales. Por lo que podemos concluir que el modelo es consistente

con la teoria para esos valores de k.

7.2. Posibles generalizaciones y trabajo futuro

Quedan varios puntos que merecen ser tratados con mas detalle y otros que podrian ser es-
tudiados en futuros trabajos. No vamos a dar una lista completa de las posibles extensiones ya
que modificando las hipétesis bajo las que comenzamos el modelo se podria intentar replicar el

anélisis.

1. Estabilidad del modelo de 2 jugadores: Queda pendiente la pregunta de si es posible probar
la estabilidad global del problema dado por la ecuacién 4.65. Una opcién para hacer esto
podria ser adaptar el método que se utiliza en [18] y utilizar un funcional de Lyapunov
apropiado. También se podria intentar probar un resultado mds débil de estabilidad local,
una opcién para realizar esto es adaptar las ideas de [16] para linealizar la ecuacion dife-
rencial bajo la condicién de que comenzamos con una perturbacién de la 4 1 de la forma
(1—¢(t))d 1+ e(t)y(t) con 7(t) una medida de probabilidad. Obtener asi que la perturba-
cién satisface una ecuacién diferencial més sencilla y con esto poder probar que la pertur-

bacidon evoluciona a la medida nula.

2. Subastas de k jugadores: En el capitulo 6 mostramos un modelo de agentes para una subasta
de primer precio donde interactian k jugadores. Lo que vimos es que este modelo repro-
duce numéricamente la dindmica macroscépica para varios valores de k. Sin embargo, al
querer plantear una ecuacién de transporte aparecen términos mucho més complicados de
manejar que en el caso de 2 jugadores. Queda pendiente replicar el estudio teérico realizado
para el modelo de 2 jugadores del capitulo 4. Por otro lado, se podrian estudiar los mismos

resultados numéricos que se estudiaron para el modelo de 2 jugadores en el capitulo 5.

3. Modelo para la subasta de Vickrey: El disefio de un modelo como los que estudiamos en este
trabajo para una subasta de Vickrey presenta una dificultad adicional: para los agentes pue-
de ser bueno obtener un pardmetro de oferta mayor a 1, por lo que hay que volver a pensar

las reglas de interaccion.

4. Riqueza: En el modelo de 2 jugadores, vimos que la riqueza converge a un equilibrio, por lo
que se podria realizar un andlisis similar al realizado para el pardmetro de oferta. Ademads,
se podria estudiar la riqueza en el modelo de k jugadores. Una dificultad adicional que
puede surgir al estudiar las distribuciones de riqueza de manera teérica es que ya no se
espera una convergencia a una distribucién J si no que las distribuciones de riqueza en

general son mds complicadas (ver por ejemplo [1]).

5. Acoplamiento de la riqueza a la subasta de primer precio: Otro punto que se podria estudiar es

como se acopla la riqueza a una subasta de primer precio en el caso en que los jugadores
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no sean completamente liquidos como asumimos en este trabajo, es decir, que cada agente

puede ofertar a lo sumo su riqueza.
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