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Resumen

En esta tesis estudiaremos operadores maximales en diferentes contextos
y las desigualdades que podemos obtener para ejercer algún control sobre
ellos. La motivación para estudiar estos objetos surge de un intento de am-
pliar el Teorema de Diferenciación de Lebesgue. En este teorema, el opera-
dor maximal de Hardy-Littlewood cumple un rol crucial puesto que acota
los valores de las integrales promediadas de una función en un punto. El
Teorema de Hardy-Littlewood nos da un control sobre el operador maximal
que resulta necesario para probar el Teorema de Diferenciación, pero des-
cansa fuertemente en dos cuestiones: la geometŕıa de los objetos sobre los
que se calculan integrales promediadas (t́ıpicamente cubos o bolas) y ciertas
propiedades espećıficas de la medida de Lebesgue. Entonces, ¿seguimos te-
niendo algún control sobre el operador maximal si pedimos hipótesis menos
restrictivas?

En el caṕıtulo de Preliminares abordaremos las nociones necesarias para
emprender este trabajo. Algunas son más técnicas y otras son nodales. Entre
estas últimas, queremos mencionar la relación entre Teoremas de Diferencia-
ción, Lemas de Cubrimiento y Desigualdades Débiles, ya que aqúı es donde
se aprecia la relación entre la motivación original del trabajo, el núcleo que
efectivamente termina teniendo y las bases en las que se sustenta.

En el Caṕıtulo 3 estudiaremos operadores maximales obtenidos a partir
de integrales promediadas sobre paraleleṕıpedos no necesariamente cúbicos
respecto de la medida de Lebesgue. Comenzaremos exponiendo un resul-
tado clásico de Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund de diferenciación para
paraleleṕıpedos con aristas libres. Después, introduciremos bases de parale-
leṕıpedos con aristas dependiendo de parámetros y estudiaremos la relación
entre estas dependencias y las propiedades de diferenciabilidad de la base.
Para eso presentaremos una desigualdad modular débil para la maximal,
probada por Córdoba para una base espećıfica en R3, y un teorema de Soria
([Sor86]) que mejora el resultado original aplicándolo a casos mucho más
generales. El caṕıtulo termina estudiando una serie de casos en los que esta
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estrategia no funciona.
En el Caṕıtulo 4 volveremos a considerar operadores dados por integrales

promediadas sobre bolas, pero cambiaremos la medida de Lebesgue por una
medida abstracta. Esto delatará qué propiedades de la medida de Lebesgue
haćıan valer las desigualdades débiles estudiadas anteriormente. Concreta-
mente, estudiaremos el caso en una dimensión, y el trabajo de Vargas en
Rn con n ą 1 ([Var94]) para caracterizar todas las medidas positivas cuyo
operador maximal es de tipo débil p1, 1q.

En el Caṕıtulo 5 trabajaremos con medidas que no están contempladas en
este caso, y será necesario recurrir aqúı también a desigualdades modulares.
Presentaremos aqúı un trabajo de Sjögren y Soria ([SS04]), donde los autores
prueban que cuando una medida es radial con una densidad que decae de una
manera espećıfica, su operador maximal satisface una desigualdad modular
débil que permite probar resultados de interés. Este caṕıtulo termina con
una aplicación de este resultado y una mención a un resultado relacionado.

Palabras claves: desigualdades modulares, operador maximal, bases de
diferenciación, medidas no doblantes.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El Teorema de Diferenciación de Lebesgue (TDL) es uno de los resultados
más importantes de la teoŕıa de la medida básica. En la versión que suele
enseñarse en el curso de Análisis Real de esta facultad, dice que dada una
función f P L1

locpRnq se verifica

ĺım
QŒx

1

LnpQq

ż

Q
fpyqdy “ fpxq

para casi todo x P Rn, donde el ĺımite Q Œ x se interpreta como valiendo
para cualquier sucesión de cubos pQkqk centrados en x que se contrae sobre
x. La motivación de este trabajo viene de hacerse las siguientes preguntas:
¿cuánto podemos generalizar este resultado? ¿Cuáles son los componentes
verdaderamente importantes de la demostración? Y, ¿podemos suplirlos en
contextos más generales?

Mirando con atención, vamos a notar que hay tres ingredientes que son
claves para que la demostración del TDL funcione. El primero es que exista
una familia de funciones “densa y buena”: el TDL se prueba primero para
las funciones continuas con soporte compacto, C0pRnq, y luego se prueba
en el caso general usando que C0pRnq Ă L1

locpRnq es denso. La prueba de
esta última propiedad hace uso de algunas propiedades espećıficas de la
medida de Lebesgue. No exploraremos en esta tesis cómo puede generalizarse
este resultado a otras medidas, pero queremos notar que para probar un
análogo del TDL es necesario probar que las funciones continuas con soporte
compacto están “cerca” de la clase de funciones a la que querramos aplicar
el teorema.

El segundo ingrediente fundamental en la demostración del TDL es el
Lema de Cubrimiento de Vitali. Este resultado permite controlar la medida
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de una familia de cubos a partir de la medida de una subfamilia disjunta.
La demostración involucra algunos detalles técnicos, pero la idea geométrica
que está detrás es esencialmente la siguiente: si dos cubos Q y Q’ tienen
intersección no vaćıa, al dilatar al más grande (digamos Q’) por un factor
de 3 respecto de su centro, el nuevo cubo dilatado contendrá completamente
a Q. Esta propiedad es referida a veces como la Engulfing Property. De
esta manera, la medida de un cubo dilatado controla la medida de la unión
de todos los cubos de menor tamaño que se intersecan con él. Eligiendo
adecuadamente una subfamilia de cubos disjuntos de acuerdo con su tamaño
se prueba el Lema de Vitali. Es de notar, sin embargo, que para que la
Engulfing Property funcione, tiene que haber una relación controlable entre
la medida de Lebesgue de un cubo y la medida de su dilatado. Esta propiedad
se llama doblantez y la introduciremos adecuadamente a partir del Caṕıtulo
4.

El último ingrediente necesario es una desigualdad que nos permita ejer-
cer un control sobre cualquier integral promediada. Para esto, se define el
operador maximal de Hardy-Littlewood, que a cada f P L1

loc le asigna la
función

M1
c fpxq “ sup

QQx

1

LnpQq

ż

Q
|fpyq|dy,

donde el supremo se toma sobre los cubos con centro en x. La definición del
operador maximal de Hardy-Littlewood emerge naturalmente en el estudio
que queremos hacer: controla todas las integrales promediadas sobre cubos
(centrados) como los que se contraen sobre x en el enunciado del TDL. La
desigualdad que necesitamos la da el Teorema de Hardy-Littlewood, que
dice que operador M1

c es de tipo débil p1, 1q, es decir, que vale

Ln
` 

x P Rn{ M1
c fpxq ą λ

(˘

ď
c

λ

ż

Rn
|f | (1.1)

para alguna constante c ą 0 que no depende de f ni λ.
En general, ya está muy estudiada la relación entre los teoremas de Di-

ferenciación, las desigualdades para la maximal y los lemas de cubrimiento.
Esto hace que, en muchas situaciones, lo más importante termine siendo
estudiar la existencia de desigualdades débiles. Este tipo de desigualdades
constituye, a nuestro parecer, la parte más interesante de estas pruebas, y
por eso serán el eje de este trabajo. Aqúı veremos cómo obtener desigualda-
des parecidas a (1.1) en otros contextos.

Comencemos exhibiendo algunos ejemplos sencillos. Además del opera-
dor maximal para cubos centrados que ya hemos definido, podemos definir
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el operador maximal M1 que a cada f P L1
loc le asigna

M1fpxq “ sup
QQx

1

LnpQq

ż

Q
|fpyq|dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen a x pero no
necesariamente están centrados en x. Este operador también es de tipo débil
p1, 1q, y por lo tanto se puede probar un teorema de diferenciación idéntico
al TDL pero donde los cubos que se contraen a x no necesariamente están
centrados en x. De forma análoga, podemos definir los operadores maximales
M2
c dado por

M2
c fpxq “ sup

BQx

1

LnpBq

ż

B
|fpyq|dy,

donde el supremo recorre todas las bolas B centradas en x, y el operador
maximal M2 no centrado dado por

M2fpxq “ sup
BQx

1

LnpBq

ż

B
|fpyq|dy.

En ambos casos, la Engulfing Property se cumple igual que para cubos y por
lo tanto se prueba un análogo del Lema de Cubrimiento de Vitali y con él el
Lema de Hardy-Littlewood. Esto permite probar un análogo del TDL para
bolas centradas en x que se contraen a x y para bolas que contienen a x pero
no necesariamente centradas en x que se contraen a x. Como todos estos
resultados son bastante parecidos, si hablamos del Teorema de Diferencia-
ción de Lebesgue nos estamos refiriendo a cualquiera de ellos sin distinción,
o al que mejor se adapte al contexto en el que estamos. De igual manera,
cuando hagamos mención al “operador maximal de Hardy-Littlewood clási-
co”, nos estaremos refiriendo alternativamente a aquel que mejor se adapte
al contexto, y lo designaremos por la letra M . De todas formas, queremos
aclarar que en el cuerpo de esta tesis trabajaremos siempre con operadores
maximales no centrados.

Las cosas se empiezan a poner interesantes cuando estudiamos operado-
res maximales que resultan de tomar supremo sobre otras familias de figuras.
Un caso de especial interés es el operador MBn definido por

MBnfpxq “ sup
RQx

1

LnpRq

ż

R
|fpyq|dy,

donde el supremo se toma sobre todos los R en Bn, la base de todos los para-
leleṕıpedos de Rn con aristas paralelas a los ejes coordenados. Si tuviésemos
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un resultado análogo al Teorema de Hardy-Littlewood para este operador,
podŕıamos probar una versión mucho más fuerte del TDL. Sin embargo, esto
no ocurre. La desigualdad que hemos presentado para los operadores maxi-
males, el tipo débil p1, 1q, es en muchos contextos imposible de conseguir.
En estos casos tendremos que recurrir a las desigualdades modulares. Por
esto nos referimos a desigualdades del tipo

Ln ptx P Rn{ Tfpxq ą λuq ď c

ż

Rn
φ

ˆ

fpxq

λ

˙

dx (1.2)

donde T es la versión de el operador maximal que corresponda, y φ es
alguna función real. En general, el nombre “modular” hace referencia a que
la expresión (1.2) no define ninguna norma sobre el espacio de funciones
considerado. Las desigualdades modulares son más débiles que el tipo débil
p1, 1q, pero aún aśı permiten probar muchos resultados interesantes.

En el Caṕıtulo 3 veremos cómo encarar estas cuestiones cuando miramos
operadores maximales sobre familias de paraleleṕıpedos y usando la medida
de Lebesgue. Veremos primero los casos en que los teoremas de Diferencia-
ción pueden probarse “a mano”, para ver después cómo esto no alcanza, y
tendremos que recurrir a una desigualdad modular sobre una cierta fami-
lia de paraleleṕıpedos. Las condiciones necesarias y suficientes para que se
satisfaga esta desigualdad dan cuenta de una complejidad geométrica muy
profunda debajo de estos problemas.

En los Caṕıtulos 4 y 5 estudiaremos cómo obtener desigualdades débiles
para operadores maximales cuando cambiamos la medida de Lebesgue por
medidas µ más generales. Primero estudiaremos el caso en R, donde todas
las medidas dan lugar a operadores maximales Mµ de tipo débil p1, 1q. Luego
en general, veremos qué medidas verifican desigualdades débiles en Rn con
n ě 2. Aqúı también, una vez estudiado este caso, pasaremos a un caso
más complicado que requerirá el uso de una desigualdad modular sobre el
operador maximal.

4



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. El Teorema de Diferenciación de Lebesgue

Comenzamos este caṕıtulo repasando el TDL. Enunciaremos las propo-
siciones y definiciones que se requieren para la demostración de su versión
clásica. Primero, recordemos la primera versión de este teorema.

Teorema 2.1.1. Sea f P L1
locpRnq. Entonces para casi todo x P Rn se

cumple que

ĺım
QŒx

1

LnpQq

ż

Q
fpyqdy “ fpxq,

donde el ĺımite se interpreta como el ĺımite en n para cualquier sucesión de
cubos pQnqn tales que x P Qn y diampQnq ÝÑ 0 en n.

Enunciamos ahora los resultados que se usan en la demostración.

Teorema 2.1.2. C0pRnq Ă L1
locpRnq es denso con la métrica de L1pRnq.

Lema 2.1.3. (Lema de Cubrimiento de Vitali) Sea E Ă Rn un conjunto no
necesariamente medible cuya medida exterior es finita. Sea Q una familia
de cubos tal que

ď

QPQ
Q Ě E.

Entonces existe una constante positiva β ą 0, que depende solamente de n,
y una subfamilia finita tQ1, . . . , QNu de Q tal que

Lne pEq ď β
N
ÿ

j“1

LnpQjq,

donde Lne denota la medida Lebesgue exterior.
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Definición 2.1.4. Definimos al operador maximal de Hardy-Littlewood M1
c

como el operador que a cada función f P L1
locpRnq le asigna la función M1

c f
dada por

M1
c fpxq “ sup

QQx

1

LnpQq

ż

Q
|fpyq|dy,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q centrados en x.

Lema 2.1.5. Si f P L1
locpRnq, entonces existe una constante c ą 0 que

depende solamente de n tal que

Ln
` 

x P Rn{ M1
c fpxq ą λ

(˘

ď
c

λ

ż

Rn
|f |.

Se puede definir el operador maximal asociado a cubos no centrados, bo-
las centradas y bolas no centradas. Esto permite probar versiones del TDL
para conjuntos de este tipo que se contraen sobre un punto x. Como todos
estos resultados son bastante parecidos, si hablamos del Teorema de Diferen-
ciación de Lebesgue nos estamos refiriendo a cualquiera de ellos sin distin-
ción, o al que mejor se adapte al contexto en el que estamos mencionándolo.
De igual manera, cuando hagamos mención al “operador maximal de Hardy-
Littlewood clásico”, nos estaremos refiriendo alternativamente a aquel que
mejor se adapte al contexto, y lo designaremos por la letra M . De todas for-
mas, queremos aclarar que en el cuerpo de esta tesis trabajaremos siempre
con operadores maximales no centrados.

2.2. Operadores maximales sobre familias de con-
juntos generales

En esta sección haremos las primeras definiciones necesarias para ampliar
los conceptos de la sección anterior y llevarlos a contextos más generales.

Definición 2.2.1. Sea B una familia de subconjuntos de Rn. Definimos MB,
el operador maximal asociado a B, como el operador dado por

MBfpxq “ sup
BQx

1

LnpBq

ż

B
|fpyq|dy,

donde el supremo se toma sobre todos los B P B.

Es claro que un operador aśı definido cumple las mismas propiedades ele-
mentales que el operador maximal de Hardy-Littlewood clásico: es subadi-
tivo y homogéneo para escalares positivos.
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Definición 2.2.2. Para cada x P Rn, sea Bpxq una familia de conjuntos
medibles con medida finita y positiva y que contienen a x. Llamamos B “
Ť

xPRn Bpxq. Decimos que B es una base de diferenciación si para cada x
existe una sucesión pBkqk Ă Bpxq tal que pdiampBkqqk tiende a 0 en k.

Por comodidad, de ahora en más nos referiremos a una familia de sub-
conjuntos de Rn como base cuando esté construida como en la Definición
2.2.2, aunque no sea una base de diferenciación (es decir, aunque no contenga
conjuntos que se contraigan sobre cualquier x).

Con la notación usada en la Definición 2.2.2, podemos definir B1
c pxq como

el conjunto de todos los cubos centrados en x, y con ello la base B1
c . De esta

manera, el operador MB1
c es exactamente el operador M1

c que mencionamos
en el Caṕıtulo 1. Del mismo modo, llamamos B1pxq al conjunto de los cubos
que contienen a x (no necesariamente centrados), B1 a la base resultante y aśı
el operador MB1

coincide con el operador que llamamos M1. Análogamente
podemos definir las bases de bolas B2

c y B2 que inducen los operadores
maximales M2

c y M2 respectivamente.
Entender a estos operadores en función de bases nos permitirá ejempli-

ficar con ellos algunos conceptos como el siguiente.

Definición 2.2.3. Una base de diferenciación B se dice de Busemann-Feller
si todos sus elementos son abiertos y si, para cada B P B y para cada x P B,
se tiene que B P Bpxq.

La definición resulta más clara si notamos que las bases no centradas
B1 y B2 son de Busemann-Feller, mientras que las bases centradas B1

c y B2
c

no lo son. La comodidad de trabajar con bases de Busemann-Feller viene
de que para estas bases el operador maximal asociado transforma funciones
localmente integrables en funciones medibles. Esto nos permitirá asumir a lo
largo de este trabajo que los conjuntos

 

x P Rn{ MBfpxq ą λ
(

son medibles,
puesto que todas las bases consideradas serán de Busemann-Feller.

Definición 2.2.4. Una base B se dice invariante por traslaciones cuando
B P B si y solo si cualquier trasladado de B es un elemento de B.

A lo largo de esta tesis trabajaremos con bases invariantes por traslacio-
nes. Un beneficio de estas bases es que, para definir completamente la base,
basta definir la forma que tienen sus elementos sin decir dónde están ubi-
cados. Por ejemplo, una base de paraleleṕıpedos invariante por traslaciones
queda completamente definida a partir de las longitudes de los paraleleṕıpe-
dos.
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2.3. Operadores de tipo fuerte y débil

La siguiente definición aplica para operadores generales entre espacios
de Lebesgue.

Definición 2.3.1. Sea T un operador lineal o sublineal y 1 ď p, q ď 8.
Decimos que T es de tipo fuerte pp, qq si T : Lp ÝÑ Lq es acotado, es decir,
si existe una constante C ą 0 tal que

}Tf}q ď C }f}p

para toda f P Lp.
Si 1 ď p, q ă 8, decimos que T es de tipo débil pp, qq si existe una

constante C ą 0 tal que

Ln ptx P Rn{ |Tfpxq| ą λuq ď

ˆ

C }f}p
λ

˙q

para todo λ ą 0 y f P Lp.
Si p “ q “ 8, por convención el tipo débil se define igual que el fuerte.

Antes de continuar, queremos notar que los nombres están bien puestos.

Observación 2.3.2. Si T es de tipo fuerte pp, qq, entonces es de tipo débil
pp, qq.

El siguiente teorema (llamado Teorema de Interpolación de Marcinkie-
wicz) da una idea de las relaciones entre estas nociones.

Teorema 2.3.3. Sean 1 ď p0 ă p1 ď 8 y T un operador sublineal definido
en Lp0`Lp1 que es de tipo débil pp0, p0q y pp1, p1q. Entonces es de tipo fuerte
pp, pq para todo p P pp0, p1q.

2.4. Espacios de Orlicz

2.4.1. Espacios de Orlicz generales

El objetivo de esta sección es definir una generalización de los espacios
Lp, los espacios de Orlicz, que necesitaremos para desarrollar los resultados
de esta tesis.

8



Definición 2.4.1. Una función φ : r0,`8q ÝÑ r0,`8q se dice una función
de Young si

‚ φ es convexa.

‚ φp0q “ 0.

‚ φ es continua a derecha en 0.

‚ ĺım
tÝÑ`8

φptq “ `8.

Definición 2.4.2. Sea pΩ,M, µq un espacio de medida, y sea φ una función
de Young. Definimos el espacio

L̃pφ, µq “

"

f : Ω ÝÑ Rn, µ´medible :

ż

Ω
φp|f |qdµ ă 8

*

y

Lpφ, µq “
!

f : Ω ÝÑ Rn, µ´medible : Dα ą 0{ αf P L̃pφ, µq
)

.

Este último se llama espacio de Orlicz.

Cuando resulte claro por contexto a qué medida nos referimos, notaremos
a los espacios de Orlicz simplemente como Lpφq, o como φpLq.

Al igual que con los espacios Lp, la aplicación de algunos conceptos re-
quiere definir a estos espacios no como espacios de funciones, sino como
espacios de funciones cocientados por la relación que identifica a dos funcio-
nes equivalentes (es decir, a aquellas que son iguales en µ-casi todo punto).
Sin embargo, pasaremos de una definición a la otra alternativamente, solo
haciendo la distinción cuando sea estrictamente necesario. Teniendo esto en
cuenta, es fácil ver que para cada 1 ď p ă 8, φptq “ tp es una función de
Young y por lo tanto que estos espacios Lp son espacios de Orlicz.

2.4.2. Los espacios de Orlicz L log` L y Lp1` log` Lq

En el caso particular en que φptq “ t log`ptq, y cuando el espacio de
medida se reponga por contexto, el espacio de Orlicz asociado será notado
L log` L. Análogamente se define el espacio Lp1` log` Lq.

Una cuenta sencilla arroja que para ambos espacios, L̃pφ, µq coincide con
Lpφ, µq. Es decir, podemos intepretar

L log` L “

"

f : Ω ÝÑ R medible{

ż

Ω
|f | log` |f |dµ ă 8

*
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y

Lp1` log` Lq “

"

f : Ω ÝÑ R medible{

ż

Ω
|f |p1` log` |f |qdµ ă 8

*

.

Con esto, resulta claro que Lp1 ` log` Lq Ă L log` L. La otra inclusión no
vale en general (considerar la función f ” 1 definida sobre Rn con la medida
Lebesgue). Sin embargo, L log` L Ă Lp1 ` log` Lq śı vale cuando µ es una
medida finita, y análogamente se prueba que si µ es finita sobre compactos,
L log` Lloc “ Lp1 ` log` Lqloc. Por este motivo, para la medida Lebesgue
usaremos estas dos notaciones alternativamente para referirnos al mismo
conjunto de funciones.

Por último, queremos mencionar que resultados análogos valen para los
espacios Lplog` Lqm y Lp1` log` Lqm, con m ě 1.

2.5. Grillas diádicas

En esta sección expondremos la teoŕıa de los intervalos diádicos en R. La
definición de la grilla diádica clásica se ha extráıdo de [Per19]. El desarrollo
de estos temas en Rn y muchos otros temas asociados puede encontrarse en
[LN19].

Definición 2.5.1. Llamamos D a la grilla diádica clásica definida como el
conjunto de intervalos

D “
!

r2´km, 2´kpm` 1qq,m, k P Z
)

.

Definimos las generaciones Dk de intervalos de longitud 2´k:

Dk “

!

r2´km, 2´kpm` 1qq,m P Z
)

.

La grilla diádica clásica satisface las siguientes tres propiedades:
(P) Propiedad de Partición. Cada generación Dk constituye una

partición de R.
(A) Propiedad de Anidación. Si I, J P D, entonces o bien IXJ “ H,

o bien I Ă J o J Ă I.
(DH) Propiedad de Dos Hijos. Cada intervalo Ik P Dk se puede

escribir como la unión disjunta Ik “ Ik`1
1 Y Ik`1

2 de dos intervalos de la
pk` 1q-ésima generación. Solemos decir que estos dos intervalos son los dos
hijos de Ik, el hijo izquierdo y el hijo derecho, o que Ik es el padre de ambos.
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Figura 2.1: Intervalos diádicos. Hemos representado las generaciones D0, D1

y D2 entre los números 0 y 2. Los hijos izquierdos están representados en
rojo y los derechos en azul.

Extendiendo la última noción, decimos que un intervalo diádico I es des-
cendiente de otro I 1 si podemos rastrear una cadena de intervalos diádicos
I1, I2, . . . , Ij tal que I es hijo de I1, que a su vez es hijo de I2, y aśı sucesi-
vamente hasta tener que Ij es hijo de I 1. En este caso, decimos también que
I 1 es ancestro de I.

Definición 2.5.2. Una grilla diádica generalizada es cualquier colección D
de intervalos cerrados a izquierda, organizada en generaciones y que cumple
las tres propiedades (P), (A) y (DH).

A continuación enunciaremos un resultado que da cuenta de cómo cual-
quier intervalo puede ser aproximado por un intervalo diádico. Este resultado
se basa en una construcción que Lerner y Nazarov hacen en [LN19] mientras
demuestran su Teorema de las Tres Cuadŕıculas.

Comenzamos con la grilla clásica D, y definimos

D̃ “
!

2´krm,m` 3qs, k,m P Z
)

.

D̃ es el conjunto de todos los intervalos diádicos clásicos dilatados por un
factor de 3 respecto de su extremo izquierdo. Este conjunto no constituye
una grilla diádica generalizada, ya que sus elementos pueden intersecarse de
formas que contradigan (A), pero śı está integrada por tres grillas diádicas
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generalizadas distintas. En efecto,

D̃ “
3
ď

j“1

Dpjq

donde
Dpjq “

!

2´kr3m` j, 3m` j ` 3q, k,m P Z
)

.

Se puede ver que cada una de las familias Dpjq es una grilla diádica genera-
lizada.

Teorema 2.5.3. Sea I Ă R un intervalo cerrado a izquierda. Existe un
j P t1, 2, 3u y un J P Dpjq tal que

I Ă J y
3

2
L1pIq ď L1pJq ď 3L1pIq.

La demostración se basa en una construcción sencilla que mostramos en
la Figura 2.2.

Figura 2.2: Ilustración de cómo construir el intervalo diádico generalizado J
a partir de I. Primero se elige J̃ como el único intervalo cerrado a izquierda
que contiene al extremo izquierdo de I y tal que L1pIq{2 ď L1pJ̃q ă L1pIq.
Luego se define J como el dilatado de J̃ por un factor de 3 respecto a su
extremo izquierdo. J es un elemento de D̃, contiene a I y cumple la relación
de medidas deseada.
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Hemos desarrollado toda la teoŕıa de las grillas diádicas con intervalos
cerrados a izquierda, para respetar la notación de las fuentes y porque sim-
plifica algunas definiciones. Sin embargo, queremos dejar asentado que esta
teoŕıa se puede desarrollar para intervalos cerrados. Para que las propiedades
funcionen en este caso, la noción de “intervalos disjuntos” debe reemplazar-
se por la de “intervalos esencialmente disjuntos”. Dos intervalos cerrados se
dicen esencialmente disjuntos cuando su intersección tiene medida 0.

2.6. Medida Hausdorff y Fórmula de Área

En esta sección tocaremos algunos temas necesarios para entender y efec-
tuar correctamente algunos cálculos. Comenzamos introduciendo la medida
de Hausdorff s-dmensional Hs. La definición de esta medida en contextos
generales requiere del empleo de mucha maquinaria que no necesitaremos,
aśı que nos limitamos a hacer la siguiente mención. Dados n P Rn y A Ă Rn
una variedad de dimensión m ď n, la medida Hausdorff de A coincide con
la medida de A, es decir,

HmpAq “

ż

A
1dV,

con dV la forma de volumen de A. Por supuesto, esto es sumamente res-
trictivo, pero es suficiente para lo que necesitamos en esta tesis. Para una
discusión más general y correcta sobre la medida Hausdorff, recomendamos
consultar [EG92]. Notemos que, en particular, H0pAq “ #A.

Introducimos a su vez una versión reescalada de la medida Hausdorff que
es la usual para enunciar algunos teoremas. Si ωn es la medida Lebesgue de
la bola unitaria en Rn, definimos la medida m-dimensional Hm por

HmpAq “
ωn
2n

HmpAq.

A continuación queremos enunciar la Fórmula de Área. Para eso, hace-
mos primero la siguiente definición.

Definición 2.6.1. 1. Sea T : Rm ÝÑ Rn una transformación lineal con
m ď n. Se define el Jacobiano de T como

JT pxq “
a

detpT ˚T q.

2. Sea T : Rn ÝÑ Rm una transformación lineal con m ď n. Se define el
Jacobiano de T como

JT pxq “
a

detpTT ˚q.
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3. Sea f : Rm ÝÑ Rn una función diferenciable con derivada acotada. Se
define el Jacobiano de f como

Jfpxq “ JpDfpxqq.

Con esto estamos en posición de enunciar la Fórmula de Área para fun-
ciones diferenciables.

Teorema 2.6.2. Sean m ď n y f : Rm ÝÑ Rn una función diferenciable
con derivada acotada. Entonces, para todo A Ă Rn medible se tiene que

ż

A
Jfpxqdx “

ż

Rn
H0pAX f´1pyqqdHmpyq.

Notemos que en el caso particular en que f es inyectiva, se tiene la
siguiente fórmula para la medida de A:

ż

A
Jfpxqdx “ HmpfpAqq.

2.7. La desigualdad de Young

La desigualdad de Young, en su versión integral clásica, dice lo siguiente.

Teorema 2.7.1. Sea h : r0,`8q ÝÑ r0,`8q una función continua y es-
trictamente creciente tal que hp0q “ 0 y ĺımtÝÑ`8 hptq “ `8. Entonces
para todos a, b ě 0 se verifica

ab ď

ż a

0
hpxqdx`

ż b

0
h´1pyqdy. (2.1)

La igualdad se cumple si y solo si hpaq “ b.

La prueba es inmediata una vez que se observa la Figura 2.3. Se puede
ver que vale también la siguiente desigualdad:

ab ď

ż a

0
log` xdx`

ż b

0
eydy. (2.2)

Si bien y “ log` x no es una función estrictamente creciente, su gráfico
y el de x “ ey coinciden en el conjunto

 

px, yq P R2{ x ą 0, y ą 0
(

. Por
lo tanto, una observación idéntica a la anterior prueba (2.2). De manera
análoga podemos se prueba la desigualdad

ab ď

ż a

0
plog` xqmdx`

ż b

0
ey

1{m
dy, m ą 0. (2.3)
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Figura 2.3: Ilustración de la desigualdad de Young. Las áreas azul y rosa
representan el primer y el segundo término en el lado derecho de (2.1). El
área del rectángulo determinado por el segmento azul, el segmento rosa y
los ejes coordenados es exactamente ab.

A lo largo de esta tesis nos referiremos a la desigualdad (2.3) (a veces
impĺıcitamente particularizada en (2.2)) como la desigualdad de Young ge-
neralizada. Hay varias desigualdades que querremos probar en este trabajo
cuya demostración detallada no haremos, pero señalaremos que la única idea
importante detrás es la desigualdad de Young generalizada. A fines ilustra-
tivos, vamos a probar una de estas desigualdades.

Observación 2.7.2. Para todos u ě 0, v ě 1 se tiene que

uv ď u log` u` ev.

Demostración. Si u ď 1, la desigualdad se cumple trivialmente. En caso
contrario, invocamos (2.2) y obtenemos

uv ď

ż u

0
log` xdx`

ż v

0
eydy

“

ż u

1
log xdx` ev ´ 1

“ uplog` u´ 1q ` ev ´ 1 ď u log u` ev.
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Figura 2.4: Ilustración de la desigualdad de Young generalizada.

2.8. Notación

Terminamos este caṕıtulo con algunos comentarios notacionales.

2.8.1. Notación de Landau

Definición 2.8.1. Dado x0 P R y f y g dos funciones reales definidas en un
entorno de x0, decimos que f “ opgq cuando x ÝÑ x0 si

ĺım
xÑx0

fpxq

gpxq
“ 0.

Del mismo modo, si existe un a P R tal que f y g están definidas en pa,`8q,
decimos que f “ opgq cuando x ÝÑ `8 si

ĺım
xÑ`8

fpxq

gpxq
“ 0.

Una definición análoga puede hacerse para ´8.

2.8.2. Desigualdades salvo constante

Definición 2.8.2. Dadas dos funciones reales f y g, notamos f À g cuando
existe una constante C ą 0 tal que para todo x en los dominios de f y g se
tiene que

fpxq ď Cgpxq.
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La relación Á se define de forma análoga. Cuando f À g y f Á g, notamos
esto f „ g.

Las constantes que cumplen un rol como este estarán presentes a lo largo
de toda esta tesis. Usaremos distintas notaciones (C, c, c1) para diferenciarlas
cuando nos resulte conveniente, pero muchas veces se usará la misma letra
para representar a “una constante”, cuyo valor preciso no sea importante.
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Caṕıtulo 3

Análisis multiparamétrico
para la medida de Lebesgue

Este caṕıtulo surge inspirado por la siguiente pregunta: ¿sigue valiendo
el Teorema de Diferenciación de Lebesgue si tomamos el ĺımite sobre otro
tipo de “figuras”? Hemos visto que el TDL vale indistintamente para bolas y
para cubos. En ambos casos, las “figuras”(y sus medidas) están determinadas
por un único parámetro (el radio, en el caso de las bolas, y la longitud de
la arista, en el caso de los cubos). El estudio de este problema sobre figuras
que dependen de una cantidad mayor de parámetros recibe el nombre de
“Análisis multiparamétrico”.

Aśı como está formulada la pregunta, el espectro de figuras posibles es
ampĺısimo. En pos de reducir un poco el espectro de situaciones a encarar,
nos limitaremos en esta tesis a trabajar con paraleleṕıpedos con aristas pa-
ralelas a los ejes coordenados. Tomando la notación de [Sor86], haremos la
siguiente

Definición 3.0.1. Notamos

B ”
“

a1, a2, . . . , ans (3.1)

a la base de paraleleṕıpedos en Rn definida como

B :“

#

n
ź

i“1

Ii, Ii “ rαi, βis, βi ´ αi “: ai ą 0

+

. (3.2)

Concretamente, B denota a la clase de todos los intervalos de Rn cuya arista
paralela al eje xi tiene longitud ai. Siempre que usemos esta notación, los
ai serán parámetros que recorren algún subconjunto de los números reales
positivos, o funciones de tales parámetros.
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Amerita notar que estamos definiendo a los elementos de B solamente
en función de las longitudes de sus aristas; esto no constituye un problema
puesto que en esta sección trabajaremos siempre con bases invariantes por
traslaciones.

En un primer momento nos interesará conocer qué ocurre en los casos en
que los n valores a1, . . . , an son parámetros positivos libres e independientes
entre śı. Posteriormente nos enfocaremos en el caso donde las longitudes de
las aristas son funciones de otros parámetros. En el primer caso, contamos
con un resultado ya cerrado. Jessen, Marzinkiewicz y Zygmund probaron
en [JMZ35] que un análogo del TDL vale para toda f P Lplog` Lqn´1. Más
aún, el resultado es sharp en el sentido de que el teorema deja de valer si
consideramos el espacio de Orlicz Lpφq con φ alguna función que verifica
φptq “ o

`

tplog` tqn´1
˘

cuando t ÝÑ 0.
Al querer ir más allá de este caso ya resuelto, las cosas se complican.

Consideraremos funciones φ1, . . . , φn, con φi : Rk` ÝÑ R` crecientes en cada
variable, y una base

B ” rφ1pt1, . . . , tkq, . . . , φnpt1, . . . , tkqs.

Cuándo estos problemas estaban empezando a ser planteados, se conjeturó
que las propiedades de diferenciabilidad de la base B están determinadas
por la cantidad de parámetros de los que dependen las tφiu1ďiďn.

Conjetura 3.0.2. Sean tφiu1ďiďn como antes. La base

B ” rφ1pt1, . . . , tkq, . . . , φnpt1, . . . , tkqs.

diferencia a la familia Lplog` Lqk´1
loc .

Sobre el final de este caṕıtulo veremos que esta conjetura es falsa en
general. El problema, entonces, consiste en encontrar condiciones necesarias
y suficientes sobre las φi para probar algún teorema de diferenciación sobre
ellas.

3.1. La base Bn de paraleleṕıpedos con aristas li-
bres

El objetivo de esta primera sección es responder a la siguiente pregunta:
¿qué clase de funciones pueden ser diferenciadas por la base de todos los
paraleleṕıpedos de Rn? La respuesta a esta pregunta la dieron Jessen, Mar-
cinkiewicz y Zygmund en [JMZ35], y lo que probaron es que las funciones
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que son diferenciadas por esta base son “exactamente” Lplog` Lqn´1
loc pR

nq,
en un sentido de la palabra “exactamente” que quedará claro sobre el final
de esta sección.

Antes de embarcarnos en esta empresa, nos interesa precisar una cues-
tión. En todos los resultados de [JMZ35], los autores trabajan con funciones
con dominio en r0, 1sn. Para iniciar el análisis mantendremos esta hipótesis,
que simplifica la escritura de las demostraciones, pero queremos explicitar
que resultados idénticos valen sobre cualquier otro cubo cuyas aristas midan
1. Sobre el final de la sección resultará claro cómo esto permite probar lo
que buscamos.

En este contexto, será de utilidad hacer algunas definiciones.

Definición 3.1.1. Definimos Bnpr0, 1snq como la familia de subconjuntos
de r0, 1sn formada por todos los paraleleṕıpedos con aristas paralelas a los
ejes coordenados.

En la siguiente definición, adoptamos la notación de [JMZ35].

Definición 3.1.2. Sea f P Lpr0, 1snq. Definimos f˚ : r0, 1sn Ñ R como la
función

f˚pxq “ ĺım sup
δpRqÑ0

1

LnpRq

ż

R
|fpyq| dy,

donde todos los R considerados verifican que x P R P Bnpr0, 1snq, y δpRq
denota el diámetro de R.

En R ya tenemos el resultado que buscamos, puesto que alĺı coincide con
el Teorema de Diferenciación de Lebesgue. A continuación, vamos a probar
el análogo de este teorema en r0, 1s2.

Vamos a necesitar varios resultados previos para alcanzar nuestro obje-
tivo. Comenzamos enunciando el siguiente lema para funciones con dominio
en r0, 1s:

Lema 3.1.3. El operador maximal M : L log` Lpr0, 1sq Ñ L1pr0, 1sq es
acotado. Más expĺıcitamente, existen dos constantes universales c1, c2 ą 0
tales que

ż 1

0
Mfpxqdx ď c1

ż 1

0
|fpxq| log` |fpxq| dx` c2. (3.3)

La demostración de este lema requerirá a su vez de algunos resultados
auxiliares. Notemos que por las propiedades de la reordenada decreciente,
es suficiente probar (3.3) para f una función decreciente y no negativa sobre
r0, 1s. Veamos que para estas funciones el operador maximal tiene una forma
particular.
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Observación 3.1.4. Si f definida sobre r0, 1s es no negativa y decreciente,

Mfpxq “
1

x

ż x

0
fptqdt.

Demostración. Comencemos comparando esta expresión con la integral pro-
mediada sobre el intervalo ra, xs con 0 ă a ă x.

1

x´ a

ż x

a
fptqdt´

1

x

ż x

0
fptqdt “ ´

1

x

ż a

0
fptqdt`

a

xpx´ aq

ż x

a
fptqdt

ď ´
1

x
afpaq `

a

xpx´ aq
px´ aqfpaq “ 0.

En segundo lugar, comparemos esta expresión con la integral promediada
sobre el intervalo r0, bs con x ă b.

1

b

ż b

0
fptqdt´

1

x

ż x

0
fptqdt “

1

b

ż b

x
fptqdt`

x´ b

xb

ż x

0
fptqdt

ď
1

b
pb´ xqfpxq `

x´ b

xb
xfpxq “ 0.

Aplicando estas dos desigualdades, obtenemos que para cualquier inter-
valo ra, bs que contiene a x,

1

b´ a

ż b

a
f ď

1

b

ż b

0
f ď

1

x

ż x

0
f.

A continuación probaremos el siguiente lema auxiliar, cuya demostración
hemos adaptado de [HL30].

Lema 3.1.5. Sea f : r0, 1s Ñ R positiva e integrable. Entonces

ż 1

0
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx “

ż 1

0

1

x

ż x

0
fptqdtdx, (3.4)

si alguna de las dos integrales es finita.

Demostración. Aplicando integración por partes tenemos que para todo 0 ă
ε ă 1

ż 1

ε
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx “

ż 1

ε

1

x

ż x

0
fptqdtdx´ log

ˆ

1

ε

˙
ż ε

0
fptqdt. (3.5)
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Si la segunda integral en (3.4) es finita, entonces (3.5) arroja

ż 1

ε
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx ď

ż 1

ε

1

x

ż x

0
fptqdtdx ď

ż 1

0

1

x

ż x

0
fptqdtdx

y por lo tanto la primera integral es finita también. Si ahora suponemos que
la primera integral en (3.4) es finita, tenemos que

log

ˆ

1

ε

˙
ż ε

0
fptqdt ď

ż ε

0
fptq log

ˆ

1

t

˙

dt,

y por lo tanto

ĺım
εÑ0

log

ˆ

1

ε

˙
ż ε

0
fptqdt “ 0.

Con esto, (3.5) prueba el lema y la finitud de la segunda integral a partir de
la finitud de la primera.

Demostración del Lema 3.1.3. Como f P L log` Lpr0, 1sq, f es integrable.
Podemos suponer que f es positiva y decreciente, y por lo tanto que la
forma de Mf es la que nos da la Observación 3.1.4. Esto junto con (3.4) nos
permite reescribir la desigualdad que queremos probar como

ż 1

0
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx ď c1

ż 1

0
|fpxq| log |fpxq| dx` c2. (3.6)

Para probar (3.6), apelaremos a una desigualdad que es consecuencia de
la desigualdad de Young generalizada. Aplicamos

uv ď c
`

u log u` ev´1
˘

, u, v ą 0,

para u “ fpxq y v “ 1
2 log

`

1
x

˘

y c ą 0 una constante que no depende de u
ni v. De esta manera tenemos que

1

2
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx ď cfpxq log fpxq ` ce
1
2

logp 1xq´1
“ cfpxq log fpxq `

c

e
?
x
.

Con esto, (3.6) queda

ż 1

0
fpxq log

ˆ

1

x

˙

dx ď 2

ż 1

0

ˆ

cfpxq log fpxq `
c

e
?
x

˙

dx

“ 2c

ż 1

0
fpxq log fpxqdx`

4c

e
,

y el Lema 3.1.3 queda probado.
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A continuación, vamos a obtener un resultado parecido (aunque no análo-
go) al Lema 3.1.3 en R2.

Lema 3.1.6. Sea f P L log` Lpr0, 1s2q. Entonces f˚ P L1pr0, 1s2q. Más
expĺıcitamente,

ż

r0,1s2
f˚px, yqdxdy ď c1

ż

r0,1s2
|fpx, yq| log` |fpx, yq| dxdy ` c2,

con c1 y c2 las mismas constantes del Lema 3.1.3.

Demostración. Esta prueba descansa fuertemente en lo siguiente: si toma-
mos una función integrable de n variables y la integramos sobre el cubo
r0, 1sn´1 asociado a n ´ 1 de sus variables, y luego integramos sobre la va-
riable restante entre 0 y 1, lo que obtenemos es igual a integral de la función
sobre r0, 1sn, porque por Fubini esta última integral es igual a las integrales
iteradas. Esta idea será retomada al generalizar este resultado a Rn.

Comenzamos definiendo la maximal en la dirección y asociada a f como

Myfpx, yq “ sup
0ăt1ăyăt2ă1

1

t2 ´ t1

ż t2

t1

|fpx, vq| dv.

Como f P L log` Lpr0, 1s2q, para casi todo x P r0, 1s se verifica que fpx, ¨q P
L log` Lpr0, 1sq y por lo tanto podemos aplicar el Lema 3.1.3 para concluir
que

ż 1

0
Myfpx, vqdv ď c1

ż 1

0
|fpx, vq| log` |fpx, vq| dv ` c2

para casi todo x P r0, 1s. A continuación podemos integrar a ambos lados
respecto de x para obtener

ż

r0,1s2
Myfpx, vqdvdx ď c1

ż

r0,1s2
|fpx, vq| log` |fpx, vq| dvdx` c2. (3.7)

Notemos que las constantes se preservan porque integramos sobre inter-
valos de longitud 1. Esto también ocurriŕıa si en vez de este cubo estuviése-
mos considerando cualquier cubo cuyas aristas midiesen 1.

Ahora bien, como Myfpx, yq es integrable sobre r0, 1s2, en particular
Myfp¨, yq P L

1pr0, 1sq para casi todo y P r0, 1s. Luego por el Teorema de
Diferenciación de Lebesgue, se tiene que para casi todo y P r0, 1s

ĺım sup
ps2´s1qÑ0

1

s2 ´ s1

ż s2

s1

Myfpu, yqdu “Myfpx, yq, (3.8)
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donde todos los intervalos considerados verifican que x P rs1, s2s. Esto nos
permite estimar, para casi todo px, yq P r0, 1s2,

f˚px, yq “ ĺım sup
δprs1,s2sˆrt1,t2sqÑ0

1

ps2 ´ s1qpt2 ´ t1q

ż s2

s1

ż t2

t1

|fpu, vq| dudv

ď ĺım sup
δprs1,s2sqÑ0

1

s2 ´ s1

ż s2

s1

Myfpu, yq

“ Myfpx, yq,

donde todos los intervalos considerados en el primer ĺımite superior verifican
que px, yq P rs1, s2sˆrt1, t2s. La primera desigualdad se sigue de la definición
de Myf y la segunda igualdad se sigue de (3.8). Luego el resultado deseado
se desprende de esta última desigualdad y de (3.7).

El Lema 3.1.6 será crucial para estudiar bajo qué condiciones se puede
diferenciar a una función f . A continuación, necesitamos probar una suerte
de resultado de densidad de las funciones continuas en Lp1` log` Lqpr0, 1s2q.
Lo probaremos en este contexto porque es el que necesitamos, pero es claro
que vale sobre cualquier dominio con medida finita.

Lema 3.1.7. Sean f P Lp1 ` log` Lqpr0, 1s2q y ε P p0, 1q. Entonces, existe
una función ϕ : r0, 1s2 Ñ R continua tal que

ż

r0,1s2
|f ´ ϕ| p1` log` |f ´ ϕ|q ă ε. (3.9)

Demostración. Sabemos que |f |p1` log` |f |q P L1pr0, 1s2q. Luego por abso-
luta continuidad existe un δ ą 0 tal que para todo A Ă r0, 1s2 medible

L2pAq ă δ ùñ

ż

A
|f | p1` log` |f |q ă

ε

2
.

Elegimos a su vez un λ ą 1 tal que, aplicando Tchebyshev, obtenemos

L2pt|f | ą λuq ď
}f}1
λ

ă δ, (3.10)

y escribimos

fλ “ fχt|f |ďλu P L
8pr0, 1s2q Ă Lppr0, 1s2q @ p ě 1.

A continuación definimos, para cada k P N, una función ϕ̃k : r0, 1s2 Ñ R
continua tal que

}fλ ´ ϕ̃k}1` 1
k
ă

1

k
.
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Estas funciones necesitan ser levemente corregidas para cumplir lo que ne-
cesitamos de ellas. Por eso, definimos las funciones ϕk como

ϕkpxq “

$

’

&

’

%

ϕ̃kpxq si |ϕ̃kpxq| ď λ

λ si ϕ̃kpxq ą λ

´λ si ϕ̃kpxq ă ´λ.

Ver Figura 3.1. Comencemos notando que

Figura 3.1: Funciones ϕ̃k y ϕk. La última es una versión de la primera
truncada para nunca alcanzar valores de módulo mayor que λ.

|ϕkpxq ´ fλpxq| “

$

’

&

’

%

|ϕ̃kpxq ´ fλpxq| si |ϕ̃kpxq| ď λ

λ´ fλpxq ď |ϕ̃kpxq ´ fλpxq| si ϕ̃kpxq ą λ

λ` fλpxq ď |ϕ̃kpxq ´ fλpxq| si ϕ̃kpxq ă ´λ,

y por lo tanto

}fλ ´ ϕk}1` 1
k
ď }fλ ´ ϕ̃k}1` 1

k
ă

1

k
.

A su vez, de la continuidad de ϕ̃k se obtiene que ϕk es continua. Basta ver que
para todo intervalo abierto pa, bq, ϕ´1

k pa, bq Ă r0, 1s
2 es abierto. Separamos
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en casos según si pa, bq incluye o no a λ y ´λ y tenemos que

ϕ´1
k pa, bq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ϕ̃´1
k pa, bq si ´ λ ă a ă b ă λ

ϕ̃´1
k pa,`8q si ´ λ ă a ă λ ď b

ϕ̃´1
k p´8, bq si a ď ´λ ă b ă λ

r0, 1s2 si a ď ´λ ă λ ď b,

que son todos abiertos porque ϕ̃k es continua. Luego, las ϕk cumplen las
mismas propiedades que las ϕ̃k, pero además su imagen está incluida en
r´λ, λs, como que fλ.

A continuación, vamos a probar que las funciones pϕkqk convergen a fλ
en medida:

L2pt|fλ ´ ϕk| ą ηuq ď

ˆ

1

η

˙1` 1
k

}fλ ´ ϕk}
1` 1

k

1` 1
k

ď

ˆ

1

η

˙1` 1
k
ˆ

1

k

˙1` 1
k

ď

ˆ

1

η

˙1` 1
k 1

k
kÑ`8
ÝÝÝÝÑ 0,

donde la primera desigualdad es consecuencia de Tchevycheff.
Por lo tanto existe una subsucesión de las pϕkqk que converge a fλ en casi

todo punto. Para simplificar la notación, la escribimos simplemente pϕmqm,
aclarando que m recorre un subconjunto de N.

Por continuidad, es claro que

ĺım
mÑ`8

|fλpxq ´ ϕmpxq|p1` log` |fλpxq ´ ϕmpxq|q “ 0 c.t.p.

Pero como

|fλ ´ ϕm|p1` log` |fλ ´ ϕm|q ď 2λp1` log`p2λqq P L1pr0, 1s2q,

estamos en las hipótesis del Teorema de Convergencia Dominada, y tenemos
que

ĺım
mÑ`8

ż

r0,1s2
|fλ ´ ϕm|p1` log` |fλ ´ ϕm|q “ 0. (3.11)

Estamos finalmente en condiciones de probar el enunciado del teorema.
Elegimos m P N tal que la integral dentro del ĺımite en (3.11) sea menor que
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ε{2. De esta forma,

ż

r0,1s2
|f ´ ϕm| p1` log` |f ´ ϕm|q

“

ż

t|f |ąλu
|f ´ ϕm| p1` log` |f ´ ϕm|q

`

ż

t|f |ďλu
|f ´ ϕm| p1` log` |f ´ ϕm|q “ I` II.

El primer miembro lo controlamos apelando a la definición de ϕm alĺı:

I “

ż

tfąλu
pf ´ λq p1` log` pf ´ λq `

ż

tfă´λu
p´f ´ λq p1` log` p´f ´ λq

ď

ż

t|f |ąλu
|f | p1` log`p|f |qq ă

ε

2
,

donde en la última desigualdad hemos apelado a (3.10) y a la absoluta
continuidad. El segundo miembro se controla por

II “

ż

tfďλu
|f ´ ϕm| p1` log` |f ´ ϕm|q

ď

ż

r0,1s2
|fλ ´ ϕm| p1` log` |fλ ´ ϕm|q ă

ε

2
.

Esto completa la demostración.

Finalmente, estamos en posición de probar el Teorema de Diferenciación
para R2.

Teorema 3.1.8. B2pr0, 1s
2
q diferencia L log` Lpr0, 1s2q.

Demostración. Sea f P L log` Lpr0, 1s2q. Nuestro objetivo es ver que la
igualdad

ĺım
RŒx

1

L2pRq

ż

R
fpyqdy “ fpxq

se verifica para casi todo x P r0, 1s2, tomando siempre paraleleṕıpedos R
tales que x P R P B2pr0, 1s

2
q.

Fijemos ε ą 0. Comenzamos notando que para cualquier función g P
L log` Lpr0, 1s2q, pλgq˚ “ |λ| g˚, y por lo tanto la desigualdad del Lema
3.1.6 aplicada a λf queda
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ż

r0,1s2
f˚pxqdx ď c1

ż

r0,1s2
|fpxq| log` |λfpxq| dx`

c2

λ
. (3.12)

Fijamos ahora mismo un λ ą e suficientemente grande tal que c2{λ ă
ε{2, e invocamos el Lema 3.1.7 para escribir a f como

f “ ϕ` ψ

con ϕ : r0, 1s2 Ñ R continua y
ż

r0,1s2
|ψpxq|p1` log` |ψpxq|q ă mı́n

"

ε,
ε

2c1 log λ

*

. (3.13)

De esta manera, aplicando la desigualdad (3.12) a ψ obtenemos
ż

r0,1s2
ψ˚pxqdx ă c1

ż

r0,1s2
|ψpxq| plog λ` log` |ψpxq| dx`

ε

2

ă c1 log λ

ż

r0,1s2
|ψpxq| p1` log` |ψpxq| dx`

ε

2
ă ε, (3.14)

donde la última desigualdad vale por (3.13).
Ahora bien, (3.13) implica también que

ż

r0,1s2
|ψpxq|dx ď

ż

r0,1s2
|ψpxq|p1` log` |ψpxq|q ă ε. (3.15)

Definimos el conjunto

Epεq “
 

x P r0, 1s2{ |ψpxq| ą
?
ε o |ψ˚pxq| ą

?
ε
(

,

y por Tchebyshev tenemos que

L2pEpεqq ď
1
?
ε

ż

r0,1s2
|ψpxq|dx`

1
?
ε

ż

r0,1s2
|ψ˚pxq|dx ă 2

?
ε,

donde en la última desigualdad hemos apelado a (3.14) y (3.15).
De esta manera, obtenemos que para todo x que no pertenezca a Epεq

se tiene, eligiendo paraleleṕıpedos x P R P B2pr0, 1s
2q,

ĺım sup
δpRqÑ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

L2pRq

ż

R
fpyqdy ´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ď ĺım sup
δpRqÑ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

L2pRq

ż

R
ϕpyqdy ´ ϕpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ĺım sup
δpRqÑ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

L2pRq

ż

R
ψpyqdy ´ ψpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ψ˚pxq ` |ψpxq| ă 2
?
ε,
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donde en la primera desigualdad hemos apelado a la escritura f “ ϕ ` ψ,
y en la segunda a que el teorema claramente vale para funciones continuas.
Haciendo tender ε a 0, obtenemos un conjunto E de medida 0 fuera del cual

ĺım
RŒx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

L2pRq

ż

R
fpyqdy ´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0. (3.16)

Esto concluye la demostración del teorema.

Finalmente, pasamos al caso en Rn, donde el resultado es el siguiente:

Teorema 3.1.9. Bnpr0, 1snq diferencia Lplog`Lqn´1pr0, 1snq.

La prueba es análoga al caso en R2, aunque es meritorio dejar asentadas
las diferencias. El primer paso para probar el Teorema 3.1.8 fue el Lema
3.1.3. A continuación trabajaremos con funciones en Lplog` Lqn´1pr0, 1snq,
por lo que necesitaremos un nuevo lema que nos permita controlar el com-
portamiento del operador maximal para estas funciones. Dicho lema es el
siguiente.

Lema 3.1.10. El operador M : Lplog` Lqkpr0, 1sq ÝÑ Lplog` Lqk´1pr0, 1sq
es acotado. Más expĺıcitamente, existen dos constantes universales ak, bk ą 0
tales que

ż 1

0
Mfpxqplog`Mfpxqqk´1dx ď ak

ż 1

0
|fpxq| plog` |fpxq|qkdx` bk. (3.17)

Demostración. Al igual que en el Lema 3.1.3, asumimos que f es no nega-
tiva y decreciente, y a continuación definimos φpxq “ xplog` xqk´1. Es fácil
verificar que φ es convexa. La Observación 3.1.4 nos permite reescribir el
lado izquierdo de (3.17) de esta forma:

ż 1

0
Mfpxqplog`Mfpxqqk´1dx “

ż 1

0
φ

ˆ

1

x

ż x

0
fptqdt

˙

dx

ď

ż 1

0

1

x

ˆ
ż x

0
φpfptqqdt

˙

dx

“

ż 1

0
Mpφpfqqpxqdx
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donde la desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Jensen. De esta
manera, podemos aplicar el Lema 3.1.3 para obtener
ż 1

0
Mfplog`Mfqk´1dx ď c1

ż 1

0
φpfq log`pφpfqqdx` c2

“ c1

ż 1

0
fplog` fqk´1 log`pfplog` fqk´1qdx` c2

ď c1k

ż 1

0
fplog` fqkdx` c2,

donde la última desigualdad se obtiene de aplicar dos veces la desigualdad
log`pwq ď w para todo w ą 0.

El siguiente paso era probar el Lema 3.1.6, que permit́ıa ejercer un con-
trol sobre la integral de f˚ sobre r0, 1s2 a partir de la integral de |f | log` |f |.
Como ahora trabajamos con funciones en Lplog` Lqn´1pr0, 1snq, necesitare-
mos adaptar los argumentos en función de esto, contando ahora con una
herramienta más potente, el Lema 3.1.10.

En aras de simplificar, contaremos la idea de la adaptación. Al igual que
al principio de la prueba del Teorema 3.1.6, definimos la función maximal
asociada a f en una variable (por ejemplo, Mxnf), y en virtud del Lema
3.1.10, podemos acotar
ż 1

0
Mxnfpx1, . . . , xn´1, vq

`

log`Mxnfpx1, . . . , xn´1, vq
˘n´2

dv

ď an´1

ż 1

0
|fpx1, . . . , xn´1, vq| plog` |fpx1, . . . , xn´1, vq|q

n´1dv ` bn´1.

Ahora bien, viendo a Mxnf como función en otra variable, digamos xn´1,
podemos aplicar el Lema 3.1.10, ahora con k “ n ´ 2 y tomando maximal
respecto de xn´1. De esta forma se ve que Mxnf P Lplog` Lqn´2 y obtenemos
la cota que del Lema 3.1.10. De ah́ı en más, el resto es iterar, apelar a Fubini
para asegurarse de que siempre estamos integrando funciones integrables y
para convertir integrales iteradas en integrales múltiples. Después, basta
recordar la segunda mitad de la prueba de 3.1.6 para concluir que

ż

r0,1sn
f˚pxqdx ď ã

ż

r0,1sn
|fpxq| log` |fpxq| dx` b̃

con ã, b̃ constantes positivas. El Lema 3.1.7 se adapta agregando un expo-
nente n ´ 1 y el resto de la prueba se sigue de manera análoga a como se
hizo la del Teorema 3.1.8.

30



Hemos probado el Teorema de Diferenciación que buscábamos para fun-
ciones definidas sobre r0, 1sn. Recordando el comentario que hemos hecho
de que una demostración análoga vale para funciones definidas sobre cual-
quier cubo de Rn cuyas aristas midan 1, estamos en condiciones de probar
el siguiente

Teorema 3.1.11. Bn diferencia Lplog` Lqn´1
loc pR

nq.

Demostración. Sea f P Lplog` Lqn´1
loc pR

nq. Escribimos a Rn como una unión
numerable de cubos cuyas aristas midan 1 (por ejemplo, se puede considerar
los cubos con vértices en Zn). Tomemos un cubo Q arbitrario entre estos.
Se verifica que fæQ P Lplog` Lqn´1pQq, y por lo tanto el Teorema 3.1.9
garantiza que para casi todo x P Q

ĺım
RŒx

1

LnpRq

ż

R
fpyqdy “ fpxq, (3.18)

considerando siempre R P BnpQq.
Nuestro objetivo es probar esta misma igualdad para casi todo x P Rn

y con R Œ x para paraleleṕıpedos R P Bn. Si x es punto interior de Q,
la condición R Œ x para R P Bn nos dice que cada vez que tomemos una
sucesión de paraleleṕıpedos Rk que se contrae a x, existe un k0 a partir
del cual todos los Rk son elementos de BnpQq. Por lo tanto, el ĺımite que
deseamos probar vale por (3.18) para casi todo punto interior de Q.

Como el razonamiento anterior vale para todo Q, como los cubos consi-
derados son numerables, y como la frontera de cada cubo tiene medida nula,
resulta que para casi todo x P Rn

ĺım
RŒx

1

LnpRq

ż

R
fpyqdy “ fpxq,

para R P Bn.

Queremos destacar que hemos probado este teorema de diferenciación
de manera directa, sin recurrir a una desigualdad modular débil para la
maximal. No es que esto no pueda hacerse (ver [CF75]), pero en este caso
no fue necesario. Los problemas que examinaremos en la sección siguiente śı
necesitarán de estas desigualdades.

Terminamos esta sección comentando que el espacio Lplog` Lqn´1
loc pR

nq

es de alguna forma el espacio más grande de funciones que pueden ser di-
ferenciadas por todo Bn. El resultado usado para concluir esto se enuncia
también con dominio en r0, 1sn.
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Teorema 3.1.12. Sea φ : r0,8q ÝÑ r0,8q una función creciente que veri-
fica

φp0q “ 0 y ĺım inf
tÑ`8

φptq

t
ą 0,

y sea Lφpr0, 1s
n
q el espacio de Orlicz de todas las funciones tales que φp|f |q

es integrable sobre r0, 1sn.
Si Bnpr0, 1snq diferencia a cada f P Lφ, entonces existe una constante

positiva c tal que φptq ą ctplog` tqn´1.

Lo que este teorema nos dice es que si Bnpr0, 1snq diferencia a todas
las funciones de un espacio de Orlicz Lφpr0, 1s

n
q, entonces Lφpr0, 1s

n
q Ă

Lplog` Lqn´1pr0, 1snq. No desarrollaremos la demostración de este resultado
aqúı, ya que consideramos que las ideas necesarias exceden los temas que
esta tesis pretende abarcar. Puede encontrarse la prueba en [JMZ35, p.226].

3.2. Aristas como funciones de parámetros

Ahora ampliaremos el espectro del problema. Dadas funciones φ1, . . . , φn,
consideramos bases de diferenciación

B ” rφ1pt1, . . . , tkq, . . . , φnpt1, . . . , tkqs.

La pregunta ahora es: ¿qué condiciones deben ped́ırseles a las funciones
tφ1, . . . , φnu para garantizar que la base B diferencie a alguna clase de fun-
ciones? Esta pregunta es sumamente amplia, y por lo tanto hay muchos
acercamientos posibles a una respuesta. Comenzaremos con un resultado de
Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund, también de [JMZ35].

Antes de enunciar el resultado, haremos una definición que simplificará
la tarea de hablar de los paraleleṕıpedos con los que trabajaremos.

Definición 3.2.1. Dado un paraleleṕıpedo R Ă Rn con aristas paralelas a
los ejes coordenados, definimos para cada 1 ď i ď n su xi-sidelenght como
la longitud de la arista de R que es paralela al eje xi. También usaremos la
palabra sidelenght para referirnos a la longitud de una arista de un parale-
leṕıpedo sin especificar la dirección de la misma.

Notemos que con esta definición, estamos diciendo que la base B está
compuesta por paraleleṕıpedos cuya xi-sidelength es igual a φipt1, . . . , tkq.

Ahora śı, enunciamos el resultado de [JMZ35]. Se trata de un teorema
relativamente sencillo que aborda la situación donde todas las funciones
dependen de una única variable (es decir, el caso k “ 1).
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Teorema 3.2.2. Sean para cada 1 ď j ď n, φj : r0,8q Ñ R funciones
crecientes, continuas y tales que φjp0q “ 0 y φjptq ą 0 si t ą 0. Entonces la
base de diferenciación

B ” rφ1ptq, . . . , φnptqs

diferencia a L1
locpRnq.

Demostración. La prueba es esencialmente la misma que la del TDL. Lo
único que debemos hacer es adaptar el Lema de Cubrimiento de Vitali para
que, en vez aplicarse a cubos o bolas, sirva para paraleleṕıpedos R P B. A
continuación, explicaremos las diferencias entre la demostración para cubos
y para el caso que nos compete.

En la demostración del Lema de Vitali para cubos, el n-ésimo cubo de la
subfamilia elegida era el que teńıa intersección vaćıa con todos los cubos ya
elegidos y teńıa la arista de mayor longitud. En el contexto de este teorema,
notamos que si R,R1 P B,

R “ rφ1ptq, . . . , φnptqs y R1 “ rφ1pt
1q, . . . , φnpt

1qs,

y por el crecimiento de las φj

φ1ptq ď φ1pt
1q ðñ t ď t1 ðñ φjptq ď φjpt

1q @ 1 ď j ď n.

De esta manera, la familia B es “monótona” en el siguiente sentido: dados
dos paraleleṕıpedos R y R1 de la familia, todas las sidelengths de alguno de
los dos son mayores o iguales que las respectivas sidelengths del otro. Aśı,
para demostrar el Lema de Vitali elegimos el n-ésimo paraleleṕıpedo como
aquel que es disjunto con los ya elegidos y que maximiza las longitudes de
(todas) sus aristas.

Para dar por demostrado el teorema, amerita probar que si R,R1 P B,
RXR1 ‰ H y las aristas de R1 son mayores o iguales que las de R entonces
R Ă 3R1, donde 3R1 es el paraleleṕıpedo que resulta de dilatar a R1 por un
factor 3 respecto de su centro. Llamamos x “ px1, . . . , xnq a algún punto en
RXR1 y escribimos a los paraleleṕıpedos como productos de intervalos:

R “ I1 ˆ . . .ˆ In

R1 “ I 11 ˆ . . .ˆ I
1
n

3R1 “ 3I 11 ˆ . . .ˆ 3I 1n,

con 3I 1j Ă R el intervalo con el mismo centro que I 1j y dilatado por un factor
de 3. Pero entonces resulta claro que

xj P Ij X I
1
j ùñ Ij Ă 3I 1j @ 1 ď j ď n,
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y por lo tanto
R Ă 3R1.

Después de obtener un resultado para funciones que dependen de un
parámetro, es natural preguntarse qué ocurre para funciones que depen-
den de dos parámetros. En este caso, las respuestas son escasas y parciales.
Es en este momento donde las desigualdades modulares débiles nos permi-
tirán obtener conclusiones de diferenciabilidad. En particular, presentaremos
ahora un resultado de Córdoba, quien en [Cór78] demostró una desigualdad
modular débil en R3 para el operador maximal asociado a una familia de
paraleleṕıpedos del tipo que nos interesa. En la próxima subsección estudia-
remos dicho resultado, y posteriormente investigaremos algunas formas de
ampliarlo para arribar a conclusiones en casos más generales.

3.2.1. La desigualdad débil de Córdoba

El resultado que deseamos probar es el siguiente:

Teorema 3.2.3. Sea B una familia de paraleleṕıpedos en R3. Para cada
R P B, notemos xR, yR, zR a sus x-sidelength, y-sidelength y z-sidelength
respectivamente. Si para cualesquiera dos R y R1 en B se verifica que

zR ą zR1 ùñ xR ě xR1 o yR ě yR1 (3.19)

entonces existe una constante c ą 0 tal que

L3
` 

x P R3 : MBfpxq ą λ
(˘

ď c

ż

R3

|f |

λ

ˆ

1` log`
ˆ

|f |

λ

˙˙

, (3.20)

donde

MBfpxq “ sup
xPRPB

1

L3pRq

ż

R
|f |.

La desigualdad modular débil (3.20) para MB permite afirmar que B
diferencia L

`

1` log` L
˘

loc
, como veremos en la subsección siguiente. De

esta manera, nuestro objetivo al trabajar con una base será probar que
cumple la hipótesis (3.19). Notemos que esta hipótesis es equivalente a

xR ă xR1 y yR ă yR1 ùñ zR ď zR1 .

Esta condición puede ser interpretada de la siguiente manera: si la base de
un paraleleṕıpedo R1 de B es más grande que la de otro paraleleṕıpedo R
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de la misma familia (donde “más grande” es entendido como que ambos
lados tienen longitud estrictamente mayor), la altura de R1 debe ser nece-
sariamente mayor o igual que la altura de R. En esṕıritu, esta condición
impide la degeneración de los elementos de B en paraleleṕıpedos con bases
arbitrariamente grandes y alturas arbitrariamente chicas. Ver Figura 3.2.

Por otro lado, es de notar que los roles de las variables son intercam-
biables en el siguiente sentido: si otra familia B̃ verifica (3.19) cambiando el
orden de las variables, también satisfará (3.20). Sin embargo, una vez fijado
un orden para las variables, la validez de (3.19) no implica la validez del
mismo enunciado con las variables en otro orden. Como hemos comentado

Figura 3.2: Paraleleṕıpedos que cumplen (3.19). Como ambas sidelengths de
la base de R2 son estrictamente mayores que las respectivas sidelengths de
la base de R1, la altura de R2 debe ser mayor o igual que la altura de R1.
Una relación similar se da entre R3 y R1. Sin embargo, como sólo una de
las sidelengths de la base de R3 es estrictamente mayor que la respectiva
sidelength de la base de R2, no es necesario que haya ninguna relación entre
sus alturas para que estos paraleleṕıpedos verifiquen (3.19).

en la Sección 2, se puede ver que una cota débil se obtiene como consecuen-
cia de un lema de cubrimiento. Para obtener el lema de cubrimiento que
necesitamos, tendremos que probar la siguiente versión preliminar. Antes de
enunciarla, queremos aclarar que, desde aqúı y hasta el final de este caṕıtu-
lo, la letra x designará a la primera coordenada de un punto en R3 y, para
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distinguirlos claramente, los puntos de R3 se notarán con x.

Lema 3.2.4. (Lema de cubrimiento, versión diádica) Sea B una familia de
paraleleṕıpedos en R3 que verifican las siguientes dos condiciones:

(a) Los paraleleṕıpedos son diádicos. Por esto entendemos que sus proyec-
ciones sobre cada uno de los ejes coordenados pertenece a alguna grilla
diádica generalizada de R.

(b) Para cualquier par de paraleleṕıpedos R, R1 P B, se cumple que

xR ă xR1 y yR ă yR1 ùñ zR ď zR1 .

Luego B tiene la propiedad de cubrimiento de tipo exponencial. Esto es,
para cada familia tRαuαPΛ Ă B existe una subfamilia tRjujPJ Ă tRαuαPΛ
que cumple las siguientes dos propiedades:

(i) (Representatividad) Existe una constante universal c̃1 ą 0 tal que

L3

˜

ď

αPΛ

Rα

¸

ď c̃1L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

. (3.21)

(ii) (Superposición controlada) Existe una constante universal c̃2 ą 0 tal
que

ż

Ť

jPJ Rj

exp

˜

ÿ

jPJ

χRj pxq

¸

dx ď c̃2L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

, (3.22)

donde x “ px, y, zq.

Demostración. Paso 1: Simplificaciones
Comenzamos notando que podemos asumir algunas condiciones útiles

sobre la familia tRαuαPΛ a la que queremos encontrarle la subfamilia tRjujPJ .

En primer lugar, si L3 p
Ť

αPΛRαq “ 8, la misma elección tRjujPJ “ tRαuαPΛ
verifica trivialmente (3.21) y (3.22). Por lo tanto, asumimos L3 p

Ť

αPΛRαq ă
8.

En segundo lugar, podemos asumir que tRαu es un conjunto finito. Si
tRαu es infinito, existe un subconjunto finito de ı́ndices J tal que

L3

˜

ď

αPΛ

Rα

¸

ď 2L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

,
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por lo que el cumplimiento de (3.21) en el caso finito garantiza su cum-
plimiento también en el caso infinito.

Finalmente, podemos asumir que ningún paraleleṕıpedo R P tRαu está
incluido en la unión de los otros paraleleṕıpedos de la familia. De ocurrir
esto, podemos despreciar estos paraleleṕıpedos sin alterar la veracidad de
los resultados.

Paso 2: Definición de la familia tRjujPJ
Procedemos ahora a especificar cómo elegir la subfamilia tRjujPJ . To-

mamos R1 como el paraleleṕıpedo z-sidelength máxima. Luego, para j ą 1,
Rj se define inductivamente como el elemento de tRαuαPΛ con z-sidelength
máxima de entre todos los que verifican

1

L3 pRαq

ż

Rα

exp

˜

j´1
ÿ

k“1

χRkpxq

¸

dx ď 3´3. (3.23)

Obtenemos aśı la subfamilia tRju1ďjďN , con N algún número natural.
Antes de continuar, queremos dejar asentado que si en el proceso de

selección de Rj hubiese dos candidatos, R y R1, con igual z-sidelength que
verificasen (3.23), elegimos arbitrariamente a cualquiera de ellos. Sin embar-
go, el hecho de que se nos presente esta disyuntiva entre R y R1 implica que
hay ciertas relaciones entre ellos que vale la pena explicitar. R y R1 podŕıan
ser esencialmente disjuntos. Pero si no lo fuesen, el hecho de que son diádicos
nos dice que sus proyecciones sobre los ejes coordenados se incluyen entre śı.
En primer lugar, el hecho de que zR “ z1R nos dice que pZpRq “ pZpR

1q. Si
ocurriese que pXpRq Ă pXpR

1q y pY pRq Ă pY pR
1q, tendŕıamos que R Ă R1

lo que contradice la hipótesis de que no hay paraleleṕıpedos incluidos en la
unión de los otros. El caso pXpR

1q Ă pXpRq y pY pR
1q Ă pY pRq lleva a un

absurdo similar. Por lo tanto, se cumplen las inclusiones pXpRq Ĺ pXpR
1q

y pY pR
1q Ĺ pY pRq o las inversas. Es una buena idea notar, además, que el

integrando en (3.23) es creciente en j, y por lo tanto si un paraleleṕıpedo R
no verifica (3.23) para cierto j tampoco lo verificará para j’s mayores. Esto,
sumado a que Rj se elige por tener la máxima z-sidelength, garantiza que los
elementos de tRju1ďjďN están ordenados con sus z-sidelengths decrecientes.

Paso 3: Prueba de (3.22)
Habiendo determinado tRju1ďjďN , probemos (3.22). Si notamos para

cada 1 ď L ď N el conjunto AL :“
ŤL
j“1Rj y la función de superposición
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Figura 3.3: Paraleleṕıpedos con igual z-sidelength e intersección no vaćıa.
Dos paraleleṕıpedos en estas condiciones siempre verificarán pZpRq “
pZpR

1q. En este caso, se tiene que pXpR
1q Ĺ pXpRq, pY pRq Ĺ pY pR

1q.

FLpxq :“
řL
j“1 χRj pxq, podemos escribir

ż

AN

eFN pxqdx “

ż

ANrRN
eFN´1pxqdx` e1

ż

RN

eFN´1pxqdx

ď

ż

AN´1

eFN´1pxqdx` 3´3eL3pRN q

ď

ż

R1

eχR1
pxqdx` 3´3e

N
ÿ

j“2

L3pRjq

ď e
N
ÿ

j“1

L3pRjq, (3.24)

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (3.23) para el segundo
miembro; en la segunda desigualdad notamos que el primer miembro es
análogo a la expresión inicial, y aplicamos el proceso inductivamente.

Para finalizar la demostración, vamos a notar que por (3.23) obtenemos
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la siguiente condición de tipo sparse:

L3 pRj rAj´1q “ L3pRjq ´ L3 pRj XAj´1q

“ L3pRjq ´
1

e

ż

Rj

exp
`

χAj´1pxq
˘

dx

ě L3pRjq ´
1

e

ż

Rj

eFj´1pxqdx

ě L3pRjq ´
1

33e
L3pRjq

“

ˆ

1´
1

33e

˙

L3pRjq.

Y por lo tanto retomando (3.24) tenemos que

ż

AN

eFN pxqdx ď e
N
ÿ

j“1

L3pRjq

ď
33e2

33e´ 1

N
ÿ

j“1

L3 pRj rAj´1q

“
33e2

33e´ 1
L3 pAN q ,

lo que prueba (3.22) (por comodidad hemos notado A0 “ H).

Paso 4: Prueba de (3.21)
Procedemos ahora a probar (3.21) usando (3.22). Para acotar la medida

de todos los paraleleṕıpedos de tRαuαPΛ por algo que depende solamente de
los tRju1ďjďN , va a ser necesario ganar un poco más de comprensión sobre
los R P tRαuαPΛ r tRju1ďjďN . Comenzamos probando que para cada uno
de estos R

1

L3pRq

ż

R
exp

˜

jR
ÿ

j“1

χRj pxq

¸

dx ą 3´3, (3.25)

donde jR es el número tal que

zRj ě zR ðñ 1 ď j ď jR.

Se ve que jR está bien definido, ya que al ser zRj decreciente en j, los ı́ndices
tales que zRj ě zR son precisamente todos los ı́ndices desde 1 hasta alguno,
y es este último ı́ndice el que llamamos jR. Para ver la validez de (3.25),
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estudiemos qué ocurriŕıa si fuese falsa. En tal caso, R verificaŕıa la condición
(3.23). Podŕıa ocurrir entonces que R fuese elegido como el elemento RjR`1

de la familia elegida tR1, . . . , RNu, o quizás no porque se elegiŕıa otro en su
lugar con z-sidelength igual o mayor. Pero en cualquier caso, zRjR`1 ě zR,
lo que contradice la definición de jR.

Para empezar a acercarnos a la utilidad de (3.25), notemos que exten-
diendo la sumatoria hasta N y no solamente hasta jR, se puede probar que

R Ă

#

px, y, zq P R3{ MB2

˜

exp

˜

N
ÿ

j“1

χRj

¸¸

px, y, zq ą 3´3

+

,

con MB2 el operador maximal bidimensional

MB2fpx, y, zq “ sup
px,yqPTPB2

1

L2pT q

ż

T
|fpu, v, zq|dudv

y B2 la base de los intervalos de R2. El problema es que, como ya hemos
explicado en la sección anterior, este operador no es de tipo débil p1, 1q, y por
lo tanto nos da una cota más débil que la que necesitamos para probar (3.21).
Esto ocurre porque, al simplemente descartar la dirección z restringiendo el
análisis a R2, no estamos explotando la geometŕıa de los paraleleṕıpedos de
la clase B. Será necesario hacer un trabajo más fino para incluir a R en
conjuntos de nivel sobre los que tenemos un mejor control.

Aśı, continuamos notando que

exp

˜

jR
ÿ

i“1

χRj pxq

¸

“

8
ÿ

n“0

1

n!

˜

jR
ÿ

j“1

χRj pxq

¸n

“

8
ÿ

n“0

1

n!

ÿ

j1,...,jn

χRj1X...XRjn pxq,

donde los tj1, . . . , jnu se toman sobre todas las posibles elecciones de n
sub́ındices no necesariamente distintos en t1, . . . , jRu. Con esto, podemos
reescribir (3.25) como

3´3 ă
1

L3pRq

ż

R
exp

˜

jR
ÿ

i“1

χRj pxq

¸

dx

“
ÿ

n

1

n!

ÿ

j1,...,jn

L3pRj1 X . . .XRjn XRq

L3pRq
. (3.26)
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Nuestro siguiente objetivo será ganar comprensión sobre las interseccio-
nes de paraleleṕıpedos para acotar el lado derecho de (3.26). En este punto
de la argumentación usaremos la hipótesis de que las proyecciones de los pa-
raleleṕıpedos sobre los planos coordenados pertenecen a descomposiciones
diádicas. Necesitaremos además la siguiente definición: diremos que un para-
leleṕıpedo S1 es exhaustivo en la variable x (resp. y, z) respecto de otro para-
leleṕıpedo S2 si pXpS1XS2q “ pXpS2q. Ver 3.4. Si L3pRj1X. . .XRjnXRq ‰ 0

Figura 3.4: Paraleleṕıpedos exhaustivos. En esta figura se aprecia cómo el
paraleleṕıpedo verde es exhaustivo en x respecto al paraleleṕıpedo rojo.
Notar que no es exhaustivo en ninguna de las otras dos variables.

la intersección debe tener interior no vaćıo. Estudiemos la intersección RjXR
para algún j P t1, . . . , jRu fijo. Por cómo se eligió jR, podemos separar a los
Rj entre aquellos con zR ă zRj y zR “ zRj . Si existen Rj como en el últi-
mo caso, el comentario sobre estos paraleleṕıpedos que hicimos en el Paso
2 garantiza que Rj es exhaustivo respecto a R en las variables x y z o en
las variables y y z. Si zR ă zRj , la hipótesis bq implica que xR ď xRj o
yR ď yRj y como los paraleleṕıpedos son diádicos esto implica que en este
caso también Rj es exhaustivo respecto a R en las variables x y z o en las
variables y y z.

Aplicando esto a cada uno de los paraleleṕıpedos tRj1 , . . . , Rjnu con los
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que estamos trabajando en el lado derecho de (3.26), hacemos la siguiente
distinción: llamamos

 

Rk1 , . . . , Rkq
(

a aquellos exhaustivos en y y z respecto
a R, y tRl1 , . . . , Rlru a aquellos exhaustivos en x y z respecto a R. Ver Figura
3.5.

Figura 3.5: Distinción entre los tRj1 , . . . , Rjnu. En la figura podemos ob-
servar a R (rojo), la intersección Rk1 X . . . X Rkq (verde) y la intersección
Rl1 X . . .XRlr (azul).

En general, lo que obtenemos es que la intersección S :“ Rj1 X . . . X
Rjn XR es un paraleleṕıpedo exhaustivo en z respecto a R (ver Figura 3.6).
De esta manera, obtenemos que

L3pSq

L3pRq
“
xSyS
xRyR

.

Para controlar el lado derecho de esta última igualdad, vamos a estudiar
ahora lo que ocurre en una dimensión. Si P “ px0, y0, z0q es un punto de R,
denotamos IxP “ tpx, y0, z0q P Ru y IyP “ tpx0, y, z0q P Ru. Ver Figura 3.7.
Recordando cómo hemos definido a

 

Rk1 , . . . , Rkq
(

y tRl1 , . . . , Rlru, resulta
claro que

L1pRk1 X . . .XRkq X IxP q

L1pIxP q
ě
xS
xR

y
L1pRl1 X . . .XRlr X IyP q

L1pIyP q
ě
yS
yR
.

Pero una vez más por las exhaustividades de estos paraleleṕıpedos respecto a
R, podemos agregarlos en estas intersecciones de modo que aparezcan todos
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Figura 3.6: La intersección Rj1 X . . .XRjn XR “: S (púrpura).

Figura 3.7: Los segmentos IxP e IyP en R, construidos a partir de un P P S.

los tRj1 , . . . , Rjnu, y aśı obtener

L1pRj1 X . . .XRjn X IxP q

L1pIxP q
ě
xS
xR

y
L1pRj1 X . . .XRjn X IyP q

L1pIyP q
ě
yS
yR
.

De esta manera llegamos a que

L3pRXRq

L3pRq
ď

L1pRX IxP q

L1pIxP q
.
L1pRX IyP q

L1pIyP q
,

donde hemos notado
R “ Rj1 X . . .XRjn .
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Nuestro objetivo es aplicar este control en (3.26). Para eso, notamos que

L1pRX IxP qL1pRX IyP q “

ż

IxP
χRpx, y, zqdx

ż

IyP
χRpx, y, zqdy

“

ż

pXpRq
χRpx, y0, z0qdx

ż

pY pRq
χRpx0, y, z0qdy

“

ż

pXY pRq
χRpx, y0, z0qχRpx0, y, z0qdxdy

“

ż

pXY pRq
χRpx, y, z0qdxdy,

donde la última igualdad se obtiene por las relaciones entre los paraleleṕıpe-
dos (ver Figura 3.5). Aśı, (3.26) queda

3´3 ă
ÿ

n

1

n!

ÿ

j1,...,jn

L3pRj1 X . . .XRjn XRq

L3pRq

ď
ÿ

n

1

n!

ÿ

j1,...,jn

L1pRX IxP q

L1pIxP q
.
L1pRX IyP q

L1pIyP q

“
1

L1pIxP q

1

L1pIyP q

ÿ

n

1

n!

ÿ

j1,...,jn

ż

pXY pRq
χRpx, y, z0qdxdy

“
1

L1pIxP q

1

L1pIyP q

ż

pXY pRq
exp

˜

jR
ÿ

j“1

χRj px, y, z0q

¸

dxdy

ď
1

L1pIxP q

1

L1pIyP q

ż

pXY pRq
exp pFN px, y0, z0q ` FN px0, y, z0qq dxdy

“

ˆ

1

L1pIxP q

ż

IxP
exp pFN q dx

˙

˜

1

L1pIyP q

ż

IyP
exp pFN q dy

¸

,

donde en la tercera desigualdad hemos extendido la sumatoria desde j “ 1
hasta N y hemos apelado a que

χRj px, y, z0q ď χRj px, y0, z0q ` χRj px0, y, z0q,

que se deduce recordando que Rj es exhaustivo en x o y respecto a R. A su
vez, hemos vuelto a utilizar la notación FN para la función de superposición
que introducimos en el Paso 3. Valiendo esto para todo P P R resulta que

R Ă
!

Mx pexp pFN qq ą 3´3{2
)

Y

!

My pexp pFN qq ą 3´3{2
)

, (3.27)
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donde Mx y My son los operadores maximales unidimensionales correspon-
dientes a las direcciones x e y. El beneficio de incluir a R en conjuntos de
nivel de este tipo de operadores, es que al ser unidimensionales se comportan
como el operador maximal clásico de Hardy-Littlewood, y por lo tanto son
de tipo débil p1, 1q. Como (3.27) vale para todo R P tRαuαPΛ r tRju1ďjďN
obtenemos que

L3

˜

ď

αPΛ

Rα

¸

ď L3

˜

N
ď

j“1

Rj

¸

` L3

˜

ď

α‰j

Rα

¸

ď L3

˜

N
ď

j“1

Rj

¸

` c̃0

ż

R3

exp

˜

N
ÿ

i“1

χRj pxq

¸

dx

ď c̃2L3

˜

N
ď

j“1

Rj

¸

,

lo que concluye la prueba de (3.21).

Nuestro siguiente objetivo es deshacernos de la hipótesis aq en el Le-
ma 3.2.4. Para eso usaremos que cualquier paraleleṕıpedo se aproxima lo
suficientemente bien por paraleleṕıpedos diádicos.

Lema 3.2.5. (Lema de Cubrimiento) Sea B una familia de paraleleṕıpedos
en R3 tal que para cualquier par de paraleleṕıpedos R, R1 P B, se cumple que

xR ă xR1 y yR ă yR1 ùñ zR ď zR1 .

Luego B tiene la propiedad de cubrimiento de tipo exponencial. Esto es,
para cada familia tRαuαPΛ Ă B existe una subfamilia tRjujPJ Ă tRαuαPΛ
que cumple las siguientes dos propiedades:

(i) (Representatividad) Existe una constante universal c1 ą 0 tal que

L3

˜

ď

αPΛ

Rα

¸

ď c1L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

. (3.28)

(ii) (Superposición controlada) Existe una constante universal c2 ą 0 tal
que

ż

Ť

jPJ Rj

exp

˜

ÿ

jPJ

χRj pxq

¸

dx ď c2L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

. (3.29)
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Demostración. Podemos suponer como en el caso anterior que el conjunto
tRαuαPΛ es finito y que ninguno de sus elementos está incluido en la unión
de los otros. Apelaremos a la construcción de Lerner que expusimos en la
Sección 2. Dado R “ Rp1q ˆ Rp2q ˆ Rp3q P tRαuαPΛ, para cada i P t1, 2, 3u

podemos encontrar un intervalo R̃piq tal que

Rpiq Ă R̃piq

3
2L

1pR̃piqq ď L1pRpiqq ď 3L1pR̃piqq y

R̃piq pertenece a alguna de las tres grillas diádicas generadas a partir
de la grilla clásica de R.

De esta manera, asociamos a cada R el paraleleṕıpedo R̃ “ R̃p1qˆR̃p2qˆR̃p3q
que verifica

R Ă R̃
`

3
2

˘3 L3pR̃q ď L3pRq ď 33L3pR̃q y

R̃ es diádico, en el sentido de que cada una de sus proyecciones sobre
los ejes coordenados pertenece a alguna de las tres grillas diádicas
generadas a partir de la grilla clásica de R.

Esto define a la familia tR̃αuα, que casi está en las hipótesis del Lema
3.2.4. El problema es que las proyecciones de paraleleṕıpedos distintos sobre
(por ejemplo) el eje x podŕıan pertenecer a grillas diádicas distintas. Sin
embargo, podemos subsanar este problema. Al haber tres posibles grillas
diádicas asociadas a cada uno de los tres ejes coordenados, existen 27 subfa-
milias en tR̃αuα, y cada una de esas subfamilias śı verifica las hipótesis del
Lema 3.2.4. Notamos tR̃βuβ a la familia (sabemos que existe al menos una)
tal que

L3

¨

˝

ď

βPB

R̃β

˛

‚ě
1

27
L3

˜

ď

αPΛ

R̃α

¸

.

Aplicando el Lema 3.2.4 a la familia tR̃βuβ encontramos una subfamilia
tR̃juj tal que

L3

¨

˝

ď

βPB

R̃β

˛

‚ď c̃1L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

(3.30)

46



y
ż

Ť

jPJ R̃j

exp

˜

ÿ

jPJ

χR̃j pxq

¸

dx ď c̃2L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

. (3.31)

Definimos a tRjuj como la subfamilia de tRαuα de la cual provino tR̃ju.
Como R Ă R̃ para cualquier paraleleṕıpedo R, resulta claro que de (3.30) y
(3.31) podemos obtener

1

27
L3

˜

ď

αPΛ

Rα

¸

ď
1

27
L3

˜

ď

αPΛ

R̃α

¸

ď L3

¨

˝

ď

βPB

R̃β

˛

‚ď c̃1L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

y

ż

Ť

jPJ Rj

exp

˜

ÿ

jPJ

χRj pxq

¸

dx ď

ż

Ť

jPJ R̃j

exp

˜

ÿ

jPJ

χR̃j pxq

¸

dx

ď c̃2L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

.

De esta manera, para probar el lema basta ver que existe una constante
c0 ą 0 tal que

L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

ď c0L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

. (3.32)

Esto a su vez puede verse como consecuencia de una propiedad de tipo sparse
de la subfamilia tRjuj .

Para ver esto, recordemos que la subfamilia tR̃ju se eligió para cumplir
la condición (3.23). En consecuencia, tenemos que para todo j P J

1

L3pRjq

ż

Rj

exp

˜

j´1
ÿ

k“1

χRk

¸

ď
33

L3pR̃jq

ż

R̃j

˜

j´1
ÿ

k“1

χR̃k

¸

ď 1.

Con una demostración idéntica a la que hicimos en el Lema 3.2.4, vemos
que esto implica

L3

˜

Rj r
j´1
ď

k“1

Rk

¸

ě p1´ e´1qL3 pRjq ,
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y de esta manera

L3

˜

ď

jPJ

R̃j

¸

ď
ÿ

jPJ

L3
´

R̃j

¯

ď 27
ÿ

jPJ

L3 pRjq

ď
27

1´ e´1

ÿ

jPJ

L3

˜

Rj r
j´1
ď

k“1

Rk

¸

“
27

1´ e´1
L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

,

lo que prueba (3.32) y aśı el lema.

Con este lema de cubrimiento, estamos en condiciones de probar la des-
igualdad modular débil 3.2.3. La prueba es esencialmente la presentada por
Córdoba y Fefferman en [CF75], aunque adaptada al lema de cubrimiento
que tenemos en este caso.

Demostración del Teorema 3.2.3. Sea

Eλ “
 

x P R3{MBfpxq ą λ
(

.

Para cada x P Eλ, existe un Rx P B que contiene a x tal que

L3pRxq ď
1

λ

ż

Rx

|f |.

Cubrimos a Eλ con
Ť

xPEλ
Rx, y aplicamos el Lema 3.2.5 a esta familia para

extraer una subfamilia tRjujPJ , de modo que se obtiene

L3pEλq ď L3

˜

ď

xPEλ

Rx

¸

ď c1L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

.

Por lo tanto, para probar el lema basta ver que

L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

À

ż

R3

|f |

λ

ˆ

1` log`
ˆ

|f |

λ

˙˙

. (3.33)

Para ver esto, comenzamos notando que

L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

ď
ÿ

jPJ

L3 pRjq ď
ÿ

jPJ

ż

Rj

|f |

λ
“

ż

R3

|f |

λ

ÿ

jPJ

χRj . (3.34)
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Desde aqúı vamos a necesitar usar la desigualdad de Young generalizada
para controlar (3.34) , pero será necesario aplicar la desigualdad con cuidado.
Definimos la sucesión

kn “ 1´
logp2c2q

n
,

con c2 la constante de la desigualdad (3.29) (podemos suponer que 2c2 ą 1),
y definimos al número N como el mı́nimo número natural que verifica kN ą
0. Notemos que como c2 es una constante universal, N también lo es. Con
esto, podemos escribir a R3 como la unión disjunta R3 “ H1 YH2, donde

H1 “

#

x P R3{
ÿ

jPJ

χRj pxq ď N ´ 1

+

y H2 “

#

x P R3{
ÿ

jPJ

χRj pxq ě N

+

.

Aśı, podemos retomar (3.34) para obtener

L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

ď

ż

H1

|f |

λ

ÿ

jPJ

χRj `

ż

H2

|f |

λ

ÿ

jPJ

χRj .

Es claro que el primer término se acota por pN ´ 1q

ż

|f |

λ
, mientras que

para el segundo término podemos apelar a la desigualdad

uv ď u log` u` ev, u ě 0, v ě 1

que se obtiene como consecuencia de la desigualdad de Young generalizada.

ż

H2

|f |

λ

ÿ

jPJ

χRj “

ż

H2

|f |

kNλ
kN

ÿ

jPJ

χRj

ď

ż

H2

|f |

kNλ
log`

ˆ

|f |

kNλ

˙

`

ż

H2

exp

˜

kN
ÿ

jPJ

χRj

¸

. (3.35)

El primer término de (3.35) se acota como

ż

H2

|f |

kNλ
log`

ˆ

|f |

kNλ

˙

ď
1

kN
log`

ˆ

1

kN

˙
ż

H2

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

.

Para el segundo, acotamos primero el exponente

kN
ÿ

jPJ

χRj pxq “
ÿ

jPJ

χRj pxq ´
logp2c2q

N

ÿ

jPJ

χRj pxq ď
ÿ

jPJ

χRj pxq ´ logp2c2q,
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donde la última desigualdad vale para todo x P H2. Llevando esto al segundo
término de (3.35), obtenemos

ż

H2

exp

˜

kN
ÿ

jPJ

χRj

¸

ď

ż

Ť

jPJ Rj

1

2c2
exp

˜

ÿ

jPJ

χRj

¸

ď
1

2
L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

.

Volcando todo esto en (3.34),

L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

ď

ˆ

N ´ 1`
1

kN
log`

ˆ

1

kN

˙˙
ż

H2

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

`
1

2
L3

˜

ď

jPJ

Rj

¸

,

lo que prueba (3.34) y por lo tanto el teorema.

3.2.2. Un teorema de diferenciación para el caso multipa-
ramétrico

Comencemos esta subsección probando que una desigualdad modular
como la que se obtiene del Teorema 3.2.3 nos permite probar que una base
de diferenciación diferencia Lp1` log` Lqloc.

Teorema 3.2.6. Sea B una base de diferenciación, y sea MB su operador
maximal asociado. Supongamos que para toda f P Lp1 ` log` Lq se verifica
la siguiente desigualdad modular:

Ln
` 

x P Rn{ MBfpxq ą λ
(˘

ď c

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

.

Entonces B diferencia a Lp1` log` Lq.

Antes de demostrar este teorema, queremos hacer un par de aclaraciones.
Primero, es claro que, al igual que con el TDL, la naturaleza local de la
diferenciación garantiza que una base B con las hipótesis de este teorema
diferencia Lp1` log` Lqloc. Por otro lado, se puede reemplazar el espacio de
Orlicz Lp1` log` Lq por el espacio más general Lp1`plog` Lqmq con m ą 0
y probar el mismo resultado con la desigualdad modular correspondiente.
No incluimos aqúı la demostración de esta versión porque, a pesar de ser en
esṕıritu idéntica, requiere desplegar algunas herramientas técnicas que no
necesitamos en esta tesis.
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Demostración del Teorema 3.2.6. Sea f P Lp1 ` log` Lq. Como la diferen-
ciación es una propiedad local, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que f es de soporte compacto. Aśı, podemos apelar al Lema 3.1.7 (adap-
tado para el soporte de f) para encontrar una sucesión de funciones pϕkqk
continuas con soporte compacto tales que

ż

Rn
|f ´ ϕk|p1` log` |f ´ ϕk|q

kÝÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0.

Con esto, podemos proceder de manera análoga a la demostración del TDL
hasta el punto en que se obtiene la inclusión

#

ĺım sup
RŒx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

LnpRq

ż

R
fpyqdy ´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą ε

+

Ă

!

MBpf ´ ϕkq ą
ε

2

)

Y

!

|f ´ ϕk| ą
ε

2

)

, (3.36)

con R elementos de B que se contraen a x. El teorema se prueba si vemos
que las medidas de ambos conjuntos del lado derecho de (3.36) tienden a 0
en k.

Para el primer conjunto, apelamos al Teorema 3.2.3 y obtenemos

Ln
´!

MBpf ´ ϕkq ą
ε

2

)¯

ď c
2

ε

ż

Rn
|f ´ ϕk|

ˆ

1` log`
ˆ

2

ε
|f ´ ϕk|

˙˙

À

ż

Rn
|f ´ ϕk|

`

1` log` |f ´ ϕk|
˘ kÝÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0.

Para el segundo conjunto apelamos a la desigualdad de Tchebyshev y obte-
nemos

Ln
´!

|f ´ ϕk| ą
ε

2

)¯

ď c
2

ε

ż

Rn
|f ´ ϕk| (3.37)

ď
2c

ε

ż

Rn
|f ´ ϕk|

`

1` log` |f ´ ϕk|
˘ kÝÑ`8
ÝÝÝÝÝÑ 0.

(3.38)

Esto concluye la demostración.

Una vez probado este teorema, la desigualdad débil del Teorema 3.2.3
nos da un criterio útil para afirmar que una base de diferenciación B de
paraleleṕıpedos de R3 diferencia Lp1 ` log` Lqloc. Basta con chequear que
zR ą z1R ùñ xR ě x1R o yR ě y1R para todo par de paraleleṕıpedos
R,R1 P B, o equivalentemente que xR ă x1R y yR ă y1R ùñ zR ď z1R.
También basta con ver lo mismo cambiando z por x o y. Comenzamos con
algunos ejemplos sencillos pero importantes.
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Observación 3.2.7. Sea B una base dada por B ” trs, t, φps, tqs , s ą 0, t ą
0u con φ una función creciente en ambas variables tal que

ĺım
ps,tqÑp0,0q

φps, tq “ 0. (3.39)

Luego B diferencia Lp1` log` Lqloc.

En este caso, esto ocurre pues si s1 ă s2 y t1 ă t2, el crecimiento de φ
garantiza que φps1, t1q ď φps2, t2q. Este es el ejemplo que Córdoba teńıa en
mente al probar el resultado de la sección anterior. Aqúı y en futuras ocasio-
nes, alguna hipótesis sobre ĺımites de funciones en el origen como (3.39) solo
cumple la función de garantizar que B sea una base de diferenciación. Sin
esta hipótesis, la base B perfectamente verifica la desigualdad probada en el
Teorema 3.2.3, pero no se puede garantizar que diferencie a ninguna clase
de funciones ya que podŕıa no contener conjuntos arbitrariamente pequeños
en diámetro.

Veamos otro ejemplo de una base de que diferencia Lp1` log` Lqloc.

Observación 3.2.8. Sea B una base dada por B ” trs, t,Hps, tqs , s ą 0, t ą
0u con H creciente en la variable s y decreciente en la variable t. Si además

ĺım
ps,tqÑp0,0q

Hps, tq “ 0,

entonces B diferencia Lp1` log` Lqloc.

En este caso, B cumple las hipótesis del Teorema 3.2.3 porque si s1 ą s2,
o bien t1 ě t2 o bien t1 ă t2 y con esto Hps1, t1q ě Hps2, t2q. Notemos que
en este caso el rol de z en las hipótesis del Teorema 3.2.3 lo cumple x.

A continuación, probaremos un teorema que Soria probó en [Sor86] y fue
crucial para responder a la pregunta que nos hemos planteado al principio
de esta subsección. Este teorema nos dará un criterio sobre las tres fun-
ciones φ1, φ2, φ3 para que la base B ” rφ1ps, tq, φ2ps, tq, φ3ps, tqs diferencie
L log` Lloc en un escenario bastante general, y se concretará reduciéndose a
las dos últimas observaciones.

Teorema 3.2.9. Sean φ1, φ2, φ3 : R` ˆR` ÝÑ R3 funciones C1 crecientes
en cada variable. Supongamos que existen m funciones positivas y crecientes
T1psq ă T2psq ă . . . ă Tmpsq con Tkp0q “ 0 tales que para todo par de
ı́ndices distintos i, j P t1, 2, 3u, Jpφi, φjq “ 0 únicamente en un subconjunto
de los gráficos de las Tk. A su vez, supongamos que la función F̃ ps, tq “
pφ1ps, tq, φ2ps, tqq es inyectiva sobre cada uno de los conjuntos

Ak “ tps, tq P R` ˆ R`, Tk´1psq ă t ă Tkpsqu con k “ 1, . . . ,m` 1,

52



llamando T0 ” 0 y Tm`1 ” 8 (ver Figura 3.8). Por último, supongamos que

ĺım
ps,tqÑ0

φips, tq “ 0 (3.40)

para todo i P t1, 2, 3u. Luego, la base

B ” trφ1ps, tq, φ2ps, tq, φ3ps, tqs , s ą 0, t ą 0u

diferencia a L log` Lloc.

Figura 3.8: Gráficos de las funciones Tk (fucsia) y las regiones Ak (violeta).

Demostración. Comenzamos definiendo una cantidad finita de subbases que
estudiaremos separadamente.

Para k “ 1, . . . ,m` 1, definimos

Bk ” trφ1ps, tq, φ2ps, tq, φ3ps, tqs , ps, tq P Aku ,

y para k “ 1, . . . ,m definimos

Bk ” trφ1ps, Tkpsqq, φ2ps, Tkpsqq, φ3ps, Tkpsqqs , s ą 0u .

Resulta claro que B “ B1 Y . . . Y Bm`1 Y B1
Y . . . Y Bm. El siguiente

lema, que usaremos a lo largo de todo el trabajo, nos permite probar la
desigualdad (3.20) probándola para cada base separadamente.
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Observación 3.2.10. Sea B una base de diferenciación y escribámosla como

B “
N
ď

i“1

Bi.

Supongamos que existen constantes positivas tciu1ďiďN que dependen a lo
sumo de n tales que para toda f en una clase de funciones C vale que

Ln
` 

x P Rn{ MBifpxq ą λ
(˘

ă ciEpf, λq,

con Epf, λq alguna expresión que depende de f y λ. Entonces existe una
constante positiva c que depende a lo sumo de n y N tal que

Ln
` 

x P Rn{ MBfpxq ą λ
(˘

ă cEpf, λq

para toda f P C.

Demostración. Comencemos probando que

MB “ máx
 

MB1 , . . . ,MBN
(

. (3.41)

Recordemos que

MBfpxq “ sup
xPRPB

1

LnpRq

ż

R
|fpxq|dx.

Si notamos

gpRq “
1

LnpRq

ż

R
|fpxq|dx y Bx “ tR P B{ x P Ru ,

entonces podemos reescribir

MBfpxq “ sup
RPBx

gpRq.

Pero Bx “ B1
xY. . .YBNx : la unión sin el sub́ındice x vale por una cuestión

de tamaños, y pedir que los paraleleṕıpedos incluyan a x no la altera. Aśı

sup
RPBx

gpRq “ máx

#

sup
RPB1

x

gpRq, . . . , sup
RPBNx

gpRq

+

,

y se obtiene (3.41).
Definimos

Hi “ tx P Rn{ MBfpxq “MBifpxqu,
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y entonces obtenemos

Ln
` 

x P Rn{ MBfpxq ą λ
(˘

ď

N
ÿ

i“1

Ln
` 

x P Rn{ MBfpxq ą λ
(

XHn

˘

ď

N
ÿ

i“1

Ln
` 

x P Rn{ MBifpxq ą λ
(˘

ď

N
ÿ

i“1

ciEpf, λq “

˜

N
ÿ

i“1

ci

¸

Epf, λq.

De esta manera, volviendo a la prueba del Teorema 3.2.9, para probar
que el operador MB verifica una desigualdad modular de tipo débil del tipo
de (3.20), basta ver que el operador asociado a cada subbase cumple dicha
desigualdad.

El operador MBk es de tipo débil (1,1), porque Bk satisface el Lema de
Cubrimiento de Vitali (recordar la demostración del Teorema 3.2.2).

Fijemos k P t1, 2, . . . ,m` 1u y procuremos obtener la desigualdad de-

seada para MBk . Definimos

F : Ak ÝÑ F pAkq Ă R` ˆ R`{ F ps, tq “ pφ1ps, tq, φ2ps, tqq.

Por las hipótesis que tenemos, F es biyectiva, C1 y JF ‰ 0 en Ak. De esta
manera definimos

H : F pAkq ÝÑ R`{ Hpx, yq “ φ3pF
´1px, yqq,

lo que resulta en que

φ3ps, tq “ H pφ1ps, tq, φ2ps, tqq . (3.42)

Aplicando la regla de la cadena en (3.42) obtenemos que

∇φ3 “ ∇H ¨

¨

˚

˚

˚

˝

Bφ1

Bs

Bφ1

Bt

Bφ2

Bs

Bφ2

Bt

˛

‹

‹

‹

‚

.

La matriz de la derecha es inversible puesto que su determinante es JF ,
por lo cual un cálculo sencillo arroja que

∇HpF ps, tqq “
ˆ

Jpφ3, φ2qps, tq

Jpφ1, φ2qps, tq
,´

Jpφ3, φ1qps, tq

Jpφ1, φ2qps, tq

˙

.
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Esto nos permite afirmar que H es monótona en cada variable, ya que
por estar trabajando en Ak los signos de los jacobianos no cambian. Lo único
que queda por probar es que H es creciente en al menos una de sus variables.
Esto (sumado a la condición (3.40)) es suficiente porque si es creciente en
una variable y decreciente en la otra, la base B es del tipo de la Observación
3.2.8; y si es creciente en ambas variables es del tipo de la Observación 3.2.7.

Aśı, supongamos que BH
Bx ă 0. Podemos suponer que Jpφ3, φ2qps, tq ă 0

y Jpφ1, φ2qps, tq ą 0 ya que el otro caso se resuelve de forma análoga. Pero
entonces

Jpφ3, φ2q “
Bφ3

Bx

Bφ2

By
´
Bφ2

Bx

Bφ3

By
ă 0,

lo que implica
Bφ3

Bx
¨
Bφ2

By
ă
Bφ2

Bx
¨
Bφ3

By
. (3.43)

De manera análoga, Jpφ1, φ2q ą 0 implica

Bφ1

Bx
¨
Bφ2

By
ą
Bφ2

Bx
¨
Bφ1

By
. (3.44)

Despejando adecuadamente, (3.43) y (3.44) arrojan

Bφ1

Bx
¨
Bφ3

By
ą
Bφ3

Bx
¨
Bφ1

By
,

lo que garantiza que Jpφ3, φ1q ă 0 y por lo tanto BH
By ą 0 como queŕıamos.

De esta manera, existe una constante universal c ą 0 tal que MB cumple
una desigualdad como (3.20). Esto, sumado a que B es base de diferenciación,
garantiza que diferencia a L log` Lloc.

El Teorema 3.2.9 constituye una herramienta de alta potencia para de-
cidir si una base diferencia a L log` Lloc. Podemos usarlo, por ejemplo, para
probar que este es el caso con

B ” trφ1ps, tq, φ2ps, tq, φ3ps, tqsu , φips, tq “ sαitβi , αi, βi ě 0.

En efecto, para esta base se tiene que

Jpφips, tq, φjps, tqq “ pαiβj ´ αjβiqs
αi´1tβj´1.

Si existen dos sub́ındices i, j P t1, 2, 3u tales que αiβj ´ αjβi “ 0, en-
tonces existe un λ ą 0 tal que pαi, βiq “ λpαj , βjq y por lo tanto φips, tq “

rφjps, tqs
λ, por lo que B satisface directamente las hipótesis del Teorema

3.2.3. Si para todo par de ı́ndices αiβj ´ αjβi ‰ 0, entonces B satisface las
hipótesis del Teorema 3.2.9.
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3.2.3. Limitaciones de este enfoque y comentarios adiciona-
les

Hemos visto en la sección anterior un criterio que garantiza que una
base de la forma B ” tφ1ps, tq, φ2ps, tq, φ3ps, tqu diferencia L log` Lloc. Es-
te criterio requeŕıa determinadas hipótesis sobre las funciones φi, mientras
que la Conjetura 3.0.2 afirmaba que la diferenciabilidad no depend́ıa de las
funciones involucradas, sino tan solo de la cantidad de parámetros de estas
funciones. El objetivo de esta sección es probar que esta conjetura es falsa
en R3, proveyendo un contraejemplo adecuado.

La base que servirá tiene la forma

B ” trs, tφpsq, tψpsqs , s, t ą 0u .

Pronto explicitaremos cómo deben ser las funciones φ y ψ que necesitamos,
pero antes tratemos de ganar algo de comprensión sobre esta base.

Renombrando x “ s, y “ tφpsq y Hpx, yq “ yψpxqφpxq , la base se reescribe
como

B ” trx, y,Hpx, yqs , x, y ą 0u .

Como H es creciente en y, B verifica las hipótesis del Teorema 3.2.3 en
cualquier subconjunto de R`ˆR` donde H es monótona en x. A su vez, si la
monotońıa de H respecto a x cambia sólo finitas veces, podemos obtener la
diferenciabilidad de B invocando el Teorema 3.2.9. Por lo tanto, será preciso
elegir φ y ψ de modo que Hpx, yq “ yψpxqφpxq cambie su monotońıa respecto de
x infinitas veces.

Con esto en mente, nos embarcamos en la prueba del siguiente

Lema 3.2.11. Sean

φ : R` ÝÑ R`{ φpsq “ e´6{s, s ą 0,

y ψ : R` ÝÑ R` dada por ψp2kq “ ψp3
22kq “ φp2kq para todo k P Z y

extendida a todo R` por interpolación lineal. Luego, para cada α tal que

0 ď x ď α ď 1 existe s P rx, 2xs que verifica ψpsq
φpsq “ α.

Demostración. Sea gpsq “ ψpsq
φpsq . Tenemos entonces que gp2kq “ 1 y gp3

22kq “

exp
`

´ 1
2k´1

˘

ď 2k´1 (esta desigualdad es consecuencia de la desigualdad

elemental exp
`

´ 1
x

˘

ď x para x ą 0; ver Figura 3.10). Dados 0 ď x ď α ď 1,
existe un único j P Zď0 tal que 2j´1 ă x ď 2j . Luego tenemos que

gp2jq “ 1 ě α ě x ě 2j´1 ě g

ˆ

3

2
2k
˙

ą g

ˆ

3

2
2j´1

˙

.
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Figura 3.9: Gráficos de las funciones φ (azul) y ψ (verde). Para mayor clari-
dad, se ha elegido representarlas en un dominio que no contiene al cero. El
gráfico no está a escala.

De esta manera, por el teorema del valor medio, existen números reales s
con gpsq “ α tanto en el intervalo I1 “

“

3
22j´1, 2j

‰

como en el intervalo
I2 “

“

2j , 3
22j

‰

.
Aśı, para probar el lema basta probar que o bien I1 o I2 están incluidos

en rx, 2xs. Y en efecto:
‚ Si x P

`

2j´1, 3
22j´1

‰

, 2x P
`

2j , 3
22j

‰

y por ende I1 Ă rx, 2xs.
‚ Si x P

`

3
22j´1, 2j

‰

, 2x P
`

3
22j , 2j`1

‰

y por ende I2 Ă rx, 2xs.
Ver Figura 3.11

Con esto, podemos probar que la base B es la que necesitamos. Antes de
hacerlo, necesitaremos la siguiente

Definición 3.2.12. Sean B1 y B2 dos bases de conjuntos de Rn. Diremos
que B1 mayora a B2 si existe una constante C ą 0 tal que para todo R P B2

existe un R1 P B1 que verifica R Ă R1 y |R1| ď C|R|.

Notemos que, si se da esta situación, MB2fpxq ď CMB1fpxq para todo
x P Rn y para toda f P L1

loc.

Teorema 3.2.13. Sean φ y ψ definidas como en el Lema 3.2.11. Entonces
la base B ” trs, tφpsq, tψpsqs , s, t ą 0u no diferencia a L log` Lloc.

Demostración. Sea B1 ” trx, y, zs , 0 ď x ď z ď y ď 1u. Comenzaremos pro-
bando que B mayora a B1.

Dado R1 P B1 de sidelengths x ˆ y ˆ z, las hipótesis sobre B1 permiten
afirmar que x ď z

y ď 1. Tomando α “ y
z en el Lema 3.2.11, sabemos que
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Figura 3.10: En este gráfico se aprecia claramente que exp
`

´ 1
x

˘

ď x.

existe un s P rx, 2xs tal que ψpsq
φpsq “

z
y . Eligiendo t “ y

φpsq , resulta que

z “ tψpsq. De esta manera, R1 Ă R “ rs, tφpsq, tψpsqs y L3pRq ď 2L3pR1q lo
que prueba que B mayora a B1.

Ahora bien, por cuestiones de simetŕıa, B1 debe tener las mismas propie-
dades de diferenciación que B3, la base de todos los paraleleṕıpedos de R3.
Y como

ĺım
tÑ`8

t log`ptq

tplog`ptqq2
“ 0,

B1 no diferencia L log` Lloc, y aśı tampoco B.

Finalizamos esta sección con algunos comentarios acerca del estado ac-
tual de estas preguntas.

Para empezar, todo el trabajo desde el comienzo de la Subsección 3.2.1
se hizo en R3. Esto se debe a que este es el espacio donde contamos con el
Teorema 3.2.3, que fue la herramienta que nos permitió responder afirma-
tivamente a la pregunta de si determinadas bases diferenciaban L log` Lloc.
Sin embargo, podemos adaptar el contraejemplo de recién para responder
negativamente a aquella pregunta en Rn para n ą 3. Por ejemplo, puede
verse de forma análoga a como lo hicimos arriba que la base

B ” trs, tφpsq, tψpsq, t4, t5, . . . , tns s, t, ti ą 0u

se comporta como la base Bn y depende solo de n ´ 1 variables. Lo mismo
ocurre en R3m con la base

B ” trs1, t1φ1ps1q, t1ψ1ps1q, . . . , sm, tmφmpsmq, ψmpsmqs , si, ti ą 0u ,
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Figura 3.11: Gráfico de los intervalos en el caso en que I1 Ă rx, 2xs (arriba)
y en que I2 Ă rx, 2xs (abajo).

que depende de 2m variables.
Finalmente, queremos llamar la atención sobre una posible generalización

que resultará ser, justamente, imposible. Habiendo probado que la base

B ” trs, t, φps, tqs , s, t ą 0u

diferencia L log` Lloc si φ es creciente, cabŕıa preguntarse: ¿diferencia a
Lplog` Lqn´kloc una base de la forma

B ” trt1, . . . , tk, φ1pt1, . . . , tkq, . . . , φn´kpt1, . . . , tkqs , ti ą 0u

si todas las φi son crecientes? La respuesta es no en general, ya que por
ejemplo puede probarse que la base

B ” trs, t, hptqφpsq, hptqψpsqs , s, t ą 0u

no diferencia a la mencionada familia, si se toma φ y ψ como en el Lema
3.2.11 y hptq “ tet. En general para Rn con n ě 4, Rey encontró bases de la
forma

B ” trs, t, φ1ps, tq, . . . , φn´2ps, tqsu
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que tampoco diferencian a L log` Lloc. El argumento de Rey involucra una
adaptación diádica de la Conjetura 3.0.2, y en este contexto encontró una
subbase que no puede verificar la desigualdad modular (3.20). La prueba
detallada de este resultado puede encontrarse en [Rey20].
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Caṕıtulo 4

Operadores maximales de
tipo débil (1,1)

En los caṕıtulos siguientes también buscaremos la obtención de desigual-
dades débiles para operadores maximales. En este caso, sin embargo, traba-
jaremos con medidas que no son la de Lebesgue. Esto constituye un salto
significativo en dificultad: para empezar, no tenemos muchas de las herra-
mientas que antes nos permit́ıan concluir diferenciabilidad a partir de des-
igualdades modulares, aunque veremos que aún aśı podremos extraer conclu-
siones interesantes en los contextos adecuados. A su vez, para no complicar
excesivamente el análisis, el operador maximal considerado en este caso no
será calculado sobre figuras dif́ıciles.

Comencemos por dar el contexto adecuado para este caṕıtulo. Trabaja-
remos siempre en Rn, µ denotará a una medida boreliana no negativa sobre
Rn, y Mµ denotará al operador maximal asociado dado por

Mµfpxq “ sup
xPB

1

µpBq

ż

B
|fpyq| dµpyq,

donde el supremo se calcula sobre todas las bolas B de medida positiva
que contienen a x (no necesariamente centradas en x). Si la medida µ es la
de Lebesgue, ya sabemos que el operador maximal es de tipo débil p1, 1q.
Más aún, este resultado vale también para cualquier medida doblante, es
decir, cualquier medida para la que existe una constante c que depende
únicamente de µ y n tal que µp2Bq ď cµpBq para toda bola B Ă Rn. Esto
se ve fácilmente al aplicar un lema de cubrimiento de tipo Vitali para estas
medidas.

El interés entonces reside en estudiar qué ocurre cuando la medida µ no
es doblante. En estos casos, la primera intención seŕıa probar una cota de
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tipo débil p1, 1q sin pasar por el Lema de Vitali. En el caso en que n “ 1,
Garsia probó en [Gar70] que Mµ es de tipo débil p1, 1q apelando a un lema
de cubrimiento de Young. En n ě 2, sin embargo, esto no vale siempre.
De hecho, Vargas probó en [Var94] que (bajo ciertas hipótesis razonables)
las medidas µ para las cuales Mµ es de tipo débil p1, 1q son exactamente
aquellas que son doblantes lejos del origen, mostrando que la condición de
doblantez es “casi” necesaria para probar esta desigualdad.

Antes de comenzar, hagamos la definición formal.

Definición 4.0.1. Una medida µ se dice doblante si existe una constante
c ą 0 tal que para toda bola B, µp2Bq ď cµpBq, donde 2B denota a la bola
con el mismo centro que B y un radio con el doble de longitud.

Es claro que la definición es equivalente cambiando 2 por cualquier núme-
ro mayor que 1, aunque la constante dependerá del número que pongamos en
su lugar. La medida de Lebesgue es claramente doblante, y esto se usa para
probar el Lema de Vitali. De esta manera surge la pregunta: si perdemos la
doblantez de la medida, ¿podremos probar el tipo débil (1,1) de Mµ?

4.1. Operadores maximales en R

En este caso, el siguiente teorema prueba que la respuesta es siempre
afirmativa.

Teorema 4.1.1. Sea µ una medida boreliana no negativa sobre R. Entonces
Mµ es de tipo débil p1, 1q.

La prueba es idéntica a la prueba para la medida Lebesgue, con una
salvedad importante: una µ arbitraria podŕıa no ser doblante, y por lo tanto
el Lema de Cubrimiento de Vitali podŕıa no servirnos. Por lo tanto, será
necesario recurrir a otro lema de naturaleza más geométrica. Dicho lema,
que debemos a Young, es el siguiente.

Lema 4.1.2 (Lema de Selección de Intervalos). Sea A una familia finita
de intervalos de R. Existe una subfamilia tI1, I2, . . . , Inu Ă A de intervalos
disjuntos tales que

µ

˜

ď

IPA
I

¸

ď 2
n
ÿ

j“1

µpIjq. (4.1)

Demostración. Notamos
A “

ď

IPA
I.
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Si hay algún J P A incluido en la unión de los otros intervalos, podemos
eliminarlo de la familia A sin alterar la medida µpAq. Por lo tanto, podemos
asumir que en la familia A no hay intervalos contenidos en la unión de los
demás. A su vez, asumiremos que los intervalos son cerrados solamente para
simplificar la escritura, pero la prueba tiene igual validez sin importar si los
intervalos contienen o no a sus bordes. De esta manera, podemos escribir a
los intervalos de A como Jk “ rak, bks , 1 ď k ď m, donde la indexación se
hace para que los extremos izquierdos ak estén ordenados de forma creciente.

A partir de la asunción que hicimos en el párrafo anterior, podemos
concluir que para todo valor de k P t1, 2, . . . ,mu se verifican las siguientes
tres condiciones:

(i) ak ă ak`1

(ii) bk ă bk`1

(iii) bk ă ak`2.

Para ver (i), notemos que si existiese un k tal que ak “ ak`1, alguno de
los intervalos Jk y Jk`1 tendŕıa que contener al otro. De modo enteramente
análogo se ve que vale la condición (ii). Finalmente, observemos que si para
algún valor de k se tuviese bk ě ak`2, esto sumado a (i) y (ii) implicaŕıa
que Jk`1 Ă Jk Y Jk`2. Aśı obtenemos que debe cumplirse (iii). Todo esto

Figura 4.1: Intervalos que contradicen (iii).

nos permite decir que los intervalos de ı́ndice impar son disjuntos 2 a 2, y lo
mismo ocurre con los intervalos de ı́ndice par. Notando A1 a los impares y
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A2 a los pares, vemos que

µpAq ď µ

˜

ď

JPA1

J

¸

` µ

˜

ď

JPA2

J

¸

ď
ÿ

JPA1

µ pJq `
ÿ

JPA2

µ pJq

ď 2 máx
i“1,2

#

ÿ

JPAi

µ pJq

+

, (4.2)

y el Lema resulta de elegir a tI1, . . . , Inu como la familia que realiza el
máximo en (4.2).

4.2. Operadores maximales en Rn con n ą 1

Una vez cerrado el análisis en R podemos pasar a estudiar el comporta-
miento de los operadores maximales en dimensiones mayores. En este caso,
trabajar en absoluta generalidad respecto a las medidas nos deja sin mu-
chas herramientas. Por esto, en [Var94] Vargas se ha limitado a trabajar con
medidas estrictamente positivas, invariantes por rotaciones y finitas sobre
todo compacto. En este contexto, el problema de encontrar qué medidas dan
lugar a operadores Mµ de tipo débil (1,1) está completamente resuelto.

La demostración de este resultado de caracterización es bastante exten-
sa, y se basa en muchas observaciones geométricas de naturaleza elemental
(Observación 4.2.3 y Lemas 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6 y 4.2.7). Decidimos incluirlas
en este trabajo para presentar el teorema de forma completa. Podŕıan ser,
sin embargo, obviadas en una primera lectura, pasando directamente a la
demostración del teorema en la subsección 4.2.2.

Teorema 4.2.1. Sea µ una medida sobre Rn estrictamente positiva, inva-
riante por rotaciones y finita sobre todo compacto. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(i) Mµ es de tipo débil (1,1).

(ii) Existe una constante C2 ą 0 tal que para todos r, a positivos con r ď
10a, vale que

µpta ă |x| ă a` 2ruq ď C2µ pta` r{2 ă |x| ă a` 3r{2uq . (4.3)
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(iii) µ es doblante lejos del origen, es decir, existe una constante C3 ą 0
tal que

µpB2spx0qq ď C3µpBspx0qq para todo s ď |x0| {4. (4.4)

.

4.2.1. Definiciones y resultados geométricos previos

Tenemos unas cuantas cosas que hacer antes de iniciar la demostración
de este teorema. Primero introducimos la notación para las coronas abiertas

Kpr1, r2q “ tx P Rn{ r1 ă |x| ă r2u (4.5)

y las notaciones Kpr1, r2s,Krr1, r2q y Krr1, r2s para indicar que las des-
igualdades en (4.5) no son estrictas según el caso. Notamos también KB a
la mı́nima corona que contiene a una bola B.

A continuación definiremos un objeto geométrico que será crucial en la
demostración.

Definición 4.2.2. Dada una bola B “ Brpx0q, definimos el sector SB aso-
ciado a B según cómo sean las dimensiones de la bola. Primero, en el caso
en que |x0| ě r, definimos SB como

SB “ tx P Rn{ |x0| ´ r ă |x| ă |x0| ` r , angpx, x0q ă arcsinpr{ |x0|qu

donde ang denota el ángulo (siempre no negativo) entre los vectores
ÝÑ
0x y

ÝÑ
0x0.

En este caso, SB es una figura que en R2 recibe el nombre de trapecio
circular, y se obtiene como la intersección entre la menor corona abierta
que contiene a B y el interior del menor cono simple centrado en el origen
que contiene a B. A veces, cuando quede claro por contexto a qué bola
nos referimos, notaremos al sector simplemente como S. Por otro lado, si
|x0| ă r, definimos SB como

SB “ tx P Rn{ |x| ă |x0| ` ru.

En este caso, SB es la menor bola centrada en el origen que contiene a B (Ver
Figura 4.3). A su vez, definimos argpSq, el argumento de un sector S, como el
supremo de los valores de angpx, x0q sobre todos los x P S. Concretamente,

argpSq “

#

arcsinpr{ |x0|q si r ď |x0|

2π si r ą |x0| .
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Figura 4.2: Sector asociado a una bola con r ď |x0|.

Esto nos permite introducir una nueva condición, cuya equivalencia a las
anteriores tendremos que demostrar para probar 4.2.1.

(iv) Existe una constante C4 ą 0 tal que para toda bola B en Rn, µpSBq ď
C4µpBq.

Por último, antes de embarcarnos en la prueba, queremos demostrar al-
gunos resultados geométricos cuya utilidad irá delatándose conforme avan-
cemos con la demostración.

Comenzamos con una observación elemental pero de elevada utilidad
para llevar adelante demostraciones.

Observación 4.2.3. Si α P r0, π{2s, existe una constante universal c ą 0
tal que

cα ď sinpαq ď α. (4.6)

Demostración. La segunda desigualdad es obvia, al igual que la primera en
el caso α “ 0. Para la primera desigualdad con α ą 0, apelamos a que

ĺım
αÑ0

sinpαq

α
“ 1,

y llamamos β0 P p0, π{2q al ángulo tal que

α ď β0 ùñ
sinpαq

α
ě

1

2
.
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Figura 4.3: Sector asociado a una bola con r ą |x0|.

Esto cubre ciertos valores de α, y para los restantes notamos que

β0 ă α ď
π

2
ùñ

sinpαq

α
ě

sinpβ0q

π{2
.

De esta manera se tiene (4.6) con

c “ mı́n

"

1

2
,
2 sinpβ0q

π

*

.

A continuación probaremos un lema que nos asegura que, si una bola está
relativamente lejos del origen, los puntos de su borde cumplen una relación
entre su distancia al origen y su ángulo con el centro.

Lema 4.2.4. Sea B “ Brpx0q, con 0 ă r ă 10
11 |x0| y 0 ă ε ď 1{2. Entonces

existen constantes universales b1, b2 ą 0 tales que todo punto y P BB X
 

BB|x0|´r`rεp0q Y BB|x0|`r´rεp0q
(

verifica

b1
?
ε argpSq ď angpy, x0q ď b2

?
ε argpSq.
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Demostración. Recordemos que argpSq es el supremo sobre todos los x P S
de los valores de angpx, x0q . De esta manera vemos que

angpy, x0q ď argpSq “ arcsin

ˆ

r

|x0|

˙

ă arcsin

ˆ

10

11

˙

ă
π

2
,

y por lo tanto estamos en las hipótesis de la Observación 4.2.3. Aśı, para
probar el lema bastará probar que

sinpangpy, x0qq „
?
ε

r

|x0|
,

o equivalentemente

sin2pangpy, x0qq „ ε
r2

|x0|
2 . (4.7)

Para estimar sin2pangpy, x0qq, consideramos el triángulo determinado por
y, x0 y el origen y aplicamos el Teorema del Coseno. Ver Figura 4.4. De esta

Figura 4.4: Triángulo determinado por y, x0 y el origen. El lado opuesto al
ángulo que queremos estimar mide r, y los lados adyacentes miden |x0| y
|x0| ´ r ` εr.

manera obtenemos que

r2 “ |x0|
2
` |y|2 ´ 2 |x0| |y| cospangpy, x0qq.
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Despejando cospangpy, x0qq y recordando que sin2pαq “ 1 ´ cos2pαq arriba-
mos a que

sin2pangpy, x0qq “ 1´

˜

|x0|
2
` |y|2 ´ r2

2 |x0| |y|

¸2

“
4 |x0|

2
|y|2 ´ p|x0|

2
` |y|2 ´ r2q2

4 |x0|
2
|y|2

. (4.8)

A partir de este punto, las cuentas se simplifican especificando el valor
de |y| con el que estamos trabajando. Comencemos con |y| “ |x0| ´ r` rε “
|x0| ´ p1´ εqr. Operando con el numerador en (4.8) este queda

4 |x0|
2
p|x0| ´ p1´ εqrq

2
´

´

|x0|
2
` p|x0| ´ p1´ εqrq

2 ´ r2
¯2

“ r2p2ε´ ε2q
”

pε2 ´ 2εqr2 ´ 4p1´ εqr |x0| ` 4 |x0|
2
ı

“ r2εp2´ εq
”

p2 |x0| ´ p1´ εqrq
2
´ r2

ı

,

y podemos reescribir (4.8) como

sin2pangpy, x0qq “
r2ε

4 |x0|
2

p2´ εq
”

p2 |x0| ´ p1´ εqrq
2
´ r2

ı

p|x0| ´ p1´ εqrq
2 “

r2ε

4 |x0|
2 A.

De esta forma, para probar (4.7) basta ver que A está acotado su-
perior e inferiormente por constantes positivas. Notando que la condición
r ă 10{11 |x0| garantiza que las bases de los cuadrados y el numerador de A
son positivos, podemos acotar

A ě p2´ εq
p2 |x0| ´ p1´ εqrq

2
´ r2

p2 |x0| ´ p1´ εqrq
2

“ p2´ εq

ˆ

1´
r2

p2 |x0| ´ p1´ εqrq2

˙

ě p2´ εq

˜

1´
r2

p11
5 r

2 ´ p1´ εqrq2

¸

“ p2´ εq

˜

1´
1

p6
5 ` εq

2

¸

ě
11

24
,

donde la última cota vale para todo ε P p0, 1{2q.
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A su vez,

A ď p2´ εq
p2 |x0| ´ p1´ εqrq

2

p|x0| ´ p1´ εqrq
2

ď p2´ εq
4 |x0|

2

`

|x0| ´
10
11p1´ εq |x0|

˘2

“ p2´ εq
4

`

1
11 `

10
11ε

˘2 ď 968,

donde la última cota vale para todo ε P p0, 1{2q.
La cuenta para el caso |y| “ |x0| ` p1´ εqr es análoga, y arroja que para

todo ε P p0, 1{2q
144

121
ď A ď 8,

por lo tanto queda probada la relación (4.7) y con eso concluye la demos-
tración del lema.

A continuación, nos interesa el problema de entender la relación que
existe entre medidas de distintos sectores. Como los sectores son intersec-
ciones de conos y coronas, ganar comprensión sobre la dimensión angular de
los conos será crucial. En toda esta sección denotaremos con C a un cono
simple, abierto y con vértice en el origen. Si z es el eje del C, llamaremos
apertura del cono al valor α P p0, π{2s que permite definir a C como

C “ tx P Rn{ angpx, zq ă αu ,

aceptando el caso degenerado α “ π{2 donde el cono es en verdad media
bola n-dimensional. Cuando lo consideremos conveniente, aclararemos con
un sub́ındice la apertura (Cα) o el eje (Cz) del cono, quedando claro por
contexto cuál de estos es el caso.

Antes de seguir, notemos que con esta definición, para las bolas B “

Brpx0q que verifican r ď |x0|, argpSBq es la apertura del menor cono que
contiene a B. Es decir, SB es la intersección de la menor corona y el menor
cono que contienen a B.

Ahora śı, estimemos la medida del conjunto en que un cono interseca a
la esfera Sn´1.

Lema 4.2.5. Sean Sn´1 Ă Rn y C un cono simple centrado en el origen de
apertura α P p0, π{2q. Entonces

Hn´1pC X Sn´1q „ psinpαqqn´1, (4.9)

donde las constantes dependen a lo sumo de n.
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Figura 4.5: Intersección de un cono y una esfera unitaria.

Demostración. Llamemos Sα “ C X Sn´1. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que el eje de C apunta en la dirección dada por el vector
canónico en. En tal caso, vale notar que Sα es exactamente el conjunto de
puntos x P Sn´1 tales que

xn “ xx, eny “ cospangpx, enqq ą cospαq. (4.10)

Esta caracterización será usada en varias partes de este trabajo.
Ahora bien, podemos parametrizar Sα por medio de

T : D Ă Rn´1 Ñ Sα Ă Rn{ T pyq “
ˆ

y1, . . . , yn´1,

b

1´ |y|2
˙

,

con D “
 

y P Rn´1{ |y| ă sinpαq
(

.
Veamos que T está bien definida, que es biyectiva y C8. Con eso, po-

dremos estimar Hn´1pSαq usando la fórmula de área.
‚ Para ver que T está bien definida, comenzamos notando que

|T pyq|2 “
n´1
ÿ

i“1

y2
i ` 1´ |y|2 “ 1,

y por lo tanto T pyq P Sn´1. Para ver que T pyq P C, recordamos la condición
(4.10), y observamos que

pT pyqqn “

b

1´ |y|2 ą
a

1´ sinpαq2 “ cospαq.
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‚ En esta última cuenta vimos que lo que aparece debajo de la ráız
cuadrada en la última coordenada de T pyq es mayor que cospαq ą 0, y por
lo tanto T es C8.
‚ La inyectividad de T es clara. Para la sobreyectividad, notamos que

dado x “ px1, . . . , xnq P Sα podemos expresarlo como x “ T pyq con y “
px1, . . . , xn´1q. En efecto, tenemos que

|y|2 “
n´1
ÿ

i“1

x2
i “ 1´ x2

n ď 1´ cospαq2 “ sinpαq2,

y por lo tanto y P D. A su vez, esta misma cuenta permite ver que xn “
a

1´ |y| y por lo tanto x “ T pyq.
Con todo esto, invocamos la fórmula de área para obtener que

Hn´1pSαq “
2n´1

ωn´1
Hn´1pSαq “

2n´1

ωn´1

ż

D
JT pyqdy.

Procedemos al cálculo de JT pyq. Notamos que

DT pyq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 1 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ 1
y1?

1´|y|2
y2?

1´|y|2
¨ ¨ ¨

yn?
1´|y|2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

y por lo tanto

JT pyq2 “ detpDT pyqDT pyqtq “
n´1
ÿ

i“1

y2
i

1´ |y|2
“

|y|2

1´ |y|2
.

Para la cota superior, notamos que

JT pyq2 “
|y|2

1´ |y|2
ă

sinpαq2

1´ sinpαq2
“ tanpαq2.

Para continuar, será necesario separar en casos. Si 0 ă α ď π{4, tenemos
que

Hn´1pSαq À

ż

D
JT pyqdy ď tanpαqLn´1pDq

„ tanpαq sinpαqn´1 ď sinpαqn´1.
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Suponiendo ahora α ě π{4, notamos que Sα Ă Sπ{2, la mitad de la esfera
Sn´1 cuya medida es una constante que depende exclusivamente de n. De
esta forma,

Hn´1pSαq À 1 “
psinpαqqn´1

psinpαqqn´1
ď 2

n´1
2 psinpαqqn´1

ya que sinpαq ě sinpπ{4q “ 1{
?

2. Esto prueba la cota superior en (4.9) para
todo α P p0, π{2q.

Para la cota inferior, basta ver que ppSαq “ D, con D como antes y p la
proyección

p : Rn ÝÑ Rn´1{ ppx1, . . . , xn´1, xnq “ px1, . . . , xn´1q.

Para esto aprovechamos las cuentas anteriores, y notamos que ppSαq “
ppT pDqq “ D ya que p ˝ T “ idRn´1 . Aśı,

psinpαqqn´1 „ Hn´1pDq ď Hn´1pSαq.

Retomemos ahora el contexto del Teorema 4.2.1, y veamos cómo el Lema
4.2.5 nos ayuda a estudiar las medidas de sectores. Si µ es una medida sobre
Rn invariante por rotaciones, definimos su proyección radial como la medida
µ0 sobre Rě0 dada por

µ0pEq “
1

ωn´1
µpty P Rn{ |y| P Eq si E Ă Rą0

y

µ0pEq “ µp0q `
1

ωn´1
µpty P Rn{ |y| P E r t0uq si 0 P E.

En particular, notemos que si E “ pa, bq con a ą 0, ωn´1µ0pEq “ µpKpa, bqq.
De esta manera, interpretando Rn “ t0uYRą0ˆS

n´1, resulta claro que

µ “ µ0 ˆ σ,

donde
σ “ σn´1 “ Hn´1æSn´1 ,

la medida esférica usual no normalizada sobre Sn´1. Vale notar que con esta
definición, puede reemplazarse Hn´1 por σ el Lema 4.2.5.

Con todo esto, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado,
que permite comparar medidas de sectores cuando la medida es invariante
por rotaciones.
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Lema 4.2.6. Sean µ una medida radial sobre Rn y S un sector dado por

S “ tx P Rn{ |x0| ´ r ă |x| ă |x0| ` r y angpx, x0q ă αu ,

con α P p0, π{2q.

(i) Sea K la corona

K “ tx P Rn{ |x0| ´ r ă |x| ă |x0| ` ru .

Entonces

µpKq „
1

psinpαqqn´1
µpSq. (4.11)

(ii) Sea S̃ otro sector dado por

S̃ “ tx P Rn{ |x0| ´ r ă |x| ă |x0| ` r y angpx, x0q ă βu

con β P p0, π{2q y β ď α ď cβ, con c ą 1 una constante. Entonces

µpSq „ µpS̃q (4.12)

con constantes que dependen a lo sumo de n y c.

Este Lema demuestra la utilidad que tiene la introducción de los sectores
en el escenario del Teorema 4.2.1. No es posible efectuar una cantidad finita
de rotaciones sobre una bola B y cubrir su corona asociada KB, pero śı
es posible hacer esto con rotaciones de SB. Aśı, los sectores actúan como
puente entre las bolas y las coronas, y el Lema 4.2.6 permite ejercer un
control sobre las variaciones de medidas durante estos pasajes.

Demostración. (i) Sea C un cono con eje en la dirección de x0 y apertura
α. En tal caso, podemos escribir a S como

S “ p|x0| ´ r, |x0| ` rq ˆ pC X S
n´1q.

Apelamos al Lema 4.2.5 y obtenemos que

µpSq “ µ0p|x0| ´ r, |x0| ` rqσpC X S
n´1q

„ µ0p|x0| ´ r, |x0| ` rq sinpαqn´1σpSn´1q

“ sinpαqn´1µpKq,

ya que σpSn´1q es una constante que depende exclusivamente de n.
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(ii) Como α ă π{2, podemos suponer que cβ ă π{2 (cambiándola por una
c1 ă c de ser necesario). Sea k P N tal que

2k´1 ă c ď 2k.

Entonces iterando la fórmula del seno del ángulo duplo k veces tenemos
que

sinpβq ď sinpαq ď sinpcβq

“ 2k sin
´ c

2k
β
¯

cos
´ c

2k
β
¯

cos
´ c

2k´1
β
¯

. . . cos
´ c

2
β
¯

ď 2k sinpβq ď 2c sinpβq.

Aplicando (4.11) tenemos finalmente que

µpSq „ psinpαqqn´1µpKq „ psinpβqqn´1µpKq „ µpS̃q,

con constantes que dependen únicamente de n y c.

Por último, necesitamos probar un resultado parecido a (4.12), pero no
exactamente igual.

Lema 4.2.7. Sean Cα un cono de apertura α P p0, π{2s y m un número
natural impar. Entonces

mHn´1pSn´1 X Cα{mq ď Hn´1pSn´1 X Cαq. (4.13)

Vale notar que este resultado es más débil que (4.12), porque la des-
igualdad solo vale en un sentido. Sin embargo, es más potente en tanto no
involucra constantes que dependan de la dimensión del espacio.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que Cα tiene eje en
dirección en. Si m “ 1 no hay nada que hacer, por lo que asumimos que
m “ 2k ` 1 con k P N. Para probar el Lema, basta ver que se puede incluir
en Cα m copias disjuntas de Cα{m.

Definimos las direcciones zj P S
n´1 como

zj “ cos

ˆ

j
2α

m

˙

en ` sin

ˆ

j
2α

m

˙

en´1

para j P t´k,´k ` 1, . . . , k ´ 1, ku y a los conos Czj como los conos de
apertura α{m con eje en la dirección de zj . Notar que hay 2k ` 1 “ m de
ellos.
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Para probar el lema, basta ver que estos conos son disjuntos y están
incluidos en Cα. A tal fin, introducimos la proyección

p : Rn ÝÑ R2{ ppx1, . . . , xnq “ pxn´1, xnq

y estudiamos qué forma tienen las proyecciones de los conos. Concretamente,
veamos que

ppCzj q “ C
p2q
ppzjq

,

donde C
p2q
ppzjq

es el cono con eje en la dirección ppzjq de apertura 2α{m en

R2. En efecto,

y P ppCzj q ðñ y “ ppxq y angpx, zjq ă
2α

m

ðñ y “ pxn´1, xnq y xx, zjy ą cos

ˆ

2α

m

˙

ðñ xy, ppzjqy ą cos

ˆ

2α

m

˙

ðñ y P C
p2q
ppzjq

,

donde en la penúltima implicación hemos apelado a que todas las coordena-
das de zj son 0 excepto las últimas dos. Por supuesto, una prueba idéntica
muestra que ppCαq es el cono en R2 con eje p0, 1q y apertura α.

De esta forma, para ver que los
 

Czj
(

´kďjďk
son disjuntos basta ver

que los
 

ppCzj q
(

´kďjďk
lo son, y esto es una simple observación geométrica.

Ver Figura 4.6. Resta ver que Czj Ă Cα para todo j. Sea x P Czj . Por
la caracterización (4.10), basta ver que xn ą cospαq. Ahora bien, xn es
la segunda coordenada de ppxq P R2, por lo que es suficiente estudiar el

problema alĺı. Ahora bien, ppxq P C
p2q
zj , y por lo tanto es claro visualmente

que

angpp0, 1q, xq ď angpp0, 1q, zjq ` angpzj , xq ă j
2α

m
`
α

m
ď

2k ` 1

m
α “ α,

y de esta manera
xn “ cospp0, 1q, xq ą α.

Esto permite probar que en Rn puede haber m copias disjuntas de Cα{m
incluidas en Cα, y por lo tanto se cumple (4.13).
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Figura 4.6: En R2, entran exactamente m conos de apertura α{m en un cono
de apertura α. En esta figura m “ 7.

4.2.2. Demostración del tipo débil (1,1)

Después de demostrar estos resultados puramente geométricos, estamos
finalmente en condiciones de encarar la

Demostración del Teorema 4.2.1. La prueba se realizará de la siguiente for-
ma: primero probaremos pivq ñ piiq ñ piiiq ñ pivq, luego probaremos
piq ñ pivq y finalmente piiiq ` pivq ñ piq.
pivq ñ piiq. Podemos asumir que C4 es de la forma k{2 con k un número

natural impar, agrandándolo de ser necesario. Dada la corona Kpa, a` 2rq,
con r ď 10a, llamemos x0 “ pa ` rqe1, con e1 el primer vector canónico
en Rn, B “ Brpx0q y S “ SB. Notemos que para esta B, K “ KpBq. Ver
Figura 4.7. Tenemos a su vez que r ď 10a implica

|x0| “ a` r ě
11

10
r ą r.

Primero, esto nos dice que el sector SB es en este caso un trapecio circular
y no una bola, con argpSq “ arcsinpr{ |x0|q. Pero más aún, nos dice que B
está en las hipótesis del Lema 4.2.4.

Lo que haremos será controlar la medida de una cierta porción de la
corona Kpa, a` 2rq, con el objetivo final de controlar la medida de toda la

78



Figura 4.7: La bola B y el sector SB definidos en función de K.

corona. Afirmamos que existe un 0 ă ε ď 1{2, independiente de r y a tal
que si x P B X pKpa, a` rεs YKra` 2r ´ rε, a` 2rqq, entonces

angpx, x0q ă argpSq{p2C4q. (4.14)

En efecto, veamos que basta elegir

ε “ mı́n

"

1

2
,

1

p4b2C4q
2

*

,

con b2 la constante del Lema 4.2.4. Notemos que ε no depende de a ni r.
Dado x P B X pKpa, a` rεs YKra` 2r ´ rε, a` 2rqq, existe un δ P p0, εs
tal que x P B X tBBa`rδp0q Y BBa`2r´rδp0qu. Si y es cualquier punto de
BB X tBBa`rδp0q Y BBa`2r´rδp0qu, tenemos que

angpx, x0q ă angpy, x0q ď b2
?
ε argpSq ď

argpSq

2C4
.

Aśı, nos quedamos con una porción de la corona controlada en su radio
de acuerdo con ε y controlada en su apertura de acuerdo con argpSq y
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Figura 4.8: Al intersecar B con dos coronas pequeñas, los puntos de la in-
tersección están incluidos en un cono de apertura fija.

obtenemos

µ ppKpa, a` εrs YKra` 2r ´ εr, a` 2rqq X tx{angpx, x0q ă argpSquq

ď µpSq ď C4µpBq

ď C4µpKpa, a` εrs X tangpx, x0q ă argpSq{2C4uq

` C4µpKra` 2r ´ εr, a` 2rq X tangpx, x0q ă argpSq{2C4uq

` C4µpKpa` εr, a` 2r ´ εrq X tangpx, x0q ă argpSquq

ď
1

2
µpKpa, a` εrs X tangpx, x0q ă argpSquq

`
1

2
µpKra` 2r ´ εr, a` 2rq X tangpx, x0q ă argpSquq

` C4µpKpa` εr, a` 2r ´ εrq X tangpx, x0q ă argpSquq,

donde en la segunda desigualdad hemos apelado a pivq, en la tercera hemos
separado a B en tres porciones de acuerdo a a su distancia al origen, cada
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una admitiendo restricciones útiles sobre su ángulo respecto de x0, y en la
última desigualdad hemos invocado el Lema 4.2.7 con m “ 2C4.

Despejando el último término del último miembro en esta última des-
igualdad, obtenemos que

µpKpa, a` εrs YKra` 2r ´ εr, a` 2rq X tangpx, x0q ă argpSquq

ď 2C4µpKpa` εr, a` 2r ´ εrq X tangpx, x0q ă argpSquq.

Descomponiendo la medida de cada miembro como µ “ µ0 ˆ σ, y notando
que el factor correspondiente a σ es el mismo en ambos casos, tenemos que

µ0 ppa, a` r ´ p1´ εqrs Y ra` r ` p1´ εqr, a` 2rqq

ď 2C4µ0pa` r ´ p1´ εqr, a` r ` p1´ εqrq,

y por lo tanto

µ0pa, a` 2rq “ µ0ppa, a` r ´ p1´ εqrs Y ra` r ` p1´ εqr, a` 2rqq

` µ0ppa` r ´ p1´ εqr, a` r ` p1´ εqrqq

ď p1` 2C4qµ0pa` r ´ p1´ εqr, a` r ` p1´ εqrq. (4.15)

Esencialmente, lo que hemos hecho hasta ahora es probar una relación
entre la medida de la corona completa y una parte más chica de ella. Nece-
sitamos que una relación similar valga entre la corona corona completa y la
corona Kpa` r{2, a` 3r{2q. A estos efectos, vamos a iterar la desigualdad
(4.15).

En cada iteración de (4.15), el intervalo cuya medida µ0 estamos tomando
multiplica su longitud por un factor p1´ εq. De esta manera, eligiendo N “

Npεq tal que p1´ εqN ă 1{2, tenemos que después de N iteraciones

µ0pa, a` 2rq ď p1` 2C4qµ0pa` r ´ p1´ εqr, a` r ` p1´ εqrq ď . . .

ď p1` 2C4q
Nµ0pa` r ´ p1´ εq

Nr, a` r ` p1´ εqNrq

ď p1` 2C4q
Nµ0pa` r ´ 1{2r, a` r ` 1{2rq.

Se concluye piiq observando que µpKpu, vqq “ ωnµ0pu, vq para cualesquiera
0 ă u ă v.
piiq ùñ piiiq Sean s ď |x0|, B “ Bspx0q y 2B “ B2spx0q. Tenemos que

µp2Bq ď µpS2Bq “ µpK2B X tangpx, x0q ă arcsinp2s{ |x0|quq

ď cp2s{ |x0|q
n´1µpKp|x0| ´ 2s, |x0| ` 2sqq

ď 2n´1cC2
2 ps{ |x0|q

n´1µpKp|x0| ´ s{2, |x0| ` s{2qq

À µpKp|x0| ´ s{2, |x0| ` s{2q X tangpx, x0q ă argpSquq, (4.16)
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Figura 4.9: El sector asociado a la bola 2B con r ď |x0|.

donde en la tercera desigualdad hemos aplicado piiq dos veces, y en la segun-
da y cuarta el Lema 4.2.6, recordando que argpSq “ arcsinpr{ |x0|q. Ahora
bien, si llamamos y a cualquier punto de BBXpBB|x0|´s{2p0qYBB|x0|`s{2p0qq,
el Lema 4.2.4 nos garantiza que

angpy, x0q ě b1

c

1

2
argpSBq,

y de esta manera el sector

S̃ “ Kp|x0| ´ s{2, |x0| ` s{2q X

"

x{ angpx, x0q ď
b1
2

argpSBq

*

está incluido en B. Una vez más por el Lema 4.2.6 (en este caso la relación
(4.12)), retomamos (4.16) y obtenemos

µp2Bq À µpKp|x0| ´ s{2, |x0| ` s{2q X tangpx, x0q ă argpSquq

„ µpS̃q ď µpBq.

piiiq ùñ pivq Sea B “ Brp|x0|q. Como µ es invariante por rotaciones,
podemos suponer por simplicidad que x0 “ p|x0| , 0, . . . , 0q. Separamos la
demostración en cuatro casos.
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Figura 4.10: El sector Kp|x0| ´ s{2, |x0| ` s{2q X tangpx, x0q ă argpSqu.

Caso 1: Supongamos primero r ď |x0| {4. Al igual que en la demostración
anterior, y P Bp2Bq X pBB|x0|´rp0q Y BB|x0|`rp0qq implica que

angpy, x0q ě b1

c

1

2
argpS2Bq ě

b1
2

argpSBq,

y de esta manera el sector

Ŝ “ KB X

"

x{ angpx, x0q ď
b1
2

argpSBq

*

está incluido en 2B. Esto implica que

µpSBq „ µpŜq ď µp2Bq ď C3µpBq,

donde la primera relación es consecuencia de (4.12).
Caso 2: Consideremos ahora las bolas tales que que 1{4 |x0| ă r ă |x0|.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que x0 “ |x0| e1. Definimos las
siguientes bolas:

B1 “ Bp|x0|´rq{3

ˆ

4

3
p|x0| ´ rq, 0, . . . , 0

˙

,

B2 “ Bp|x0|`rq{5

ˆ

4

5
p|x0| ` rq, 0, . . . , 0

˙

.
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Figura 4.11: Inclusión de dos bolas del Caso 1 en la bola B con |x0|{4 ă r ă
|x0|.

Es fácil ver que estas dos bolas están en el Caso 1. Además, están incluidas
en B. Para ver que B1 Ă B tomamos un x P B1 arbitrario y notamos que

|x´ x0| ă
|x0| ´ r

3
`

ˆ

|x0| ´
4

3
p|x0| ´ rq

˙

“ r.

Análogamente se ve que B2 Ă B.
Por todo esto, se tiene que

2µpBq ě µpB1q ` µpB2q Á µpSB1q ` µpSB2q

Á µpKB1q ` µpKB2q

“ µ

ˆ

K

ˆ

|x0| ´ r,
5

3
p|x0| ´ rq

˙

YK

ˆ

3

5
p|x0| ` rq, |x0| ` r

˙˙

, (4.17)

donde la última desigualdad es consecuencia de (4.11) notando que

argpSB1q “ argpSB2q “ arcsinp1{4q.

Hasta aqúı, hemos probado que la medida de la bola B controla la medida
de una parte de la corona KB. Sin embargo, en ciertos casos ya tenemos un
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control sobre toda la corona. En efecto, notemos que

5

3
p|x0| ´ rq ď

3

5
p|x0| ` rq ðñ

ˆ

5

3
´

3

5

˙

|x0| ď

ˆ

5

3
`

3

5

˙

r

ðñ
8

17
|x0| ď r,

y por lo tanto si r ă 8{17 |x0| (4.17) arroja que

µpBq Á µ

ˆ

K

ˆ

|x0| ´ r,
5

3
p|x0| ´ rq

˙

YK

ˆ

3

5
p|x0| ` rq, |x0| ` r

˙˙

ě µ pK p|x0| ´ r, |x0| ` rqq ě µpSBq,

lo que prueba pivq en este caso. Si r ă 8{17 |x0|, necesitamos aún ejercer un
control

µpBq Á µ

ˆ

K

„

5

3
p|x0| ´ rq,

3

5
p|x0| ` rq

˙

,

y con esto habremos probado pivq.
Afirmamos que existe un β0 ą 0 tal que

K

„

5

3
p|x0| ´ rq,

3

5
p|x0| ` rq



X tx{angpx, x0q ă β0u Ă B. (4.18)

Para ver esto, calculemos β “ angpy, x0q para

y P BB X
´

BB 5
3
p|x0|´rq

p0q Y BB 3
5
p|x0|`rq

p0q
¯

.

Comenzamos suponiendo |y| “ 5
3p|x0| ´ rq, y estimamos β aplicando el Teo-

rema del coseno al triángulo con vértices y, x0 y 0. Ver Figura 4.12.

r2 “ |x0|
2
`

ˆ

5

3
p|x0| ´ rq

˙2

´ 2 |x0| p|x0| ´ rq cospβq

ðñ
10

3
p|x0| ´ rq|x0| cospβq “ p|x0| ´ rqp|x0| ` rq `

25

9
p|x0| ´ rq

2

ðñ cospβq “
34
9 |x0| ´

16
9 r

10
3 |x0|

ą
15

17
,

donde en la última desigualdad hemos apelado a que r ă 8|x0|{17. Una
cuenta análoga para el caso |y| “ 3

5p|x0| ` rq arroja que en este caso

cospβq “
34
25 |x0| ´

16
25r

6
5 |x0|

ą
15

17
. (4.19)
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Figura 4.12: El triángulo determinado por y, x0 y 0. Sus lados miden r, |x0|

y 5
3p|x0| ´ rq.

De esta manera, 4.18 se verifica con β0 “ arc cosp15{17q y entonces

µpBq ě µ

ˆ

K

„

5

3
p|x0| ´ rq,

3

5
p|x0| ` rq



X tx{angpx, x0q ă β0u

˙

Á µ

ˆ

K

„

5

3
p|x0| ´ rq,

3

5
p|x0| ` rq

˙

ě µpSBq

donde la segunda desigualdad vale por el Lema 4.2.6 con α “ β0.
Caso 3: Si r “ |x0|, la resolución es análoga a la realizada en el Caso

2, con la salvedad de que B1 “ H y por lo tanto trabajamos solo con B2.
Caso 4: Supongamos finalmente que r ą |x0|. En este caso la definición de
SB garantiza que SB “ B|x0|`rp0q. Por simplicidad asumimos x0 “ |x0|e1 y
definimos

B1 “ B |x0|`r
2

ˆ

|x0| ` r

2
e1

˙

.

Resulta claro que B1 está contemplada en el Caso 3 y que B1 Ă B. Ver
Figura 4.14.

Como KB1 “ Kp0, |x0| ` rq y argpSq “ arcsinp1q “ π{2, SB1 es la mitad
de la bola SB, abierta, apuntando en la dirección de e1. De esta forma,
podemos cubrir SB r t0u con 2n copias rotadas de S1B (cada copia apunta
en la dirección de p´1qjek con j P t1, 2u, k P t1, . . . , nu). Cubriendo t0u con
B, obtenemos que

µpSBq ď 2nµpS1Bq ` µpBq ď 2nC4µpB
1q ` µpBq ď p2nC4 ` 1qµpBq,
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Figura 4.13: Inclusión de la bola B2 en B con r “ |x0|.

lo que nos permite concluir pivq en este último caso.
piq ùñ pivq Sea B “ Brpx0q. Definimos el conjunto

X “

!

x10 P Rn{
ˇ

ˇx10
ˇ

ˇ “ |x0| y
ˇ

ˇx10 ´ x0

ˇ

ˇ ă
r

2

)

.

El conjunto que será clave para poder probar lo que necesitamos es

T “
ď

x10PX
Brpx

1
0q.

Primero probaremos que µpSBq À µpT q. Para eso, separamos en casos
según el tipo de sector que es SB. Primero, si |x0| ě r, definimos el sector

S̃ “ Kp|x0| ´ r, |x0| ` rq X tx{ angpx, x0q ă arcsinpr{p4 |x0|qq.

Dado x P S̃, definimos

y “
|x0|

|x|
x,

que pertenece a X por tener el módulo adecuado y porque, por el teorema
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Figura 4.14: La bola B1 y su sector SB1 incluidos en SB. En este caso B
verifica r ą |x0|.

del coseno aplicado al triángulo con vértices en y, x0 y el origen,

|y ´ x0|
2
“ |y|2 ` |x0|

2
´ 2 |y| |x0| cospangpy, x0qq

“ 2 |x0|
2
p1´ cospangpx, x0qqq

“ 2 |x0|
2 sin2pangpx, x0qq

1` cospangpx, x0qq

ď 2 |x0|
2

ˆ

r

4 |x0|

˙2

ď
r2

4
.

De esta manera, tenemos que

|x´ y| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´
|x0|

|x|
x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ||x| ´ |x0|| ă r,

y aśı
x P Brpyq Ă T.

Ahora bien, por la Observación 4.2.3 sabemos que existe una constante c tal
que

arcsin

ˆ

r

4 |x0|

˙

ď arcsin

ˆ

r

|x0|

˙

ď c arcsin

ˆ

r

4 |x0|

˙

,

de modo que los sectores SB y S̃ entran en las hipótesis de la segunda parte
del Lema 4.2.6 y aśı podemos afirmar que

µpSBq „ µpS̃q ď µpT q. (4.20)
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Figura 4.15: El conjunto X dentro de Br{2px0q.

Ahora procedemos a probar el mismo resultado para el caso 0 ă |x0| ă r.
En este caso definimos el sector

S̃ “ SB X

"

x{ angpx, x0q ă arcsin

ˆ

1

4

˙

o x “ 0

*

.

Con razonamientos análogos puede verse que en este caso también se cumple
(4.20), por lo que para terminar esta parte de la demostración basta probar
que µpT q À µpBq.

Es en esta parte de la demostración que apelaremos a piq. Comenzamos
notando que para todo x P Br{2px0q, x

1
0 P X se cumple que

ˇ

ˇx´ x10
ˇ

ˇ ď |x´ x0| `
ˇ

ˇx0 ´ x
1
0

ˇ

ˇ ă r,

y por lo tanto
Br{2px0q Ă Brpx

1
0q. (4.21)

Ahora fijamos un δ ą 0 y afirmamos que

T Ă

"

x{ Mµ

ˆ

χBr{2px0q

µpBr{2px0qq

˙

ą
1

µpBq ` δ

*

. (4.22)

En efecto, para todo x P Brpx
1
0q consideramos esta misma bola para calcular
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Figura 4.16: El sector S̃ y su relación con B y X cuando r ď |x0|.

la integral promediada

1

µpBrpx10qq

ż

Brpx10q

χBr{2px0q

µpBr{2px0qq
“

1

µpBrpx10qq

µpBrpx
1
0q XBr{2px0qq

µpBr{2px0qq

“
1

µpBrpx10qq

µpBr{2px0qq

µpBr{2px0qq

“
1

µpBq
,

donde en la segunda igualdad hemos apelado a (4.21) y en la tercera a que
µ es invariante por rotaciones. Esto prueba que

Mµ

ˆ

χBr{2px0q

µpBr{2px0qq

˙

pxq ą
1

µpBq ` δ

para todo x P T y para todo δ ą 0. Aśı, tenemos (4.22) y piq permite concluir
que

µpT q À pµpBq ` δq

ż

Rn

χBr{2px0q

µpBr{2px0qq
“ µpBq ` δ.

Tomando δ Ñ 0 se tiene pivq.
piiiq ` pivq ùñ piq Separamos a las bolas de Rn en dos familias

B1 “ tB “ Brpx0q{ r ď |x0|u y B2 “ tB “ Brpx0q{ r ą |x0|u,
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Figura 4.17: El sector S̃ y su relación con B y X cuando r ą |x0|.

y por lo tanto la Observación 3.2.10 garantiza que basta probar el tipo débil
p1, 1q de cada uno de los operadores

M i
µfpxq “ sup

xPBPBi

1

µpBq

ż

B
|fpyq| dµpyq, i P t1, 2u.

(En realidad la Observación fue probada para la medida Lebesgue, pero
esto no fue usado en ningún momento de la prueba y vale simplemente para
cualquier medida µ).

El caso i “ 1 es elemental, ya que por piiiq µ es doblante sobre los
elementos de B1 y por lo tanto la prueba es consecuencia del Lema de Vitali.

Concentrémonos en el caso i “ 2. Si r ě |x0|, SB “ B|x0|`rp0q “
Kr0, |x0| ` rq, y por lo tanto pivq garantiza que

µpBq ě C´1
4 µpKr0, |x0| ` rqq.

Si |x0| {4 ă r ă |x0|, argpSq “ arcsinpr{ |x0|q ą arcsinp1{4q. Por lo tanto,
pivq y el Lema 4.2.6 garantizan que

µpBq ě C´1
4 ě cC´1

4 µpSBqµpKp|x0| ´ r, |x0| ` rqq.

De esta manera, podemos asegurar que

M2
µfpxq À M̃µfpxq,
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con M̃µ el operador maximal tomado sobre todas las coronas abiertas Kpa, bq
y las bolas abiertas centradas en el origen, que escribimos como Kr0, bq.
Ahora bien, podemos apelar a la escritura Rnr t0u “ Rą0ˆS

n´1 y obtener
que

1

µpKpa, bqq

ż

Kpa,bq
|fpyq| dµpyq “

1

µ0pa, bq

ż

pa,bq

ż

Sn´1

|fpt, ωq| dσpωq
looooooooooomooooooooooon

dµ0ptq

“
1

µ0pa, bq

ż

pa,bq
F ptqdµ0ptq,

y análogamente

1

µpKr0, bqq

ż

Kr0,bq
|fpyq| dµpyq

“
1

µ0r0, bq

¨

˝|fp0q|µp0q `

ż

p0,bq

ż

Sn´1

|fpt, ωq| dσpωq
looooooooooomooooooooooon

dµ0ptq

˛

‚

“
1

µ0r0, bq

ż

r0,bq
F ptqdµ0ptq,

donde

F ptq “

$

’

’

&

’

’

%

ż

Sn´1

|fpt, ωq| dσpωq si t ą 0

|fp0q| si t “ 0.

Pero entonces, cada una de las integrales promediadas sobre las que tomamos
supremo al momento de calcular M̃µfpxq es una integral promediada de la
función F ptq sobre un intervalo de Rě0 que contiene a |x|. De esta manera

M̃µfpxq ďMµ0F p|x|q,

con Mµ0 el operador maximal clásico en Rě0 asociado a la medida µ0. Como
ya sabemos que en una dimensión el operador es de tipo débil p1, 1q, tenemos
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que

µ
´!

x{ M̃µfpxq ą λ
)¯

ď µ ptx{ Mµ0F p|x|q ą λuq

ď ωn´1µ0 ptt P Rě0{ Mµ0F ptq ą λuq

ď
c

λ

ż

Rě0

F ptqdµ0ptq

“
c

λ

ˆ

|fp0q|µp0q `

ż

Rą0

ż

Sn´1

|fpt, ωq| dσpωqdµ0ptq

˙

“
c

λ

ż

Rn
|f | dµ,

donde en la segunda igualdad hemos usado que 1 ď ωn´1 para controlar la
medida para t “ 0. Esto concluye la demostración del tipo débil p1, 1q para
Mµ.
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Caṕıtulo 5

Desigualdades modulares
para medidas no doblantes

Acabamos de ver las condiciones necesarias y suficientes que debe cum-
plir una medida µ estrictamente positiva e invariante por rotaciones para
ser de tipo débil p1, 1q. Ahora bien, ¿es esta la única desigualdad de interés
que podemos obtener para un operador Mµ? ¡Claro que no! A continuación,
nos embarcaremos en la prueba de una desigualdad modular débil para el
operador maximal asociado a una µ que no entra en las hipótesis del caso
anterior. Como el nivel de generalidad es muy elevado, impondremos algunas
condiciones sobre la medida µ que facilitarán el análisis.

El estudio que estamos por iniciar fue llevado a cabo por Sjögren y Soria
en [SS04] y se hizo pensando en la medida Gaussiana. Comenzamos enun-
ciando el teorema que nos interesa en este contexto, para además ya hacernos
una idea del tipo de desigualdades que nos interesa probar. Llamamos µδ a
la medida sobre Rn absolutamente continua respecto de la medida de Le-
besgue con densidad dµδpxq “ expp´ |x|δq. El resultado de esta sección en
este contexto es:

Teorema 5.0.1. Sea n ě 2. Existe una constante c ą 0 tal que Mµδ satisface
la siguiente desigualdad modular para todo f P L1

µ y λ ą 0:

µδ ptx P Rn{Mµδfpxq ą λuq ď c

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙
n`1
2

dµδ. (5.1)

Esta desigualdad recuerda a la desigualdad débil de Córdoba (3.20),
aunque con un exponente n`1

2 . De la misma manera, será esta la desigualdad
que nos permita probar resultados interesantes para la medida µ. A su vez,
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Sjögren probó en [Sjö83] que esta medida no es de tipo débil p1, 1q para
δ “ 1 y n “ 2, por lo que el Teorema 5.0.1 es necesario para obtener una
desigualdad débil en este caso.

Una vez enunciado este teorema, surge la pregunta natural si hay me-
didas más generales que la Gaussiana para las cuales puede probarse una
desigualdad similar. Lo que ocurre es que el Teorema 5.0.1 puede generalizar-
se bastante. Será necesario introducir una cantidad significativa de notación
y de conceptos nuevos para hacerlo, pero por el momento nos limitaremos
a presentar lo mı́nimo indispensable para poder enunciar el teorema en su
versión más general. Las restantes definiciones serán introducidas a medida
que vayan siendo necesarias para demostrar el teorema.

Sea µ una medida sobre Rn absolutamente continua respecto de la me-
dida de Lebesgue con densidad dµ “ γpxqdx. Más aún, supongamos que es
radial, esto es, que γpxq “ γ0p|x|q para alguna función γ0 : p0,8q Ñ p0,8q.
Supongamos por añadidura que γ0 es estrictamente decreciente, continua y
que ĺımtÑ0 γptq existe y es finito. Definimos una función φ : p0,8q Ñ p0,8q
como la función que verifica

γ0pt` φptqq “
1

2
γ0ptq. (5.2)

Lo que esta función hace es codificar información sobre el decaimiento de
γ0. Ver Figura 5.1.

Por último, definimos la función τ como

τptq “
φptq

t
, t ą 0. (5.3)

Con todo esto, estamos en condiciones de enunciar la versión generalizada
del Teorema 5.0.1:

Teorema 5.0.2. Sea µ una medida definida como recién. Si τ es una fun-
ción decreciente y verifica que

ĺım
tÑ`8

τptq “ 0, (5.4)

entonces existe una constante c ą 0 tal que el operador maximal Mµ asociado
a µ verifica que para todos f P L1

µ y λ ą 0:

µ ptx P Rn{Mµfpxq ą λuq ď c

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙
n`1
2

dµ. (5.5)
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Figura 5.1: Visualización de la función φ. Si estamos parados en un punto
t0 P Rą0, φpt0q es la distancia que debemos desplazarnos hacia la derecha
para que γ0 valga alĺı la mitad que en t0.

Antes de embarcarnos en el grueso de este caṕıtulo, probaremos que
efectivamente este último teorema constituye una generalización del Teore-
ma 5.0.1.

Demostración del Teorema 5.0.1. Sea δ ą 0. Llamemos φδ y τδ a las funcio-
nes φ y τ asociadas a la medida µδ. Calculemos φδ:

γ0pt` φδptqq “
1

2
γ0ptq

e´|t`φδptq|
δ

“
1

2
e´|t|

δ

pt` φδptqq
δ “ tδ ` logp2q

φδptq “

´

tδ ` logp2q
¯1{δ

´ t,

lo que permite concluir que

τδptq “

ˆ

1`
logp2q

tδ

˙1{δ

´ 1.

De esta forma, es claro que τδ es una función decreciente y verifica (5.4).
Por lo tanto, µδ satisface las hipótesis del Teorema 5.0.2.
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5.1. El operador sobre bolas que contienen al ori-
gen

Nuestro próximo objetivo es probar el Teorema 5.0.2. Debido a que este
teorema está formulado en una versión más general, podemos trabajar de
ahora en más en Rn y con una medida µ de densidad dµpxq “ γpxqdx no
necesariamente gaussiana.

Para efectuar la prueba, será necesario separar clases de bolas y probar
condiciones que garanticen (5.5) para cada una de ellas por separado. El
orden en que hagamos esto es importante, ya que los casos más complejos
requieren usar resultados que no valen en los casos anteriores.

Lo primero que haremos es estudiar qué ocurre cuando consideramos
únicamente bolas que contienen al origen. Probaremos que en este caso se
tiene una cota sobre el operador maximal del tipo débil p1, 1q. Comenzamos
probando el siguiente

Lema 5.1.1. Existe una constante c ą 0, que depende únicamente de n, tal
que si B es una bola que contiene al origen y B0 es la menor bola centrada
en 0 que contiene a B, entonces

µpB0q ď cµpBq.

Demostración. Sea r el radio de B. Si B1 es alguna bola que tiene el mismo
radio r, pero tal que 0 P BB1, entonces µpB1q ď µpBq, ya que γ0 es estric-
tamente decreciente. Ver Figura 5.2. Nuestro objetivo es acotar la medida
de una cierta bola centrada en el origen. Primero, estudiaremos otra bola
centrada en el origen, B̃ definida por

B̃ “

"

x P Rn{ |x| ă
2
?
n
r

*

. (5.6)

El primer interés de B̃ es podemos cubrirla con 2n bolas como B1. En
efecto, llamemos B1j,k a la bola con centro en p´1qjrek y radio r, siendo ek
el k-ésimo vector canónico y j P t0, 1u, k P t1, . . . , nu.

En efecto, probemos que

B̃ Ă
ď

jPt0,1u,
kPt1,...,nu

B1j,k. (5.7)

La inspiración para esta prueba viene de observar la Figura 5.3 y comprender
que si un punto x de B̃ pertenece a una única bola B1j,k, esta bola dependerá
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Figura 5.2: Comparación de las bolas B y B1.

de cuál sea la coordenada de x de mayor módulo, y de cuál sea el signo de
esta coordenada.

Sea x P B̃. Llamemos xi0 a la coordenada de mayor módulo entre todas
las coordenadas de x (si hubiese más de una, elegimos cualquiera de ellas).
Si xi0 “ p´1qj |xi0 |, probaremos que x P B1j,i0 . En efecto

ˇ

ˇx´ p´1qjrei0
ˇ

ˇ

2
“

n
ÿ

i“1
i‰i0

x2
i ` pxi0 ´ p´1qjrq2

“

n
ÿ

i“1
i‰i0

x2
i ` p|xi0 | ´ rq

2

“

n
ÿ

i“1
i‰i0

x2
i ` x

2
i0 ´ 2r |xi0 | ` r

2

“ |x|2 ´ 2r |xi0 | ` r
2

ă 2r

ˆ

|x|
?
n
´ |xi0 |

˙

` r2 ď r2,

donde en la primera desigualdad hemos usado (5.6) y en la segunda hemos
apelado a que xi0 es la coordenada de x de mayor módulo.

Habiendo probado (5.7), podemos controlar la medida de B̃ como
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Figura 5.3: B̃ cubierta por las 2n bolas tB1j,kuj,k.

µpB̃q ď 2nµpB1q ď 2nµpBq. (5.8)

Ahora bien, B̃ es una bola centrada en el origen, pero no aquella cuya
medida queremos controlar. Sin embargo, esto será útil porque la medida µ
es doblante para bolas centradas en el origen. En efecto:

µpt|y| ă 2auq “

ż

t|y|ă2au
γ0p|x|qdx

“

ż

t|y|ăau
γ0p|2z|q2

ndz

ď 2n
ż

t|y|ăau
γ0p|z|qdz

“ 2nµpt|y| ă auq,

donde en la segunda igualdad hemos hecho el cambio de variable x “ 2z y
en la desigualdad hemos apelado a que γ0 es estrictamente decreciente.

Con todo esto podemos afirmar finalmente que existe una constante cn ą
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0 tal que

µpB0q ď µ pty{ |y| ă 2ruq ď cnµ

ˆ"

y{ |y| ă
2
?
n
r

*˙

ď 2ncnµpBq

como queŕıamos. La primera desigualdad se sigue de la definición de B0, la
segunda de la doblantez de µ para bolas centradas en el origen y la tercera
de (5.8).

El Lema 5.1.1 nos permite afirmar de forma automática que para cual-
quier bola B que contiene al origen, vale que

1

µpBq

ż

B
|fpyq| dµpyq ď c

1

µpB0q

ż

B0

|fpyq| dµpyq, (5.9)

con B0 la bola centrada en el origen definida anteriormente. Para la familia
de todas las bolas centradas en el origen, contamos con el siguiente Lema,
que vale para cualquier medida µ:

Lema 5.1.2. Para cualquier medida positiva µ, el operador maximal

A0
µfpxq “ sup

rě|x|

1

µpBrp0qq

ż

Brp0q
|fpyq| dµpyq

es de tipo débil p1, 1q.

Antes de emprender la prueba del Lema 5.1.2, queremos enfatizar que lo
que realmente nos interesa es el siguiente corolario, que se desprende direc-
tamente del Lema 5.1.2 y de (5.9). Podŕıamos haber enunciado el siguiente
resultado directamente y haber probado el Lema 5.1.2 dentro de él, pero
este último lema habŕıa perdido generalidad.

Corolario 5.1.3. Sea µ una medida positiva sobre Rn con densidad γ0 con
las caracteŕısticas ya expuestas. Entonces el operador maximal M0

µ asociado
a µ y a las bolas que contienen al origen, dado por

M0
µfpxq “ sup

BQx{
0PB

1

µpBq

ż

B
|fpyq| dµpyq (5.10)

es de tipo débil p1, 1q.

Demostración del Lema 5.1.2. Llamemos Eλ “
 

y{A0
µfpyq ą λ

(

, y sea x P
Eλ. Esto permite afirmar que existe un r0 ě |x| tal que

1

µpBr0p0qq

ż

Br0 p0q
|fpyq| dµpyq ě λ,
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y por lo tanto vale a su vez que

µpB|x|p0qq ď µpBr0p0qq

ă
1

λ

ż

Br0

|fpyq| dµpyq

“
1

λ
}f}1 .

De esta manera, podemos acotar

µpEλq ď sup
xPEλ

µpty{ |y| ď |x|uq ď
1

λ
}f}1 ,

lo que concluye la demostración.

Cuando demostremos el Teorema 5.0.2, el Corolario 5.1.3 nos permitirá
decir que (5.5) se cumple para bolas que contienen al origen. Por lo tanto,
de ahora en más solo tendremos que preocuparnos por estudiar bolas que
que están a distancia positiva del origen. Nos embarcaremos ahora en una
serie de definiciones y resultados que solo tienen sentido en este contexto.

5.2. Una condición suficiente

Sea B una bola que no contiene al origen. Llamaremos qB a la distancia
de B al origen, y QB al único punto del borde B que realiza esta distancia.
En estas definiciones y en otras posteriores, omitiremos el sub́ındice cuan-
do quede claro por contexto cuál es la bola de la que estamos hablando.
Definimos Aq “ ty{ |y| ą qu, que también notaremos AB en el caso de que
q “ qB. A su vez, llamamos CB al menor cono abierto centrado en el origen
que contiene a B, y llamamos pB “ distpBCB X BB, 0q.

Aplicando el Teorema de Pitágoras resulta que pB “
a

qpq ` 2rq. Nom-
bramos PB “ B Y ty P CB{ |y| ě pBu. Por último, definimos

ΣBptq “
 

ω P Sn´1{tω P PB
(

“
1

t

`

tSn´1 X PB
˘

.

Vale la pena notar que ΣBptq “ ΣBppBq para todo t ě pB. Nos interesará
calcular la medida de área σ sobre Sn´1. Cuando 0 ă t ă q, es claro que
esta medida es 0. Cuando t ě q, el valor de esta medida dependerá de la
relación entre q y el radio r de B.
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Figura 5.4: Una bola B en fucsia, su punto más cercano al origen QB en
violeta, su distancia qB también en violeta y el conjunto Aq en verde.

Observación 5.2.1. Si r ď q se tiene que

$

’

&

’

%

σpΣBptqq „

ˆ?
rpt´qq

t

˙n´1

, q ď t ă pB

σpΣBptqq „
´

r
q

¯n´1
, pB ď t,

(5.11)

mientras que si r ą q se tiene que

σpΣBptqq ď cn

˜

c

t´ q

t

¸n´1

, q ď t. (5.12)

Demostración. Comenzamos con el caso r ď q. Tenemos que

σpΣBptqq “ Hn´1

ˆ

1

t

`

tSn´1 X PB
˘

˙

“
1

tn´1
Hn´1

`

tSn´1 X PB
˘

.

102



Figura 5.5: Arriba: El cono CB asociado a B en marrón y las distancias pB
en naranja. Abajo: El conjunto PB en naranja.
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Si t ě pB, tenemos por construcción de PB que

σpΣBptqq “
1

tn´1
Hn´1

`

tSn´1 X PB
˘

“
1

tn´1
Hn´1

`

tSn´1 X CB
˘

“
1

tn´1
Hn´1

`

tpSn´1 X CBq
˘

“ Hn´1
`

Sn´1 X CB
˘

„ psinpαqqn´1,

donde la última relación vale por el Lema 4.2.5 con α la apertura de CB.
Ver Figura 5.6. Con esta relación, (5.11) para este caso se sigue de notar que

Figura 5.6: La apertura α de CB y su relación con B.

sinpαq “
r

q ` r
ď
r

q

y

sinpαq “
r

q ` r
ě

r

2q

porque r ď q.
Consideremos ahora el caso en que r ď q ď t ă pB. Aqúı supondremos

sin pérdida de generalidad que el centro xB de la bola está sobre el semieje
positivo xn, es decir xB “ pq ` rqen. Nuestro primer objetivo será verificar
que tSn´1XPB “ tSn´1XCt para algún cono Ct centrado en el origen, con
eje dado por el vector en y de apertura αptq a determinar. Ver Figura 5.7.
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Figura 5.7: La apertura αptq asociada a ΣBptq cuando r ď q ď t ă pB.

Para probar esto anaĺıticamente, notamos que tSn´1 XCBptq “ tSn´1 XB.
De esta forma, los puntos x “ px1, . . . , xnq en este conjunto son precisamente
los que verifican

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

n
ÿ

i“1

x2
i “ t2

n´1
ÿ

i“1

x2
i ` pxn ´ pq ` rqq

2 ă r2.

Restando la igualdad de la desigualdad, obtenemos que los x P tSn´1 X B
son precisamente los x P tSn´1 que verifican

´2pq ` rqxn ` pq ` rq
2 ă r2 ´ t2 ðñ

q2 ` 2rq ` t2

2tpq ` rq
ă
xn
t
.

Recordando la caracterización (4.10) de las intersecciones de Sn´1 con conos
con eje en, podemos ver que

ptSn´1 XBq “ tpSn´1 X Ctq,

donde Ct es el cono de apertura αptq dada por

cospαptqq “
q2 ` 2rq ` t2

2tpq ` rq
,
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y por lo tanto, podemos apelar al Lema 4.2.5. Aśı, tenemos que

σpΣBptqq “
1

tn´1
Hn´1

`

tSn´1 XB
˘

“ Hn´1pSn´1 X Ctq „ psinpαptqqq
n´1 ,

con constantes que dependen a lo sumo de n.
Resta entonces estimar sinpαptqq. Como tenemos una expresión para

cospαptqq, lo que haremos es apelar a que αptq P p0, π{2q ùñ 1`cospαptqq P
p1, 2q y por lo tanto

sin2pαptqq „
1´ cos2pαptqq

1` cospαptqq
“ 1´ cospαptqq “

2tpq ` rq ´ pq2 ` 2rq ` t2q

2tpq ` rq
.

Apelando a que r ď q ď t ă pB “
a

qpq ` 2rq ă q ` r, esta última
expresión puede ser controlada de la siguiente manera:

2tpq ` rq ´ pq2 ` 2rq ` t2q

2tpq ` rq
ď

2tq ` 2rt´ q2 ´ 2rq ´ t2

2tpB

ď
2rpt´ qq ´ pt´ qq2

2t2

ď
rpt´ qq

t2

y

2tpq ` rq ´ pq2 ` 2rq ` t2q

2tpq ` rq
ě

2tq ` 2rt´ q2 ´ 2rq ´ t2

2tpt` tq

“
2rpt´ qq ´ pt´ qqpt´ qq

4t2

ě
rpt´ qq

4t2
.

Todo esto permite decir que

σpΣBptqq „ psinpαptqqq
n´1

„

˜

a

rpt´ qq

t

¸n´1

como queŕıamos.
Pasamos finalmente al caso r ą q, donde también por simplicidad supo-

nemos que xB “ pq ` rqen. En este caso solo buscamos una cota superior
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para σpΣBptqq, y por lo tanto nos es suficiente estimar

σpΣBptqq “
1

tn´1
Hn´1ptSn´1 X PBq

ď
1

tn´1
Hn´1ptSn´1 XHq

“ Hn´1pSn´1 XH 1q,

donde H es el semiespacio dado por xn ą q, que claramente contiene a PB,
y H 1 “ 1

tH está dado por xn ą q{t. Ver Figura 5.8. Recordando una vez

Figura 5.8: El semiespacio H se interseca con tSn´1 (púrpura) en H X

tSn´1(verde). El borde de H es el hiperplano dado por xn “ q (celeste).

más la caracterización (4.10), podemos expresar Sn´1XH 1 como Sn´1XC,
con C un cono con eje en y apertura β dada por cospβq “ q{t. A partir
de aqúı podemos proceder de forma enteramente análoga al caso anterior y
encontramos que

σpΣBptqq ď Hn´1pSn´1 XH 1q

„ psinpβqqn´1

„

´

a

1´ cospβq
¯n´1

“

˜

c

t´ q

t

¸n´1

,
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lo que concluye la demostración de la observación.

El motivo por el que nos interesa entender esta área es porque a continua-
ción enunciaremos una Proposición que la involucra. Esta da una condición
suficiente para obtener una desigualdad como (5.5), y por lo tanto constituye
un paso intermedio important́ısimo para probar el Teorema 5.0.2.

Proposición 5.2.2. Sea B una familia de bolas que no contienen al origen.
Dado m ą 0, supongamos que existen constantes positivas c, ε tales que la
medida µ con densidad dµpxq “ γ0p|x|qdx satisface la desigualdad

ż 8

q
exp

«

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

γ0ptqt
n´1dt ď cµpAqq (5.13)

para cualquier bola B P B con q “ qB. En tal caso, el operador maximal MB
µ

asociado a µ y B, dado por

MB
µ fpxq “ sup

xPBPB

1

µpBq

ż

B
|f | dµ

satisface para todo λ ą 0 la desigualdad modular

µ
` 

MB
µ fpxq ą λ

(˘

ď c

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙m`1

dµ. (5.14)

Antes de embarcarnos en la demostración de este resultado, será conve-
niente hacer algunas definiciones. Recordemos la descomposición µ “ µ0ˆσ
que definimos en anteriormente. Resulta claro que para la µ que estamos
considerando en este contexto, µ0 tiene densidad dada por

dµ0ptq “ tn´1γ0ptqdt. (5.15)

A µ0 le asociamos el operador Tµ0 definido sobre funciones reales g dado por

Tµ0gpsq “
1

µ0 rs,8q

ż 8

s
gptqdµ0ptq.

Para que esto esté bien definido necesitamos que µ0 sea una medida fini-
ta. Esto efectivamente es cierto, pero posponemos la prueba para la sec-
ción siguiente. Por otro lado, notamos MS al operador maximal de Hardy-
Littlewood en Sn´1,

MSfpx1q “ sup
BQx

1

σpBq

ż

B
fpωqdσpωq,
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donde se consideran todas las B bolas geodésicas centradas en x. Con todo
esto, viendo a Rn como el producto cartesiano Rą0 ˆ Sn´1, definimos al
operador

Mµ “ Tµ0 ˝M
S

con MS actuando en la variable angular x1 “ x
|x| y Tµ0 en la variable radial

|x| (notemos que en el caso que nos compete µ es absolutamente continua
respecto de la medida Lebesgue, y por eso podemos ignorar al origen). El
operador Mµ cumplirá un rol importante el la demostración de la Proposi-
ción 5.2.2, y por lo tanto será necesario detenernos un poco para entender
mejor su comportamiento. Para eso tendremos que apelar a ciertas propie-
dades de los operadores Tµ0 y MS .

Observación 5.2.3. El operador Tµ0 es de tipo débil p1, 1q y fuerte p8,8q.

Demostración. Que Tµ0 es fuerte p8,8q es claro. Para ver que es débil p1, 1q
definimos

Eλ “ tt P R{ Tµ0gptq ą λu.

Resulta claro que para los t P Eλ

µ0rt,8q ă
1

λ
}g}1.

Por lo tanto, si Eλ admite un mı́nimo t0, tenemos que

µ0pEλq ď µ0rt0,8q ă
1

λ
}g}1.

Si Eλ admite un ı́nfimo t0 que no es mı́nimo, construimos una sucesión
estrictamente decreciente ptnqn de números reales en Eλ que tiende a t0.
Aśı,

µ0pEλq ď µ0pt0,8q “ ĺım
nÑ8

µ0rtn,8q ď
1

λ
}f}1.

Finalmente, si Eλ no está acotado inferiormente, elegimos una sucesión ptnqn
de elementos de λ que tienda a ´8 y procedemos como en el caso anterior.

Observación 5.2.4. El operador MS es de tipo débil (1,1) y fuerte p8,8q.

Demostración. Es evidente que MS es de tipo fuerte p8,8q. Para ver el
tipo débil p1, 1q, empezamos tratando de reproducir el Lema de Vitali para
bolas geodésicas en Sn´1. El proceso de selección de bolas es esencialmente
el mismo, pero tenemos que probar dos cosas: que cuando dos bolas se
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intersecan, podemos dilatar a una de ellas para que contenga a la otra, y
que σ es doblante en un sentido que se relacione con la dilatación anterior.

Sean B,B1 Ă Sn´1 bolas geodésicas con intersección no vaćıa. Podemos
definir r, el radio de B, como el radio de B̃ “ exp´1

p pBq Ă TpS
n´1, con p el

centro de B y expp el mapa exponencial asociado al punto p P Sn´1. Por las
propiedades de expp, r es también la distancia entre p y cualquier punto de
BB con la métrica redonda. De manera análoga definimos el radio r1 de B1

y suponemos sin pérdida de generalidad que r ě r1. Definimos el conjunto

3B “ tx P Sn´1{ dpx, pq ă 3ru,

con d la métrica redonda. Veamos que B1 Ă 3B.
Primero, notemos que si r ą 2π{3, 3B “ Sn´1 y por lo tanto no es una

bola geodésica. En este caso B1 Ă 3B trivialmente. Si no, sea x P B X B1.
Entonces, dado y P B1, tenemos que

dpy, pq ď dpy, p1q ` dpp1, xq ` dpx, yq ă 2r1 ` r ď 3r

como queŕıamos.
Resta ver que las medidas de B y 3B son comparables. Pero esto es una

observación sencilla con la maquinaria que hemos desarrollado antes. La bola
geodésica B en Sn´1 es exactamente la intersección Sn´1 X Cr, con Cr el
cono abierto, centrado en el origen, con eje en la dirección de p y apertura
r. Ver Figura 5.9. De esta manera, el Lema 4.2.5 nos garantiza que, para
r ă π{6,

σp3Bq „ psinp3rqqn´1 ď p3rqn´1 „ psinprqqn´1 „ σpBq,

donde la tercera relación está garantizada por la Observación 4.2.3. Si r ě
π{6, tenemos que

σp3Bq ď σpSn´1q „ psinpπ{6qqn´1 ď σpBq,

donde la última desigualdad es consecuencia de que B contiene a la bola
geodésica de radio π{6 centrada en p. Todo esto prueba que σp3Bq À σpBq
y con esto podemos reproducir la prueba del Lema de Vitali para bolas
geodésicas y aśı concluir que MS es de tipo débil p1, 1q.

Vamos a combinar estas propiedades para probar una desigualdad mo-
dular débil para Mµ, pero para eso será necesario contar con la siguiente
cota, que hemos adaptado de [Tor04].
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Figura 5.9: Corte bidimensional de una bola geodésica B y el conjunto 3B.

Observación 5.2.5. Sean pX, νq un espacio de medida y T un operador
sublineal definido en L1 ` L8pX, νq de tipo débil p1, 1q y fuerte p8,8q.
Entonces existe una constante c0 ą 1 tal que para todos f P L1 ` L8pX, νq
y λ ą 0 se tiene

ν pt|Tf | ą λuq ă
c0

λ

ż 8

λ{c0

ν pt|f | ą suq ds. (5.16)

Demostración. Las hipótesis sobre T nos permiten afirmar que existen cons-
tantes c1, c8 ą 0 tales que

νpt|Tg| ą λuq ď
c1

λ
}g}1 y }Tg}8 ď c8}g}8

para toda función g.
Dada f P L1 ` L8pX, νq definimos, para cada λ ą 0,

f2,λpxq “

#

fpxq si |fpxq| ď λ
2c8

λ
2c8

sgpfpxqq si |fpxq| ą λ
2c8

,

y f1,λ “ f ´ f2,λ. Con estas definiciones, tenemos que

}Tf2,λ}8 ď c8}f2,λ}8 ď
λ

2
, (5.17)
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y a su vez

f1,λ ” 0 en

"

|f | ď
λ

2c8

*

y |f1| ď |f |. (5.18)

Como consecuencia, obtenemos que

νpt|Tf | ą λuq ď ν

ˆ"

|Tf1,λ| ą
λ

2

*˙

` ν

ˆ"

|Tf2| ą
λ

2

*˙

ď
2c1

λ
}f1,λ} ď

2c1

λ

ż

t|f |ąλ{2c8u
|f |dν, (5.19)

donde en la primera desigualdad hemos apelado a la sublinealidad de T , en
la segunda hemos apelado a (5.17) y en la tercera a (5.18).

Ahora, adaptando la demostración de la Layercake formula, podemos
retomar (5.19) para conseguir

νpt|Tf | ą λuq ď
2c1

λ

ż

t|f |ąλ{2c8u
|f |dν

“
2c1

λ

ż

tx{ |fpxq|ąλ{2c8u

ż |fpxq|

0
dsdν

“
2c1

λ

ż 8

λ{2c8

ż

tx{ |fpxq|ąsu
dνds

“
2c1

λ

ż 8

λ{2c8

νptx{ |fpxq| ą suqds.

(5.16) se sigue de elegir c0 “ máxt2c1, 2c8, 1u.

Con todo esto, estamos en condiciones de obtener un control sobre el
operador Mµ.

Lema 5.2.6. Mµ satisface la desigualdad modular

µ
` 

Mµfpxq ą λ
(˘

ď c

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

dµ, λ ą 0. (5.20)
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Demostración. Comenzamos escribiendo

µ
` 

Mµfpxq ą λ
(˘

“

ż

Sn´1

ż 8

0
χtpt,ωq{ Tµ0 pMSpfptωqqqąλudµ0ptqdσpωq

“

ż

Sn´1

µ0

` 

t{ Tµ0
`

MS pfptωqq
˘

ą λ
(˘

dσpωq

ď

ż

Sn´1

c0

λ

ż 8

λ{c0

µ0

` 

t{ MSpfptωq
˘

ą s
(

qdsdσpωq

“ c0

ż

Sn´1

ż 8

1{c0

µ0

ˆ"

t{ MS

ˆ

f

λ
ptωq

˙

ą r

*˙

drdσpωq

“ c0

ż

Sn´1

ż 8

1{c0

ż 8

0
χ
tpt,ωq{MSp fλ ptωqqąru

dµ0ptqdrdσpωq,

(5.21)

donde en la desigualdad hemos usado la Observación 5.2.5, y en la tercera
igualdad el cambio de variables s “ λr y la linealidad de MS .

A continuación, podemos aplicar Fubini a (5.21) y obtener

µ
` 

Mµfpxq ą λ
(˘

ď c0

ż 8

1{c0

ż 8

0

ż

Sn´1

χ
tpt,ωq{MSp fλ ptωqqąru

dσpωqdµ0ptqdr

“ c0

ż 8

1{c0

ż 8

0
σ

ˆ"

ω{ MS

ˆ

f

λ
ptωq

˙

ą r

*˙

dµ0ptqdr (5.22)

ď c0

ż 8

1{c0

ż 8

0

c1

r

ż 8

r{c1

σ

ˆ"

ω{
f

λ
pt, ωq ą u

*˙

dudµ0ptqdr

“ c0c1

ż 8

1{c0

ż 8

r{c1

1

r
µ

ˆ"

pt, ωq{
f

λ
pt, ωq ą u

*˙

dudr, (5.23)

donde en la desigualdad hemos usado nuevamente la Observación 5.2.5 y en
la última desigualdad hemos usado Fubini respecto de dudµ0ptq.

Nuestro siguiente objetivo es transformar (5.23) en una integral expre-
sada de acuerdo con la Layercake formula. Para eso, aplicamos Fubini una
vez más y obtenemos

µ
` 

Mµfpxq ą λ
(˘

ď c0c1

ż 8

1{c0c1

ż c1u

1{c0

1

r
µ

ˆ"

f

λ
ą u

*˙

drdu

“

ż 8

1{c0c1

µ

ˆ"

f

λ
ą u

*˙

c0c1 logpc0c1uqdu. (5.24)

A continuación, llamamos Φptq “ tp1 ` log`ptqq. Si eligiésemos hacer el
cambio de variables v “ Φpc0c1uq, tendŕıamos que, por el dominio en que se
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mueve u,

v “ c0c1up1` logpc0c1uqq ùñ dv “ c0c1p2` logpc0c1uqqdu.

De esta manera, podemos acotar (5.24) y obtener

µ
` 

Mµfpxq ą λ
(˘

ď

ż 8

1{c0c1

µ

ˆ"

f

λ
ą u

*˙

c0c1p2` logpc0c1uqqdu

“

ż 8

1
µ

ˆ"

Φ

ˆ

f

c0c1λ

˙

ą v

*˙

dv

ď

ż

Rn
Φ

ˆ

f

c0c1λ

˙

dµ ď

ż

Rn
Φ

ˆ

f

λ

˙

dµ,

donde en la última desigualdad hemos apelado a que c0c1 ą 1 y a que Φ es
creciente.

Por último, necesitaremos recurrir a la siguiente desigualdad consecuen-
cia de la desigualdad de Young generalizada:

Observación 5.2.7. Dados u, v ą 0, se tiene que

u ¨ v ď CmpΦmpuq `Ψmpvqq, (5.25)

donde Φmpuq “ up1` log` uqm y Ψmpvq “ ev
1{m

.

Con todo esto, estamos en condiciones de encarar la prueba.

Demostración de la Proposición 5.2.2. Consideramos los siguientes dos ope-
radores:

M`
µ fpxq “ sup

xPBPB

1

µpBq

ż

BXty{|y|ě|x|u
|fpyq| dµpyq

y

M´
µ fpxq “ sup

xPBPB

1

µpBq

ż

BXty{|y|ě|x|u
|fpyq| dµpyq.

Resulta claro que

 

MB
µ fpxq ą λ

(

“
 

M`
µ fpxq `M

´
µ fpxq ą λ

(

Ă

"

M`
µ fpxq ą

λ

2

*

Y

"

M´
µ fpxq ą

λ

2

*

,

y por lo tanto basta ver que la desigualdad (5.14) se verifica para cada uno
de los operadores M`

µ y M´
µ separadamente.
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Para M`
µ , la prueba consiste en demostrar que existe una constante

C ą 0 tal que vale

M`
µ fpxq ď CMµpφmp|f |qqpxq ` C, (5.26)

donde φmpuq “ up1 ` log` uqm, u ą 0. En efecto, veamos que esto es sufi-
ciente para probar (5.14) para este operador.

µ
` 

x{ M`
µ fpxq ą λ

(˘

“ µ

ˆ"

x{ M`
µ

ˆ

2C |f |

λ

˙

pxq ą 2C

*˙

ď µ

ˆ"

x{ CMµ

ˆ

φm

ˆ

2C |f |

λ

˙˙

pxq ` C ą 2C

*˙

“ µ

ˆ"

x{ Mµ

ˆ

φm

ˆ

2C |f |

λ

˙˙

pxq ą 1

*˙

ď c1
ż

Rn
φm

ˆ

2C |f |

λ

˙ˆ

1` log` φm

ˆ

2C |f |

λ

˙˙

dµ

À

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙mˆ

1` log`
|f |

λ
` log`

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙˙

dµ

À

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙m`1

dµ,

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.26), y en la segunda
hemos apelado a (5.20).

Pasemos entonces a la demostración de (5.26). Fijemos x P Rn y tomemos
una bola B P B que contenga a x. Notando x1 “ x

|x| , escribimos a x P Rn

como p|x| , x1q P Rą0 ˆ Sn´1. De esta manera, x P B Ă PB garantiza que
x1 P ΣBptq para todo t ą |x|, y aśı

B X ty P Rn{ |y| ě |x|u Ă tpt, ωq, t ě |x| , ω P ΣBptqu . (5.27)
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Con esto, podemos ver que

1

µpBq

ż

BXt|y|ě|x|u
|fpyq| dµpyq

ď
1

µpBq

ż 8

|x|

ż

ΣBptq
|fptωq| dσpωqdµ0ptq

“
1

µpAqq

ż 8

|x|

1

σpΣBptqq

ż

ΣBptq
|fptωq|σpΣBptqq

µpAqq

µpBq
dσpωqdµ0ptq

ď Cm
1

µpAqq

ż 8

|x|

1

σpΣBptqq

ż

ΣBptq
rφmpuq ` ψmpvqs dσpωqdµ0ptq

“ I` II,

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.27) y a dµ “ dσˆ dµ0

y en la segunda hemos apelado a la Observación 5.2.7 con u “ 1
ε |fptωq|

y v “ εσpΣBptqq
µpAqq
µpBq . La última igualdad resulta de separar las integrales

de φmpuq y ψmpvq y nombrarlas I y II respectivamente. Para terminar,
acotemos cada una de estas integrales. Comenzamos viendo que

II “
Cm
µpAqq

ż 8

|x|

1

σpΣBptqq

ż

ΣBptq
exp

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m

dσpωqdµ0ptq

“
Cm
µpAqq

ż 8

|x|
exp

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m

dµ0ptq

ď
Cm
µpAqq

ż 8

q
exp

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m

γ0ptqt
n´1dt ď C 1m, (5.28)

donde en la segunda igualdad hemos usado que el integrando no depende
de ω, en la primera desigualdad hemos apelado a (5.15) y a q ď |x|, y la
segunda desigualdad es exactamente (5.13).

Para acotar I, comenzamos notando que

φm

ˆ

1

ε
|fptωq|

˙

“
1

ε
|fptωq|

ˆ

1` log`
1

ε
|fptωq|

˙m

ď
1

ε
máx

"

1, log`
1

ε

*

|fptωq|
`

1` log` |fptωq|
˘m

, (5.29)

116



y por lo tanto

I “ Cm
1

µpAqq

ż 8

|x|

1

σpΣBptqq

ż

ΣBptq
φm

ˆ

1

ε
|fptωq|

˙

dσpωqdµ0ptq

ď
Cm,ε
µpA|x|q

ż 8

|x|

1

σpΣBptqq

ż

ΣBptq
φm p|fptωq|q dσpωq

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

dµ0ptq

ď Cm,ε
1

µpA|x|q

ż 8

|x|
MSpφmp|f |qqdµ0 ď Cm,εMµpφmp|f |qq, (5.30)

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.29) y a que q ă |x|
implica µpAqq ą µpA|x|q, en la segunda hemos usado que el operador maxi-

mal MS controla precisamente objetos como el que está dentro de la llave,
y en la igualdad hemos simplemente usado la definición de Mµ. Tomando
supremo sobre todas las B P B, (5.28) y (5.30) permiten finalmente concluir
que existe una constante C ą 0 tal que vale (5.26).

Dirigimos ahora nuestra atención hacia M´
µ . El comportamiento de este

operador es mejor que el de M`
µ , de hecho, en este caso demostraremos que

se satisface la desigualdad modular débil

µp
 

x P Rn{M´
µ fpxq ą λq

(

q ď C

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

dµ, (5.31)

que claramente implica la desigualdad (5.14) para M´
µ .

Comenzamos notando que si (5.31) fuese verdadera para λ “ 1, obte-

nemos (5.31) en toda su generalidad aplicándola a |f |
λ . Por lo tanto, basta

probar (5.31) para λ “ 1.
Fijemos un x P Rn y una bola B P B que contenga a x. Nuestro siguiente

objetivo es demostrar que la hipótesis (5.13) implica la desigualdad

1

µpAqq

ˆ

µpAqq

µpBq
σpΣBp|x|qq

˙p

µpA|x|q ď Cp, p ą 0. (5.32)
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Para ver esto, comencemos notando que

cµpAqq ě

ż 8

q
exp

«

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

γ0ptqt
n´1dt

ě

ż 8

|x|
exp

«

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

γ0ptqt
n´1dt

ě

ż 8

|x|
exp

«

ˆ

εσpΣBp|x|qq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

γ0ptqt
n´1dt

“ exp

«

ˆ

εσpΣBp|x|qq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

µpA|x|q. (5.33)

Si probamos que para todo p ą 0 existe una constante positiva bp ą 0
tal que para todo s ą 0 vale

exp
”

pεsq1{m
ı

ě bps
p, (5.34)

entonces (5.33) queda

cµpAqq ě exp

«

ˆ

εσpΣBp|x|qq
µpAqq

µpBq

˙1{m
ff

µpA|x|q

ě bp

ˆ

σpΣBp|x|qq
µpAqq

µpBq

˙p

µpA|x|q,

lo que prueba (5.32). Resta entonces probar (5.34). Para esto definimos

g : p0,8q ÝÑ p0,8q{ gpsq “
exp

`

pεsq1{m
˘

sp
.

Resulta claro que
ĺım
sÑ0`

gpsq “ `8,

mientras que

ĺım
sÑ`8

gpsq “ ĺım
sÑ`8

exp
`

pεsq1{m
˘

sp
“
ε1{m

p
ĺım

sÑ`8

exp
`

pεsq1{m
˘

sp´1{m
,

donde en la última igualdad hemos aplicado L’Hopital a una indeterminación
del tipo 8{8. Aplicándola entonces rmps veces vemos que el ĺımite es 8. De
esta manera, g alcanza un mı́nimo absoluto en p0,8q, que debe ser positivo
porque g lo es. Llamando bp a este mı́nimo se concluye (5.34).
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Notando ftpωq “ fptωq, podemos acotar

1

µpBq

ż

BXty{ |y|ă|x|u
|fpyq| dµpyq

“
1

µpBq

ż |x|

q

ż

ΣBp|t|q
|fptωq| dσpωqdµ0ptq

ď
1

µpBq

ż |x|

q

ż

ΣBp|x|q
|fptωq| dσpωqdµ0ptq

“
1

µpAqq

ż |x|

q

µpAqq

µpBq

σpΣBp|x|qq

σpΣBp|x|qq

ż

ΣBp|x|q
|fptωq| dσpωqdµ0ptq

ď
1

µpAqq

ż 8

q

ˆ

µpAqq

µpBq
σpΣBp|x|qq

˙

MSftpx
1qdµ0ptq

“
1

µpAqq

ż 8

q
W pt, xqχD1pt, x

1qdµ0ptq `
1

µpAqq

ż 8

q
W pt, xqχD2pt, x

1qdµ0ptq

“ I` II, (5.35)

donde en la primera igualdad hemos hecho un cambio a coordenadas polares
y en la primera desigualdad hemos apelado a que t ă |x| implica ΣBptq Ă
ΣBp|x|q. En la tercera igualdad hemos notado

W pt, xq “
µpAqq

µpBq
σpΣBp|x|qqM

Sftpx
1q,

D1 “
 

pt, x1q P Rą0 ˆ S
n´1{ MSftpx

1q ą 1
(

y
D2 “

 

pt, x1q P Rą0 ˆ S
n´1{ MSftpx

1q ď 1
(

.

Notemos que ambas integrales I y II dependen de B. Por lo tanto, al
tomar supremo en (5.35) sobre todas las bolas B P B obtenemos

M´
µ fpxq ď sup

BPB
I` sup

BPB
II,

y por lo tanto

µ
` 

x P Rn{ M´
µ fpxq ą 1

(˘

ď µ

ˆ"

x P Rn{ sup
BPB

I ą
1

2

*˙

` µ

ˆ"

x P Rn{ sup
BPB

II ą
1

2

*˙

(5.36)

por lo que para probar (5.31) será necesario controlar cada uno de los térmi-
nos del lado derecho de (5.36).
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Comenzamos estudiando I. Para eso apelamos a (5.32) con p “ 1 y
obtenemos

I ď C
1

µpA|x|q

ż 8

0
MSftpx

1qχD1pt, x
1qdµ0ptq “ IIIpρ, x1q,

donde hacemos el cambio de nombre ρ “ |x| simplemente para poder tratarlo
mejor como una variable. Notemos a su vez que, a diferencia de I, IIIpρ, x1q
no depende de B. Con esto, podemos obtener

µ

ˆ"

x P Rn{ sup
BPB

I ą
1

2

*˙

ď µ

ˆ"

pρ, x1q P Rą0 ˆ S
n´1{ IIIpρ, x1q ą

1

2

*˙

“

ż

Sn´1

ż

tρ{ IIIpρ,x1qą1{2u
dµ0pρqdσpx

1q.

Para seguir con esta cota, será necesario ganar comprensión sobre el
conjunto tρ{ IIIpρ, x1q ą 1{2u para cada x1 fijo. Notamos que

IIIpρ, x1q ą 1{2 ðñ µpAρq ă 2C

ż 8

0
MSftpx

1qχD1pt, x
1qdµ0ptq

ðñ ρ ą ρ0 “ ρ0px
1q,

ya que µpAρq es estrictamente decreciente en ρ, y la cota de µpAρq depende
solamente de x1. Pero por la regularidad de µ,

µpAρ0q “ sup
ρąρ0

µpAρq ď 2C

ż 8

0
MSftpx

1qχD1pt, x
1qdµ0ptq. (5.37)

De esta manera,

µ

ˆ"

x P Rn{ sup
BPB

I ą
1

2

*˙

ď

ż

Sn´1

ż

tρ{ IIIpρ,x1qą1{2u
dµ0pρqdσpx

1q

ď

ż

Sn´1

µ0ppρ0,8qqdσpx
1q

“
1

ωn´1

ż

Sn´1

µpAρ0qdσpx
1q

ď C

ż 8

0

ż

Sn´1

MSftpx
1qχD1pt, x

1qdσpx1qdµ0ptq, (5.38)

donde en la tercera desigualdad hemos usado (5.37) y el Teorema de Tonelli.
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Ahora bien, como MSftpx
1q ě 1 en D1, (5.38) resulta igual a

C

ż 8

0

ż 8

0
σ
` 

x1{MSftpx
1qχD1pt, x

1q ě s
(˘

dsdµ0ptq

“ C

ż 8

0

ˆ

σ
` 

x1{MSftpx
1q ě 1

(˘

`

ż 8

1
σp
 

x1{MSftpx
1q ě s

(

qds

˙

dµ0ptq

À

ż 8

0

ż

Sn´1

|fptωq| p1` log` |fptωqq|qdσpωqdµ0ptq

“

ż

Rn
|fpyq| p1` log` |fpyq|qdµpyq,

La última desigualdad puede probarse apelando al tipo p1, 1q de MS en el
primer término, y reproduciendo el argumento de la prueba del Lema 5.2.6
desde 5.22 para el segundo término. Esto finaliza la cuenta para I.

Para II, apelamos a la desigualdad de Hölder y a (5.32) con p “ 2, y
obtenemos

II “
1

µpAqq

ż 8

q

ˆ

µpAqq

µpBq
σpΣBp|x|qq

˙

MSftpx
1qχD1pt, x

1qdµ0ptq

ď
C

µpAqq

„
ż 8

0
pMSftpx

1qq2χD1pt, x
1qdµ0ptq

1{2 ˆ µpAqq
2

ωn´1µpA|x|q

˙1{2

ď C

ˆ

1

µpA|x|q

ż 8

0
pMSftpx

1qq2χD1pt, x
1qdµ0ptq

˙1{2

“ IVpρ, x1q,

notando que aqúı también IV tiene el beneficio por sobre II de no depender
de la bola B.

Para acotar µp
 

x P Rn{ supBPB II ą 1
2

(

q, procedemos, salvo aclaración,
con argumentos enteramente análogos a los utilizados para I :

µ

ˆ"

x P Rn{ sup
BPB

II ą
1

2

*˙

ď

ż

Sn´1

ż

tρ{ IVpρ,x1qą1{2u
dµ0pρqdσpx

1q

ď

ż

Sn´1

µ0ppρ0,8qqdσpx
1q

“
1

ωn´1

ż

Sn´1

µpAρ0qdσpx
1q

ď C

ż 8

0

ż

Sn´1

pMSftpx
1qq2χD2pt, x

1qdσpx1qdµ0ptq
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“ 2C

ż 8

0

ˆ
ż 1

0
sσ

` 

x1{MSftpx
1q ě s

(˘

ds

˙

dµ0ptq

À

ż 8

0

ż 1

0

ż

Sn´1

|fptωq| dσpωqdsdµ0ptq “

ż

Rn
|fpyq| dµpyq,

donde en la última desigualdad hemos apelado al tipo débil p1, 1q de MS .
Esto concluye la prueba de la Proposición 5.2.2.

5.3. Algunas estimaciones adicionales

Teniendo a nuestra disposición esta Proposición, resulta claro que nues-
tro próximo objetivo es probar la desigualdad (5.13) para m “ n´1

2 y una
clase de bolas B adecuada. Para esto, probaremos a continuación una se-
rie de lemas. En el camino hará falta hacer algunas definiciones que dan
cuenta de la forma en que decae la función γ0. Estas definiciones permitirán
entender Rn en función de este decaimiento.

Lema 5.3.1. Con la notación anterior, si τptq es decreciente y verifica
ĺımtÑ`8 τptq “ 0, entonces µ es una medida finita. Más precisamente, existe
un q0 “ q0pµq ą 0 tal que

µpAqq „ γ0pqqφpqqq
n´1, q ą q0. (5.39)

Demostración. Una de las desigualdades se obtiene de forma sencilla con un
cambio de variable a coordenadas polares:

µpty{ |y| ą quq “ ωn´1

ż 8

q
γ0ptqt

n´1dt

ě ωn´1

ż q`φpqq

q
γ0ptqt

n´1dt

ě
ωn´1

2
γ0pqqφpqqq

n´1,

donde en la última desigualdad hemos apelado a que γ0 es estrictamente
decreciente.

La otra desigualdad requiere la introducción de algunos conceptos nue-
vos. Comenzamos definiendo las funciones ψk : Rą0 ÝÑ Rą0 para cada
k P N0 como

ψ0pqq “ q

ψ1pqq “ q ` φpqq

ψk`1pqq “ ψ1pψkpqqq “ ψkpqq ` φpψkpqqq, k P N.
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La definición de las funciones ψk está hecha con el objetivo de que se
cumpla la siguiente relación:

γ0pψkpqqq “
1

2k
γ0pqq. (5.40)

Después de concluida esta prueba, introduciremos una definición que
hará sumamente visible la importancia de estas funciones ψk. Antes de se-
guir, notemos también que (5.40) implica que, para cada k P N0 fijo, la
función ψk es creciente, ya que

q1 ă q2

1

2k
γ0pq1q ą

1

2k
γ0pq2q

γ0pψkpq1qq ą γ0pψkpq2qq

ψkpq1q ă ψkpq2q.

Retornando a la prueba de (5.39), usemos las funciones ψk para probar
la desigualdad que nos falta:

µpty{ |y| ą quq “ ωn´1

8
ÿ

k“0

ż ψk`1pqq

ψkpqq
γ0ptqt

n´1dt

ď ωn´1

8
ÿ

k“0

γ0pψkpqqqφpψkpqqqpψk`1pqqq
n´1, (5.41)

donde en la igualdad hemos usado una vez más coordenadas polares, y en
la desigualdad hemos usado que γ0 es estrictamente decreciente, y que la
longitud del intervalo sobre el cual estamos integrando es ψk`1pqq´ψkpqq “
φpψkpqqq. Nuestro objetivo ahora es acotar cada uno de los términos de la
suma en (5.41) convenientemente.

Para eso, apelamos a que τptq “ φptq
t es decreciente por hipótesis y de

ese modo:

φpψjpqqq “ τpψjpqqqψjpqq

ď τpψj´1pqqqψjpqq

“ τpψj´1pqqqpψj´1pqq ` φpψj´1pqqqq

“ φpψj´1pqqqp1` τpψj´1pqqqq

ď φpψj´1pqqqpq ` τpqqq.

Aplicando inductivamente esta última desigualdad obtenemos

φpψjpqqq ď φpqqp1` τpqqqj , j P N0, (5.42)
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y de esa manera vemos que

ψk`1pqq “ ψkpqq ` φpψkpqqq

“ q `
k
ÿ

j“0

φpψjpqqq

ď q `
k
ÿ

j“0

φpqqp1` τpqqqj

ď q ` φpqqpk ` 1qp1` τpqqqk

“ q ` qτpqqpk ` 1qp1` τpqqqk

ď qpk ` 1qp1` τpqqqk`1. (5.43)

Con todo esto a nuestra disposición, elegimos un q0 lo suficientemente
grande como para que valga

p1` τpq0qq
n “ β ă 2, (5.44)

(recordando que τ es decreciente y que vale (5.4)). Aśı, eligiendo q ą q0

podemos acotar el lado derecho de (5.41) de la siguiente manera:

ωn´1

8
ÿ

k“0

γ0pψkpqqqφpψkpqqqpψk`1pqqq
n´1

ď ωn´1

8
ÿ

k“0

1

2k
γ0pqqφpqqp1` τpqqq

k
loooooooomoooooooon

qn´1pk ` 1qn´1p1` τpqqqpn´1qpk`1q
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

“ ωn´1γ0pqqφpqqq
n´1p1` τpqqqn´1

8
ÿ

k“0

1

2k
pk ` 1qn´1p1` τpqqqnk

ď ωn´1γ0pqqφpqqq
n´1p1` τpq0qq

n´1
8
ÿ

k“0

1

2k
pk ` 1qn´1p1` τpq0qq

nk

ď βωn´1γ0pqqφpqqq
n´1

8
ÿ

k“0

ˆ

β

2

˙k

pk ` 1qn´1 ď cγ0pqqφpqqq
n´1,

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.42) y (5.43) para acotar
por la primera y segunda llaves respectivamente, en la tercera hemos apelado
a (5.44) y en la última hemos usado que la serie converge.

Esto prueba finalmente (5.39), lo que claramente implica que µ es finita.
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La necesidad de controlar µpAqq es clara viendo el rol que cumple en la
desigualdad (5.13). Nuestro siguiente objetivo es obtener un lema que nos
permita “sacarnos de encima” a cierta familia de bolas.

Para hacer esto, definiremos ciertos conjuntos de nivel de γ de gran
importancia. Sean q0 y tψkuk como fueron definidos en la demostración del
lema previo. Llamamos ak “ ψkpq0q, y definimos los anillos

S0 “ ty{0 ă |y| ď a0u , Sk “ ty{ak´1 ă |y| ď aku , k P N.

Ver Figura 5.10. Es de notar que para cada k P N e y P Sk vale que

Figura 5.10: Algunos conjuntos Sk y las funciones ψk que los definen.

γ0pakq ď γpyq ď γ0pak´1q y γ0pakq “
1

2
γ0pak´1q, (5.45)

mientras que para y P S0, γ0pq0q ď γpyq ď γ0p0
`q. Esto nos permite decir

que los anillos Sk constituyen regiones sobre las cuales γ es esencialmente
constante. Esta información será crucial para el lema que queremos probar
a continuación.
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Lema 5.3.2. Sean µ, γ0 y Sk como antes. Fijado un número natural N ,
denotamos BN a la clase de todas las bolas que intersecan a lo sumo N
anillos Sk, es decir,

BN “ tB bola {# tk ě 0{Sk XB ‰ Hu ď Nu .

Entonces, el operador maximal MN
µ asociado a µ y BN es de tipo débil p1, 1q.

Demostración. Sea B P BN y sea xB su centro. Comencemos probando que

γpyq „ γpxBq (5.46)

para todo y P B. En efecto, supongamos primero que 0 R B. En tal caso, el
máximo de γ sobre B se realiza en el punto q de su borde, y el mı́nimo en
el punto w “ q` 2r xB

|xB |
. Si Sk0 es el anillo que contiene a q, sabemos que w

está contenido en un anillo Sk0`j con 0 ď j ď N ´ 1. De esta manera, para
todo y P B vale que

γ0pak0q ě γpqq ě γpyq ě γpwq ě γ0paN q “
1

2N
γ0pak0q.

Como en particular esto vale para y “ xB, tenemos que

γpyq ď γ0pak0q ď 2NγpxBq y γpxBq ď γ0pak0q ď 2Nγpyq

para todo y P B, lo que prueba (5.46). Si 0 P B, esta vez tenemos que

γ0p0
`q ě γpyq ě γ0paN q “

1

2N
γ0pq0q,

y por lo tanto podemos estimar

γpyq ď
2Nγ0p0

`q

γ0pq0qq
γpxBq y γpxBq ď

2Nγ0p0
`q

γ0pq0qq
γpyq

para todo y P B, lo que concluye que en cualquier caso γpyq „ γpxBq, y con
constantes que dependen únicamente de N y µ (pues q0 depende de γ0, es
decir, de µ). Como consecuencia de esto, tenemos que

µpBq “

ż

B
γpyqdy „

ż

B
γpx0qdy “ γpx0qLnpBq,

lo que a su vez nos permite afirmar que

1

µpBq

ż

B
|fpyq| dµpyq “

1

µpBq

ż

B
|fpyq| γpyqdy

„
1

γpxBqLnpBq

ż

B
|fpyq| γpxBqdy

“
1

LnpBq

ż

B
|fpyq| dy.
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De esta manera, sabemos que para toda f localmente integrable, el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood clásico M y el recientemente definido
MN
µ verifican la relación

MN
µ f ÀMf,

y como Mf es de tipo débil p1, 1q, MN
µ es de tipo débil p1, 1q respecto de

la medida de Lebesgue. Para ver que el tipo débil se verifica respecto de la
medida µ, definimos

S˚k “
k`N
ď

j“k´N

Sj pSj “ H si j ă 0q.

Notando fk “ fχS˚k
, tenemos que para cada x P Sk, la definición de la

familia BN garantiza que MN
µ fpxq “MN

µ fkpxq. De esta manera,

µp
 

x{MN
µ fpxq ą λ

(

q “

8
ÿ

k“0

µp
 

x P Sk{M
N
µ fpxq ą λ

(

q

„

8
ÿ

k“0

γ0pakq
ˇ

ˇ

 

x P Sk{M
N
µ fkpxq ą λ

(
ˇ

ˇ

ď
c

λ

8
ÿ

k“0

ż

S˚k

|fpyq| γ0pakqdy

„
c

λ

8
ÿ

k“0

ż

S˚k

|fpyq| dµpyq

ď
cp2N ` 1q

λ

ż

|fpyq| dµpyq.

En el pasaje de la primera a la segunda ĺınea hemos apelado a que γpyq „
γ0pakq para todo y P Sk. En el pasaje de la segunda a la tercera hemos
apelado a que MN

µ es de tipo débil p1, 1q respecto de la medida de Lebesgue.
En el pasaje de la tercera a la cuarta ĺınea hemos apelado a que γpyq „ γ0pakq
para todo y P S˚k , lo que puede comprobarse haciendo un estudio análogo
al que hicimos para γpyq en B. El pasaje de la cuarta a la última ĺınea se
logra observando que cada punto x P Rn pertenece a lo sumo a 2N ` 1 de
los conjuntos S˚k . Esto completa la demostración.

Por último, antes de emprender la prueba del Teorema 5.0.2, necesitare-
mos la siguiente estimación:
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Lema 5.3.3. Con las hipótesis del Teorema 5.0.2 sobre γ0, para todo t ą q
vale que

γ0ptq ď 2γ0pqq

ˆ

1

2

˙

t´q
φpqq

q
t

. (5.47)

Demostración. Sean t ą q, y k el único entero no negativo tal que ψkpqq ď
t ă ψk`1pqq. Aśı,

γ0ptq ď γ0pψkpqqq “
1

2k
γ0pqq.

Para obtener (5.47) bastará entonces conseguir una cota adecuada para k,
y efectivamente tenemos

t ă ψk`1pqq “ q `
k
ÿ

j“0

φpψjpqqq “ q `
k
ÿ

j“0

τpψjpqqqψjpqq ď q ` pk ` 1qτpqqt,

lo que despejando k nos permite estimar k ě t´q
φpqq

q
t ´ 1, concluyendo la

demostración.

5.4. Demostración del Teorema 5.0.2

Con todas estas herramientas a nuestra disposición, estamos finalmente
en posición de encarar la prueba del teorema.

Demostración del Teorema 5.0.2. Lo que haremos será expresar a la familia
de todas las bolas en Rn como la unión disjunta

B1 Y B2 Y B3 Y B4

con

B1 “ tB Ă Rn bola { 0 P Bu

B2 “

"

B Ă Rn bola { 0 R B y rB ď
φpqBq

2

*

B3 “

"

B Ă Rn bola { 0 R B, rB ą
φpqBq

2
y qB ď q0

*

B4 “

"

B Ă Rn bola { 0 R B, rB ą
φpqBq

2
y qB ą q0

*

.
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Por la Observación 3.2.10, basta ver que la desigualdad (5.5) se verifica para
cada uno de estos operadores.

El caso de MB1
µ es fácil: este operador es exactamente el que hemos

llamado M0
µ en el Corolario 5.1.3, donde hemos visto que es de tipo débil

p1, 1q y por lo tanto satisface (5.5).

Para el caso de MB2
µ , notamos que la condición rB ď

φpqBq
2 implica que

cualquier bola B P B2 interseca a lo sumo dos anillos Sk. Ver Figura 5.11. En

Figura 5.11: Una bola con rB ď
1
2φpqBq y los conjuntos Sk en los que está

incluida.

efecto, sea k0 P N0 el único número tal que ak0´1 ă qB ď ak0 (notando por
comodidad a´1 “ 0). Esto dice que el punto QB está en Sk0 . Pero entonces

γ0pq ` 2rq ě γ0pq ` φpqqq “
1

2
γ0pqq ě

1

2
γ0pak0q “ γ0pak0`1q,

lo que nos dice a su vez que el punto deB más alejado del origen,QB`2r QB
|QB |

,
pertenece a Sk0 o Sk0`1. De esta forma B Ă Sk0 YSk0`1 y por lo tanto, con
la notación del Lema 5.3.2, B2 Ă B1 Y B2. De este modo

MB2
µ fpxq “ máx

 

M1
µfpxq,M

2
µfpxq

(

.

Como el Lema 5.3.2 garantiza que cada uno de estos operadores es de tipo
débil p1, 1q, MB2

µ también lo es, y por lo tanto verifica (5.5).

En el caso de MB3
µ , comenzamos recordando que γ0p0`q ă 8 por hipóte-

sis. Si definimos t0 como el valor de t tal que γ0pt0q “
1
2γ0p0`q, entonces
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tenemos que

t P p0, t0q ùñ
1

2
γ0ptq ď

1

2
γ0pt0q

ùñ γ0pt` φptqq ď γ0pt0q

ùñ φptq ě t0 ´ t. (5.48)

De esta manera, podemos acotar φptq inferiormente en p0, q0s. Si t P
p0, t0{2s, entonces (5.48) garantiza que

φptq ě
1

2
t0 ą 0,

mientras que si t P pt0{2, q0s, entonces

φptq “ τptqt ě τpq0q
t0
2
ą 0.

Aśı, llamando δ “ mı́nt1, τpq0qu tenemos que

r ą
φpqq

2
ě
t0
4
δ.

Si llamamos B̃ a cualquier bola con rB̃ “
t0
4 δ y qB̃ “ q0, el decrecimiento de

γ0 implica que
µpBq ě µpB̃q.

Como esto vale para toda B P B3, tenemos que

MB3
µ fpxq ď

1

µpB̃q
}f}1,µ “: λ0.

De esta manera, la desigualdad que queremos probar se cumple trivialmente
para λ ě λ0, y si λ ă λ0 se tiene que

µ
` 

MB3
µ fpxq ą λ

(˘

ď µpRnq
λ

λ

}f}1,µ
}f}1,µ

ď
µpRnqλ0

}f}1,µ
looomooon

ż

Rn

|f |

λ

ď C

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙

.

De este modo, podemos limitarnos de ahora en adelante a trabajar con
bolas B P B4, lo que ocupará el grueso de la demostración. Es en este caso
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que será necesario recurrir a la Proposición 5.2.2. Concretamente, habremos
concluido la demostración una vez que hayamos probado que se verifica la
desigualdad (5.13) para m “ n´1

2 .
Sea pues B P B4. Comenzamos obteniendo una cota inferior para la

medida de B.

µpBq “

ż

B
dµ “

ż q`2r

q

ˆ
ż

Sn´1

χBptωqdσpωq

˙

dµ0ptq

ě

ż q`φpqq

q

ˆ
ż

Sn´1

χBptωqdσpωq

˙

tn´1γ0ptqdt

ě
1

2
γ0pqqLnpB X ty{ q ď |y| ď q ` φpqquq

ě cnγ0ptqpmı́n tr, quq
n´1
2 φpqq

n`1
2 , (5.49)

donde en la segunda igualdad hemos expresado la integral en coordenadas
polares, en la primera desigualdad hemos apelado a que r ą φpqq{2, y en la
segunda hemos apelado a que γ0 es estrictamente decreciente. Para justificar
la última desigualdad, es necesario probar la siguiente

Observación 5.4.1. Existe una constante cn ą 0 tal que

LnpB X ty{ q ď |y| ď q ` φpqquq ě cnpmı́n tr, quq
n´1
2 φpqq

n`1
2 . (5.50)

Demostración. Será necesario separar en casos según si r es mayor o menor
que q, pero en ambos casos la idea será reducir el conjunto a uno cuya
medida de Lebesgue pueda controlarse a partir de la estimación (5.11). Si
r ď q, podemos achicar el conjunto a

B X ty{ q ď |y| ď q ` φpqqu Ą B X

"

y{ q ď |y| ď q `
φpqq

4

*

“: W.

Ver Figura 5.13. El beneficio que obtenemos con esto es que, apelando a
φpqq

2 ă r ď q, obtenemos que

ˆ

q `
φpqq

4

˙2

“ q2 ` q
φpqq

2
`
φpqq

4

φpqq

4

ă q2 ` rq ` rq “ qpq ` 2rq “ pB
2.

De esta manera, tenemos que para todo q ď t ď q ` φpqq{4, estamos en

131



Figura 5.12: Cortes de la región BXtq ă |x| ă q`φpqq por cáscaras |x| “ t.

las condiciones de la primera estimación de (5.11). Aśı,

LnpW q “
ż q`φpqq

4

q

ˆ
ż

Sn´1

χBptωqdσpωq

˙

tn´1dt

“

ż q`φpqq
4

q
σpΣBptqqt

n´1dt

ě c

ż q`φpqq
4

q
prpt´ qqq

n´1
2 dt

“ c.r
n´1
2

ż
φpqq
4

0
t
n´1
2 dt

“
2c

pn´ 1q4
n`1
2

r
n´1
2 φpqq

n`1
2 .

como queŕıamos.
Para el caso en que q ă r, lo que haremos es achicar el conjunto de la

siguiente manera:

B X ty{ q ď |y| ď q ` φpqqu Ą B1 X ty{ q ď |y| ď q ` φpqqu “: W,

donde B1 es una bola con qB1 “ qB y rB1 “ qB. Ver Figura 5.14. Para esta
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Figura 5.13: El conjunto W para una bola con rB ď qB.

nueva bola, pB1 “
a

qpq ` 2qq “
?

3q, mientras que

q ` φpqq “ p1` τpqqqq ď p1` τpq0qqq ă 2
1
n q ă

?
3q,

ya que τ es decreciente, q ą q0 y q0 se hab́ıa definido para verificar (5.44).
De esta manera, estamos otra vez en las condiciones de la estimación (5.11)
y por lo tanto

LnpW q ě c

ż q`φpqq

q
σpΣBptqqdt

“

ż q`φpqq

q
pqpt´ qqq

n´1
2 dt

“ q
n´1
2

ż φpqq

0
t
n´1
2 dt

“
2

n` 1
q
n´1
2 φpqq

n`1
2 .

Esto concluye la demostración de la Observación 5.4.1.

Ahora que hemos obtenido una cota para µpBq, y con (5.13) en mente,
probemos que para t ą q se cumple

σpΣBptqq
µpAqq

µpBq
ď C

ˆ

t´ q

φpqq

q

t

˙
n´1
2

. (5.51)
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Figura 5.14: El conjunto W para una bola con rB ą qB.

Si q ă r, tenemos por (5.12), (5.39) y (5.49) que vale

σpΣBptqq
µpAqq

µpBq
À

ˆ

t´ q

t

˙
n´1
2 γ0pqqφpqqq

n´1

γ0pqqq
n´1
2 φpqq

n`1
2

“

ˆ

t´ q

t

q

φpqq

˙
n´1
2

.

Si r ď q, nuestra cota para σpΣBptqq dependerá de si t es mayor o menor
que pB. Si t ă pB,

σpΣBptqq
µpAqq

µpBq
À

˜

a

rpt´ qq

t

¸n´1
γ0pqqφpqqq

n´1

γ0pqqr
n´1
2 φpqq

n`1
2

“
r
n´1
2 pt´ qq

n´1
2

tn´1

qn´1

r
n´1
2 φpqq

n´1
2

ă

ˆ

t´ q

t

q

φpqq

˙
n´1
2

,

donde en la última desigualdad hemos apelado a que q ă t.
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Si r ď q y t ě pB, comenzamos acotando

σpΣBptqq
µpAqq

µpBq
À

ˆ

r

q

˙n´1 γ0pqqφpqqq
n´1

γ0pqqr
n´1
2 φpqq

n`1
2

“

ˆ

r

φpqq

˙
n´1
2

. (5.52)

Por otro lado, observamos que

t´ q ě
a

qpq ` 2rq ´ q “
q2 ` 2rq ´ q2

a

qpq ` 2rq ` q
ě

2rq

p1`
?

3qq
“

2

1`
?

3
r. (5.53)

Si t ď 2q, usamos (5.53) para controlar

r À pt´ qq
t

t
ď 2pt´ qq

q

t
,

mientras que t ą 2q implica

r ď q
t´ q

t´ q
ď 2q

t´ q

t
.

Esto junto a (5.52) termina de probar (5.51).
Con (5.51) a nuestra disposición, podemos probar que estamos en las

hipótesis de la Proposición 5.2.2 para la familia B4, m “ n´1
2 y eligiendo

ε “
1

C

ˆ

log 2

2

˙´n´1
2

,

con C la constante de la cota (5.51). Notando Ψpvq “ ev
2{pn´1q

y η “ log 2
2

por comodidad, el lado izquierdo de (5.13) se puede acotar por

ż 8

q
Ψ

ˆ

εσpΣBptqq
µpAqq

µpBq

˙

tn´1γ0ptqdt

ď

ż 8

q
Ψ

˜

ˆ

η
t´ q

φpqq

q

t

˙´n´1
2

¸

tn´1γ0ptqdt

“

ż 2q

q
exp

ˆ

η
t´ q

φpqq

q

t

˙

tn´1γ0ptqdt`

ż 8

2q
exp

ˆ

η
t´ q

φpqq

q

t

˙

tn´1γ0ptqdt

“ I` II,

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.51) y a que Ψpvq es
creciente en v.
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La cota de I queda

I ď p2qqn´1

ż 2q

q
exp

ˆ

η
t´ q

φpqq

q

t

˙

γ0p2qqdt

ď p2qqn´1

ż 2q

q
exp

ˆ

η
t´ q

φpqq

q

t

˙

2γ0pqq

ˆ

1

2

˙

t´q
φpqq

q
t

dt

“ 2nqn´1

ż 2q

q
exp

ˆ

´η
t´ q

φpqq

q

t

˙

dt

ď 2nqn´1φpqq

ż 8

0
e´ηsds „ µpAqq,

donde en la segunda desigualdad hemos invocado el Lema 5.3.3, en la tercera
desigualdad hemos hecho el cambio de variable s “ t´q

φpqq y notado que q
t ď 1,

y en el paso final hemos apelado al Lema 5.3.1.
Para la cota de II, definimos τ̃pqq “ 1{τpqq, que es creciente por ser τ

decreciente, y de esta forma

II ď

ż 8

2q
exp

ˆ

η
q

φpqq

˙

tn´1γ0ptqdt

“ 2neητ̃pqq
ż 8

q
γ0p2sqs

n´1ds

ď 2neητ̃pqq
ż 8

q
2γ0psq exp

ˆ

´ log 2
s

φpsq

1

2

˙

sn´1ds

ď 2n`1eητ̃pqqe´ητ̃pqq
ż 8

q
γ0psqs

n´1ds „ µpAqq,

donde en la igualdad hemos hecho el cambio de variables t “ 2s, en la
segunda desigualdad hemos apelado al Lema 5.3.3 con t “ 2s y q “ s, y
finalmente al Lema 5.3.1.

Todo esto nos permite aplicar la Proposición 5.2.2 para B4, obteniendo
aśı que para todo λ ą 0 se verifica

µp
 

x P Rn{ MB4
µ fpxq

(

q ď C

ż

Rn

|f |

λ

ˆ

1` log`
|f |

λ

˙
n`1
2

dµ.

Como teńıamos esto para las otras familias de bolas, esta desigualdad se
cumple también para Mµ, y aśı hemos probado el Teorema 5.0.2.
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5.5. Comentarios finales

Después de haber ocupado más de 30 páginas para poder demostrar
un Teorema, es una buena idea hacer un parate y reflexionar sobre lo que
acaba de suceder. ¿Por qué ha sido tan costoso en este caso obtener una
desigualdad modular débil para Mµ? Una respuesta posible es que en este
caso no contamos con un Lema de Cubrimiento que sirva a tales efectos.
Los lemas de tipo Vitali necesitan para su aplicación algún control de las
medidas de las bolas de acuerdo a la razón entre sus radios, que en este caso
no tenemos. Notemos que en este caso, el argumento geométrico que está en
el corazón de esta desigualdad es la Observación 5.4.1: este es el lugar donde
aparece el exponente n`1

2 . Sin embargo, poder usar esta relación geométrica
para probar la desigualdad requirió de much́ısima maquinaria. Es interesante
notar cómo la ausencia de doblantez complica tanto la obtención de este tipo
de resultados, y nos da la pauta de que efectivamente hay mucho que estudiar
en estos casos.

Habiendo probado el Teorema 5.0.2, queremos mencionar una consecuen-
cia. A pesar de que la desigualdad modular (5.5) es más débil que el tipo
débil p1, 1q, se puede probar el siguiente resultado para el operador Mµ.

Teorema 5.5.1. Sea µ una medida que verifica las hipótesis del Teorema
5.0.2. Luego Mµ es de tipo fuerte pp, pq para todo 1 ă p ď 8.

Demostración. El esṕıritu de la prueba es interpolar la desigualdad (5.5)
con el tipo fuerte p8,8q de Mµ. Fijemos λ ą 0 y definamos

fλpxq “

#

fpxq si |fpxq| ą λ
2

0 si no.

Como consecuencia de la escritura f “ fλ ` pf ´ fλq y de la subaditividad
del operador Mµ se llega a que

tx P Rn{ Mµfpxq ą λu Ă

"

x{ Mµf
λpxq ą

λ

2

*

Y

"

x{ Mµpf ´ f
λqpxq ą

λ

2

*

.

Pero el segundo de estos conjuntos es vaćıo, pues

Mµpf ´ f
λqpxq ď

›

›

›
f ´ fλ

›

›

›

8
ď
λ

2
.
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De esta manera obtenemos

µptx P Rn{ Mµfpxq ą λuq ď µpx P Rn{ Mµf
λpxq ą

λ

2
q

ď C

ż

t|f |ąλ
2 u

|f |

λ

ˆ

1` log
2 |f |

λ

˙
n`1
2

dµ

ď C

ż

t|f |ąλ
2 u

|f |

λ

n` 1

2pp´ 1q

ˆ

2e |f |

λ

˙p´1

dµ

ď Cn,p

ż

Rn

ˆ

|f |

λ

˙p

dµ, (5.54)

donde en la segunda desigualdad hemos apelado al Teorema 5.0.2, y en la
tercera hemos aplicado la desigualdad elemental

1` log a “ log ea ď
1

α
peaqα para a ą 1 y α ą 0, (5.55)

con α “ pp´ 1q 2
n`1 y a “ 2|f |

λ . Queremos hacer notar que la condición que

requiere (5.55) sobre a es lo que obliga a introducir la función fλ en la cota.
Finalmente, notamos que con (5.54) hemos probado que Mµ es de tipo

débil pp, pq para todo p ą 1, y por lo tanto es también de tipo fuerte para
todos estos valores.

Queremos terminar esta sección comentando otra desigualdad probada
por Sjögren y Soria en [SS04], solo en el caso de la medida Gaussiana.

Teorema 5.5.2. Con la misma notación del Teorema 5.0.1, el operador

Mµδ : L1
µδ
ÝÑ w ´ Lplog` Lq

´n´1
2

µδ es acotado. Concretamente, existe una
constante c ą 0 tal que para todo λ ą 0 se cumple que

µδ ptx P Rn{Mµδfpxq ą λuq ď c
plog` λq

n´1
2

λ

ż

Rn
|f | dµδ `

c

λ
. (5.56)

Esta desigualdad no sirve en general para probar el tipo fuerte pp, pq de
la maximal, pero permite probar otras desigualdades interesantes como

µδtx P Rn{ Mµδfpxq ą λu ď
C

λ

ż

Rn
|f |p1` log` |f |q

n´1
2 dµδ `

C

λ
,

lo que muestra que Mµδ : Lp1` log` Lq
n´1
2

µδ Ñ w´L1
µδ

. La demostración del
Teorema 5.5.2 es parecida a la del Teorema 5.5.2, con algunas diferencias.
En particular, el rol del operador Mµ lo cumple un operador distinto, que
se adapta mejor al nuevo contexto.
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Dedicamos este espacio a probar algunas desigualdades elementales.

Lema 6.0.1. Para todo a, b ą 0 se tiene que

log`pabq ď log` a` log` b.

Demostración. Si a, b ď 1, log` “ log y se verifica la igualdad. Si a, b ă 1,
log`pabq “ 0 y la desigualdad se cumple trivialmente. Los casos restantes se
reducen sin pérdida de generalidad al caso a ă 1 ď b. En este caso tenemos
que

log`pabq ă log`pbq “ log`paq ` logpbq.

Lema 6.0.2. Sean a ą 1 y α ą 0. Entonces se tiene que

1` log a “ log ea ď
1

α
peaqα. (6.1)

Demostración. Sean f, g : p0,8q ÝÑ R dadas por

fpxq “ logpxq y gpxq “
1

α
xα.

Basta probar que fpxq ď gpxq para todo x ą e. Para esto calculamos las
derivadas

f 1pxq “
1

x
y g1pxq “ xα´1.

α ą 0 implica que f 1pxq ă g1pxq para x ą 1. Pero entonces basta probar que

1 “ fpeq ď gpeq “
eα

α
.

Esto es consecuencia de que ey ą y para todo y P R.
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