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Resumen

En esta tesis estudiaremos operadores maximales en diferentes contextos
y las desigualdades que podemos obtener para ejercer algiin control sobre
ellos. La motivacién para estudiar estos objetos surge de un intento de am-
pliar el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue. En este teorema, el opera-
dor maximal de Hardy-Littlewood cumple un rol crucial puesto que acota
los valores de las integrales promediadas de una funcién en un punto. El
Teorema de Hardy-Littlewood nos da un control sobre el operador maximal
que resulta necesario para probar el Teorema de Diferenciacién, pero des-
cansa fuertemente en dos cuestiones: la geometria de los objetos sobre los
que se calculan integrales promediadas (tipicamente cubos o bolas) y ciertas
propiedades especificas de la medida de Lebesgue. Entonces, jseguimos te-
niendo algin control sobre el operador maximal si pedimos hipdtesis menos
restrictivas?

En el capitulo de Preliminares abordaremos las nociones necesarias para
emprender este trabajo. Algunas son més técnicas y otras son nodales. Entre
estas ultimas, queremos mencionar la relaciéon entre Teoremas de Diferencia-
cién, Lemas de Cubrimiento y Desigualdades Débiles, ya que aqui es donde
se aprecia la relacién entre la motivacién original del trabajo, el nicleo que
efectivamente termina teniendo y las bases en las que se sustenta.

En el Capitulo 3 estudiaremos operadores maximales obtenidos a partir
de integrales promediadas sobre paralelepipedos no necesariamente ciibicos
respecto de la medida de Lebesgue. Comenzaremos exponiendo un resul-
tado clasico de Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund de diferenciaciéon para
paralelepipedos con aristas libres. Después, introduciremos bases de parale-
lepipedos con aristas dependiendo de parametros y estudiaremos la relacion
entre estas dependencias y las propiedades de diferenciabilidad de la base.
Para eso presentaremos una desigualdad modular débil para la maximal,
probada por Cérdoba para una base especifica en R?, y un teorema de Soria
([Sor86]) que mejora el resultado original aplicindolo a casos mucho més
generales. El capitulo termina estudiando una serie de casos en los que esta



estrategia no funciona.

En el Capitulo 4 volveremos a considerar operadores dados por integrales
promediadas sobre bolas, pero cambiaremos la medida de Lebesgue por una
medida abstracta. Esto delatard qué propiedades de la medida de Lebesgue
hacian valer las desigualdades débiles estudiadas anteriormente. Concreta-
mente, estudiaremos el caso en una dimension, y el trabajo de Vargas en
R™ con n > 1 ([Var94]) para caracterizar todas las medidas positivas cuyo
operador maximal es de tipo débil (1,1).

En el Capitulo 5 trabajaremos con medidas que no estdn contempladas en
este caso, y serd necesario recurrir aqui también a desigualdades modulares.
Presentaremos aqui un trabajo de Sjogren y Soria ([SS04]), donde los autores
prueban que cuando una medida es radial con una densidad que decae de una
manera especifica, su operador maximal satisface una desigualdad modular
débil que permite probar resultados de interés. Este capitulo termina con
una aplicacion de este resultado y una mencién a un resultado relacionado.

Palabras claves: desigualdades modulares, operador maximal, bases de
diferenciacién, medidas no doblantes.
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Capitulo 1

Introduccion

El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue (TDL) es uno de los resultados
mas importantes de la teoria de la medida basica. En la versiéon que suele
ensenarse en el curso de Anélisis Real de esta facultad, dice que dada una

funcién f € Lj,.(R™) se verifica

1 o
él@WJQf(y)dy—f( )

para casi todo z € R", donde el limite () N\, x se interpreta como valiendo
para cualquier sucesién de cubos (Qg)r centrados en x que se contrae sobre
z. La motivacién de este trabajo viene de hacerse las siguientes preguntas:
jcuanto podemos generalizar este resultado? ;Cudles son los componentes
verdaderamente importantes de la demostracién? Y, ;podemos suplirlos en
contextos mas generales?

Mirando con atencién, vamos a notar que hay tres ingredientes que son
claves para que la demostracion del TDL funcione. El primero es que exista
una familia de funciones “densa y buena”: el TDL se prueba primero para
las funciones continuas con soporte compacto, Cy(R™), y luego se prueba
en el caso general usando que Co(R™) < L] (R™) es denso. La prueba de
esta ultima propiedad hace uso de algunas propiedades especificas de la
medida de Lebesgue. No exploraremos en esta tesis cémo puede generalizarse
este resultado a otras medidas, pero queremos notar que para probar un
andlogo del TDL es necesario probar que las funciones continuas con soporte
compacto estan “cerca” de la clase de funciones a la que querramos aplicar
el teorema.

El segundo ingrediente fundamental en la demostracién del TDL es el
Lema de Cubrimiento de Vitali. Este resultado permite controlar la medida



de una familia de cubos a partir de la medida de una subfamilia disjunta.
La demostracion involucra algunos detalles técnicos, pero la idea geométrica
que estd detrds es esencialmente la siguiente: si dos cubos Q y Q’ tienen
interseccién no vacia, al dilatar al mas grande (digamos Q’) por un factor
de 3 respecto de su centro, el nuevo cubo dilatado contendra completamente
a Q. Esta propiedad es referida a veces como la Engulfing Property. De
esta manera, la medida de un cubo dilatado controla la medida de la unién
de todos los cubos de menor tamano que se intersecan con él. Eligiendo
adecuadamente una subfamilia de cubos disjuntos de acuerdo con su tamafio
se prueba el Lema de Vitali. Es de notar, sin embargo, que para que la
Engulfing Property funcione, tiene que haber una relacién controlable entre
la medida de Lebesgue de un cubo y la medida de su dilatado. Esta propiedad
se llama doblantez y la introduciremos adecuadamente a partir del Capitulo
4.

El dltimo ingrediente necesario es una desigualdad que nos permita ejer-
cer un control sobre cualquier integral promediada. Para esto, se define el
operador maximal de Hardy-Littlewood, que a cada f € Llloc le asigna la
funcién .

1
M) = s g | 1wy
donde el supremo se toma sobre los cubos con centro en x. La definicién del
operador maximal de Hardy-Littlewood emerge naturalmente en el estudio
que queremos hacer: controla todas las integrales promediadas sobre cubos
(centrados) como los que se contraen sobre x en el enunciado del TDL. La
desigualdad que necesitamos la da el Teorema de Hardy-Littlewood, que
dice que operador M} es de tipo débil (1,1), es decir, que vale

£ (fre R @ > ) < 5 [ 1A (1.1)

para alguna constante ¢ > 0 que no depende de f ni A.

En general, ya estd muy estudiada la relacién entre los teoremas de Di-
ferenciacién, las desigualdades para la maximal y los lemas de cubrimiento.
Esto hace que, en muchas situaciones, lo méas importante termine siendo
estudiar la existencia de desigualdades débiles. Este tipo de desigualdades
constituye, a nuestro parecer, la parte mas interesante de estas pruebas, y
por eso seran el eje de este trabajo. Aqui veremos cémo obtener desigualda-
des parecidas a (1.1) en otros contextos.

Comencemos exhibiendo algunos ejemplos sencillos. Ademds del opera-
dor maximal para cubos centrados que ya hemos definido, podemos definir



el operador maximal M! que a cada f € Llloc le asigna
M) = s s | 15601

donde el supremo se toma sobre todos los cubos que contienen a x pero no
necesariamente estan centrados en z. Este operador también es de tipo débil
(1,1), y por lo tanto se puede probar un teorema de diferenciacién idéntico
al TDL pero donde los cubos que se contraen a x no necesariamente estan
centrados en z. De forma aniloga, podemos definir los operadores maximales
M? dado por

1
2 -
MEf(w) = sup s jB F@)ldy.

donde el supremo recorre todas las bolas B centradas en z, y el operador
maximal M? no centrado dado por

1
M2 (@) = st s | Il

En ambos casos, la Engulfing Property se cumple igual que para cubos y por
lo tanto se prueba un anélogo del Lema de Cubrimiento de Vitali y con él el
Lema de Hardy-Littlewood. Esto permite probar un analogo del TDL para
bolas centradas en x que se contraen a x y para bolas que contienen a x pero
no necesariamente centradas en x que se contraen a x. Como todos estos
resultados son bastante parecidos, si hablamos del Teorema de Diferencia-
cién de Lebesgue nos estamos refiriendo a cualquiera de ellos sin distincion,
o al que mejor se adapte al contexto en el que estamos. De igual manera,
cuando hagamos mencion al “operador maximal de Hardy-Littlewood clési-
co”, nos estaremos refiriendo alternativamente a aquel que mejor se adapte
al contexto, y lo designaremos por la letra M. De todas formas, queremos
aclarar que en el cuerpo de esta tesis trabajaremos siempre con operadores
maximales no centrados.

Las cosas se empiezan a poner interesantes cuando estudiamos operado-
res maximales que resultan de tomar supremo sobre otras familias de figuras.
Un caso de especial interés es el operador MB» definido por

MPBn f (2 )—SUP J | f(y)|dy,

donde el supremo se toma sobre todos los R en B, la base de todos los para-
lelepipedos de R™ con aristas paralelas a los ejes coordenados. Si tuviésemos



un resultado andlogo al Teorema de Hardy-Littlewood para este operador,
podriamos probar una version mucho mas fuerte del TDL. Sin embargo, esto
no ocurre. La desigualdad que hemos presentado para los operadores maxi-
males, el tipo débil (1,1), es en muchos contextos imposible de conseguir.
En estos casos tendremos que recurrir a las desigualdades modulares. Por
esto nos referimos a desigualdades del tipo

Lr({z e RY TH(z) > \}) < cf K <f(;")> dz (1.2)

donde T es la versién de el operador maximal que corresponda, y ¢ es
alguna funcion real. En general, el nombre “modular” hace referencia a que
la expresién (1.2) no define ninguna norma sobre el espacio de funciones
considerado. Las desigualdades modulares son més débiles que el tipo débil
(1,1), pero atn asi permiten probar muchos resultados interesantes.

En el Capitulo 3 veremos como encarar estas cuestiones cuando miramos
operadores maximales sobre familias de paralelepipedos y usando la medida
de Lebesgue. Veremos primero los casos en que los teoremas de Diferencia-
ciéon pueden probarse “a mano”, para ver después cémo esto no alcanza, y
tendremos que recurrir a una desigualdad modular sobre una cierta fami-
lia de paralelepipedos. Las condiciones necesarias y suficientes para que se
satisfaga esta desigualdad dan cuenta de una complejidad geométrica muy
profunda debajo de estos problemas.

En los Capitulos 4 y 5 estudiaremos cémo obtener desigualdades débiles
para operadores maximales cuando cambiamos la medida de Lebesgue por
medidas p mas generales. Primero estudiaremos el caso en R, donde todas
las medidas dan lugar a operadores maximales M, de tipo débil (1, 1). Luego
en general, veremos qué medidas verifican desigualdades débiles en R™ con
n > 2. Aqui también, una vez estudiado este caso, pasaremos a un caso
mas complicado que requerird el uso de una desigualdad modular sobre el
operador maximal.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. El Teorema de Diferenciacién de Lebesgue

Comenzamos este capitulo repasando el TDL. Enunciaremos las propo-
siciones y definiciones que se requieren para la demostracién de su version
clésica. Primero, recordemos la primera versién de este teorema.

Teorema 2.1.1. Sea f € L} (R"). Entonces para casi todo z € R" se
cumple que

1
lim ———— dy = f(x),
S gy ), S0 = 1)
donde el limite se interpreta como el limite en n para cualquier sucesion de
cubos (Qn)n tales que x € @, y diam(Q,) — 0 en n.

Enunciamos ahora los resultados que se usan en la demostracién.

Teorema 2.1.2. Cy(R") = Li (R") es denso con la métrica de L*(R™).

loc

Lema 2.1.3. (Lema de Cubrimiento de Vitali) Sea E < R™ un conjunto no
necesariamente medible cuya medida exterior es finita. Sea Q una familia

de cubos tal que

Je=k

QeQ
Entonces existe una constante positiva 8 > 0, que depende solamente de n,
y una subfamilia finita {Q1,...,QN} de Q tal que

N
L(E) < B, LMQ)),

=1

donde L7 denota la medida Lebesgue exterior.



Definicién 2.1.4. Definimos al operador maximal de Hardy-Littlewood M}
como el operador que a cada funcién f € L}, (R") le asigna la funcién M} f
dada por

1
M) = s g | 1wy

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () centrados en x.

Lema 2.1.5. Si f € L} _(R"), entonces existe una constante ¢ > 0 que

depende solamente de n tal que

£ ({z e R"/ M} f(z) > A\}) < if i

Se puede definir el operador maximal asociado a cubos no centrados, bo-
las centradas y bolas no centradas. Esto permite probar versiones del TDL
para conjuntos de este tipo que se contraen sobre un punto x. Como todos
estos resultados son bastante parecidos, si hablamos del Teorema de Diferen-
ciacién de Lebesgue nos estamos refiriendo a cualquiera de ellos sin distin-
cién, o al que mejor se adapte al contexto en el que estamos mencionandolo.
De igual manera, cuando hagamos mencién al “operador maximal de Hardy-
Littlewood clasico”, nos estaremos refiriendo alternativamente a aquel que
mejor se adapte al contexto, y lo designaremos por la letra M. De todas for-
mas, queremos aclarar que en el cuerpo de esta tesis trabajaremos siempre
con operadores maximales no centrados.

2.2. Operadores maximales sobre familias de con-
juntos generales

En esta seccidon haremos las primeras definiciones necesarias para ampliar
los conceptos de la seccién anterior y llevarlos a contextos més generales.

Definicién 2.2.1. Sea B una familia de subconjuntos de R™. Definimos M5,
el operador maximal asociado a B, como el operador dado por

1
MEf(x) = SID fB £ (y)ldy,

donde el supremo se toma sobre todos los B € B.

Es claro que un operador asi definido cumple las mismas propiedades ele-
mentales que el operador maximal de Hardy-Littlewood clasico: es subadi-
tivo y homogéneo para escalares positivos.



Definicién 2.2.2. Para cada = € R", sea B(x) una familia de conjuntos
medibles con medida finita y positiva y que contienen a x. Llamamos B =
U,ern B(z). Decimos que B es una base de diferenciacién si para cada x
existe una sucesién (Bg)r < B(z) tal que (diam(By))x tiende a 0 en k.

Por comodidad, de ahora en mas nos referiremos a una familia de sub-
conjuntos de R™ como base cuando esté construida como en la Definicion
2.2.2, aunque no sea una base de diferenciacién (es decir, aunque no contenga
conjuntos que se contraigan sobre cualquier x).

Con la notacién usada en la Definicién 2.2.2, podemos definir B (x) como
el conjunto de todos los cubos centrados en z, y con ello la base B!. De esta
manera, el operador M B: es exactamente el operador M! que mencionamos
en el Capitulo 1. Del mismo modo, llamamos B*(z) al conjunto de los cubos
que contienen a x (no necesariamente centrados), B! a la base resultante y asf
el operador M B coincide con el operador que llamamos M. Andlogamente
podemos definir las bases de bolas B2 y B? que inducen los operadores
maximales M? y M? respectivamente.

Entender a estos operadores en funcién de bases nos permitira ejempli-
ficar con ellos algunos conceptos como el siguiente.

Definicion 2.2.3. Una base de diferenciacion B se dice de Busemann-Feller
si todos sus elementos son abiertos y si, para cada B € By para cada x € B,
se tiene que B € B(x).

La definicion resulta mas clara si notamos que las bases no centradas
B! y B? son de Busemann-Feller, mientras que las bases centradas B} y B2
no lo son. La comodidad de trabajar con bases de Busemann-Feller viene
de que para estas bases el operador maximal asociado transforma funciones
localmente integrables en funciones medibles. Esto nos permitira asumir a lo
largo de este trabajo que los conjuntos {:U eR"/ MBf(:c) > )\} son medibles,
puesto que todas las bases consideradas serdan de Busemann-Feller.

Definiciéon 2.2.4. Una base B se dice invariante por traslaciones cuando
B e B si y solo si cualquier trasladado de B es un elemento de B.

A lo largo de esta tesis trabajaremos con bases invariantes por traslacio-
nes. Un beneficio de estas bases es que, para definir completamente la base,
basta definir la forma que tienen sus elementos sin decir dénde estan ubi-
cados. Por ejemplo, una base de paralelepipedos invariante por traslaciones
queda completamente definida a partir de las longitudes de los paralelepipe-
dos.



2.3. Operadores de tipo fuerte y débil

La siguiente definicion aplica para operadores generales entre espacios
de Lebesgue.

Definicion 2.3.1. Sea T un operador lineal o sublineal y 1 < p,q < 0.
Decimos que T es de tipo fuerte (p,q) si T': L — L1 es acotado, es decir,
si existe una constante C' > 0 tal que

ITfl, < ClA,

para toda f e LP.
Sil < p,g < o, decimos que T es de tipo débil (p,q) si existe una
constante C' > 0 tal que

C q
£ (e i) > A < (CH)

paratodo A >0y fe LP.
Si p = g = o0, por convencién el tipo débil se define igual que el fuerte.

Antes de continuar, queremos notar que los nombres estdn bien puestos.

Observacion 2.3.2. Si T es de tipo fuerte (p, q), entonces es de tipo débil
(P q)-

El siguiente teorema (llamado Teorema de Interpolaciéon de Marcinkie-
wicz) da una idea de las relaciones entre estas nociones.

Teorema 2.3.3. Sean 1 < py < p; < 0 y T un operador sublineal definido
en LP° + LP' que es de tipo débil (po, po) y (p1,p1). Entonces es de tipo fuerte
(p,p) para todo p € (po,p1)-

2.4. Espacios de Orlicz

2.4.1. Espacios de Orlicz generales

El objetivo de esta seccion es definir una generalizacién de los espacios
LP, los espacios de Orlicz, que necesitaremos para desarrollar los resultados
de esta tesis.



Definicién 2.4.1. Una funcién ¢ : [0, +00) — [0, +00) se dice una funcién
de Young si

e ¢ es convexa.

e »(0) = 0.
e ¢ es continua a derecha en 0.

* tinloo P(t) = +oo.

Definicién 2.4.2. Sea (2, M, 1) un espacio de medida, y sea ¢ una funcién
de Young. Definimos el espacio

L, p) = {f : Q —> R, u — medible : L o(|fdp < oo}

L(¢, 1) = {f . — R", ;i — medible : 3a > 0/ af € E(¢,u)}.
Este tltimo se llama espacio de Orlicz.

Cuando resulte claro por contexto a qué medida nos referimos, notaremos
a los espacios de Orlicz simplemente como L(¢), o como ¢(L).

Al igual que con los espacios LP, la aplicaciéon de algunos conceptos re-
quiere definir a estos espacios no como espacios de funciones, sino como
espacios de funciones cocientados por la relacién que identifica a dos funcio-
nes equivalentes (es decir, a aquellas que son iguales en u-casi todo punto).
Sin embargo, pasaremos de una definicién a la otra alternativamente, solo
haciendo la distincién cuando sea estrictamente necesario. Teniendo esto en
cuenta, es facil ver que para cada 1 < p < o0, ¢(t) = tP es una funcién de
Young y por lo tanto que estos espacios LP son espacios de Orlicz.

2.4.2. Los espacios de Orlicz Llog" L y L(1 +1log" L)

En el caso particular en que ¢(t) = tlog™(¢), y cuando el espacio de
medida se reponga por contexto, el espacio de Orlicz asociado serd notado
Llog® L. Andlogamente se define el espacio L(1 + log™ L).

Una cuenta sencilla arroja que para ambos espacios, I~/(¢), ) coincide con
L(¢, p). Es decir, podemos intepretar

Llog" L = {f : Q@ —> R medible/ f |fllog™ | fldu < OO}
Q



L(1+1logt L) = {f : Q — R medible/ JQ |fI(1 +log™ | f])du < oo}.

Con esto, resulta claro que L(1 +log™ L) < Llog™ L. La otra inclusién no
vale en general (considerar la funcién f = 1 definida sobre R™ con la medida
Lebesgue). Sin embargo, Llog™ L = L(1 +log™ L) sf vale cuando i es una
medida finita, y analogamente se prueba que si u es finita sobre compactos,
Llog® Liye = L(1 + log™* L)j,.. Por este motivo, para la medida Lebesgue
usaremos estas dos notaciones alternativamente para referirnos al mismo
conjunto de funciones.

Por dltimo, queremos mencionar que resultados andlogos valen para los
espacios L(log™ L)™ y L(1 +1log™ L)™, con m > 1.

2.5. Grillas diadicas

En esta seccién expondremos la teoria de los intervalos diddicos en R. La
definicién de la grilla diddica cldsica se ha extraido de [Per19]. El desarrollo
de estos temas en R™ y muchos otros temas asociados puede encontrarse en
[LN19].

Definicion 2.5.1. Llamamos D a la grilla diadica clésica definida como el
conjunto de intervalos

D= {[2—%, 2=k (m + 1)), m, k € Z} .
Definimos las generaciones Dy, de intervalos de longitud 27*:
D), = {[Z_km, 9=k (m +1)),m e Z} :

La grilla diddica clasica satisface las siguientes tres propiedades:

(P) Propiedad de Particién. Cada generacién Dy constituye una
particién de R.

(A) Propiedad de Anidacién. Si I, J € D, entonces o bien I nJ = ¥,
obienlcJoJcl.

(DH) Propiedad de Dos Hijos. Cada intervalo I* € Dy se puede
escribir como la unién disjunta I* = If” U Ié““ de dos intervalos de la
(k + 1)-ésima generacién. Solemos decir que estos dos intervalos son los dos
hijos de I*, el hijo izquierdo y el hijo derecho, o que I* es el padre de ambos.
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Figura 2.1: Intervalos diddicos. Hemos representado las generaciones Dy, Dy
y Dy entre los nimeros 0 y 2. Los hijos izquierdos estan representados en
rojo y los derechos en azul.

Extendiendo la tltima nocién, decimos que un intervalo diadico I es des-
cendiente de otro I’ si podemos rastrear una cadena de intervalos diddicos
I, 1I5,...,1I; tal que I es hijo de I, que a su vez es hijo de I, y asf sucesi-
vamente hasta tener que I; es hijo de I’. En este caso, decimos también que
I’ es ancestro de 1.

Definicion 2.5.2. Una grilla diddica generalizada es cualquier coleccion 2
de intervalos cerrados a izquierda, organizada en generaciones y que cumple
las tres propiedades (P), (A) y (DH).

A continuacién enunciaremos un resultado que da cuenta de cémo cual-
quier intervalo puede ser aproximado por un intervalo diddico. Este resultado
se basa en una construccién que Lerner y Nazarov hacen en [LN19] mientras
demuestran su Teorema de las Tres Cuadriculas.

Comenzamos con la grilla clasica D, y definimos

D= {Q_k[m,m +3)],k,me Z} )

D es el conjunto de todos los intervalos diddicos clasicos dilatados por un
factor de 3 respecto de su extremo izquierdo. Este conjunto no constituye
una grilla diadica generalizada, ya que sus elementos pueden intersecarse de
formas que contradigan (A), pero si estd integrada por tres grillas diddicas
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generalizadas distintas. En efecto,

3
D=1\ |pW
Y
donde .

D) = {2*’“[3m +5,3m+j+3),kme Z} .

Se puede ver que cada una de las familias DY) es una grilla diddica genera-
lizada.

Teorema 2.5.3. Sea I < R un intervalo cerrado a izquierda. Fxiste un
j€{1,2,3} y un J € DY) tal que

IcJ y gcl(f)gclu)ggzl(f).

La demostracion se basa en una construccién sencilla que mostramos en
la Figura 2.2.

M1

Figura 2.2: Ilustracién de cémo construir el intervalo diddico generalizado J
a partir de I. Primero se elige J como el tnico intervalo cerrado a izquierda
que contiene al extremo izquierdo de I y tal que £1(I)/2 < £1(J) < £1(I).
Luego se define J como el dilatado de J por un factor de 3 respecto a su
extremo izquierdo. J es un elemento de D, contiene a I y cumple la relacion
de medidas deseada.
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Hemos desarrollado toda la teoria de las grillas diddicas con intervalos
cerrados a izquierda, para respetar la notacién de las fuentes y porque sim-
plifica algunas definiciones. Sin embargo, queremos dejar asentado que esta
teoria se puede desarrollar para intervalos cerrados. Para que las propiedades
funcionen en este caso, la nocién de “intervalos disjuntos” debe reemplazar-
se por la de “intervalos esencialmente disjuntos”. Dos intervalos cerrados se
dicen esencialmente disjuntos cuando su interseccién tiene medida O.

2.6. Medida Hausdorff y Formula de Area

En esta seccién tocaremos algunos temas necesarios para entender y efec-
tuar correctamente algunos calculos. Comenzamos introduciendo la medida
de Hausdorff s-dmensional H?®. La definicién de esta medida en contextos
generales requiere del empleo de mucha maquinaria que no necesitaremos,
as{ que nos limitamos a hacer la siguiente mencién. Dados n € R® y A < R"
una variedad de dimensién m < n, la medida Hausdorff de A coincide con
la medida de A, es decir,

H™(A) = L 14V,

con dV la forma de volumen de A. Por supuesto, esto es sumamente res-
trictivo, pero es suficiente para lo que necesitamos en esta tesis. Para una
discusion mas general y correcta sobre la medida Hausdorff, recomendamos
consultar [EG92]. Notemos que, en particular, H°(A) = #A.

Introducimos a su vez una versiéon reescalada de la medida Hausdorff que
es la usual para enunciar algunos teoremas. Si w,, es la medida Lebesgue de
la bola unitaria en R™, definimos la medida m-dimensional H™ por

H™(A) = %’Hmm).

A continuacién queremos enunciar la Férmula de Area. Para eso, hace-
mos primero la siguiente definicion.

Definicion 2.6.1. 1. Sea T : R™ — R"™ una transformacion lineal con
m < n. Se define el Jacobiano de T' como

JT(x) = +/det(T*T).

2. Sea T : R® — R™ una transformacién lineal con m < n. Se define el
Jacobiano de T' como

JT () = +/det(TT*).
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3. Sea f : R"™ — R" una funcién diferenciable con derivada acotada. Se
define el Jacobiano de f como

Jf(z) = J(Df(x)).

Con esto estamos en posicién de enunciar la Formula de Area para fun-
ciones diferenciables.

Teorema 2.6.2. Sean m < n y f : R™ — R" wuna funcion diferenciable
con deriwada acotada. Entonces, para todo A < R™ medible se tiene que

| st@de = | B )aEm ).
A Rn

Notemos que en el caso particular en que f es inyectiva, se tiene la
siguiente férmula para la medida de A:

L Jf(z)dz = H™(f(A)).

2.7. La desigualdad de Young

La desigualdad de Young, en su versién integral clasica, dice lo siguiente.

Teorema 2.7.1. Sea h : [0,+m0) — [0,4+00) una funcidn continua y es-
trictamente creciente tal que h(0) = 0 y limy_, o h(t) = +00. Entonces
para todos a,b = 0 se verifica

a b
ab < L h(z)dz + JO h(y)dy. (2.1)

La igualdad se cumple si y solo si h(a) = b.

La prueba es inmediata una vez que se observa la Figura 2.3. Se puede
ver que vale también la siguiente desigualdad:

a b
ab < f log" xdx + f e’dy. (2.2)
0 0
Si bien y = log™ x no es una funcién estrictamente creciente, su gréfico
y el de x = €Y coinciden en el conjunto {(m,y) eR?/z>0,y> 0}. Por
lo tanto, una observacién idéntica a la anterior prueba (2.2). De manera

analoga podemos se prueba la desigualdad

a b
ab < f (log™ x)"dx + J eyl/mdy, m > 0. (2.3)
0 0
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Figura 2.3: Ilustracién de la desigualdad de Young. Las areas azul y rosa
representan el primer y el segundo término en el lado derecho de (2.1). El
area del rectangulo determinado por el segmento azul, el segmento rosa y
los ejes coordenados es exactamente ab.

A lo largo de esta tesis nos referiremos a la desigualdad (2.3) (a veces
implicitamente particularizada en (2.2)) como la desigualdad de Young ge-
neralizada. Hay varias desigualdades que querremos probar en este trabajo
cuya demostracion detallada no haremos, pero sefialaremos que la tinica idea
importante detras es la desigualdad de Young generalizada. A fines ilustra-
tivos, vamos a probar una de estas desigualdades.

Observacioén 2.7.2. Para todos u > 0,v > 1 se tiene que
wo < ulog™ u + ev.

Demostracion. Si u < 1, la desigualdad se cumple trivialmente. En caso
contrario, invocamos (2.2) y obtenemos

U U
uv < J logt zdx + J eYdy
0 0

(3
=J log zdx + e — 1
1

=u(logtu—1)+e" -1 <ulogu + .
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Figura 2.4: Ilustracién de la desigualdad de Young generalizada.

2.8. Notacion

Terminamos este capitulo con algunos comentarios notacionales.

2.8.1. Notacién de Landau

Definicion 2.8.1. Dado zp € Ry f y g dos funciones reales definidas en un
entorno de xg, decimos que f = o(g) cuando x —> xq si

lim ﬁ = 0.

A% g(2)
Del mismo modo, si existe un a € R tal que f y g estan definidas en (a, +0),
decimos que f = o(g) cuando x —> 400 si

TRRAC)

z—+0 g(x)

Una definiciéon analoga puede hacerse para —oo.

2.8.2. Desigualdades salvo constante

Definicion 2.8.2. Dadas dos funciones reales f y g, notamos f < g cuando
existe una constante C' > 0 tal que para todo x en los dominios de f y g se
tiene que

f(z) < Cg(x).
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La relacién = se define de forma andloga. Cuando f < gy f =2 ¢, notamos
esto f ~ g.

Las constantes que cumplen un rol como este estaran presentes a lo largo
de toda esta tesis. Usaremos distintas notaciones (C, ¢, ¢’) para diferenciarlas
cuando nos resulte conveniente, pero muchas veces se usard la misma letra
para representar a “una constante”, cuyo valor preciso no sea importante.
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Capitulo 3

Analisis multiparamétrico
para la medida de Lebesgue

Este capitulo surge inspirado por la siguiente pregunta: ;sigue valiendo
el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue si tomamos el limite sobre otro
tipo de “figuras”? Hemos visto que el TDL vale indistintamente para bolas y
para cubos. En ambos casos, las “figuras” (y sus medidas) estan determinadas
por un tnico parametro (el radio, en el caso de las bolas, y la longitud de
la arista, en el caso de los cubos). El estudio de este problema sobre figuras
que dependen de una cantidad mayor de parametros recibe el nombre de
“Analisis multiparamétrico”.

Asi como estéa formulada la pregunta, el espectro de figuras posibles es
amplisimo. En pos de reducir un poco el espectro de situaciones a encarar,
nos limitaremos en esta tesis a trabajar con paralelepipedos con aristas pa-
ralelas a los ejes coordenados. Tomando la notacién de [Sor86], haremos la
siguiente

Definicion 3.0.1. Notamos
B= [al,ag,...,an] (3.1)
a la base de paralelepipedos en R" definida como
n
B:= {H L, I =[ai,Bi], Bi—oi=1a;> 0} - (3.2)
i=1
Concretamente, B denota a la clase de todos los intervalos de R™ cuya arista
paralela al eje x; tiene longitud a;. Siempre que usemos esta notacion, los

a; seran parametros que recorren algin subconjunto de los niimeros reales
positivos, o funciones de tales parametros.
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Amerita notar que estamos definiendo a los elementos de B solamente
en funcion de las longitudes de sus aristas; esto no constituye un problema
puesto que en esta seccién trabajaremos siempre con bases invariantes por
traslaciones.

En un primer momento nos interesara conocer qué ocurre en los casos en
que los n valores aq, ..., a, son parametros positivos libres e independientes
entre si. Posteriormente nos enfocaremos en el caso donde las longitudes de
las aristas son funciones de otros pardmetros. En el primer caso, contamos
con un resultado ya cerrado. Jessen, Marzinkiewicz y Zygmund probaron
en [JMZ35] que un andlogo del TDL vale para toda f € L(log™ L)"~1. M4s
aun, el resultado es sharp en el sentido de que el teorema deja de valer si
consideramos el espacio de Orlicz L(¢) con ¢ alguna funcién que verifica
¢(t) = o (t(log™ t)"~!) cuando t — 0.

Al querer ir mas alla de este caso ya resuelto, las cosas se complican.
Consideraremos funciones ¢y, ..., ¢n, con ¢; : R’i —> R, crecientes en cada
variable, y una base

B= [¢1(t1, e ,tk), . .,¢n(t1, cee ,tk)].

Cuéndo estos problemas estaban empezando a ser planteados, se conjeturo
que las propiedades de diferenciabilidad de la base B estan determinadas
por la cantidad de pardmetros de los que dependen las {¢;}1<i<n-

Conjetura 3.0.2. Sean {¢;}1<i<n como antes. La base

B= [¢1(t1, e ,tk), . .,¢n(t1, cee ,tk)].

k—1
loc

diferencia a la familia L(log™ L)

Sobre el final de este capitulo veremos que esta conjetura es falsa en
general. El problema, entonces, consiste en encontrar condiciones necesarias
y suficientes sobre las ¢; para probar algin teorema de diferenciacién sobre
ellas.

3.1. La base B, de paralelepipedos con aristas li-
bres

El objetivo de esta primera seccion es responder a la siguiente pregunta:
iqué clase de funciones pueden ser diferenciadas por la base de todos los
paralelepipedos de R™? La respuesta a esta pregunta la dieron Jessen, Mar-
cinkiewicz y Zygmund en [JMZ35], y lo que probaron es que las funciones
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que son diferenciadas por esta base son “exactamente” L(log™ L) !(R™),
en un sentido de la palabra “exactamente” que quedara claro sobre el final
de esta seccion.

Antes de embarcarnos en esta empresa, nos interesa precisar una cues-
tién. En todos los resultados de [JMZ35], los autores trabajan con funciones
con dominio en [0,1]". Para iniciar el andlisis mantendremos esta hipdtesis,
que simplifica la escritura de las demostraciones, pero queremos explicitar
que resultados idénticos valen sobre cualquier otro cubo cuyas aristas midan
1. Sobre el final de la seccién resultara claro cémo esto permite probar lo
que buscamos.

En este contexto, sera de utilidad hacer algunas definiciones.

Definicién 3.1.1. Definimos B, ([0,1]") como la familia de subconjuntos
de [0,1]" formada por todos los paralelepipedos con aristas paralelas a los
ejes coordenados.

En la siguiente definicién, adoptamos la notacién de [JMZ35].

Definicién 3.1.2. Sea f € L([0,1]"). Definimos fx : [0,1]" — R como la
funcion

fula) = timsup e | 170,

5(R)—0

donde todos los R considerados verifican que z € R € B,([0,1]"), v §(R)
denota el didmetro de R.

En R ya tenemos el resultado que buscamos, puesto que alli coincide con
el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue. A continuacién, vamos a probar
el andlogo de este teorema en [0, 1]2.

Vamos a necesitar varios resultados previos para alcanzar nuestro obje-
tivo. Comenzamos enunciando el siguiente lema para funciones con dominio
en [0, 1]:

Lema 3.1.3. El operador maximal M : Llog® L([0,1]) — L([0,1]) es
acotado. Mas explicitamente, existen dos constantes universales c1,co > 0
tales que

1 1
f M f(z)dx < clf |f(x)]log™ | f(x)|dz + ca. (3.3)
0 0

La demostracién de este lema requerird a su vez de algunos resultados
auxiliares. Notemos que por las propiedades de la reordenada decreciente,
es suficiente probar (3.3) para f una funcién decreciente y no negativa sobre
[0, 1]. Veamos que para estas funciones el operador maximal tiene una forma
particular.
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Observacién 3.1.4. Si f definida sobre [0, 1] es no negativa y decreciente,

Demostracion. Comencemos comparando esta expresién con la integral pro-
mediada sobre el intervalo [a,z] con 0 < a < z.

xiaf:f(t)dt—if:f(t)dt - _ff it — ff

< —af(a)+

En segundo lugar, comparemos esta expresion con la integral promediada
sobre el intervalo [0,b] con x < b.

I];Lbf(t)dt—;f:f(t)dt = f f(t) oy

O
< Go-0f@ + T ) -

Aplicando estas dos desigualdades, obtenemos que para cualquier inter-
valo [a, b] que contiene a z,

SRR REH K

A continuacién probaremos el siguiente lema auxiliar, cuya demostracién
hemos adaptado de [HL30].

O

Lema 3.1.5. Sea f :[0,1] — R positiva e integrable. Entonces

ff log( )d:p—f Jf Ddtda, (3.4)

st alguna de las dos integrales es finita.

Demostracion. Aplicando integracién por partes tenemos que para todo 0 <
e<l1

ff log( )d:p—f J F(t)dtdz — log <1> Joef(t)dt. (3.5)
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Si la segunda integral en (3.4) es finita, entonces (3.5) arroja

ff 1og<>da: f ff t)dtdx < f ff t)dtdx

y por lo tanto la primera integral es finita también. Si ahora suponemos que
la primera integral en (3.4) es finita, tenemos que

o (1) [ st = [ s (1)
g () [ 0

Con esto, (3.5) prueba el lema y la finitud de la segunda integral a partir de
la finitud de la primera. O

y por lo tanto

Demostracion del Lema 5.1.3. Como f € Llog* L([0,1]), f es integrable.
Podemos suponer que f es positiva y decreciente, y por lo tanto que la
forma de M f es la que nos da la Observacién 3.1.4. Esto junto con (3.4) nos
permite reescribir la desigualdad que queremos probar como

ff log( )dx clf]f Jlog | £(z)] dz + co. (3.6)

Para probar (3.6), apelaremos a una desigualdad que es consecuencia de
la desigualdad de Young generalizada. Aplicamos

uv < (ulogu—i—e ), u,v > 0,

parau = f(z)y v = %log (%) y ¢ > 0 una constante que no depende de u
ni v. De esta manera tenemos que

%f( >log( )da: cf (x)log f(x) + cez'2(z) 1=cf(w)10gf(x)+ef/5.

Con esto, (3.6) queda

[ s (3)ar <2 [ (csonog sy + 2 ) as
4c

y el Lema 3.1.3 queda probado. O
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A continuacién, vamos a obtener un resultado parecido (aunque no anélo-
go) al Lema 3.1.3 en R2,

Lema 3.1.6. Sea f € Llog™ L([0,1]%). Entonces f. € L'([0,1]*). Mds
explicitamente,

fe(z,y)dzdy < ¢ |f(@,y)|log™ | f(z,y)| dedy + ca,
[0,1]? [0,1]

)

con c1 y co las mismas constantes del Lema 3.1.3.

Demostracion. Esta prueba descansa fuertemente en lo siguiente: si toma-
mos una funcién integrable de n variables y la integramos sobre el cubo
[0, 1]”_1 asociado a m — 1 de sus variables, y luego integramos sobre la va-
riable restante entre 0 y 1, lo que obtenemos es igual a integral de la funcién
sobre [0, 1]", porque por Fubini esta tltima integral es igual a las integrales
iteradas. Esta idea serd retomada al generalizar este resultado a R".
Comenzamos definiendo la maximal en la direccién y asociada a f como

I
M,fay) = sup | 1@ olae
O<tyi<y<to<l b2 — 11 Jy,
Como f € Llog* L([0,1]%), para casi todo z € [0, 1] se verifica que f(z,-) €
Llog™ L([0,1]) y por lo tanto podemos aplicar el Lema 3.1.3 para concluir
que

1 1
LMﬁmwm<qLU@wm¢ummmw@

para casi todo x € [0,1]. A continuacién podemos integrar a ambos lados
respecto de x para obtener

J[O 1]2 Myf(377 v)dvdm <C ﬁo 1]2 ‘f(.%', 1})‘ log-‘r ‘f(.f, ?})‘ dvdz + co. (37)

Notemos que las constantes se preservan porque integramos sobre inter-
valos de longitud 1. Esto también ocurriria si en vez de este cubo estuviése-
mos considerando cualquier cubo cuyas aristas midiesen 1.

Ahora bien, como M, f(z,y) es integrable sobre [0, 1]2, en particular
M, f(-,y) € L([0,1]) para casi todo y € [0,1]. Luego por el Teorema de
Diferenciacién de Lebesgue, se tiene que para casi todo y € [0, 1]

, 1
lim sup
(32—31)—>0 S92 — 81

f ’ M,y f(u,y)du = M, f(z,y), (3.8)
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donde todos los intervalos considerados verifican que z € [s1, s2]. Esto nos
permite estimar, para casi todo (z,y) € [0, 1]2,

fel@,y) = lim sup f f (u,v)| dudv
5([81,82]><[t1,t2])~>0 ( 592 — 51 2 - tl t

f My f(u,y)

< limsup
6([s1,82])—0 52 — S1

= yf(may)v

donde todos los intervalos considerados en el primer limite superior verifican
que (x,y) € [s1, s2] x [t1, t2]. La primera desigualdad se sigue de la definicién
de M, f y la segunda igualdad se sigue de (3.8). Luego el resultado deseado
se desprende de esta ultima desigualdad y de (3.7). O

El Lema 3.1.6 serd crucial para estudiar bajo qué condiciones se puede
diferenciar a una funcién f. A continuacién, necesitamos probar una suerte
de resultado de densidad de las funciones continuas en L(1+log* L)([0, 1]?).
Lo probaremos en este contexto porque es el que necesitamos, pero es claro
que vale sobre cualquier dominio con medida finita.

Lema 3.1.7. Sean f € L(1 + log™ L)([0,1]?) y € € (0,1). Entonces, existe
una funcion ¢ : [0,1]> — R continua tal que

j =l (1 +1og" |f — o)) <. (3.9)
[0,1]2

Demostracion. Sabemos que |f|(1 +log™ |f|) € L*([0, 1]?). Luego por abso-
luta continuidad existe un § > 0 tal que para todo A < [0, 1]? medible

£2(A) <6 — f L+ log [f]) <

l\D\m

Elegimos a su vez un A > 1 tal que, aplicando Tchebyshev, obtenemos

151y
A

L2{|fI > A}) < <4, (3.10)

y escribimos

= fX{|f|§)\} € LOO([O, 1]2) c Lp([O, 1]2) Vp=1

A continuacién definimos, para cada k € N, una funcién ¢ : [0,1]> — R

continua tal que
- 1
I3 = @rlli2 < T
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Estas funciones necesitan ser levemente corregidas para cumplir lo que ne-
cesitamos de ellas. Por eso, definimos las funciones ¢y como

k() si|@r(@)] < A
or(x) =< A si Qr(x) > A
- si Qr(x) < —A.

Ver Figura 3.1. Comencemos notando que

P

Figura 3.1: Funciones ¢ y . La ultima es una version de la primera

truncada para nunca alcanzar valores de médulo mayor que A.

[Pr(x) — fA(2)] si @) < A
lor(@) = a@)] = { A= fa@) < |gul(a) — falz)]  si @r(z) > A
At (@) <@e(@) — fa(@)] st @r(z) < =A,

y por lo tanto
| fx — SOkHH% < fa— @kHl-ﬁ-% <

A su vez, de la continuidad de @y, se obtiene que ¢y, es continua. Basta ver que
para todo intervalo abierto (a,b), ¢} '(a,b) = [0,1]? es abierto. Separamos
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en casos segun si (a,b) incluye o no a A y —A y tenemos que

@,gl(a,b) si —A<a<b<\
~—1 .
_ &, (a,+0) si —A<a<A<b
(Pk1<a7b) = Nlil( .
@) (—00,b) sioa<-A<b<\
[0,1]° si a<-A<A<b,

que son todos abiertos porque @ es continua. Luego, las ¢ cumplen las
mismas propiedades que las @i, pero ademds su imagen estd incluida en
[—A, A], como que f.

A continuacién, vamos a probar que las funciones (¢x)x convergen a fy
en medida:

11
2l —ed =) < (1) 1= on
el =mh) < N

INVFE 21\ PR
< — —
) G)

1+4
< <1> l k— 400 0,
n k

=

donde la primera desigualdad es consecuencia de Tchevycheff.

Por lo tanto existe una subsucesion de las (¢k)x que converge a fy en casi
todo punto. Para simplificar la notacién, la escribimos simplemente (@, )m,
aclarando que m recorre un subconjunto de N.

Por continuidad, es claro que

lim |f2(@) = on(@)](1 +log" [f2(2) = pm(@))) =0 c.tp.

m——+0o0

Pero como

[fx = oml(1+1og™ | fx — om|) < 2A(1 +log™(2X)) € L}([0,1]%),
estamos en las hipétesis del Teorema de Convergencia Dominada, y tenemos
que

lim - |fx — @m|(1 +log™ | fr — oml|) = 0. (3.11)

m—+00 [0,1

Estamos finalmente en condiciones de probar el enunciado del teorema.
Elegimos m € N tal que la integral dentro del limite en (3.11) sea menor que
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€/2. De esta forma,
f 1 = oml (1 + 108" |f — o))
[0,1]2
—j 1 — ol (1 4+ 1og" |f — o))
{IfI>A}
+f = oml (L log* |f — oml) = I+ II
{IfI<A}

El primer miembro lo controlamos apelando a la definicién de ¢, alli:

I= | N (N [ f Nl (<f =)
{f>XA} {f<=X}
< log* 5
<] HarE s <3

donde en la dltima desigualdad hemos apelado a (3.10) y a la absoluta
continuidad. El segundo miembro se controla por

1= f 1 — oml (1 +log* |f — o))
{f<A}

N o

< j s — ol (14 log* [fr — gml) <
[0,1]2

Esto completa la demostracion. ]

Finalmente, estamos en posicién de probar el Teorema de Diferenciacién
para R2.

Teorema 3.1.8. By([0,1]%) diferencia Llog* L([0,1]?).

Demostracion. Sea f € Llog™ L([0,1]*). Nuestro objetivo es ver que la

igualdad
1

i fR Fy)dy = f(z)

se verifica para casi todo x € |0, 1]2, tomando siempre paralelepipedos R
tales que x € R € By([0,1]%).

Fijemos € > 0. Comenzamos notando que para cualquier funciéon g €
Llog™ L(]0, 1]2), (Ag)x = |A g%, y por lo tanto la desigualdad del Lema
3.1.6 aplicada a \f queda
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f fu(2)dz < clf 7() log™ \f(@)] e + 2. (3.12)
[071]2 2

[0,1]
Fijamos ahora mismo un A > e suficientemente grande tal que ca/A <
€/2, e invocamos el Lema 3.1.7 para escribir a f como

f=p+

con ¢ : [0,1]> — R continua y

+ y €
J[OJ]Q [6(@)I(1 + log* [(x)]) < min {e, - logx\} BNCREY

De esta manera, aplicando la desigualdad (3.12) a 1) obtenemos

€

| s <er| @)l Gogh+logt (el do + 5
[0,1]2 [0,1]

<o log)\f @] (L4 log* [p(@)| de + £ <€, (3.14)
0.1

donde la tltima desigualdad vale por (3.13).
Ahora bien, (3.13) implica también que

f p(@))de < j @)1 +log" b)) <e.  (3.15)
[0,1]2 [0,1]2

Definimos el conjunto

E(e) = {z € [0,1]*/ [¥(2)] > Ve o [u(2)] > Ve},
y por Tchebyshev tenemos que
1
< =
Ve Jpoape

donde en la dltima desigualdad hemos apelado a (3.14) y (3.15).
De esta manera, obtenemos que para todo x que no pertenezca a E(e)
se tiene, eligiendo paralelepipedos z € R € Bs([0,1]?),

1
=0 fR F@)dy — (@)
1

2 L x i €
£2(B () e+ [ @l <2ve

lim sup <

0(R)—0

+ lim sup
5(R)—0

< lim sup

5mp05WﬂL¢@@_¢@
< u(x) + ()] < 24/,

1
rered IRCOERIE
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donde en la primera desigualdad hemos apelado a la escritura f = ¢ + 1,
y en la segunda a que el teorema claramente vale para funciones continuas.
Haciendo tender € a 0, obtenemos un conjunto E de medida 0 fuera del cual

1

lim |—— dy — =0. 3.16
i |z | Sy = 1) (3.16)
Esto concluye la demostracién del teorema. O

Finalmente, pasamos al caso en R", donde el resultado es el siguiente:
Teorema 3.1.9. B,([0,1]") diferencia L(log™L)"~1([0,1]").

La prueba es anéloga al caso en R?, aunque es meritorio dejar asentadas
las diferencias. El primer paso para probar el Teorema 3.1.8 fue el Lema
3.1.3. A continuacién trabajaremos con funciones en L(log™ L)"~1([0,1]"),
por lo que necesitaremos un nuevo lema que nos permita controlar el com-
portamiento del operador maximal para estas funciones. Dicho lema es el
siguiente.

Lema 3.1.10. El operador M : L(log™ L)*([0,1]) — L(log™ L)*~*([0, 1])
es acotado. Mds explicitamente, existen dos constantes universales ay, by, > 0
tales que

1 1
J M [(z)(log* Mf(x))* e < ay f [f(@)] Qog™ | f(2))*dx + by (3.17)

0 0
Demostracion. Al igual que en el Lema 3.1.3, asumimos que f es no nega-
tiva y decreciente, y a continuacién definimos ¢(z) = z(log™ x)*~1. Es facil

verificar que ¢ es convexa. La Observacién 3.1.4 nos permite reescribir el
lado izquierdo de (3.17) de esta forma:

[ sswog arpantar = [ o (2 [ soar) a

<[ ! (] otrpar) au

1
_ fo M(6(f)) (x)dx
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donde la desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Jensen. De esta
manera, podemos aplicar el Lema 3.1.3 para obtener

1 1
fo M f(log" M) de < e fo o(f) log* (6(f))da + e
—a | " llog* 1)V log* (F(log™ ) ")da + o
0

1
< clkJ fllog™ fkdz + ¢z,
0

donde la ultima desigualdad se obtiene de aplicar dos veces la desigualdad
log™ (w) < w para todo w > 0.

El siguiente paso era probar el Lema 3.1.6, que permitia ejercer un con-
trol sobre la integral de fi sobre [0,1]% a partir de la integral de |f|log™ |f].
Como ahora trabajamos con funciones en L(log™ L)"~1([0,1]"), necesitare-
mos adaptar los argumentos en funcién de esto, contando ahora con una
herramienta méds potente, el Lema 3.1.10.

En aras de simplificar, contaremos la idea de la adaptacién. Al igual que
al principio de la prueba del Teorema 3.1.6, definimos la funcién maximal
asociada a f en una variable (por ejemplo, M, f), y en virtud del Lema
3.1.10, podemos acotar

1
J Mxnf(-fl, cr Tn—1s ’U) (log+ Mafnf(xla ey In—1, ’U))n72 d'l)
0

1
< an—lf [f(@1, . zpe1, )| (log™ | fz1, .. 21, 0))" v + by
0

Ahora bien, viendo a M, f como funcién en otra variable, digamos x,,_1,
podemos aplicar el Lema 3.1.10, ahora con £ = n — 2 y tomando maximal
respecto de z,,_1. De esta forma se ve que M, f € L(log™ L)"~2 y obtenemos
la cota que del Lema 3.1.10. De ahi en mas, el resto es iterar, apelar a Fubini
para asegurarse de que siempre estamos integrando funciones integrables y
para convertir integrales iteradas en integrales multiples. Después, basta
recordar la segunda mitad de la prueba de 3.1.6 para concluir que

f ful@)dz < af (@) log* |f(x)| de + b
[0,1]™ [0,1]™

)

con @, b constantes positivas. El Lema 3.1.7 se adapta agregando un expo-
nente n — 1 y el resto de la prueba se sigue de manera andloga a como se
hizo la del Teorema 3.1.8.

O
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Hemos probado el Teorema de Diferenciacion que buscabamos para fun-
ciones definidas sobre [0,1]". Recordando el comentario que hemos hecho
de que una demostracién analoga vale para funciones definidas sobre cual-
quier cubo de R™ cuyas aristas midan 1, estamos en condiciones de probar
el siguiente
Teorema 3.1.11. B, diferencia L(log™ L) 1(R™).

loc

Demostracion. Sea f € L(log™ L)} ' (R™). Escribimos a R” como una unién
numerable de cubos cuyas aristas midan 1 (por ejemplo, se puede considerar
los cubos con vértices en Z™). Tomemos un cubo @ arbitrario entre estos.
Se verifica que flg € L(log™ L)"1(Q), y por lo tanto el Teorema 3.1.9

garantiza que para casi todo x € )
1
lim ——— dy = f(x), 3.18
i fRﬂy) y = f() (3.18)

considerando siempre R € B, (Q).

Nuestro objetivo es probar esta misma igualdad para casi todo x € R"
y con R N\, x para paralelepipedos R € B,. Si x es punto interior de Q,
la condiciéon R N\, x para R € B, nos dice que cada vez que tomemos una
sucesion de paralelepipedos Ry que se contrae a x, existe un kg a partir
del cual todos los Ry son elementos de B, (Q). Por lo tanto, el limite que
deseamos probar vale por (3.18) para casi todo punto interior de Q.

Como el razonamiento anterior vale para todo @), como los cubos consi-
derados son numerables, y como la frontera de cada cubo tiene medida nula,
resulta que para casi todo = € R™

, 1
i s | F)dy = f(a),
para R € B,. O

Queremos destacar que hemos probado este teorema de diferenciacién
de manera directa, sin recurrir a una desigualdad modular débil para la
maximal. No es que esto no pueda hacerse (ver [CF75]), pero en este caso
no fue necesario. Los problemas que examinaremos en la seccién siguiente si
necesitaran de estas desigualdades.

Terminamos esta seccién comentando que el espacio L(log™ L)/~ (R")
es de alguna forma el espacio méas grande de funciones que pueden ser di-
ferenciadas por todo B,. El resultado usado para concluir esto se enuncia

también con dominio en [0, 1]".
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Teorema 3.1.12. Sea ¢ : [0,00) —> [0,0) una funcidn creciente que veri-

fica
B ——{0))
$0)=0 vy ltlglﬁgyfT > 0,
y sea Ly([0,1]") el espacio de Orlicz de todas las funciones tales que ¢(|f])
es integrable sobre [0,1]".
St B,([0,1]") diferencia a cada f € Ly, entonces existe una constante

positiva ¢ tal que ¢(t) > ct(logt )"~ 1.

Lo que este teorema nos dice es que si B,([0,1]") diferencia a todas
las funciones de un espacio de Orlicz Ly([0,1]"), entonces Ly([0,1]") <
L(log™ L)"~1([0,1]™). No desarrollaremos la demostracién de este resultado
aqui, ya que consideramos que las ideas necesarias exceden los temas que
esta tesis pretende abarcar. Puede encontrarse la prueba en [JMZ35, p.226].

3.2. Aristas como funciones de parametros

Ahora ampliaremos el espectro del problema. Dadas funciones ¢1, ..., ¢n,
consideramos bases de diferenciacién

B=[¢1(t1, .. th)s s nltr, . ti)]:

La pregunta ahora es: jqué condiciones deben pedirseles a las funciones
{¢1,...,dn} para garantizar que la base B diferencie a alguna clase de fun-
ciones? Esta pregunta es sumamente amplia, y por lo tanto hay muchos
acercamientos posibles a una respuesta. Comenzaremos con un resultado de
Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund, también de [JMZ35].

Antes de enunciar el resultado, haremos una definicién que simplificara
la tarea de hablar de los paralelepipedos con los que trabajaremos.

Definicion 3.2.1. Dado un paralelepipedo R < R™ con aristas paralelas a
los ejes coordenados, definimos para cada 1 < i < n su x;-sidelenght como
la longitud de la arista de R que es paralela al eje x;. También usaremos la
palabra sidelenght para referirnos a la longitud de una arista de un parale-
lepipedo sin especificar la direcciéon de la misma.

Notemos que con esta definicién, estamos diciendo que la base B estd
compuesta por paralelepipedos cuya x;-sidelength es igual a ¢;(t1,...,t).

Ahora si, enunciamos el resultado de [JMZ35]. Se trata de un teorema
relativamente sencillo que aborda la situacién donde todas las funciones
dependen de una unica variable (es decir, el caso k = 1).
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Teorema 3.2.2. Sean para cada 1 < j < n, ¢j : [0,0) — R funciones
crecientes, continuas y tales que ¢;(0) = 0 y ¢;(t) > 0 si t > 0. Entonces la
base de diferenciacion

B=[¢1(t),...,0n(t)]
diferencia a Li (R™).

loc

Demostracion. La prueba es esencialmente la misma que la del TDL. Lo
unico que debemos hacer es adaptar el Lema de Cubrimiento de Vitali para
que, en vez aplicarse a cubos o bolas, sirva para paralelepipedos R € B. A
continuacién, explicaremos las diferencias entre la demostracién para cubos
y para el caso que nos compete.

En la demostraciéon del Lema de Vitali para cubos, el n-ésimo cubo de la
subfamilia elegida era el que tenia interseccién vacia con todos los cubos ya
elegidos y tenia la arista de mayor longitud. En el contexto de este teorema,
notamos que si R, R’ € B,

R = [¢1(t)7 s 7¢n(t)] y R = [¢1(t/)7 st 7¢7L(t/)]7

y por el crecimiento de las ¢;
H1(t) K p1(t) = t<t = ¢;(t)<o;(t') V1I<j<n.

De esta manera, la familia B es “monétona” en el siguiente sentido: dados
dos paralelepipedos R y R’ de la familia, todas las sidelengths de alguno de
los dos son mayores o iguales que las respectivas sidelengths del otro. Asi,
para demostrar el Lema de Vitali elegimos el n-ésimo paralelepipedo como
aquel que es disjunto con los ya elegidos y que maximiza las longitudes de
(todas) sus aristas.

Para dar por demostrado el teorema, amerita probar que si R, R’ € B,
RN R # &y las aristas de R’ son mayores o iguales que las de R entonces
R < 3R/, donde 3R’ es el paralelepipedo que resulta de dilatar a R’ por un
factor 3 respecto de su centro. Llamamos = = (x1,...,x,) a algin punto en
R N R' y escribimos a los paralelepipedos como productos de intervalos:

R=I1x...x1I,
R =Ix..xI
3R =31 x ... x3I,

con 31 ]’ c R el intervalo con el mismo centro que I j’ y dilatado por un factor
de 3. Pero entonces resulta claro que

zjeljnl = L;c3l; Y1<j<n,
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y por lo tanto
Rc 3R.

O]

Después de obtener un resultado para funciones que dependen de un
parametro, es natural preguntarse qué ocurre para funciones que depen-
den de dos parametros. En este caso, las respuestas son escasas y parciales.
Es en este momento donde las desigualdades modulares débiles nos permi-
tirdn obtener conclusiones de diferenciabilidad. En particular, presentaremos
ahora un resultado de Cérdoba, quien en [C6r78] demostré una desigualdad
modular débil en R? para el operador maximal asociado a una familia de
paralelepipedos del tipo que nos interesa. En la proxima subseccién estudia-
remos dicho resultado, y posteriormente investigaremos algunas formas de
ampliarlo para arribar a conclusiones en casos mas generales.

3.2.1. La desigualdad débil de Cérdoba
El resultado que deseamos probar es el siguiente:

Teorema 3.2.3. Sea B una familia de paralelepipedos en R3. Para cada
R € B, notemos Tr,yr,2r a sus x-sidelength, y-sidelength y z-sidelength
respectivamente. Si para cualesquiera dos R y R en B se verifica que

ZR > 2Rl = TR = TR O YR = YR’ (319)

entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

L3 ({zeR®: MPf(z) > A\}) < jR3|f|(1+log <|f|>>, (3.20)

donde .
MBf(Q«"): sSup ﬁg(R)lefl-

reReB

La desigualdad modular débil (3.20) para M5 permite afirmar que B
diferencia L (1 + log™ L)ZOC, como veremos en la subseccion siguiente. De
esta manera, nuestro objetivo al trabajar con una base serda probar que
cumple la hipétesis (3.19). Notemos que esta hipétesis es equivalente a

TR <TRr Y YR < YR = ZR < ZR'.

Esta condicién puede ser interpretada de la siguiente manera: si la base de
un paralelepipedo R’ de B es mds grande que la de otro paralelepipedo R
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de la misma familia (donde “més grande” es entendido como que ambos
lados tienen longitud estrictamente mayor), la altura de R’ debe ser nece-
sariamente mayor o igual que la altura de R. En espiritu, esta condicién
impide la degeneracién de los elementos de B en paralelepipedos con bases
arbitrariamente grandes y alturas arbitrariamente chicas. Ver Figura 3.2.
Por otro lado, es de notar que los roles de las variables son intercam-
biables en el siguiente sentido: si otra familia B verifica (3.19) cambiando el
orden de las variables, también satisfard (3.20). Sin embargo, una vez fijado
un orden para las variables, la validez de (3.19) no implica la validez del
mismo enunciado con las variables en otro orden. Como hemos comentado

Figura 3.2: Paralelepipedos que cumplen (3.19). Como ambas sidelengths de
la base de Ro son estrictamente mayores que las respectivas sidelengths de
la base de Ry, la altura de Ro debe ser mayor o igual que la altura de Rj.
Una relacién similar se da entre R3 y Rj. Sin embargo, como sélo una de
las sidelengths de la base de R3 es estrictamente mayor que la respectiva
sidelength de la base de R2, no es necesario que haya ninguna relacién entre
sus alturas para que estos paralelepipedos verifiquen (3.19).

en la Secciéon 2, se puede ver que una cota débil se obtiene como consecuen-
cia de un lema de cubrimiento. Para obtener el lema de cubrimiento que
necesitamos, tendremos que probar la siguiente versién preliminar. Antes de
enunciarla, queremos aclarar que, desde aqui y hasta el final de este capitu-
lo, la letra = designard a la primera coordenada de un punto en R? y, para
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distinguirlos claramente, los puntos de R? se notaran con x.

Lema 3.2.4. (Lema de cubrimiento, version diddica) Sea B una familia de
paralelepipedos en R que verifican las siquientes dos condiciones:

(a) Los paralelepipedos son diddicos. Por esto entendemos que sus proyec-
ctones sobre cada uno de los ejes coordenados pertenece a alguna grilla
diadica generalizada de R.

(b) Para cualquier par de paralelepipedos R, R' € B, se cumple que
TR < TR Y YR < Yr —> ZR K ZR’.

Luego B tiene la propiedad de cubrimiento de tipo exponencial. Esto es,
para cada familia {Ra},epy © B existe una subfamilia {R;}. ; < {Ra}sep
que cumple las siguientes dos propiedades:

(i) (Representatividad) Existe una constante universal ¢ > 0 tal que

c3 <U Ra> <&l (U Rj> : (3.21)

aEN JjeJ

(i) (Superposicion controlada) Existe una constante universal ¢a > 0 tal
que

JujeJRj exp (Z XR; (x)) dx < & L3 (U Rj) , (3.22)

jeJ JjeJ
donde x = (x,y, 2).

Demostracion. Paso 1: Simplificaciones

Comenzamos notando que podemos asumir algunas condiciones utiles
sobre la familia {Ra} ¢, ala que queremos encontrarle la subfamilia {R;},_ ;.
En primer lugar, si £3 (| J,cp Ra) = 90, la misma eleccién {R; Vies = {Rataen
verifica trivialmente (3.21) y (3.22). Por lo tanto, asumimos £ (| ,cp Ra) <
0.

En segundo lugar, podemos asumir que {R,} es un conjunto finito. Si

{R,} es infinito, existe un subconjunto finito de indices J tal que

3 (U Ra> <2r3 (U Rj> ,
ael jedJ
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por lo que el cumplimiento de (3.21) en el caso finito garantiza su cum-
plimiento también en el caso infinito.

Finalmente, podemos asumir que ningin paralelepipedo R € {R,} estd
incluido en la unién de los otros paralelepipedos de la familia. De ocurrir
esto, podemos despreciar estos paralelepipedos sin alterar la veracidad de
los resultados.

Paso 2: Definicién de la familia {R;};c;

Procedemos ahora a especificar cémo elegir la subfamilia {R;} cs. To-
mamos R como el paralelepipedo z-sidelength méxima. Luego, para j > 1,
R; se define inductivamente como el elemento de {R,},., con z-sidelength
maxima de entre todos los que verifican

1 i1 _3
R f exp (;;1 XRy (X)) dx <373, (3.23)

Obtenemos asf la subfamilia {R;}, _,_y, con N algin nimero natural.
Antes de continuar, queremos dejar asentado que si en el proceso de
seleccién de R; hubiese dos candidatos, R y R’, con igual z-sidelength que
verificasen (3.23), elegimos arbitrariamente a cualquiera de ellos. Sin embar-
go, el hecho de que se nos presente esta disyuntiva entre R y R’ implica que
hay ciertas relaciones entre ellos que vale la pena explicitar. R y R’ podrian
ser esencialmente disjuntos. Pero si no lo fuesen, el hecho de que son diddicos
nos dice que sus proyecciones sobre los ejes coordenados se incluyen entre si.
En primer lugar, el hecho de que zp = 2} nos dice que pz(R) = pz(R'). Si
ocurriese que px(R) < px(R') y py(R) < py(R'), tendrfamos que R — R’
lo que contradice la hipétesis de que no hay paralelepipedos incluidos en la
unién de los otros. El caso px(R') < px(R) y py(R') < py(R) lleva a un
absurdo similar. Por lo tanto, se cumplen las inclusiones px(R) < px(R')
y py (R') < py(R) o las inversas. Es una buena idea notar, ademés, que el
integrando en (3.23) es creciente en j, y por lo tanto si un paralelepipedo R
no verifica (3.23) para cierto j tampoco lo verificara para j’s mayores. Esto,
sumado a que I?; se elige por tener la mdxima z-sidelength, garantiza que los
elementos de {R;}, <j<N estan ordenados con sus z-sidelengths decrecientes.

Paso 3: Prueba de (3.22)
Habiendo determinado {R;}, <j<n» brobemos (3.22). Si notamos para

cada 1 < L < N el conjunto Ay, := UJL=1 R; y la funcién de superposicién
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Figura 3.3: Paralelepipedos con igual z-sidelength e interseccién no vacia.
Dos paralelepipedos en estas condiciones siempre verificardn pz(R) =
pz(R'). En este caso, se tiene que px(R') < px(R), py(R) < py (R).

Fr(x):= Z;;:l XR, (), podemos escribir

J eV gy — f eFN‘l(X)dx-i-elf ef'N=109) gx
AN AN\RN RN

J N1 dx 4 373eL3(Ry)
An_1

N

N
< j eXm () gx 4+ 373¢ Z L*(R;)
Ry

j=2
N
<e ) L3Ry, (3.24)
j=1
donde en la primera desigualdad hemos apelado a (3.23) para el segundo
miembro; en la segunda desigualdad notamos que el primer miembro es

andlogo a la expresion inicial, y aplicamos el proceso inductivamente.
Para finalizar la demostracién, vamos a notar que por (3.23) obtenemos
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la siguiente condicién de tipo sparse:

L3Ry~ Ajm1) = L2(Ry) — L% (R n Aja)

1
— ﬁS(Rj) — JR exp (XA]._1<X)> dx
j
> L3(Ry) — é JR eli-1) gx
2
1
> L%(R;) - Eﬁg(Rj)

= (1 - 3;€> L3(R;).

Y por lo tanto retomando (3.24) tenemos que

N
f N gx < 6253(Rj)
AN j=1

lo que prueba (3.22) (por comodidad hemos notado Ay = &¥).

Paso 4: Prueba de (3.21)

Procedemos ahora a probar (3.21) usando (3.22). Para acotar la medida
de todos los paralelepipedos de {R,},., por algo que depende solamente de
los {R;}, <j<no Va aser necesario ganar un poco mas de comprensién sobre
los R € {Ka}aen ™ {Rj}<j<n- Comenzamos probando que para cada uno

de estos R A
! f JZR (x) | dx > 373 (3.25)
—— | exp XR,(x) | dx > , .
L3(R) Jr o

donde jg es el nimero tal que

Se ve que jp esta bien definido, ya que al ser zg; decreciente en j, los indices
tales que zgr; > zR son precisamente todos los indices desde 1 hasta alguno,
y es este tdltimo indice el que llamamos jgr. Para ver la validez de (3.25),
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estudiemos qué ocurriria si fuese falsa. En tal caso, R verificaria la condicién
(3.23). Podria ocurrir entonces que R fuese elegido como el elemento R;, 41
de la familia elegida {R1, ..., Ry}, 0 quizds no porque se elegiria otro en su
lugar con z-sidelength igual o mayor. Pero en cualquier caso, ZRjpi1 Z 2R
lo que contradice la definicién de jg.

Para empezar a acercarnos a la utilidad de (3.25), notemos que exten-
diendo la sumatoria hasta N y no solamente hasta jg, se puede probar que

N
Rc {(3771/,2) eR?/ MP <exp (Z XRj>> (z,y,2) > 33},
j=1

con MP2 el operador maximal bidimensional

1
MBQf x,Y,z2) =  sup J flu, v, 2)|dudv
( ) (z,y)eTeBs L2 T) T‘ ( )’

y Bo la base de los intervalos de R?. El problema es que, como ya hemos
explicado en la seccién anterior, este operador no es de tipo débil (1, 1), y por
lo tanto nos da una cota méas débil que la que necesitamos para probar (3.21).
Esto ocurre porque, al simplemente descartar la direccién z restringiendo el
andlisis a R?, no estamos explotando la geometria de los paralelepipedos de
la clase B. Serd necesario hacer un trabajo maés fino para incluir a R en
conjuntos de nivel sobre los que tenemos un mejor control.

Asi, continuamos notando que
1 jR n
’I’Lf Z XR; (X)
j=1

exp (Z XRj(X)> = Z
2

1
= D 2 XRyeenm;, (%),
jl) ,]n
donde los {ji,...,Jn} se toman sobre todas las posibles elecciones de n
subindices no necesariamente distintos en {1,...,jr}. Con esto, podemos

reescribir (3.25) como

373 < 3}}2) JR exp <;1 XR; (x)) dx

L
Zi Z L3(Rj, n...n Rj, " R)
~i ! L3(R) ’

(3.26)
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Nuestro siguiente objetivo serd ganar comprensién sobre las interseccio-
nes de paralelepipedos para acotar el lado derecho de (3.26). En este punto
de la argumentacion usaremos la hipdtesis de que las proyecciones de los pa-
ralelepipedos sobre los planos coordenados pertenecen a descomposiciones
diadicas. Necesitaremos ademds la siguiente definicion: diremos que un para-
lelepipedo S; es exhaustivo en la variable x (resp. y, z) respecto de otro para-
lelepfpedo Sy si px (511 S2) = px(S2). Ver 3.4. Si L3(Rj, n...nRj, nR) # 0

Figura 3.4: Paralelepipedos exhaustivos. En esta figura se aprecia cémo el
paralelepipedo verde es exhaustivo en = respecto al paralelepipedo rojo.
Notar que no es exhaustivo en ninguna de las otras dos variables.

la interseccién debe tener interior no vacio. Estudiemos la interseccién ;R
para algin j € {1,...,jr} fijo. Por cémo se eligi6 jr, podemos separar a los
R; entre aquellos con zp < zg; y 2r = 2g;. Si existen R; como en el ulti-
mo caso, el comentario sobre estos paralelepipedos que hicimos en el Paso
2 garantiza que R; es exhaustivo respecto a R en las variables x y 2z o en
las variables y y 2. Si zr < zg;, la hipdtesis b) implica que zp < TR, O
Yr < Yr; y como los paralelepipedos son diadicos esto implica que en este
caso también R; es exhaustivo respecto a R en las variables x y z o en las
variables y y z.

Aplicando esto a cada uno de los paralelepipedos {R;,,..., R;,} con los
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que estamos trabajando en el lado derecho de (3.26), hacemos la siguiente

distincion: llamamos {Rkl, ..., Ry, q} a aquellos exhaustivos en y y z respecto
aR,y{Ri,...,R;,} aaquellos exhaustivos en = y z respecto a R. Ver Figura
3.5.

Figura 3.5: Distincién entre los {Rj,,..., R;,}. En la figura podemos ob-
servar a R (rojo), la interseccién Rg, n ... Ry, (verde) y la interseccién
Ry, n...n Ry, (azul).

En general, lo que obtenemos es que la interseccién S := R;; n ... N
R, N R es un paralelepipedo exhaustivo en z respecto a R (ver Figura 3.6).
De esta manera, obtenemos que

L3(S) _ zsys

L3(R)  wryr
Para controlar el lado derecho de esta iltima igualdad, vamos a estudiar
ahora lo que ocurre en una dimensién. Si P = (zo, yo, 20) es un punto de R,
denotamos I, P = {(x,y0, 20) € R} y I,P = {(x0,y, 20) € R}. Ver Figura 3.7.
Recordando cémo hemos definido a {Rkl, e qu} y {Ri,,..., R}, resulta
claro que

£1(Rklm...mqumeP)>m_5 £1(Rllm...lermeP)>y_g
(L, P) “an Y £(1,P) ~yn’

Pero una vez maés por las exhaustividades de estos paralelepipedos respecto a
R, podemos agregarlos en estas intersecciones de modo que aparezcan todos
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Figura 3.7: Los segmentos I, P e I, P en R, construidos a partir deun P € S.

los {Rj,,...,Rj,}, y asi obtener

LY(Rj, n...nR;, " I,P) s LY(Rj, n...nRj, N I,P) _Ys

L1(I,P) “trn 7 L1(1,P) Z Ur

De esta manera llegamos a que

L3(RNR) - LYR N I,P) LY(R AN I,P)
L3Ry —  LYI,P) T Li(1,P)

donde hemos notado -
R=Rj1 r\...ijn.
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Nuestro objetivo es aplicar este control en (3.26). Para eso, notamos que
LY R ILP)LYRAIP) = J Xz (T, y, z)dxf xz(x,y, 2)dy
I.P I,P

= J Xz, Yo, Zo)dfﬂf X7 (0, Y, 20)dy
px (R) py (R)

= f XE(%Z/OaZO)XE(ﬂUOy% Z())d.’ll'dy
pxy (R

= f XE('xavaO)dxdyv
pxy (R)

donde la 1iltima igualdad se obtiene por las relaciones entre los paralelepipe-
dos (ver Figura 3.5). Asi, (3.26) queda

Rj, ..NnR;, NnR)
an Z (R)

n Jla »]n
Z Z LYRAIP) LY(R A~ IL,P)
n! LYI,P) ~ LY(I,P)

n J1yeeesdn

1
~ LU (I,P) L( IP Zn‘ 2 j R(®,y, 20)dwdy

J1yeeesdn pxy (R)

1 1
- . dad
LI P) LI, P) ny(m o (Z XA (””"’y’zﬂ)> ey

Jj=1
1 1
<
LY(I,P) L'(I,P)

- (ﬁl(;xp) LIP exp (Ev)dx) (L‘l(i/l'yP) L,P exp (FN)dy> )

donde en la tercera desigualdad hemos extendido la sumatoria desde j = 1
hasta N y hemos apelado a que

J exp (Fn(z, yo, 20) + Fn (20,9, 20)) dzdy
pxy (R)

XR; (:Ev Y, ZO) < XR; (.fL', Yo, ZO) + XR; (:Z:Ov Y, 20),

que se deduce recordando que R; es exhaustivo en z o y respecto a R. A su
vez, hemos vuelto a utilizar la notacién Fy para la funcién de superposicion
que introducimos en el Paso 3. Valiendo esto para todo P € R resulta que

Rc { + (exp (Fn)) > —3/2} U {My (exp (Fy)) > 3—3/2} . (3.27)

44



donde M, y M, son los operadores maximales unidimensionales correspon-
dientes a las direcciones = e y. El beneficio de incluir a R en conjuntos de
nivel de este tipo de operadores, es que al ser unidimensionales se comportan
como el operador maximal clasico de Hardy-Littlewood, y por lo tanto son
de tipo débil (1,1). Como (3.27) vale para todo R € {Ra},en ™ {Rj}<jcn
obtenemos que

#(Ur) < #(Un) -2 (Y)
(U >+CO exp<ZxR )

< &L (CJR)

lo que concluye la prueba de (3.21). O

Nuestro siguiente objetivo es deshacernos de la hipétesis a) en el Le-
ma 3.2.4. Para eso usaremos que cualquier paralelepipedo se aproxima lo
suficientemente bien por paralelepipedos diddicos.

Lema 3.2.5. (Lema de Cubrimiento) Sea B una familia de paralelepipedos
en R3 tal que para cualquier par de paralelepipedos R, R' € B, se cumple que

TR <ZTr' VY YR < Ypr —> ZR < ZR’.
Luego B tiene la propiedad de cubrimiento de tipo exponencial. Esto es,

para cada familia {Ra},epy < B existe una subfamilia {R;}, ; < {Ra},ep
que cumple las siguientes dos propiedades:

(i) (Representatividad) Eziste una constante universal ¢c; > 0 tal que

c? <U Ra> <Ll (U Rj> . (3.28)

ael jeJ

(ii) (Superposicion controlada) Existe una constante universal ca > 0 tal

que
ijeJ N exp <Z XR; (:c)) dr < L3 (U Rj> . (3.29)

jed jed
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Demostracion. Podemos suponer como en el caso anterior que el conjunto
{Ra}en es finito y que ninguno de sus elementos estd incluido en la unién
de los otros. Apelaremos a la construcciéon de Lerner que expusimos en la
Seccién 2. Dado R = Ry x R(g) x R3) € {Ra} para cada i € {1,2,3}
podemos encontrar un intervalo }?(i) tal que

aeN

= 3LY(R)) < LYRyy) < 3LY(Ryy) y

] R(i) pertenece a alguna de las tres grillas diddicas generadas a partir
de la grilla clasica de R.

De esta manera, asociamos a cada R el paralelepipedo R = R(l) X R(Q) x R3)
que verifica

s Rc R
= ()’ L3(R) < £3(R) < B3L3(R) y

» R es diddico, en el sentido de que cada una de sus proyecciones sobre
los ejes coordenados pertenece a alguna de las tres grillas diddicas
generadas a partir de la grilla clasica de R.

Esto define a la familia {R,}a, que casi estd en las hipétesis del Lema
3.2.4. El problema es que las proyecciones de paralelepipedos distintos sobre
(por ejemplo) el eje x podrian pertenecer a grillas diddicas distintas. Sin
embargo, podemos subsanar este problema. Al haber tres posibles grillas
diddicas asociadas a cada uno de los tres ejes coordenados, existen 27 subfa-
milias en {Rq4}q, ¥ cada una de esas subfamilias si verifica las hipétesis del
Lema 3.2.4. Notamos {Rs}s a la familia (sabemos que existe al menos una)
tal que

c? Ry |> ~c? R. | .
BLJB ) <aLeJA a)

Aplicando el Lema 3.2.4 a la familia {Rp}s encontramos una subfamilia
{R;}; tal que

L Rs|<ars? (U Rj> (3.30)

BeB JjeJ
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JU _exp (Z X7, (w)> dr < &L° <U }@) . (3.31)

jeJ R; jed JjedJ

Definimos a {R;}; como la subfamilia de {Rq}, de la cual provino {R;}.
Como R c R para cualquier paralelepipedo R, resulta claro que de (3.30) y
(3.31) podemos obtener

2%&3 (U Ra> < %53 (U Ra> < | |JRs|<aL® (U RJ)

aelA aelA peB jed

ijeJ . exp <Z XR; (@) dr < ijEJ i exp (Z X&, (x)) dx

jed jed
< 5253 (U Rj> .
jed

De esta manera, para probar el lema basta ver que existe una constante
co > 0 tal que

c3 (U Rj) < cL? (U RJ) : (3.32)

jeJ jedJ

Esto a su vez puede verse como consecuencia de una propiedad de tipo sparse
de la subfamilia {R;};.

Para ver esto, recordemos que la subfamilia {R]} se eligié para cumplir
la condicién (3.23). En consecuencia, tenemos que para todo j € J

1 ]i 33 ji
= exp X < ——= J X | <1
LB(RJ') JRJ k=1 o E3(Rj) R; \j—1 o

Con una demostracién idéntica a la que hicimos en el Lema 3.2.4, vemos
que esto implica

7j—1
c? (Rj U Rk> > (1- e )L (R)),
k=1
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y de esta manera

3<URJ»> > £ (fy) <27 ) £ (R

JjeJ jedJ jedJ
o7 j—1
3
< 1_6_12,5 <R N URk>
jedJ k=
R;
T 1-e <U )
jedJ
lo que prueba (3.32) y asi el lema. O

Con este lema de cubrimiento, estamos en condiciones de probar la des-
igualdad modular débil 3.2.3. La prueba es esencialmente la presentada por
Cérdoba y Fefferman en [CF75], aunque adaptada al lema de cubrimiento
que tenemos en este caso.

Demostracion del Teorema 3.2.3. Sea
By ={zeR*/MPf(z) > \}.
Para cada = € F), existe un R, € B que contiene a x tal que

1
3
£R) <3 | 1

Cubrimos a E} con |, By R,y aplicamos el Lema 3.2.5 a esta familia para
extraer una subfamilia {R;}es, de modo que se obtiene

ﬁS(E)\) < c3 ( U Rx) < 01£3 <U RJ> .
el jed

Por lo tanto, para probar el lema basta ver que

<UJR> f ’ <1“ (’J;‘)) (3.33)

Para ver esto, comenzamos notando que

3 (U Rj) Z£3 ZJ 1l f 11 %]]XRj- (3.34)

jed jed jed
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Desde aqui vamos a necesitar usar la desigualdad de Young generalizada
para controlar (3.34) , pero sera necesario aplicar la desigualdad con cuidado.

Definimos la sucesién

o1 log(202)’
n

con ¢ la constante de la desigualdad (3.29) (podemos suponer que 2¢y > 1),
y definimos al nimero N como el minimo niimero natural que verifica ky >
0. Notemos que como co es una constante universal, N también lo es. Con
esto, podemos escribir a R? como la unién disjunta R3 = H; U Hy, donde

H, = {xeR?’/ ZXR].(@-) <N—1} y Hy = {xeR?’/ EXRj(x) >N}.
jes jeJ
Asi, podemos retomar (3.34) para obtener

3(URJ)<J LD f L

jed jed jed

Es claro que el primer término se acota por (N — 1) f m mientras que
para el segundo término podemos apelar a la desigualdad

w <ulogtu+e’, u=00v=1

que se obtiene como consecuencia de la desigualdad de Young generalizada.

f m;} J k‘]a\kNJZXRj
<J kz|£|A & (k%) JH eXP(’“NZ)@) (3.35)

jedJ

El primer término de (3.35) se acota como

| f] | f] 1 1f1 + 1S
J;QkNAlog (kNA> kN1m§_<kN>~f A (1+1 )

Para el segundo, acotamos primero el exponente

b 3, = T @)~ D S ) < S ) togoen,

jed jed jed jed
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donde la tltima desigualdad vale para todo xz € Hs. Llevando esto al segundo
término de (3.35), obtenemos

fHQ exp (kN Z ij> < fU]eJR 50, P <Z XR; ) < (U R; )

jedJ JjeJ jeJ

Volcando todo esto en (3.34),

u)-
(N—1+k1N10g (;V))Lb |§’ (1+1 +|f|>+ D‘(]LG‘J]R)

lo que prueba (3.34) y por lo tanto el teorema. O

3.2.2. Un teorema de diferenciacién para el caso multipa-
ramétrico

Comencemos esta subseccion probando que una desigualdad modular
como la que se obtiene del Teorema 3.2.3 nos permite probar que una base
de diferenciacién diferencia L(1 + log™ L)

Teorema 3.2.6. Sea B una base de diferenciacion, y sea M® su operador
mazimal asociado. Supongamos que para toda f € L(1 + log™ L) se verifica
la siguiente desigualdad modular:

L ({zeR"/ MBf(z) > \}) < Jn’f‘<1+1 +|J;’>

Entonces B diferencia a L(1 + log™ L).

Antes de demostrar este teorema, queremos hacer un par de aclaraciones.
Primero, es claro que, al igual que con el TDL, la naturaleza local de la
diferenciacién garantiza que una base B con las hipdtesis de este teorema
diferencia L(1 +log™ L);,c. Por otro lado, se puede reemplazar el espacio de
Orlicz L(1 +1log™ L) por el espacio més general L(1+ (log™ L)™) con m > 0
y probar el mismo resultado con la desigualdad modular correspondiente.
No incluimos aqui la demostraciéon de esta versiéon porque, a pesar de ser en
espiritu idéntica, requiere desplegar algunas herramientas técnicas que no
necesitamos en esta tesis.
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Demostracion del Teorema 3.2.6. Sea f € L(1 + log® L). Como la diferen-
ciacién es una propiedad local, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que f es de soporte compacto. Asi, podemos apelar al Lema 3.1.7 (adap-
tado para el soporte de f) para encontrar una sucesién de funciones (pg)x
continuas con soporte compacto tales que

b—s
fR If — orl(1 +1og™ | f — @r]) —2% 0.

Con esto, podemos proceder de manera analoga a la demostracion del TDL
hasta el punto en que se obtiene la inclusién
s o | f)dy 10 >
im sup y)dy — f(x €
Rz | LM(R) Jg

{ME(F o) > Sfo{If el > 5} (3.36)

con R elementos de B que se contraen a x. El teorema se prueba si vemos
que las medidas de ambos conjuntos del lado derecho de (3.36) tienden a 0
en k.

Para el primer conjunto, apelamos al Teorema 3.2.3 y obtenemos

e ({0 > $H <2 [ -l (141057 (Bl - )

k—>
< fR 1 — oul (1+log* |f — gxl) E=4% 0.

Para el segundo conjunto apelamos a la desigualdad de T'chebyshev y obte-
nemos

€ 2
n _ > < o2 _ .
e ({if-al> ) <t | Ir-e (337
2c ke
<7 ) el (L+1og" If —ul) == 0.
(3.38)
Esto concluye la demostracién. O

Una vez probado este teorema, la desigualdad débil del Teorema 3.2.3
nos da un criterio 1til para afirmar que una base de diferenciacién B de
paralelepipedos de R? diferencia L(1 + logt L);,.. Basta con chequear que
Zr > 2y = xgr = 2 0 Yyr = Yy para todo par de paralelepipedos
R, R’ € B, o equivalentemente que zr < 2% y yr < yp =— 2zr < 2.
También basta con ver lo mismo cambiando z por x o y. Comenzamos con
algunos ejemplos sencillos pero importantes.
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Observacidn 3.2.7. Sea B una base dada por B = {[s,t, ¢(s,t)],s > 0,t >
0} con ¢ una funcién creciente en ambas variables tal que

lim s,t) =0. 3.39
(s,t)—>(0,0)¢( ) (3.39)

Luego B diferencia L(1 + log™* L),

En este caso, esto ocurre pues si s1 < s9 y t1 < to, el crecimiento de ¢
garantiza que ¢(s1,t1) < ¢(s2,t2). Este es el ejemplo que Cérdoba tenia en
mente al probar el resultado de la seccién anterior. Aqui y en futuras ocasio-
nes, alguna hipétesis sobre limites de funciones en el origen como (3.39) solo
cumple la funcién de garantizar que B sea una base de diferenciacién. Sin
esta hipotesis, la base B perfectamente verifica la desigualdad probada en el
Teorema 3.2.3, pero no se puede garantizar que diferencie a ninguna clase
de funciones ya que podria no contener conjuntos arbitrariamente pequenos
en didmetro.

Veamos otro ejemplo de una base de que diferencia L(1 + log™ L)j,c.

Observacion 3.2.8. Sea B una base dada por B = {[s,t, H(s,t)],s > 0,t >
0} con H creciente en la variable s y decreciente en la variable ¢. Si ademds

lim H(s,t) =0,
(s,t)—(0,0)

entonces B diferencia L(1 + log™ L)

En este caso, B cumple las hipétesis del Teorema 3.2.3 porque si s; > s3,
o bien t; > t9 o bien t; <t y con esto H(s1,t1) = H(s2,t2). Notemos que
en este caso el rol de z en las hipétesis del Teorema 3.2.3 lo cumple .

A continuacién, probaremos un teorema que Soria prob6 en [Sor86] y fue
crucial para responder a la pregunta que nos hemos planteado al principio
de esta subseccion. Este teorema nos dara un criterio sobre las tres fun-
ciones @1, P2, ¢3 para que la base B = [¢1(s,t), d2(s,t), p3(s,t)] diferencie
Llog™ Lj,. en un escenario bastante general, y se concretara reduciéndose a
las dos ultimas observaciones.

Teorema 3.2.9. Sean ¢1, d2, ¢3 : Ry x Ry — R? funciones C crecientes
en cada variable. Supongamos que existen m funciones positivas y crecientes
Ti(s) < Ta(s) < ... < Tin(s) con Ti(0) = 0 tales que para todo par de
indices distintos i,j € {1,2,3}, J(¢i, ¢j) = 0 dnicamente en un subconjunto
de los grdficos de las Ty. A su vez, supongamos que la funcion F(s,t) =
(P1(s,t), p2(s,t)) es inyectiva sobre cada uno de los conjuntos

A ={(s,t) e Ry xRy, Tp—1(s) <t <Tp(s)} conk=1,...,m+1,
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llamando Ty = 0 y Tyy41 = 0 (ver Figura 3.8). Por dltimo, supongamos que

lim ¢(s,1) =0 (3.40)

(s,t)—
para todo i € {1,2,3}. Luego, la base
B= {[¢1(Sa t)a ¢2(87 t)a ¢3(85 t)] S > 07 t> O}

diferencia a Llog™ L.

Figura 3.8: Graficos de las funciones T}, (fucsia) y las regiones Ay (violeta).

Demostracion. Comenzamos definiendo una cantidad finita de subbases que
estudiaremos separadamente.
Para k=1,...,m + 1, definimos

Bk = {[¢1(3at)a¢2(55t)a¢3(5at)] s (Sat) € Ak}7
y para k = 1,...,m definimos
B = {[61(5, Ti(s)), 62(5, Tu(5)), 83(s, Tu(s))] , s > 0} .

Resulta claro que B = Bl u ... u B™* U B'u...uB" El siguiente
lema, que usaremos a lo largo de todo el trabajo, nos permite probar la
desigualdad (3.20) probéndola para cada base separadamente.
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Observacion 3.2.10. Sea B una base de diferenciacion y escribdmosla como

N
B= U B;.
=1

Supongamos que existen constantes positivas {¢;}1<i<n que dependen a lo
sumo de n tales que para toda f en una clase de funciones C vale que

L ({zeR"/ MPif(z) > \}) < E(f, ),

con E(f,\) alguna expresién que depende de f y A. Entonces existe una
constante positiva ¢ que depende a lo sumo de n y N tal que

L ({zeR"/ MBf(x) > \}) < cE(f,)\)
para toda f € C.
Demostracion. Comencemos probando que
MPB = méx {MP,... MV}, (3.41)

Recordemos que

1
MEf(@) = s 7o) L'f (z)lde
Si notamos
1
o) = s | f@lde v Bo—{ReB/ac Ry,

entonces podemos reescribir

MPf(z) = sup g(R).
ReB.:

Pero B, = B u...uBY: la unién sin el subindice x vale por una cuestién
de tamanos, y pedir que los paralelepipedos incluyan a x no la altera. Asi

sup g(R) = max <{ sup g(R), ..., sup g(R) ¢,
ReB, ReBl ReBY

y se obtiene (3.41).
Definimos
Hi = {z e R"/ MPf(z) = MP f(x)},
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y entonces obtenemos

L ({z eR"/ MPf(zx) > \} n H,)

M=

L ({zeR"/ MBf(z) > \}) < '

~
Il
—

L" ({x e R"/ MPif(z) > \})

— (Z ci> E(f,\).

i=1

N
M=

-
Il
—

)
-
I
&
-~
=

-
I
—

O

De esta manera, volviendo a la prueba del Teorema 3.2.9, para probar
que el operador M5 verifica una desigualdad modular de tipo débil del tipo
de (3.20), basta ver que el operador asociado a cada subbase cumple dicha
desigualdad.

El operador M 5" es de tipo débil (1,1), porque Ek satisface el Lema de
Cubrimiento de Vitali (recordar la demostracién del Teorema 3.2.2).

Fijemos k € {1,2,...,m + 1} y procuremos obtener la desigualdad de-
seada para M B* Definimos

F: Ay — F(Ap) © Ry xRy / F(s,t) = (¢1(s,1), d2(s, 1))

Por las hipétesis que tenemos, F' es biyectiva, C' y JF # 0 en Ay. De esta
manera definimos

H:F(Ay) — R./ H(z,y) = ¢3(F(z,7)),

lo que resulta en que

¢3(87t) = H(¢1(Sat)7¢2(37t)) : (342)
Aplicando la regla de la cadena en (3.42) obtenemos que
201 o0
ds ot
Vo3 =VH -
00y 6
ds ot

La matriz de la derecha es inversible puesto que su determinante es JF,
por lo cual un célculo sencillo arroja que

J(¢37¢2)(87t) _J(¢3,¢1)(S,t)>
J(p1,2)(s,t)"  J(¢p1,92)(s,t) )

VH(F(s,t)) = (
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Esto nos permite afirmar que H es monétona en cada variable, ya que
por estar trabajando en Ay, los signos de los jacobianos no cambian. Lo tinico
que queda por probar es que H es creciente en al menos una de sus variables.
Esto (sumado a la condicién (3.40)) es suficiente porque si es creciente en
una variable y decreciente en la otra, la base B es del tipo de la Observacion
3.2.8; y si es creciente en ambas variables es del tipo de la Observacién 3.2.7.

Asi, supongamos que %—f < 0. Podemos suponer que J(¢3, ¢2)(s,t) <0
y J(o1,02)(s,t) > 0 ya que el otro caso se resuelve de forma andloga. Pero
entonces

093 0¢a O O3
J(¢3, $2) = e oy dw oy <0,

lo que implica

06 202 _ 202 065

— . . 4

or Jy = oxr Oy (3:43)
De manera andloga, J(¢1, ¢2) > 0 implica

0p1 092  0b2 01 (3.44)

ox 0y ox 0y
Despejando adecuadamente, (3.43) y (3.44) arrojan
01 d¢3 _ Op3 01

or Oy or oy’

lo que garantiza que J(¢3,¢1) < 0y por lo tanto %—Z > (0 como queriamos.

De esta manera, existe una constante universal ¢ > 0 tal que M? cumple
una desigualdad como (3.20). Esto, sumado a que B es base de diferenciacién,
garantiza que diferencia a Llog™ L. O

El Teorema 3.2.9 constituye una herramienta de alta potencia para de-
cidir si una base diferencia a Llog™ L;,.. Podemos usarlo, por ejemplo, para
probar que este es el caso con

B= {[¢1(87t)7¢2(37t)7¢3(37t)]}7 ¢z‘(37t) = Saitﬁi7 O‘iaﬁi = 0.

En efecto, para esta base se tiene que
J(@i(s,1),¢5(s, 1) = (i — oy Bi)s™ %51
Si existen dos subindices i,j € {1,2,3} tales que o;8; — a;3; = 0, en-
tonces existe un A > 0 tal que (o, i) = A« , B5) vy por lo tanto ¢;(s,t) =
[(Z)j(s,t)]’\, por lo que B satisface directamente las hipdtesis del Teorema

3.2.3. Si para todo par de indices o;3; — aj8; # 0, entonces B satisface las
hipétesis del Teorema 3.2.9.
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3.2.3. Limitaciones de este enfoque y comentarios adiciona-
les

Hemos visto en la seccién anterior un criterio que garantiza que una
base de la forma B = {¢;(s,t), ¢2(s,t), p3(s,t)} diferencia Llog™ Lje. Es-
te criterio requeria determinadas hipétesis sobre las funciones ¢;, mientras
que la Conjetura 3.0.2 afirmaba que la diferenciabilidad no dependia de las
funciones involucradas, sino tan solo de la cantidad de pardametros de estas
funciones. El objetivo de esta seccién es probar que esta conjetura es falsa
en R3, proveyendo un contraejemplo adecuado.

La base que servird tiene la forma

B ={[s,tp(s),t(s)],s, t > 0}.

Pronto explicitaremos cémo deben ser las funciones ¢ y ¥ que necesitamos,
pero antes tratemos de ganar algo de comprensién sobre esta base.
Renombrando = = s, y = to(s) y H(z,y) = yﬁgg, la base se reescribe
como
B={[z,y,H(z,y)],z,y > 0}.

Como H es creciente en y, B verifica las hipétesis del Teorema 3.2.3 en
cualquier subconjunto de Ry xR donde H es mondtona en x. A su vez, si la
monotonia de H respecto a x cambia sdlo finitas veces, podemos obtener la
diferenciabilidad de B invocando el Teorema 3.2.9. Por lo tanto, serd preciso
elegir ¢ y 1 de modo que H(z,y) = y% cambie su monotonia respecto de
x infinitas veces.

Con esto en mente, nos embarcamos en la prueba del siguiente

Lema 3.2.11. Sean
¢: Ry —Ry/ ¢(s) =e 9, 5>0,

y 1 : Ry — Ry dada por (2F) = 1[)(%2’“) = ¢(2%) para todo k € 7 y
extendida a todo Ry por interpolacion lineal. Luego, para cada o tal que

0 <z <a<1l existe s € [x,2x] que verifica 1;8 = a.

Demostracion. Sea g(s) = zf((g Tenemos entonces que g(2¥) = 1y g(32%) =

exp (—%%1) < 281 (esta desigualdad es consecuencia de la desigualdad
elemental exp (—%) < x para x > 0; ver Figura 3.10). Dados 0 < z < o < 1,

existe un tinico j € Z<q tal que 277! < x < 27. Luego tenemos que

. . 3 3.
g2 =1zaz2=>2"1>yg (22’“> >g (223‘1> .
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Figura 3.9: Graficos de las funciones ¢ (azul) y ¢ (verde). Para mayor clari-
dad, se ha elegido representarlas en un dominio que no contiene al cero. El
grafico no esta a escala.

De esta manera, por el teorema del valor medio, existen nimeros reales s
con g(s) = o tanto en el intervalo I; = [3277! 2/] como en el intervalo
I = [27,327].

Asi, para probar el lema basta probar que o bien I7 o I estan incluidos
en [x,2z]. Y en efecto:

e Size (277, gz{—l], 2z € (27, gzﬂ'] y por ende I [z, 2z].

eSize (%23_1,2]], 2x € (%23,2]“] y por ende I c [x,2z].

Ver Figura 3.11 O

Con esto, podemos probar que la base B es la que necesitamos. Antes de
hacerlo, necesitaremos la siguiente

Definicion 3.2.12. Sean B; y B dos bases de conjuntos de R™. Diremos
que B; mayora a Bs si existe una constante C' > 0 tal que para todo R € By
existe un R’ € By que verifica R < Ry |R/| < C|R).

Notemos que, si se da esta situacién, M52 f(z) < CMPB f(z) para todo
z € R" y para toda fe L}

loc*

Teorema 3.2.13. Sean ¢ y ¢ definidas como en el Lema 3.2.11. Entonces
la base B = {[s,t¢(s),t(s)], s,t > 0} no diferencia a Llog™’ Ly,

Demostracion. Sea B = {[z,y,z], 0 < z < z < y < 1}. Comenzaremos pro-
bando que B mayora a B’.
Dado R’ € B’ de sidelengths x x y x z, las hipdtesis sobre B’ permiten

afirmar que r < i < 1. Tomando a = % en el Lema 3.2.11, sabemos que
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Figura 3.10: En este grafico se aprecia claramente que exp (—5

. 171)(5 _ .. _ y
existe un s € [xz,2z] tal que 3 = 5 Eligiendo ¢t = 3(s) resulta que

z = t1)(s). De esta manera, R' = R = [s,t¢(s),t(s)] y L3(R) < 2L3(R') lo
que prueba que B mayora a B’'.

Ahora bien, por cuestiones de simetria, B’ debe tener las mismas propie-
dades de diferenciacién que Bs, la base de todos los paralelepipedos de R3.
Y como

—

]

tlog™ (t)
im ———— =0,
= Hlog™ (1))?

B’ no diferencia Llog™ L;y., y asi tampoco B. [

Finalizamos esta seccién con algunos comentarios acerca del estado ac-
tual de estas preguntas.

Para empezar, todo el trabajo desde el comienzo de la Subseccién 3.2.1
se hizo en R3. Esto se debe a que este es el espacio donde contamos con el
Teorema 3.2.3, que fue la herramienta que nos permitié responder afirma-
tivamente a la pregunta de si determinadas bases diferenciaban Llog™ Lj,..
Sin embargo, podemos adaptar el contraejemplo de recién para responder
negativamente a aquella pregunta en R™ para n > 3. Por ejemplo, puede
verse de forma analoga a como lo hicimos arriba que la base

B= {[S,t¢(5),t¢(5),t4,t5, s 7tn] Satati > O}

se comporta como la base B, y depende solo de n — 1 variables. Lo mismo
ocurre en R3™ con la base

B = {[s1,t101(51), t1¢1(51)s - - - Sms tm@m (Sm)s Um (5m)] , sis ti > 0},
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Figura 3.11: Gréfico de los intervalos en el caso en que I1 < [z,2x] (arriba)
y en que Iy C [z,2x] (abajo).

que depende de 2m variables.
Finalmente, queremos llamar la atencién sobre una posible generalizacién
que resultara ser, justamente, imposible. Habiendo probado que la base

B ={[s,t, ¢(s,t)],s,t >0}

diferencia Llog™ Lj,. si ¢ es creciente, cabria preguntarse: ;diferencia a
L(log™ L)~* una base de la forma

B = {[tl,...,tk,¢1(t1,...,tk),...,(ﬁn,k(tl,...,tk)],ti >0}

si todas las ¢; son crecientes? La respuesta es no en general, ya que por
ejemplo puede probarse que la base

B = {[s,t,h(t)¢(s), h(t)¥(s)] s, ¢ > 0}

no diferencia a la mencionada familia, si se toma ¢ y ¥ como en el Lema
3.2.11 y h(t) = te'. En general para R” con n > 4, Rey encontré bases de la
forma

B= {[S,t, @Z)l(sat)’ e '7¢n—2(87t)]}
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que tampoco diferencian a Llog™ Lj,.. El argumento de Rey involucra una
adaptacién diddica de la Conjetura 3.0.2, y en este contexto encontré una
subbase que no puede verificar la desigualdad modular (3.20). La prueba
detallada de este resultado puede encontrarse en [Rey20].
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Capitulo 4

Operadores maximales de
tipo débil (1,1)

En los capitulos siguientes también buscaremos la obtencion de desigual-
dades débiles para operadores maximales. En este caso, sin embargo, traba-
jaremos con medidas que no son la de Lebesgue. Esto constituye un salto
significativo en dificultad: para empezar, no tenemos muchas de las herra-
mientas que antes nos permitian concluir diferenciabilidad a partir de des-
igualdades modulares, aunque veremos que atin asi podremos extraer conclu-
siones interesantes en los contextos adecuados. A su vez, para no complicar
excesivamente el andlisis, el operador maximal considerado en este caso no
serd calculado sobre figuras dificiles.

Comencemos por dar el contexto adecuado para este capitulo. Trabaja-
remos siempre en R”, p denotard a una medida boreliana no negativa sobre
R"™, y M, denotara al operador maximal asociado dado por

M, f(z) = sup <1m fB £ @) duw),

zeB M

donde el supremo se calcula sobre todas las bolas B de medida positiva
que contienen a x (no necesariamente centradas en x). Si la medida p es la
de Lebesgue, ya sabemos que el operador maximal es de tipo débil (1,1).
Maés atn, este resultado vale también para cualquier medida doblante, es
decir, cualquier medida para la que existe una constante ¢ que depende
unicamente de p y n tal que pu(2B) < cu(B) para toda bola B < R™. Esto
se ve facilmente al aplicar un lema de cubrimiento de tipo Vitali para estas
medidas.

El interés entonces reside en estudiar qué ocurre cuando la medida g no
es doblante. En estos casos, la primera intencién seria probar una cota de
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tipo débil (1,1) sin pasar por el Lema de Vitali. En el caso en que n = 1,
Garsia probé en [Gar70] que M, es de tipo débil (1,1) apelando a un lema
de cubrimiento de Young. En n > 2, sin embargo, esto no vale siempre.
De hecho, Vargas probé en [Var94] que (bajo ciertas hipdtesis razonables)
las medidas p para las cuales M, es de tipo débil (1,1) son exactamente
aquellas que son doblantes lejos del origen, mostrando que la condicién de
doblantez es “casi” necesaria para probar esta desigualdad.
Antes de comenzar, hagamos la definiciéon formal.

Definicion 4.0.1. Una medida p se dice doblante si existe una constante
¢ > 0 tal que para toda bola B, u(2B) < cu(B), donde 2B denota a la bola
con el mismo centro que B y un radio con el doble de longitud.

Es claro que la definicién es equivalente cambiando 2 por cualquier niime-
ro mayor que 1, aunque la constante dependerd del niimero que pongamos en
su lugar. La medida de Lebesgue es claramente doblante, y esto se usa para
probar el Lema de Vitali. De esta manera surge la pregunta: si perdemos la
doblantez de la medida, ;jpodremos probar el tipo débil (1,1) de M,?

4.1. Operadores maximales en R

En este caso, el siguiente teorema prueba que la respuesta es siempre
afirmativa.

Teorema 4.1.1. Sea p una medida boreliana no negativa sobre R. Entonces
M,, es de tipo débil (1,1).

La prueba es idéntica a la prueba para la medida Lebesgue, con una
salvedad importante: una p arbitraria podria no ser doblante, y por lo tanto
el Lema de Cubrimiento de Vitali podria no servirnos. Por lo tanto, sera
necesario recurrir a otro lema de naturaleza mas geométrica. Dicho lema,
que debemos a Young, es el siguiente.

Lema 4.1.2 (Lema de Seleccién de Intervalos). Sea A una familia finita

de intervalos de R. Existe una subfamilia {I1,I,...,I,} < A de intervalos
disjuntos tales que
[ (U [) <2 (). (4.1)
IeA j=1

Demostracion. Notamos



Si hay algin J € A incluido en la unién de los otros intervalos, podemos
eliminarlo de la familia A sin alterar la medida p(A). Por lo tanto, podemos
asumir que en la familia A no hay intervalos contenidos en la unién de los
demaés. A su vez, asumiremos que los intervalos son cerrados solamente para
simplificar la escritura, pero la prueba tiene igual validez sin importar si los
intervalos contienen o no a sus bordes. De esta manera, podemos escribir a
los intervalos de A como Ji = [ag,bx],1 < k < m, donde la indexacién se
hace para que los extremos izquierdos a; estén ordenados de forma creciente.

A partir de la asuncién que hicimos en el parrafo anterior, podemos
concluir que para todo valor de k € {1,2,...,m} se verifican las siguientes
tres condiciones:

(i) ar < agi
(ii) bk < bk+1
(111) bk < Qf42.

Para ver (i), notemos que si existiese un k tal que ay = ag+1, alguno de
los intervalos Jy y Jr41 tendria que contener al otro. De modo enteramente
andlogo se ve que vale la condicién (ii). Finalmente, observemos que si para
algun valor de k se tuviese by > a2, esto sumado a (i) y (ii) implicaria
que Ji11 € Jg U Jgio. Asi obtenemos que debe cumplirse (iii). Todo esto

Q| Qg1 Q12 bs f)k+1 bk+z

Figura 4.1: Intervalos que contradicen (iii).

nos permite decir que los intervalos de indice impar son disjuntos 2 a 2, y lo
mismo ocurre con los intervalos de indice par. Notando A; a los impares y
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As a los pares, vemos que

M(A)éu(u J>+M<U J)

J€A1 JE.AQ
< D )+ ), )
JeAq JeAs
< 2m4 .
ZI.E??;{Z u(J)}, (4.2)
JeA;

y el Lema resulta de elegir a {I1,...,I,} como la familia que realiza el
méximo en (4.2). O

4.2. Operadores maximales en R" con n > 1

Una vez cerrado el andlisis en R podemos pasar a estudiar el comporta-
miento de los operadores maximales en dimensiones mayores. En este caso,
trabajar en absoluta generalidad respecto a las medidas nos deja sin mu-
chas herramientas. Por esto, en [Var94] Vargas se ha limitado a trabajar con
medidas estrictamente positivas, invariantes por rotaciones y finitas sobre
todo compacto. En este contexto, el problema de encontrar qué medidas dan
lugar a operadores M, de tipo débil (1,1) estd completamente resuelto.

La demostracién de este resultado de caracterizacién es bastante exten-
sa, y se basa en muchas observaciones geométricas de naturaleza elemental
(Observacién 4.2.3 y Lemas 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6 y 4.2.7). Decidimos incluirlas
en este trabajo para presentar el teorema de forma completa. Podrian ser,
sin embargo, obviadas en una primera lectura, pasando directamente a la
demostracién del teorema en la subseccion 4.2.2.

Teorema 4.2.1. Sea p una medida sobre R™ estrictamente positiva, inva-
riante por rotaciones y finita sobre todo compacto. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(i) M, es de tipo débil (1,1).

(ii) Eziste una constante Co > 0 tal que para todos r,a positivos con r <
10a, vale que

p{a < |zl <a+2r}) <Cop({a+r/2 < x| <a+3r/2}). (4.3)
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(iii) p es doblante lejos del origen, es decir, existe una constante C3 > 0
tal que

w(Bas(g)) < Csu(Bs(zg)) para todo s < |xg| /4. (4.4)

4.2.1. Definiciones y resultados geométricos previos

Tenemos unas cuantas cosas que hacer antes de iniciar la demostracion
de este teorema. Primero introducimos la notacién para las coronas abiertas

K(r1,re) ={x e R"/ r < |z| <ra} (4.5)

y las notaciones K(rq,r2], K[r1,r2) v K[r1,r2] para indicar que las des-
igualdades en (4.5) no son estrictas seguin el caso. Notamos también Kp a
la minima corona que contiene a una bola B.

A continuacién definiremos un objeto geométrico que serd crucial en la
demostracion.

Definicién 4.2.2. Dada una bola B = B, (x¢), definimos el sector Sp aso-
ciado a B segun cémo sean las dimensiones de la bola. Primero, en el caso
en que |xg| = r, definimos Sp como

Sp = {xeR"/|xog| —7 < |z| < |zo| + 7, ang(x,xo) < arcsin(r/|zo|)}

donde ang denota el dngulo (siempre no negativo) entre los vectores 0z y
0.

En este caso, Sp es una figura que en R? recibe el nombre de trapecio
circular, y se obtiene como la intersecciéon entre la menor corona abierta
que contiene a B y el interior del menor cono simple centrado en el origen
que contiene a B. A veces, cuando quede claro por contexto a qué bola
nos referimos, notaremos al sector simplemente como S. Por otro lado, si

|zo| < 7, definimos Sp como
Sp ={z e R"/|z| < |xo| + r}.

En este caso, Sp es la menor bola centrada en el origen que contiene a B (Ver
Figura 4.3). A su vez, definimos arg(S), el argumento de un sector .S, como el
supremo de los valores de ang(z, z¢) sobre todos los x € S. Concretamente,

arcsin(r/ |zo|) sir < |zl

27 sir > |zol.

arg(S) = {
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Lo

|20l

arg(9n)

Figura 4.2: Sector asociado a una bola con r < |zg|.

Esto nos permite introducir una nueva condicién, cuya equivalencia a las
anteriores tendremos que demostrar para probar 4.2.1.

(iv) Existe una constante Cy > 0 tal que para toda bola B en R", u(Sp) <
Cap(B).

Por 1ltimo, antes de embarcarnos en la prueba, queremos demostrar al-
gunos resultados geométricos cuya utilidad irda delatdandose conforme avan-
cemos con la demostracién.

Comenzamos con una observacién elemental pero de elevada utilidad
para llevar adelante demostraciones.

Observacién 4.2.3. Si a € [0,7/2], existe una constante universal ¢ > 0
tal que
ca < sin(a) < a. (4.6)

Demostracion. La segunda desigualdad es obvia, al igual que la primera en
el caso a = 0. Para la primera desigualdad con « > 0, apelamos a que

sin(a
lim ()

a—0 (%

=1,

y llamamos fp € (0,7/2) al dngulo tal que

a<50:>%>

N
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Figura 4.3: Sector asociado a una bola con r > |xg|.

Esto cubre ciertos valores de «, y para los restantes notamos que

T sin(a) - sin(fp)
2 T4 7 /2

De esta manera se tiene (4.6) con

c=m1’n{1 28111(60)}

Bo <a<

o
™

O]

A continuacién probaremos un lema que nos asegura que, si una bola esté

relativamente lejos del origen, los puntos de su borde cumplen una relacién
entre su distancia al origen y su dngulo con el centro.

Lema 4.2.4. Sea B = B,(x9), con 0 <1 < 13 |zo| y 0 < € < 1/2. Entonces
eristen constantes universales bi,by > 0 tales que todo punto y € 0B N

{aB‘molfT"‘r’f‘G(O) v &B|x0|+r7'r€(0)} 'Ue’riﬁca

biv/e arg(S) < ang(y, vo) < bav/e arg(S).
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Demostracion. Recordemos que arg(S) es el supremo sobre todos los z € S
de los valores de ang(x, zp) . De esta manera vemos que

10
ang(y, o) < arg(S) = arcsin <‘T’> < arcsin () <
o

T
11 2’

y por lo tanto estamos en las hipdtesis de la Observacién 4.2.3. Asi, para
probar el lema bastara probar que

) r
Sln(ang(ya:EO)) ~ \/E Wa
0 equivalentemente
2
) T
sin®(ang(y, z0)) ~ € —. (4.7)
|ol

Para estimar sin?(ang(y, 7)), consideramos el tridngulo determinado por
Y, xo y el origen y aplicamos el Teorema del Coseno. Ver Figura 4.4. De esta

Je] = |l |

arng To

Figura 4.4: Tridngulo determinado por y, xg y el origen. El lado opuesto al
angulo que queremos estimar mide r, y los lados adyacentes miden |zg| y
|zo| — 7 + er.

manera obtenemos que

% = |wol” + |y|* — 2|wo| |y| cos(ang(y, x0)).
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Despejando cos(ang(y, 79)) y recordando que sin?(a) = 1 — cos?(a) arriba-
mos a que

2
2ol + |y|? — )

sin?(ang(y, 7o) = 1 — ( 2 |xo| ly|

2 2 2 2
_ Aol [yl” = (Jzol” + [yI” — r*)?
4|z [y|?

(4.8)

A partir de este punto, las cuentas se simplifican especificando el valor
de |y| con el que estamos trabajando. Comencemos con |y| = |xg| —r + re =
|zg| — (1 — €)r. Operando con el numerador en (4.8) este queda

AJzol? (Jzo] = (1 = )r)> = (Jwol* + (jzo] = (1= e)r)? - TZ)Q

= 7%(2¢ — €%) [(62 —26)r2 —4(1 — €)r |zo| + 4 |:B0|2]
— 22— ) [(2 oo — (1= r)” =7,
y podemos reescribir (4.8) como

2. (2-¢) [(2\1‘0]—(1—6)7“)2—7’2] 2

4 |aol® (o] — (1 — €)r)? 4zl

sin?(ang(y, zo)) =

De esta forma, para probar (4.7) basta ver que A estd acotado su-
perior e inferiormente por constantes positivas. Notando que la condicién
r < 10/11 |zg| garantiza que las bases de los cuadrados y el numerador de 4
son positivos, podemos acotar

(2]zo] — (1 — e)r)2 —r?
(2|zo| — (1= €)r)”

2
2
=>(2-¢) (1 B (B2 —(1- E)T)2)

1 11
:(2—6) (1_(2—}—6)2> >ﬂ7

donde la tltima cota vale para todo € € (0,1/2).

A= (2—¢)
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A su vez,

_\Clal = (1= )’

A<
G~ ol —(1 = e
4 |z
<(2—¢)
(Jzol — 291 — €) [ao])?
= (2 - 6)% < 968,

(i + 17¢)
donde la tltima cota vale para todo € € (0,1/2).
La cuenta para el caso |y| = |zo| + (1 — €)r es andloga, y arroja que para
todo € € (0,1/2)

1ad <A<,

121
por lo tanto queda probada la relacién (4.7) y con eso concluye la demos-
tracién del lema. O

A continuacién, nos interesa el problema de entender la relacién que
existe entre medidas de distintos sectores. Como los sectores son intersec-
ciones de conos y coronas, ganar comprensién sobre la dimension angular de
los conos serd crucial. En toda esta seccién denotaremos con C' a un cono
simple, abierto y con vértice en el origen. Si z es el eje del C, llamaremos
apertura del cono al valor a € (0,7/2] que permite definir a C' como

C ={zeR"/ ang(z,2) < a},

aceptando el caso degenerado o = 7/2 donde el cono es en verdad media
bola n-dimensional. Cuando lo consideremos conveniente, aclararemos con
un subindice la apertura (Cy) o el eje (C) del cono, quedando claro por
contexto cual de estos es el caso.

Antes de seguir, notemos que con esta definicién, para las bolas B =
B, (x0) que verifican r < |zg|, arg(Sp) es la apertura del menor cono que
contiene a B. Es decir, S es la intersecciéon de la menor corona y el menor
cono que contienen a B.

Ahora si, estimemos la medida del conjunto en que un cono interseca a
la esfera S™1.

Lema 4.2.5. Sean S"~! < R™ y C un cono simple centrado en el origen de
apertura o € (0,7/2). Entonces

H*HC A S ~ (sin(a))" !, (4.9)

donde las constantes dependen a lo sumo de n.
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AT

sin(«)

(84

? y

Figura 4.5: Interseccién de un cono y una esfera unitaria.

Demostracién. Llamemos S, = C n S" . Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que el eje de C apunta en la direccién dada por el vector
canénico e,. En tal caso, vale notar que S, es exactamente el conjunto de
puntos x € S”! tales que

Ty = {x, e,) = cos(ang(z, e,)) > cos(a). (4.10)

Esta caracterizacion serd usada en varias partes de este trabajo.
Ahora bien, podemos parametrizar S, por medio de

T:DCRnil _’Soa CR”/ T(y) = <?/17---,?/n—1,m>a

con D = {yeR""!/ |y| <sin(a)}.

Veamos que T esta bien definida, que es biyectiva y C*. Con eso, po-
dremos estimar H"~1(S,) usando la férmula de 4rea.

e Para ver que T estd bien definida, comenzamos notando que

n—1
TP = > vi+1—[y* =1,
=1

y por lo tanto T(y) € S"~ L. Para ver que T(y) € C, recordamos la condicién
(4.10), y observamos que

(T(y))n = /1= |y* > /1 —sin(a)? = cos(a).
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e En esta udltima cuenta vimos que lo que aparece debajo de la raiz
cuadrada en la tdltima coordenada de T'(y) es mayor que cos(a) > 0, y por
lo tanto T" es C®.

e La inyectividad de T es clara. Para la sobreyectividad, notamos que
dado x = (#1,...,%,) € Sy podemos expresarlo como x = T(y) con y =
(x1,...,2n—1). En efecto, tenemos que

n—1
ly|* = Z 27 =1—122 <1—cos(a)? = sin(a)?,
i=1

y por lo tanto y € D. A su vez, esta misma cuenta permite ver que z, =

v/1—|y| y por lo tanto x = T'(y).

Con todo esto, invocamos la férmula de drea para obtener que

2n—1 2n—1
H(Sy) = ——H"1(S,) =

Wn—1 Wn—1

JD JT(y)dy.

Procedemos al calculo de JT'(y). Notamos que

1 0 0
0 1 0
DT (y) = : : . :
0 0 e 1
Y1 Y2 - Yn
Vi-lpl? V1=l V1=l
y por lo tanto
LS lyl?
JT(y)* = det(DT(y) DT (y)") = > —

2 = 2"
S =l 11yl
Para la cota superior, notamos que

’ 2

sin(a)?
JT(y)? = v < = tan(a)?.

(y) 1_ \y[Q 1 — sin(a)2 ()

Para continuar, serd necesario separar en casos. Si 0 < o < 7/4, tenemos
que

WS, < f JT(y)dy < tan(a)L"~1(D)
D

n—1 n—1

~ tan(a) sin(a)" ™" < sin(«)
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Suponiendo ahora o = 7/4, notamos que S, < S, /2, la mitad de la esfera
S"~1 cuya medida es una constante que depende exclusivamente de n. De
esta forma,

sin(a))™ ! n—1
Esinéaiinﬂ <277 (sin(a))"!

HU(S,) <1 =
ya que sin(a) > sin(m/4) = 1/4/2. Esto prueba la cota superior en (4.9) para
todo a € (0,7/2).

Para la cota inferior, basta ver que p(S,) = D, con D como antes y p la
proyeccién

p:R" — ]R"fl/ p(x1, . X1, 2n) = (T1,. .., Tp—1).
Para esto aprovechamos las cuentas anteriores, y notamos que p(S,) =
p(T(D)) =D yaque poT = idgn-1. Asi,
(sin(a))" ! ~ H"HD) < H"1(S,).
O

Retomemos ahora el contexto del Teorema 4.2.1, y veamos cémo el Lema
4.2.5 nos ayuda a estudiar las medidas de sectores. Si p es una medida sobre
R™ invariante por rotaciones, definimos su proyeccién radial como la medida
1o sobre R-g dada por

1 .
po(E) = —u({yeR"/ |yl e E) si EcRs

n—

p{yeR"/ |yle EXx{0}) si 0€E.

n—1
En particular, notemos que si E = (a,b) con a > 0, w,—110(E) = p(K(a,b)).
De esta manera, interpretando R™ = {0} UR~ x S"~ !, resulta claro que

= pio X 0,
donde
o=0p-1=H""gn1,

la medida esférica usual no normalizada sobre S™~!. Vale notar que con esta
definicién, puede reemplazarse H"~! por o el Lema 4.2.5.

Con todo esto, estamos en condiciones de probar el siguiente resultado,
que permite comparar medidas de sectores cuando la medida es invariante
por rotaciones.
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Lema 4.2.6. Sean pu una medida radial sobre R™ y S un sector dado por
S={xeR"/ |zo| —r <|z| <|xog| + vy ang(z, xg) < a},
con a € (0,7/2).
(i) Sea K la corona
K ={xeR"/ |xo| —r < |z] < |zo| + r}.

Entonces

S——) (4.11)

K ~ (sin(a))

(i) Sea S otro sector dado por
S={xeR"/ |zo| —r < |z| < |zo| + r v ang(z, z0) < B}

con B e (0,7/2) y B < a<ceB, conc> 1 una constante. Entonces

u(S) ~ u(9) (4.12)
con constantes que dependen a lo sumo de n y c.

Este Lema demuestra la utilidad que tiene la introduccién de los sectores
en el escenario del Teorema 4.2.1. No es posible efectuar una cantidad finita
de rotaciones sobre una bola B y cubrir su corona asociada Kpg, pero si
es posible hacer esto con rotaciones de Sp. Asi, los sectores actiian como
puente entre las bolas y las coronas, y el Lema 4.2.6 permite ejercer un
control sobre las variaciones de medidas durante estos pasajes.

Demostracion. (i) Sea C un cono con eje en la direccién de xg y apertura
a. En tal caso, podemos escribir a S como

S = (|xg| — 7, |xo| +7) x (C ~S"71).
Apelamos al Lema 4.2.5 y obtenemos que

1(S) = pol|zol — 7, zo| + r)a(C A 5™
~ po(|xo| = 7, |z0| + 7) sin(a)"‘lg(sn_l)
= sin(a)" ' pu(K),

ya que o(S™ 1) es una constante que depende exclusivamente de n.
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(ii) Como « < 7/2, podemos suponer que ¢f < 7/2 (cambidndola por una
¢’ < ¢ de ser necesario). Sea k € N tal que

Entonces iterando la formula del seno del angulo duplo k& veces tenemos
que

sin(f8) < sin(a) < sin(cp)

= 2Fgin (%ﬁ) coS <2£kﬁ) cos (Zk—:ﬁ) ...COS (gﬁ)
< 2Fsin(B) < 2esin(B).

Aplicando (4.11) tenemos finalmente que
pl(S) ~ (sin(e)" " u(K) ~ (sin(8))" " u(K) ~ u(S),

con constantes que dependen tUnicamente de n y c.
O

Por ultimo, necesitamos probar un resultado parecido a (4.12), pero no
exactamente igual.

Lema 4.2.7. Sean C, un cono de apertura o € (0,7/2] y m un nimero
natural impar. Entonces

mH N (S" T A Con) < H'H(S" A Ca). (4.13)

Vale notar que este resultado es més débil que (4.12), porque la des-
igualdad solo vale en un sentido. Sin embargo, es mas potente en tanto no
involucra constantes que dependan de la dimensién del espacio.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que C,, tiene eje en
direccién e,. Si m = 1 no hay nada que hacer, por lo que asumimos que
m = 2k + 1 con k € N. Para probar el Lema, basta ver que se puede incluir
en C, m copias disjuntas de C/p,.-

Definimos las direcciones z; € S™=1 como

20 . 2«
Zj = COs jE €n + SIn jﬁ €n—1

para j € {—k,—k +1,...,k — 1,k} y a los conos C.; como los conos de
apertura a/m con eje en la direccién de z;. Notar que hay 2k +1 = m de
ellos.
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Para probar el lema, basta ver que estos conos son disjuntos y estan
incluidos en C,. A tal fin, introducimos la proyeccién

p: R" — RQ/ p(mla"wxn) = (‘,L‘nflal'n)

y estudiamos qué forma tienen las proyecciones de los conos. Concretamente,
veamos que

p(C.,) =C?

donde C}(??;,) es el cono con eje en la direccién p(z;) de apertura 2a/m en
J

R2. En efecto,

2
yep(Cy,) < y=plx) y ang(z,z;) < P

2a
= y=(xp_1,2n) y <{(x,2)>cos <m>

= Gl > oos (20)

— Y€ C;(;?ij)’

donde en la peniltima implicacién hemos apelado a que todas las coordena-
das de z; son 0 excepto las dltimas dos. Por supuesto, una prueba idéntica
muestra que p(C,) es el cono en R? con eje (0,1) y apertura a.

De esta forma, para ver que los {CZJ}—ksjgk son disjuntos basta ver
que los {p(C’Zj)}_k <j<k lo son, y esto es una simple observacién geométrica.
Ver Figura 4.6. Resta ver que C,, < C, para todo j. Sea z € C;. Por
la caracterizacién (4.10), basta ver que z, > cos(a). Ahora bien, z,, es
la segunda coordenada de p(z) € R?, por lo que es suficiente estudiar el
problema alli. Ahora bien, p(z) € Cg.)
que

, v por lo tanto es claro visualmente

200 « 2k +1
+ =<

ang((0, 1),2) < ang((0, 1), 2)) +ang(z,2) < j o + o < =

a=aq,

y de esta manera
x, = cos((0,1),z) > a.

Esto permite probar que en R" puede haber m copias disjuntas de C,/,
incluidas en C,, y por lo tanto se cumple (4.13). O
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Figura 4.6: En R?, entran exactamente m conos de apertura o/m en un cono
de apertura «. En esta figura m = 7.

4.2.2. Demostracién del tipo débil (1,1)

Después de demostrar estos resultados puramente geométricos, estamos
finalmente en condiciones de encarar la

Demostracion del Teorema 4.2.1. La prueba se realizard de la siguiente for-
ma: primero probaremos (iv) = (i1) = (iii) = (iv), luego probaremos
(1) = () y finalmente (i7i) + (iv) = (7).

(iv) = (ii). Podemos asumir que Cy es de la forma k/2 con k un nimero
natural impar, agrandéndolo de ser necesario. Dada la corona K(a,a + 2r),
con r < 10a, llamemos xg = (a + r)ej, con e; el primer vector canénico
en R", B = B,(xzg) y S = Sp. Notemos que para esta B, K = K(B). Ver
Figura 4.7. Tenemos a su vez que r < 10a implica

lzol =a+r = E7“>r.
10
Primero, esto nos dice que el sector Sp es en este caso un trapecio circular
y no una bola, con arg(S) = arcsin(r/ |zg|). Pero mas atn, nos dice que B
esta en las hipodtesis del Lema 4.2.4.
Lo que haremos serd controlar la medida de una cierta porcion de la
corona K (a,a + 2r), con el objetivo final de controlar la medida de toda la
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Kg

Sp

a a—+ 2r

Figura 4.7: La bola B y el sector Sp definidos en funcién de K.

corona. Afirmamos que existe un 0 < € < 1/2, independiente de r y a tal
que si z € Bn (K(a,a+re] u K[a + 2r —re,a + 2r)), entonces

ang(z, o) < arg(S)/(2Cy). (4.14)

En efecto, veamos que basta elegir

il 1
it PP TNGAEE &

con by la constante del Lema 4.2.4. Notemos que € no depende de a ni r.
Dado z € B n (K(a,a +1e] U K[a+ 2r —re,a + 2r)), existe un ¢ € (0, €]
tal que © € B N {0By4+5(0) U 0Bgi2r—rs(0)}. Si y es cualquier punto de
0B " {0Bg1+5(0) U 0By y2,—rs(0)}, tenemos que

arg(S5)
20,

ang(z, zo) < ang(y, zo) < bav/earg(s) <

Asi, nos quedamos con una porcién de la corona controlada en su radio
de acuerdo con € y controlada en su apertura de acuerdo con arg(S) y
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Figura 4.8: Al intersecar B con dos coronas pequenas, los puntos de la in-
terseccién estan incluidos en un cono de apertura fija.

obtenemos

w((K(a,a+er]u Kla+ 2r —er,a + 2r)) n {z/ang(z, xo) < arg(S)})
< p(S) < Cap(B)
< Cyu(K(a,a + er] n {ang(z, xg) < arg(S)/2C4})
+ Cyp(Kla + 2r —er,a + 2r) n {ang(z, zo) < arg(S)/2C4})
+ Cap(K(a + er,a + 2r — er) n {ang(x, zg) < arg(9)})

< %MK(a,a + er] A {ang(z, zo) < arg(S)})

+ %M(K[a + 2r —er,a + 2r) n {ang(z, zg) < arg(S)})
+ Cyu(K(a + erya + 2r — er) n {ang(x, zg) < arg(S)}),

donde en la segunda desigualdad hemos apelado a (iv), en la tercera hemos
separado a B en tres porciones de acuerdo a a su distancia al origen, cada
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una admitiendo restricciones ttiles sobre su angulo respecto de xg, y en la
ultima desigualdad hemos invocado el Lema 4.2.7 con m = 2Cy.

Despejando el dltimo término del tltimo miembro en esta ultima des-
igualdad, obtenemos que

p(K(a,a+er]u Kla+ 2r —er,a + 2r) n {ang(z, xo) < arg(S)})
< 204u(K(a + er,a + 2r — er) n {ang(z, o) < arg(S)}).

Descomponiendo la medida de cada miembro como u = pg X o, y notando
que el factor correspondiente a ¢ es el mismo en ambos casos, tenemos que

po((@,a+r— 1 =erlufa+r+(1—era+2r)
<2Cyuo(a+7— (1 —€er,a+r+ (1 —€)r),

y por lo tanto

pola,a+2r) = po((a,a+r—(1—e)rjula+r+ (1 —e)r,a+ 2r))
+uo((a+r—(1—er,a+r+(1—e€r))
< (1+2C)pola+r—(1—er,a+r+ (L—er). (4.15)

Esencialmente, lo que hemos hecho hasta ahora es probar una relacién
entre la medida de la corona completa y una parte mas chica de ella. Nece-
sitamos que una relaciéon similar valga entre la corona corona completa y la
corona K(a + r/2,a + 3r/2). A estos efectos, vamos a iterar la desigualdad
(4.15).

En cada iteracién de (4.15), el intervalo cuya medida po estamos tomando
multiplica su longitud por un factor (1 — €). De esta manera, eligiendo N =
N(e) tal que (1 —¢)" < 1/2, tenemos que después de N iteraciones

<(1+2CHuola+r—(1—era+r+(1—er)<...
<(1+2C)Yuwola+r—1=e)Vra+r+(1—eNr)
< (14 2C)Nuo(a +7—1/2r,a + 7+ 1/2r).

wo(a,a + 2r)

Se concluye (i7) observando que p(K(u,v)) = wpuo(u,v) para cualesquiera
0<u<w.
(ii) = (iii) Sean s < |zg|, B = Bs(xg) y 2B = Bas(x). Tenemos que
4(2B) < u(Sap) = (K  {ang(z, 20) < arcsin(2s/ |zo))})
< e(2s/wo))" " (K (Jzo| — 25, |zo| + 25))
< 2" e (s/ |wo )" (K (|o| — /2, [0l + 5/2))
(K (lzo| = /2, |wo| + 5/2) N {ang(z, z0) < arg(S)}), (4.16)
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Figura 4.9: El sector asociado a la bola 2B con r < |zg|.

donde en la tercera desigualdad hemos aplicado (ii) dos veces, y en la segun-
da y cuarta el Lema 4.2.6, recordando que arg(S) = arcsin(r/ |zo|). Ahora
bien, si llamamos y a cualquier punto de 0B N (0B|y|—s/2(0) U 0By +5/2(0)),
el Lema 4.2.4 nos garantiza que

1
ang(y, o) = bl\@ arg(Sp),

y de esta manera el sector
~ by
S = K(|xo| — 8/2,|zo| + 5/2) n {x/ ang(z, z¢) < 5} arg(Sp)

estd incluido en B. Una vez més por el Lema 4.2.6 (en este caso la relacién
(4.12)), retomamos (4.16) y obtenemos

1(2B) s p(K (o] — 5/2, [xo| + 5/2) N {ang(z, z0) < arg(5)})
~ u(S) < u(B).
(tit) = (iv) Sea B = B,(|zg|). Como p es invariante por rotaciones,

podemos suponer por simplicidad que z¢ = (|zg|,0,...,0). Separamos la
demostracion en cuatro casos.
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Figura 4.10: El sector K (|zo| — s/2,|zo| + s/2) n {ang(x, x0) < arg(S)}.

Caso 1: Supongamos primero r < |zg| /4. Al igual que en la demostracién
anterior, y € 0(2B) N (0B|3|—r(0) U 0B|3,4-(0)) implica que

1 b
ang(y, o) > bl\garg(sw) > 51 arg(Sg),

y de esta manera el sector

S=Kgn {x/ ang(z, o) < bzlarg(SB)}

estd incluido en 2B. Esto implica que

1(Sp) ~ u(S) < p(2B) < Csu(B),

donde la primera relacién es consecuencia de (4.12).

Caso 2: Consideremos ahora las bolas tales que que 1/4 |zo| < r < |zo|.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que zg = |zg| 1. Definimos las
siguientes bolas:

4
B1 = Bjgg|-r)/3 <3(\9€0| —7),0,... 70> ,

4
By = B(jzg|+r)/5 (5(|330| +7),0,... ,0> :
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Figura 4.11: Inclusién de dos bolas del Caso 1 en la bola B con |xg|/4 < r <
|zo-

Es fécil ver que estas dos bolas estdn en el Caso 1. Ademaés, estan incluidas
en B. Para ver que By € B tomamos un z € By arbitrario y notamos que

To| — 7 4
|z — x| < | ’3 + (\:Uol - g(\xol —7“)) =7

Anélogamente se ve que By ¢ B.
Por todo esto, se tiene que

2u(B) = u(B1) + u(B2) 2 u(Ss,) + 1(Sp,)
z :U’(KB1) + IU’(KBz)

5 3
=u (K (\xol -, §(’m0| — 7“)) uK (5(]a:0| + 1), |xo| + r)) . (4.17)
donde la tltima desigualdad es consecuencia de (4.11) notando que
arg(Sp,) = arg(Sp,) = arcsin(1/4).

Hasta aqui, hemos probado que la medida de la bola B controla la medida
de una parte de la corona Kp. Sin embargo, en ciertos casos ya tenemos un
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control sobre toda la corona. En efecto, notemos que

(a0l = 1) < S(lzol +7) = (2 jmol< (243
—(lzo| —7r) < =(|z r ——— x| < |+ )7
3o 50 3 5)"°

— §| | <
17 ol X T,
y por lo tanto si r < 8/17 |zg| (4.17) arroja que
5 3
wB)z p( K \x0|—r,§(|xo|—r) uK 5(|$0|+T>,|$0|+T

> p (K (|xo| — 7 |wo| + 1)) = u(Sp),

lo que prueba (iv) en este caso. Si r < 8/17 |z, necesitamos ain ejercer un
control

() 2 (K| Gkl = ). ool + )| )

y con esto habremos probado (iv).
Afirmamos que existe un Sy > 0 tal que

5} 3
K |30l = ). 3ol 47| o fo/ong(oan) < o} < B, (29
Para ver esto, calculemos 8 = ang(y, xg) para

Comenzamos suponiendo |y| = %(|:170| —r), y estimamos 3 aplicando el Teo-
rema del coseno al tridngulo con vértices y, xg y 0. Ver Figura 4.12.

2
P = Jaof? + (guxo\ - r)) ~ 2ao] (jwo] — 1) cos(8)

10 25
< 5 (lwol = r)laol cos(8) = (lzo| —r)(|zo| + 1) + -5 (Jzol — r)?
3z — 87 15
— cos(f) = L—F— > |
Dl 17

donde en la ultima desigualdad hemos apelado a que r < 8|z¢|/17. Una
cuenta andloga para el caso |y| = 2(|zo| + r) arroja que en este caso

%\x(ﬂ — %r 15

cos(p) = (4.19)
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Figura 4.12: El tridngulo determinado por y, z¢ y 0. Sus lados miden r, |z¢|
v 3 (ol = 7).

De esta manera, 4.18 se verifica con 5y = arccos(15/17) y entonces
5 3
w(B) > (K| (1m0l ~ ). 2ol + 1) (o /ang(e, 20) < o}

2 (1 |5 anl =), 2ol 4] ) > s

donde la segunda desigualdad vale por el Lema 4.2.6 con a = (.

Caso 3: Si r = |zg|, la resolucién es andloga a la realizada en el Caso
2, con la salvedad de que By = J y por lo tanto trabajamos solo con Bs.
Caso 4: Supongamos finalmente que r > |zo|. En este caso la definicién de
Sp garantiza que Sp = Bjy|1,(0). Por simplicidad asumimos xo = |zole1 y

definimos o]
ol + 71T
B/ = BIIOH-T ( 0 61> .
T2 2

Resulta claro que B’ estd contemplada en el Caso 3 y que B’ < B. Ver
Figura 4.14.

Como Kp = K(0, |z + r) y arg(S) = arcsin(1) = 7/2, Sp: es la mitad
de la bola Sp, abierta, apuntando en la direcciéon de ej. De esta forma,
podemos cubrir Sg \ {0} con 2" copias rotadas de S%; (cada copia apunta
en la direccién de (—1)7e;, con j € {1,2}, k€ {1,...,n}). Cubriendo {0} con
B, obtenemos que

1(Sp) < 2"u(Sp) + w(B) < 2"Cap(B') + p(B) < (2"Cy + 1)u(B),
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Figura 4.13: Inclusién de la bola By en B con r = |xg|.

lo que nos permite concluir (iv) en este ultimo caso.
(i) = (iv) Sea B = By (x(). Definimos el conjunto

X = {:L’6 eR™/ |xp| = |wo| ¥y |xh — wo| < g}

El conjunto que sera clave para poder probar lo que necesitamos es

T= | Br(xp).

/
zo€X

Primero probaremos que p(Sg) < u(T). Para eso, separamos en casos
segin el tipo de sector que es Sp. Primero, si |zg| = r, definimos el sector

S = K(|xo| — 7, |zo| + 7) n {z/ ang(x, xo) < arcsin(r/(4 |xo|)).

Dado z € S, definimos
_ lzd

R

que pertenece a X por tener el médulo adecuado y porque, por el teorema
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Sp
SB Sgr

WHD

Figura 4.14: La bola B’ y su sector Sp/ incluidos en Sp. En este caso B
verifica r > |xg].

del coseno aplicado al tridngulo con vértices en y, xg y el origen,
ly — @ol* = [y[* + [0 — 2]y| |xo] cos(ang(y, z0))
= 2zo|* (1 — cos(ang(, x0)))

2 sin?(ang(z, 2¢))
1 + cos(ang(z, o))

2 T 2 7"2
<”“’(Mm) ST

De esta manera, tenemos que

:2|{L'0

o
m—wm—kkwﬂm—mw<n
y asi
xe B, (y)cT.

Ahora bien, por la Observacion 4.2.3 sabemos que existe una constante c tal

que
. r . r . r
arcsin () < arcsin () < carcsin <> s
4 |z |20 4zo

de modo que los sectores Sp y S entran en las hipétesis de la segunda parte
del Lema 4.2.6 y asi podemos afirmar que

p(SB) ~ u(S) < u(T). (4.20)
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Figura 4.15: El conjunto X' dentro de B, (o).

Ahora procedemos a probar el mismo resultado para el caso 0 < |zg| < 7.
En este caso definimos el sector

S=Sgn {x/ ang(x, xp) < arcsin (le) ox = 0} .

Con razonamientos andlogos puede verse que en este caso también se cumple
(4.20), por lo que para terminar esta parte de la demostracién basta probar

que p(T) < p(B).
Es en esta parte de la demostracién que apelaremos a (7). Comenzamos
notando que para todo z € B, (o), € X se cumple que

|z — | < o — xo| + |zo — 2| < T,

y por lo tanto
B,,/Q(xo) c Br(xé)) (4.21)

Ahora fijamos un § > 0 y afirmamos que

XB’V‘/2 (IO)

T e My (mBT/z(a:o))) > BT (422

En efecto, para todo x € B,(z{,) consideramos esta misma bola para calcular
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Figura 4.16: El sector S y su relacién con B y X cuando r < |zg].

la integral promediada

1 f XB,.j2(0) _ 1 N(Br(xf))mBrﬂ(l‘O))
w(Br(x4)) B, () #(Bra(xo))  u(Br(zg)  w(Byja(zo))
1 H(BT/Q(IO))
w(Br(x)) u(By2(0))
1
u(B)’

donde en la segunda igualdad hemos apelado a (4.21) y en la tercera a que
1 es invariante por rotaciones. Esto prueba que

XB’I‘ (.730) 1
M /2) B>t
g (M(Br/z(xo)) @) u(B) +6
para todo x € Ty para todo 6 > 0. Asi, tenemos (4.22) y (i) permite concluir
que

XBT (x())
T) < (u(B)+9 f Y — (B) + 6.
WT) S W(B) +0) [ s < i)
Tomando ¢ — 0 se tiene (iv).
(13i) + (iv) = (i) Separamos a las bolas de R" en dos familias

By ={B = Br(z0)/ r < |wol} y Ba={B= B(z0)/ > |zol},
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Figura 4.17: El sector S y su relacién con B y X cuando 7 > |zg|.

y por lo tanto la Observacién 3.2.10 garantiza que basta probar el tipo débil
(1,1) de cada uno de los operadores

i 1 »
Mif@) = sw s | 1@t i€ (1.2)

(En realidad la Observacién fue probada para la medida Lebesgue, pero
esto no fue usado en ningin momento de la prueba y vale simplemente para
cualquier medida p).

El caso i = 1 es elemental, ya que por (iii) u es doblante sobre los
elementos de B; y por lo tanto la prueba es consecuencia del Lema de Vitali.

Concentrémonos en el caso i = 2. Si 7 = |xo|, Sp = Bly4+-(0) =
K0, |zo| + ), y por lo tanto (iv) garantiza que

W(B) = Oy (K [0, [zo| + 1))

Si|xo|/4 < 7 < |xol, arg(S) = arcsin(r/|xg|) > arcsin(1/4). Por lo tanto,
(iv) y el Lema 4.2.6 garantizan que

p(B) = Cy ' = cCy ' u(Sp) (K (|xo| — 7, |wol + 7).
De esta manera, podemos asegurar que
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con M, 1. el operador maximal tomado sobre todas las coronas abiertas K (a, b)
y las bolas abiertas centradas en el origen, que escribimos como K|[0,b).
Ahora bien, podemos apelar a la escritura R” \. {0} = R~ x S"~! y obtener
que

1 1
T o 7O = G J o N7 )
1

~~

- f( , POt

y andlogamente

1
M(K[Of @) du(y)

- 0l 1(0) fOb)Lnl (t,)] do () do(1

ng

donde

Jl F(tw)do(w) si >0
F(t)y=4"

|f(0)] si t=0.

Pero entonces, cada una de las integrales promediadas sobre las que tomamos
supremo al momento de calcular M, f(z) es una integral promediada de la
funcién F'(t) sobre un intervalo de R que contiene a |z|. De esta manera

Muf(l’) < Mqu(|x|)7

con M, el operador maximal clasico en R>¢ asociado a la medida p9. Como
ya sabemos que en una dimensién el operador es de tipo débil (1,1), tenemos
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que

u({2/ Wuf(2) > A}) < w e/ MuFlel) > A})
< Wp—1MU0 ({t € R;o/ M“OF(t) > )\})

A

AL%ﬂw%w

C

S0+ [ [ 1wl )

C
- d
S| st

donde en la segunda igualdad hemos usado que 1 < w,_1 para controlar la
medida para t = 0. Esto concluye la demostracién del tipo débil (1, 1) para
M,. O
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Capitulo 5

Desigualdades modulares
para medidas no doblantes

Acabamos de ver las condiciones necesarias y suficientes que debe cum-
plir una medida p estrictamente positiva e invariante por rotaciones para
ser de tipo débil (1,1). Ahora bien, jes esta la tinica desigualdad de interés
que podemos obtener para un operador M,,? jClaro que no! A continuacion,
nos embarcaremos en la prueba de una desigualdad modular débil para el
operador maximal asociado a una g que no entra en las hipdtesis del caso
anterior. Como el nivel de generalidad es muy elevado, impondremos algunas
condiciones sobre la medida p que facilitaran el analisis.

El estudio que estamos por iniciar fue llevado a cabo por Sjégren y Soria
en [SS04] y se hizo pensando en la medida Gaussiana. Comenzamos enun-
ciando el teorema que nos interesa en este contexto, para ademas ya hacernos
una idea del tipo de desigualdades que nos interesa probar. Llamamos us a
la medida sobre R™ absolutamente continua respecto de la medida de Le-
besgue con densidad dps(z) = exp(— |z|°). El resultado de esta seccién en
este contexto es:

Teorema 5.0.1. Sean > 2. Existe una constante ¢ > 0 tal que M,,; satisface
la siguiente desigualdad modular para todo f € Li yA>0:

ps ({x e R" /M, f(x) > A}) <cf il < + log |f’> du(;. (5.1)
Esta desigualdad recuerda a la desigualdad débil de Cérdoba (3.20),

aunque con un exponente "“ . De la misma manera, serd esta la desigualdad
que nos permita probar resultados interesantes para la medida u. A su vez,
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Sjogren probé en [Sjo83] que esta medida no es de tipo débil (1,1) para
0 =1y n =2 por lo que el Teorema 5.0.1 es necesario para obtener una
desigualdad débil en este caso.

Una vez enunciado este teorema, surge la pregunta natural si hay me-
didas mas generales que la Gaussiana para las cuales puede probarse una
desigualdad similar. Lo que ocurre es que el Teorema 5.0.1 puede generalizar-
se bastante. Sera necesario introducir una cantidad significativa de notaciéon
y de conceptos nuevos para hacerlo, pero por el momento nos limitaremos
a presentar lo minimo indispensable para poder enunciar el teorema en su
version mas general. Las restantes definiciones seran introducidas a medida
que vayan siendo necesarias para demostrar el teorema.

Sea u una medida sobre R™ absolutamente continua respecto de la me-
dida de Lebesgue con densidad du = v(x)dz. Més ain, supongamos que es
radial, esto es, que y(z) = v(|z|) para alguna funcién 7 : (0,00) — (0, 00).
Supongamos por anadidura que g es estrictamente decreciente, continua y
que limy_,oy(t) existe y es finito. Definimos una funcién ¢ : (0,00) — (0, )
como la funcion que verifica

Tolt +6(0) = 570(0). (52)

Lo que esta funcién hace es codificar informacién sobre el decaimiento de
Yo. Ver Figura 5.1.
Por ultimo, definimos la funciéon 7 como

t>0. (5.3)

Con todo esto, estamos en condiciones de enunciar la versién generalizada
del Teorema 5.0.1:

Teorema 5.0.2. Sea i una medida definida como recién. Si T es una fun-
cion decreciente y verifica que

lfim 7(t) = 0, (5.4)

t—+00

entonces existe una constante ¢ > 0 tal que el operador maximal M,, asociado
a p verifica que para todos f € L}L yA>0:

n+1

£ 1
Y <1 +log™ )\> du. (5.5)

p({o e B/M,f (@) > N) < |

n

95



.-1 __________ I_ _________
py ‘Yo(tO) : :
? : :
to to + ¢ (to)

Figura 5.1: Visualizacion de la funcién ¢. Si estamos parados en un punto
to € Rog, ¢(to) es la distancia que debemos desplazarnos hacia la derecha
para que g valga alli la mitad que en tg.

Antes de embarcarnos en el grueso de este capitulo, probaremos que
efectivamente este ultimo teorema constituye una generalizacién del Teore-
ma 5.0.1.

Demostracion del Teorema 5.0.1. Sea ¢ > 0. Llamemos ¢ y 75 a las funcio-
nes ¢ y 7 asociadas a la medida ps. Calculemos ¢y:

1
Yot + ¢5(t)) = 570(15)

1
tiroso Lo

(t+o5(t)° =t +log(2)
as) = (¢ +108)" .

lo que permite concluir que

5(t) = <1 + loi§2)>l/5 — 1.

De esta forma, es claro que 75 es una funcién decreciente y verifica (5.4).
Por lo tanto, ugs satisface las hipdtesis del Teorema 5.0.2. O
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5.1. El operador sobre bolas que contienen al ori-
gen

Nuestro proximo objetivo es probar el Teorema 5.0.2. Debido a que este
teorema estd formulado en una versién mas general, podemos trabajar de
ahora en mds en R" y con una medida p de densidad du(z) = y(z)dz no
necesariamente gaussiana.

Para efectuar la prueba, sera necesario separar clases de bolas y probar
condiciones que garanticen (5.5) para cada una de ellas por separado. El
orden en que hagamos esto es importante, ya que los casos mas complejos
requieren usar resultados que no valen en los casos anteriores.

Lo primero que haremos es estudiar qué ocurre cuando consideramos
Unicamente bolas que contienen al origen. Probaremos que en este caso se
tiene una cota sobre el operador maximal del tipo débil (1, 1). Comenzamos
probando el siguiente

Lema 5.1.1. Ezxiste una constante ¢ > 0, que depende unicamente de n, tal
que si B es una bola que contiene al origen y BY es la menor bola centrada
en 0 que contiene a B, entonces

u(B°) < cu(B).

Demostracion. Sea r el radio de B. Si B’ es alguna bola que tiene el mismo
radio r, pero tal que 0 € 0B’, entonces u(B’) < u(B), ya que g es estric-
tamente decreciente. Ver Figura 5.2. Nuestro objetivo es acotar la medida
de una cierta bola centrada en el origen. Primero, estudiaremos otra bola
centrada en el origen, B definida por

~ 2
B = {x eR"/|z| < \/ﬁr} . (5.6)
El primer interés de B es podemos cubrirla con 2n bolas como B’. En
efecto, llamemos B/, " @ la bola con centro en ( 1)/re;, y radio r, siendo ey
el k-ésimo vector Canomco yj€{0,1}, ke {l,...,n}.
En efecto, probemos que

Be ] Bj. (5.7)
je{0,13,
ke{l,...,n}

La inspiraciéon para esta prueba viene de observar la Figura 5.3 y comprender

que si un punto x de B pertenece a una unica bola B ] 1> esta bola dependera
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P
N /
. o
~ ™ -
~ =

Figura 5.2: Comparacién de las bolas By B’.

de cudl sea la coordenada de x de mayor moédulo, y de cudl sea el signo de
esta coordenada.

Sea x € B. Llamemos z;, a la coordenada de mayor médulo entre todas
las coordenadas de x (si hubiese més de una, elegimos cualquiera de ellas).

Si x;, = (—1)7 |x;,|, probaremos que x € By, - En efecto

n
o= (~1res, [ = 3 @+ (@i — (<1)r)
i=1
1510
n
= X @t (| =)

i=1
1710

n
— Z a;f —|—x?0 — 21 |24, + 72
i=1
1710
= |z]* = 2r |z | + 1

< 2r (m - |x10|> + 72 < r?,

N

donde en la primera desigualdad hemos usado (5.6) y en la segunda hemos
apelado a que z;, es la coordenada de z de mayor médulo.
Habiendo probado (5.7), podemos controlar la medida de B como
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Figura 5.3: B cubierta por las 2n bolas {B; 1}k

w(B) < 2nu(B') < 2nu(B). (5.8)

Ahora bien, B es una bola centrada en el origen, pero no aquella cuya
medida queremos controlar. Sin embargo, esto sera util porque la medida
es doblante para bolas centradas en el origen. En efecto:

f yo(|])da:
{lyl<2a}

j Yo(|22))2"d
{lyl<a}

on f 70(2))dz
{ly|<a}

2"u({ly| < a}),

p({lyl < 2a})

IN

donde en la segunda igualdad hemos hecho el cambio de variable x = 2z y
en la desigualdad hemos apelado a que g es estrictamente decreciente.
Con todo esto podemos afirmar finalmente que existe una constante ¢,, >
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0 tal que

2
w(B°) < 1 ({y/ 9] < 20}) < cops ({y/m < ﬁ}) < 2nc,u(B)
como querfamos. La primera desigualdad se sigue de la definicién de BY, la
segunda de la doblantez de p para bolas centradas en el origen y la tercera
de (5.8). O

El Lema 5.1.1 nos permite afirmar de forma automatica que para cual-
quier bola B que contiene al origen, vale que

1 1
(B fB [FW)lduy) < ey fBO ()| dly), (5.9)

1(B°)
con B la bola centrada en el origen definida anteriormente. Para la familia
de todas las bolas centradas en el origen, contamos con el siguiente Lema,
que vale para cualquier medida u:

Lema 5.1.2. Para cualquier medida positiva u, el operador mazimal

A rw) = s o) @l

es de tipo débil (1,1).

Antes de emprender la prueba del Lema 5.1.2, queremos enfatizar que lo
que realmente nos interesa es el siguiente corolario, que se desprende direc-
tamente del Lema 5.1.2 y de (5.9). Podriamos haber enunciado el siguiente
resultado directamente y haber probado el Lema 5.1.2 dentro de él, pero
este iltimo lema habria perdido generalidad.

Corolario 5.1.3. Sea p una medida positiva sobre R™ con densidad ~vog con
las caracteristicas ya expuestas. Entonces el operador mazximal Mg asociado
a iy a las bolas que contienen al origen, dado por

1
MEf () = sup | 1£)]du) (5.10)
a Baz/ M(B) B
0eB
es de tipo débil (1,1).
Demostracion del Lema 5.1.2. Llamemos F) = {y/Agf(y) > )\}, y sea x €
E,. Esto permite afirmar que existe un o > |z| tal que

1

(B, (0)) JBT-O(O) [F (W)l duly) = A,
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y por lo tanto vale a su vez que

#(Bi(0)) < p(Bry(0))

< 3, 1wl

1
- Il

De esta manera, podemos acotar

p(Bx) < sup uty/ Iyl < lel}) < 5 1l

.Z‘EEA
lo que concluye la demostracion. O

Cuando demostremos el Teorema 5.0.2, el Corolario 5.1.3 nos permitird
decir que (5.5) se cumple para bolas que contienen al origen. Por lo tanto,
de ahora en méas solo tendremos que preocuparnos por estudiar bolas que
que estan a distancia positiva del origen. Nos embarcaremos ahora en una
serie de definiciones y resultados que solo tienen sentido en este contexto.

5.2. Una condicion suficiente

Sea B una bola que no contiene al origen. Llamaremos ¢p a la distancia
de B al origen, y )p al inico punto del borde B que realiza esta distancia.
En estas definiciones y en otras posteriores, omitiremos el subindice cuan-
do quede claro por contexto cudl es la bola de la que estamos hablando.
Definimos A, = {y/|y| > ¢}, que también notaremos Ap en el caso de que
q = qp- A su vez, llamamos Cp al menor cono abierto centrado en el origen
que contiene a B, y llamamos pp = dist(0Cp n 0B,0).

Aplicando el Teorema de Pitdgoras resulta que pp = +/q(q + 2r). Nom-
bramos Pg = B u {y € Cg/ |y| = pp}. Por tltimo, definimos

Yp(t) ={we S twe Pg} = % (tS™ '~ Ppg).
Vale la pena notar que X5(t) = Xp(pp) para todo t = pp. Nos interesard
calcular la medida de 4rea ¢ sobre S” . Cuando 0 < t < ¢, es claro que
esta medida es 0. Cuando t > ¢, el valor de esta medida dependera de la
relacion entre ¢ y el radio r de B.
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Figura 5.4: Una bola B en fucsia, su punto mas cercano al origen QJp en
violeta, su distancia gp también en violeta y el conjunto A, en verde.

Observacién 5.2.1. Si r < ¢ se tiene que

o(Z5(1) ~ (m>1

) q < t < PB
(5.11)
n—1
o(Zs(t) ~ (%) . pp<t,
mientras que si r > ¢ se tiene que
n—1
t—q
o(Xp(t)) < cp — , q<t. (5.12)

Demostracion. Comenzamos con el caso r < ¢. Tenemos que

O'(ZB(t)) =1 <1 (tSnil N PB)>
1 n— n—
= A" (18" Pa).
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Figura 5.5: Arriba: El cono Cp asociado a B en marrén y las distancias pp
en naranja. Abajo: El conjunto Pg en naranja.
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Si t = pp, tenemos por construccién de Pp que

U(EB(t)) = 7‘[” 1 tS™ 1ﬁPB)

tnl

t(S" ' Cp))

(

= H' ™ (tS" 1 A Cp)
—
LA CB)

an 1 (Sn
~ (sin(a))" ",

donde la ultima relacién vale por el Lema 4.2.5 con « la apertura de Cp.
Ver Figura 5.6. Con esta relacién, (5.11) para este caso se sigue de notar que

r r
sin(a) = < -

qg+r q

Y r r
sin(o) = = —

( ) q+r 2q

porque 7 < q.

Consideremos ahora el caso en que r < ¢ < t < pg. Aqui supondremos
sin pérdida de generalidad que el centro xp de la bola esta sobre el semieje
positivo x,, es decir g = (¢ + r)e,. Nuestro primer objetivo serd verificar
que tS" "1 n Pg = tS"~! A C; para algiin cono C; centrado en el origen, con
eje dado por el vector e, y de apertura a(t) a determinar. Ver Figura 5.7.
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Figura 5.7: La apertura a(t) asociada a ¥ p(t) cuando r < ¢ < t < pg.

Para probar esto analiticamente, notamos que tS"~! n Cp(t) = tS"~! n B.
De esta forma, los puntos = = (x1, ..., 2, ) en este conjunto son precisamente
los que verifican

Restando la igualdad de la desigualdad, obtenemos que los z € tS"~! n B
son precisamente los x € tS" ! que verifican

2 2

+2rq+t
242 o LT I
2t(q + r) t

—2(q+ 1)y + (g +7)2 <r?—

Recordando la caracterizacién (4.10) de las intersecciones de S™~! con conos
con eje ey, podemos ver que

tS" ' A B) =t(S" ' A Cy),
donde C} es el cono de apertura «(t) dada por

@+ 2rg+t?

cos(a(t)) 5(g + 1)
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y por lo tanto, podemos apelar al Lema 4.2.5. Asi, tenemos que

o(Sn(1) = 7oy

— 1S A Cy) ~ (sin(a(t)"

H" L (tS" ! B)

con constantes que dependen a lo sumo de n.

Resta entonces estimar sin(a(t)). Como tenemos una expresién para
cos(a(t)), lo que haremos es apelar a que «(t) € (0,7/2) = 1+cos(a(t)) €
(1,2) y por lo tanto

1 — cos?(af(t))
1 + cos(a(t))

r) — (¢% + 2r 2
~ 1 cos(a(t) = 21* )2t(((zq+j)2 =

sin?(a(t)) ~
Apelando a que r < ¢ < t < pp = 4/q(q+2r) < q + r, esta dltima
expresion puede ser controlada de la siguiente manera:

2t(q + 1) — (g% + 2rq + t2) - 2tq + 2rt — q® — 2rq — 2

X

2t(q + 1) 2tpp
2
L9 —(t=9)
22
r(t—q)
<=5
y
2t(q + 1) — (¢* + 2rq + t?) _ 2tq +2rt — q? —2rq—t?
2t(q + 1) - 2t(t +t)
_2rt—q)—(t—q)(t—q)
42
S rt—a)

4¢2

Todo esto permite decir que

n—1
a(Zp(t) ~ (sin(a(t)))" ! ~ (T(tt_Q))

como queriamos.
Pasamos finalmente al caso r > ¢, donde también por simplicidad supo-
nemos que xp = (q + 7)e,. En este caso solo buscamos una cota superior
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para o(Xp(t)), y por lo tanto nos es suficiente estimar

1

o(Sp(t) = o H" ' (tS" " Pp)

1
—pH (S A )

_ Hn_l(Sn_l A Hl),

donde H es el semiespacio dado por x, > ¢, que claramente contiene a Pg,
y H = %H estd dado por x,, > ¢/t. Ver Figura 5.8. Recordando una vez

QB

Figura 5.8: El semiespacio H se interseca con tS"~! (pirpura) en H N
tS"~!(verde). El borde de H es el hiperplano dado por z,, = q (celeste).

mas la caracterizacién (4.10), podemos expresar S"~ ' n H' como S" ' n C,
con C' un cono con eje e, y apertura § dada por cos(8) = ¢/t. A partir
de aqui podemos proceder de forma enteramente analoga al caso anterior y
encontramos que

o(Xpt) < H"HS" ' n H)
~ (sin(B))" "

~( 1—(3os(ﬁ)>n_1
t—gq "
()
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lo que concluye la demostraciéon de la observacion.
O

El motivo por el que nos interesa entender esta area es porque a continua-
cién enunciaremos una Proposicién que la involucra. Esta da una condicion
suficiente para obtener una desigualdad como (5.5), y por lo tanto constituye
un paso intermedio importantisimo para probar el Teorema 5.0.2.

Proposicion 5.2.2. Sea B una familia de bolas que no contienen al origen.
Dado m > 0, supongamos que existen constantes positivas c, € tales que la
medida p con densidad du(z) = ~vo(|x|)dx satisface la desigualdad

* N(Aq) /m n—
L exp [(EU(EB(IS)) (D) > ] Vo)t dt < cu(Ay) (5.13)

para cualquier bola B € B con q = qp. En tal caso, el operador maximal ME
asociado a p y B, dado por

1
MEF@) = s s |l

satisface para todo \ > 0 la desigualdad modular

m+1
p({MPf(z) > A}) < cj ﬁ' (1 +log* |J;|> dp. (5.14)

n
Antes de embarcarnos en la demostracion de este resultado, serd conve-
niente hacer algunas definiciones. Recordemos la descomposicion p = pg X o
que definimos en anteriormente. Resulta claro que para la u que estamos
considerando en este contexto, pg tiene densidad dada por

dpo(t) = t" g (t)dt. (5.15)

A 119 le asociamos el operador 7),, definido sobre funciones reales g dado por

Tpuo9(s) = S JOO g(t)dpo(t).

a Ho [3 ) OO) s

Para que esto esté bien definido necesitamos que pg sea una medida fini-
ta. Esto efectivamente es cierto, pero posponemos la prueba para la sec-
cién siguiente. Por otro lado, notamos M al operador maximal de Hardy-
Littlewood en S™1,

S N 1
M) = )

Lﬂmwwx
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donde se consideran todas las B bolas geodésicas centradas en x. Con todo
esto, viendo a R™ como el producto cartesiano R~ x S~ !, definimos al
operador

AT S

My, =TyoM

con M actuando en la variable angular z’ = ‘g—' y T}, en la variable radial
|z| (notemos que en el caso que nos compete p es absolutamente continua
respecto de la medida Lebesgue, y por eso podemos ignorar al origen). El
operador E cumplird un rol importante el la demostracién de la Proposi-
cién 5.2.2, y por lo tanto serd necesario detenernos un poco para entender
mejor su comportamiento. Para eso tendremos que apelar a ciertas propie-

dades de los operadores T),, y M.
Observacién 5.2.3. El operador T),, es de tipo débil (1, 1) y fuerte (o0, 00).

Demostracion. Que T),, es fuerte (00, 0) es claro. Para ver que es débil (1,1)
definimos
Ex = {t€ R/ Tug(t) > A).

Resulta claro que para los t € ),

1
polt, ) < Xllglh-

Por lo tanto, si F/y admite un minimo tg, tenemos que

1
po(Ey) < polto, ) < XHQHI-

Si F) admite un infimo ty que no es minimo, construimos una sucesién
estrictamente decreciente (), de numeros reales en F) que tiende a tg.
Asi,

, 1
po(Ex) < po(to,00) = Hm poltn, ) < <[ fl1-
n—0o0 A

Finalmente, si F\ no estd acotado inferiormente, elegimos una sucesion (¢, ),
de elementos de A que tienda a —o0 y procedemos como en el caso anterior.
O

Observacién 5.2.4. El operador M* es de tipo débil (1,1) y fuerte (00, c0).

Demostracion. Es evidente que M?® es de tipo fuerte (o0, c0). Para ver el
tipo débil (1, 1), empezamos tratando de reproducir el Lema de Vitali para
bolas geodésicas en S™ 1. El proceso de seleccién de bolas es esencialmente
el mismo, pero tenemos que probar dos cosas: que cuando dos bolas se
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intersecan, podemos dilatar a una de ellas para que contenga a la otra, y
que o es doblante en un sentido que se relacione con la dilatacién anterior.
Sean B, B’ « 8"~ ! bolas geodésicas con interseccién no vacia. Podemos
definir 7, el radio de B, como el radio de B = exp;l(B) c TpS”_l, con p el
centro de By exp, el mapa exponencial asociado al punto p € S™=1. Por las
propiedades de exp,,, 7 es también la distancia entre p y cualquier punto de
0B con la métrica redonda. De manera andloga definimos el radio v’ de B’
y suponemos sin pérdida de generalidad que r > r’. Definimos el conjunto

3B ={zxeS" !/ d(x,p) < 3r},

con d la métrica redonda. Veamos que B’ < 3B.

Primero, notemos que si r > 27/3, 3B = S"~! y por lo tanto no es una
bola geodésica. En este caso B’ < 3B trivialmente. Si no, sea x € B n B'.
Entonces, dado y € B, tenemos que

d(y,p) < d(y,p') +d(p',z) + d(z,y) <2r' +r < 3r

como queriamos.

Resta ver que las medidas de B y 3B son comparables. Pero esto es una
observacién sencilla con la maquinaria que hemos desarrollado antes. La bola
geodésica B en S™ ! es exactamente la interseccién S" ' n C,, con C, el
cono abierto, centrado en el origen, con eje en la direccién de p y apertura
r. Ver Figura 5.9. De esta manera, el Lema 4.2.5 nos garantiza que, para
r<m/6,

o(3B) ~ (sin(3r))" "t < (3r)" ~ (sin(r))""! ~ o(B),

donde la tercera relacion estd garantizada por la Observacién 4.2.3. Si r >
/6, tenemos que

o(3B) < o(S"7) ~ (sin(r/6))" ! < o(B),

donde la ultima desigualdad es consecuencia de que B contiene a la bola
geodésica de radio 7/6 centrada en p. Todo esto prueba que ¢(3B) < o(B)
y con esto podemos reproducir la prueba del Lema de Vitali para bolas
geodésicas y asi concluir que M* es de tipo débil (1,1). O

Vamos a combinar estas propiedades para probar una desigualdad mo-
dular débil para M,, pero para eso serd necesario contar con la siguiente
cota, que hemos adaptado de [Tor04].

110



3B

Figura 5.9: Corte bidimensional de una bola geodésica B y el conjunto 3B5.

Observacién 5.2.5. Sean (X,r) un espacio de medida y 7" un operador
sublineal definido en L' + L®(X,v) de tipo débil (1,1) y fuerte (o0, c0).
Entonces existe una constante ¢y > 1 tal que para todos f € L' + L®(X,v)
y A > 0 se tiene

0

Co

v(Ts = < vl = shds. (5.16)
Ao

Demostracion. Las hipotesis sobre T' nos permiten afirmar que existen cons-

tantes c1, ¢y, > 0 tales que

cl
v({[Tgl > M) < lgly v [Tgleo < coolgleo

para toda funcién g.
Dada f e L' + L*(X,v) definimos, para cada A > 0,

f(x) si |f(2)] < 52
f2,>\($) = A . 2)\00
seose(f(@)) st |f(@)] > 55,
y fix = f — f2.x- Con estas definiciones, tenemos que
A
IT f2,7llo0 < cooll for]oo < 2> (5.17)
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y a su vez
A
fix=0en qlff<sg—r v IAl<Ifl (5.18)
Coo

Como consecuencia, obtenemos que

v({|ITf] > \}) <v <{]Tfm| > ;}) +v <{|Tf2| > ;‘})

2c 2¢c
Ll < 52 fldv, (5.19)

< - -
A A Jlsisa/2e20)

<

donde en la primera desigualdad hemos apelado a la sublinealidad de T', en
la segunda hemos apelado a (5.17) y en la tercera a (5.18).

Ahora, adaptando la demostracién de la Layercake formula, podemos
retomar (5.19) para conseguir

2c
v{ITS > A < 57 |fldv
{If1>A/2¢a0}

92 [f ()]
_ f dsdv

A/ 1@ a 200} Jo
261

0
f J dvds
A Dvzew Jia/ 1 1@)1>s)

2c
= ({/ ()] > s})ds.

124
2¢con

(5.16) se sigue de elegir ¢y = méx{2cy,2¢q, 1}.
O

Con todo esto, estamos en condiciones de obtener un control sobre el
operador M.

Lema 5.2.6. E satisface la desigualdad modular

p({Muf(z) > A}) < cf |‘§\| <1 + log™ |“§|> dp, X >0. (5.20)

n
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Demostracion. Comenzamos escribiendo
p({M.f(2) > A}) Ln ) J (tw)/ Tug (MS(f(tw)) >,\}d:“0( )do (w)
- o({t/ o (M5 (£(12))) > A}) dow)
f | %0 po ({t/ M3 (f(tw )) > s})dsdo(w)

~ LM L Rz <{t/ M (i (m)) > 7«}) drdo(w)

e} o0
- L L/co Jo X ) /215 (§ 1) p 10 (1) drdo (),
(5.21)

=

donde en la desigualdad hemos usado la Observacién 5.2.5, y en la tercera
igualdad el cambio de variables s = Ar y la linealidad de M*.
A continuacién, podemos aplicar Fubini a (5.21) y obtener

n({Muf(x) > A}) < o L/c fo Ln_l X{ w015 (§ () >} 40 () dpro ()l

~ f:o foo - ({w/ M <§ (tw)) > r}) dpo(t)dr (5.22)
o[ ]
_ hen LCO f/ <{ W)/ %(t,w) > u}) dudr, (5.23)

donde en la desigualdad hemos usado nuevamente la Observacion 5.2.5 y en
la ultima desigualdad hemos usado Fubini respecto de dudp(t).

Nuestro siguiente objetivo es transformar (5.23) en una integral expre-
sada de acuerdo con la Layercake formula. Para eso, aplicamos Fubini una
vez mas y obtenemos

o <o (oo

- L/Cm M ({ T u}) cocy log(coeyu)du. (5.24)

A continuacién, llamamos ®(t) = #(1 + log®(¢)). Si eligiésemos hacer el
cambio de variables v = ®(cociu), tendriamos que, por el dominio en que se
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mueve u,
v = cocru(l + log(cpcru)) = dv = coer(2 + log(cpcqu))du.

De esta manera, podemos acotar (5.24) y obtener

o ((Mf(@) > A} < f o ({{ . u}) coer (2 + og(coer))du

1/coc1

[ (e (i) = o)
(L) [ o ()i

donde en la ultima desigualdad hemos apelado a que cyc; > 1y a que P es
creciente. 0

Por tdltimo, necesitaremos recurrir a la siguiente desigualdad consecuen-
cia de la desigualdad de Young generalizada:

Observacién 5.2.7. Dados u,v > 0, se tiene que

U0 < Crp( Py (u) + ¥y (v)), (5.25)

1/m

donde ®,,(u) = u(1l +logt u)™ y W,,(v) = eV
Con todo esto, estamos en condiciones de encarar la prueba.

Demostracion de la Proposicion 5.2.2. Consideramos los siguientes dos ope-

radores: .

M f(z) = — d

H f(x) ngIE)B /J'(B) JBm{y/y|>|z|} ‘f(y)‘ M(y)

' M f(z) = sup 1J |f (W)l dp(y).
p veBeB H(B) JBafy/ly/=|2)}

Resulta claro que

{Mif(x) > A} = {M] f(z) + M, f(w) > 2}
c {M;ff(x) > ;\} v {Mlu_f(x) > ;\}7

y por lo tanto basta ver que la desigualdad (5.14) se verifica para cada uno
de los operadores M, J y M, separadamente.
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Para M; , la prueba consiste en demostrar que existe una constante
C > 0 tal que vale

My f(z) < CMpu(ém(1£1))() + C, (5.26)

donde ¢, (u) = u(1 + log™ u)™,u > 0. En efecto, veamos que esto es sufi-
ciente para probar (5.14) para este operador.

u({a) M f(a) > A}) = ({x/M; (26;”') (x)>2C’}>

<o (o (1)) -]
({9 o (52 1)

f o () (o on (1))

ﬁfnm (mog Ifl) (mog |f\+10g (1+10g |f|>> ’
§f" |§| <1+1 |§|>m+1d%

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.26), y en la segunda
hemos apelado a (5.20).
Pasemos entonces a la demostracién de (5.26). Fijemos x € R" y tomemos

una bola B € B que contenga a x. Notando 2/ = ﬁ, escribimos a x € R”

N

como (|z|,2') € Rag x S"L. De esta manera, x € B ¢ Pp garantiza que
x’' € ¥p(t) para todo t > |z|, y asf

Br{yeRY |y = |z} c {(tw),t > |z|,we Sp(t)}. (5.27)
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Con esto, podemos ver que

1
— d
(B) JBm{ly%'} |f ()| du(y)

1 o}
<5 | ) LB@ (k)| do(w)dpo ()
1 © 1

(A L, o(E5(t)) LB(U

1 o 1
N(Aq) fu o(Xp(t)) fZB(t) [dm (u) + Ym (V)] do(w)dpo(t)

= I+ 11,

)| (2 2 8 do o))

< Cn

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.27) y a du = do x dug
y en la segunda hemos apelado a la Observacién 5.2.7 con u = 1|f(tw)]

yv=eo(X B(t))’; ({}B“)). La ultima igualdad resulta de separar las integrales
de ¢m(u) v ¥m(v) vy nombrarlas I y II respectivamente. Para terminar,

acotemos cada una de estas integrales. Comenzamos viendo que

~ G ) ! xp | €0 14q) . o(w
= 1(Aq) JIacl o(Xp(t)) JzB(t)e p( (®E5(?)) M(B)) do(w)dyio(t)

_ Cu [* (49)) "
=LA f|$| exp <60(23(t)) (B) > dpo(t)

Cm_ (7 (A \ " el ,
< (A, L exp <eU(EB(t)) (B) > Yo ()t dt < C),, (5.28)

donde en la segunda igualdad hemos usado que el integrando no depende
de w, en la primera desigualdad hemos apelado a (5.15) y a ¢ < |z|, y la
segunda desigualdad es exactamente (5.13).

Para acotar I, comenzamos notando que

=

om (217000 = H1r] (11087 2 s

< %méx {1,log+ 1} |f(tw)] (1 +log™ |f(tw)])™, (5.29)
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y por lo tanto

1= [T LB(t)quCIf(tW)|>d0(w)duo(t)

p(Ag) | o(Xp(t))
Cme (* 1 ) ot
S 1(Az)) L| o(2p(t)) LB(t) Gm (| f (tw)]) do( Eduo(t)
L (P ys _
< cm,eﬂ(AlxD y M5 (Gm(I£1))dpo < Con, e My(dm(I£1)), (5.30)

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.29) y a que q < |z|
implica p1(Ag) > p(Ajy), en la segunda hemos usado que el operador maxi-
mal M*S controla precisamente objetos como el que estd dentro de la llave,
y en la igualdad hemos simplemente usado la definicién de E Tomando
supremo sobre todas las B € B, (5.28) y (5.30) permiten finalmente concluir
que existe una constante C' > 0 tal que vale (5.26).

Dirigimos ahora nuestra atencion hacia M, . El comportamiento de este
operador es mejor que el de M J , de hecho, en este caso demostraremos que
se satisface la desigualdad modular débil

p({z e R"/M; f(z) > N)}) <C o |§| <1 + log™* |§|> dp, (5.31)

que claramente implica la desigualdad (5.14) para M, .

Comenzamos notando que si (5.31) fuese verdadera para A = 1, obte-
nemos (5.31) en toda su generalidad aplicdndola a l—{l Por lo tanto, basta
probar (5.31) para A = 1.

Fijemos un z € R™ y una bola B € B que contenga a x. Nuestro siguiente

objetivo es demostrar que la hipdtesis (5.13) implica la desigualdad

1 (wm
u(A,) \ u(B)

p
a<zB<\x|>>) WAL <Cp p=0.  (332)
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Para ver esto, comencemos notando que

0 [ 1/m
u(Ay) > f exp _(ecf(zB(t))‘;((“;q))) ] olt)tn
“ | N(Aq) m n—1
> fm exp _(60(23(15)) (B) > ] Yo(t)t" dt
* | M(Aq) R n—1
> fm exp (EU(Z (|z])) (B) ) ] ()" dt

) 1/m
- [(ea@B(wm“(Aq)) ] (A, (539

Si probamos que para todo p > 0 existe una constante positiva b, > 0
tal que para todo s > 0 vale

exp [(es)l/m] > bys?, (5.34)

(4,)\"
>, ( (Sa(fa])) 2 ) o
lo que prueba (5.32). Resta entonces probar (5.34). Para esto definimos

exp ((es)l/m) ‘

spP

9:(0,00) — (0,90)/ g(s) =

Resulta claro que
lim g(s) = +o0,

s—0*t
mientras que
exp ((65)1/m) el/m  exp ((es)l/m)

lim g(s) = lim = lim
§——+00 S——+00 sP D s—+w gp—1/m

Y

donde en la ultima igualdad hemos aplicado L’Hopital a una indeterminacion
del tipo o0/c0. Aplicdndola entonces [mp] veces vemos que el limite es c0. De
esta manera, g alcanza un minimo absoluto en (0, ), que debe ser positivo
porque g lo es. Llamando b, a este minimo se concluye (5.34).
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Notando f;(w) = f(tw), podemos acotar

5
1(B) JBnty/ 1y1<lal}

Bjx' f o ] do @)

|f ()| dp(y)

<) : [l o, 1 doteinotn

B u(zlélq) ﬂx M((jéq)) ZE;;EE:B LB(M) |f (tw)] do(w)dpo(1)

< ,@m LOO (A o(a(le)) ) 215 (e o0

- m LOO W (t,2)xp, (t,2")dpo(t) + u(lA(]) LOO W (L, z)xD, (t, 2 )duo (t)
— I+ 11, 555

donde en la primera igualdad hemos hecho un cambio a coordenadas polares
y en la primera desigualdad hemos apelado a que ¢ < |x| implica Xp5(t) <
Y 5(|z|). En la tercera igualdad hemos notado

Wit.a) = Ao (S (a) M5 ),

Dy = {(t,2) e Rug x S"71/ M¥ fy(a/) > 1}

Dy = {(t,2) e Rug x S"1/ M7 fy() < 1}.

Notemos que ambas integrales I y II dependen de B. Por lo tanto, al
tomar supremo en (5.35) sobre todas las bolas B € B obtenemos

M, f(z) < sup I+ sup 1],
BeB BeB

y por lo tanto

w(fa e R My (@) > 1)
< p <{a: e R"/ ng121'> ;}) + 1 ({x eR"/ %ﬁ%lb ;}) (5.36)

por lo que para probar (5.31) serd necesario controlar cada uno de los térmi-
nos del lado derecho de (5.36).
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Comenzamos estudiando I. Para eso apelamos a (5.32) con p = 1y
obtenemos

I< Clﬁ(jm) JOOO M2 fy(x")xp, (t, 2" )dpo(t) = I(p, x'),

donde hacemos el cambio de nombre p = |z| simplemente para poder tratarlo
mejor como una variable. Notemos a su vez que, a diferencia de I, ITI(p, z")
no depende de B. Con esto, podemos obtener

B <{az eR"/ supl > ;}) < <{(p, ¥)eRog x S H(p, 2/) > ;})

BeB
-] dpo(p)dor(a).
Sn=1 Hp/ HI(p,x')>1/2}

Para seguir con esta cota, serd necesario ganar comprensiéon sobre el
conjunto {p/ IIl(p,z") > 1/2} para cada 2’ fijo. Notamos que

Q0
H(p,a') > 1/2 < u(A,) < 2cj M5 £, xoy (8,2 Yo 2)
0
— p>po=po(z),

ya que p(A,) es estrictamente decreciente en p, y la cota de j(A4,) depende
solamente de z’. Pero por la regularidad de p,

M) = sup p(4,) < 2C | M@, (o). (537

De esta manera,

i <{x eR"/ sup I > 1}) < J J dpio(p)do ()
BeB 2 Sn=t Hp/ Hi(p,x")>1/2}

< | mollp.e)yio(a)

_— LM (A )do (@)

Wn—1

<C JOO J Msft(x')xpl (t,2")do (2" dpo(t), (5.38)
0 Jgn—1

donde en la tercera desigualdad hemos usado (5.37) y el Teorema de Tonelli.
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Ahora bien, como M® f;(2') > 1 en D1, (5.38) resulta igual a

C [ [ o (et a1 e (o.') = s3) dsdpat
= CJ < ({«' IMP fi(z) = 1}) + Looa({:vl/MSft(x') > s})ds) dpp(t)
< L Lnl ()] (1 + log™ | (1)) ) dor(w)dpo (1)
= |1 (0 10" 1)) dto)

La tltima desigualdad puede probarse apelando al tipo (1,1) de M en el
primer término, y reproduciendo el argumento de la prueba del Lema 5.2.6
desde 5.22 para el segundo término. Esto finaliza la cuenta para I.

Para II, apelamos a la desigualdad de Holder y a (5.32) con p = 2,y
obtenemos

g L LOO </;((xz]))g(23(\x]))> MS £, (¢, 2 ) dpao )

C % A £ (1o VO A \?
< | e e | ()

1 / 1/2 /
C( (A|z|)f (M Sft( )) XDl(t,a:)dlu,O(t)> = IV(p, '),

notando que aqui también IV tiene el beneficio por sobre II de no depender
de la bola B.

Para acotar pu({z € R"/supgep I > %}), procedemos, salvo aclaracién,
con argumentos enteramente analogos a los utilizados para I:

,u<{a:eR"/ sup I > — }) J J dpo(p)do (")
BeB Sn=1 Jp/ 1V(p,a’)>1/2}

<[ (oo e)do(a)

- | et

Wnl

<C J Ln 1 (M fy(2))2x Dy (t, 2" )do (2 )dpo (t)
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_ac fo - < JO s ({2 MER() = 5]) ds) dyio()
<[] e astsano = [ 7))

donde en la tltima desigualdad hemos apelado al tipo débil (1,1) de M*.
Esto concluye la prueba de la Proposicién 5.2.2. O

5.3. Algunas estimaciones adicionales

Teniendo a nuestra disposicién esta Proposicién, resulta claro que nues-
tro préximo objetivo es probar la desigualdad (5.13) para m = "T_l y una
clase de bolas B adecuada. Para esto, probaremos a continuacién una se-
rie de lemas. En el camino hard falta hacer algunas definiciones que dan
cuenta de la forma en que decae la funcién vg. Estas definiciones permitiran
entender R™ en funcién de este decaimiento.

Lema 5.3.1. Con la notacidn anterior, si 7(t) es decreciente y verifica
limy—, 4o 7(t) = 0, entonces p es una medida finita. Mds precisamente, existe
un qo = qo(p) > 0 tal que

w(Ag) ~v(@o(0)d" !, ¢> q- (5.39)

Demostracion. Una de las desigualdades se obtiene de forma sencilla con un
cambio de variable a coordenadas polares:

n({y/ lyl > a})

o8]
W1 J Yo(t)t"at
q

q+6(q)
> wno1 J Yo(t)t"at

q
“0(@)dla)a"

donde en la iltima desigualdad hemos apelado a que 7 es estrictamente
decreciente.

=

La otra desigualdad requiere la introduccién de algunos conceptos nue-
vos. Comenzamos definiendo las funciones v, : Ry — Ry para cada
k € Ny como

Yolg) = ¢
Y1(g) = q+9(q)
Yrr1(q) = v1(n(q)) = Yr(q) + o(¥r(q)), keN.
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La definicién de las funciones 1 estd hecha con el objetivo de que se
cumpla la siguiente relacién:
~570(a)- (5.40)

Yo(¥r(q)) = 5

Después de concluida esta prueba, introduciremos una definicién que
hard sumamente visible la importancia de estas funciones ;. Antes de se-
guir, notemos también que (5.40) implica que, para cada k € Ny fijo, la
funcién v es creciente, ya que

1

Q< Qg2
2%70((11) > 2%70((12)
YWr(q1)) > v0(k(g2))
Yre(q1) < Yr(ge)-

Retornando a la prueba de (5.39), usemos las funciones v, para probar
la desigualdad que nos falta:

Yr+1(g

u(ly/ 1yl > a}) = wa- 12 j O at

< Wn—1 Z 70 (1) (Wr (@) (Yrr1(0)" (5.41)

k=0

donde en la igualdad hemos usado una vez maés coordenadas polares, y en
la desigualdad hemos usado que g es estrictamente decreciente, y que la
longitud del intervalo sobre el cual estamos integrando es 1x11(q) —¥r(q) =
#(¥r(q)). Nuestro objetivo ahora es acotar cada uno de los términos de la
suma en (5.41) convenientemente.

Para eso, apelamos a que 7(t) = @ es decreciente por hipdtesis y de
ese modo:
o(¥;(a)) = 7(¥;(a))¥;(q)
< 7(¥j-1(a))¥;(9)
= 7(¢j-1(2))(j-1(q) + ¢(¥j-1(q)))
= ¢(j-1(q)) (1 + 7(¥-1(q)))
< ¢(j-1(q)) (g + 7(q))-

Aplicando inductivamente esta ultima desigualdad obtenemos

$(v(0) < ¢la)(L +7(q))’, j € No, (5.42)
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y de esa manera vemos que

Vr+1(9) = ¥Yr(q) + ¢(vr(q))

(5.43)

Con todo esto a nuestra disposicion, elegimos un gg lo suficientemente
grande como para que valga

(1+7(q0))" =B < 2, (5.44)

(recordando que 7 es decreciente y que vale (5.4)). Asi, eligiendo ¢ > qo
podemos acotar el lado derecho de (5.41) de la siguiente manera:

wn-1 Y 10 (Wr(a)d (k) ($rs1 ()"

Swpo1 ) ik 0(9) (a)(1 +7(9)" ¢" " (k + 1)" (1 + 7(q)) "D

[\)

k=0 e e
= G 0(@6(@)d" (14 (@)Y Sk 1)+ ()™
k=0
< wn-170(0)9(9)g" (1 + 7(g0)) Z ik k41" (1 + 7(g0)™

< Bon 100" 12( ) (5 + 1) < evol)dla)g™,

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.42) y (5.43) para acotar
por la primera y segunda llaves respectivamente, en la tercera hemos apelado
a (5.44) y en la ultima hemos usado que la serie converge.

Esto prueba finalmente (5.39), lo que claramente implica que p es finita.

O]
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La necesidad de controlar p(A,) es clara viendo el rol que cumple en la
desigualdad (5.13). Nuestro siguiente objetivo es obtener un lema que nos
permita “sacarnos de encima” a cierta familia de bolas.

Para hacer esto, definiremos ciertos conjuntos de nivel de v de gran
importancia. Sean qo y {4}, como fueron definidos en la demostracién del
lema previo. Llamamos ay = ¥(qo), y definimos los anillos

So={y/0 <yl <ao}, Sk={y/ar—1<lyl<ar}, kel

Ver Figura 5.10. Es de notar que para cada k € N e y € Si vale que

S3 13(qo)
Sy
Pa(qo
5 ?.91(@.’0)

So

Figura 5.10: Algunos conjuntos Sy y las funciones v, que los definen.

Yolak) < v(y) <olak-1) v olar) = 170(%—1), (5.45)

2
mientras que para y € Sp, 70(q0) < Y(y) < 7(0"). Esto nos permite decir
que los anillos Sj constituyen regiones sobre las cuales v es esencialmente
constante. Esta informacién sera crucial para el lema que queremos probar
a continuacién.
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Lema 5.3.2. Sean u, v0 y Sk como antes. Fijado un niumero natural N,
denotamos BN a la clase de todas las bolas que intersecan a lo sumo N
anillos Sy, es decir,

BN = {B bola /#{k > 0/S;, n B # &} < N}.
Entonces, el operador mazimal M;iv asociado a p y BN es de tipo débil (1,1).
Demostracion. Sea B € BN y sea xp su centro. Comencemos probando que

Y(y) ~v(zB) (5.46)

para todo y € B. En efecto, supongamos primero que 0 ¢ B. En tal caso, el
maximo de v sobre B se realiza en el punto ¢ de su borde, y el minimo en

el punto w = g + 27";—2‘. Si Sk, es el anillo que contiene a ¢, sabemos que w

estd contenido en un anillo Si,4; con 0 < j < N — 1. De esta manera, para
todo y € B vale que

1
0(ak) = 7(g) = 7(y) = v(w) = v0(an) = 5xr0(aw)-
Como en particular esto vale para y = xpg, tenemos que

() <vlary) <2¥v(zB) v (zB) < Y0(ar,) <2V (y)
para todo y € B, lo que prueba (5.46). Si 0 € B, esta vez tenemos que

10(0%) = (y) > B0(ax) = 5 0(6).

y por lo tanto podemos estimar
2N~0(0%) 2N~0(0%)
Tolao)). Sota) Y

para todo y € B, lo que concluye que en cualquier caso v(y) ~ vy(xzp), y con
constantes que dependen dnicamente de N y p (pues go depende de 7, es
decir, de p). Como consecuencia de esto, tenemos que

u(B) = fB +(y)dy ~ fB A(0)dy = ~(20)L"(B),

lo que a su vez nos permite afirmar que

1 1
5 jB ) o) = fB F @)1 (w)dy

- M JB [F ()|~ (zp)dy
1
i |l
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De esta manera, sabemos que para toda f localmente integrable, el ope-
rador maximal de Hardy-Littlewood clasico M y el recientemente definido
M ;iv verifican la relacion

M f< M,

y como M f es de tipo débil (1,1), Mliv es de tipo débil (1,1) respecto de
la medida de Lebesgue. Para ver que el tipo débil se verifica respecto de la
medida u, definimos

k+N
U S; (S;=@ si j<O0).

Notando fr = fXS;:v tenemos que para cada x € Sk, la definicion de la
familia BY garantiza que Mévf(:v) = Mlivfk(:z;) De esta manera,

0

p({z/MY f(x) > A}) = > p({z € Sp/M) f(z) > A})

k=0

o0
~ 2 Yo(ar) |{x € Sk/MY fr(z) > A}
k=0
c o0
<& f £ )] olar)dy
M;o S

l;)f y)l dp(y

< 2D (170 duty).

En el pasaje de la primera a la segunda linea hemos apelado a que y(y) ~
~Yo(ax) para todo y € Sk. En el pasaje de la segunda a la tercera hemos
apelado a que M /iv es de tipo débil (1, 1) respecto de la medida de Lebesgue.
En el pasaje de la tercera a la cuarta linea hemos apelado a que y(y) ~ vo(ax)
para todo y € S}, lo que puede comprobarse haciendo un estudio andlogo
al que hicimos para vy(y) en B. El pasaje de la cuarta a la dltima linea se
logra observando que cada punto x € R™ pertenece a lo sumo a 2N + 1 de
los conjuntos S}. Esto completa la demostracién. O

Por tdltimo, antes de emprender la prueba del Teorema 5.0.2, necesitare-
mos la siguiente estimacion:
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Lema 5.3.3. Con las hipdtesis del Teorema 5.0.2 sobre 7y, para todo t > ¢

vale que
t—q g
t

solt) < 2o (5) (5.47)

Demostracion. Sean t > q, y k el unico entero no negativo tal que 1 (q) <

1< ¢k+1(Q)- AS{? 1
Yo(t) < o (Yr(q)) = 27’70(41)-

Para obtener (5.47) bastard entonces conseguir una cota adecuada para k,
y efectivamente tenemos

k k
t<treia(e) =g+ Y, ¢W(q) = a+ >, 75 (@))wi(a) < g+ (k+ (gt
j=0 j=0

lo que despejando k nos permite estimar k > %% — 1, concluyendo la

demostracion. OJ

5.4. Demostracion del Teorema 5.0.2

Con todas estas herramientas a nuestra disposicién, estamos finalmente
en posicién de encarar la prueba del teorema.

Demostracion del Teorema 5.0.2. Lo que haremos serd expresar a la familia
de todas las bolas en R™ como la unién disjunta

Bi1uByuBsu By
con

By ={B cR" bola /0€ B}

Bgz{BCR"bola/0¢ByrB<(b(gB)}

B3 = {BCR” bola /0¢ B,rp > d)(gB) Y 4B <q0}
9(gs)

B, 5

{BCR"bola/0¢B,TB> qu>qO}.
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Por la Observacién 3.2.10, basta ver que la desigualdad (5.5) se verifica para
cada uno de estos operadores.

El caso de Mfl es facil: este operador es exactamente el que hemos
llamado M 3 en el Corolario 5.1.3, donde hemos visto que es de tipo débil
(1,1) y por lo tanto satisface (5.5).

Para el caso de M 52, notamos que la condicién rg < ¢(%B ) implica que
cualquier bola B € By interseca a lo sumo dos anillos Si. Ver Figura 5.11. En

Figura 5.11: Una bola con rg < %(b(qB) y los conjuntos Sk en los que esta
incluida.

efecto, sea ko € Ny el tinico nimero tal que ag,—1 < ¢p < ak, (notando por
comodidad a_; = 0). Esto dice que el punto @) p estd en Si,. Pero entonces

1

T0(a+20) > 70(a + 8(a)) = 370(0) > 570(ax,) = 20011,

lo que nos dice a su vez que el punto de B mas alejado del origen, Q) p +2r|8—133|,
pertenece a Si, 0 Sk,+1. De esta forma B < Sk, U Si,+1 y por lo tanto, con
la notacién del Lema 5.3.2, By < B U B2. De este modo

MEQf(a:) = mdx {M;f(:v),Mif(:p)}

Como el Lema 5.3.2 garantiza que cada uno de estos operadores es de tipo
débil (1,1), MEQ también lo es, y por lo tanto verifica (5.5).

En el caso de M 53, comenzamos recordando que vy(0+) < oo por hipdte-
sis. Si definimos ¢y como el valor de t tal que vo(tp) = %’yo(O—i-), entonces
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tenemos que

te (0,tg) = %'yo(t) < %Vo(to)
= Yo(t + ¢(t)) < vo(to)

De esta manera, podemos acotar ¢(t) inferiormente en (0,qo]. Si ¢ €
(0,t0/2], entonces (5.48) garantiza que

1
¢(t) = §t0 > 0,

mientras que si t € (tp/2, qo|, entonces

o(t) = T(t)t = T(qo)%0 > 0.

Asi, llamando 6 = min{1,7(qp)} tenemos que

#(q) _ to
r>-— = —4.
2 4
Si llamamos B a cualquier bola con 7 5= %0(5 Y 4 = qo, el decrecimiento de
~o implica que 3
u(B) = u(B).
Como esto vale para toda B € B3, tenemos que
1

MBsf(z) < —
S B

If

|17M = )\0.

De esta manera, la desigualdad que queremos probar se cumple trivialmente
para A = Mg, y si A < Ag se tiene que

AS
““M?ﬂ@>kﬂ<umﬂAbbu
W

D [ 1]

Tl Jre A
—_———

<C f<1+log+m>.

|
R A )\
De este modo, podemos limitarnos de ahora en adelante a trabajar con
bolas B € By, lo que ocupara el grueso de la demostracion. Es en este caso
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que sera necesario recurrir a la Proposicién 5.2.2. Concretamente, habremos
concluido la demostracién una vez que hayamos probado que se verifica la
1

desigualdad (5.13) para m = "5=.

Sea pues B € By. Comenzamos obteniendo una cota inferior para la
medida de B.

) = [ [ ([ oot ot

=[], wetetete) ) e

> %m)mB Ay g <lyl <q+oa)})

n+1

> c0(t) (min {r, ¢}) "7 ¢(g) "7, (5.49)

donde en la segunda igualdad hemos expresado la integral en coordenadas
polares, en la primera desigualdad hemos apelado a que r > ¢(q)/2, y en la
segunda hemos apelado a que g es estrictamente decreciente. Para justificar
la dltima desigualdad, es necesario probar la siguiente

Observacién 5.4.1. Existe una constante ¢, > 0 tal que

—1 n+1l

LB r{y/ a<lyl <q+¢(@)}) > calmin{r.g}) 7 ¢(a)7 . (5.50)

Demostracion. Serd necesario separar en casos seguin si 7 es mayor o menor
que ¢, pero en ambos casos la idea serd reducir el conjunto a uno cuya
medida de Lebesgue pueda controlarse a partir de la estimacién (5.11). Si
r < ¢, podemos achicar el conjunto a

Bm{y/q<y|<q+¢<q>}:Bm{y/qsrywsqﬂ’ﬁf)}::w

Ver Figura 5.13. El beneficio que obtenemos con esto es que, apelando a
¢(2) < r < ¢, obtenemos que

2
80 -t ot
<q¢®+rq+rqg=qlqg+2r)=pp>.

De esta manera, tenemos que para todo ¢ < ¢t < ¢ + ¢(q)/4, estamos en
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3 z| =q+ ¢lq)

B

Figura 5.12: Cortes de la regién Bn {q < |z| < g+ ¢(q) por céscaras |z| = t.
las condiciones de la primera estimacién de (5.11). Asi,

(L XB(tw)da(w)) =1

o(Sp(t)t" dt

o
LYW) =
(

©-

Jq_i_ 4(1)
q
fq+ 411)
q

(2)

a+ 5 n—1
CJ (r(t—q)) = dt

q

\%

(q)
n—1 4 n—1
cr 2 J t 2 dt
0

2c n—1 n+l
= ( 1)4n7+174 2 ¢(q) 2.
n — 2

como queriamos.
Para el caso en que ¢ < 7, lo que haremos es achicar el conjunto de la
siguiente manera:

Bo{y/q<lyl<q+ (@)} >B n{y/ ¢<lyl<q+o(q)} =W,

donde B’ es una bola con gqpr = qg y rgr = qp. Ver Figura 5.14. Para esta
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* o N
™ el =a+gla)
\
| \
o] = P(q) ~ .
4 X
\ B
\
- 1
PB w
|
I
|
!/ !
i
{ /
rs

Figura 5.13: El conjunto W para una bola con rp < ¢p

nueva bola, ppr = \/q(q + 2q) = v/3¢, mientras que

g+ () = (1+7(¢)g < (1+7(q))g < 27q < v3q,

ya que 7 es decreciente, ¢ > qo y qo se habia definido para verificar (5.44).
De esta manera, estamos otra vez en las condiciones de la estimacién (5.11)
y por lo tanto

q+6(q)
LYNW) = cf

q

o(Xp(t))dt

q+¢(q) et
—f (q(t—q)) = at

q
n—1 ¢(q) n—1
=qz J t 2z d
0
2 n
2

n+l
14 P(q) 2 .

Esto concluye la demostraciéon de la Observacién 5.4.1.

O]

Ahora que hemos obtenido una cota para p(B), y con (5.13) en mente,
probemos que para t > ¢ se cumple

r(zut) A < ¢ (t_—qﬂ) =

o) t (5.51)



x| =|q + ¢(q) -
,'-.---"‘-- -~
e S -
- |- ~
/22| =g
i ! !
] ;’ }'J'Ir.;\ W. B.
I L]
A
\ !
vy /
\ \\,__ i
< = 7
~ -

Figura 5.14: El conjunto W para una bola con rp > ¢p.

Si ¢ <, tenemos por (5.12), (5.39) y (5.49) que vale

(St M(Aq)S t—q\ 2 ’YO(Q)¢(1Q)QTL_11
=l ))“(B) ( t ) 0(0)q" 7 d(g)* 5

n—1
B (t —q q )2
t (g
Sir < ¢, nuestra cota para o(Xp(t)) dependerd de si t es mayor o menor
que pg. Sit < ppg,

n—1
(5o A ( r(t—q)) W@
Ee0)(B) t ()T d(g) 2
IR e
Tl ()T

()

donde en la ultima desigualdad hemos apelado a que ¢ < t.
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Sir<gqytz=pp, comenzamos acotando

A n-l n—1 2t
U(EB(t)),UJ( 2 < (T) %(q)ilq)q = < T ) . (5.52)
wB) TN (T g9 \D)
Por otro lado, observamos que
q* +2rq — ¢? 2rq 2
t—q=+/q(q+2r) > (5.53)

T Vg2 tq T b3 144BT

Si t < 2¢, usamos (5.53) para controlar

t q
r < (t—Q)z < Q(t—Q)?

mientras que t > 2q implica

' t—
r<g—3 <2q-— 1,
t—q t

Esto junto a (5.52) termina de probar (5.51).

Con (5.51) a nuestra disposicién, podemos probar que estamos en las

hipotesis de la Proposicién 5.2.2 para la familia By, m = ”T_l y eligiendo

1 (log2\ T
‘To\ 2 ’

con C la constante de la cota (5.51). Notando ¥(v) =
por comodidad, el lado izquierdo de (5.13) se puede acotar por

[ o (comaen ) e taaeyan

q

p2/(n—1) _ log2
e y 5

)
2 _ e _
= J qexp (nqj‘f) t" g (t)dt + L exp (nt(b(q??) t" g (t)dt
q

donde en la primera desigualdad hemos apelado a (5.51) y a que ¥(v) es
creciente en v.
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La cota de I queda

(M t—qq
I<(29)" 1] exp ('nt> Y0(2q)dt
q

< (20" fq exp <777;zq;1;]> 27(q) (;) O

2 t—qq
= 2”q"_1f exp <—77> dt
g o(q) t

o0

<2¢0(0) [ eds ~ (4,
0
donde en la segunda desigualdad hemos invocado el Lema 5.3.3, en la tercera
desigualdad hemos hecho el cambio de variable s = % y notado que 4 <1,
y en el paso final hemos apelado al Lema 5.3.1.
Para la cota de II, definimos 7(q) = 1/7(q), que es creciente por ser 7T
decreciente, y de esta forma

11 < L exp (nqb(qq)> "Ly (t)dt
a

B 0
= 2" (@) J Y0(25)s" Lds
qOO

< 2nen™(a) J

1
270(s) exp (— log 28) 5" lds
q

¢(s) 2
~ - Q0
< 9+ 17 (@) 17 (@) J Yo(s)s™Lds ~ u(Ay),
q

donde en la igualdad hemos hecho el cambio de variables t = 2s, en la
segunda desigualdad hemos apelado al Lema 5.3.3 cont = 2sy q = s,y
finalmente al Lema 5.3.1.

Todo esto nos permite aplicar la Proposicién 5.2.2 para By, obteniendo
asi que para todo A > 0 se verifica

u({z e R"/ MB f()}) < C . |§| (1 +log* |/\f|>2du.

Como teniamos esto para las otras familias de bolas, esta desigualdad se
cumple también para M, y as{ hemos probado el Teorema 5.0.2. O
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5.5. Comentarios finales

Después de haber ocupado mas de 30 paginas para poder demostrar
un Teorema, es una buena idea hacer un parate y reflexionar sobre lo que
acaba de suceder. jPor qué ha sido tan costoso en este caso obtener una
desigualdad modular débil para M,? Una respuesta posible es que en este
caso no contamos con un Lema de Cubrimiento que sirva a tales efectos.
Los lemas de tipo Vitali necesitan para su aplicacién algtin control de las
medidas de las bolas de acuerdo a la razén entre sus radios, que en este caso
no tenemos. Notemos que en este caso, el argumento geométrico que estd en
el corazon de esta desigualdad es la Observacion 5.4.1: este es el lugar donde
aparece el exponente ”TH Sin embargo, poder usar esta relacién geométrica
para probar la desigualdad requirié de muchisima maquinaria. Es interesante
notar cémo la ausencia de doblantez complica tanto la obtencién de este tipo
de resultados, y nos da la pauta de que efectivamente hay mucho que estudiar
en estos casos.

Habiendo probado el Teorema 5.0.2, queremos mencionar una consecuen-
cia. A pesar de que la desigualdad modular (5.5) es mas débil que el tipo
débil (1, 1), se puede probar el siguiente resultado para el operador M,,.

Teorema 5.5.1. Sea p una medida que verifica las hipotesis del Teorema
5.0.2. Luego M, es de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < 0.

Demostracion. El espiritu de la prueba es interpolar la desigualdad (5.5)
con el tipo fuerte (00, 00) de M),. Fijemos A > 0 y definamos

0 si no.

fA(m) _ {f(f) si |f(x)| - %

Como consecuencia de la escritura f = f* + (f — f*) y de la subaditividad
del operador My se llega a que

(0 B Muf(0) > N & {af @) > 5 b {o/ b0 - o) = 5}

Pero el segundo de estos conjuntos es vacio, pues

Mf - P < |- <5
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De esta manera obtenemos

plfe € RY/ My f(2) > M) < e € B/ M fA(z) > 3)

/] ( 2|f|)"2“
C |14+ log —— d
f{lf>;} AU TN !
Ifl n+1 <2e\f|>”‘1
C - d
J{|f>;} A2(p—1) A H

p
< Chp fRn (’ﬁ') du, (5.54)

donde en la segunda desigualdad hemos apelado al Teorema 5.0.2, y en la
tercera hemos aplicado la desigualdad elemental

1
1+loga =logea < —(ea)® para a>1lya>0, (5.55)
a

con o = (p— 1)7%rl ya= % Queremos hacer notar que la condicién que
requiere (5.55) sobre a es lo que obliga a introducir la funcién f* en la cota.

Finalmente, notamos que con (5.54) hemos probado que M, es de tipo
débil (p,p) para todo p > 1, y por lo tanto es también de tipo fuerte para
todos estos valores. O

Queremos terminar esta seccién comentando otra desigualdad probada
por Sjogren y Soria en [SS04], solo en el caso de la medida Gaussiana.
Teorema 5.5.2. Con la misma notacion del Teorema 5.0.1, el operador

_n—1
M, : L}M —> w — L(log™ L), 2 es acotado. Concretamente, existe una
constante ¢ > 0 tal que para todo A > 0 se cumple que

(log™ )\)nT_l c
— L. |[fldus + . (5:56)

Esta desigualdad no sirve en general para probar el tipo fuerte (p,p) de
la maximal, pero permite probar otras desigualdades interesantes como

psto €R'/ Moy f@) > 0 < 5 [ 17100+ Tog™ )% ds + 5.

s ({o € R" /My, f(2) > A}) < ¢

n—1
lo que muestra que M, : L(1 + logt L),2 —w— L}%. La demostracién del
Teorema 5.5.2 es parecida a la del Teorema 5.5.2, con algunas diferencias.
En particular, el rol del operador m lo cumple un operador distinto, que
se adapta mejor al nuevo contexto.
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Capitulo 6

Anexo

Dedicamos este espacio a probar algunas desigualdades elementales.
Lema 6.0.1. Para todo a,b > 0 se tiene que
log™ (ab) < log™ a + log™ b.

Demostracién. Si a,b < 1, log™ = log y se verifica la igualdad. Si a,b < 1,
log™ (ab) = 0 y la desigualdad se cumple trivialmente. Los casos restantes se
reducen sin pérdida de generalidad al caso a < 1 < b. En este caso tenemos

que
log™ (ab) < log™(b) = log™ (a) + log(b).

Lema 6.0.2. Sean a > 1 y a > 0. Entonces se tiene que
1
1+loga =logea < —(ea)®. (6.1)
@

Demostracion. Sean f, g : (0,00) — R dadas por
1
f(z) =log(z) y g(z)=—a"

Basta probar que f(x) < g(z) para todo z > e. Para esto calculamos las
derivadas

Flay=— v d0) =2

a > 0 implica que f'(z) < ¢'(z) para x > 1. Pero entonces basta probar que

eOé
1= f(e) <gle) = —.
fle) < gle) = —
Esto es consecuencia de que e¥ > y para todo y € R. ]
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