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Resumen

En esta tesis estudiamos un método basado en la teoria de rayos que se propone encontrar
soluciones aproximadas de una clase de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
son las encargadas de describir el fenémeno de propagacién de ondas a través de un medio
no homogéneo. La aproximacion que emplearemos se conoce convencionalmente como apro-
ximacién WKB (1926) y consiste en introducir un sistema de coordenadas de rayos, sobre el
cual la amplitud y la fase de la soluciéon de onda exhiben variaciones lentas. Es llamada de
esta forma por Wentzel, Kramers y Brillouin, quienes popularizaron el método aplicandolo a
problemas de mecanica cuantica. Sin embargo, también se debe dar crédito a muchos otros,
incluidos Rayleigh y Jeffreys, que contribuyeron a su desarrollo inicial [2].

La teoria de rayos, en la cudl se basa el método WKB, se utiliza practicamente en
todas las areas de propagacion de ondas, incluidas la sismica, la ciencia atmosférica, la
teledeteccién y telecomunicaciones, la acistica oceanica, la astronomia, la mecanica cuantica
y la éptica, entre otras. Una de las limitaciones de la aproximacion WKB es que deja de ser
valida en zonas donde los rayos convergen o divergen rapidamente, especialmente en regiones
donde se cruzan formando causticas, situaciéon frecuente en problemas de propagacién a
grandes distancias. Esta dificultad motivé el desarrollo de numerosos métodos que procuran
superar esta situacién, en particular, la teorfa del indice KMAH (Keller, Maslov, Arnol’d y
Hormander) especifica qué tipo de correccién se debe incorporar cuando un rayo atraviesa una
caustica. En casos generales, estas correcciones suelen ser muy complejas o muy costosas de
implementar y las aproximaciones que se obtienen suelen ser poco precisas. Por este motivo,
nunca resulté un gran aporte implementar la aproximacién WKB a érdenes superiores, como
lo afirma Chapman en un fragmento del libro Fundamentals of Seismic Wave Propagation

[5]

La principal causa de ruptura de la aproximacién de rayos geométricos son las
cdusticas y las discontinuidades en el campo de ondas [...]. En estos casos, la
aproximacién geométrica o los términos de orden superior son singulares. Los
términos de orden superior en la serie de rayos asintoticos son de poca utilidad.

Sin embargo, resultados recientes [4] indican potenciales ventajas en el uso de WKB de
orden superior, dado que en este método, gracias a una descomposicion en zonas acotadas
por ciertas “pantallas” (screens), se obtiene un campo WKB que es suave en la totalidad del
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Figura 1: En la parte superior de la figura se muestra el campo asociado al trazado de rayos
graficado en la figura inferior, calculado con el método S-WKB. La figura del medio es la
superposicién de las dos imagenes. Bruno y Maas [4]

dominio. La Figura 1 demuestra el campo obtenido usando este método, pero solo incorpo-
rando WKB de orden 1. Se espera que el uso de WKB de orden superior dé lugar a mejoras
significativas en el error resultante. El objetivo de esta tesis es el desarrollo e implementa-
ciéon de un método eficiente para la obtencion de los términos de orden superior de dicha
aproximacion.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuacion de Helmholtz

La ecuacion de Helmholtz a menudo aparece en el estudio de problemas fisicos que invo-
lucran ecuaciones diferenciales parciales, tanto en el espacio como en el tiempo en las que se
puede aplicar el método de separacion de variables.

Por ejemplo, si se considera la ecuacion diferencial para la propagacion de ondas arméni-
cas en el tiempo en un medio no homogéneo

2

(V2 - nz(w)%) u(x,t) =0, (1.1)

donde
n(x) = co/c(x)

se conoce como indice de refraccion y debe valer que n(x) > ng > 0 es una funcién sufi-
cientemente suave. Aqui, ¢y es una constante que indica la velocidad de propagacion de la
onda en un medio de referencia (por ejemplo, en problemas de propagacién de la luz, co
corresponde a la velocidad de la luz en el vacio) y ¢(x) es la velocidad de propagacién de la
onda en el medio original.

La separacion de variables comienza asumiendo que la funcién de onda u(z, t) es de hecho
separable, es decir, se puede escribir de la siguiente forma:

u(e,t) = Ulz)T()

Si sustituimos esta igualdad en la ecuacién de ondas y luego simplificamos, obtenemos la
siguiente ecuacion:
1 V2U(x) 1 d*T'(t)
n2(x) U(x)  T(t) dt>
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Se puede notar que la expresion del lado izquierdo depende solo de las variables espaciales
x, mientras que la expresion de la derecha depende solo de la variable temporal t. Como
resultado, esta ecuacion es valida en el caso general solo si ambos lados de la ecuacién son
iguales a un valor constante.

A partir de esta observacién, obtenemos dos ecuaciones, una para U(x) y otra para T'(t)

1 VU(x)

n?(x) U(x) =5
1 a7,
T(t) di2 %

donde hemos elegido, sin pérdida de generalidad, la expresién —k? para el valor de la cons-
tante. Para ondas acusticas armonicas en el tiempo se puede probar que una funcion de la
forma:

(e, t) = R{U () exp|—ikt]}

es solucién de la ecuacién (1.1) siempre que la funcién U, dependiente del espacio, satisfaga
la ecuacién de ondas reducida o ecuaciéon de Helmholtz

VU + k*n*(z)U = 0. (1.2)

A la constante k se la llama nimero de onda y estd dada por k = w/cy, donde w es la
frecuencia angular de propagacién. Esta ecuacion lleva el nombre del fisico Hermann Ludwig
von Helmholtz (1821-1894) por sus contribuciones a la actstica matematica y al electromag-
netismo.

La ecuacién (1.2) por si sola, no garantiza la unicidad de solucién. Por ejemplo, en el
caso en que n?(x) = 1 para = fuera de un subconjunto compacto de R3, para tener unicidad
debemos requerir la condiciéon de radiacion de Sommerfeld, que se expresa de la siguiente

forma
lim — —3kU | =0 1.3
r%l OOT < or ! ) ’ ( )

donde r = |z| es la norma euclidea de x. La condicién de radiacién de Sommerfeld expresada
en palabras se lee

”las fuentes deben ser fuentes, no sumideros de energia. La energia que se irra-
dia desde las fuentes debe dispersarse hasta el infinito; ninguna energia puede
irradiarse desde el infinito hacia... el campo”. [17]

La ecuacién de Helmholtz junto con la condicién de radiacion describen la propagacién de
las ondas actusticas armonicas en el tiempo de pequena amplitud en un medio no homogéneo
que varia lentamente. La tltima condicién sobre la variaciéon del medio es consecuencia
de la derivacién de la ecuacién de ondas (1.1) y se pueden encontrar los detalles en la
Referencia [6][p. 204].
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Solucién fundamental en R3

Si se considera el problema de propagacion de ondas en un medio homogéneo producida
por una fuente puntual ubicada en el punto y se puede verificar que la funcién

1 etklz—yl

o = R? 1.4
(z,y) g "Y€ , TFY (1.4)

es una solucién de la ecuacién de Helmholtz
AP+ Ed =6(x —y)

con respecto a x para cualquier y fijo y satisface la condicién de radiacién de Sommerfeld.
Debido a su singularidad polar en & = y, la funcién ® se denomina soluciéon fundamental de
la ecuacién de Helmholtz.

Solucién fundamental en R?

En el resto de nuestro trabajo, trataremos el problema bidimensional, es decir, el dominio
estard incluido en R2. Es importante observar que la ecuacién de Helmholtz en R? se puede
utilizar para describir problemas en R? que sean axi-simétricos en alguno de sus ejes. Por lo
tanto, los resultados que nombramos hasta ahora, siguen siendo validos en dos dimensiones
después de la modificacién adecuada de la solucién fundamental y de la condicion de radiaciéon
de Sommerfeld.

La solucién fundamental (1.4) debe ser reemplazada por

i
(x,y) = {Hy' (klz —y)). (15)
donde H} denota la funcién de Hankel de primer tipo y orden cero. Un desarrollo completo
de este tema se puede encontrar en la Seccién 3 de la Referencia [6].
La condicién de Sommerfeld debe ser reemplazada por

ouU*
lim r!/2 —ikU® | = 1.
lim 7 o ikU 0 (1.6)
donde r := |x|. Finalmente, queremos mencionar que Hél) posee una serie asintética. La

formula de su expansién completa se puede encontrar en el Apéndice 5.4, aqui la expresaremos

de la forma
2 . 1
H(l) _ i(kr—m/4) 1
o (hr) 7rk:r€ +0 kr ’

donde se puede ver que la solucién fundamental (1.5) satisface la condicién de radiacion (1.6).
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Los problemas de propagacién que estamos interesados en resolver son los problemas de
alta frecuencia, es decir, donde el nimero de onda k sea grande, respecto a las demas escalas
del problema. Para k grande, la longitud de onda es pequena y como consecuencia la solucion
U se vuelve altamente oscilatoria. En esquemas clésicos de resolucién, una situaciéon como
esta requiere mallas muy finas para resolver tales oscilaciones con precision. Por lo tanto,
los métodos estandar serdn muy costosos e ineficientes. La ventaja de la aproximacién que
emplearemos en este trabajo, conocida como aproximacion WKB estd basada en la teoria de
rayos y consiste en la introduccién de un nuevo sistema de coordenadas, sobre los cuales la
amplitud y la fase de la solucién varfan lentamente. En la préoxima secciéon introduciremos
algunos conceptos bésicos de la teoria de rayos.

1.2. Teoria de rayos

El comportamiento de las trayectorias de los rayos se consideré mucho antes de su for-
malizacion matematica. De hecho, la propagacion y reflexién de los rayos fue estudiada
originalmente por Euclides, mientras que la ley de Snell que rige la refraccién de los rayos
data de 1626. La teoria de los rayos surgi6 originalmente de la 6ptica, donde se utilizé para
modelar la propagacion de la luz. Esta teoria estudia cémo las trayectorias de los rayos se
doblan o refractan al propagarse por un medio, rastreando asi la propagacién de los frentes
de onda. Podemos imaginar rayos propagandose en todas las direcciones en el espacio libre,
sin embargo, los que rastreamos son los que nos ayudan a comprender la propagacion de
una fuente en particular. Asi, las ondas planas y las ondas esféricas en el espacio libre se
entienden en términos de diferentes frentes de onda y diferentes rayos. La imagen relevante
para una fuente puntual en un medio homogéneo se muestra en la Figura 1.1a, donde los
rayos son lineas rectas. Para entender lo que sucede en los medios no homogéneos, primero
podemos comenzar por estudiar los medios en donde el medio varia por capas, es decir,
medios que estan compuestos por distintas capas de fluidos, donde cada una de estas capas
posee una velocidad de propagacion constante. La onda incidente da lugar a ondas reflejadas
y transmitidas. A continuacién, analizaremos el comportamiento de las ondas transmitidas.
Llamaremos nq,ny, n3, ny al indice de refraccién asociado a cada fluido. Recordando la ley
de Snell

nysin @y = ng sin Oy

que vincula el angulo de incidencia de la onda incidente #; con el dngulo de la onda trans-
mitida #,. Siguiendo la onda transmitida a través de la pila de capas, se puede notar que la
onda transmitida por una capa es la onda incidente en la siguiente, por lo tanto, la ley de
Snell aplicada a la nueva capa se escribe como

Ny sin 6y = ng sin O,

y asi sucesivamente.
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Fuente

Figura 1.1: En la Figura (a) se representan graficamente parte de los rayos y frentes de onda
asociados a la propagacién de una fuente puntual. En la Figura (b) se representa el cémo
se curva un rayo que atraviesa un medio formado por varias capas de fluidos con diferentes
indices de refraccion

Si ahora pensamos a la pila de capas discretas como la aproximacion de un fluido en
el que su indice de refraccién n(z) varfa continuamente, entonces podemos reescribir las
expresiones anteriores como

n(z1)sin@(z1) = n(zz) sin O(z2),

Se puede demostrar que en interfaces de fluido-fluido, las ondas reflejadas se vuelven
progresivamente mas débiles a medida que las discontinuidades en la velocidad decrecen y
por lo tanto se pueden despreciar.

Siguiendo nuestro razonamiento, si contamos con un punto y un angulo de partida del
rayo zp v 6y, respectivamente, entonces el angulo del rayo a una cierta profundidad z estara
dado por

f(2) = arcsin méo)) sin@(zo)}

Puesto en palabras, si consideramos un perfil de velocidad que aumenta continuamen-
te con la profundidad, como el caso de la Figura 1.1b, el rayo se refracta continuamente,
aparentemente alejandose de las partes del medio de mayor velocidad. En la practica, para
un observador que mira en la direccién de propagacién del rayo, los frentes de onda a la
izquierda estan en un medio mas lento que los de la derecha, entonces, el frente de onda se
gira continuamente como lo harfa un carro con una de sus ruedas en el barro. [§]
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1.3. El método WKB

El método WKB, es llamado de esta forma en honor a G. Wentzel, H.A. Kramers y
L. Brillouin (1926). En realidad, H. Jeffries escribié un articulo sobre esta solucién en un
contexto de propagacién de ondas en 1923, por esta razon, algunas personas lo llaman WKBJ.
De hecho, esta aproximacion fue discutida por primera vez por Liouville y Green en 1837, y
nuevamente por Rayleigh en 1912 [19].
Ya estamos en condiciones de presentar el método, nos interesa resolver la ecuacién de
Helmholtz
V2U(x) + k*n*(z)U(x) = fuente, (1.7)

donde la fuente es descripta por una funcién que se anula en todos lados excepto en el trans-
misor. Si n es constante y la fuente esta a una gran distancia la solucién es aproximadamente
una onda plana:

U(x) = Uy exp(ikx).

Esto sugiere que probemos con una solucién que es el producto de un término de amplitud
y un término de fase exponencial:

U(x) ~ A(x) expliky(x)], (1.8)

aqui, la funcién ¢ (x) es conocida como la eikonal y define la fase de la senal cuando es
multiplicada por el nimero de onda k.

La asuncion bésica es que ni el indice de refraccion ni las condiciones de borde cambian
significativamente sobre una longitud de onda. Esto sugiere que los términos de amplitud
y fase son funciones que varian lentamente con la posicién. Para explotar esta asuncién
expandimos la amplitud en potencias inversas del niimero de onda

A1<$) AQ(QI)
ik (k)2

A(z) = Aolz) + (1.9)

La expresion anterior es llamada series de rayos. Generalmente es divergente, pero en ciertos
casos puede mostrarse que es una aproximacion asintdtica a la solucién exacta (ver Referen-
cias [16][1]). En la préxima seccién, desarrollaremos el concepto de aproximacion asintética
y trataremos el tema de estimacién de errores.

Volviendo a la deduccion del método, tomando las derivadas de la serie de rayos, obte-

nemos:
] A A

Ux ~ ik 15 . J. 3793'

‘ [Z 2> (ik) +j§ (ik)

Jj=0

Y

Use ~ ™ {[—k2<wz)2 kel D s 2R D G 2 Gy } |
§=0 J=0

J=0



1.4. CONDICIONES DE VALIDEZ Y ESTIMACION DEL ERROR 7

Entonces, podemos escribir

A; ) -

-+ 2
(ik) + 2tk E
Jj=0

: ; V2A,
217 ik 2 2, 2 J J
VU e {[—k’ |V¢] +1kV ¢] 7 + E (zk)J

Jj=0

VA
0 } . (1.10)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién de Helmholtz e igualando los términos del mismo
orden en k, obtenemos la siguiente secuencia infinita de ecuaciones para las funciones ¢ (x)

y Aj(x)

J=0

O(k?) = [Vih(x)]*= n*(x) (1.11)
O(k) : 2Vp - VAp(x) + V) Ag(x) =0 (1.12)
O(k'™7) 1 2Vih(x) - VA (x) + (V2 (x))4;(x) = = V34, 1(x),j = 1,2, ..., (1.13)

la ecuacién para ¥ (x) es conocida como la ecuacién eikonal. Las ecuaciones restantes para
A,;(x) son conocidas como ecuaciones de transporte.

Como mencionamos anteriormente, si una onda que se propaga incide en una interfaz
donde el indice de refraccién cambia repentinamente (por ejemplo, cuando una onda de
luz que se propaga en el aire incide en un vaso de vidrio), entonces generalmente hay una
reflexién significativa de la onda, sin embargo, de acuerdo con la solucién WKB; si una onda
que se propaga incide en un medio en el que el indice de refraccion cambia lentamente a lo
largo de la direccion de propagacion de la onda, entonces la onda no se refleja en absoluto.
Por supuesto, la soluciéon de WKB es solo una aproximacion, en realidad, una onda que
se propaga en un medio en el que el indice de refraccién varia lentamente esta sujeta a
una pequena cantidad de reflexién. Sin embargo, la relacion entre la amplitud reflejada y la
amplitud incidente es muy pequena y por lo tanto se puede despreciar.

1.4. Condiciones de validez y estimacién del error

En el comienzo de esta seccién haremos un repaso de definiciones y propiedades rela-
cionadas con las series asintoticas. Posteriormente desarrollaremos un criterio para predecir
cuando la aproximacion WKB sera apropiada para aproximar nuestra solucién. Este criterio
es cualitativo, es decir, especifica qué tan grande debe ser k para que la serie WKB en (1.8)
aproxime a U(x) con algin error relativo prescrito.
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1.4.1. Series asintoticas

Comenzamos enfatizando la diferencia entre las series convergentes y asintéticas. Una
serie no necesita ser convergente para ser asintética. De hecho, la mayor parte de las series
asintoticas no son convergentes.

, . . . _ o0 n .

Sea x un pardmetro espacial fijo. Si f(z, k) = Y an(x)(k—ko)" es una serie convergente

para |k — ko|< R, entonces el resto

N

en(z, k) = f(z,k) =Y an(z)(k — k)"

n=0

tiende a cero cuando N — oo para cualquier k fijo, |k — ko|< R. Por otro lado, si la serie es
asintdtica a f(x, k), es decir

Fla k) ~ Y an(@)(k — ko) (k = ko)

n=0

entonces, el resto ey (z, k) tiende a cero mas rapido que (k — k)" cuando k — ko, pero no
necesariamente tiende a cero cuando N — oo para un k fijo. Si ky = oo, como en nuestro
caso, la correspondiente definicién es f(z, k) ~ > 07 a,(x)k™" (k — o0) si

N
flz, k) =Y an(x)k™™ < k™, (k — oo para todo N). (1.14)

n=0

La convergencia es una concepto absoluto, una propiedad intrinseca de los coeficientes de la
expansion a, (). Uno puede probar que la serie converge sin necesidad de conocer la funcién
a la que converge. Sin embargo, la asintoticidad es una propiedad relativa de los coeficientes
de la expansién y de la funcién f(x, k) a la que la serie es asintética. Para probar que una
serie es asintética a f(z, k), se debe considerar tanto f(z,k) como los coeficientes de la
expansion.

Por otro lado, no todas las funciones pueden ser expandidas en series de potencias asintoti-
cas. La funcién f(z,k) = k! crece cuando (k — 0), y por lo tanto, no puede ser asintética a
una serie de la forma Y- a,(z)k™ con n > 0. Similarmente, f(z, k) = €* no tiene una serie
de potencia asintdtica de la forma Y 7, a,(z)k"(k — o), pues e* crece cuando k — oo.

Si f(x,k) puede expandirse en la serie de potencias asintdtica ZLO an(x)(k — ko)™
(k — ko), entonces los coeficientes de esta expansion son tnicos. Esto es consecuencia de la
definicién anterior ya que provee una forma de determinar los coeficientes a,(z) de forma
unica

ap(x) = lim f(z, k), (1.15)
k—ko

Y f(ka)—ao(x)
o= Ty
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y en general

an(a) = tim 1R = Ty au(@)(k — ko)
N k—ko (k _ kO)N .

La condiciéon para que una funcién tenga expansion asintética en series de potencia es que
todos los limites existan.

La mayoria de las operaciones (suma, multiplicacién, divisién, diferenciacién, integracion,
etc) pueden realizarse en una serie de potencias asintética término a término como si fueran
series convergentes, con ciertas excepciones (ver Bender and Orzag [2][p.125]).

1.4.2. Propiedades de las series asintéticas

Funciones con comportamiento asintético nulo a todo orden: En general, basta
con calcular unos pocos términos para obtener buenos resultados numéricos de series asintéti-
cas divergentes. Curiosamente, se debe usar esta técnica con precaucion porque produce una
respuesta numérica tnica. En realidad, la “suma” de una serie de potencias divergente no
estd determinada de forma tnica.

Por ejemplo, si f(z, k) ~ > " an(x)(k — ko)" (k — ko) entonces, también es verdad que
fla, k) + etk ™ 57 q () (k — ko)™ (k — ko) ya que e~ %)™ < (k — )" cuando
(k — ko) para todo n. De hecho, la serie Y, a,(z)(k — ko)™ es asintética cuando (k — ko)
a cualquier funcién que difiera de f(x, k) por una funcién g(x, k) siempre que g(z,k) — 0
cuando k tiende a kg méas rapido que todas las potencias de (k — ko). Tales funciones se dice
que son subdominantes a la serie de potencias asintética. La expansion asintética de g(x, k)
es

g(z, k) ~ > 0(k — k)" cuando k — ko

n=0

La discusién anterior muestra que el valor de k para el cual la aproximacion asintética
Optima resulta 1til no puede predecirse a partir de la serie asintotica misma. Por lo tanto,
para cualquier problema dado, nunca podemos saber a priori si el analisis asintotico dara o no
buenos resultados numéricos en un valor fijo de k. Sin embargo, la experiencia ha demostrado
que los métodos asintoticos casi siempre dan resultados muy buenos.

Unicidad de la serie asintética: A pesar de que hay varias funciones asintéticas
para una serie de potencias asintotica dada, hay una tunica serie de potencias asintética pa-
ra cada funcién. Especificamente, si una funcién f(z, k) puede expandirse como f(z,k) ~
Yot gan(z)(k — ko)™, k — ko, entonces los coeficientes de la expansién son tnicos. La de-
mostracion se deduce de las ecuaciones (1.15).
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1.4.3. Condiciones de validez de la aproximacion WKB

La naturaleza singular de la teoria WKB es evidente en el término k en la aproximacion
exponencial (1.8)

o0

U(x) ~ expliky(x

) (k — o0) (1.16)

A menos que ¢(x) = 0, la aproximacién deja de ser correcta para k — 0. Ademas, la serie
Yoo o(ik)™" A, (x) usualmente diverge, es por esto que usamos la notacién asintética ~ en
lugar del signo =. A pesar de que la serie WKB casi siempre diverge, como corresponde a
toda aproximacion asintdtica, puede proveer aproximaciones extremadamente precisas de la
solucién U(x) cuando se la utiliza correctamente. A continuacién, mostraremos un criterio
para predecir cuando el uso de la aproximaciéon WKB seréd apropiado.

Para que la aproximacién WKB sea valida en un dominio, es necesario que la serie
> (ik) " A, (x), sea una serie asintética en k cuando k — oo uniformemente para todo « en
el dominio. Esto requiere que las siguientes relaciones asintéticas

|(ik) " A ()| < [Ao()] k — o0,
(i) As ()< [ (i)~ Au ()], k — oo,
(k) ™" Ay ()| < |(ik) "D A ()], k — oo,

se cumplan uniformemente en x. Estas condiciones son equivalentes a pedir que cada una
de los cocientes A, 11(x)/A,(x) (n =0,1,2...) sean funciones acotadas de x en el dominio
(aunque estas cotas pueden ser funciones arbitrarias de n). Si la serie > (ik) " A, (x) es
uniformemente asintdtica en & cuando k — 00, la regla de truncamiento 6ptimo recomienda
truncar la serie antes del término mas pequeno (ik)™N Ay (x), con lo que se obtiene una
aproximacién con un error relativo uniformemente pequeno en todo el dominio .

1.4.4. Estimacion del error

Si las condiciones anteriores se cumplen, el error relativo entre la solucién U(x) dada por
(1.8) y la aproximacién WKB es el siguiente:

U(@) — expliki(a)] 3, (ik) " Au(@)
Ulz)

~ kN Axn(x) k— o0 (1.17)
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1.5. Ecuacion eikonal

Volviendo al planteo de ecuaciones del método WKB, la primera ecuacién que debemos
resolver es la conocida como eikonal 1.11. La ecuacién eikonal es una ecuacién diferencial en
derivadas parciales no lineal de primer orden. La resolveremos aplicando un método llamado
método de las caracteristicas siguiendo el procedimiento presentado en la Referencia [9]. El
método introduce una familia de curvas caracteristicas (rayos) que son perpendiculares a las
curvas de nivel de 9 (frentes de onda). Esta familia de rayos define un nuevo sistema de
coordenadas, llamadas coordenadas de rayos. Resulta que en estas coordenadas la ecuacion
eikonal se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, lineal y mucho mas simple. Recordemos
que la ecuacion eikonal tiene la siguiente forma

IV (x)]*= n*(x), (1.18)

o equivalentemente,
Va(,y)® + 1y (2,9)* = n(2,y)*.

Para seguir la notacién de la Referencia [9] llevamos esta ecuacién a una expresiéon de la
forma

F(%%%?ﬂx,%) =0 (119)

y obtenemos
(2, y)® + Wy (2,9)* = n*(z,y) =0 (1.20)

A partir de aqui, usaremos la siguiente notacion: p := ¥, y q := 1,,.
De acuerdo con la teoria de caracteristicas [9, p. 33], y suponiendo que el Jacobiano no
se anula

J = X,Y, — XY, £ 0, (1.21)

tenemos

(X (s,1),Y(s,t)) = V(s,t), (1.22)

y, por lo tanto, se puede obtener ¢ (z,y) invirtiendo las relaciones en
r=X(s,t) y=Y(s,t). (1.23)

Las nuevas variables (s, ) son conocidas como coordenadas de rayos. El paralelismo con los
rayos es el siguiente: supongamos que me encuentro en un punto (zg,yo) del dominio y el
cambio de variables es inversible, entonces, a dicho punto le corresponderd un punto (s, to)
de forma tal que (zo,v0) = (X (S0, %0), Y (S0,%0)). Llamamos a las variables (s,t) coordenadas
de rayos pues el punto sy indicard el rayo (curva caracteristica) al que pertenece el punto
(zo,Y0) , y el punto ¢, indicara la posicién dentro del rayo, asociado a sy (ver Figura 1.2).
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/ Caracteristicas

Curva inicial =

Figura 1.2: Siguiendo nuestra notacién, la curva inicial estard definida por la curva
Z(s) = (X(s,0),Y(s,0)). A su vez, cada curva caracteristica estarda asociada a un valor
de s particular, es decir, la curva Cy,(t) = (X (so0,t), Y (s0,t)) representa una curva carac-
teristica (rayos) para un sq fijo.

A partir de aqui seguiremos la siguiente notacion:

Siguiendo el método de las caracteristicas, el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales que
deben satisfacer las funciones X, Y, ¥V, P y @) es el siguiente

g—FP,
o e
C;—TZPFPﬂLQFQ,
Cil_f:_FX_PF\IM
@:—Fy—QF\p.

dt
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Para nuestro caso particular, las ecuaciones se reexpresan de la siguiente forma

dX(s,t)
— = 2P(s,t),
dY(s,t)
o = 201,
d\IfC(;,t) — o (X(s.0), Y (5.0))2. (1.24)
dP(s,1) =2n(X(s,1),Y(s,t)).nx(X(s,t),Y(s,1)),
dt
dQc(;’t) =2n(X(s,t),Y (s, t)).ny(X(s,1),Y(s,1)),

que es un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden.

1.6. Ecuaciones de transporte

Continuaremos con la ecuacién para el primer término de la serie asintética A(x), la
primera ecuacion de transporte (1.12),

IVUV Ay + AVUA) =0 (1.25)

Para despejar el término Ay usaremos una propiedad del Jacobiano presentada en [8] que
nos sera muy tutil y se puede encontrar su deduccion en el Apéndice 5.1

dJ dX

Lo v == g 1.26

7= () (120
Si tenemos en cuenta el sistema de ecuaciones diferenciales (1.24) para X e Y, deducimos

que
dX (dX dy

dt o\ dt’dt
y por lo tanto, si reemplazamos en (1.26) por la tltima igualdad, deducimos que

d
d—i:(2V-V\II)~J:(2A\If)~J.

> = (2P,2Q) = 2V, (1.27)

Entonces, despejando AW
1 dJ

T 2Jdt’
reemplazando la expresion resultante en la primera ecuacion de transporte, y teniendo en
cuenta la equivalencia 1.27, obtenemos

dAy 1 dJ
W + (§E> Ay = 0.



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Reordenando e integrando en ambos miembros con respecto de ¢, finalmente obtenemos

tp dAg 1 [tr 4
idt:——/ AL gt
[ =) 5

g (A )y 1 (Jote)),

Ao(X (5,0),Y(5,0)) 2 7(s,0)

Aplicando la funciéon exponencial a ambos lados, por otro lado, resulta que

VI ) Ao(X (5,11), Y (5, t5)) = /T (5, 0)Ag(X (s,0), Y (s, 0)) (1.28)

Por lo tanto, si conocemos J a lo largo de las curvas caracteristicas, podemos despejar el
término A, de la ecuacién (1.28).

Retomaremos esta idea mas adelante, donde daremos los detalles de la resolucién de los
sistemas resultantes tanto para el término Ay como para la funcién eikonal. Aqui observamos
que la ultima expresién que obtuvimos (1.28) nos da la pauta que a lo largo de todo el camino
del rayo la cantidad \/7A0(X ,Y') es una cantidad que se conserva. Teniendo en cuenta que
el Jacobiano J nos indica la proximidad de los rayos, esta igualdad nos dice que la amplitud
y la intensidad se definen en términos de tales proximidades. Como el flujo de energia es
proporcional a la intensidad de la senal multiplicada por el area del haz de rayos, esta debe
ser constante para satisfacer la conservacion de la energia. Concluimos que la teoria de rayos
no se puede aplicar en regiones donde los rayos convergen: en estas regiones el Jacobiano
se anula y para que se cumpla (1.28) la amplitud debe ser infinita, lo cual no reproduce
correctamente el comportamiento asintotico de la ecuacién de ondas original.

Desafortunadamente, estas singularidades suelen ser los puntos de mayor interés, ya que
son causadas por la falta de homogeneidad en el medio. Muchos enfoques se han propuesto
para superar esta dificultad, en particular la teoria del indice KMAH, segun la cual se puede
incorporar una correccién después de la caustica que depende del tipo de caustica atravesada
por el rayo. En la proxima seccion trataremos el tema de las causticas y desarrollaremos
brevemente las principales ideas de la teoria del indice KMAH.

1.7. Causticas y catastrofes

A lo largo de la historia de la fisica hubo un consistente interés en las causticas. Este
interés se deriva del hecho de que en las causticas es donde se produce una marcada concen-
tracion del campo. De hecho, la intensidad de la luz sobre una cdustica puede ser suficiente
para quemar un papel, lo que explica el origen de su nombre (del latin causticus , quemar).

Una caustica familiar es la curva en forma de cispide que a veces aparece en la superficie
de una taza de café a la luz del sol, o el patréon cambiante en el fondo de una pileta, que
exhibe discontinuidades de brillo tanto temporales como espaciales. Mientras que para las
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ondas de luz, las causticas se pueden observar a simple vista, para la mayoria de los otros
campos de ondas, digamos acusticas, electromagnéticas y sismicas, las cdusticas se pueden
registrar solo con dispositivos fisicos. La descripcion de los campos de ondas en presencia
de causticas es esencial para muchas disciplinas fisicas, entre las que se encuentran la éptica
instrumental (lentes, prismas, espejos, etc.), ingenieria de radio, éptica y actstica de medios
naturales.

Corrimiento de fase en causticas

De ejemplos especificos en los que se conoce la solucion exacta, se observa que la fase
del campo se corre en —7/2 al tocar una cdustica no singular y por —7 después de pasar
un foco tridimensional. Sin embargo, una regla universal sobre el cambio de fase adicional
en una caustica ha sido formulada en los trabajos comparativamente recientes de Maslov
(1972) [13] y Lewis (1965) [11]. Esta regla se basa en el método de la fase estacionaria y
afirma que después de tocar la caustica el campo del rayo adquiere el factor de fase

exp(iS,) = exp(—imf./4). (1.29)

Aqui, S, es el corrimiento de la fase, y (3. es la variacion de la matriz del Jacobiano J que
caracteriza la transicion de las coordenadas de rayos a las coordenadas cartesianas. Si un
rayo toca varias cdusticas, los cambios de fase adicionales Sém) adquiridos en cada caustica,
se suman y el campo resultante tiene el factor de fase

exp (zZSém)) = exp (—iﬂ/425§m)> . (1.30)

La cantidad ¢ = —1/2)" Bﬁm) es conocida como indice KMAH y tiene un valor entero.
Lleva su nombre por las contribuciones de Keller(1958), Maslov(1965,1972), Arnol’d (1973)
y Hérmander (1971).

El indice KMAH inicialmente es cero, es constante entre las cdusticas en un rayo y
aumenta en un numero entero a medida que pasa cada caustica. El incremento del indice es
el nimero de dimensiones que un tubo de rayos pierde en la caustica. Normalmente, la seccién
transversal de un tubo de rayos se reduce a una linea y el indice KMAH aumenta en una
unidad, esto induce un retardo en la fase de /2. Alternativamente, el tubo de rayos se puede
reducir a un punto (un cero de segundo orden del Jacobiano) y se pierden dos dimensiones,
entonces, el cambio de fase es 7. En medios isotropicos el indice KMAH siempre aumenta,
es decir, con cada caustica la fase se retrasa.

El indice KMAH es una herramienta que utiliza para calcular el valor del campo en puntos
fuera de las zonas cdusticas. En estas zonas, la Optica geométrica proporciona soluciones
validas y sélo se debe corregir la fase como se mencion6 anteriormente. Un ejemplo de la
aplicacion de este método en el drea de sismica se puede encontrar en [14]. Cabe observar
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Distance , km

Kravtsov and Orlov, "Caustics, Catastrophes and Wave Fields,” [1993]

Figura 1.3

que el proceso de conteo y clasificacion de causticas no es un proceso trivial, en la Figura 1.3
se muestra un trazado de rayos asociado a la propagacion de ondas generada por una fuente
puntual en el océano, donde se puede apreciar tal complejidad en un ejemplo de aplicacién.

Abordaje del problema en las causticas.

Como vimos en la seccién anterior, las soluciones de la forma (1.8) se vuelven infinitas en
una caustica, de hecho, ejemplos en donde conocemos la solucién exacta han mostrado que
el comportamiento de la solucién no estéd dado por soluciones de la forma (1.8). Ludwig [12]
propone que la solucién (1.7) se obtenga a partir de la superposiciéon de ondas planas y
sugiere un anzatz para la solucion de la forma

u(z) = / M) Az, B)dB, (1.31)

donde z = (xy,zs,...) representa a las variables independientes, 5 es un pardmetro y las
funciones 1 y A satisfacen las ecuaciones eikonal y de transporte en [3.

En la mayoria de los puntos, la expansién asintética de la integral dada por w (1.31)
puede obtenerse aplicando el método de fase estacionaria (ver Erdélyi [7]). En este caso,
para un z fijo se consideran los valores de 3;(x) donde se verifique

0
%w@aﬁj) = 0. (1.32)
Si % = 0, entonces tales puntos dan lugar a primeros términos de la serie asintética de
la forma ‘
uj(z) = e*¥i A, (1.33)
donde

bj(x) =z, B5(x)),
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A](x) _ 2_7Te:i:z‘7r/4 A(JJ,,@]’(.T))
k V[ ¥ss(z, B;)]

con + = sgn(¢gs(z, ;). Se puede probar que 1; y A; también verifican las ecuaciones

eikonal y de transporte. Por lo tanto, siempre que 82%(—52’5” # 0, el nuevo anzatz (1.31)

implica que u tiene la misma forma de la solucién dada por la éptica geométrica (1.8). Los
puntos donde % = 0 corresponden a los puntos de cdusticas. La forma de resolver (o,
como en la gran parte de los casos, aproximar) la integral u (1.31) es a través de un método
basado en la teoria de catdstrofes.

La teoria de catastrofes es un formalismo que permite una clasificaciéon de causticas es-
tructuralmente estables, un andlisis matematico originado en la década de 1970 por René
Thom. El término estructuralmente estable se refiere a que una perturbacion deja la estruc-
tura local de la caustica sin cambios en el sentido de que las causticas perturbadas y no
perturbadas estan relacionadas por una transformacion suave reversible (un difeomorfismo).

A modo de introduccién veremos la vinculacion que existe entre la teoria de catastrofes
y la teoria de rayos. Luego, presentamos la definiciéon de integrales causticas estandar y
mostraremos cudles son los pasos a seguir para reexpresar nuestra solucién (1.31) como una
de estas integrales estandar. Para finalizar, discutiremos los alcances y las restricciones del

método.

Superficies y proyecciones inducidas por rayos

Si escribimos las ecuaciones de una familia de rayos que parten desde una curva inicial C
en su forma paramétrica:
r=X(s,t), y=Y(s,t) (1.34)

y reunimos las coordenadas de rayos en un parametro multicomponente & = (s, t), la relacién
anterior se reescribe como

z = X(£). (1.35)

En t = 0 estas ecuaciones describen la curva inicial C. Las funciones que caracterizan este
problema incluyen la ecuacién de la curva inicial C, condiciones iniciales para la eikonal y
los términos de amplitud en esta curva y el indice de refraccién. Si todas estas funciones
son continuas, junto con sus derivadas, entonces (1.35) involucra funciones infinitamente
diferenciables que describen una superficie bidimensional Sx suave en el espacio extendido
de cuatro dimensiones {x, &} = {z,y, s,t}. Llamaremos a la superficie Sx formada por los
rayos como superficie de rayos. Proyectar una superficie de rayos Sx del espacio extendido
{x, &} en el espacio bidimensional € = (x,y) produce singularidades donde el Jacobiano
J de la transicién de coordenadas cartesianas a coordenadas de rayos se anula, es decir,
singularidades correspondientes a las cdusticas.
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)
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Figura 1.4: Camino de rayos en el plano (x,y) de un medio homogéneo. Caustics, Catas-
trophes and Wave Fields. Kravtsov y Urlov

Como no podemos representar el espacio de cuatro dimensiones {x, &} en un plano,
ilustraremos esta idea considerando un modelo simplificado de una superficie de rayos en el
espacio tridimensional de parametro.

Sea ¢ la coordenada de irradiacién del punto en el eje z, y 0(&) el dngulo, medido desde el
eje y, en el cual el rayo serd despedido en el plano (x,y), como se muestra en la Figura 1.4.
Con esta notacién la ecuacién de la familia de rayos en el plano x,y se escribe como

r=E+ytan 6(§). (1.36)

En el espacio extendido tridimensional {z,y,{} esta ecuacién describe una superficie de ra-
yos bidimensional Sx : £ = £(x,y). La Figura 1.5a muestra esquematicamente tal superficie
para la pendiente de rayos que varfa segin la relacién tan 6 = B¢/(€2 + a?) (donde a y 3
son constantes). Proyectar la superficie de rayos Sx en el plano (z,y) da como resultado a
causticas correspondientes a singularidades de la proyeccion. En la Figura 1.5a la cdustica
tiene la forma de una cuspide y la correspondiente singularidad de Sx es conocida como
fold. Por ejemplo, si consideramos un punto (z.,y.) dentro de la cispide en el plano (z,y),
y trazamos un segmento perpendicular al plano en este punto, veremos que este segmen-
to corta a la superficie Sx en tres puntos, correspondientes a, digamos, las coordenadas
(Tey Yer €y )y (Tey Yy Ecy )5 (Tey Yoy ey ) €n la superficie Sx. En otras palabras, el punto (z.,y.)
es la interseccién de tres rayos. Por otro lado, si consideramos un punto (zy,yy) fuera de
la cuspide en el plano (x,y), el segmento ortogonal al plano en este punto cruzara solo una
vez la superficie Sx, es decir, los rayos en estos puntos no se cruzaran. Para un mayor
entendimiento del tema se recomiendan las siguientes referencias [18] [20]

Los patrones causticos pueden ser simples o complejos. ; Es infinito el niimero de patrones
posibles, o hay alguna forma de clasificarlos en grupos de patrones basicos?. Los nuevos
desarrollos en éptica han revelado una forma ordenada de analizar los patrones. Resulta que
solo hay unos pocos patrones basicos, que se llaman catastrofes elementales, esta clasificacién
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Figura 1.5: (a) Superficie de rayos F en el espacio extendido (z, y, ) y conjunto de bifurcacién
(ctspide) al proyectar la superficie F' en al plano fisico (x,y). Caustics, Catastrophes and
Wave Fields. Kravtsov y Urlov. (b) Misma superficie desde otro dngulo [20].

se basa en la teoria de catastrofes. A continuacién, veremos cémo se relaciona la superficie
de rayos Sx con la clasificacién de causticas en estas catastrofes elementales.

Funcién generadora: Codimension y co-rango

La forma més econémica de clasificar las causticas se basa en las funciones generadoras
de polinomios

O((,7) = Do(7) + > Bp(7)G (1.37)

donde ¢ = {1, .., (n} son variables externas obtenidas aplicando transformaciones locales
a los pardmetros iniciales {x,€} , y 7 = {7, ..., 71} conocidas como variables internas, que
se introducen para obtener una descripcion manejable de las singularidades tipicas de las
causticas. Llamamos codimension m al nimero de variables externas y co-rango [ al niimero
de variables internas. Las funciones generadoras (1.37) son elegidas de forma tal que puedan
servir de funciones de fase en integrales de la forma

/ expli® (¢, 7)|d'r. (1.38)

El co-rango [ corresponde a la multiplicidad de las integrales que describen el campo en un
entorno de las causticas.
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Cada tipo de causticas estd caracterizada por sus valores de | y m, y sus funciones
universales ®,(7) de las cuales el rol més importante lo cumple la funcién ®y(7) llamado el
unfolding de la catdstrofe. Las formas tipicas (normales) de la superficie de rayos Sx son el
resultado de diferenciar la funcién generadora ® con respecto a 7

0P
— =0, k=1,.,L

87' k

En el Apéndice 2 5.2 se muestra el cuadro que resume las funciones generadoras tipicas ®
y las ecuaciones de la superficie de rayos Sx para los tipos de singularidades més simples,
conocidas como las siete catédstrofes elementales de Thom [3].

Integrales Causticas Estandar

La teoria de las catastrofes no solo ha sacado a la luz las formas tipicas de las causticas,
sino que también ha aclarado el problema de las integrales tipicas o estandar que describen el
campo cercano a las cdusticas. Tales integrales, se definen a partir de funciones generadoras
®(¢,7) que dependen de variables externas ( e internas 7. La integracién de la funcién
exp(i® (¢, 7)) con respecto a parametros internos 7y, ..7; nos conduce a lo que se conoce como
la integral cdustica tipica

1(¢) = (2m) 112 / d'r expli®((, 7). (1.39)
La no dimensionalidad de la integral I(¢) es conveniente para su tabulacion.

Reduccion de las integrales a la forma normal.

Las integrales estandar (1.39) son pensadas como las formas normales a las cuales uno
puede reducir muchas integrales causticas, es decir, integrales de la forma

u(x, a) = /eiw(“”a’s)F(w,a,s)dls, (1.40)

donde a son pardmetros esenciales del problema, s = (s, $a, ..., 5;) las variables de integra-
cién, y [ es la multiplicidad de la integracién (notar que la solucién propuesta (1.31) tiene
esta forma). Para este fin, se deben realizar transformaciones suaves (traslaciones, giros, re-
escalados) de forma tal que la fase V(x, a, s) se reduce localmente (en un entorno de un
punto critico dado) a una de las formas normales como se senialé en (1.37).

La busqueda de la transformacion

W(z, B) = ®(¢,7)
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es el nicleo duro del problema. Derivaciones rigurosas de las transformaciones necesarias ob-
tenidas en forma analitica han tenido éxito solo para problemas simples. En general, la ma-
yorfa de las situaciones deben abordarse con célculos aproximados. La transformacién (1.7)
de la funcién de fase a una forma normal es la mas importante, pero no la tnica operacién
necesaria para reducir (1.40) a la forma normal (1.39). Otro de los requerimientos es mover
F(z,a, s) fuera del simbolo integral. Para que la integral (1.40) sea reducible a una forma
tipica (1.39), el término F en su integrando debe permanecer practicamente invariante en el
dominio esencial de integracion.

El concepto de integrales estandar més simples ha evolucionado antes que la teoria de
catéstrofes, la funcién de Airy (integral), la integral de Pearsey, las funciones de Airy genera-
lizadas y similares, nos proveen hace tiempo soluciones para las integrales cdusticas normales
mas comunes [10]. El mérito de la teoria de las catdstrofes consiste no solo en compilar la
lista de catastrofes tipicas, sino también en probar la completitud de esta lista para m y [
dados.

{Hasta donde podemos avanzar en la construccién de expansiones asintéticas en
una caustica?

Aunque las integrales estandar de la teoria de catastrofes resuelven el problema de la
construccién de asintéticas locales y uniformes para causticas de dimensionalidad arbitraria,
la evaluacién real de los campos presenta grandes dificultades. En primer lugar, la parte
geométrica del problema también esta involucrada, ya que requiere que se evalien todos los
rayos asociados con la cdustica y se identifique el tipo de caustica. El analisis de los datos
experimentales presenta dificultades especiales ya que la informacion disponible es, por regla
general, incompleta. Por ejemplo, en la Figura 1.6 se muestra la proyecciéon de un haz de
luz que atraviesa un medio turbulento, el nimero de rayos que pasan por cada punto del
plano de la imagen varia aqui de 3 a 6. Nos podemos imaginar la complejidad que conlleva
identificar la estructura de las cdusticas que provoca este patron.

Hasta aqui hemos presentado el método de WKB y sus ecuaciones. A su vez, hemos
repasado uno de los métodos que procuran resolver el problema en zonas de causticas. De
esta forma, pudimos dar una idea de su complejidad y notar que se pierde mucha precision
en aproximaciones de esta forma. En este contexto, no seria un gran aporte tratar de obtener
soluciones WKB de orden maés alto, sin embargo, la ventaja del nuevo método S-WKB [4] es
que gracias a la descomposicién en zonas acotadas libres de cdusticas, se espera que el uso
de WKB de orden superior de lugar a mejoras significativas en el error resultante.
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Figura 1.6: Distribucién de la intensidad de fondo sobre una seccién transversal de un haz
de luz que pasa a través de una celda con un liquido turbulento. Kravtsov y Orlov. Caustics,
Catastrophes and Wave Fields.



Capitulo 2

Aproximacion WKB de orden
superior

En este capitulo, presentaremos un método para la resolucion de las ecuaciones que plan-
teamos para W y para Ag en el capitulo anterior. Luego, generalizamos el método para el
calculo de los términos de la serie asintética WKB de orden superior, en particular, detalla-
remos la deduccion del término A;.

2.1. Resolucion de las ecuaciones para ¥ y A
En esta secciéon presentaremos un método para la resolucion de las ecuaciones planteadas

en el capitulo anterior para X,Y, ¥, P,Q v Ap.
Recordemos el sistema de ecuaciones ordinarias

dX(s,t)

7 =2P(s,1),
dY(s,t)

o —2Q(s 1),
dqjc(;’t) ZQHQ(X(s,t%Y(S’t)) (2.1)
dP(S’t) :2n(X(37t),Y<S,t)).nx(X<S,t)aY(87t>>7

dt
dQc(;’t) =2n(X (5,1), Y (5,1)).ny (X (5,1), Y (s, 1)),

y la expresién de Ay
Ao(s.0) = A5, 00 [ 7] 22)

23
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donde
B dXdY dXdY

J= g ds  ds At
Observemos que una vez resuelto el sistema (2.1), los términos % y % estan dados por el
lado derecho de la primer y segunda ecuaciéon del sistema. Por el contrario, no conocemos
las derivadas con respecto a s, dX/ds y dY/ds. Una posible alternativa seria calcular estas
derivadas mediante diferencias finitas, pero esto conduciria a érdenes de precisién pobres.
Presentamos un método alternativo, que saca provecho del sistema de ecuaciones carac-
teristicas (2.1). Para poder aplicar este método debemos asumir que podemos intercambiar
el orden de diferenciacién. El método consiste en derivar a ambos lados de (2.1) con respecto
a s y de esta forma obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para
dX/ds y dY/ds, que se debe acoplar al que ya tenfamos

(2.3)

dX, dX,
= 5 = 2P37
dt ds
LA
dt ds (2.4)
dP, dP, d(2n(X,Y)n.(X,Y)) '
7 = s = s =2 [(nst + ny}/;)nx + n(”mst + nxy}/;)] )
A0,  dQ, d2n(X,Y).n,(X,Y
g _ dQSt _ ( TL( d)g”y( )) -9 [(nst + nyy;) n, + n(ny:ch + nyyy;)] ,

Nétese que no incluimos la ecuacién correspondiente a d¥,/dt ya que no la necesitamos y no
participa en las demds ecuaciones. Entonces, el sistema completo sera un sistema de nueve
ecuaciones diferenciales ordinarias compuesto por los sistemas (1.24) y (2.4) acoplados.

2.2. Condiciones iniciales

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior, necesitaremos condiciones iniciales para
todas las variables. En particular, debemos caracterizar el campo incidente. En este trabajo,
nos enfocaremos en problemas que surgen de la propagacion de ondas planas y fuentes
puntuales en R2.

2.2.1. Fuente puntual

Uno de los casos que estamos interesados en estudiar es la propagaciéon de ondas en
un medio no homogéneo para el caso de una fuente puntual en dos dimensiones. Gracias a
la linealidad de la ecuacion de Helmholtz, este resultado se puede generalizar a problemas
donde la fuente del problema sea una combinacién lineal de varias fuentes puntuales. En
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Curva Inicial (X (s,0), Y (s, 0))

Figura 2.1: En la figura se representa una fuente puntual y una curva inicial definida dentro
de un entorno de la fuente en el cual suponemos que podemos despreciar la variacion del
indice de refraccién.

un medio homogéneo, conocemos la solucién a este problema y estda dada por la solucién
fundamental (1.5).

Para tratar el problema en un medio no homogéneo debemos suponer que la variacion del
indice de refraccién es despreciable en un entorno de la fuente, y en consecuencia, podemos
tratar este entorno como un medio homogéneo. Recordemos que una de las condiciones para
la aplicacion del método WKB es que el indice de refraccion varie lentamente, es decir, la
suposicion anterior es coherente con el método. A continuacion, debemos definir una curva
inicial que se encuentre lo suficientemente cerca de la fuente para que la hipdtesis anterior
valga, pero teniendo en cuenta que el campo tiene una singularidad en la fuente. En la
Figura 2.1, representamos con amarillo el entorno de la fuente en el cual podemos despreciar
la variacién del indice de refraccién, representando la curva inicial dentro de este entorno.
Luego, para conocer el campo inicial solo tenemos que evaluar la solucién fundamental dada
por la ecuacién (1.5) en dicha curva:

Unie(s) = HE (K1) Vi) = (a0, )1 (25

donde (xg, yo) es el punto donde se encuentra ubicada la fuente.

Una de las ventajas que ya habiamos mencionado con respecto a la funciéon de Hankel
H(() ) es que conocemos su expansion asintética y su forma es la siguiente

1/2 00 a
HO (kr) ~ <%) expli(rk — 1/47)] nz:;z” (];E?Z (2.6)

TRT
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donde
ao(O) =1

((1/2)n)* (2.7)

a,(0) = ———— para k > 1,
v (.)n es el simbolo de Pochhammer. Gracias a que conocemos la expansién asintdtica
del campo en la curva inicial, podemos deducir las condiciones iniciales para las funcio-
nes Ag, A1, As, ... igualando los coeficientes del mismo orden de la expansiéon asintética de
la funcion de Hankel y la de WKB. De forma similar, ¥;,,;.;. se deduce igualando los términos

de la exponencial.

2.2.2. Ondas planas

Otro caso que nos interesa estudiar es cuando el campo inicial esta dado por una onda
plana, que se puede imponer facilmente en cualquier superficie dada. La consideracion de
ondas planas es interesante en si misma, pero ademas, forman un elemento importante en
el nuevo método “Screened WKB” desarrollado recientemente, que fue mencionado en la
introduccion (ver la Referencia [4]). A grandes rasgos, lo que propone este método es resolver
el problema de propagacién de una fuente puntual original usando WKB como describimos
hasta aqui, pero deteniéndose antes de llegar a la zona donde los rayos forman una caustica.
En este lugar, se define una screen o pantalla de la forma I'y = {z,y) : ¥ € (va, )} v se
evalia la soluciéon del campo obtenida sobre I',. A continuacién, se realiza una expansién
en modos de Fourier discreta que expresa la solucién en I'; como una combinacion lineal de
ondas planas, dando lugar a este tipo de condiciones iniciales. El método propaga la solucién
desde una pantalla a la siguiente aplicando el método de WKB para cada modo de Fourier
por separado. Los términos de la serie asintética A(x) se deducen facilmente ya que el tinico
término no nulo es Ag(x), pues la expresiéon matemética de una onda plana es

u(x) = Cexplik - x| (2.8)

donde k es el vector de niimero de onda en las direcciones dadas por @, y C' una constante.

2.2.3. Derivacion de P,,;. y Q;nic Para un campo inicial dado

Una vez que contamos con la curva inicial y el campo inicial, debemos deducir las condi-
ciones iniciales para derivadas de W;,,;.: ¥ =: P, ¥ =: Qinic- Seguiremos la siguiente
notacion

Tinic Yinic

KXinie(s) := X (s,0),
Y;nic(5> =Y
\I]in’ic(s) = q’
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~Pim'c(5) = P(S,O),
Qinic(s) = Q(Sa O)a
Lo haremos siguiendo el procedimiento presentado en [9]

\Ij;nlc PZMCX'L/nzc + QWL’LC mnic) (29)

zmc + szc n(Xim'm )/im'c)2 - O, (210)

de la ecuacién (2.9) podemos despejar Py, y obtener:

P = Lanie XQ” inic. (2.11)

maic

reemplazando Pj,;. valor en (2.10)

( inic Q“’LZC inic
X!

inic

2
> + Qim‘c(s)2 - n(Xim'm Y;m'c)2’

desarrollando el cuadrado

(\I];mc) qu;chmZC inic + szc(y;mc)
(Xinic)?

inic

7 20 Yo Yiie \’
EXZ’MC; — n2(XZ~mC, me) - %Qmw + <()(z,mc) + 1) inic — 0.

mic mic mac

+ anzc - n2<XiniC7 Y;nzc)

La tultima ecuacién es cuadratica en la variable );,;., por lo tanto, existen dos soluciones.
La eleccion de la solucién, determina la direcciéon de propagacién de la onda, por lo tanto,
nos quedaremos con la solucién asociada a la direcciéon de propagacién de la fuente, teniendo
en cuenta que la fuente irradia hacia el entorno. Una vez determinada ();,;., puedo despejar
P de 2.11.

Las condiciones iniciales para X, Y, P, Qs las calculamos derivando las condiciones ini-
ciales Xinic, Yinies Pinic, Qinic cON Tespecto a s, respectivamente. Una vez que hayamos todas
las condiciones iniciales necesarias, estamos en condiciones de resolver el sistema. A partir
de estas soluciones, conocemos el Jacobiano a lo largo de las caracteristicas y junto con la
ecuacién 2.2 obtenemos Agy. Finalmente llegamos a la aproximacion WKB de primer orden
para la ecuacién de Helmholtz (1.7) en coordenadas de rayos:

U(s,t) ~ Ag(s,t)exp(ikVU(s,t)).
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2.3. El término A,

En esta seccién proponemos un método para la resolucion de la segunda ecuacion de
transporte. Esencialmente, seguiremos las mismas ideas que usamos para calcular el término
Ay, pero como veremos a continuacién, la cantidad de operaciones necesarias aumenta con-
siderablemente. Una de las grandes ventajas de este método es que todas las operaciones se
realizan en los puntos dados por las coordenadas de rayos, es decir, en ningin momento es
necesario hacer calculos en una grilla distinta y luego interpolar a la original o viceversa. En
consecuencia, no se generan errores vinculados a dichos procedimientos.

La ecuacién de transporte asociada al término A; es la siguiente

VA, VU + A AT + AA, =0, (2.12)

recordando que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para X,Y, P y @ (2.1)
implica la siguiente igualdad

dX [dX dY
= (E’ %) — (2P,2Q) = 2V, (2.13)

podemos reescribir la segunda ecuacion de transporte de la forma

dA,

W = —AlA\If - AA[)

Por otro lado, podemos volver a usar la propiedad del Jacobiano (1.26) que lo relacionaba
con el laplaciano de ¥ para obtener una nueva reescritura de la ecuacién anterior

dA, 1 dJ

Por lo tanto, si conociéramos A A contariamos con una ecuacion diferencial ordinaria para
el término A;.

La deduccion de dicho término es el resultado principal de esta seccion. El laplaciano de
Ay tiene la forma:

AAg(s,t) = A, (X(s,1),Y (s, 1)) + Ag,, (X (s,1),Y(s,1)). (2.15)
La estrategia para hallar las segundas derivadas Ao,,(X,Y) y Ao, (X,Y) serd derivar la

funcién Ag(X,Y') con respecto a s y t y por regla de la cadena obtener ecuaciones de las que
0 )
podremos despejar las derivadas que nos interesan. Las ecuaciones son las siguientes:
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dA
— = Ap, X+ Ao, Y,
dt
dA
=0 = Ap, X+ Ay, Y,
ds
d*A 9 9
e Ag,, X +2A0,, Y Xs + Ay, Y + Ay, X + Ay, Vs,
d*Ay
dodt Ag,, Xi X+ Ao, XY + Ay, XiY + Ay, Vi Y, + Ag, X + Ao, Yis,
d’A, 9 9
e Ao, Xi +2A0,, Y1 X + Ay, Y + Ao, X + Ao, Vi,
si reescribimos este sistema en forma matricial, obtendremos el siguiente
X, Y, 0 0 0 | | Ao, Ao,
X, Y, 0 0 0 | | Ao, Ay,
Xtt Y;gt XtQ 2Xt}/;f Y;Z onx - Aott . (216)
Xis Yo X Xp XiYo+ XY, YYi| | Ao, Ay,
Xss Y:es X52 2X5Y:s Y? AOyy Aoss

Algunos de los términos de la matriz ya fueron calculados para la aproximaciéon WKB de
primer orden, sin embargo, la mayoria son desconocidos. Observemos que los valores de
X, Xgt, Y, Yy se pueden deducir de los resultados de la aproximacion de primer orden:

Xtt = E = 2n(X, Y)nx(X, Y),
d

Yi = d—cf =2n(X,Y).n,(X,Y),

Xst = 2PS7

Y;t = 2@5

Por otro lado, para resolver el sistema (2.16) ain debemos encontrar los valores Ay,, Ay,,
Ay, Ao,., Ag,,. Lo haremos derivando la expresién que obtuvimos para Aq:
ss) ts? tt

J(s,0)

Ap(s,t) = Ao(s,0) TG0

Para facilitar el seguimiento de las cuentas evitaremos explicitar las variables y notaremos
las condiciones iniciales de la siguiente forma:

Jim’c = J(S, O)
Agim.c = Ao(S, O)
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1
" 2J1171/12¢J3/2 ( Omlcs Oinic Omzc)
A 1 Jt Aoinic Jlln/l20
T T e
1
Ao, = — T(QJ Aoiie Jinic Jst —3Js i Avidinie + 200 J Aoy, Jinie + It I Jinic, Ao,
4Jinic']5/2
1
AOSS :T |:4J2 JZ%TiCAOiniCSS + 3J82A01n7,c J’L2’I’L1,C_ J2 Jiznics Aoinic - 4JSJ Aoinics JZanc +
4Jinic‘]5/2
2J21402-m~C Jinic Jinicss + 4J2A0im~cs Jz’m‘cs Jinic - QJAOZ-MC ngu'cjss - 2JsJJz'm'cs Aomic szc]
Aott = = .

4 J5/2

Ay, ,.(s) es una funcién conocida y se obtiene de la serie asintética de la onda incidente, a

d? Ay,

. . ., dAo, . . . .
artir de dicha funcién se deducen ——yinie —linic - A su vez, Jinic. , Jinic.. S€ obtienen derivando
ds 7 ds ) s ss

la funcién Ji,;.(s). Por dltimo, las expresiones para Jy, J;, Ji, Jis, Jss seran halladas derivando
el Jacobiano

Js =2PYs + 2PY s — 2X,Q — 2XQs,

Ji =2PYs + 4PQs — 4PQ) — 2XQy,

Jss = 2PsYs + APsYss + 2P Y55 — 2X555Q — 4X55sQs — 2XQss, (2.17)
Jst = 2(P;)sYs + 2P Y5 + 4PQgs — 4P Q — 2XQr — 2X(Q1)s,

Ju = 2Py Y, + 8P,Qy + 4P(Q¢)s — 4(P;)Q — 8P.Qy — 2XQy.

Nos encontramos con que para obtener los valores de Jg, J;, Jy, Jst, Jss necesitamos calcular

X357 Xsssa szsa Ysssa Pssa st: (Pt)sa (Qt)s: Ptt7 Qtt-

Algunos de estos términos se pueden obtener usando los valores calculados para el primer
orden de WKB; a saber, del sistema (2.4) podemos obtener (F;)s, (Q¢)s de la tercera y cuarta
ecuacion respectivamente, mientras para en el caso de Py, () derivamos la tercera y cuarta
ecuacion del sistema (1.24)
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CST]; —4[(n (X, Y)P + 1y (X, YV)Q)na (X, Y) 4 n(X, Y) (g (X, Y) P + 0y (X, Y)Q)]
6573 =4[(n2(X, V)P + 1y (X, Y)Q)ny (X, V) 4+ n(X, V) (M (X, V)P 4 1y (X, Y)Q)]

Como podemos observar en las expresiones anteriores solo intervienen las variables X, Y, P
y ). La solucién para estas variables la podemos obtener resolviendo el mismo sistema de
ecuaciones que construimos para primer orden. Por otra parte, se puede notar que aparecen
las derivadas de segundo orden del indice de refraccion.

Resta averiguar los valores que toman las variables X, X5, Yss, Ysss, Pss, Qss, €Stos no
se pueden derivar de resultados anteriores. Al sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias construido para la aproximacién de primer orden, debemos sumarle las ecuaciones para
Xis, Xsss, Yss, Yass, Pss, Qss que se obtienen derivando el sistema de ecuaciones 2.1 con res-
pecto a s. El sistema completo tendra la siguiente forma

dx
= —2p
dt

ay
2 —9
dt @
dv
dt
P
Cil_t =2n(X,Y)n.(X,Y)

dQ
= = 2n(X,Y ), (X.Y) (2.18)

4(%) _dax, _,ap
dt ds ds

4() _ v _,dQ
dt ds ds

d(%) _ d(R) _ d2n(X,Y)n,(X,Y))

dt ds ds
d(92)  d(Q)  d@2n(X.Y).n,(X,Y))

2n(X,Y)?

dt ds ds
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a (%) _ X, &P

dt ds3 ds3
3
(%) @y L0
dt  ds3 T ds3
3
a (45) _ (P _ PEn(X,Y).n.(X,Y))
dt ds3 ds3
d3Q
d (d> _B(Q) _ d2n(X,Y)ny(X,Y))
dt ds? ds3

El célculo de las derivadas del lado derecho se realiza aplicando la regla de la cadena, obte-
niendo asi, formulas que involucran derivadas de las variables X, Y, P, Q) con respecto a s y
derivadas del indice de refraccion con respecto de X e Y. El desarrollo de estas derivadas,
se realiza siguiendo las reglas basicas de derivacién, pero por su extensién, omitiremos su
desarrollo aqui, pero se pueden encontrar sus expresiones completas en el Apéndice 5 3.2.
Debemos tener en cuenta que al calcular estas derivadas, aparecen derivadas del indice de
refraccion con respecto a X e Y, en este caso hasta cuarto orden. Por lo tanto, para que este
método tenga validez, se deben pedir condiciones de regularidad en las derivadas del indice
de refraccién hasta el orden 4.

Nuevamente, las condiciones iniciales para las derivadas d' X /ds’, d'Y/ds®, d'P/ds', d'Q /ds
(1 =1,2,3), se obtienen derivando las condiciones de X, Y, P, @, es decir, estamos suponiendo

que todas estas derivadas existen y tienen la regularidad necesaria. Ademas, se debe asumir
que podemos intercambiar el orden de integracion.

De esta manera, estamos en condiciones de completar todos los coeficientes del siste-
ma 2.16. A partir de la resolucién de dicho sistema finalmente obtendremos Ay, v Ay, -
Recordemos que A;(s,t) serd la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria

dA, 1 dJ

Resolviendo esta ecuacién diferencial, llegamos al segundo término de la expansion asintética
WKB y la aproximacion resultante es

U(s,t) ~ | Ao(s,t) — %A1(8,t) oIk (s.0)
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2.4. Ordenes superiores

En lo que sigue daremos la idea de como encontrar los términos de orden superior de la
serie WKB. Lo haremos para el caso particular del término As, pero el proceso es el mismo
para todos los términos de la serie asintética que siguen. Para este término, contamos con
la tercera ecuaciéon de transporte:

2V YV Ay + AsAY + AA =0, (2.20)
si tenemos en cuenta que 2VyYV Ay = dd—f?, de la ecuacion anterior se deduce:
dA
d—;(s,t) = —Ay(s, 1) AV — AA,(s, 1) (2.21)

Nuevamente, la dificultad radica en el calculo del laplaciano del término anterior. Al igual
que en el caso del laplaciano de Ay, para hallar A, , y A;,,, necesitamos conocer las derivadas
Ay, Ay, A, Al,, Al Asi, resolviendo un sistema Az = b igual al sistema dado por (2.16)
pero con el vector respuesta y el vector de incégnitas dados por

Als Alx
Alt Aly
b=|A, |, o= A ], (2.22)
Alst Alry
Algg Alyy

obtendremos A;,, y A;,,. La idea para calcular los términos del vector b serd agregar
A, Ay, A, como nuevas variables del sistema de ecuaciones diferenciales. La expresion
de A;/dt ya la conocemos y esta dada por la ecuacién (2.19), derivando a ambos lados con
respecto a s, obtenemos las ecuaciones para A /dt y A, /dt

d(%)  dA, d(AD)  d(AA)

— AU — A _ 92.23
dt ds Vs ds (2.23)
d2A;
d( a7 ) _ @A JdAAY)  PAT)  P(AAY) (2.24)
dt  ds? ds ds 1 ds2 ds? '

Observemos que los términos Ay,, A;,, se pueden deducir de resultados conocidos ya que Ay,
es 2.19 , Ay, es el lado derecho de la ecuacién (2.23). Finalmente, la expresién de A;,, se
obtiene derivando la ecuacién (4.3b) con respecto de ¢

PA; dA, A(AT)  d(AA)

- g AT T
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Analicemos la expresién de la derecha. Tanto dA;/dt como AV y A; se deducen con los
resultados del método de orden anterior. Desarrollemos d(AW)/dt, expresando AW como su
forma equivalente é’—f] y derivemos con respecto de ¢

dAY) d(g5)  (Jud = JP)

dt dt 2J?

Notemos que todos los términos de la derecha ya fueron calculados para el orden anterior en
las ecuaciones (2.17). El inico término que resta conocer es d(AAg)/dt, para esto tendriamos
que derivar AAy. Como podemos intuir, la deduccién de las expresiones

A(AA) d(AA,)  P(AA)
. ds 0 ds?

(2.25)

serd bastante laborioso, debido a la forma en la que se deduce AAq. La utilizacion de algin
software de calculo simbdlico serd imprescindible.

Se observa que al ser A; una funcién compuesta por otras funciones, junto con las nue-
vas variables A, A;,, A;, . se deberan agregar al sistema de ecuaciones mas variables que
surgiran al derivar dicha funcién. Se puede notar que la complejidad del sistema va a crecer
considerablemente con cada nuevo término de la sucesion y se tendra que evaluar cuidado-
samente la relacién costo/beneficio de agregar un término nuevo. Por ejemplo, para calcular
el término A, se debe resolver el sistema de ecuaciones correspondiente a las variables:

X, Y, ¥, P,Q,

"X 9Y o'P 9'Q
s’ 0st’ st Ost’
D%n  para |a|< 6

parai=1,2,3,4,5 (2.26)

La implementacién del método de orden 3 esta en proceso y se espera que ganancia de
incorporar el término A, serd obtener un error del orden k73,



Capitulo 3

Implementacion numérica WKB a
primer y segundo orden

En este capitulo presentaremos la implementacion del método propuesto en el capitulo
anterior, dicha implementacién se realizo en MATLAB. Analizaremos las funciones princi-
pales del método, repasando brevemente cada una de sus partes.

3.1. Condiciones iniciales

Los datos iniciales con los que contamos al momento de resolver el problema son los
siguientes: la curva inicial, parametrizada con la variable s

Xinic(5> = X(SJ O), Y;nic(s) = Y(S7 0)7
el indice de refracciéon n, la onda incidente definida en la curva inicial
Uinic(s) = U(Xim'c(s)a Y;nic(s))a

la discretizacion del dominio de s, que llamaremos S y la discretizacion del dominio de ¢, que
llamaremos 7. Como mencionamos anteriormente, podemos asumir que la onda incidente
estd dada por una fuente puntual o una onda plana y, por lo tanto, conocemos su expansion
asintética. De dicha expansién obtendremos las condiciones iniciales para W, A, etc.

3.2. Funciones principales de la implementacién

A continuacién veremos un esquema de la implementacién del método descrito en el
capitulo anterior. Se usara la notacién multi-indice para las derivadas parciales:

a=(a,a9) con |a|=ag + as, (3.1)

35
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para las derivadas parciales, definida como
o> f

pef=_2J
/ Ox1 Jya2

(3.2)
La funcién que se encarga de deducir las condiciones iniciales no previstas explicitamente y
luego de llamar a la funcién encargada de resolver el sistema de ecuaciones, es la funcién
solverWKB y presentamos un esquema del codigo a continuacion,

function [X,Y,W¥, Ay, A1] = solverWKB (S, T, Xinic, Yinics Yinic, 7 Ao,,,;0r A1, » OTdET)
s [D%*n,|a|< 4]= deriv_ref_index(n);
[PinicaQinic] = init_COﬂdS-PO_qo (XiniC7)/;nicy\IliniC7n: Signo);
O Xinic 0Yinic 0"Pinic 0'Qini ,
,L',n/lc, Z":LZC’ l”.L,LC, Ql'{lzc, 1 = 1,2’3 = deriV_init_COndS (X'LTL’LCV )/;;nic’ .Pinic’ anzc) ;
st st st st

[a’;z;',W i=1,2|= [diff (A, . ), diff(Ao, ..,2)];
i = 1;
for s = 8
if order == 1
[X(i,:),Y(i,:),®(,:), Ag(4,:)] = WKB_ordenl (...);
i = 1i+1;
end

if order ==
[X(4,:),Y(i,:),®(,:), Ao(i,:), A1(i,:)] = WKB_orden2(...);
i = i+1;
end
end
end

Los parametros que toma la funcion son: X;.c, Xinic, Vinie, €l indice de refraccién n,
Ay,,.., A1, ,. v un parametro order con el cudl indicamos el orden de la aproximacion. Al
ingresar en la funcién, el algoritmo llama a la funcién deriv_ref_index que se encarga
de obtener las derivadas del indice de refraccion que luego seran necesarias para completar
el lado derecho del sistema de ODE para WKB de primer o segundo orden ((2.4) y 2.18
respectivamente). Por otro lado, recordemos que las condiciones iniciales para Py ) deben
ser deducidas de las demas, la funcién encargada de realizar este procedimiento siguiendo los
pasos especificados en la seccién 2.2 es init_conds_p0_q_0. La funcién deriv_init_conds
es la encargada de calcular las derivadas de Xinic(s), Yinic(s), Pinic($), Qinic($), que serdn
parte de las condiciones iniciales requeridas para la resolucion de los sistemas de ODE ya
nombrados. Con el mismo fin, se obtienen las derivadas de Ay, ... A continuacién se ejecuta
un ciclo que recorre los valores de la discretizacion del dominio de S. Es decir, la discretizacién
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S determinard en qué curvas caracteristicas obtendremos nuestra aproximacion WKB. Una
vez fijado s € S, procedemos a la resolucién del sistema. Las funciones encargadas de este
paso seran WKB_ordenl o WKB_orden?2.

El solver que utilizamos para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales es ODE45
provisto por MATLAB. Dicha resolucion de sistemas se encuentra implementado dentro de
las funciones WKB_ordenl y WKB_orden2. Aqui, presentaremos la implementacion de la fun-
cién WKB_ordenl, el codigo completo de la funcién WKB_orden?2 se puede ver en el Apéndice
5.

function [X7Y5\I/3AO] = WKB_ordenl (Xinim}/inic;\pinicapinic 3 .. )
opciones = odeset(’RelTol’ ,2.3e-14,"AbsTol",2.3e-14);

odefun = @ (taXaYa\I/7P7QaXS7)/saP87Q87AO)
[2P;

2Q;
2n(X,Y)?;
2n(X,Y )n.(X,Y)
2n(X,Y)ny(X,Y);
2Pg;
2Qs;
2((na (X, Y) X5+ ny (X, Y)Y )ng (X, Y) + (X, Y ) (102 (X, Y) X5 + ngyy (X, Y)Y5)) 5
2((n2 (X, Y) X 41y (X, Y)Y )1 (X, Y) + n(X, V) (00 (X, V) X 41 (X, Y)Y5)) 5
—Ag(An(X,Y )n. (X, Y)Y, +4PQs — 4QPs — 4Xn(X,Y)n,(X,Y))/(4(PYs — QX,))1;
initconds = [Xinic, Yinics Yinic: Pinic, Qinics Xsinicr Ysinier Dsinier @sinies Ainic 13
[, X,V U P Q,X;,Ys, Ps,Qs,Ap] = ode45(odefun,T,initconds ,opciones);

end

Lo primero que especificamos son las tolerancias de error, estas se fijaron en los valores mini-
mos permitidos por el solver. Luego, se define una funciéon vectorial donde cada componente
corresponde a la derivada con respecto a t de la variable de solucion que representan. Por
ejemplo, la linea 6 representa

dX/dt = 2P,

luego, la solucién hallada al resolver esta ecuacion diferencial, junto con las demas del sistema,
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contendra los valores de X en la discretizacion de T definida. El 1iltimo término de odefun
(linea 24) corresponde a la ecuacién diferencial ordinaria (1.6) que debe verificar Ay. Esta
ecuacién no estaba incluida en el sistema de EDO’s original (1.24) para WKB de primer
orden, ya que la forma tradicional de calcular A, (aunque equivalente) es usar la férmula

J(s,0)

VI (s, 1)

La eleccién de incluir esta tltima ecuacién es porque de esta forma, todas las operaciones se
realizan dentro de esta funcién, por lo tanto, una vez finalizada su ejecucion contaremos con
todos los términos que necesitamos para calcular la aproximacion a primer orden. Por otro
lado, introducimos esta técnica que sera la utilizada en la funcién WKB_orden2 para obtener
el término A; y en general, sera utilizada para calcular los términos de érdenes superiores.

Ao(X(s,8),Y (5,1)) = Ag(X(s,0),Y(s,0)) (3.3)

3.3. Discretizacion de las curvas caracteristicas

Cuando trabajamos con solvers como ODE45, uno de los parametros que debemos proveer
para representar el dominio de la variable t es, en general, un vector con los extremos del
intervalo en el cual queremos hallar la solucién. De esta forma, en base a las tolerancias de
error especificadas por el usuario, el algoritmo decide qué discretizacién tomar. Al finalizar,
la respuesta es una tupla [T, X| donde 7" es el vector de la discretizacion fijada por el solver
y X guarda el valor de las soluciones evaluadas en dicha discretizacion. La dificultad con la
que nos encontramos en nuestro caso es que para cada curva caracteristica (cada s en el ciclo
de la funcién solverWKB) el solver puede elegir distintas discretizaciones, es decir, distinto
espaciamiento entre puntos, distinta cantidad de puntos, etc. Por esta razon, resulta dificil
recopilar los resultados cuando S tiene varios elementos. Sin embargo, existe la alternativa de
pasar como parametro una discretizacién T arbitraria del dominio de t fijada por nosotros,
eligiendo la misma para todos los s € S. Lo que hara internamente el solver, serd elegir
la discretizaciéon mas conveniente en cada rayo y luego interpolar la solucion hallada en los
puntos de la discretizacion T



Capitulo 4

Resultados Computacionales

En este capitulo se muestran algunos resultados obtenidos utilizando la implementacion
del método presentado en el capitulo anterior. En la primera parte, consideraremos algunos
casos muy simples en los se conoce la solucién exacta, y en consecuencia, podemos poner
a prueba el método WKB y su orden de aproximacién. Luego, veremos algunos casos par-
ticulares de trazado de rayos para medios no homogéneos y veremos como se relaciona la
proximidad de los rayos con el Jacobiano para ejemplos concretos. Para finalizar, conside-
raremos uno de los ejemplos nombrados de trazado de rayos y resolveremos el problema de
propagacién aplicando el método WKB en la region anterior a la cdustica. En este caso,
como no contamos con una solucion explicita, compararemos los resultados con un método
alternativo de alto orden de precision.

4.1. Fuente puntual en un medio homogéneo

Consideremos el caso de una fuente puntual en un medio homogéneo en R?. Como sabe-
mos, la soluciéon para este problema esta dada por la funcion de Hankel, esto nos permite
comparar nuestro método con una solucién exacta y serd una buena forma de verificar que
funciona correctamente, al menos en este caso.

4.1.1. Variable de interés

Si recordamos la expansion asintética de la funcion de Hankel

2 1/2 00 )
Hél)(lm“) ~ (%) expli(rk — 1/4m)] Z T

n=0

donde r = \/(x — x0)% + (y — y0)? ¥ (20, o) es la ubicacién de la fuente. Podemos notar que
su argumento estd dado por el producto kr, para interpretar el significado de esta variable

39
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repasemos algunas definiciones de la teoria de ondas:

2
k= Tﬂ nimero de onda (unidad: 1/metros),

=S longitud de onda (unidad: metros),

¢ := Velocidad de propagacién de la onda (unidad: metros/segundos),

f := Frecuencia: repeticién del ciclo por segundo (unidad: 1/segundos:=Hz).

Luego de este repaso, podemos concluir que el parametro kr representa 27 veces la cantidad
de longitudes de ondas desde la fuente. Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, en el
caso de un medio homogéneo serd razonable representar los errores en funcion de la variable

L= ﬁ,

27
definida como la cantidad de longitudes de onda desde la fuente. Por otro lado, como la pro-
pagacién es radial, basta con contrastar las soluciones en un tinico rayo. Como consecuencia,
en este caso no se presenta la dificultad mencionada en la Seccién 3.3 y bastard con proveerle
al solver solo los extremos del intervalo considerado, de esta forma, obtendremos la solucién
definida en la discretizacién original, elegida por el solver de forma tal que las tolerancias de
error impuestas se cumplan. Mas adelante, haremos un analisis de la distribucién de puntos
elegida.

4.1.2. Planteo del problema

Consideremos el caso en la fuente z estd ubicada en z = (—x¢,0), donde 2y € Ry¢ y
definimos £ = 10. La curva inicial serd una recta en el punto x = 0 perpendicular al eje x,
de la forma:

(Xim‘c(s)?Y;nic(S)) = (O, 8) S [_17 1]7
y definimos la posicién de la fuente en z = (—0.1,0). Por otro lado, la onda incidente estard

dada por los primeros dos términos de la serie asintotica de la funcién de Hankel evaluada
en la curva inicial. Si llamamos

1/2
hi(s) = (Wki(s)) expli(r(s)k — 1/4m)], (4.2)

Ys

ho(s) = <7ka @))W expli(r(s)k — 1/47) (ZZ;g) | (4.3)
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donde

r(s) = \/(me(3> —20)? + (Yinic(s) — %0)?,
entonces, el campo incidente sera
Uinc(Xinic(S)u Y:mzc(s)) = hl (5) + h2<8)-
Igualando los dos primeros términos de las series asintéticas WKB y Hankel, deducimos

Slha(s)]
%[hl(S)]) ’

Uinic(s) = arctg (
Aoinic<8) = ’h1(5)|7 (44)

_k ha(s) = ha(s)
Almic(s) o 7 eXp[Zk\Ijzmc(S)]

Para la variable ¢ consideramos el intervalo ¢ € [0, 500].

4.1.3. Resultados

Se corri6 tanto el método WKB de orden 1, como el de orden 2 y se compararon los
resultados con la solucién de referencia. Recordemos que correremos el programa en una sola
curva caracteristica por tratarse de un problema que solo depende de la distancia a la fuente.
El tiempo de corrida para WKB de orden 1 fue de 0.28 segundos y el solver discretiza el
dominio de t en 73 puntos para satisfacer las tolerancias requeridas. En el caso del método
de orden 2, el tiempo de corrida fue de 1.4 segundos y para discretizar el dominio de t se
tomaron 1793 puntos. En la Figura 4.1a se muestra el error absoluto en escala logaritmica
cometido en ambos métodos. Como se puede observar en ambos métodos, la aproximacion
mejora a medida que crece L, con una relacién L=%/2 en el caso del método de orden 1y
L=5/2? en el caso de orden 2.

Los resultados obtenidos respecto al error relativo estan representados en la Figura 4.1b
en escala logaritmica. Alli se observa en color azul el error relativo cometido al aproximar la
solucion exacta con el método WKB de orden 1 y en color naranja el error relativo cometido
al aproximar la solucion exacta con el método WKB de orden 2. En la leyenda se muestran
las pendientes de dichas curvas, que verifican la estimacion del error relativo para las series
asintéticas dadas por (1.17), pues estas pendientes indican que al aproximar con WKB de
orden 1 el error relativo es del orden de L™ y con WKB de orden 2 es del orden de L2
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Comparacién error absoluto para el método WKB

Comparacion error relativo para el método WKB
de orden 1 y orden 2.

de orden 1 y orden 2.
100 100
—— Aprox. orden 1. Pendiente: -1.5 —— Aprox. orden 1. Pendiente aprox.: -1.0
—— Aprox. orden 2. Pendiente: -2.5 —— Aprox. orden 2. Pendiente aprox.: -2.0
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Figura 4.1: (a) Grafico en escala logaritmica del error absoluto (evaluado por comparacién

con el valor exacto Hél)(k;r)) para el problema de una fuente puntual en funcién de la

cantidad L de longitudes de onda desde la fuente. (b) Gréafico en escala logaritmica del error
relativo.

Método de orden 2 como estimador del error del método de orden 1

Como vimos en la Seccién 1.4.4, el error se expresa en funcion del primer término des-
cartado de la serie asintética de A, por lo tanto, una de las ventajas de conocer el término
de la aproximacién WKB de orden 2, es que puedo estimar el error cometido al aproximar
la solucién exacta con el método WKB de orden 1. En problemas donde no se conoce una
solucién de referencia, contar con este recurso es fundamental. Para verificar esto, por un
lado comparamos la aproximacién WKB de orden 1 con la soluciéon exacta y por el otro,
la aproximacion WKB de orden 1 con la aproximacion WKB de orden 2. En la Figura 4.2,
graficamos ambas curvas donde se puede observar que coinciden, y por lo tanto, verificamos
que la diferencia entre las soluciones WKB 1 y WKB 2 es buen estimador del error cometido.

Discretizacién de las curvas caracteristicas.

Como hemos mencionado anteriormente, la ventaja de usar las variables (s,t) conocidas
como coordenadas de rayos, es que mientras que el campo es altamente oscilatorio, la fase y la
amplitud varfan lentamente en cada uno de los rayos (curvas caracteristicas). Gracias a este
hecho, para resolver las ecuaciones asociadas a ¥, Ay, Ay, etc., se requiere una discretizacién
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Validez al usar el método de orden 2 para evaluar
el error absoluto del método de orden 1
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Figura 4.2: Gréfico en escala logaritmica del error absoluto al aproximar la soluciéon exacta
con el método WKB de orden 1 (curva azul) y el error absoluto al aproximar la solucién
WKB de orden 2 con la solucion WKB de orden 1.

menos fina que si se quisiera resolver la ecuacion con los métodos estandar.

En las Figuras 4.3 podemos ver en distintos graficos las funciones ¥, Ay, A; y la parte real
de la aproximacion WKB de orden 2 para el problema anterior, considerando un subintervalo
lejos de la fuente de aproximadamente 35 longitudes de onda. Junto con las funciones, se
grafican los puntos de discretizacion elegidos por el solver para satisfacer la tolerancia de
error impuesta. La relacién de puntos por longitud de onda para este caso es 5/35. Sin
embargo, si consideramos el subintervalo L € [0, 1.5], la variacién de la amplitud es mayor
debido a la cercania de la fuente y el solver debe tomar una mayor cantidad de puntos para
satisfacer las tolerancias impuestas. En las Figuras 4.4b,4.5a se muestran los gréaficos de
las funciones Ay y A; donde se puede observar tal variaciéon. En la Figura 4.5b se muestra
la parte real de la solucién del mismo ejemplo junto con los puntos de discretizacién en
naranja. Como podemos observar, aqui el solver toma muchos més puntos que en el caso
anterior (aproximadamente 1000 puntos). Por supuesto, la cercania a una fuente no es el
unico factor que provoca que la amplitud varie rapidamente, como sabemos, esto es lo que
sucede en las zonas de causticas. En la seccion que sigue presentaremos ejemplos de trazados
de rayos en medios no homogéneos donde se forman causticas. Evidentemente, sélo podremos
aplicar el método WKB en una regién anterior a dicha zona, pero veremos que a medida que
se aproximan los rayos entre si, la variacion de la amplitud aumenta. Asi, podemos prever
que la discretizacion de la curva caracteristica elegida por el solver se hard mas densa en
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Figura 4.3: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [798 — 835] para (a) U,
(b) Ay, (c)Ay, (d) Parte real de Ag—i/kA; exp|ik¥], donde los puntos naranjas representan
las soluciones evaluadas en los puntos de discretizacion tomados por el solver.
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Figura 4.4: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [0.16 — 1.11] para (a)
U, (b) Ay, donde los puntos naranjas representan las soluciones evaluadas en los puntos de
discretizacion tomados por el solver.
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Figura 4.5: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [0.16 — 1.11] para (a)A;,
(b) Parte real de Ay —i/kA; exp[ik¥], donde los puntos naranjas representan las soluciones
evaluadas en los puntos de discretizacion tomados por el solver.

estas regiones.

4.2. Medio no homogéneo

4.2.1. Trazado de rayos y Jacobiano en medios no homogéneos

En esta seccion veremos algunos ejemplos del trazado de rayos para problemas de pro-
pagacion en medios no homogéneos y verificaremos que el Jacobiano asociado se anula en
las zonas de causticas. Recordemos que para hallar el trazado de rayos, basta con resolver el
sistema de ecuaciones (1.24) que surge de aplicar la teoria de caracteristicas en la resolucién
de la ecuacién eikonal. Por otro lado, si queremos conocer el Jacobiano, el sistema a resolver
serd el mismo que utilizamos en la aproximacion WKB de primer orden 3.2.

Ejemplo 1
En el primer ejemplo de trazado de rayos consideraremos un medio con indice de refrac-
cién z-invariante dado por la siguiente ecuacion
1

1+elz(y) — 1+ exp(—2(y))] con ¢ = 0.0073,

n<x7@/) =

donde
2 (y - yc)

Ye

z(y) = , con y. = 1300,
definimos en la curva inicial

Xinic(8) =0, Yinie(s) =s, con s € [1499.9, 1400.2],
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Figura 4.6: Indice de refraccién z-invariante: perfil de Munk
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Figura 4.7: Trazado de rayos para el perfil de Munk donde las zonas coloreadas representan
el valor absoluto del Jacobiano.

una onda incidente dada por una fuente puntual ubicada en el punto z = (0, 1500) descripta
por la ecuacion

Uinc(Xinic(S)a Y;nzc(s)) - hl(s) + h2(s)>

donde h; y hs son los primeros términos de la expansion asintética de la funcién de Hankel
dados por las expresiones (4.2) y (4.3), respectivamente. De la ecuacién anterior deducimos
los términos Wpic, Ao, .., A1,,,. de la misma forma que en (4.4). El intervalo que consideramos
parat es [0,40000] y fijamos k& = 250. En la Figura 4.7 se presenta el trazado de rayos asociado
es este problema junto con el mapa de colores del Jacobiano asociado. El indice de refraccién
presentado en este ejemplo corresponde al perfil de Munk [15], un perfil idealizado de la
velocidad del sonido en el océano, donde el eje y representa la profundidad. Recordemos que

inic
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1 1.5
indice de refraccion

Figura 4.8: Indice de refraccién z-invariante: modelo exponencial

la velocidad del medio y el indice de refraccion se vinculan mediante la férmula
c
n=-—
v

donde ¢ es la velocidad de referencia (por ejemplo, la velocidad de la luz en el vacio o la
velocidad de propagacion de sonido en el mar ¢ = 1500 m/s) y v es la velocidad en el
medio. La velocidad del sonido en el océano es una funcién creciente de la temperatura, la
salinidad y la presion, siendo esta tltima una funciéon de la profundidad. Esta dependencia
de la profundidad es la caracteristica dominante, y para la mayoria de las aplicaciones se
puede suponer que el entorno es independiente del rango, es decir, constante en la horizontal.

Ejemplo 2

Consideremos el caso de un medio con indice de refraccién z-invariante dado por la
siguiente ecuacién

n(z,y) = /1 + exp(—10y?)

definimos en la curva inicial
Xinic(8) = 0, Yinic(s) =s, con s € [—0.25,0],
una onda incidente plana descripta por la ecuacion

Uinc(Xinic(3)7 }/znzc(*S)) - exp(zﬁY,mc(s)) con 6 - 1507
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Figura 4.9: Trazado de rayos para el Ejemplo 2 donde las zonas coloreadas representan el
valor absoluto del Jacobiano cuando estos valores son menores que 2.

de la ecuacién anterior deducimos

p
\I[inic(s) - zYVinic(S)a
Aoznzc(s) = 17
Alinic (8) =0.

el intervalo que consideramos para t es t € [0, 5] y fijamos k = 250.

En la Figura 4.9 se puede observar que las zonas donde el valor absoluto del Jacobiano es
menor, son zonas donde los rayos convergen formando causticas. Por otro lado, se observa un
fenémeno llamado canalizacién o ducting, que se da cuando los rayos quedan atrapados en
una regién donde el indice de refraccién tiene un maximo en el eje y (o equivalentemente, la
velocidad de propagacion tiene un minimo), como se observa en su grafica en la Figura 4.8.
Este fendmeno es una consecuencia de la ley de Snell (ver Figuras 4.10 y Seccién 1.2) y es
importante en muchas areas de aplicacion. Por ejemplo, en telecomunicaciones, un conducto
(o ducting) atmosférico es una capa horizontal en la atmdsfera inferior en donde las senales
de radio (y los rayos de luz) son canalizados. Son importantes ya que estos tienden a seguir la
curvatura de la Tierra y experimentan menos atenuacion de lo que lo harian si los conductos
no estuvieran presentes.
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/ n4 -\\?2 =

n3 : sinB, n,
n2 n1
ni a1

N1 = N2 >N3 >n4
(a) (b)
Figura 4.10: Ley de Snell

Ejemplo 3

En este ejemplo, veremos el trazado de rayos para un caso en el que se forma una caustica
de tipo cuspide. El indice de refraccién es el mismo que el ejemplo anterior, pero consideramos
una curva inicial en un intervalo més grande. Definimos una onda incidente plana horizontal
en la curva inicial

Xinic(8) = 0, Yinic(s) = s, con s € [—2,2].
descripta por la ecuacién
Uinc<Xim'c(S); Yzmc(s)) = eXp<iBY;nic(8))7 con ﬁ =0

de la ecuacion anterior deducimos

Y. .
Uinic(s) = B ”ZC(S), donde k£ = 250
Aoimc(s) = 17
1inic(8) = 07

y para el pardmetro ¢ consideramos el intervalo ¢ € [0,1]. En la Figura 4.11 se representa
el trazado de rayos para este problema, como podemos observar, la curvatura de los rayos
se concentra en la region donde el indice de refracciéon presenta la mayor variacién. Como
sabemos, el Jacobiano esta relacionado con la proximidad de los rayos, por lo que su variacién
mas importante también se dard en tal region. Por lo discutido hasta aqui, para contrastar el
trazado de rayos con el Jacobiano, optamos por representar solo los rayos que parten desde
la curva inicial en el intervalo [—0.5,0.5], obteniendo la Figura 4.12. En esta, se pueden ver
coloreadas las zonas en las que el valor absoluto del Jacobiano alcanza sus valores minimos,
como sabemos y podemos verificar aqui, estas coinciden con las regiones de causticas.

El analisis previo nos permite determinar qué intervalo de ¢t tomar para que sea valido
el método WKB. En la préxima seccion calcularemos las aproximaciones WKB de orden 1
y 2 para el Ejemplo 3 y las compararemos con soluciones obtenidas mediante un método
alternativo de alto orden de precision, aplicable a problemas donde el indice de refraccion es
z-invariante.
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Figura 4.12: Trazado de rayos para el Ejemplo 3 donde las zonas coloreadas representan el
valor absoluto del Jacobiano cuando estos valores son menores que 2.
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0 0.2 0.4 0.6
X

Figura 4.13: Trazado de rayos correspondiente a considerar ¢ € [0, 0.2]

4.2.2. Restriccién del problema y aplicacién de WKB

Para evaluar la aproximacion WKB en un caso en el que el indice de refracciéon no es
constante, consideramos el problema del Ejemplo 3 en la zona previa a la formacién de
causticas. Los parametros del problema seran los mismos, a excepcion del intervalo para la
variable t. En este caso, considerando ¢ € [0, 0.2] obtenemos el trazado de rayos descrito en
la Figura 4.13, de esta forma, los rayos apenas tocan la zona de formacién de la caustica. Si
bien para este problema no contamos con una féormula explicita de la solucién, para el caso
en el cual el indice de refraccién depende solo de y, contamos con un método alternativo de
alto orden para aproximar la solucién. A grandes rasgos, es un método que utiliza separacién
de variables donde uno de los problemas se resuelve numéricamente utilizando un paquete de
Julia (en la Referencia [4, p.7] se pueden encontrar los detalles). A continuacién, analizaremos
los resultados obtenidos.

En las Figuras 4.14 vemos el grafico del valor absoluto (a) y la parte real (b) de la solucién
obtenida con el método WKB de orden 2, la primera pregunta que queremos responder es
si nuestro método es una buena aproximacion respecto a la solucion de referencia. Para
contestar esta pregunta, en la Figura 4.15a, representamos el error absoluto al comparar
solucién de referencia con el método WKB de orden 1, como observamos, el mayor valor del
error relativo se registra en la zona mas cercana a la caustica, mientras que los errores mas
bajos, se registran en las zonas donde el indice de refraccién no varia significativamente.

En la Figura 4.15b se representa el error absoluto relacionado al método WKB de orden 2.
Al igual que en el caso de la aproximacién de orden 1, los valores mas altos del error relativo
se registran en la cercania de la cdustica, aunque se observa que el error con respecto a la
aproximacién de WKB orden 1 es un orden de magnitud menor.
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Figura 4.14: (a) Valor absoluto de la solucién obtenida con el método WKB de orden 2.(b)
Parte real de la solucién obtenida con el método WKB de orden 2.
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Figura 4.15: Error absoluto para WKB 1 y WKB 2. (a) Error absoluto al comparar la
solucién de referencia con la solucién obtenida mediante el método WKB de orden 1. (b)
Error absoluto al comparar la soluciéon de referencia con la solucién obtenida mediante el

método WKB de orden 2.
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Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo principal de este trabajo fue desarrollar e implementar un método numérico
para obtener la aproximacion de orden superior de la serie asintética WKB y poner a prueba
su validez. Para este fin, comenzamos la tesis repasando conceptos basicos sobre la teoria
de rayos y propagacion de ondas, esto nos permitié familiarizarnos con conceptos que luego
relacionamos con la teoria de caracteristicas, teoria en la que basamos nuestro método de
resolucion. También introdujimos las series asintoticas, haciendo un repaso de su definicién
y propiedades mas importantes, esto nos permitié contar con una estimacién del error del
método WKB.

En el Capitulo 2, presentamos un método para la resolucion de las ecuaciones asociadas al
método WKB, basado en la teoria de caracteristicas. La gran ventaja de este enfoque es que la
solucién en cada rayo se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
donde las ecuaciones estdn compuestas por funciones (cuyas expresiones analiticas se deducen
de los datos iniciales) junto con otras variables del propio sistema. Una vez resuelto este
sistema, contamos con todas las soluciones necesarias para construir la aproximacion WKB.
Es decir, la tnica fuente de error en cada rayo al resolver las ecuaciones de transporte y
eikonal, proviene del incurrido por el solver, que como vimos, puede ser configurado para
conseguir resultados con precision cercana a la precision de maquina.

En el Capitulo 3 presentamos la implementaciéon del método descrito en el Capitulo 2. Los
resultados de esta implementacion fueron exhibidos en el Capitulo 4, donde se puso a prueba
el método en medios homogéneos y no homogéneos. Al comparar las soluciones obtenidas
con el método WKB y la solucion de referencia, los resultados mostraron una clara mejora
en la aproximacion WKB de orden 2 con respecto a la aproximacién de orden 1, en los casos
de medios homogéneos e inhomogéneos.

Queda pendiente realizar un estudio detallado de la relacién existente entre los errores
cometidos y la discretizacién del dominio, como también la estabilidad del método respecto
a las condiciones iniciales. Por otro lado, seria interesante estudiar la extension del método
a campos incidentes mas generales y examinar cémo obtener las condiciones iniciales para
los términos de la serie asintética de WKB en estos casos.

Si bien esta tesis se enfocé en llevar a cabo un método WKB de orden superior, esta en-
marcada en un proyecto mas grande que surge a partir del desarrollo método Screened-WKB

23
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que evita el problema de las zonas de cdusticas [4], que como se mencioné en la Seccién 1.7
sobre cdusticas y catastrofes, hasta el momento era la principal causa de pérdida de precisién
en la aplicacién de WKB. En vista de que el método Screened-WKB nos permitira tratar
problemas mas generales, se presentan nuevos desafios, como por ejemplo, la introduccién
de condiciones de contorno. Finalmente, sera valioso aplicar el método desarrollado para
resolver problemas de propagacién en distintas disciplinas como problemas atmosféricos,
sismolégicos, oceanicos, cudnticos, etc.
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Apéndice

5.1. Apéndice 1

Diferenciando con respecto a t obtenemos

0] _ (XY OXPY PYOX Y PX
ot \ ot2 9s Ot Otds Ot ds Ot OsOt

Usando la regla de la cadena podemos escribir

8_J B 0 [(0X 8_X 0 8_X oY 8Y+
ot |ox \ ot ) ot aY ot ] ot| 0s
9 aY aX
0X Y as 8t
O (YNOX 9 (OV) O + 0 (9X\ oY | oY
oX \ ot ) ot oY \ Ot c‘)t oY \ 0t ) Os | Ot

Varios de los términos de la ecuacion anterior se cancelan, conduciendonos a :

0J [0 (9X) 0 (9¥\](0X0¥ oxov
ot 10X \ ot oy \ ot ot s Os Ot
Observando que el segundo término de la derecha es el Jacobiano, podemos reescribir la
igualdad como
aJ 0X
at <V ot ) /

y esta es la expresion a la que queriamos llegar.
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5.2. Apéndice 2

Cuadro 5.1: Causticas simples (siete catastrofes elementales)

Nombre y simbolo Codimensién | Co-rango | Funcién generadora ®(¢, 7) Ecuacion de la superficie del rayo
Fold(A,) 1 1 i+ an 4G =0
Cusp(As) 2 1 i+ Gm o+ G P+ G+ Gn=0
Swallowtail(A,) 3 1 Toypgn o+ g s TG+ Gn+ GrE=0
Hiperbolic umbilic(D}) | 3 2 7 + T + (T + GoTo + (T £313 — G+ 23m =0
Elliptic umbilic(Dj) 3 2 2T+ (=0
Butterfly(45) 4 1 7 pon + ot 4 St e £+ G+ G+ G+ G =0
Parabolic umbilic(Ds) | 4 2 1+ T 4+ G+ Qoo+ T+ Ty | 2T+ (G =0

47 4+ 77+ G+ 2072 + 34T =0




5.3. APENDICE 3

5.3. Apéndice 3

En general, para obtener los términos %5, ‘7-x resolvemos un sistema de la forma:

dvx 4Vy

d(%)  dx, N

dt— ds  ds
4(%) _dvi _,dQ
dt ds ds
d(%) _ d¥v,) _d2n(X,Y)?)
dt ds ds
d(%) _d(R) _ d2n(X,Y).nx(X,Y))
dt ds ds
d(%) _dQ) _ d@2n(X,Y).ny(X,Y))
dt ds ds
2
a(4%) X,
d  ds® T ds?
2
(%) ey L0
dt ds® T ds?
d2
(%) _@(P) _ Eealx.y)ng(X,Y)
dt  ds® ds?
d2Q
d (d> Q) _ (X, Y).ny(X,Y)
dt ds? ds?
N
(&)  avx, LA P
dt  dsN o TdsN
ANy, _,d¥Q
d  dsN dsN

dV(P)  dV(2n(X,Y)nx(X,Y))

dsN dsN

_ d¥(Qy) AN (2n(X,Y).ny(X,Y))

dsN ds™N
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5.4. Apéndice 4

1/2 (9]
HWY(2) ~ (3) expli(z — 1/27v — 1/47)] Zi”an(y), —2r+d <phz<2m—0 (5.2)

donde
ap(v) =1
(1/2 = v),(1/24v), (5.3)
a,(v) = T para k > 1,

donde (—),, es el stmbolo de Pochhammer. Si z es un niimero complejo, la 2'/2 est4 detérmino

por
2M? = exp(1/21n|z|+1/2i ph 2) (5.4)

5.5. Apéndice 5

La funcién WKB_orden2 es la encargada de resolver el sistema de ecuaciones de segundo
orden para la aproximacion WKB de orden 2. Los primeros 9 términos de la funcién odefun,
al igual que el término correspondiente a dAg/dt (linea 41), son los mismos que para la
funcién WKB_ordenl. Se agregan las ecuaciones correspondientes a X, Vs, Psssy Qsss- De-
cidimos mostrar solo una parte del desarrollo de los términos de la derecha para no hacer
tan engorrosa la lectura. Respecto al tltimo término de odefun correspondiente a dA;/dt
(linea 43), es equivalente a la ecuacién

dA, 1dJ
LA, AA
dt Y97 dt 0

donde la funcién LapAO que se encuentra en la linea 17 es la funcién encargada de calcular
el laplaciano de Ay siguiendo los pasos que detallamos en la secciéon anterior.

function [XaY;\II7A07A1] = WKB_orden2 (XinimY%nica\I]inicaPinicaQinicaXsm,;UYs,;mc,

opciones = odeset(’RelTol’ ,2.3e-14,"AbsTol",2.3e-14);

odefun = @(t,s) [

L 2P; dX/dt

2Q; dY/dt
2n(X,Y)?; d¥/dt

2n(X,Y)n.(X,Y); dP/dt
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11 2n(X, Y ), (X, Y); dQ/dt
16 2Ps; dX/dt
15 2Qs; dYg/dt

0 2((ne(X,Y) X5 +ny (X, Y)Y ) (X,Y) + ..n(X, Y ) (nge (X, Y) X + nay (X, Y)Y5)) 5 dPs/dt

2(na (X, V)Xo + 1y (X, Y)Y, (X, Y) + oK, V) (1 (X, Y )Xo 41y (X, YY) dQu/dE

2P,y; dX,/dt

] 2@55; dYSS/dt

NN NN NN NN

o

Ang(X,Y) X, + 1y (X, Y)Y3) (N (X, V) Xy + 11y (X, Y)Y3) + 200 (X, V) (ngu (X, V) X o+
Ny (X, V)Y) X, + (nay (X, Y) X, + 1y (X, V)YV + ng (X, V) X + 1y (X, Y) Yo )+
20(X, Y ) (Nrae (X, Y) X + Nty (X, Y)V2) X + (Mg (X, Y) X + 1y (X, Y)Y Yorh
Naw(X,Y) Xy + 10y (X,Y)Yso) 5 dP,/dt

30 4(ng (X, Y) X5 + ny (X, Y)Y5) (N (X, Y) X 4 1y (X, YY) + 21y (X, Y) (020 (X, Y) X5+
20(X, V) (Mg (X, Y )Xo + 1y (X, Y)Y0) X+ (1 (X, V) X+ 11 (X, Y)Y Yot
Ny (X, V)Xo + 1y (X, Y)Vao) 5 dQss/dt
31
32 2Psss; dXsss/dt
3
1

2sts H d}/;ss/dt

56 6(Nae (X, Y) X 4 Npy (X, Y)Y5) (002 (X, Y) X+ 1gyy (X, YY) X + (May (X, Y) X + 1y (X, Y) Y)Y+
ng (X, Y) X5 + ny (X, Y) ss) F6(ng (X, Y) X + ny (X, Y)Y5) (Nawe (X, Y) X + ngyye (X, Y)Y5) X+
(Naye (X, Y) X 4 Ny (X, Y)Y Y5 + 1 (X, Y) X + Mgy (X, Y)Y5s) + 210 (X, V) (2(n00 (X, Y) X5+
nmy(X Y)Y )Xss + 2(nzy(Xa Y)Xs + nyy(X Y)Ys)Yss + nm(Xa Y)Xsss + le(X, Y)Ysss + Xs((nmcat(Xa Y)
X+ Naya (X, Y)Y) X + (Naya (X, Y) X 4+ nyay (X, Y)Y Y + 150 (X, Y) X + 10y (X, Y)Y )+
Vel (X V)X, + 10y (X Y)Y Ko £ (i (X, V)X, 1y (X, Y)YV + 1y (X, V) Xt
Nyy (X, Y)Y55)) +2n(X, Y) (2(n000 (X, Y) X + Naya (X, Y)Y5) Xs 4 2(Naya (X, Y) X + nyay (X, Y)Y5)
Yss"'n:cx(X Y)Xsas + Ny (Xa Y) sss T Xs ((na:xxx(X Y)X +nx:cxy(X7 Y)K)Xs +(nxa:9:y(X7 Y)Xs"l‘
(nmyy(X Y)X "‘nryyy(x’ Y)YS)Y "‘nrbyr(X Y)Xss +nyry(X7 Y)Yss));  dPsss/dt

5 B2y (X, V)X, + 1y (6, V)Y (00 (X, Y) X + 100y (X, Y)Y X+ (00 (X, Y)X, + 1y (X, Y)Y, )Y,

g (X, Y) Xs + 1y (X, Y)Ys) + 6(n0 (X, Y) X + 0y (X, Y)Y5) (Raya (X, V) X + nyay (X, Y)Y)

X+ (nyay (X, Y) X + 1y (X, V) Y)Y + 10y (X, Y) X + 1 (X, Y)Yis) + 20y (X, Y) (21200 (X,Y)

X+ ngy (X, YY) Xos + 2(nay (X, Y) X + 1y (X, Y)Y )Y + 10 (X, Y) Xgss + 1y (X, Y)Y + X

((Ngaz (X, Y) X 4+ ngyz (X, Y)Y5) X + (Naya (X, Y) X + Nyay (X, Y)Y Y + 100 (X, Y) X+

Nay (X, Y)Yes) + Ya((aye (X, V)Xo + nyay (X, Y)Y5) X 4 (nyay (X, Y) X 4 1y (X, Y)YS) Yo+

nmy(Xv Y) X + nyy(X, Y)Yss)) + Zn(X, Y)(Q(”wyoc(Xa Y)Xs + nyfﬂy(Xa Y)Y,) Xes + z(nywy(Xa Y)XS

A1y (X, Y)Y5) Yis 4 110y (X, Y ) X 4 My (X, Y) Ysss + X (0229 (X, Y) X+ Mgy (X, Y) Y5) X
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F(Naayy (X, Y)Xs + Nayyy (X, Y)Y5) Y5+ 10y0 (X, Y ) Xos + Nyay (X, Y)Yes) + Y ((Raayy (X, Y) X
"‘“ryy/y(X» Y)Y5)Xs + (Mayyy (X, Y) X + 1y y (X, Y) Y)Y+ 1y (X, V) Xigs 4 104 (X, Y ) Yiss)) 5
dQSSS dt

—Ao(n(X, V)1 (X, Y)Y, + PQs — PoQ — Xon(X,Y)ny(X,Y))./(PYs — QX4);  dAo/dt

— A (n(X,YV)ne (X, Y)Y, + PQs — P.Q — Xon(X,Y)ny(X,Y))./(PYs — QX,))—LapA0(X,Y
) P7 Q7 Xsu va Ps7 QS7 X557 Y557 Pssu Q857 XSSS7 Ysss» Xinica Yvinia Pinic7 Qinim Xsimc ) Ysinic7 PSim‘c? Qsim-C»

Xssim-ca YSSinica PssiniC7 QSSimw XSSS'L?Lic’ Ysssmica Alim-ca AlsimC ; AIMMZ.C y Ty Mgy Moy Ny Ny nyy)] 5
dA, /dt
init_conds = [Xim'a Yinics Uinics Pinic, Qinic, Xsim-ca Ys,ym-ca Psi,m-ca Qsmica Xssimca }/ssmma ---Pssimca

stinic7 Xsssinic’ }/sssinic 7P5551l'n,7',c3 stsinic7 AOinic? Alinic] >
[",s] = ode45(odefun,T, (init_conds),opciones);

X =s(,1);
Y = s(:,2);
U = s(:,3);
Ag = s(:,18);
A1 = S(:,lg);

53 end
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