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Resumen

En esta tesis estudiamos un método basado en la teoŕıa de rayos que se propone encontrar
soluciones aproximadas de una clase de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
son las encargadas de describir el fenómeno de propagación de ondas a través de un medio
no homogéneo. La aproximación que emplearemos se conoce convencionalmente como apro-
ximación WKB (1926) y consiste en introducir un sistema de coordenadas de rayos, sobre el
cual la amplitud y la fase de la solución de onda exhiben variaciones lentas. Es llamada de
esta forma por Wentzel, Kramers y Brillouin, quienes popularizaron el método aplicándolo a
problemas de mecánica cuántica. Sin embargo, también se debe dar crédito a muchos otros,
incluidos Rayleigh y Jeffreys, que contribuyeron a su desarrollo inicial [2].

La teoŕıa de rayos, en la cuál se basa el método WKB, se utiliza prácticamente en
todas las áreas de propagación de ondas, incluidas la śısmica, la ciencia atmosférica, la
teledetección y telecomunicaciones, la acústica oceánica, la astronomı́a, la mecánica cuántica
y la óptica, entre otras. Una de las limitaciones de la aproximación WKB es que deja de ser
válida en zonas donde los rayos convergen o divergen rápidamente, especialmente en regiones
donde se cruzan formando cáusticas, situación frecuente en problemas de propagación a
grandes distancias. Esta dificultad motivó el desarrollo de numerosos métodos que procuran
superar esta situación, en particular, la teoŕıa del ı́ndice KMAH (Keller, Maslov, Arnol’d y
Hörmander) especifica qué tipo de corrección se debe incorporar cuando un rayo atraviesa una
cáustica. En casos generales, estas correcciones suelen ser muy complejas o muy costosas de
implementar y las aproximaciones que se obtienen suelen ser poco precisas. Por este motivo,
nunca resultó un gran aporte implementar la aproximación WKB a órdenes superiores, como
lo afirma Chapman en un fragmento del libro Fundamentals of Seismic Wave Propagation
[5]

La principal causa de ruptura de la aproximación de rayos geométricos son las
cáusticas y las discontinuidades en el campo de ondas [...]. En estos casos, la
aproximación geométrica o los términos de orden superior son singulares. Los
términos de orden superior en la serie de rayos asintóticos son de poca utilidad.

Sin embargo, resultados recientes [4] indican potenciales ventajas en el uso de WKB de
orden superior, dado que en este método, gracias a una descomposición en zonas acotadas
por ciertas “pantallas” (screens), se obtiene un campo WKB que es suave en la totalidad del
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Figura 1: En la parte superior de la figura se muestra el campo asociado al trazado de rayos
graficado en la figura inferior, calculado con el método S-WKB. La figura del medio es la
superposición de las dos imágenes. Bruno y Maas [4]

dominio. La Figura 1 demuestra el campo obtenido usando este método, pero solo incorpo-
rando WKB de orden 1. Se espera que el uso de WKB de orden superior dé lugar a mejoras
significativas en el error resultante. El objetivo de esta tesis es el desarrollo e implementa-
ción de un método eficiente para la obtención de los términos de orden superior de dicha
aproximación.
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2.4. Órdenes superiores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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5.4. Apéndice 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Ecuación de Helmholtz

La ecuación de Helmholtz a menudo aparece en el estudio de problemas f́ısicos que invo-
lucran ecuaciones diferenciales parciales, tanto en el espacio como en el tiempo en las que se
puede aplicar el método de separación de variables.

Por ejemplo, si se considera la ecuación diferencial para la propagación de ondas armóni-
cas en el tiempo en un medio no homogéneo(

∇2 − n2(x)
∂2

∂t2

)
u(x, t) = 0, (1.1)

donde

n(x) = c0/c(x)

se conoce como ı́ndice de refracción y debe valer que n(x) ≥ n0 > 0 es una función sufi-
cientemente suave. Aqúı, c0 es una constante que indica la velocidad de propagación de la
onda en un medio de referencia (por ejemplo, en problemas de propagación de la luz, c0
corresponde a la velocidad de la luz en el vaćıo) y c(x) es la velocidad de propagación de la
onda en el medio original.

La separación de variables comienza asumiendo que la función de onda u(x, t) es de hecho
separable, es decir, se puede escribir de la siguiente forma:

u(x, t) = U(x)T (t)

Si sustituimos esta igualdad en la ecuación de ondas y luego simplificamos, obtenemos la
siguiente ecuación:

1

n2(x)

∇2U(x)

U(x)
=

1

T (t)

d2T (t)

dt2

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Se puede notar que la expresión del lado izquierdo depende solo de las variables espaciales
x, mientras que la expresión de la derecha depende solo de la variable temporal t. Como
resultado, esta ecuación es válida en el caso general solo si ambos lados de la ecuación son
iguales a un valor constante.

A partir de esta observación, obtenemos dos ecuaciones, una para U(x) y otra para T (t)

1

n2(x)

∇2U(x)

U(x)
= −k2,

1

T (t)

d2T (t)

dt2
= −k2,

donde hemos elegido, sin pérdida de generalidad, la expresión −k2 para el valor de la cons-
tante. Para ondas acústicas armónicas en el tiempo se puede probar que una función de la
forma:

u(x, t) = ℜ{U(x) exp[−ikt]}
es solución de la ecuación (1.1) siempre que la función U , dependiente del espacio, satisfaga
la ecuación de ondas reducida o ecuación de Helmholtz

∇2U + k2n2(x)U = 0. (1.2)

A la constante k se la llama número de onda y está dada por k = ω/c0, donde ω es la
frecuencia angular de propagación. Esta ecuación lleva el nombre del f́ısico Hermann Ludwig
von Helmholtz (1821-1894) por sus contribuciones a la acústica matemática y al electromag-
netismo.

La ecuación (1.2) por śı sola, no garantiza la unicidad de solución. Por ejemplo, en el
caso en que n2(x) = 1 para x fuera de un subconjunto compacto de R3, para tener unicidad
debemos requerir la condición de radiación de Sommerfeld, que se expresa de la siguiente
forma

ĺım
r→∞

r

(
∂U

∂r
− ikU

)
= 0, (1.3)

donde r = |x| es la norma eucĺıdea de x. La condición de radiación de Sommerfeld expresada
en palabras se lee

”las fuentes deben ser fuentes, no sumideros de enerǵıa. La enerǵıa que se irra-
dia desde las fuentes debe dispersarse hasta el infinito; ninguna enerǵıa puede
irradiarse desde el infinito hacia... el campo”. [17]

La ecuación de Helmholtz junto con la condición de radiación describen la propagación de
las ondas acústicas armónicas en el tiempo de pequeña amplitud en un medio no homogéneo
que vaŕıa lentamente. La última condición sobre la variación del medio es consecuencia
de la derivación de la ecuación de ondas (1.1) y se pueden encontrar los detalles en la
Referencia [6][p. 204].
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Solución fundamental en R3

Si se considera el problema de propagación de ondas en un medio homogéneo producida
por una fuente puntual ubicada en el punto y se puede verificar que la función

Φ(x,y) :=
1

4π

eik|x−y|

|x− y|
, x,y ∈ R3, x ̸= y (1.4)

es una solución de la ecuación de Helmholtz

∆Φ + k2Φ = δ(x− y)

con respecto a x para cualquier y fijo y satisface la condición de radiación de Sommerfeld.
Debido a su singularidad polar en x = y, la función Φ se denomina solución fundamental de
la ecuación de Helmholtz.

Solución fundamental en R2

En el resto de nuestro trabajo, trataremos el problema bidimensional, es decir, el dominio
estará incluido en R2. Es importante observar que la ecuación de Helmholtz en R2 se puede
utilizar para describir problemas en R3 que sean axi-simétricos en alguno de sus ejes. Por lo
tanto, los resultados que nombramos hasta ahora, siguen siendo válidos en dos dimensiones
después de la modificación adecuada de la solución fundamental y de la condición de radiación
de Sommerfeld.

La solución fundamental (1.4) debe ser reemplazada por

Φ(x,y) =
i

4
H

(1)
0 (k|x− y|), (1.5)

donde H1
0 denota la función de Hankel de primer tipo y orden cero. Un desarrollo completo

de este tema se puede encontrar en la Sección 3 de la Referencia [6].
La condición de Sommerfeld debe ser reemplazada por

ĺım
r→∞

r1/2
(
∂U s

∂r
− ikU s

)
= 0 (1.6)

donde r := |x|. Finalmente, queremos mencionar que H
(1)
0 posee una serie asintótica. La

fórmula de su expansión completa se puede encontrar en el Apéndice 5.4, aqúı la expresaremos
de la forma

H
(1)
0 (kr) =

√
2

πkr
ei(kr−π/4)

(
1 +O

(
1

kr

))
,

donde se puede ver que la solución fundamental (1.5) satisface la condición de radiación (1.6).
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Los problemas de propagación que estamos interesados en resolver son los problemas de
alta frecuencia, es decir, donde el número de onda k sea grande, respecto a las demás escalas
del problema. Para k grande, la longitud de onda es pequeña y como consecuencia la solución
U se vuelve altamente oscilatoria. En esquemas clásicos de resolución, una situación como
esta requiere mallas muy finas para resolver tales oscilaciones con precisión. Por lo tanto,
los métodos estándar serán muy costosos e ineficientes. La ventaja de la aproximación que
emplearemos en este trabajo, conocida como aproximación WKB está basada en la teoŕıa de
rayos y consiste en la introducción de un nuevo sistema de coordenadas, sobre los cuales la
amplitud y la fase de la solución vaŕıan lentamente. En la próxima sección introduciremos
algunos conceptos básicos de la teoŕıa de rayos.

1.2. Teoŕıa de rayos

El comportamiento de las trayectorias de los rayos se consideró mucho antes de su for-
malización matemática. De hecho, la propagación y reflexión de los rayos fue estudiada
originalmente por Euclides, mientras que la ley de Snell que rige la refracción de los rayos
data de 1626. La teoŕıa de los rayos surgió originalmente de la óptica, donde se utilizó para
modelar la propagación de la luz. Esta teoŕıa estudia cómo las trayectorias de los rayos se
doblan o refractan al propagarse por un medio, rastreando aśı la propagación de los frentes
de onda. Podemos imaginar rayos propagándose en todas las direcciones en el espacio libre,
sin embargo, los que rastreamos son los que nos ayudan a comprender la propagación de
una fuente en particular. Aśı, las ondas planas y las ondas esféricas en el espacio libre se
entienden en términos de diferentes frentes de onda y diferentes rayos. La imagen relevante
para una fuente puntual en un medio homogéneo se muestra en la Figura 1.1a, donde los
rayos son ĺıneas rectas. Para entender lo que sucede en los medios no homogéneos, primero
podemos comenzar por estudiar los medios en donde el medio vaŕıa por capas, es decir,
medios que están compuestos por distintas capas de fluidos, donde cada una de estas capas
posee una velocidad de propagación constante. La onda incidente da lugar a ondas reflejadas
y transmitidas. A continuación, analizaremos el comportamiento de las ondas transmitidas.
Llamaremos n1, n2, n3, n4 al ı́ndice de refracción asociado a cada fluido. Recordando la ley
de Snell

n1 sin θ1 = n2 sin θ2

que vincula el ángulo de incidencia de la onda incidente θ1 con el ángulo de la onda trans-
mitida θ2. Siguiendo la onda transmitida a través de la pila de capas, se puede notar que la
onda transmitida por una capa es la onda incidente en la siguiente, por lo tanto, la ley de
Snell aplicada a la nueva capa se escribe como

n2 sin θ2 = n3 sin θ3,

y aśı sucesivamente.
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(a) (b)

Figura 1.1: En la Figura (a) se representan gráficamente parte de los rayos y frentes de onda
asociados a la propagación de una fuente puntual. En la Figura (b) se representa el cómo
se curva un rayo que atraviesa un medio formado por varias capas de fluidos con diferentes
ı́ndices de refracción

Si ahora pensamos a la pila de capas discretas como la aproximación de un fluido en
el que su ı́ndice de refracción n(z) vaŕıa continuamente, entonces podemos reescribir las
expresiones anteriores como

n(z1) sin θ(z1) = n(z2) sin θ(z2),

Se puede demostrar que en interfaces de fluido-fluido, las ondas reflejadas se vuelven
progresivamente más débiles a medida que las discontinuidades en la velocidad decrecen y
por lo tanto se pueden despreciar.

Siguiendo nuestro razonamiento, si contamos con un punto y un ángulo de partida del
rayo z0 y θ0, respectivamente, entonces el ángulo del rayo a una cierta profundidad z estará
dado por

θ(z) = arcsin

[
n(z0)

n(z)
sin θ(z0)

]
Puesto en palabras, si consideramos un perfil de velocidad que aumenta continuamen-

te con la profundidad, como el caso de la Figura 1.1b, el rayo se refracta continuamente,
aparentemente alejándose de las partes del medio de mayor velocidad. En la práctica, para
un observador que mira en la dirección de propagación del rayo, los frentes de onda a la
izquierda están en un medio más lento que los de la derecha, entonces, el frente de onda se
gira continuamente como lo haŕıa un carro con una de sus ruedas en el barro. [8]
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1.3. El método WKB

El método WKB, es llamado de esta forma en honor a G. Wentzel, H.A. Kramers y
L. Brillouin (1926). En realidad, H. Jeffries escribió un art́ıculo sobre esta solución en un
contexto de propagación de ondas en 1923, por esta razón, algunas personas lo llamanWKBJ.
De hecho, esta aproximación fue discutida por primera vez por Liouville y Green en 1837, y
nuevamente por Rayleigh en 1912 [19].

Ya estamos en condiciones de presentar el método, nos interesa resolver la ecuación de
Helmholtz

∇2U(x) + k2n2(x)U(x) = fuente, (1.7)

donde la fuente es descripta por una función que se anula en todos lados excepto en el trans-
misor. Si n es constante y la fuente está a una gran distancia la solución es aproximadamente
una onda plana:

U(x) = U0 exp(ikx).

Esto sugiere que probemos con una solución que es el producto de un término de amplitud
y un término de fase exponencial:

U(x) ∼ A(x) exp[ikψ(x)], (1.8)

aqúı, la función ψ(x) es conocida como la eikonal y define la fase de la señal cuando es
multiplicada por el número de onda k.

La asunción básica es que ni el ı́ndice de refracción ni las condiciones de borde cambian
significativamente sobre una longitud de onda. Esto sugiere que los términos de amplitud
y fase son funciones que vaŕıan lentamente con la posición. Para explotar esta asunción
expandimos la amplitud en potencias inversas del número de onda

A(x) = A0(x) +
A1(x)

ik
+
A2(x)

(ik)2
... (1.9)

La expresión anterior es llamada series de rayos. Generalmente es divergente, pero en ciertos
casos puede mostrarse que es una aproximación asintótica a la solución exacta (ver Referen-
cias [16][1]). En la próxima sección, desarrollaremos el concepto de aproximación asintótica
y trataremos el tema de estimación de errores.

Volviendo a la deducción del método, tomando las derivadas de la serie de rayos, obte-
nemos:

Ux ∼ eikψ

[
ikψx

∞∑
j=0

Aj
(ik)j

+
∞∑
j=0

Aj,x
(ik)j

]
,

Uxx ∼ eikψ

{
[−k2(ψx)2 + ikψxx]

∞∑
j=0

Aj
(ik)j

+ 2ikψx

∞∑
j=0

Aj,x
(ik)j

+
∞∑
j=0

Aj,xx
(ik)j

}
.
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Entonces, podemos escribir

∇2U ∼ eikψ

{[
−k2|∇ψ|2+ik∇2ψ

]∑
j=0

Aj
(ik)j

+ 2ik∇ψ
∞∑
j=0

∇Aj
(ik)j

+
∞∑
j=0

∇2Aj
(ik)j

}
. (1.10)

Sustituyendo este resultado en la ecuación de Helmholtz e igualando los términos del mismo
orden en k, obtenemos la siguiente secuencia infinita de ecuaciones para las funciones ψ(x)
y Aj(x)

O(k2) : |∇ψ(x)|2= n2(x) (1.11)

O(k) : 2∇ψ · ∇A0(x) +∇2ψA0(x) = 0 (1.12)

O(k1−j) : 2∇ψ(x) · ∇Aj(x) + (∇2ψ(x))Aj(x) = −∇2Aj−1(x), j = 1, 2, ..., (1.13)

la ecuación para ψ(x) es conocida como la ecuación eikonal. Las ecuaciones restantes para
Aj(x) son conocidas como ecuaciones de transporte.

Como mencionamos anteriormente, si una onda que se propaga incide en una interfaz
donde el ı́ndice de refracción cambia repentinamente (por ejemplo, cuando una onda de
luz que se propaga en el aire incide en un vaso de vidrio), entonces generalmente hay una
reflexión significativa de la onda, sin embargo, de acuerdo con la solución WKB, si una onda
que se propaga incide en un medio en el que el ı́ndice de refracción cambia lentamente a lo
largo de la dirección de propagación de la onda, entonces la onda no se refleja en absoluto.
Por supuesto, la solución de WKB es solo una aproximación, en realidad, una onda que
se propaga en un medio en el que el ı́ndice de refracción vaŕıa lentamente está sujeta a
una pequeña cantidad de reflexión. Sin embargo, la relación entre la amplitud reflejada y la
amplitud incidente es muy pequeña y por lo tanto se puede despreciar.

1.4. Condiciones de validez y estimación del error

En el comienzo de esta sección haremos un repaso de definiciones y propiedades rela-
cionadas con las series asintóticas. Posteriormente desarrollaremos un criterio para predecir
cuándo la aproximación WKB será apropiada para aproximar nuestra solución. Este criterio
es cualitativo, es decir, especifica qué tan grande debe ser k para que la serie WKB en (1.8)
aproxime a U(x) con algún error relativo prescrito.
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1.4.1. Series asintóticas

Comenzamos enfatizando la diferencia entre las series convergentes y asintóticas. Una
serie no necesita ser convergente para ser asintótica. De hecho, la mayor parte de las series
asintóticas no son convergentes.

Sea x un parámetro espacial fijo. Si f(x, k) =
∑∞

n=0 an(x)(k−k0)n es una serie convergente
para |k − k0|< R, entonces el resto

εN(x, k) ≡ f(x, k)−
N∑
n=0

an(x)(k − k0)
n

tiende a cero cuando N → ∞ para cualquier k fijo, |k − k0|< R. Por otro lado, si la serie es
asintótica a f(x, k), es decir

f(x, k) ∼
∞∑
n=0

an(x)(k − k0)
n(k → k0)

entonces, el resto εN(x, k) tiende a cero más rápido que (k − k0)
N cuando k → k0, pero no

necesariamente tiende a cero cuando N → ∞ para un k fijo. Si k0 = ∞, como en nuestro
caso, la correspondiente definición es f(x, k) ∼

∑∞
n=0 an(x)k

−n (k → ∞) si

f(x, k)−
N∑
n=0

an(x)k
−n ≪ k−N , (k → ∞ para todo N). (1.14)

La convergencia es una concepto absoluto, una propiedad intŕınseca de los coeficientes de la
expansión an(x). Uno puede probar que la serie converge sin necesidad de conocer la función
a la que converge. Sin embargo, la asintoticidad es una propiedad relativa de los coeficientes
de la expansión y de la función f(x, k) a la que la serie es asintótica. Para probar que una
serie es asintótica a f(x, k), se debe considerar tanto f(x, k) como los coeficientes de la
expansión.

Por otro lado, no todas las funciones pueden ser expandidas en series de potencias asintóti-
cas. La función f(x, k) = k−1 crece cuando (k → 0), y por lo tanto, no puede ser asintótica a
una serie de la forma

∑∞
n=0 an(x)k

n con n ≥ 0. Similarmente, f(x, k) = ek no tiene una serie
de potencia asintótica de la forma

∑∞
n=0 an(x)k

n(k → ∞), pues ek crece cuando k → ∞.

Si f(x, k) puede expandirse en la serie de potencias asintótica
∑N

n=0 an(x)(k − k0)
n

(k → k0), entonces los coeficientes de esta expansión son únicos. Esto es consecuencia de la
definición anterior ya que provee una forma de determinar los coeficientes an(x) de forma
única

a0(x) = ĺım
k→k0

f(x, k), (1.15)

a1(x) = ĺım
k→k0

f(x, k)− a0(x)

(k − k0)
,
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y en general

aN(x) = ĺım
k→k0

f(x, k)−
∑N−1

n=0 an(x)(k − k0)
αn

(k − k0)N
.

La condición para que una función tenga expansión asintótica en series de potencia es que
todos los ĺımites existan.

La mayoŕıa de las operaciones (suma, multiplicación, división, diferenciación, integración,
etc) pueden realizarse en una serie de potencias asintótica término a término como si fueran
series convergentes, con ciertas excepciones (ver Bender and Orzag [2][p.125]).

1.4.2. Propiedades de las series asintóticas

Funciones con comportamiento asintótico nulo a todo orden: En general, basta
con calcular unos pocos términos para obtener buenos resultados numéricos de series asintóti-
cas divergentes. Curiosamente, se debe usar esta técnica con precaución porque produce una
respuesta numérica única. En realidad, la “suma” de una serie de potencias divergente no
está determinada de forma única.

Por ejemplo, si f(x, k) ∼
∑∞

n=0 an(x)(k − k0)
n (k → k0) entonces, también es verdad que

f(x, k) + e−(k−k0)−2 ∼
∑∞

n=0 an(x)(k − k0)
n (k → k0) ya que e−(k−k0)−2 ≪ (k − k0)

n cuando
(k → k0) para todo n. De hecho, la serie

∑∞
n=0 an(x)(k− k0)

n es asintótica cuando (k → k0)
a cualquier función que difiera de f(x, k) por una función g(x, k) siempre que g(x, k) → 0
cuando k tiende a k0 más rápido que todas las potencias de (k− k0). Tales funciones se dice
que son subdominantes a la serie de potencias asintótica. La expansión asintótica de g(x, k)
es

g(x, k) ∼
∞∑
n=0

0(k − k0)
n cuando k → k0

La discusión anterior muestra que el valor de k para el cual la aproximación asintótica
óptima resulta útil no puede predecirse a partir de la serie asintótica misma. Por lo tanto,
para cualquier problema dado, nunca podemos saber a priori si el análisis asintótico dará o no
buenos resultados numéricos en un valor fijo de k. Sin embargo, la experiencia ha demostrado
que los métodos asintóticos casi siempre dan resultados muy buenos.

Unicidad de la serie asintótica: A pesar de que hay varias funciones asintóticas
para una serie de potencias asintótica dada, hay una única serie de potencias asintótica pa-
ra cada función. Espećıficamente, si una función f(x, k) puede expandirse como f(x, k) ∼∑∞

n=0 an(x)(k − k0)
n, k → k0, entonces los coeficientes de la expansión son únicos. La de-

mostración se deduce de las ecuaciones (1.15).
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1.4.3. Condiciones de validez de la aproximación WKB

La naturaleza singular de la teoŕıa WKB es evidente en el término k en la aproximación
exponencial (1.8)

U(x) ∼ exp[ikψ(x)]
∞∑
n=0

1

(ik)n
An(x) (k → ∞) (1.16)

A menos que ψ(x) ≡ 0, la aproximación deja de ser correcta para k → 0. Además, la serie∑∞
n=0(ik)

−nAn(x) usualmente diverge, es por esto que usamos la notación asintótica ∼ en
lugar del signo =. A pesar de que la serie WKB casi siempre diverge, como corresponde a
toda aproximación asintótica, puede proveer aproximaciones extremadamente precisas de la
solución U(x) cuando se la utiliza correctamente. A continuación, mostraremos un criterio
para predecir cuándo el uso de la aproximación WKB será apropiado.

Para que la aproximación WKB sea válida en un dominio, es necesario que la serie∑
(ik)−nAn(x), sea una serie asintótica en k cuando k → ∞ uniformemente para todo x en

el dominio. Esto requiere que las siguientes relaciones asintóticas

|(ik)−1A1(x)|≪ |A0(x)|, k → ∞,

|(ik)−2A2(x)|≪ |(ik)−1A1(x)|, k → ∞,

...

|(ik)−nAn(x)|≪ |(ik)−(n−1)An−1(x)|, k → ∞,

se cumplan uniformemente en x. Estas condiciones son equivalentes a pedir que cada una
de los cocientes An+1(x)/An(x) (n = 0, 1, 2...) sean funciones acotadas de x en el dominio
(aunque estas cotas pueden ser funciones arbitrarias de n). Si la serie

∑
(ik)−nAn(x) es

uniformemente asintótica en x cuando k → ∞, la regla de truncamiento óptimo recomienda
truncar la serie antes del término más pequeño (ik)−NAN(x), con lo que se obtiene una
aproximación con un error relativo uniformemente pequeño en todo el dominio x.

1.4.4. Estimación del error

Si las condiciones anteriores se cumplen, el error relativo entre la solución U(x) dada por
(1.8) y la aproximación WKB es el siguiente:

U(x)− exp[ikψ(x)]
∑N−1

n=0 (ik)
−nAn(x)

U(x)
∼ k−NAN(x) k → ∞ (1.17)
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1.5. Ecuación eikonal

Volviendo al planteo de ecuaciones del método WKB, la primera ecuación que debemos
resolver es la conocida como eikonal 1.11. La ecuación eikonal es una ecuación diferencial en
derivadas parciales no lineal de primer orden. La resolveremos aplicando un método llamado
método de las caracteŕısticas siguiendo el procedimiento presentado en la Referencia [9]. El
método introduce una familia de curvas caracteŕısticas (rayos) que son perpendiculares a las
curvas de nivel de ψ (frentes de onda). Esta familia de rayos define un nuevo sistema de
coordenadas, llamadas coordenadas de rayos. Resulta que en estas coordenadas la ecuación
eikonal se reduce a una ecuación diferencial ordinaria, lineal y mucho más simple. Recordemos
que la ecuación eikonal tiene la siguiente forma

|∇ψ(x)|2= n2(x), (1.18)

o equivalentemente,

ψx(x, y)
2 + ψy(x, y)

2 = n(x, y)2.

Para seguir la notación de la Referencia [9] llevamos esta ecuación a una expresión de la
forma

F (x, y, ψ, ψx, ψy) = 0 (1.19)

y obtenemos

ψx(x, y)
2 + ψy(x, y)

2 − n2(x, y) = 0 (1.20)

A partir de aqúı, usaremos la siguiente notación: p := ψx y q := ψy.

De acuerdo con la teoŕıa de caracteŕısticas [9, p. 33], y suponiendo que el Jacobiano no
se anula

J := XtYs −XsYt ̸= 0, (1.21)

tenemos

ψ(X(s, t), Y (s, t)) = Ψ(s, t), (1.22)

y, por lo tanto, se puede obtener ψ(x, y) invirtiendo las relaciones en

x = X(s, t) y = Y (s, t). (1.23)

Las nuevas variables (s, t) son conocidas como coordenadas de rayos. El paralelismo con los
rayos es el siguiente: supongamos que me encuentro en un punto (x0, y0) del dominio y el
cambio de variables es inversible, entonces, a dicho punto le corresponderá un punto (s0, t0)
de forma tal que (x0, y0) = (X(s0, t0), Y (s0, t0)). Llamamos a las variables (s, t) coordenadas
de rayos pues el punto s0 indicará el rayo (curva caracteŕıstica) al que pertenece el punto
(x0, y0) , y el punto t0 indicará la posición dentro del rayo, asociado a s0 (ver Figura 1.2).
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Figura 1.2: Siguiendo nuestra notación, la curva inicial estará definida por la curva
I(s) = (X(s, 0), Y (s, 0)). A su vez, cada curva caracteŕıstica estará asociada a un valor
de s particular, es decir, la curva Cs0(t) = (X(s0, t), Y (s0, t)) representa una curva carac-
teŕıstica (rayos) para un s0 fijo.

A partir de aqúı seguiremos la siguiente notación:

p(X(s, t), Y (s, t)) = P (s, t),

q(X(s, t), Y (s, t)) = Q(s, t).

Siguiendo el método de las caracteŕısticas, el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales que
deben satisfacer las funciones X, Y,Ψ, P y Q es el siguiente

dX

dt
= FP ,

dY

dt
= FQ,

dΨ

dt
= P FP +Q FQ,

dP

dt
= −FX − P FΨ,

dQ

dt
= −FY −Q FΨ.
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Para nuestro caso particular, las ecuaciones se reexpresan de la siguiente forma

dX(s, t)

dt
= 2P (s, t),

dY (s, t)

dt
= 2Q(s, t),

dΨ(s, t)

dt
= 2n(X(s, t), Y (s, t))2,

dP (s, t)

dt
= 2n(X(s, t), Y (s, t)).nX(X(s, t), Y (s, t)),

dQ(s, t)

dt
= 2n(X(s, t), Y (s, t)).nY (X(s, t), Y (s, t)),

(1.24)

que es un sistema de ecuaciones ordinarias de primer orden.

1.6. Ecuaciones de transporte

Continuaremos con la ecuación para el primer término de la serie asintótica A(x), la
primera ecuación de transporte (1.12),

2∇Ψ∇A0 +∆ΨA0 = 0 (1.25)

Para despejar el término A0 usaremos una propiedad del Jacobiano presentada en [8] que
nos será muy útil y se puede encontrar su deducción en el Apéndice 5.1

dJ

dt
=

(
∇ · dX

dt

)
· J (1.26)

Si tenemos en cuenta el sistema de ecuaciones diferenciales (1.24) para X e Y , deducimos
que

dX

dt
=

(
dX

dt
,
dY

dt

)
= (2P, 2Q) = 2∇Ψ, (1.27)

y por lo tanto, si reemplazamos en (1.26) por la última igualdad, deducimos que

dJ

dt
= (2∇ · ∇Ψ) · J = (2∆Ψ) · J.

Entonces, despejando ∆Ψ

∆Ψ =
1

2J

dJ

dt
,

reemplazando la expresión resultante en la primera ecuación de transporte, y teniendo en
cuenta la equivalencia 1.27, obtenemos

dA0

dt
+

(
1

2J

dJ

dt

)
A0 = 0.
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Reordenando e integrando en ambos miembros con respecto de t, finalmente obtenemos∫ tF

0

dA0

dt

A0

dt = −1

2

∫ tF

0

dJ
dt

J
dt

log

(
A0(X(s, tF ), Y (s, tF ))

A0(X(s, 0), Y (s, 0))

)
= −1

2
log

(
J(s, tF )

J(s, 0)

)
.

Aplicando la función exponencial a ambos lados, por otro lado, resulta que√
J(s, tF )A0(X(s, tF ), Y (s, tF )) =

√
J(s, 0)A0(X(s, 0), Y (s, 0)) (1.28)

Por lo tanto, si conocemos J a lo largo de las curvas caracteŕısticas, podemos despejar el
término A0 de la ecuación (1.28).

Retomaremos esta idea más adelante, donde daremos los detalles de la resolución de los
sistemas resultantes tanto para el término A0 como para la función eikonal. Aqúı observamos
que la última expresión que obtuvimos (1.28) nos da la pauta que a lo largo de todo el camino
del rayo la cantidad

√
JA0(X, Y ) es una cantidad que se conserva. Teniendo en cuenta que

el Jacobiano J nos indica la proximidad de los rayos, esta igualdad nos dice que la amplitud
y la intensidad se definen en términos de tales proximidades. Como el flujo de enerǵıa es
proporcional a la intensidad de la señal multiplicada por el área del haz de rayos, esta debe
ser constante para satisfacer la conservación de la enerǵıa. Concluimos que la teoŕıa de rayos
no se puede aplicar en regiones donde los rayos convergen: en estas regiones el Jacobiano
se anula y para que se cumpla (1.28) la amplitud debe ser infinita, lo cual no reproduce
correctamente el comportamiento asintótico de la ecuación de ondas original.

Desafortunadamente, estas singularidades suelen ser los puntos de mayor interés, ya que
son causadas por la falta de homogeneidad en el medio. Muchos enfoques se han propuesto
para superar esta dificultad, en particular la teoŕıa del ı́ndice KMAH, según la cual se puede
incorporar una corrección después de la cáustica que depende del tipo de cáustica atravesada
por el rayo. En la próxima sección trataremos el tema de las cáusticas y desarrollaremos
brevemente las principales ideas de la teoŕıa del ı́ndice KMAH.

1.7. Cáusticas y catástrofes

A lo largo de la historia de la f́ısica hubo un consistente interés en las cáusticas. Este
interés se deriva del hecho de que en las cáusticas es donde se produce una marcada concen-
tración del campo. De hecho, la intensidad de la luz sobre una cáustica puede ser suficiente
para quemar un papel, lo que explica el origen de su nombre (del lat́ın caust̆ıcus , quemar).

Una cáustica familiar es la curva en forma de cúspide que a veces aparece en la superficie
de una taza de café a la luz del sol, o el patrón cambiante en el fondo de una pileta, que
exhibe discontinuidades de brillo tanto temporales como espaciales. Mientras que para las
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ondas de luz, las cáusticas se pueden observar a simple vista, para la mayoŕıa de los otros
campos de ondas, digamos acústicas, electromagnéticas y śısmicas, las cáusticas se pueden
registrar solo con dispositivos f́ısicos. La descripción de los campos de ondas en presencia
de cáusticas es esencial para muchas disciplinas f́ısicas, entre las que se encuentran la óptica
instrumental (lentes, prismas, espejos, etc.), ingenieŕıa de radio, óptica y acústica de medios
naturales.

Corrimiento de fase en cáusticas

De ejemplos espećıficos en los que se conoce la solución exacta, se observa que la fase
del campo se corre en −π/2 al tocar una cáustica no singular y por −π después de pasar
un foco tridimensional. Sin embargo, una regla universal sobre el cambio de fase adicional
en una cáustica ha sido formulada en los trabajos comparativamente recientes de Maslov
(1972) [13] y Lewis (1965) [11]. Esta regla se basa en el método de la fase estacionaria y
afirma que después de tocar la cáustica el campo del rayo adquiere el factor de fase

exp(iSc) = exp(−iπβc/4). (1.29)

Aqúı, Sc es el corrimiento de la fase, y βc es la variación de la matriz del Jacobiano J que
caracteriza la transición de las coordenadas de rayos a las coordenadas cartesianas. Si un
rayo toca varias cáusticas, los cambios de fase adicionales S

(m)
c adquiridos en cada cáustica,

se suman y el campo resultante tiene el factor de fase

exp

(
i
∑
m

S(m)
c

)
= exp

(
−iπ/4

∑
m

β(m)
c

)
. (1.30)

La cantidad q = −1/2
∑

m β
(m)
c es conocida como ı́ndice KMAH y tiene un valor entero.

Lleva su nombre por las contribuciones de Keller(1958), Maslov(1965,1972), Arnol’d (1973)
y Hörmander (1971).

El ı́ndice KMAH inicialmente es cero, es constante entre las cáusticas en un rayo y
aumenta en un número entero a medida que pasa cada cáustica. El incremento del ı́ndice es
el número de dimensiones que un tubo de rayos pierde en la cáustica. Normalmente, la sección
transversal de un tubo de rayos se reduce a una ĺınea y el ı́ndice KMAH aumenta en una
unidad, esto induce un retardo en la fase de π/2. Alternativamente, el tubo de rayos se puede
reducir a un punto (un cero de segundo orden del Jacobiano) y se pierden dos dimensiones,
entonces, el cambio de fase es π. En medios isotrópicos el ı́ndice KMAH siempre aumenta,
es decir, con cada cáustica la fase se retrasa.

El ı́ndice KMAH es una herramienta que utiliza para calcular el valor del campo en puntos
fuera de las zonas cáusticas. En estas zonas, la óptica geométrica proporciona soluciones
válidas y sólo se debe corregir la fase como se mencionó anteriormente. Un ejemplo de la
aplicación de este método en el área de śısmica se puede encontrar en [14]. Cabe observar
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Figura 1.3

que el proceso de conteo y clasificación de cáusticas no es un proceso trivial, en la Figura 1.3
se muestra un trazado de rayos asociado a la propagación de ondas generada por una fuente
puntual en el océano, donde se puede apreciar tal complejidad en un ejemplo de aplicación.

Abordaje del problema en las cáusticas.

Como vimos en la sección anterior, las soluciones de la forma (1.8) se vuelven infinitas en
una cáustica, de hecho, ejemplos en donde conocemos la solución exacta han mostrado que
el comportamiento de la solución no está dado por soluciones de la forma (1.8). Ludwig [12]
propone que la solución (1.7) se obtenga a partir de la superposición de ondas planas y
sugiere un anzatz para la solución de la forma

u(x) =

∫
eikψ(x,β)A(x, β)dβ, (1.31)

donde x = (x1, x2, ...) representa a las variables independientes, β es un parámetro y las
funciones ψ y A satisfacen las ecuaciones eikonal y de transporte en β.

En la mayoŕıa de los puntos, la expansión asintótica de la integral dada por u (1.31)
puede obtenerse aplicando el método de fase estacionaria (ver Erdélyi [7]). En este caso,
para un x fijo se consideran los valores de βj(x) donde se verifique

∂

∂β
ψ(x, βj) = 0. (1.32)

Si
∂2ψ(x,βj)

∂β2 ̸= 0, entonces tales puntos dan lugar a primeros términos de la serie asintótica de
la forma

uj(x) = eikψjAj, (1.33)

donde
ψj(x) = ψ(x, βj(x)),
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y

Aj(x) =

√
2π

k
e±iπ/4

A(x, βj(x))√
|ψββ(x, βj)|

con ± = sgn(ψββ(x, βj)). Se puede probar que ψj y Aj también verifican las ecuaciones

eikonal y de transporte. Por lo tanto, siempre que
∂2ψ(x,βj)

∂β2 ̸= 0, el nuevo anzatz (1.31)

implica que u tiene la misma forma de la solución dada por la óptica geométrica (1.8). Los

puntos donde
∂2ψ(x,βj)

∂β2 = 0 corresponden a los puntos de cáusticas. La forma de resolver (o,

como en la gran parte de los casos, aproximar) la integral u (1.31) es a través de un método
basado en la teoŕıa de catástrofes.

La teoŕıa de catástrofes es un formalismo que permite una clasificación de cáusticas es-
tructuralmente estables, un análisis matemático originado en la década de 1970 por René
Thom. El término estructuralmente estable se refiere a que una perturbación deja la estruc-
tura local de la cáustica sin cambios en el sentido de que las cáusticas perturbadas y no
perturbadas están relacionadas por una transformación suave reversible (un difeomorfismo).

A modo de introducción veremos la vinculación que existe entre la teoŕıa de catástrofes
y la teoŕıa de rayos. Luego, presentamos la definición de integrales cáusticas estándar y
mostraremos cuáles son los pasos a seguir para reexpresar nuestra solución (1.31) como una
de estas integrales estándar. Para finalizar, discutiremos los alcances y las restricciones del
método.

Superficies y proyecciones inducidas por rayos

Si escribimos las ecuaciones de una familia de rayos que parten desde una curva inicial C
en su forma paramétrica:

x = X(s, t), y = Y (s, t) (1.34)

y reunimos las coordenadas de rayos en un parámetro multicomponente ξ = (s, t), la relación
anterior se reescribe como

x = X(ξ). (1.35)

En t = 0 estas ecuaciones describen la curva inicial C. Las funciones que caracterizan este
problema incluyen la ecuación de la curva inicial C, condiciones iniciales para la eikonal y
los términos de amplitud en esta curva y el ı́ndice de refracción. Si todas estas funciones
son continuas, junto con sus derivadas, entonces (1.35) involucra funciones infinitamente
diferenciables que describen una superficie bidimensional SX suave en el espacio extendido
de cuatro dimensiones {x, ξ} = {x, y, s, t}. Llamaremos a la superficie SX formada por los
rayos como superficie de rayos. Proyectar una superficie de rayos SX del espacio extendido
{x, ξ} en el espacio bidimensional x = (x, y) produce singularidades donde el Jacobiano
J de la transición de coordenadas cartesianas a coordenadas de rayos se anula, es decir,
singularidades correspondientes a las cáusticas.
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Figura 1.4: Camino de rayos en el plano (x, y) de un medio homogéneo. Caustics, Catas-
trophes and Wave Fields. Kravtsov y Urlov

Como no podemos representar el espacio de cuatro dimensiones {x, ξ} en un plano,
ilustraremos esta idea considerando un modelo simplificado de una superficie de rayos en el
espacio tridimensional de parámetro.

Sea ξ la coordenada de irradiación del punto en el eje x, y θ(ξ) el ángulo, medido desde el
eje y, en el cual el rayo será despedido en el plano (x, y), como se muestra en la Figura 1.4.
Con esta notación la ecuación de la familia de rayos en el plano x, y se escribe como

x = ξ + y tan θ(ξ). (1.36)

En el espacio extendido tridimensional {x, y, ξ} esta ecuación describe una superficie de ra-
yos bidimensional SX : ξ = ξ(x, y). La Figura 1.5a muestra esquemáticamente tal superficie
para la pendiente de rayos que vaŕıa según la relación tan θ = βξ/(ξ2 + a2) (donde a y β
son constantes). Proyectar la superficie de rayos SX en el plano (x, y) da como resultado a
cáusticas correspondientes a singularidades de la proyección. En la Figura 1.5a la cáustica
tiene la forma de una cúspide y la correspondiente singularidad de SX es conocida como
fold. Por ejemplo, si consideramos un punto (xc, yc) dentro de la cúspide en el plano (x, y),
y trazamos un segmento perpendicular al plano en este punto, veremos que este segmen-
to corta a la superficie SX en tres puntos, correspondientes a, digamos, las coordenadas
(xc, yc, ξc1), (xc, yc, ξc2), (xc, yc, ξc3) en la superficie SX . En otras palabras, el punto (xc, yc)
es la intersección de tres rayos. Por otro lado, si consideramos un punto (xf , yf ) fuera de
la cúspide en el plano (x, y), el segmento ortogonal al plano en este punto cruzará solo una
vez la superficie SX , es decir, los rayos en estos puntos no se cruzarán. Para un mayor
entendimiento del tema se recomiendan las siguientes referencias [18] [20]

Los patrones cáusticos pueden ser simples o complejos. ¿Es infinito el número de patrones
posibles, o hay alguna forma de clasificarlos en grupos de patrones básicos?. Los nuevos
desarrollos en óptica han revelado una forma ordenada de analizar los patrones. Resulta que
solo hay unos pocos patrones básicos, que se llaman catástrofes elementales, esta clasificación
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(a) (b)

Figura 1.5: (a) Superficie de rayos F en el espacio extendido (x, y, ξ) y conjunto de bifurcación
(cúspide) al proyectar la superficie F en al plano f́ısico (x, y). Caustics, Catastrophes and
Wave Fields. Kravtsov y Urlov. (b) Misma superficie desde otro ángulo [20].

se basa en la teoŕıa de catástrofes. A continuación, veremos cómo se relaciona la superficie
de rayos SX con la clasificación de cáusticas en estas catástrofes elementales.

Función generadora: Codimensión y co-rango

La forma más económica de clasificar las cáusticas se basa en las funciones generadoras
de polinomios

Φ(ζ, τ) = Φ0(τ) +
m∑
p=1

Φp(τ)ζp, (1.37)

donde ζ = {ζ1, .., ζm} son variables externas obtenidas aplicando transformaciones locales
a los parámetros iniciales {x, ξ} , y τ = {τ1, ..., τl} conocidas como variables internas, que
se introducen para obtener una descripción manejable de las singularidades t́ıpicas de las
cáusticas. Llamamos codimensión m al número de variables externas y co-rango l al número
de variables internas. Las funciones generadoras (1.37) son elegidas de forma tal que puedan
servir de funciones de fase en integrales de la forma∫

exp[iΦ(ζ, τ)]dlτ. (1.38)

El co-rango l corresponde a la multiplicidad de las integrales que describen el campo en un
entorno de las cáusticas.
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Cada tipo de cáusticas está caracterizada por sus valores de l y m, y sus funciones
universales Φp(τ) de las cuales el rol más importante lo cumple la función Φ0(τ) llamado el
unfolding de la catástrofe. Las formas t́ıpicas (normales) de la superficie de rayos SX son el
resultado de diferenciar la función generadora Φ con respecto a τ

∂Φ

∂τk
= 0, k = 1, .., l.

En el Apéndice 2 5.2 se muestra el cuadro que resume las funciones generadoras t́ıpicas Φ
y las ecuaciones de la superficie de rayos SX para los tipos de singularidades más simples,
conocidas como las siete catástrofes elementales de Thom [3].

Integrales Cáusticas Estándar

La teoŕıa de las catástrofes no solo ha sacado a la luz las formas t́ıpicas de las cáusticas,
sino que también ha aclarado el problema de las integrales t́ıpicas o estándar que describen el
campo cercano a las cáusticas. Tales integrales, se definen a partir de funciones generadoras
Φ(ζ, τ) que dependen de variables externas ζ e internas τ . La integración de la función
exp(iΦ(ζ, τ)) con respecto a parámetros internos τ1, ..τl nos conduce a lo que se conoce como
la integral cáustica t́ıpica

I(ζ) = (2π)−1/2

∫
dlτ exp[iΦ(ζ, τ)]. (1.39)

La no dimensionalidad de la integral I(ζ) es conveniente para su tabulación.

Reducción de las integrales a la forma normal.

Las integrales estándar (1.39) son pensadas como las formas normales a las cuales uno
puede reducir muchas integrales cáusticas, es decir, integrales de la forma

u(x, α) =

∫
eikΨ(x,α,s)F (x,α, s)dls, (1.40)

donde α son parámetros esenciales del problema, s = (s1, s2, ..., sl) las variables de integra-
ción, y l es la multiplicidad de la integración (notar que la solución propuesta (1.31) tiene
esta forma). Para este fin, se deben realizar transformaciones suaves (traslaciones, giros, re-
escalados) de forma tal que la fase Ψ(x,α, s) se reduce localmente (en un entorno de un
punto cŕıtico dado) a una de las formas normales como se señaló en (1.37).

La búsqueda de la transformación

Ψ(x, β) → Φ(ζ, τ)
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es el núcleo duro del problema. Derivaciones rigurosas de las transformaciones necesarias ob-
tenidas en forma anaĺıtica han tenido éxito solo para problemas simples. En general, la ma-
yoŕıa de las situaciones deben abordarse con cálculos aproximados. La transformación (1.7)
de la función de fase a una forma normal es la más importante, pero no la única operación
necesaria para reducir (1.40) a la forma normal (1.39). Otro de los requerimientos es mover
F (x,α, s) fuera del śımbolo integral. Para que la integral (1.40) sea reducible a una forma
t́ıpica (1.39), el término F en su integrando debe permanecer prácticamente invariante en el
dominio esencial de integración.

El concepto de integrales estándar más simples ha evolucionado antes que la teoŕıa de
catástrofes, la función de Airy (integral), la integral de Pearsey, las funciones de Airy genera-
lizadas y similares, nos proveen hace tiempo soluciones para las integrales cáusticas normales
más comunes [10]. El mérito de la teoŕıa de las catástrofes consiste no solo en compilar la
lista de catástrofes t́ıpicas, sino también en probar la completitud de esta lista para m y l
dados.

¿Hasta dónde podemos avanzar en la construcción de expansiones asintóticas en
una cáustica?

Aunque las integrales estándar de la teoŕıa de catástrofes resuelven el problema de la
construcción de asintóticas locales y uniformes para cáusticas de dimensionalidad arbitraria,
la evaluación real de los campos presenta grandes dificultades. En primer lugar, la parte
geométrica del problema también está involucrada, ya que requiere que se evalúen todos los
rayos asociados con la cáustica y se identifique el tipo de cáustica. El análisis de los datos
experimentales presenta dificultades especiales ya que la información disponible es, por regla
general, incompleta. Por ejemplo, en la Figura 1.6 se muestra la proyección de un haz de
luz que atraviesa un medio turbulento, el número de rayos que pasan por cada punto del
plano de la imagen vaŕıa aqúı de 3 a 6. Nos podemos imaginar la complejidad que conlleva
identificar la estructura de las cáusticas que provoca este patrón.

Hasta aqúı hemos presentado el método de WKB y sus ecuaciones. A su vez, hemos
repasado uno de los métodos que procuran resolver el problema en zonas de cáusticas. De
esta forma, pudimos dar una idea de su complejidad y notar que se pierde mucha precisión
en aproximaciones de esta forma. En este contexto, no seŕıa un gran aporte tratar de obtener
soluciones WKB de orden más alto, sin embargo, la ventaja del nuevo método S-WKB [4] es
que gracias a la descomposición en zonas acotadas libres de cáusticas, se espera que el uso
de WKB de orden superior de lugar a mejoras significativas en el error resultante.
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Figura 1.6: Distribución de la intensidad de fondo sobre una sección transversal de un haz
de luz que pasa a través de una celda con un ĺıquido turbulento. Kravtsov y Orlov. Caustics,
Catastrophes and Wave Fields.



Caṕıtulo 2

Aproximación WKB de orden
superior

En este caṕıtulo, presentaremos un método para la resolución de las ecuaciones que plan-
teamos para Ψ y para A0 en el caṕıtulo anterior. Luego, generalizamos el método para el
cálculo de los términos de la serie asintótica WKB de orden superior, en particular, detalla-
remos la deducción del término A1.

2.1. Resolución de las ecuaciones para Ψ y A0

En esta sección presentaremos un método para la resolución de las ecuaciones planteadas
en el caṕıtulo anterior para X, Y,Ψ, P,Q y A0.

Recordemos el sistema de ecuaciones ordinarias

dX(s, t)

dt
=2P (s, t),

dY (s, t)

dt
=2Q(s, t),

dΨ(s, t)

dt
=2n2(X(s, t), Y (s, t))

dP (s, t)

dt
=2n(X(s, t), Y (s, t)).nX(X(s, t), Y (s, t)),

dQ(s, t)

dt
=2n(X(s, t), Y (s, t)).nY (X(s, t), Y (s, t)),

(2.1)

y la expresión de A0

A0(s, t) = A0(s, 0)

√
J(s, 0)

J(s, t)
(2.2)

23
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donde

J =
dX

dt

dY

ds
− dX

ds

dY

dt
. (2.3)

Observemos que una vez resuelto el sistema (2.1), los términos dX
dt

y dY
dt

están dados por el
lado derecho de la primer y segunda ecuación del sistema. Por el contrario, no conocemos
las derivadas con respecto a s, dX/ds y dY/ds. Una posible alternativa seŕıa calcular estas
derivadas mediante diferencias finitas, pero esto conduciŕıa a órdenes de precisión pobres.

Presentamos un método alternativo, que saca provecho del sistema de ecuaciones carac-
teŕısticas (2.1). Para poder aplicar este método debemos asumir que podemos intercambiar
el orden de diferenciación. El método consiste en derivar a ambos lados de (2.1) con respecto
a s y de esta forma obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para
dX/ds y dY/ds, que se debe acoplar al que ya teńıamos

dXs

dt
=
dXt

ds
= 2Ps,

dYs
dt

=
dYt
ds

= 2Qs,

dPs
dt

=
dPt
ds

=
d (2n(X, Y ).nx(X, Y ))

ds
= 2 [(nxXs + nyYs)nx + n(nxxXs + nxyYs)] ,

dQs

dt
=
dQt

ds
=
d (2n(X, Y ).ny(X, Y ))

ds
= 2 [(nxXs + nyYs)ny + n(nyxXs + nyyYs)] ,

(2.4)

Nótese que no incluimos la ecuación correspondiente a dΨs/dt ya que no la necesitamos y no
participa en las demás ecuaciones. Entonces, el sistema completo será un sistema de nueve
ecuaciones diferenciales ordinarias compuesto por los sistemas (1.24) y (2.4) acoplados.

2.2. Condiciones iniciales

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior, necesitaremos condiciones iniciales para
todas las variables. En particular, debemos caracterizar el campo incidente. En este trabajo,
nos enfocaremos en problemas que surgen de la propagación de ondas planas y fuentes
puntuales en R2.

2.2.1. Fuente puntual

Uno de los casos que estamos interesados en estudiar es la propagación de ondas en
un medio no homogéneo para el caso de una fuente puntual en dos dimensiones. Gracias a
la linealidad de la ecuación de Helmholtz, este resultado se puede generalizar a problemas
donde la fuente del problema sea una combinación lineal de varias fuentes puntuales. En
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Figura 2.1: En la figura se representa una fuente puntual y una curva inicial definida dentro
de un entorno de la fuente en el cual suponemos que podemos despreciar la variación del
ı́ndice de refracción.

un medio homogéneo, conocemos la solución a este problema y está dada por la solución
fundamental (1.5).

Para tratar el problema en un medio no homogéneo debemos suponer que la variación del
ı́ndice de refracción es despreciable en un entorno de la fuente, y en consecuencia, podemos
tratar este entorno como un medio homogéneo. Recordemos que una de las condiciones para
la aplicación del método WKB es que el ı́ndice de refracción vaŕıe lentamente, es decir, la
suposición anterior es coherente con el método. A continuación, debemos definir una curva
inicial que se encuentre lo suficientemente cerca de la fuente para que la hipótesis anterior
valga, pero teniendo en cuenta que el campo tiene una singularidad en la fuente. En la
Figura 2.1, representamos con amarillo el entorno de la fuente en el cual podemos despreciar
la variación del ı́ndice de refracción, representando la curva inicial dentro de este entorno.
Luego, para conocer el campo inicial solo tenemos que evaluar la solución fundamental dada
por la ecuación (1.5) en dicha curva:

Uinic(s) =
i

4
H

(1)
0 (k||(Xinic(s), Yinic(s))− (x0, y0)||), (2.5)

donde (x0, y0) es el punto donde se encuentra ubicada la fuente.

Una de las ventajas que ya hab́ıamos mencionado con respecto a la función de Hankel
H

(1)
0 es que conocemos su expansión asintótica y su forma es la siguiente

H
(1)
0 (kr) ∼

(
2

πkr

)1/2

exp[i(rk − 1/4π)]
∞∑
n=0

in
an(0)

(kr)n
, (2.6)
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donde
a0(0) = 1

an(0) =
((1/2)n)

2

(−2)nn!
para k ≥ 1,

(2.7)

y (.)n es el śımbolo de Pochhammer. Gracias a que conocemos la expansión asintótica
del campo en la curva inicial, podemos deducir las condiciones iniciales para las funcio-
nes A0,A1,A2, ... igualando los coeficientes del mismo orden de la expansión asintótica de
la función de Hankel y la de WKB. De forma similar, Ψinicial se deduce igualando los términos
de la exponencial.

2.2.2. Ondas planas

Otro caso que nos interesa estudiar es cuando el campo inicial está dado por una onda
plana, que se puede imponer fácilmente en cualquier superficie dada. La consideración de
ondas planas es interesante en śı misma, pero además, forman un elemento importante en
el nuevo método “Screened WKB” desarrollado recientemente, que fue mencionado en la
introducción (ver la Referencia [4]). A grandes rasgos, lo que propone este método es resolver
el problema de propagación de una fuente puntual original usando WKB como describimos
hasta aqúı, pero deteniéndose antes de llegar a la zona donde los rayos forman una cáustica.
En este lugar, se define una screen o pantalla de la forma Γq = {xq, y) : y ∈ (ya, yb)} y se
evalúa la solución del campo obtenida sobre Γq. A continuación, se realiza una expansión
en modos de Fourier discreta que expresa la solución en Γq como una combinación lineal de
ondas planas, dando lugar a este tipo de condiciones iniciales. El método propaga la solución
desde una pantalla a la siguiente aplicando el método de WKB para cada modo de Fourier
por separado. Los términos de la serie asintótica A(x) se deducen fácilmente ya que el único
término no nulo es A0(x), pues la expresión matemática de una onda plana es

u(x) = C exp[ik · x] (2.8)

donde k es el vector de número de onda en las direcciones dadas por x, y C una constante.

2.2.3. Derivación de Pinic y Qinic para un campo inicial dado

Una vez que contamos con la curva inicial y el campo inicial, debemos deducir las condi-
ciones iniciales para derivadas de Ψinic: Ψxinic

=: Pinic,Ψyinic
=: Qinic. Seguiremos la siguiente

notación
Xinic(s) := X(s, 0),
Yinic(s) := Y (s, 0),
Ψinic(s) := Ψ(s, 0),
A0inic

:= A0(s, 0),
A1inic

:= A1(s, 0),
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Pinic(s) := P (s, 0),

Qinic(s) := Q(s, 0),

Lo haremos siguiendo el procedimiento presentado en [9]

Ψ′
inic = PinicX

′
inic +QinicY

′
inic, (2.9)

P 2
inic +Q2

inic − n(Xinic, Yinic)
2 = 0, (2.10)

de la ecuación (2.9) podemos despejar Pinic y obtener:

Pinic =
Ψ′
inic −QinicY

′
inic

X ′
inic

, (2.11)

reemplazando Pinic valor en (2.10)(
Ψ′
inic −QinicY

′
inic

X ′
inic

)2

+Qinic(s)
2 = n(Xinic, Yinic)

2,

desarrollando el cuadrado

(Ψ′
inic)

2 − 2Ψ′
inicQinicY

′
inic +Q2

inic(Y
′
inic)

2

(X ′
inic)

2
+Q2

inic = n2(Xinic, Yinic)

(Ψ′
inic)

2

(X ′
inic)

2
− n2(Xinic, Yinic)−

2Ψ′
inicY

′
inic

X ′
inic

Qinic +

((
Y ′
inic

X ′
inic

)2

+ 1

)
Q2
inic = 0.

La última ecuación es cuadrática en la variable Qinic, por lo tanto, existen dos soluciones.
La elección de la solución, determina la dirección de propagación de la onda, por lo tanto,
nos quedaremos con la solución asociada a la dirección de propagación de la fuente, teniendo
en cuenta que la fuente irradia hacia el entorno. Una vez determinada Qinic, puedo despejar
Pinic de 2.11.

Las condiciones iniciales para Xs, Ys, Ps, Qs las calculamos derivando las condiciones ini-
ciales Xinic, Yinic, Pinic, Qinic con respecto a s, respectivamente. Una vez que hayamos todas
las condiciones iniciales necesarias, estamos en condiciones de resolver el sistema. A partir
de estas soluciones, conocemos el Jacobiano a lo largo de las caracteŕısticas y junto con la
ecuación 2.2 obtenemos A0. Finalmente llegamos a la aproximación WKB de primer orden
para la ecuación de Helmholtz (1.7) en coordenadas de rayos:

U(s, t) ∼ A0(s, t) exp(ikΨ(s, t)).
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2.3. El término A1

En esta sección proponemos un método para la resolución de la segunda ecuación de
transporte. Esencialmente, seguiremos las mismas ideas que usamos para calcular el término
A0, pero como veremos a continuación, la cantidad de operaciones necesarias aumenta con-
siderablemente. Una de las grandes ventajas de este método es que todas las operaciones se
realizan en los puntos dados por las coordenadas de rayos, es decir, en ningún momento es
necesario hacer cálculos en una grilla distinta y luego interpolar a la original o viceversa. En
consecuencia, no se generan errores vinculados a dichos procedimientos.

La ecuación de transporte asociada al término A1 es la siguiente

2∇A1 · ∇Ψ+A1∆Ψ+∆A0 = 0, (2.12)

recordando que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para X, Y, P y Q (2.1)
implica la siguiente igualdad

dX

dt
=

(
dX

dt
,
dY

dt

)
= (2P, 2Q) = 2∇Ψ, (2.13)

podemos reescribir la segunda ecuación de transporte de la forma

dA1

dt
= −A1∆Ψ−∆A0.

Por otro lado, podemos volver a usar la propiedad del Jacobiano (1.26) que lo relacionaba
con el laplaciano de Ψ para obtener una nueva reescritura de la ecuación anterior

dA1

dt
= −A1

1

2J

dJ

dt
−∆A0. (2.14)

Por lo tanto, si conociéramos ∆A0 contaŕıamos con una ecuación diferencial ordinaria para
el término A1.

La deducción de dicho término es el resultado principal de esta sección. El laplaciano de
A0 tiene la forma:

∆A0(s, t) = A0xx(X(s, t), Y (s, t)) + A0yy(X(s, t), Y (s, t)). (2.15)

La estrategia para hallar las segundas derivadas A0xx(X, Y ) y A0yy(X, Y ) será derivar la
función A0(X, Y ) con respecto a s y t y por regla de la cadena obtener ecuaciones de las que
podremos despejar las derivadas que nos interesan. Las ecuaciones son las siguientes:
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dA0

dt
= A0xXt +A0yYt,

dA0

ds
= A0xXs +A0yYs,

d2A0

ds2
= A0xxX

2
s + 2A0xyYsXt +A0yyY

2
s +A0xXss +A0yYss,

d2A0

dsdt
= A0xxXtXs +A0xyXsYt +A0xyXtYs +A0yyYtYs +A0xXst +A0yYts,

d2A0

dt2
= A0xxX

2
t + 2A0xyYtXt +A0yyY

2
t +A0xXtt +A0yYtt,

si reescribimos este sistema en forma matricial, obtendremos el siguiente
Xs Ys 0 0 0
Xt Yt 0 0 0
Xtt Ytt X2

t 2XtYt Y 2
t

Xts Yst XsXt XtYs +XsYt YsYt
Xss Yss X2

s 2XsYs Y 2
s



A0x

A0y

A0xx

A0xy

A0yy

 =


A0s

A0t

A0tt

A0ts

A0ss

 . (2.16)

Algunos de los términos de la matriz ya fueron calculados para la aproximación WKB de
primer orden, sin embargo, la mayoŕıa son desconocidos. Observemos que los valores de
Xtt, Xst, Ytt, Yst se pueden deducir de los resultados de la aproximación de primer orden:

Xtt =
dP

dt
= 2n(X, Y ).nx(X, Y ),

Ytt =
dQ

dt
= 2n(X, Y ).ny(X, Y ),

Xst = 2Ps,

Yst = 2Qs.

Por otro lado, para resolver el sistema (2.16) aún debemos encontrar los valores A0s , A0t ,
A0ss , A0ts , A0tt . Lo haremos derivando la expresión que obtuvimos para A0:

A0(s, t) = A0(s, 0)

√
J(s, 0)

J(s, t)
.

Para facilitar el seguimiento de las cuentas evitaremos explicitar las variables y notaremos
las condiciones iniciales de la siguiente forma:

Jinic := J(s, 0)

A0inic
:= A0(s, 0)
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A0s =
1

2J
1/2
inicJ

3/2

(
2J A0inics

Jinic − Js A0inic
Jinic + J Jinics A0inic

)

A0t =− 1

2

Jt A0inic
J
1/2
inic

J3/2

A0st =− 1

4J
1/2
inicJ

5/2
(2J A0inic

Jinic Jst − 3Js Jt A0inic
Jinic + 2Jt J A0inics

Jinic + Jt J Jinics A0inic
)

A0ss =
1

4J
3/2
inicJ

5/2

[
4J2J2

inicA0inicss
+ 3J2

sA0inic
J2
inic− J2J2

inicsA0inic
− 4JsJ A0inics

J2
inic + ...

2J2A0inic
Jinic Jinicss + 4J2A0inics

JinicsJinic − 2JA0inic
J2
inicJss − 2JsJJinicsA0inic

Jinic
]

A0tt =− 1

4

(2Jtt − 3J2
t )A0inic

J
1/2
inic

J5/2
.

A0inic
(s) es una función conocida y se obtiene de la serie asintótica de la onda incidente, a

partir de dicha función se deducen
dA0inic

ds
,
d2A0inic

ds2
. A su vez, Jinics , Jinicss se obtienen derivando

la función Jinic(s). Por último, las expresiones para Js, Jt, Jtt, Jts, Jss serán halladas derivando
el Jacobiano

Js = 2PsYs + 2PYss − 2XssQ− 2XsQs,

Jt = 2PtYs + 4PQs − 4PsQ− 2XsQt,

Jss = 2PssYs + 4PsYss + 2PYsss − 2XsssQ− 4XssQs − 2XsQss,

Jst = 2(Pt)sYs + 2PtYss + 4PQss − 4PssQ− 2XssQt − 2Xs(Qt)s,

Jtt = 2PttYs + 8PtQs + 4P (Qt)s − 4(Pt)sQ− 8PsQt − 2XsQtt.

(2.17)

Nos encontramos con que para obtener los valores de Js, Jt, Jtt, Jst, Jss necesitamos calcular

Xss, Xsss, Yss, Ysss, Pss, Qss, (Pt)s, (Qt)s, Ptt, Qtt.

Algunos de estos términos se pueden obtener usando los valores calculados para el primer
orden de WKB, a saber, del sistema (2.4) podemos obtener (Pt)s, (Qt)s de la tercera y cuarta
ecuación respectivamente, mientras para en el caso de Ptt, Qtt derivamos la tercera y cuarta
ecuación del sistema (1.24)
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d2P

dt2
=4[(nx(X, Y )P + ny(X, Y )Q)nx(X, Y ) + n(X, Y )(nxx(X, Y )P + nxy(X, Y )Q)]

d2Q

dt2
=4[(nx(X, Y )P + ny(X, Y )Q)ny(X, Y ) + n(X, Y )(nxy(X, Y )P + nyy(X, Y )Q)]

Como podemos observar en las expresiones anteriores solo intervienen las variables X, Y, P
y Q. La solución para estas variables la podemos obtener resolviendo el mismo sistema de
ecuaciones que construimos para primer orden. Por otra parte, se puede notar que aparecen
las derivadas de segundo orden del ı́ndice de refracción.

Resta averiguar los valores que toman las variables Xss, Xsss, Yss, Ysss, Pss, Qss, estos no
se pueden derivar de resultados anteriores. Al sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias construido para la aproximación de primer orden, debemos sumarle las ecuaciones para
Xss, Xsss, Yss, Ysss, Pss, Qss que se obtienen derivando el sistema de ecuaciones 2.1 con res-
pecto a s. El sistema completo tendrá la siguiente forma

dX

dt
= 2P

dY

dt
= 2Q

dΨ

dt
= 2n(X, Y )2

dP

dt
= 2n(X, Y ).nx(X, Y )

dQ

dt
= 2n(X, Y ).ny(X, Y )

d
(
dX
ds

)
dt

=
dXt

ds
= 2

dP

ds
d
(
dY
ds

)
dt

=
dYt
ds

= 2
dQ

ds
d
(
dP
ds

)
dt

=
d(Pt)

ds
=
d(2n(X, Y ).nx(X, Y ))

ds
d
(
dQ
ds

)
dt

=
d(Qt)

ds
=
d(2n(X, Y ).ny(X, Y ))

ds

(2.18)
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...

d
(
d3X
ds3

)
dt

=
d3Xt

ds3
= 2

d3P

ds3

d
(
d3Y
ds3

)
dt

=
d3Yt
ds3

= 2
d3Q

ds3

d
(
d3P
ds3

)
dt

=
d3(Pt)

ds3
=
d3(2n(X, Y ).nx(X, Y ))

ds3

d
(
d3Q
ds3

)
dt

=
d3(Qt)

ds3
=
d3(2n(X, Y ).ny(X, Y ))

ds3

El cálculo de las derivadas del lado derecho se realiza aplicando la regla de la cadena, obte-
niendo aśı, fórmulas que involucran derivadas de las variables X, Y, P,Q con respecto a s y
derivadas del ı́ndice de refracción con respecto de X e Y . El desarrollo de estas derivadas,
se realiza siguiendo las reglas básicas de derivación, pero por su extensión, omitiremos su
desarrollo aqúı, pero se pueden encontrar sus expresiones completas en el Apéndice 5 3.2.
Debemos tener en cuenta que al calcular estas derivadas, aparecen derivadas del ı́ndice de
refracción con respecto a X e Y , en este caso hasta cuarto orden. Por lo tanto, para que este
método tenga validez, se deben pedir condiciones de regularidad en las derivadas del ı́ndice
de refracción hasta el orden 4.

Nuevamente, las condiciones iniciales para las derivadas diX/dsi, diY/dsi, diP/dsi, diQ/dsi

(i = 1, 2, 3), se obtienen derivando las condiciones deX, Y, P,Q, es decir, estamos suponiendo
que todas estas derivadas existen y tienen la regularidad necesaria. Además, se debe asumir
que podemos intercambiar el orden de integración.

De esta manera, estamos en condiciones de completar todos los coeficientes del siste-
ma 2.16. A partir de la resolución de dicho sistema finalmente obtendremos A0xx y A0xx .
Recordemos que A1(s, t) será la solución de la ecuación diferencial ordinaria

dA1

dt
= −A1

1

2J

dJ

dt
−∆A0. (2.19)

Resolviendo esta ecuación diferencial, llegamos al segundo término de la expansión asintótica
WKB y la aproximación resultante es

U(s, t) ∼
[
A0(s, t)−

i

k
A1(s, t)

]
eikΨ(s,t)
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2.4. Órdenes superiores

En lo que sigue daremos la idea de cómo encontrar los términos de orden superior de la
serie WKB. Lo haremos para el caso particular del término A2, pero el proceso es el mismo
para todos los términos de la serie asintótica que siguen. Para este término, contamos con
la tercera ecuación de transporte:

2∇ψ∇A2 + A2∆ψ +∆A1 = 0, (2.20)

si tenemos en cuenta que 2∇ψ∇A2 =
dA2

dt
, de la ecuación anterior se deduce:

dA2

dt
(s, t) = −A2(s, t)∆Ψ−∆A1(s, t) (2.21)

Nuevamente, la dificultad radica en el cálculo del laplaciano del término anterior. Al igual
que en el caso del laplaciano deA0, para hallar A1xx y A1yy , necesitamos conocer las derivadas
A1s , A1t , A1tt , A1st , A1ss . Aśı, resolviendo un sistema Ax = b igual al sistema dado por (2.16)
pero con el vector respuesta y el vector de incógnitas dados por

b =


A1s

A1t

A1tt

A1st

A1ss

 , x =


A1x

A1y

A1xx

A1xy

A1yy

 , (2.22)

obtendremos A1xx y A1yy . La idea para calcular los términos del vector b será agregar
A1,A1s ,A1ss como nuevas variables del sistema de ecuaciones diferenciales. La expresión
de A1/dt ya la conocemos y está dada por la ecuación (2.19), derivando a ambos lados con
respecto a s, obtenemos las ecuaciones para A1s/dt y A1ss/dt

d
(
dA1

ds

)
dt

= −dA1

ds
∆Ψ−A1

d(∆Ψ)

ds
− d(∆A0)

ds
, (2.23)

d
(
d2A1

ds2

)
dt

= −d
2A1

ds2
∆Ψ− 2

dA1

ds

d(∆Ψ)

ds
−A1

d2(∆Ψ)

ds2
− d2(∆A0)

ds2
. (2.24)

Observemos que los términos A1t , A1st se pueden deducir de resultados conocidos ya que A1t

es 2.19 , A1st es el lado derecho de la ecuación (2.23). Finalmente, la expresión de A1tt se
obtiene derivando la ecuación (4.3b) con respecto de t

d2A1

dt2
= −dA1

dt
∆Ψ−A1

d(∆Ψ)

dt
− d(∆A0)

dt
.
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Analicemos la expresión de la derecha. Tanto dA1/dt como ∆Ψ y A1 se deducen con los
resultados del método de orden anterior. Desarrollemos d(∆Ψ)/dt, expresando ∆Ψ como su
forma equivalente Jt

2J
y derivemos con respecto de t

d(∆Ψ)

dt
=
d
(
Jt
2J

)
dt

=
(JttJ − J2

t )

2J2

Notemos que todos los términos de la derecha ya fueron calculados para el orden anterior en
las ecuaciones (2.17). El único término que resta conocer es d(∆A0)/dt, para esto tendŕıamos
que derivar ∆A0. Como podemos intuir, la deducción de las expresiones

d(∆A0)

dt
,
d(∆A0)

ds
y
d2(∆A0)

ds2
(2.25)

será bastante laborioso, debido a la forma en la que se deduce ∆A0. La utilización de algún
software de cálculo simbólico será imprescindible.

Se observa que al ser A1 una función compuesta por otras funciones, junto con las nue-
vas variables A1,A1s ,A1ss se deberán agregar al sistema de ecuaciones más variables que
surgirán al derivar dicha función. Se puede notar que la complejidad del sistema va a crecer
considerablemente con cada nuevo término de la sucesión y se tendrá que evaluar cuidado-
samente la relación costo/beneficio de agregar un término nuevo. Por ejemplo, para calcular
el término A2 se debe resolver el sistema de ecuaciones correspondiente a las variables:

X, Y,Ψ, P,Q,

∂iX

∂si
,
∂iY

∂si
,
∂iP

∂si
,
∂iQ

∂si
, para i = 1, 2, 3, 4, 5

Dαn para |α|≤ 6

(2.26)

La implementación del método de orden 3 está en proceso y se espera que ganancia de
incorporar el término A2 será obtener un error del orden k−3.



Caṕıtulo 3

Implementación numérica WKB a
primer y segundo orden

En este caṕıtulo presentaremos la implementación del método propuesto en el caṕıtulo
anterior, dicha implementación se realizó en MATLAB. Analizaremos las funciones princi-
pales del método, repasando brevemente cada una de sus partes.

3.1. Condiciones iniciales

Los datos iniciales con los que contamos al momento de resolver el problema son los
siguientes: la curva inicial, parametrizada con la variable s

Xinic(s) := X(s, 0), Yinic(s) := Y (s, 0),

el ı́ndice de refracción n, la onda incidente definida en la curva inicial

Uinic(s) := U(Xinic(s), Yinic(s)),

la discretización del dominio de s, que llamaremos S y la discretización del dominio de t, que
llamaremos T . Como mencionamos anteriormente, podemos asumir que la onda incidente
está dada por una fuente puntual o una onda plana y, por lo tanto, conocemos su expansión
asintótica. De dicha expansión obtendremos las condiciones iniciales para Ψ,A0, etc.

3.2. Funciones principales de la implementación

A continuación veremos un esquema de la implementación del método descrito en el
caṕıtulo anterior. Se usará la notación multi-́ındice para las derivadas parciales:

α = (α1, α2) con |α|= α1 + α2, (3.1)

35



36CAPÍTULO 3. IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICAWKBA PRIMER Y SEGUNDOORDEN

para las derivadas parciales, definida como

Dαf =
∂αf

∂xα1∂yα2
. (3.2)

La función que se encarga de deducir las condiciones iniciales no previstas expĺıcitamente y
luego de llamar a la función encargada de resolver el sistema de ecuaciones, es la función
solverWKB y presentamos un esquema del código a continuación,

1 function [X,Y ,Ψ,A0,A1] = solverWKB(S, T,Xinic, Yinic,Ψinic, n,A0inic , A1inic ,order)

2

3 [Dαn, |α|≤ 4]= deriv_ref_index(n);

4

5 [Pinic, Qinic] = init_conds_p0_q0(Xinic, Yinic,Ψinic, n,signo);
6

7

[
∂iXinic

∂si
,
∂iYinic

∂si
,
∂iPinic

∂si
,
∂iQinic

∂si
, i = 1, 2, 3

]
= deriv_init_conds(Xinic, Yinic, Pinic, Qinic);

8

9

[
∂iA0inic

∂si
i = 1, 2

]
= [diff(A0inic

),diff(A0inic
, 2)];

10

11 i = 1;

12 for s = S

13 if order == 1

14 [X(i, :),Y (i, :),Ψ(i, :),A0(i, :)] = WKB_orden1 (...);

15 i = i+1;

16 end

17 if order == 2

18 [X(i, :),Y (i, :),Ψ(i, :),A0(i, :),A1(i, :)] = WKB_orden2 (...);

19 i = i+1;

20 end

21 end

22 end

Los parámetros que toma la función son: Xinic, Xinic,Ψinic, el ı́ndice de refracción n,
A0inic

,A1inic
y un parámetro order con el cuál indicamos el orden de la aproximación. Al

ingresar en la función, el algoritmo llama a la función deriv_ref_index que se encarga
de obtener las derivadas del ı́ndice de refracción que luego serán necesarias para completar
el lado derecho del sistema de ODE para WKB de primer o segundo orden ((2.4) y 2.18
respectivamente). Por otro lado, recordemos que las condiciones iniciales para P y Q deben
ser deducidas de las demás, la función encargada de realizar este procedimiento siguiendo los
pasos especificados en la sección 2.2 es init_conds_p0_q_0. La función deriv_init_conds

es la encargada de calcular las derivadas de Xinic(s), Yinic(s), Pinic(s), Qinic(s), que serán
parte de las condiciones iniciales requeridas para la resolución de los sistemas de ODE ya
nombrados. Con el mismo fin, se obtienen las derivadas de A0inic

. A continuación se ejecuta
un ciclo que recorre los valores de la discretización del dominio de S. Es decir, la discretización
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S determinará en qué curvas caracteŕısticas obtendremos nuestra aproximación WKB. Una
vez fijado s ∈ S, procedemos a la resolución del sistema. Las funciones encargadas de este
paso serán WKB_orden1 o WKB_orden2.

El solver que utilizamos para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales es ODE45
provisto por MATLAB. Dicha resolución de sistemas se encuentra implementado dentro de
las funciones WKB_orden1 y WKB_orden2. Aqúı, presentaremos la implementación de la fun-
ción WKB_orden1, el código completo de la función WKB_orden2 se puede ver en el Apéndice
5.

1 function [X,Y,Ψ, A0] = WKB_orden1(Xinic, Yinic,Ψinic, Pinic ,...)

2

3 opciones = odeset(’RelTol ’,2.3e-14," AbsTol ",2.3e-14);

4

5 odefun = @(t,X, Y,Ψ, P,Q,Xs, Ys, Ps, Qs, A0)

6 [2P ;

7

8 2Q;

9

10 2n(X,Y )2;
11

12 2n(X,Y )nx(X,Y )
13

14 2n(X,Y )ny(X,Y );
15

16 2Ps;

17

18 2Qs;

19

20 2((nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)nx(X,Y ) + n(X,Y )(nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys));
21

22 2((nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)ny(X,Y ) + n(X,Y )(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys));
23

24 −A0(4n(X,Y )nx(X,Y )Ys + 4PQs − 4QPs − 4Xsn(X,Y )ny(X,Y ))/(4(PYs −QXs))];
25

26 initconds = [Xinic, Yinic,Ψinic, Pinic, Qinic, Xsinic
, Ysinic

, Psinic
, Qsinic

, A0inic
];

27

28 [~,X,Y,Ψ, P,Q,Xs, Ys, Ps, Qs, A0] = ode45(odefun ,T,initconds ,opciones);

29

30 end

Lo primero que especificamos son las tolerancias de error, estas se fijaron en los valores mı́ni-
mos permitidos por el solver. Luego, se define una función vectorial donde cada componente
corresponde a la derivada con respecto a t de la variable de solución que representan. Por
ejemplo, la ĺınea 6 representa

dX/dt = 2P,

luego, la solución hallada al resolver esta ecuación diferencial, junto con las demás del sistema,



38CAPÍTULO 3. IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICAWKBA PRIMER Y SEGUNDOORDEN

contendrá los valores de X en la discretización de T definida. El último término de odefun

(linea 24) corresponde a la ecuación diferencial ordinaria (1.6) que debe verificar A0. Esta
ecuación no estaba incluida en el sistema de EDO’s original (1.24) para WKB de primer
orden, ya que la forma tradicional de calcular A0 (aunque equivalente) es usar la fórmula

A0(X(s, t), Y (s, t)) = A0(X(s, 0), Y (s, 0))

√
J(s, 0)√
J(s, t)

. (3.3)

La elección de incluir esta última ecuación es porque de esta forma, todas las operaciones se
realizan dentro de esta función, por lo tanto, una vez finalizada su ejecución contaremos con
todos los términos que necesitamos para calcular la aproximación a primer orden. Por otro
lado, introducimos esta técnica que será la utilizada en la función WKB_orden2 para obtener
el término A1 y en general, será utilizada para calcular los términos de órdenes superiores.

3.3. Discretización de las curvas caracteŕısticas

Cuando trabajamos con solvers como ODE45, uno de los parámetros que debemos proveer
para representar el dominio de la variable t es, en general, un vector con los extremos del
intervalo en el cual queremos hallar la solución. De esta forma, en base a las tolerancias de
error especificadas por el usuario, el algoritmo decide qué discretización tomar. Al finalizar,
la respuesta es una tupla [T ′,X] donde T ′ es el vector de la discretización fijada por el solver
y X guarda el valor de las soluciones evaluadas en dicha discretización. La dificultad con la
que nos encontramos en nuestro caso es que para cada curva caracteŕıstica (cada s en el ciclo
de la función solverWKB) el solver puede elegir distintas discretizaciones, es decir, distinto
espaciamiento entre puntos, distinta cantidad de puntos, etc. Por esta razón, resulta dif́ıcil
recopilar los resultados cuando S tiene varios elementos. Sin embargo, existe la alternativa de
pasar como parámetro una discretización T arbitraria del dominio de t fijada por nosotros,
eligiendo la misma para todos los s ∈ S. Lo que hará internamente el solver, será elegir
la discretización más conveniente en cada rayo y luego interpolar la solución hallada en los
puntos de la discretización T .



Caṕıtulo 4

Resultados Computacionales

En este caṕıtulo se muestran algunos resultados obtenidos utilizando la implementación
del método presentado en el caṕıtulo anterior. En la primera parte, consideraremos algunos
casos muy simples en los se conoce la solución exacta, y en consecuencia, podemos poner
a prueba el método WKB y su orden de aproximación. Luego, veremos algunos casos par-
ticulares de trazado de rayos para medios no homogéneos y veremos cómo se relaciona la
proximidad de los rayos con el Jacobiano para ejemplos concretos. Para finalizar, conside-
raremos uno de los ejemplos nombrados de trazado de rayos y resolveremos el problema de
propagación aplicando el método WKB en la región anterior a la cáustica. En este caso,
como no contamos con una solución expĺıcita, compararemos los resultados con un método
alternativo de alto orden de precisión.

4.1. Fuente puntual en un medio homogéneo

Consideremos el caso de una fuente puntual en un medio homogéneo en R2. Como sabe-
mos, la solución para este problema está dada por la función de Hankel, esto nos permite
comparar nuestro método con una solución exacta y será una buena forma de verificar que
funciona correctamente, al menos en este caso.

4.1.1. Variable de interés

Si recordamos la expansión asintótica de la función de Hankel

H
(1)
0 (kr) ∼

(
2

πkr

)1/2

exp[i(rk − 1/4π)]
∞∑
n=0

in
an(0)

(kr)n
,

donde r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 y (x0, y0) es la ubicación de la fuente. Podemos notar que
su argumento está dado por el producto kr, para interpretar el significado de esta variable

39
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repasemos algunas definiciones de la teoŕıa de ondas:

k =
2π

λ
número de onda (unidad: 1/metros),

λ :=
c

f
longitud de onda (unidad: metros),

c := Velocidad de propagación de la onda (unidad: metros/segundos),

f := Frecuencia: repetición del ciclo por segundo (unidad: 1/segundos:=Hz).

(4.1)

Luego de este repaso, podemos concluir que el parámetro kr representa 2π veces la cantidad
de longitudes de ondas desde la fuente. Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, en el
caso de un medio homogéneo será razonable representar los errores en función de la variable

L :=
kr

2π
,

definida como la cantidad de longitudes de onda desde la fuente. Por otro lado, como la pro-
pagación es radial, basta con contrastar las soluciones en un único rayo. Como consecuencia,
en este caso no se presenta la dificultad mencionada en la Sección 3.3 y bastará con proveerle
al solver solo los extremos del intervalo considerado, de esta forma, obtendremos la solución
definida en la discretización original, elegida por el solver de forma tal que las tolerancias de
error impuestas se cumplan. Más adelante, haremos un análisis de la distribución de puntos
elegida.

4.1.2. Planteo del problema

Consideremos el caso en la fuente z está ubicada en z = (−x0, 0), donde x0 ∈ R>0 y
definimos k = 10. La curva inicial será una recta en el punto x = 0 perpendicular al eje x,
de la forma:

(Xinic(s), Yinic(s)) = (0, s) s ∈ [−1, 1],

y definimos la posición de la fuente en z = (−0.1, 0). Por otro lado, la onda incidente estará
dada por los primeros dos términos de la serie asintótica de la función de Hankel evaluada
en la curva inicial. Si llamamos

h1(s) =

(
2

πkr(s)

)1/2

exp[i(r(s)k − 1/4π)], (4.2)

y,

h2(s) =

(
2

πkr(s)

)1/2

exp[i(r(s)k − 1/4π)]

(
i
a1(0)

kr(s)

)
, (4.3)
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donde

r(s) =
√
(Xinic(s)− x0)2 + (Yinic(s)− y0)2,

entonces, el campo incidente será

Uinc(Xinic(s), Yinic(s)) = h1(s) + h2(s).

Igualando los dos primeros términos de las series asintóticas WKB y Hankel, deducimos

Ψinic(s) = arc tg

(
ℑ[h1(s)]
ℜ[h1(s)]

)
,

A0inic
(s) = |h1(s)|,

A1inic
(s) = −k

i

h2(s)− h1(s)

exp[ikΨinic(s)]
.

(4.4)

Para la variable t consideramos el intervalo t ∈ [0, 500].

4.1.3. Resultados

Se corrió tanto el método WKB de orden 1, como el de orden 2 y se compararon los
resultados con la solución de referencia. Recordemos que correremos el programa en una sola
curva caracteŕıstica por tratarse de un problema que solo depende de la distancia a la fuente.
El tiempo de corrida para WKB de orden 1 fue de 0.28 segundos y el solver discretiza el
dominio de t en 73 puntos para satisfacer las tolerancias requeridas. En el caso del método
de orden 2, el tiempo de corrida fue de 1.4 segundos y para discretizar el dominio de t se
tomaron 1793 puntos. En la Figura 4.1a se muestra el error absoluto en escala logaŕıtmica
cometido en ambos métodos. Como se puede observar en ambos métodos, la aproximación
mejora a medida que crece L, con una relación L−3/2 en el caso del método de orden 1 y
L−5/2 en el caso de orden 2.

Los resultados obtenidos respecto al error relativo están representados en la Figura 4.1b
en escala logaŕıtmica. Alĺı se observa en color azul el error relativo cometido al aproximar la
solución exacta con el método WKB de orden 1 y en color naranja el error relativo cometido
al aproximar la solución exacta con el método WKB de orden 2. En la leyenda se muestran
las pendientes de dichas curvas, que verifican la estimación del error relativo para las series
asintóticas dadas por (1.17), pues estas pendientes indican que al aproximar con WKB de
orden 1 el error relativo es del orden de L−1 y con WKB de orden 2 es del orden de L−2.
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(a) (b)

Figura 4.1: (a) Gráfico en escala logaŕıtmica del error absoluto (evaluado por comparación

con el valor exacto H
(1)
0 (kr)) para el problema de una fuente puntual en función de la

cantidad L de longitudes de onda desde la fuente. (b) Gráfico en escala logaŕıtmica del error
relativo.

Método de orden 2 como estimador del error del método de orden 1

Como vimos en la Sección 1.4.4, el error se expresa en función del primer término des-
cartado de la serie asintótica de A, por lo tanto, una de las ventajas de conocer el término
de la aproximación WKB de orden 2, es que puedo estimar el error cometido al aproximar
la solución exacta con el método WKB de orden 1. En problemas donde no se conoce una
solución de referencia, contar con este recurso es fundamental. Para verificar esto, por un
lado comparamos la aproximación WKB de orden 1 con la solución exacta y por el otro,
la aproximación WKB de orden 1 con la aproximación WKB de orden 2. En la Figura 4.2,
graficamos ambas curvas donde se puede observar que coinciden, y por lo tanto, verificamos
que la diferencia entre las soluciones WKB 1 y WKB 2 es buen estimador del error cometido.

Discretización de las curvas caracteŕısticas.

Como hemos mencionado anteriormente, la ventaja de usar las variables (s, t) conocidas
como coordenadas de rayos, es que mientras que el campo es altamente oscilatorio, la fase y la
amplitud vaŕıan lentamente en cada uno de los rayos (curvas caracteŕısticas). Gracias a este
hecho, para resolver las ecuaciones asociadas a Ψ,A0,A1, etc., se requiere una discretización



4.1. FUENTE PUNTUAL EN UN MEDIO HOMOGÉNEO 43

Figura 4.2: Gráfico en escala logaŕıtmica del error absoluto al aproximar la solución exacta
con el método WKB de orden 1 (curva azul) y el error absoluto al aproximar la solución
WKB de orden 2 con la solución WKB de orden 1.

menos fina que si se quisiera resolver la ecuación con los métodos estándar.

En las Figuras 4.3 podemos ver en distintos gráficos las funciones Ψ,A0,A1 y la parte real
de la aproximación WKB de orden 2 para el problema anterior, considerando un subintervalo
lejos de la fuente de aproximadamente 35 longitudes de onda. Junto con las funciones, se
grafican los puntos de discretización elegidos por el solver para satisfacer la tolerancia de
error impuesta. La relación de puntos por longitud de onda para este caso es 5/35. Sin
embargo, si consideramos el subintervalo L ∈ [0, 1.5], la variación de la amplitud es mayor
debido a la cercańıa de la fuente y el solver debe tomar una mayor cantidad de puntos para
satisfacer las tolerancias impuestas. En las Figuras 4.4b,4.5a se muestran los gráficos de
las funciones A0 y A1 donde se puede observar tal variación. En la Figura 4.5b se muestra
la parte real de la solución del mismo ejemplo junto con los puntos de discretización en
naranja. Como podemos observar, aqúı el solver toma muchos más puntos que en el caso
anterior (aproximadamente 1000 puntos). Por supuesto, la cercańıa a una fuente no es el
único factor que provoca que la amplitud vaŕıe rápidamente, como sabemos, esto es lo que
sucede en las zonas de cáusticas. En la sección que sigue presentaremos ejemplos de trazados
de rayos en medios no homogéneos donde se forman cáusticas. Evidentemente, sólo podremos
aplicar el método WKB en una región anterior a dicha zona, pero veremos que a medida que
se aproximan los rayos entre śı, la variación de la amplitud aumenta. Aśı, podemos prever
que la discretización de la curva caracteŕıstica elegida por el solver se hará más densa en
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [798− 835] para (a) Ψ,
(b) A0, (c)A1, (d) Parte real de A0− i/kA1 exp[ikΨ], donde los puntos naranjas representan
las soluciones evaluadas en los puntos de discretización tomados por el solver.

(a) (b)

Figura 4.4: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [0.16 − 1.11] para (a)
Ψ, (b) A0, donde los puntos naranjas representan las soluciones evaluadas en los puntos de
discretización tomados por el solver.
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(a) (b)

Figura 4.5: Soluciones del problema anterior en el subintervalo L = [0.16−1.11] para (a)A1,
(b) Parte real de A0− i/kA1 exp[ikΨ], donde los puntos naranjas representan las soluciones
evaluadas en los puntos de discretización tomados por el solver.

estas regiones.

4.2. Medio no homogéneo

4.2.1. Trazado de rayos y Jacobiano en medios no homogéneos

En esta sección veremos algunos ejemplos del trazado de rayos para problemas de pro-
pagación en medios no homogéneos y verificaremos que el Jacobiano asociado se anula en
las zonas de cáusticas. Recordemos que para hallar el trazado de rayos, basta con resolver el
sistema de ecuaciones (1.24) que surge de aplicar la teoŕıa de caracteŕısticas en la resolución
de la ecuación eikonal. Por otro lado, si queremos conocer el Jacobiano, el sistema a resolver
será el mismo que utilizamos en la aproximación WKB de primer orden 3.2.

Ejemplo 1

En el primer ejemplo de trazado de rayos consideraremos un medio con ı́ndice de refrac-
ción x-invariante dado por la siguiente ecuación

n(x, y) =
1

1 + ε[z(y)− 1 + exp(−z(y))]
, con ε = 0.0073,

donde

z(y) =
2(y − yc)

yc
, con yc = 1300,

definimos en la curva inicial

Xinic(s) = 0, Yinic(s) = s, con s ∈ [1499.9, 1400.2],
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Figura 4.6: Índice de refracción x-invariante: perfil de Munk

Figura 4.7: Trazado de rayos para el perfil de Munk donde las zonas coloreadas representan
el valor absoluto del Jacobiano.

una onda incidente dada por una fuente puntual ubicada en el punto z = (0, 1500) descripta
por la ecuación

Uinc(Xinic(s), Yinic(s)) = h1(s) + h2(s),

donde h1 y h2 son los primeros términos de la expansión asintótica de la función de Hankel
dados por las expresiones (4.2) y (4.3), respectivamente. De la ecuación anterior deducimos
los términos Ψinic, A0inic

, A1inic
de la misma forma que en (4.4). El intervalo que consideramos

para t es [0, 40000] y fijamos k = 250. En la Figura 4.7 se presenta el trazado de rayos asociado
es este problema junto con el mapa de colores del Jacobiano asociado. El ı́ndice de refracción
presentado en este ejemplo corresponde al perfil de Munk [15], un perfil idealizado de la
velocidad del sonido en el océano, donde el eje y representa la profundidad. Recordemos que
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Figura 4.8: Índice de refracción x-invariante: modelo exponencial

la velocidad del medio y el ı́ndice de refracción se vinculan mediante la fórmula

n =
c

v

donde c es la velocidad de referencia (por ejemplo, la velocidad de la luz en el vaćıo o la
velocidad de propagación de sonido en el mar c = 1500 m/s) y v es la velocidad en el
medio. La velocidad del sonido en el océano es una función creciente de la temperatura, la
salinidad y la presión, siendo esta última una función de la profundidad. Esta dependencia
de la profundidad es la caracteŕıstica dominante, y para la mayoŕıa de las aplicaciones se
puede suponer que el entorno es independiente del rango, es decir, constante en la horizontal.

Ejemplo 2

Consideremos el caso de un medio con ı́ndice de refracción x-invariante dado por la
siguiente ecuación

n(x, y) =
√
1 + exp(−10y2)

definimos en la curva inicial

Xinic(s) = 0, Yinic(s) = s, con s ∈ [−0.25, 0],

una onda incidente plana descripta por la ecuación

Uinc(Xinic(s), Yinic(s)) = exp(iβYinic(s)) con β = 150,
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Figura 4.9: Trazado de rayos para el Ejemplo 2 donde las zonas coloreadas representan el
valor absoluto del Jacobiano cuando estos valores son menores que 2.

de la ecuación anterior deducimos

Ψinic(s) =
β

k
Yinic(s),

A0inic
(s) ≡ 1,

A1inic
(s) ≡ 0.

el intervalo que consideramos para t es t ∈ [0, 5] y fijamos k = 250.

En la Figura 4.9 se puede observar que las zonas donde el valor absoluto del Jacobiano es
menor, son zonas donde los rayos convergen formando cáusticas. Por otro lado, se observa un
fenómeno llamado canalización o ducting, que se da cuando los rayos quedan atrapados en
una región donde el ı́ndice de refracción tiene un máximo en el eje y (o equivalentemente, la
velocidad de propagación tiene un mı́nimo), como se observa en su gráfica en la Figura 4.8.
Este fenómeno es una consecuencia de la ley de Snell (ver Figuras 4.10 y Sección 1.2) y es
importante en muchas áreas de aplicación. Por ejemplo, en telecomunicaciones, un conducto
(o ducting) atmosférico es una capa horizontal en la atmósfera inferior en donde las señales
de radio (y los rayos de luz) son canalizados. Son importantes ya que estos tienden a seguir la
curvatura de la Tierra y experimentan menos atenuación de lo que lo haŕıan si los conductos
no estuvieran presentes.
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(a) (b)

Figura 4.10: Ley de Snell

Ejemplo 3

En este ejemplo, veremos el trazado de rayos para un caso en el que se forma una cáustica
de tipo cúspide. El ı́ndice de refracción es el mismo que el ejemplo anterior, pero consideramos
una curva inicial en un intervalo más grande. Definimos una onda incidente plana horizontal
en la curva inicial

Xinic(s) = 0, Yinic(s) = s, con s ∈ [−2, 2].

descripta por la ecuación

Uinc(Xinic(s), Yinic(s)) = exp(iβYinic(s)), con β = 0

de la ecuación anterior deducimos

Ψinic(s) =
βYinic(s)

k
, donde k = 250

A0inic
(s) ≡ 1,

A1inic
(s) ≡ 0,

y para el parámetro t consideramos el intervalo t ∈ [0, 1]. En la Figura 4.11 se representa
el trazado de rayos para este problema, como podemos observar, la curvatura de los rayos
se concentra en la región donde el ı́ndice de refracción presenta la mayor variación. Como
sabemos, el Jacobiano está relacionado con la proximidad de los rayos, por lo que su variación
más importante también se dará en tal región. Por lo discutido hasta aqúı, para contrastar el
trazado de rayos con el Jacobiano, optamos por representar sólo los rayos que parten desde
la curva inicial en el intervalo [−0.5, 0.5], obteniendo la Figura 4.12. En esta, se pueden ver
coloreadas las zonas en las que el valor absoluto del Jacobiano alcanza sus valores mı́nimos,
como sabemos y podemos verificar aqúı, estas coinciden con las regiones de cáusticas.

El análisis previo nos permite determinar qué intervalo de t tomar para que sea válido
el método WKB. En la próxima sección calcularemos las aproximaciones WKB de orden 1
y 2 para el Ejemplo 3 y las compararemos con soluciones obtenidas mediante un método
alternativo de alto orden de precisión, aplicable a problemas donde el ı́ndice de refracción es
x-invariante.
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Figura 4.11: Trazado de rayos para el Ejemplo 3

Figura 4.12: Trazado de rayos para el Ejemplo 3 donde las zonas coloreadas representan el
valor absoluto del Jacobiano cuando estos valores son menores que 2.
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Figura 4.13: Trazado de rayos correspondiente a considerar t ∈ [0, 0.2]

4.2.2. Restricción del problema y aplicación de WKB

Para evaluar la aproximación WKB en un caso en el que el ı́ndice de refracción no es
constante, consideramos el problema del Ejemplo 3 en la zona previa a la formación de
cáusticas. Los parámetros del problema serán los mismos, a excepción del intervalo para la
variable t. En este caso, considerando t ∈ [0, 0.2] obtenemos el trazado de rayos descrito en
la Figura 4.13, de esta forma, los rayos apenas tocan la zona de formación de la cáustica. Si
bien para este problema no contamos con una fórmula expĺıcita de la solución, para el caso
en el cual el ı́ndice de refracción depende solo de y, contamos con un método alternativo de
alto orden para aproximar la solución. A grandes rasgos, es un método que utiliza separación
de variables donde uno de los problemas se resuelve numéricamente utilizando un paquete de
Julia (en la Referencia [4, p.7] se pueden encontrar los detalles). A continuación, analizaremos
los resultados obtenidos.

En las Figuras 4.14 vemos el gráfico del valor absoluto (a) y la parte real (b) de la solución
obtenida con el método WKB de orden 2, la primera pregunta que queremos responder es
si nuestro método es una buena aproximación respecto a la solución de referencia. Para
contestar esta pregunta, en la Figura 4.15a, representamos el error absoluto al comparar
solución de referencia con el método WKB de orden 1, como observamos, el mayor valor del
error relativo se registra en la zona más cercana a la cáustica, mientras que los errores más
bajos, se registran en las zonas donde el ı́ndice de refracción no vaŕıa significativamente.

En la Figura 4.15b se representa el error absoluto relacionado al método WKB de orden 2.
Al igual que en el caso de la aproximación de orden 1, los valores más altos del error relativo
se registran en la cercańıa de la cáustica, aunque se observa que el error con respecto a la
aproximación de WKB orden 1 es un orden de magnitud menor.
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(a) (b)

Figura 4.14: (a) Valor absoluto de la solución obtenida con el método WKB de orden 2.(b)
Parte real de la solución obtenida con el método WKB de orden 2.

(a)
(b)

Figura 4.15: Error absoluto para WKB 1 y WKB 2. (a) Error absoluto al comparar la
solución de referencia con la solución obtenida mediante el método WKB de orden 1. (b)
Error absoluto al comparar la solución de referencia con la solución obtenida mediante el
método WKB de orden 2.



Conclusiones y trabajo futuro

El objetivo principal de este trabajo fue desarrollar e implementar un método numérico
para obtener la aproximación de orden superior de la serie asintótica WKB y poner a prueba
su validez. Para este fin, comenzamos la tesis repasando conceptos básicos sobre la teoŕıa
de rayos y propagación de ondas, esto nos permitió familiarizarnos con conceptos que luego
relacionamos con la teoŕıa de caracteŕısticas, teoŕıa en la que basamos nuestro método de
resolución. También introdujimos las series asintóticas, haciendo un repaso de su definición
y propiedades más importantes, esto nos permitió contar con una estimación del error del
método WKB.

En el Caṕıtulo 2, presentamos un método para la resolución de las ecuaciones asociadas al
método WKB, basado en la teoŕıa de caracteŕısticas. La gran ventaja de este enfoque es que la
solución en cada rayo se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
donde las ecuaciones están compuestas por funciones (cuyas expresiones anaĺıticas se deducen
de los datos iniciales) junto con otras variables del propio sistema. Una vez resuelto este
sistema, contamos con todas las soluciones necesarias para construir la aproximación WKB.
Es decir, la única fuente de error en cada rayo al resolver las ecuaciones de transporte y
eikonal, proviene del incurrido por el solver, que como vimos, puede ser configurado para
conseguir resultados con precisión cercana a la precisión de máquina.

En el Caṕıtulo 3 presentamos la implementación del método descrito en el Caṕıtulo 2. Los
resultados de esta implementación fueron exhibidos en el Caṕıtulo 4, donde se puso a prueba
el método en medios homogéneos y no homogéneos. Al comparar las soluciones obtenidas
con el método WKB y la solución de referencia, los resultados mostraron una clara mejora
en la aproximación WKB de orden 2 con respecto a la aproximación de orden 1, en los casos
de medios homogéneos e inhomogéneos.

Queda pendiente realizar un estudio detallado de la relación existente entre los errores
cometidos y la discretización del dominio, como también la estabilidad del método respecto
a las condiciones iniciales. Por otro lado, seŕıa interesante estudiar la extensión del método
a campos incidentes más generales y examinar cómo obtener las condiciones iniciales para
los términos de la serie asintótica de WKB en estos casos.

Si bien esta tesis se enfocó en llevar a cabo un método WKB de orden superior, está en-
marcada en un proyecto más grande que surge a partir del desarrollo método Screened-WKB

53
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que evita el problema de las zonas de cáusticas [4], que como se mencionó en la Sección 1.7
sobre cáusticas y catástrofes, hasta el momento era la principal causa de pérdida de precisión
en la aplicación de WKB. En vista de que el método Screened-WKB nos permitirá tratar
problemas más generales, se presentan nuevos desaf́ıos, como por ejemplo, la introducción
de condiciones de contorno. Finalmente, será valioso aplicar el método desarrollado para
resolver problemas de propagación en distintas disciplinas como problemas atmosféricos,
sismológicos, oceánicos, cuánticos, etc.
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Apéndice

5.1. Apéndice 1

Diferenciando con respecto a t obtenemos

∂J

∂t
=

(
∂2X

∂t2
∂Y

∂s
+
∂X

∂t

∂2Y

∂t∂s
− ∂2Y

∂t2
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− ∂Y

∂t

∂2X

∂s∂t

)
Usando la regla de la cadena podemos escribir

∂J

∂t
=

[
∂

∂X

(
∂X

∂t

)
∂X

∂t
+

∂

∂Y

(
∂X

∂t

)
∂Y

∂t

]
∂Y

∂s
+

[
∂

∂X

(
∂Y

∂t

)
∂X

∂s
+

∂

∂Y

(
∂Y

∂t

)
∂Y

∂s

]
∂X

∂t[
∂

∂X

(
∂Y

∂t

)
∂X

∂t
+

∂

∂Y

(
∂Y

∂t

)
∂Y

∂t

]
∂X

∂s
−
[
∂

∂X

(
∂X

∂t

)
∂X

∂s
+

∂

∂Y

(
∂X

∂t

)
∂Y

∂s

]
∂Y

∂t

Varios de los términos de la ecuación anterior se cancelan, conduciendonos a :

∂J

∂t
=

[
∂

∂X

(
∂X

∂t

)
+

∂

∂Y

(
∂Y

∂t

)](
∂X

∂t

∂Y

∂s
− ∂X

∂s

∂Y

∂t

)
Observando que el segundo término de la derecha es el Jacobiano, podemos reescribir la
igualdad como

∂J

∂t
=

(
∇ · ∂X

∂t

)
· J

y esta es la expresión a la que queriamos llegar.
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5.2. Apéndice 2

Cuadro 5.1: Cáusticas simples (siete catástrofes elementales)

Nombre y śımbolo Codimensión Co-rango Función generadora Φ(ζ, τ) Ecuación de la superficie del rayo

Fold(A2) 1 1 1
3
τ 31 + ζ1τ1 τ 21 + ζ1 = 0

Cusp(A3) 2 1 ±1
4
τ 41 + ζ1τ1 +

1
2
τ 21 ζ2 ±τ 31 + ζ1 + ζ2τ1 = 0

Swallowtail(A4) 3 1
τ51
5
+ ζ1τ1 +

ζ2τ22
2

+
ζ3τ31
3

τ 41 + ζ1 + ζ2τ1 + ζ3τ
2
1 = 0

Hiperbolic umbilic(D−
4 ) 3 2 ±τ1τ 32 + τ 21 τ2 + ζ1τ1 + ζ2τ2 + ζ3τ

2
2 ±3τ 22 − ζ2 + 2ζ3τ2 = 0

Elliptic umbilic(D+
4 ) 3 2 2τ1τ2 + ζ1 = 0

Butterfly(A5) 4 1 ± τ61
6
+ ζ1τ1 +

ζ2τ21
2

+
ζ3τ31
3

+
ζ4τ41
4

±τ 51 + ζ1 + ζ2τ1 + ζ3τ
2
1 + ζ4τ

3
1 = 0

Parabolic umbilic(D5) 4 2 ±τ 42 + τ 21 τ2 + ζ1τ1 + ζ2τ2 + ζ3τ
2
2 + ζ4τ

3
2 2τ1τ2 + ζ1 = 0

±4τ 32 + τ 21 + ζ2 + 2ζ3τ2 + 3ζ4τ
2
2 = 0
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5.3. Apéndice 3

En general, para obtener los términos dNX
dsN

, d
NY
dsN

resolvemos un sistema de la forma:

d
(
dX
ds

)
dt

=
dXt

ds
= 2

dP

ds
d
(
dY
ds

)
dt

=
dYt
ds

= 2
dQ

ds
d
(
dΨ
ds

)
dt

=
d(Ψt)

ds
=
d(2n(X, Y )2)

ds
d
(
dP
ds

)
dt

=
d(Pt)

ds
=
d(2n(X, Y ).nX(X, Y ))

ds
d
(
dQ
ds

)
dt

=
d(Qt)

ds
=
d(2n(X, Y ).nY (X, Y ))

ds

d
(
d2X
ds2

)
dt

=
d2Xt

ds2
= 2

d2P

ds2

d
(
d2Y
ds2

)
dt

=
d2Yt
ds2

= 2
d2Q

ds2

d
(
d2P
ds2

)
dt

=
d2(Pt)

ds2
=
d2(2n(X, Y ).nX(X, Y ))

ds2

d
(
d2Q
ds2

)
dt

=
d2(Qt)

ds2
=
d2(2n(X, Y ).nY (X, Y ))

ds2
...

d
(
dNX
dsN

)
dt

=
dNXt

dsN
= 2

dNP

dsN

d
(
dNY
dsN

)
dt

=
dNYt
dsN

= 2
dNQ

dsN

d
(
dNP
dsN

)
dt

=
dN(Pt)

dsN
=
dN(2n(X, Y ).nX(X, Y ))

dsN

d
(
dNQ
dsN

)
dt

=
dN(Qt)

dsN
=
dN(2n(X, Y ).nY (X, Y ))

dsN

(5.1)
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5.4. Apéndice 4

H(1)
ν (z) ∼

(
2

πz

)1/2

exp[i(z − 1/2πν − 1/4π)]
∞∑
n=0

in
an(ν)

zn
, −2π + δ ≤ ph z ≤ 2π − δ (5.2)

donde
a0(ν) = 1

an(ν) =
(1/2− ν)n(1/2 + ν)n

(−2)nn!
para k ≥ 1,

(5.3)

donde (−)n es el śımbolo de Pochhammer. Si z es un número complejo, la z1/2 está detérmino
por

z1/2 = exp(1/2 ln|z|+1/2i ph z) (5.4)

5.5. Apéndice 5

La función WKB_orden2 es la encargada de resolver el sistema de ecuaciones de segundo
orden para la aproximación WKB de orden 2. Los primeros 9 términos de la función odefun,
al igual que el término correspondiente a dA0/dt (linea 41), son los mismos que para la
función WKB_orden1. Se agregan las ecuaciones correspondientes a Xsss, Ysss, Psss, Qsss. De-
cidimos mostrar solo una parte del desarrollo de los términos de la derecha para no hacer
tan engorrosa la lectura. Respecto al último término de odefun correspondiente a dA1/dt
(linea 43), es equivalente a la ecuación

dA1

dt
= −A1

1

2J

dJ

dt
−∆A0,

donde la función LapA0 que se encuentra en la linea 17 es la función encargada de calcular
el laplaciano de A0 siguiendo los pasos que detallamos en la sección anterior.

1 function [X,Y,Ψ, A0, A1] = WKB_orden2(Xinic, Yinic,Ψinic, Pinic, Qinic, Xsinic
, Ysinic

, ...)

2

3 opciones = odeset(’RelTol ’,2.3e-14," AbsTol ",2.3e-14);

4

5 odefun = @(t,s) [

6 2P ; dX/dt
7

8 2Q; dY/dt
9

10 2n(X,Y )2; dΨ/dt
11

12 2n(X,Y )nx(X,Y ); dP/dt
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13

14 2n(X,Y )ny(X,Y ); dQ/dt
15

16 2Ps; dXs/dt
17

18 2Qs; dYs/dt
19

20 2((nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)nx(X,Y ) + ...n(X,Y )(nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys)); dPs/dt
21

22 2((nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)ny(X,Y ) + ...n(X,Y )(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)); dQs/dt
23

24 2Pss; dXss/dt
25

26 2Qss; dYss/dt
27

28 4(nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)(nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys) + 2nx(X,Y )((nxx(X,Y )Xs+
nxy(X,Y )Ys)Xs + (nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Ys + nx(X,Y )Xss + ny(X,Y )Yss)+
2n(X,Y )((nxxx(X,Y )Xs + nxyx(X,Y )Ys)Xs + (nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Ys+
nxx(X,Y )Xss + nxy(X,Y )Yss); dPss/dt

29

30 4(nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys) + 2ny(X,Y )((nxx(X,Y )Xs+
nxy(X,Y )Ys)Xs + (nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Ys + nx(X,Y )Xss + ny(X,Y )Yss)+
2n(X,Y )((nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Xs + (nyxy(X,Y )Xs + nyyy(X,Y )Ys)Ys+
nxy(X,Y )Xss + nyy(X,Y )Yss); dQss/dt

31

32 2Psss; dXsss/dt
33

34 2Qsss; dYsss/dt
35

36 6(nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys)((nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys)Xs + (nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Ys+
nx(X,Y )Xss + ny(X,Y )Yss) + 6(nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)((nxxx(X,Y )Xs + nxyx(X,Y )Ys)Xs+
(nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Ys + nxx(X,Y )Xss + nxy(X,Y )Yss) + 2nx(X,Y )(2(nxx(X,Y )Xs+
nxy(X,Y )Ys)Xss + 2(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Yss + nx(X,Y )Xsss + ny(X,Y )Ysss +Xs((nxxx(X,Y )
Xs + nxyx(X,Y )Ys)Xs + (nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Ys + nxx(X,Y )Xss + nxy(X,Y )Yss)+
Ys((nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Xs + (nyxy(X,Y )Xs + nyyy(X,Y )Ys)Ys + nxy(X,Y )Xss+
nyy(X,Y )Yss)) + 2n(X,Y )(2(nxxx(X,Y )Xs + nxyx(X,Y )Ys)Xss + 2(nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)
Yss + nxx(X,Y )Xsss + nxy(X,Y )Ysss +Xs((nxxxx(X,Y )Xs + nxxxy(X,Y )Ys)Xs + (nxxxy(X,Y )Xs+
nxxyy(X,Y )Ys)Ys + nxxx(X,Y )Xss + nxyx(X,Y )Yss) + Ys((nxxxy(X,Y )Xs + nxxyy(X,Y )Ys)Xs+
(nxxyy(X,Y )Xs + nxyyy(X,Y )Ys)Ys + nxyx(X,Y )Xss + nyxy(X,Y )Yss)); dPsss/dt

37

38 6(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)((nxx(X,Y )Xs + nxy(X,Y )Ys)Xs + (nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Ys

+nx(X,Y )Xss + ny(X,Y )Yss) + 6(nx(X,Y )Xs + ny(X,Y )Ys)((nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)
Xs + (nyxy(X,Y )Xs + nyyy(X,Y )Ys)Ys + nxy(X,Y )Xss + nyy(X,Y )Yss) + 2ny(X,Y )(2(nxx(X,Y )
Xs + nxy(X,Y )Ys)Xss + 2(nxy(X,Y )Xs + nyy(X,Y )Ys)Yss + nx(X,Y )Xsss + ny(X,Y )Ysss +Xs

((nxxx(X,Y )Xs + nxyx(X,Y )Ys)Xs + (nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Ys + nxx(X,Y )Xss+
nxy(X,Y )Yss) + Ys((nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Xs + (nyxy(X,Y )Xs + nyyy(X,Y )Ys)Ys+
nxy(X,Y )Xss + nyy(X,Y )Yss)) + 2n(X,Y )(2(nxyx(X,Y )Xs + nyxy(X,Y )Ys)Xss + 2(nyxy(X,Y )Xs

+nyyy(X,Y )Ys)Yss + nxy(X,Y )Xsss + nyy(X,Y )Ysss +Xs((nxxxy(X,Y )Xs + nxxyy(X,Y )Ys)Xs



62 BIBLIOGRAFÍA

+(nxxyy(X,Y )Xs + nxyyy(X,Y )Ys)Ys + nxyx(X,Y )Xss + nyxy(X,Y )Yss) + Ys((nxxyy(X,Y )Xs

+nxyyy(X,Y )Ys)Xs + (nxyyy(X,Y )Xs + nyyyy(X,Y )Ys)Ys + nyxy(X,Y )Xss + nyyy(X,Y )Yss));
dQsss/dt

39

40 −A0(n(X,Y )nx(X,Y )Ys + PQs − PsQ−Xsn(X,Y )ny(X,Y ))./(PYs −QXs); dA0/dt
41

42 −A1(n(X,Y )nx(X,Y )Ys + PQs − PsQ−Xsn(X,Y )ny(X,Y ))./((PYs −QXs))−LapA0(X,Y
, P,Q,Xs, Ys, Ps, Qs, Xss, Yss, Pss, Qss, Xsss, Ysss, Xinic, Yinic, Pinic, Qinic, Xsinic

, Ysinic
, Psinic

, Qsinic
,

Xssinic
, Yssinic

, Pssinic, Qssinic
, Xsssinic

, Ysssinic
, A1inic

, A1sinic
, A1ssinic

, n, nx, ny, nxx, nxy, nyy)];

dA1/dt
43

44 init_conds = [Xinic, Yinic, Uinic, Pinic, Qinic, Xsinic
, Ysinic

, Psinic
, Qsinic

, Xssinic
, Yssinic

, ...Pssinic
,

Qssinic
, Xsssinic

, Ysssinic
,Psssinic

, Qsssinic
, A0inic

, A1inic
];

45

46 [~,s] = ode45(odefun ,T, (init_conds),opciones);

47

48 X = s(:,1);

49 Y = s(:,2);

50 Ψ = s(:,3);

51 A0 = s(:,18);

52 A1 = s(:,19);

53 end
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