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Introduccion

En este trabajo propondremos algunos criterios de seleccién de modelos para estimar
puntos de independencia de un vector aleatorio, de manera que podamos descomponerlo
en bloques independientes.

En [8] se abordé un trabajo similar proponiendo un método basado en un estimador
general de la funcién de distribucion, por lo que en este trabajo se decidié abordar la
propuesta a encontrar otros tipos de estimadores bajo el supuesto que el vector aleatorio
tiene una distribucién perteneciente a una familia paramétrica conocida. En particular,
en esta tesis supondremos que contamos con un vector aleatorio que sabemos previamente
que tiene una distribuciéon Normal Multivariada, y propondremos métodos de estimacién
que estaran basados en estimadores de los pardmetros p y ¥ de la distribucion.

El problema de descubrir o probar que un vector aleatorio en realidad se puede des-
componer en sub-vectores independientes no es una idea nueva y ya fue abordada en
la literatura, pero usualmente utilizando otras estrategias. Histéricamente, la inferen-
cia sobre la independencia fue abordada por medio de test de hipétesis. Algunos de los
métodos mas utilizados fueron las tablas de contingencia para datos categoricos y prue-
bas basadas sobre coeficientes de correlacién, como los de Pearson, Kendall y Spearman.
Otros enfoques mas actuales de independencia son métodos basados en las distancias
como la correlacién de distancia, como se presenta en Szekely y Rizzo [12] o en Szekely,
Rizzo y Bakirov [13]. También se han propuesto métodos basados en nicleos, incluyen-
do el criterio de informacién de Hilbert-Schmidt considerado en [5] y en [6]. En este
trabajo se abordard la obtencién de puntos de independencia mediante un método de
penalizacion.

El trabajo de tesis estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se hara
un repaso breve de algunos conceptos bésicos de probabilidad y estadistica que seran
necesarios recordar y tener presentes, los mismos serdan resumidos a modo de lograr que
la tesis sea lo mas autocontenida posible. En el Capitulo 2 se desarrollara la teoria que
explica como se estima el conjunto de independencia de un vector aleatorio y luego
se propondran dos diferentes enfoques para calcular estimadores que ayuden al calculo
del conjunto de independencia. En el Capitulo 3 se explicard cémo es la implementacion
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computacional de los diferentes estimadores. Ademés se proponen dos enfoques distintos,
un algoritmo de tipo exhaustivo y uno que utilizaréd la técnica de Divide and Conquer
para optimizar el funcionamiento. Por otro lado, se realizaran estudios de error y de
tiempo de computo. En el Capitulo 4 se realizaran diferentes simulaciones y estudios
de tiempo computacional y de tasa de error. Finalmente, en el Capitulo 5 se ilustrard
la propuesta en un ejemplo concreto de datos reales (no sintéticos) para determinar el
posible valor de puntos de independencia y su aplicacién a un problema especifio. En el
Apéndice se describen los cédigos escritos en R. Se utiliz6 la versién R 4.3.0.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos una breve descripcién del problema que abordaremos en
esta tesis y describiremos las primeras definiciones y conceptos necesarios para desarrollar
la propuesta que nos servira para resolverlo.

1.1. Problema del flujo del Rio San Francisco

Los rios, al ser flujos de agua que se mueven constantemente, tienen muchos factores,
tanto naturales como humanos, que causan que su flujo de agua vaya cambiando a lo largo
de diferentes sectores. Algunos ejemplos de esto son las lluvias, el deshielo, la descarga
de agua subterranea de los acuiferos, y dentro de los factores en los que puede intervenir
el ser humano estan la regulacién del caudal del rio para la energia hidroeléctrica, la
navegacion, extracciones de agua, desvios trans-cuenca y riego, entre otros.

Para poder conocer la influencia de estos diferentes factores en el caudal de un rio
necesitariamos conocer cémo va variando su flujo. Una pregunta que entonces nos po-
demos plantear y resulta de interés es: jse puede determinar cudles son los sectores del
rio en los cuales hay un cambio en el caudal del agua?

Como ejemplo estudiaremos el rio San Francisco, situado en Brasil, cuya extension
es de unos 2.831 km, siendo el cuarto rio mas largo de Sudamérica. Nace en las sierras
de Minas Gerais y atraviesa las regiones sudeste y noreste de Brasil pasando a través
de una regién semidrida donde es una fuente importante de agua. Ademas, los embalses
y usinas hidroeléctricas sobre su cauce proveen de agua y electricidad a gran parte del
noreste brasileno.

Como es necesario medir el caudal de agua en el rio, a lo largo de su curso hay
estaciones fijas de monitoreo [10]. En los siguientes mapas se muestran tanto la ubicacién
del Rio San Francisco como la ubicaciéon de cada uno de los medidores.



(a) (b)

Figura 1.1: (a) Mapa del Rio San Francisco en Brasil. (b) Ampliacién del
Rio San Francisco con la ubicacién de las estaciones de monitoreo. Las
imégenes son tomadas de [8].

En la Figura 1.1 (a) se muestran las fronteras de los estados de Brasil y dentro del
recuadro la regién en donde estd el rio San Francisco. En la Figura 1.1 (b) se muestra
una ampliacién de la regién recuadrada en (a), en la que se puede ver el rio San Francisco
y los puntos rojos representan los medidores de caudal considerados en nuestro analisis.
A lo largo de este trabajo consideramos estas estaciones numeradas en orden creciente a
lo largo del curso del rio. En este estudio usamos los datos de 10 estaciones de medicién.

Finalmente, consideramos 358 mediciones por cada una de las estaciones, cada una
de ellas consistiendo en el promedio mensual del flujo entre los anos 1977 y 2016. El
objetivo serd a partir de los datos poder determinar en donde hay un cambio en el flujo
del rio a partir del estudio de bloques independientes. Para describir formalmente el
problema introduciremos algunas definiciones y notacion.

1.2. Definiciones basicas y notacién

Comencemos recordando algunos conceptos basicos de probabilidad que seran nece-
sarios. Este desarrollo tedrico estd adaptado de [1] y [14].

Definicién 1.2.1. Dado un espacio muestral €2, diremos que X = (Xy,---,X,,) es
un vector aleatorio de dimensién n si cada una de sus componentes es una variable
aleatoria X; : @ — R, para¢=1,--- ,n. Notemos que el vector aleatorio es una funcién
X:Q—R™

Definicion 1.2.2. Sea un espacio muestral 2 y una probabilidad P definida en 2.
Dado un vector aleatorio X = (X, -+, X,) con X : Q — R" definimos la funcion de



distribucion acumulada conjunta asociada a (X1, -+, X,) como

FX(Q’Il,"',HZ'R):P(Xlél'l,"',XnSl'n), para (:Clv”'wxn)ERn-
Definicién 1.2.3. Diremos que el vector aleatorio X = (Xi,---,X,,) es continuo si
existe una funcién fx(z1,---,zy) de densidad, que satisface

P(XeA) —/--~/Afx(x1,--- , T )dx .. dXy,,

para A C R". En tal caso, diremos que fx es la funcién de densidad asociada al vector
X.

Luego, si X = (X1, -+, X,) es un vector aleatorio continuo con funcién de densidad
conjunta dada por fx para cada X; se pueden considerar las funciones de densidad
marginales que vienen dadas por

fx(as) = /_:O/_:o fx(er - an)da_s,

donde notamos z_; = (z1, ** , Ti—1, Tit1, " ,Tn)-
Definicion 1.2.4. Diremos que las variables aleatorias X1, Xo, -+, X}, son independien-
tes si

n
P(X1 € B, Xy € By, -+, X, € By) = [ [ P(Xi € By).
=1

En el caso en el que el vector X = (X71,---, X,,) sea continuo diremos que este tiene
componentes independientes si y solo si la funcién de densidad conjunta del vector se
factoriza mediante la funcién de densidad de cada coordenada, o sea

n
X1,-+-,X, sonindependientes <  fx(z1,- - ,Tn) = Hsz(‘TZ)
i=1
Anéalogamente,
n
X1,-+-,X, sonindependientes < Fx(x1,---,x,) = H Fx, (x;).
i=1

De forma andloga se puede definir la independencia para vectores aleatorios.



Definicién 1.2.5. Diremos que dos vectores aleatorios X = (X1,---,X,) e Y =
(Y1,---,Y,,) son independientes si

FXY(:CIV" yLns Y1, 7ym) :Fx(mla"' >;UTL)FY(y1>"' 7ym)

Definicién 1.2.6. Sea (X, X2, --,X,) un vector aleatorio n-dimensional. Sea ¢ :
R™ — R una funcién. Consideremos la variable aleatoria g(X1, Xa,---,X,). Entonces
su esperanza estd dada por

E[g(XlaXQ) T 7Xn)] = // e /g(xl’x% T 7xn)dF(Xl,Xzf",Xn)(xl’xQ’ T 7xn)'
Veamos el caso particular en el que se trabaja con un vector de dos variables aleato-
rias, es decir X = (X,Y).

Lema 1.2.7. Si X e Y son independientes entonces F[XY| = E[X]|E[Y]. Mas general-
mente, si tenemos dos funciones g1 : R = R y g2 : R — R se tiene

Elg1(X)g2(Y)] = E[g1(X)]E[g2(Y)].

Definicion 1.2.8. Dadas dos variables aleatorias X e Y definimos la covarianza entre
ellas mediante la fé6rmula

cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)),
siendo ux = E[X] y py = E[Y].
Observaciéon 1.2.9. También podemos escribir a la covarianza como
cov(X,Y) = E[XY] - E[X]|E]Y].

Definicién 1.2.10. Dado un vector aleatorio X = (X, -+, X,,) de dimensién n se nota
Y v define la matriz de covarianza como

cov(X1,X1) cov(X1,X9) -+ cov(X1,X,)
cov(Xa, X1) cov(Xa,Xo) -+ cov(Xe, X,)
cov(Xp, X1) cov(Xn, Xo) -+ cov(Xp, Xn)

Notemos que la (i, j)-ésima entrada de la matriz ¥ corresponde a la varianza entre
X; y Xj, que puede ser representada como

Yij = E[(Xi — i) (X; — py)] = cov(Xi, X;).

Una propiedad importante que tiene la covarianza la resume el siguiente corolario:



Corolario 1.2.11. Si X e Y son independientes entonces cov(X,Y) = 0.

Una variable aleatoria importante y que utilizaremos en este trabajo serd la distri-
bucién gaussiana, tanto es su versiéon unidimensional como en su version multivariada.

Definicion 1.2.12. Diremos que una variable aleatoria X tiene distribucion normal y
la notamos X ~ N(u,0?) si su funcién de densidad viene dada por

1(z—p)?

= 2 g2 €R,
fx(x) \/%O’e x

donde p,0 € Ry o > 0.

Definicion 1.2.13. Diremos que un vector aleatorio X tiene distribucion distribucion
Gaussiana Multivariada 6 Normal Multivariada y lo notamos X ~ Ny, (i, X) si su funcién
de densidad viene dado por

1
1 —5 @) TS (z—p)

We ($1,“’,xn)€R7

Sx (@1, mn) =

con p € R™ un vector real y ¥ € R™ "™ una matriz simétrica y semidefinida positiva.

En el caso univariado, los pardmetros p y o2 se corresponden a la media y la varianza,
respectivamente. La distribucion gaussiana multivariada es una generalizacion de la dis-
tribucién normal unidimensional a dimensiones superiores. En este caso, los parametros
1y 2 estan asociados al vector de medias y la matriz de covarianza respectivamente.

Un resultado importante en este tipo de distribuciones estd dado por la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.2.14. Si (X,Y) es un vector con distribucién Normal Multivariada y
cov(X,Y) =0, entonces X e Y son independientes.

Notemos que en el corolario 1.2.11 esta proposicién se reduce a una sola implicacién
y es importante recordar que en el caso en el que la distribucién es Normal Multivariada,
la otra implicacién también es valida.

Algunos elementos basicos de estimacion

Si se considera un vector muestra X = (X1, Xo, -+, X,,) cuya distribucién se sabe
que pertenece a una familia 7 = {F'(z1,x2,- - ,zp,0) donde § = (61,--- ,6,) € © C RP}
y ademds, se tiene que la funcién de densidad pertenece a una familia f(x, ), con 6 € ©.
Es posible estimar 6 de diferentes maneras mediante el uso de estimadores. Un tipo de
estimadores utiles son los estimadores de méaxima verosimilitud, que se definen de la
siguiente forma.
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Definicién 1.2.15. Diremos que #(X) es un estimador de mdzima verosimilitud (EMV)
de 6, si se cumple

L(X,0(X)) = mix f(X, 0)

donde L es la funcién de maxima verosimilitud.

Observacién 1.2.16. Es este trabajo notaremos a los estimadores como 6, es decir, sin
aclarar el vector de la muestra.

Nos sera 1til conocer algunos estimadores de las distribuciones mencionadas.

Proposicion 1.2.17. Sean X1, Xo,---, X,, una muestra aleatoria de una distribucion
N (u, 02) entonces los EMV de p y 02 estdn dados por i = X y 2 = = > (X; — X)%

Proposicion 1.2.18. Sea una muestra aleatoria de datos en una matriz de dimension
n X p. Si asumimos que los datos siguen una distribucion Normal Multivariada con
parametros p y matriz de covarianza Y., entonces los estimadores de maxima verosimili-
tud estdn dados por

- =X
c Sl (X (X -

donde X* = (a,--- ,x;), parai=1,---,n es cada una de las filas de la matriz.
Para probar la proposicién necesitaremos las siguientes definiciones y usaremos los
siguientes lemas.

Definicion 1.2.19.

Lema 1.2.20. Sea A € R™ ™ una matriz simétrica y w € R™*! un vector entonces
0
1. —wlAw = 2Aw.
ow
2. wl Aw = tr(wT Aw) = tr(Aww?).

Lema 1.2.21. Sean A, B € R™*™ matrices entonces

1. tr(AB) = tr(BA).

0 T



0
. —In(A) = (AHT = (4T,
3. 2in(4) = (A7) = (A7)
Lema 1.2.22. Usando lo anterior, dada A € R™ " una matriz simétrica y w € R™*!

un vector se tiene que

(w? Aw) = i(tr(Awa)) = (wwh)T = (wh)Tw! = ww?.

0A T 0A

Estamos en condiciones de demostrar la proposiciéon 1.2.18.

Demostracion. Hacemos la demostracion para el caso multivariado. Para probar la pro-
posicion 1.2.17 basta con considerar el caso unidimensional de la distribucion Normal
Multivariada.

Supongamos que tenemos n vectores aleatorios, cada uno de tamano p, es decir
X1 X2 ... X™ que supondremos i.i.d, notemos que cada X* = (x,--- ,x;), para i =

1,---,n. Si cada X" es un vector gaussiano multivariado, entonces

Xi NNP(/’L7 2)

La funciéon de méaxima verosimilitud estd dada por

L(:UHE?Xl? e 7Xn) = Hle(XZ)
i=1

Recordemos que encontrar méximos de la funcién de verosimilitud L es equivalente a
encontrar méximos de log(L), ya que el logaritmo es una funcién creciente, por lo tanto,
tomando logaritmo a la funciéon de verosimilitud se tiene



Z(M7E7X17. T 7Xn) = lOg(L(M,E,Xl, e 7Xn))

= log (H fxi (Xi)>

L ]. 1 7 Ty —1 7
— = (Xt ETH(X )
log(»_l CHEESTE )

)

1 1 —n ; Ty —1(vi
— = s i (X)X )
= o1 G 5 )

n

np n 1 i Tw—1/vi
= —Zlog2m) — =log(|Z]) — = S (X — )TE"L(Xt — ).
5 log(2m) 2109(\ ) 5 ;:1( 1) ( 1)

Derivando respecto de p y usando el lema 1.2.20 obtenemos

Luego, igualando a 0 despejamos p



Quedando asi,

I SM._\

Para hallar & retomamos la expresion de logaritmo de la funciéon de maxima verosi-
militud y usaremos el lema 1.2.20

wy D n 1 i 1y
W, B, XY o X7) = == Flog(2m) — Slog(I5)) — 5 D (X = w) SN (X7 — p)

— ~Plog(zm) - Flog(=D — 5 > tr [(X = =X = )]
=1

= ~Llog(2m) — Slog([%]) — 5 3" tr [SHX - (X' — )]
=1

" iog(2m) ~ log(|S) ~ gir Z — )7

Luego, derivando respecto de X, y usando el lema 1.2.22 se obtiene



0 n 0 10 n . .
—1 3 Xl ny_ Y 3 n_ - ¥ E—IE : Xt X — 1

n 1 < i i
252—52()( — (X ="
i=1

Luego, igualando a 0 podemos despejar X

Quedando asi,

S|

10



Capitulo 2

Modelo y estimador propuesto

En este capitulo describiremos el modelo estadistico que proponemos para la detec-
cién de puntos de independencia y desarrollaremos un método de estimacién para el
modelo propuesto.

2.1. Bloques independientes

La clasificaciéon de bloques independientes es un método de segmentacion y clasifi-
cacién de las variables de observaciones multivariadas que permite identificar secciones
o bloques que no estdn relacionados con otros. A menudo se utiliza para ayudar a ana-
lizar tendencias complejas en los datos, permitiendo dividir el problema en pequenos
problemas mas simples.

Para comenzar definamos que es un bloque de un vector aleatorio.
Definicién 2.1.1. Sea X ~ F un vector aleatorio que toma valores en R? con F su
funcién de distribucién acumulada. Dados u,v con 1 < u < v < d, llamamos blogque de

X al subvector Xy, = (Xyt1, .., Xp) en RV™ y notamos a su funcién de distribucién
conjunta como Fi.,.

En el caso en que quisiéramos considerar el bloque cuyo primer elemento es X; lo
notaremos Xi., = (Xi, ..., Xy) en RY con funcién de distribucién conjunta Fj.,.De esta
forma, dado cualquier vector aleatorio multivariado X ~ F en R? y dados u,v con
1 < u < v < d podemos definir los siguientes bloques de X,

Xl:u = (X17 "'7Xu)7 Xu:v = (Xu+17 "'7X’U)7 Xv:d = (Xv+17~-"Xd)a

v Fi., Fuw v Fy.q las funciones conjuntas de Xy., Xy v Xy.g respectivamente.

11



Notemos que con sélo conocer los indices del ltimo elemento de cada bloque, po-
demos partir cualquier vector aleatorio en la cantidad de bloques que necesitemos. Por
ejemplo, si ahora tenemos un conjunto de indices U = {u1,--- ,ur} los bloques que nos
induce ese conjunto de indices serfa Xi.y,, Xyuyy (=1, k=1) y Xy,:q-

Nuestro principal interés es hallar un conjunto de indices con la propiedad de que
los bloques inducidos sean independientes. En particular, buscaremos que estos bloques
sean lo mas pequeiios posible. Para describir formalmente que queremos decir con que
sean lo mas chicos posible, introduciremos la definicién de una nueva funcién Fy.

Definicién 2.1.2. Dados un vector aleatorio X = (X7, ..., X4) con funcién de distribu-
cién F y un conjunto de indices, U = {u1, ..., ux} llamamos U-producto a la funcién

k-1

FU(‘T17 teey xd) = Fl:u1 (:1:17 ceey xul) H Fui:ulurl (xui-l-l? seey xui+1)Fuk:d(xuk+1a ceey CCd).
=1

Notemos que con el U-producto vamos a poder definir la nocién de independencia
para bloques de un vector aleatorio X ya que si U = {uq,...,ux} se corresponde con
un conjunto de indices que define bloques independientes, entonces necesariamente debe
suceder que Fy; coincida con F. En el caso en que U = () se define F; = F. Esto da
origen a la siguiente definicion:

Definicién 2.1.3. Dado un vector aleatorio X y un conjunto de indices U = {uy, ..., u },
con 1 < wup < ... <wup < ddiremos que U es un conjunto de independencia para F' si
X1ugs Xugugrr Y Xuy:a son independientes para todo @ = 1,...,k — 1. Es decir,

F(a:l,--~ ,xd) = FU(.Tl,-” ,.CCd). (1)

Observacién 2.1.4. Ademds notemos que si U es un conjunto de independencia para
F entonces cualquier subconjunto U C U también es un conjunto de independencia para
F.Y ademés, si U y V son conjuntos de independencia para F' entonces U UV también
es un conjunto de independencia para F'.

Demostracion. O

Estas observaciones nos inducen a considerar el conjunto mas grande de independen-
cia, en el sentido de que cualquier otro conjunto de independencia esta incluido en él y
que introduciremos en la siguiente definicién.

Definicién 2.1.5. U*(F) se dice conjunto mazimal de independencia para F, si para
todo U conjunto de independencia para F', entonces U C U*(F).

12



Ejemplo 2.1.6. Sea X = (X1, Xy, X3, X4, X5), con X ~ F.

1 Si U*(F) = {1,4} es el conjunto maximal de independencia, entonces (X1),
(X9, X3,X4) v (X5) son independientes.

2 SiU*(F)=1{1,2,3,4,5} entonces X, X9, X3, X4 y X5 son independientes.

3 Si U*(F) = {0} entonces no podemos partir al vector aleatorio X en subvectores
propios independientes.

Nuestro objetivo es estimar U*(F) a partir de una muestra aleatoria {X': 1 < i < n},
con X' ~ F.

2.2. Propuestas de estimadores

2.2.1. Basados en estimadores de las distribuciones

Para estimar U*(F') primero definamos algiin modelo para F', es decir, alguna distri-
bucién que modele correctamente a la distribucion del vector aleatorio X. En este trabajo
se van a presentar dos modelos. En el primero no asumimos ninguna distribucién para el
vector aleatorio y calculamos probabilidades acumuladas usando la funciéon empirica. En
el segundo modelo asumimos que cada vector aleatorio X sigue una distribucién Normal
Multivariada y usamos estimadores paramétricos bajo esta distribucién.

Algo que nos va a ser 1til es saber si dado un conjunto de indices U = {uy, ua, - ,ux}
podemos determinar que tan distinta es la funciéon de distribucién conjunta F' respecto
de su U-producto. Por esto necesitamos definir alguna medida para comparar a F' con la
funcién Fy;, considerando la siguiente definicién:

Definicion 2.2.1. Dados F' y un conjunto U, llamamos discrepancia entre F' y su U-
producto a

(U F) = s [Fy(x) ~ F()\ (2)

Observacion 2.2.2. Notemos que U es un conjunto de independencia para F' si y solo
si Fiy = F, lo que significa que ¢(U, F') = 0 en este caso.

M4s atin si notamos a U* = U*(F) al conjunto maximal de independencia para F,
entonces podemos decir que existe a > 0 tal que

WU,F)=0 ¥ UCU,
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(U,F)>a YV U¢ZU"

Esto tltimo nos dice que para hallar U* podemos proceder minimizando ¢(U, F') lo
cual sugiere un método empirico para estimar a U*. Una observacién importante es que
no nos basta con hallar un conjunto de independencia que verifique que ¢(U, F) = 0
porque eso no garantiza que el conjunto sea el maximal. Segin la observacion (2.1.4),
U* debe ser el mayor de estos conjuntos que cumplen ¢(U, F') = 0.

Para calcular un estimador del conjunto U* primero necesitamos definir algtin estima-
dor F’ para F' basado en una muestra aleatoria dada por el proceso X" = {X(i) 1< <
n} con la distribucién F. Notemos al estimador para esa muestra aleatoria ﬁxn. De una
manera similar y usando la misma muestra, para cualquier conjunto U = {uq, -+, ux},
definiremos otro estimador ﬁU para Fy;. Con esto vamos a poder estimar la discrepancia
como

UU, Fxn) = sup |Fy(x) — Fxn(x)|
xeR4

Observaciéon 2.2.3. Estudiaremos dos casos especificos de estimadores de F' pero en
principio lo que vamos a desarrollar se aplica a cualquier estimador de F'.

Como ¢(U, F) = 0 para todo U C U*(F) para asegurarnos que el estimador nos dé al
U mas grande posible vamos a penalizar a la discrepancia agregdndole un término que
contempla la cantidad de elementos de U, de esta forma vamos a buscar minimizar

PL(U,X") = {(U, Fxr) + M\ (U] + 1), (3)

donde |U]| es el cardinal del conjunto U y A, es un cierto pardmetro de penalizacién. De
esta forma, si notamos al conjunto de independencia que buscamos estimar como U, lo
calcularemos buscando

U,= argmin PL(U,X"). (4)
UC{L,...d—1}

Luego, se tiene que U, satisface

PL(U,,X") < PL(U,X") paratodo UC{l,...,d—1}. (5)
Esta primera propuesta de estimacién estd basada en poder estimar la funcién de

distribucién de un modo razonable. En particular, a partir de una muestra dada por
el proceso X" = {X(Z) : 1 < i < n} con distribucién F, describiremos dos propuestas

14



de estimacion ﬁxn de F. La primera de ella es considerar la funciéon de distribucién
empirica, que fue discutida en [3].

Si consideramos como estimador de F' a la funciéon empirica, es decir,

~ 1<
Fxn(x) = — 3 Iixt<yp (6)
i=1
y de forma similar, dado U = {uy, - ,ur} podemos considerar un estimador de la

funcién Fy; basado en la distribucién empirica como

~

k—1
Fu (X) - Fxﬁul (Xliul) H Fxn (Xuiiui+1 )FX" (Xuiiui+1)' (7)
=1

UjiUG 4] uk+1:d

La segunda propuesta es considerar un estimador paramétrico en particular; en esta
tesis asumiremos que F' sigue una distribucién Normal Multivariada.

Otra forma de estimar la funcién de distribucién es considerando un modelo pa-
ramétrico subyacente que gobierne los datos. Como comentamos anteriormente, en esta
tesis supondremos que podemos asumir que nuestros datos fueron generados bajo un
modelo Normal Multivariado. Es decir, asumimos que F' sigue una distribucién Gaussia-
na con parametros 1y ¥ = {0;;}, y si bien no disponemos de una expresién analitica
para F', podemos describirla y estimar su densidad a través de la estimacién de su media
y su matriz de covarianza, E(X) = py cov(X) = X.

En el caso en que tomemos el bloque X,,.,,, tendremos que F},., sigue una distribu-
cién normal multivariada en R*™%, con fiy:y = E(Xuw) = (Hut1, .- -+ fo)? y matriz de
covarianza Y., = cov(Xy.). Si se considera un conjunto de independencia U, entonces
Fy sigue una distribucién normal multivariada en R¢ con pardmetros 1y Yy. En este
caso Xy es la matriz que se forma al reemplazar los coeficientes o; ; de ¥ por 0 cuando
1<u<jobj<u<i, paracadaueU.

Con lo cual podemos estimar U, definido en (4) considerando estimadores de F'y
Fy, estimando p, 3y Xy. Como describimos en el Capitulo 1 en (1.2.18), por ejemplo, se
pueden usar estimadores de maxima verosimilitud, de esta forma i = X", 3 = cov(X")
y flU dado por

0 si i<u<joj<u<i,
(Xv)iy = (8)

cov(X"™);5 en caso contrario,
donde u € U.

Notemos que es flU es una matriz diagonal por bloques definida como
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iU _ O ZUT:’U‘Q O
con U = {uyq, - ,ur} un conjunto de indices y ¥y, € R—wx(=1) a5 submatrices
que se obtienen al considerar las filas u+1,--- ,v y las columnas u+1, - - - , v de la matriz

de covarianza ¥ = cov(X").

2.2.2. Basados en estimadores de las matrices de covarianzas

Como vimos, la propuesta anterior implica tener algin estimador de las funciones de
distribucién acumulada F'. Dependiendo del estimador elegido, este planteo puede tener
un costo de complejidad muy alto en los algoritmos, lo cual se verd con maés detalle en
el proximo capitulo.

La alternativa que vamos a presentar se basa en el supuesto de que F' sigue una
distribucién normal multivariada, es decir F' ~ N (u, X). Por lo tanto, para todo conjun-
to de indices U, Fy ~ N (u, Xy). Nuestra propuesta se basa en que en el caso Normal
Multivariado podemos caracterizar la independencia a través de sus matrices de cova-
rianza Y y Xy definidas por F' y Fy respectivamente. Luego, a partir de ellas podemoa
calcular una distancia entre matrices en vez de calcular el valor del estimador F y F, U en
diferentes puntos, lo que nos permitird reducir los costos computacionales. Para explicar
esto tengamos en cuenta algunos resultados.

Definicién 2.2.4. Sea un espacio medible (2, F) y P y @ medidas de probabilidad
definidas en (2, F), la distancia de variacion total entre Py @ se define como

6(P, Q) = sup [P(A) — Q(A)|. (9)

AeF

Luego, notemos que si F' ~ N (i, X) y Fy ~ N (u, Xy) tenemos que

6(Fy,F) = Seuflt)d [Fu(x) — F(x)].

De esta forma, calcular ¢(U, F) es equivalente a calcular §(Fy, F'). Y para hallar U,
se buscard minimizar la siguiente funcién

PL(U,X") = 6(Fy, F) + M (U +1)7!

Es decir, utilizar la discrepancia o la distancia en variacién total es lo mismo y no basta
para reducir la complejidad del problema. Para ello consideremos la siguiente distancia
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que se utiliza para cuantificar la similitud entre dos distribuciones de probabilidad y esta
fuertemente relacionada con la distancia de variacién total.

Definicion 2.2.5. Sean P y ) dos medidas de probabilidad en un espacio medible x
que son absolutamente continuas con respecto a una tercera medida de probabilidad A,
con A = P+ @ entonces definimos el cuadrado de la distancia de Hellinger entre Py @)

o 1#(P.Q) =5 [ (Vo) - Vi) ix

donde P(z) = p(x)A(z) y Q(z) = q(z)A(x) son las derivadas de Radon-Nikodym de
P y @ respectivamente.

Esta definiciéon no depende de A, por lo que la distancia de Hellinger entre Py @
no cambia si A se reemplaza con una medida de probabilidad diferente con respecto a la
cual tanto P como @ son absolutamente continuas.

Veamos ahora como se define la distancia de Hellinger en el caso en el que se tengan
distribuciones Normales Multivariadas. La derivacién de esta férmula se halla en [9]

Definicién 2.2.6. Dadas G ~ N (u1,%1) y G ~ N (2, $2) definimos el cuadrado de la
distancia de Hellinger como

X+ X9
det(21)4det(22)% é(u1u2)T<2> (k1—h2)

> b
det (;)

Notemos que F' ~ N (u,X) y dado un conjunto de indices U, recordemos que Fyy ~

H*(G,G) =

N (u,Xy) y entonces el cuadrado de la distancia de Hellinger estd dado por

det(Sy)Tdet(S)T

1
by Y\2
det( U;_ >

Ademas de que la distancia de Hellinger para el caso de distribuciones gaussianas tiene

H*(Fy,F)=1-

una expresién sencilla, tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 2.2.7. La distancia de Hellinger H (G, é) y la distancia de variacion total
d(G, G) se relacionan de la siguiente manera

H*(G,G) < 6(G,G) < V2H(G,G).
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La demostracién se encuentra en [11].

Esto nos induce a considerar bajo el supuesto de normalidad otra funcién de pérdida,
redefiniendo la funcién que buscamos minimizar como

PL(U,X") = H*(Fy,F) + \(U| + 1)~
En este caso utilizando estimadores paramétricos bajo el modelo normal, necesitamos
calcular H2(Fy, F) que como vimos depende solamente de ¥ y 7. Por lo tanto, bastara

9
-~

con considerar ¥ y Xy que definimos en la subseccién anterior.

2.3. Resultados teoricos

En esta seccién vamos a mostrar los argumentos tedricos que justifican el uso de los
estimadores que definimos basados en estimadores de las funciones de distribucién. El
primer resultado a estudiar es la consistencia de ﬁn siempre que el término de penaliza-
cién y la tasa de convergencia de ﬁxn satisfagan ciertas condiciones.

Teorema 2.3.1. Supongamos que
sup |Fxn(x) — F(x)| < ay, (10)
x€R?

. . an, Iy
casi seguramente cuando n — oco. Si A, = 0y . — oo entonces U, = U* eventual-
n
mente en forma casi segura cuando n — oo

Demostracion. Mostraremos que eventualmente en forma casi segura cuando n — oo,
PL(U*,X") < PL(U,X"), paratodoU C {1,...,d—1}, (11)
lo que quiere decir que [7” = U*. Para lograrlo, notemos que

(U, Fxn) — (U, F)| < sup [Fou(x) — Fy(x)| + sup [Ea(x) — F(x)].
xcR4 x€R4

Por otro lado, supycga |ﬁn7um(x) — Fuw(x)| < supyepd \ﬁn(x) — F(x)|. Entonces, segin
la condicién (10), eventualmente en forma casi segura cuando n — oo,

(U, Fxn) — LU, F)| < |Ulan + an < day. (12)

Para probar (11), consideremos ahora U que no esté contenido en U*, U ¢ U*, en cuyo
caso, {(U, F) > a > 0. Por lo tanto, usando (12), obtenemos que

PL(U,X") — PL(U*,X") = e(U,ﬁXn)—e(U*,ﬁXn)+/\n{(\U|+1)—1—(|U*\+1)—1}

> —dag+a—dap+ A {(|U| )T (U + 1)*1}.
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Como a > 0 y tanto A\, como a, convergen a cero eventualmente en forma casi segura
cuando n — 0o, obtenemos que

PL(U,X") — PL(U*,X") > 0 . (13)

Si U* = (), no hace falta considerar ningiin otro caso. Si no, tomemos U tal que U esté
estrictamente contenido en U*, es decir U C U*. Por lo tanto, ¢/(U, F) =¢(U*,F) =0y
entonces,

PL(U, X") — PL(U*, X") = (U, Fxn) — £(U*, Fxn) + An {(|Uy 1) (U + 1)—1}
> ~2dan + M {(U1+ 1) = (U + 1)}

Finalmente, como U C U*, tenemos que |U|+ 1 < |U*| y entonces

1 1 1 1
Ul+1 07 +1 = d@d+1)  dd<1)’
Como d ay /A, — 0, concluimos que, para n suficientemente grande, m > 2%:, lo que
implica que
PL(U,X"™) — PL(U*,X") >0,
eventualmente en forma casi segura cuando n — oco. O

Observacién 2.3.2. La convergencia de Un a U se cumple siempre que la distribucion
empirica F\Xn converja uniformemente a la distribuciéon F' para una cierta tasa a,. Esta
tasa de convergencia va a inducir la eleccion del factor de penalizacion A, del teorema
anterior. Queda para un futuro estudio la demostracién de que el caso de considerar
estimadores de la funcién de distribucién basados en el modelo Normal Multivariado,
también se satisfacen las condiciones del Teorema.

Corolario 2.3.3. Supongamos que {X(i) : 4 > 1} son independientes e idénticamente
distribuidas y sea ﬁxn la distribucién empirica o gaussiana definidas en la Seccién 2.2
para estimar F. Considerando )\, = en™¢, con £ € (0,1/2) entonces, U, = U* casi
seguramente cuando n — oo.

Un resultado andlogo estudiado en [3] se puede demostrar en algunos casos en que
el proceso X® no sea i.i.d asumiendo algunas condiciones sobre la dependencia del
proceso.

Finalmente, notemos que el teorema solo considera el caso en el que la funcién de
pérdida esta basada en la discrepancia. Se podria investiar a futuro los resultados teéricos
empleando la distancia de Hellinger.
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Capitulo 3

Implementaciéon computacional de
las propuestas

En esta seccién discutiremos dos alternativas para calcular los estimadores propuestos
y describimos los cédigos implementados. En particular, discutiremos lo que denomina-
mos el método exhaustivo y una alternativa con mejor complejidad computacional.

3.1. Explicacion del cédigo exhaustivo

Para calcular el estimador definido en (4) necesitamos calcular la funcién PL(U, X")
para todos los posibles subconjuntos U C {1,2,--- ,d — 1}. Luego, con todos estos va-
lores, nos quedamos con el subconjunto de U que minimice a la funcién PL(U,X").
Debido a que la cantidad de subconjuntos que podemos armar con U es de 29, si escri-
bimos un algoritmo exhaustivo que calcule todos los posibles valores que puede tomar
PL(U,X"), tendra una complejidad de O(2¢T), donde T es el tiempo necesario para
calcular PL(U,X"™). Esto hace que resolver este problema exhaustivamente se vuelva
computacionalmente inviable a partir de valores grandes de d.

Observacion 3.1.1. Si bien el tiempo T no es fijo, ya que podria depender de d, esta
dependencia es como mucho lineal.

3.1.1. Algoritmo para estimador basado en estimadores de distribucio-
nes

El caso del estimador empirico ya fue realizado por [8] y en este trabajo escribimos
el cédigo para el estimador normal multivariado. Para esto tltimo se escribieron las
siguientes dos funciones cuyos cédigos se detallan en el Apéndice.
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La funciéon multinormal_bloques toma como parametros una matriz de datos, un
vector y un conjunto de indices U y computa el valor del estimador para el caso normal
multivariado usando la matriz de datos para calcular los estimadores de pn = (p1, -+ -, pia),
donde cada coordenada es el promedio de cada una de las columnas y 3 = ¥y es la matriz
de covarianza de que se construye con la matriz de datos y los indices U como se explica
en (8).

La funcién acumulada_normal toma los mismos parametros que la funciéon anterior
y calcula, en el caso en el que la matriz de datos tenga una sola columna, el valor de la
funcién acumulada gaussiana, donde se estiman los valores de y y o como el promedio
y el desvio estandar respectivamente. En el caso en el que la matriz de datos tenga dos
0 méas columnas la funcion llama a la funcién multinormal_bloques para calcular el valor
estimado con la acumulada normal multivariada.

Con los anteriores estimadores basta con escribir el cédigo que calcule el valor del
estimador U,. Para ello se usaron las siguientes funciones:

La funcién score_para_u_normal recibe una matriz con los datos X" y un conjunto
de indices U y calcula la discrepancia [(U, Fxn).

La funcion iteracion_exhaustivo_normal recibe como parametros la misma matriz
de datos X" y valores ¢ y & definidos en (2.3.3) que usamos para definir al parametro
An. Por otro lado, la cantidad de columnas de X™ nos define el conjunto U, es decir
que si la matriz de datos tiene d columnas, entonces U = {1,--- ,d}. En este bloque de
cédigo se usa la funciéon combn para calcular todos los posibles subconjuntos de U y con
estos valores se computa PL(U, X") usando la funcién score_para_u_normal, para todos
los U C {1,---,d}. Finalmente, este bloque devuelve el subconjunto de U que minimiza
a PL.

Finalmente, la funcién principal que corre el codigo y utiliza al resto de las funciones
estd dado por get_best_u_exacto_alg_normal, la cual solo necesita como pardmetros
a la matriz de datos y el valor de c y £.

3.1.2. Algoritmo para estimador basado en estimadores de las cova-
rianzas

Este caso solo se diferencia del anterior en el estimador que se utiliza, por lo que el
algoritmo es bastante parecido. Para el cdlculo del estimador se utilizaron las siguientes
dos funciones.

La funcién covarianza_bloques toma como pardmetros una matriz de datos X" y
un vector de indices U y devuelve la matriz de covarianza ;.

La funcién distancia_matrices toma los mismos pardmetros de la funcién anterior,
construye las matrices X y 3y con la matriz de datos X" y los indices U y luego calcula
la distancia de Hellinger entre dichas matrices.
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Luego, para calcular el valor de U,, basta con una sola funcién. La funcién iterac-

ci6on_exhaustivo_normal es casi idéntica a la usada en el algoritmo anterior, en particu-
lar recibe los mismos parametros, pero esta utiliza el estimador de covarianza, por lo que
llama en cada iteracion a distancia_matrices. Finalmente, para terminar se escribe la fun-

cioén principal que corre el algoritmo llamada get_best_u_exacto_alg _normal_covarianza.

Observacion 3.1.2. Notemos que en el caso del estimador dado por covarianza solo
necesitamos comparar dos matrices generadas por la matriz de datos, a diferencia del
caso del estimador empirico para el cual necesitamos la funcién score_para_u_normal.
El evitar escribir esa funcién hard que el costo de complejidad del algoritmo con los
estimadores de matrices de covarianza sea significativamente mas bajo y, por lo tanto,
este algoritmo deberia ser méas veloz.

3.2. Explicacion del cédigo con arbol binario

La alternativa para resolver este problema de complejidad computacional es usar
un algoritmo con el método de Divide and Conguer. Este nuevo algoritmo tendrd una
complejidad de O(d?T).

3.2.1. Divide and Conquer

Divide and Conquer (D&C) es una técnica que consiste en descomponer recursi-
vamente un problema en dos o mas subproblemas similares, hasta que se vuelven lo
suficientemente simples como para resolverlos directamente. Las soluciones a los subpro-
blemas luego se combinan para dar una solucién al problema original.

Un algoritmo especifico de D&C es el algoritmo de busqueda binaria, en el cual en
cada paso recursivo se divide el problema, en dos subproblemas, de dimensién menor,
asi siguiendo hasta llegar a casos bases. La estructura que se usa para modelar este
algoritmo es el arbol binario.

Los arboles binarios tienen una complejidad algoritmica de O(nlog(n)), donde n es
el tiempo que tarde el caso base y log(n) es la cantidad de subproblemas que se tiene
que resolver a lo sumo.

3.2.2. Arbol binario

El algoritmo dado por D&C construye un arbol binario en el que sus nodos son
subintervalos de 1:d y los intervalos dados por los nodos terminales constituyen los
bloques de independencia. Los tltimos indices de cada uno de esos bloques forman al
estimador de U™ que notaremos (72’”
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Como en cada paso del drbol binario se restringe el calculo de PL(U, X) en un cierto
rango dado por los subintervalos de 1:d necesitamos redefinir como calcular la funcién
de discrepancia en estos casos.

Definicién 3.2.1. Para la funcién dada en (3) consideremos la siguiente funcién
PL(U,X7,,) = (U, Fxy,) + A(|U[+1) 7 (1)

paratodo 1 <u<v<dyU C {u,---,v—1}, donde |U| es el cardinal del conjunto
U.

Ademds, debemos considerar

h(u:v,X7.) =argmin{PL({i},X". )} (2)

1EUV
donde, por convencién, se tiene PL({v}, X!, ) = PL(0,X].,) donde v es el elemento

mas grande de u : v.

Con estas definiciones podemos describir el algoritmo del drbol binario como sigue

3.2.3. Algoritmo

Paso 1: Inicializamos

- b g
m [ =1:d

Paso 2: = Calculamos h(I,X7)

= SI h(1,X7}) < maz(]):
e Agregamos h(I,X7) a U™

e Agregamos dos hojas al nodo I del arbol, cuyas etiquetas seréan [, =
IN{i:i<h(I,X}))}elp=IN{i:i>h(I,X7)}

Paso 3: Se repite el paso 2 para los nuevos nodos terminales del drbol hasta que no haya

mas nodos que agregar.

Finalmente, el conjunto de puntos de independencia ﬁgm a estimar estard formado
por los indices mas altos de los nodos terminales del arbol, excluyendo la raiz y el indice
d del intervalo principal.
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Observacion 3.2.2. Notemos, en el paso 2, que si h(1,X7}) = maxz(I) entonces no se
agrega ningin elemento al conjunto U”" y, por lo tanto, el algoritmo se frena en esta
rama del arbol.

En [3] se muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.3. Bajo las mismas hip6tesis del Teorema (2.3.1), se tiene que ﬁgm =
U* en casi todo punto cuando n — oo.

Ejemplo 3.2.4. Supongamos que tenemos U = {1, 2,3, 4,5}, el algoritmo anterior busca
el valor ¢ € U que minimice PL({i}, X"). Supongamos que el valor hallado en el primer
paso del algoritmo es ¢ = 3, entonces agregamos 3 al conjunto ﬁgm ya que este es
un punto de independencia, quedando asi ﬁf;’" = {3}. Luego, partimos el conjunto de
indices en dos conjuntos I} = {1,2,3} y Io = {4,5} como se ve en la segunda linea del
grafo de abajo. Después se aplica el mismo procedimiento pero con los conjuntos I e I5.
En nuestro ejemplo, debemos buscar el indice que minimice a PL({i}, X".3), con i € I;
obteniendo 7 = 2. En este caso se abren otras dos ramas en el arbol y se sigue la divisién
del problema como se muestra abajo. En cambio, si buscamos el indice que minimice a
PL({i},XJ}5) con i € Iy se obtiene que i = 5, como este valor es el mas grande dentro
del conjunto de indices de I2, este nodo del arbol no se abre en dos ramas. Finalmente,
el algoritmo termina cuando no pueden abrirse mas ramas, ya que no se obtienen nuevos
puntos de independencia para agregar a ﬁf{m

1:5 ﬁfzm =0
/ \
1:3 4:5 Ubin — {3}
/ \
1:2 3 4:5 Ubin = {2,3}
1:2 Ubin = {2,3}

Algoritmo para estimador de las distribuciones

En este caso el codigo difiere del cédigo exhaustivo en dos funciones:
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La funcién iteracion_alg _binario_normal es una funcién recursiva cuyos pasos
estan ilustrados que recibe los mismos parametros que la funcién iteracion_exhaustivo_normal,
estos eran una matriz de datos X" y valores ¢ y £ definidos en (2.3.3). La funcién calcula
los valores de PL({u}, X") para cada u € U utilizando la funcién score_para_u_normal_bin,
guarda el indice 4 que minimiza a dicha funcién y luego divide la matriz de datos X"
en dos submatrices a las cuales le aplica esta misma funcién. Los pasos que se realizan
estan ilustrados en el ejemplo 3.2.4 .

Luego, la funcién que llama a este algoritmo estd dada por

get_best_u_bin_alg normal <- function(data, c=1, psi=0.25){
d <- dim(data) [2]
u_obtenido <- unlist(iteracion_alg_binario_normal(data, 1, d, psi=psi, c=c))
u_obtenido

Algoritmo para estimador de covarianzas

Para este algoritmo basta con modificar las funciones que calculan el estimador e
incluirla en la iteracion del arbol binario. Para eso usamos las siguientes funciones.

La funcién covarianza_bloques recibe como pardmetros una matriz de datos X" y
un unico indice {i¢} y devuelve la matriz de covarianza dada por ¥;. Notemos que por
la estructura del c6digo no necesitamos construir matrices Xy donde U tiene més de un
indice.

La funcién iteracion_alg_binario_normal es casi idéntica a la definida en el modelo
basado en funcién de distribucién, con la excepcién de que en cada iteracion llama a
la funcién distancia_matrices en vez de score_para_u_normal_bin, ya que es necesario
cambiar el estimador usado.

Finalmente, la funcién que llama a este ultimo algoritmo esta dada por

get_best_u_exacto_alg normal_covarianza <- function(data, c=1, psi=0.25){
d <- dim(data) [2]
u_obtenido <- unlist(iteracion_exhaustivo_normal(data, 1, d, psi=psi, c=c))
u_obtenido

}
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Capitulo 4

Simulaciones y Resultados

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de los estimadores propuestos pa-
ra diferentes conjuntos de datos generados bajo escenarios controlados. Evaluaremos a
través de un estudio de simulacion la capacidad que tienen los métodos propuestos para
recuperar el conjunto correcto de independencia.

Para distinguir cada uno de los estimadores que compararemos nos referimos a los
diferentes estimadores de la siguiente forma. Si elegimos el estimador basado en los
estimadores de las distribuciones, en el caso en que se utilice la distribucién empirica lo
llamaremos modelo empirico y en el caso en el que se use el estimador paramétrico bajo
el modelo Normal Multivariado lo llamaremos modelo normal. En cambio, si usamos el
enfoque basado en estimadores de las matrices de covarianzas llamaremos a este modelo
de covarianzas. Por otro lado, para cada uno de ellos se aplicard el método exhaustivo
y el binario, aclarando que método se utiliza en cada modelo.

Para medir la diferencia entre las estimaciones y el conjunto correcto de indices se
utilizara la distancia de Hausdorff que se define a continuacién.

Definicién 4.0.1. Dados dos conjuntos no vacios A,B C {1,---,d — 1} definimos la
distancia de Hausdorff como

pi(A, B) = maz{p(A||B), p(B|| 4)}

donde p(B||A) = sup inf |a — b y p(0||4) =d — 1
beB acA

En la siguiente seccién mostraremos como se generan los datos y compararemos los
resultados usando la distancia de Hausdorff.
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4.1. Escenario de simulacion

En este trabajo se va a considerar un vector aleatorio X = (X, --,X5) € R® con
distribucién Normal Multivariada y se generard una muestra aleatoria {X®:1 < i < n}
para distintos valores de n.

Vamos a construir esta muestra de forma que el conjunto de independencia sea U* =
{2,3}, quedando asi los bloques independientes (X1, X2), (X3) v (X4, X5) del vector X.

Para esto consideraremos una matriz de correlacion que cumpla las condiciones de
independencia pedidas, ¥, dada por

1 p 0 0 0
p 1.0 0 0
Y,=|0 01 o0 0 (1)
000 1 3/V/10
00 0 3//10 1

donde el pardmetro p representa la correlacién entre X1 y Xo, la cual podremos ir
variando. Con esa estructura se ve que los bloques de independencia son (X1, X2), (X3)
y (X4, X5), siendo el conjunto de independencia U* = {2, 3}.

Con X, generaremos un conjunto de datos de la longitud n y analizaremos la eficiencia
de los algoritmos. En particular, la propuesta modelo empirico para este tipo de matrices
ya fue estudiado en [8], por lo que en este trabajo vamos a estudiar los otros dos modelos
para contrastar con los resultados descriptos en ese trabajo.

Los pardmetros propuestos para el factor de correlacion p entre X; y X serdn los
valores de p = 1/v/10, p = 2/4/10 y p = 3/4/10. Por otro lado, para el calculo de la pena-
lizacién A, = cn~¢ definida en (2.3.3) necesitamos encontrar valores para los parametros
c vy &. Para decidir que valores son mas convenientes para cada estimador, vamos a
realizar simulaciones para diferentes valores y ver que combinacién de parametros son
mas eficientes teniendo en cuenta la distancia de Hausdorff. Los valores a estudiar serdn
c={0,01, 0,1, 1, 2, 5, 10, 50} y £ = {0,05, 0,1, 0,15, 0,2, 0,25, 0,3, 0,35, 0,4, 0,45}.

Para cada modelo y cada valor fijo de p, ¢ y £ vamos a considerar Nrep = 100 re-
plicaciones de datos generados y una muestra de tamano n = 100 generadas a partir de
la matriz de covarianza Y,. Calcularemos la distancia de Hausdorff para cada una de
las muestras entre el conjunto verdadero y el conjunto estimado para cada conjunto de
valores de parametros, y luego consideraremos el promedio de estas distancias. Esto nos
dard una medida sobre que tan lejos o cerca estan nuestras propuestas de estimacién de
devolvernos el valor real de U. A continuacién se representaran estos resultados en heat-
maps para los diferentes modelos comparandolos con el grafico basado en la distribucion
empirica que se analizé en [8].
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Figura 4.1: Heatmap para los valores ¢ y £ del modelo basado
dores para la distribucién de la Normal Multivariada.
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Figura 4.2: Heatmap para los valores ¢ y ¢ del modelo basado en matrices

de covarianzas.

En las Figuras 4.1 y 4.2 se observa que tan eficiente son los algoritmos binarios y
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exhaustivos con diferentes combinaciones de ¢ (representado en el eje x) y £ (representado
en el eje y). La escala de colores corresponden a la distancia media de Hausdorff entre
el conjunto estimado y el conjunto verdadero de puntos de independencia. A una mayor
intensidad de color, mayor es la distancia. Podemos observar que el modelo exhaustivo
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Figura 4.3: Heatmap para los valores ¢ y ¢ del modelo basado estimador
de la distribucién empirica tomado de [8].

es mas eficiente que el modelo binario, en el sentido de que hay mas pares de valores
(¢,€) que verifican que la distancia de Hausdorff es més cercana a 0. Otra observacién
general es que cada modelo se vuelve mas exacto a medida que el valor de p crece. Estos
resultados coinciden cn los que se observan en la Figura 4.3 para el modelo empirico.

Para el modelo basado en estimadores de distribucién, una buena elecciéon de parame-
tros es ¢ = 1 y £ = 0,4. Notemos que estos valores coinciden con los elegidos en [8] a
partir de la Figura 4.3.

En cambio, para el modelo basado en matrices de covarianzas, si bien para el caso
exhaustivo si es una buena eleccién ¢ = 1 y £ = 0,4, para el caso binario vamos a
considerar ¢ = 0,1 y £ = 0,05.

Con estos valores especificos, donde sabemos que los métodos funcionan eficazmente,
podemos estudiar la distancia media de Hausdorff para diferentes valores de n, don-
de n es la cantidad de datos de la matriz X". Para cada p = {1/1/10,2/4/10,3//10}
consideremos Nrep = 100 replicaciones de nuestra simulacién y tomaremos los valores
de n = {50, 100, 200, 300, 500, 1000, 2000}. Definimos el puntaje medio para ca-
da simulacién a partir del promedio de la distancia de Hausdorff respecto del nimero
de repeticiones. Ademads, se incluyé el grafico asociado a la distancia de Hausdorff del
estimador basado en la distribucién empirica ya realizado en [8] (Figura 4.6).
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Figura 4.5: Puntaje medio en funcién de distitos valores de n para el
modelo basado en matrices de covarianza.
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Figura 4.6: Puntaje medio en funcién de distitos valores de n para el
modelo basado en estimadores de la distribucién empirica tomado de [8].

En las Figuras 4.4 y 4.5 se puede ver que ambos modelos la distancia media de
Hausdorff es 0 a partir de n = 300 a diferencia del modelo basado en estimador de
distribucién empirica dado en la Figura 4.6, donde comienza a valer 0 a partir de valores
de n mayores a 500. Ademads, para todos los modelos, se observa que para p = 1/ V10
y valores de n menores a 300 el puntaje medio es mayor que para los otros valores
de p. Para poder analizar mejor la tendencia del puntaje medio realizaremos algunas
simulaciones méas para valores de n mas pequenos. Consideraremos algunos valores de n
a partir de 30.

En las Figuras 4.7 y 4.8 se ve que los modelos exhaustivos tienen mejores puntajes
medios que los modelos binarios, para todos los valores de p. Se puede observar que para
p = 1/4/10 ambos modelos no son muy eficientes en comparacién a los otros valores de p.
Para valores mas grandes de p los modelos tienen un mejor rendimiento, no mostrando
diferencias entre el modelo exhaustivo o binario.
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Figura 4.7: Puntaje medio en funcién de distitos valores de n mas pequenos
para el modelo basado en estimadores para la distribucién de la Normal
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Figura 4.8: Puntaje medio en funcién de distitos valores de n mas pequenos
para el modelo basado en matrices de covarianza.

4.1.1. Tiempo medio

Para cada modelo sobre las Nrep = 100 replicaciones y los valores de n = {50, 100, 200,
300, 500, 1000, 2000} se estudié el tiempo medio en segundos que demora cada algoritmo
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(Figuras 4.9 y 4.10). Ademds, se muestran (Figura 4.11) los graficos del tiempo medio
de computo para el algoritmo del modelo basado en la distribucién empirica obtenidos
en [8], obteniéndose asi.

Binario Exhaustivo
90
2 Escenario
1]
E 60 - o
o p=1//10
E p=2//10
= ~ p=38//10
30
0
0 500 1000 1500 20000 500 1000 1500 2000
n
Figura 4.9: Tiempo medio en segundos en funcién de distitos valores de n
para el modelo basado en estimadores para la distribucién Normal Multi-
variada.
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Figura 4.10: Tiempo medio en segundos en funcion de distitos valores de
n para el modelo basado en matrices de covarianza.
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Figura 4.11: Tiempo medio en segundos en funcién de distitos valores de n

para el modelo basado en estimadores de la distribuciéon empirica tomado
de [8].

Comparando los resultados de las Figuras 4.9 y 4.11 observamos que respecto al
modelo basado en la distribucién empirica, el modelo basado en la funcién de distribucién
Normal Multivariada es mucho mas lento tanto para los casos binarios como exhaustivo.
Esto es debido a que en la implementacién del cédigo fue necesario un nimero mayor de
iteraciones en los algoritmos de este 1ltimo caso. Por otro lado, considerando la Figura
4.10 vemos que el algoritmo del modelo basado en matrices de covarianzas es mucho
mas rapido que los deméds. Esto es debido a que evita calcular el valor de la funcién
de distribucién acumulada de una Normal Multivariada o de la empirica, ya que solo
se estudia la distancia de las matrices de covarianza. Las diferencias mencionadas en el
cédigo se pueden apreciar en el Apéndice.

En todos los casos la implementacion del algoritmo binario resulté ser mas rapida,
con una diferencia mayor a medida que aumenta n. Esto se corresponde con la menor
complejidad computacional del algoritmo de D&C respecto al algoritmo exhaustivo.

4.1.2. Tasa de error

Por tltimo, para cada modelo, se realizé un estudio sobre su tasa de error. Esta
se calcul6 contando la cantidad de veces que se obtuvo el valor correcto U* y prome-
diando sobre las Nrep = 100 replicaciones para cada uno de los tamanos muestrales
n = {50, 100, 200, 300, 500, 1000,2000}. La tasa de error es una medida resumen efectiva
para mostrar la eficiencia de los algoritmos empleando estas simulaciones con resultados
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Figura 4.14: Tasa de error en funcién de distitos valores de n para para el
modelo basado en la distribucién empirica tomado de [8].

Los graficos de las Figuras 4.12, 4.13 y 4.14 (esta tltima tomada de [8]) muestran las
tasas de error de los modelos basados en distribuciones Normal Multivariada, matrices
de covarianza y distribucion empirica respectivamente. El modelo basado en distribuciéon
empirica muestra para ambos algoritmos una tasa de error mayor para todo valor de n y
p. Este se debe a que si bien el modelo basado en la distribucién empirica es mas general,
los datos simulados estdn mejor descriptos una distribucién Normal Multivariada. En-
tonces la tasa de error como medida resumen muestra la efectividad de los estimadores
propuestos.

Los graficos de las Figuras 4.12 y 4.13 muestran que para los valores de p = 2/y/10 y
p = 3/v/10 y ambos modelos las tasas de error son casi nulas. En cambio para p = 1/4/10
para valores pequenos de n la tasa aumenta, siendo mayor para el caso binario que para el
exhaustivo. Para estudiar esto con mayor detalle se decidié hacer este anélisis con valores
de n mas pequenos a partir de 30 para los casos de modelos basados en la distribucion
Normal Multivariada y matrices de covarianza.
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Figura 4.15: Tasa de error en funcion de distitos valores de n pequenos
para para el modelo basado en estimadores para la distribucién Normal

Multivariada.

p=1/410 p =2/410 p=3/10

||||||||||||| ||||||||||||| ||||||||||||| Resultado

I Incorrecto

oueulg

oAlsneyxg

OO00000O00O0O0000 O000000O0O0OO000O OOOOOOOOOOOOO
OTOONRODO~ANMT MOTFTOONRODO~ANMNTL OTFTOVONRODO—ANMST

—_r—r—r—— —_r—r—r—r—— —_r—r—T——

Figura 4.16: Tasa de error en funcién de distitos valores de n pequenos
para para el modelo basado en matrices de covarianzas

Notamos en las Figuras 4.15 y 4.16 que para los valores estudiados de n y p = \/LTO y

p= \/iT los modelos siguen teniendo un muy buen rendimiento, salvo n = 30 y n = 40.

En el caso de p = ﬁ los modelos tienen dierente comportamiento dependiendo del
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algoritmo usado. En el caso del modelo basado en la distribucién Normal Multivariada
el algortimo binario presenta una mayor tasa de error hasta valores de n cercanos a 100.
Luego a medida que el valor de n aumenta las tasas de error se equiparan haciéndose
practicamente 0.

En cambio, en el caso del modelo basado en matrices de covarianza la tasa de error
para el algoritmo binario es siempre mucho mayor al del algoritmo exhaustivo indepen-
dientemente del valor de n. El algoritmo exhaustivo, en este caso, presenta una tasa de
error que rapidamente se acerca a 0.
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Capitulo 5

Caso real: Rio San Francisco

En el capitulo 1 se describi6 el problema de estudiar el caudal volumétrico del Rio
San Francisco en Brasil.

Formalmente, tenemos el siguiente problema: se tiene un rio en el cual en diferentes
lugares fijos hay estaciones de medicion, que registran el caudal del mismo. Si se tienen
d de estaciones de medicién a lo largo de un rio, podemos definir para cada una de ellas
la variable aleatoria X, la cual describe el promedio mensual de flujo que se registra en
la estacién u, con u = 1, ...,d. Luego considaremos el vector aleatorio X = (X1, ..., Xy)
que contiene a las d variables.

Si suponemos que tenemos para cada estacién n observaciones, cada una de ellas
correspondiente al flujo promedio de un mes especifico, entonces podemos llamar X () =
(X%, ..., Xcil) al vector con la observacién del i-ésimo mes y tendremos el proceso {X(i) :
1 <i<n} donde X ¢ R,

En nuestro problema especifico se tienen un total de d = 10 estaciones de medicién
que estdn ubicados a lo largo del rio, como se muestran en la Figura 1.1 (b) del capitulo
1. Las estaciones estan enumeradas de 1 a 10 segin el ordena lo largo del curso del rio.
Como ya se dijo, cada una mide el flujo de agua y vamos a considerar para cada medidor
el flujo medio del rio en un mes, es decir, que por cada mes se tiene un vector (x1,--- ,x10)
donde z; es el flujo promedio del rio obtenido del medidor ¢. Por otro lado, los datos a
usar son los registrados entre enero de 1977 y enero de 2016, siendo un total de n = 358
observaciones. Por lo tanto, la matriz de datos a utilizar X" tiene n = 358 filas, donde
cada fila estd asociada al dato de un mes especifico, y 10 columnas, donde cada columna
1 esta asociada al flujo medio de agua del medidor ¢. Por lo tanto, si pensamos que entre
cada medidor hay una seccién de rio, nuestro objetivo serd determinar el conjunto de
independencia entre las diferentes secciones.

Hidrolégicamente el curso del rio se puede dividir en cuatro tramos: la parte alta
(donde se encuentran las estaciones 1y 2), desde su nacimiento hasta la ciudad de Pira-
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pora cerca de la cual se halla la represa Trés Marias; la parte superior media (estaciones
3,4,5,6y 7), desde Pirapora hasta la presa de Sobradinho, la primera parte navegable;
la parte media inferior de la presa de Sobradinho a la presa de Itaparica (estacién 8); y la
parte baja, de la represa de Itaparica hasta la desembocadura del rio (estaciones 9 y 10).
Con esta primera observacion, si notamos X; a la variable que describe el flujo medio de
la estacién de medicién i con i € {1,---,10} y el vector, X = (X1, -+, X19) una prime-
ra idea es que los bloques de independencia deberian ser (X7, X2), (X3, X4, X5, X6, X7),
(Xg) y (Xg, X10) siendo asi U = {2,7,8}. Por otro lado, el caudal del rio también puede
ser afectado por el periodo del afio, ya que hay un periodo de lluvias, la estaciéon htimeda,
que comienza en noviembre hasta enero y una estacion seca que va de junio a agosto.

En [8] se estudié este mismo conjunto de datos utilizando el estimador basado en
la distribuciéon empirica para el modelo binario, resultando asi U = ﬁlﬁn = {7}. En
este trabajo usaremos los algoritmos propuestos, tanto el binario como el exhaustivo,
con los modelos basados en la distribucion Normal Multivariada y en las matrices de
covarianza, por un lado aplicados a toda la matriz de datos y, por otro lado, separaremos
en estaciones hiimeda (noviembre a enero) y seca (junio a agosto).

Una observacién importante es que en nuestro modelo se asume que los datos siguen
una distribuciéon normal, pero al realizar graficos boxplots de los datos en cada estacion
de mediciéon notamos lo siguiente:
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Figura 5.1: Boxplots de los datos correspondientes a cada una de las 10
estaciones de medicién.

Observamos en la Figura 5.1 que cada columna de datos sigue una distribucién
aproximada a una lognormal. El flujo de un rio con un régimen hidrolégico de estacion

40



seca - estacién himeda suele ajustar empiricamente a este tipo de distribuciones [2], por
lo que aplicaremos una transformacién a los datos de cada estacién con el objetivo de
lograr una distribucién que se aproximen a una distribucién normal.

En la Figura 5.2 se pueden ver los bloxplots de cada estacién luego de aplicarse tal

-

transformacién.
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Figura 5.2: Boxplots de los logaritmos de los datos correspondientes a cada

una de las 10 estaciones de medicién.
Luego, mediante el andlisis de los gréaficos qgplots de los datos de cada estacién

(Figura 5.3), observamos que en general las columnas de la matriz se aproximan bien a
una distribucién normal, por lo que aplicaremos nuestros algoritmos.
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Figura 5.3: QQ-Plots de los datos correspondientes a cada una de las 10
estaciones de medicién.

Debido a que no es posible determinar con exactitud los valores exactos de ¢ y &
decidimos implementar el cédigo con algunos valores basados en los resultados de los
heatmaps hechos en el Capitulo 4. Debido a que ¢ = 1 mostraba una buena eficiencia
en la mayoria de las simulaciones realizadas en la Seccién 4.1 optamos por ese valor.
Estudiamos diferentes valores de £ = {0,05, 0,1, 0,15, 0,2, 0,25, 0,3, 0,35, 0,4, 0,45}
y determinamos los resultados en funcién de ese pardmetro. Cada una de estas imple-
mentaciones se realizd, primero, sobre toda la matriz de datos y luego, para los datos
restringidos a estaciones secas y himedas. Al ir variando el valor de £ no todos los re-
sultados que se obtengan van a ser considerados para determinar (7”, sino que se optara
por elegir el o los primeros indices para los cuales el vector X se comience a separar
en subvectores. Por ultimo, para los modelos basados en estimadores de distribucién
solo se utilizé el algoritmo de arbol binario, ya que el algoritmo exhaustivo tiene una
complejidad temporal alta y esto hace que no sea buena su implementacion.
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5.1. Resultados para el modelo basado en estimador de
distribucion

& N°de Estacién de medicién
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {Xs} {Xu} {Xs} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xio}
0.1 | {Xa} {Xo} {Xs} {Xa} {Xs5} {Xe} {Xr} {Xs} {Xo} {Xio}
0.15 | {X1} {Xo} {Xs} {Xa} {X5} {Xe} {Xr} {Xs} {Xo} {Xio}
0.25 {X1, Xo, X3, X4, X5, X, X7, Xs, X, Xlo}
0.3 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, X, X7, Xs, X, X0}
0.35 | {X1, Xo, X3, Xy, Xs, Xe, X7, Xs, Xo, X10}
0.4 {Xl, Xo, X3, Xy, X5, Xe, X7, Xs, X, Xlo}
0.45 {Xl’ X2, X3, AXZAL7 X57 Xv67 AX’Y7 X87 X9’ Xlo}

Tabla 5.1: Analisis con todos los datos al usar el estimador basado en
distribucion Normal Multivariada con el algortimo binario.

£ N° de Estacion de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {Xs} {Xa} {X5} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xio}
0.1 | {X1} {Xo} {Xs} {Xu} {Xs} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xio}
0.15 | {X1} {Xo} {Xs} {Xu} {Xs} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xuo}
0.2 | {X1} {Xo} {X3} {X4, X, X6} {X7} {Xs, X, X10}
025 | {Xi} {Xo} {X3, X4 X5, X¢, Xr} {Xs, Xo, Xio}
0.3 {Xl, X2, X3, X47 X57 Xﬁ, X?} {X87 X9, Xlo}
0.35 {Xl, X2, X3, X4, X57 X67 X7} {XS, Xg’ Xlo}
0.4 {Xl, Xo, X3, Xy, X5, X, X7, Xs, X, Xlo}
0.45 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xe, X7, Xs, Xo, Xlo}

Tabla 5.2: Anélisis con los datos asociados a la estacién himeda al usar el
estimador basado en distribucién Normal Multivariada con el algortimo
binario.
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13 N°de Estacién de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {Xs} {Xu} {Xs} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xuo}
0.1 | {Xa} {Xo} {Xs} {Xa} {Xs5} {Xe} {Xr} {Xs} {Xo} {Xio}
0.15 | {X1} {Xo} {X3} {Xa} {Xs} {Xe} {X7} {Xs} {Xo} {Xuo}
0.2 | {X1} {Xo} {X3} {Xu4, X5, Xo X7} {Xs} {Xo} {Xio}
0.3 {Xl} {XQ} {Xg, X4, X5, X, X7, Xs, X, X10}
0.35 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, X, X7, Xs, Xo, X10}
04 | {Xi, Xo, X3, Xy, Xs, Xe, X7, Xs, Xo, X10}
0.45 {Xl, Xo, X3, Xy, X5, Xe, X7, Xs, X, Xlo}

Tabla 5.3: Anélisis con los datos asociados a la estacion seca al usar el

estimador basado en distribucién Normal Multivariada con el algortimo
binario.

A partir de los resultados de las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3, a medida que £ disminuye su valor,
el modelo nos indica que el conjunto de independencia se puede estimar por Uﬁi" ={7}
cuando se analizan todos los datos y los asociados a la estacién hiimeda. En cambio, para

la estacion seca el modelo indica que el conjunto de independencia se puede estimar por
Ubin = {1,2}.
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5.2. Resultados para el modelo basado en estimador de
covarianzas exhaustivo

13 N°de Estacién de medicién
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 [ {Xy, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.1 | {X1, Xo, X3, Xy X5 Xs, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.15 | {X1, Xo, X3, X4, X5, Xe, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.2 | {X1, Xo X3, X4 X5 Xs X7} {Xs, Xo, Xio}
025 {Xl, .XQ, X3, _X4, X5, _XG, X?, _.)(87 Xg, Xl()}
03 | {X1, Xo, X3, X4 X5 Xs, X7, Xs, Xo, Xio}
035 [ {Xy, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7, Xg, Xo, Xio}
04 | {X1, Xo, X3, Xu X5, X6, X7, Xs, Xo, Xio}
045 | {X1, X2, X3, X4, X5, Xs, X7, Xs, Xo, Xio}

Tabla 5.4: Analisis con todos los datos al usar el estimador basado en
matrices de covarianza con el algoritmo exhaustivo.

£ N°de Estacién de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1, X2, X3, X4 X5, Xs, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.15 | {Xy, Xo, X3, X4, X5, Xe, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.2 | {X1, Xo, X3, X4 X5 Xs, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.25 | {X1, X2, X3, X4 X5, Xe, X7} {Xs, Xo, Xio}
03 | {X1, Xo, X3, X4, X5, X6 X7, Xs, Xo, Xio}
0.35 | {X1, Xo, X3, X4 X5, Xe, X7, Xs, X, Xio}
04 | {X1, Xo X3, X4 X5 Xs, X7, Xs, Xo, Xio}
045 | {Xy, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7, Xg, Xo, Xio}

Tabla 5.5: Andlisis con los datos asociados a la estacién himeda basado
en matrices de covarianza con el algoritmo exhaustivo.
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13 N°de Estacién de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {X2} {X3, Xu, X5, Xs X7, Xs, Xo, Xio}
0.1 | {X1} {Xo, X3, X4, X5 Xs X7 Xs, Xo, Xio}
0.15 | {X1} {X2, X3, X4 X5, X6, X7, Xg, Xo, Xio}
0.2 {Xl} {Xg, X3, X4, X5, Xg X7, Xs, Xo, Xlg}
0.25 | {X1} {Xo, X3, X4 X5, X6, X7, Xg, Xo, Xio}
0.3 {Xl} {XQ, X3, Xy, X5, Xg, X7, Xg, X, Xlg}
0.35 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, Xe, X7, Xg, Xo, Xjo}
0.4 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg, Xo, Xjo}
0.45 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xg X7, Xs, Xo, Xlg}

Tabla 5.6: Andlisis con los datos asociados a la estacién htmeda basado
en matrices de covarianza con el algoritmo exhaustivo.

A partir de los datos de las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6, a medida que £ disminuye su valor,
el modelo nos indica que el conjunto de independencia se puede estimar por (7” = {7}
cuando se analizan todos los datos y los asociados a la estacién hiimeda. En cambio,
para la estaciéon seca, el modelo estima el punto de independencia por ﬁn ={1}.
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5.3. Resultados para el modelo basado en estimador de
covarianzas binario

& N°de Estacién de medicién
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {X3, X4 X5, X, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.1 | {X1} {Xo} {X3, X4 X5, Xo X¢} {Xs, Xo, Xio}
0.15 {Xl, Xo, X3, X4, X5, X, X7} {Xg, X, X10}
0.2 {Xl, Xo, X3, X4, X5, X, X7} {Xg, X, X10}
0.25 {X1, Xo, X3, X4, X5, X X7, Xs, Xo, Xlo}
0.3 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7, Xs, Xo, Xio}
0.35 | {Xj, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7, Xs, Xo, Xio}
0.4 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xg, X7, X, Xy, X10}
0.45 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg, Xy, X10}

Tabla 5.7: Analisis con todos los datos al usar el estimador basado en
matrices de covarianza con el algoritmo binario.

19 N°de Estacién de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {X3, X4 X5, X6, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.1 | {X1} {Xo} {X3, X4 X5, Xg Xy} {Xg, Xg, Xio}
0.15 | {X1} {Xo} {X3, X4, X5, X, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.2 | {X1} {Xo} {Xs, X4 X5 Xs, X7} {Xs, X9, Xio}
025 | {X1, Xo, X3, Xy, X5 X X7} {Xs, Xo, Xio}
0.3 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xg, X7 Xg, Xy, XIO}
035 | {X1, Xo X3, Xy X5, X6, X7, Xg, Xo, Xio}
04 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, Xs, X7, Xs, Xo, Xio}
045 | {X1, X, X3, Xy, X5 Xs X7, Xg, X, Xio}

Tabla 5.8: An4lisis con los datos asociados a la estacién humeda basado
en matrices de covarianza con el algoritmo binario.
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19 N°de Estacién de medicion
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 | {X1} {Xo} {X5, X4, X5, X, X7} {Xs} {Xo} {Xio}
0.1 | {X1} {Xo} {Xs, X4 X5, Xs, X7} {Xs, X, X0}
0.15 | {X1} {Xo} {X3, X4 X5, X6, X7} {Xs, Xo, Xio}
0.2 {Xl} {Xg} {X3, X4, X5, X, Xv, Xs, X, XIO}
0.25 {Xl} {X2 X3, X4, X5, Xg X, Xs, X, Xl()}
0.3 {Xl} {XQ X3, X4, X5, X, Xy, Xs, Xy, Xlg}
0.35 | {Xj, Xo, X3, Xy, X5, X X7, Xs, Xy, X0}
04 | {Xi, Xo, X3, X4, X5, Xg, Xy, Xs, X, X10}
0.45 {Xl, Xo, X3, X4, X5, Xg, X, Xs, X, Xlg}

Tabla 5.9: Andlisis con los datos asociados a la estacion seca basado en
matrices de covarianza con el algoritmo binario.

A partir de los resultados de las Tablas 5.7, 5.8 y 5.9, a medida que £ disminuye
su valor, el modelo nos indica que el conjunto de independencia se puede estimar por
ﬁgi" = {7} cuando se analizan todos los datos. Cuando se analizan los datos asociados a
la estacién humeda el conjunto de independencia se puede estimar por ﬁf;m = {7}. Por
dltimo, al analizar los datos asociados a la estacion seca el modelo indica que el conjunto
de independencia se puede estimar por U = {7} o U¥ = {1,2,7}.

Notemos, al observar los resultados de todas las tablas, que en las estaciones secas
hay una tendencia a que el conjunto de independencia sea U,, = {1} o U, = {1,2} a
diferencia de los otros casos en los que nos devuelve U,, = {7}.
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Figura 5.4: Boxplots de los datos correspondientes a cada una de las 10
estaciones de medicién. La linea roja punteada representa la particién de
los datos en subvectores independientes.
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Figura 5.5: Boxplots de los datos de la estacion himeda correspondientes
a cada una de las 10 estaciones de mediciéon. La linea roja punteada re-
presenta la particién de los datos en subvectores independientes.
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Figura 5.6: Boxplots de los datos de la estacion seca correspondientes a
cada una de las 10 estaciones de medicién. La linea roja punteada repre-
senta la particiéon de los datos en subvectores independientes.

En las Figuras 5.4, 5.5, 5.6 se ven los boxplots asociados al flujo medio del rio en
las 10 estaciones de medicion, correspondientes a todos los datos, los asociados a la
estacién huimeda y a la seca. Se muestran las posibles separaciones de los datos segun
los conjuntos de independencia obtenidos.

Una interpretacion posible de estos resultados corresponde a la clasificacién del curso
del rio que hicimos previamente. Notemos que es esperable que la estacién de medicién
7 sea un punto de independencia porque se halla en la represa de Sobradinho que es uno
de los embalses mas grandes del mundo y regula el flujo en el tramo inferior del rio.

En la estacién seca los puntos de independencia en 1 y 2 podrian deberse a la mayor
variabilidad del flujo del rio cerca de su nacimiento y al menor caudal del rio por recibir
menor cantidad de agua al estar en un periodo de pocas lluvias.

La diferencia en los conjutos de independencia en la estacién seca y himeda podria
indicar un cambio en el comportamiento del flujo del rio y del impacto ambiental de las
represas construidas sobre su curso.
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Conclusiones del trabajo de tesis

En este trabajo se propusieron dos métodos para hallar estimadores de puntos de
independencia de datos multivariados, bajo el supuesto de que las observaciones siguen
una distribuciéon Normal Multivariada. Las dos propuestas introducidas fueron imple-
mentadas en R y se estudié su comportamiento desde una perspectiva computacional,
analizando su desempeno bajo escenarios simulados. También se compararon los estima-
dores propuestos con un método ya estudiado en [8] observando similitudes y diferen-
cias. Los resultados mostraron ventajas considerables tanto desde el punto de vista de
la ganancia en términos de precisién de su estimaciéon como asi también a las mejoras
obtenidas en la velocidad de cémputo.

Se mostro la aplicabilidad de estos métodos en un ejemplo concreto, el estudio del
caudal de un rio, notando que los conjuntos de independencia obtenidos para los diferen-
tes estimadores y propuestas computacionales estan relacionados con el comportamiento
del mismo. Creemos que estos métodos de estimacién para conjuntos de independencia
se pueden implementar en cualquier otro rio para los que se tengan una cantidad de
datos suficientes, como asi también en el estudio de transito en calles o autopistas, o en
numero de piezas en un proceso de produccién, entre otros.

Quedd como futuro trabajo un estudio de la fundamentacion teodrica de la propues-
ta. Asi mismo, segin lo observado en el ejemplo estudiado serd también pertinente la
propuesta de un método de seleccién automaética de c y &.
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Apéndice

Cadigo del algoritmo exhaustivo basado en distribuciones

multinormal_bloques<-function(columna, punto, k){
d <- ncol(columna)

if (!is.numeric(punto)){
punto <- as.numeric(punto)
}
if (length(k)==1){
if (d==k){
mu <- colMeans(columna)
cov <- cov(columna)

acum <- pmvnorm(lower=-Inf, upper=punto, mean=mu, sigma = cov) [1]
Yelse{

mu <- colMeans(columna)

cov <- cov(columna)

cov[(k+1):d,1:k]<-matrix(0, d-k, k)
cov[1l:k, (k+1):d]<-matrix(0, k, d-k)

acum <- pmvnorm(lower=-Inf, upper=punto, mean=mu, sigma = cov) [1]
3
by
else{
mu <- colMeans(columna)
cov <- cov(columna)
long <- length(k)
for(i in 1:long){
indl <- k[i]
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if (i==long){
ind2 <- d

}

elseq
ind2 <- k[i+1]

¥

cov[(ind1+1) :ind2,1:ind1]<-matrix(0, ind2-indl, indl)
cov[1:ind1l, (ind1+1) :ind2]<-matrix (0, indl, ind2-ind1l)

acum <- pmvnorm(lower=-Inf, upper=punto, mean=mu, sigma = cov) [1]

3

return(acum)

score_para_u_normal <- function(u, datos,
if (sobre.datos) {
repeticiones <- dim(datos) [1]
}
diferencias<-rep(NA, repeticiones)
d <- dim(datos) [2]
for( i in 1l:repeticiomnes)
{
if (sobre.datos) {
v <- datos[i,]
} else {
v <-rnorm(d)
}
initial <- 1
final <- u[length(u)]
if (is.null(final) ||
final <- length(v)
}else{
final <- u

}

is.na(final)){

a <- acumulada_normal(datos, v , final)

b <- acumulada_normal (datos,v,d)
diferencias[i]<-abs(a-b)

sobre.datos = TRUE, repeticiones=1000) {
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}
max(diferencias)

}

iteracion_exhaustivo_normal <- function(datos, psi, c, sobre.datos=TRUE, repeticiones=1000){
idx <- 1
d <- dim(datos) [2]
score_u <- rep(NA, (d-1)**2) #16)
n <- dim(datos) [1]
u_list <- 1list()
1 <- combn(1l:(d-1), 0, simplify = FALSE)
u <- cQ
u_list[idx] <- 1list(u)
score_u[idx] <- score_para_u_normal(u, datos, sobre.datos, repeticiones)
+ ¢ * n"(-psi) / (length(u) + 1)
idx <- idx + 1
for (s in 1:(d-1)){
1 <- combn(1:(d-1), s, simplify = FALSE)
for (k in 1:length(1)) {

u <- unlist(1[k])

u_list[idx] <- list(u)

score_ul[idx] <- score_para_u_normal(u, datos, sobre.datos, repeticiones)

+ c * n"(-psi) / (length(u) + 1)
idx <- idx + 1

}
minimo <- which.min(score_u)
u_list[minimo]

}

get_best_u_exacto_alg normal <- function(data, c=1, psi=0.25){
d <- dim(data) [2]
u_obtenido <- unlist(iteracion_exhaustivo_normal(data, 1, d, psi=psi, c=c))
u_obtenido

}

acumulada_normal<-function(columna, punto,k){
if ('is.null(dim(columna))){
salida <- multinormal_bloques(columna,punto,k)
Yelsed{
m <- mean(columna)
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s <- sd(columna)
salida <- pnorm(punto, mean = m, sd = s, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
X

return(salida)

Coadigo del algoritmo exhaustivo basado en covarianzas

covarianza_bloques<-function(columna, k){
d <- ncol(columna)
cov <- cov(columna)
if ('is.null(k) && length(k)==1){
cov[(k+1):d,1:k]<-matrix(0, d-k, k)
cov[1l:k, (k+1):d]<-matrix(0, k, d-k)
}
else{
if (!is.null(k) && length(k)>1){
long <- length(k)
for(i in 1:long){
indl <- k[i]
if (i==long){
ind2 <- d
}
else{
ind2 <- k[i+1]
}
cov[(ind1+1) :ind2,1:ind1]<-matrix(0, ind2-indl, indl)
cov[1l:ind1, (ind1+1) :ind2]<-matrix(0, indl, ind2-ind1l)

}

return(cov)

distancia_matrices <- function(u, datos, sobre.datos = TRUE, repeticiones=1000){
n <- ncol(datos)
Sigma <- cov(datos)
Sigma_u <- covarianza_bloques(datos,u)
dl <- det(Sigma)
d2 <- det(Sigma_u)
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d3 <- det((Sigma+Sigma_u)/2)

if (d3!=0){
hellinger <- 1-((sqrt(sqrt(di*d2)))/sqrt(d3))
Yelsed{
hellinger <- 0
}
return(hellinger)

iteracion_exhaustivo_normal <- function(datos, psi, c, sobre.datos=TRUE, repeticiones=1000){
idx <- 1
d <- dim(datos) [2]
score_u <- rep(NA, (d-1)*x2)
n <- dim(datos) [1]
u_list <- 1list()
1 <~ combn(1l:(d-1), 0, simplify = FALSE)
u <- cQ
u_list[idx] <- list(u)
score_ul[idx] <- distancia_matrices(u, datos, sobre.datos, repeticiones)
+ ¢ * n"(-psi) / (length(u) + 1)
idx <- idx + 1
for (s in 1:(d-1)){
1 <- combn(1l:(d-1), s, simplify = FALSE)
for (k in 1:length(1)) {

u <- unlist(1[k])

u_list[idx] <- list(u)

score_ul[idx] <- distancia_matrices(u, datos, sobre.datos, repeticiones)

+ ¢ * n"(-psi) / (length(u) + 1)
idx <- idx + 1

}
if ((length(score_u[2:d])>=3 && length(unique(score_u[2:d4]))==1) |
(length(score_u[2:d]))==2 && score_u[2]==score_u[3]){

res <- u_list[1]

Yelse{
minimo <- which.min(score_u)
res <- u_list[minimo]

}

return(res)
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get_best_u_exacto_alg_normal_covarianza <- function(data, c=1, psi=0.25){
d <- dim(data) [2]
u_obtenido <- unlist(iteracion_exhaustivo_normal(data, 1, d, psi=psi, c=c))
u_obtenido

}

Cddigo del algoritmo binario para el estimador basado en
distribuciones

score_para_u_normal_bin <- function(u, datos, sobre.datos = TRUE, repeticiones=1000) {
if (sobre.datos) {
repeticiones <- dim(datos) [1]
}
diferencias<-rep(NA, repeticiones)
d <- dim(datos) [2]
for( i in l:repeticiones)
{
if (sobre.datos) {
v <- datos[i,]
} else {
v <-rnorm(d)
}
initial <- 1
final <- u[1]
if (is.null(final) || is.na(final)) { final <- length(v)}
a <- acumulada_normal_bin(datos, v , final)
b<-acumulada_normal_bin(datos,v,d)
diferencias[i]<-abs(a-b)
}
max (diferencias)

}

iteracion_alg_binario_normal <- function(datos, inicial, final, psi, c, off_set=0,
sobre.datos = TRUE, repeticiones=1000) {

if (is.null(dim(datos))) {
return(c())

} else {
n <- dim(datos) [1]
d <- dim(datos) [2]
score_u <- rep(NA, 4d)
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for (s in 1:d){
if (s==d) { u <- c() } else { u <- c(s) }
score_u[s] <- score_para_u_normal_bin(u, datos, sobre.datos=sobre.datos,
repeticiones=repeticiones) + c * n~(-psi) / (length(u) + 1)

minimo <- which.min(score_u)
if (minimo==d) {
return(c())
} else {
if (inicial<minimo) {
izq <- iteracion_alg binario_normal(datos[,inicial:minimo], inicial, minimo, psi,
c, off_set = 0, sobre.datos=sobre.datos, repeticiones=repeticiones)
} else { izq <- cO }}
if (minimo+1<final) {
der <- iteracion_alg_binario_normal(datos[, (minimo+1):final], 1, final-minimo, psi,
c, off_set = minimo, sobre.datos=sobre.datos, repeticiones=repeticiones)
} else {der <-c(O)}

return(c(izq, minimo , der) + off_set)

Caddigo del algoritmo para el estimador basado en covarian-

zas

covarianza_bloques<-function(columna, k){
d <- ncol(columna)
cov <- cov(columna)
if (Mis.null(k)){
cov[(k+1):d,1:k]<-matrix (0, d-k, k)
cov[1l:k, (k+1):d]<-matrix (0, k, d-k)
}

return(cov)

iteracion_alg binario_normal <- function(datos, inicial, final, psi,
c, off_set=0, sobre.datos = TRUE, repeticiones=1000) {
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if (is.null(dim(datos))) {
return(c())

} else {
n <- dim(datos) [1]
d <- dim(datos) [2]
score_u <- rep(NA, d)

for (s in 1:d){
if (s==d) { u <- c() } else { u <- c(s) }
score_ul[s] <- distancia_matrices(u, datos, sobre.datos=sobre.datos,
repeticiones=repeticiones) + c * n~(-psi)/(length(u) + 1)

minimo <- which.min(score_u)
if (minimo==d | (length(score_u)>=3 && length(unique(score_u[-length(score_u)]))==
| (length(score_u)==2 && score_ul[l]l==score_ul[2]) )) {
return(c())
} else {
if (inicial<minimo) {
izq <- iteracion_alg binario_normal(datos[,inicial:minimo],
inicial, minimo, psi, ¢, off_set = 0,
sobre.datos=sobre.datos, repeticiones=repeticiones)
} else { izq <- cO }
if (minimo+1<final) {
der <- iteracion_alg_binario_normal(datos[, (minimo+1):final], 1,
final-minimo, psi, c, off_set = minimo,
sobre.datos=sobre.datos, repeticiones=repeticiones)
} else {der <-c(O)}

return(c(izq, minimo , der) + off_set)
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