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Caṕıtulo 1

Introducción

A la Estad́ıstica se le asocia el estudio de vectores observados x1, x2, . . . , xn ∈ Rp

sobre los cuales se intenta inferir el mecanismo de la variable/vector aleatorio que los
genera. Estos vectores representan, por ejemplo, los individuos en un estudio médico o
unidades experimentales. Los valores ordenados de cada vector/individuo, en cambio,
representan las mediciones de diferentes variables, como pueden ser el nivel de glucosa en
sangre, la altura de una persona, la temperatura, etc. Durante el siglo XX, la teoŕıa sobre
inferencia estad́ıstica se desarrolló asumiendo p < n y muchos resultados se obtuvieron
basándose en que la cantidad de variables (p) queda fija mientras que la cantidad de
experimentos (n) se hace infinitamente grande. Sin embargo, el análisis en los casos en
los que p es relativamente ’grande’ es cada vez más habitual y trae consigo el problema
de la maldición de la dimensión, por lo cual requiere un enfoque distinto al tradicional.

En algunos casos es posible tratarlo mediante el análisis de datos funcionales. Desde
esta perspectiva, los datos observados serán funciones y provendrán de una variable
aleatoria funcional. Por ejemplo, la altura de una persona a lo largo de su vida que
puede registrarse diariamente, siendo la cantidad de registros diarios mucho mayor que
la del número de individuos por lo que se puede pensar que los datos provienen de una
función respecto del tiempo f : [0, T ]→ R≥0. Otro problema es el de escrituras de texto
a mano: para cada registro, en lugar de identificar cada ṕıxel del cuadro de texto como
una variable distinta con valor en el intervalo [0, 1] (según la intensidad del trazo), se
puede pensar a cada muestra como proveniente de una función f : [a, b]× [c, d]→ [0, 1].

Muchas de las técnicas de aprendizaje supervisado como no supervisado conocidas
en inferencia finito-dimensional tienen su versión funcional como el análisis de compo-
nentes principales, correlación canónica, análisis discriminante, entre otros. Esta tesis
se enfocará en los modelos de regresión lineal para el caso funcional. En particular,
se analizará el llamado modelo lineal truncado para datos funcionales que se caracte-
riza por incorporar un instante desconocido en el cual las observaciones dejan de ser
relevantes para predecir las respuestas.

El término datos funcionales recién surǵıa por los 80’. En varios art́ıculos ya se
mencionaba el nuevo paradigma respecto a cómo afrontar los problemas de los datos
de alta dimensión como Ramsay (1982) [18] y Dalzell y Ramsay (1991) [5] y también
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8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: 20 muestras de escritura de la palabra fda. La unidad de los ejes está en
cent́ımetros.

sus aplicaciones como en Gasser et al. (1990) [8] en su análisis para el crecimiento
de niños. A pesar de su auge en esos años, durante aquel siglo aparecieron diversos
resultados como en Karhunen (1946) [13], Grenander (1950) [10] y Kleffe (1973) [14]
sobre formalidades en la inferencia en espacios de Hilbert abstractos y componentes
principales para datos funcionales. A fines de siglo XX, ya se comenzaba a analizar
modelos de regresión lineal aplicados a datos funcionales como en Ramsay et al. (1997,
first edition) [17] y Cardot et al. (1999) [3]. Malfait et al. (2003) [16] trataron el modelo
lineal funcional histórico en el que las respuestas son funcionales y se intenta determinar
el instante donde la función de peso bivariada se anula. Hall et al. (2015) analizan el
caso con respuesta escalar mediante dos métodos. Otras restricciones de forma sobre
la función de peso para respuestas escalares, como la monotońıa o la convexidad, son
analizadas en el trabajo de Benjamı́n (2020) [1].

El objetivo del presente trabajo es analizar los métodos propuestos por Hall y Hoo-
ker, comparar su efectividad a través de los diferentes parámetros y las desventajas
surgidas ante diferentes modelos. En el caṕıtulo 2 se presentan las definiciones, medidas
y resultados elementales del Análisis de Datos Funcionales (FDA de ahora en adelante)
a partir del Análisis Funcional. En el caṕıtulo 3 se presentan los modelos lineales en
el contexto de los datos funcionales, su comparación con el caso finito-dimensional y
diferentes formas de estimar sus parámetros. En el caṕıtulo 4 se introduce el modelo
lineal funcional truncado, su buena definición y los dos métodos propuestos por Hall
y Hooker. En el caṕıtulo 5 figuran los resultados de las simulaciones para diferentes
modelos y un análisis de lo obtenido.



Caṕıtulo 2

Datos funcionales

El objetivo de este caṕıtulo es presentar las definiciones, herramientas y resultados
que se usan en el FDA. Todo esto en el contexto del Modelo Lineal Funcional por lo
que es posible que no figuren los resultados más importantes del FDA sino aquellos que
ayuden a una mejor comprensión para la teoŕıa del caṕıtulo siguiente. Se brindan las
definiciones de las unidades básicas de estudio como en Ferraty et al. (2006) [7].

Definición 2.0.1. Dado un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), y un elemento aleatorio
X : Ω→ H, se dice que es funcional si H es un espacio de dimensión infinita.

Notemos que siH es R o Rp entonces se trata de las tradicionales variables aleatorias
y vectores aleatorios. H podŕıa ser un espacio de curvas o de superficies dotado de un
producto interno, en nuestro caso consideramos H = L2(I) con I un intervalo real. Esto
se puede generalizar para cualquier otro espacio de Hilbert de dimensión infinita.

Definición 2.0.2. Se dice que x1, . . . , xn forman un conjunto de datos funcionales si
son observaciones de n funcionales aleatorios X1, . . . , Xn idénticamente distribuidos.

2.1. Elementos sobre espacios de Hilbert

Previo a generalizar las medidas conocidas sobre datos en R o Rp a un espacio de
Hilbert infinito dimensional, necesitamos revisar algunas definiciones y resultados sobre
teoŕıa de operadores. Se podrá observar que algunos resultados ya eran conocidos para
el caso de matrices pero que en estos espacios se necesitan hipótesis adicionales

Definición 2.1.1. Dado un espacio de Hilbert H, decimos que un operador lineal T :
H → H es acotado (o continuo) si {||T (x)|| : ||x|| ≤ 1} está acotado superiormente.
En tal caso, definimos la norma del operador como

||T || := sup
||x||≤1

||T (x)||.

9



10 CAPÍTULO 2. DATOS FUNCIONALES

Definición 2.1.2. Dado un espacio de Hilbert H, decimos que un operador lineal T :
H → H es compacto si T (B) es compacto para todo B ⊂ H acotado.

Se deduce de la definición que un operador lineal compacto es también acotado.

Definición 2.1.3. Dado un espacio de Hilbert H, y un operador lineal T : H → H
decimos que S : H → H es adjunto de T si para todo x, y ∈ H se tiene

⟨T (x), y⟩ = ⟨x, S(y)⟩.

Se lo nota T ∗.

Observación 2.1.1. T ∗ también es lineal.

Notemos que esto generaliza el operador trasposición de una matriz A ∈ Rn×m. Esto
pues para el producto interno canónico y T (x) = Ax, se tiene que T ∗(x) = ATx. En
general, el adjunto de un operador podŕıa no existir pero se puede asegurar su existencia
y unicidad bajo ciertas condiciones. Para eso primero enunciemos el teorema de Riesz
que ayudará en la demostración de lo anterior.

Teorema 2.1.1. (Teorema de representación de Riesz-Fréchet) Dado un espacio de
Hilbert H, y un operador lineal acotado T : H → R entonces existe un único y ∈ H tal
que para todo x ∈ H se tiene T (x) = ⟨x, y⟩.

Demostración. Ver teorema 10.2.3 de Kokoszka (2017) [15]

Proposición 2.1.2. Dado un espacio de Hilbert H, y un operador lineal acotado T :
H → H entonces existe su adjunto y es único.

Demostración. Para cada v ∈ H, definimos el operador lineal φv : H → H como
φv(x) = ⟨T (x), v⟩. Notemos que φv es acotado, que se deduce de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y de que T es acotado. Por el teorema de Riesz, entonces existe un
único yv ∈ H (pues depende de v) tal que para todo x ∈ H se tiene

⟨T (x), v⟩ = φv(x) = ⟨x, yv⟩.

Basta tomar entonces T ∗(v) = yv que está bien definida pues yv queda uńıvocamente
determinado por el teorema de Riesz.

Para ver la unicidad, supongamos que existe otro adjunto S : H → H. Luego se
tiene que para todo x, y ∈ H

⟨x, T ∗(y)⟩ = ⟨x, S(y)⟩
⟨x, T ∗(y)− S(y)⟩ = 0

⟨x, (T ∗ − S)(y)⟩ = 0

.
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En consecuencia, T ∗ = S. □

Mientras que una matriz se dećıa que era simétrica si era igual a su traspuesta, para
operadores se define lo siguiente.

Definición 2.1.4. Dado un espacio de Hilbert H, decimos que un operador lineal aco-
tado T : H → H es autoadjunto si T = T ∗.

Antes de demostrar la generalización de la descomposición espectral de matrices
simétricas, precisamos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Hilbert-Schmidt) Dado un espacio de Hilbert H, y un
operador lineal compacto y autoadjunto T : H → H entonces existe un sistema ortonor-
mal de autovectores de T {uj}j∈N de autovalores no nulos tales que todo x ∈ H admite
una escritura de la siguiente forma

x =
∞∑
j=1

αjuj + v,

donde αj ∈ R y v ∈ H.

Demostración. Ver teorema 4.10.1 de Debnath (2005) [6].

Observemos que si una matriz cuadrada A ∈ Rn×n es simétrica, entonces admite
una base ortonormal de autovectores {vj}nj=1 con {λj}nj=1, sus respectivos autovalores
tal que A se escribe como

A =
(
v1 v2 · · · vn

)λ1 . . .

λn



vT1
vT2
...
vTn

 =
n∑

j=1

λjvjv
T
j .

Escrito como una transformación lineal:

Ax =
n∑

j=1

λjx
Tvj · vj.

El siguiente teorema introduce un resultado similar a esta escritura pero para ope-
radores.
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Teorema 2.1.4. (Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos) Dado
un espacio de Hilbert H, y un operador lineal compacto y autoadjunto T : H → H
entonces existe un sistema ortonormal completo de autovectores {uj}j∈N con {λj}j∈N,
sus respectivos autovalores tal que T se escribe como

T (x) =
n∑

j=1

λj⟨x, uj⟩ · uj.

Demostración. Ver corolario 4.10.2 de Debnath (2005) [6].

Definición 2.1.5. Dado un espacio de Hilbert H, y un operador lineal autoadjunto
T : H → H, decimos que es semidefinido positivo si ⟨T (v), v⟩ ≥ 0 para todo v ∈ H.

Si bien, la teoŕıa vista vale en cualquier espacio de Hilbert infinito-dimensional, nos
detendremos en L2(I) que es en donde se centra esta tesis. Definimos alĺı el siguiente
tipo de operadores.

Definición 2.1.6. Dado ψ ∈ L2(I × I), definimos el operador integral Ψ : L2(I) →
L2(I) como

Ψ(f)(t) =

∫
I

ψ(t, s)f(s)ds.

En tal caso decimos que ψ es el núcleo del operador Ψ.

Proposición 2.1.5. Para un operador integral como el anterior:

Ψ es compacto.

Si el núcleo ψ es simétrico, entonces Ψ también es autoadjunto y semidefinido
positivo.

Teorema 2.1.6. (Teorema de Mercer) Dado ψ ∈ L2(I × I) continua y simétrica,
entonces

ψ(s, t) =
∞∑
j=1

λjφj(s)φj(t),

donde {φj} es una base ortonormal de autovectores del operador integral de núcleo ψ
y {λj}, sus respectivos autovalores ordenados de mayor a menor. Más aún, la conver-
gencia de la serie es uniforme.
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2.2. Medidas de resumen

Las medidas conocidas para el caso finito-dimensional se redefinen en este contexto.
Se las define a partir de las medidas de sus proyecciones por lo que todas involucran el
producto interno.

2.2.1. Esperanza

Definición 2.2.1. Dado un espacio de Hilbert H y X un funcional aleatorio en H,
decimos que es integrable si E(||X||) <∞.

Definición 2.2.2. Dado un espacio de Hilbert H y X un funcional aleatorio en H
integrable, definimos su esperanza como aquel µ ∈ H que para todo v ∈ H satisface

⟨µ, v⟩ = E(⟨X, v⟩).

Lo notamos E(X).

Observación 2.2.1. La existencia y unicidad de la esperanza está bien definida. Se
deduce de aplicar el teorema de Riesz sobre el operador lineal acotado T : H → R dado
por T (v) = E(⟨X, v⟩).

Observemos cómo esta definición para el caso funcional es consistente con la ver-
sión finito-dimensional. Recordemos que la esperanza de un vector aleatorio X =
(X1, . . . , Xp) era otro vector µ ∈ Rp donde µi = E(Xi) para i = 1, . . . , p. Usando
el producto interno canónico y denotando ei al iésimo vector canónico de Rp, se obtiene
la definición original a partir de la versión funcional con v = ei para i = 1, . . . , p.

⟨µ, ei⟩ = E(⟨X, ei⟩),
µi = E(Xi).

Proposición 2.2.1. Sea X un funcional aleatorio en L2(I) integrable, entonces se tiene
que E(X)(t) = E(X(t)), donde la igualdad es en L2.

Demostración. Ver ejemplo 11.2.1 de Kokoszka (2017) [15].

Observemos que si definimos, de manera análoga al caso finito-dimensional, la media
muestral comoXn := 1

n

∑n
j=1Xj, éste resulta ser un estimador insesgado y (débilmente)

consistente para la esperanza. Esto se obtiene a partir del siguiente resultado. Para eso,
usemos el siguiente lema.

Definición 2.2.3. Dado un espacio de Hilbert H y X un funcional aleatorio en H,
decimos que es de cuadrado integrable si E(||X||2) <∞.
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Lema 2.2.2. Sean X1 y X2 funcionales aleatorios en L2(I) de cuadrado integrable e
independientes tal que E(X1) = 0, entonces se tiene que E(⟨X1, X2⟩) = 0.

Teorema 2.2.3. Sean (Xj)j∈N, una sucesión de funcionales aleatorios en L2(I) de
cuadrado integrable, i.i.d. de esperanza µ, entonces E(Xn) = µ y E(||Xn−µ||2) = O( 1

n
).

Demostración. Ver teorema 2.3 de Horváth (2012) [12].

2.2.2. Covarianza

Definición 2.2.4. Dado un espacio de Hilbert H y X un funcional aleatorio en H
de cuadrado integrable, definimos su operador de covarianza como operador lineal C :
H → H dado por

C(v) = E (⟨X − µ, v⟩(X − µ)) .

Observación 2.2.2. Para todo u, v ∈ H, se tiene que

⟨C(v), u⟩ = E (⟨X − µ, v⟩, ⟨X − µ, u⟩) = Cov(⟨X, v⟩, ⟨X, u⟩).

En el caso Rp, la covarianza para un vector aleatorio X = (X1, . . . , Xp), es una
matriz Rp×p definida como (Cov(X))ij := Cov(Xi, Xj). Como a cualquier matriz, se la
puede considerar como una trasformación lineal Cov(X) : Rp → Rp. Usando el producto
interno canónico se obtiene la definición original a partir de la observación anterior con
v = ei y u = ej para i, j = 1, . . . , p.

⟨Cov(X)(ei), ej⟩ = Cov(⟨X, ei⟩, ⟨X, ej⟩)
eTi Cov(X)ej = Cov(Xi, Xj)

(Cov(X))ij = Cov(Xi, Xj).

Proposición 2.2.4. Sea X un funcional aleatorio en H de cuadrado integrable, enton-
ces

C es autoadjunto,

C es semidefinido positivo,

los autovalores λj de C cumplen
∑

j λj <∞ y

C es compacto.

Como consecuencia del teorema de descomposición espectral, se tiene el siguiente
resultado.
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Proposición 2.2.5. Sea X un funcional aleatorio en H de cuadrado integrable, en-
tonces existe una base ortonormal de autovectores {uj}j∈N con {λj}j∈N ⊂ R≥0, sus
respectivos autovalores ordenados de mayor a menor tal que λj → 0 y C se escribe
como

C(v) =
∞∑
j=1

λj⟨v, uj⟩ · uj.

Volvemos al contexto de L2(I) donde obtenemos una reescritura del operador de
covarianza.

Proposición 2.2.6. Sea X un funcional aleatorio en L2(I) de cuadrado integrable,
entonces el operador de covarianza C : L2(I)→ L2(I) se escribe como

C(f)(t) =

∫
I

c(t, s)f(s)ds

donde c(t, s) = Cov(X(t), X(s)).

Demostración. Suponiendo queX está definido en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ),
sean f, g ∈ L2(I), usando la observación 2.2.2 se tiene lo siguiente:

⟨C(f), g⟩ = E (⟨X − µ, f⟩, ⟨X − µ, g⟩) =
∫
Ω

⟨X − µ, f⟩⟨X − µ, g⟩dP

=

∫
Ω

(∫
I

(X(s)− µ(s))f(s)ds
)(∫

I

(X(t)− µ(t))g(t)dt
)
dP

=

∫
Ω

(∫
I

∫
I

(X(t)− µ(t))(X(s)− µ(s))f(s)g(t)dsdt
)
dP

=

∫
I

∫
I

(∫
Ω

(X(t)− µ(t))(X(s)− µ(s))dP
)
f(s)g(t)dsdt

=

∫
I

∫
I

c(t, s)f(s)g(t)dsdt =

〈∫
I

c(·, s)f(s)ds, g
〉
,

donde la quinta igualdad se desprende de aplicar el teorema de Fubini a la función
(ω, t, s) 7−→ (Xω(t)− µ(t))(Xω(s)− µ(s)) que está en el espacio L1(Ω× I × I). □

Sin embargo, se suele trabajar con el núcleo en lugar del operador de covarianza.
Notemos que si es continua, por el teorema de Mercer el núcleo admite un desarrollo
en serie de autofunciones ordenadas del operador de covarianza que forman una base
ortonormal donde la convergencia es uniforme en I. Esas autofunciones son las llama-
das componentes principales funcionales. El siguiente resultado que es una variante del
teorema de Hilbert-Schmidt permite describir a un funcional aleatorio a partir de su
media y autofunciones del operador de covarianza.



16 CAPÍTULO 2. DATOS FUNCIONALES

Proposición 2.2.7. (Desarrollo de Karhunen-Loéve) Sea X un funcional aleatorio en
L2(I) de cuadrado integrable con núcleo de covarianza continuo, entonces se tiene que

X(t) = µ(t) +
∞∑
j=1

ξjφj(t),

donde µ = E(X) y {φj}j son las autofunciones del operador de covarianza ordenados
de mayor a menor según el autovalor λj y ξj = ⟨X − µ, φj⟩. Además

La serie converge uniformemente en L2(I) en el siguiente sentido:

ĺım
p→∞

sup
t∈I

E

(
X(t)− µ(t)−

p∑
j=1

ξjφj(t)

)2

= 0.

E(ξj) = 0 y Cov(ξj, ξl) = λjδj,l para j, l ∈ N.

Demostración. Ver teorema 1.5 de Bosq (2000) [2].

De manera análoga a la esperanza, se puede definir un estimador para el núcleo de
la covarianza como

ĉn(s, t) =
1

n

n∑
j=1

(Xj(s)−Xn(s))(Xj(t)−Xn(t)).

Como en el caso finito-dimensional, no es insesgado pero śı lo es asintóticamente

Proposición 2.2.8. Sean (Xj)j∈N, una sucesión de funcionales aleatorios en L2(I) de
cuadrado integrable, i.i.d., entonces E(ĉ) = n

n−1
c.

2.3. Representación de funciones usando bases

Dada una base de funciones {ϕk}k, una función x(t) se puede aproximar bien en cier-
to sentido como x(t) ≈

∑K
k=1 akϕk(t) para K suficientemente grande. Bases conocidas

son, por ejemplo, la de monomios que se usan para construir series de potencias:

1, t, t2, . . . , tk, . . .

Otra alternativa es la base trigonométrica de Fourier.

1, sen(ωt), cos(ωt), sen(2ωt), cos(2ωt), . . . , sen(kωt), cos(kωt), . . .

Usualmente, el problema con el que se presenta la representación de una función es
con el de los datos funcionales dados en ciertos instantes. Por ejemplo, al dato funcional
xi(t) sólo se lo conoce en t0, t1, . . . , tpi con pi ≫ 1. Notemos que no tienen por qué ser
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los mismos instantes que en los otros datos de la muestra. Una solución posible es usar
interpolación mediante alguna base en cada dato funcional. Esto podŕıa, sin embargo,
generar un sobreajuste de datos por lo que el valor de K es un parámetro importante a
la hora de aproximar a la función. Un K menor por otra parte implicaŕıa un suavizado
de la curva pero también aumentaŕıa el error de aproximación.

Si bien, en el presente trabajo no se trabajará con datos funcionales dados en ciertos
instantes, se rescatan otros beneficios del desarrollo de los datos funcionales en bases ya
conocidas. Por ejemplo, además de regularizador el desarrollo como suma finita permite
trabajar de alguna forma en dimensión finita y derivar fácilmente.

2.3.1. Base de Fourier

Esta base tiene la propiedad de ser periódica y el parámetro ω determina el peŕıodo
2π/ω. Se suele ajustar ω según la longitud del intervalo donde están los datos fun-
cionales. Se puede ver que forman una base ortonormal en L2(I) por lo que cualquier
función alĺı se aproxima por este tipo de funciones. Además, observemos la simplicidad
del cálculo de sus derivadas

d

dt
sen(kωt) = kω cos(kωt)

d

dt
cos(kωt) = −kω sin(kωt)

En consecuencia, si los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier es de la forma

(c0, c1, c2, c3, c4, . . .),

entonces los de su derivada son

(0, ωc1,−ωc2, 2ωc3,−2ωc4, . . .),

y los de la derivada segunda son

(0,−ω2c1,−ω2c2,−4ω2c3,−4ω2c4, . . .).

Este desarrollo es muy útil en funciones sin caracteŕısticas locales fuertes o donde
la curvatura se mantiene en todo el intervalo. No es apropiado su uso en datos donde
se sospecha que hay discontinuidades en la función o en sus derivadas.





Caṕıtulo 3

Modelos lineales funcionales

Recordemos el modelo lineal clásico, en él se dispońıa de ciertas observaciones
x1, . . . , xn ∈ Rp y ciertas respuestas para cada observación y1, . . . , yn ∈ R y se supone
que la relación que hay entre ellas viene dada por un modelo de la forma

yi = βTxi + εi = ⟨β, xi⟩+ εi, i = 1, . . . n. (3.1)

donde los εi son variables aleatorias de esperanza cero y β ∈ Rp es un parámetro a
determinar. A las variables x se las llama regresoras o covariables. Tradicionalmente,
la primera covariable es constantemente 1, de modo que β1 es lo que se conoce como el
intercept. En el modelo funcional, algunas de estas variables son curvas. Los modelos
lineales funcionales se pueden clasificar según cuál de estas variables representa una
curva.

Modelo función a escalar:

Yi =

∫
β(t)Xi(t)dt+ εi.

En este caso, las variables regresoras y el parámetro desconocido son funciones y las
respuestas son escalares. Si se asume que β y Xi están en L2, se puede escribir como
Yi = ⟨β,Xi⟩+ εi, quedando más explicita la generalización de este modelo respecto del
de Rp.

Modelo escalar a función:

Yi(t) = β(t)TXi + εi(t).

Las variables regresoras representan escalares pero el parámetro desconocido β y las
respuestas Yi son curvas.

Modelo función a función:

Yi(t) =

∫
β(t, s)Xi(s)ds+ εi(t).

Las variables regresoras son funciones y las respuestas también. Acá β aparece repre-
sentado por el núcleo de un operador integral.

19
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La caracteŕıstica en común de estos modelos es que los parámtetros desconocidos
son funcionales infinito-dimensionales y deben ser estimados por una muestra finita.
Además, el nombre ’lineal’ es consistente con el hecho de que las respuestas son el
resultado de un operador lineal sobre los parámetros funcionales más un error. Si bien,
un ajuste perfecto es posible, esto generaŕıa un sobreajuste dando lugar a un mal modelo
predictor. Se suele imponer entonces cierta suavidad en el modelo o también restringir
los operadores involucrados a algún subespacio adecuado. En esta sección se revisará el
primer tipo de modelo funcional. Previo a eso, se revisará el modelo lineal clásico.

3.1. Inferencia en el caso finito-dimensional

Asumiendo εi independientes y normales de esperanza nula y misma varianza σ2

(homocedasticidad) se define el siguiente estimador de β para el modelo 3.1.

Definición 3.1.1. Dadas las observaciones x1, . . . , xn ∈ Rp y sus respuestas yi =
βTxi+εi, i = 1, . . . , n, se define el estimador de mı́nimos cuadrados para β como aquel
que minimiza la suma residual de cuadrados, es decir:

β̂ = argmin
β

n∑
i=1

(yi − βTxi)
2.

El estimador de mı́nimos cuadrados para β se puede hallar resolviendo un sistema de
ecuaciones:

Proposición 3.1.1. Para el modelo lineal definido en 3.1, llamemos las matrices X ∈
Rn×p e Y ∈ Rn como

X =


xT1
xT2
...
xTn

 Y =


y1
y2
...
yn

 .

entonces el estimador de mı́nimos cuadrados es solución del sistema (ecuaciones nor-
males)

XTXβ̂ = XTY.

En particular, si las observaciones son l.i. entonces β̂ = (XTX)−1XTY.

Reescribiendo al estimador como β̂ = β + (XTX)−1XTε, con ε = (ε1, . . . , εn)
T , se

pueden deducir ciertos resultados teóricos sobre él.
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Proposición 3.1.2. Para el modelo lineal definido en 3.1 con observaciones l.i., si β̂
es el estimador de mı́nimos cuadrados entonces

β̂ es insesgado,

β̂ es consistente y,

β̂ ∼ Np(β, σ
2(XTX)−1).

La predicción ŷ de una observación x se obtiene mediante ŷ = β̂Tx. Luego Ŷ = Xβ̂.
Además, alguna coordenada de β̂ significativamente distinta de cero es indicio de que
alguna covariable no influye en la respuesta y que podŕıa no tenerse en cuenta en el
modelo. Se puede hacer un test de hipótesis sobre las coordenadas de β para determinar
si son nulas o no.

A continuación, se define una matriz que vincula las respuestas con las predicciones.

Definición 3.1.2. Dadas las observaciones x1, . . . , xn y sus respuestas y1, . . . , yn ∈ R,
se define la matriz hat como aquella matriz H ∈ Rn×n que satisface Ŷ = HY.

Observemos que esta definición no se restringe a regresión lineal múltiple sino a
cualquiera cuyas variables de respuesta están en R. En el caso del modelo 3.1 mediante
estimador de mı́nimos cuadrados, se tiene que H = X(XTX)−1XT . Se cumplen además
varias propiedades.

Proposición 3.1.3. Para el modelo lineal 3.1 con observaciones l.i., se tiene que

H es simétrica e idempotente,

HX = X,

los autovalores de H pueden ser 0 o 1,

rg(X) = rg(H) = tr(H).

De esta proposición se deduce que H es una matriz de proyección sobre el espacio
columna de X. Se interpreta entonces a Ŷ como la proyección ortogonal del vector Y
sobre el espacio columna de X.

3.2. Modelo función a escalar

Anteriormente se discutió la interpretación de las coordenadas de β cercanas a cero
y la influencia de ciertas covariables en la respuesta. En el caso funcional se quiere
que suceda alguna interpretación similar. En estas dimensiones lo que pasa es que los
intervalos de valores t en donde |β(t)| es grande las observaciones tienen gran peso alĺı.
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El signo de β determinará si la asociación es positiva o negativa. Un estimador cuya
curva asociada presenta saltos abruptos impide esta interpretación.

Un enfoque ingenuo para resolver el problema de hallar el parámetro funcional
es transformar las ecuaciones normales a una versión funcional. O sea, las siguientes
ecuaciones

1

n
XTXβ̂ =

1

n
XTY,

mirando el k-ésimo lugar de la ecuación,

p∑
j=1

(
1

n
XTX

)
kj

β̂j =

(
1

n
XTY

)
k

,

se puede observar que
(
1
n
XTX

)
kj

= 1
n

∑n
i=1XikXij estima la esperanza del producto de

la k-ésima y la j-ésima covariable, mientras que
(
1
n
XTY

)
k
= 1

n

∑n
i=1 XikYi estima la

esperanza de la k-ésima covariable con la variable respuesta Y . Definimos los operadores
análogos a éstos en su versión funcional poblacional como

cX(t, s) = E(X(t)X(s)), cXY (t) = E(X(t)Y ).

Se plantea entonces hallar β que cumpla la siguiente ecuación∫
cX(t, s)β(s)ds = cXY (t).

Un primer problema de esta aproximación es la dificultad de interpretar el resultado.
Suponiendo que sólo se quiere conocer a β en una grilla y que este problema tiene solu-
ción, la función tendŕıa mucho ruido. Esto en principio se debe a que no hay restricciones
de suavidad

El segundo problema es que el operador integral φ 7−→
∫
cX(·, s)φ(s)ds al ser com-

pacto, no es inversible. Esto no asegura que el β se pueda encontrar bajo estas ecuacio-
nes.

El objetivo de esta sección es brindar algunos métodos para determinar la curva β
de este modelo con intercept α:

Yi = α +

∫
β(t)Xi(t)dt+ εi, i = 1, 2, . . . , n. (3.2)

3.2.1. Estimación por bases

Una forma de encarar este problema es asumir que β admite un desarrollo como
suma de funciones de una base determińıstica en L2 de esta forma

β(t) =
K∑
k=1

ckBk(t),
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donde K está fijo. Entonces se buscan α, c1, . . . , cK que minimicen la suma residual de
cuadrados

S(α, c1, . . . , cK) =
n∑

i=1

[
Yi − α−

∫ ( K∑
k=1

ckBk(t)

)
Xi(t)dt

]2
. (3.3)

La estructura de las funciones de la base influyen en la forma del estimador. Si a
las observaciones Xi se las conoce en una grilla de tj, usualmente el K se elige menor
que la cantidad de nodos temporales para garantizar cierta suavidad en el estimador.
Aunque hay métodos para elegir un K adecuado según el objetivo deseado, también es
común experimentar con varios K. Se puede reescribir el modelo lineal funcional 3.2 en
un modelo lineal como en 3.1:

Yi = α +

∫ K∑
k=1

ckBk(t)Xi(t)dt+ εi = α +
K∑
k=1

ck

∫
Bk(t)Xi(t)dt+ εi.

Luego, definiendo c, X̃i ∈ RK+1, i = 1, 2, . . . , n como

c = (α, c1, . . . , cK)
T X̃i =

(
1,

∫
B1(t)Xi(t)dt, . . . ,

∫
BK(t)Xi(t)dt

)T

, (3.4)

se tiene que el modelo 3.2 y la suma 3.3 se reescriben como

Yi = cT X̃i + εi i = 1, 2, . . . , n, S(c) =
n∑

i=1

(Yi − cT X̃i)
2 (3.5)

Por lo tanto, el problema de hallar el α y la curva β se redujo a buscar parámetros de un
problema de modelo lineal finito-dimensional. Esto como resultado de considerar a β en
el subespacio generado por {B1, . . . , BK}. Entonces un estimador para c por mı́nimos
cuadrados está dado por ĉ = (X̃T X̃)−1X̃TY y los valores predichos se los calcula como
Ŷ = X̃ĉ. De esto último se deduce que la matriz hat está dada por H = X̃(X̃T X̃)−1X̃T

Respecto al sesgo del estimador, se observa que se restringió a β a un subespacio
en L2, mientras que en Rp, no se impońıa ninguna restricción sobre los parámetros. Sin
embargo, se puede expandir sin ningún término de error usando una suma infinita y
asumiendo que {Bk}k es completo. Es decir, β sin truncar queda β(t) =

∑∞
k=1 ckBk(t).

Asumiendo un estimador del parámetro funcional con los primeros K términos de la
base, entonces definimos el error de truncado como δ(t) :=

∑∞
k=K+1 ckBk(t). Entonces

tenemos el siguientes desarrollo para β

β(t) =
K∑
k=1

ckBk(t) + δ(t),

y para las respuestas usando 3.4,

Yi = α +

∫ ( K∑
k=1

ckBk(t) + δ(t)

)
Xi(t)dt+ εi = cT X̃i + δi + εi,
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donde δi =
∫
δ(t)Xi(t)dt. Luego el estimador para c se escribe como

ĉ = c+ (X̃T X̃)−1X̃T (δ + ε).

Fijado unK, entonces el estimador ahora está sesgado debido al término δ. Esto permite
intuir que para obtener un estimador asintóticamente insesgado se precisa que K tienda
a infinito a medida que n también lo haga.

3.2.2. Estimación con términos de penalidad

Desde este enfoque se busca imponer suavidad agregando un término adicional de
penalización a la suma residual de cuadrados a minimizar en lugar de ajustar la cantidad
de términos al expresar β. Se busca minimizar entonces

Sλ(α, β) =
n∑

i=1

(
Yi − α−

∫
β(t)Xi(t)dt

)2

+ λ

∫
[Dβ(t)]2dt, (3.6)

con λ > 0 y donde D es un operador diferencial aplicado sobre β y λ es el parámetro
de suavizado. Es común elegir D como el operador derivada segunda: Dβ = β′′. La
idea de esta minimización consiste en forzar la suavidad al pedir que simultáneamente
se minimice el término de penalización que involucra a la derivada λ

∫
[Dβ(t)]2dt =

λ∥|Dβ||2L2 . En este caso, el foco está en la elección del parámetro λ; si es muy grande,
esto forzará a que β sea muy suave al punto de perder la estructura deseada mientras λ
muy pequeño generarán β con mucho ruido y errores de forma aleatoria a lo largo del
intervalo.

En la práctica, al igual que en el enfoque anterior, se empieza asumiendo a β en
un subespacio de dimensión mucho mayor que la cantidad de nodos conocidos de los
datos. Es decir, se asume β(t) =

∑K
k=1 ckBk(t) con K muy grande tal que pequeñas

variaciones de éste no afecten a β. Esto es para que el parámetro λ sea el que controle
la suavidad y no K. Usando este desarrollo y 3.4, la expresión 3.6 se reescribe de esta
forma:

Sλ(α, β) = Sλ(c)

=
n∑

i=1

(
Yi − α−

K∑
k=1

ck

∫
Bk(t)Xi(t)dt

)2

+ λ

∫ [ K∑
k=1

ck(DBk)(t)

]2
dt

=
n∑

i=1

(Yi − cT X̃i)
2 + λ

K∑
k=1

K∑
j=1

ckcj

∫
(DBk)(t)(DBj)(t)dt

= (Y − X̃c)T (Y − X̃c) + λcTRc

= cT (X̃T X̃+ λR)c− 2(X̃TY)T c+YTY,
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donde R es una matriz de (K + 1)× (K + 1) dada por

R :=


0 0 0 · · · 0
0
∫
(DB1)(DB1)

∫
(DB1)(DB2) · · ·

∫
(DB1)(DBK)

0
∫
(DB2)(DB1)

∫
(DB2)(DB2) · · ·

∫
(DB2)(DBK)

...
...

...
. . .

...
0
∫
(DBK)(DB1)

∫
(DBK)(DB2) · · ·

∫
(DBK)(DBK)

 .

Minimizando la función cuadrática resultante, el estimador del parámetro c está dado
por

ĉ = (X̃T X̃+ λR)−1X̃TY.

Como suced́ıa con K en la sección anterior, es común inspeccionar diversos valores de
λ y elegir aquel que parezca más adecuado. Otras formas de encarar esto es obtener un
λ óptimo respecto a alguna propiedad sobre β o los datos.

3.2.3. Estimación por componentes principales funcionales

Asumiendo que los datos funcionales Xi provienen de un funcional aleatorio integra-
ble en L2(I), entonces el funcional en cuestión admite un desarrollo de Karhunen-Loéve

X(t) = µ(t) +
∞∑
j=1

ξjφj(t).

En este caso, nuevamente se usará una versión truncada. Recordando la proposición
2.2.7, ı́tem 3, mientras más términos se use, el truncado resulta más parecido al funcional
original. Además, dado que los autovalores están ordenados de manera decreciente, con
un p no necesariamente grande se obtiene una buena aproximación en el sentido de la
norma E(|| · ||2).

Denotaremos µ̂ a la media muestral y φ̂j a la estimación de la j-ésima componente
principal funcional de X. Para un valor de p dado, se usa la siguiente aproximación
para las observaciones

Xi(t) ≈ µ̂(t) +

p∑
j=1

ξ̂ijφ̂j(t),

con ξ̂ij =
∫
I
[Xi(t) − µ̂(t)]φ̂j(t)dt. Luego se considera el siguiente modelo lineal aproxi-

mado en las observaciones:

Yi = α +

∫
I

β(t)

(
µ̂(t) +

p∑
j=1

ξ̂ijφ̂j(t)

)
dt+ εi

= α +

∫
I

β(t)µ̂(t)dt+

p∑
j=1

ξ̂ij

(∫
I

β(t)φ̂j(t)dt

)
+ εi

= bTξi + εi,
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donde b, ξi ∈ Rp+1 para i = 1, 2, . . . , n están dados por

b =

(
α +

∫
I

β(t)µ̂(t)dt,

∫
I

β(t)φ̂1(t)dt, . . . ,

∫
I

β(t)φ̂p(t)dt

)T

y ξi = (1, ξ̂i1, . . . , ξ̂ip)
T .

Se redujo entonces a un problema de regresión lineal en dimensión finita. Es impor-
tante observar que el objetivo ahora no es encontrar la curva β ni tampoco α, sino la
construcción del modelo. Esto se debe a que no se usa directamente las observaciones
sino sus coordenadas en las componentes principales funcionales.



Caṕıtulo 4

Modelo lineal funcional truncado

En este caṕıtulo se estudiará una modificación del modelo visto anteriormente que
añade otros parámetros reales a determinar en los ĺımites de integración, es decir que
se trabajará con un modelo de la siguiente forma

Yi = α +

∫ v

u

β(t)Xi(t)dt+ εi, i = 1, 2, . . . , n, (4.1)

donde además de α y β, hay que estimar u, v ∈ R donde [u, v] ⊊ I. Más allá del nombre,
el modelo deja de considerarse lineal pues en los parámetros ya no lo es.

Se puede interpretar que hay un peŕıodo desconocido de tiempo contenido en I que
es el relevante en los funcionales predictores a la hora de obtener las respuestas. Previo
a mostrar los métodos para estimarlos, se tratará la buena definición del método.

4.1. Identificabilidad del modelo

Para que el modelo 4.1 esté ”bien definido”necesitamos que no haya otro pero de
diferentes parámetros que replique las mismas respuestas para los mismos datos. Esto
es lo que define un modelo identificable. En nuestro caso, supongamos que existen otros
parámetros α1, β1(t), u1, v1 tal que [u1, v1] ⊊ I y satisfacen

P

(
α +

∫ v

u

β(t)X(t)dt = α1 +

∫ v1

u1

β1(t)X(t)dt

)
= 1,

el objetivo seŕıa ver que α = α1, β = β1, u = u1 y v = v1. En el suplemento del art́ıculo
de Hall y Hooker [11], se demuestra la identificabilidad bajo las condiciones de X de
cuadrado integrable y su operador de covarianza asociado de rango completo en L2(I).

27
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4.2. Métodos para determinar los parámetros

Se analizará el caso I = [0, l] y u = 0, es decir que sólo se intentará estimar un ĺımite
de integración que notaremos θ (< l) en lugar de v. Para β usaremos una expresión en
una base de componentes principales funcionales estimadas {φj}j en el que omitiremos
la notación con sombrero: β =

∑m
j=1 βjφj. El valor de m, igual que antes, se interpreta

como un parámetro de suavizado para la curva a estimar.

4.2.1. Método A: Inferencia simultánea

Suponemos ya conocidos m ∈ N y λ > 0, la intención es encontrar α̂, β̂1, . . . , β̂m y θ̂
en un solo paso minimizando la siguiente expresión

S(α, β1, . . . , βm, θ) =
n∑

i=1

[
Yi − α−

∫ θ

0

(
m∑
j=1

βjφj(t)

)
Xi(t)dt

]2
.

En la práctica se minimiza esta expresión penalizada en su lugar para cada m

S̃(α, β1, . . . , βm, θ) =
n∑

i=1

[
Yi − α−

∫ θ

0

(
m∑
j=1

βjφj(t)

)
Xi(t)dt

]2
+ nλθ2

y se obtienen sus respectivos α̂ y β̂.
El término de penalización (nθ2) se incluye para garantizar un subconjunto propio

adecuado ya que minimizando la primera función objetivo se suele obtener estimadores
cercanos a l. Más precisamente, un λ grande produce un estimador θ̂ ≪ l mientras que
uno pequeño da estimadores con los mismos problemas que el no penalizado. El orden
de la penalización, n en este caso, es para que ambos términos sean comparables.

A continuación se propone una forma de encontrar λ y m previo a usar el método.

4.2.1.1. Obtención de parámetros λ y m

Para este método, se utilizará general cross validation, cuya descripción y detalle se
encuentra en la sección 4.3.

Paso 1 : Fijado m = 3, se obtiene λ usando general cross validation.

Paso 2 : Para el λ obtenido y para cada m, se determinan α̂, β̂ y θ̂ mediante el método
A (notados α̂m, β̂m y θ̂m).

Paso 3 : Se elige aquel m que minimiza cierta función de pérdida F (m). Algunas fun-
ciones propuestas para minimizar son:

1. Suma residual de cuadrados

F1(m) =
n∑

i=1

[
Yi − α̂m −

∫ θ̂m

0

β̂mXi(t)dt

]2
.
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2. Con penalización en la derivada segunda

F2(m) =
√
F1(m) +

√∫ θ̂m

0

[Dβ̂m(t)]2dt.

3. Penalizando con logaritmo

F3(m) =
√
F1(m) + log

(∫ θ̂m

0

[Dβ̂m(t)]2dt

)
.

4.2.2. Método B: Inferencia por iteraciones

Suponemos ya conocidos m ∈ N y λ > 0. Primero se obtienen los estimadores α̌ y β̌
para un modelo lineal funcional clásico como los de la sección 3.2., donde β̌ se encuentra
generado por {φ1, . . . , φm}. Luego se halla θ minimizando la expresión

T (θ) =
n∑

i=1

[
Yi − α̌−

∫ θ

0

β̌(t)Xi(t)dt

]2
+ nλθ2.

Finalmente definimos los estimadores a utilizar de la siguiente forma

Truncando β̌ en el intervalo [0, θ]

β̂(t) =

{
β̌(t) si t ≤ θ̂

0 si t > θ̂
.

Definimos α̂ que corresponde al modelo truncado Y = α̂+
∫ θ̂

0
β̂(t)Xn(t)dt a partir

de la resta con el del modelo clásico Y = α̌ +
∫ l

0
β̌(t)Xn(t)dt

α̂ = α̌−
∫ l

θ̂

β̌(t)Xn(t)dt.

La forma de hallar λ difiere en algunos pasos con el del método anterior.

4.2.2.1. Obtención de parámetros λ y m

La descripción de cross validation utilizado en este método se encuentra la sección
4.3.

Paso 1 : Para cada m, se determinan α̌ y β̌ para el modelo funcional clásico en [0, 1]
(notados α̌m y β̌m).

Paso 2 : Se elige m como en el paso 3 del método A efectuando los cambios correspon-
dientes (α̂m por α̌m, β̂m por β̌m y θ̂m por 1).

Paso 3 : Para el m del paso anterior, se obtiene λ usando cross validation.
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4.3. Cross validation

Dado un conjunto de datos {(x1, y1), . . . (xn, yn)} y una propuesta de modelo y =
f(x) + ε que relaciona ambas variables, se desea estimar f con esos datos llamados de
entrenamiento. Una vez obtenida la estimación f̂ , se desea evaluar el desempeño del
método y modelo usado, por ejemplo, mediante el error cuadrático medio (abreviado
ECM o MSE en inglés) dado por

MSE =
1

n

n∑
i=1

(yi − f̂(xi))2.

El ECM será pequeño si los valores de las predicciones f̂(xi) son cercanas a los valo-
res verdaderos de las respuestas yi y será grande si alguno de ellos difiere de manera
significativa.

Si el objetivo del modelo es predecir, entonces no es interesante el ECM anterior
pues éste sólo mide la calidad de la predicción con los datos de entrenamiento. Lo que
se busca es elegir un método que logre una buena predicción con cualquier dato (xj, yj).
Si se tiene un nuevo conjunto de datos {(x∗1, y∗1), . . . , (x∗ñ, y∗ñ)}, se puede medir la calidad
de la predicción con el error cuadrático medio pero usando estos datos:

MSPE =
1

ñ

ñ∑
j=1

(y∗j − f̂(x∗j))2.

Ese conjunto de datos recibe el nombre de datos de validación.

En ausencia de este último tipo de datos, se puede seleccionar modelos con buen
nivel predictivo usando los datos de entrenamiento. Por ejemplo mediante el criterio de
cross validation (validación cruzada). Éste consiste en dividir al conjunto de datos en
dos partes: un conjunto de entrenamiento y otro de validación. Con el primer conjunto
se estima f̂ y con el segundo se evalúa el desempeño mediante la estimación del MSPE.
A continuación se presentan dos variantes conocidas de este método.

4.3.1. Leave-one-out cross validation (LOOCV)

En esta versión, en lugar de crear dos subconjuntos de observaciones de tamaño
comparable el conjunto de validación va a estar compuesta solamente por (x1, y1) mien-
tras que el resto de las observaciones forman el conjunto de entrenamiento usado para
estimar f (llamado f̂ (−1)). Luego el error cuadrático medio de predicción para esta
partición está dado por MSPE1 = (y1 − f̂ (−1)(x1))

2. Sin embargo esta estimación del
MSPE no es buena pues está construida con una observación resultando muy variable.
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Figura 4.1: Una representación visual de LOOCV. Un conjunto de n datos es dividido
en entrenamiento (en azul) y validación (anaranjado) n veces. El primer conjunto de
entrenamiento tiene a todas la observaciones salvo la 1, segundo tiene a todas salvo la
2 y aśı. Luego se promedia los MSPE asociados a cada partición.

Se puede repetir este proceso seleccionando (x2, y2) como conjunto de validación y
a las demás n − 1 observaciones como conjunto de entrenamiento para obtener f̂ (−2)

y computar MSPE2 = (y2 − f̂ (−2)(x2))
2. Repitiendo este enfoque con las demás obser-

vaciones se obtienen las demás estimaciones del error cuadrático medio de predicción:
MSPE3, . . . ,MSPEn. En la figura 4.1 se ilustra la partición de los datos recién citada.
Luego, la estimación del error de predicción para el LOOCV se obtiene como la media
de las estimaciones de errores anteriormente calculados:

LOOCV =
1

n

n∑
i=1

MSPEi =
1

n

n∑
i=1

(yi − f̂ (−i)(xi))
2.

El pseudocódigo para LOOCV es el siguiente:

Algorithm 1 Leave-one-out cross validation

Input: (x1, y1), . . . , (xn, yn)
Output: valError
valError ← 0
datos← {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}
for i in 1 to n do

datoMenos← datos− {(xi, yi)}
f̂ ← ajuste(f, datoMenos)
ypred ← f̂(xi)
valError ← valError + (yi − ypred)2

end for
valError ← valError

n
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LOOCV tiene la desventaja de ser potencialmente costoso ya que hay que realizar
n estimaciones de f̂ . Esto puede consumir mucho tiempo si n es muy grande y si es
lento para predecir la respuesta para un individuo. Este es uno de los motivos por los
cuales se suele usar otra versión de cross validation: k-Fold cross validation.

4.3.2. k-Fold cross validation

Este enfoque involucra dividir al conjunto de datos en k grupos de tamaño similar
de forma aleatoria. El primer grupo es tratado como conjunto de validación y los datos
de los grupos restantes son usados como entrenamiento para obtener una estimación
de f . El error cuadrático medio de predicción MSPE1 se obtiene usando los datos del
conjunto de validación (el primer grupo). Este procedimiento se repite otras k−1 veces,
cada una usando un grupo diferente como conjunto de validación como se ilusta en la
figura 4.2. Esto resulta en k estimaciones del error de predicción: MSPE1, . . . ,MSPEk.
La estimación del error para el k-fold CV se computa promediando esos valores:

CV(k) =
1

k

k∑
i=1

MSPEi.

A continuación, se detalla el pseudocódigo para k-fold CV:

Algorithm 2 k-Fold cross validation

Input: (x1, y1), . . . , (xn, yn), k
Output: valError
valError ← 0
datos← {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}
grupo1, . . . , grupok ← particion(datos, k)
for i in 1 to k do

error ← 0
size← #grupoi
datoMenos← datos− grupoi
f̂ ← ajuste(f, datoMenos)
for (x, y) in grupoi do

ypred ← f̂(x)
error ← error + (y − ypred)2

end for
valError ← valError + error

size

end for
valError ← valError

k

Se puede observar que LOOCV es un caso particular de k-fold CV en el que k es
igual a n. En la práctica, se suele usar k = 5 o k = 10. El propósito es puramente
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Figura 4.2: Una representación visual de 5-fold CV. Un conjunto de n datos es dividido
en 5 subconjuntos disjuntos de forma aleatoria. En cada una de las 5 instancias, uno
funciona como conjunto de validación (anaranjado) y el resto (azul), de entrenamiento.
Luego se promedia los MSPE asociados a cada partición.

computacional pues se involucra k ajuste de datos, esto significa que para k mayores,
requiere más tiempo para ejecutar el proceso.

Analizando el sesgo del error de predicción obtenido por este método, si n es grande
se puede observar que para k cercanos a n se tienen estimaciones con poco sesgo para el
error. Esto se debe a que se realizan tantos entrenamientos y ajustes como k con con-
juntos de tamaño comparable con la muestra total. Por otra parte, k menores generan
estimaciones con mayor sesgo. Entonces, desde el punto de vista del sesgo es preferible
LOOCV en lugar de k-fold CV con k < n.

Respecto a la varianza, la situación es la inversa, para k cercanos a n lo que se hace en
cada iteración es calcular errores de predicción con muestras con muchas observaciones
en común resultando en estimaciones con mucha variabilidad.

4.3.3. General cross validation

El proceso de cross validation requiere más de un ajuste de datos y predicción con
el resto. Si se requiere una estimación del error insesgado, hay que realizar leave-on-
out cross validation que resulta poco eficiente con una gran cantidad de observaciones.
General cross validation (Craven y Wahba, 2002) pretende aproximar los cálculos ob-
tenidos por LOOCV sin tener que volver a estimar f a medida que vaŕıan los datos de
entrenamiento. La estimación del error viene dada por la fórmula:

GCV =
1
n

∑n
i=1(yi − f̂(xi))2

(1− tr(H)/n)2
,

donde H ∈ Rn×n es la matriz hat del modelo.
Previo a mostrar cómo este método generaliza a la versión leave-one-out de cross

validation, se demostrará el siguiente resultado.
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Lema 4.3.1. Dado el modelo y = f(x)+ε con f ∈ F donde F es una familia de funcio-
nes y sean f̂ y f̃ (−k) los estimadores de mı́nimos cuadrados de f en {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}
y {(x1, y1), . . . , (xk−1, yk−1), (xk, f̂

(−k)(xk)), (xk+1, yk+1), . . . , (xn, yn)}, entonces f̃ (−k) =
f̂ (−k).

Demostración. Por definición, hay que ver que f̂ (−k) resuelve el siguiente problema de
minimización

mı́n
f∈F

1

n

 n∑
i=1
i ̸=k

(yi − f(xi))2 + (f̂ (−k)(xk)− f(xk))2


Sea f ∈ F , entonces

1

n

 n∑
i=1
i ̸=k

(yi − f̂ (−k)(xi))
2 + (f̂ (−k)(xk)− f̂ (−k)(xk))

2

 =
1

n

n∑
i=1
i ̸=k

(yi − f̂ (−k)(xi))
2

≤ 1

n

n∑
i=1
i ̸=k

(yi − f(xi))2 ≤
1

n

 n∑
i=1
i ̸=k

(yi − f(xi))2 + (f̂ (−k)(xk)− f(xk))2

 ,
donde la primera desigualdad proviene de la definición del estimador f̂ (−k). Por lo tanto,
se tiene que f̂ (−k) minimiza la expresión en F . □

El siguiente resultado muestra una fórmula alternativa para GCV que se asemeja a
la de LOOCV.

Proposición 4.3.2. Dada una muestra x1, . . . , xn y sus respuestas yi = f(xi) + εi,
i = 1, . . . , n, se tiene que

GCV =
1

n

n∑
i=1

(yi − f̂ (−i)(xi))
2wi,

donde wi =

[
1− hii

1− tr(H)/n

]2
y H es la matriz hat.

Demostración. Por propiedad de estimadores de mı́nimos cuadrados en modelos linea-
les, se tiene que (f̂(x1), . . . , f̂(xn))

T = HY y (f̃ (−i)(x1), . . . , f̃
(−i)(xn))

T = HY(i) donde
Y(i) = (y1, . . . , yi−1, f̂

(−i)(xi), yi+1, . . . , yn)
T . Se tiene entonces la siguiente igualdad para

cada i = 1, . . . , n:

f̂(xi)− f̂ (−i)(xi) = f̂(xi)− f̃ (−i)(xi) =
n∑

j=1

hijyj −
n∑

j=1

hijy
(i)
j = hii(yi − f̂ (−i)(xi)),
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donde la primera igualdad vale por el lema anterior. Sumando y restando yi al primer
miembro se tiene lo siguiente

−(yi − f̂(xi)) + (yi − f̂ (−i)(xi)) = hii(yi − f̂ (−i)(xi))

(1− hii)(yi − f̂ (−i)(xi)) = yi − f̂(xi).

Luego se reescribe la estimación de error según GCV:

GCV =
1
n

∑n
i=1(yi − f̂(xi))2

(1− tr(H)/n)2
=

1
n

∑n
i=1[(yi − f̂ (−i)(xi))(1− hii)]2

(1− tr(H)/n)2

=
1

n

n∑
i=1

(yi − f̂ (−i)(xi))
2wi.

□

Se puede observar que si los elementos de la diagonal de H son iguales, entonces
LOOCV y GCV coinciden. En el caso del modelo lineal clásico, hii y tr(H)/n distan a
lo sumo en 1. Craven y Wahba mostraron que en el caso con f en el espacio de funciones
periódicas de Wm,2 de integral cero, LOOCV y GCV son iguales.

Debido a la hipótesis de la existencia de la matriz hat, no siempre se puede usar GCV
para seleccionar modelos. Incluso, su obtención podŕıa ser costosa. En este trabajo,
se puede obtener H para el método A y aśı usar este criterio para seleccionar un λ
adecuado.

Proposición 4.3.3. El método A para el modelo lineal truncado admite una matriz
hat.

Demostración. Si se define para cada θ ∈ I, la siguente función

gθ(α, β1, . . . , βm) = S̃(α, β1, . . . , βm, θ),

se tiene la igualdad

mı́n
θ∈I

α,β1,...,βm∈R

S̃(α, β1, . . . , βm, θ) = mı́n
θ∈I

mı́n
α,β1,...,βm∈R

gθ(α, β1, . . . , βm).

Sea θ ∈ I, minimizar gθ es equivalente a minimizar la suma residual de cuadrados

Sθ(α, β1, . . . , βm) =
n∑

i=1

[
Yi − α−

∫ θ

0

(
m∑
j=1

βjφj(t)

)
Xi(t)dt

]2
,

que se logra en β̂θ = (X̃T
θ X̃θ)

−1X̃T
θ Y donde para cada i ∈ {1, . . . , n}, la fila i de X̃θ

está dada por
(
1,
∫ θ

0
φ1(t)Xi(t)dt, . . . ,

∫ θ

0
φm(t)Xi(t)dt

)
.
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Sea θ∗ ∈ I la que minimiza la expresión

mı́n
α,β1,...,βm∈R

gθ(α, β1, . . . , βm) = gθ(β̂θ) = S̃(β̂θ, θ),

entonces S̃ se minimiza en (β̂θ∗ , θ
∗) y la predicción se calcula como Ŷ = X̃θβ̂θ∗ = Hθ∗Y

con Hθ∗ = X̃θ(X̃
T
θ X̃θ)

−1X̃T
θ . □



Caṕıtulo 5

Simulaciones y resultados

En este caṕıtulo se realizará un análisis del desempeño de cada método. Para la
base trigonométrica de norma 1 (en L2([0, 1])) dada en la sección 2.3 con ω = 2π y de
25 funciones, que se notarán ψ1, . . . , ψ25, se generarán covariables Xi ∈ L2([0, 1]) para
i = 1, . . . , 100 a partir de ella como combinación lineal de sus elementos. Para cada i,
se sortean de la siguiente forma

Xi =
25∑
k=1

aikψk,

con aik ∼ N(0, exp{−(k − 1)/4}) para cada k. Esto produce una menor presencia de
términos de alta frecuencia. Una vez fijados α, β y θ, las variables de respuesta están
dadas por

Yi = α +

∫ θ

0

β(t)Xi(t)dt+ εi,

con εi ∼ N(0, 1).
Se analizará la calidad de las estimaciones y predicciones para los siguiente seis

modelos dados por α = 0, θ = 0,5 y las siguientes funciones β:

β1(t) = 100ψ1(t)1[0,θ](t),

β2(t) = 70ψ2(t)1[0,θ](t),

β3(t) = 40
(
ψ1(t) + ψ3(t)

)
1[0,θ](t),

β4(t) = 25
(
2ψ2(t) + ψ4(t)

)
1[0,θ](t),

β5(t) = 10
(
5ψ2(t) + 4ψ4(t) + ψ6(t)

)
1[0,θ](t),

β6(t) = 7
(
ψ6(t)− 10ψ15(t)

)
1[0,θ](t).

Se estudiará el comportamiento de los siguientes parámetros sobre la base de 100 repli-
caciones. En cada una de las simulaciones se calculará el MSE (error cuadrático medio)
y el ISE (error cuadrático integral) para β, dado por

∫
I
(β(t)− β̂(t))2dt.

37
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5.1. Primer modelo

Una particularidad de la función β para este modelo es que hay una discontinuidad
esencial en θ sin embargo las derivadas presentan una discontinuidad evitable alĺı.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,487 0,009 0, 851 3 810, 515

A (con F2) 0,500 0 0,957 0,078

A (con F3) 0,500 0 0,993 0,084

B (con F1) 0,514 0,006 1,765 70,812

B (con F2) 0,555 0,092 61,721 311,574

B (con F3) 0,514 0,005 2,040 69,188

Sin truncado (con F1) - - 0,740 107,022

Sin truncado (con F2) - - 71,989 476,605

Sin truncado (con F3) - - 0,840 106,670

Cuadro 5.1: Estimaciones de parámetros para el modelo con β = β1.

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.1: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.2: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método B con F1.

(c) Método B con F2. (d) Método B con F3.

Figura 5.3: Histogramas para θ̂.

Para el método A, tanto con la función F2 como con F3 el valor de θ̂ siempre fue el
mismo en cada una de las 100 simulaciones. Esto puede deberse a que para minimizar,
se consideró θ en el espacio discreto {0, 0,01, 0,02, . . ., 0,99, 1}. Por esta razón no fue
necesario realizar sus histogramas.
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5.2. Segundo modelo

La función β en este modelo es continua en θ, no aśı su derivada que presenta una
discontinuidad esencial. La derivada segunda presenta, en cambio, una discontinuidad
evitable en θ.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,449 0,012 0, 873 14 373,864

A (con F2) 0,477 0,005 0,964 2,450

A (con F3) 0,477 0,006 0,934 2,617

B (con F1) 0,486 0,010 0,942 11,676

B (con F2) 0,467 0,008 34,294 101,024

B (con F3) 0,489 0,005 0,949 1,203

Sin truncado (con F1) - - 0,747 23,853

Sin truncado (con F2) - - 79,780 235,142

Sin truncado (con F3) - - 0,893 2,273

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.4: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.5: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.6: Histogramas para θ̂.
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5.3. Tercer modelo

La función β presenta una discontinuidad esencial en θ, lo mismo con su derivada
segunda. En cambio, en su derivada hay una discontinuidad evitable en θ.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,462 0,016 0,875 8 315,386

A (con F2) 0,491 0,006 0,950 3,134

A (con F3) 0,492 0,006 0,960 2,817

B (con F1) 0,495 0,009 1,625 33,770

B (con F2) 0,320 0,027 95,279 217,952

B (con F3) 0,499 0,010 2,141 28,388

Sin truncado (con F1) - - 0,739 85,271

Sin truncado (con F2) - - 239,512 753,526

Sin truncado (con F3) - - 0,839 82,361

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.7: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3.
(d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.8: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.9: Histogramas para θ̂.
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5.4. Cuarto modelo

La función β de este modelo es continua con derivadas continuas en [0, 1] hasta
orden 3.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,385 0,012 0,917 158,441

A (con F2) 0,377 0,005 3,213 14,742

A (con F3) 0,398 0,008 0,982 2,662

B (con F1) 0,414 0,015 0,973 11,226

B (con F2) 0,376 0,011 55,624 165,320

B (con F3) 0,420 0,009 1,000 1,428

Sin truncado (con F1) - - 0,737 24,695

Sin truncado (con F2) - - 120,691 323,803

Sin truncado (con F3) - - 0,841 2,529

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.10: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.11: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.12: Histogramas para θ̂.
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5.5. Quinto modelo

La función β de este modelo es continua con derivadas continuas en [0, 1] hasta
orden 5.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,329 0,015 0, 908 1 220,003

A (con F2) 0,314 0,005 4,555 30,285

A (con F3) 0,348 0,009 0,979 3,584

B (con F1) 0,367 0,015 0,983 10,218

B (con F2) 0,335 0,014 117,090 343,080

B (con F3) 0,370 0,010 0,980 2,184

Sin truncado (con F1) - - 0,728 24,184

Sin truncado (con F2) - - 234,61 620,527

Sin truncado (con F3) - - 0,856 4,178

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.13: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.14: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.15: Histogramas para θ̂.
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5.6. Sexto modelo

La función β presenta una discontinuidad evitable en θ. Además, presenta ondas de
alta frecuencia resultando en derivadas con valores altos.

Método Media θ̂ Desv. θ̂ MSE ISE para β

A (con F1) 0,486 0,006 0, 858 3 038,775

A (con F2) 0,138 0,007 56,244 1 933,448

A (con F3) 0,492 0,004 0,874 293,697

B (con F1) 0,511 0,005 1,803 76,288

B (con F2) 0,181 0,208 88,405 2 467,393

B (con F3) 0,510 0,003 1,718 75,580

Sin truncado (con F1) - - 0,740 120,476

Sin truncado (con F2) - - 90,845 2 477,142

Sin truncado (con F3) - - 0,713 122,555

(a) Sin truncado con F1. (b) Sin truncado con F2. (c) Sin truncado con F3.

Figura 5.16: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.17: La función β está en negro y las estimaciones, en gris.
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(a) Método A con F1. (b) Método A con F2.

(c) Método A con F3. (d) Método B con F1.

(e) Método B con F2. (f) Método B con F3.

Figura 5.18: Histogramas para θ̂.
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Se espera que la elección de F permita algún balance entre el sesgo y la varianza
para las estimaciones de β en los diferentes métodos a través de la elección de m. F1

disminuiŕıa el sesgo sin considerar la varianza. Por otra parte, F2 tendŕıa en cuenta esto
último debido a que involucra a un término adicional ||Dβ̂||L2([0,θ̂]). En consecuencia,

la varianza (representada por el ISE) se reduce un poco más a costa de que el sesgo
(representado por el MSE) incremente. La última función F3 pretende solucionar el
problema del posible exceso de sesgo que pudiese surgir con F2. El logaritmo en el
término adicional intenta no dar tanto peso al ruido y recuperar la importancia del
término referido al sesgo. Esto debeŕıa lograr un intermedio entre los resultados de F1

y F2.
En los resultados se suele encontrar este patrón esperado en ambos métodos. En el

método A suele aparece otro patrón también: la función F1 induce estimaciones de β
mayor varianza mientras que F3 genera menores y F2 logra un valor entre ambos. En el
método B suele aparece otro patrón en el que F2 genera β̂ de mayor sesgo, F1 de menor
y F3, un valor intermedio.

En ambos métodos y modelos se suele encontrar el siguiente orden respecto al des-
empeño para estimar θ: F3 devuelve estimaciones de θ mejores y F2, más alejadas del
valor verdadero. Entre los diferentes modelos, aquellos en donde el verdadero β pre-
senta una discontinuidad en θ generan mejores estimaciones θ̂ que aquellos donde es
continua. Un acercamiento lento de β hacia 0 a medida que t tiende a θ en cambio hace
que sea dif́ıcil detectar θ. Por eso los modelos con β4 y β5 no generan resultados tan
satisfactorios como en los primeros modelos.

El modelo con β6 deja en evidencia las complicaciones de la función F2 para estimar-
la. Debido a las altas frecuencias de β6, el término del MSE es despreciable en F2, en
consecuencia, se seleccionan aquellas estimaciones de β con menor monotońıa apenas
teniendo en cuenta el sesgo.

Respecto a la comparación de los dos métodos, el A parece más satisfactorio para
dar estimaciones con menor MSE. Por otra parte, el método B es preferible para obtener
estimaciones más cercanas a θ y de menor ISE. Este método entonces puede resultar
mejor para predecir respuestas. Esta conclusión no tiene en cuenta al método B mediante
el uso de la función F2 debido a la calidad significativamente menor de las estimaciones.
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