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Capitulo 1

Introduccion

El punto de partida de Tesis de Licenciatura es el desarrollo y andlisis didactico-matematico de una
propuesta didactica para el abordaje de la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central del Limi-
te en el nivel superior. Pero producir conocimiento que tenga que ver con acciones concretas sobre el
sistema educativo (independientemente de la escala o de la ambicién de estas acciones) interpela com-
pletamente nuestro sistema de conocimientos, desde mucho antes de poder llevarlas a cabo o incluso
de concebirlas.

Si le lectore de esta tesis ha sido -o ha tenido la intencién de ser- docente en cualquier nivel educativo,
sin duda habrd experimentado, al pensarse en posicidn de estar frente a un aula, el calor de numerosas
interrogaciones. {Qué sé (o creo saber) en torno a los asuntos que debo ensefiar? {Qué acciones puedo
promover para que otres aprendan? (Qué voy a ensefiar, y qué relacién tendré ello con lo que les es-
tudiantes aprendan? ¢Cémo aprendi lo que aprendi, cémo otres aprendieron? {Qué motivos llevaron a
que haya que ensefiar esto que hay que ensefiar?

Con mayor o menor medida, con mayor o menor marco tedrico, con mayor 0 menos experiencia, todes
hemos tenido que sortear la incertidumbre de estas y otras preguntas. Y hemos ido a nuestras aulas
asi a encontrarnos con la -afortunada- unicidad de cada grupo de estudiantes, de cada clase, de cada
curso. Y en estos encuentros, sin duda, hemos aprendido, desaprendido y reaprendido con elles. Esto
nos obligd necesariamente a repensar nuestras posiciones, a elaborar nuevas preguntas. Es la sucesién
de estos reposicionamientos en parte la que constituye finalmente nuestra manera de actuar en el aula.
En este entramado se encuentra, en un lugar para nada soslayable, el resto del mundo: ¢Como respon-
den otres estas preguntas que nosotres nos hacemos? ¢qué hacen otres frente a problematicas similares
a las nuestras? ¢Qué otras preguntas se hacen? ¢Como las responderiamos nosotres?

En el caso de este trabajo, nos vemos inmerses en una gran cantidad de produccidn, a nivel mundial,
en torno a la ensefianza y el aprendizaje de la matematica, y en particular de la probabilidad y la esta-
distica. Estos elementos sin duda atraviesan nuestra posicién y enmarcan la produccién de este trabajo.
Para llevar adelante esta tesis, hemos decidido tomar como punto de partida el sostén de una mirada
matematico-didactica que fuera transversal a todo el proceso, entendiendo que didactica y matematica
no pueden dislocarse a la hora de pensar en la ensefianza-aprendizaje de la matematica. Esta posicién

constituyé para nosotres un punto de observacion y andlisis para los diferentes asuntos que se abordan
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

en esta tesis.

Entre otros multiples puntos que los diversos desarrollos en el drea de la didactica de la probabilidad
y la estadistica nos aportaron, destacamos el de la mirada articulada de ambas disciplinas. Pese al lu-
gar propio adquirido por la probabilidad en la ciencia moderna, independiente de la estadistica, estas
disciplinas se encuentran tanto histérica como actualmente intimamente relacionadas. A estos fines
utilizaremos el término estocdstica, en consonancia con el amplio uso que este término recibe en la lite-
ratura, siempre que los conceptos evocados tengan, al menos para el aula, unos sentidos y maneras de
ser vistos desde alguna de estas disciplinas.

Para realizar este trabajo fue necesario realizar un recorte de los asuntos que esta propuesta se propone
abordar, que pudiera tomar en cuenta sus (interrelacionadas) dimensiones histérica, matemadtica, epis-
temoldgica y didactica.

A estos fines, organizamos la tesis en cuatro capitulos:
= Los Problemas
» La matematica y el Aula
» La Propuesta Did4actica
» Las Conclusiones

En el primero, nos proponemos recortar como dos problemas de naturaleza estocéstica incidieron en
el desarrollo de la probabilidad y estadistica, y en particular con relacién a la formulacién de la Ley de
los Grandes Numeros y del Teorema Central del Limite. Este breve recorrido por 140 afios de historia
matematica nos dara elementos para preguntarnos por cdmo estos problemas, y las ideas matematicas
que movilizaron y que fueron tan fértiles en la época, podrian ser tomadas en cuenta para el trabajo en
aulas del nivel superior.

En el segundo capitulo nos apoyaremos en una indagacion en bibliografia especializada en probabilidad
(especialmente en aquella que se utiliza en nuestra casa de estudios) con la intencién de poner en con-
sideracion aspectos tedricos en torno a algunos asuntos que esta tesis se propone abordar. En particular,
hacemos una sumarizacion de las técnicas empleadas en las diversas demostraciones de la Ley de los
Grandes Numeros y del Teorema Central del Limite.

Estos elementos se pondrdn en juego en el tercer capitulo, donde desarrollaremos un marco tedri-
co general que enmarca nuestro posicionamiento didactico. En este capitulo consideraremos algunos
aportes especificos de la didactica de la probabilidad y la estadistica, y realizamos un analisis didactico-
matematico de una propuesta didactica, con la intencién de que pueda ser de utilidad para docentes,
tanto de nuestra facultad como de otras.

Finalmente, el capitulo de conclusiones trataremos de atrapar algunas cuestiones globales que habre-
mos desarrollado, y dejar expresados lineamientos para profundizar o ampliar lo estudiado.

Para concluir, queremos enfatizar particularmente que nuestra experiencia de trabajo en la materia
Probabilidad y Estadistica (M) /Probabilidades (D), Probabilidad y Estadistica (C), Estadistica para la
Licenciatura en Quimica, entre otras, es un punto de apoyo para la reflexién sobre lo propuesto en esta



tesis de licenciatura. Es conveniente sefialar, a estos fines, que algunas ideas, conclusiones o propuestas
tomaron en consideracion esta experiencia, y nos permite sostener como premisa que la actividad do-

cente es, sin lugar a dudas, también una actividad de produccién de conocimiento.
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Capitulo 2

Los problemas

En definitiva, la probabilidad es sentido
comun reducido a calculo

Laplace, 1810

Una mirada que atraviesa el desarrollo de esta Tesis es como los asuntos matemadticos que pretenden
ser abordados desde la propuesta son productos ya elaborados en respuesta a determinados problemas
intramatemadtica y extramatematicamente complejos. Fueron necesarios procesos complejos y tempo-
ralmente extensos, dados hacia adentro de la comunidad de producciéon matemadtica (de los cuales las
discusiones entre matematiques fueron particulares protagonistas) no solo en términos la pertinencia
de las soluciones a dichos problemas, sino de la produccién y desarrollo de conocimiento relevante
para entenderlas, mejorarlas y profundizarlas. Se parte de la pregunta de cémo tomar en cuenta estos
elementos (ademads de los que proveen los libros de texto), no desde el punto de vista de un relato,
sino desde la propia sustancia de los conceptos en cuestiéon, de modo que considerarlos en un diseiio
didactico que pueda ofrecer a les estudiantes nuevas oportunidades de construir conocimiento.

El abordaje de una investigacion que incorpore elementos para pensar una propuesta didactica en
torno a dos grandes teoremas como lo son la Ley de los Grandes Nimeros y el Teorema Central del Limite
nos lleva a pensar en cémo fueron evolucionando a lo largo del tiempo hacia adentro de la comunidad
cientifica y no cientifica. Ademads de buscar una suerte de cronologia que nos permita dar cuenta de
algunos hitos en este desarrollo, nos interesa indagar qué tipo de problemas han venido a resolver
estos resultados, pero mas: intentar encontrar, en la génesis historica de estos conceptos, aspectos de la
complejidad de su desarrollo que puedan ser de interés para esta tesis.

A esos fines, en este capitulo nos proponemos realizar un recorte sobre cémo los problemas

a) determinar la probabilidad de ocurrencia de un fenémeno aleatorio para el que no se dispone de

un modelo probabilistico,

y

b) determinar la distribucién del error aleatorio de un conjunto de mediciones obtenidas a partir de
un instrumento calibrado
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fueron abordados entre 1700 y 1840. Si bien el termino determinar puede resultar un tanto pretencioso
para la mirada actual de que propone la estadistica, optamos por plantear los problemas siguiendo su
formulacion original. Veremos también cémo el tratamiento de estos problemas posibilité el desarrollo
de teoria y técnica estocdstica que modernamente es relevante, tanto para la matemadtica en si como para
la educaciéon matematica. Asimismo, a partir de este recorte, queremos extraer elementos interesantes
para el desarrollo de este trabajo. Al principio de cada seccion, incorporaremos una linea de tiempo que
puede ser 1til para tener de referencia a lo largo de la lectura.

En este capitulo tomaremos como referencias principales los libros [34] y [41].

2.1. El problema del azar

Algunas referencias a los inicios de la probabilidad
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Aungque los juegos de azar' parecen haber comenzado a practicarse hace al menos 4000 afios? y

haber sido populares en Grecia y Roma, no se dio, como por ejemplo en el caso de la geometria, un
interés o estudio con relacion a ellos en particular, y al azar en general, sino hasta principios del 1500,

al respecto de los varios problemas que modernamente se conocen como .* problema de los puntos":

Dos jugadores juegan un juego justo, y deciden que el premio serd para aquél que gane seis
rondas. Supongamos que el juego debe detenerse antes de que alguno gane. ¢Cémo deberia

dividirse el premio? [53]

Grandes matemdtiques como Fray Luca de Pacioli en 1494 o Nicolo Tartaglia en 1556 propusie-

ron soluciones, sin contar con un conjunto de conocimientos especificos que permitieran estudiarlo.

1Del 4rabe “al-zar”, flor, por la que se pintaba en una de las caras del dado
2E] primer juego del que se tiene conocimiento, y que atn hoy es practicado en Espafia, es el de tirar unos pequefios huesos
llamados &stragalos, que hacfan sus veces de dados
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Quienes finalmente pudieron dar una respuesta satisfactoria fueron Pierre de Fermat y Blaise Pascal,
considerados fundadores del estudio de la probabilidad a mediados del 1600. La solucién impacté en la
comunidad de aquel momento, ya que consistia en conjeturar sobre una base combinatoria al respecto
de eventos que ya no ocurririan (puesto que, como indica el enunciado, el partido es interrumpido).
Segun Batanero y Godino, existian dificultades para concebir la idea de suceso aleatorio. Al respecto,

sefialan que:

“una de las posibles causas de estas dificultades (...) era el uso que se hacia de [los dados]
en ceremonias religiosas para que la divinidad mostrara su voluntad. Cualquier intento de
prever el resultado del lanzamiento podia ser interpretado como una pretensién de adivinar
la accién de la deidad correspondiente, y este acto de impiedad podria tener mala suerte
(...) Kendall (1978) incorpora como otros posibles elementos a tomar en consideracién: la
ausencia del desarrollo de un dlgebra combinatoria y la existencia de barreras morales o
religiosas para el desarrollo de la idea de aleatoriedad y azar (P 30 y 31) [6]

Estos elementos nos hacen poner en consideracidn la existencia de una distancia, desde el punto de vista
epistemolodgico, entre la concepcidn de que sobre determinados sucesos no se sabe cual de ellos ocurrira,
y la cuantificacién de esa incerteza, incluso cuando los sucesos en cuestién son parte de juegos cuyas
reglas se encuentran perfectamente definidas. Luego de que Fermat y Pascal compartieran su solucion,
«todo Paris estaba hablando del descubrimiento de una nueva ciencia» [53] En 1657, el matematico
Cristian Huygens publicé "De ratiociniis in Ludo Alae.e® 1657, donde no solo exhibe las soluciones a

diversos problemas originados en juegos de azar, entre ellos la Ruina del Jugador , sino que

El pequefio tratado se convirti6 en el primer trabajo impreso sobre cdlculo de probabilida-
des y referencia basica para los autores que en los inicios del siglo XVIII irrumpieron tan

arrolladoramente en la consolidacién del mismo. [52]

Ahora bien: la probabilidad y el azar se encontraban circunscriptos al 4mbito de los juegos de azar.
En términos actuales, trabajaban en espacios equiprobables, haciendo desarrollos combinatorios para
poder contar. Llevarla a otros terrenos constituyé un salto dificil y considerable, de la mano de Jakob

Bernoulli y de la primera formulacién de la Ley de los Grandes Niimeros. Como lo refiere Anders Hald:

En los tiempos de Bernoulli, la Doctrina de posibilidades, nombre que recibia la probabili-
dad, tenia como objetivo el calculo de la esperanza de ganancia de un juego de apuestas.
Gracias a las simetrias de estos juegos, todos los sucesos posibles eran considerados igual-
mente probables y permitieron la definicion clasica de probabilidad como el cociente entre
el nimero de casos favorables al total de casos posibles. La gran visién de Bernoulli fue ex-
tender esta doctrina de posibilidades a una teoria de probabilidades que permitiera abordar
eventos inciertos (...) en los que la definicidn clésica es imposible de usar, ya que los eventos
en cuestién dependen de numerosas causas desconocidas” [41]
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El trabajo de Bernoulli

Todas las cuestiones del calculo de
probabilidades pueden reducirse a una
hipétesis simple: que una cierta cantidad de
bolillas de colores diferentes han sido
mezcladas en una urna, de la cual se extrae
una cierta cantidad al azar en un cierto

orden y en una cierta proporcion

Condorcet, en el prefacio de "Mémoire sur les
probabilités” de Laplace, en 1780, citado por
Daston en [26]
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Parafraseando a Daston en [26], la “Doctrina de posibilidades” tenia como objetivo ofrecer un discurso
racional que funcionara para sostener una cierta manera de hacer ciertas cosas (aceptar una hipoétesis
cientifica, realizar una determinada inversidn, etc), pero no contaba con un discurso propio especifico
constituido hacia dentro de la comunidad matematica, De hecho, es en interrelacion con estos problemas
a resolver, y con desarrollos matematicos, que la teoria de probabilidades se ha desarrollado a lo largo
de la historia.

“La teoria cldsica de probabilidades era una disciplina de la matematica en un sentido am-
plio, construida sobre un cierto consenso alrededor de qué era lo “razonable”, y que a su
vez debia funcionar como una asistencia al “sentido comun” a partir de incorporar calculos

durante la toma de decisiones”. [26]

Entre la gran cantidad de matematiques con apellido Bernoulli que se dedicaron, entre otras areas, al
desarrollo de la matematica, cinco de elles hicieron importantes contribuciones a la probabilidad y es-
tadistica. El primero, Jakob, escribié su famosa Ars Conjectandi, traducido como El arte de conjeturar,
libro de gran importancia en la historia de la probabilidad. Es interesante observar el sentido que el tér-
mino “conjeturar.2dquiere dentro del libro: “designamos como el arte de la conjetura o de la suposiciéon
al procedimiento de medicion mas exacta de las probabilidades de las cosas”. Este libro, en particular,
es de los primeros en ocuparse de la tarea de definir la probabilidad:
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“La probabilidad es un grado de certeza, y se diferencia de ella como la parte del todo (...)
si la certeza total o absoluta, que designamos por medio de (...) 1, consta de cinco partes,
de las cuales tres son favorables al acaecimiento presente o futuro de cierto suceso (...) en

tal caso diremos que el suceso tiene %a o % de certeza” [7].

Como podemos leer, la nocién de probabilidad de Bernoulli estd asociada a la idea de certeza, y se
calcula como actualmente se calcula la probabilidad en espacios equiprobables.

Por otra parte, el autor plantea un problema:

“Pero aqui parece que, para la formacion correcta de suposiciones sobre una cosa cualquiera,
tan solo es preciso averiguar exactamente el niumero de estos casos [aquellos en los que
esta cosa ocurre, y aquellos totales] y luego determinar en qué medida unos casos pueden
ocurrir mas facilmente unos que otros. Pero aqui parece residir precisamente la dificultad,
pues esto solo es posible en un nimero minimo de fenémenos y casi exclusivamente en los
juegos de azar, pues (...) fueron disefiados por sus creadores de tal manera que los nimeros
de casos en los que el resultado es ganancia o pérdida estan determinados previamente y
son conocidos, y todos los casos tienen la misma facilidad de ocurrencia. Pero este no es el
caso para los muchisimos otros fendmenos que depende de las fuerzas de la Naturaleza o
del arbitrio de los hombres” [7].

En términos actuales, es el primer problema propuesto al principio del capitulo: determinar la pro-
babilidad de ocurrencia de un fendmeno para el cual no se dipone de un modelo probabilistico. Cabe
mencionar que este problema suele plantearse en cursos de estadistica como el caso mas sencillo de
inferencia, luego del desarrollo de una gran cantidad de teoria probabilistica.

Jakob Bernoulli, para la solucién, propone:

“Pero hay abierto otro camino para hallar lo que buscamos y averiguar, por lo menos a
posteriori, e.d., por medio del resultado de lo que se ha observado en numerosos casos en
ejemplos similares, lo que a priori no podemos determinar. Para ello hay que admitir que to-
do suceso individual puede acontecer o no acontecer en el mismo niimero de casos, al igual
que se observo antes, en un estado igual de las cosas (...) esta forma empirica de determi-
nacién por medio de observaciones no es nueva ni inusual (...) le resulta evidente a toda
persona que, para enjuiciar un suceso cualquiera, no basta llevar a cabo una observacion u
otra, sino que es necesario un numero grande de observaciones (...) pero si bien esto, por
la naturaleza de la cosa, lo entiende cualquiera, la prueba fundada en principios cientificos
no es evidente, por lo que estoy obligado a ofrecerla en este lugar” (P 401). [7]

Asi planteado, el problema de Jakob Bernoulli queda en una primera zona: demostrar que es de-
seable realizar un gran nimero de observaciones para inferir informacién sobre la probabilidad de

ocurrencia de un determinado fenémeno. No obstante, é1 amplia:

“Pero creeria que mi contribucién es muy pequeia si me quedara en la prueba de este tinico

hecho que todo el mundo conoce. Mas bien haya que tomar en consideracién algo en lo que
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nadie haya pensado todavia. Se trata de investigar si, por medio del incremento de observa-
ciones, crece constantemente la probabilidad de que el nimero de observaciones favorables
alcance, respecto del nimero de observaciones desfavorables, la proporcién verdadera, y si
esta probabilidad supera en definitiva todo grado de certeza.” [7]

Es decir: la ley débil de los grandes nimeros para variableas aleatorias con distribucién Bernoulli de
parametro p, donde p denota la proporcién en cuestion.. El detalle de la demostracidon del matemadtico
puede encontrarse en el Capitulo VI del libro de Uspensky [58]. Al respecto de ella, nos interesa resaltar

dos asuntos que son de interés para este trabajo:

1. Bernoulli, en su definicién de probabilidad como certeza, asume que los espacios muestrales son

equiprobables y por lo tanto.

2. La demostracién utiliza solamente, aunque de manera ingeniosa, la férmula de lo que hoy cono-

cemos como distribucién binomial.

Como mencionaremos en el siguiente capitulo, estas consideraciones sobre las hipétesis que el mate-
matico utiliza para realizar la demostracién nos permiten considerar posibles extensiones para la validez
de su razonamiento, es decir: {qué axiomas minimos serian necesarios para, sin necesidad de trabajar
en un espacio muestral equiprobable, arribar a la férmula de la binomial y, con ello, poder extender
la validez de esta demostracion? Amen de esta discusidn, nos parece interesante como este resultado,
aun en el caso restrictivo de un espacio muestral equiprobable, permite afirmar la convergencia de las
frecuencias relativas sin verla como un resultado particular de Ley Débil.

Observemos que en la formulacién misma del problema, y la de la solucién, la idea de determinar la
probabilidad experimentalmente tiene un rol central, tanto es asi que Bernoulli no quiso publicar su
trabajo -y de hecho fue una publicacién pdstuma-, aparentemente a causa de que la cantidad de repe-
ticiones necesarias (para estimar con un error pequeio) a la que él lleg6 con su demostracion era tan
grande que resultaba inaplicable, por lo que lo consideré irrelevante para sus contemporaneos. Afortu-
nadamente, se equivocd: tal fue el revuelo de su trabajo, que De Moivre dedicé un buen tramo de su
famosa "Doctrine of chances” en mejorar el trabajo de su predecesor. Lo que no sabria es que, en este
esfuerzo, daria una primera aproximacién al Teorema Central del Limite, demostrando que la curva que
modernamente conocemos como "Gaussiana.?proxima bien a la funcion de probabilidad puntual de la
binomial, lo cual actualmente es visto como una aplicaciéon del Teorema Central del limite, pero que
en los hechos es la primera aparicién de la Gaussiana en la literatura. Un detalle de este trabajo puede
leerse en el [41].

Antes de seguir avanzando, conviene observar, por una parte, que la resolucién planteada por Bernoulli
es modernamente valida, y que no requirid, por su parte, del desarrollo de una teoria moderna de pro-
babilidades para ser comprendida en su momento.

Por ultimo, el hecho de que Bernoulli descartara su trabajo por su inaplicabilidad es interesante, puesto
que destaca la relacion que existia para el matematico entre el resultado probabilistico y la posibilidad

de realizar una experimentacion cuyos resultados pudieran ser analizados.
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Quisiéramos, entonces, avanzar sobre el desarrollo del Teorema Central del Limite: hasta aqui, la
aproximacién normal de la binomial es casi un resultado técnico, significativo en la medida de que sub-
sana el problema de la inaplicabilidad encontrado por Bernoulli. En la seccidn siguiente nos proponemos

abordar los siguientes pasos del Teorema Central del Limite, como refiere Hans Fischer:

En sentido estricto, en realidad no hay que referirse [antes de 1810] al teorema central del li-
mite en relacion con sumas de variables aleatorias independientes, sino a un teorema central
del limite caso por caso. No obstante, después de 1810, cuando Laplace utilizé distribucio-
nes normales para presentar aproximaciones que eran validas en situaciones decididamente
generales, la afirmacion relativa a la existencia universal de una "ley de frecuencia"similar

X

2 . . L . L
a e * para sumas de grandes niimeros de variables aleatorias independientes adquirié el

estatus de ley natural a los ojos de casi todos los probabilistas del siglo XIX [34]

2.2. El problema de la medicién

No he tenido ninguna suerte con la
distribucién gaussiana
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Cronoldgicamente hablando, nuestro primer hito se encuentra en el trabajo de Laplace, quien se de-
dicé a estudiar, entre 1780 y 1810, si las posiciones de los planetas y de determinados cometas estaban
influenciadas por algun fendmeno celeste desconocido. Uno de sus grandes objetos de estudio fue el
angulo de inclinacién de 97 cometas respecto de la ecliptica®. Habiendo medido el 4ngulo de cada uno,
y obteniendo un promedio observado de aproximadamente 51,98 grados, Laplace se pregunto por la
probabilidad de que el promedio cayera en el intervalo [50—1,98; 50+ 1,98]. Solo una vez que Laplace
hubo producido, luego de mas de 30 afios de trabajo, su versién del Teorema Central del Limite, pudo
determinar que dicha probabilidad era aproximadamente %, y concluy6 que los cometas no se encon-
traban influenciados por ningin fenémeno celeste en particular. En el libro de Hans Fischer ([34]), y en

3Curva que describe la trayectoria del sol, tomando un sistema de referencia centrado en el planeta tierra
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el de Hald ([41]), se puede encontrar una referencia precisa a como Laplace fue atacando el problema
con diferentes técnicas. Si nos interesa destacar que el matematico, asumiendo que los dngulos seguian
una distribucion uniforme entre 0 y 100 grados, primero intenté producir una férmula para calcular de
manera exacta esta probabilidad. Ante la imposibilidad de aplicar la formula obtenida, migr¢ a diferen-
tes estrategias de aproximacion. De Moivre ya habia estudiado, para el caso de estimar la probabilidad
de la suma de los resultados de tirar n dados de k caras, la probabilidad de que la suma tome valores
en una cierta regién, utilizando funciones generadoras de probabilidad*. Lo que fue clave para que La-
place lograra su version del TCL fue la modificacién de las funciones de generadoras de probabilidad,
sustituyendo el término t por e*, constituyendo una referencia crucial de los trabajos posteriores de
Liapunov, que en 1908 dio la primer demostracién moderna del TCL utilizando, justamente, funciones
caracteristicas. Un detalle mas explicito puede encontrarse en A History of CLT. El autor, ademas, refiere

que

“Laplace en ningtin momento establecié un teorema general que se corresponda con el Teo-
rema Central del Limite en el sentido actual. El solo trabajé con problemas particulares
relativos a la aproximacién de sumas o combinaciones lineales de un gran ntimero de va-

riables aleatorias (en muchos casos, errores de observacién)”. [34]

Esta referencia nos permite interiorizarnos en un problema que entrelaza a Laplace, Legendre y
Gauss, y en torno al cual se consolida la difusién del Teorema Central del Limite, y de la distribucién
normal. Nos interesa sefialar que, tanto en el trabajo de De Moivre como en el de Laplace, la aparicién
de la famosa e’ responde a la supresién de términos de orden superior a 2 empleados para la apro-
ximacién de la densidad de la suma de N variables aleatorias, mientras que en el trabajo de Gauss, el
surgimiento de la normal se debe a un razonamiento que encontramos muy interesante, y que desde el
punto de vista estocdstico tiene su interés también. En términos actuales, Gauss propone un modelo de
posicidon y muestra que si la funcién de verosimilitud se maximiza en el promedio, entonces la distribu-
cinl central es la densidad normal centrada. La demostracion de este resultado se incluye en la Seccién
23.1
Ya desde el afio 1750, mucho antes de que Laplace hubiera demostrado su versién del TCL, era objeto

de estudio el problema general de hallar un vector v que ajuste un modelo experimental de la forma
d+e=AY, (2.1)

donde A es una matriz dada, d = (d,...,d,) es un vector de n observaciones, y € = (&1,...,&,) €S
un sumando aleatorio n-dimensional, denominado en este trabajo error observacional. donde A Si bien
modernamente los modelos de posicién se expresan con el sumando aleatorio en el miembro derecho,
en [34] se recupera el uso epocal de dicho sumando. El hecho de que ¢ se asuma simétrico hace que

una y otra formulacién sean equivalentes.

“Dada una sucesién {a, },cy, Su funcién generadora asociada es el polinomio P(t) = Z:: 1 Qg t*. Observar que si escribimos,
para lo que hoy conocemos como "Funcién generadora de Momentos”, su desarrollo en serie de Taylor en torno a x = 0,
obtenemos una expresion anéloga a la de funcién generadora de probabilidad. Es conveniente observar que, en estas épocas,
las series de potencias eran de extrema utilidad para numerosos ambitos de la matematica



2.2. EL PROBLEMA DE LA MEDICION 15

Para fijar ideas -y el caso base con el que trabajé Gauss-, observemos que un caso particular de este
problema general es considerar, para cada i, d; + &; = 1, teniendo ¢; la misma distribucién, para todo
i. Este caso recibe el nombre de el caso de la observacion directa, en el que el valor real (1)) difiere del
i-ésimo valor observado en un término aleatorio aditivo denominado error. Diversos métodos para la
estimacién de ) fueron desarrollados a partir de 1750 (Laplace, de hecho, propuso dos diferentes, uno
en 1788, conocido como "método de promedios”, y otro en 1799, conocido como "método de minimas
desviaciones absolutas”), hasta que, como refiere Hald ([41]), en 1805 Legendre propuso el método de
cuadrados minimos®.

Legendre dio argumentos intuitivos para sostener que el método de cuadrados minimos, originalmente
considerado para el modelo (2.1), era muy bueno para estimar . Notemos que para el caso de obser-
vacion directa, este método estima a 1) con el promedio de las observariones d;. Tanto Laplace como
Gauss se propusieron demostrar la optimalidad ® del método de cuadrados minimos. Laplace utilizé,
para el caso general presentado en (2.1), su recién demostrado Teorema Central del Limite. En cambio

Gauss, para el caso de la observacién directa, partié de la siguiente hipdtesis:

“Se ha considerado ciertamente como un axioma la hipdtesis de que si alguna cantidad ha
sido determinada por varias observaciones directas, realizadas en las mismas circunstancias
y con igual cuidado, la media aritmética de los valores observados proporciona el valor mas
probable [a los valores observados] (Gauss, 1809 [37], p. 258, citado por Hald [41]) [37].

Es decir, postula que v definido por ¢ = es el valor que maximiza lo que hoy conocemos como

ZF:1 di
n
la funcién de verosimilitud en un modelo de posicidn. Este hecho permite que pueda deducir que si ¢

denota la densidad de ¢ y $ es el valor de x que maximiza

¢(x—dy)...p(x—d,), (2.2)

entonces ¢ es lo que hoy conocemos como densidad Gaussiana. El detalle de esta demostracion se
encuentra al final del capitulo.

Luego, para el caso general planteado en (2.1), asume que ¢; se distribuye normalmente, pudiendo
definir una funcién de verosimilitud en el sentido moderno. Invocando nuevamente un argumento de
méaxima verosimilitud concluye que el método de cuadrados minimos coincide con los valores que ma-

ximizan la verosimilitud.

Fue objeto de critica en la época la asuncidn de que el promedio es el mejor estimador de la magnitud
desconocida, la propuesta de que ¢; se distribuye normalmente y también la factorizacién presentada
en (2.2). No obstante, la claridad y concisién de estas ideas tuvo una aceptacién muy amplia, tanto que

5Omitimos una discusién que da Hald en torno a que, si bien la primera publicacién donde aparece cuadrados minimos
es la que mencionamos, "Laplace escribié que Legendre fue el primero en publicar el método, pero que debemos a Gauss la
justicia de observar que €l habia tenido la misma idea varios afios antes, que la habia utilizado y que la habia comunicado a
varios astronomos."Hald, [41] P50

6A 1o largo de estas lineas haremos un uso vago de la palabra optimalidad, en consonancia con el tratamiento que recibe
en los libros de referencia de este capitulo ([41], [34].
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aunque Gauss produjo poco tiempo después otra justificacién de la optimalidad que no implicaba dedu-
cir la distribucién de ¢, su primer solucién se difundié ampliamente. Un curioso ejemplo en la historia
de la matemadtica en el que una primer, pese a sus falencias matemadticas, pregna en el discurso de la
época dentro de la comunidad cientifica de manera significativa atin habiendo presentado poco tiempo
despés una solucién superadora. Uno de los atractivos que también recibié esta solucién es que permi-
tia ubicar el problema de conocer una determinada curva de errores, es decir, el grafico de la funcién
de densidad del error, en términos de un problema paramétrico, al incorporar lo que hoy conocemos
como la varianza del error. De esta forma, llegamos al conocido modelo de posicién y escala para las

mediciones, que asume que d ~ N(3, %), uno de los pilares de la inferencia estadistica.

Persistia, junto al eco de las criticas, la pregunta de si esta curva del error propuesta resultaba
consistente con la manera en la que se distribuian las observaciones (en consonancia con el status de la
teoria de probabilidades en aquella época) y si podian subsanarse las limitaciones de la demostracién
de Gauss.

Hagen y Bessel se abocaron a esta tarea. Como refiere Hald,

“En 1818, en el estudio de las ascensiones y declinaciones de estrellas, Bessel hizo una
comparacion entre las frecuencias relativas de los residuos de observaciones directas que
caian en un determinado intervalo, y las respectivas probabilidades calculadas segtin la ley
de errores de Gauss, encontrando una buena correspondencia entre ambos conjuntos de

valores. [41]

Por otro lado, Hagen (discipulo de Bessel) postula la denominada hipotesis de los errores elemen-

tales, segtin la cual

“El error resultante de cualquier medicion es la suma aritmética de una cantidad infini-
tamente grande de errores elementales [“elementéire Fehler”], todos del mismo mddulo,

donde cada uno puede ser positivo o negativo" [34]

En [34] se encuentra la demostracién de Hagen de la Ley Gaussiana, que en consonancia con la
hipétesis de errores elementales, considera la suma de 2n variables aleatorias X; a valores —% y %,
cada uno con probabilidad %

Conviene sefalar que, en 1838 Bessel generaliz6 la hipdtesis de errores elementales, detalle que
puede leerse en [34].

Antes de terminar este breve recorrido, nos interesa observar que la idea de estudiar la distribucion del

error observacional no fue original de Legendre. De hecho,

“Daniel Bernoulli [1778] ya habia insinuado la idea de que cualquier error observacional es
producto de la suma de una gran cantidad de errores muy pequefios (...) y en 1780 discutio6
profundamente las “aberraciones” de relojes de péndulo a través de un modelo binomial, en
el que asumia una acumulacién de desviaciones equiprobables e iguales en modulo, aunque

no necesariamente en signo” [34]
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No obstante, se considera que Hagen desconocia el trabajo realizado por Daniel Bernoulli. De hecho,

este trabajo casi no tuvo repercusién en su época.

2.3. Consideraciones parciales

En el presente capitulo hemos abordado, realizando un recorte, las versiones de los problemas arriba
referidos en segin diferentes autores entre el 1700 y 1840, y sus respectivas soluciones, ya sean parciales
o totales. Para tener una perspectiva mas completa de esto, seria necesario realizar un estudio del uso de
la probabilidad inversa y el rol de los argumentos bayesianos a lo largo de este periodo, puesto que como
muestra el libro de Hald, estos asuntos fueron parte, no solo de los conocimientos en construccion en
aquella época, sino del desarrollo de de argumentos, intuiciones y problemas relevantes para desarrollo
de los conceptos que abordamos en esta tesis, y de otros mas en general que son interesantes tanto para
la probabilidad como para la estadistica. En particular, y como mencionamos mas abajo, la deduccién
de la normal por Gauss se apoya en un razonamiento que apela a la relacién entre probabilidades a
priori y a posteriori. Por su parte, no solo Laplace en 1774 ya habia hecho considerables estudios en
torno a la relacion entre estas probabilidades, sino que habia formulado lo que hoy conocemos como
"Teorema de Bayes” y abordado discusiones relevantes en torno a la Ley de los Grandes Ntiimeros de
Bernoulli tomando en consideracidon argumentos apoyados en probabilidad inversa. Finalmente y con
relacién a este asunto, nos interesa mencionar que razonamiento someramente esbozado en torno al
problema de los cometas que mencionamos, permite ubicar el trabajo de Laplace con estrecha relacién
a la nocién de intervalo de confianza.

También seria relevante incorporar el trabajo de Poisson, el cudl propuso una generalizacién a la Ley
de los Grandes Numeros de Bernoulli, relajando la hipdtesis de equidistribucién e independencia, y dis-
cutiendo ejemplos de no aplicacién de la Ley (destacando, entre ellos, el de la variable aleatoria que
actualmente recibe el nombre de Cauchy).

Tampoco hemos incorporado las discusiones posteriores al trabajo de Hagen, las cuales son particu-
larmente interesantes e involucran a matematiques y estadistas como Quetelet y Galton, este tltimo
particularmente famoso por el disefio del tablero de Galton, o Quincunx, disefiado para simular distri-
buciones binomiales, y su relacién con el Teorema Central del Limite. De hecho, nos inspiramos en el
trabajo de este ultimo para parte de la elaboracion de la secuencia didactica. Dar cuenta de manera pre-
cisa del entramado de conocimientos que hemos esbozado en estas tltimas lineas supone un despliegue

de mas largo aliento que, si bien excede el trabajo de esta tesis, pueden ser una via para profundizarlo.

A partir de lo desplegado en este capitulo, aparecen algunos asuntos que nos interesa sefialar.

» El desarrollo de conocimiento, digamos probabilistico, guarda una relacién muy estrecha con la
solucion de determinados problemas que hoy en dia ubicamos en el terreno de la estadistica, es-
pecificamente el de la inferencia estadistica (ya sea puntual o por intervalos). Por otra parte, la

pertinencia de estas soluciones estuvo histéricamente determinada por la puesta a prueba de las
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mismas, ademads de por criterios intrinsecamente matematicos. Por tanto, puede ser interesante
considerar un enfoque que se proponga no necesariamente reconstruir, pero si articular, a la ho-
ra de abordar determinados saberes en el aula, sentidos pertenencientes a ambas disciplinas a

proposito de problemas que las requieran genuinamente en su abordaje.

= Mads en particular, el tratamiento histérico de los dos problemas mencionados al principio del ca-
pitulo estuvo en estrecha relacion con el desarrollo de varios de los conceptos matematicos que
se abordan en la secuencia de que es objeto esta Tesis. Esta observacién nos permite ponderar la
posibilidad de disefiar nuevos problemas para el aula que permitan, a partir de su propuesta, la
generacién de condiciones para que les estudiantes se aproximen a algunos conceptos probabilis-
ticos y/o estadisticos, en particular de la Ley Débil de los Grandes Numeros y del Teorema Central
del Limite.

= Algunas de las soluciones dadas a estos problemas -pero que no hemos desplegado aqui- involu-
cran la articulacién de conocimientos y técnicas pertenecientes a areas diversas (teoria de nume-
ros, analisis complejo, cdlculo diferencial e integral) las cuales no necesariamente son pertinentes
de abordar en un curso introductorio de probabilidad y estadistica. En el caso de la prueba de Ja-
kob Bernoulli, por su parte, si bien no apela a conocimientos que se ubiquen en otras areas, el tipo
de trabajo realizado puede resultar cognitivamente demandante si no se tiene particularmente en
claro el esquema de la demostracion y el sentido de los diferentes lemas que son necesarios para
llevarla adelante, redundando en un complejo esfuerzo cognitivo que bien puede ser puesto en
juego en otro tipo de actividades o desarrollos.

A partir de estas consideranciones, en adelante tendremos como norte abordar la pregunta de:

¢Como tomar en consideracion los elementos desarrollados en este capitulo, en torno a los
problemas de "determinar la probabilidad de ocurrencia de un fenémeno para el que no se
conocen sus leyes probabisticas” y "determinar el comportamiento del error aleatorio de un
conjunto de mediciones” para elaborar una propuesta diddctica que contenga la intencién
de promover espacios de trabajo matematico en aulas de matematica donde se construyan
conocimientos estocasticos en general, y en torno a la Ley de los Grandes Numeros y al
Teorema Central del Limite en particular?

En funcién de lo desarrollado en este capitulo, sostenemos que si bien estos problemas son matematica-
mente relevantes y movilizaron conocimientos relativos a lo que interesa estudiar, su fertilidad y poten-
cialidad dentro de un aula de matematica dependen de la posibilidad de adaptarlos en el marco de una
propuesta didactica que permita sostener su tratamiento. En este sentido, nos distanciamos de una posi-
cion que pretenda un intento de homologacidn o recreacion histérica con la intencién de abordar estos
conceptos. No obstante, es necesario sefialar como, a partir de este estudio, se obtuvieron referencias
concretas no solo relativas a la interrelaciéon histérica entre la solucidn de estos problemas y el desarrollo
de determinados conceptos, sino a la constituciéon de un punto de observacién didactico-matematico pa-
ra posteriores desarrollos y tratamientos de estos asuntos. En este sentido, para producir la adaptacion
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en cuestion necesitamos avanzar en el estudio de producciones matematicas y didactico-matemadticas

en el drea de probabilidad y estadistica, de lo que nos ocuparemos en los siguientes capitulos.

2.3.1. Deducciones de la curva normal

Vamos ahora a presentar la deduccién de la curva normal hecha por Gauss, [34], en lenguaje mo-
derno. Para ello, denotemos con ¢ a la curva del error observacional (en términos actuales, la densidad
de la distribucion del error). Utilizaremos M; en lugar de d; para denotar las mediciones. La hipdtesis

SNM,

de Gauss es que L(x) = ¢(x —M;j)...¢(x —M,) se maximiza en x = ==, L. Modernamente, L(x) es lo
que conocemos como funcién de verosimilitud. Asumiremos, como lo hizo Gauss, que es una funcién
simétrica respecto al origen.

Tomando logaritmo, el matemético obtiene la expresién’:

In(L(x)) = In(¢p (X — My)) + ... + In(¢p (X — M,,)) (2.3)

N
YoM, . .
2 Mi maximiza a L(x) por hipétesis, resulta

y luego, derivando respecto de x y utilizando que x = ==

que dicho x es solucion de
Plc=My) = My) _
¢(x —M;) ¢(x —M,)

Ahora bien: como la asunciéon de Gauss es para cualquier conjunto de observaciones, y no depende

2.4)

del tamafio de n, Gauss en particular plantea considerar el caso particular donde M; = M; —N.n, para
i =2,...n,donde N es un valor cualquiera M; es arbitrario. El promedio correspondiente a estos valores
esta dado por M; —(n — 1)N y reemplazando en (2.4), llegamos que a ¢ debe satisfacer la siguiente
condicidn:

P(=DN) _ | $)
(11N PN’

Ahora bien, esto es equivalente a

¢ (n—DN) ')

p(n—DN)(n—1) ¢(N)’

Luego, si multiplicamos por 1%’ tenemos que

¢'(n—1N) __ ¢'(N)
¢((n—DNN(n—1)  ¢(NIN

"Le Cam, en 1986, explica que el planteo de Gauss tuvo notables detractores que, por su parte, sefialaron diversas fallas
en el argumento. Una de las criticas mds fue que la densidad de las observaciones no deberia ser del tipo f(x — 6) sino
mads generalmente f (x, 6). Bertrand mostré que si el promedio de las observaciones es el estimador de méxima verosimilitud,
entonces f (x,0) no tiene por que ser Gaussiano, aunque si de la familia exponencial. También critica el principio del promedio
aritmético, explicando que las observaciones anémalas deben tener menos peso que las otras.
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Sustituyendo A = N(n— 1), se tiene que para todosn € N,N € R

$'(a) _ ¢'GE)
P(A)A (B

n—1

Luego, fijado z € R, tomando N = -%5, resulta

P 9GED
$(2)z G

De lo que si
/
lim LAO) =K
u=0 ¢ (u)u
concluimos que, para todo z € R,
¢'G) _
¢ (2)z

CAPITULO 2. LOS PROBLEMAS

La solucidn de esta dltima ecuacion diferencia estd dada por la densidad de una normal de esperanza 0

y varianza K.



Capitulo 3

La Matematica y el Aula

Un aula -vista hacia dentro de una institucidon, con sus docentes y sus estudiantes- es un territo-
rio donde circulan conocimientos de variada indole. Muchos de estos conocimientos estan referidos a
ciertos saberes que existen en determinadas comunidades cientificas, las cuales los expresan mediante
producciones de naturaleza diversa. Cuando se trata de poner a circular algunos de estos saberes en
instancias de formacién de estudiantes, unas producciones particulares cobran relevancia: los libros de

texto.

Tanto en la etapa de conformacién de una determinada asignatura, como en el proceso de dictado
de la misma, estos libros son una referencia: alli se encuentran expresados consensos relativamente
amplios en torno a los asuntos matematicos que se tratan en ellos (definiciones, nombres, objetos) y se
encuentran por doquier decisiones de les autores en torno a la estructuracién, organizacién y enfoque

de sus contenidos.

En este capitulo, hemos realizado una incursiéon en parte de la bibliografia especializada en proba-
bilidad y estadistica, producida entre 1930 y 2020, de la cual las materias de nuestra facultad hacen
uso (destacamos [29], [45], [47], [38], [38], [58] y [60]). Asimismo hemos realizado una exhausti-
va revision de los apuntes que los docentes de las materias del drea comparten con sus alumnos. En
particular, nos hemos nutrido de las notas del Prof Pablo Ferrari y de las elaboradas por la Prof Maria
Eugenia Szretter y las del Prof Victor Yohai. Si bien este material no es de publico acceso, consideramos
pertinente citarlo cuando expongamos ideas inspiradas o relacionadas con el mencionado material. A
partir de esta incursion nos interesa proponer, por un lado, algunas discusiones en torno a las diferen-
tes alternativas encontradas para pensar posibles organizaciones matematicas de determinados asuntos
hacia adentro de un aula. Consideraremos posibles potencialidades didacticas de estas maneras de or-
ganizar el discurso matematico, algunas de las cuales propondremos en el capitulo siguiente en didlogo
con los problemas propuestos. Por otro lado, propondremos un recorrido por algunas demostraciones

de los grandes teoremas que se tratan en esta tesis.

21
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3.1. Algunas discusiones asuntos estocasticos que circulan en el aula

Un hecho en particular que atraviesa buena parte de esta seccidn estd en relacién con el rol que pue-
den cumplir los pasajes al limite para la definicién, motivacién o construccién de determinados objetos
o propiedades que son relevantes para la probabilidad y/o la estadistica.

Esta presumible conveniencia de la herramienta de pasaje al limite tiene su correlato en diversos con-
textos propios de la modelizacion de problemas mediante herramientas estocdsticas: aproximacién de
fenédmenos continuos mediante enfoques discretos, repeticién “infinita"de experimentos, conceptualiza-
cién de fendmenos continuos como limite (en algtin sentido) de fendmenos discretos, se encuentran por
doquier en los problemas de modelizacién, ya sean estos intra-matemadticos o extra-matematicos. Con-
sideramos que dar un lugar a ellos dentro de la construccidn de teoria y de la construccion de conceptos

puede ser una via interesante, que exploraremos con diferentes enfoques en las siguientes lineas.

3.1.1. La probabilidad, la probabilidad condicional y la independencia

Esta tesis, como se ha referido, parte de una posicion (que esperamos sustentar mas profundamente
en el siguiente capitulo) segtin la cual la construccién de conexiones entre las nociones probabilisti-
cas y la experimentacion, a partir de problemas que impliquen experimentar y/o simular situaciones
aleatorias, es una via interesante para dar los primeros pasos en la formacién estocdstica de nuestres
estudiantes. Consideramos interesante que el estudio de una Teoria de Probabilidades esté en relacién
con los conocimientos y problemas en torno a la probabilidad que les estudiantes tienen, que una gran
cantidad de veces estdn asociados al juego y a la experiencia. Segin el momento de la formacién en que
nos encontremos y de la profundidad matemadtica que querramos imprimirle, serd necesario construir
precisa y formalmente una Teoria de Probabilidades que permita, en su lenguaje, modelar estos y otros

problemas.

Esto nos expone a la tension, no especifica de ningiin nivel educativo, entre la construccién de teo-
ria matemadtica en el aula, y la inclusion en ella de los conocimientos que les estudiantes tienen y que
producen al interactuar con problemas matemdticos. Observemos que, si nuestro esquema se limita a
la espacios de probabilidad equiprobables, como lo son los asociados a juegos de azar (los cuales, como

hemos visto en el capitulo anterior, estan en el inicio del desarrollo de la teoria de probabilidades como

casos favorables

hoy la conocemos), una definicién de probabilidad que puede ser razonable es == posibles

. Una gran
cantidad de problemas y asuntos matematicos de naturaleza estocastica pueden ser abordados con esta
idea, posibilitando el desarrollo de intuiciones, heuristicas y razonamientos de mucha valia para la for-
macién estocdstica de les estudiantes. También permite un primer acercamiento a ciertas propiedades

que cumple cualquier medida de probabilidad.

Ahora bien, fuera de los juegos de azar empieza a crujir la validez de esta definicion, y surge una
pregunta que nos interesa hacernos: ¢De qué manera se puede articular la nocién frecuentista de la
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probabilidad con la teorfa axiomética'? Es claro el correlato experimental de la primera, y su limita-
cién formal ({cémo abordar, desde este punto de vista, la sigma-aditividad?). La segunda, por su parte,
puede -y, en cierta medida, debe- parecer artificial, e incluso al principio, disjunta con las cuestiones de
ella que competen al abordaje de problemas concretos ({qué sentido tiene, inicialmente, la formalidad
de la nocién de sigma-algebra, considerando cémo su uso intensivo cobra particular relevancia recién
en el tratamiento de los llamados Tail events, o eventos de cola?). De hecho, Kolmogorov introduce esta
nocion recién en el Capitulo 2 de su libro fundacional [43], mencionando que es "practicamente impo-

sible dotar de sentido empirico a este axioma."(Kolmogorov, 1956, p. 14)

Desde ya, no hay respuesta tnica a esta tension, que tiende a resolverse soportando una relativa coexis-
tencia de ambos asuntos. Suele asumir una forma en la que el enfoque frecuentista funciona como una
motivacidén y, a la vez, como un resultado provisorio e inspirador que podrd ser demostrado una vez
presentada la teoria axiomatica. Pero a estos fines aparece uno de los resultados que mostramos en el
capitulo anterior: que la existencia del limite de las frecuencias relativas puede sostenerse, apoyandose

en lo demostrado por Jakob Bernoulli ([7]), siempre que:

= Se esté trabajando en un espacio equiprobable.

= No se esté trabajando en un espacio equiprobable, pero se tenga definida una nocién de indepen-
dencia que permita postular que la probabilidad de que un evento determinado ocurra k veces se
corresponde con la funcién de probabilidad puntual de una variable aleatoria binomial.

También mencionaremos en este capitulo que, en términos modernos, podemos ver en [58] que Can-
telli demuestra la Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros para variables aleatorias Bernoulli, prosiguiendo
y mejorando al demostracién de Jakob. A partir de lo que acabamos de mencionar, nos interesa indagar
en dos conceptos que también guardan una profunda relacidon con la modelizaciéon de problemas: la
independencia y la probabilidad condicional.

Ambos conceptos tienen diferentes versiones cuando son mirados en espacios de probabilidad equi-
probables, y cuando no. Por ejemplo, en un espacio de probabilidad equiprobable, se puede dar una

definicién de probabilidad condicional cercana al contexto de modelizacién de problemas:

Cantidad de eventos unitarios compatibles con Ay B

P(A|B) = _ — -

Cantidad de eventos unitarios compatibles con B
que puede ser vista como una férmula que restringe el espacio muestral al conjunto B Frecuentistica-
mente hablando, por su parte, una manera de motivar la definicién de probabilidad condicional es la

que presenta el Prof. Pablo Ferrari en sus notas, al considerar

i Cantidad de veces que ocurrié Ay B
im
n—oo  Cantidad de veces que ocurrié B

que resulta compatible con motivacién de la probabilidad, pensada heuristicamente como limite de

frecuencias relativas. Observemos que, frecuentisticamente, también se recupera la idea experimental

!Omitimos la discusién sobre el enfoque bayesiano
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de restringir, del universo de observables, solo a aquellos que involucran la informacion de la ocurrencia

del evento B. Tanto desde la 6ptica equiprobable como desde la frecuentista, resulta intuitivo proponer

P(ANB)

P(AIB) = =S

siendo estd la igualdad que define a la probabilidad condicional en los libros de texto, y que les autores
suelen apoyar en algunas de las consideraciones que hemos mencionado lineas mas arriba.

En todos los libros de probabilidad, por su parte, la definicién de independencia es la misma y si bien
puede motivarse desde la definicién de probabilidad condicional, sortea la dificultad generada por even-
tos de probabilidad cero a la hora de condicionar, definiendo independencia en termino de la factori-
zacion de la probabilidad de la interseccién de dos eventos. Especificamente, dos eventos A y B son
independientes si

P(ANB) = P(A)P(B)

Ahora bien: los eventos no se llaman “interseccionalmente multiplicativos”. Se llaman “independien-
tes”. Este nombre convencional tiene una raigambre en la modelizacion de fenémenos -tanto histérica
como contempordaneamente-, y por ende cabe preguntarse por qué relaciones se pueden establecer en
esta direccidn.

Hay ciertos eventos que son claramente independientes (donde “claramente" quiere decir: seguramente
muy pocas personas objeten, para estos eventos, su independencia). Por ejemplo: el resultado de tirar
un dado, con respecto al resultado de tirar ese dado nuevamente. La defincién matematica procura dar
cuenta de la nocidn coloquial de este término. Como tantas veces, la matematica se apropia de palabras
que forman parte del lenguaje cotidiano para darles una definicién especifica procurando reflejar su

significado en la conversacion corriente.

La idea de independencia puede estar apoyada, ciertamente, en que el espacio muestral asociado
a la realizacién de dos experimentos puede expresarse como el producto de los espacio muestrales
de cada uno de ellos. Es decir, si €;, para i = 1,2, denota el espacio muestral asociado al i-ésimo
experimento, tenemos que £ = ; x £, permite registrar el resultado de cada par observado. Es decir,
Q es el espacio muestral del experimento compuesto. Ahora bien, si cada espacio era equiprobable el
experimento compuesta resulta nuevamente equiprobable en ©; x €,. Por lo tanto, si queremos ahora
calcular la probabilidad de que el resultado del experimento i pertenezca a A;, podemos expresar esto
en terminos del experimento compuesto. Luego, la probabilidad solicitada esta dada por

#(A) xAy)  #A] #A,
#(Q x Q) #Q #Q,

De esta manera concluimos que el significado coloquial de independencia en escenarios equiprobables
se condice con la definicién de independencia dada: la probabilidad de que dos eventos independientes
(en sentido coloquial) ocurran de manera simultanea esta dada por el producto de las probabilidades
de cada uno de ellos.
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Esta idea, en el marco equiprobable, es coherente con la regla de multiplicatividad que se aplica
para calcular el cardinal de ciertos conjuntos finitos, y que a nivel formal tiene un correlato concreto en
como es la construccion de la medida de probabilidad en el espacio producto.

Otra idea de independencia suele estar sostenida la falta de influencia causal: la informaciéon de la
ocurrencia de uno de los eventos no altera, de ningtin modo, la probabilidad de ocurrencia del otro.
Esta idea de independencia es un poco mas robusta desde el punto de vista experimental, y tiene que
ver con la reduccion proporcional de las probabilidades. Los eventos "sacar un as de un mazo de cartas”
y "sacar picas de un mazo de cartas” deben ser independientes, aunque causalmente uno implique una
reduccién del espacio muestral (si primero extraigo picas, estoy obligando a extraer ahora el as de

picas). Esta idea, por su parte, es consistente con la caracterizacién
P(A|B) = P(4)

De hecho, a un nivel mas formal, esta definicién de independencia implica (si B no tiene probabilidad
0) la multiplicatividad de manera bastante directa, por lo que es un posible punto de partida. El asunto
que aparece aqui es que, por un lado, no vale para eventos de probabilidad nula (consistentemente
con que la probabilidad condicional no esta definida en este caso), y por otro, que la idea de "falta de
influencia causal" puede llevar a conclusiones erroneas, segiin cémo sea la medida de probabilidad y
el espacio muestral en cuestion. No obstante, estas limitaciones formales tienen su contrapartida en
las limitaciones intuitivas de la definicion mas general: si nos quedamos con ella, dejamos de poder
describir y pensar numerosas situaciones donde las ideas de independencia, ya sean las asociadas a falta
de influencia causal como a las de multiplicatividad del espacio muestral. Para variar, la tensién entre
el alcance formal y el alcance de la modelizacién requiere una solucién que no implica el predominio

de uno sobre el otro, sino la articulaciéon de ambos.

3.1.2. Las variables aleatorias

Entre los objetos estocasticos ineludibles se encuentran, sin duda, las variables aleatorias, y con
especial mencién aquellas llamadas "famosas”. Una organizacién usual que reciben en los libros es,
una vez definida la axiomatica de Kolmogorov y realizado un trabajo en torno a ella y a problemas de
probabilidad, probabilidad condicional e independencia, se definen las variables aleatorias. Una posible
manera de introducir este tema es presentando a la variable aleatoria como una caracteristica asociada
a cada posible resultado del experimento, expresada como como funciones del espacio muestral en R.
Es una observable, entendida como un valor que observamos o calculamos una vez obtenido el resultado
del experimento.

En muchas situaciones la observable puede coincidir con el propio resultado del experimento. Por
ejemplo: para el experimento "tirar un dado", es natural considerar la variable X = "numero que sale en
el dado” y el célculo de su funcién de probabilidad puntual no representa mayor dificultad sin siquiera
pasar por el espacio muestral. Bishop [11], entre otros autores, evita hablar de espacios muestrales y
se embarca de lleno en las variables aleatorias (y vectores) y el calculo de probabilidad asociadas even-

tos de interés que son expresados en términos de las mismas: probabilidades puntuales, acumuladas,
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conjuntas, marginales.

El célculo de probabilidades asociadas a variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad
(9, F, P) requiere un manejo algebraico de nociones como imagen inversa y sus propiedades siendo que
la funcién de probabilidad P esta definida en el espacio (2, F) y es transportada para poder asignarle
probabilidad a conjuntos medibles en R mediante la formula Px(A) = P(X € A). Tipicamente el rigor
que se le de a esta problematica estd asociado con la madurez matematica de los estudiantes. Estos son
temas ampliamente estudiados en diferentes formaciones y adaptables en su formalismo, procurando
no perder de vista la caracteristica primordial del concepto: estamos ante una observable asociada a
un experimento incierto y necesitamos poder asginar probabilidades a los valores que esta observable

pueda tomar. Con o sin espacio muestral, esta es una idea central que necesitamos poder transmitir.

Con las variables aleatorias famosas puede darse un fenémeno comparable: mientras que algunas
pueden ser construidas con referencia a asuntos estocasticos concretos vinculados a los juegos de azar (la
distribucién binomial, bernoulli y geométrica son buenos ejemplos de esto), otras pueden ser motivadas
0 puestas en juego en otro tipo de situaciones. La incursién en la bibliografia permitié encontrar algunas
referencias concretas que pueden permitir enfocar a algunas variables famosas en este sentido, ya sea

comao:

1. Variables cuya férmula surge del planteo de problemas de modelizacion especificos, como es el
caso de la variable aleatoria de Cauchy (interseccion de un haz de luz proveniente de un punto

dado, con una recta que no pasa por ese punto).

2. Variables que se deducen de experimentos con probabilidad condicional (deduccién de la Beta

como a posteriori de la binomial)

3. Variables que pueden ser vistas como procesos estocasticos unidimensionales a tiempo discreto, ya
sea por refinamiento de experimentos discretos (la uniforme continua como limite de uniformes
discretas, la binomial y geométrica como limite de extracciones de urna) o por discretizacién de
un determinado experimento (la exponencial como limite de geométricas, la Poisson como limite

de Bernoulli’s)

Consideramos que estas posibilidades, en un aula, pueden ser fuente de discusiones y de interés para
les estudiantes. Por ejemplo, que el limite de geométricas sea la exponencial, es una manera posible de
abordar por qué se utiliza un modelo exponencial para la vida 1til de ldmparas de luz. Otro ejemplo es
la sucesién de v.a. “cantidad de bolillas negras extraidas con reposicién de una urna con N negras y B
blancas”, que es interesante para discutir con la asuncién, promovida por Quetelet a mediados del siglo
XIX, en torno a que todo fendmeno podia describirse, bien aproximado, por un modelo de urnas. No
es soslayable, por su parte, que en la organizacion usual de los contenidos la idea de convergencia en
distribucién usualmente es posterior, incluso, a la idea de vector aleatorio. Conviene preguntarse, por
otro lado, si estas consideraciones no permiten pensar en condiciones de posibilidad para la construccién

de ese asunto matematico complejo justamente a partir del estudio de variables aleatorias famosas.



3.1. ALGUNAS DISCUSIONES ASUNTOS ESTOCASTICOS QUE CIRCULAN EN EL AULA 27

3.1.3. La esperanza, la varianza y la desigualdad de Bienaymé-Tchebychev

Antes de abocarnos a los grandes teoremas, se encuentra la nocién de esperanza -y su nocién so-
lidaria, la varianza- que son objeto de abundante trabajo en el aula, y cuya multiplicidad de sentidos

puede ser fuente de diversas discusiones.

Omitiremos una discusiéon pormenorizada sobre los diversos sentidos que puede tener la esperan-
za. Partiendo de la definiciéon de esperanza para variables discretas, nos interesa problematizar una
posible aproximacion la definiciéon de esperanza para variables continuas. De ahora en mas, dada una
variable aleatoria X, si esta es una variable discreta definiremos su funcién de probabilidad puntual
como px(k) = P(X =k), para todo k tal que P(X =k) # 0. Si la funcién fx(x) = Fy(x) -donde
Fx(x) =P (X < x))- estd bien definida, la llamaremos densidad de la variable X.

Usualmente, una manera de definir la esperanza de variables continuas es por extension de la férmula

para variables discretas, reemplazando, en la definicidén de esperanza para discretas

E(X)= Y px(k)k
k€Ry
el simbolo de sumatoria por el de integral, y la probabilidad puntual por la densidad (si existe) multi-

plicada por el diferencial dx, quedando como sigue:

E(X) = f fx(x)xdx
R

Este enfoque tiene, como todos, sus potencialidades y sus limitaciones: {en qué sentido este reemplazo
simbdlico tiene un correlato en la modelizacion de fenémenos? Es interesante el uso de la discretizacién
que se realiza en el libro A natural introduction into probability (2003, [45]), que describimos a
continuacién, y que ofrece otra manera de aproximarnos a la definicion.

Dada X variable aleatoria, si consideramos la discretizacién
Xy=> ky
== - k k+1
n n n<x<5t}
keZ

se tiene que

E(X,)=). SP (Xn = S)

keZ
k (k k+1
=Z—P(—<X< +)
n n n

X (k+1)/n
=>.- f Fr(x)dx
k

kez /n

+00
=J s,(x)dx

—0Q
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donde

5 k+1
- .

sp(x) = Sfx(x) si <x<

n

Observemos que, de la definicién de s, (x), resulta que

52(0) —f ()] < = i ()

Por lo que:

’E(Xn)—J Xf(X)dx=U (5n(x) —xf(x))dx

SJ Isp () —xf(x)|dx
slf febo)dx =2,
nJ_o n

de modo que E (X,) — f_ozo fx(x)xdx. Consideramos que el resultado demostrado, que parte de dis-
cretizar un problema continuo, puede ser tomado como un buen disparador para la definicién de la

€speranza en el caso continuoz.

Habiendo motivado la definicién de esperanza en el caso continuo, nos interesa estudiar las re-
laciones entre la esperanza, la varianza y el desvio estdndar. Mdas especificamente, queremos abordar
maneras en que la matemadtica expresa la relacién entre varianza/desvio y la dispersién de la variable
aleatoria en torno a su esperanza, y qué sentidos posibles podemos recuperar con su trabajo en el aula.

En los cursos de Probabilidad y Estadistica, uno de los resultados que cuantifican esta relacién es la
desigualdad de Markov, que suele ser necesaria para demostrar la desigualdad de Bienaymé-Thebychey,
que se utiliza mds extensivamente. Es interesante observar que la primer formulacién en la historia de

esta desigualdad es, en lenguaje moderno, la siguiente:

Proposicion 3.1.1 Bienaymé 1852, [18] Tchebychev 1867, [56]
Sean X4, ..., X,, variables aleatorias independientes de rango finito con segundo momento finito, y sea a > 0.

Entonces,

a2

P Zn:Xi—zn:E(Xi) > a
k=1

k=1

Observemos que, para una sola variable aleatoria, la formulacién queda como sigue:

Proposicion 3.1.2 Bienaymé 1852, Tchebychev 1867
Sean X variable aleatoria de rango finito con segundo momento finito, y sea o > 0. Si o es el desvio de
X, entonces,

P(IX—EX)|> aocy) < é.

2Observar que un razonamiento analogo permite extender la definicién de esperanza para variables aleatorias con cualquier
tipo de distribucidn, utilizando la integral de Riemman-Stieltjes. Una escritura posible de este argumento puede encontrarse
en el apunte de Victor Yohai.
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Esta desigualdad nos informa que el desvio estdndar es una unidad universal para cuantificar la disper-
sion de una variable aleatoria respecto de su media. En este sentido, la desigualdad puede tener un
sentido operatorio concreto: cuantificar cudnta masa (respect a Pyx) concentran los valores que distan
de la media (u) mas que una determinada cantidad (a) de desvios estandar oy.

Por su parte, la formulacién que aparece mayoritariamente en los libros de texto es la siguiente:

Var(X)
P(X—EX)|>a) < 2
que por su parte permite cuantificar el hecho de que, a menor varianza, mayor cantidad de masa se
encuentra en torno al valor esperado. Nuevamente, formulaciones matematicas equivalentes comportan

sentidos potencialmente diferentes para les estudiantes.

3.2. Los grandes teoremas

En esta seccién, como adelantamos, enunciaremos diferentes versiones de los teoremas que esta

tesis aborda. Tanto su formulacién, como sus demostraciones, pueden ser elementos interesantes para
considerar en las discusiones de aula.
Ahora bien: antes de encomendarnos a esta tarea, es interesante detenernos parcialmente a preguntar-
nos por qué sentidos pueden construirse para estos teoremas con relaciéon a una mirada sobre problemas
donde estos teoremas puedan jugar un rol para resolverlos y/o motivar su conjetura. Especialmente esto
cobra relevancia cuando comparamos la ley débil y fuerte de los grandes nimeros. {Como se interpreta
la afirmacion P({w € /X, (w) = EX )}) = 1? Dejamos abierta esta pregunta, que nos interpela y cuya
problematizacién puede ser interesante para futuras investigaciones.

De ahora en més, diremos que un proceso estocdstico {X,},cy Vverifica la ley de los grandes nimeros
si

- e
X,—E(X,)—>0, siendo X,=-> X (3.1)
n -
i=1
Diremos que la ley es débil o fuerte segtin si la convergencia sea en probabilidad o casi todo punto.

3.2.1. Ley débil de los Grandes Numeros

Como mencionamos en el capitulo anterior, el primer registro que consta de este resultado es el que

sigue:

Proposicién 3.2.1 (Jakob Bernoulli, 1730, [7], [58]) Sean {X,},cy variables aleatorias Bernoullii.i.d.

Entonces vale la ley débil de los grandes niimeros.

Omitiremos la demostracion de este teorema por su extension y complejidad técnica. De todas formas,
puede leerse en detalle en el Capitulo 6 del libro de Uspensky, [58]. Recordemos que, si bien la de-
mostracion original asume que p es racional, la prueba puede extenderse al caso general. Nos parece

pertinente mencionarla en primer lugar, no solo por ser la primera en la historia, sino porque apela
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solamente a herramientas de andlisis matematico, junto a la asuncién (sin demostraciéon) de que, para
un experimento con dos resultados posibles, cada uno con probabilidad p y 1 — p, la probabilidad de
que haya k ocurrencias de uno y n — k ocurrencias de otro esta dada por el coeficiente correspondiente
del desarrollo del binomio (p + (1 — p))". En las materias de nuestra facultad, usualmente se suele dar

la siguiente versién de la ley débil:

Proposiciéon 3.2.2 Sea {X,},cy variables aleatorias i.i.d con segundo momento finito. Entonces vale la ley

débil de los grandes nimeros.

Asumiendo conocida la distribucién de la suma de variables normales independientes puede ser
interesante comenzar por la demostracién en el caso normal puesto que, en este caso, hay formula
cerrada para el célculo de probabilidades, sin necesidad de invocar desigualdades. Mds atn, este trabajo
puede desarrollarse despues de una experimentaciéon computacional, como se propone en el Problema
5 del Capitulo 4.

SiX; ~N(u,o0?), tenemos que, si Z = X”U_M, entonces Z ~ N(0,1) y luego
i~N(u q o y lueg
J/n
— X, — € ne
P(lxn_.u|>€):P( na £ >T):P(|Z|>L) (3.2)
vn v o

y esta tltima expresion converge a cero cuando n — 00. Queda asi demostrado el caso normal, valien-
donos del calculo de probabilidades siendo que podemos caracterizar la distribucién del promedio de
variables normales iid.

Ahora bien, el enunciado nada dice sobre la distribucién de las variables aleatorias. No tenemos infor-
macién para calcular P (|)_( n— Ul > e). Sin embargo, la desigualdad de Bienaymé-Tchebychev da una
cota que permite concluir el resultado enunciado. Cabe mencionar que calcular probabilidades bajo
normalidad y usar cotas universales permite abrir un debate interesante sobre las bondades y limita-
ciones de cada escenario. Conocer el modelo da lugar a resultados mas precisos, mientras que las cotas
permiten controlar casos mas generales a expensas de perder eficiencia.

En este sentido, consideramos que es interesante haber realizado un trabajo en el aula con esta des-
igualdad, de modo que su uso pueda, en el contexto general de una demostracién, apoyarse en una
experiencia de trabajo. La desigualdad de Bienaymé-Tchebychev permite demostrar la ley débil en es-

cenarios mas generales, como muestra el siguiente resultado, presentado en el Teorema 5.6 de [38]

Proposicién 3.2.3 Sean {X,},cy variables aleatorias no correlacionadas y supongamos que existe C tal

que Var(X;) < C, para todo i. Entonces vale la ley débil de los grandes niimeros.

En el libro Stochastics, de Georgii, se puede encontrar una demostracion de la ley débil para variables

iid (enunciado en el Teorema 5.7), asumiendo apenas primer momento finito.

Proposiciéon 3.2.4 Sea {X,},cy una sucesion de variables aleatorias iid de primer momento finito. Enton-

ces vale la ley débil de los grandes niimeros.

Antes de terminar esta seccidn, es interesante referirnos a una version del teorema en otro escenario,

cuyo detalle puede leerse en Uspensky:
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Proposicidn 3.2.5 Markov, en Uspensky (1937) [58]
Sean {X,},en variables aleatorias independientes. Si existen 6 > 0 y M de modo que, para todo n € N

E|X, | < M, entonces vale la ley débil de los grandes niimeros.

Ley fuerte de los grandes niimeros

Presentamos ahora una demostracién de la ley fuerte para el caso de variables iid con segundo
momento finito.
El siguiente resultado establece la validez del la ley fuerte para variables iid con primer momento

finito.

Teorema 3.2.6 Sea {X,},cy una sucesién de variables aleatorias i i.i.d. con E(|X;|) < oo. Entonces vale

la ley fuerte de los grandes niimeros.

Presentaremos la demostracion para el caso en que las variables aleatorias tienen segundo momento
finito. La demostracién del caso general puede verse en el Teorema 2.4.2 de [29].

Para comenzar, utilizaremos la siguiente condicién suficiente para la convergencia casi segura, que
se deduce del lema de Borel Cantelli:

oo
1 — >eg)< o0 e>0=> g casl seguramente. .
si > P(IY,—Y|>e) Ve>0=Y,—>Y casiseg (3.3)

n=1

Observemos que la formulacién propuesta en (3.1) nos permite reducirnos al caso en que las varia-
bles X; tienen esperanza O.

Luego, de (3.3), alcanza ver que

oo
ZP({DT,J > e}) <oo Ve>0
n=1
Observemos que, por Tchebychev, si Var(x;) = o2, entonces
— 1. — o?
P({IX,l>e}) < SV&E) =

por lo que la subsucesién {X 2 },en, Verifica que

— o2
P({|Xn2| > 8}) < m,

y luego, {X,2},en converge a O casi seguramente.

Usaremos los siguientes resultados:
» Si0<Z, <Y, yY, — 0 casi seguramente, entonces Z,, — 0 casi seguramente.

= Z, — 0 casi seguramente si y solo si |Z,,| — 0 casi seguramente
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» para cada k € N, existe un n = n(k) que verifica n> < k < (n+1)?

Entonces, podemos acotar:

. 1 n*(k) ko
0<|Xk|—E ZX + > X (3.4)
i=1 i=n2(k)+1
1 n(k) 1 k
n2(k) Z Xi + k Z X (3.5)
i=1 i=n2(k)+1
y observando que
1 n*(k)
X =, O
n2(k) ; | nz(k)~
Solo nos resta ver que
k
]. - C.S.
— X;|—0
Z k— o0

i=n2(k)+1

Para ello, observando que

k
i=n2(k)+1

se tiene nuevamente con la desigualdad de Bienaymé-Tchebychev, que

k k k
1 — _ - 1 s 1__ 1 n2
P(E | ZZ X; >8)—P(. > X >sk)<2—kzv( >, Xi) S0 k=n*(K)).
i=n2(k)+1 i=n2(k)+1 i=n2(k)+1
(3.6)
se tiene lo que afirmamos, puesto que
k—n%(k) < (n(k) + 1) —n2(k) =2n(k)+1 = k—n%(k) <2n(k) < 2Vk. (3.7)
y finalmente
k
ZP( Z X, >g)<—2 2/k < 0. (3.8)
€ k2
k>1 i=n2(k)+1 k>1~— —
2

&
La demostracion que acabamos de hacer vale también para demostrar la ley fuerte bajo las hipotesis
de la Proposicién 3.2.3, como demuestra Georgii en el Teorema 5.16
Por ultimo, nos interesa estudiar el comportamiento del promedio cuando las variables son iid pe-
ro sin primer momento finito, tanto débilmente como fuertemente. En esta direcciéon analizaremos el
ejemplo que propone [29]:

Proposicién 3.2.7 (Teorema 2.4.5) Sean {X,},ey variables i.i.d con EX; = 0o y EX; < 00. 8i S, =

X, +---+ X, tentonces S, /n — o0 casi seguramente.
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Demostracién 3.2.8 Sea un M > 0y XM = min{X;, M}. Las variables X" son i.i.d. con E |XlM| < 00,
luego consideremos Sy = X{W + - +X£/[. Por LGN, se tiene que Sﬂ”/n — EXfV[ Como X; = XIM, se sigue
que

liminfS, /n > lim Sﬁ/[/n = EXlM
n—,o00 n—>oo

Por lo que el teorema de convergencia mondtona afirma que E (X lM )+ — EX;r = 00 cuando M — oo.
Luego, EXlM =E (XIM)Jr —E (XIM)_ — 09, y se tiene liminf,_,., S,,/n = o0, lo que implica el resultado
en cuestion.

3.2.2. Frecuencia relativa y probabilidad

Antes de adentrarnos en el teorema central del limite, nos interesa poner en dialogo las referencias
histdricas recuperadas en el capitulo anterior, y lo que mostramos en este capitulo asociado a la demos-

tracién de la ley de los grandes nimeros.

Kolmogorov dota a la matematica de una teoria de la probabilidad, postulando una coleccién de
axiomas, que llevan directamente a conclusiones en acuerdo con la experimentacién practica: la fre-
cuencia relativa se estabiliza en un valor que, coloquialmente, denominamos probabilidad. En particu-
lar, si (X;);>1 son variables aleatorias iid, tenemos que Ix ¢4 tambien son iid, con distribucién Bernoulli

de pardmetro p = P(X € A), siendo X ~ X;. Invocando la Ley de los Grander Numeros, concluimos que

1 n
n 4 1
i=1

Es decir, la popular idea de que la probabilidad representa la frecuencia relativa con la que ob-
servamos cierto evento puede ser demostrada partiendo de los axiomas postulados. No obstante, la
demostracion realizada por Jakob Bernoulli alrededor del 1730, como mencionamos, sélo depende de
la nocién de independencia de dos eventos asumiendo que p es racional, siendo que trabajaba con es-
pacios equiprobables, en términos modernos. Es decir que, en el marco axiomadtico de Kolmogorov, dicha
demostracion ya es matematicamente valida sin necesidad de desarrollar un mayor despliegue tedrico.
Mads aun, su demostracion es valida incluso para todo p en el intervalo (0, 1).

3.2.3. Teorema Central del Limite

Comenzamos esta seccion recordando el enunciado del Teorema Central del Limite, recordando que

si {X,},en €5 una sucesion de variables aleatorias, diremos que

X

n_)X

si las funciones de probabilidad acumulada Fx _(x) verifican

FXH(X ) oo Fx
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para todo x punto de continuidad de Fx(x).

Teorema 3.2.9 Sea {X,},cy una sucesion de variables aleatorias i.i.d con segundo momento finito. En-

tonces, vale que

Vi (X, — )

(o2

2, Z~N(0,1), (3.9)
siendo u = E (X;), y 02 = Var (X;).

En esta seccién, nos interesa hacer una revision de las diferentes demostraciones de este teorema
que se abordan en nuestra facultad. Nos interesa indagar en qué herramientas o técnicas se emplean
para hacerlo, qué resultados tedricos pueden ser abordados y cuéales son invocados sin demostracion. Si
bien no seremos exhaustivos con todas las demostraciones, si nos interesa dejar explicitos los asuntos
antes mencionados, a fin de que a la hora de tomar decisiones en torno al abordaje de la demostracién

de este teorema, estas notas puedan ser de utilidad.

1. La primer demostracién que nos interesa considerar puede encontrarse en Wasserman (2010,
[60], Apéndice 5.7) es la que se da frecuentemente en la materia "Probabilidades y Estadistica"
para Computacion, que utiliza (sin demostrar) el siguiente resultado, presentado en el Lema 5.20
de [60].

Proposicion 3.2.10 Sea {Z,},en es una sucesién de variables aleatorias, Z es otra variable alea-
toria. Sean v, y v las funciones generadoras de momentos de Z, y Z respectivamente. Si 1,,(t)

converge a 1(t) para todo t en un entorno del origen, entonces Z, converge a Z en distribucion.

La demostracion de este hecho requiere del uso de técnicas bastante poco elementales, que ape-
lan a concebir a la FGM como un caso particular de la Transformada de Laplace, y estudiar sus

propiedades.

2. Otra posible manera de demostrar el TCL es mediante la utilizacion de funciones caracteristicas.
Dada una variable aleatoria X, su funcién caracteristica es la funcién ¢x(t) := E(e!X)

En lo que sigue, enunciaremos los principales resultados con los que [23] demuestra este resulta-

do. En este libro, se utiliza extensivamente la correspondencia entre una medida de probabilidad

U, y una funcién de distribucion F. En lo que sigue, adaptaremos el abordaje realizado en dicho

libro en términos de funciones de distribucion.

Proposicion 3.2.11 (Teorema 6.1.4 del libro) La funcién caracteristica de la suma de finitas va-

riables aleatorias independientes es el producto de sus respectivas funciones caracteristicas.

Luego, utilizando fuertemente resultados de teoria de la medida, demuestra que
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Proposicion 3.2.12 (Teorema 6.2.1 del libro: la féormula de inversidon) Sea X una variable alea-
toria, Fy su funcién de probabilidad acumulada, ¢x su funcién caracteristica, y x; < X5 puntos de

continuidad de Fy. Entonces

T e—itxl _ e—itxz

; 1
FX(XZ)_FX(xl)TILH;oﬂ T@((f)dﬂ
T

Esta proposicion perminte probar el siguiente hecho utilizando que toda funcién de distribucion
tiene a lo sumo numerables discontinuidades:

Proposicion 3.2.13 (Teorema 6.2.2 del libro: la unicidad de la funcidn caracteristica) Sean X

e Y dos variables aleatorias tales que ¢y = ¢y, entonces Fyx = Fy

Con esto en mente, el autor requiere del siguiente resultado extra:

Teorema 3.2.14 (Teorema 6.3.2 del libro, conocido como el Teorema de Levy-Cramer.) Sean
{X,, }hen una sucesion de variables aleatorias y sean {¢,, } ,en SUS respectivas funciones caracteristicas.

Supongamos que existe una ¢, continua en 0 tal que, para todo x € R,

Pn(x) = Poo(x)

Entonces:

» {X, },en converge en distribucion a una X o

» la funcion caracteristica de X o €S ¢ o

Finalmente, el resultado que queda demostrar es el que permite dar una expansion como serie de
potencias para las funciones caracteristicas. Para esto, es preciso relacionar la derivabilidad de la

funcién caracteristica con los momentos de la variable aleatoria asociada. Concretamente:

Proposicion 3.2.15 Sea X una variable aleatoria, y k € N. Si |X| tiene k-ésimo momento finito,
entonces la k-ésima derivada qb)((k) resulta continua en un entorno de t = 0, acotada, y su formula es
P (x) = [ty e dF(t).

Reciprocamente, si qb)((k) resulta continua en un entorno de t = 0, entonces |X | tiene k-ésimo momento
finito.

Corolario de este teorema, utilizando la existencia del desarrollo de Taylor en un entorno de
t = 0 para funciones k veces derivables en t = 0, resulta que Si |X]| tiene k-ésimo momento finito,

entonces
k

#x() = 2, E(X) +o (1)

=07’
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Con estos resultados probados, la LGN se demuestra (teorema 6.4.3) usando que, si S,, = Z?:l X,
entonces, y gracias al teorema 6.1.2 del libro, para cada x:
i (S H S X n . X X n :
E(eXGn/M)=E(el/MS) =1 ¢ (= ]| =(1+iu=+o(=]) — e
n n n

Como la funcién caracteristica de la variable aleatoria X = u es exactamente ¢y (x) = e'**, se
tiene que X, converge en distribucién a dicha variable, lo cual implica a su vez que lo hace en
probabilidad. Conviene mencionar que esta demostracién no requiere segundo momento finito,
por lo cual es interesante considerar el aporte que este constructo matematico aporta para lograr

demostrar este resultado.

Analogamente el TCL, planteando (Teorema 6.4.4) que, si la esperanza de X; e s0, y tiene varianza
o[ S X n
() [o ()]
¢ oyn
B (== )2 +o (—'x' )2 n
B 2 \ovn ovn

2 2\ "
={1—X—+O(X—)} -2,
2n n

lo cual demuestra el teorema, ya que la funcién caracteristica de una variable Z ~ N(0,1) es
—x2/2

finita o, entonces:

justamente ¢,(x) =e

3. Otra manera de demostrar este teorema es relacionando la convergencia en distribucién con la
convergencia de las esperanzas de las variables g(X,), para toda g continua, y con todas sus
derivadas acotadas y uniformemente continuas hasta su 2do orden, como realiza [38]. Con es-
te resultado, la demostracion puede realizarse para variables con segundo momento finito -con

menos hipdtesis el resultado no es cierto-.

Primero necesitamos los siguientes dos resultados (demostramos el primero, el segundo citamos dénde

encontrar la demostracion):

Teorema 3.2.16 (Teorema de Convergencia Acotada) Si existe M tal que para todo n, |X,| es una va-

riable con rango en [—M, M ]y X,, tiende a X en probabilidad, entonces E(X,,) tiende a E(X).
Demostracion 3.2.17 Para realizar esta demostracion, alcanza con observar que
X, —X| < elyx, —x|<ey + 2MI{x, _x|>¢)

Por lo que
EIX,—X|<eP(|X,—X|<e)+2MP(|X,—X|>¢)<e+2MP(|X,,—X|>¢e) — € cuando n — oo

Teorema 3.2.18 (Teorema de Skorohod) Sean X y X,, n > 1, variables aleatorias con funcién de distri-

D . s
bucién acumulada F y F,, respectivamente. Si X, — X, entonces existe un espacio de probabilidad (), F, P),
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una secuencia de variables aleatorias (Y,,),=1 y otra variable Y, todas definidas en (<, i P), tales que (i)

Y, ~F,yY~Fy(ii) Y, =Y casi seguramente.

Observacion 3.2.19 De hecho, se puede tomar Y, = Fn_l(U), Y = FY(U), con U ~ U(0,1) como se
demuestra en el Teorema 25.6 de [10].

Con dichos resultados a la mano, examinaremos la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 3.2.20 Son equivalentes:
@) X, - X
b) E[g(X,)] — E[g(X)] para toda g funcidn continua y acotada.

a) = b) Sabemos X, LA X. Sea g continua y acotada. Por el Teorema de Skorokhod, 3(€, F, P)
espacio de probabidad, y variables Y,,Y definidas en alli tales que Y, ~ X,,,Y ~ X, y Y,, converge casi
seguramente a Y, lo cual en particular implica que Y, converge en probabilidad a Y. Como g es continua,
resulta que g(Y;) converge en probabilidad a g(Y). Y como g es acotada, del Teorema de Convergencia
Acotada resulta que E (g (Y,,)) — E(g(Y)), vy luego, como

E(g(Y,))=E(g(X,)) yE(g(Y))=E(g(X))

queda probada la ida.

b) = a) Sabemos que Vg : R — R continua y acotada vale que E (g (X,,)) = E(g(X)). Queremos ver
que X, LA X,i.e. Fx (t) > Fx(t) V¢t punto de continuidad DE Fy. Escribiremos Fx(t) = E (I(_Oo,t](X)).
Dado 6 > 0, sea g : R — R continua y acotada tal que:

I(—o0,11(x) < g(x) < [(—oo,¢457(X)- (3.10)

Entonces, [(_o (X,) < g(X,,) y tambien g(X) < [(_oo 457(X)
Tomando esperanza, tenemos

Fx, (1)=PX,<)SE(g(X,) ¥y E(@X))<Fx(t+6)
Tomamos limite superior obtenemos, usando la hipotesis:

limsup Fy (t) <limsupE (g (X,)) = E(g(X)) < Fx(t+0)

n—,oo n—o0

Y luego,
limsup Fy (t) < F,(t) (3.11)

n—,oo

limsup,,_, o Fx, (t) < F,(t)Seaahorahcontinuayacotada, talque

Ioo,-51(x) Sh(x) < 1(=00, £J(x) = I_oo,1—5)(x) < h(x)

h (xn) < I(—oo,t] (xn)
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Tomando esperanza, resulta

P(X <t—8)<EMX))yE(X,)<PX,<t)
~—_—— ~———

Fx(t—6) Fx,(8)
Entonces
Fx(t— &) < E(h(X)) = liminfE (h (X,)) < liminfFy (1)
y luego

Fy(t —8) < E(h(X)) < liminfFy (1)

Ahora, tomando 6 _,, y usando que Fy es continua en t, tenemos:
Fx(t) < l}llfgngxn(f) (3.12)
Combinando las desigualdades presentadas en (3.11) y (3.12), tenemos:
F.(t) <liminfFy (t) <limsupFx (t) < Fx(t) O

Observacion 3.2.21 Observemos que la funcién g encontrada en (3.10) puede tomarse con k derivadas
acotadas y continuas (y luego uniformemente continuas). Esto nos permite, en el teorema anterior, sustituir

el item b) por el siguiente item b’):

bE[g (X)]— E[g(X)] (3.13)

para toda g funcién continua, acotada, k veces derivable, y con todas sus derivadas uniformemente
continuas y acotadas.

Con este resultado, [38 ] deduce el TCL para variables con segundo momento finito, a partir de considerar

que si {X,,} ey verifican E(X;) = u, V(X;) = 02, las variables auxiliares X;, = (X;,—u)/o permiten reducir
el problema al caso en el que u =0, o? = 1.
En este nuevo escenario, consideramos {X,},en variables iid con E(X;) = 0, V(X;) = 1, y considerando
las variables S,, = Z?lei, y la coleccién de variables {Y,},cx tales que Y; ~ N(0,1) para todoi € Ny
son independientes de las X;, el autor demuestra que, para toda f satisfaciendo la condicion estipulada en
(3.2.21) para k =2

E(f(j"ﬁ)ﬁE(f (%)) , donde T,I:Zn:Yiva(O,l)

i=1

Para hacerlo, el truco clave es considerar a
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‘. . . X; Y;
como una suma telescopica, y ver que tiende a 0. Para hacerlo, considera X; , = 1/_%’ Yin=— Win =

i—1 n .
ijl Yin+ Zj:i+1Xj,fl’ y luego, denominando

F(S) = () = 2o O ) (Wo %),

i=1

yaque W, +X;, = Wi_1, +Y,_1, para todo 1 < i < n. Luego, la demostracidn se reduce a hacer el

desarrollo de Taylor correspondiente a f (Wim +Xl~’n) yf (Wim + Yi’n) usando 3.2.21.

Observacion 3.2.22 Conviene, a los fines de terminar esta seccion, mencionar que la hipétesis de segundo

momento finito no puede ser relajada en el TCL.

Antes de terminar este capitulo, queremos presentar la siguiente generalizacién del TCL debida a
Lindeberg, en [44]

Proposicion 3.2.23 Lindeberg, 1922, teorema 7.2.1 de [23]

Supongamos que tenemos una sucesion X, ; de variables aleatorias de esperanza nula y varianza oﬁ o de
2

nk = TTZI <00.8iS,= ZZ:1Xn,k' Supongamos que

modo que Y., _, &

1 n
(Condicion de Lindeberg): L,(€) := - E E(Xs k]I{|X et }) — o0 0 (3.149)
Tn = 5 nkl=¢tn

Entonces

P(i—”Sa)—)d)(a) YVaeR

n

donde ¢ es la funcion de probabilidad acumulada de una variable con distribucién N(0, 1).

Observacion 3.2.24 El caso en el que, para todo k, X, = X, y son i.i.d, se verifica la condicién de

Lindeberg, ya que

n

1 1
(€)= 123 DL E (X2, 2nea)) = o2k (X7T(x,12ne0}) —noco O
k=1

por lo que es un corolario de esta demostracion el Teorema Central del Limite en la version que formulamos.

Con esto damos por terminado este capitulo, en el que hemos propuesto algunas de las posibles
discusiones en torno a posibilidades para la organizacién de un discurso matematico, incluyendo defi-
niciones, propiedades, proposiciones y teoremas con la intencién de llevarlo a las aulas. Consideramos
que estas discusiones, apoyadas en un relevamiento bibliografico como el que describimos, pueden cons-
tituir un aporte y un punto de partida para la elaboracién de otras maneras de enfocar la ensefianza y el
aprendizaje de conceptos de probabilidad y estadistica. En el siguiente capitulo -dedicado a la propuesta
didactica que elaboramos- dar algunas claves para problematizar y profundizar en torno a la circulacién

y construccion del discurso matemadtico en el aula.
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Capitulo 4

La propuesta didactica

En este capitulo, estudiaremos una propuesta didactica disefiada con la intencién de abordar, en
aulas de nivel superior, conceptos de la Probabilidad y la Estadistica, entre ellos y especialmente la Ley
Débil de los Grandes Numeros y el Teorema Central del Limite. Para realizar este estudio, y para produ-
cir esta secuencia, se pusieron en juego posiciones y conocimientos tanto del &mbito matematico como
diddctico. Como toda propuesta, esta se encuentra producida desde un posicionamiento que repercute

en las decisiones y recortes que forman parte de ella.

A fin de estructurar el desarrollo de este capitulo, lo dividiremos en cuatro secciones.
En la primera, de cardcter mds bien general en torno a nuestro posicionamiento diddctico considerare-
mos aportes de grandes teorias didacticas -que a su vez funcionan como un marco general de esta tesis-.

Nos concentraremos esencialmente en tres cuestiones:
= Nuestra concepcién sobre la clase de matematica y la circulacién de conocimientos en un aula.

= El rol de los problemas y las interacciones en el aula en la construcciéon de conocimientos por

parte de les estudiantes.
= Una mirada sobre las caracteristicas del trabajo matematico de les estudiantes.

En la siguiente seccién, nos interesa profundizar en como estos elementos, junto con aportes especificos
en torno a la enseflanza-aprendizaje de la probabilidad y la estadistica tanto a nivel nacional como

internacional, se ponen en juego a proposito del disefio de la propuesta. En particular, desarrollaremos:

= La nocién de modelizaciéon matematica (MM) enmarcada en trayectorias que aborden cuestiones

de naturaleza estocastica.

= La construccion de teoria probabilistica y el rol de la experimentacion, ya sea por medios analé-

gicos o via simulacion.

= El posible rol de la inferencia estadistica en la construccién de conocimientos de naturaleza esto-

castica.

41
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En consonancia con una amplia literatura en torno a la didactica de la matematica asociada a procesos
de ensefianza-aprendizaje de conceptos tanto de la probabilidad y la estadistica (Batanero (2005) [4],
Batanero y Borocvnik (2016) [5], Batanero, Godino y Cailizares (1987) [6], Borovcnik (2014) [13],
Coronado, Garcia-Garcia, Arredondo y Araya Naveas (2022) [24], Esteley y Magallanes (2022ayb) [31]
y [32], Gal (2005) [35], Tauber (2001) [55], Pfannkuch y Wild (1999) [61]), utilizaremos el término
estocdstico para referirnos a conceptos, relaciones o asuntos matematicos modelizables articuladamente
desde el punto de vista probabilistico o estadistico, con un interés por aquellos que puedan ser vistos
simultaneamente desde ambos marcos.

La tercer seccidn aborda nuestra propuesta diddctica, y con relacién a ella explicitaremos:
= Decisiones en torno a la organizacién de la clase y del trabajo auténomo de les estudiantes.
= Aspectos en torno a los asuntos que la propuesta aborda y la organizacién de la misma.
= Andlisis didactico-matemadtico de la propuesta en su totalidad.

La tltima seccién es una recapitulacion que incluye algunas preguntas que quedan pendientes de ser
estudiadas.

4.1. Elementos teoricos de la Didactica de la Matematica

La clase de matematica, desde nuestra perspectiva, sera concebida como una comunidad de pro-
duccidn, en el sentido de que estudiantes y docentes, a propdsito de un proyecto educativo conjunto,
producen conocimientos tanto individual como colectivamente. Esta produccién tiene cabida en un tiem-
po y lugar especificos, siguiendo los modos de hacer (necesariamente dindmicos) de esa comunidad.
Estos elementos conforman una marca que distingue el conocimiento producido por dicha comunidad
de otros conocimientos producidos por otras comunidades en otros momentos.

El proyecto educativo que convoca y retine a docentes y estudiantes tiene, como una de sus finalida-
des, el aprendizaje por parte de les estudiantes de una serie de asuntos matemadticos ya existentes en la
comunidad cientifica. La relacion entre estos asuntos matematicos y los conocimientos que les estudian-
tes producen en el aula es compleja. Nos resulta fértil, para comenzar a conceptualizar esta relacién, la

distincién que Guy Brousseau (Brousseau y Centeno, 1991, [16]) realiza entre “conocimiento” y “saber”:

“los conocimientos son los medios transmisibles (por imitacidn, iniciacién, comunicacion,
etc.) pero no necesariamente explicitables, de controlar una situacién y de obtener de ella
un cierto resultado conforme a una expectativa y a una exigencia social. El saber es el
producto cultural de una instituciéon que tiene por objetivo identificar, analizar y organizar
los conocimientos a fin de facilitar su comunicaciéon” (citado por Bloch, I; 1999, P7).” [12]

Esta distincion entre saber y conocimiento ha tenido una gran pregnancia en la didactica de la matema-
tica y la concebimos como central, toda vez que permite complejizar la relacién existente entre lo que
se aprende y lo que se pretende ensefiar, en la que lo primero ya no es una parte de lo segundo, sino que
son asuntos de naturaleza necesariamente diferente. Desde nuestro punto de vista, nos enfocaremos
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principalmente en el conocimiento de cada sujeto en un momento dado: ¢Qué situaciones le permite

resolver, y como? ¢Cudl es su relacién con otros conocimientos?

Guy Brousseau, nacié en 1933 en Francia, y desarrolld, hacia principios de los afios 70, la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD), una de las Teorias de la Didactica de la Matematica mds importantes a
nivel mundial. Originariamente orientada al ambito escolar de nivel primario e inicial, sus aportes y
desarrollos alcanzan a todos los niveles educativos. Una gran cantidad de Teorias Didacticas se apoyan
o referencian en la TSD, entre las cuales se encuentran la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD)
de Yves Chevallard y el Enfoque Ontosemidtico de Juan D. Godino. A la primera nos referiremos en
esta seccidn, mientras que el segundo predomina en la produccidn nacional e internacional en torno
a la ensefianza-aprendizaje de la Probabilidad y la Estadistica. Mencion especial también requiere la
Ingenieria Didactica (ID) (Artigue, 1988, [3]) a la que también nos referiremos y que, en calidad de
Metodologia de Investigacion, ha sido crucial para el desarrollo y difusion de la TSD.

Sadovsky (2005, [48]) refiere que para la TSD el conocimiento de les estudiantes no es fruto de una
reproduccion, sino de una construccion que tiene lugar a propdsito de la interaccién de les estudiantes

con un medio resistente que, para la TSD

“incluye tanto una problematica matematica inicial que el sujeto enfrenta, como un conjunto
de relaciones, esencialmente también matematicas, que se van modificando a medida que

el sujeto produce conocimientos en el transcurso de la situacién [diddctica]"(P3) [48]

Esta situacién problemdtica es propuesta por le docente a les estudiantes, para que estes auténoma-
mente se propongan resolverla. La TSD concibe que este proceso no esta determinado por la entrega
de un enunciado escrito a les estudiantes, sino que requiere una o mds instancias en la que docentes y

estudiantes consenstan cudl es la tarea a realizar. Mejor lo refiere Patricia Sadovsky (op cit):

“No basta “comunicar” un problema a un alumno para que ese problema se convierta en
su problema y se sienta el tinico responsable de resolverlo. Tampoco basta que el alumno
acepte esa responsabilidad para que el problema que resuelva sea un problema “universal”
libre de presupuestos didacticos. Denominamos “devolucion” a la actividad mediante la cual
el docente intenta alcanzar ambos resultados” (P13) [48]

Una vez enfrentades a la situacion problematica, les estudiantes deberan comprometer su sistema
de conocimientos realizando acciones para resolverla. No obstante, esta situaciéon no estara disefiada
para que los conocimientos ya construidos de les estudiantes funcionen éptimamente en su resolucion:
el medio, compuesto entonces por la situacién problematica y los conocimientos puestos en juego, ge-
nerara unas resistencias que les estudiante deberdn superar a partir de adaptar, modificar y objetar sus
acciones. En este sentido, le docente desempefia un rol particular, tal como lo refiere Brousseau (1988,

[17D:

“el trabajo del docente consiste pues, en proponer al alumno una situacién de aprendizaje
para que produzca sus conocimientos como respuesta personal a una pregunta y los haga
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funcionar o los modifique como respuesta a las exigencias del medio y no a un deseo del
maestro. Hay una gran diferencia entre adaptarse a un problema que plantea el medio,
insoslayable, y adaptarse al deseo del docente. (...) Es el sujeto quien se ubica en posiciéon
de interpretar los resultados de sus acciones buscando analizar si las decisiones tomadas se
encaminan a su finalidad (la resolucién del problema).” (P62, la negrita es nuestra) [17]

Esta etapa de trabajo en la que les estudiantes esencialmente interactdan con el medio, mientras que
le docente se abstiene de proporcionar los conocimientos que la situaciéon busca movilizar, se conoce en
la TSD como fase adidactica, y es uno de los aportes centrales de esta teoria.

Ahora bien, en relacion al trabajo matematico que realizan les estudiantes, nos apoyaremos en la Teo-
ria Antropoldgica de lo Didactico. Esta teoria tiene como principal antecedente la publicacion de “La
Transposicién Did4ctica: del saber sabio al saber ensefiado” de Yves Chevallard (1985, [21]), texto que
marcé un antes y un después en la Didactica de la Matemadtica (y en la didactica en general).

Para la TAD, la realizacion de toda tarea (por ejemplo, resolver una ecuacion de segundo grado) en una
determinada institucién requiere, necesariamente, de la disponibilidad de una técnica para realizarla,
de un discurso cuyo fin es la validacién de la técnica (en términos de la TAD, un discurso tecnoldgico),
y de una teoria en la que el discurso tecnoldgico se enmarca. Para Chevallard, estos cuatro elementos
en conjunto forman la nocién de praxeologia (que es, por definicién, relativa a una institucién) (Che-
vallard, 1990, [22]). Para esta teoria, los proyectos educativos se proponen la sucesiva organizacién de
estructuras praxeoldgicas puntuales (aquellas orientadas a un tipo de tareas particular) en estructuras
mds complejas que permitan a les estudiantes operar sobre rangos amplios de situaciones problemati-
cas.

La idea de praxeologia nos resulta interesante en la medida en que permite no sélo afinar la mirada
sobre el trabajo de les estudiantes (identificando distintas dimensiones, algunas visibles y otras que
pueden ser interpretaciones y que requerirdn otros elementos para validarlas), sino poner de relieve
que saber (Teoria-Tecnologia) y saber-hacer (Técnica-Tarea) pueden construirse en conjunto, interrela-

cionadamente, y con referencia a determinadas cuestiones problematicas.

Hasta aqui, hemos precisado cdmo en nuestra concepcién del aula como comunidad de produccién,
los problemas propuestos a les estudiantes cumplen un rol central en la construccién de conocimientos.
Consideramos, siguiendo a otres autores como Sadovsky y Sessa (2005, [51]), que las interacciones que
ocurren en el aula a propdsito de la resolucion de los problemas posibilitan una produccién de conoci-
mientos que solo pueden tener lugar en el espacio colectivo de trabajo.

Una parte de las interacciones, como hemos mencionado, serdn del tipo estudiante-medio, a lo largo
de la fase adidActica, y en estas interacciones les estudiantes realizaran producciones (escritas u orales,
completas o incompletas, matematicamente correctas o erroneas) que indefectiblemente contendran co-
nocimientos que seran relevantes para el tratamiento en el aula. Brousseau (1976), citado por Artigue

(2018) en este sentido, fue pionero al considerar que

“El error no es simplemente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar, como
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lo creemos de acuerdo a las teorias empiricas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto
de un conocimiento anterior, que tenia su interés, su éxito, pero que ahora se revela falso o

simplemente inadaptado."(P6) [1]

Esta consideracion nos sensibiliza sobre que el error tiene una dimension de conocimiento, dotdndo-
lo de relevancia didactica y matematica. Su cardcter de inadaptado es la que nos brinda la oportunidad
de investigar la relacién del error con el problema en cuestién y, en particular, comprender en qué
conocimientos se apoya le estudiante que lo produce y cémo se relacionan estos elementos con el co-

nocimiento dptimo al que la situacion didactica apunta.

Ahora bien: consideremos un aula en la que les estudiantes trabajan en grupos de tres o cuatro per-
sonas a lo largo de una fase adidactica. Cada grupo realizara producciones diferentes en cuanto a los
conocimientos a los que apelan, a su validez matemadtica, al discurso utilizado, completitud de la res-
puesta’, entre otras. Desde nuestra posicién, es preciso que la ensefianza fomente la circulacién colectiva
de estas producciones, en instancias comunes gestionadas por le docente donde las mismas puedan ser
objeto de discusiones, objeciones, ampliaciones y reformulaciones por parte de otres estudiantes y/o de
le docente. Este espacio colectivo es también el &mbito para formular y contestar(se) nuevas preguntas
que no surgen del trabajo auténomo de les estudiantes con el problema.

Partimos del supuesto de que fomentar estas interacciones genera buenas condiciones para que les estu-
diantes pongan en tension su sistema de conocimientos, ya no solo al resolver un problema matematico,
sino al considerar otras resoluciones que, como tales, apelaran a otros conocimientos, otras técnicas,
otras maneras de comunicar, por mencionar algunos elementos. Estas instancias colectivas recibiran el
nombre de “puesta en comun” aunque disten considerablemente de una instancia de mera exposicién

de soluciones individuales.

Para poder cerrar esta seccién, nos queda ocuparnos de un asunto central que dejamos abierto: su-
pongamos que, en un aula en la que se ha propuesto una situacién didactica y a partir de la gestién
de las producciones de les estudiantes se ha podido arribar colectivamente a la construccién de algu-
nos conocimientos (aunque atin queden otros por construir y otros estén en proceso y requieran nue-
vas situaciones para ser retomados). Estos conocimientos, como ya mencionamos, estaran fuertemente
contextualizados, y una marca de esa contextualizacién estard dada por el problema que dichos cono-
cimientos permitieron resolver. Entonces, {qué acciones tomar, tendientes a que estos conocimientos
adquieran un caracter descontextualizado (digamos, en alguin sentido, mds cercano a los saberes que
se espera que les estudiantes hayan incorporado al finalizar el proceso de ensefianza-aprendizaje)?

La Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) concibe en este sentido un tercer proceso, ademas del de de-

volucién y de la fase adidactica: el proceso de institucionalizacién, que incluye necesariamente la puesta

'Estas tres ultimas caracteristicas no son consideradas como absolutas sino que, por el contrario, son profundamente
relativas a la comunidad de produccién en cuestidn, que en determinados momentos y en funcién de determinados consensos,
tomara como correctas, adecuadas y completas a determinadas producciones que, en otro momento y/o en otra comunidad, no
tendran esa caracteristica. Yackel y Cobb (1996, [59]) acufian el concepto de “normas socio-matematicas”, que consideramos
muy potente para describir y estudiar estos fendmenos, pero que por motivos de extensién no desarrollaremos en este trabajo.
Dentro de la TSD, un concepto crucial para mirar este asunto es la nocién de Contrato Didactico.
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en comun. En este, el rol del docente es de reorganizar, descontextualizar y enmarcar en el discurso de
la disciplina los conocimientos y consensos construidos en el aula. En este proceso, que desde nuestra
posicién ocurre con plena participacién de les estudiantes, tiene lugar la propuesta de definiciones de
objetos matematicos, la explicitacion de sus propiedades y las relaciones que mantienen con otros ob-

jetos, asi como la validacion a través de demostraciones.

En resumidas cuentas: a la tarea docente de disefiar problemas y proponerlos en el aula, y a la ta-
rea de gestionar las interacciones en el aula, se suma una tarea mds: concebir acciones tendientes a
descontextualizar el conocimiento producido y enmarcarlo en un discurso mds amplio. Es en este dis-
curso donde tiene lugar la construccion de la teoria matemadtica, en una version cercana a la que se

encuentra en el ambito institucional.

En las siguientes secciones, pretendemos ahondar como estos asuntos se pondran en juego en la pro-
puesta diddctica que produjimos en el seno de esta tesis. Pero antes nos interesa hacer, aunque su
brevedad no haga justicia a su valia y relevancia, tanto para la didactica de la matematica en general
como para esta tesis en particular, una mencion a un ultimo aporte tedrico: la Ingenieria Diddactica (ID),
cuya exponente principal es Michelle Artigue (1988, [3]).

La ID es, como tal, una metodologia de investigacién desarrollada en estrecha relacién con la TSD.

Artigue da una excelente caracterizacién de la intencidn primitiva de la que surge la ID:

"[en Francia, a principios de los 80]Se denominé con este término a una forma de trabajo
diddactico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto deter-
minado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un
control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar
con objetos mucho mas complejos que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto,
tiene que abordar practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que la

ciencia no quiere o no puede hacerse cargo”. (Artigue, 1988, P2) [3]

La metodologia que la ID propone es interesante, no solo en la medida que permite recortar y enfocar
con un alto grado de detalle una determinada secuencia did4ctica, sino que los constructos que propone
para realizarlo permiten indagar en zonas del conocimiento matematico y didactico que, entendemos,
son relevantes como marco general para la elaboracién de propuestas didacticas, sea o no que estas se
ubiquen especificamente en este marco metodoldgico.

La metodologia de la ID tiene cuatro fases que presentamos de manera simplificada:

» El andlisis preliminar, que incluye un anélisis “del campo de restricciones donde se va a situar la
realizacion didactica efectiva (...) distinguiendo tres dimensiones: la dimensién epistemoldgica
(asociada a las caracteristicas del saber en juego), la dimensién cognitiva (asociada a las caracte-
risticas cognitivas del publico al cual se dirige la ensefianza) y la dimensién did4ctica (asociada a

las caracteristicas del funcionamiento del sistema de ensefianza)” (Artigue, 1988, P4, [3])

= E] andlisis a priori, en el cual juega un rol particular el andlisis de las posibles producciones de
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les estudiantes, de los conocimientos que estas pondrian en juego, y de cdmo la gestidon docente

podra gestionar y retomar estas cuestiones.

» La experimentacion, donde la secuencia es llevada a cabo con la presencia de le investigadore,

que recaba los datos.

» El andlisis a posteriori, que permite la ponderacién de los elementos del andlisis a priori y de la

experimentacion para estudiar, discutir y eventualmente modificar la secuencia didactica.

En el caso de esta tesis, que no se ubica en la ID en la medida en que no se produjo una imple-
mentacion en aula -y, por lo tanto, no existe andlisis a posteriori-. Sin embargo, consideramos que los
elementos que hemos desarrollado en los capitulos 2 y 3, y los que desarrollaremos la siguiente sec-
cién, apuntan en la direccion de la primera fase, donde parte de la labor de le investigadore consiste
en estudiar, para los conceptos que la secuencia se propone abordar, las significaciones y desarrollos de
estos conceptos tanto histérica como actualmente. Recomendamos especialmente la lectura del articulo
“Epistemologia y Didactica” ([1], donde la autora explicita su posicién al respecto de estos asuntos.
En la tercera seccién de este capitulo, presentaremos nuestra propuesta con un analisis que ubicamos

en una direccién cercana a lo que propone la fase 2 de la ID.

4.2. Elementos especificos de la didactica de la probabilidad y estadistica

Un concepto que consideramos central para el abordaje de esta seccién es el de modelizacién ma-
tematica (MM). Como refiere Patricia Sadovsky (2005):

“Un proceso de modelizacién [ matematica] supone en primer lugar recortar una cierta pro-
blematica frente a una realidad generalmente compleja en la que intervienen muchos mas
elementos de los que uno va a considerar, identificar un conjunto de variables sobre di-
cha problemdtica, producir relaciones pertinentes entre las variables tomadas en cuenta y
transformar esas relaciones utilizando algun sistema tedrico-matematico, con el objetivo de

producir conocimientos nuevos sobre la problematica que se estudia.” (P27) [49]

Consideramos a la MM -concebida tanto para problemas en contexto intra como extra-matematicos-
como parte fundamental del trabajo matematico que nos interesa promover dentro del aula, indepen-
dientemente del nivel educativo donde ésta tenga lugar. Por ello, este elemento atravesara la totalidad
de la propuesta que disefiamos, entendiendo que es una practica que se construye progresivamente a

lo largo de una experiencia compartida de trabajo.

Destacamos especialmente, al igual que la autora, el caracter procesual de la MM. Es decir, no vemos a
la MM como una actividad aislada que les alumnes realizan, para luego hacer otras tareas, sino que la
entendemos como un proceso que posibilita -a la vez que condiciona y restringe- el trabajo matematico
que les estudiantes llevaran adelante para resolver el problema. A su vez, este trabajo podra redundar

en que les estudiantes pongan en cuestion la pertinencia y la validez del modelo matematico propuesto.
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Este posible didlogo entre modelo y problema nos parece particularmente fértil, especialmente en el
seno de problemas de naturaleza estocastica.

Es central referir que la tarea de MM no esta determinada completamente por el problema, sino que
estara en estrecho vinculo con los conocimientos matematicos de les estudiantes, y con las ideas (mate-
madticas o no) que elles tengan sobre el problema en cuestién. Esto lleva a considerar que estudiantes,
problema y modelo matemadtico estan implicados en una relacién dindmica y compleja, cuyo desarrollo
en el aula incidira en qué conocimientos se construyan en el aula, y en los modos de esta construccidn.
Particularmente, aunque algunos problemas de MM pueden llevar a tareas que podrian abordarse des-
contextualizadamente en ciertos momentos, partimos del supuesto de que los sentidos construidos por
los estudiantes en relacién con estas tareas son diferentes a los que tendrian si se propusieran fuera del
contexto de la MM.

Ahora bien, resulta pertinente preguntarse por la especificidad de la MM en el seno de problemas de
naturaleza estocdstica. Liliana Tauber (2001, [55]) refiere, en este sentido, citando a Willenski (1995,
1997):

“En vez de encontrar la probabilidad a través de la resolucién de conjuntos descontextuali-
zados de problemas combinatorios, [les estudiantes] pueden participar en actividades cons-

tructivas, en las que disefian y construyen modelos de probabilidad."(P29) [55]

Pongamos, por ejemplo, un problema conocido como “La paradoja de Bertrand”, propuesto por Joseph
Louis Bertrand (1889, [8]), que consiste en preguntar por la probabilidad de que, dado un circulo y
una cuerda de éste que sea elegida al azar, la longitud de ella sea mayor que la del lado del triangulo
equilatero que puede ser inscripto en dicho circulo.

Figura 4.1: un tridngulo equilatero inscripto en un circulo, y cuerdas de longitud mayor (rojas) y menor
(azules) que el lado del tridangulo.

Si llevaramos al aula este problema tal cual lo formulé Bertrand, cada estudiante o grupo de estu-
diantes podra proponer algin modelo probabilistico para describir el fenédmeno “elegir una cuerda al
azar”, potencialmente alguno de los siguientes:

» Elegir un punto uniformemente en el interior del circulo, y considerar la (nica) cuerda cuyo

punto medio es dicho punto. En este caso, la probabilidad del evento en cuestion es %
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= Elegir un punto de manera uniforme en la circunferencia, y considerar la cuerda que lo une con

uno de los vértices del tridngulo. En este caso, la probabilidad del evento en cuestién es %

» FElegir uniformemente, en uno de los radios del circulo, un punto, y considerar la cuerda que es
perpendicular a este radio. En este caso, la probabilidad del evento en cuestion es %

En un trabajo colectivo, le docente puede gestionar una discusion sobre la validez matemadtica de todos
los modelos en si mismos, mas no existen elementos en el enunciado (analiticos o experimentales) para
decidirse por alguno de ellos. En parte, esto responde a que la propia formulacién del problema es vaga
con respecto a qué significa “elegir al azar”.

No obstante, cabe preguntarse por las caracteristicas que puede adquirir este problema si puede ser
planteado a partir de un trabajo de MM con relacién a una situacién experimental concreta. Para pen-
sar en esta direccion, es interesante recuperar cémo, desde las ciencias fisicas, se han dado numerosas
discusiones a propdsito de esta paradoja. Luego de un ida y vuelta que durd casi un siglo, Edwin. T.
Jaynes (1973, [42]), logré dar con una solucién relativamente cerrada al debate suscitado por la multi-
plicidad de estas soluciones, a partir de reformular el problema propuesto por Bertrand ligandolo a una
situacidon experimental fisica: arrojar aleatoriamente un segmento de longitud L sobre un circulo de ra-
dio R, donde L es mucho mds grande que R. Conviene sefialar que esta propuesta le permitié reformular
el problema y, con argumentos de naturaleza estrictamente matematica, determinar la probabilidad en
cuestion con relacién a ese experimento.

Consideramos que si les estudiantes producen un modelo probabilistico con referencia al experimento
de tirar una varilla sobre un circulo, la repeticién de los experimentos y su estudio estadistico podrd
jugar un rol en la aceptacion o no del modelo. A la vez, el estudio de la experimentacidon puede generar
nuevos conocimientos sobre el modelo, como por ejemplo, la posibilidad de que en algunos casos la va-

rilla no corte el circulo en dos lugares. Esta posibilidad requeriria una reformulaciéon del modelo inicial.

Desde nuestro punto de vista, vemos importante la incorporacion de experimentaciones que permitan
generar datos, ya que su estudio puede ser una apoyatura para el establecimiento de nuevas relaciones
sobre la problematica estudiada, y eventualmente la modificacién del modelo probabilistico. En este
sentido, como refiere Fischbein (1975, [33]),

“La experiencia estocdstica es a la probabilidad lo que la experiencia espacial es a la geome-
tria. En ambos casos, aunque finalmente se llegue a una forma estrictamente axiomatica de
la exposicion, los fundamentos, los problemas, la naturaleza de las soluciones y el estilo de
pensamiento estan estrechamente ligados al caracter especifico del dominio. La construc-
cion del concepto de probabilidad parte de experiencias concretas de cardcter estocastico”
(P 16) [33]

Desde el punto de vista del disefio de esta propuesta didactica y, mas en general, desde una perspectiva
didactico-matematica, nos interesa sostener y promover la articulacién, para una problematica dada,
entre un modelo probabilistico y un conjunto de experimentos repetibles asociados a la misma. Conce-
bimos una bidireccionalidad en esta articulacion: por un lado, el modelo probabilistico podra funcionar
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como soporte para la confeccién y evaluacion de la pertinencia de los experimentos propuestos; por otro
lado, el analisis estadistico de los resultados proporcionard informacion para operar sobre el modelo me-
diante reajustes o reformulaciones. El trabajo matematico articulado entre el modelo y los experimentos
podra funcionar como sostén para la elaboracion de respuestas en torno a la problematica. A fines de
nuestro trabajo, estos procesos particulares de MM recibiran el nombre de Procesos de Modelizacion

Estocastica, o Modelizacién Estocdstica? a secas, sobreentendiendo su caracter procesual.

Conviene seflalar que, dado un problema susceptible de admitir una Modelizacion Estocéstica, la rela-
cion entre el modelo probabilistico, la experimentacién y el problema podra darse de maneras diversas
en el aula. Tomemos por caso el problema 1 de nuestra propuesta (ver seccién siguiente), en el que
la tarea para les estudiantes es predecir el comportamiento de un dado que (sin que elles lo sepan de
antemano) estd cargado. Antes de proponer un modelo probabilistico, les estudiantes pueden realizar
el experimento de lanzar el dado repetidamente, y proponer un modelo probabilistico -apoyado en el
andlisis de los resultados- en el que se formule explicitamente la carga de cada una de las caras. Este es
un ejemplo en el que el la modelizacién estocastica puede configurarse progresivamente, originalmente

apoyada en la modelizacién de una problemadtica para la cual la experimentacion ya estd dada.

Por otro lado, la complejidad técnica de algunos experimentos o la cantidad de los mismos que se

desee hacer puede requerir o hacer preferible el uso de simulaciones. Como refiere Luis Santalé (1980)

“tanto en los ejercicios hechos en clase, como en los proyectos fuera de ella, las experien-
cias reales pueden ser engorrosas y dificiles de realizar, siendo preferible la simulacién por
experiencias ideales.” (P205) [50]

Nos interesa traer la posicion de Carmen Batanero (2005, [4]), que pone matices a la relacion experimento-

modelo, planteando que:

Un enfoque experimental puro de la ensefianza de la probabilidad no es suficiente incluso
cuando la simulacién nos ayuda a encontrar la solucion a problemas de probabilidad que
surgen de la vida real (...) porque la simulacién depende de las hipdtesis establecidas de
antemano y del modelo teérico que implementamos en el ordenador. Un conocimiento ge-
nuino de probabilidad solo se alcanza con el estudio de alguna probabilidad formal, aunque

debe ser gradual y estar apoyado en la experiencia estocéastica de los estudiantes.” (P 260)

[4]

Todos estos elementos tedricos nos plantean el desafio de disefiar problemas para el aula de matematica
que movilicen la produccién de Modelos Estocasticos y fomenten -en clave de lo desarrollado en la
seccién anterior- la construccién de conocimientos orientados al desarrollo de teoria probabilistica.
En el Capitulo 2 esbozamos la relacién histdrica entre el desarrollo de conceptos probabilisticos y la

soluciéon de problemas provenientes de la inferencia estadistica. Esto nos permitié preguntarnos por la

2Algunos trabajos muy recientes, como por ejemplo Esteley y Magallanes (2021a y b, [31], [32] ) v , se refieren a la
Modelizacién Estocdstica en un sentido cercano al que tomamos en este trabajo.
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posibilidad, a la hora de disefiar los problemas, de apelar a la inferencia estadistica como fuente para
la propuesta de problemas en el aula. En esta direcciéon también avanzan Batanero y Borocvnik (2016,
[5D:
“La estadistica descriptiva, la teoria de la probabilidad y la inferencia estadistica se com-
plementan y ven la misma informacién desde angulos diferentes. La estadistica descriptiva
investiga la informacién de una muestra (conjunto de datos) y la resume mediante nime-
ros unicos y representaciones graficas. La inferencia estadistica va mas alld del conjunto
de datos actual e intenta generalizar los resultados, es decir, transferirlos a una poblacion
mas amplia a la que pertenece el conjunto de datos. La probabilidad desempefia el papel
de mediador, ya que proporciona una justificacion para una generalizaciéon mas all4 de los
datos iniciales” (P 2y 3) [5]

Esta interrelacidn entre la Teoria de Probabilidades, la Inferencia Estadistica y la Estadistica Descriptiva
(de ahora en mads, la terna TP-IE-ED), se nos muestra fértil y potente para el disefio de problemas. De
hecho, todos los problemas de nuestra propuesta didactica abordan problemas ubicables en el terreno

de la inferencia estadistica.

Ahora bien: el movimiento que lleva del trabajo colectivo a propdsito de problemas matematicos a
la construccion de una TP apelando al posicionamiento que venimos proponiendo supone, para la en-

sefianza, la exposicidn a una serie de tensiones que no son elementales de resolver.

A fines ilustrativos, quisiéramos mencionar como proponemos abordar la Ley Débil de los Grandes
Numeros en el contexto de esta propuesta. El problema 4 de esta propuesta propone, inspirado en la
situacién fundamental propuesta® por Brousseau et al (2002, [15]), a les estudiantes la tarea de estimar
la composicién de una urna con 100 bolillas, de las cuales algunas son blancas y otras negras. Les estu-
diantes podran producir estimaciones numéricas a partir de repetir el experimento “extraer una bolilla,
anotar si es blanca o negra, y luego devolverla” y luego promediar la cantidad de veces que obtuvie-
ron una blanca. Estas estimaciones, para cantidades grandes de repeticiones, involucrardn nimeros con
coma, los cuales les estudiantes redondearan a fin de proponer un valor estimado para la cantidad de
blancas de la urna. En funcién de este hecho, en el problema se pide que les estudiantes estimen la

probabilidad de que, entre la proporcién real y la estimacién, la diferencia no sea mayor que 0,005%.

Una vez enfrentades a esta situacion, excepto para valores de N relativamente pequefios, el cono-
cimiento éptimo al que deberdn apelar para estimar la probabilidad de acertar es la desigualdad de
Bienaymé-Tchebychev. Hacia el final del problema 4, proponemos que el abordaje colectivo de la de-
mostracion de la Ley Débil de los Grandes Nimeros pueda apoyarse en esa experiencia de trabajo.

3Ppara estudiantes de nivel primario, a propésito de la nocién de probabilidad.

4Cabe mencionar que, si bien la posibilidad de “acertar'no forma parte de la cultura estadistica tradicional, en el contexto
muy especifico de este problema este evento puede ser interpretado como la probabilidad de acertar. Omitimos formularlo en
estos términos para evitar proponer para el aula practicas que no se retomaran en el d&mbito de la estadistica, a pesar de que
el modelo propuesto junto con la manipulacién analitica generada por los redondeos, dotan de sentido a este evento en el
marco donde se desarrolla
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Desafortunadamente, en el desarrollo de esta tesis nos encontramos frente a la dificultad para conce-
bir uno o mas problemas que apunten a que les estudiantes conjeturen o validen la desigualdad antes
mencionada. Asimismo, dada la complejidad del problema 4, no encontramos pertinente ninguna po-
sible adaptacién que permita también conjeturar y/o validar esta desigualdad. No tomamos posicién
respecto de si esta desigualdad deberia quedar a cargo del discurso de la ensefianza, o habria que seguir
buscando un “buen” problema para abordarla. Algo similar ocurre con el Teorema Central del Limite.
En el problema 5 de esta propuesta, con menos ambicidon que en el problema 4, nos propusimos que
les estudiantes puedan arribar a una formulacién del teorema, a la construccién de sentidos en torno al
factor “raiz de N” con una primera experiencia en este problema, a partir del estudio del caso en el que
se suman variables normales independientes idéndicamente distribuidas, y del célculo, en el caso i.i.d,
de la varianza del promedio de variables aleatorias presente en la estandarizacién, y a la idea de que
el promedio estandarizado “cada vez se parece mas” a una normal. No obstante y como desarrollamos
en el capitulo anterior, las diferentes demostraciones de este teorema involucran técnicas especificas
que son particularmente complejas de referenciar o construir en el seno de trabajos de Modelizacién
Estocdstica, por lo que anticipamos que la demostracion de ese teorema quedara en buena medida del
lado de un discurso organizado mayoritariamente por le docente. La simulacién computacional es una
herramienta que permite explorar el comportamiento de muchos fendmenos, generando conjeturas que
pueden ser luego demostradas. Si bien la simulacién no necesariamente ilumina las razones matema-
ticas que que permiten demostrar resultados, juegan un papel fundamental para que les estudiantes
puedan apropiearse de los objetos involucrados. En particular, concebir, manipular y entender la distri-

bucién del promedio es un desafio para la disciplina, mas alld de poder operar con el de manera analitica.

Estas consideraciones nos llevan a querer resaltar la necesaria articulacién entre la resolucion de pro-
blemas y el desarrollo de la TE de modo que se maximicen las oportunidades de que los constructos
especificos de la TP cobren sentido para les estudiantes en relacién con dichos problemas, y que estos
puedan motivar los desarrollos, la formulacién de conjeturas, la utilizacién de técnicas empleadas en

las demostraciones, entre otros elementos que aparezcan durante el desarrollo de la TP

4.3. La propuesta didactica

En el primer apartado de este capitulo nos hemos referido a una trama matematico-didactica que in-
volucra las interacciones del aula, los conocimientos de les estudiantes, la red de saberes institucionales,
el rol de le docente, entre otros elementos. También hemos profundizado en torno a la especificidad de
cuestiones para el abordaje de asuntos concernientes a la estocastica. En particular, hemos mencionado
que partimos de la premisa constructivista, segtin la cual les estudiantes aprenden en interaccién con un
medio que ofrece resistencias, y que este medio se conforma a partir de una problematica a resolver y
unos conocimientos que evolucionan a lo largo de la situacion didactica y la interaccién los otros actores

de la clase.

Antes de abocarnos a un andlisis en fino de nuestra propuesta diddctica, queremos dar robustez al
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sentido que “propuesta didactica” cobrara en el contexto de esta tesis de licenciatura, y en particular de
esta ultima seccion.

Este concepto, desde nuestro punto de vista, tiene tres partes:
1. Un conjunto secuenciado de problemas, tareas o preguntas para proponer en un aula.
2. Una intencionalidad did4ctica.

3. Un analisis didactico-matematico de los problemas y tareas que permita anticipar resoluciones
de les estudiantes y gestiones de le docente, estableciendo un vinculo entre los problemas y la

intencionalidad diddctica.

Ante todo, nuestra idea de propuesta asume una posicién no prescriptiva: no pretende erigirse como
mejor que otras, ni como la tnica para perseguir los fines propuestos, ni ninguna otra cuestién que le
adjudique, en algun sentido, una preeminencia sobre otras. Si apostamos a que la manera en que fue
construida y los elementos puestos en juego inviten a discutir con ella, a probarla, a mejorarla.

En términos de 1., nuestra propuesta estd conformada por cinco problemas con unas determinadas
acciones y/o intenciones docentes tanto para su puesta en aula, como para los espacios de trabajo que

se abren entre el fin de uno y el comienzo del siguiente.

En términos de 2., nuestro objetivo es que les estudiantes -en principio de las materias de probabi-
lidad y estadistica de nuestra facultad- construyan conocimientos estocasticos en torno a cinco grandes
asuntos matematicos:

= El concepto de probabilidad, tanto frecuentista como axiomatica.

La nocién de independencia.

La nocion de variable aleatoria.

Ley Débil de los Grandes Numeros.

El Teorema Central del Limite.

Para la realizacién del analisis propuesto en 3., nos apoyaremos en las producciones realizadas en
esta tesis, a saber: el analisis histérico-epistemoldgico esbozado en el capitulo 2, la discusién propuesta

en el capitulo 3, y los elementos esbozados en las secciones anteriores de este capitulo.

En las siguientes lineas, propondremos los enunciados de los problemas y realizaremos un analisis
didactico-matematico de los mismos. También explicitaremos lineamientos generales de los espacios
de trabajo que consideramos que deberian existir entre el fin de un problema y el inicio del siguiente.
Excede a la extension y dimension del trabajo de esta tesis disefiar una propuesta que logre abarcar el

completo de asuntos que consideramos que quedan comprendidos entre el problema 1 y el problema 5.
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No obstante, tenemos la esperanza de que los analisis diddctico-matematicos propuestos, los lineamien-
tos que esbozaremos y los elementos que desplegamos en esta tesis puedan funcionar como un soporte
sdlido para que, cada docente que quiera llevar a sus aulas versiones personales de esta secuencia, pue-
da hacerlo.

En torno al andlisis didactico-matematico de cada problema, este contendra esencialmente cuatro ejes
interrelacionados:

= Conocimientos que les estudiantes podrian tener disponibles para abordar el problema.

= Anticipaciones de posibles resoluciones (erréneas, o no) que les estudiantes podrian desplegar al

intentar resolver el problema.

= Posibilidades para la gestiéon docente de las interacciones en el aula, tanto en pequefios grupos

como en las instancias de discusidn colectiva.

= Conocimientos nuevos que puedan construirse a lo largo de la situacién didécitca, incluyendo
tanto las producciones matematics de les estudiantes como las interacciones en el aula a propdsito
de estas producciones.

Los problemas propuestos estdn disefiados con la intencién de que sean abordados tanto en ins-
tancias de trabajo auténomo en pequefios grupos, como en instancias colectivas a proposito de las
producciones de los grupos. No ubicamos, como referimos mas arriba, a la instancia colectiva como una
instancia de mera reunion de soluciones al final del trabajo auténomo. En todos los problemas propues-
tos se prevén puestas en comun, que jugaran un rol importante en el despliegue del problema en el
aula. Las consideramos como oportunidades para que ideas matemadticas (algunas nuevas, otras no, al-
gunas correctas, otras no) que le docente anticipara (io no!) se sometan a un tratamiento colectivo que
se concibe como parte del trabajo con el problema. También, como oportunidades para que le docente
incorpore elementos, escrituras, argumentos que les estudiantes no hayan desplegado pero que sean
fértiles tanto para complejizar las producciones de elles, como para abordar los items siguientes. En
particular, en el &mbito de problemas de Modelizacién Estocdstica, en estas instancias pueden ponerse
en comun los resultados (esperablemente diferentes) de las experimentaciones de cada grupo, lo que
seglin el problema posibilitara discutir y abordar diferentes asuntos.

Ahora bien: la (necesaria) interaccion de le docente con los conocimientos matematicos de sus estu-
diantes no podrd ocurrir de otro modo que no sea a partir de las producciones matemadticas de elles
(ya sea que estas sean accesibles a le docente de manera escrita u oral). En este sentido, el andlisis
-anterior a la puesta en aula- de posibles resoluciones cumple un lugar central al darle a le docente una
gama de anticipaciones que puedan ampliar su margen de accién para interpretar las producciones de
les estudiantes. Nuestro andlisis también incluye, ademds de maneras correctas y erroneas, completas
e incompletas de resolver el problema, una mirada diddctico-matematica sobre los conocimientos que
pueden subyacer a ellas, y una posicién respecto de cémo abordarlos tanto individual como colectiva-
mente. A su vez, este trabajo anticipatorio cumple otro rol fundamental: el del andlisis del -posible-
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funcionamiento del propio problema en el aula, lo que permite someterlo a reconfiguraciones y ajustes
en su enunciado y gestidn prevista, de acuerdo a los datos contextuales en los que el curso seria llevado
a cabo.

Sostenemos la potencialidad de la propuesta de trabajo en pequefios grupos a propédsito de los pro-
blemas. Entendemos que la produccién de un pequefio grupo puede (y debe) redundar en que les
estudiantes discutan y argumenten matematicamente de manera auténoma. Pensar colectivamente un
problema puede implicar poner al servicio de una solucién nuestras ideas, concepciones e intenciones,
y someterlas asimismo al juicio de pares que comparten el proyecto de solucién, movilizando y tensio-
nando nuestro sistema de conocimientos en esta interaccion. Estos elementos posiblemente se sinteticen
en una Unica soluciéon que el grupo compartira en la instancia de puesta en comun, y quedara para la
gestion docente la tarea (para nada trivial, y que esperamos pueda apoyarse en el andlisis desplegado)
de articular estas producciones en el seno del trabajo en el gran grupo.

El trabajo matemadtico que proponemos y promovemos (que esperamos haya empezado a delinearse en
las lineas anteriores) supone una dinamica de circulacién del conocimiento en el aula que no necesaria-
mente es habitual, y que por ende requerird una construccion colectiva que a su vez es progresiva. Que
para un determinado problema sean admisibles respuestas diversas (y, en particular, que sean objeto de
reflexién y andlisis tanto aquellas correctas como incorrectas), que en la légica de trabajo no necesaria-
mente exista un contenido previo desarrollado especificamente para el abordaje de los problemas, y que
se sostengan discusiones matematicas entre estudiantes y docentes como fuente sustantiva de conoci-
miento y relaciones matematicas, son practicas muchas veces nuevas y que requieren una construccién
también dentro del aula.

Habiendo desplegado estos elementos, nos interesa abordar el analisis didactico-matematico de la pro-

puesta, en particular de los problemas que la componen.

4.4. Los problemas de la propuesta

4.4.1. Problema 1

Este primer problema se concibe como punto de partida para abordar la nociéon de probabilidad, y
se considera posible como primera instancia de trabajo en el curso. Es parte de la intencidn que les es-
tudiantes aborden los items a partir de sus ideas en torno a la probabilidad y el azar, sin necesariamente
tener una definicién rigurosa de ninguna de ellas.

En una primera etapa del problema, apuntamos a llegar a una nocién de probabilidad asociada a la
factibilidad de ocurrencia de un fenémeno, donde la idea de factibilidad esta cuantificada por la pro-
porcion esperada de veces que, en una gran cantidad de repeticiones, ocurrird ese fendmeno. A partir
de este trabajo en el aula, se espera que les estudiantes puedan apoyarse en la probabilidad estimada de
un evento, generar anticipaciones respecto de lo que ocurrird en una gran cantidad de repeticiones del

experimento correspondiente. También, en este problema se apunta a discutir la relacién entre la canti-
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dad de repeticiones del experimento y los resultados en cada una de ellas, relacionando la discrepancia
entre las anticipaciones y la experimentacién con la idea de variabilidad de una muestra. Finalmente,
en este problema se avanza en la utilizacién de propiedades de aditividad de la probabilidad y en el
calculo de la probabilidad de eventos de cardinal mayor a 1 a partir del célculo de probabilidades de
eventos simples.

A cada grupo de tres o cuatro estudiantes, le docente da un dado desequilibrado (los nimeros 2 y 5
tienen probabilidad de ocurrencia p = %, y el resto %). Ante la falta de disponibilidad del dado fisico, se
puede dar un simulador °. Se otorga también una hoja donde est4n puestos los resultados de 24 tiradas
del dado (diferentes para cada grupo). No se les informa a les estudiantes que el dado estd o no cargado.

Enunciado y Andlisis del Problema 1

En un casino de Buenos Aires, su grupo va a jugar un juego de azar. Este juego consiste en
anticipar los resultados que dara un dado cuando un croupier lo tira sobre la mesa. Los resultados
de las primeras 24 tiradas son los que ustedes tienen en la hoja.

a) Elijan los dos numeros que creen que saldrdn mas veces en las siguientes 48 tiradas. Escriban
por qué los eligen.

Importante: Todos los grupos del aula juegan con el mismo croupier, solo que en diferentes oca-
siones.

Conviene sefialar que, en linea con lo que referimos lineas mas arriba, serd muy importante el proce-
so de devolucién de esta consigna hasta lograr un consenso respecto de la situacidn que esta presentando
el problema (en particular, podria ser necesario aclarar qué es un croupier).

En caso de que le docente dé los dados, debe quedar claro que son una copia exacta del dado del crou-
pier, y que las 24 tiradas fueron realizadas en momentos diferentes para cada grupo. En caso de dar
el simulador, debera aclarar que el mismo simula tiradas del dado del croupier, y que todos los gru-
pos tienen el mismo simulador. Y pedirles que se abstengan de utilizarlo hasta el item b). Teniendo en
cuenta que este problema estd pensado como para comenzar el trabajo en un curso de probabilidad y
estadistica, es posible que los conocimientos que les estudiantes tengan sobre problemas de azar esté
directamente referido a sus propias experiencias con los juegos de azar, y no a una teoria matematica
desarrollada para modelizarlos. Seria objeto de un estudio en si mismo ponderar de manera mas o me-
nos exhaustiva los diferentes estados de conocimiento con que les estudiantes podrian abordar estos
problemas, pero asumimos que elles conoceran algtin juego que implique arrojar dados (por ejemplo,
la generala).

En este sentido, las ideas sobre juegos con dados seguramente estén apoyadas en dichas experiencias,
en las que los dados seguramente no estan cargados, y por tanto puede ser que arriben al problema con
esta idea. Esto podria llevarles a pensar que los 24 datos son irrelevantes, y que pueden elegir cuales-

quiera dos niimeros para su respuesta®.

5Uno posible es el que se encuentra en el siguiente enlace, eligiendo la opcién “2-5 flat” y seleccionando n=1.:
https://www.randomservices.org/random/apps/DiceSample.html.

5No obstante, es pertinente observar que, si les estudiantes cuentan con el dado fisico, es posible que al percibir su carga
se pregunten por las caracteristicas del dado, que sera “diferente” a los dados con los que ya han experimentado.
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Anticipamos que una gran cantidad de estudiantes va a considerar relevantes los datos ofrecidos, y

lo tendrdn en cuenta en su respuesta, aunque posiblemente de diferente modo.
Por ejemplo: algunes de elles, presuponiendo el dado equilibrado, podrian considerar que, si en los
datos figura muchas veces nimero 5, es las siguientes 48 tiradas debera salir menos veces. Esta idea
es un poco cercana a la que se conoce en la bibliografia como falacia del jugador.. Estes estudiantes
elegirian los dos niimeros que menos salieron.

Con soporte en los mismos datos, pero razonando diferente, podria ser que les estudiantes consi-
deren que, si bien lo que pasé antes no condiciona lo que pasara después, si informa sobre cémo es el
comportamiento del dado.

Entonces, una apariciéon de muchos nuimeros 5 puede in-
dicar una mayor propension a que aparezcan nuevamente, -
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y entonces elijan al 5 como uno de ellos, y al otro nu-
mero como aquel que aparezca mas veces, después del 5.
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criterios, arriben a elecciones diferentes. ) )
Figura 4.2: Dos tiradas de 24 dados

En la figura 5.2 se ven dos tandas de 24 tiradas. En la primera
tirada el 2 y el 5 son los valores mas repetidos, aunque el 6 es el
tercero por apenas una vez. En la segunda tanda hay apenas 8 ocurrencias del 2 o del 5, y los valores
mas repetidos son el 1 y el 3. Vemos cémo la baja cantidad de repeticiones incide en la variabilidad de
las estimaciones.

Consideramos que puede ser interesante que, luego de realizar este item, le docente pueda gestio-
nar una instancia en comun para que cada grupo comparta sus respuestas, el criterio que utilizaron
para decidir y por qué confian en ese criterio. El hecho de que todos los grupos jueguen con el mis-
mo croupier y “con el mismo dado”, podria generar extrafieza en el caso de que, por ejemplo, con el
mismo criterio dos grupos diferentes hayan elegido pares diferentes de nimeros. También podria pasar
que esto pase desapercibido, aunque en este caso consideramos pertinente que le docente instale esta
cuestion. Les estudiantes que asuman equiprobabilidad, probablemente no encuentren conflictiva esa
situacion, por apelando auna idea como ser “jugaron en ocasiones diferentes, entonces los resultados
seran diferentes”. En la discusién sobre posibles motivos, podria surgir como una posible que el dado



58 CAPITULO 4. LA PROPUESTA DIDACTICA

esté cargado. Esto podria generar algo de revuelo en el aula, especialmente para quienes asuman equi-
probabilidad. Le docente, consideramos, debe abstenerse de aportar informacion en este sentido. En el
pizarrén, para cada grupo, le docente podrd anotar su elecciéon y una explicacién del criterio utilizado
para esta eleccion. Es posible que la diversidad de criterios y la variabilidad de las muestras presente
una disparidad tal que no pueda arribarse a una respuesta consensuada grupalmente, lo cual nos parece
rico ya que permite que cada grupo pueda sostener sus elecciones y someterlas a evaluacién a lo largo
de los siguientes items. Anticipamos que podria pasar que, a partir de estas discusiones, algunos grupos
de estudiantes cambien de estrategia de cara al item b).

En esta puesta en comun el objetivo no es decidir si un criterio esta bien o mal. Puede ocurrir que haya
mayor o menor consenso respecto de algunos criterios, consenso que puede modificarse con referencia
a los resultados de las siguientes experimentaciones. La intencion es que, con el correr de los siguientes
dos items, pueda arribarse a que la mejor estrategia es elegir los dos niimeros que mds hayan salido,
aunque esta estrategia no garantiza que la eleccién y los resultados siguientes se condigan. También,
que cuantos mds resultados se tengan en cuenta, mayor confianza habrd en esta estrategia. El conoci-

miento matematico que subyace este criterio es la Ley Débil de los Grandes Numeros.

b) Realicen las 48 tiradas. ¢Acertaron en su eleccion? Ahora, conociendo 72 tiradas del dado,
¢cudl seria su eleccidn para las préximas 48 tiradas?

De acuerdo con la variabilidad y diversidad que referimos anteriormente, es esperable que la mayoria
haya perdido y que los grupos que acertaron sean aquellos que hayan elegido el 2 y el 5, independien-

temente de si lo hicieron con el criterio de mayor frecuencia o no.

La segunda parte del item apunta a que, al tener 72 repeticiones del experimento y analizar sus resulta-
dos, el criterio que utilizaron para el primer item determine una eleccién diferente que la ya realizada.
Para les estudiantes que ain asuman la equiprobabilidad, posiblemente sostengan que perdieron “por
mala suerte” o que ganaron “por buena suerte”, y entonces su apuesta nuevamente seria construida con
el mismo criterio. Vemos fértil que le docente les proponga que estudien los valores de las 72 jugadas
para evaluar si todos los niimeros salieron una cantidad parecida de veces, con la intencién de fomentar
que les estudiantes relacionen sus supuestos sobre el comportamiento del dado con la informacién que

la experimentacidn provee.

La confianza que tengan les estudiantes en su criterio podra determinar si lo sostienen para la nueva
decision. De hecho, es improbable, pero no imposible, que en un grupo un criterio desacertado utilizado
en el {tem a) arroje como resultado una eleccidn correcta en funcién de lo experimentado en el item b),

por lo cual posiblemente sostendrian este criterio para la siguiente tirada (o la eleccion).

En este contexto, una puesta en comun puede ser interesante para volcar en el pizarrén las nuevas
situaciones: qué grupos ganaron o perdieron, y qué decidieron en funcién de dicho resultado y de los

datos (incluyendo tanto la nueva elecciéon de nimeros, como el criterio utilizado). Anticipamos que la
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gran mayoria habrd perdido, y que esto producira algtin tipo de sorpresa o malestar. Y que posiblemente
los grupos que hayan ganado sean les que eligieron el par (2,5) en el item a). En este caso, seria intere-
sante que le docente pregunte al resto de los grupos qué hubiera pasado si elegian estos dos nimeros
(anticipamos que la mayoria habria ganado en este caso). Otro asunto importante para discutir en esta
puesta en comun, ademds de “cudl era el par correcto para elegir”, qué ideas matematicas subyacen a
cada criterio. Por ejemplo, el criterio que apela al descarte de los nimeros que mas salieron, puede ya
discutirse en términos de los supuestos que la subyacen.

Con esta puesta en comun, consideramos que se arribard a un consenso general de que el 2 y el 5
parecen tener una mayor preponderancia a salir en el dado del croupier. Nos parece importante que
le docente pueda discutir con les estudiantes que es esto de la “mayor preponderancia”. Seguramente
algunes estudiantes apelen a que “estos dos niimeros salen mas veces que el resto”. Le docente tendra
la intencién de cuantificar la relacién entre la cantidad total de tiradas, y la cantidad total de veces. La
eleccion de la probabilidad para los ntiimeros 2 y 5 permite que, para valores como 72, la cantidad de
veces que salen sea aproximadamente la mitad. Con esto en mente, le docente puede proponer el item
o).

c) Completen la siguiente tabla con los datos de su dado (para las columnas con valores mas

grandes, utilicen un simulador):

Cantidad de tiros 24 | 48 | 72 | 500 | 1000
Porcentaje de veces que sale el 2 0 el 5

Aqui, cada grupo debera completar la tabla con sus datos experimentales. Esta tarea no tiene una
gran cantidad de maneras de ser resuelta, aunque si es interesante que le docente tome los resultados
de cada grupo y los ponga en comun. En todos los casos, si bien los primeros valores de la columna
seran bien diferentes, los correspondientes a la ultima serdn parecidos entre si. Le docente podrd pre-
guntar entonces por la equiprobabilidad o no de un dado. Si bien consideramos que para este momento
la mayoria de les estudiantes estara convencide de que el mismo esta cargado, una buena pregunta
que le docente podra instalar es “si el dado no estuviera cargado, {qué resultados deberiamos ver en
la dltima columna de la tabla? Esta pregunta podra ser respondida mediante un simulador, o con un
razonamiento de orden mas probabilistico: si ninguno tiene preferencia por salir, mds o menos saldran
todos la misma cantidad de veces, y luego entre el 2 y el 5 habra aproximadamente la tercera parte de
1000, o sea 333, en vez de aproximadamente 500, como en este caso. Esta discusién puede ser un buen

insumo para que les estudiantes trabajen autbnomamente en torno al tltimo item:

d) Supongamos que tiramos 2000 veces el dado. Anticipen cual o cuiles numeros apareceran

menos veces. ¢Cuantas aproximadamente?

En este tultimo {tem, cada grupo de estudiantes deberd mirar el comportamiento del dado ahora en
numeros que no son ni el 2 ni el 5. Sera interesante que el trabajo auténomo de los grupos tenga un
buen espacio dentro del aula, a fin de que les estudiantes puedan poner en relacién lo trabajado hasta

el momento, sus ideas y la pregunta del item d).
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El estudio de los valores 1, 3, 4 y 6 para las 1000 tiradas del item anterior podrd arrojar diferentes
interpretaciones. Algunes estudiantes podrian razonar que, como la mitad de las veces sale el 2 0 el 5,
la otra mitad de veces sale cualquiera de los otros niimeros, involucrando una asuncién de equiproba-
bilidad para los otros nimeros restantes. La apoyatura de este argumento en la experimentacion serd
reinterpretando los datos experimentales ya analizados.

Otra estudiantes podrian apelar a un estudio exhaustivo de cada uno de los otros niimeros, posiblemen-
te anticipando que, asi como el 2 y el 5 salen mds que el resto, podria pasar que alguno de los otros 4
salga mas que los otros. Segtin cada muestra simulada en el item anterior, habra uno, o a lo sumo dos de
estos cuatro valores que habran salido menos veces. Aunque las cantidades que sale cada uno de ellos
seran similares entre si. Algunes estudiantes se apoyaran en la contingencia de que, por ejemplo, el 3
haya salido 123 veces, mientras que el 1 126, para afirmar que el 3 es el menos probable. Otres quizas
sostengan la hipétesis de que cualquiera de los cuatro nimeros sale con igual preponderancia, ya que
la diferencia entre las veces que salen unos y otros es muy pequeila si se la compara con la cantidad
total de tiros.

Es interesante sefialar que estas tres ideas, con diferente grado de correctitud matemadtica, permitiran
que les estudiantes, apoyades en lo realizado en el item c), concluyan correctamente la cantidad de
veces esperada para el o los valores menos probables, ya sea dividiendo a la cuenta 1000/4 (represen-
tando la reparticién equitativa de los aproximadamente 1000 valores que no serdn ni el 2 ni el 5), o
reescalando la relacion obtenida experimentalmente (123 entre 1000) a 2000 tiradas, ya sea con una

regla de tres simple, o duplicando el 123, o calculando 123/1000, y luego multiplicando por 2000.

Le docente podr4, en la puesta en comtn, comenzar preguntando solamente las estimaciones que cada
grupo dio, y para cual/cudles valores, para luego indagar mas exhaustivamente en los argumentos que
hayan sustentado dichas aproximaciones. Nos interesa que le docente pueda recuperar los argumentos
y someterlos a tratamiento colectivo, por ejemplo comenzando por el argumento que asuma la equi-
probabilidad de los cuatro valores restantes (anticipamos que les estudiantes no hablaran en términos
de equiprobabilidad, sino de que cualquiera puede salir con la misma preponderancia). Si bien la con-
clusion es correcta, la premisa podria ser objetada por el resto de les estudiantes o por le docente, que
podria apelar ahora a incorporar el razonamiento de alguno de los grupos que hayan mirado exhaustiva-
mente los otros cuatro valores. Lo interesante de esta puesta en relacion sera que esta mirada exhaustiva
permitird sustentar la posicion del primer grupo. Le docente podrd comenzar, a la vez que finaliza la
instancia de trabajo sobre este problema, dar lugar a una primera instancia de institucionalizacién. Un
punto de partida posible para ello es escribir en el pizarrdn las proporciones en las que cada numero

salié, con una escritura como la siguiente:

1 1 1 1 1
Salel] — — ;Sale205———; Sale3—— —; Sale4—— —; Sale6 —— —
8 2 8 8 8

y ya introducir en el aula la nocién de probabilidad de un evento, asociada a la proporcién de veces
que veces que, para una gran cantidad de repeticiones del experimento, se espera que este ocurra. Esta

idea de “gran cantidad de repeticiones” puede apoyarse también en una escritura tipo limite. La idea de
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evento podra definirse como un subconjunto de Omega, definido como el espacio de todos los resulta-
dos posibles del experimento.

Observemos que le docente podrd preguntar por cdmo calcular la probabilidad de que salga el 5, an-
ticipando que algunes estudiantes digan que es %, por dividir al % entre dos, o bien volviendo a los
datos experimentales. Nuevamente, el primer razonamiento asumird una equiprobabilidad entre el 2 y
el 5, que solo podra sostenerse en los datos experimentales. Serd interesante que le docente pregunte
entonces qué relacidon hay entre la probabilidad de que salga 2, la probabilidad de que salga 5 y la pro-
babilidad de que salga uno de los dos, pudiendo arribar que es la suma de las probabilidades de ambos.
Esta propiedad podria ser validada a partir de la definicion de probabilidad ya esbozada, y configurar en
esta instancia de institucionalizacién en la formulacién de la propiedad de la probabilidad de la unién
disjunta.

A

. . . Explicacién del juego:
Al finalizar este problema, con su ins- . . . .

Se juega entre dos participantes. Cada jugador elige un caballo y marca
tancia I‘eSpeCtiVa de institucionalizacién, ha- con un color el niimero que lo identifica. No pueden tener el mismo caballo

brin quedado explicitaS' una primera defini (si no se ponen de acuerdo, cada uno lanza un dado y elige primero quien

obtenga el niimero mayor).

cién frecuentista de probabilidad, una técni-

META
ca de estimacién de la probabilidad a partir

del estudio de frecuencias, y una técnica de
cdlculo de probabilidad de eventos disjun-
tos como suma de probabilidades de even-
tos unitarios. Consideramos que en funcién
de lo trabajado, podrian abordar un siguien-

te problema en un escenario que involucre a cleleleleleleelelelele

12 3 4 5 6 7 8 9100 12

un dado equiprobable y al calculo de proba-

bilidades de eventos asociados, con la inten-
Se lanzan los dos dados y se suman los nimeros que salen. El caballo cuyo

cién de avanzar en la discusion de técnicas

nimero coincide con esa suma avanza un casillero. Gana la partida el jugador
para 61 CalCUIO de prObablhdadeS de eventos cuyo caballo llega primero a la meta. Cuando esto ocurre, la partida finaliza.

en el contexto de espacios equiprobables. En Figura 4.3: Enunciado de Carrera de Caballos
nuestra propuesta didactica no hemos dise-
fiado tal problema, aunque si dejamos como

referencia el problema 3 de la secuencia propuesta en el libro [30], (ver figura 5.3).

En la propuesta que realizan les autores se propone un trabajo exploratorio, que combina experi-
mentacidn por parte de les estudiantes en torno a cudl es el caballo que mas veces gana, y su relacion con
la probabilidad de ganar del mismo. En este problema, los caballos avanzan de un casillero, sobre la co-

lumna en la que se encuentran ubicados en el momento inicial. Consideramos que este problema puede
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ser una buena oportunidad para discutir con les estudiantes el calculo de probabilidades en un espa-

cio equiprobable, la puesta en relacion de este calculo con la probabilidad estimada frecuentisticamente.

Vemos una potencialidad, que no exploraremos en detalle en esta tesis, en torno a proponer pa-
ra este juego una serie de items tendientes a la consideraciéon de un torneo compuesto por una gran
cantidad de partidos de este juego. Adecuadamente disefiados, estos items podrian alojar producciones
matematicas asociadas al célculo de la probabilidad de ocurrencia de un gran nimero de eventos, de
modo que la experiencia de trabajo del primer problema y de esto que esbozamos pueda funcionar como
una apoyatura para la definiciéon axiomatica de probabilidad. Con estos dos problemas, creemos que le
docente podra proponer un trabajo en el aula especificamente dedicado al desarrollo de TE donde podra
apoyarse en el trabajo sobre estos problemas para articular las diferentes definiciones y propiedades que
puedan ser producidas a al finalizar los problemas.

Consideramos que la definicion axiomatica de espacio y medida de probabilidad puede ser puesta en
juego, con la deduccion, a partir de los axiomas, de las propiedades que se hayan formulado a partir de
la definicion frecuentista.

4.4.2. Problema 2

Para el abordaje de este problema que diseflamos, les estudiantes deberan haber construido técnicas
y sentidos solidos para el cdlculo de probabilidades de eventos asociados a experimentos simples (como
ser el arrojado de una moneda o de un dado), en los que la idea de probabilidad como cociente de casos
favorables y casos posibles haya sido discutida y puesta en juego, y en los que se haya discutido el uso

del nimero combinatorio para el cdlculo de estas probabilidades.

Este problema esta concebido con la intencién global de trabajar sobre la propuesta de modelos
probabilisticos en interrelacién con una determinada experimentacion, si bien ya el problema 1 avanza
en esta direccién. En lineas anteriores, nos referimos a la nocién de Modelo Estocdstico como uno en el
que, a proposito de la modelizaciéon matemadtica de fendmenos o problemas intra o extra-matemadticos,
les estudiantes articulan un modelo probabilistico con una experimentacion repetible para la produccién
de conocimiento sobre dicho problema. En el problema que proponemos, el modelo probabilistico estd
en funcion de describir el comportamiento de una familia de artefactos y la experimentacion parte de
la utilizacién (via simulacién) de algunos de ellos.

Mas en particular, este problema busca abordar la nocién de distribucién binomial para el caso particular
de parametros n, %, no necesariamente apoyada en la nocion abstracta de variable aleatoria, de modo
que la posterior definicién pueda apoyarse en las producciones anteriores.

Enunciado y Andlisis del Problema 2

2) En este problema nos proponemos estudiar el comportamiento del tablero de Galton, me-

diante el simulador https://www.edumedia-sciences.com/es/media/905-maquina-de-galton
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Antes de proponer el item a) y como parte de la devolucion de este problema, le docente deberia,
en el gran grupo, explicitar algunos aspectos del tablero y del simulador, mostrando uno que tenga 4
filas, respectivamente con 1, 2, 3 y 4 lugares donde pueden rebotar las bolillas. Simular el tiro de varias
bolillas con la pregunta de “{qué ven que ocurre en el simulador?”, puede ser un punto de partida para
llegar a un consenso en torno a cémo funciona este artefacto. En particular, que en cada nivel la bolilla
puede ir hacia la izquierda o hacia la derecha, que la cantidad de lugares donde puede caer es uno mas
que la cantidad de filas, y que el comportamiento es relativamente ideal (las bolillas siempre rebotan
del mismo modo, si tiramos mas de una no se tocan entre si). También, las opciones que ofrece el simu-
lador (variar la cantidad de filas y la cantidad de tiros). Consideramos que, si no surge explicitamente,
le docente puede incorporar que la bolilla no tiene preferencia de ir hacia la derecha o a la izquierda.
No obstante, es posible que les estudiantes asuman este supuesto de manera implicita, y en la puesta en
comun del item a) podria explicitarse. Consideramos necesario explicitar que esperamos que les estu-
diantes, eventualmente, numeren las columnas del 1 al 5. Segin la conveniencia de este escrito, a veces

nos referiremos a la numeracién del 0 al 4 para mayor simpleza.

a) Supongamos que tenemos un tablero con 4 filas. Si tiran una bolilla, écual es la columna
en la que es méas probable que caiga? (Y la menos probable? Argumenten.

Una variable didéctica para considerar en este problema es si el lanzamiento del item a) es mediante
la utilizacién o no del simulador por parte de les estudiantes. Si bien en los siguientes items se trabaja-
rd extensivamente con el simulador, en este es interesante que les estudiantes, a partir del proceso de
devolucidn llevado adelante antes del lanzamiento del item a), puedan anticipar el comportamiento de
la bolilla, para que luego la experiencia con la simulacién permita contrastar con dichas anticipaciones.
No obstante, es posible que para algunes estudiantes esta anticipacién sin uso del simulador sea costosa,
y que poder utilizar el simulador les permita construir representaciones personales sobre el funciona-
miento del artefacto.

Segun el dominio de técnicas combinatorias que se haya construido en el aula, este problema puede ser
planteado originalmente con un tablero de 6 filas.

Este {tem, de resolucién auténoma por parte de los pequefios grupos, la intencién es que les estudiantes
anticipen el comportamiento aleatorio de la bolilla en relacién con los posibles recorridos que esta pue-
de describir, y con los diferentes lugares en los que la bolilla puede caer. En el escenario equiprobable,
que anticipamos que estudiard la mayoria -si no todos- de los grupos, todos los recorridos son igual de
probables, aunque la cantidad de ellos que desemboca en cada lugar del final del tablero es diferente,
por lo que la equiprobabilidad se pierde al estudiar el evento “cae en la columna i-ésima”.

Fijada la cantidad de filas, digamos 4 en este caso, se puede modelizar el recorrido de la bolilla como
una tira de 0’s y 1’s, en la que un 0 o un 1 en la posicidén j de la tira, representa que la bolilla, en la
j-ésima fila, va hacia la izquierda o la derecha respectivamente. Asi, si las columnas se numeran del 0
al 4, la cantidad de 1°s en la tira se corresponde con el nimero de columna en la que cae la bolilla

(por ejemplo: una tira de O’s representa que la bolilla siempre ha ido a la izquierda, entonces caera
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en la columna 0). Asi, la cantidad de caminos que llegan a la columna i-ésima es la cantidad de tiras
que tienen i 1’s en ella, y puede contarse mediante el nimero combinatorio (f) Bajo la hipdtesis de
equiprobabilidad, todos los recorridos son igual de probables, y entonces la comparacién numérica de
los combinatorios permitird la comparacion probabilistica de las columnas. No obstante, esta resolucién
matematicamente correcta no es necesaria para el abordaje de este item en particular.

Anticipamos que la suposicién de que las columnas de los extremos serdn menos probables que las cen-
trales estara disponible para les estudiantes, aunque posiblemente comparar cudles de las centrales sean
las mas probables pueda resultar mas complejo y ser fuente de dudas. En este sentido, los argumentos
requeriran apelar a un modelo probabilistico, ya sea que este sea o no formulado explicitamente.

Por su parte, podria ser posible que algunes estudiantes consideren igual de probables todas las colum-
nas, apelando a una idea de que “la bolilla no tiene preponderancia por ir hacia la izquierda o hacia la
derecha”. Consideramos que, si en la puesta en comun esta idea no entra en conflicto, si lo hard en el
item siguiente, cuando se realice la simulacion.

Que los lugares de los extremos sean poco probables puede ser sostenido con un argumento del tipo
“alcanza con que una sola vez la bolilla cambie de direccidon para que no caiga en ese lugar”, mientras
que para las centrales “hay muchos caminos que llevan a ellas”. En una puesta en comun, puede ser in-
teresante preguntar cuantos son estos caminos para cada una de las cinco columnas, considerando que,
por la simetria del problema, esto puede ser reducido al célculo de tres. Posiblemente, algunos grupos se
propongan calcularlas, lo cual para quienes ain no hayan construido cierto dominio combinatorio esto
puede ser desafiante. Es necesario que le docente preste atencion a las producciones a fin de detectar
estas situaciones y poder abordarlas en una interaccién directa con les estudiantes en cuestion.

La eleccion de una cantidad inicial de 4 filas permite que el cdlculo combinatorio de los diferentes re-
corridos sea posible de ser hecho a mano, por ejemplo, con un diagrama de arbol o escribiendo la lista.
Les estudiantes podran proponer que el recorrido de la bolilla sea descripto (modelado) como una serie
de cuatro resultados (izquierda o derecha), y que entonces cada recorrido puede ser escrito como una
palabra que tenga cuatro letras, algunas de las cuales son letras D y otras son letras I. Con este modelo,
la palabra IIII es la Unica que corresponde con caer en la columna de la izquierda, mientras que para
cualquier otra (que no sea la columna de la derecha) hay mas caminos. Para calcular cuantos, debe-
rian comprender que la cantidad de letras I (o de letras D) determina cudl es la columna en la que el
recorrido desemboca, y para hacerlo bien pueden recurrir a un argumento combinatorio como el que

esbozamos mads arriba, o a un diagrama de arbol.

Otra opcidn es que les estudiantes adopten una suerte de “modelo de cancelaciones”, en el cual ir a
la derecha suma una unidad, e ir a la izquierda resta una unidad. Este modelo no se encuentra plena-
mente adaptado. Si la numeracion de las columnas es del 1 al 5, cosa que anticipamos, les estudiantes
deberan reajustar el modelo, ya que, por ejemplo, el recorrido que desemboca en la columna 5 tiene
asociado, en el esquema de cancelaciones, el nimero 4. Anticipamos que el estudio de la adaptacién
necesaria para este modelo requerird de la intervencién docente, y en este sentido lo consideramos una
buena oportunidad para discutir en el aula.

Puede ser interesante que le docente proponga una instancia de puesta en comun de las anticipaciones
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de cada grupo, con el fin de que las diferentes respuestas y modelos propuestos puedan ser sometidas
a un tratamiento colectivo. En este tratamiento, serd particularmente interesante discutir en el aula la
pertinencia de maneras de responder que apelen a diferentes maneras de describir la aleatoriedad del

fendmeno.

Un objetivo de esta puesta en comun es arribar al consenso de que los lugares mas probables son
los centrales, y que los mas improbables son los de los extremos. Nos parece importante que en esta
puesta en comun se puedan abordar las diferentes respuestas de les estudiantes, incluyendo en ellas
los discursos que las sostienen. Vemos un potencial en que le docente pueda fomentar que todes les
estudiantes tengan la posibilidad de acotar, preguntar y objetar a las resoluciones de sus compafieres
aquellas cuestiones que no entiendan. Otra componente importante de esta puesta en comun sera la
articulacion de las soluciones, por ejemplo, en el caso de que algunes estudiantes que hayan apelado
a un diagrama de arbol y otres a utilizar un argumento combinatorio. Es posible que les estudiantes
que realicen el diagrama de arbol no logren concluir la relacién entre la cantidad de veces que va a la
izquierda (o derecha) y la columna en la que desemboca. En cambio, quienes apelen al uso del numero
combinatorio posiblemente hayan arribado a una versién mas completa de esta idea. Le docente, en
su labor de gestor y regulador de estas interacciones, podréd apoyarse en las ideas de unes y otres para

perseguir el objetivo de que estas vayan evolucionando en el desarrollo del problema.

Para el abordaje del siguiente item, serd necesario que le docente discuta antes con les estudiantes la
misma pregunta con un tablero de 5 y de 6 filas. En este caso, esperamos que les estudiantes conjeturen
que, nuevamente, las columnas de los extremos serdn menos probables, y que la méas probable serd la
del medio (anticipamos a su vez que serd necesario discutir que, en el caso de 5 filas, hay dos columnas
mas probables, cosa que podria pasar inadvertida).

En esta interaccién sera necesario realizar el cdlculo, entre todes, de la probabilidad de caer en los ex-
tremos, y la probabilidad de caer en el lugar central, de modo que funcionen como un soporte para
esas afirmaciones. La realizacién de este calculo para el caso de 5 filas podra todavia apoyarse en un
diagrama de arbol, aunque ya para el caso de 6 le docente debera priorizar escrituras y razonamientos
que involucren el uso del niimero combinatorio.

Si bien consideramos deseable que calculen, para el caso de 6 filas, la probabilidad de caer en cada una
de las columnas -y no solo de las mas y menos probables-, optamos por proponerlo en el item c). Nos
imaginamos que, en el pizarrén, podria quedar desplegada una figura como la siguiente, al lado de otra
analoga para el caso de 5 filas.

b) Si tiran 1000 bolillas en un tablero de 6 filas, cqué esperan que pase? Realicen el experi-

mento y comparen con sus anticipaciones.

La pregunta por 1000 bolillas busca ponerse en didlogo con lo trabajado en el problema 1, en torno
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° . . . . .
0.0156 0.3125 0.0156

Figura 4.4: Diagrama de un tablero de 6 filas, que podria quedar desplegado en el pizarrén antes del
item b)

a que la cantidad esperada de bolillas en una determinada columna es un namero cercano a la proba-

bilidad calculada en la puesta en comun anterior, multiplicado por 1000.

Las respuestas de les estudiantes a la pregunta de “qué esperan que pase” pueden ser diversas, y nos
interesa que puedan apoyarse en las relaciones provisorias a las que llegaron en el item anterior, in-
cluyendo la puesta en comun. Si bien consideramos que la escritura numérica en el pizarrén puede
fomentar que algunes estudiantes se apoyen en ella para anticipar qué pasara con la realizacién 1000
veces del experimento, podria ser que otres se apoyen exclusivamente en las relaciones cualitativas a
las que llegaron en el item anterior, para afirmar que en la columna central caeran mas bolillas que
en el resto, y que en las columnas de los extremos habrd menos bolillas que en las demds. Nos parece
importante que la puesta en comun recupere la pertinencia de ambas propuestas. Asimismo, es posible
que haya estudiantes que puedan ser exhaustives en su respuesta, proponiéndose anticipar qué pasara
con todas las columnas. En este caso, deberan calcular las probabilidades y compararlas entre si, a fin de
poder anticipar experimentalmente, ya sea cualitativamente (cudles columnas tendrdn m4s bolillas que
otras) o cuantitativamente (una estimacion de cuantas bolillas habra en cada columna). Anticipamos
que las respuestas cuantitativas serdn diferentes (a causa de que cada grupo tendrd diferentes resultados
experimentales), y que se apoyaran en la similitud, para valores grandes, entre la proporcién de bolillas
que cayeron en la columna correspondiente, y la probabilidad de que caigan en ella. Seria interesante

que le docente deje escrito en el pizarrdn, al retomar estas producciones, que

Cantidad de bolillas que cayeron en la columna i-ésima
Cantidad de bolillas tiradas

~ P(Caer en el la columna i-ésima) (4.1)

Explicitando que el parecido entre uno y otro niimero responde al mismo fenémeno que se trabajé
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en el problema 1, y diciendo que el valor de la izquierda es una estimacion experimental del valor de la
derecha. Asimismo, y apoyandose en esta interaccion colectiva, al no haber discutido en el item anterior
la probabilidad de caer en cada una de las otras columnas, les estudiantes pueden abordar auténoma-
mente el siguiente item, que a su vez permite que les estudiantes que no hayan realizado una mirada
cuantitativa, tengan oportunidad de hacerlo. Como dijimos, es posible que algunes estudiantes ya ha-
yan realizado una caracterizacion del fendmeno aleatorio en cuestion, por lo cual le docente podria
optar por, a partir de sus producciones -y de su necesaria puesta en didlogo con las otras producciones-,

abordar directamente el item ¢) colectivamente.

c) Estimar y calcular, para un tablero de 6 filas, la probabilidad de caer cada una de las co-
lumnas.

Consideramos que la realizacién de este item requerird por parte de les estudiantes, en primera
instancia, de la distincién entre estimar y calcular. Le docente podra aclarar oralmente, si no hubiera
sido construida esta distincion en las experiencias de trabajo anteriores, que el término “estimar” remi-
te a realizar una aproximacién mediante datos -y que en el caso particular de estimar probabilidades
tiene como herramienta privilegiada la utilizacion de las frecuencias relativas-, mientras que “calcular”
requiere de la propuesta de un valor exacto basado en un modelo matematico establecido mediante un
conjunto de supuestos, apoyandose en la puesta en comun del item anterior, para lo cual haber escrito
la ecuacion (4.1) sera conveniente.

Para la estimacién, esperamos que les estudiantes dividan por 1000 la cantidad de bolillas de cada una
de las columnas (empezando por alguna de ellas). La eleccién del nimero 1000 apunta a posibilitar un
tratamiento numérico de las cantidades experimentales sin necesidad de hacer cada una de las cuentas
en una calculadora.

Para el célculo, serd necesario que le docente preste atencion a les estudiantes que encuentren dificul-
tades para realizar el conteo, ya sea a partir de realizar un diagrama de arbol, o de manipular niimeros
combinatorios. No obstante, anticipamos que algunas de estas dificultades habran tenido que surgir
durante la puesta en comun anterior, ya que el calculo de la probabilidad de caer en la columna central

ya apela a estos conocimientos.

En la puesta en comun pretendemos que le docente pueda recopilar las diferentes soluciones. Si
hubiera grupos que llegaron a resultados erréneos, seria interesante tomarlos en la puesta en comun
para discutir en torno a ellos. Los errores que anticipamos estaran relacionados con un conteo incorrecto
de los recorridos que llevan a alguna de las columnas, y vemos fértil que la discusién colectiva de estos
calculos pueda apoyarse, ya sea en argumentos matematicos en torno al conteo, como a la relacién
entre el valor experimental obtenido y el valor tedrico propuesto por elles (podria ser necesario realizar
la experimentacion con 10000 bolillas para que este argumento sea mas eficaz). Consideramos que en
el pizarrén podria completarse el esquema anterior, incorporando los datos de la experimentacion de
1000 tiradas realizada por le docente, quedando posiblemente algo como lo siguiente, siendo necesario

incluir los célculos realizados y las comparacién con la estimacién correspondiente:
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0.0156 0,083 0.234 0.312 0.234 0,093 0.015

Figura 4.5: Diagrama que podria quedar desplegado en el pizarrén antes del item c)

En la instancia de institucionalizacion de este problema, le docente podra dar una definicién proviso-
ria de variable aleatoria, entendida como valor nimerico asociado al resultado de un experimento cuyo
resultado es impredecible, dejando para el final del problema 3 la definicién abstracta como funcién
medible del espacio muestral a R.

A

Este mismo problema puede ser retomado en el estudio del Teorema Central del Limite, siendo
la maquina de Galton uno de los instrumentos mas populares empeados para la presentacion de la
campana de Gauss para modelar suma de variables aleatorias simétricas.

4.4.3. Problema 3

Para el abordaje del siguiente problema, que nos parece importante que se realice temporalmente
cerca del anterior, se requiere del conocimiento de la nocién de independencia. En el capitulo anterior
esbozamos unas discusiones y consideraciones que consideramos fértiles de tener en cuenta para el
disefio de uno o mads problemas que avancen en esa direccion. A estos fines, podria disefiarse, por
ejemplo, un problema que retome un torneo de carreras de caballos como el mencionado en lineas
anteriores, en el que se ponga en relacidn la técnica de célculo de la probabilidad de ganar K veces
seguidas una carrera con el caballo 7, y la probabilidad de ganarla individualmente, para conjeturar la
regla de multiplicatividad en este escenario. Esto podria ser una apoyatura para proponer experiencias
de trabajo especificas para el abordaje de la nocién abstracta de independencia y su relacién con la
probabilidad condicional.

El objetivo de este problema es construir sentidos en torno a una distribucién Binomial de parametro
p usando nuevamente un tablero de Galton donde ahora los rebotes no ocurren de manera simétrica.
Se espera que puedan, colectivamente, arribar a la formula de la probabilidad puntual y estudiar de
que manera esta varia a lo largo de su rango, identificando relaciones de crecimiento y decrecimiento.

También, dar los primeros pasos en torno a la comparacion de estimadores. También, la posibilidad
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de experimentar con el tablero permite una vez mas calcular frecuencias relativas y compararlas con
las probabilidades calculadas bajo el modelo, evidenciando nuevamente la relacion empirica existente
entre la frecuencia relativa y al probabilidad. En este problema, les estudiantes modelaran un tablero
de Galton con p, la probabilidad de ir hacia la derecha, es 3/4 y con 6 filas. Vemos importante que el
tablero se encuentre proyectado en el pizarrén, de modo que mientras avanza el proceso de devolucién
se vean bolillas caer, y que vayan haciéndolo de a una, de modo que progresivamente se vaya mostrando
en el simulador la cantidad que ha caido en cada columna.

Seria interesante que le docente sostenga algunos intercambios con les estudiantes a fin de llegar a un
consenso respecto del comportamiento del tablero nuevo y su diferencia con el del problema 2. Para el
abordaje de este problema, les estudiantes tendrdn elementos de su trabajo anterior en los que podran
apoyarse (la manera de modelizar los recorridos). En este problema, salvo cuando p = 1/2, estamos en
un modelo que deja de ser equiprobable y, por lo tanto, la divisién de casos favorables por casos posibles

para el cédlculo de probabilidad es incorrecta.

Enunciado y Andlisis del Problema 3

a) Consideren ahora el Tablero de Galton -utilizando el simulador www.mathsisfun.com/
data/quincunx.html en el que, debido a una causa desconocida, las bolillas, al rebotar, tienen
una determinada preferencia a irse hacia la derecha en vez de hacia la izquierda, independien-
temente de en cual nodo reboten. Ajusten, en el simulador, esta preferencia, ubicandolo en el
valor %. En este nuevo escenario, écudl es la columna mas probable? (Y la menos probable? Para
realizar esta tarea, numeren las columnas del 0 al 6

En lo que sigue, analizamos posibles resoluciones de les estudiantes. Para el calculo de la cantidad
de caminos que llevan a una columna determinada, les estudiantes podrian apoyarse parcialmente en
los razonamientos combinatorios desplegados en el problema anterior. La novedad que se juega en este
problema es la de la preponderancia, que les estudiantes tomaran o no en cuenta en sus producciones
de manera diversa. Avanzamos en esta direccién:

Algunes de estes estudiantes podrian, errdneamente, concluir que la columna mas probable es la del
medio, omitiendo la nueva informacion sobre el comportamiento del tablero. Otres, poniendo el foco
s6lo en la preponderancia de ir hacia la derecha, podrian concluir que la columna més probable es la
de la derecha puesto que el recorrido que va hacia dicha columna es el que mas en cuenta toma el
comportamiento de las bolillas.

Otra resolucion posible es que les estudiantes planteen que, del total de veces que la bolilla rebota, %
veces ird a la derecha'y % parte de las veces ira a la izquierda. Como hay 6 ocasiones en los que la bolilla
rebota, podrian proponerse calcular el resultado de la multiplicacién 6.%. El resultado de esta cuenta
es 4,5, por lo que algunes estudiantes podrian responder que la columna mas probable es la 4 o 1a 5,
0 que este razonamiento no les permite inclinarse por ninguna de las dos, y que entonces ambas son
igual de probables.

Todes les estudiantes podran apelar al uso del simulador para, ya sea responder apoyades en sus re-

sultados, o bien contrastar sus respuestas con los resultados de la simulacién, porque el valor de p del
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simulador estard determinado en p = %.

Una respuesta correcta para la columna menos probable podria apelar a combinar la preponderancia
y la cantidad de caminos, observando que hay un solo camino que desemboca en la columna que esta
mads a la izquierda, y este camino debe ser el mas improbable porque la bolilla preponderantemente va
hacia la derecha.

Finalmente, algunes estudiantes podrian apelar al uso explicito del valor % en el calculo de la probabi-
lidad de caer en cada columna. Para ello, es preciso sumar la probabilidad de cada uno de los caminos
que lleva a dicha columna. Estos caminos pueden ser identificados con una palabra de seis letras, D e I,
con i letras D, y 6—i letras I. Por lo cual, dado un camino que lleva a la columna i, y gracias a la indepen-
dencia de los rebotes, resulta que su probabilidad es (%)l . (%)6_1. Esto muestra, ademas, que todos los
caminos que llevan a dicha columna tienen igual probabilidad, por lo que para calcular la probabilidad
de caer en la columna i, basta ahora con contar -del mismo modo que en problema anterior- cuantos
caminos conducen a dicha columna- Esa cantidad es (?) La comparacion numérica de la probabilidad
de caer en cada columna permitird que les estudiantes respondan correctamente. Algunas resoluciones
que apelen a estas ideas pueden presentarse incompletas (por ejemplo, algunes estudiantes podrian lo-
grar calcular la probabilidad de ir a la columna de la derecha o de la izquierda, pero podrian encontrar
alguna complicacion a la hora de contemplar caminos que incluyan rebotes tanto hacia la izquierda

como hacia la derecha).

Consideramos pertinente la propuesta de una puesta en comun para abordar las producciones de
cada grupo. En este caso, anticipamos que habra grupos que quizdas no lograron producir una respuesta
completa, y en este sentido serd interesante someterlo a un tratamiento colectivo.

Le docente, en la puesta en comun, tendra potencialmente cinco respuestas diferentes por parte de les

estudiantes. En algunas, les estudiantes podrian:

= Apelar a la nocién de independencia y a la descripcion de los recorridos como palabras con letras I
y D, para calcular la probabilidad de caer en una o mds columnas. Segtn el grado de exhaustividad

de estas resoluciones, podran responder o no cual es la columna mds y menos probable.

= Concluir que la més probable es la de la columna 6, solo tomando en cuenta la preponderancia
de ir hacia la derecha, y apoyarse en esta idea para afirmar que la menos probable es la columna
0.

» Privilegiar la cantidad de caminos pero no la preponderancia, concluyendo que la més probable

es la columna 3, y que las menos probables son la 0 y la 6.

= Concluir que la columna 0 es la menos probable, tomando en cuenta la preponderancia y la can-

tidad de caminos, pero sin responder cudl es la columna mas probable.
= Responder correctamente apoyades en la simulacién.

Nos interesa observar que, con excepcion de la primera y cuarta solucion, las otras resoluciones

pueden no apelar en ninglin momento a una idea de independencia en el sentido probabilistico.
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Aungque si existe una potencialidad que le docente puede aprovechar, que es la que da la comparacion
entre las respuestas. Tanto la segunda como la tercera son erroneas, lo cual la quinta lograra mostrar.
Entonces la pregunta por la razdén por la que las respuestas son erréneas, aunque puedan resultar con-
vincentes, puede permitir a le docente un intercambio de ideas con les estudiantes a partir de lograr
un posicionamiento reflexivo respecto de sus producciones. En este escenario, consideramos que habra
buenas condiciones para que le docente proponga relacionar la preponderancia por ir hacia la derecha,
presente en la segunda resolucidn, con la cantidad de caminos, presente en la tercera. Si en el aula hubo
estudiantes que realizaron la primera resolucidn, entonces le docente podra apelar al andlisis de esta
para discutir esa relacion.

Ahora bien: podria pasar que ningtin grupo de estudiantes hayan intentado calcular la probabilidad de
caer en cada columna. Esto nos abre dos escenarios, en funcién de los cuales proponemos diferentes

acciones docentes:

Escenario 1 Sino hubo producciones que den una manera de calcular la probabilidad de caer en cada colum-
na, seria interesante que le docente deje explicito en el pizarrén las conjeturas y cuestiones que

surgieron, especialmente las siguientes:

(1) La columna mas probable es la quinta, y la mas improbable es la primera.

(11) La bolilla tiene mayor preponderancia a ir hacia la derecha, pero la séptima columna, co-

rrespondiente a i = 6, no es la mas probable.

(111) La cantidad de recorridos que desembocan en cada columna es la misma que en el problema
2.

(1v) La probabilidad de ir hacia la derecha es la misma para todos los nodos.

Con esto en mente, podria proponer la siguiente pregunta para responder entre todes:

¢Cudl es exactamente la probabilidad de caer en la columna 6? ¢Y en la 4?

Esta pregunta vuelve necesario distinguir que, si bien dénde rebota la bolilla depende fuertemente
de dénde rebotd antes, la direccion en la que rebota en uno si es independiente de la direccion
en la que rebota en el siguiente. Es decir, las direcciones sorteadas en los diferentes nodos son
independientes entre si. Esto puede permitir que, si les estudiantes logran caracterizar al recorrido
en términos de eventos independientes (donde el evento independiente en cuestidn es “ir hacia la
izquierda o hacia la derecha”), entonces podran dar explicitamente la probabilidad, anticipamos,
sin mayores complicaciones. Pero depende de que les estudiantes modelicen la situacién mediante
la idea de independencia. Si esto no ocurre, serd necesario que le docente lo explicite y realicen
los célculos correspondientes. En este caso, proponemos que le docente gestione la discusion en
torno al calculo de la probabilidad de caer en la columna 6, dejando en el pizarrén una escritura

como la siguiente:

3 6
sip= 7 entonces P (Caer en la columna 6) = (Z)

y deje un espacio de trabajo auténomo para el célculo de la probabilidad de caer en la columna 4.
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Serd interesante que en la puesta en comun posterior a esta instancia, le docente pueda incorporar

una escritura como la siguiente

4 2
P (Caer en la columna 4) = (6) (E) (1)
4\ 4 4

Luego de ello, quedaria para abordar colectivamente la respuesta de cudl es la columna mas
probable, computando la probabilidad de caer en las columnas restantes y comparando los valores

numéricos obtenidos.

Escenario 2 Si hubo producciones que empleen explicitamente el “p” para el calculo de probabilidades, le
docente puede discutir los supuestos que subyacen a ese cdlculo (la independencia de la direccién
de los rebotes, y que todos los caminos que que conducen a una misma columna tienen igual
probabilidad), con especial atencién a aquelles estudiantes que no hayan apelado a este tipo de

razonamientos, con la intencién de poner en didlogo sus ideas.

En funcién de lo trabajado en ambos escenarios, se habra arribado a la probabilidad de caer en cada
columna, y concluido cudl de las columnas es la mas y menos probable. Luego, proponemos que le do-

cente lance el item b) de resolucion colectiva.

b) Dado un tablero de 6 filas en el que las bolillas tienen probabilidad p = % de ir hacia la
derecha en cada uno de los nodos, realizar un grafico que relacione el numero de columna con

la probabilidad de caer en dicha columna.

Al recuperar el valor %, graficarlo en este caso podria ser accesible ya que se habra calculado la
probabilidad de caer en cada una de las columnas. Con este trabajo realizado, le docente puede instalar
la pregunta por cdmo sera el grafico si el valor de p es diferente. Proponemos que le docente aborde
esta tarea de para p = %, donde k es un entero entre 0 y 6. En cada gréfico, la columna mas probable
sera la k—ésima. Anticipamos que con lo discutido hasta el momento, le docente podria apoyarse para

escribir, en funcién de un p cualquiera

P (caer en la columna i) = (6_).pi.(1 —p)*' para 0<i<6
i

¢) Supongamos que tenemos un nuevo tablero en el que no se conoce la probabilidad de que la
bolilla rebote hacia la derecha. Al tirar una sola bolilla esta cae en la columna 4. ¢Cudl estimarian
que es el valor de p = P(probabilidad de que la bolilla rebote hacia la derecha)? ¢Y como seria si

cayera en la columna 3?

Para responder, les estudiantes deberan movilizar la idea de que en este modelo, caer en la co-
lumna 4 equivale a que, cuatro de seis veces, la bolilla haya ido a la derecha. Retomando la relacién
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entre frecuencia relativa y probabilidad que fue explorada en los ejercicios anteriores, es posible que les
estudiantes estimen entonces la probabilidad p con el valor %, para la columna 4, y con % para la co-

lumna 3. Mds generalmente, si X denota la columna donde cae una bolilla, podemos estimar p con X /6.

Este item busca instalar en el aula una pregunta que, ademas de ponerse en didlogo con el item d),

busca discutir una estrategia que puede seguir siendo discutida en problemas posteriores: la de, antes
de proponer un estimador basado en grandes niimeros, primero pensar en un estimador basado en una
Unica realizacion del experimento.
Anticipamos que algunes estudiantes querran apelar al uso del simulador para grandes numeros, ya
que como estrategia esta ya estara disponible. En este sentido, le docente debera reponer que eso sera
objeto del siguiente item, en el que se les da a les estudiantes un simulador de un tablero con 6 filas
donde ahora no conocen el valor de p. En lo que sigue, utilizamos p = %

d) Estimar el valor de
p = P(probabilidad de que la bolilla rebote hacia la derecha)

a partir de los datos experimentales obtenidos en el simulador.

Para realizar este item, les estudiantes pueden apelar a, al menos, dos estimaciones diferentes:

= A partir de lo realizado en el item anterior, promediar las estimaciones obtenidas utilizando la
columna correspondiente a cada bolilla. Matematicamente hablando, si X; denota la columna
donde cae la i-ésima bolilla, tenemos que promediar los valores X;/6. Luego, gla estimacién para

p estd dada por n™! 2?21 X;/6,donde n denota la cantidad de bolillas utilizadas en el experimento.

= A partir de lo realizado en el item b), considerar, para una columna dada, que la proporcién de
bolillas que cay?6 en ella es una aproximacié de la probabilidad de caer en ella, y luego intentar

despejar el valor de p a partir de conocer la probabilidad de caer en dicha columna.

Observemos que, con relacién a este dltimo estimador, despejar el valor de p a partir de la columna 4
no es posible sin ayuda de un software que aproxime la solucion, ya que implica resolver la ecuacién
q = 15p*(1—p)?, donde q es la frecuencia relativa asociada a la columna i = 4 calculada con los valores
que el simulador haya arrojado. Esta dificultad, esperamos, podra funcionar para que algunes estudian-
tes se propongan generalizar el procedimiento propuesto para el item b), o para preguntarse si el despeje
podria ser posible a partir de considerar otras columnas. Esto ultimo podria llevar a la consideracién
de la columna 6 o la 0, para la cual el despeje si es posible. Anticipamos que, como experimentalmente
habra mas bolillas en la 6 que en la 0, la mayoria de les estudiantes apelaran a la 6.

Nos parece importante proponer una puesta en comun donde le docente pueda recuperar las diferentes
producciones de les estudiantes, poniendo en discusidon cudles estimadores fueron utilizados, y cuales
las estimaciones obtenidas. Esta puesta en comtn puede ser una oportunidad para dar una primera
discusion en torno a la diversidad de estimadores y la posibilidad de discutir criterios para decidirse

por unos u otros. Sostener estas discusiones no es posible a partir sélo de datos particulares, sino que
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sera interesante discutir qué resultados arroja cada uno para una cantidad diversa de repeticiones. Nos
parece fértil apelar a la una simulacién de los mismos, y graficar histogramas correspondientes a dife-
rentes métodos de estimacién, para cantidades diversas de repeticiones. Al hacerlo, se podra atrapar la

diferencia en la dispersién de las estimaciones con uno u otro procedimiento.

Con esto en mente, y en perspectiva de comenzar a articular con el problema 2, nos parece intere-
sante que le docente indague en cudles variables aleatorias (con el sentido provisorio explicitado en el
problema 2) fueron estudiadas en el problema 3, y en el problema 2, apuntando a considerar en un pri-
mer momento, a la variable Y = Numero de columna en el que cae la bolilla en un tablero de N filas.
Creemos que le docente puede incorporar esa escritura al pizarrén, y preguntar qué caracteristicas de
esa variable fueron estudiadas, con la intencién de relacionarlo con la nocién, que sera definida in situ,
de rango y funcién de probabilidad puntual. Los elementos de la puesta en comtn que esbozamos en
lineas anteriores seran puntos de apoyo para esta discusién. Observamos que serd necesario, para refe-
rir al trabajo realizado con el tablero de Galton, discutir en el aula que la posicién desde la que cae la

bolilla es:
= Alineada con la columna del medio, cuando N es par.
= Alineada con la barra que separa a las dos columnas del medio, cuando N es impar.

Con esto en mente, puede proponerse calcular el rango de Y y de su funcién de probabilidad puntual.
Esta puede ser una buena oportunidad proponer una primera definiciéon de variable aleatoria binomial,
a partir de la idea provisoria de variable aleatoria, y caracterizando a la binomial por su rango y su
funcién de probabilidad puntual.

También, le docente podra discutir qué es un histograma, a fin de tenerlo disponible para futuros pro-
blemas.

A

A partir de aqui, le docente podra proponer -partiendo de esta puesta en relacién de los problemas 2 y
3- una instancia de institucionalizacién en la que ciertos objetos o relaciones cobren un estatus dentro
de la construccion de TP, En particular, consideramos que es una buena oportunidad para que le docente
formule en general la nocién de rango y de funcién de probabilidad puntual, y aborde la nocién formal
de variable aleatoria como funcién del espacio muestral en R, y defina mediante estos elementos la
variable aleatoria binomial.

En perspectiva de realizar una revisiéon global de los elementos tecnoldgico-tedricos que se abordaron
desde el primer problema y hasta el tercero, asi como de las técnicas-tareas que se desarrollaron, consi-
deramos pertinente dar un espacio de reflexién en torno al rol de la experimentacion en los problemas.
Esto permitira reflexionar sobre lo abordado en el problema 1, en torno a la definicion frecuentista de la
probabilidad, y a la existencia de espacios muestrales no equiprobables, asi como descontextualizar las
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técnicas empleadas para el calculo de probabilidades de eventos, ya sea en un espacio muestral equi-
probable (casos favorables/casos posibles) y no equiprobable (descomposicién de eventos en unién de
eventos elementales). En esta misma direccidn, se puede retomar la idea de independencia presente en
el problema 3 y poner en comtn también lo construido a ese respecto. El lenguaje de la TP podra utili-
zarse plenamente en este contexto para la expresion de las relaciones y propiedades correspondientes.
Luego de estos tres problemas, y las discusiones posteriores, consideramos que en el desarrollo de la
materia serd necesario realizar un abordaje de diferentes asuntos, que esbozaremos a continuacion, para
los cuales es necesario disefiar problemas que permitan estudiarlos, asi como articular su puesta en aula
con sucesivas instancias de institucionalizacion, como hemos esbozado hasta este momento. Concreta-
mente, serd necesario que les estudiantes hayan construido, a partir de experiencias de Modelizacién
Estocastica, conocimientos en torno a:

» Diferentes variables discretas, ya sea con distribuciones conocidas (geométrica, hipergeométri-
ca, binomial negativa, Poisson) como con distribuciones desconocidas pero calculables, de rango

finito y numerable.

= QOperaciones entre variables aleatorias discretas, en particular en torno a la suma, calculo de las
funciones de probabilidad puntual de las variables aleatorias definidas por dichas operaciones,
modelizacidn de problemas cuyos modelos involucren operaciones entre variables aleatorias. Ade-
mas, la nocién de independencia de variables aleatorias -serd necesario para este abordaje una

instancia de trabajo con vectores aleatorios bidimensionales-.

» Esperanza y varianza. Sentidos matemadticos y propiedades de la esperanza y la varianza del pro-
medio de variables aleatorias, en particular el caso iid. Desigualdad de Markov y Tchebychev.

Por cuestiones de extensidén de este trabajo, omitimos disefiar y analizar problemas que aborden estos
asuntos. Con este mismo motivo, para los préximos dos problemas que siguen (y que completan la
propuesta diddctica) delinearemos las cuestiones generales de su analisis diddctico-matematico.

4.4.4. Problema 4

Este problema tiene la intenciéon de, a partir de las herramientas de Modelizacién Estocastica cons-
truidas hasta el momento, abordar una instancia de trabajo que permita, a posteriori del trabajo con
este problema, formular y demostrar la Ley Débil de los Grandes Numeros para variables aleatorias con
segundo momento finito.

Este problema es una adaptacion del problema propuesto por Guy Brousseau (2002, [15]), en el que el
objetivo es que les estudiantes estimen la composicion de una urna que tiene una cantidad conocida de
bolillas, algunas blancas y otras negras, pero no se conoce cuantas. Concebimos que le docente puede
proponer este problema, ya sea dando a les estudiantes acceso a un simulador que permita repetir el
experimento “sacar una bolilla, anotar si es blanca o negra, y devolverla” tantas veces como quieran, o
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construir materialmente’ una urna. En nuestro problema, la composicién de la urna es 35 blancas y 65

negras.

Enunciado y Andlisis del Problema 4

Se tiene una urna con 100 bolillas, algunas blancas y otras negras. Se quiere estimar la com-
posicion de la urna, que es desconocida. Para ello, pueden, de a una vez, sacar una bolilla, anotar
el color, y devolverla, tantas veces como quieran.

a) Estimen la proporcion de bolillas blancas, explicando el procedimiento que utilizaron.

En este item, bien abierto, anticipamos que les estudiantes propondran la realizacidn del experimen-
to “sacar una bolilla” (o su andlogo, “ver una bolilla”, en el caso de que tengan la botella en fisico) una
determinada cantidad de veces, y contar cuantas de esas veces la bolilla sali¢ blanca. Consideramos que
en cada grupo podré haber una variedad de experimentos propuestos. En lo que sigue, nos restringimos

a los siguientes posibles experimentos:
= (de tipo 1) Repetir N veces el experimento “sacar una bolilla”, y promediar.

= (de tipo 2) Repetir N veces el experimento “sacar K veces una bolilla, y promediar”, y luego tomar
promedio.

Consideramos necesario que haya un tiempo de exploracién de las urnas/simuladores por parte de
cada grupo, que utilizard para estimar uno de estos tipos de experimento, incluyendo en esta eleccién
un N particular de ese grupo. Anticipamos que la gran cantidad de negras hara que, ante la repeticién
del experimento, les estudiantes conjeturen que habrd mds negras que blancas. Si fuera el caso que
alguin grupo realiza varias repeticiones (por ejemplo, mas de 10) y no salié ninguna vez una blanca, le
docente podré aclarar que en la urna hay blancas y negras.

Cada experimento propuesto dara diferentes resultados, y consideramos fértil que le docente comience
la puesta en comtn preguntando primero, grupo por grupo, cudl es el valor que proponen para la pro-
porcion de blancas. Para realizar la estimacion, anticipamos que algunes estudiantes diran el promedio
experimental obtenido, y otres el mismo redondeado.

Ante la gran variedad de respuestas, serd interesante que le docente indague en cémo cada grupo realizé
la estimacién. Algunes estudiantes podrian adjudicar la multiplicidad de respuestas a la diferencia en la
metodologia empleada. A partir de esto, sera necesario que le docente discuta con todes les estudiantes

algunos asuntos:
1. Como los experimentos de tipo 2 pueden verse como experimentos de tipo 1.

2. Cémo expresar, en términos de variables aleatorias, el método de estimacion propuesto (por ejem-
plo, un experimento de tipo 1 puede plantearse como un promedio de N variables Bernoulli in-

dependientes cuyo parametro es el valor a estimar). Sera necesario, al respecto de esto, resaltar

7Una manera de hacer esto es utilizando botellas de plastico de tapa transparente, cuyo cuerpo ha sido pintado con alguna
pintura opaca. Una vez puestas adentro las bolillas y con la tapa cerrada, les estudiantes solo podrdn ver bolillas al poner boca
abajo la botella, y ver la bolilla a través de la tapa.
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que esta expresion tomara en cuenta el N del grupo, y observar que algunes estudiantes -y otres
no- apelaran al redondeo del valor obtenido en la experimentacién. Sugerimos que esto dltimo

sea expresado coloquialmente.

3. Cuadl de todas las estimaciones elegirian. Tras haber discutido que ambas propuestas son equiva-
lentes, lo Unico que puede variar es la cantidad total de repeticiones realizadas para el calculo de

la estimacion. En lo que sigue, entra en juego la importancia de esta cantidad.

Esta puesta en comun puede ser un buen insumo que les estudiantes tengan en cuenta para abordar

el siguiente item:

b) Acotar inferiormente (de manera no trivial) la probabilidad de que, realizando su procedi-

miento, la diferencia entre el valor estimado y el valor de p no exceda las 0,005 unidades.

Al lanzar este item, le docente podria apuntar a consensuar con les estudiantes que el evento en cuestion
N
. VX . .
puede expresarse en términos de |% —p| < 0,005, donde X; vale 1 si la i-ésima extraccion es blanca
y cero caso contrario. Recordemos que el valor de N dependera de cada grupo. Observemos que, lo que

se pide calcular, puede ser expresado también como
N
P Np—0,005N < »_X; <0,005N +Np) .
i=1

La probabilidad depende de N y de p. Si un grupo eligié N < 100, entonces 0,005N < 0,5 y luego la
probabilidad pedida coincide con IP(ZZivlei = k(N,p)) donde k(N,p) = [Np] si Np—[Np] <0,5,y
k(N,p) =[Np]+1 en caso contrario. Les estudiantes, por lo trabajado en los problemas 2 y 3, podran
concluir que esta probabilidad sera baja. Algunes estudiantes podrian querer modificar su N para me-
jorar la estimacion, y este movimiento podria posibilitar que postulen que, tomando N cada vez mas
grande, entonces P (I# —-pl <0, 005) aumenta, e incluso algunes estudiantes podrian conjeturar
que tiende a 1.

Otres estudiantes pueden apelar al uso de la desigualdad de Bienaymé-Tchebychev, para la cual ocurre
un fendmeno similar en términos de que, para N menor a 1000, la cota no aporta valores significativos,
pero si para N mayor.

Otres estudiantes, por su parte, podrian encontrar complejo abordar cualquiera de estos dos asuntos.
Nos parece interesante que le docente pueda estar pendiente durante el tiempo de trabajo auténomo de
les estudiantes, para evaluar si puede realizar intervenciones que permitan que les estudiantes avancen

en alguna de estas direcciones.

La puesta en comun nos parece central para que, en el pizarrén, puedan desplegarse los argumen-
tos utilizados, de los cuales algunos estaran incompletos o tendran errores, y en este sentido, como
siempre, reflexionar colectivamente sobre estos asuntos podrd ser un punto de partida para movilizar

ideas matematicas interesantes, tanto para les estudiantes productores como para les estudiantes que
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discutan, objeten o realicen preguntas en torno a las producciones de sus compaiieres.
Para quienes haya tomado un N < 100 y hayan intentado calcular la probabilidad de manera directa,

N!

T [Np])!p[Np] (1— p)N-INpD

le docente puede proponer una cota partir de graficar en un software la funciéon

N
flp)=P (in = k(N,p)) =
i=1
Incorporamos un grafico aproximado de la funcién, cuyo estudio podrd ser un punto de apoyo para,

en el contexto del trabajo colectivo, que les estudiantes estimen que la probabilidad pedida con N = 100

sera mayor a 0.09, independientemente de cual es el valor de p:

—0:5

‘|
<0, 005) para N =100

Figura 4.6: Gréfico de f(p) =P (’ 21 Xi P

De hecho, podria discutirse la situacién para N mayor a 100, de modo que el rango incluya ahora a
nuevos valores. El grafico correspondiente a para la probabilidad pedida, con N = 160, es: Por lo cual,

.

0.4
o

—

<0, 005) para N =160
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Figura 4.7: Gréfico de f(p) = IP’(

quedara habilitada una cota para la probabilidad pedida, digamos por 0,198 para N = 160, cualquiera

sea el valor de p.
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Para quienes hayan utilizado la desigualdad de Bienaymé-Tchebychey, si su valor de N fue menor a
1000, esta no aportarad informacion relevante. Sera necesario que le docente proponga en discusion
algin motivo para que “falle” esta técnica, con la intencion de que relacionarlo con el tamario del N.

Una vez realizada esta discusion, le docente podra preguntar: si la probabilidad pedida es mayor a 0.2,
{confiarian en el valor de la estimacién de la proporcién de bolillas blancas obtenido? La intencion sera
que se busque un consenso respecto de qué cota inferior (nivel de confianza) les estudiantes conside-
raran, en ese momento, suficiente para que la estimacion sea la elegida. Anticipamos que el consenso
arribado podra tomar en consideracidn valores para esta suficiencia que estén entre % y 0,99, habilitan-

do la propuesta del item c).

c¢) Dar un valor de N que permita confiar en la estimacion realizada mediante el experimen-
to. Luego, realizar el experimento mediante un simulador.

Aqui, el uso de la desigualdad de Bienaymé-Tchebychev permitira a les estudiantes proponer un
valor de N.
En la puesta en comun de este item, serda necesario que le docente instale en el aula la pregunta por si
para cualquier nivel de confianza determinado, existirda un N que permita garantizarlo. Consideramos
que los elementos de trabajo en este problema permitiran afirmar que si, pudiendo quedar expresada
en el pizarrén una escritura del tipo:
Para cualquier valor 0 < § < 1, existe un N, tal que, para todo N > N, se tiene que

N
Zi:lXi
N

P| | —p|<0,005 |>1—6

El trabajo en el aula con estos asuntos posibilitara que le docente pueda definir en el aula la nocién
de convergencia en probabilidad, al menos en el caso particular de convergencia a una constante, ya que
alo largo del trabajo con este problema, la experiencia de trabajo de les estudiantes habra sido en torno
a eventos del tipo P (|X, —K| < a), por lo que quedara del lado de le docente proponer la definicién

mas general.

Conjeturamos que les estudiantes podran arribar, posiblemente en interaccién con le docente, al enun-
ciado de la Ley Débil de los Grandes Ntiimeros, al menos en una formulacién general, apoyandose en lo
trabajado en este problema. Consideramos interesante que le docente aborde la tarea de demostracion
de esta ley sin haber explicitado hipétesis particulares sobre las variables involucradas, preguntando a
les estudiantes como procederian para demostrarla. Nos parece importante sefialar que, si bien consi-
deramos que es posible que algunes estudiantes se apoyen en lo realizado en los primeros tres items
del problema para proponer acotar PP |# —E(X;)| < a) mediante la desigualdad de Tchebychey,
no necesariamente serd algo que todes propongan. No obstante, creemos que aun en este caso y en la
interaccion colectiva, para estes estudiantes el uso de esta desigualdad en este contexto podra apoyarse

en lo realizado en los items anteriores. Vemos importante el rol de le docente en articular los pasos de
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la demostracion colectiva con la experiencia de trabajo. Creemos, asimismo, que al proponer el uso de
la desigualdad muches estudiantes podrian no haber reparado en las hipdtesis necesarias para hacerlo,
que son: que las variables tengan segundo momento finito, y que sean independientes. Nos parece un
movimiento interesante que le docente incorpore entonces a la formulacidn de la Ley Débil estas hipéd-
tesis, ahora vistas como las necesarias, no solo para que la demostracién sea correcta, sino con relaciéon
a los experimentos realizados hasta el momento en los problemas 1, 2, 3 y 4, en los que el rol de la in-
dependencia de las variables pudo haber sido soslayada. Esta intencion de referencia con la experiencia
de trabajo puede también, una vez terminada la demostracién, generar condiciones para que surja la

pregunta por la validez de la Ley Débil s6lo con primer momento finito.

A

4.4.5. Problema 5

Este siguiente problema se propone abordar la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central
del Limite apoyandose en algunas experiencias de trabajo que la directora de esta tesis ha tenido opor-
tunidad de disefiar para sus aulas.

En esta propuesta, el trabajo de les estudiantes estd orientado a la produccion de conjeturas matemadticas
apoyadas en la simulacion de variables aleatorias mediante el software R. Omitimos, por cuestiones de
extensién y alcance de este trabajo, discutir la especificidad de los procesos de ensefianza-aprendizaje
que involucran el desarrollo de competencias especificas de programacién, aunque estas sean de bajo
nivel de complejidad. Asumiremos, en lo que sigue, que las consignas que deban ser realizadas en la
computadora serdn técnicamente posibles para les estudiantes.

En este problema, les estudiantes ya deberdn haber estudiado la nocidén de variable aleatoria continua, y
conocer las distribuciones famosas uniforme, exponencial y normal. Trabajaremos la propiedad de que
suma de normales independientes es normal de los pardmetros correspondientes. También asumimos
que ya han trabajado con histogramas, explorando de que manera estos se relacionan con la funcién de
densidad.

La propuesta consiste en visualizar la distribucién emirica (haciendo histogramas) del promedio
utilizando diferentes distribuciones para generar los datos, procuranto que esta exploracién resulte un
disparador para conjeturar los mencionados resultados. En una primera instancia, al generar datos bajo
la distribuciéon normal, hay un trabajo de constatacidn, siendo que propiedades analiticas (calculan-
do con convolucién la densidad de la suma de variables independientes) han permitido caracterizar

analiticamente la distribucion del promedio. Es decir, damos por sabido el siguiente hecho.

Proposicion 4.4.1 Si X, Y son dos variables aleatorias independientes que se distribuyen respectivamente

con N(uy, 0}2(), N(uy, a%), entonces

X+Y~N(ux+uy,a}2(+alz,).
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En particular, si X; ~ N(u, 02),i=1...,n, son variables aleatorias iid, entonces

4.2)

i 1 2
X, =130 xi~N(n2).
Presentamos ahora la lista de enunciados para trabajar en clase.
a) Sean {X;},.y variables aleatorias iid, X; ~ N(u,c?), con u = 70 o = 3. Utilizaremos X de

manera genérica para denotar una variable con misma distribucién: X ~ X;.

1. Generar Nrep valores correspondientes a X, y realizar un histograma. Notar que, para n = 1,
X, ~X.

2. Reperir utilizando ahora promedios calculados con n =1,2,5,30 y 100 valores.

3. ¢Qué puede decir sobre la distribucién de X ,,?

Despues de que cada estudiante realice este andlisis, se propone una puesta en comun en la que se
concluye que la distribucién empirica del promedio se concentra alrededor de u = 70 a medida de n
aumenta. Este hecho tiene un correlato analitico, siendo que X,, ~ N (u, 02). Este hecho permite calcular
la probabilidad de que X, diste de u mas que €, como mostramos en la ecuacién ??. Este hecho permite
intruducir la convergencia en probabilidad. De esta forma, queda enunciado una primera version de la
ley de los grandes numeros para variables aleatorias con distribucion normal.

Ahora bien, ¢qué pasa si repetimos el item a) generando datos con otras distribuciones?

b) Repetir el item a) generando ahora variables con diferentes distribuciones. Mas especifica-

mente
1. Considerar X; ~ U(67,73). Calcular la esperanza y la varianza de X ,,.
2. Considerar X; ~ E(1/10). Calcular la esperanza y la varianza de X ,,.
3. Considerar X; ~ B(1,0,7). Calcular la esperanza y la varianza de X .

Esta simulacion permite descubrir dos hechos: por un lado, el promedio se concentra en torno a la

esperanza, y la distribucién empirica parece acampanarse.

En este caso, la concentracion del promedio tiene un correlato analitico en términos de la varianza
del mismo, como discutimos en el Capitulo 3. Sin embargo, en estos escenarios queremos demostrar la
Ley de los Grandes Numeros sin calcular probabilidades. En particular, porque no se estudia la distribu-
cién del promedio de variables uniformes. En este contexto, es oportuno introducir la desigualdad de
Bienaymé-Tchebychev como una herramienta util para sortear esta dificultad, y demostrar LDGN para el
caso i.i.d con segundo momento finito, lo cual permitird dejar matemdaticamente zanjada la cuestion de
la concentracidn. Esperamos que en este momento esta desigualdad cobre otro espesor para el trabajo

matematico de les estudiantes.



82 CAPITULO 4. LA PROPUESTA DIDACTICA

Habiendo dado por finalizada la discusién en torno a la concentraciéon, vamos ahora a retomar la
discusion sobre el acampanamiento. Nos interesara apoyarnos en el resultado, conocido por les estu-
diantes de que promedio de variables normales es normal, mas especificamente, lo que esta expresado
en 4.2. Y por consiguiente,

X n— M
= ~N(0,1)

vn

Ahora bien: en el caso general, no conocemos la distribucién de X,. Sin embargo, sabemos que

E (X_n) = u yque Var ()_( n) = UTZ, por lo que vamos a estudiar empiricamente los promedios estandari-

zados.
. . X,— . .. . . p
c) Realizar los histogramas de ';2“ , para las diferentes distribuciones estudiadas en el item
vn

b). éQué observa?

A partir de este trabajo, esperamos que le docente pueda introducir el enunciado del TCL, para
luego abordar la tarea de demostrarlo. Consideramos relevante que le docente pueda proponer a les
estudiantes la tarea (ya sea para realizar fuera del espacio de clase, o durante) de
d) Visitar el sitio Point of Significance, una publicacion de Nature dedicada a la divulgacion de
la estadistica dentro de las ciencias naturales. En particular, les invitamos a que miren el trabajo
Importance of being uncertain, y lo relacionen con lo trabajado hasta este momento
A

4.4.6. Entorno al abordaje de variables aleatorias continuas y absolutamente continuas

En consonancia con lo propuesto en el capitulo 3, queremos proponer algunos posibles lineamientos
para la entrada y trabajo en torno a este tipo de variables, que consideramos que pueden entrar en dia-
logo con lo que esta propuesta didactica propone para el aula. Esto podria realizarse luego del problema
3 (donde la experiencia de trabajo en torno a la modelizacién probabilistica de fenémenos aleatorios
ya habrd tenido un despliegue que permita sostener otras experiencias de trabajo), o bien luego del
problema 4. Como anticipamos, no seremos exhaustivos ni completamente detallados en este asunto,
aunque esperamos que las referencias que dejaremos en las siguientes lineas, visto en el contexto de la
produccién de esta tesis, pueda dar herramientas para que el abordaje del disefio de la propuesta para

su aula.

1. Construir experiencias de trabajo a partir de problemas modelizables mediante variables aleatorias

uniformes:

a) A partir de la idea de que la probabilidad de caer en una region solo depende del area de
esa regién. Una posible via de entrada estocdstica a este asunto es el conocido problema de
Buffon, para el calculo de la probabilidad de que una moneda, arrojada al azar sobre un

suelo cuadriculado, toque o no los bordes de la cuadricula®. En esta direccién se encuentra

8https://www.randomservices.org/random/buffon/Buffon.html
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también el problema de la Aguja de Buffon®.

b) A partir de problemas de modelizacién estocastica, como por ejemplo el de la paradoja de
Bertrand, mencionado en la segunda seccién de este capitulo.

2. Apelar a problemas que involucren la conceptualizacién de variables aleatorias continuas a partir
del limite de variables aleatorias discretas. Un ejemplo de un enunciado que avanza en esta di-
reccion es:

Supongamos que tenemos una ldmpara encendida en una habitacion, y que entramos a ella cada €
segundos. Consideramos el experimento “entrar y que la ldimpara esté apagada” y la variable aleato-
ria Y = tiempo esperado hasta encontrarla apagada
a) Calcular la probabilidad de que haya que esperar mds de ke antes de que esté apagada. Calcular
la esperanza de Y.
b) Calcular lim,_,y P(Y > t)
¢) Supongamos que

i —e—0 A

pf

Calcular la distribucion de Y.

3. Discutir la nocién de funcién de densidad, asi como de esperanza y varianza, con una apoyatura
que apele a la discretizacion de variables aleatorias (parte de lo discutido en el capitulo 3 puede

ser un insumo para indagar en esta posibilidad).

4. Construir sentidos para la distribucién normal. Con relacidn a este punto en particular, creemos
que lo desplegado en el capitulo 2 en torno a la deduccién de la distribucién normal a partir de
un razonamiento basado en la funcién de verosimilitud, puede ser un posible insumo. La tesis de

Liliana Tauber (2001, [55]) puede ser una referencia importante para considerar.

4.5. Perspectivas y preguntas

Como se ha mencionado, sdlo versiones preliminares de algunos problemas de la propuesta han sido
llevados al aula. Seria interesante contar con un registro y estudio de las interacciones en un aula donde
la misma sea implementada, a fin de profundizar el analisis realizado, discutir premisas y conclusiones,
y elaborar en funcién de ello posibles modificaciones.

Avanzando un poco mas en esta cuestion, nos interesa observar que la nocion de convergencia en distri-
bucién puede construirse con referencia a los problemas de construccion de variables aleatorias famosas
como limite en distribucién de variables conocidas (como es el caso del mencionado ejemplo de las lam-
paritas).

A nivel contenido matematico, por su parte, la propuesta no explora problemas donde se aborden ge-

neralizaciones de la Ley de los Grandes Numeros o del Teorema Central del Limite, y mas en particular

Una posible referencia se encuentra en el articulo de Luis Santald presente en este enlace:
https://www.cienciahoy.org.ar/ch/hoy02/seccionesindiscretas.html
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deja fuera de ella un espacio de reflexion en torno a la necesariedad de las hipdtesis de equidistribucidn,
finitud de momentos e independencia. Si bien es cierto que, a partir del trabajo en el aula con los pro-
blemas, se considera que quedan sentadas buenas bases para discutir en torno a estas hipétesis, cierto
es que las mismas no se ven tensionadas por el trabajo con la propuesta. Asimismo, con relacién a la
nocion de Modelizacidn Estocastica, poder trabajar con versiones mas generales de los problemas seria
interesante a partir de poder ampliar el universo de situaciones modelizables. En este sentido, una in-
vestigacion en torno al desarrollo de Poisson al respecto de la Ley de los Grandes Numeros se considera
una via fértil para, siguiendo la linea de esta investigacién, producir conocimiento matematico-didactico

que permita abordar estos asuntos.

Mencién aparte requiere la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, que queda por fuera del alcance de
esta propuesta. Esto se corresponde con una dificultad amplia encontrada durante la elaboracién de
esta tesis, a proposito del tratamiento didactico-matematico de los llamados “eventos de cola”, de los
cudles uno en particular es el correspondiente a la convergencia casi segura. La complejidad matemadtica
de su construccién, particularmente asociada al trabajo técnico sobre sigma-algebras que requiere, y en
particular la complejidad seméntica involucrada en su definicion y en las tareas que implican su utiliza-
cién, redundaron en dejar dicho asunto para una investigacion de mas largo aliento. Un estudio similar
al llevado adelante en esta tesis, tomando como referencia los trabajos de Borel y Cantelli, podria ser

una buena via de entrada.



Capitulo 5

Conclusiones

En la introduccion de esta tesis referimos la intencion primitiva de disefiar y analizar una propuesta
didactica para el abordaje de la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema Central del Limite. Deci-
dimos, en consonancia con los aportes didacticos sefialados al principio del capitulo 4, realizar una
investigacidon en torno a la historia del desarrollo de estos conceptos. Esto nos proveyo de una canti-
dad de elementos que fueron necesarios tanto para el andlisis bibliografico desplegado en el capitulo 3,
como para el disefio de los problemas de esta propuesta. Desde nuestro punto de vista, esto da cuenta
de la importancia de explorar el desarrollo de los conceptos matematicos en la comunidad académica
como un recurso valioso para el disefio de propuestas diddacticas. El intento de comprender como estos
conceptos han evolucionado a lo largo del tiempo -como vimos, siempre en relaciéon con otros concep-
tos en desarrollo- proporciona elementos de interés para enriquecer las acciones sobre los procesos de
ensefianza-prendizaje. En particular, la interconexién entre distintos aspectos de la matematica permite
comprender otros costados de las relaciones -matemadticas y no matemdticas- y los fundamentos que
subyacen en cada concepto especifico.

En el capitulo 4 hemos abordado cémo la construccién de una Teoria de Probabilidades requiere que los
estudiantes realicen movimientos de abstracciéon que pueden referenciarse en experiencias de trabajo
matematico concreto. Algunos elementos a considerar en esta direccién se han esbozado en el capitulo
3, donde hemos sefialado asuntos de caracter mas bien general en torno a posibles organizaciones y
aproximaciones tedricas a determinados conceptos y propiedades que circulan en las aulas donde se
aprende y se ensefla probabilidad y estadistica. Consideramos fundamental proporcionar contextos y
situaciones desafiantes que permitan a los estudiantes explorar y construir conocimiento colectiva e in-
clusivamente.

La propuesta que hemos disefiado partié de poner en un lugar central una mirada articulada entre la
probabilidad y estadistica, entendiéndolas como disciplinas modernamente separadas, pero con una
profunda historia comun que las entrelaza. En consonancia con una vasta bibliografia en torno a la
enseflanza y aprendizaje de la probabilidad y la estadistica, enfocamos esta relacién bajo el signo de la
nocion de ”Estocdstica”, y propusimos una acepcién de Modelizacién Estocdastica compatible con otras
investigaciones actuales. Este concepto nos resulto fértil para enfocar el disefio y analisis de la propues-
ta, apoyada en la propuesta de problemas propios de la inferencia estadistica para sostener y promover
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la construccién de conocimiento, y en particular abordar la compleja tarea de desarrollar una Teoria de
Probabilidades matematicamente sdlida.

Una perspectiva de profundizacion de este trabajo puede ser indagar en el rol que los argumentos que
hoy la literatura denomina como "de tipo bayesiano” en el desarrollo de la probabilidad y la estadistica.
Nuestra investigacion encontré diversas referencias a esos asuntos. Historicamente se han encontrado
trazas significativas que relacionan el desarrollo de la TP con razonamientos de esta naturaleza -parte
de la deduccién de la curva normal realizada por Gauss involucra argumentos de este tipo-, y sin duda
existen considerables capas de sentido que pueden ser desarrolladas a partir de una propuesta de in-
vestigacion en esta direccidn. El libro de Hald ([41]) aborda algunas de estas cuestiones. Consideramos
que esta indagacion puede aportar elementos para profundizar y ampliar el trabajo ralizado en esta
tesis.

Esta propuesta, por su parte, contempla de parte de le docente una posicidon particularmente activa,
incluso en las fases adidacticas, cuando se abstiene de proveer los conocimientos que les estudiantes
deben movilizar para resolver determinadas situaciones. Reafirmamos la centralidad de la intenciona-

lidad docente, tanto como la del disefio cuidadoso de los problemas.

Sin embargo, para enriquecer y problematizar estas propuestas, es necesario llevarlas a la practica
en el aula y analizar las experiencias resultantes, para lo cual el marco de la Ingenieria Didactica refe-
rido en el capitulo anterior nos parece pertinente. El contraste con la experiencia de las situaciones de
ensefianza-aprendizaje permitird afinar y discutir las consideraciones sobre la propuesta en si misma.
Hemos esbozado en el capitulo 4 marcos de la Didactica de la Matematica pertinentes para avanzar
también en esta direcciéon. También hemos dejado abierta la posibilidad a considerar variaciones de
esta propuesta, con la intencidon de que llevadas al aula puedan aportar nuevas experiencias para les
estudiantes y docentes. Tenemos la esperanza de que estos nuevos insumos puedan aportar, en el com-
plejo y fascinante mundo de la reflexidn didactico-matemadtica, elementos para enriquecer, profundizar,

ampliar y discutir con los productos de este trabajo.
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