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Dimensión genérica del núcleo del Laplaciano conforme

Gabriel Krimker

Director: Guillermo Henry

Noviembre de 2023
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teor��a geom�etrica espectral estudia la relaci�on que existe entre el espectro de ciertos
operadores diferenciales el��pticos y autoadjuntos y la geometr��a de una variedad Rieman-
niana. Desde el punto de vista geom�etrico, y tambi�en, de las aplicaciones, es importante
pedir que adem�as estos operadores sean invariantes por isometr��as del espacio.

Estos operadores, si la variedad diferenciable es compacta, que por otro lado ser�an
los espacios que consideraremos en esta tesis, tienen un espectro que consiste en una
sucesi�on de autovalores que tiende a in�nito. >Qu�e nos dice esta sucesi�on sobre la variedad
Riemanniana? >La geometr��a, es decir la m�etrica Riemanniana, quedar�a determinada
por su espectro? Esta pregunta fue planteada a principios de la d�ecada de 1960, para
el operador de Laplace-Beltrami, que para un dominio de Rn dotado con la m�etrica
Eucl��dea no es otra cosa que el Laplaciano. Un par de a~nos m�as tarde, Milnor (ver [26])
dio una respuesta negativa. Prob�o que existen dos toros de dimensi�on 16 que tienen el
mismo espectro aunque no son isom�etricos. Sin embargo, la pregunta de si el espectro
determina la geometr��a de un dominio plano, propuesta por Kac en 1966 en su famoso
art��culo titulado \Can one hear the shape of a drum?" (ver [20]), no fue resuelta
hasta 1982, cuando Gordon y Webb, mostraron dos dominios planos isoespectrales pero
no isom�etricos (ver [15]).

Si bien el espectro no determina la geometr��a del espacio, s�� determina algunas de sus
propiedades fundamentales. Por ejemplo, si escribimos

0 = �0 (�g) < �1 (�g) � : : : � �m (�g) � : : :

el espectro del operador de Laplace-Beltrami �g, de la variedad Riemanniana (M; g), el
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desarrollo asint�otico de la traza del n�ucleo de calor (heat kernel) es

1X
i=0

e��i(�g)t =
1

(4�t)
n
2

[
V ol(M; g) +

t

6

Z
M
SgdVg +O(t2)

]
; (1.1)

donde n es la dimensi�on de M y Sg es la curvatura escalar de (M; g). Por lo tanto, si
conocemos el espectro de �g, podemos conocer su dimensi�on, su volumen y la curvatura
escalar total, (ver [27, 8]). En particular, para super�cies, por el teorema de Gauss-Bonnet,
tenemos que

1X
i=0

e��i(�g)t =
Area(M; g)

4�t
+
�(M)

6
+O(t); (1.2)

donde �(M) es la caracter��stica de Euler de M . Luego conocer el espectro nos permite
conocer la cantidad de agujeros de M .

Calcular expl��citamente el espectro de estos operadores es una tarea dif��cil. Incluso
para el operador de Laplace-Beltrami, solo es conocido el espectro completo para un
grupo muy reducido de variedades Riemannianas (ver [8]). M�as a�un, en general no se
conoce el valor del primer autovalor no nulo (tono fundamental) de �g. Conocer los
autovalores y sus autoespacios es importante porque, por ejemplo, nos dice cosas sobre
las soluciones de ecuaciones diferenciales de mucho inter�es, como son la ecuaci�on de onda,
del calor o la ecuaci�on de Schr�ondinger que modela la densidad de probabilidad de la
posici�on de una part��cula. Con lo cual es fundamental y de mucho inter�es si no podemos
calcularlos expl��citamente, tener estimaciones y cotas de los autovalores. Estas dependen
fuertemente de invariantes geom�etricos, como el volumen, el di�ametro y la curvatura. Por
ejemplo, sea h(M; g) la constante de Cheeger de�nida por

h(M; g) = inf
S

Area(S)

min
(
V ol(M1; g); V ol(M2; g)

) ; (1.3)

donde S es una hipersuper�cie que divide en dos a M , con S = @M1 = @M2. Tenemos la
conocida desigualdad de Cheeger

�1(�g) � h2(M; g)

4
(1.4)

(ver [9]).

La teor��a geom�etrica espectral es un �area donde con
uyen la geometr��a y el an�alisis,
en la cual se trata de entender la geometr��a de la variedad a trav�es de las herramientas
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que nos provee el an�alisis y, por otro lado, comprender cuales son las restricciones que el
espacio impone sobre las soluciones de ciertas ecuaciones de inter�es.

En esta tesis estamos interesados en el Laplaciano conforme, que es una generalizaci�on
del operador de Laplace-Beltrami.

Sea (M; g) una variedad Riemanniana cerrada, es decir compacta y sin borde, de
dimensi�on n al menos 3, el Laplaciano conforme es el operador de�nido por

Lg =
4(n� 1)

n� 2
�g + Sg: (1.5)

El Laplaciano conforme es importante desde un punto de vista geom�etrico porque nos
dice como cambia la curvatura escalar en una clase conforme. Si h es una m�etrica de la
forma

h = u
4

n�2g

con u 2 C1�0(M), es decir h es una deformaci�on conforme punto a punto de g, entonces

Sh = Lg(u)u
�n+2

n�2 : (1.6)

Es bien sabido que toda m�etrica g puede ser deformada puntualmente a una m�etrica
de curvatura escalar constante (ver [24]). Por lo tanto, en cada clase conforme tenemos
una m�etrica de curvatura escalar constante. El signo de dicha curvatura escalar coincide
con el signo del primer autovalor del Laplaciano conforme.

Los autovalores del operador de Laplace-Beltrami, Laplace-de Rham, el Laplaciano
conforme, operadores GMJS, operador de Dirac, etc�etera, pueden tener distintas multi-
plicidades. De hecho, por ejemplo, Colin de Verdi�ere prob�o en [33] que dada cualquier
sucesi�on �nita de n�umeros reales

a0 = 0 < a1 � : : : � am

existe una m�etrica Riemanniana g tal que los primeros m+ 1 valores del espectro de �g

coinciden con dicha sucesi�on. Esto nos dice que no existen restricciones impuestas por
la estructura diferencial para la primera parte del espectro. Sin embargo, las m�etricas
con autovalores simples son muy abundantes. En efecto, Uhlenbeck prob�o en [32] que el
conjunto de m�etricas Riemannianas para las cuales todos los autovalores del operador de
Laplace-Beltrami son simples es gen�erico.

>Sucede lo mismo para el Laplaciano conforme?
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Canzani prob�o en [6] que el conjunto de m�etricas para las cuales todos los autovalores
no nulos del Laplaciano conforme son simples es tambi�en gen�erico. Por lo tanto cabe
preguntarse

>Cu�an grande es el conjunto de m�etricas Riemannianas cuyo n�ucleo del Laplaciano
conforme es no trivial?

El objetivo de esta tesis es discutir esta cuesti�on. Gover, Hassannezhad, Jakobson
y Levitin probaron en [16] que este conjunto es peque~no. Precisamente, Gover et al.
demostraron que gen�ericamente cero no es un autovalor del Laplaciano conforme. Por
lo tanto, este resultado junto con [6] implica que toda m�etrica Riemanniana puede ser
aproximada por m�etricas cuyos autovalores del Laplaciano conforme son simples.

Esta tesis est�a estructurada de la siguiente manera.

El cap��tulo 2 est�a dedicado a introducir notaciones, de�niciones y a repasar resultados
y nociones fundamentales de geometr��a Riemanniana que ser�an usadas en el resto de la
tesis.

En el cap��tulo 3 estudiamos el espacio de m�etricas RiemannianasM. Introducimos una
distancia que induce la topolog��a C1 en M, y estudiamos diferentes descomposiciones
de su espacio tangente que son de gran utilidad. Veremos como var��an el operador de
Laplace-Beltrami, la curvatura escalar y sus derivadas a lo largo de una curva de m�etricas
Riemannianas. Finalmente, caracterizamos los puntos cr��ticos del operador de Hilbert-
Einstein, que son las m�etrica de Einstein, y mostramos que estos no pueden ser extremos
locales.

En el cap��tulo 4 introducimos el operador Laplaciano conforme. Mostramos que su
espectro es una sucesi�on de autovalores que tiende a in�nito. Probamos que el signo del
primer autovalor coincide con el signo de la constante de Yamabe, que es un invarian-
te conforme. Esto nos da una interpretaci�on geom�etrica del tono fundamental de este
espectro: el signo del primer autovalor del Laplaciano conforme de una variedad Rieman-
niana (M; g) nos dice qu�e signo debe tener la curvatura escalar de una m�etrica en la
clase conforme de g cuya curvatura escalar no cambia de signo. Por �ultimo, vemos que
los autovalores dependen continuamente de la m�etrica Riemanniana con respecto a la
topolog��a C1.

El cap��tulo 5 esta dedicado a ver cuan grande es el conjunto de m�etricas Riemannia-
nas para las que cuales 0 no es autovalor del Laplaciano conforme. Mostramos que este
conjunto es denso en el espacio de m�etricas Riemannianas, en realidad resulta g�enerico.
Como corolario obtenemos que el conjunto de m�etricas con espectro simple es g�enerico.



Caṕıtulo 2

Preliminares

La geometr��a Riemanniana tiene como objeto estudiar el espacio de modo intr��nseco,
es decir que estudia las propiedades geom�etricas que se pueden medir desde adentro del
espacio (�angulos, longitudes, �areas, vol�umenes, etc.). Por ejemplo, en una super�cie de
dimensi�on 2 podemos medir con herramientas intr��nsecas el per��metro de un c��rculo de
radio R. El resultado de esta medici�on ser�a 2�R si el c��rculo est�a en un plano, menor a
2�R si el c��rculo est�a en una esfera y mayor si est�a en un hiperboloide de una hoja.

Para super�cies sumergidas en el espacio Eucl��deo, la curvatura Gaussiana K(p), nos
permite distinguir entre las distintas geometr��as intr��nsecas. A pesar de que a priori, la
curvatura Gaussiana es una construcci�on extr��nseca, Gauss prob�o en 1827, en \Disquisi-
ciones generales sobre super�cies y curvas", su celebre Teorema Egregium, en donde
prueba que la curvatura Gaussiana solo depende de la primera forma fundamental y por
lo tanto, es un invariante intr��nseco. En el mismo art��culo prob�o el teorema \elegante"que
da una relaci�on entre los �angulos interiores, �, � y 
 de un tri�angulo geod�esico T con la

Figura 2.1: K(p) < 0 Figura 2.2: K(p) > 0

6
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curvatura Gaussiana. Precisamente el teorema elegante dice que:

Z
T
K = �+ � + 
 � �:

Notar que cuando la curvatura es 0 tenemos el resultado conocido para la geometr��a
eucl��dea.

En 1854, en su disertaci�on para obtener la habilitaci�on en la Universidad de G�ottingen,
Riemann expuso \Sobre la hip�otesis en la que se basa la geometr��a" en donde introdu-
ce la noci�on de lo que hoy conocemos como variedad diferencial y de�ne las m�etricas
Riemannianas que generalizan las nociones de super�cie y de primera forma fundamen-
tal. Tambi�en introduce la noci�on de curvatura seccional, que generalizando la curvatura
Gaussiana, nos da una forma de medir la curvatura intr��nseca de espacios de dimensiones
altas.

2.1. Variedades Riemannianas.

Comenzaremos con algunas nociones generales de la geometr��a Riemanniana e intro-
duciremos las notaciones y de�niciones necesarias que utilizaremos a lo largo de esta tesis.
Para un tratamiento exhaustivo de estos temas recomendamos consultar, entre otros, los
libros [7] y [23].

Definición 2.1 Una m�etrica Riemanniana g sobre una variedad diferenciable M es un
tensor de tipo (0; 2) sim�etrico y de�nido positivo que var��a suavemente enM . Llamaremos
variedad Riemanniana (M; g) a una variedad diferenciable M dotado de una m�etrica
Riemanniana g.

Observemos que toda m�etrica g sobre M induce un producto interno en el espacio
tangente TpM , <;>: TpM � TpM ! R dado por

< Xp; Yp >= g(p)(Xp; Yp)

que adem�as var��a suavemente a medida que cambia el espacio tangente.

Podemos escribir localmente a la m�etrica g del siguiente modo. Dada una carta (U; x),
tenemos que

g
∣∣
U
=
X
i;j

gij dxi 
 dxj
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de donde gij : U ! R son las funciones suaves de�nidas por

gij(p) = g(p)

Ç
@

@xi

∣∣∣∣
p

;
@

@xj

∣∣∣∣
p

å
para todo p 2 U:

Veamos algunos ejemplos de m�etricas Riemannianas.

Ejemplo 1: La manera m�as natural para asignarle una m�etrica Riemanniana a Rn es
considerar la carta global (Rn; id) y de�nir

gij = �ij:

Esta es la m�etrica Riemanniana que induce la geometr��a Eucl��dea.

Ejemplo 2: Si f : M ! N es una inmersi�on y tenemos de�nida en N una m�etrica
Riemanniana h, entonces podemos de�nir en M la m�etrica Riemanniana g = f�h, es
decir si Xp, Yp 2 TpM

g(p)(Xp; Yp) = h(f(p))(dpf(Xp); dpf(Yp)):

El ejemplo anterior nos dice que a cualquier variedad inmersa en Rn le podemos de�nir
una m�etrica inducida. En el siguiente ejemplo lo haremos sobre Sn.

Ejemplo 3: Como la inclusi�on i : Sn ! Rn es una inmersi�on tenemos de�nida la m�etrica
g0 = i�g donde (Rn; g) tiene la estructura Riemanniana usual de Rn de�nida en el Ejemplo
1.

Ejemplo 4: Si (M; g) es una variedad Riemanniana y f 2 C1(M), entonces g = efg es
otra m�etrica Riemanniana. g tiene la propiedad de inducir la misma noci�on de �angulo
que g, es lo que se conoce como una m�etrica conforme a g. Precisamente diremos que g
es puntualmente conforme a g y llamaremos al conjunto de estas m�etricas Riemannianas,
que ser�an de gran inter�es en esta tesis, clase conforme a g y la notaremos con:

[g] = fefg tales que f 2 C1(M)g:
Ejemplo 5: Si (M; g) una variedad Riemanniana, cada difeomor�smo f :M !M de�ne
una m�etrica Riemanniana en M isom�etrica a g dada por

h = f�g:

Observación 2.2 Toda m�etrica conforme a g es isom�etrica a una m�etrica de [g].
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2.2. Derivada covariante.

Dada una funci�on diferenciable f :M ! R sobre una variedad M podemos de�nir su
diferencial

df : TM ! R

solamente usando la estructura diferenciable de la variedad. Sin embargo, ciertos opera-
dores diferenciables que incluyen derivadas de orden superior, entre el que se encuentra
por ejemplo el Hessiano, no est�a bien de�nido solo haciendo uso de la estructura diferen-
cial. Nos interesa poder aplicar este tipo de operadores sobre campos tangentes y tensores
de�nidos sobre M .

Para esto de�niremos la derivada covariante. Est�a noci�on fue introducida por Ricci-
Curvastro y Levi-Civita a principios del siglo XX. En el caso de una super�cie inmersa
en R3 podemos interpretarla del siguiente modo. Consideremos una super�cie S � R3.
Sea c : I ! S una curva en S y v : I ! R3 un campo de vectores tangentes a S a lo

largo de c. Notar que el vector
dv

dt
(t) no siempre pertenece a Tc(t)S. De�nimos la derivada

covariante
Dv

dt
(t) como la proyecci�on ortogonal de

dv

dt
(t) sobre Tc(t)S, es decir

Dv

dt
=

ï
dv

dt

òT
:

Esta noci�on de derivada, permite mostrar que las curvas que minimizan localmente
la distancia (geod�esicas) son aquellas cuya con aceleraci�on es nula. Por otro lado, la
curvatura Gaussiana de S es una expresi�on de la noci�on de aceleraci�on provista por la
derivada covariante.

Definición 2.3 Dada M una variedad diferenciable, decimos que la funci�on

r : X(M)� X(M)! X(M)

es una conexi�on af��n, y notamos r(X;Y ) = rXY , si

1. Es C1(M) lineal en la primera variable, es decir rfX+gZ(Y ) = frXY + grZY .

2. Es R lineal en la segunda variable, rX(aY + bZ) = arXY + brXZ.

3. Cumple que rX(fY ) = frXY + X(f)Y para cualquier X;Y; Z 2 X(M) y f 2
C1(M).
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Observación 2.4 Si (U; x) es una carta en p, y XjU = XjU e Y jU = Y jU se tiene que:

rXY jp = rXY jp:

Tenemos la siguiente expresi�on local para la conexi�on

Observación 2.5 Si (U; x) es una carta y los camposX;Y 2 X(M) se escriben localmente

como XjU =
nX
i=1

ai
@

@xi
e Y jU =

nX
i=1

bi
@

@xi
respectivamente, se tiene que para p 2 U

rXY jp =
X
k

Ç
Xjp(bk) +

X
i;j

ai(p)bj(p)�
k
ij(p)

å
@

@xk
jp;

donde �kij : U ! R son los s��mbolos de Christo�el que est�an de�nidos por

r @
@xi

@

@xj
jp =

X
k

�kij(p)
@

@xk
jp:

Es decir que, �kij(p) = r @
@xi

@
@xj
jp(xk).

Sea c : I ! M una curva diferenciable en una variedad M . Notamos con Xc(M)
al espacio de campos tangentes de�nidos a lo largo de c. Es decir, a aquellos campos
diferenciables X : I ! TM que satisfacen que

X(t) 2 Tc(t)M:
Proposición 2.6 Sea M una variedad diferenciable dotada con una conexi�on r. Sea c :
I ! M una curva diferenciable. Luego, existe un �unico operador rD : Xc(M) ! Xc(M)
que satisface

1. es R lineal, rD(aX + bY ) = arDX + brDY , para cada a; b 2 R, X;Y 2 XC(M).

2. rD(fX) =
@f

@t
X + frDX, donde f 2 C1(I).

3. Si X 2 Xc(M) y X 2 X(M) es tal que X(c(t)) = X(t) entonces rDX(t) = rc0(t)X.

El operador rD se llama derivada covariante a lo largo de c y nos permite, por
ejemplo, calcular la aceleraci�on de una curva como

c00(t) = rDc
0(t):
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De�niendo localmente conexiones a�nes (ver Observaci�on 2.5) y utlizando particiones
de la unidad es sencillo ver que existen in�nitas conexiones a�nes sobre una variedad
diferenciable. >Existir�a una distinguida, una can�onica? El siguiente teorema nos dice que
s��.

Teorema 2.7 (Teorema fundamental de la geometr��a Riemanniana)

Sea (M; g) una variedad Riemanniana, existe una �unica conexi�on af��n r que satisface:

1. Es sim�etrica:
rXY �rYX � [X;Y ] = 0

donde [X;Y ](f) = X(Y (f))� Y (X(f)) es el corchete de Lie.

2. Es compatible con la m�etrica:

X(g(Y; Z)) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

para todo X;Y; Z 2 X(M):

Esta conexi�on se llama conexi�on de Levi-Civita de (M; g).

Ejemplo 6: En Rn la conexi�on de Levi-Civita de la m�etrica Eucl��dea es

rXY
∣∣∣
p
=

nX
j=1

X
∣∣
p
(bj)

@

@xj

∣∣∣
p

donde Y =
nX
i=1

bj
@

@xj
.

De aqu�� en m�as, siempre que hablemos de una conexi�on en una variedad Riemanniana
nos estaremos re�riendo a la conexi�on de Levi-Civita.

2.3. Isomorfismos musicales y traza.

Definición 2.8 Sobre una variedad Riemanniana (M; g), la m�etrica g induce un isomor-
�smo [ : TpM ! T �pM de modo tal que si Xp 2 TpM entonces [(Xp) : TpM ! R est�a
de�nido por

[(Xp)(Yp) = g(Xp; Yp):
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En coordenadas locales,

[

Å
@

@xi

ãÅ
@

@xj

ã
= g

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
= gij:

Luego, la matriz de [ en la base f @
@xi
jp; : : : ; @

@xn
jpg de TpM es (gij)ij que es inversible

con inversa (gij)ij.

Si Xp =
nX
i=1

Xi
@
@xi
jp,

[(Xp) =
X
i;j

Xigij(p)dxjjp

pues si evaluamos en @
@xj
jp tenemos que

[(Xp)

Å
@

@xj
jp
ã
= g

Å
Xp;

@

@xj
jp
ã
=
X
i

Xigij(p):

Al operador inverso de [ lo notamos con

] = [�1 : T �pM ! TpM:

Una de las aplicaciones de los isomor�smos musicales es que nos permiten de�nir el
campo gradiente.

Ejemplo 7: El gradiente de una funci�on f :M ! R, rgf , es el campo tangente de�nido
por

rgf = ](df):

Observemos que el gradiente cumple que

g(rgf;X) = [(rgf)(X) = df(X) (2.1)

para cualquier X 2 X(M):

Adem�as, como sucede para funciones de Rn, rgf es perpendicular a las curvas de nivel
de f . En efecto, si para una curva c tenemos que f(c(t)) = a entonces

g (rgf; c
0(t)) = df(c0(t)) = c0(t)(f) =

d

dt
(f(c(t))) = 0:

Localmente, si (U; x) es una carta, se veri�ca f�acilmente que

rgf =
X
i

ÇX
j

gij
@f

@xj

å
@

@xj
: (2.2)
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Observación 2.9 Para simpli�car la notaci�on notamos al campo gradiente de una funci�on
f con rgf . No confundir el campo gradiente de f con rf que es la derivada covariante
de f es decir df (ver Proposici�on 2.11).

Vamos a de�nir ahora la traza de un tensor de tipo (1; 1) sobre M y la extenderemos,
usando el isomor�smo musical ] a tensores de tipo (0; 2).

Al �brado tensorial de tipo (l; k), l contravariantes y k covariantes, lo notaremos con

T l;k(M) =
(
lTM

)
 (
kT �M
)

y al conjunto de secciones suaves, campos tensoriales o tensores,

�(T l;k(M)) :=
{
T :M �! T l;k(M) : T suave

}
con T l;k(M).

Definición 2.10 Si T es un tensor de tipo (1; 1), que en coordenadas locales escribimos
como T =

X
i;j

Tij
@
@xi

 dxj de�nimos la traza de T como

trg(T ) =
X
i;j

Tijdxj

Å
@

@xi

ã
=
X
i;j

Tij�ij =
X
i

Tii: (2.3)

Sea T 2 T 0;2(M) entonces de�nimos la traza de T contrayendo el primer ��ndice del
tensor. Utilizamos el isomor�smo ] para transformar a T es un tensor tipo (1,1) y luego
tomamos la traza como en (2.3):

trg(T ) = trg

ÇX
i;j

Tij](dxi)
 dxj
å
= trg

ÇX
i;j;k

gikTij
@

@xk

 dxj

å
=
X
ij

gijTij:

Observemos que no depende del ��ndice contra��do, es decir que si contraemos el segundo
��ndice el resultado es el mismo. De esta misma manera podemos extender esta de�nici�on
a tensores cualesquiera de T l;k(M).

Con estos conceptos podemos extender la noci�on de derivada covariante a cualquier
tensor de tipo (l; k) .

Proposición 2.11 Sea (M; g) una variedad Riemanniana. Entonces existe una �unica
conexi�on r : T l;k(M)! T l;k+1(M) que satisface:
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1. Coincide con la conexi�on (de Levi-Civita) sobre campos tangentes.

2. rXf = df(X) = X(f) si f 2 C1(M).

3. rX(F 
G) = (rXF )
G+ F 
 (rXG) para todo par de tensores F y G.

4. rX(trg(Y )) = trg(rXY ).

La conexi�on anterior satisface adem�as que:

1. Si w es una 1�forma diferenciable e Y 2 X(M) entonces

rX(w 
 Y ) = rX(w(Y )) + w(rXY ):

2. Si w1; : : : wl son 1�formas diferenciables e Y1; : : : ; Yk 2 X(M) entonces

rXF (w1; : : : ; wl; Y1; : : : ; Yk) = X(F (w1; : : : ; wl; Y1; : : : ; Yk))�

�
lX

j=1

F (w1; : : : ;rXwj; : : : ; wl; Y1; : : : ; Yk))�
kX
i=1

F (w1; : : : ; wl; Y1; : : : ;rXYi; : : : ; Yk)):

La derivada covariante r : T l;k(M)! T l;k+1(M) es la que est�a de�nida por

rF (w1; : : : ; wl; Y1; : : : ; Yl; X) = rXF (w1; : : : ; wl; Y1; : : : ; Yl):

Tambi�en de�nimos el operador codiferencial

� : T l;k+1(M)! T l;k(M)

como
�(T ) = �tr(rT ):

En el pr�oximo cap��tulo veremos que � es el operador adjunto de r con respecto al
producto interno de�nido en (3.2).

Observación 2.12 Sea w una 1-forma. En un sistema de coordenadas (U; x), w se escribe
como

w =
X
i

wi dxi:
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Entonces su derivada covariante, que es un tensor de tipo (0; 2), se escribe como

rw =
X
ij

aijdxi 
 dxj

en donde

aij = rw
Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
= r @

@xj

w

Å
@

@xi

ã
=

=
@

@xj
w

Å
@

@xi

ã
� w
Å
r @

@xj

@

@xi

ã
=
@wi

@xj
� w
ÇX

k

�kij
@

@xk

å
=
@wi

@xj
�X

k

�kijwk:

En particular, si f 2 C1(M), en un sistema de coordenadas locales tenemos que
w = df es

rdf =
X
ij

Ç
@2f

@xj@xi
�X

k

�kij
@f

@xk

å
dxi 
 dxj: (2.4)

M�as a�un, si v 2 C1(M) entonces

r(v df) =X
ij

Ç
@v

@xi

@f

@xj
+ v

@2f

@xj@xi
� vX

k

�kij
@f

@xk

å
dxi 
 dxj: (2.5)

2.4. Densidad Riemanniana.

En esta secci�on veremos como es posible de�nir la noci�on de �area y volumen en una
variedad Riemanniana. Para esto, consideremos una carta (U; x), p 2 U y sea fE1; : : : ; Eng
una base ortonormal de TpM . Si escribimos

@

@xi

∣∣∣
p
=

nX
k=1

aikEk

tenemos que

gij(p) = g

Å
@

@xi

∣∣∣
p
;
@

@xj

∣∣∣
p

ã
=

nX
k=1

aikajk = (A � At)ij

donde (A)ij = aij:



CAP�ITULO 2. PRELIMINARES 16

Como el volumen del paralelep��pedo formado por E1; : : : ; En es V (E1; : : : ; En) = 1, el

volumen del paralelep��pedo formado por
@

@x1

∣∣∣
p
; : : : ;

@

@xn

∣∣∣
p
es

V

Å
@

@x1

∣∣∣
p
; : : : ;

@

@xn

∣∣∣
p

ã
= jdet(aij)jV (E1; : : : ; En) =

»
det(gij)(p):

Si R � U es una regi�on tal que R es un conjunto compacto, de�nimos su volumen
como

V ol(R) =
Z
x(R)

(x�1)�
(»

det(gij)
)
dx1 : : : dxn =

Z
R
dVg: (2.6)

Si R no est�a incluido en una carta, consideramos un atlasA = (U�; x�)� y una partici�on
de la unidad subordinada al atlas A. Es decir, una familia de funciones f��g, 0 � �� � 1,
donde el soporte de cada funci�on �� es compacto, est�a contenido en U� y

X
�

�� = 1.

Luego de�nimos el volumen de R como

V ol(R) =
Z
R
dVg =

X
�

Z
x(R\U�)

(x�1� )�
(
��
»
det(gij)

)
dx1 : : : dxn: (2.7)

Es f�acil ver que tanto (2.6) como (2.7) no dependen de la carta, ni del atlas ni de la
partici�on de la unidad elegida.

Si f :M ! R es una funci�on continua de soporte compacto de�nimos la integral de f
como Z

M
fdVg =

X
�

Z
x(U�)

(x�1� )�
(
��f
»
det(gij)

)
dx1 : : : dxn: (2.8)

Las funciones »
det(gij) : U �! R

las llamamos densidades Riemannianas.

Observación 2.13 Si la variedad diferenciable M de la variedad Riemanniana (M; g)
fuera orientable, �jamos una orientaci�on, es decir �jamos un atlas orientado A. Para
cada p 2 M , consideramos una base ortonormal orientada positivamente E1; : : : ; En.
Luego de�nimos la n-forma en TpM

E1 ^ : : : ^ En

donde fE1; : : : Eng es la base dual de fE1; : : : Eng. Es sencillo de ver que

p �! w(p) = E1 ^ : : : ^ En
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donde fE1; : : : Eng es una base ortonormal de TpM es una n�forma no nula (secci�on
diferenciable), lo que se conoce como un elemento de volumen.

La expresi�on local de esta n�forma es

w
∣∣∣
U
=
»
det(gij)dx1 ^ : : : ^ dxn

para todo carta (U; x) del atlas orientado A.

2.5. Curvatura.

Introduciremos en esta secci�on las distintas nociones cl�asicas de curvatura y sus inter-
pretaciones geom�etricas.

Definición 2.14 Sea (M; g) una variedad Riemanniana. El tensor de curvatura de (M; g)
es el tensor de tipo (1; 3) R : X(M)� X(M)� X(M)! X(M) dado por

R(X;Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z

para todo X;Y; Z 2 X(M).

En coordenadas locales tenemos que

R

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
Z = r @

@xi

r @
@xj

Z �r @
@xj

r @
@xi

Z;

pues [ @
@xi
; @
@xj

] = 0:

Si (U; x) es una carta tenemos que

R =
X
ijkl

Rl
ijk

@

@xl

 dxi 
 dxj 
 dxk

donde Rl
ijk =

Å
R

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
@

@xk

ã
(xl) y, por lo tanto,

R

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
@

@xk
=

nX
l=1

Rl
ijk

@

@xl
:

Dados X, Y , Z, X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2 2 X(M), f; h 2 C1(M) se puede ver que R
satisface
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1. R(fX1 +X2; Y )Z = fR(X1; Y )Z + hR(X2; Y )Z.

2. R(X; fY1 + gY2)Z = fR(X;Y1)Z + hR(X;Y2)Z.

3. R(X;Y )(fZ1 + gZ2) = fR(X;Y )Z1 + hR(X;Y )Z2.

y por lo tanto, R es un tensor de tipo (1; 3).

Ejemplo 8: Sea Rn con la m�etrica Eucl��dea ge. Si Z =
nX
i=1

ci
@

@xi
con respecto a la carta

(Rn; id) tenemos que

r @
@xi

r @
@xj

Z �r @
@xj

r @
@xi

Z =
X
i;j

Å
@2cl
@xixj

� @2cl
@xjxi

ã
@

@xl
= 0:

Luego el tensor de curvatura de (Rn; ge) es nulo.

El ejemplo anterior nos permite pensar que el tensor de curvatura nos dice cuan distinta
es la m�etrica de M comparada con la Eucl��dea.

Haciendo un abuso de notaci�on, tambi�en llamaremos tensor de curvatura a

R := [R

es decir
R(X;Y; Z; T ) = g(R(X;Y )Z; T ) =< R(X;Y )Z; T > :

R resulta ser un tensor de tipo (0; 4) que cumple las siguientes propiedades algebraicas:

1. (Identidad de Bianchi) R(X;Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z;X)Y = 0.

2. R(X;Y; Z; T ) +R(Y; Z;X; T ) +R(Z;X; Y; T ) = 0.

3. R(X;Y; Z; T ) = �R(Y;X;Z; T ).
4. R(X;Y; Z; T ) = �R(X;Y; T; Z).
5. R(X;Y; Z; T ) = R(Z; T;X; Y ).
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La expresi�on en coordenadas locales de esta versi�on del tensor de curvatura es

R =
X
ijkl

Rijkldxi 
 dxj 
 dxk 
 dxl

donde

Rijkl =< R

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
@

@xk
;
@

@xl
>=<

nX
m=1

Rm
ijk

@

@xm
;
@

@xl
>=

nX
m=1

glmR
m
ijk:

El tensor de curvatura es invariante por isometr��as locales. Precisamente, dadas (M; g)
y ( ~M; ~g) dos variedades Riemannianas y ' : (M; g)! ( ~M; ~g) una isometr��a local entonces
'�( ~R) = R, ver [23].

Definición 2.15 Una variedad Riemanniana se dice plana si es localmente isom�etrica
con Rn:

Se puede ver que (M; g) es una variedad Riemanniana plana si y solo si R � 0. Ver
por ejemplo el Teorema 7:3 de [23].

Por la naturaleza algebraica del tensor de curvatura y sus simetr��as resulta sencillo
realizar c�alculos. Sin embargo, es dif��cil obtener a simple vista de este una intuici�on sobre
la geometr��a de la variedad. En cambio, algunas contracciones del tensor subrayan ciertas
propiedades geom�etricas.

Curvatura seccional.

Definición 2.16 Dado p 2 M y � un subespacio de dimensi�on 2 de TpM , se de�ne la
curvatura seccional de � como

K(�) = K(X;Y ) =
< R(X;Y )Y;X >

jX ^ Y j2

donde fX;Y g es una base de � y jX ^ Y j2 = jjXjj2 � jjY jj2 � (g(X;Y ))2.

Debido a la propiedades del tensor de curvatura la de�nici�on de K(�) no depende de
la base elegida para �.

Se puede ver (ver por ejemplo Lema 3:3 de [7]) que si K(X;Y ) = ~K(X;Y ) para todo
X;Y 2 X(M) linealmente independientes entonces,

R = ~R:
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Como consecuencia tenemos que la curvatura seccional es constantemente c si y solo
si el tensor de curvatura es

R(X;Y; Z; T ) = c(< X;T >< Y;Z > � < X;Z >< Y;W >):

Curvatura de Ricci.

Definición 2.17 Llamamos tensor de Ricci al tensor de tipo (0; 2) Ricc : X(M) �
X(M)! X(M) de�nido por

Ricc(X;Y ) = Tr(Z ! R(Z;X)Y ):

Dada una carta (U; x) podemos escribir localmente al tensor de Ricci de la siguiente
manera

Ricc =
X
i;j

Rijdxi 
 dxj

donde

Rij = Tr

Å
Z ! R

Å
Z;

@

@xi

ã
@

@xj

ã
=
X
kl

gklRkijl:

En particular, si la base f @
@x1
jp; : : : @

@xj
jpg es ortonormal para alg�un p tenemos que

Rij(p) =
nX

k=1

Rkijk(p):

El tensor de Ricci es una forma bilineal sim�etrica. Luego su forma cuadr�atica asociada
tiene la misma informaci�on. A partir del tensor de Ricci de�nimos la curvatura de Ricci.

Definición 2.18 Sea (M; g) una variedad Riemanniana de dimensi�on n y sean p 2 M y
X 2 TpM de norma 1, de�nimos la curvatura de Ricci en la direcci�on de X como

Riccg(X) = Ricc(X;X):

La curvatura de Ricci y la curvatura seccional se relacionan de la siguiente manera.
Sea fX;E2; : : : ; Eng una base ortogonal de TpM , tenemos que

Riccg(X) = Ricc(X;X) =
nX
i=2

< R(Ei; X)X;Ei >=
nX
i=2

K(X;Ei)

donde K(X;Ei) es la curvatura seccional del subespacio generado por fX;Eig.
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Curvatura escalar.

Definición 2.19 La curvatura escalar se de�ne como la traza del tensor de Ricci, es
decir si p 2M y (U; x) una carta en p

Sp = trg(Ricc(p)) =
X
i;j

gij(p)Rij(p):

Observemos que la curvatura escalar en p 2 M en t�erminos de una base ortonormal
fE1; : : : ; Eng de TpM queda expresada por

Sp =
X
i;j

Rjiij =
X
i 6=j

K (Ei; Ej) :

2.6. Geodésicas y cartas normales.

En esta secci�on repasaremos el concepto de curvas geod�esica que es de utilidad para
entender el signi�cado de la curvatura. Tambi�en de�niremos las cartas normales, que en
algunos casos, resultan ser las cartas m�as convenientes a elegir para realizar los c�alculos.

Las geod�esicas son de alguna manera, una generalizaci�on de los segmentos del espacio
Eucl��deo. Una de las principales caracter��sticas de los segmentos en Rn es que su acele-
raci�on es nula. De esta forma de�niremos a las geod�esicas. Una propiedad que tienen las
curvas de aceleraci�on nula es que minimizan distancias localmente. Por otro lado, si una
curva minimiza la distancia entre dos puntos de la variedad entonces se tratar�a de una
geod�esica.

Definición 2.20 Sea (M; g) una variedad Riemanniana y c : I ! M es una curva.
Diremos que c una geod�esica si para todo t 2 I cumple que

rDc
0
∣∣∣
t
= 0:

Si (U; x) es una carta, la expresi�on local del campo de velocidad de la curva c es

c0(t) =
nX

k=1

@(xk � c)(t)
@t

@

@xk

∣∣∣
c(t)
:

Derivando esta expresi�on y usando las propiedades de la derivada covariante (ver la
Proposici�on 2.6) obtenemos que



CAP�ITULO 2. PRELIMINARES 22

rDc
∣∣∣
t
=

nX
k=1

Å
@

@t

@(xk � c)(t)
@t

@

@xk

∣∣∣
c(t)

+
@(xk � c)(t)

@t
rD

@

@xk

∣∣∣
c(t)

ã
=

=
nX

k=1

Ç
@2(xk � c)(t)

@t2
+
X
ij

@(xi � c)(t)
@t

@(xj � c)(t)
@t

�kij(c(t))

å
@

@xk

∣∣∣
c(t)
:

Luego, c es geod�esica si y solo si para todo 1 � k � n,

@2(xk � c)(t)
@t2

+
X
ij

@(xi � c)(t)
@t

@(xj � c)(t)
@t

�kij(c(t)) = 0:

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordi-
narias tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.21 Dados p 2M y X 2 TpM existe � > 0 y una �unica geod�esica c : (��; �)!
M tal que c(0) = p y c0(0) = X. Llamamos cX a esta curva y notamos con IX al intervalo
maximal en el que est�a de�nida.

Definición 2.22 Notamos confiTM = f(p; Y ) 2 TM tales que 1 2 IXg

y con fiTpM = TpM \fiTM .

De�nimos la aplicaci�on exponencial exp :fiTM !M como

exp(p;X) = cX(1):

Si �jamos p 2M de�nimos expp : fiTpM !M por

expp(X) = exp(p;X):

Los conjuntos fiTM y fiTpM satisfacen las siguientes propiedades (ver [7] o [23]) :

1. fiTM es un abierto de TM .

2. 0 2 fiTpM .
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3. fiTpM es una abierto estrellado de TpM .

Lema 2.23 Sea '(t; p;X) = cX(t). Tenemos que

'(t; p;X) = '(1; p; tX):

Luego, se tiene que
cX(t) = expp(tX):

Se puede ver que las funciones exp :fiTM ! M y expp : fiTpM ! M son suaves y que

resultan ser difeomor�smos locales alrededor de 0 2 fiTpM . De esta manera podemos dar
la de�nici�on de entorno geod�esico.

Definición 2.24 Sea � > 0 y U � M un abierto de modo tal que B�(0) � fiTpM y
expp : B�(0)! U sea un difeomor�smo. Al abierto U se lo llama bola geod�esica.

Ahora si, podemos de�nir las coordenadas normales centradas p del siguiente modo.

Definición 2.25 Sea p 2 M . Llamamos carta normal centrada en p a una carta (U; x)
donde U es una bola geod�esica,

x = '�1 � exp�1p : U ! Rn

donde ' : Rn ! TpM est�a dado por

'(a1; : : : ; an) =
nX
i=1

aiEi

siendo fE1; : : : ; Eng una base ortonormal de TpM:

Las coordenadas normales son de gran utilidad porque, como veremos en la siguiente
proposici�on, nos da una expresi�on m�as simple de las derivadas de la m�etrica y de los
s��mbolos de Christo�el.

Proposición 2.26 Si (U; x) es una carta normal centrada en p, entonces

�kij(p) = 0

y
@gij
@xk

∣∣∣
p
= 0:

para todo 1 � i; j; k � n.
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Demostración: La geod�esica c(t) que cumple que c(0) = p y c0(0) = X =
nX
i=1

ai
@

@xi
est�a

dada, como vimos anteriormente, por c(t) = expp(tX). Luego,

x � c(t) = '�1 � exp�1 � exp(tX) = '�1(tX) = t'�1(X)

y por lo tanto,
@2(x � c(t))

@t
= 0:

Sabemos que como c(t) es una geod�esica entonces se satisface que

@2(xk � c)(t)
@t2

+
X
ij

@(xi � c)(t)
@t

@(xj � c)(t)
@t

�kij(c(t)) = 0:

Por lo observado anteriormente el primer t�ermino es 0 y entonces se tiene que

X
ij

@(xi � c)(t)
@t

@(xj � c)(t)
@t

�kij(c(t)) = 0:

para todo t.

Si tomamos X =
@

@xi

∣∣∣
p
y evaluando esta �ultima ecuaci�on en t = 0 se deduce que

�kii(p) = 0:

Si tomamos X =
@

@xi

∣∣∣
p
+

@

@xj

∣∣∣
p
y evaluamos en t = 0 tenemos que

�kii(p) + �kij(p) + �kji(p) + �kjj(p) = 0:

Y como �kij(p) = �kji(p) concluimos que �kij(p) = 0 para todo i; j; k:

Vemos ahora que
@gij
@xk

∣∣∣
p
= 0:

@gij
@xk

∣∣∣
p
=

@

@xk

∣∣∣
p
g(p)

Å
@

@xi
;
@

@xj

ã
=

= g

Å
r @

@xk

Å
@

@xi

ã ∣∣∣
p
;
@

@xj

∣∣∣
p

ã
+ g

Å
@

@xi

∣∣∣
p
;r @

@xk

Å
@

@xj

ã ∣∣∣
p

ã
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=
nX
l=1

�lki(p)glj(p) +
nX
l=1

�lkj(p)gil(p) = 0:

Usando la funci�on exponencial podemos relacionar la bola Eucl��dea con la bola geod�esi-
ca. La curvatura seccional y la curvatura escalar permiten calcular como cambian sus
propiedades geom�etricas dependiendo del espacio.

El siguiente resultado nos brinda una interpretaci�on geom�etrica de la curvatura sec-
cional. Esta mide cu�anto se diferencia la longitud de una circunferencia de radio peque~no
r de 2�r.

Teorema 2.27 Sea p 2 M , X;Y 2 TpM linealmente independientes y Cr
TpM la circunfe-

rencia de radio r en el subespacio generado por fX;Y g. Sea Cr
M(p) = expp(C

r
TpM) � M

y notemos con l(Cr
M(p)) su longitud. Se cumple que

K(X;Y ) = l��m
r!0

2�r � l (Cr
M(p))

r3
:

Por otro lado, la curvatura escalar mide cuanto se modi�ca el volumen de una bola
de radio r, con r peque~no, respecto al volumen de la bola Eucl��dea de igual radio. La
demostraci�on del siguiente resultado se puede consultar en [14]

Teorema 2.28 Si p 2M , Be
r(0) la bola de radio r en TpM y sea Br(p) la bola geod�esica

en M , Br(p) = expp(B
e
r(0)) �M , entonces si r es su�cientemente chico tenemos que

V ol(Br(p)) = V ol(Be
r(0))

Å
1� Sg(p)r

2

6(n+ 2)
+ o(r2)

ã
:

Observemos que con este resultado, si Sg(p) > 0 entonces el volumen de la bola
geod�esica centrada en p es menor que el de la bola Eucl��dea y es mayor si Sg(p) < 0.

2.7. Operadores diferenciales y teoremas integrales.

La de�nici�on de operador diferenciable para variedades Riemannianas la dejaremos
para el Cap��tulo 3 (ver De�nici�on 3.6). En esta secci�on introduciremos algunos operadores
diferenciales usuales del an�alisis como son el Hessiano, el Laplaciano y la divergencia en
el contexto de variedades Riemannianas.
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2.7.1. Hessiano.

Se de�ne el Hessiano de una funci�on f 2 C1(M) del siguiente modo.

Definición 2.29 Sea (M; g) es una variedad Riemanniana y f : M ! R una funci�on
suave, llamamos Hessiano de f y lo notamos con Hessg(f) o r2f al tensor de tipo (0; 2)
de�nido por

r2f = r(rf):
Es decir es aplicar dos veces la derivada covariante a la 0-forma f , o bien, la derivada
covariante de la 1-forma df . Precisamente,

r2f = r(rf)(X;Y ) = rX(rY f) = rX(df(Y )) = X(Y (f))� df(rXY ):

Dada una carta (U; x) la expresi�on local del Hessiano es

r2f =
X
ij

Ç
@2f

@xi@xj
�X

k

�kij
@f

@xk

å
dxi 
 dxj:

Usaremos la siguiente identidad m�as adelante

Proposición 2.30 El Hessiano satisface que

r2f2 = 2(fr2f + df 
 df): (2.9)

Demostración: Dados X; Y 2 X(M) entonces

r2f2(X;Y ) = rX(rY f
2) = rX(2frY (f)) = 2 (rX(f)rY (f) + frXrY (f)) :

= 2
(
X(f)Y (f) + fr2(f)(X;Y )

)
:

2.7.2. Divergencia.

Definición 2.31 Si (M; g) es una variedad Riemanniana, X 2 X(M) entonces de�nimos
la divergencia de X como

divg(X) = trg(Z ! rZX):
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La divergencia cumple las siguientes propiedades, cuya demostraci�on puede encontrar-
se en [10]

Proposición 2.32 Si f 2 C1(M), X 2 X(M) entonces

1. divg(fX) = fdivg(X) + g(rgf;X):

2. Si (U; x) es una carta, X
∣∣∣
U
=

nX
i=1

ai
@

@xi
podemos escribir en coordenadas locales

como

divg(X)
∣∣∣
U
=

nX
i=1

Ç
@ai
@xi

+
nX
j=1

aj�
i
ji

å
que adem�as puede expresarse como

divg(X)
∣∣∣
U
=

1√
det(gij)

nX
k=1

@

@xk

(»
det(gij)ak

)
: (2.10)

3. Si la carta anterior es normal, la divergencia evaluada en P es

divg(X)
∣∣∣
P
=

nX
i=1

@ai
@xi

∣∣∣
P
:

El siguiente diagrama conmutativo relaciona algunos de los operadores vistos.

C1(M)

X(M)

�divg
99

[
--

1(M)

�
ee

]

mm

C1(M)

rg

ee

d

99

2.7.3. Operador de Laplace-Beltrami.

Definición 2.33 De�nimos el operador de Laplace-Beltrami de una funci�on suave f , al
que llamaremos para abreviar Laplaciano, como

�gf = �divg(rgf) = �trg
(r2f

)
:

Del diagrama conmutativo anterior se deduce tambi�en que

�gf = �(df):
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Podemos escribir el Laplaciano localmente para una carta (U; x) del siguiente modo

�gf
∣∣∣
U
= �X

ij

gij
Ç

@2f

@xi@xj
�X

k

�kij
@f

@xk

å
:

Observación 2.34 Si (U; x) es una carta normal centrada en p, tenemos que

�gf(p) = �
X
ii

@2f

@xi@xi

∣∣∣
p
:

De la expresi�on local del campo gradiente, Ecuaci�on (2.2), y la de la divergencia,
Ecuaci�on (2.10), tenemos la siguiente expresi�on local del operador de Laplace-Beltrami

�gf = � 1p
g

X
ij

@

@xi

Å
gij
p
g
@f

@xj

ã
:

2.7.4. Teoremas integrales.

En esta secci�on enunciaremos el teorema de la divergencia y las f�ormulas de Green,
conocidas para el espacio Eucl��deo, en el contexto de variedades Riemannianas. Las de-
mostraciones de estos teoremas se pueden ver en [10].

Teorema 2.35 (Teorema de la Divergencia)

Sea (M; g) es una variedad Riemanniana yX 2 X(M) un campo con soporte compacto,
entonces Z

M
div(X)dVg = 0:

Por el Teorema 2.35 y la Proposici�on 2.32 podemos deducir que si M es una variedad
cerrada, X 2 X(M) y f 2 C1(M) entonces

Z
M
fdiv(X)dV g = �

Z
M
g(rgf;X)dVg:

Del Teorema de la Divergencia se deducen f�acilmente las siguientes f�ormulas llamadas
com�unmente F�ormulas de Green.

Teorema 2.36 Sea (M; g) una variedad Riemanniana, f1; f2 2 C1(M) de soporte com-
pacto, entonces
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1.
Z
M
(f1�gf2 � g(rf1;rf2)) dVg = 0.

2.
Z
M
(f1�gf2 � f2�gf1) dVg = 0.

En particular, si M es cerrada tenemos que

Z
M
�gfdVg = 0:

Si u; v 2 C1(M) y consideramos el campo X es el campo que localmente se escribe

como XjU = uv
@

@xi
, para alg�un 1 � i � n, entonces por (2.10) tenemos que:

divg(X)jU =
1√

det(gij)

@

@xi

(»
det(gij)uv

)
:

Por lo tanto, cuando M es una variedad cerrada obtenemos que

Z
u
@v

@xi
dVg = �

Z
v
@u

@xi
�
Z 1√

det(gij)

@

@xi

(»
det(gij)

)
uv dVg: (2.11)



Caṕıtulo 3

Espacio de métricas Riemannianas

En este cap��tulo estudiaremos el espacio de m�etricas Riemannianas de una variedad
diferenciable M . Veremos en primer lugar que toda variedad diferenciable admite una
m�etrica Riemanniana, m�as a�un admite in�nitas. Luego, de�niremos una noci�on de distan-
cia entre m�etricas Riemannianas y �nalmente veremos como var��an algunos operadores
sobre una curva de�nida en este espacio.

3.1. Espacio de métricas de una variedad Riemannia-

na.

En esta secci�on, para simpli�car la exposici�on, solo consideraremos variedades cerradas,
es decir compactas y sin borde. Sin embargo, muchas de las de�niciones, observaciones
y resultados que aparecen son v�alidas en contextos m�as generales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensi�on n, notamos con M al conjunto de
m�etricas Riemannianas sobre M .

El conjuntoM es no vac��o, m�as a�un es un espacio muy grande. En efecto, dado un atlas
f(U�; x�)g de M , en cada U� podemos considerar en cada carta la m�etrica Riemanniana
inducida de Rn,

g� = x��ge:

Podemos extender estas m�etricas locales a toda la variedad considerando una partici�on
de la unidad f��g subordinada a fU�g y de�niendo la m�etrica Riemanniana

g(p)(X;Y ) =
X
�

��(p)g�(p)(X;Y ):

30
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Dada una m�etrica Riemanniana g y un difeomor�smo f : M ! M , el pullback de g
por f en p es

f�g(p)(v;w) = g(f(p))(dfpv; dfpw):

Estas m�etricas Riemannianas son isom�etricas a g y tienen las mismas propiedades
geom�etricas. Por otro lado, dada una funci�on positiva f 2 C1(M) y una m�etrica Rie-
manniana g,

h(p)(X;Y ) = f(p)g(p)(X;Y )

tambi�en resulta una m�etrica Riemanniana sobre M , que como dijimos en el cap��tulo
anterior, es puntualmente conforme a g, es decir est�a en la misma clase conforme de g.

M es un cono abierto convexo. Si g1 y g2 son dos m�etricas Riemannianas podemos
considerar la curva

g(t) = tg1 + (1� t)g2
con t 2 [0; 1]. Tenemos que g(t) 2M para todo t 2 [0; 1], g(0) = g2 y g(1) = g1. Por otro
lado, se veri�ca que �g 2M para todo � > 0 y g 2M.

Si bien el espacio de m�etricas Riemannianas es muy grande, de hecho es una variedad de
dimensi�on in�nita, no todas las variedades admiten cualquier tipo de geometr��a. Existen
algunas obstrucciones topol�ogicas.

Por ejemplo, para super�cies cerradas el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que

Z
M
KdVg = 2��(M) (3.1)

donde �(M) la caracter��stica de Euler de M , que es un valor que solo depende de la
topolog��a de M . Si M = T 2 es el toro, la caracter��stica de Euler es �(T 2) = 0. Por lo
tanto, de (3.1) es claro que no es posible de�nir una m�etrica Riemanniana en donde la
curvatura sea constante y distinta de 0. SiM = S2 su caracter��stica de Euler es �(S2) = 2,
con lo cual no puede haber una m�etrica de curvatura no positiva.

En variedades de dimensi�on mayor tambi�en hay obstrucciones. Por ejemplo, en [17],
Gromov y Lawson y en [29], Shoen y Yau, probaron que el toro n dimensional no admite
m�etricas Riemannianas de curvatura estrictamente positivas.

Lichnerowicz [25] y Hitchin [19] probaron que si una variedad diferenciable cerrada
admite una m�etrica Riemanniana de curvatura escalar positiva entonces su ��ndice �
necesariamente tiene que ser nulo (para una de�nici�on del ��ndice � ver [4] y las referencias
all�� citadas).
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Definición 3.1 Decimos que una m�etrica Riemanniana g en M es de Einstein si existe
una funci�on f 2 C1(M) tal que

Riccg = fg:

En realidad, en caso de existir, dicha funci�on f debe ser necesariamente

f(p) =
Sg(p)

n
:

Es conocido que existen variedades cerradas de dimensi�on 3 y 4 que no admiten m�etri-
cas de Einstein. Esto puede verse en [22]. En el Corolario 3.18 mostramos que S2 � S1

no admite m�etricas Riemannianas de Einstein.

3.1.1. Distancia entre métricas.

En [1], Bando y Urakawa dotan a M de una topolog��a, que llamaremos la topolog��a
C1 y que es inducida por la siguiente estructura m�etrica.

ComoM es compacta, podemos considerar un atlas �nito fUigi=1;:::;l y un cubrimiento
�nito de abiertos fVigi=1;:::;l tales que Vi � Ui.

Dado un tensor h de tipo (0; 2), de�nimos

jjhjjk;Vs =
X
j�j�k

X
i;j

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣@j�jhsij@x�

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
1

donde h
∣∣∣
Vs
=
X
i;j

hsijdxi 
 dxj.

De�nimos

jjhjjk =
lX

s=1

jjhjjk;Vs:

Luego tenemos de�nido en T 0;2(M) la norma

jjhjj =
1X
k=0

jjhjjk
2k(1 + jjhjjk)

y su distancia asociada
d1(g; h) = jjg � hjj:
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Tambi�en consideraremos la distancia C0 como

d2(g; h) = sup
x2M

dx2(g; h)

donde
dx2(g; h) = inff� > 0 tales que e��(h)x < (g)x < e�(h)xg:

Definición 3.2 La topolog��a C1 en M ser�a la inducida por la distancia

d = d1 + d2:

La distancia d es completa, en particular M es un espacio de Frechet.

3.1.2. Producto interno en el espacio de tensores.

De�niremos ahora un producto interno en el espacio T 0;k(M).

Definición 3.3 Dados v, w 2 T 0;k(M) de�nimos el producto interno ( ; ) como

(v;w) =
Z
M
< v;w > dVg (3.2)

donde < v;w > es el producto interno puntual de�nido por

< v;w >=
X

i1;:::;ik;j1;:::;jk

gi1j1gi2j2 : : : gikjkvi1:::ikwj1:::jk (3.3)

siendo v =
X

vi1:::ikdxi1 
 : : : 
 dxik y w =
X

wj1:::jkdxj1 
 : : : 
 dxjk las expresiones
locales de los tensores v y de w alrededor de p.

En particular, para tensores de tipo (0; 1), el producto interno puntual es

< w; v >=
X
ij

gijwivj

y para tensores de tipo (0; 2), el producto interno puntual es

< w; v >=
X
ijkl

gikgjlwklvij:
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Observación 3.4 El operador codiferencial � : T 0;k(M) ! T 0;k�1(M) es el operador
adjunto de la derivada covariante r : T 0;k�1(M) ! T 0;k(M) con respecto al producto
interno ( ; ), es decir que

(u;rv) = (�u; v):

Recordar que si k = 0 la derivada covariante coincide con la derivada exterior

r = d : C1(M)! 
1(M)

y su adjunta � : 
1(M)! C1(M) satisface localmente que

�(w) = � 1√
det(gij)

X
ij

@

@xi

(
gij
»
det(gij)wj

)
(3.4)

si w =
nX
i=1

widxi:

En particular, si f 2 C1(M),

� (f w) = �X
ij

@f

@xi
gijwj � f �w: (3.5)

3.2. Descomposiciones del espacio tangente de M.

Como mencionamos, el espacio de m�etricas M es un subconjunto de las secciones
C1(M) del �brado tensorial de tipo (0; 2) sobre M . Precisamente, las secciones que son
sim�etricas y de�nidas positiva. Si g 2 M, su espacio tangente, TgM, son los tensores
sim�etricos

TgM = S2(M) � T 0;2(M):

En esta secci�on estudiaremos este espacio. De�niremos 3 acciones sobre M las cuales
inducir�an descomposiciones de este espacio. Precisamente, veremos que S2(M) se des-
compone como

S2(M) = S0 + S1 + S2 (3.6)

donde
S0 = fh 2 S2(M) tales que h = LXg para alg�un X 2 X(M)g;
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aqu�� LX denota la derivada de Lie, cuya de�nici�on y principales propiedades pueden
consultarse en [34];

S1 = fh 2 S2(M) tales que h = ug para alguna u 2 C1(M)g;
y S2 los tensores transversales y sin traza, es decir aquellos que satisfacen

S2 = fh 2 S2(M) tales que �h = 0 y trgh = 0g:

Esta descomposici�on fue introducida y usada en [3], [11] y [13]. A continuaci�on daremos
una idea de como podemos dividir el espacio de tensores sim�etricos de tipo (0; 2), S2, en
estos tres conjuntos.

Notemos con D al grupo de difeomor�smos de M . D act�ua sobre M mediante el pull
back

f � g = f�(g):

Observemos que dos m�etricas Riemannianas en la misma �orbita Og son isom�etrica-
mente equivalentes. Luego, en cada �orbita se preservan las propiedades geom�etricas.

Por otro lado, las funciones suaves positivas, C1>0, act�uan sobre M por

f � g(p) = f(p)g(p):

La �orbita de g es la clase conforme de g, [g].

Consideremos el conjunto C = D � C1>0. Podemos dar a C estructura de grupo con la
operaci�on

(f1; h1) � (f2; h2) = (f1 � f2; h2 � (h1 � f2)):
Notar que C es el producto semidirecto entre D y C1>0. C act�ua sobre C1

>0 por

C = D ⋉ C1>0 ! C1>0
(f; h) ! h � f:

De�nimos la acci�on a derecha de C sobre M como

(f; h) � g = h � (f�g):

La �orbita de g con esta acci�on, C � g, est�a formada por las m�etricas conformemente
equivalentes a g. Muchos de los resultados discutidos en esta tesis ser�an invariantes sobre
cada una de estas �orbita.
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Para cada g 2M, el grupo de isotrop��a de g con la acci�on de C es

Cg = f(f; h) 2 C= h � (f�g) = gg

que claramente es isomorfo al grupo de difeomor�smos conformes de (M; g), conocido
como grupo conforme.

ff 2 D= f�g = hg para alg�un h 2 C1>0g � D:

El isomor�smo es  (f; h) = f .

En [11], Ebin prueba el siguiente resultado:

Teorema 3.5 Sea g 2M. Existe un entorno abierto U � Og de g y una funci�on � : U !
D tal que si f�g 2 U entonces

(�(f�g))�g = f�g:

Adem�as, existe una subvariedad S de M que contiene a g y un difeomor�smo

F : U � S ! F (U � S) �M

que satisface que
F (h; s) = (�(h))�(s):

El espacio tangente a S en g est�a formado por los tensores transversales,

TgS = ��1(0)

donde � es la codiferencial.

La descomposici�on provista por el Teorema 3.5 resulta muy �util para el estudio de
m�etricas Riemannianas. Si G : (��; �) !M es una curva, con G(0) = g, consideramos,
eventualmente achicando �,

H : (��; �)! S

dada por
H(t) = �2 � F�1(G(t))

donde �2 : U�S ! S la proyecci�on en la variedad S. Si F�1(G(t)) = (u(t); s(t)) tenemos
que

�(u(t))�(s(t)) = G(t)
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con lo cual las m�etricas s(t) 2 S y G(t) est�an en la misma orbita, para todo t, de la acci�on
del grupo D sobre M. Es decir, si � : M!M=D es la proyecci�on de M al espacio de
�orbitas entonces

�H(t) = �G(t):

Luego, si tenemos una deformaci�on de una m�etrica g que tiene ciertas propiedades
que son preservadas por difeomor�smos conformes, como por ejemplo las que estamos
interesados en esta tesis, la deformaci�on H tendr�a las mismas propiedades pero con la
ventaja de que H est�a en la subvariedad S. Como el tangente a S en g es ��1(0) para
analizar propiedades invariantes por difeomor�smos conformes a trav�es de deformaciones
alcanza con estudiar curvas cuyo tangente en g este en ��1(0).

G(t)

g
s(t)

S

u(t)

Og

En lo siguiente trataremos otras descomposiciones de S2(M). Primero, recordamos
brevemente la noci�on de operador diferenciable y su s��mbolo (ver [31]).

Definición 3.6 Sean E y F dos �brados vectoriales de rango �nito sobreM y notemos con
C1(E) y C1(F ) a sus secciones suaves. Decimos que un operador D : C1(E) ! C1(F )
es diferenciable de orden k si en coordenadas locales puede escribirse como

D(u)(x) =
X
j�j�k

a�(x)
@�u

@x�
(x)

donde � es el multi-��ndice � = (�1; : : : ; �n) y j�j =
nX
i=1

�i:

Por ejemplo, el operador de Laplace-Beltrami �g y el Laplaciano conforme Lg (ver
Cap��tulo 4) son operadores diferenciables de orden 2.
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Definición 3.7 Con la notaci�on de la de�nici�on anterior, si D : C1(E) ! C1(F ) es un
operador diferenciable de orden k, para cada x 2 M y t 2 T �xM de�nimos el s��mbolo
�t(D) como el operador lineal sobre las �bras de x en E y F

�t(D) : Ex ! Fx

de�nido del siguiente modo. Si f 2 C1(M) es tal que

f(x) = 0 y df(x) = t

entonces �t(D) satisface que

�t(D)(X) =
1

k!
D(fkX)(x)

para X 2 Ex.

Decimos que D tiene s��mbolo inyectivo si

�t(D) : Ex ! Fx

es inyectivo para todo t 6= 0.

El siguiente Teorema fue probado por Berger y Ebin en [3].

Teorema 3.8 Si D : C1(E)! C1(F ) es un operador diferenciable de s��mbolo inyectivo,
entonces

C1(F ) = D(C1(E))� (D�)�1(0): (3.7)

Adem�asD(C1(F )) y (D�)�1(0) son ortogonales respecto al producto interno de C1(F ).

Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente descomposici�on de S2(M).
La derivada covariante r : T 0;1(M)! T 0;2(M) es un operador diferencial. Sea

� : S2(M)! 
1(M)

la restricci�on del codiferencial, que es el operador adjunto a r, al espacio de tensores
sim�etricos de tipo (0; 2). Luego,

�� : 
1(M)! S2(M):

El Teorema 3.8 implica que

S2(M) = ��1(0)� �� (
1(M)
)
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Og

S

LXg

��1(0)g

Veamos que el tangente a la �orbita Og en g es �
�(
1(M)) y ��1(0) es su complemento

ortogonal.

Dado g 2M consideramos el mor�smo

�g : D ! Og

dada por
�g(f) = f�g:

Es f�acil ver que TidD es el espacio de campos tangentes a X(M). En efecto, si u(t) es una
curva de isomor�smos tal que u(0) = idM tenemos que

d

dt
u(0; p) = X(p) 2 TpM

para todo p 2 M . Es decir, u es el grupo uniparam�etrico de difeomor�smos del campo
X. Luego,

(d�g)id : X(M)! Tg(Og) � S2(M):

Si u(t) es el grupo uniparam�etrico de difeomor�smos inducido por el campo X tenemos
que

d�g

∣∣∣
id
(X) =

d

dt

∣∣∣
t=0

((u(t))�(g)) = LXg (3.8)

donde LXg denota la derivada de Lie de g en la direcci�on X.

Por lo tanto, podemos identi�car el tangente a la �orbita Og con

Tg(Og) ' fLXg : X 2 X(M)g:



CAP�ITULO 3. ESPACIO DE M�ETRICAS RIEMANNIANAS 40

Mediante el isomor�smo musical [ podemos identi�car X(M) con 
1(M). Dado X 2
X(M) tenemos que

1

2
(rY [(X)(Z) +rZ[(X)(Y )) =

=
1

2
[Y ([(X)(Z))� [(X)(rYZ) + Z([(X)(Y ))� [(X)(rZY )]

=
1

2
[Y (g(X;Z)) + Z(g(X;Y ))� g(X;rYZ +rZY )]

=
1

2
[g(rYX;Z) + g(X;rYZ) + g(rZX;Y ) + g(X;rZY )� g(X;rYZ)� g(X;rZY )]

=
1

2
[g(rYX;Z) + g(rZX;Y )]

=
1

2
[g(rXY + [Y;X]; Z) + g(rXZ + [Z;X]; Y )]

=
1

2
[g(rYX;Z) + g(rZX;Y ) + g([Y;X]; Z) + g([Z;X]; Y )]

=
1

2
[X(g(Y; Z))� g([Y;X]; Z)� g([Z;X]; Y )]

=
1

2
LXg(Y; Z):

Luego por (3.8), tenemos que

d�g

∣∣∣
id
(X) = LXg = 2��([(X)): (3.9)
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Por lo tanto, la imagen de �� es el tangente a la �orbita por la acci�on de D. Por otro lado,
su complemento ortogonal es el Ker(�):

Dado g 2M. Consideremos la �orbita de g por la acci�on del grupo C, es decir C � g. Si
 g : C = D � C1>0 !M est�a dada por

 g(f; h) = h � (f�g)
entonces

C � g = Im( g):

Notar que  g(id; 1) = g. Luego, �g = (d g)(id;i) : X(M)�C1(M)! TgC � g � S2(M) est�a
dada por

�g(X;u) = (d g)(id;i)(X;u) = LXg + u � g:
En efecto, si h es el grupo uniparam�etrico inducido por X y f es tal que f(0) = 1 y
f 0(0) = u

(d )(id;1)(X;u) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(f(t) � (h(t)�g)) = ug +
d

dt

∣∣∣
t=0

(h�(t)g) = ug + LXg:

Con lo cual, el espacio tangente a la �orbita C � g en g es

TgC � g = f�g(X;u) = ug + LXg : u 2 C1(M); X 2 X(M)g:
El siguiente teorema, probado por Fisher y Marsden en [13] nos da otra descomposici�on

de S2(M).

Teorema 3.9
S2(M) = S0 + S1 + S2

con S2 = (S0 + S1)
?.

C� g

S

S0 + S1

S2g
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Demostración: Consideremos ~�g : X
�(M)� C1 ! S2(M), dada por

~�g([(X); u) = LXg + ug:

Como el s��mbolo de ~�g es inyectivo, por el Teorema 3.8, S2(M) se puede descomponer
ortogonalmente como

S2(M) = Im(~�g)
M

Ker(~� �g ):

Luego, como Im(~�g) = S0 + S1, para probar el Teorema alcanza con ver que la adjunta
de ~�g es

~� �g (h) = (2�gh; trgh):

Observemos que

< ~� �(h); ([(X); u) >=< h; ~� ([(X); u) > =

=< h;LXg + ug >=< h;LXg > + < h; ug >

=< h;LXg > +utrg(h):

A�rmamos que
< h;LXu >= 2 < h;r[(X) > (3.10)

Si suponemos cierto (3.10) tenemos que

< ~� �(h); ([(X); u) >= 2 < h;r[(X) > +utrg(h) =

= 2 < �h; [(X) > +utrg(h)

=< (2�h; trg(h); ([(X); u) > :

Con lo cual
~� � = (2�; trg(h)): (3.11)

Por lo tanto, para probar la descomposici�on solo debemos demostrar la igualdad (3.10).

Dado p 2 M , sea (U; x) una carta normal centrada en p y sea X
∣∣∣
U
=
X
i

ai
@

@xi
la

expresi�on local de un campo X. Por de�nci�on de la derivada de Lie sobre tensores (ver
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[34]) tenemos que

LX(g)

Å
@

@xk
;
@

@xl

ã
= LX(gkl)� g

Å
LX

Å
@

@xk

ã
;
@

@xl

ã
� g
Å
@

@xk
; LX

Å
@

@xl

ãã
: (3.12)

Como

LX

Å
@

@xk

ã
=

ï
X;

@

@xk

ò
= �X

r

@ar
@xk

@

@xr
;

entonces

LX(g)

Å
@

@xk
;
@

@xl

ã
=
X
r

Å
@gkl
@xr

+
@ar
@xk

grl +
@ar
@xl

@gkr

ã
:

Dado que (U; x) es una carta normal centrada en p obtenemos que

LX(g)

Å
@

@xk
;
@

@xl

ã
(p) =

@al
@xk

∣∣∣
p
+
@ak
@xl

∣∣∣
p

(3.13)

As��,

< h;LXg > (p) =
X
ijkl

gik(p)gjl(p)hij(p)(LXg)kl(p) =

=
X
ij

hij(p)

Å
@aj
@xi

∣∣∣
p
+
@ai
@xj

∣∣∣
p

ã
= 2

X
ij

hij(p)
@aj
@xi

∣∣∣
p
: (3.14)

Por otro lado,

r[X
Å
@

@xk
;
@

@xl

ã
=

@

@xk
[X

Å
@

@xl

ã
� [X

Å
r @

@xk

@

@xl

ã
=

=
@

@xk

ÅX
r

argrl

ã
�X

rs

�rklasgsr:

Evaluando en p, tenemos que

r[X
Å
@

@xk
;
@

@xl

ã ∣∣∣
p
=
@al
@xk

∣∣∣
p
: (3.15)

Luego,

< h;r[X > (p) =
X
ijkl

gik(p)gjl(p)hij(p)(r[X)kl(p) =
X
ij

hij(p)
@aj
@xi

∣∣∣
p
: (3.16)
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Por (3.14) y (3.16) concluimos que para cada p 2M

< h;LXg > (p) = 2 < h;r[X > (p); (3.17)

lo que prueba la a�rmaci�on.

Como consecuencia directa de la descomposici�on provista por el Teorema 3.9 tenemos
que el espacio tangente a una estructura conforme dada en el espacio Riemanniano de
estructuras conformes M=C1>0

D
est�a formado por los tensores sim�etricos h 2 S2(M) tales que

�h = 0 y trgh = 0:

3.3. Curvas en el espacio de métricas.

En esta secci�on estudiaremos como var��an el operador de Laplace-Beltrami y la cur-
vatura escalar cuando recorremos el espacio M a trav�es de una curva anal��tica. Algunos
de estos resultados pueden encontrarse en [2].

En lo siguiente consideraremos el espacio de curvas anal��ticas en M. Lo notaremos
con

Cw(I�) = fG : (��; �)!M : G depende anal��ticamente del par�ametro tg:

Los resultados de esta secci�on son v�alidos para curvas diferenciables. Sin embargo,
elegimos restringirnos a curvas anal��ticas ya que los argumentos para probar el resulta-
do principal que analizamos en esta tesis (ver cap��tulo 5) hacen uso de deformaciones
anal��ticas.

De aqu�� en m�as, utilizaremos la siguiente notaci�on. Si G : (��; �) !M es una curva
anal��tica con G(0) = g notaremos con

Gt = G(t);

Ht = H(t) = G0(t)

y
h = H(0) = G0(0):



CAP�ITULO 3. ESPACIO DE M�ETRICAS RIEMANNIANAS 45

Luego, tenemos que
Gt = g + th+ o(t):

Para estudiar como cambia el Laplaciano �Gt
y la curvatura escalar SG(t) consideramos

para f 2 C1(M)

�0
Gt
f =

d(�Gt
f)

dt

y

S 0Gt
=
dSGt

dt
:

Proposición 3.10 Con la notaci�on establecida anteriormente tenemos que

(Gij)0(t) = �X
kl

Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)

Demostración: Si A(t) una matriz inversible con inversa A�1(t), entonces derivando
A(t)A�1(t) = I obtenemos que

(A�1(t))0 = �A�1(t)A0(t)A�1(t):

As��, si A(t) = (G(t))ij y A
�1(t) =

(
Gij(t)

)
se tiene que

(Gij)0(t) = �X
l

ÇX
k

Gik(t)Hkl(t)

å
Glj(t);

y esto prueba la proposici�on.

Observemos que del mismo modo podemos probar que para cada 1 � r � n

@gij

@xr
(t) = �X

kl

gik(t)gjl(t)
@gkl
@xr

(t): (3.18)

La siguiente proposici�on nos da una f�ormula para la derivada del elemento de volumen
dVG(t) que nos ser�a de gran utilidad para poder calcular algunas derivadas.

Proposición 3.11 Si G 2 Cw(I�) entonces

(dVGt
)0(t) =

1

2
trGt

(Ht)dVGt
:
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Demostración: Recordemos que el elemento de volumen expresado en coordenadas lo-
cales es

dVGt
=
»
det(Gij(t))dx1 : : : dxn:

Derivando esta expresi�on obtenemos que

(dVGt
)0
∣∣∣
t
=

1

2
√
det(Gij(t))

(det(Gij(t)))
0dx1 : : : dxn =

=
1

2
√
det(Gij(t))

det(Gij(t))trGij(t)(Hij(t))dx1 : : : dxn =
1

2
trGt

HtdVGt
;

donde en la ante�ultima igualdad usamos la f�ormula de Jacobi. Esta dice que si A(t) es
una matriz sim�etrica que depende suavemente del par�ametro t, entonces la derivada del
determinante de A(t) es

d

dt
det(A(t)) = det(A(t))tr

Å
A(t)�1

d

dt
A(t)

ã
:

En la siguiente proposici�on obtenemos una expresi�on para la derivada del Laplaciano.
La demostraci�on que daremos est�a inspirada en la de Berger en [2].

Proposición 3.12 Con la notaci�on anterior, la derivada del Laplaciano de G(t) evaluado
en f 2 C1(M) es

�0
Gt
f =< Ht;r2f > � < �tHt +

1

2
d(trGt

(Ht)); df > : (3.19)

Demostración: Para demostrar esta f�ormula, bastar��a ver que

(�0
Gt
f; v) = (< Ht;r2f > � < �tHt +

1

2
d(trGt

(Ht)); df >; v) (3.20)

para toda funci�on suave v de�nida en M .

Comencemos observando que por las f�ormulas de Green, ver Teorema 2.36,

(�Gt
f; v) =

Z
M
Gt(rGt

f;rGt
v)dVGt

:
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Derivando con respecto a t en ambos lados, y por la Proposici�on 3.11, que nos da una
f�ormula para la derivada respecto de t del elemento de volumen, tenemos que

(�0
Gt
f; v) +

Z
M
�fv

1

2
trGt

(Ht)dVGt
=

=
Z
M

d(Gt(rf;rv))
dt

dVGt
+
Z
M
Gt (rf;rv) 1

2
trGt

(Ht)dVGt
: (3.21)

Dada una carta (U; x) y supongamos que el soporte de v est�a incluido en U . Utilizando
coordenadas locales

Gt(rGt
f;rGt

v) =
X
ij

Gij(t)
@f

@xi

@v

@xj
: (3.22)

Entonces, por la Proposici�on 3.10, la derivada de (3.22) con respecto a t es

d(Gt(rf;rv))
dt

∣∣∣
t
=
X
ij

(Gij)0(t)
@f

@xi

@v

@xj
= �X

ijkl

Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)
@f

@xi

@v

@xj
:

Por otro lado, el segundo t�ermino del lado derecho de la igualdad (3.21) puede expre-
sarse localmente, usando la ecuaci�on (3.4), del siguiente modo

Z
U
(rf;rv) 1

2
trGt

(Ht)dVGt
=

1

2
(trGt

(Ht)rf;rv) = 1

2
(�t(trGt

(Ht)rf); v) =

= �1

2

Z
U

1√
det(Gij(t))

X
ij

@

@xi

Å
Gij(t)

»
det(Gij(t))trGt

(Ht)
@f

@xj

ã
vdVGt

= �1

2

Z
U

ñX
ij

Gij(t)
@(trGt

(Ht))

@xi

@f

@xj
+

+
1√

det(Gij(t))

X
ij

trGt
(Ht)

@

@xi

Å
Gij(t)

»
det(Gij(t))

@f

@xj

ãô
vdVGt
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= �1

2

Z
U

X
ij

Gij(t)
@(trGt

(Ht))

@xi

@f

@xj
dVGt

� 1

2

Z
U
trGt

(Ht)�t(rf)vdVGt

=
Z
U

Ç
�1

2

X
ij

Gij(t)
@(trGt

(Ht))

@xi

@f

@xj
+
1

2
trGt

(Ht)�Gt
f

å
vdVGt

:

Luego,

Z
U
Gt (rf;rv) 1

2
trGt

(Ht)dVGt
= (< d(trGt

(Ht)); df >; v) +

Å
1

2
trGt

(Ht)�Gt
f; v

ã
: (3.23)

Por otra parte, el primer t�ermino de la parte derecha de igualdad (3.21) es

Z
U

d(Gt(rf;rv))
dt

dVGt
=

Z
U

X
ij

(Gij)0(t)
@f

@xi

@v

@xj
dVGt

= �
Z
U

X
ijkl

Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)
@f

@xi

@v

@xj
dVGt

: (3.24)

Por las ecuaciones (3.21), (3.23) y (3.24) para probar (3.20), resta ver que

Z
U

X
ijkl

Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)
@f

@xi

@v

@xj
dVGt

= (< �tHt; df > � < Ht;r2f >; v): (3.25)

Comencemos observando que

(< �tHt; df >; v) = (�tHt; vdf) = (Ht;r(vdf))

y por lo tanto, usando la Ecuaci�on (2.5), podemos escribir localmente

(< �tHt; df > � < Ht;r2f >; v) =

=
Z
U

X
ijkl

Å
Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)

Å
@f

@xi

@v

@xj
+

@2f

@xixj
v �X

r

�rij(t)
@f

@xr
v

ã
�
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�Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)
@f

@xi
(r2f)ijv

ã
dVGt

=
Z
U
Gik(t)Gjl(t)Hkl(t)

@f

@xi

@v

@xj
dVGt

:

Con esto �ultimo queda probada la Ecuaci�on (3.20) para funciones v con soporte en
U . Veamos que se cumple para toda funci�on v 2 C1(M). Consideremos f(U�; x�)g1���n
un cubrimiento �nito de cartas de M y f��g una partici�on de la unidad subordinada a
fU�g. Luego,

v =
X
�

��v

y

(�0
Gt
f; v) =

Å
�0

Gt
f;
X
�

��v

ã
=
X
�

Z
U�

< �0
Gt
f; ��v > dVGt

=

=
X
�

Z
U�

〈
< Ht;r2f > � < �tHt +

1

2
d(trGt

(Ht)); df >; ��v
〉
dVGt

=

= (< Ht;r2f > � < �tHt +
1

2
d(trGt

(Ht)); df >; v)

y, por lo tanto, queda demostrada la proposici�on.

A continuaci�on calcularemos la derivada de la curvatura escalar.

Proposición 3.13 La derivada de la curvatura escalar sobre la curva G(t) en t = 0 es(
SGt

)0∣∣∣
t=0

(p) = � < h;Riccg > +�2gh+�g(trg(h)): (3.26)

Demostración: Sea p 2 M y consideremos (U; x) una carta normal con respecto a la
m�etrica Riemanniana g = G(0) centrada en p. Cabe destacar que si bien la carta es
normal con respecto a g, no necesariamente es una carta normal centrada en p para G(t)
con t 6= 0.
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Recordemos que

SG(t)(p) = trG(t)(Riccg(p)) =
X
ij

Gij(t)(p)Rij(t)(p):

Es bien sabido que la expresi�on local con respecto a la carta (U; x) del tensor de Ricci
de G(t) es

Rij(t) =
X
k

Ç
@�kij(t)

@xk
� @�kki(t)

@xj
+
X
l

�kkl(t)�
l
ji(t)� �kjl(t)�

l
ki(t)

å
:

donde �rsl(t) = �rsl(G(t)).

Por otro lado, los s��mbolos de Christo�el de G(t) son

�kij(t) =
1

2

X
l

Gkl(t)

Å
@Gil(t)

@xj
+
@Gjl(t)

@xi
� @Gij(t)

@xl

ã
:

Luego las derivadas de los s��mbolos de Christo�el se escriben como

@�kij(t)

@xk
=

1

2

X
l

@

@xk

ï
Gkl(t)

Å
@Gil(t)

@xj
+
@Gjl(t)

@xi
� @Gij(t)

@xl

ãò
=

=
1

2

X
l

ï
@Gkl(t)

@xk

Å
@Gil(t)

@xj
+
@Gjl(t)

@xi
� @Gij(t)

@xl

ã
+Gkl

Å
@2Gil(t)

@xk@xj
+
@2Gjl(t)

@xk@xi
� @2Gij(t)

@xk@xl

ãò
:

Del mismo modo obtenemos que,

@�kki(t)

@xj
=

1

2

X
l

ï
@Gkl(t)

@xj

Å
@Gkl(t)

@xi
+
@Gil(t)

@xk
� @Gki(t)

@xl

ã
+

Gkl(t)

Å
@2Gkl(t)

@xj@xi
+
@2Gil(t)

@xj@xk
� @2Gki(t)

@xj@xl

ãò
:

Como (U; x) es una carta normal centrada en p, para t = 0 tenemos que

�kij(p) = 0,
@gij
@xk

∣∣∣
p
= 0,

@gij

@xk
= 0
∣∣∣
p
y gij(p) = �ij: (3.27)
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Luego por (3.27) y la Proposici�on 3.10 tenemos que

(Rij)
0
∣∣∣
p
(0) =

1

2

d

dt

∣∣∣
t=0

X
kl

[
gkl
Å
@2gil
@xk@xj

+
@2gjl
@xk@xi

� @2gij
@xk@xl

ã
�gkl

Å
@2gkl
@xj@xi

+
@2gil
@xj@xk

� @2gki
@xj@xl

ã ]∣∣∣
p

=
1

2

X
kl

Å
�hkl

Å
@2gil
@xk@xj

+
@2gjl
@xk@xi

� @2gij
@xk@xl

ã
+ hkl

Å
@2gkl
@xj@xi

+
@2gil
@xj@xk

� @2gki
@xj@xl

ãã ∣∣∣
p

+
1

2

X
kl

Å
gkl
Å
@2hil
@xk@xj

+
@2hjl
@xk@xi

� @2hij
@xk@xl

ã
� gkl

Å
@2hkl
@xj@xi

+
@2hil
@xj@xk

� @2hki
@xj@xl

ãã ∣∣∣
p
:

(3.28)

Como Gij(0)(p) = gij(p) = �ij tenemos que

X
ij

(
Gij(0)(Rij)

0(0)
)
(p) =

=
1

2

X
ikl

Å
�hkl

Å
@2gil
@xk@xi

+
@2gil
@xk@xi

� @2gii
@xk@xl

ã
+ hkl

Å
@2gkl
@xi@xi

+
@2gil
@xi@xk

� @2gki
@xi@xl

ãã ∣∣∣
p

+
1

2

X
ik

Å
@2hik
@xk@xi

+
@2hik
@xk@xi

� @2hii
@xk@xk

� @2hkk
@xi@xi

� @2hik
@xi@xk

+
@2hki
@xi@xk

ã ∣∣∣
p

=
1

2

X
ikl

hkl

Å
� @2gil
@xk@xi

+
@2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

� @2gki
@xi@xl

ã ∣∣∣
p
+
X
ik

Å
@2hik
@xk@xi

� @2hii
@xk@xk

ã ∣∣∣
p
:
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Entonces la derivada de la curvatura escalar en t = 0 es(
SGt

)0∣∣∣
t=0

(p) =
X
ij

(
(Gij)0(0)Rij(0) +Gij(0)(Rij)

0(0)
)
(p) =

= �X
ij

hijRij(0)� 1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xk@xi

� @2gii
@xk@xl

� @2gkl
@xi@xi

ã ∣∣∣
p
+

+
X
ik

Å
@2hik
@xk@xi

� @2hii
@xk@xk

ã ∣∣∣
p
:

Por otro lado,

�g(trg(h))(p) = �trg
Ç
r2

ÇX
ij

gijhij

åå
=

= �X
kl

gkl
ñ

@2

@xk@xl

ÇX
ij

gijhij

å
�X

r

�rij
@
(P

ij g
ijhij

)
@xr

ô ∣∣∣
p

= �X
ijk

@2gij

@xk@xk

∣∣∣
p
hij �

X
ik

@2hii
@xk@xk

∣∣∣
p
:

Adem�as,

�2gh = trg(r(trg(rh))) =
X
ij

gij (r(trg(rh)))ij =
X
i

r (trg(rh))
Å
@

@xi
;
@

@xi

ã
=

=
X
i

Ü
@trg(rh)
@xi

Å
@

@xi

ã
� trg(h)

Ü
=0︷ ︸︸ ︷

r @
@xi

@

@xi

êê
=
X
i

@trg(rh)
@xi

Å
@

@xi

ã
=
X
i

Ç
@

@xi

X
kl

gkl(rh)kl
Å
@

@xi

ãå
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=
X
i

@

@xi

ÇX
kl

gkl
Å
@

@xk
h

Å
@

@xl
;
@

@xi

ã
� h
Å
r @

@xk

@

@xl
;
@

@xi

ã
� h
Å
@

@xk
;r @

@xl

@

@xi

ããå
=
X
i

@

@xi

ÇX
kl

gkl
Å
@hli
@xk

�X
r

�rklhri �
X
r

�rlihkr

ãå
=
X
ik

Å
@2hki
@xi@xk

�X
r

@�rkk
@xi

hri �
X
r

@�rki
@xi

hkr

ã
=
X
ik

(
@2hki
@xi@xk

� 1

2

X
rs

grs
Å
@2gks
@xi@xk

+
@2gks
@xi@xk

� @2gkk
@xi@xs

ã
hri

�1

2

X
rs

grs
Å
@2gks
@xi@xi

+
@2gis
@xi@xk

� @2gki
@xi@xs

ã
hkr

)

=
X
ik

@2hki
@xi@xk

� 1

2

X
ikr

Å
@2gkr
@xi@xk

+
@2gkr
@xi@xk

� @2gkk
@xi@xr

ã
hri

�1

2

X
ikr

Å
@2gkr
@xi@xi

+
@2gir
@xi@xk

� @2gki
@xi@xr

ã
hkr:

Notar que por simetr��a tenemos que

X
ikl

hkl
@2gil
@xi@xk

=
X
ikl

hkl
@2gik
@xi@xl

:

Luego renombrando adecuadamente los ��ndices obtenemos que

�2gh =
X
ik

@2hki
@xi@xk

� 1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

ã
: (3.29)

Finalmente,
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� < h;Riccg > +�2gh+�g(trg(h)) =

= �X
ij

hijRij +
X
ik

@2hki
@xi@xk

� 1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

ã
+
X
ijk

@2gij
@xk@xk

hij �
X
ik

@2hii
@xk@xk

= �X
ij

hijRij +
X
ik

Å
@2hki
@xi@xk

� @2hii
@xk@xk

ã
�1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

� 2
@2gkl
@xi@xi

ã
= �X

ij

hijRij +
X
ik

Å
@2hki
@xi@xk

� @2hii
@xk@xk

ã
� 1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

� @2gkl
@xi@xi

ã
=

=
(
SGt

)0∣∣∣
t=0

(p):

Observación 3.14 La f�ormula (3.26) vale para todo t, no solo para t = 0. Precisamente,
se satisface que (

SGt

)0
(t) = � < Ht; RiccGt

> +�2Gt
Ht +�Gt

(trGt
(Ht)): (3.30)

En efecto, si realizamos la traslaci�on ~G(t) = G(t + t0), G(t0) = ~G(0) y si llamamos
g0 = G(t0) y h0 = G0(t0) tenemos que(

SG(t)

)0∣∣∣
t=t0

=
(
S ~G(t)

)0∣∣∣
t=0

= � < h0; Riccg0 > +�2g0h0 +�g0(trg0(h0)): (3.31)
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3.4. Funcional de Hilbert-Einstein

En esta secci�on introduciremos el funcional de Hilbert-Einstein. Este es un funcional
en el espacio de m�etricas M que resulta muy importante porque, como veremos, sus
puntos cr��ticos son las m�etricas de Einstein. Este funcional no tiene cotas inferiores ni
superiores. Como mencionamos en la Secci�on 3.1 hay variedades que no admiten m�etricas
de Einstein, con lo cual el funcional podr��a no tener puntos cr��ticos. Veremos que cuando
tiene puntos cr��ticos, estos son puntos silla.

El funcional de Hilbert-Einstein Y :M! R est�a de�nido por

Y (g) =

R
M SgdVg

Vg(M)
n�2
n

donde Vg(M) =
Z
M
dVg es el volumen de (M; g).

Notaremos con R :M! R al funcional

R(g) =
R
M SgdVg
Vg(M)

:

Cuando restringimos el dominio del funcional de Hilbert-Einstein a una clase conforme
[g], lo llamamos funcional de Yamabe y lo notamos con J , es decir

J = Y
∣∣∣
[g]
:

Notemos que el funcional de Hilbert-Einstein es invariante por reescalamientos esca-
lares. En efecto, si ~g = �g tenemos que

S~g =
1

�
Sg y dV~g = �n=2dVg

con lo cual el volumen es
V ol~g(M) = �n=2V olg(M):

Por lo tanto,

Y (~g) = Y (�g) = Y (g):

Por otro lado, si V ol~g(M) = 1 entonces

R(~g) = Y (~g):
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En particular, para la m�etrica ~g = V olg(M)�2=ng tenemos que

R(~g) = Y (g):

Notemos con M1 = fg 2 M tales que V olg(M) = 1g y consideremos una curva G(t)
con G(0) = g 2M1 y G

0(0) = h 2 S2(M). Siguiendo con la notaci�on anterior

~G(t) = V (t)�2=nG(t)

donde V (t) = V olG(t)(M).

Proposición 3.15 La derivada con respecto al par�ametro t del funcional de Hilbert-
Einstein puede expresarse como

d

dt
(Y (Gt)) = �V (t)�(n�2)=n (Ht; F (Gt))

donde F (Gt) = RiccGt
� 1

2
SGt

Gt +
n�2
2n
R(Gt)Gt:

Demostración: Para calcular la derivada del funcional de Hilbert-Einstein, usaremos la
Proposici�on 3.13 que dice que(

SGt

)0
(t) = � < Ht; RiccGt

> +�2Gt
Ht ��Gt

(tr(Ht)): (3.32)

Como consecuencia de la Proposici�on 3.11, la derivada del volumen de (M;Gt) es

d

dt
V (t) =

1

2

Z
M
trGt

(Ht) dVGt
:

Luego,

d

dt
(Y (Gt))

∣∣∣
t
=
d

dt

ÇR
M SGt

dVGt

V (t)
n�2
n

å ∣∣∣
t
=

= �n� 2

2n
V (t)

�2n+2
n

Z
M
trGt

(Ht)dVGt

Z
M
SGt

dVGt
+

+V (t)�
n�2
n

ÅZ
M
S 0Gt

dVGt
+
1

2

Z
M
SGt

trGt
(Ht) dVGt

ã
:



CAP�ITULO 3. ESPACIO DE M�ETRICAS RIEMANNIANAS 57

Por un lado, dado que �Gt
es el operador adjunto de r con respecto al producto interno

( ; ), tenemos que Z
M
�2Gt
Ht dVGt

= (�2Gt
Ht; 1) = (�Gt

Ht;r1) = 0:

Por otro lado, el Teorema de la Divergencia nos dice queZ
M
�Gt

(trGt
Ht) dVGt

= 0:

Con lo cual, utilizando (3.26) tenemos que

Z
M
S 0Gt

dVGt
= �

Z
M
< Ht; RiccGt

> dVGt
:

Luego,(
Y (Gt)

)0
= �n� 2

2n
V (t)

�2n+2
n

( Z
M
< Ht; Gt > dVGt

) Z
M
SGt

dVGt
+

V (t)�
n�2
n

Z
M

Å
� < Ht; RiccGt

> +
1

2
SGt

< Ht; Gt >

ã
dVGt

= �V (t)�n�2
n

n� 2

2n

( Z
M
< Ht; Gt > dVGt

)Z
M
SGt

dVGt

V (t)
+

+
Z
M
< Ht; RiccGt

> �1

2
SGt

< Ht; Gt > dVGt

ò
= �V (t)�n�2

n

Z
M

〈
Ht;

n� 2

2n
R(Gt)Gt +RiccGt

� 1

2
SGt

Gt

〉
dVGt

= �V (t)�n�2
n (Ht; F (Gt))

que es lo que quer��amos ver.

Tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.16 Sea g 2 M1. La m�etrica g es un punto cr��tico del funcional de Hilbert-
Einstein si y solo si

F (g) � 0:

En particular, podemos observar, que los puntos cr��ticos del funcional de Hilbert-
Einstein son m�etricas de Einstein.

En efecto, si g es un punto cr��tico del funcional de Hilbert-Einstein se tiene que

Riccg =

Å
1

2
Sg � n� 2

2n
R(g)

ã
g:

Si tomamos traza a ambos lados de la igualdad tenemos que: como se debe cumplir

1

2
Sg � n� 2

2n
R(g) = 1

n
Sg;

deducimos que
Sg = R(g):

Observación 3.17 Debido a la segunda identidad de Bianchi (ver [7]) si dim(M) � 3
y g es una m�etrica de Einstein, la curvatura escalar es constante en cada componente
conexa deM . Esto no es cierto cuando la dimensi�on deM es 2. En dimensi�on 2, todas las
m�etricas son de Einstein pero no todas son de curvatura escalar constante. Por otro lado,
como ya mencionamos, tampoco es cierta la rec��proca. Existen m�etricas de curvatura
escalar constante que no son de Einstein.

Corolario 3.18 En S2 � S1, el funcional de Hilbert-Einstein no tiene puntos cr��ticos.

Demostración: Si tuviera puntos cr��ticos, S2 � S1 admitir��a una m�etrica de Einstein.

Dados T y G dos tensores sim�etricos de tipo (0; 2) su producto de Kulkarni-Nomizu
es el tensor sim�etrico de tipo (0; 4) de�nido por

T 
̂G(X;Y; Z;W ) = T (X;W )G(Y; Z) + T (Y; Z)G(X;W )

�T (X;Z)G(Y;W )� T (Y;W )G(X;Z)

que resulta ser un tensor algebraico de curvatura, (ver [7]).

En particular, el producto de Kulkarni-Nomizu de una m�etrica g consigo misma es

g
̂g(X;Y; Z;W ) = 2 (g(X;W )g(Y; Z)� g(X;Z)g(Y;W )) :
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El tensor de curvatura puede descomponerse del siguiente modo, (ver [4])

R =W +
1

n� 2

Å
Riccg � Sg

n
g

ã

̂g + Sg

2n(n� 1)
g
̂g

donde
W = R� A 
̂ g

es el tensor de Weyl y

A =
1

n� 2

Å
Riccg � Sg

2(n� 1)
g

ã
es el tensor de Schouten.

En dimensi�on 3 el tensor de Weyl es siempre nulo. Luego, si g es una m�etrica de
Einstein entonces

Riccg =
Sg
n
g

y, por lo tanto,

R =
Sg

2(n� 1)
g
̂g = Cg
̂g

donde C es una constante.

De esto se deduce que la curvatura seccional de g es constante. Luego, su revestimiento
universal deber��a ser o bien R3 o bien S3, sin embargo su revestimiento universal es S2�R,
lo que es una contradicci�on.

En caso de que el funcional de Hilbert-Einstein tenga puntos cr��ticos, estos no ser�an
extremos relativos.

Teorema 3.19 Si g 2M es un punto cr��tico del funcional de Hilbert-Einstein, g ser�a un
punto silla.

Para probar el teorema anterior comencemos calculando la f�ormula de la segunda
variaci�on del funcional Y en g, donde g 2M1 es una m�etrica de Einstein.

Derivando la primera f�ormula de variaci�on Y obtenido en la Proposici�on 3.15 tenemos
que

(
Y (Gt)

)00∣∣∣
t
=
(
� V (t)�n�2

n (Ht; F (Gt))
)0

=
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=
n+ 2

n
V (t)

�2n�2
n V 0(t) (Ht; F (Gt))� V (t)�n�2

n

[ Z
M
< H 0

t; F (Gt) > dVGt
+

+
Z
M
< Ht;

(
F (Gt)

)0
> dVGt

+
Z
M
< Ht; F (Gt) >

1

2
trGt

(Ht)dVGt

]
:

Si evaluamos en t = 0, teniendo en cuenta que F (G(0)) = F (g) = 0, H(0) = h y
V (0) = 1, obtenemos que

Y 00(G(t))
∣∣∣
t=0

= �
Z
M
< h;

(
F �G

)0
(0) > dVg:

Como g es una m�etrica de Einstein de volumen 1 se tiene que R0(g) = 0 y Sg = R(g).
Luego

(
F �G

)0
(0) = Ricc0g �

1

2
S 0gg �

1

2
Sgh+

n� 2

2n
R0(g)g +

n� 2

2n
R(g)h =

= Ricc0g �
1

2
S 0gg �

1

n
R(g)h:

Por lo tanto, si notamos con

L(h) = Ricc0g �
1

2
S 0gg �

1

n
R(g)h (3.33)

la segunda variaci�on del funcional de Hilbert-Einstein en g 2M1 un punto cr��tico resulta
ser

Y 00(G(t))
∣∣∣
t=0

= �
Z
M
< h;L(h) > dVg:

En la Secci�on 3.2 mostramos que el espacio S2(M) se puede descomponer como

S2(M) = S0 + S1 + S2

donde S0 est�a formado por los tensores de la forma LXg, S1 son los tensores de la forma
ug con u 2 C1(M) y S2 por los tensores transversales y sin traza.
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Para ver que el funcional de Hilbert-Einstein no tiene extremos, mostraremos que si
g es un punto cr��tico entonces

Y 00
∣∣
t=0

< 0

sobre S2. Esto nos dice que Y tiene un m�aximo local en la curva con tangente en S2. Por
otro lado, g resulta un m��nimo local en las direcciones de S0 + S1.

En los siguientes lemas daremos una expresi�on del funcional L(h) sobre cada uno de
los espacios S0, S1 y S2.

Lema 3.20 Si h 2 S1, es decir h = ug con u 2 C1, entonces

L(h) = Ricc0g �
1

2
S 0gg �

1

n
Sgh =

n� 2

2

(
(uSg ��u) g �r2u

)
:

Demostración: Sea p 2M , consideremos una carta normal de centro p.

En la Proposici�on 3.13 demostramos la f�ormula (3.28) para la derivada de la curvatura
de Ricci, donde Gt es una curva que satisface que G(0) = g y G0(0) = h.

(
Rij �G

)0
(0)(p) =

1

2

X
kl

Å
�hkl

Å
@2gil
@xk@xj

+
@2gjl
@xk@xi

� @2gij
@xk@xl

ã
+ hkl

Å
@2gkl
@xj@xi

+
@2gil
@xj@xk

� @2gki
@xj@xl

ãã ∣∣∣
p

+
1

2

X
kl

Å
gkl
Å
@2hil
@xk@xj

+
@2hjl
@xk@xi

� @2hij
@xk@xl

ã
� gkl

Å
@2hkl
@xj@xi

+
@2hil
@xj@xk

� @2hki
@xj@xl

ãã ∣∣∣
p

En nuestro caso, como h = ug obtenemos que

Ricc0g(p) =
1

2

X
ijkl

ï
gkl
Å
gil

@2u

@xjxk
+ gjl

@2u

@xixk
� gij @

2u

@xlxk

ã
�gkl

Å
gkl

@2u

@xixj
+ gil

@2u

@xkxj
� gki @

2u

@xlxj

ãò ∣∣∣
p
dxi 
 dxj
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=
1

2

X
ij

ñÇ
@2u

@xjxi
+

@2u

@xixj
�X

kl

gklgij
@2u

@xlxk

å
� n @2u

@xixj

ô ∣∣∣
p
dxi 
 dxj =

=
2� n
2

r2u+
1

2
(�u)g:

Adem�as, por la Proposici�on 3.13 tenemos que

S 0Gjt=0(p) = � < h(p); Riccg(p) > +�2h(p) + �(trg(h))(p): (3.34)

Como h = ug, el primer t�ermino de (3.34) es

� < h(p); Riccg(p) >= �
X
ijkl

gikgjlhijRkl

∣∣∣
p
=

= �X
ijkl

gikgjlugijRkl

∣∣∣
p
= u

X
kl

gklRkl

∣∣∣
p
= �uSg(p):

Por otro lado, en la Proposici�on 3.13 se mostr�o la f�ormula (3.29) para �2h que en
coordenadas normales en p es

�2h(p) =
X
ik

@2hki
@xi@xk

� 1

2

X
ikl

hkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

ã ∣∣∣
p
;

y como h = ug,

�2h(p) =
X
ik

@2u

@xi@xk
gki + u

X
ik

@2gki
@xi@xk

� 1

2

X
ikl

ugkl

Å
2
@2gil
@xi@xk

� @2gii
@xk@xl

+
@2gkl
@xi@xi

ã ∣∣∣
p

=
X
ik

@2u

@xi@xk
gki + u

X
ik

@2gki
@xi@xk

� 1

2

X
ik

u

Å
2
@2gik
@xi@xk

� @2gii
@xk@xk

+
@2gkk
@xi@xi

ã ∣∣∣
p



CAP�ITULO 3. ESPACIO DE M�ETRICAS RIEMANNIANAS 63

=
X
ik

@2u

@xi@xk

∣∣∣(p)gki(p) = �u(p):

El tercer t�ermino es

�(trg(ug))(p) = �(nu)(p) = n�(u)(p):

Luego

S 0Gjt=0(p) = � < h(p); Riccg(p) > +�2h(p) + �(trg(h))(p) =

= �u(p)Sg(p)��u(p) + n�u(p): (3.35)

Finalmente,

L(h) = Ricc0g �
1

2
S 0gg �

1

n
Sgh =

=
2� n
2

r2u+
1

2
�ug � 1

2
(�Sgu+ (n� 1)�u) g � 1

n
Sgug

=
n� 2

2

ÅÅ
��u+ 1

n
uSg

ã
g �r2u

ã
:

Se puede ver que si h 2 S2 (ver p�agina 125 de [30]) entonces

Lh = Ricc0g �
1

2
S 0gg �

1

n
Sgh = �1

2
�h+K(h) (3.36)

donde K es el t�ermino lineal

(K(h))ij = �
X
kl

Rijklh
kl +

1

2

X
k

(Rikh
k
j +Rjkh

k
i )�

1

n
Sghij

y con �h notamos

(�h)ij =
X
kl

gkl
@2hij
@xkxl

:
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Lema 3.21 Si h 2 S0 entonces LjS0 � 0.

Demostración: Sea h 2 S0, entonces existe X 2 X(M) tal que h = LXg y consideremos
el grupo uniparam�etrico de difeomor�smos en M generado por X, �t :M !M .

Luego si consideramos gt = ��t (g) el pullback de g por �, tenemos que

Z
M
SgtdVgt =

Z
M
SgdVg

para todo t.

Como gt = ��t (g) es isom�etrica a g para todo t

F (��t (g)) = F (g) = 0:

Evaluando en t = 0 su derivada, LjS0 � 0.

Lema 3.22 Si u 2 C1(M) entonces r2u 2 S0.

Demostración: Veamos que si [(X) = ru = du entonces

2r2u = LXg:

Recordemos que

r2u(Y; Z) = Y (Z(u))�rYZ(u) = Y (Z(u))� g(X;rYZ):

Por otro lado,

LXg(Y; Z) = X(g(Y; Z))� g ([X;Y ]; Z)� g (Y; [X;Z]) :

Debido a que g([X;Y ]; Z) = g(rXY; Z) � g(rYX;Z) y por la compatibilidad de la
m�etrica X(g(Y; Z)) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ) se tiene que

LXg(Y; Z) = X(g(Y; Z))� g ([X;Y ]; Z)� g (Y; [X;Z]) =

= g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)� g(rXY; Z) + g(rYX;Z)� g(rXZ; Y ) + g(rZX;Y )

+g(rYX;Z) + g(rZX;Y ) = Y (g(X;Z))� g(X;rYZ) + Z(g(X;Y ))� g(X;rZY )
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= r2u(Y; Z) +r2u(Z; Y ) = 2r2u(Y; Z):

Daremos aqu�� la demostraci�on del Teorema 3.19.

Demostración: Comencemos viendo que S0 + S1 y S2 son espacios invariantes por L.
Supongamos que h 2 S1, es decir que h = ug con u 2 C1(M): Entonces, por el Lema

3.20,

Lh =
n� 2

2

ÅÅ
1

n
Sgu��u

ã
g �r2u

ã
Por el Lema 3.22, r2u 2 S0, y por lo tanto Lh 2 S0+S1 si h 2 S1. Luego por le Lema

3.21 se desprende que S0 + S1 es invariante por L:
Como S2 es ortogonal a S0+S1 y S0+S1 es invariante por L, para ver que S2 tambi�en

es invariante por L, alcanza con probar que L es un operador autoadjunto.

Sean h y k dos tensores de tipo (0; 2) sim�etricos. De�nimos

G(t; s) = g + th+ sk

y
~G(t; s) = V (t; s)�2=nG(t; s);

donde V (t; s) es el volumen de M respecto a la m�etrica G(t; s).

As��,
@Y (G(t; s))

@t
= �V (t; s)�(2�n)=n

Z
M
(h; F (G(t; s)))G(t;s)dVG(t;s):

Derivando ahora con respecto a s y evaluando en (t; s) = (0; 0) obtenemos que

@2Y (G(t; s))

@s@t

∣∣∣
(0;0)

= �
Z
M
(h;L(k))gdVg:

Cambiando el orden de las derivadas obtenemos que L es autoadjunta, y por lo tanto,
que S2 es invariante por L:

Por 3.36 el espectro de LjS2 : S2 ! S2 est�a formado por autovalores que tienden a
�1. Por lo tanto, existe � < 0 y un tensor h 2 S2 tal que

Y 00(G(t))
∣∣∣
t=0

= �
Z
M
(h;L(h))dV g = ��jjhjj2 > 0:
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Con lo cual g es un m��nimo local del funcional de Hilbert-Einstein restringido a S2.

Por otro lado, si h = ug 2 S1, donde u es una funci�on suave, de�nimos el funcional
L1 : C

1(M)! C1(M) de�nido por

L1(u) =
(n� 1)(n� 2)

2n

Å
�u+

1

n� 1
Sgu

ã
:

En el pr�oximo cap��tulo veremos que el espectro del Laplaciano conforme en una varie-
dad compacta es una sucesi�on discreta de autovalores que tiende a +1: De modo similar
puede verse que L1 cumple con la misma propiedad. Luego, existe un autovalor � > 0 y
una autofunci�on u 2 C1(M) de L1:

Si h = ug entonces usando la f�ormula del Lema 3.20 tenemos que

Y 00(G(t))jt=0 = �
Z
M
(ug;L(ug))dV g =

= �
Z
M

Å
ug;

n� 2

2

ÅÅ
�u+

1

n
Sgu

ã
g �r2u

ãã
dV g

= �
Z
M

Ç
n� 2

2
utrg(g)�u+

n� 2

2
u
1

n
Sgutrg(g)� n� 2

2
u
X
ij

gij
@2u

@xi@xj

å
dV g

= �
Z
M

Å
(n� 2)(n� 1)

2
u�u+ n

n� 2

2
u
1

n
Sgu

ã
dV g = �n

Z
M
uL1udVg

= �n�jjujj2 < 0:

Esto prueba que los puntos cr��ticos del funcional de Hilbert-Einstein no pueden ser
extremos locales.



Caṕıtulo 4

Laplaciano conforme

En este cap��tulo introducimos el operador Laplaciano conforme y veremos algunas de
las propiedades que tiene su espectro. Uno de los principales resultados de esta tesis es el
hecho de que el conjunto de m�etricas para las cuales 0 no es un autovalor del Laplaciano
conforme es denso en el espacio de m�etricas.

4.1. Espectro del Laplaciano conforme.

El Laplaciano conforme, que notaremos con Lg, es un operador que surge de manera
natural al intentar resolver el problema de Yamabe para variedades cerradas. Este trata
sobre la cuesti�on de si en cada clase conforme [g] existe una m�etrica Riemanniana para
la cual la curvatura escalar es constante. Es decir, si dada una m�etrica g 2M existe una
funci�on suave y positiva, u tal que si h = u � g entonces Sh es una funci�on constante.

Observemos que una m�etrica h est�a en la clase conforme [g] si y solo si existe una
funci�on suave u > 0 de modo que h = upn�2g donde pn =

2n
n�2

:

Puede probarse el siguiente lema (ver [24] para su demostraci�on) que relaciona la
curvatura escalar de h con la de g.

Lema 4.1 Si h = upn�2g como antes y an = 4
Ä
n�1
n�2

ä
entonces

Sh = u1�pn (an�gu+ Sgu) :

Observación 4.2 Si la curvatura escalar de (M;h) es constante Sh � c la ecuaci�on
anterior puede escribirse como

an�gu+ Sgu = cupn�1:

67
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El operador que se obtiene del lado izquierdo de la igualdad anterior es el Laplaciano
conforme, es decir

Lgu = an�gu+ Sgu:

Entonces el problema de Yamabe es equivalente a decidir si existe una constante c y
una funci�on suave y positiva u que satisface

Lgu = cupn�1:

La respuesta al problema de Yamabe es a�rmativa ([24] y las referencias all�� citadas)
y el signo de la constante c coincide con el signo del primer autovalor de Lg.

Enunciaremos algunas de las propiedades m�as importantes del Laplaciano conforme.

Teorema 4.3 El Laplaciano conforme es un operador autoadjunto.

Demostración: Se deduce inmediatamente de la f�ormula de Green

(Lgu; v) =
Z
M
(an�gu+ Sgu) vdVg =

Z
M
(anu�gv + Sguv) dVg = (u;Lgv):

Daremos ahora una idea de por qu�e el espectro de Lg es una sucesi�on que tiende a
in�nito.

Teorema 4.4 El espectro de Lg es una sucesi�on de autovalores no decreciente que tiende
a in�nito

�1(g) < �2(g) � �3(g) � : : : � �k(g)! +1: (4.1)

En (4.1) los autovalores aparecen repetidos seg�un su multiplicidad.

Demostración: Es bien sabido que por ser un operador autoadjunto, su espectro es una
sucesi�on de autovalores que caracterizamos en la Proposici�on 4.5 de la siguiente secci�on.
Para ver que tiende a in�nito, (ver [12] y [8]) recordar que el espectro de �g : L

2(M)!
L2(M) es

0 = �0 < �1 � �2 � : : : � �k ! +1:
La idea de esta demostraci�on es considerar S : L2(M)! L2(M) tal que

�Su = u:
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Resulta ser que S es un operador lineal, acotado, compacto y sim�etrico. Luego por el
teorema espectral para operadores compactos su espectro es una sucesi�on que tiende a 0.
Por lo tanto, como si � es autovalor no nulo de S entonces � = 1=� es autovalor de �.

De la Proposici�on 4.5 deducimos que

�k(g) � inf
V 2Gk

sup
v2V�f0g

(R
M vkLgvkdVg
jjvkjj22

)
+m;

donde m = m��n
p2M

fSg(p)g y jjvkjj2 es la norma de L2.

Luego,
�k � an�k +m �!

k!1
+1:

4.2. Continuidad de los autovalores del Laplaciano con-

forme.

En esta secci�on veremos que los autovalores del Laplaciano conforme var��an continua-
mente con la m�etrica. Para la demostraci�on usaremos la siguiente f�ormula min-max que
caracteriza al k-�esimo autovalor de Lg.

Proposición 4.5 Si (M; g) es una variedad Riemanniana cerrada, �k(g) es el k-�esimo
autovalor de Lg entonces

�k(g) = inf
V 2Gk

sup
v2V�f0g

Z
M

(
anjrgvj2 + Sgv

2
)
dVg

jjvjj22
donde Gk est�a formado por los subespacios de dimensi�on k de H2

1(M).

Demostración: Sea E = fukgk2N una base ortonormal de autofunciones, tal que uk es
una autofunci�on de autovalor asociado �k. Sea V � H2

1(M) un subespacio de dimensi�on
k y

W = fu1; : : : ; uk�1g?:
Luego, existe v 2 V \W . Por lo tanto, v se puede expresar de la siguiente forma

v =
1X
i=k

aiui:



CAP�ITULO 4. LAPLACIANO CONFORME 70

As��,
Z
M
vLgvdVg =

Z
M

Ç
1X
i=k

aiui

å
Lg

Ç
1X
j=k

ajuj

å
dVg =

=
1X

i;j=k

aiaj�j(g)
Z
M
uiujdVg =

1X
i=k

a2i�i(g) � �k(g)
1X
i=k

a2i = �k(g)jjvjj22:

Luego, Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
� �k(g):

en particular el supremo sobre los vectores en V lo cumple

sup
f2V�f0g

Z
M
vLgvdVg

jjvjj2 � �k(g):

Como esto se cumple para todo subespacio V de dimensi�on k, tenemos que

inf
V 2Gk

sup
v2V�f0g

Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
� �k(g):

Para la otra desigualdad, consideremos Vk = fu1; : : : ; ukg. Si v 2 Vk�f0g y v =
kX
i=1

aiui

tenemos que

Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
=

Z
M

Ç
kX
i=1

aiui

åÇ
kX

j=1

ajLguj

å
dVg

kX
i=1

a2i

=

=

kX
i;j=1

aiaj�j(g)
Z
M
uiujdVg

kX
i=1

a2i

=

kX
i=1

a2i�i(g)

kX
i=1

a2i

�

kX
i=1

a2i�k(g)

kX
i=1

a2i

= �k(g):
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Esto muestra que para todo v 2 Vk � f0g
Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
� �k(g);

y por lo tanto,

sup
v2Vk�f0g

Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
� �k(g):

En particular cumple la desigualdad si tomamos ��n�mo sobre los subespacios de di-
mensi�on k y queda demostrado el teorema

inf
V 2Gk

sup
v2V�f0g

Z
M
(anjrgvj2 + Sgv

2)dVg

jjvjj22
� sup

v2Vk�f0g

Z
M
vLgvdVg

jjvjj22
� �k(g):

Observación 4.6 El primer autovalor del Laplaciano conforme es

�1(g) = inf
V 2G1

sup
v2V�f0g

Z
M
(anjrgvj2 + Sgv

2)dVgZ
M
v2dVg

= inf
v2H2

1
�f0g

Z
M
(anjrgvj2 + Sgv

2)dVg(Z
M
v2dVg

) :

Recordando que la constante de Yamabe es

Y (M; [g]) = inf
v2H2

1
�f0g

Z
M
(anjrgvj2 + Sgv

2)dVg(Z
M
vpndVg

) 2

pn

:

Luego, es f�acil ver que el signo de �1(g) es igual al signo de Y (M; [g]):

En [1] y [5] hay una demostraci�on de la continuidad de los autovalores del Laplaciano
con la m�etrica C1, de�nida en la 3.2. La extenderemos para los autovalores del Laplaciano
conforme.

Proposición 4.7 Si M es una variedad cerrada, �k(g) es el k-�esimo autovalor de Lg
entonces para cada � > 0 existe � > 0 tal que si d(g; h) < � entonces j�k(g)� �k(h)j < �.
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Demostración: Como d(g; h) < �, en particular tenemos que e��h < g < e�h. Sea
f(Vi; xi)g un atlas �nito de M y f(Ui; �i)1�i�kg una partici�on de la unidad subordinada
a f(Vi; xi)g.

La desigualdad d(g; h) < � implica localmente que

e��(hij) < (gij) < e�(hij):

Por lo tanto, se veri�ca que

e�
n
2
�
»
det(hij) <

»
det(gij) < e

n
2
�
»
det(hij)

y adem�as se mantienen las desigualdades para las inversas

e��(hij) < (gij) < e�(hij):

Luego,

jjf jj2g =
Z
M
f2dVg =

kX
i=1

Z
Ui

f2�i(x)
»
det(gij)dx1 : : : dxn �

�
kX
i=1

Z
Ui

f2�i(x)e
n
2
�
»
det(hij)dx1 : : : dxn = e

n
2
�
Z
M
f2dVg = e

n
2
�jjf jj2h:

Del mismo modo tenemos
e�

n
2
�jjf jj2h � jjf jj2g:

Por otro lado, si w es una 1-forma con soporte en Ui tenemos que

jjwjj2g =
Z
Ui

gijwiwj

»
det(gij)dx1 : : : dxn �

� e(
n
2
+1)�

Z
Ui

hijwiwj

»
det(hij)dx1 : : : dxn = e(

n
2
+1)�jjwjj2h:

As��,

e�(
n
2
+1)�jjdf jj2h � jjdf jj2g � e(

n
2
+1)�jjdf jj2h:

Adem�as, como Sh ! Sg cuando h! g, existe ~� > 0 tal que si d(g; h) < ~� entonces

e��Sh < Sg < e�Sh:
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Luego,

Z
M

(
anjrgf j2 + Sgf

2
)
dVg =

kX
i=1

Z
Ui

(
anjrgf j2 + Sgf

2
)
dVg =

=
kX
i=1

Z
Ui

(
anjrgf j2 + Sgf

2
)»

det(gij)dx1 : : : dxn �

=
kX
i=1

Z
Ui

(
ane

�jrhf j2 + e�Shf
2
)
e
n
2
�
»
det(hij)dx1 : : : dxn

= e(
n
2
+1)�

Z
M

(
anjrhf j2 + Shf

2
)
dVh:

As��,

e�(n+1)�

Z
M
Lh(f)fdVh

jjf jj2h
�

Z
M
Lg(f)fdVg

jjf jj2g
� e(n+1)�

Z
M
Lh(f)fdVh

jjf jj2h
:

Por lo tanto, tomando el ��n�mo del supremo adecuadamente obtenemos que

e�(n+1)��k(h) � �k(g) � e(n+1)��k(h):

Y cuando d(h; g) < � ! 0 entonces �k(h)! �k(g).



Caṕıtulo 5

Métricas con núcleo trivial

El resultado principal de este cap��tulo consistir�a en probar que el conjunto de m�etricas
Riemannianas que no tienen a 0 como autovalor del Laplaciano conforme es gen�erico, es
decir que es un abierto denso enM. Este resultado fue probado por Gover, Hassannezhad,
Jakobson y Levitin en [16].

Un problema central en la Teor��a de Perturbaciones (ver [21] y [28]) es ver como
cambian los autovalores y autoespacios de un operador lineal cuando modi�camos un
poco la m�etrica. En nuestro caso, el operador lineal que nos interesa es el Laplaciano
conforme. Como hemos visto los autovalores de este operador dependen continuamente
de la m�etrica. Sin embargo, si pretendemos que los autovalores de un operador dependan
diferenciablemente ante una perturbaci�on de una m�etrica Riemanniana, en general, no
alcanzar�a con pedir que dicha perturbaci�on sea suave.

Si aplicamos el Teorema 3 de ([28], p�agina 74), o bien los resultados sobre familias
holomorfas autoadjuntas de operadores del Cap��tulo V II de [21], a la familia de opera-
dores Laplaciano conforme inducidos por una curva anal��tica de m�etricas Riemannianas
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Sea g0 una m�etrica Riemanniana y sea �0 un autovalor de Lg0 de mul-
tiplicidad m0. Sea G : I ! M una curva anal��tica de m�etricas Riemannianas tal que
G(0) = g0: Entonces:

1. Dado � > 0, tal que Lg0 no tiene otro autovalor distinto de �0 en (�0 � �; �0 + �),
existe � > 0 tal que para todo jtj < �, LG(t) tiene exactamente m0 autovalores en el
intervalo (�0 � �; �0 + �).
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2. Existen m0 funciones anal��ticas

�1(t); : : : ; �m0
(t)

y m0 ramas de autofunciones

e1(t); : : : ; em0
(t)

tales que
LG(t)ei(t) = �i(t)ei(t)

y Z
M
ei(t)ej(t)dVG(t) = �ij:

Definición 5.2 Para cada k 2 N, notaremos conM0;k al conjunto de m�etricas g para las
cuales la multiplicidad de 0 como autovalor de Lg es al menos k.

Notamos E0(g) el n�ucleo de Lg. Sea G(t) = Gt una curva de m�etricas anal��ticas que
satisface que G(0) = g y G0(0) = h. Consideremos el operador lineal Qgh : E0(g)! E0(g)
de�nido por

Qgh = �E0(g) �
(
an(�Gt

)0(0) + (SGt
)0(0)

)
donde �E0(g) es la proyecci�on ortogonal al subespacio E0(g).

Notaremos con Cw(I;M0;m) al espacio de curvas anal��ticas en M0;m (m � 1). Si
g 2M0;m, denotamos con TgM0;m al subconjunto del conjunto de tensores sim�etricos de
tipo (0; 2) dado por

Tg(M0;m) = fh 2 S2(M)
/

existe G 2 Cw(I�;M0;m); � > 0 y G0(0) = hg:

Con H0;m denotamos a

H0;m = fh 2 S2(M)=0 es autovalor de Qgh de multiplicidad al menos mg: (5.1)

La siguiente proposici�on relaciona estos conjuntos.

Proposición 5.3 Sea g 2M0;m y k � m. Tenemos que

Tg(M0;m) � H0;k:
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Demostración: Por el Teorema 5.1, dado � > 0 su�cientemente peque~no, existe � > 0
tal que si jtj < � el n�umero de autovalores de LG(t), contados con multiplicidad, en el
intervalo (��; �) es exactamente m.

Sean �(t) y u(t) una de las ramas de autovalores y autofunciones provistas por el
Teorema 5.1. Es decir,

LGt
u(t) = �(t)u(t);

�(0) = 0

y
u(0) 2 E0(g):

Veamos que �0(0) es autovalor de QgG0(0).

En efecto, tenemos que
LGt

u(t) = �(t)u(t)

para todo t. Si derivamos y evaluamos en t = 0 obtenemos que(
LGt

)0
(0)u(0) + Lgu

0(0) = �0(0)u(0) + �(0)u0(0) = �0(0)u(0): (5.2)

Como Lg es un operador autoadjunto tenemos que dado w 2 Ker(Lg)
(Lgv;w) = (v; Lgw) = 0:

Por lo tanto,
Im(Lg) � Ker(Lg)

?: (5.3)

Luego si aplicamos �E0(g) a ambos lados de la igualdad (5.2) obtenemos

�E0(g)

(
(LGt

)0(0)u(0)
)
= �0(0)�E0(g)(u(0))

es decir que
QgG0(0)u(0) = �0(0)u(0):

Por lo tanto, �0(0) es un autovalor de QgG0(0):

Sea Gt 2 Cw(I�;M0;k). Luego, dado � > 0 para t su�cientemente chico, LGt
tiene a lo

sumo m autovalores en (��; �). Sean
�1; : : : �m

las ramas de autovalores dados por el Teorema 5.1.
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Supongamos que �0j(0) 6= 0 para alg�un 1 � j � m. Luego

�j(t) 6= 0 para 0 < jtj < �

con � adecuadamente chico. Pero esto solo puede pasar para m� k ramas de autovalores
dado que

dim(Ker(LG(t))) � k:

Por lo tanto, al menos k de las ramas �1; : : : ; �m tienen derivada nula en t = 0: Con
lo cual, la multiplicidad de 0 como autovalor de QgG0(0) es al menos k: En particular, si
k = m, se tiene que

QgG0(0) � 0:

De la discusi�on de la Secci�on 3.2, podemos identi�car el espacio tangente a
M=C1>0
D en

g con el espacio de tensores sim�etricos que satisfacen trgh = 0 y �h = 0. Luego, podemos
pensar que H0;m est�a formado por los tensores sim�etricos que satisfacen trgh = 0, �h = 0
y cumplen la condici�on de H0;m (ver (5.1)).

Para probar la densidad de las m�etricas en las que 0 no es autovalor de Lg necesitaremos
la siguiente proposici�on.

Proposición 5.4 Sea g 2 M0;m de curvatura escalar constante y no nula Sg � c con
c 6= 0. Entonces existe h 2 S2(M) tal que Qgh 6� 0.

Demostración: Sea G(t) una curva de m�etricas anal��ticas tal que G(0) = g y G0(0) = h
(con trg(h) = 0 y �h = 0).

Sea �(t) y u(t) una de las ramas de autovalores y autofunciones de LGt
tal que

LGt
u(t) = �(t)u(t) (5.4)

�(0) = 0, u(0) 2 E0(g) y (u(t); u(t)) = 1:

De la demostraci�on de la Proposici�on 5.3 alcanza con ver que existe una curva G y
una rama �(t) (con �(0) = 0) tal que �0(0) 6= 0. Pues si no QgG0(0) � 0:

Derivando (5.4), tenemos que(
LGt

)0
(t)u(t) + LGt

u0(t) = �0(t)u(t) + �(t)u0(t)
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(
LGt

)0
(t)u(t) +

(
LGt

� �(t))u0(t) = �0(t)u(t):

Evaluando en t = 0

(
LGt

)0
(0)u(0) + Lgu

0(0) = �0(0)u(0):

Por (5.3)
(
Lgu

0(0); u(0)
)
= 0, luego(

(an�
0
Gt
(0) + S 0Gt

(0))u(0); u(0)
)
= �0(0)

(
u(0); u(0)

)
= �0(0): (5.5)

Por las Proposiciones 3.12 y 3.13, tenemos que

(�Gt
)0(0)f =< h;r2f > � < �gh+

1

2
d(trgh); df > (5.6)

y
(SGt

)0(0) = � < h;Riccg > +�2gh+�g(trgh): (5.7)

Como trg(h) = 0, (5.6) y (5.7) quedan

(�Gt
)0(0)f =< h;r2f > � < �gh; df >

y
(SGt

)0(0) = � < h;Riccg > +�2gh:

Luego la igualdad (5.5) es

�0(0) =
(
an < h;r2(u(0)) > �an < �gh; d(u(0)) > � < h; u(0)Riccg > +u(0)�2gh; u(0)

)

= an

(
< h;r2u(0) >;u(0)

)
� an

(
< �gh; d(u(0)) >;u(0)

)

�
(
< h; u(0)Riccg >;u(0)

)
+
(
u(0)�2gh; u(0)

)
: (5.8)

Notar que(
< h; u(0)Riccg >;u(0)

)
=
Z
M
< h; u(0)Riccg > u(0)dVg
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=
Z
M
< h; u(0)2Riccg > dVg =

(
h; u(0)2Riccg

)
:

Con lo cual (5.8) queda

�0(0) = an

(
h; u(0)r2u(0)

)
� an

(
�gh; u(0)d(u(0))

)
�
(
h; (u(0))2Riccg

)
+
(
�2gh; (u(0))

2
)

= an

(
h; u(0)r2u(0)

)
� an

(
h;r(u(0)d(u(0)))

)
�
(
h; (u(0))2Riccg

)
+
(
h;r2((u(0))2)

)

= an

(
h; u(0)r2u(0)

)
� an

(
h; u(0)r2(u(0))

)
� an

(
h; d(u(0))
 d(u(0))

)

�
(
h; (u(0))2Riccg

)
+
(
h;r2((u(0))2)

)

=
Z
M

〈
h;�and(u(0))
 d(u(0))� (u(0))2Riccg +r2((u(0))2)

〉
dVg:

Usando que
r2u2 = 2(ur2u+ du
 du)

(ver (2.9)), tenemos que

�0(0) =
Z
M

〈
h; u(0)

(
2r2(u(0))� u(0)Riccg

)
+ (2� an)

(
d(u(0))
 d(u(0))

)〉
dVg:

Dado un tensor V de tipo (0; 2) notamos con

�

V = V � 1

n
trg(V )g:

�

V resulta ser un tensor de tipo (0; 2) con traza nula pues
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trg(
�

V ) = trg(V )� 1

n
trg(V )trg(g) = 0:

Como estamos suponiendo que trgh =< h; g >= 0 entonces para cualquier tensor V
de tipo (0; 2) tenemos que

< h;
�

V >=< h; V � 1

n
trg(V )g >=

=< h; V > � 1

n
trg(V ) < h; g >=< h; V > :

Luego,

�0(0) =
Z
M

〈
h; u(0)

(
2

�

r2(u(0))� u(0)
�

Riccg

)
+ (2� an)

(
d(u(0))
 d(u(0))

)�〉
:

Si consideramos el tensor sim�etrico y sin traza

h = u(0)
(
2

�

r2(u(0))� u(0)
�

Riccg

)
+ (2� an)

(
d(u(0))
 d(u(0))

)�
:

tenemos que �0(0) = 0 si y solo si

u(0)
(
2

�

r2(u(0))� u(0)
�

Riccg

)
+ (2� an)

(
d(u(0))
 d(u(0))

)�
� 0: (5.9)

Ahora, a�rmamos (5.9) solo tiene la soluci�on trivial, lo cual probar��a la Proposici�on.

En efecto, si u(0) 6� 0 es una soluci�on no trivial de la Ecuaci�on (5.9), como u(0) 2
Ker(Lg) y g tiene curvatura escalar constante c 6= 0 tenemos que

an�gu(0) = �cu(0):

Esto implica que u(0) es ortogonal a cualquier funci�on constante no nula, pues
Z
M
u(0) a dVg =

Z
M

(
�an
c
�g(u(0))

)
a dVg =

Z
M

an
c
r(u(0))ra dVg = 0:

Lo cual nos dice que u es una funci�on que cambia de signo. Como M es conexa, el
conjunto nodal de u, N(u), es decir aquellos puntos de M donde u se anula, es distinto
de vac��o.
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Si nos restringimos a puntos de N(u), la ecuaci�on (5.9) es

(2� an)
(
d(u(0))
 d(u(0))

)∣∣∣�
N(u(0))

� 0:

Como an 6= 2 esto implica que(
d(u(0))
 d(u(0))

)∣∣∣�
N(u(0))

� 0

lo cual implica que

d(u(0))
 d(u(0)) = 1

2
jjd(u(0))jj2gg: (5.10)

Sin embargo, notar que ambos lados de la igualdad anterior tienen distinto rango si

d(u(0))
∣∣∣
N(u(0))

6= 0:

Luego, solo podr��amos tener la igualdad (5.10) si los puntos de N(u(0)) son adem�as
puntos cr��ticos. No obstante, es bien sabido que el conjunto de puntos nodales que son
puntos cr��ticos (ver [18] y las referencias que all�� aparecen) tienen medida de Hausdor�
n� 2 dimensional, lo cual implica que

du
∣∣∣
N(u(0))

6� 0:

Corolario 5.5 Sea g una m�etrica Riemanniana con curvatura escalar constante Sg = c
(c 6= 0) que satisface que g 2 M0;m(M) \M0;m+1(M)c. Para u(0) un elemento no nulo
de E0(g) consideramos el tensor

h = u(0)
(
u(0)

�

Riccg � 2
�

r2(u(0))
)
+ (an � 2)

(
d(u(0))
 d(u(0))

)�
:

Sea G(t) la curva dada por
G(t) = g + th:

Tenemos que para todo � > 0, existe t 2 (��; �) tal que G(t) no se encuentra enM0;m(M).
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Demostración: Por la proposici�on anterior existe h tal que Qg;h 6= 0. Entonces exis-
te u 2 E0(g) tal que Qg;h(u) 6= 0. Como g 2 M0;m(M) \ M0;m+1(M)c, tenemos que
dim(E0(g)) = m y 0 es autovalor de Qgh : E0(g) ! E0(g) de multiplicidad menor
a m, pues dim(E0(g)) = m y Qgh 6= 0. Luego, h =2 Tg(M0;m), lo que prueba que
G(t) =2 Cw(I�;M0;m) para alg�un t 6= 0.

Lema 5.6 Supongamos que una sucesi�on de m�etricas fgkgk2N tiende a g en la topolog��a
C1. Sea h = efg 2 [g] donde f 2 C1(M). Luego,

ef gk ���!
k!1

h:

Demostración:

Para demostrar el lema, basta probar que el operador Tf :M!M de�nido por

Tf(g) = efg

es un homeomor�smo con inversa T�f con respecto a la topolog��a C1 (ver Secci�on 3.1.1).

Por de�nici�on, tenemos que

d1(Tf(g); Tf(h)) = efd1(g; h) � Kd1(g; h)

donde K = m�ax
x2M

fef(x)g.
Por otro lado,

d2(e
fg; efh) = d2(g; h);

pues

dx2(e
fg; efh) = inf

{
� > 0 tales que e��(efg)x < (eff)x < e�(efg)x

}
y

e��(efg)x < (eff)x < e�(efg)x si y solo si e��(g)x < (f)x < e�(g)x:

Luego,

d(Tf(g); Tf(h)) = d1(Tf(g); Tf(h)) + d2(Tf(g); Tf(h)) �

Kd1(g; h) + d2(g; h) � m�axfK; 1gd(g; h):

Estamos en condiciones de demostrar la densidad de las m�etricas que no tienen a cero
como autovalor.
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Teorema 5.7 El complemento de M0;1(M) es un abierto denso de M(M).

Demostración: El hecho de que (M0;1(M))c es un conjunto abierto se debe a que
M0;1(M) es un conjunto cerrado. Si fgkgk2N es una sucesi�on de m�etricas en M0;1 que
tiende a una m�etrica Riemanniana g en la topolog��a C1 entonces tenemos que

�l(gk) ���!
k!1

�l(g)

para todo l. Supongamos que g =2 M0;1(M). Luego o todo espectro de Lg es positivo o
existe un k0 para el cual los primeros k0 autovalores son negativos, �k(g) < 0 si k � k0,
y a partir de k0 son todos positivos �k(g) > 0 si k > k0. Tomando � > 0 de modo tal que

� < minf��k0(g); �k0+1(g)g

existe l0 2 N tal que j�k0(g)� �k0(gl)j < � y j�k0+1(g)� �k0+1(gl)j < � para todo l > l0.

Por lo tanto �k0(gl) < 0 y �k0+1(gl) > 0 para todo l > l0 pero esto no pude ocurrir ya
que el n�ucleo de Lgl es no trivial para todo l.

En particular, existe un l0 tal que �l0(gk) = 0 para todo k � k0, Luego, �l0(g) = 0:

Para ver la densidad de este conjunto basta con probar que para todo g 2 M y un
entorno U de g existe ~g 2 Mc

0;1(M) \ U: Si g es una m�etrica en cuya clase conforme [g]
existe una m�etrica de curvatura escalar positiva, entonces �1(g) > 0 (ver la discusi�on de
este hecho en el Cap��tulo 4) y por lo tanto, la misma g est�a en Mc

0;1(M).

Luego, podemos suponer que g es una m�etrica en cuya clase conforme no hay m�etricas
de curvatura escalar positiva. Es decir,

�1(g) � 0:

Para demostrar el teorema bastar��a probar el enunciado para una m�etrica con curvatura
escalar constante no positiva. Pues supongamos por un momento que hayamos probado
esto. Si g es una m�etrica Riemanniana de curvatura escalar no constante, tenemos, por
la resoluci�on positiva del problema de Yamabe, que existe una funci�on suave f tal que

h = e�f g 2 [g]

es una m�etrica Riemanniana de curvatura escalar constante. Luego, existe

hk 2Mc
0;1(M) ���!

k!1
h:
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Por el Lema 5.6, tenemos que
efhk ���!

k!1
g:

El Laplaciano conforme satisface la siguiente propiedad de invarianza

Lupn�2g(v) = u1�pnLg(uv):

Luego,

Lefhk(v) = e�f
n+2
4 Lhk(e

f
pn�2v):

Por lo tanto, si hk 62 M0;1(M), efhk tampoco pertenecer�a a ese conjunto.

Supongamos primero que g tiene curvatura escalar constante negativa.

Probaremos que Mc
0;1(M) es denso en este subconjunto de m�etricas utilizando un

argumento inductivo en la dimensi�on del n�ucleo de Lg.

Si dim(E0(g)) = 1, por el Corolario 5.5, deducimos que en todo entorno de g tenemos
una m�etrica Laplaciano conforme tiene n�ucleo trivial.

Asumamos que el resultado es cierto para toda m�etrica g de curvatura escalar constante
negativa y dim(E0(g)) � m� 1.

Sea g una m�etrica tal que 0 tenga multiplicidad exactamente m como autovalor de Lg
y sea U un entorno de g. Por el Corolario 5.5, existe g1 2 U tal que la multiplicidad de 0
como autovalor de Lg1 es a lo sumo m� 1. Luego, por hip�otesis inductiva, existe g2 2 U
tal que Ker(Lg2) = f0g:

Solo resta ver el caso en el que la curvatura escalar de g es Sg � 0: Recordar que en esta

situaci�on g es un m��nimo del funcional J = Y
∣∣∣
[g]
. Si cualquier entorno de g admite una

m�etrica ~g con �1(~g) < 0 entonces procedemos como en el p�arrafo anterior. Supongamos
que esta no fuera la situaci�on. Con lo cual, deber��a existir un entorno U de g tal que
�1(~g) � 0 para todo ~g 2 U: Luego,

Z
M
ShdVh

(V ol(M;h))
n�2
n

� 0

para todo h 2 [~g] para todo ~g 2 U . Pero esto implica que g es un m��nimo local del
funcional de Hilbert-Einstein, y por el Teorema 3.19 es una contradicci�on.
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Para �nalizar comentaremos brevemente una aplicaci�on del Teorema 5.7.

Tal como comentamos en la Introducci�on, en 1976 Uhlenbeck prob�o que el conjunto de
m�etricas Riemannianas para las cuales los autovalores del operador de Laplace-Beltrami
son simples, es g�enerico en M (ver [32]). En 2014, Canzani (ver [6]) prob�o que si Fg son
operadores, el��pticos, autoadjuntos, conformemente covariantes que actuan sobre C1(E),
entonces el conjunto de m�etricas g para los cuales todos los autovalores no nulos de Fg
son simples es g�enerico en el espacio de m�etricas Riemannianas (Corolario 2.4 [6]). En
realidad, el resultado que prob�o Canzani es mucho m�as general. Vale para operadores de
este tipo que act�uan en secciones de �brados sobre la variedad siempre y cuando para un
grupo denso de m�etricas los operadores correspondientes no posean espacios r��gidos (ver
p�agina 950 en [6] para la de�nici�on de espacios r��gidos).

Como corolario del Teorema 5.7 y los resultados de [6] tenemos que

Corolario 5.8 El conjunto de m�etricas para las cuales el espectro del Laplaciano confor-
me est�a formado por autovalores simples es gen�erico en M.

Demostración: Por la continuidad de los autovalores del Laplaciano conforme con res-
pecto a la m�etrica es inmediato que el conjunto de m�etricas cuyo espectro solo consiste
en autovalores simples es un conjunto abierto. Sean g 2 M y U un entorno de g. Por el
Teorema 5.7 existe g1 2 U tal que 0 no es autovalor de Lg1 . Luego existe g2 2 U pr�oxima
tanto como queramos a g1 tal que los autovalores de Lg2 son todos simples.
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