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Capitulo 1

Introduccion

La teoria geométrica espectral estudia la relacién que existe entre el espectro de ciertos
operadores diferenciales elipticos y autoadjuntos y la geometria de una variedad Rieman-
niana. Desde el punto de vista geométrico, y también, de las aplicaciones, es importante
pedir que ademads estos operadores sean invariantes por isometrias del espacio.

Estos operadores, si la variedad diferenciable es compacta, que por otro lado serdan
los espacios que consideraremos en esta tesis, tienen un espectro que consiste en una
sucesién de autovalores que tiende a infinito. ; Qué nos dice esta sucesién sobre la variedad
Riemanniana? ;La geometria, es decir la métrica Riemanniana, quedard determinada
por su espectro? Esta pregunta fue planteada a principios de la década de 1960, para
el operador de Laplace-Beltrami, que para un dominio de R™ dotado con la métrica
Euclidea no es otra cosa que el Laplaciano. Un par de afios mds tarde, Milnor (ver [26])
dio una respuesta negativa. Probd que existen dos toros de dimensién 16 que tienen el
mismo espectro aunque no son isométricos. Sin embargo, la pregunta de si el espectro
determina la geometria de un dominio plano, propuesta por Kac en 1966 en su famoso
articulo titulado “Can one hear the shape of a drum?” (ver [20]), no fue resuelta
hasta 1982, cuando Gordon y Webb, mostraron dos dominios planos isoespectrales pero
no isométricos (ver [15]).

Si bien el espectro no determina la geometria del espacio, si determina algunas de sus
propiedades fundamentales. Por ejemplo, si escribimos

0=pio (D) < i1 (B) < ... < pim (B < ...

el espectro del operador de Laplace-Beltrami Ay, de la variedad Riemanniana (MM, g), el
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desarrollo asintético de la traza del nticleo de calor (heat kernel) es

o0

Z e_iu‘i(Ag)t —

=0

¢
v, —/SdV o], 1.1
r Vel + ¢ [ siav, +0(@) (1)

~~

donde 7 es la dimensién de M y S, es la curvatura escalar de (M, g). Por lo tanto, si
conocemos el espectro de A, podemos conocer su dimensién, su volumen y la curvatura
escalar total, (ver [27,[8]). En particular, para superficies, por el teorema de Gauss-Bonnet,
tenemos que

© Area(M,g) x(M)
HilAg)t — ’ O(t 1.2

donde x(M) es la caracteristica de Euler de M. Luego conocer el espectro nos permite
conocer la cantidad de agujeros de M.

Calcular explicitamente el espectro de estos operadores es una tarea dificil. Incluso
para el operador de Laplace-Beltrami, solo es conocido el espectro completo para un
grupo muy reducido de variedades Riemannianas (ver [8]). Mds aun, en general no se
conoce el valor del primer autovalor no nulo (tono fundamental) de A,. Conocer los
autovalores y sus autoespacios es importante porque, por ejemplo, nos dice cosas sobre
las soluciones de ecuaciones diferenciales de mucho interés, como son la ecuacién de onda,
del calor o la ecuacién de Schrondinger que modela la densidad de probabilidad de la
posicién de una particula. Con lo cual es fundamental y de mucho interés si no podemos
calcularlos explicitamente, tener estimaciones y cotas de los autovalores. Estas dependen
fuertemente de invariantes geométricos, como el volumen, el didmetro y la curvatura. Por
ejemplo, sea h(M, g) la constante de Cheeger definida por

A S
h(M,g) = inf rea(S) , (1.3)
S min (Vol(Ml, 9), Vol(Ms,, g))
donde S es una hipersuperficie que divide en dos a M, con S = 0M; = 0M,. Tenemos la
conocida desigualdad de Cheeger

h*(M,g)

m(ng) > =2 (1.4)

(ver [9]).

La teoria geométrica espectral es un drea donde confluyen la geometria y el andlisis,
en la cual se trata de entender la geometria de la variedad a través de las herramientas
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que nos provee el andlisis y, por otro lado, comprender cuales son las restricciones que el
espacio impone sobre las soluciones de ciertas ecuaciones de interés.

En esta tesis estamos interesados en el Laplaciano conforme, que es una generalizacién
del operador de Laplace-Beltrami.

Sea (M,g) una variedad Riemanniana cerrada, es decir compacta y sin borde, de
dimensién n al menos 3, el Laplaciano conforme es el operador definido por

I :4(71—1)

g

— Ay + S, (1.5)

El Laplaciano conforme es importante desde un punto de vista geométrico porque nos
dice como cambia la curvatura escalar en una clase conforme. Si A es una métrica de la
forma .

h=ur—2g

con u € C§°0(M ), es decir h es una deformacién conforme punto a punto de g, entonces
Sph = Ly(u)u =72 (1.6)

Es bien sabido que toda métrica g puede ser deformada puntualmente a una métrica
de curvatura escalar constante (ver [24]). Por lo tanto, en cada clase conforme tenemos
una métrica de curvatura escalar constante. El signo de dicha curvatura escalar coincide
con el signo del primer autovalor del Laplaciano conforme.

Los autovalores del operador de Laplace-Beltrami, Laplace-de Rham, el Laplaciano
conforme, operadores GMJS, operador de Dirac, etcétera, pueden tener distintas multi-
plicidades. De hecho, por ejemplo, Colin de Verdiére probé en [33] que dada cualquier
sucesion finita de nimeros reales

0 =0<a; <...<ap

existe una métrica Riemanniana g tal que los primeros m + 1 valores del espectro de A,
coinciden con dicha sucesién. Esto nos dice que no existen restricciones impuestas por
la estructura diferencial para la primera parte del espectro. Sin embargo, las métricas
con autovalores simples son muy abundantes. En efecto, Uhlenbeck probé en [32] que el
conjunto de métricas Riemannianas para las cuales todos los autovalores del operador de
Laplace-Beltrami son simples es genérico.

i Sucede lo mismo para el Laplaciano conforme?
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Canzani prob6 en [6] que el conjunto de métricas para las cuales todos los autovalores
no nulos del Laplaciano conforme son simples es también genérico. Por lo tanto cabe
preguntarse

i Cudn grande es el conjunto de métricas Riemannianas cuyo ntcleo del Laplaciano
conforme es no trivial?

El objetivo de esta tesis es discutir esta cuestiéon. Gover, Hassannezhad, Jakobson
y Levitin probaron en [16] que este conjunto es pequefio. Precisamente, Gover et al.
demostraron que genéricamente cero no es un autovalor del Laplaciano conforme. Por
lo tanto, este resultado junto con [6] implica que toda métrica Riemanniana puede ser
aproximada por métricas cuyos autovalores del Laplaciano conforme son simples.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera.

El capitulo 2 estd dedicado a introducir notaciones, definiciones y a repasar resultados
y nociones fundamentales de geometria Riemanniana que serdn usadas en el resto de la
tesis.

En el capitulo 3 estudiamos el espacio de métricas Riemannianas M. Introducimos una
distancia que induce la topologia C* en M, y estudiamos diferentes descomposiciones
de su espacio tangente que son de gran utilidad. Veremos como varian el operador de
Laplace-Beltrami, la curvatura escalar y sus derivadas a lo largo de una curva de métricas
Riemannianas. Finalmente, caracterizamos los puntos criticos del operador de Hilbert-
Einstein, que son las métrica de Einstein, y mostramos que estos no pueden ser extremos
locales.

En el capitulo 4 introducimos el operador Laplaciano conforme. Mostramos que su
espectro es una sucesién de autovalores que tiende a infinito. Probamos que el signo del
primer autovalor coincide con el signo de la constante de Yamabe, que es un invarian-
te conforme. Esto nos da una interpretacién geométrica del tono fundamental de este
espectro: el signo del primer autovalor del Laplaciano conforme de una variedad Rieman-
niana (M, g) nos dice qué signo debe tener la curvatura escalar de una métrica en la
clase conforme de g cuya curvatura escalar no cambia de signo. Por dltimo, vemos que
los autovalores dependen continuamente de la métrica Riemanniana con respecto a la
topologia C*.

El capitulo 5 esta dedicado a ver cuan grande es el conjunto de métricas Riemannia-
nas para las que cuales 0 no es autovalor del Laplaciano conforme. Mostramos que este

conjunto es denso en el espacio de métricas Riemannianas, en realidad resulta génerico.
Como corolario obtenemos que el conjunto de métricas con espectro simple es génerico.



Capitulo 2

Preliminares

La geometria Riemanniana tiene como objeto estudiar el espacio de modo intrinseco,
es decir que estudia las propiedades geométricas que se pueden medir desde adentro del
espacio (&ngulos, longitudes, reas, volimenes, etc.). Por ejemplo, en una superficie de
dimensién 2 podemos medir con herramientas intrinsecas el perimetro de un circulo de
radio R. El resultado de esta medicién serd 2w R si el circulo estd en un plano, menor a
27 R si el circulo estd en una esfera y mayor si estd en un hiperboloide de una hoja.

Para superficies sumergidas en el espacio Euclideo, la curvatura Gaussiana K(p), nos
permite distinguir entre las distintas geometrias intrinsecas. A pesar de que a priori, la
curvatura Gaussiana es una construccién extrinseca, Gauss probé en 1827, en “Disquisi-
ciones generales sobre superficies y curvas”, su celebre Teorema Egregium, en donde
prueba que la curvatura Gaussiana solo depende de la primera forma fundamental y por
lo tanto, es un invariante intrinseco. En el mismo articulo probd el teorema “elegante” que
da una relacién entre los dngulos interiores, o, 8 y v de un tridngulo geodésico T con la

N

Figura 2.1: K(p) <0 Figura 2.2: K(p) > 0
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curvatura Gaussiana. Precisamente el teorema elegante dice que:
/T K=a+pB+y—m.

Notar que cuando la curvatura es O tenemos el resultado conocido para la geometria
euclidea.

En 1854, en su disertacién para obtener la habilitacién en la Universidad de Gottingen,
Riemann expuso “Sobre la hipétesis en la que se basa la geometria” en donde introdu-
ce la nocién de lo que hoy conocemos como variedad diferencial y define las métricas
Riemannianas que generalizan las nociones de superficie y de primera forma fundamen-
tal. También introduce la nocién de curvatura seccional, que generalizando la curvatura
Gaussiana, nos da una forma de medir la curvatura intrinseca de espacios de dimensiones
altas.

2.1. Variedades Riemannianas.

Comenzaremos con algunas nociones generales de la geometria Riemanniana e intro-
duciremos las notaciones y definiciones necesarias que utilizaremos a lo largo de esta tesis.
Para un tratamiento exhaustivo de estos temas recomendamos consultar, entre otros, los
libros [7] y [23].

Definicién 2.1 Una métrica Riemanniana g sobre una variedad diferenciable M es un
tensor de tipo (0, 2) simétrico y definido positivo que varia suavemente en M. Llamaremos
variedad Riemanniana (M,g) a una variedad diferenciable M dotado de una métrica
Riemanniana g.

Observemos que toda métrica g sobre M induce un producto interno en el espacio
tangente T, M, <,>: T,M x T,M — R dado por

< XP’Y;’ >= g(p)(XZHY;J)

que ademds varia suavemente a medida que cambia el espacio tangente.

Podemos escribir localmente a la métrica g del siguiente modo. Dada una carta (U, z),
tenemos que
9l, =" 9 de; ® da;

1,J
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de donde g;; : U — R son las funciones suaves definidas por

)

Ejemplo 1: La manera mds natural para asignarle una métrica Riemanniana a R” es
considerar la carta global (R”,1d) y definir

0

9:;(p) = 9(p) (8:1:1- 0

?
P 8:z:j

para todo p € U.

Veamos algunos ejemplos de métricas Riemannianas.

9i5 = 0ij.
Esta es la métrica Riemanniana que induce la geometria Euclidea.

Ejemplo 2:Si f : M — N es una inmersién y tenemos definida en N una métrica
Riemanniana A, entonces podemos definir en M la métrica Riemanniana ¢ = f*h, es
decir s1 X, Y, € T,M

9(p)(Xp, Yp) = h(f(P))(dpf(Xp), 3 f (Y3))-

El ejemplo anterior nos dice que a cualquier variedad inmersa en R"™ le podemos definir
una métrica inducida. En el siguiente ejemplo lo haremos sobre S™.

Ejemplo 3: Como la inclusién 7 : S — R” es una inmersién tenemos definida la métrica
go = t*g donde (R", g) tiene la estructura Riemanniana usual de R™ definida en el Ejemplo
[l

Ejemplo 4: Si (M, g) es una variedad Riemanniana y f € C®°(M), entonces g = e’g es
otra métrica Riemanniana. g tiene la propiedad de inducir la misma nocién de angulo
que g, es lo que se conoce como una métrica conforme a g. Precisamente diremos que g
es puntualmente conforme a g y llamaremos al conjunto de estas métricas Riemannianas,
que serdn de gran interés en esta tesis, clase conforme a g y la notaremos con:

[g] = {efg tales que f € C(M)}.

Ejemplo 5: Si (M, g) una variedad Riemanniana, cada difeomorfismo f : M — M define
una métrica Riemanniana en M isométrica a g dada por

h=f*g.

Observacién 2.2 Toda métrica conforme a g es isométrica a una métrica de [g].
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2.2. Derivada covariante.

Dada una funcién diferenciable f : M — R sobre una variedad M podemos definir su

diferencial
df : TM — R

solamente usando la estructura diferenciable de la variedad. Sin embargo, ciertos opera-
dores diferenciables que incluyen derivadas de orden superior, entre el que se encuentra
por ejemplo el Hessiano, no estd bien definido solo haciendo uso de la estructura diferen-
cial. Nos interesa poder aplicar este tipo de operadores sobre campos tangentes y tensores
definidos sobre M.

Para esto definiremos la derivada covariante. Estd nocién fue introducida por Ricci-
Curvastro y Levi-Civita a principios del siglo XX. En el caso de una superficie inmersa
en R® podemos interpretarla del siguiente modo. Consideremos una superficie S C R3.
Seac:I — Sunacurvaen Sy v:JI — R?®un campo de vectores tangentes a S a lo

dv . . .

largo de c. Notar que el vector E(t) no siempre pertenece a T;)S. Definimos la derivada
. D . d .
covariante d—:(t) como la proyeccién ortogonal de d—:(t) sobre TS, es decir

Dv [dvr

dat  Ldt
Esta nocién de derivada, permite mostrar que las curvas que minimizan localmente
la distancia (geodésicas) son aquellas cuya con aceleracién es nula. Por otro lado, la

curvatura Gaussiana de S es una expresién de la nocién de aceleracién provista por la
derivada covariante.

Definicién 2.3 Dada M una variedad diferenciable, decimos que la funcién
V: X(M)x X(M)— X(M)
es una comezidn afin, y notamos V(X,Y) = VxY, si

1. Es C*(M) lineal en la primera variable, es decir Vix,,2(Y) = fVxY +gVzY.
2. Es R lineal en la segunda variable, Vx(aY + bZ) = aVxY + bV Z.

3. Cumple que Vx(fY) = fVxY + X(f)Y para cualquier X,Y,Z € X(M) y f €
C>®(M).
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Observacién 2.4 Si (U,z) es una cartaen p, y X|y = X|v € Y|y = Y|y se tiene que:
VY|, = vf?’p-

Tenemos la siguiente expresién local para la conexién

Observacion 2.5 Si (U, z) es una carta y los campos X,Y € X(M) se escriben localmente

n 0
como X|y = a;
|U ; 1 83:1

"0 . .
eY|y = Z big respectivamente, se tiene que para p € U
i=1 g

VxY]p=>" (X],,(bk) +3 ai(p)bj(p)l“fj(p)) ;Zk!p,

k W
donde I‘fj : U — R son los simbolos de Christoffel que estan definidos por

1o} 15}
—|p = > TE(p) =—lp-
%8@ » - i5(P) Oz »

\Y

Es decir que, I'%,(p) = V%%\p(xk).

Sea ¢ : I — M una curva diferenciable en una variedad M. Notamos con X.(M)
al espacio de campos tangentes definidos a lo largo de c. Es decir, a aquellos campos
diferenciables X : I — T'M que satisfacen que

X(t) € Ty M.

Proposicién 2.6 Sea M una variedad diferenciable dotada con una conexién V. Sea c:
I — M una curva diferenciable. Luego, existe un unico operador Vp : X.(M) — X.(M)
que satisface

1. es R lineal, Vp(aX 4+ bY) = aVpX + bVpY, para cada a,b € R, X,Y € Xo(M).

2. VD(fX) = aa{X—f— vaX, donde f € COO(I)

3. S1 X € X.(M)y X € X(M) es tal que X(c(t)) = X(t) entonces VpX(t) = Vo X.

El operador Vp se llama derivada covariante a lo largo de c y nos permite, por
ejemplo, calcular la aceleracién de una curva como

c'(t) = Vpc'(2).
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Definiendo localmente conexiones afines (ver Observacién [2.5) y utlizando particiones
de la unidad es sencillo ver que existen infinitas conexiones afines sobre una variedad
diferenciable. ; Existird una distinguida, una candnica? El siguiente teorema nos dice que
si.

Teorema 2.7 (Teorema fundamental de la geometria Riemanniana)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, existe una tinica conexién afin V que satisface:

1. Es simétrica:
VxY - VyX —[X,Y]=0

donde [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) es el corchete de Lie.

2. Es compatible con la métrica:
X(9(Y,2)) = 9(VxY,2) +g(Y,Vx2)

para todo X,Y, Z € X(M).

Esta conexién se llama conezion de Levi-Cruita de (M, g).

Ejemplo 6: En R” la conexién de Levi-Civita de la métrica Euclidea es
7er], - S x 00,2
P j=1 A 8:1:j P

0

donde Y = Z b5
J

De aqui en maés, siempre que hablemos de una conexién en una variedad Riemanniana
nos estaremos refiriendo a la conexién de Levi-Civita.

2.3. Isomorfismos musicales y traza.

Definicién 2.8 Sobre una variedad Riemanniana (M, g), la métrica g induce un isomor-
fismo b : T,M — T, M de modo tal que si X, € T,M entonces b(X,) : T,M — R estd

definido por
b(Xp)(Yp) = 9(Xp, Ya).
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(2)(2)=0(2.2) =0
83:1- 833]‘ —9 a$i’3$]‘ = 9

o)

) By

En coordenadas locales,

Luego, la matriz de b en la base {%|p, . lp} de T, M es (g;5):; que es inversible

con inversa (g% );;.

Si X, = ina%yp,
1=1
b(Xp) = D _Xigs;(p)dz;
z)]

pues si evaluamos en %|p tenemos que
0 0
b(X (): <X,):§Xiz~ .
(Xp) oz, lp g\4p axj‘p i 9:5(p)

Al operador inverso de b lo notamos con
f=b"":TyM — T, M.
Una de las aplicaciones de los isomorfismos musicales es que nos permiten definir el
campo gradiente.

Ejemplo 7: El gradiente de una funcién f : M — R, V, f, es el campo tangente definido
por

Vo f = H(df).
Observemos que el gradiente cumple que
9(Vof, X) =b(Va F)(X) = df (X) (2.1)
para cualquier X € X(M).

Ademés, como sucede para funciones de R", V, f es perpendicular a las curvas de nivel
de f. En efecto, si para una curva c tenemos que f(c(t)) = a entonces

9(Vyf,c(t)) = df(c'(2)) = < (O)(f) = jt (F(c(8))) = 0.

Localmente, si (U, z) es una carta, se verifica facilmente que

Jof\ @
Vof =3 (Z gzjafi) oz (2.2)

J
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Observacién 2.9 Para simplificar la notacién notamos al campo gradiente de una funcién
f con V,f. No confundir el campo gradiente de f con V f que es la derivada covariante
de f es decir df (ver Proposicién [2.11)).

Vamos a definir ahora la traza de un tensor de tipo (1,1) sobre M y la extenderemos,
usando el isomorfismo musical f a tensores de tipo (0, 2).

Al fibrado tensorial de tipo (I, k), [ contravariantes y k covariantes, lo notaremos con
T (M) = (Q'TM) ® (®*T*M)
y al conjunto de secciones suaves, campos tensoriales o tensores,

T(T"* (M) = {T M — TH(M): T suave}

con TH*(M).

Definicién 2.10 Si T es un tensor de tipo (1, 1), que en coordenadas locales escribimos
como T = ZTija%i ® dz; definimos la traza de T' como
1,J

0
t’f‘g(T) = ZTijda:j (3.{(1) = ZTijéij = ZT” (2.3)
1,7 z 1,7 i

Sea T € T%*(M) entonces definimos la traza de T contrayendo el primer indice del
tensor. Utilizamos el isomorfismo { para transformar a T es un tensor tipo (1,1) y luego
tomamos la traza como en (2.3):

try(T) = tr, (Z Adz) ® d$]> = tr, (z:g““TUa ® da;]) =Y gYT;.
1

Ik

Observemos que no depende del indice contraido, es decir que si contraemos el segundo
indice el resultado es el mismo. De esta misma manera podemos extender esta definicién
a tensores cualesquiera de TF(M).

Con estos conceptos podemos extender la nocién de derivada covariante a cualquier
tensor de tipo (I, k) .

Proposiciéon 2.11 Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Entonces existe una tnica
conexién V : TH*(M) — TH*1(M) que satisface:
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1. Coincide con la conexién (de Levi-Civita) sobre campos tangentes.

2. Vxf=df(X)=X(f) sl f € C®(M).
3. Vx(F®G) = (VxF)® G+ F ® (VxG) para todo par de tensores F' y G.
4. Vx(try(YV)) =tr,(VxY).

La conexién anterior satisface ademas que:

1. Si w es una 1—forma diferenciable e Y € X(M) entonces

Vx(w®Y) = Vx(w(Y)) + w(VxY).

2. Siwy,...w; son 1—formas diferenciables e Y73, ...,Y; € X(M) entonces

VxF(wy,...,w,Y,...,Ys) = X(F(wy,...,w,Y1,...,Y))—

l k
—ZF(wl,...,waj,...,wl,Yl,...,Yk))—ZF(wl,...,wl,Yl,...,VXYi ,Yk))

= =1
La derivada covariante V : TH¥(M) — TH*+1(M) es la que estd definida por

VE(wy,...,w,Y1,...,Y,X)=VxF(wy,...,u,Y1,...,Y)).

También definimos el operador codiferencial
5 T (M) — THE (M)

o 5(T) = —tr(VT).

En el préximo capitulo veremos que 0 es el operador adjunto de V con respecto al
producto interno definido en ([3.2)).

Observacion 2.12 Sea w una 1-forma. En un sistema de coordenadas (U, z), w se escribe
como

w=> w;dz;.
;
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Entonces su derivada covariante, que es un tensor de tipo (0, 2), se escribe como

Vw = Z Cl,ideEi ® dZEj

ij

en donde

o 0 0
Gy =V (8:1:8:1:) =V (8:1:) =

_3w(‘9)
_ij 351)1‘

0
(Vag 6:1:1)

15

ow; 0 ow;
= _ e~ | = L NT IR
oz, v ( il Bzz:k) oz, ; ik

En particular, si f € C*(M), en un sistema de coordenadas locales tenemos que

w = df es

Vdf = Z(a axz_z b )da:¢®d:1:j.

Mas aun, si v € C*°(M) entonces

ov of 02 f . Of
V(v df) %j (8:1:1» oz, + U@:z:jaxi U §k 5 B, dz; ® dz;

2.4. Densidad Riemanniana.

(2.4)

(2.5)

En esta seccién veremos como es posible definir la nocién de drea y volumen en una

variedad Riemanniana. Para esto, consideremos una carta (U, z),p € U ysea { Ey, ...,

una base ortonormal de T, M. Si escribimos

Z aix B

k=1

33:z

tenemos que
0

)
pawjp

8 n
9:;(p) =g (8 > =Y agaj, = (A Ay
Ti k=1

donde (A)z] = Q5.

E.}
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Como el volumen del paralelepipedo formado por Ei,...,E, es V(Ey,...,E,) =1, el

0
volumen del paralelepipedo formado por —

€s
8$1

p

p,...,axn

0] a
14 (8:1:1 S B p) = |det(a;;)|V(En,. .., BE,) = \/det(g:;)(p).
Si R C U es una regién tal que R es un conjunto compacto, definimos su volumen
como
Vol(R) :/( )(m_l)*< det(gij)) dz, ... dz, :/ dv,. (2.6)
z(R R

Si R no estd incluido en una carta, consideramos un atlas A = (U,, Z), ¥ una particién
de la unidad subordinada al atlas \A. Es decir, una familia de funciones {p,}, 0 < p, < 1,
donde el soporte de cada funcién p, es compacto, estd contenido en U, y Z Pe = 1.

[24

Luego definimos el volumen de R como

Vol(R) = /R avy =3 / NS (pa«/det(gij)) dz, ... dz,. (2.7)

Es ficil ver que tanto (2.6) como ({2.7) no dependen de la carta, ni del atlas ni de la
particién de la unidad elegida.

Sif: M — R es una funcién continua de soporte compacto definimos la integral de f

como /M fav, ;/:D(Ua)(xal)* (mf\/@) dz;...dz,. (2.8)

\/det(g;;) : U — R

las llamamos densidades Riemannianas.

Las funciones

Observacién 2.13 Si la variedad diferenciable M de la variedad Riemanniana (M, g)
fuera orientable, fijamos una orientacién, es decir fijamos un atlas orientado .A. Para
cada p € M, consideramos una base ortonormal orientada positivamente Ei,..., E,.
Luego definimos la n-forma en T, M

E'A...NE"
donde {E",... E™} es la base dual de {F,... E,}. Es sencillo de ver que

p—w) =E'A...ANE"
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donde {E*,...E"} es una base ortonormal de T, M es una n—forma no nula (seccién
diferenciable), lo que se conoce como un elemento de volumen.

La expresién local de esta n—forma es

w‘U = \/det(g;j)dz1 A ... Ndz,

para todo carta (U, z) del atlas orientado \A.

2.5. Curvatura.

Introduciremos en esta seccién las distintas nociones cléasicas de curvatura y sus inter-
pretaciones geométricas.

Definicién 2.14 Sea (M, g) una variedad Riemanniana. El tensor de curvaturade (M, g)
es el tensor de tipo (1,3) R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

R(X, Y)Z — VXVYZ - VYVXZ - V[X7y]Z
para todo X,Y, Z € X(M).

En coordenadas locales tenemos que

R<a a)Z VaVaZ VaVeZ,
axzaj Oz Oz;  Oz;

pues [, 50:] = 0.

Si (U, z) es una carta tenemos que

R= ZRUka ® dz; ® dz; @ dzy,

17kl

o 0 0
donde Rﬁ]k (R (8:1:1-’ 8:1:J> 8:1:k> (z') y, por lo tanto,

0 0 ) ™
R =
(83:/8@ Oz Z ”kax

=1

Dados X, Y, Z, X1, X2, Y1, Ya, Z1, Z> € X(M), f,h € C®(M) se puede ver que R
satisface
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1. R(fX1+ X2, Y)Z = fR(X.,Y)Z + hR(X,,Y)Z.
2. R(X, fY; + g¥3)Z = fR(X,Y1)Z + hR(X, Y3)Z.
3. R(X,Y)(fZ1+9%) = fR(X,Y)Z, + hR(X,Y)Z,.

y por lo tanto, R es un tensor de tipo (1, 3).

Ejemplo 8: Sea R™ con la métrica Euclidea g.. Si Z7 = Z Ci% con respecto a la carta
=1 i

(R™,id) tenemos que

( BZCZ Bzcl ) s}

VoV oZ—-VaoVoeZ= —
o 6%1‘ 5e; 5 Z afL'iij ij:ri

Oz, 6zj Oz,

1,
Luego el tensor de curvatura de (R”, g.) es nulo.

El ejemplo anterior nos permite pensar que el tensor de curvatura nos dice cuan distinta
es la métrica de M comparada con la Euclidea.

Haciendo un abuso de notacién, también llamaremos tensor de curvatura a
R:=bhR

es decir
R(X,Y,Z,T)=g9(R(X,Y)Z,T) =< R(X,Y)Z,T > .

R resulta ser un tensor de tipo (0, 4) que cumple las siguientes propiedades algebraicas:

1. (Identidad de Bianchi) R(X,Y)Z + R(Y,Z2)X + R(Z,X)Y = 0.

2. R(X,Y,Z,T)+ R(Y,Z,X,T)+ R(Z,X,Y,T) = 0.
3. R(X,Y,2,T) = —R(Y, X, Z,T).

4. R(X,Y,Z2,T) = —R(X,Y,T, Z).

5. R(X,Y,Z,T)=R(Z,T,X,Y).
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La expresién en coordenadas locales de esta versién del tensor de curvatura es

R = Z Rijpdz; @ dz; ® dzi, @ dx;

a7kl
donde
g @ g & L o 0 ~
e () 2 o E S L o $ s,
ikt =< Oz; Oz;/ Oz 8£Ul> <'m,z:1 %0z, Oz g 7nz::1gl o

El tensor de curvatura es invariante por isometrias locales. Precisamente, dadas (M, g)
y (M, §) dos variedades Riemannianas y ¢ : (M, g) — (M, §) una isometria local entonces
0*(R) = R, ver [23].

Definicién 2.15 Una variedad Riemanniana se dice plana si es localmente isométrica
con R™.

Se puede ver que (M, g) es una variedad Riemanniana plana si y solo si R = 0. Ver
por ejemplo el Teorema 7.3 de [23].

Por la naturaleza algebraica del tensor de curvatura y sus simetrias resulta sencillo
realizar cdlculos. Sin embargo, es dificil obtener a simple vista de este una intuicién sobre
la geometria de la variedad. En cambio, algunas contracciones del tensor subrayan ciertas
propiedades geométricas.

Curvatura seccional.

Definicién 2.16 Dado p € M y o un subespacio de dimensién 2 de T, M, se define la
curvatura seccional de o como
< R(X,Y)Y,X >

| X AY|?

K(o) = K(X,Y) =

donde {X,Y} esunabasede oy | X AY ]2 = [|X||?-||Y]]? — (¢(X,Y))%

Debido a la propiedades del tensor de curvatura la definicién de K (o) no depende de
la base elegida para o.

Se puede ver (ver por ejemplo Lema 3.3 de [7]) que si K(X,Y) = K(X,Y) para todo
X,Y € X(M) linealmente independientes entonces,

R=R.
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Como consecuencia tenemos que la curvatura seccional es constantemente c si y solo
si el tensor de curvatura es

R(X,Y,Z,T)=c(< X, T ><Y,Z > - < X,Z ><Y,W >).

Curvatura de Ricci.
Definicién 2.17 Llamamos tensor de Ricct al tensor de tipo (0,2) Ricc : X(M) x
X(M) — X(M) definido por

Ricc(X,Y)=Tr(Z — R(Z,X)Y).

Dada una carta (U, z) podemos escribir localmente al tensor de Ricci de la siguiente
manera
Ricc = Z Rz]dflh &® dIIJj
1,J

donde
5}

Rij:T'r’<Z—>R<Z Bz >a$1) Zg szgl

En particular, si la base {32-|, . .. 52|} es ortonormal para algin p tenemos que
J

z] p) Z sz]k(p

El tensor de Ricci es una forma bilineal simétrica. Luego su forma cuadratica asociada
tiene la misma informacién. A partir del tensor de Ricci definimos la curvatura de Ricci.

Definicién 2.18 Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensiéon n y seanp € M y
X € T,M de norma 1, definimos la curvatura de Ricct en la direccién de X como

Riccy(X) = Rice(X, X).

La curvatura de Ricci y la curvatura seccional se relacionan de la siguiente manera.
Sea {X, Es, ..., E,} una base ortogonal de T, M, tenemos que

Riccy(X) = Rice(X,X) =) < R(E;, X)X,Ei >= ) K(X, E;)

1=2 1=2

donde K (X, E;) es la curvatura seccional del subespacio generado por {X, E,}.
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Curvatura escalar.

Definicién 2.19 La curvatura escalar se define como la traza del tensor de Ricci, es
decir sip € M y (U, z) una carta en p

S, = trg(Rice(p)) = >_ 9" (p)Rij (p)-

1,

Observemos que la curvatura escalar en p € M en términos de una base ortonormal
{E1,...,E,} de T,M queda expresada por

Sp = ZR]‘ﬁj = ZK (Ei, Ej) .
1,3 1#7

2.6. Geodésicas y cartas normales.

En esta seccién repasaremos el concepto de curvas geodésica que es de utilidad para
entender el significado de la curvatura. También definiremos las cartas normales, que en
algunos casos, resultan ser las cartas mds convenientes a elegir para realizar los célculos.

Las geodésicas son de alguna manera, una generalizacién de los segmentos del espacio
Euclideo. Una de las principales caracteristicas de los segmentos en R™ es que su acele-
racién es nula. De esta forma definiremos a las geodésicas. Una propiedad que tienen las
curvas de aceleracién nula es que minimizan distancias localmente. Por otro lado, si una
curva minimiza la distancia entre dos puntos de la variedad entonces se tratard de una
geodésica.

Definicién 2.20 Sea (M, g) una variedad Riemanniana y ¢ : I — M es una curva.
Diremos que c una geodésica si para todo ¢t € I cumple que

vDCI =0.

t
Si (U, z) es una carta, la expresién local del campo de velocidad de la curva c es

PASLCIE K]

k=1

oft)’

Derivando esta expresién y usando las propiedades de la derivada covariante (ver la
Proposicién [2.6) obtenemos que
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amuomoa

k=1

O(zx o ¢)(t) v 0

\Y
DC c(t) ot P oz k

c(t)> N

i (32@% oc)(t) | 3 6’(ﬂfh‘;tC)(t) 3(%;;)( ) I (c (t))) =

i

()

Luego, c es geodésica si y solo si para todo 1 < k < n,

0 ($g:2C)(t) + Z a(wzgtc)(t) a(xjg C)(t) (c( )) = 0.

i

Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordi-
narias tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.21 Dados p € M y X € T,M existe ¢ > 0 y una tinica geodésica c : (—¢,€) —
M tal que ¢(0) = py ¢'(0) = X. Llamamos cx a esta curva y notamos con Ix al intervalo
maximal en el que estd definida.

Definicién 2.22 Notamos con
TM = {(p,Y) € TM tales que 1 € Iy}

yconﬂ/_f:TpMﬂm.

Definimos la aplicacién exponencial exp : TM — M como
ezp(p, X) = cx(1).
Si fijamos p € M definimos ezp, : ﬂ/[ — M por
erp,(X) = ezp(p, X).

Los conjuntos TM y CZ:},]\V/[ satisfacen las siguientes propiedades (ver [7] o [23]) :

1. ﬂZ es un abierto de T'M.

—_—

2. 0€ T,M.
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3. Cl:p\]\//[ es una abierto estrellado de T, M.
Lema 2.23 Sea ¢(t,p, X) = cx(t). Tenemos que
o(t,p, X) = o(1,p, tX).

Luego, se tiene que
cx(t) = exp,(tX).

Se puede ver que las funciones ezp : ™ — M y eTpy : ﬂ/f — M son suaves y que

resultan ser difeomorfismos locales alrededor de 0 € T, M. De esta manera podemos dar
la definicién de entorno geodésico.

Definicién 2.24 Sea ¢ > 0y U C M un abierto de modo tal que B.(0) C T,M y
exp, : B.(0) — U sea un difeomorfismo. Al abierto U se lo llama bola geodésica.

Ahora si, podemos definir las coordenadas normales centradas p del siguiente modo.

Definicién 2.25 Sea p € M. Llamamos carta normal centrada en p a una carta (U, z)
donde U es una bola geodésica,

z=¢ loexpt:U—R"

donde ¢ : R" — T, M estd dado por
p(ay,...,a,) =) a;B;
i=1

siendo {F1,..., E,} una base ortonormal de T, M.

Las coordenadas normales son de gran utilidad porque, como veremos en la siguiente
proposicién, nos da una expresion mads simple de las derivadas de la métrica y de los
simbolos de Christoffel.

Proposicién 2.26 Si (U, z) es una carta normal centrada en p, entonces

k _
Pij(p) =0
d 0
95| —,
Oz Ip

para todo 1 <1,7,k < n.
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esté

Demostracién: La geodésica c(t) que cumple que ¢(0) =py ¢'(0) = X = Z aiz
dada, como vimos anteriormente, por c¢(t) = exp,(tX). Luego,
zoc(t)=¢ toezp toexp(tX) = ¢ (tX)=tp (X)

0%(z o c(t))
ot
Sabemos que como c(t) es una geodésica entonces se satisface que

y por lo tanto, =0.

0%(zy, 0 c)(t) d(z;0c)(t)8(z; o c)(t) B
o Tl o o Lulct) =0

i

Por lo observado anteriormente el primer término es 0 y entonces se tiene que

A(z; 0c)(t) d(z; o c) (t)
- M CO) R
1y
para todo t.
0
Si tomamos X = e y evaluando esta dltima ecuacién en ¢ = 0 se deduce que
ilp
Ffi(P) = 0.
. 0
Si tomamos X = 4+ ——| y evaluamos en £ = 0 tenemos que
83:1- p aiBJ’ P
T5(p) + T(p) + T5i(p) + T(p) = 0.
Y como I‘fj (p) = (p) concluimos que T'? (p) = 0 para todo 1, 7, k.
8g;
Vemos ahora que 99| _ .
T lp
09, 0 g 0
’ (p) <'1 > -
oz Ip Bmk Oz, Oz;

9
p’ 8113]

=0V, (o) Lol <o (el v (&) 1)
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= i Ti(P)gu(p) + i PLj(P)giz(p) =0.
O

Usando la funcién exponencial podemos relacionar la bola Euclidea con la bola geodési-
ca. La curvatura seccional y la curvatura escalar permiten calcular como cambian sus
propiedades geométricas dependiendo del espacio.

El siguiente resultado nos brinda una interpretacién geométrica de la curvatura sec-
cional. Esta mide cudnto se diferencia la longitud de una circunferencia de radio pequeiio
r de 27r.

Teorema 2.27 Sea p € M, X,Y € T, M linealmente independientes y Cr, 5, la circunfe-
rencia de radio r en el subespacio generado por {X,Y'}. Sea C};(p) = exp,(Cf, ) € M
y notemos con I(C%,(p)) su longitud. Se cumple que

K(X,Y) = lim 27— {Cu(P))

r—0 73

Por otro lado, la curvatura escalar mide cuanto se modifica el volumen de una bola
de radio 7, con r pequefio, respecto al volumen de la bola Euclidea de igual radio. La
demostracién del siguiente resultado se puede consultar en [14]

Teorema 2.28 Sip € M, B(0) la bola de radio 7 en T, M y sea B,(p) la bola geodésica
en M, B,(p) = exp,(B:(0)) C M, entonces si r es suficientemente chico tenemos que

Sy(p)r?

Vol(B, = Vol(B:(0 <1— 2).
ol(B, (p)) = Vol(B1(0)) (1 — £ 55 + ()
Observemos que con este resultado, si S,(p) > O entonces el volumen de la bola

geodésica centrada en p es menor que el de la bola Euclidea y es mayor si Sy(p) < 0.

2.7. Operadores diferenciales y teoremas integrales.

La definicién de operador diferenciable para variedades Riemannianas la dejaremos
para el Capitulo 3 (ver Deﬁnicic’)n. En esta seccién introduciremos algunos operadores
diferenciales usuales del andlisis como son el Hessiano, el Laplaciano y la divergencia en
el contexto de variedades Riemannianas.
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2.7.1. Hessiano.

Se define el Hessiano de una funcién f € C*(M) del siguiente modo.

Definicién 2.29 Sea (M, g) es una variedad Riemanniana y f : M — R una funcién
suave, llamamos Hessiano de f y lo notamos con Hess,(f) o V2 al tensor de tipo (0, 2)

definido por
V2f = V(Vf).

Es decir es aplicar dos veces la derivada covariante a la 0-forma f, o bien, la derivada
covariante de la 1-forma df. Precisamente,

VI =V(VIX,Y) = Vx(Vyf) = Vx(df (Y)) = X(Y(f)) - df (VxY).

Dada una carta (U, z) la expresién local del Hessiano es

f of
Vif = N1k ) dz; @ dz;.
f %:(amzaxj - z]aa:k) T; ® m]

Usaremos la siguiente identidad mads adelante

Proposiciéon 2.30 El Hessiano satisface que
V2f? = 2(fVAf + df @ df). (2.9)
Demostracién: Dados X, Y € X(M) entonces
VIfAX,Y) = Vx(Vy f?) = Vx(2f V¥ (f)) = 2(Vx(£)Vr () + FVX V¥ (f)).

= 2(X(f)Y(f) + FYA(H)(X,Y)).
0

2.7.2. Divergencia.

Definicién 2.31 Si (M, g) es una variedad Riemanniana, X € X(M) entonces definimos
la dwvergencia de X como

divy(X) =tr,(Z — VzX).
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La divergencia cumple las siguientes propiedades, cuya demostracién puede encontrar-
se en [10]

Proposicién 2.32 Si f € C*(M), X € X(M) entonces
1. divy(fX) = fdivg(X) + g(V,f, X).

2. Si (U,z) es una carta, X‘ Zaz podemos escribir en coordenadas locales

como

dng)‘ (Bal Zaj )
=1 9

que ademds puede expresarse como
div, (X ‘ § (y/det i )a ) 2.10
g( ) /—let(gw 9$k g]) k ( )

3. Si la carta anterior es normal, la divergencia evaluada en P es

. n aai
dwg(X)‘P - ; Ozx;lp

El siguiente diagrama conmutativo relaciona algunos de los operadores vistos.

C (M)

- N
b

S — )

C=(M)

2.7.3. Operador de Laplace-Beltrami.

Definicién 2.33 Definimos el operador de Laplace-Beltram: de una funcién suave f, al
que llamaremos para abreviar Laplaciano, como

Agf = —divg(V,yf) = —try (V2f).
Del diagrama conmutativo anterior se deduce también que

Agf = 6(df).
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Podemos escribir el Laplaciano localmente para una carta (U, z) del siguiente modo

= _ 2 Nk 2L
U %: g (Ba:iaxj * Bxk>

k

Ayf

Observacion 2.34 Si (U, z) es una carta normal centrada en p, tenemos que

82
Agf(p) - Z 8:1:1-8f:z:i

i1

)
De la expresién local del campo gradiente, Ecuacién (2.2), y la de la divergencia,
Ecuacién (2.10)), tenemos la siguiente expresion local del operador de Laplace-Beltrami

10 (o Of
Ay f = _\/ﬁ%:a:ci <gj\/§(9mj>

2.7.4. Teoremas integrales.

En esta secciéon enunciaremos el teorema de la divergencia y las férmulas de Green,
conocidas para el espacio Euclideo, en el contexto de variedades Riemannianas. Las de-
mostraciones de estos teoremas se pueden ver en [10].

Teorema 2.35 (Teorema de la Divergencia)

Sea (M, g) es una variedad Riemanniana y X € X(M) un campo con soporte compacto,
entonces

div(X)dV, = 0.
| div(x)av,

Por el Teorema y la Proposicién podemos deducir que si M es una variedad
cerrada, X € X(M) y f € C(M) entonces

| fdin(X)avg = - [ g(v,f,X)dv,.

Del Teorema de la Divergencia se deducen facilmente las siguientes férmulas llamadas
comunmente Férmulas de Green.

Teorema 2.36 Sea (M, g) una variedad Riemanniana, f;, fo € C*°(M) de soporte com-
pacto, entonces
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L[ (Fibfo = 9(VF1, V) dV, = 0.

2. /M (filgfa — f2lgf1)dV, = 0.

En particular, si M es cerrada tenemos que

AgfdV, = 0.
J o5

29

Si u,v € C®°(M) y consideramos el campo X es el campo que localmente se escribe

como X|y = uv

—, para algtiin 1 <1 < n, entonces por ([2.10

3:[31'

u @
aZEi

tenemos que:

divy(X)|y = \/#gz])ai <\/det(gij) u’u) :

Por lo tanto, cuando M es una variedad cerrada obtenemos que

ou

avy,=— [ v oz /m;ﬂ?z (\/d@t(Qij)) uv dV,. (2.11)



Capitulo 3

Espacio de métricas Riemannianas

En este capitulo estudiaremos el espacio de métricas Riemannianas de una variedad
diferenciable M. Veremos en primer lugar que toda variedad diferenciable admite una
métrica Riemanniana, mas ain admite infinitas. Luego, definiremos una nocién de distan-
cia entre métricas Riemannianas y finalmente veremos como varian algunos operadores
sobre una curva definida en este espacio.

3.1. Espacio de métricas de una variedad Riemannia-
na.

En esta seccién, para simplificar la exposicién, solo consideraremos variedades cerradas,
es decir compactas y sin borde. Sin embargo, muchas de las definiciones, observaciones
y resultados que aparecen son validas en contextos mds generales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, notamos con M al conjunto de
métricas Riemannianas sobre M.

El conjunto M es no vacio, mds atin es un espacio muy grande. En efecto, dado un atlas
{(Uq, )} de M, en cada U, podemos considerar en cada carta la métrica Riemanniana
inducida de R7,

o = Tpe-
Podemos extender estas métricas locales a toda la variedad considerando una particién
de la unidad {p,} subordinada a {U,} y definiendo la métrica Riemanniana

9(P)(X,Y) = pa(P)94(p)(X,Y).

30
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Dada una métrica Riemanniana g y un difeomorfismo f : M — M, el pullback de g
por f en p es

fr9(p)(v,w) = g(f(p))(dfpv, dfyw).

Estas métricas Riemannianas son isométricas a g y tienen las mismas propiedades
geométricas. Por otro lado, dada una funcién positiva f € C*°(M) y una métrica Rie-
manniana g,

h(p)(X,Y) = f(p)9(p)(X,Y)

también resulta una métrica Riemanniana sobre M, que como dijimos en el capitulo
anterior, es puntualmente conforme a g, es decir estd en la misma clase conforme de g.

M es un cono abierto convexo. Si g; ¥ g» son dos métricas Riemannianas podemos
considerar la curva

g(t) =tg1 + (1 —t)go

con t € [0,1]. Tenemos que g(t) € M para todo ¢ € [0,1], g(0) = g y g(1) = ¢1. Por otro
lado, se verifica que A\g € M paratodo A >0y g € M.

Si bien el espacio de métricas Riemannianas es muy grande, de hecho es una variedad de
dimensién infinita, no todas las variedades admiten cualquier tipo de geometria. Existen
algunas obstrucciones topoldgicas.

Por ejemplo, para superficies cerradas el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que

/M KdV, = 2nx(M) (3.1)

donde x(M) la caracteristica de Euler de M, que es un valor que solo depende de la
topologia de M. Si M = T? es el toro, la caracteristica de Euler es x(7?) = 0. Por lo
tanto, de es claro que no es posible definir una métrica Riemanniana en donde la
curvatura sea constante y distinta de 0. Si M = S? su caracteristica de Euler es x(S5?) = 2,
con lo cual no puede haber una métrica de curvatura no positiva.

En variedades de dimensién mayor también hay obstrucciones. Por ejemplo, en [17],
Gromov y Lawson y en [29], Shoen y Yau, probaron que el toro n dimensional no admite
métricas Riemannianas de curvatura estrictamente positivas.

Lichnerowicz [25] y Hitchin [19] probaron que si una variedad diferenciable cerrada
admite una métrica Riemanniana de curvatura escalar positiva entonces su indice o
necesariamente tiene que ser nulo (para una definicién del indice « ver [4] y las referencias
alli citadas).
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Definicién 3.1 Decimos que una métrica Riemanniana g en M es de Einstein si existe
una funcién f € C*(M) tal que
Riccy = fg.

En realidad, en caso de existir, dicha funcién f debe ser necesariamente

S,(0),

flp) =

Es conocido que existen variedades cerradas de dimensién 3 y 4 que no admiten métri-
cas de Einstein. Esto puede verse en [22]. En el Corolario mostramos que S? x S!
no admite métricas Riemannianas de Einstein.

3.1.1. Distancia entre métricas.

En [1], Bando y Urakawa dotan a M de una topologia, que llamaremos la topologia
C* y que es inducida por la siguiente estructura métrica.

Como M es compacta, podemos considerar un atlas finito {U.},—; ; y un cubrimiento

finito de abiertos {V;},_, ; tales que V; C U;.
Dado un tensor A de tipo (0, 2), definimos

.....

8l hs;
Bzz:a

1Rllky, = > >

lee| <k 7,7

o)

Z h;dz; @ d;.

Definimos

I
1Rl =1

s=1

Luego tenemos definido en 7%2(M) la norma

ST
=S o Wk
1Al = 2 5o+ ATy

k=0
y su distancia asociada

di(g, k) = [lg — R|l.
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También consideraremos la distancia C° como
d2(g,h) = sup d3(g,h)
rzcM

donde
d3(g,h) =wnf{d > 0 tales que e_‘s(h)m <(9): < e‘s(h)w}.

Definicién 3.2 La topologia C* en M serd la inducida por la distancia

d:d1+d2.

La distancia d es completa, en particular M es un espacio de Frechet.

3.1.2. Producto interno en el espacio de tensores.

Definiremos ahora un producto interno en el espacio 7%%(M).

Definicién 3.3 Dados v, w € T%*(M) definimos el producto interno (, ) como
(v, w) = / <v,w > dv, (3.2)
M
donde < v, w > es el producto interno puntual definido por

< v, w >= Z giljlgi”2 ... gikjkvil...ikwjl...jk (33)

T14eeeslk s J15eea Tk

siendo v = > vy, 4,dT;, @ ... Qdz, Yy w = > wj ;dT;, ® ... Q dz;, las expresiones
locales de los tensores v y de w alrededor de p.

En particular, para tensores de tipo (0, 1), el producto interno puntual es

<w,v>=) gvwu;

1
y para tensores de tipo (0, 2), el producto interno puntual es

ik 7
< w,v >= Zg g’ Wi Vy5.
ijkl
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Observacién 3.4 El operador codiferencial § : 7%%(M) — T%~1(M) es el operador
adjunto de la derivada covariante V : T%*~1(M) — T%¥(M) con respecto al producto

interno (, ), es decir que
(u, Vv) = (du,v).

Recordar que si £ = 0 la derivada covariante coincide con la derivada exterior
V=d:C®(M)— Q' (M)

y su adjunta d : Q' (M) — C*(M) satisface localmente que

§(w) = (3.4)

\/W Z az, ( det(Qij)"”J’)

n
siw =) wdz;.

i=1

En particular, si f € C*(M),

§(Fw)=— Y L g, - fou. (3.5)

i 8112Z

3.2. Descomposiciones del espacio tangente de M.

Como mencionamos, el espacio de métricas M es un subconjunto de las secciones
C*(M) del fibrado tensorial de tipo (0,2) sobre M. Precisamente, las secciones que son
simétricas y definidas positiva. Si g € M, su espacio tangente, T, M, son los tensores
simétricos

T,M = S*(M) C T>*(M).

En esta seccién estudiaremos este espacio. Definiremos 3 acciones sobre M las cuales
inducirdn descomposiciones de este espacio. Precisamente, veremos que S?(M) se des-
compone como

donde
— {h € S*(M) tales que h = Lxg para algiin X € X(M)},
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aqui Lx denota la derivada de Lie, cuya definicién y principales propiedades pueden
consultarse en [34];

S; = {h € S*(M) tales que h = ug para alguna u € C*°(M)};
y S los tensores transversales y sin traza, es decir aquellos que satisfacen

S, = {h € S*(M) tales que 6h = 0y tryh = 0}.

Esta descomposicién fue introducida y usada en [3], [11] y [13]. A continuacién daremos
una idea de como podemos dividir el espacio de tensores simétricos de tipo (0,2), S?, en
estos tres conjuntos.

Notemos con D al grupo de difeomorfismos de M. D actiia sobre M mediante el pull
back

f-9=7r"(9).

Observemos que dos métricas Riemannianas en la misma ¢rbita O, son isométrica-
mente equivalentes. Luego, en cada érbita se preservan las propiedades geométricas.

Por otro lado, las funciones suaves positivas, Cj, actian sobre M por
f-9(p) = f(p)9(p)-

La érbita de g es la clase conforme de g, [g].

Consideremos el conjunto C = D x €. Podemos dar a C estructura de grupo con la
operacién

(f1,h1) - (f2, ha) = (f1 0 f2, ha - (h1o f2)).

Notar que C es el producto semidirecto entre D y C5. C actua sobre Cj por

C=DxCH — C

(f,h) — hof.

Definimos la accién a derecha de C sobre M como
(fih)-g=nh-(f"9).

La érbita de g con esta accién, C - g, estd formada por las métricas conformemente
equivalentes a g. Muchos de los resultados discutidos en esta tesis serdn invariantes sobre
cada una de estas 6rbita.
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Para cada g € M, el grupo de isotropia de g con la accién de C es

Co={(f,h)€C/h-(f"9) =g}

que claramente es isomorfo al grupo de difeomorfismos conformes de (M, g), conocido
como grupo conforme.

{f € D/ f*g = hg para algtin h € C$} C D.
El isomorfismo es ¥(f,h) = f.
En [11], Ebin prueba el siguiente resultado:

Teorema 3.5 Sea g € M. Existe un entorno abierto U C O, de g y una funcién x : U —
D tal que si f*g € U entonces

(x(f79))'g = fg.

Ademads, existe una subvariedad S de M que contiene a g y un difeomorfismo
F:UxS—FUxS)CM

que satisface que
F(h,s) = (x(R))"(s).

El espacio tangente a S en g estd formado por los tensores transversales,
T,S = 67'(0)
donde ¢ es la codiferencial.

La descomposicién provista por el Teorema (3.5| resulta muy util para el estudio de
métricas Riemannianas. Si G : (—¢,€) — M es una curva, con G(0) = g, consideramos,
eventualmente achicando e,

H:(—€e€)— S

dada por
H(t) = mp 0 FY(G(t))

donde 7, : U x S — S la proyeccién en la variedad S. Si F~(G(t)) = (u(t), s(t)) tenemos

que
x(u(t)) (s(t)) = G(¢)
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con lo cual las métricas s(t) € S y G(¢) estdn en la misma orbita, para todo ¢, de la accién
del grupo D sobre M. Es decir, si m : M — M /D es la proyecciéon de M al espacio de
orbitas entonces

wH(t) = nG(t).

Luego, si tenemos una deformacién de una métrica g que tiene ciertas propiedades
que son preservadas por difeomorfismos conformes, como por ejemplo las que estamos
interesados en esta tesis, la deformacién H tendrd las mismas propiedades pero con la
ventaja de que H estd en la subvariedad S. Como el tangente a S en g es § *(0) para
analizar propiedades invariantes por difeomorfismos conformes a través de deformaciones
alcanza con estudiar curvas cuyo tangente en g este en §71(0).

En lo siguiente trataremos otras descomposiciones de S?(M). Primero, recordamos
brevemente la nocién de operador diferenciable y su simbolo (ver [31]).

Definicién 3.6 Sean F y F' dos fibrados vectoriales de rango finito sobre M y notemos con
C®(E) y C*(F) a sus secciones suaves. Decimos que un operador D : C*(E) — C®(F)
es diferenciable de orden k si en coordenadas locales puede escribirse como

0%u

D(u)(z) = 3 aa(z)5 (@)
|l <k *

donde o es el multi-indice a = (au,...,0,) ¥ o] =) o
i=1

Por ejemplo, el operador de Laplace-Beltrami A, y el Laplaciano conforme L, (ver
Capitulo 4) son operadores diferenciables de orden 2.
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Definicién 3.7 Con la notacién de la definicién anterior, si D : C*(E) — C*®(F) es un
operador diferenciable de orden k, para cada z € M y t € T, M definimos el simbolo
0+(D) como el operador lineal sobre las fibras de z en E y F'

oi(D): E, — F,

definido del siguiente modo. Si f € C*(M) es tal que
f(z)=0ydf(z) =t
entonces o;(D) satisface que
a(D)(X) = 3 D(f*X)(2)
para X € E,.
Decimos que D tiene simbolo inyectivo si

oi(D): E, — F,

es inyectivo para todo t # 0.

El siguiente Teorema fue probado por Berger y Ebin en [3].

Teorema 3.8 Si D : C*®(E) — C®(F') es un operador diferenciable de simbolo inyectivo,

entonces
C*(F) = D(C*(E)) @ (D*)"*(0). (3.7)

Ademas D(C*(F)) y (D*)*(0) son ortogonales respecto al producto interno de C*(F').

Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente descomposicién de S?(M).
La derivada covariante V : 7%(M) — T°?(M) es un operador diferencial. Sea

51 S2(M) — QY (M)

la restriccién del codiferencial, que es el operador adjunto a V, al espacio de tensores
simétricos de tipo (0, 2). Luego,

§* QY (M) — S*H(M).
El Teorema |3.8| implica que

S*(M) =61(0) @ 6* (Q1(M))
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Veamos que el tangente a la 6rbita O, en g es 6*(2'(M)) y 671(0) es su complemento
ortogonal.

Dado g € M consideramos el morfismo
¢g:D — O,

dada por
¢q(f) = f*g.

Es facil ver que T;4D es el espacio de campos tangentes a X(M). En efecto, si u(t) es una
curva de isomorfismos tal que u(0) = id), tenemos que

d
au(o,p) = X(p) e T,M

para todo p € M. Es decir, u es el grupo uniparamétrico de difeomorfismos del campo
X. Luego,
(dgpg)ia : X(M) — To(Oy) C 52(M)-

Si u(t) es el grupo uniparamétrico de difeomorfismos inducido por el campo X tenemos
que

ag,| ()= 2| (@)(@) = Lxg (39)

donde Lxg denota la derivada de Lie de g en la direccién X.

id

Por lo tanto, podemos identificar el tangente a la 6rbita O, con

T,(0,) =~ {Lxg: X € X(M)}.
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Mediante el isomorfismo musical b podemos identificar X(M) con Q*(M). Dado X €
X(M) tenemos que

5 (Vrh(X)(Z) + V(X)) =

[Y((X)(2)) - b(X)(VyZ) + Z(b(X)(Y)) - b(X)(VzY)]

N —

Y(9(X, 2)) + Z(9(X,Y)) — g(X, VyZ + VzY)]

N —

= ; [9(VyX,Z)+g(X,VyZ) +9(VzX,Y) + 9(X,VzY) - 9(X,VyZ) — g(X,VzY)]

[9(VyX,Z) +9(VzX,Y)]

N |

[g(va + [Y’X];Z) +g(vXZ + [Z, X],Y)]

N —

1

[g(vYX’ Z) +g(vZX’ Y) + g([Y’ X]’Z) + g([Z’X]’Y)]

N |

[X(g(Y, Z)) - g([Y, X]7Z) - g([Z, X]’Y)]

N |

1

Luego por (3.8, tenemos que

ddy| (X) = Lxg = 26°(b(X)). (3.9)
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Por lo tanto, la imagen de ¢* es el tangente a la 6rbita por la accién de D. Por otro lado,
su complemento ortogonal es el Ker(4).

Dado g € M. Consideremos la érbita de g por la accién del grupo C, es decir C - g. Si

Py : C =D x CTH — M esta dada por
Yo(fs h) =h-(f79)
entonces
C-g=1Im(y,).
Notar que ,(id, 1) = g. Luego, 7, = (d¥g)(ia,i) : X(M) x C®(M) — T,C-g C S*(M) estd
dada por
TQ(X’ u) = (dwg)(id,i)(X’ u) =Lxg+u-g.

En efecto, si h es el grupo uniparamétrico inducido por X y f es tal que f(0) =1y

f'0)=u

(@)X = 5| (0 (b@re) =ug+ 5| (1)) = ug+ Lxs.

Con lo cual, el espacio tangente a la érbita C- g en g es

T,C-g={7,(X,u) =ug+ Lxg: ue€C®(M), X € X(M)}.
El siguiente teorema, probado por Fisher y Marsden en [13] nos da otra descomposicién
de S?(M).
Teorema 3.9
Sz(M) =Sy +851+ S5,
con Sg = (So + S]_)L.

So+ 51
C-g

g \52
S



CAPITULO 3. ESPACIO DE METRICAS RIEMANNIANAS 42

Demostracién: Consideremos 7, : X*(M) x C*® — S?(M), dada por
7o(b(X),u) = Lxg + ug.

Como el simbolo de 7, es inyectivo, por el Teorema , S2(M) se puede descomponer

ortogonalmente como
S*(M) = Im(7,) P Ker (7).

Luego, como I'm(7,) = S + S1, para probar el Teorema alcanza con ver que la adjunta
de 7, es
7, (h) = (204h,tr h).

Observemos que

<7 (h), (0(X),u) >=< h, 7(b(X),u) > =

=< h,Lxg > +utry(h).

Afirmamos que
< h,Lxu>=2<h,Vbh(X) > (3.10)

Si suponemos cierto ([3.10|) tenemos que

< #(R), (D(X),u) >=2 < h, Vb(X) > +utry(h) =
=2 < 6h,b(X) > +utr,(h)

=< (20h,try(h), (D(X),u) > .

Con lo cual
7* = (20,try(h)). (3.11)

Por lo tanto, para probar la descomposicién solo debemos demostrar la igualdad (3.10).
1o}

Dado p € M, sea (U,z) una carta normal centrada en p y sea X‘ = Zai—am la
U ; i

expresion local de un campo X. Por defincién de la derivada de Lie sobre tensores (ver
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[34]) tenemos que

Lx(9) (ai ai ) = Lx(gu) — g (LX (%) ,;@) —9g (;C,LX (;ﬁ)) . (3.12)

Como 5 5
Ly|— ] =X, —
X <3£Ek> [ ' 8:rk

8 0 > <39kl da., oa, >
L = .
x(9) <8:c s Z bz, + B:I:kgrl + 8z, - Okr

Oa, 8
— 9z}, Oz,

entonces

Dado que (U, z) es una carta normal centrada en p obtenemos que

o0 0 ) Oa; Oay.
L — 3.13
X(g) <8mk Bml (p) Bmk afEl P ( )
Asi,
<k, Lxg > (p) = > d*(0)9” (0)hi;(2)(Lx9)r(p) =
17kl
oa; Oa; 3a
= hy ( 7 : )—2 hii(p)=2| . 3.14
%: i(D) bz;lp ' Bz, lp Z 3 ‘p (3.14)

Por otro lado,

0 0 0 0
v (2,902 Dy (2 ) hx (v, 2 )=
afﬂk 8112[ 6IIJk 83:; % 8112[

0
— 87% <Z arg'rl> - Z PZlasgsr-

Evaluando en p, tenemos que

0 0| _ou
VbX (azz:k oz,) |, = Bz, (3.15)
Luego,
Oa;
<X > (p) = 30" (00 (P)hs () (VO HDu(p) = 2 ip) 5 (3.16)

17kl
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Por ([3.14) y (3.16]) concluimos que para cada p € M

< h,Lxg>(p)=2<h,VbX > (p), (3.17)

lo que prueba la afirmacién. O

Como consecuencia directa de la descomposicidn provista por el Teorema tenemos
que el espacio tangente a una estructura conforme dada en el espacio Riemanniano de
estructuras conformes

M/CS
D
estd formado por los tensores simétricos h € S?(M) tales que

§h =0y trh = 0.

3.3. Curvas en el espacio de métricas.

En esta seccién estudiaremos como varian el operador de Laplace-Beltrami y la cur-
vatura escalar cuando recorremos el espacio M a través de una curva analitica. Algunos
de estos resultados pueden encontrarse en [2].

En lo siguiente consideraremos el espacio de curvas analiticas en M. Lo notaremos
con

C¥(I) ={G : (—€,¢) - M : G depende analiticamente del pardmetro ¢}.

Los resultados de esta seccién son validos para curvas diferenciables. Sin embargo,
elegimos restringirnos a curvas analiticas ya que los argumentos para probar el resulta-
do principal que analizamos en esta tesis (ver capitulo 5) hacen uso de deformaciones
analiticas.

De aqui en mds, utilizaremos la siguiente notacién. Si G : (—¢,e) — M es una curva
analitica con G(0) = g notaremos con

Gt — G(t)7

H, = H(t) = G'(¢)

h = H(0) = G'(0).
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Luego, tenemos que
G: =g +th+o(t).

Para estudiar como cambia el Laplaciano Ag, y la curvatura escalar Sg(:) consideramos
para f € C*(M)

d(Ath)
Bef = =4
y
dSq,
Sé;t — W

Proposiciéon 3.10 Con la notacién establecida anteriormente tenemos que
(GY)(t) = = >_G* ()G (t)Hu(?)
Kl
Demostracién: Si A(t) una matriz inversible con inversa A~'(t), entonces derivando
A(t)A1(t) = I obtenemos que
(A1) =—-A(B)AR)A ().

Asi, si A(t) = (G(t))i; y A7H(t) = (G¥(t)) se tiene que
(GY)(t) =~ ; (; Gik(t)HkZ(t)> GY(t),

y esto prueba la proposicién. O

Observemos que del mismo modo podemos probar que paracada 1 <r <mn

9 )=~ o' 021, (319)

kl

La siguiente proposicién nos da una férmula para la derivada del elemento de volumen
dVg(+) que nos serd de gran utilidad para poder calcular algunas derivadas.

Proposicién 3.11 Si G € C¥(I.) entonces

; 1
(dVGt) (t) = Et'f’gt (Ht)dVGt-
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Demostracién: Recordemos que el elemento de volumen expresado en coordenadas lo-

cales es
dVg, = +/det(Gy;(t))dzy .. . dz,.

Derivando esta expresién obtenemos que

(dVG’t)l

(det(Gy;(t)))dzy . .. dz, =

_ 1
t N 2 det(GW(t))

1 1
= det(Gy;(t))trgus ) (Hy(t))dz ... dz, = EtrGthdVGt,

- 2,/det(Gy;(1))

donde en la antedltima igualdad usamos la férmula de Jacobi. Esta dice que si A(%) es
una matriz simétrica que depende suavemente del pardmetro ¢, entonces la derivada del
determinante de A(t) es

;tdet(A(t)) — det(A(t))tr (A(t)‘ljtfl(t)> :

]

En la siguiente proposicién obtenemos una expresién para la derivada del Laplaciano.
La demostracién que daremos estd inspirada en la de Berger en [2].

Proposicién 3.12 Con la notacién anterior, la derivada del Laplaciano de G(t) evaluado
en f € C*(M) es

1
A, f =< H,V’f>— < §H; + §d(trgt(Ht)),df > . (3.19)
Demostracion: Para demostrar esta férmula, bastaria ver que
1
(A/th,’U) = (< Ht’ vzf > —< 5th + id(tTGt(Hf))’ df >"U) (320)

para toda funcién suave v definida en M.
Comencemos observando que por las férmulas de Green, ver Teorema [2.36}

(Ath’ ’U) = /M Gt(thf) thv)dVGt'
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Derivando con respecto a ¢t en ambos lados, y por la Proposicién [3.11, que nos da una
férmula para la derivada respecto de ¢ del elemento de volumen, tenemos que

1
(8, f,v) + [ Afvtre,(H)dVe, =

- / UGV, W))dvgﬁ / G: (Vf,Vv) 1if?"c:t(l’jﬂs)aﬂfc:t- (3.21)
M dt M 2

Dada una carta (U, z) y supongamos que el soporte de v estd incluido en U. Utilizando
coordenadas locales

of ou
83:1- aa:j )

Gi(Ve.f,Vev) =3 G () (3.22)

Entonces, por la Proposicién la derivada de ([3.22)) con respecto a ¢ es

UGTLI)| _ S(e 1L % @ = - > G*)E ()

ijkl

of ov
8:1:1- 8:z:j '

Por otro lado, el segundo término del lado derecho de la igualdad (3.21)) puede expre-
sarse localmente, usando la ecuacién (3.4)), del siguiente modo

/U (Vf, V) ;trgt(Ht)dVGt _ ;(t'rgt(Ht)V f,Vv) = ;(&(trgt(Ht)V £),v) =

GY(t)y/det(G; trtH>'Ud,Vt
= r(GU N CONCEBEES g

15 tTGt(Ht)) af
STACT o

\/WZ rGt(Ht <G’”(t)\/det (G4(2)) )] vdVg,
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ZG”(t ”Gt(H’f)) ou. dVGt — = / tre, (Hy)8:(V fvdVe,

- / <_ 3G (8) (trGt(Ht)) :f . ) _—
Luego,
[ G (V1,90) tre.(H)aVe, = (< dltre,(H),df >,0) + (Stra(H)Aeuf, v) - (329)
Por otra parte, el primer término de la parte derecha de igualdad es

d(G(Vf,Vv)) .., _
/U dt Ve, =

/Z( 1]) af 311 VGt_ /Zsz(t)Gﬂ t)Hy(t )ggiaa;jdvgt. (3.24)

17kl

Por las ecuaciones (3.21)), (3.23)) y (3.24) para probar (3.20)), resta ver que

/ ZG““(t)Gﬂ(t)Hkl(t)gf ;” dVe, = (< 8:Hy,df > — < H,,V*f >, ). (3.25)

ijkl
Comencemos observando que
(< 0:Hyy df >,v) = (6:H;, vdf) = (Hy, V(vdf))
y por lo tanto, usando la Ecuacién , podemos escribir localmente

(< 6:Hy,df > — < Hy, V2 f >,v) =

- [ (eoeomo (L 2 o)

ikl Oz; xa
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of
655.;

—le(t)GJl(t)Hkl(t) (sz)ijv> dVGt

. j 8f o
_ le G]l H v
o /U (t) (t) K (t) aiBi aiBj d Gt

Con esto tltimo queda probada la Ecuacién (3.20)) para funciones v con soporte en

U. Veamos que se cumple para toda funcién v € C*°(M). Consideremos {(Us, To)}1<a<n
un cubrimiento finito de cartas de M y {p,} una particién de la unidad subordinada a

{U,}. Luego,
V=) pav

y

(Ag, frv) = (A’th,Zpav> = Z/U < AL, pav > AV, =

1
e Z /U < < H‘t; sz > — < 5th + Ed(trGt(Ht)), df >’ pa'U>dVGt —

1
- (< Ht,vzf > — < 5th + id(tTGt(Ht)),df >,’U)
y, por lo tanto, queda demostrada la proposicién. ]

A continuacién calcularemos la derivada de la curvatura escalar.

Proposicién 3.13 La derivada de la curvatura escalar sobre la curva G(t) en t = 0 es

(Sa.)

(p) = — < h, Riccy > +0;h + Dg(try(h)). (3.26)

Demostracién: Sea p € M y consideremos (U, z) una carta normal con respecto a la
métrica Riemanniana ¢ = G(0) centrada en p. Cabe destacar que si bien la carta es
normal con respecto a g, no necesariamente es una carta normal centrada en p para G(t)
con t # 0.
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Recordemos que

So)(p) = tre)(Ricey(p)) = > G (t)(p) Ris (t)(p).

j

Es bien sabido que la expresién local con respecto a la carta (U, z) del tensor de Ricci
de G(t) es

k
donde T'7,(¢) = I'7,(G(¢)).
Por otro lado, los simbolos de Christoffel de G(t) son
0Gu(t) 0G;i(t) 0Gy;(t
Ffj(t) Zle(t) ( l( ) Jl( ) _ J( )) )

; oz; ozx; oz;

mﬂt):z(ﬁiﬁ” (t + O - T (t))

Luego las derivadas de los simbolos de Christoffel se escriben como

ory(t) _ }Z A GH(t) ( 0Gu(t) anl(t) B 3Gz’j(t)>} _
ozTy, 2 77 0z, oz; oz; o,

_1 > [8G’°l(t) (3Gﬂ(t) L 9Gau() _ aGij(t)) e <B2Gﬂ(t) L PGalt) _ 32Gz’j(t)>}
N 2 ] 8£Uk Bzz:j 82}1‘ Bml afllkafll] afllkaflll Bmkaml '

Del mismo modo obtenemos que,

ark(f) 1
ij 5 ;

AGH(t) <8le(t) , 9Gu(t) BGki(t)> N
Bzz:j 8:1:1- Bmk 32)1

- (62le(t) 8Galt) 82Gki(t))
323]'8(12,_' ijamk aflljaflll

Como (U, z) es una carta normal centrada en p, para t = 0 tenemos que

09;; —0 8g"

Tk =0 -0 =2
z](p) ) aka o ) aka

=0

Y 9i;(p) = di;. (3.27)
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Luego por (3.27) y la Proposicién tenemos que

51

1d 6°ga 8°g;1 0%g;;
R (0)= -— kl( L it w)
(Bs) p( ) 2dt‘to%: [g Oz0z; Ozdz; Oz
_ kz( 8 g 8°9a  Ogwi >]
J O0z;0zr; Oz;0z, Oz;0xz;/ 1lp
_ 12(—h ( 6%g 89y gy >+h ( 6% g 8ga  O%gwi ))‘
24 K Ozy0zr; Oz,0z; Oz,0x; K O0z;0z; Oz;0z, Oz,;0x P
+1Z( kl( Bzhil 82hﬂ _ 32hij > _ kl( 82hkl 82hil _ azhkl )) ‘
2 %l g BkaBSBJ 8:1:,68331 8$k8zl g al'jal',; aijafEk 323]'85131 p.
(3.28)
Como G,;(0)(p) = g;;(p) = d;; tenemos que
> (67(0)(R,)(0)) (p) =
1J
- 1Z<—h ( 6%g 8%g9a g >—|—h ( 6% g 8%ga g >>
2+ K 0z,0zr;, Ozi0z;, Ox,0% K Oz;0r; Oz, 0z, Oz;01; D
—FlZ( 82hik 82hik _ 82}1” _ 82hkk _ 82hik Gzhki >‘
2 \O0z0z; Oz, 0z; Oz0z) Oz;0z; 01,07 0T 071/ Ip
:EZh <_ 6%g 6°g:i 0%gr 0%gws )‘ "’Z( Ohy,  O%hi; ))
24 M\ 81,0z; 0Oz,01, 01,01; 01,01,/ I o \Ozx0z; OzxBzy/ lp
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Entonces la derivada de la curvatura escalar en ¢t = 0 es

(Se.)'|_ (1) =2 ((G")(0)R4(0) + G (O)(R,)(0)) (p) =

ij

gil 32_%' 32_%1 )
S hiR.(0 h ( _
Z]: 75 (0) — Z W\ oz.0z; 07,01, 0,01, )ﬁ

1kl

0 hix 0hi; )
+%c: (G:I:k&z:i B 0z, 0z,

P

Por otro lado,

A, )e) = —tr, (7 (S o7 ) ) -

_ 17 o T 1] J
=-24" [8mk8ml <Zg h”) Z:F” oz, ]

)

P

8%gv 8%hs;
B Z 8$k8$k ‘ % 8$k8$k P
Ademas,
0
82h = try(V(try(Vh)) Zg” (tr,(Vh)) ZV (tr,(Vh)) < 8m4> =

Btr,(Vh) [ 8 5 Btr,(Vh) [ 8
_ g _ _ Tg < )
N ; oz; (3@) tro(h) va% oz; ; oz; oz,

= Z < z %:gkl(Vh)kz < ))
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9 <3 3) < 0 9 ) (3 0 ))
_Zaxl (%: <8$kh oz’ dz; h v%@x;’axi g Bazk’va%aa:i

= (50 (Gae - 37w - i) )

8%hy; ar,

_ B GP;k _ )
N %: <8$i8$k Z h” ) oz; fkr

r s

8% hi; 1 ( 0% s 0% s 0’ gk )
— - rs _ h"ri
%; (c’?a:ic'ia:;c 2 Zg Oz;0z + Oz;0z, Ox;0x,

1 rS 829]65 82915 82.gk'l >
2 2.9 (8@8@ + 8z;0z;, 01,07, er

rs

o Z o? h'k7, Z( o° Jkr azgkr . azgkk >h )
0z;0T, 2 <~ \ Oz;0zy, axiazzzk oz;0z,/)

1 02 gy 8%g;r 8 gs )
2 Z <8$i8:1:¢ + dz;0z;, 01,07, Pk

Notar que por simetria tenemos que
82g'Ll gzk
2 g 2,0 _Z " oz,01,

ikl

Luego renombrando adecuadamente los indices obtenemos que

8% hi; %94 8%gi 8% gui
62h = * —=N"h ( ’ “ ) . 3.29
g ; 0101, 2 Z “\%oz, .0z, 01,01, + oz 0z; ( )

Finalmente,
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— < h, Riccg > +62h + Ag(try(h)) =

8%hy; 1 8%g; 0%gi 0°
k 52 ( ga &g " gkl)

— " hyR; - 2
izj I ]+%:8:1:i8:1:k o 0z;0z;, Oz,0z; Oz,0z;

gz] - 82}7‘11
+ Z 8a:k8:1:k z] Zk azzzk&rk

Phy;  Ohi,
hl R‘L ( T 17 )
Z ity Z 01,0z,  OT,0Ty

azgil 32_%‘ 329kz 329kz
5 Z hi - + —2
ikl amiamk a:I;kaml amiami Gmiami

8%h,; 8%h,; 1 829y 8%g.; 0%gi;
_ hiiR;; < i i )_ R <2 i i >:
%.: 34t %; 0z,0zr, OziL0T% 2 %z: M\“6z1;0z, 01,01, 01,01,

= (Se.)

0(1))-
0

Observacién 3.14 La férmula (3.26]) vale para todo ¢, no solo para ¢t = 0. Precisamente,
se satisface que

(Se.)'(t) = — < Hy, Riceg, > +02,H; + Dg,(tre, (Hy)). (3.30)

En efecto, si realizamos la traslacién G(t) = G(t + to), G(t,) = G(0) y si llamamos
= G(to) y ho = G'(ty) tenemos que

(Se) ety (Set0)

=< ho, Riccg, > +062 ho + Agy(trg,(hao)). (3.31)
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3.4. Funcional de Hilbert-Einstein

En esta seccién introduciremos el funcional de Hilbert-Einstein. Este es un funcional
en el espacio de métricas M que resulta muy importante porque, como veremos, sus
puntos criticos son las métricas de Einstein. Este funcional no tiene cotas inferiores ni
superiores. Como mencionamos en la Seccién hay variedades que no admiten métricas
de Einstein, con lo cual el funcional podria no tener puntos criticos. Veremos que cuando
tiene puntos criticos, estos son puntos silla.

El funcional de Hilbert-Einstein Y : M — R estd definido por
_ Ju SedVs

Y(9) W

donde V,(M) = / dV, es el volumen de (M, g).
M

Notaremos con R : M — R al funcional
Ju 844V,
R(9) = 77
Vo(M)

Cuando restringimos el dominio del funcional de Hilbert-Einstein a una clase conforme
[9], lo lamamos funcional de Yamabe y lo notamos con J, es decir

J=Y| .
lq]

Notemos que el funcional de Hilbert-Einstein es invariante por reescalamientos esca-
lares. En efecto, si § = Ag tenemos que

1
S5 =Sy y dVs = ™24V,

con lo cual el volumen es
Volz(M) = \"?Vol,(M).

Por lo tanto,

Y(3) =Y (Ag) =Y(9).

Por otro lado, si Vol;(M) = 1 entonces

R(g) = Y (9)-
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En particular, para la métrica § = Vol,(M)~?/"g tenemos que
R(§) =Y (9)-
Notemos con M; = {g € M tales que Vol,(M) = 1} y consideremos una curva G(t)
con G(0) = g € M; y G'(0) = h € S?(M). Siguiendo con la notacién anterior
G(t) = V(8)"*"G(t)
donde V() = Volgw (M).

Proposicion 3.15 La derivada con respecto al pardmetro £ del funcional de Hilbert-
Einstein puede expresarse como

d
A
donde F(G:) = Riccg, — :5¢, Gt + % 2R(G:)G:.

Y(Gy)) = =V (t) "2/ (H, F(Gy))

Demostracion: Para calcular la derivada del funcional de Hilbert-Einstein, usaremos la
Proposicién que dice que

(Se.)'(t) = — < Hy, Riceg, > +02,H; — Dg, (tr(Hy)). (3.32)

Como consecuencia de la Proposicién la derivada del volumen de (M, G;) es

d 1
V() =5 /M tre,(Hy) dVe,.
Luego,
d d ( [1ScdVs,
—(Y (G = | = =
dt( ( t))’t dt( V(t)"T_2 ¢
- 2 —2n+2
= —n V(t) n+ / tTGt(Ht)dVGt / SthVGt+
2n M M

. 1
TV ( /M Se. Ve, + 5 /M Se,tre,(Hs) dVGt> .
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Por un lado, dado que g, es el operador adjunto de V con respecto al producto interno
(,), tenemos que

| 0% HodVs, = (63,Hi, 1) = (66, Hy, V1) = 0
Por otro lado, el Teorema de la Divergencia nos dice que

/ AGt(t"’Gth) dVGt =0.
M

Con lo cual, utilizando (3.26)) tenemos que

/ Sk, dV, = — / < H,, Ricc, > dVe,.
M M

Luego,
(Y(Gy) = +( / < H, G, > dVGt> / Se,dVe, +
neo , 1
V(t)_T /M <_ < Ht,R?'CCGt > +§SGt < HtaGt >) dVGt
n— n—2 / SthVGt
— —V(t)iT2 (/ < Ht,Gt > dVGt>V_(t)—|—

| 1
n /M < H,, Riccg, > — Sg, < Hi, Gu > dvgt}
— V@) / <Ht, " 2R ()G, + Riceg, — SGth>dVGt

— —V(t)fanz(Ht, F(Gy))

que es lo que queriamos ver.

Tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.16 Sea g € M;. La métrica g es un punto critico del funcional de Hilbert-
Einstein si y solo si
F(g) =0.

En particular, podemos observar, que los puntos criticos del funcional de Hilbert-
Einstein son métricas de Einstein.

En efecto, si g es un punto critico del funcional de Hilbert-Einstein se tiene que

n—2

, 1
Ricc, = <2Sg — 2n’R(g)> g.

Si tomamos traza a ambos lados de la igualdad tenemos que: como se debe cumplir

1 n—2 1
539 - 772(9) = ﬁSg,

deducimos que
Sy = R(9).

Observacién 3.17 Debido a la segunda identidad de Bianchi (ver [7]) si dim(M) > 3
y g es una métrica de Einstein, la curvatura escalar es constante en cada componente
conexa de M. Esto no es cierto cuando la dimensién de M es 2. En dimensién 2, todas las
meétricas son de Einstein pero no todas son de curvatura escalar constante. Por otro lado,
como ya mencionamos, tampoco es cierta la reciproca. Existen métricas de curvatura
escalar constante que no son de Einstein.

Corolario 3.18 En S? x S, el funcional de Hilbert-Einstein no tiene puntos criticos.

Demostracién: Si tuviera puntos criticos, S? x S admitirfa una métrica de Einstein.

Dados T'y G dos tensores simétricos de tipo (0, 2) su producto de Kulkarni-Nomizu
es el tensor simétrico de tipo (0, 4) definido por

TRG(X,Y,Z,W) = T(X,W)G(Y, Z) + T(Y, Z)G(X, W)

~T(X,Z)G(Y,W) — T(Y,W)G(X, Z)

que resulta ser un tensor algebraico de curvatura, (ver [7]).

En particular, el producto de Kulkarni-Nomizu de una métrica g consigo misma es

9BY(X,Y,Z,W) =2(9(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g9(Y,W)).
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El tensor de curvatura puede descomponerse del siguiente modo, (ver [4])

1 S S,
R=W+ — | R: _9) "9
+n—2< w9 @g—|—2n(n_1)g®g

donde
W=R—-—A®M®yg
es el tensor de Weyl y

1 S
A= —— <Rz’cc9 — 9g>
n—2 2(n — 1)

es el tensor de Schouten.

En dimensién 3 el tensor de Weyl es siempre nulo. Luego, si g es una métrica de
Einstein entonces

. S
Ricc, = ;g g

y, por lo tanto,

R= gPg = CgDyg

_ 9
2(n—1)
donde C es una constante.

De esto se deduce que la curvatura seccional de g es constante. Luego, su revestimiento
universal deberia ser o bien R? o bien S3, sin embargo su revestimiento universal es S? xR,
lo que es una contradiccién. O

En caso de que el funcional de Hilbert-Einstein tenga puntos criticos, estos no serdn
extremos relativos.

Teorema 3.19 Si g € M es un punto critico del funcional de Hilbert-Einstein, g serd un
punto silla.

Para probar el teorema anterior comencemos calculando la férmula de la segunda
variacién del funcional Y en g, donde g € M; es una métrica de Einstein.

Derivando la primera férmula de variacién Y obtenido en la Proposicién tenemos
que

—n—

(v@6))'| = (-vey™ (m,FG)) =
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_n—|—2
oon

—n—2

V)5V (H, F(GY)) — V()7 [/M < H,F(G,) > dVe,+

1
+/M < H, (F(G)) > dVe, + /M < H, F(G) > EtrGt(Ht)dVGt].

Si evaluamos en ¢t = 0, teniendo en cuenta que F(G(0)) = F(g) = 0, H0) = h y
V(0) = 1, obtenemos que

v'(@Gi) =- /M <h (Fo G)'(o) > dv,.

t=0

Como g es una métrica de Einstein de volumen 1 se tiene que R'(g) =0y S, = R(9g).
Luego

! } 1 1 n—2 n—2
<F o G) (0) = Ricc, — §S;g — ESgh + WR/(Q)Q + WR(g)h =

1 1
= Ricc, — =S.g — —R(g)h.
chg 2 gg n (g)

Por lo tanto, si notamos con
1, 1
L(h) = Ricc, — 5399 - ER(g)h (3.33)

la segunda variacién del funcional de Hilbert-Einstein en g € M; un punto critico resulta

ser
v(Ge)|  =- /M < h,L(h) > dV,.

t=0

En la Seccién mostramos que el espacio S?(M) se puede descomponer como
S*(M) =Sy + S1+ S,

donde Sy estd formado por los tensores de la forma Lxg, S; son los tensores de la forma
ug con u € C*(M) y S por los tensores transversales y sin traza.
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Para ver que el funcional de Hilbert-Einstein no tiene extremos, mostraremos que si
g es un punto critico entonces
Y'/I

imo <0

sobre S,. Esto nos dice que Y tiene un maximo local en la curva con tangente en S,. Por
otro lado, g resulta un minimo local en las direcciones de Sy + S;.

En los siguientes lemas daremos una expresién del funcional £(h) sobre cada uno de
los espacios Sp, S1 ¥ Ss.

Lema 3.20 Si h € Sy, es decir A = ug con u € C*, entonces

. 1 1 n—2
L(h) = Ricc, — 55;9 — ESgh = ((uSy — Au) g — V?u).
Demostracion: Sea p € M, consideremos una carta normal de centro p.

En la Proposicién demostramos la férmula (3.28)) para la derivada de la curvatura
de Ricci, donde G; es una curva que satisface que G(0) = g y G'(0) = h.

<—h ( 8%gy n g 0%g; >+h (329kz n 9a  Fgu ))
] K Bmkamj afllkaflll 8:z:kazz:l K ijami BmJBmk 8:z:j8:z:l

p

+1Z<gkl< 8%hy N 0%hj; B 0?hy; )—gkl< 0%hi; N 8%hy B O?hy; >>
24 Oz0z; 0Oz,0z; Ozi0x; Oz;0z; Oz;0z, Oz,;0x

En nuestro caso, como h = ug obtenemos que

P

1 A%u d%u o%u
- 2 i 022)
tecy(p) 22 g glam-mk+gjlaximk gjamlmk

J

d%u L 8%y ' 8%u )] ’ i ® dz.
a$,;$j gzlafEkaJ’ gklafﬁlfﬁj ¥4 ‘ 7

—g & (gkl
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ascjasl 0z;z;

1 d%u A%y . 0%y o“u
—ZK —Z 9138 ) Bmzjhdm’@)dmﬂ_

2 — 1
— 2Ty §(Au)g.

Ademads, por la Proposicién tenemos que

Sgli=0(p) = — < h(p), Riccg(p) > +6°h(p) + A(try(h))(p). (3.34)
Como h = ug, €l primer término de (3.34) es
— < h(p), Riccy(p) >= — Zglkgﬂhz]Rkl‘ —
17kl
== gzkgﬂugusz =u Z ngRkl = —uS,(p).

17kl

Por otro lado, en la Proposicién se mostré la férmula (3.29) para 6%k que en
coordenadas normales en p es
8 R ?gil 8% 8 g
52h _ 1 h < 1 i1 >
(p) %; axiaxk 2 Z M \“ oz, 0z, 83:;493:; + 0z, 0z,

)
p

ikl

y como h = ug,

1 8%94 8%g; 8% g )
7 o 2 -
gk T Z oz; 8:z:k 2 %z: UGk ( 0z, 0z, Ozip0xz; Oz;0x;

p

Z

1k ‘L

%u 8 gs 1 < %9k 8%g5i 3% gk )
Zk: 0z;0xs, G + U %: 0z;0z, 2 %; u Oz;0z, Ozip0z, Oz,;0x;
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- Zk: 8:22;% ‘(p)gki(p) = Au(p).

El tercer término es
A(trg(ug))(p) = A(nu)(p) = nA(u)(p).
Luego

Sgli=o(p) = — < h(p), Riccy(p) > +8°h(p) + A(try(h))(p) =

= —u(p)Ss(p) — Au(p) + nAu(p). (3.35)

Finalmente,

. 1 1
L(h) = Ricc, — ES;g — gSgh =

2 — 1 1 1
= 2 5Aug -3 (—Syu+ (n—1)Au)g — ESgug

2
n—2 1
== <<—Au + nuSg> g- V2u> :

]

Se puede ver que si h € S, (ver pagina 125 de [30]) entonces
. 1 1 1
Lh = Ricc, — ES;g — ESgh = _EAh + K(h) (3.36)
donde K es el término lineal

1
(K(h))s Zkalhlir Z(Rzkhk+Rakhk) . Sohij

y con Ah notamos

82
U

aa:ka:l

Z gkl
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Lema 3.21 Si h € S, entonces L|s, = 0.

Demostracién: Sea h € Sy, entonces existe X € X(M) tal que h = Lxg y consideremos
el grupo uniparamétrico de difeomorfismos en M generado por X, ¢;: : M — M.

Luego si consideramos g, = ¢;(g) el pullback de g por ¢, tenemos que

Sdef:/ S.dV.
/M gt gt M g g

para todo t.

Como g, = ¢;(g) es isométrica a g para todo ¢

F(¢;(9)) = F(g) =0.

Evaluando en t = 0 su derivada, L|s, = 0. O

Lema 3.22 Si u € C*(M) entonces VZu € S;.

Demostracién: Veamos que si b(X) = Vu = du entonces

2V2u = Lxg.

Recordemos que

V2u(Y, Z) = Y(Z(u)) — VyZ(u) = Y(Z(w)) - 9(X, VyZ).

Por otro lado,

LXg(Y’ Z) = X(g(Y, Z)) - g([X) Y]’Z) -9 (Y) [X) Z]) .

Debido a que ¢([X,Y],Z) = 9(VxY,Z) — 9g(Vy X, Z) y por la compatibilidad de la
métrica X(g9(Y, 2)) = 9(VxY,Z) + g(Y,VxZ) se tiene que

LXg(Yw Z) = X(g(Y, Z)) - g([X, Y]:Z) ) (Y: [X1 Z]) =

= 9(VxY,2)+ g(Y,VxZ) — g(VxY, Z) + g(Vy X, Z) — g(VxZ,Y) + g(VzX,Y)

+9(VyX, Z2) +9(VzX,Y) =Y (9(X, 2)) — g(X,VvZ) + Z(g(X,Y)) — g(X,V5Y)
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= Vu(Y, Z2) + V?u(Z,Y) = 2V3u(Y, Z).
O

Daremos aqui la demostracién del Teorema |3.19
Demostracion: Comencemos viendo que Sy + S; ¥ S, son espacios invariantes por L.
Supongamos que h € Sj, es decir que h = ug con u € C*(M). Entonces, por el Lema

220 2 ((1
Lh="" ((nsgu— Au) g-— V2u>

2

Por el Lema [3.22, V2u € Sy, y por lo tanto Lh € Sy + S; si h € S;. Luego por le Lema
se desprende que Sy + S; es invariante por L.

Como S, es ortogonal a Sy + S; y Sp+ S1 es invariante por L, para ver que S, también
es invariante por £, alcanza con probar que £ es un operador autoadjunto.

Sean h y k dos tensores de tipo (0, 2) simétricos. Definimos

G(t,s) =g +th+ sk

G(t,s) = V(t, ) V"Gt s),
donde V(¢, s) es el volumen de M respecto a la métrica G(¢, s).
Asi,

oY (G(t,)) .
R = vt sy e [ (n, F(G(E, 9))eendVars:

Derivando ahora con respecto a s y evaluando en (¢, s) = (0,0) obtenemos que

82Y (G(t, )

= — h, L(k)),dV,.
Bsot ’(o,o) /M( » £(K))gdV,

Cambiando el orden de las derivadas obtenemos que L es autoadjunta, y por lo tanto,
que S, es invariante por L.

Por el espectro de L|s, : S — S> estd formado por autovalores que tienden a
—o00. Por lo tanto, existe A < 0 y un tensor h € S; tal que

Y'(GW)|_ =- [ (hLh)avg=—AlhlF >o.

t—
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Con lo cual g es un minimo local del funcional de Hilbert-Einstein restringido a Ss.

Por otro lado, si h = ug € S;, donde u es una funcién suave, definimos el funcional
Ly:C®(M)— C*(M) definido por

Li(u) = (n= 12)57 —2) (Au + ni159u> :

En el préximo capitulo veremos que el espectro del Laplaciano conforme en una varie-
dad compacta es una sucesién discreta de autovalores que tiende a +00: De modo similar
puede verse que £; cumple con la misma propiedad. Luego, existe un autovalor A > 0y
una autofuncién u € C*(M) de L.

Si h = ug entonces usando la férmula del Lema tenemos que

Y"(G(t))|t=0 = — /M(UQ,E(UQ))UZVQ =

-2 1
— _/ (ug, n—=s ((Au + Sgu> g— Vzu)> dVg
M 2 n

n—2

n—2 1 . Q%u
2 S,utry(g) — B Cuy " g av
u'n, Gutrg(9) 5 u%:g 3:1:1'3:1:]') g

-2
= /M <n 5 utry(g)Au +

—-2)(n—1 -2 1
= — /M ((n )2(n )uAu + n” 5 unSgu> dVg = —n/M ul,udV,

= —n||ul? <O0.

Esto prueba que los puntos criticos del funcional de Hilbert-Einstein no pueden ser
extremos locales.

]



Capitulo 4

Laplaciano conforme

En este capitulo introducimos el operador Laplaciano conforme y veremos algunas de
las propiedades que tiene su espectro. Uno de los principales resultados de esta tesis es el
hecho de que el conjunto de métricas para las cuales 0 no es un autovalor del Laplaciano
conforme es denso en el espacio de métricas.

4.1. Espectro del Laplaciano conforme.

El Laplaciano conforme, que notaremos con L,, es un operador que surge de manera
natural al intentar resolver el problema de Yamabe para variedades cerradas. Este trata
sobre la cuestién de si en cada clase conforme [g] existe una métrica Riemanniana para
la cual la curvatura escalar es constante. Es decir, si dada una métrica g € M existe una
funcién suave y positiva, u tal que si h = u - g entonces S; es una funcién constante.

Observemos que una métrica h estd en la clase conforme [g] si y solo si existe una

funcién suave u > 0 de modo que k = uf~~*g donde p, = 2.

Puede probarse el siguiente lema (ver [24] para su demostracién) que relaciona la
curvatura escalar de h con la de g.

n—1

) entonces
n—2

Lema 4.1 Si h = uP»~2g como antes y a, = 4 (
Sp = ul P (a Agu + Spu).

Observacién 4.2 Si la curvatura escalar de (M, h) es constante S, = c la ecuacién
anterior puede escribirse como

anAgu + Sgu = cufr L.

67
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El operador que se obtiene del lado izquierdo de la igualdad anterior es el Laplaciano
conforme, es decir
Lou = a,Agu + Sgu.

Entonces el problema de Yamabe es equivalente a decidir si existe una constante c y
una funcién suave y positiva u que satisface

Lyu = cuP» ™,

La respuesta al problema de Yamabe es afirmativa ([24] y las referencias alli citadas)
y el signo de la constante c coincide con el signo del primer autovalor de L,.

Enunciaremos algunas de las propiedades mas importantes del Laplaciano conforme.

Teorema 4.3 El Laplaciano conforme es un operador autoadjunto.

Demostracién: Se deduce inmediatamente de la férmula de Green

(Lgu,v) = /M (anDgu + Syu) vdV, = /M (anulgv + Syuv) dV, = (u, Lyv).
[

Daremos ahora una idea de por qué el espectro de L, es una sucesién que tiende a
infinito.

Teorema 4.4 El espectro de L, es una sucesién de autovalores no decreciente que tiende

a infinito
A1(g) < A2(9) < As3(g) < ... < XA(g) = +o0. (4.1)

En (|4.1)) los autovalores aparecen repetidos segin su multiplicidad.

Demostracion: Es bien sabido que por ser un operador autoadjunto, su espectro es una
sucesion de autovalores que caracterizamos en la Proposicién de la siguiente seccién.
Para ver que tiende a infinito, (ver [12] y [8]) recordar que el espectro de A, : L*(M) —
L*(M) es

0=F <P <Pa<...< P — +00.

La idea de esta demostracién es considerar S : L?(M) — L?(M) tal que

ASu = u.
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Resulta ser que S es un operador lineal, acotado, compacto y simétrico. Luego por el
teorema espectral para operadores compactos su espectro es una sucesién que tiende a 0.
Por lo tanto, como si u es autovalor no nulo de S entonces A = 1/u es autovalor de A.

De la Proposicién [4.5 deducimos que

(fM vkLgvdeg)

Ax(g) > inf sup AL
2

_ ?
VEGk yev—{0}

donde m = HEHAI/} {S,(p)} v ||vg||2 es la norma de L.
P

Luego,
Ar > 0B +m k—> +00.
— 00

4.2. Continuidad de los autovalores del Laplaciano con-
forme.

En esta seccién veremos que los autovalores del Laplaciano conforme varian continua-
mente con la métrica. Para la demostracién usaremos la siguiente férmula min-max que
caracteriza al k-ésimo autovalor de L,.

Proposicién 4.5 Si (M, g) es una variedad Riemanniana cerrada, Ax(g) es el k-ésimo
autovalor de L, entonces

/ (an\vgvP + ng2>dV;
— 3 M
WD = EIE

donde Gy estd formado por los subespacios de dimensién k de HZ(M).

Demostracién: Sea E = {u}rcy una base ortonormal de autofunciones, tal que uy es
una autofuncién de autovalor asociado Agz. Sea V C HZ(M) un subespacio de dimensién

ky
W = {ul, . .,’U,k,_l}L.

Luego, existe v € V N W. Por lo tanto, v se puede expresar de la siguiente forma

o0
U= a;.
ik
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Asi,

/ vLyvdV, = / (Z aiui) L, <Z ajuj> dv, =
M M\ =k =k

= i a'ia'j)‘j(g)/

wudVy = 3 aixi(g) > Me(9) D af = M(9)lv]f3-
=k 1=k

5=k M
Luego,
/M vdy (
EE
en particular el supremo sobre los vectores en V' lo cumple
/ vLgvdV,
e 2O

Como esto se cumple para todo subespacio V' de dimensién k, tenemos que

/’ULg’UdVg
inf sup M

> Ae(9).
T ST (9)

k
Para la otra desigualdad, consideremos V;, = {uy,...,ur}. Siv € V,—{0} yv = Z a;U;
1=1
tenemos que

k k
/ vL,vdV, / (Z aiui) (Z ang“a‘) Vg
mo9TS IM = j=1

[ a— k

PBLH

=1

k k
Z aiaj)\j(g) /M U U;dV, Za?)‘i(g)
_ =1

= W= p = p < = = Ai(9).

2. 2.4 PBLH

=1 =1 =1
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Esto muestra que para todo v € V;, — {0}

Lyvdy,
Ji V0%

< Ax(9),
|v[[3

y por lo tanto,
/ vLgvdV,

sup < A(9).

vevi-{oy V|3
En particular cumple la desigualdad si tomamos infimo sobre los subespacios de di-
mensién k y queda demostrado el teorema

/(an|ng|2+Sg'02)dVg /’ULg'UdVg
inf sup < sup HM—0r—

VeGr yev—{0} ||U||§ vEV,—{0} ||U||§

< X(g).

Observacion 4.6 El primer autovalor del Laplaciano conforme es

_ /(an|vg”|2+sgv2)dvé ) /(an|v9”|2+sg”2)dvg
A1(g) = inf sup M = inf M

VEG1 yev—{0} / vdeg veH? {0} </ vdeg>
M M

Recordando que la constante de Yamabe es

/(an|vgv|2+sg'”2)dvg
Y(M,[g])= inf M ; :

veH2-{0} (/ v””dV)an
M g

Luego, es ficil ver que el signo de A;(g) es igual al signo de Y (M, [g]).

En [1] y [5] hay una demostracién de la continuidad de los autovalores del Laplaciano
con la métrica C*, definida en 1a[3.2] La extenderemos para los autovalores del Laplaciano
conforme.

Proposicién 4.7 Si M es una variedad cerrada, Ax(g) es el k-ésimo autovalor de L,
entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que si d(g, h) < d entonces [Ax(g) — Ax(h)] < €.
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Demostracién: Como d(g,h) < 6, en particular tenemos que e °h < g < e°h. Sea
{(Vi,z;)} un atlas finito de M y {(U;, pi)1<i<x; una particién de la unidad subordinada

a {(Vi,z:)}.

La desigualdad d(g, h) < ¢ implica localmente que
e’ (hig) < (955) < € (hyy).
Por lo tanto, se verifica que

e—§5\/det(hij) < \/det(gij) < ez’ /det(h;;)

y ademds se mantienen las desigualdades para las inversas

e °(h7) < (V) < e°(h¥).

Luego,

k
1= [, Pave =3 [ oda)\/detlo. iz .. da. <

k
< Z/U FPoi(z)e?’\/det(hi;)dz, ... dz, = e2° /M f2dv, = e2°||f|]3.
1=1 z

Del mismo modo tenemos
e 2°||FI1 < [I£1I2.

Por otro lado, si w es una 1-forma con soporte en U; tenemos que

ol = [ g%wiw;/det(gy)des ... dz, <

< e(g+1)a/ hiw;w;+\/det(hi;)dzy . .. dz, = ez 8| |w||2.
Uv

Asi,
e~ (1)) jaf| 2 < [jaf|2 < e(G1)7)jaf| 2.
Ademas, como S, — S, cuando h — g, existe 6 > 0 tal que si d(g,h) < 4 entonces

e %S, < Sy < e’S,.
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Luego,
k

| (@l Vo P+ 80V, = 3 [ (anl o812+ 5, f%) dV, =

i—1 /Ui

k
— Z /U (an|vgf|2 —+ S’ng) det(glj)del e den S

1=1"""

k

= Z/ (ane‘5|Vhf|2 +€°Snf?) e:?\/det(h;;)dz, ... dz,

=1 K

— e(311)8 /M (an|Vaf? + Suf?) dVi.

Asi,

—(n+1)6

[ [ msm [ s
I £117 - IFliE - [halHs

Por lo tanto, tomando el infimo del supremo adecuadamente obtenemos que

e

e (P TNL(R) < Ak(g) < eMTN(R).

Y cuando d(h, g) < § — 0 entonces Ax(h) — Ax(9).



Capitulo 5

Métricas con nucleo trivial

El resultado principal de este capitulo consistird en probar que el conjunto de métricas
Riemannianas que no tienen a 0 como autovalor del Laplaciano conforme es genérico, es
decir que es un abierto denso en M. Este resultado fue probado por Gover, Hassannezhad,
Jakobson y Levitin en [16].

Un problema central en la Teorfa de Perturbaciones (ver [21] y [28]) es ver como
cambian los autovalores y autoespacios de un operador lineal cuando modificamos un
poco la métrica. En nuestro caso, el operador lineal que nos interesa es el Laplaciano
conforme. Como hemos visto los autovalores de este operador dependen continuamente
de la métrica. Sin embargo, si pretendemos que los autovalores de un operador dependan
diferenciablemente ante una perturbacién de una métrica Riemanniana, en general, no
alcangzard con pedir que dicha perturbacién sea suave.

Si aplicamos el Teorema 3 de ([28], pagina 74), o bien los resultados sobre familias
holomorfas autoadjuntas de operadores del Capitulo VII de [21], a la familia de opera-
dores Laplaciano conforme inducidos por una curva analitica de métricas Riemannianas
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Sea g, una métrica Riemanniana y sea Ay un autovalor de L, de mul-
tiplicidad my. Sea G : I — M una curva analitica de métricas Riemannianas tal que
G(0) = go. Entonces:

1. Dado € > 0, tal que L,, no tiene otro autovalor distinto de Ag en (Ao — €, Ag + €),

existe § > 0 tal que para todo |t| < §, Lg) tiene exactamente mq autovalores en el
intervalo (Ag — €, A\g + €).

74
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2. Existen m, funciones analiticas

:u’l(t): s uu'mo(t)

y mg ramas de autofunciones

e1(t), .-, eme(t)

tales que
Lowe:(t) = pi(t)es(?)

/M ei(t)ej(t)dVg(t) = 51'1'.

Definicién 5.2 Para cada k € N, notaremos con M, al conjunto de métricas g para las
cuales la multiplicidad de 0 como autovalor de L, es al menos k.

Notamos Ey(g) el nicleo de L,. Sea G(t) = G; una curva de métricas analiticas que
satisface que G(0) = g y G'(0) = h. Consideremos el operador lineal Qg : Eo(g) — Eo(9g)
definido por

Qot = Tay(e) © (n(86.)(0) + (S6.)(0))
donde Ilg,(,) es la proyeccién ortogonal al subespacio Ey(g).

Notaremos con C*(I, My ) al espacio de curvas analiticas en My, (m > 1). Si
g € My,m, denotamos con Ty, My ., al subconjunto del conjunto de tensores simétricos de
tipo (0,2) dado por

Ty(Mom) = {h € 53(M) / existe G € C*(I, Mo), € > 0y G'(0) = h}.
Con Hg,m denotamos a

Hom = {h € S>(M)/0 es autovalor de Q,5, de multiplicidad al menos m}. (5.1)

La siguiente proposicién relaciona estos conjuntos.

Proposicién 5.3 Sea g € My, y kK < m. Tenemos que

Tg(MO,m) g HO,k .
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Demostracién: Por el Teorema [5.1], dado € > 0 suficientemente pequefio, existe § > 0
tal que si [t| < ¢ el nimero de autovalores de Lg(;), contados con multiplicidad, en el
intervalo (—¢, €) es exactamente m.

Sean A(t) y u(t) una de las ramas de autovalores y autofunciones provistas por el
Teorema [5.1] Es decir,
A(0)=0

u(0) € Ey(g).

Veamos que \'(0) es autovalor de Q,c/(0)-

En efecto, tenemos que
Le,u(t) = A(t)u(t)

para todo t. Si derivamos y evaluamos en ¢ = 0 obtenemos que
(Lgt)'(o)u(o) + L,u'(0) = X'(0)u(0) + A(0)u'(0) = X'(0)u(0). (5.2)
Como L, es un operador autoadjunto tenemos que dado w € Ker(L,)
(Lyv,w) = (v, Lyw) = 0.

Por lo tanto,
Im(L,) C Ker(L,)™*. (5.3)

Luego si aplicamos I1g,(,) a ambos lados de la igualdad (j5.2) obtenemos

Mau(e) (L) (0)(0) ) = X'(0)TTay(s) (w(0))

es decir que
QgG’(O)u(O) = )\I(O)U(O)

Por lo tanto, A'(0) es un autovalor de Q¢ (o).

Sea G; € C¥(I., My ). Luego, dado € > 0 para ¢ suficientemente chico, Lg, tiene a lo
sumo m autovalores en (—¢, €). Sean

Ky - fm

las ramas de autovalores dados por el Teorema (5.1
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Supongamos que p(0) # 0 para algin 1 < j < m. Luego
pi(t) #0 para 0 < [t| < 9

con ¢ adecuadamente chico. Pero esto solo puede pasar para m — k ramas de autovalores
dado que
dim(Ker(Lgw))) > k.

Por lo tanto, al menos &k de las ramas ug,..., 4, tienen derivada nula en ¢ = 0. Con
lo cual, la multiplicidad de 0 como autovalor de Qo) €s al menos k. En particular, si
k = m, se tiene que

Qqci(0) = 0.

]

. . . . . . M/CE
De la discusién de la Seccién podemos identificar el espacio tangente a é>° en

g con el espacio de tensores simeétricos que satisfacen tr,h = 0 y 6h = 0. Luego, podemos
pensar que Hy ., estd formado por los tensores simétricos que satisfacen try;h = 0, dh =0
y cumplen la condicién de Ho (ver (5.1))).

Para probar la densidad de las métricas en las que 0 no es autovalor de L, necesitaremos
la siguiente proposicién.

Proposicién 5.4 Sea g € My, de curvatura escalar constante y no nula S; = ¢ con
¢ # 0. Entonces existe h € S?(M) tal que Q,, Z 0.

Demostracién: Sea G(t) una curva de métricas analiticas tal que G(0) =gy G'(0) =h
(con try(h) =0y 0h =0).

Sea A(t) y u(t) una de las ramas de autovalores y autofunciones de Lg, tal que
Lg,u(t) = A(t)u(t) (5.4)

A(0) =0, u(0) € Ey(g) v (u(t),u(t)) = 1.

De la demostracién de la Proposicién [5.3| alcanza con ver que existe una curva G y
una rama A(t) (con A(0) = 0) tal que A'(0) # 0. Pues si no Qy¢/(0) = 0.

Derivando (j5.4)), tenemos que

(La,) (t)u(t) + Le,u'(t) = N (t)u(t) + A(E)u'(t)
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(Le,) (®)u(t) + (Le, — A®)w' () = X ()u(t).

Evaluandoen t =0

(Le,)' (0)u(0) + Lyw'(0) = XN (0)u(0).

Por (5.3) (Lyu'(0),u(0)) = 0, luego

((anAt,(0) + 85,(0))u(0), u(0) ) = X(0) (w(0), u(0)) = X(0). (5.5)
Por las Proposiciones y tenemos que
(86 Y(O)f =< b, V°f > — < 8, + Jd(trsh),df > (5.6)
y
(Sa.)(0) = — < h, Ricc, > +82h + A, (trgh). (5.7)

Como try(h) =0, (5.6) y (5.7) quedan

(AGt)/(O)f =< h’) vzf > —< 59}7’) df >

(8c.)'(0) = — < h, Riccg > +62h.
Luego la igualdad (5.5) es

X (0) = (an < h, V*(w(0)) > —a, < 8,h,d(u(0)) > — < h, u(0)Ricc, > +u(0)82h, u(0)>
- an( < h, V?u(0) >,u(o)) - an< < 8,h, d(u(0)) >, u(o))

~( < By u(0)Rice, >, u(0)) + (w(0)82h, u(0)). (5.8)
Notar que

< < h,u(0)Ricc, >,u(0)> = /M < h,u(0)Ricc, > u(0)dV,
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= / < h,u(0)?Ricc, > dV, = (h,u(O)sz'ccg,).
M

Con lo cual (5.8) queda

Y (0) = ax (b, u(0)V?u(0) )  a (Jh, u(0)d(u(0))) — (k. (u(0)Rice, ) + (&3h, (u(0))’)
= an (h, u(0)V?u(0)) — an (h, V(u(0)d(w(0))) ) — (h, (u(0))*Rice, ) + (h, V((u(0))?))
= 4 (1, w(0)V?u(0)) — an (h, u(0)V*(u(0))) ~ @ (1, d(u(0)) ® d(u(0)))

~ (B, (w(0))*Rice, ) + (h, V3((2(0))"))

= [ (h,—aa(u(0)) © d(u(0)) ~ (u(0)Rice; + VX((u(0)))dV
Usando que
V2u? = 2(uV3u + du ® du)
(ver (2.9))), tenemos que
X(0) = /M (h, u(0) <2V2(u(0)) - u(O)Riccg> 42— an) (d(u(O)) ® d(u(o))) \dv,.
Dado un tensor V' de tipo (0, 2) notamos con

° 1
V=V- Etrg(V)g.

V resulta ser un tensor de tipo (0,2) con traza nula pues
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try(V) = tr,(V) — ~try(V)iry(9) = .

Como estamos suponiendo que tr,h =< h,g >= 0 entonces para cualquier tensor V'
de tipo (0, 2) tenemos que

o 1
< h,V >=<h,V - Etrg(V)g >=

=<h,V > —:Ltrg(V) < h,g >=<h,V >.
Luego,
N(0) = /M (h, u(0) (2v°2(u(o)) - u(o)R{’ccg) +(2—an) (d(u(o)) ® d(u(o)))°>.

Si consideramos el tensor simétrico y sin traza
o]

h = u(0) (2VO2(u(O)) — u(0)Ricc, ) + (2 — an) (d(u(0)) @ d(u(0))

tenemos que A'(0) = 0 si y solo si
4(0) (2v°2(u(o)) - u(o)R{&cg) +(2-ay) (d(u(o)) ® d(u(o)))° —0. (5.9)

Ahora, afirmamos (5.9)) solo tiene la solucién trivial, lo cual probaria la Proposicién.

En efecto, si u(0) #Z 0 es una solucién no trivial de la Ecuacién (5.9), como u(0) €
Ker(L,) y g tiene curvatura escalar constante ¢ # 0 tenemos que

a,Ayu(0) = —cu(0).
Esto implica que u(0) es ortogonal a cualquier funcién constante no nula, pues
| w©)adv, = [ (=22a,(u(0)))adV, = [ 2*V(u(0)Vaay, = 0.
Lo cual nos dice que u es una funcién que cambia de signo. Como M es conexa, el

conjunto nodal de u, N(u), es decir aquellos puntos de M donde u se anula, es distinto
de vacio.
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Si nos restringimos a puntos de N(u), la ecuacién (5.9) es

(2 - @) (d(u(0)) @ d(u(0))) (;(u(o)) = 0.
Como a,, # 2 esto implica que
(d(u(0)) @ d(u(0))) \jv(u(o)) =
lo cual implica que
d(u(0)) ® d(u(0)) = ;Hd(U(O))Hﬁg- (5.10)

Sin embargo, notar que ambos lados de la igualdad anterior tienen distinto rango si

d(u(O))| ~#0

N(u(0))

Luego, solo podriamos tener la igualdad si los puntos de N(u(0)) son ademds
puntos criticos. No obstante, es bien sabido que el conjunto de puntos nodales que son
puntos criticos (ver [18] y las referencias que alli aparecen) tienen medida de Hausdorff
n — 2 dimensional, lo cual implica que

]

Corolario 5.5 Sea g una métrica Riemanniana con curvatura escalar constante S; = ¢
(¢ # 0) que satisface que g € Mo (M) N Mo mi1(M)S. Para u(0) un elemento no nulo
de Ey(g) consideramos el tensor

h = u(0) (w(0)Rice, - 2v°2(u(o))) + (an — 2) (d(u(0) ® d(u(0))

Sea G(t) la curva dada por
G(t) = g + th.

Tenemos que para todo € > 0, existe £ € (—¢, €) tal que G(t) no se encuentra en Mg, (M).
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Demostraciéon: Por la proposicién anterior existe h tal que @), # 0. Entonces exis-
te u € Ey(g) tal que Q,n(u) # 0. Como g € Mo nm(M) N Moy mi1(M)¢, tenemos que
dim(Ey(g)) = m y 0 es autovalor de Qg : Eo(g9) — Eo(g) de multiplicidad menor
a m, pues dim(Ey(g9)) = m y Qu # 0. Luego, h ¢ Ty(Mom), lo que prueba que
G(t) ¢ C¥(I., Mo ) para algin ¢ # 0. O

Lema 5.6 Supongamos que una sucesién de métricas {gx }ren tiende a g en la topologia
C>. Sea h = efg € [g] donde f € C*®(M). Luego,

ef g —— h.
k— o0

Demostracidn:

Para demostrar el lema, basta probar que el operador T : M — M definido por

Ty(g) = ¢€g
es un homeomorfismo con inversa T_; con respecto a la topologia C* (ver Seccién [3.1.1)).

Por definicién, tenemos que
dl(Tf(g)’ Tf(h’)) = efdl(g) h’) S Kdl(g) h’)
— maxfef(@
donde K I;,;Iéal\ff{e 1.

Por otro lado,
d2(efg: efh‘) = d2(91 h’)a

pues
dZ(efg,e’h) = inf{é > 0 tales que e °(efg), < (e/ ). < e‘s(efg)m}

e *(efg), < (e7f), < €’(efg), siy solosie®(g9)s < (f)s < €°(9)e.
Luego,
d(Ts(9), Tr(h)) = di(Ts(9), T¢(R)) + do(T5(9), Tr(R)) <
Kdi(g,h) + ds(g, h) < max{K,1}d(g, h).

]

Estamos en condiciones de demostrar la densidad de las métricas que no tienen a cero
como autovalor.
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Teorema 5.7 El complemento de M, 1(M) es un abierto denso de M(M).

Demostracién: El hecho de que (M, 1(M))¢ es un conjunto abierto se debe a que
Mo 1(M) es un conjunto cerrado. Si {gx}ren €S una sucesién de métricas en Moy que
tiende a una métrica Riemanniana g en la topologia C* entonces tenemos que

Ai(gx) P Ai(9)

para todo I. Supongamos que g ¢ Mg 1(M). Luego o todo espectro de L, es positivo o
existe un ko para el cual los primeros k, autovalores son negativos, Ax(g) < 0 si k < ko,
y a partir de ko son todos positivos Ax(g) > 0 si k > kg. Tomando € > 0 de modo tal que

€ < min{—Ak,(9), Aeot1(9)}

existe lp € N tal que |Ag,(9) — Mo (91)] < € ¥ |Ako+1(9) — Ako+1(91)] < € para todo I > .

Por lo tanto Ag,(g:) < 0 ¥ Agys1(9:) > 0 para todo I > Iy pero esto no pude ocurrir ya
que el nucleo de L, es no trivial para todo I.

En particular, existe un Iy tal que A;,(gx) = O para todo k > kg, Luego, A\;,(g) = 0.

Para ver la densidad de este conjunto basta con probar que para todo g € M y un
entorno U de g existe § € MG,;(M)NU. Si g es una métrica en cuya clase conforme [g]
existe una métrica de curvatura escalar positiva, entonces A;(g) > 0 (ver la discusién de
este hecho en el Capitulo 4) y por lo tanto, la misma g estd en Mg ,(M).

Luego, podemos suponer que g es una métrica en cuya clase conforme no hay métricas
de curvatura escalar positiva. Es decir,

Ai(g) <0.

Para demostrar el teorema bastaria probar el enunciado para una métrica con curvatura
escalar constante no positiva. Pues supongamos por un momento que hayamos probado
esto. Si g es una métrica Riemanniana de curvatura escalar no constante, tenemos, por
la resolucién positiva del problema de Yamabe, que existe una funcién suave f tal que

h=e7'gclg]
es una métrica Riemanniana de curvatura escalar constante. Luego, existe

hi € M (M) — h.
! k— o0
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Por el Lema tenemos que
efhk —)k g.
—00

El Laplaciano conforme satisface la siguiente propiedad de invarianza
Lypn-24(v) = u' P L (uv).

Luego,
n+42 f
Lesp, (v) = e’f%Lhk(emv).

Por lo tanto, si hy &€ Mo 1(M), efh;, tampoco pertenecerd a ese conjunto.

Supongamos primero que g tiene curvatura escalar constante negativa.

Probaremos que M§,(M) es denso en este subconjunto de métricas utilizando un
argumento inductivo en la dimensién del niicleo de L,.

Si dim(Ey(g)) = 1, por el Corolario deducimos que en todo entorno de g tenemos
una métrica Laplaciano conforme tiene ntcleo trivial.

Asumamos que el resultado es cierto para toda métrica g de curvatura escalar constante
negativa y dim(Ey(g)) < m — 1.

Sea g una métrica tal que 0 tenga multiplicidad exactamente m como autovalor de L,
y sea U un entorno de g. Por el Corolario |5.5, existe g; € U tal que la multiplicidad de 0
como autovalor de L,, es a lo sumo m — 1. Luego, por hipdtesis inductiva, existe g» € U
tal que Ker(L,,) = {0}.

Solo resta ver el caso en el que la curvatura escalar de g es S, = 0. Recordar que en esta

situacién g es un minimo del funcional J = Y‘[ ; Si cualquier entorno de g admite una
g

métrica § con A1(§) < O entonces procedemos como en el parrafo anterior. Supongamos
que esta no fuera la situacién. Con lo cual, deberia existir un entorno U de g tal que
A1(§) > 0 para todo § € U. Luego,

/ S,dVi,
M n—2 Z O
(Vol(M, h))™

para todo h € [§] para todo § € U. Pero esto implica que g es un minimo local del
funcional de Hilbert-Einstein, y por el Teorema [3.19| es una contradiccién.

]
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Para finalizar comentaremos brevemente una aplicacién del Teorema [5.7

Tal como comentamos en la Introduccién, en 1976 Uhlenbeck probé que el conjunto de
métricas Riemannianas para las cuales los autovalores del operador de Laplace-Beltrami
son simples, es génerico en M (ver |32]). En 2014, Canzani (ver [6]) probé que si F;, son
operadores, elipticos, autoadjuntos, conformemente covariantes que actuan sobre C*(E),
entonces el conjunto de métricas g para los cuales todos los autovalores no nulos de F,
son simples es génerico en el espacio de métricas Riemannianas (Corolario 2.4 [6]). En
realidad, el resultado que probé Canzani es mucho mds general. Vale para operadores de
este tipo que actian en secciones de fibrados sobre la variedad siempre y cuando para un
grupo denso de métricas los operadores correspondientes no posean espacios rigidos (ver
pagina 950 en [6] para la definicién de espacios rigidos).

Como corolario del Teorema y los resultados de [6] tenemos que

Corolario 5.8 El conjunto de métricas para las cuales el espectro del Laplaciano confor-
me estd formado por autovalores simples es genérico en M.

Demostracion: Por la continuidad de los autovalores del Laplaciano conforme con res-
pecto a la métrica es inmediato que el conjunto de métricas cuyo espectro solo consiste
en autovalores simples es un conjunto abierto. Sean g € M y U un entorno de g. Por el
Teorema existe g; € U tal que 0 no es autovalor de L,,. Luego existe g, € U préxima
tanto como queramos a g; tal que los autovalores de L,, son todos simples.

]
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