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Capitulo 1

Introduccion

La dimensién y el grado de una variedad algebraica V (de manera abreviada dim(V) y deg(V))
son los invariantes asociados a variedades mds elementales en geometria algebraica y ambas
nociones pueden considerarse como medidas de la dificultad en el tratamiento (global, no local)
de una variedad V.

Geométricamente, la dimensién mide la cantidad de grados de libertad para moverse dentro
de V y de manera maés precisa la dimensién méxima de una variedad lineal que sea proyeccién
de V. Desde un punto de vista algebraico es simplemente el grado de trascendencia del anillo
de la variedad sobre el cuerpo de base (que para nosotros serd siempre C o mas generalmente,
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0).

Por su parte, la nocién de grado intenta generalizar el grado de una ecuacién, interesdndose
por la “sinuosidad” de la variedad V, partiendo de las variedades lineales (que tienen grado 1).
Asi una posible definicién de deg(V) es el numero de puntos que resulta al intersecar V con
una variedad lineal general de dimensién complementaria a la de V. El grado también puede
considerase como una estimacién (a veces muy grosera) sobre la cantidad de componentes irre-
ducibles o conexas de V. A diferencia de la dimensién, no existe una versién algebraica del grado
tan simple, a pesar de que en el caso de variedades proyectivas el grado puede recuperarse por
medio del polinomio de Hilbert. Ver por ejemplo [Har92, Lecture 18] para un panorama de las
posibles definiciones de deg(V).

Parece natural entonces que, en general, el grado suela ser mas dificil de estimar que la
dimensioén. La principal herramienta conocida y desarrollada es el Teorema de Bézout (original-
mente en [Béz79]!), que establece que en condiciones generales el grado de una variedad defini-
da por ecuaciones polinomiales f1 = 0,..., f; = 0 es igual al producto deg(f1)...deg(fs). Este
teorema ha sido largamente generalizado y ampliado (ver por ejemplo [Ful98], [Hei83], [VP84]
entre muchos otros). Recién en los '70 aparece una nueva herramienta, especialmente adaptada a
ecuaciones con pocos coeficientes no nulos, conocida como el Teorema de Bernstein-Kushnirenko
(ver [Ber75], [Kus76]) y que, teniendo en cuenta propiedades combinatorias asociadas a las ecua-
ciones, permite estimaciones diferentes.

En esta tesis nos ocupamos de estudiar el grado del fibrado tangente TV asociado a una va-
riedad (por lo general suave) V. Mientras que la relacién entre dim(V') y dim(TV) ha sido bien
estudiada y generalizada (ver [Kun99]), no hemos encontrado ningtn rastro sobre un estudio
mdas o menos sistematico en el caso del grado del fibrado tangente. Este hecho no deja de ser
sorprendente ya que la estimacién del grado del fibrado tangente estd intimamnete ligado a la
complejidad del método de prolongacién/proyeccion introducido por Elie Cartan en [Car45] para
la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Al intentar estudiar este problema, nos hemos encontrado con que, mas all4 de las herra-
mientas usuales provenientes del Teorema de Bézout y que dan lugar a estimaciones demasiado
gruesas, la obtencion de resultados generales parece bastante dificil, si es que estos resultados
existen. De todos modos hemos desarrollado familias de ejemplos (principalemente para el caso
de curvas y variedades que admiten cierto tipo de parametrizaciones) en las que el grado del

! Aunque el caso de 2 variables es posible que fuera conocido por Newton [New87]



fibrado tangente se puede estimar de manera mds precisa o al menos diferente de la estima-
cién directa por Bézout. Estos ejemplos nos han permitido incluso proponer algunos resultados
conjeturales que no aparecian tan claramente expuestos cuando comenzamos a desarrollar este
trabajo. En particular, nos preguntamos si la desigualdad deg(TV) < deg(V)? es una estimacién
general posible.

A continuacién describimos brevemente la presentacion del trabajo y sus resultados princi-
pales:

En el Capitulo 2 fijamos algunas notaciones e introducimos las herramientas de algebra con-
mutativa, geometria algebraica y geometria convexa que vamos a necesitar.

En el Capitulo 3 definimos el fibrado tangente para una variedad algebraica, estudiamos
algunas propiedades bésicas (como irreducibilidad y dimensién, ver teorema 3.1.9) e incluso
generalizamos la nocién para algunos casos en que la variedad no sea suave (ver subseccion 3.2).
Estos resultados, si bien no son originales (ver [Kun99]), estan presentados de manera completa
ya que no encontramos referencias elementales.

El Capitulo 4 se ocupa del grado del fibrado tangente. Se exhibe una cota intrinseca general
deg(TV) < (deg(V))"+4*+1, donde V < A" es una variedad suave y d es la dimensién de V' (ver
teorema 4.3.1). Demostramos ademds una desigualdad mas precisa deg(TV) < deg(V)? para
hipersuperficies (proposicién 4.2.1) y para familias infinitas de variedades (proposicién 4.3.8).
Mas atin, exhibimos familias infinitas para las que vale la igualdad, es decir deg(TV) = deg(V)?
(ver proposiciones 4.2.4 y 4.3.5).

El Capitulo 5 considera curvas paramétricas. Se demuestra que en este caso vale la igualdad
deg(TV) = 2deg(V) — 1 (ver teorema 5.0.9). Cuando la parametrizacion es racional (no polino-
mial) se obtiene una cota deg(TV) < 3deg(V) — 1 (corolario 5.0.17). Observar que para estas
curvas las cotas son lineales en deg(V) en lugar de cuadraticas.

En el Capitulo 6 estudiamos el caso de variedades parametrizadas racionalmente con algu-
nas propiedades adicionales y haciendo hincapié en los soportes de la parametrizacién (varie-
dades quasi-paramétricas). Demostramos que en el caso genérico estas variedades cumplen que
deg(TV) < (2;1)2‘1 deg(V) (ver corolario 6.0.11). Lamentablemente la genericidad aqui debe ser
considerada de manera incompleta, ya que las condiciones pedidas dependen fuertemente de
los soportes y no queda claro que existan ejemplos concretos (y mucho menos densos). En par-
ticular, la suavidad (o no) de la variedad imagen de una parametrizaciéon genérica parece muy
relacionada con los soportes fijados.

Finalmente, en el Capitulo 7 consideramos 2 familias cldsicas de variedades: las cuddricas
(subseccién 7.1) y las curvas planas (subseccién 7.2). En el caso de las cuddricas calculamos
exactamente deg(TV) de acuerdo a su forma normal (teorema 7.1.8). Para las curvas planas,
aplicando Bernstein-Kushnirenko, damos una estimacién de deg(TV') en términos del volumen
mixto de los politopos generados por los soportes de la ecuaciéon de V y de su derivada total
y en particular observamos que para curvas elipticas genéricas se tiene que deg(TV) = 7 (ver
teorema 7.2.9).



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Generalidades

En esta seccién fijaremos algunas nociones generales que serdn necesarias en el trabajo.

A lo largo de este trabajo, siempre que utilicemos k nos referiremos a un cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica cero y siempre que consideremos a un anillo, éste serd conmuta-
tivo y con unidad.

Ahora fijamos notacién con respecto a anillos de polinomios.

Notacién 2.1.1. Sean xq,...,x, variables algebraicamente independientes sobre k. Nos referi-
remos como k[X|] = k[x1,...,x,] al anillo de polinomios en n variables con coeficientes en k.
Escribiremos deg(f) para referirnos al grado total de un polinomio.

Fijamos notacién para referirnos a elementos de anillos con més de una coordenada.

Notacién 2.1.2. Dado ! € N y B un anillo conmutativo, consideremos by, ..., b; € B. Notaremos
b= (by,...,b) e B al vector formado por by,...,by.

Notacién 2.1.3. Dados n € Ny fy,..., f; € k[x1,...,x,] utilizaremos (fy,..., fr) para notar al
ideal generado por fi,..., fr.

Lo ultimo de notacién que fijaremos serd para referirnos a la unién disjunta.

Notacién 2.1.4. Sean A, B conjuntos. Si A, B son disjuntos, notaremos A LB = A u B para
referirnos a que es una unién disjunta.

2.2. Variedades algebraicas afines

Nuestro objeto de estudio en la tesis serdn las variedades algebraicas afines. En esta seccion
introduciremos una coleccion de resultados y definiciones clasicas de geometria algebraica afin.
Las demostraciones de los resultados introducidos aqui se pueden encontrar en [Har77], [Mil12],
[SR13], [CLO15], [Kun13] [Eis95], [Mat80].

2.2.1. Nociones béasicas
Comenzamos la seccién con una definicion.

Definicién 2.2.1. Un conjunto algebraico V < k" es el conjunto de soluciones de un sistema de
ecuaciones de la forma f;(X¥) = 0 con f; € k[X]. Es decir:

fi(x)=0
V=<xeck" :
fm(f) =0

Ahora, damos una proposicién sobre los conjuntos algebraicos.

Proposicion 2.2.2. Sean {V; },.; una familia de conjuntos algebraicos en k™. Entonces:



1. k" es algebraico.

2. Si ] < Ies tal que |J| < co entonces U Vj es un conjunto algebraico.
i€l

3. ﬂ Vi es un conjunto algebraico.
i€l
Inmediatamente sacamos un corolario de esta proposicién.

Corolario 2.2.3. Los conjuntos algebraicos forman una base de cerrados para una topologia en k™.

A esta topologia se la llama la topologia Zariski y, a partir de ésta, estamos listos para definir
el n espacio afin.

Definicién 2.2.4. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Se define A} como el espacio to-
polégico (k",T) donde T es la topologia Zariski. Muchas veces el cuerpo k quedara implicito y
lo notaremos simplemente A”.

Ahora pasamos a dar la definicién de variedad algebraica.

Definicién 2.2.5. Una variedad algebraica V < A", es un conjunto algebraico de k" pensado
como cerrado de A". En particular, para una variedad V, definimos su ideal asociado I(V)

| I(V) = {fekx] | f(p) =0V p V}.

Ahora damos una proposicion que nos dice como se lleva el ideal asociado a la variedad con
la unién y respecto a la inclusién.

Proposicién 2.2.6. Sean { V; },c; < A" variedades algebraicas. Entonces las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. SiV; < Vi = I(V;) 2 I(V})
2. (@) = k[x] e I(A™) = {0}.
3.1 (Uie[ Vz) = ﬂiel I(Vz)

La nocién de asociar un ideal a una variedad tiene una reciproca. Para esto introducimos la
siguiente definicién.

Definicién 2.2.7. Sean n €e Ny L € [x1,...,x,]| un subconjunto. Definimos la variedad definida
por J, V(J) < A" dada por:

V(L) ={peA"|f(p)=0Vfe]}.

Pasamos a dar una proposicién anéloga a la proposicién 2.2.6.

Proposicién 2.2.8. Sean A, B C k[X| subconjuntos. Las siquientes afirmaciones son verdaderas:
1. Si A < Bentonces V(A) 2 V(B).
2. Si ] = (A) el ideal generado por A entonces V(]) = V(A).

3. S§i ] = (A) eI = (B) son los respectivos ideales generados por A y B, entonces:

V(I+])=V(I)n V() y V) =V(I) v V()



A partir de esto, tenemos uno de los teoremas mas importantes de la teoria de variedades
afines.

Teorema 2.2.9. (Hilbert’s Nullstellensatz) Sea | < k[x1,...,x,| un ideal y V. < A" una variedad
algebraica, entonces:

1L VT=1(V(])).
2. VI(V)) = V.

En otras palabras, hay una correspondencia uno a uno entre variedades algebraicas de A" e ideales radi-
cales de k[x1, ..., xy].

Definicién 2.2.10. Sea X un espacio topoldégico y Z < X un subconjunto no vacio. Diremos que
Z es irreducible si Z no puede ser expresado como Z = Z1 U Z; con Z1 y Z; cerrados propios
de Z.

Observemos que la definicién de irreducibilidad es una definicién plenamente topolégica. Sin
embargo, tenemos el siguiente teorema que relaciona un invariante algebraico de la variedad con
su irreducibilidad.

Proposicién 2.2.11. Sea V < A" variedad algebraica afin. Son equivalentes:
1. I(V) es un ideal primo.
2. V es irreducible.

Lo que veremos en el siguiente resultado es que toda variedad algebraica admite una des-
composicién en variedades irreducibles. Para esto, primero debemos introducir a los espacios
topoldgicos noetherianos.

Definicién 2.2.12. Un espacio topolégico X se dice noetheriano si satisface la condicién de la
cadena descendente. Es decir, dada una cadena de cerrados:

71272,2...27,2...
existe r € N tal que Z, = Z,; para todo / € N.
Ahora si, damos el teorema de descomposicién.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio topologico noetheriano y V < X un subconjunto cerrado y no vacio.
Entonces existe v € N y Wy, ..., W, cerrados de X irreducibles tal que:

V=WiuWu...0uW,.

Si ademds pedimos W; & W; si i # j entonces esta descomposicion es tnica y Wy, ..., W, se llaman las
componentes irreducibles de V.

En particular, para adaptar el resultado anterior a variedades algebraicas tenemos la siguiente
observacion:

Observacién 2.2.14. Sea n € IN. Entonces, A" es un espacio topolégico noetheriano.

En particular, toda variedad tiene una descomposicién tnica en componentes irreducibles.
El paso siguiente es introducir la nocién de dimensién de una variedad . Para esto, utilizamos
una estrategia andloga a la anterior. Lo primero que haremos sera introducir la dimensién para
espacios topolégicos noetherianos.

Definicién 2.2.15. Sea X un espacio topolégico noetheriano. Definimos su dimensién, dim(X)
como:

dim(X) =sup{neNy|Zy S Z1 < ... & Z, donde Z; es un cerrado irreducible de X Vi } .

Si bien la dimensién de espacios noetherianos podria ser infinita (ver [Eis95, Exercise 9.6]), eso
no ocurre en el caso de variedades algebraicas (ver [Har77, Theorem 1.8A]).

Pasamos a dar un par de ejemplos de interés en cuanto a las dimensiones.
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Ejemplo 2.2.16. Sea n € N y f € k[X] no constante, entonces:
s dim(A") = n.
» dim(V(f)) =n—1.

Definicién 2.2.17. Sea V < A" variedad algebraica y consideremos Wj, ..., W, sus componentes
irreducibles. Diremos que V es equidimensional de dimensién d si para cada 1 < i,j < r se

cumple:
dim(W;) = dim(W;) = d.

Lo siguiente serd dar un teorema de la dimensién que nos ayudard a aproximar la dimensién
de las componentes irreducibles de la interseccién de dos variedades.

Teorema 2.2.18. Sean V,W < A" variedades algebraicas irreducibles de dimension d y s respectivamen-
te. Entonces cada componente irreducible Z de V.n W cumple que:

dim(W) > d+s—n.
Ahora bien, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.19. ([Eis95, Corollary 13.11]) Sean r,n,€ IN y S una k-dlgebra de tipo finito de di-
mension n que ademds es un dominio integro. Consideremos f1,..., fr € S. Entonces se tiene se tiene
que:

dimgun (57 (4,,...,£)) =0

Lo siguiente a definir es el anillo de coordenadas de una variedad afin.

Definicién 2.2.20. Sea V < A" variedad algebraica. Definimos lo siguiente:

1. k[V] el anillo de coordenadas de V como:
kv =Kol o)

En particular dado f € k[x, . .., x,] notamos f para referirnos a la clase de f en k[V].
2. Si V es irreducible, entonces k[V] es un dominio, llamamos k(V) a su cuerpo de fracciones.

3. Si V es irreducible y p = (p1,...,pn) € V, consideremos m, = (x1 — p1,..., Xy — pn) €l
ideal maximal de p. Entonces definimos Oy, < k(V) como la localizacion:

Ov,p = (k[VD)m, = (k[V])p-

En particular, podemos relacionar la nocién de dimensién de una variedad con la de su anillo
de coordenadas.

Proposicién 2.2.21. Sea V < A" variedad algebraica irreducible, entonces se tiene que:
dim(V') = dimyy,; k[V] = Trdeg,k(V).

El anillo de coordenadas se puede pensar como el conjunto de las funciones de la variedad en
Ay es un objeto algebraico que captura mucha de la informacién de la variedad. Formalizamos
esta idea definiendo el concepto de funcién regular.

Definicién 2.2.22. Sea V < A" variedad algebraica irreducible y U < V un abierto. Diremos que
f : U — k es regular en un punto p € U si existen polinomios g, € k[X] y un abierto G < U tal
que p € G y ademds:

8(x)

f(x) = 5= y hno se anula en G.

h(x)

Diremos que f es regular en U si es regular en p para todo p € U.

11



A partir de esto, definimos la nocién de morfismo de variedades:

Definicién 2.2.23. Sean V < A", W < A" variedades algebraicas y U < V, G < W abiertos.
Diremos que una aplicaciéon ¢ : U — G es un morfismo de variedades si es continua y para cada
A < G abierto y f regular en A entonces:

fog:9 1 (A) — kes regular.

Un isomorfismo de variedades es un morfismo inversible cuya inversa también es un morfismo,
y en ese caso notamos:
u=aG.

Algo que es claro es que aplicarle un polinomio a una funcién racional sigue siendo racional
y en consecuencia tenemos la siguiente observacién:

Observacién 2.2.24. Sea f : V < A" — W < A™ una aplicaciéon polinomial. Entonces f es un
morfismo de variedades.

Ahora definimos una familia especial de morfismos de variedades.

Definicién 2.2.25. Sean V < A" y W < A" variedades algebraicas irreducibles. Sea U < V un
abierto, decimos que un morfismo ¢ : U — W es dominante si ¢(U) = W.

Ahora bien, dejando de lado el caso general y volviendo al casoenel que U =V y G =W
con V, W variedades algebraicas tenemos una equivalencia para los morfismos de variedades.

Proposicién 2.2.26. Sean V. < A" y W < A" variedades algebraicas. Luego existe una aplicacion
natural biyectiva de conjuntos

« : Hom(V, W) — Hom(k[W], k[V])

Donde el Hom izquierdo se refiere a morfismos de variedades y el derecho a morfismos de k-dlgebras. En
particular, dada F € Hom(V, W) notamos F* = a(F) y son equivalentes:

1. F es dominante.
2. F* es inyectiva.

En particular, a partir del siguiente resultado, podemos caracterizar totalmente los morfismos
de variedades.

Teorema 2.2.27. Sean V. < A", W < A™ variedades algebraicas. Entonces ¢ : V. — W es un morfismo
de variedades si y solo si existen fi, ..., fm € k[x1,. .., Xn| tal que:

¢(x) = (LX), fu(3)).
Recordamos el siguiente resultado, conocido como Teorema de Chevalley:

Proposicién 2.2.28. Sean V < A", W < A™ variedades algebraicas y ¢ : V. — W un morfismo
dominante. Entonces existe U < W abierto denso tal que:

uc e(V).

Teorema 2.2.29. (Teorema de la dimensién de la Fibra) Sean V < A" y W < A™ variedades algebraicas
irreducibles, G < V abiertoy ¢ : G = V — W un morfismo dominante de variedades. Se cumple lo
siguiente:

1. dim(W) < dim(V)
2. Dado p € (W), entonces:
dim(g~(p)) > dim(V) — dim(W).
Mis atin, existe un abierto U < W tal que vale la igualdad si p € U n ¢(V).

Pasamos a dar la definicién de sucesién regular.
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Definicién 2.2.30. Sea r < n € IN. Consideramos f, ..., f; € k[X]. Decimos que (fi, ..., fr) forman
una sucesién regular si:

1. f1 # 0y f1 no es una unidad en k[x].
2. Para cada i < r vale que f; no es un divisor de cero ni una unidad en k[x] / (fiee fio1)"

A partir de esto damos la definicién de ser una interseccién completa.

Definicién 2.2.31. Sea V < A" una variedad algebraica irreducible de dimensién d. Diremos
que:

= V es ideal theoretic interseccién completa si existen fi,..., f,_4 € k[x1,...,x,] tal que,
(f1,---, fu_q) forma una sucesién regular y ademads:

I(V) = (fi,--- fu—a)-

= V es set theoretic interseccion completa si existen polinomios fi,..., f,_4 € k[x1,..., Xx]
tal que:

V =VY(f1,..., fu_a) es decir si es la interseccion de n — d hipersuperficies.

= V es una interseccién completa local si para cada punto p € V existe una sucesién regular
(fi,-- s fu_d) S k[x1,..., x4 tal que:

O, (k[x1,...,xn]/m,m,fnid))p.

2.2.2. Variedades suaves
Comenzamos la seccién con la siguiente definicién.

Definicién 2.2.32. Sea (O, 91) un anillo local noetheriano.

1. Definimos K = © /9 su cuerpo residual y su dimensién de embedding, notada e dim(O)
como:
edim(0) = dimg m/mz

2. Diremos que (O, m) es un anillo local regular si:

edlm((’)) = dimkrull 0.

Damos una proposicién que relaciona la dimensién de embedding con la dimensién de Krull.

Proposicién 2.2.33. Sea (O, m) un anillo local noetheriano, entonces vale que:
dimy,,;;(O) < edim(O).

Una vez hecho esto, damos una definicién importante que relaciona a los anillos locales
regulares con las variedades.

Definicién 2.2.34. Sea V < A" variedad algebraica y p € V. Diremos que V es no singular en p
si Oy, es un anillo local regular. En el caso que V sea no singular en g para todo q € V diremos
que V es suave.

Observemos que, dada V < A" variedad algebraica y p € V, su respectivo anillo local Oy,
siempre es noetheriano puesto que la noetherianeidad se preserva por cocientes y localizaciones.
De esta forma, para ver que una variedad es no singular en p alcanza con ver que:

edim(Oy ) < dimgy,; (Ov,p).

Pasamos ahora a dar una definicién puramente algebraica.
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Definicién 2.2.35. Sea I = (fy,..., fr) € k[x1,...,x,] unideal y sea V = V(I) variedad algebraica
de dimensién d. Dado p € V, definimos el Jacobiano de I en p como :

of o
ox1 1 Oxp

Jilp) = | : Lo
ofr ofr
&xl o 0xy

Diremos que el ideal I es regular en p si Rank(J;(p)) = n —d y, més atin diremos que I es regular
si esa igualdad vale para todo p e V.

Luego, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.36. (Criterio del Jacobiano). Sea V.< A" variedad algebraica irreducible de dimension d y
sea I < k(x| ideal regular tal que V = V(I). Entonces vale lo siguiente:

1. V es suave.
2. 1=1(V).
Mis atin, vale la reciproca: si V es suave, entonces 1 (V) es regular.

Una vez definida la suavidad de una variedad, pasamos a definir su espacio tangente.

Definicién 2.2.37. Sea V < A’ una variedad algebraica suave y p € V. Consideremos M, < I(V)
el ideal maximal asociado a p. Definimos el espacio tangente a V' en p, notado T,V como:

%
T,V = (P 2)
V= (T g

donde usamos * para notar al espacio dual como k-espacio vectorial.

Observar que, si d = dim(V'), como V es suave se tiene que:

dimk (mp/m%) = dimell(OV,p) =d < .

Luego, como estamos en el caso de dimension finita, se sigue que T,V es un k-espacio vectorial
de dimensién d = dim(V). Lo siguiente, es dar una equivalencia de la definicién del espacio
tangente que es mucho mds comoda para trabajar.

Proposicién 2.2.38. Sea V < A" una variedad algebraica suave tal que I(V) = (f1,..., f;). Entonces
vale que:

TyV = Ker(Jyvy(p)),
donde iy (p) es la matriz jacobiana del ideal 1(V') en p definida en 2.2.35.

Demostracion. Una demostracion de esto, escrita con un lenguaje un poco distinto se puede
encontrar en [Mil12, Pages 95-96]. O

Proposicién 2.2.39. Sean V < A", W < A" variedades algebraicas irreducibles y U < V un abierto.
Consideremos F : U < A" — A™ una aplicacién racional dada por:

que define un morfismo de variedades F : U < V — W variedades. Dado p € U, se define el diferencial de
Fenp ,DyF : T,V — Tp(p)W, como:

Do) = (V (L) (0o ¥ (22) ()-0)

Entonces este mapa estd bien definido y mds atin, si F es un isomorfismo entonces para cada p € U se tiene
que DpF : T,V — Tp(,)W también lo es.
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Lo siguiente que haremos en esta seccién es mostrar cémo se comporta el tangente con el
producto de variedades.

Proposicién 2.2.40. Sean V. < A" y W < A™ variedades algebraicas suaves, entonces V.x W < A"
es suave y en particular dados p1 € V y pr € W se tiene que:

T(pl,pz)(v x W) =T,V xTp,W.

Demostracion. Para ver que V x W es suave, sean d = dim(V) y e = dim(W). Notemos que si
I(V)=(f1,---, fr) e (W) = (g1,.-.,8) y son suaves, entonces las matrices:

Vf] Vgl
A= ... yB=1[ ...
Vi Vg

cumplen que Rank(A) = n—dy Rank(B) = m — e por el criterio del jacobiano 2.2.36. Observando
que, [(Vx W) = (f1(X),..., fr(X),81(¥),...,8(¥)) y en consecuencia el jacobiano es de la forma:

A0
= (5 3)

y cumple que tiene Rango n +m —d — e por lo que V x W es suave por el criterio del Jacobiano
ya que dim(V x W) = d + e. La consecuencia sobre los tangentes se sigue de que Ker(C) =
Ker(A) x Ker(B). O

Proposicién 2.2.41. Sea V < A" una variedad suave e irreducible. Entonces V es una interseccion
completa local (ver definicién 2.2.31).

2.2.3. Grado de una variedad

En esta seccion vamos a presentar la definicién de grado introducida en [Hei83] (ver también
[Ful98], [VP84]).

Definicién 2.2.42. Sea X un espacio topolégico y P una propiedad sobre los puntos de X.
Diremos que la propiedad P se cumple de manera genérica en X si existe U < X abierto denso
tal que P es verdadera en U.

Notacién 2.2.43. (Variedad Lineal Genérica) Fijados d < n € IN, definimos Ly,...,L,_4 €
k[x1,...,x,] dados por:

n
- Joe: 1 gl
L= Z a;x; + ay.
i=1

Luego, podemos identificar al espacio de estos polinomios Ly, ...,L,_4 con A=d)(n+1) y dotarlo

con la topologia Zariski. De esta forma, siempre que en esta tesis se refiera a una variedad lineal
genérica de dimension d nos refererimos a la variedad dada por:

L={xeA"|Li(x)=0vY1<j<n—d},

donde los coeficientes a{: de las L; se encuentran dentro de un abierto Zariski de A=d)(n+1),
En particular tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.44. Sea V < A" una variedad algebraica y d € N tal que d < n. Son equivalentes:
1. dim(V) =d
2. La variedad lineal genérica de dimension n — d corta a V en un niimero finito de puntos.

Ya sabemos que la interseccién con una variedad lineal genérica de dimensiéon complemen-
taria es finita. Sin embargo, atin no sabemos nada sobre el cardinal de dicha fibra. El siguiente
lema responde esta cuestion:

Lema 2.2.45. ([Hei83, Proposition 1]) Sea V. A" una variedad algebraica irreducible de dimension n
ysea F: V. — A" un morfismo dominante, entonces:
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1. #F 7 (p) < [k(V) : k(A™)] para todo p € A" tal que F~1(p) es finita.
2. Existe un abierto no vacio U < A" tal que para todo p € U vale igualdad en 1.
Pasamos ahora a la definicién de grado siguiendo [Hei83].

Observacion 2.2.46. ([Hei83, Page 244]) Sea V < A" una variedad algebraica irreducible de
dimensién d. Definimos F : A™ x V — A" x A4 de la siguiente forma: dada G € A" donde
pensamos a G como una matriz de n x d y p € V, definimos F(G, p) = (G, G(p)). Entonces esta
aplicaciéon F es dominante.

Notar que la F definida en la observacién anterior nos permite deducir que, al estar en las
condiciones del lema 2.2.45, el cardinal de la fibra de F es constante genéricamente en AM x A9,
Mas atn, la fibra genérica de F se puede pensar como la interseccién entre V y una variedad
lineal genérica de dimensién n — d. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.2.47. ([Hei83, Definition 1]) Sea V < A" una variedad algebraica irreducible de
dimension d y sea F como en la observacién 2.2.46. Definimos el grado de V como:

deg(V) = [k(A™ x V) : k(A™ x AY)]
=#{V nL|L esuna variedad lineal genérica de dimensién n —d y V n L es finito } .

Lo siguiente que hacemos es extender esta definicién para el caso de variedades algebraicas
que no son irreducibles.

Definicién 2.2.48. Sea V < A" una variedad algebraica y sean Zi,...,Z, sus componentes
irreducibles. Definimos el grado de V como:

deg(V) = ), deg(V;).
i=1

Ahora lo que vemos es que, para una variedad irreducible, el grado estd univocamente defi-
nido por cualquier abierto no vacio dentro de la variedad.

Lema 2.2.49. Sea V < A" variedad algebraica irreducible de dimension r y sea W < V subvariedad
irreducible. Entonces, dada L una variedad lineal genérica de dimension n — r es:

deg(V) =#(Vn L) =#(V\W)nL).

Demostracion. Notar que como W < V, necesariamente dim(W) < dim(V'). Sabemos que dim (W)
s siy solo si al intersecar W con una variedad lineal genérica de dimensién n — s la intersecciéon
es finita y no vacia. De este resultado se sigue que la propiedad W n L = (¥ se cumple para toda
variedad genérica de dimensién menor a n — s. Luego, la siguiente propiedad es genérica para
las variedades lineales de dimensién n —r.

VAnL=(V\W)nL.
En consecuencia el resultado se sigue. O

Teorema 2.2.50. ([Hei83, Lemma 2]) Sea ¢ : V — W una aplicacion lineal dominante. Entonces se tiene
que:
deg(W) < deg(V).

Ahora mencionamos la primera versién del teorema de Bezout.

Lema 2.2.51. ([Hei83, Remark 2]) Sean V,L < A" variedades algebraicas donde L es lineal. Entonces:
deg(V L) <deg(V).

Lo siguiente serd ver como se relaciona el grado con el producto de variedades.
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Proposicién 2.2.52. ([Hei83, Proposition 2]) Sean V. < A" y W < A™ variedades algebraicas, entonces
se tiene que:
deg(V x W) = deg(V) - deg(W).

Teorema 2.2.53. (Teorema de Bezout) Sean V, W < A" variedades algebraicas. Entonces se tiene que:

deg(VnW) < deg(V)-deg(W).

Demostracién. Consideramos V x W < A?" y A € A?" la diagonal. Sea 7 : (A n (V x W)) —
V n W la proyeccién a la primera coordenada. Observemos que 7 estd bien definida y es una
aplicacién de grado 1. En consecuencia por el teorema 2.2.50, el lema 2.2.51 y la proposicién
2.2.52 se sigue que:

deg(VnW) <deg(An (VxW)) <deg(V x W) < deg(V)deg(W).

La siguiente observacién nos dice como es el grado en el caso de una hipersuperficie.

Observacion 2.2.54. Sea f € k[X] un polinomio irreducible y V = {x € A" | f(X) = 0}. Entonces
se tiene que deg(V) = deg(f).

Los siguientes resultados se tratan de extensiones o versiones més precisas de la desigualdad
de Bezout.

Proposicién 2.2.55. ([HS80, Proposition 2.3]) Sean V,W < A" variedades algebraicas donde W estd
dada por:
W={xeA"| f1(x)=0,...,f+(x) =0},

para ciertos polinomios fi, ..., fr € k[X|, entonces se tiene que:

deg(V nW) < deg(V) - max { deg(f1),...,deg(fr) }dim(V)‘

Proposicién 2.2.56. (ver [Ful98]) Sea V < A" una variedad algebraica de dimensién > 0y f € k(x| un
polinomio de grado e genérico.

deg(Vn{xe A" | f(X)=0}) =deg(V)-e.
Finalizamos la seccién con una proposicién y un teorema.

Proposicién 2.2.57. ([Mum69, Theorem 1]) Sea V. < A" una variedad algebraica suave e irreducible.
Entonces existek e Ny f1,..., fx € k[x1,...,xn] tal que:

(V)= (f1,...,f) y deg(f;) < deg(V)V1<i<k
Finalizamos la seccién mencionando el teorema de Bertini

Teorema 2.2.58. (Bertini) ([Jou83, Section 6.5, Théoreme 6.6]) Sea V. A" una variedad algebraica de
dimensién d y sea Ly una variedad lineal genérica de dimensién n — k. Entonces:

L. Vnli#J<=d=k
2. SiVessuavey d > k entonces V n Ly es una variedad suave de dimension d — k.
3. Sid > kentonces (V nLy) = I(V) + I(Lg).

4. Sid > k+ 1y V esirreducible entonces V n Ly, es irreducible de dimension d — k.

2.3. Geometria convexa
Dentro de esta tesis utilizaremos herramientas de Geometria Convexa para resolver siste-

mas de ecuaciones polinomiales. Esta seccién se tratard de dar una breve descripcion de las
herramientas que utlizaremos luego.
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2.3.1. Politopos

A lo largo de esta seccion introduciremos una selecciéon de resultados clésicos sobre polito-
pos y geometria convexa. Las demostraciones de los mismos se pueden encontrar en [Ewal2],
[CLO15], [GKKZ03].

Notacién 2.3.1. Sean p,q € R". Notamos L, al segmento entre p y g dado por:
Lpg={tp+(1—t)q|te[0,1]}
Definicién 2.3.2. Sea C < R". Diremos que C es convexo si dados p,q € C entonces Ly, < C.

Pasamos a dar ejemplos de conjuntos convexos. Ahora damos una observacién que muestra
que la convexidad y las intersecciones se comportan como uno esperaria.

Observacién 2.3.3. Sea [ una familia de indices y (A;);e; < R" una familia de conjuntos conve-

x0s. conjuntos convexos. Entonces ﬂ Aj es convexo.

i€l
Demostracién. Sean p,q € ();e; Ai- Luego como p,q € A; para todo i € I, tenemos que Ly; S A;
para todo i € I. En consecuencia Lp; < [);c; A; y éste resulta convexo.

Observacién 2.3.4. Sea C < R". Entonces el conjunto D = ﬂ F es convexo y méds aun,

CSF
Fconvexo

cumple con la propiedad de que dado F un convexo que contenga a C entonces D < F.
La observacién anterior motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 2.3.5. Sea C < R". Definimos Conv(C), la cdpsula convexa de C, como el convexo
mads pequefio con respecto a la inclusién que contiene a C, es decir:

Conv(C) = ﬂ F.
CCSF
Fconvexo

Ahora introducimos una proposicién que caracteriza la cdpsula convexa de un conjunto.

Proposiciéon 2.3.6. Sea C = R". Entonces se tiene que:

Conv(C) :{ Z Ao

1<is<m

melN,v;eC, A; =0y Z /\izl.}

1<i<m

Ahora definimos la nocién de politopo.

Definicién 2.3.7. Un politopo P < R" es la capsula convexa de un conjunto C < R” finito. Para
un politopo P definimos su volumen n — dimensional como:

Vol,(P) = J 1dxy...dx,.
P

En este trabajo nos interesaremos particularmente por politopos de la forma P = Conv(C)
con C < Z" el conjunto formado por los vectores en los exponentes en un conjunto monomios.
Ahora pasamos a ponerle nombre a un politopo especial.

Definicién 2.3.8. Sea 0 € R" el origen y {ej,...,¢e,} la base canénica de R". Definimos el n-
simplex A" < R" como:

A" = Conv({0,e1,...,e4}) = { (a1,...,ay) € R"
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Proposicién 2.3.9. Sea n € IN. Entonces se tiene que:

Vol (A") = %

Ahora pasamos a dar la definicién de dimensién de un politopo.

Definicién 2.3.10. Sea P < R" un politopo. Definimos dim(P) como el minimo m tal que P
puede ser embebido en R™.

Ahora pasamos a dar la siguiente definicién, que extiende la idea intuitiva de dos y tres
dimensiones de caras de un poliedro a politopos en general.

Definicién 2.3.11. Sea P < R” un politopo de dimensién r y v € R"\ {0}.

= Notemos my(P) = min{m-v | m € P}. Definimos ademas el hiperplano de apoyo de P en
v como el hiperplano afin dado por IT, = {m e R" | m-v = m,(P) }.

= Llamamos a P, = P nI1; a la cara de P determinada por v.

Teorema 2.3.12. Sea P un politopo de dimensién n. Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. P es compacto.
2. P tiene una cantidad finita de caras.

3. Si Qesunacarade Py Q # P entonces dim(Q) < dim(P).

2.3.2. Volumen mixto

Definicién 2.3.13. Sean A,B < R" y ¢ € RR. Definimos la Suma de Minkowski entre A y B,
notada A + B < R” como:
A+B={a+blacAybeB}.

También definimos el conjunto c- A < R" dado por:
c-A={calacA}.

Ahora damos una proposicién que resume las buenas propiedades de la suma de Minkowski
y la multiplicacién por escalares a conjuntos.

Proposicién 2.3.14. Sean A, B < R". Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1. Conv(A+ B) = Conv(A) + Conv(B)
2. Conv(A) + Conv(A) =2-Conv(A).
3. Conv(c-A) =c-Conv(A) parac = 0.

Lo que sigue sera dar una proposicién que relaciona la suma de Minkoswki con la suma de
politopos.

Proposicién 2.3.15. Sean P, Q < RR" politopos tal que P = Conv({ p1,...,p1})y Q = Conv({q1,...,qs })-
Si llamamos C = { p; + q; | 1<i<I, 1<j<r}, entonces se tiene que:

P+ Q= Conv (C).
Demostracion. Para ver esto hacemos las dos inclusiones.

= D) Observemos que A + B es un conjunto convexo que contiene a C. En consecuencia como
la cdpsula convexa es el minimo convexo que lo contiene tenemos esta implicacion.

» <) Notemos que necesariamente los vértices de A + B han de ser suma de vértices de A y
vértices de B. En consecuencia, el conjunto de sus vértices estd contenido en C y se sigue
el resultado.

O
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Observacion 2.3.16. La operacién producto se lleva bien con el calculo de volumen: del teorema
de cambio de variable se sigue que si c € R~y P < R" es un politopo, entonces:

Vol,(c-P) = c" - Vol,(P).

Con esto estamos listos para introducir la nocién de volumen mixto. En primer lugar, damos
el Teorema de Minkowski:

Teorema 2.3.17. Sea n,ke Ny Py,..., P, < R" politopos. Entonces se tiene que:
P(Ay, ..., Ak) = Vol (A Py + ...+ AgPy) es un polinomio homogéneo de grado n.

Ahora si, introducimos la definicién de volumen mixto.

Definicién 2.3.18. Sean Py, ..., P, < R" politopos. Definimos el volimen mixto de Py, ..., P,
notado MV (Py, ..., P,) como el coeficiente del monomio A; ... A, en el polinomio,

P(/\l,. . -/)\n) = VOln()\lpl + ...+ /\npn)'

Aunque pareciera bastante complicado por su construccién daremos un resultado que de-
muestra la cantidad de buenas propiedades que tiene el volumen mixto.

Teorema 2.3.19. Sean e Ny Py, ..., P, < R" politopos. El Volumen mixto en R" cumple las siguientes
propiedades:

1. El volumen mixto MV (Py, ..., Py) es invariante via transformaciones que preservan el volumen.
2. MV(Py,...,DPy) es simétrico y lineal con respecto a la suma de Minkowski en cada variable.

3. MV(Py,...,Py) = 0y mis aiin, si dim(P;) = 0 para cierto i entonces MV (Py,...,P,) = 0.
Ademds, si dim(P;) = n para todo i entonces MV (Py, ..., P,) > 0.

4. El volumen mixto es mondtono respecto a la inclusion en cada coordenada, es decir, si Q; < IR" es
un convexo que cumple P; = Q; entonces:

MV(Pl,...,PZ',...,Pn) <MV(P1,...,Qi...,Pn).

5. S5iP =Py =Py, =...= P, entonces:

MV(P,...,P) = n'Vol,(P).

6. Sin = 2 entonces:

VOlz(Pl + Pz) - VOlz(Pl) — VOlz(Pz) = MV(Pl, Pz).

Demostracion. Para una demostracion de las partes 1, 2 y 3 referimos al lector al teorema 4.12 de
[CLOO06, Theorem 4.12, Chapter 7]. Mientras una prueba de la parte 4 se encuentra en [Ewal2,
Theorem 4.12, Chapter IV]. Por tltimo, la parte 5 se sigue de que, como por definicién el volumen
mixto es el coeficiente que acompafia a Ay...A, en P(Ay,...,Ay) = Vol (AP + ...+ AuPy)
entonces si P = P} = ... = P, tenemos que:

Vol,(MP+ ...+ A,P) = Vol, ((ZA) ) (ZA) Vol,,(

En consecuencia, el coeficiente que acompania a Aj...A, es n!Vol,(P) por lo que se tiene el
resultado. La dltima parte se sigue de la segunda utlizando la multilinealidad del volumen
mixto. O
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2.3.3. El teorema de Bernstein-Kushnirenko

Lo que haremos ahora serd desarrollar la teoria necesaria para introducir el teorema de
Bernstein-Kushnirenko (ver [Ber75], [Kus76]). Dicho resultado, serd una de las herramientas
fundamentales que utilizaremos en este trabajo en los capitulos 5, 6 y la seccién 7.2 del capitulo
7.

Definicién 2.3.20. Sean € Ny f € k[xq,...,x,] un polinomio tal que f = Zaix“f donde los
i
a; € N" : 0. Definimos el soporte de f, notado sop (f) < Z" como:

sop(f)={wa;eZ" |a; #0}.

Esta definicién se puede dar més en general para polinomios de Laurent, es decir f € k[x;i, o, X
pero en esta tesis trabajaremos tinicamente con polinomios.

Notar que, dadon € Ny f € k[xy, ..., xy,], entonces, sop (f) es finito.
Con esto en mente, podemos asociarle a cada polinomio un politopo. La siguiente definicién
formaliza esta idea.

Definicién 2.3.21. Sean € Ny f € k[xq,...,x]. Definimos el politopo de Newton de f, N'(f) <

R" como:
N (f) = Conv(sop (f))-

La idea del teorema de Bernstein es que podremos controlar la cantidad de soluciones en
(A\0)" de un sistema de ecuaciones polinomiales en funcién de los politopos de Newton de los
polinomios involucrados.

Definicién 2.3.22. Dado A = IN{, notaremos L,(A) = { f e k[x1...,x,] | sop (f) = A}, es decir
el conjunto de polinomios con soporte en A. En particular, si A = {«ay,...,a, } entonces:

r
Ly(A) = { Zaix“" a; # 0 }
i=1

Observar que L,(A) estd identificado con (A\{0})" via la aplicacién f = > ;a;x% —
(a1,...,ay) por lo que podemos inducirle la topologia Zariski del subespacio.

Definicién 2.3.23. Sean Ay, ..., A < IN|j soportes. Dotamos a L, (A;) con la topologia Zariski
asociada en la definicién 2.3.22. Diremos que una propiedad se cumple de manera genérica para
polinomios (fi, ..., fi) € Ln(A1) x L,(A2) X ... x Ly(A;) si existe un polinomio no nulo P en los
coeficientes de los f; tal que la propiedad se cumple para aquellos fi, ..., f; cuyos coeficientes
no anulan a P.

Tenemos entonces el Teorema de Bernstein-Kushnirenko:

Teorema 2.3.24. Consideremos polinomios f1,. .., fa € k[X] tal que el sistema de ecuaciones polinomiales
F dado por:
h=0

Fo= : tiene finitas soluciones en (A\{0})". (2.1)
fn=0
Consideremos P; = N (f;). Entonces si 6(F) es la cantidad de soluciones del sistema en (A\{0})", vale

que:
6(F) < MV(Py,...,Py).

En particular, fijados A1 = sop (f1),...,An = sop (fn) vale la igualdad de manera genérica para
(fi,--, fn) € Ln(A1) x ... x Ly(An) .

Demostracion. Este teorema fue originalmente demostrado por Berstein en [Ber75]. Referimos a
[CLOO06, Theorem 5.4, Chapter 7] para una demostracion. Usualmente, este teorema se encuentra
demostrado para el caso en que el cuerpo de base es C. Para una demostracién donde k es un
cuerpo de caracteristica 0 arbitrario ver [Mon21, Theorem VIL5]. O
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Damos una tltima definicién para enunciar la versién mas general del teorema de Bernstein-
Kushnirenko.

Definicién 2.3.25. Sean v = (vy,...,7v,) € Q"\ {0} y A = INjj un conjunto finito. Consideramos
my(A) = min{m-v|meA}y Ay, = {ge A|v-qg=my(A)} (ver definicién 2.3.11 para darle
una interpretacién geométrica a esto). Dada f(x) = Z cqx7 para ciertos c; € AN{0} definimos

geA
f» como:
fo= Z cgx.
qeAy
f=0
En particular, para cada sistema de ecuaciones F = : , definimos el sistema restringido
fa=0
F, como:
fio =0
F, = :
f nov — 0

Para nuestro trabajo necesitaremos también un resultado que nos de condiciones suficientes
para obtener la igualdad en el teorema de Bernstein-Kushnirenko, en el resultado anterior, al
menos en el caso particular de que todos los soportes coincidan.

Teorema 2.3.26. (ver [Ber75]) Consideremos fi, ..., fu € k[X], con soportes Ay = sop (f1),..., An =
sop (fn) y el sistema de ecuaciones F definido por f1, ..., fu como en (2.1). Si para todo v € Q"™\ {0} el
sistema F, (ver definicién 2.3.25) no tiene soluciones en (A\{0 })", entonces se tiene que:

5(F) = MV(P,,...,Py).
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Capitulo 3

El fibrado tangente

En este capitulo se definird el objeto de estudio de esta tesis, el fibrado tangente de una
variedad algebraica, y se estudiardn sus propiedades bdsicas. Si bien esta nocién se introduce
de manera natural en un contexto diferencial, lo estudiaremos aqui desde un punto de vista
puramente algebraico.

3.1. Caso suave

Recordemos informalmente la definicién 2.2.37. Dada una variedad V < A" y p € V, se
E3
puede definir su espacio tangente T,V = (mp e 9ﬁ2> donde 97, es el ideal maximal del anillo
p

local k[V],. Sin embargo, dentro de esta secci6n, utilizaremos la definiciéon equivalente dada en
2.2.38, quees:si I(V) = (fy,..., fr) entonces:

(Vfl(l?))
TpV = Ker .
V£ (p)

Donde, vale la pena aclarar que la definicién equivalente anterior, no depende de quiénes sean
los generadores para I(V).

Definicién 3.1.1. Sea V < A" una variedad algebraica suave. Se define su fibrado tangente

CcCoOmo:
pequeTpV} =TV
pev

TV = { (p.g) € &>"

De esta forma, al haber definido un objeto nuevo nos preguntamos por sus propiedades co-
mo por ejemplo, ;es el fibrado tangente de una variedad irreducible, irreducible como variedad?
(cudl es su dimensién como variedad? Para llegar a responder estas primeras preguntas ele-
mentales primero deberemos hacer un poco de trabajo. Para empezar observamos que el fibrado
tangente es una variedad algebraica.

Observacion 3.1.2. Sea V < A" una variedad algebraica suave. Entonces su fibrado tangente es

un fibrado vectorial que ademads es la variedad algebraica dada por:

TV—{(p,q)‘ v]j:((;f));io s }dondeI(V)—(fl,...,fr).

En particular, como T,V no depende de los generadores elegidos, es claro que TV tampoco
depende de ellos.

Ahora damos un ejemplo tipico de cémo se ve el fibrado tangente para el caso de una hiper-
superficie.
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Ejemplo 3.1.3. (Fibrado Tangente de una Hipersuperficie) Sea f € k[x1,...,x,] un polinomio
libre de cuadrados tal que f y Vf no tienen ceros comunes. Consideremos V la variedad alge-
braica definida por f. Entonces, observar que por el criterio del jacobiano 2.2.36, V es suave y en
consecuencia se tiene que:

TV =1 (p,q) € A*" Vip)g=> ﬁ(p)tﬁ =0

Comentario 3.1.4. A partir de este ejemplo se puede llegar a conjeturar cudl deberia ser la
dimensién del fibrado tangente de una variedad ya que intuitivamente esas dos ecuaciones al
no depender la primera de g; deberian bajar la dimensién en 2 y en consecuencia tener TV
dimensién 2n —2 = 2dim(V). Probaremos un resultado de este tipo mds adelante (Teorema
3.1.9).

Ahora pasamos a fijar un poco de notacién.

Notacién 3.1.5. De aqui en adelante en caso de no aclararlo, llamaremos 7t a la proyeccién na-
tural 77 : TV — V dada por (p,q) — p. También de aqui en adelante notaremos X = (x1,...,Xy)
para ahorrar notacién.

Procedemos a dar una definicién ahora para ponerle nombre a nuestros objetos de estudio.

Definicién 3.1.6. Sea V < A" una variedad algebraica suave con I(V) = (f1,..., fy) € k[X] y sea
¥ = (y1,---,Yn) nuevas variables . Definimos el ideal tangente a I(V) llamado I7(V) < k[x, 7]

| (V) = (Vi -, Vo 7).

Observar que en esta definicién estamos haciendo un abuso de notacién puesto que este ideal
no depende tnicamente de la variedad, sino de los generadores con los que vemos al ideal de la
misma.

Ahora damos un lema clésico sobre variedades suaves que nos ayudard para demostrar el
teorema principal de esta seccién.

Lema 3.1.7. Sea V < A" una variedad algebraica suave y conexa. Entonces V es irreducible.

Demostraciéon. Supongamos que V no es irreducible. Sean Cj, . . ., C; las componentes irreducibles
de V. Luego, sabemos que dado i € {1,...,7} necesariamente es C; n | J;.; Cj # J ya que V es
conexo. Entonces existe j tal que C; n C; # (J. Sin pérdida de generalidad asumimos que son C;
y Cz, si no hacemos un renombramiento. Ahora sea xp € C; n C. Veamos que necesariamente
Oy x, no es un dominio integro y lleguemos a una contradiccion.

Para esto, notemos que el anillo de coordenadas k[V] no es un dominio integro ya que V no
es irreducible. En particular podemos considerar f € I(Cy)\I(C2) y § € I(U;= Ci)\I(C1). Luego
las clases f y g de f y g en k[V] cumplen que f - ¢ = 0. M&s aun, si ahora las miramos dentro de
la localizacién en xo, es claro que tanto f como g son distintas del cero de la localizacién ya que,
si existiese un polinomio p tal que p(xg) # 0 que cumpliera que fp = 0 entonces tendriamos que
ese tal polinomio p no se anularia en la componente C; llevandonos a una contradiccién. Luego
tenemos que el anillo local Oy ,, no es un dominio integro. Esto es una contradiccion que se
sigue de que como V es suave Oy ,, es un anillo local regular y en consecuencia es un dominio
integro. Luego V es irreducible y tenemos el resultado deseado. O

Damos un corolario inmediato de este lema que usaremos méds adelante.

Corolario 3.1.8. Sea V < A" una variedad algebraica suave. Entonces sus componentes irreducibles son
exactamente sus componentes conexas.

Demostraciéon. Observar que siempre un conjunto irreducible es conexo. Ahora cada componen-
te conexa por el lema 3.1.7 es irreducible y por la unicidad de la descomposicién se sigue el
resultado. 0
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El siguiente teorema viene a responder las preguntas iniciales que nos habiamos hecho sobre
nuestro objeto de estudio.

Teorema 3.1.9. Sea V < A" una variedad algebraica irreducible y suave de dimension d. Entonces:

1. TV es una variedad suave e irreducible de dimensién 2d y si F := f1,..., f, es un sistema de
generadores de I(V), entonces:

KTV) = (fi,--, fo)k[x, 7] + I (V).

2. Si 'V es ideal theoretic interseccién completa, entonces TV también lo es.

Demostracién. Demostremos item por item.

1. Probemos primero que TV es una variedad conexa equidimensional de dimensién 2d. Sea
dim(V) = d y sean Cy, ..., C; las componentes conexas de TV. Luego tenemos que:

l
TV =|]C.
j=1

Ahora bien, sea 7T la proyeccién natural a las primeras n coordenadas y x¢ € V. Notar que
= 1(x0) = x9 x L con L un subespacio lineal de dimensién d ya que la variedad es suave.
Por otra parte, tenemos que:

1
xox L=m"1(x9) = |_|(x0 x L) nCj.
=1

Como esta unién es disjunta y x( x L es irreducible existe un tinico C; tal que C; n (xo x L) #
5. En consecuencia necesariamente xg x L < C;.

Fijadoie {1,...,1} sean, Zi.., Zé las componentes irreducibles de C;.

Paracadal <j<sseaxje 7T(Z]l) Observar que x; x L; © Cl-' para todo j por lo comentado
en el parrafo anterior, y mds atn, ha de ser que x; x L; < Z]’- ya que x; x L; es irreducible,
en particular, esto nos dice que la fibra genérica tiene dimensién 4.

Luego, por el teorema de la dimensién de la fibra 2.2.29 aplicado a 7|, se sigue que :
j

dim(Z}) — dim(n(z]i)) =d. (3.1)

Ahora bien, supongamos que dim(Z]lf) > 2d. Luego dim(Z;f) =2d+ /¢ con ¢ € N. En

consecuencia dim(n(Z]’:)) = d + (¢ llevandonos a una contradiccién si ¢ > 0, pues dim(V) =

d.
Luego tenemos que dim(Z]l:) < 2d para todo i, .

Ahora bien, sea (p,q) € Z]i luego observemos que tenemos lo siguiente:

dim(Z!) = dimk[Z!] = dim(k[TV]) ,,,) = dim <(k[x/y]/(1(v) N IT(V)))(p,q)> .

Veamos que:

\%

dim (T (v 4 1wy ) = 2

En efecto, utilizando que la localizacion se distribuye en el cociente y el tercer teorema del
isomorfismo tenemos lo siguiente:

(9 1wy mvy),

12

. (K[V < A") () (IT(V)> .
, (pa)
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En particular, como V es suave, necesariamente es una interseccién completa local por la
proposicion 2.2.41. En consecuencia tenemos que (I(V))p4 = (1,.-.,84—a4) por lo que
(It(V)(pq) = (V&1-¥, ..., V&u—a-¥). Por la proposicién 2.2.19 (localizando en el ideal
maximal definido por el punto (p, q)) tenemos la siguiente condicion:

dim | K[V < A™") ) (IT(V)) > dim(k[V x A")) — (n— d)
(V) (pa)

Esto demuestra que dim(Z]l:) = 2d y por lo tanto TV es una variedad equidimensional de
dimension 2d.

Ahora bien, notar que tenemos que:

V=] ]n(C). (3.2)

i=1

Recordemos que dim(7(C;)) = dim(7(C;)), por lo tanto la ecuacién (3.1) nos dice que
dim(7t(C;)) = d. Entonces, como V es irreducible, por la proposicién 2.2.28, 7r(C;) contiene
un abierto denso en V. Esto seria una contradiccién si I > 1 pues la unién en (3.2) es
disjunta y son abiertos densos.

Luego tenemos que TV es una variedad equidimensional conexa de dimensién 2d. Si ve-

mos que TV es suave tendremos nuestro resultado por el lema 3.1.7. Sin embargo ver que
es suave resulta elemental, pues sabemos que TV es una variedad algebraica dada por :

TVz{(PIQ)‘ V}?gﬁ;;io :iii: }

Seal = (f1,...,fr)k[x,y] + I7(V). Veamos que I es un ideal regular. Para esto consideramos
J la matriz jacobiana de los generadores naturales de I con respecto a las variables X, i:

J= VF 0

~\x VF/)’

Notar que ] tiene rango méximo igual a 2n — 2d = 2n — dim(TV) ya que cada bloque VF
tiene rango n — d. De esta manera, por el criterio del Jacobiano I es un ideal regular y TV

resulta suave. En consecuencia, por el lema 3.1.7, TV es irreducible. Por otra parte, se sigue
del criterio del Jacobiano 2.2.36 que I = I(TV) y con esto tenemos demostrado 1.

. Esta parte se sigue rdpidamente de la primera. Si V es ideal theoretic interseccién completa,
luego tenemos que I(V) = (fi,..., fy_4)- En consecuencia por el inciso anterior tenemos
lo siguiente:

KTV) = (fi,-- s fu—a/ V1Y, Vfua - 9)-

Luego esta generado por 2n — 2d elementos y al tener dimensioén 2d , tenemos que TV es
ideal theoretic intersecciéon completa.

O

A partir de esto damos un corolario totalmente algebraico que caracteriza la primalidad de

ciertos ideales.

Corolario 3.1.10. Sea I < k[X] un ideal primo tal que I = (f1,..., fr) y la variedad V(I) es suave.
Entonces el ideal | < k[X, ] definido por: | = (f1,..., f)k[X,y] + (Vf1-Y,...,Vfr-7) es primo.

Demostracion. Se sigue trivialmente del teorema 3.1.9 ya que podemos pensar que I = I(V) y en
consecuencia | = I(TV) que ya probamos que es una variedad irreducible. O

Antes de seguir hacemos un comentario con respecto al teorema 3.1.9.
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Comentario 3.1.11. Si bien nosotros dimos una demostracién elemental del teorema, este re-
sultado vale de manera mds general en el contexto de esquemas y fibrados tangentes sobre
variedades. Referimos al lector al articulo, [Kun99] en donde se dan una variedad de resultados
y equivalencias de la misma indole del teorema anterior.

Ahora damos una proposicién sobre como es el fibrado tangente para variedades suaves
equidimensionales.

Proposicion 3.1.12. Sea V < A" una variedad equidimensional suave de dimension d. Sean Vy,...,V;
las componentes irreducibles de V. Entonces TV es una variedad equidimensional suave de dimension 2d
y ademds:

TV = |i| TV..
i=1

Demostracion. Notemos que como V es suave, necesariamente por el corolario 3.1.8 sus compo-
r

nentes irreducibles son sus componentes conexas. Luego V = |_| V;. Sin embargo, por definicién,
i=1

TV:|_|TPV:|L| |_|T,7Vl-:|i|TVi.
i=1

pev i=1peV;

tenemos lo siguiente:

Pero ahora como las componentes V; son suaves e irreducibles, necesariamente T'V; es irreducible
y tiene dimensién 2d por el teorema 3.1.9 . En consecuencia el resultado se sigue. O

Ahora damos una definicién que utilizaremos luego.
Definicién 3.1.13. Sea ¢ : A" — A" una aplicacién polinomial dada por:
o(X) = (A(X),..., fm(X)) donde f; € K[X] V1 <i < m..

Definimos la graduacién de ¢ y, la notamos A(¢) como:

Ag) = max {deg(fy) |i e {1,...,m}}
Diremos que tal morfismo ¢ es lineal si A(¢) = 1.

Comentario 3.1.14. Sean V < A" y W < A" variedades algebraicas. Muchas veces dentro de
esta tesis consideraremos la graduaciéon de morfismos de variedades ¢ : V. — W . Esto no se
encuentra perfectamente definido ya que, por ejemplo si Z = { (x,y) € A% | x = 0} entonces el
morfismo ¢ : Z — A'! dado por ¢(x,y) = x es el mismo que el morfismo cero por lo que su
graduacién no estaria bien definida. Cuando nos refiramos a la graduacién de este morfismo
nos referiremos a la graduacién de un representante fijado visto como aplicacién polinomial de
A" — A

A raiz del comentario anterior damos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.15. Sean V < A" y W < A™ variedades algebraicas. Diremos que V' y W son
congruentes si, existen morfismos ¢ : A" — A™ , ¢ : A™ — A" tal que:

L AMe)=1yA(y) =1

2. (V) =Wy yp(W)=V.

3. Dado x € Ves ¥(¢(x)) = x.
4. Dadoze Wes ¢(¢(z)) = z.

En tal caso, lo notaremos :
V=W.

y diremos que ¢ y ¢ son los morfismos de congruencia.

Damos una observacién sobre una familia grande de variedades congruentes entre si.
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Observacion 3.1.16. Sea F : A" — A" una transformacién lineal afin inversible. Entonces dada
V < A" variedad algebraica es:
V=F(V).

Demostracion. Para demostrar esto, basta con ver que F(V) es una variedad algebraica. Luego,
el resultado se seguird de la definiciéon. Observemos que si V.= V((fi, ..., f;)) entonces F(V) =
V((fi(F7Y),..., f(F71))) por lo que se sigue el resultado. O

Ahora que ya sabemos que tomar fibrado tangente es una operacién razonable, en el sentido
de que duplica la dimensién y preserva la suavidad, nos podemos ocupar en entender como se
comporta con otro tipo de operaciones entre las variedades, por ejemplo con el producto.

Proposicién 3.1.17. (Fibrado Tangente de un Producto). Sean V. < A" y W < A™ variedades algebrai-
cas irreducibles suaves. Entonces,
T(VxW)=TV x TW.

Demostracion. Observemos que, por la proposiciéon 2.2.40, V x W es suave por lo que tiene sentido
considerar su fibrado tangente. Ahora entendamos quien es T(V x W) como conjunto.

T(VxW) = { (P1, P2, q1,q2) € D20 | pre V,py e W, (q1,92) € Ty, py) (V x W) }
Sin embargo notar, que por la segunda parte de la proposicién 2.2.40 tenemos que:

T(Pllpz)(v X W) = Tplv X TPZW’

En consecuencia se tiene lo siguiente:
T(V x W) = { (p1,p2,q1,02) € A2 | pr e V,po e W,qr € Ty, V, g2 € TpyW |

Es claro que el morfismo ¢ : A2"+m) . A20t+m) dado por ¢(py, p2,q1,92) = (p1.q1, P2, 92)
manda T(V x W) en TV x TW. Por la observacién 3.1.16 el resultado se sigue. O

Otra cosa que podria preguntarse uno es, jqué sucede si dos variedades son congruentes?
(Seré cierto que los fibrados tangentes también lo son? En efecto la siguiente proposicién nos
responde eso.

Proposicién 3.1.18. Sean V < A" y W < A™ variedades suaves e irreducibles tal que V. = W.
Entonces:
TV =TW.

Demostracion. Sean ¢ : A" — A"y ¢ : A™ — A" los morfismos de congruencia entre V 'y W
donde:

e=(p1,-- Pm) Yy = (Y1,..., Pn).

Luego podemos definir morfismos de congruencia ¢ : A" — A%" y i : A>" — A2"entre TV y
TW dados por:

9(xy) = (¢(x), V1Y, . Now-7) y (1,0) = (¢(@), V§1-7,...,Vip - 0).

Es claro que como A(¢) = A(p) = 1 es A(¢) = A(y) = 1. Mds aan, observar que ¢ : A" — A™
induce un isomorfismo de variedades ¢ : V — W. En consecuencia este isomorfismo, induce un
isomorfismo entre sus tangentes, el cual estd dado por:

JeTzV - (Vp1(X) - 7,..., Vou(X) - 1) es decir j — Dx¢(¥),

donde Dx¢ es el mapa inducido por ¢ entre los tangentes que vimos en la proposicién 2.2.39.
En consecuencia el resultado se sigue. O

La proposicién anterior nos da una manera de construir un morfismo entre fibrados tangentes
a partir de un morfismo de variedades. Esta idea puede ser formalizada en general, mas all4 del
caso de isomorfismos lineales.
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Proposicién 3.1.19. Sean V < A" y W < A™ variedades algebraicas suaves y sea ¢ : V. — W un
morfismo. Entonces existe un tinico morfismo ¢ : TV — TW tal que el siguiente diagrama conmuta:

TV — 7 Tw

Tty Ttn

v —*% oW

y ademds cumple que @(xo, —) : TxyV — Ty(r,) W es el diferencial de ¢ en xo.

Demostracion. Probemos existencia. Para esto notar que como ¢ es un morfismo regular entre
dos variedades afines estd dado por polinomios es decir ¢ : V — W estd dado por:

e(x1, ..., x0) = (f1(x1, oo, Xn), - oo, fn(X1,..., xn)) para (xq1,...,x,) € V.

Luego podemos construir la diferencial de ¢ como en la proposicién 2.2.39. Definimos Dx¢ :
T,V — TypyW como:

Dxo(y) = (VAR) G-, Viu(X)-7)
Es claro que este es un morfismo entre variedades ya que estd dado por polinomios. Luego,
definimos ¢ : TV — TW como:

9(x,7) = (¢(x), Dzo(¥))

Es claro que @ es morfismo y que hace conmutar el diagrama. La unicidad se sigue de la unicidad
del mapa diferencial. O

Lo siguiente sera estudiar cémo las propiedades del morfismo se trasladan al morfismo entre
fibrados tangentes. Recordamos una definicién cldsica de geometria diferencial y la extendemos
al caso de geometria algebraica.

Definicién 3.1.20. Sean V < A" y W < A" variedades suaves y ¢ : V — W un morfismo.
Diremos que:

= ¢ es una inmersién si Dx¢ es inyectivo Vx € V.
= @ es una submersién si Dx¢ es sobreyectivo V X € V.

Proposiciéon 3.1.21. Sean V < A"y W < A™ variedades algebraicas suavesy ¢ : V. — W un morfismo.
Consideremos @ el morfismo definido en la proposicién 3.1.19. Entonces las siquientes afirmaciones son
vilidas:

1. Si @ es una inmersion inyectiva, entonces @ es inyectiva.
2. Si @ es una submersion sobreyectiva (resp. dominante) entonces @ es sobreyectiva (resp. dominante).
3. Me) = M9).
Demostracion. Demostremos item por item.
1. Queremos ver que ¢ es inyectiva. Sean X, y,z, W tal que:
9(xy) =9z ) < (¢(x), Dx¢(y)) = (¢(2), Dz (@)).

Veamos que ¥ =z y que § = w. Es claro que como ¢ es inyectiva necesariamente es X = z.
Luego en consecuencia como ¢ es inmersién, se tiene que i = @.

2. Ahora queremos ver que ¢ es sobreyectiva. Para esto sea (p,q) € TW. Notar que como ¢
es sobreyectiva se tiene que existe X € V tal que p = ¢(¥). Ahora como ¢ es submersion y
q € TyW tenemos que existe i € TV tal que Dz¢ (V) = . En consecuencia ¢ es sobreyectiva.
Si no fuera sobreyectiva pero si dominante, sabemos por la proposicién 2.2.28 que ¢ tiene
un abierto denso U contenido en su imagen. Es claro por lo demostrado en el parrafo
anterior que @ es sobreyectiva si su codominio fuera el conjunto:

TU={(X,7) c A* |TeclU,jecTW}.

Este conjunto es denso en TW y en consecuencia el resultado se sigue.
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3. Observar que, dados dos morfismos polinomiales F,G es A(F,G) = max{A(F),A(G) }.
Luego notando que A(Dx¢()) = A(¢) ya que char(k) = 0 el resultado se sigue

Para este punto, hemos dicho casi todo lo elemental que se puede decir para el fibrado tangente
de una variedad suave. Sin embargo, hay una operaciéon que estudiaremos mds adelante que
vale la pena definir.

Definicién 3.1.22. (Fibrados Sucesivos) Sea V < A" una variedad algebraica irreducible suave
de dimensién d. Definimos el k-ésimo fibrado tangente de V notado T"V como la variedad
definida recursivamente por la sucesién de variedades:

TV =TV "V = T(T"'V)

O

Comentario 3.1.23. La sucesién de fibrados sucesivos introducida en la definicién 3.1.22 estd
bien definida ya que por el teorema 3.1.9 tomar fibrado tangente es una operacién que preserva
tanto la irreducibilidad como la suavidad.

Pasamos a dar un ejemplo de cémo se verian algunos términos del fibrado sucesivo de una
curva plana especifica.

Ejemplo 3.1.24. Sea V = { (x,y) € A?C ‘ x> 4+y?=1 }. Es claro que V es irreducible pues el
polinomio x% 4+ y? — 1 es irreducible. Mas atin, por el criterio del jacobiano, V resulta suave ya
que :

J(x,y) = (2x,2y),

que tiene rango 1 siempre salvo que (x,y) = (0,0). Pero (0,0) ¢ V, en consecuencia tenemos
la conclusién deseada. Entonces, el fibrado tangente de V' serd una variedad irreducible de
dimensién 2. ;Qué forma tendra el mismo? Bueno, por el ejemplo 3.1.3 tenemos que:

2, .2
_ 4 x4y =1
TV = { (x,y,u,v) e A 21+ 20 = 0 } (3.3)

Observemos que las ecuaciones dadas de TV en (3.3) generan I(TV) por el teorema 3.1.9. De
esta manera, procedemos a calcular T2V

x2+y2:1
21, 8 2xu+2yv =0
T°V =< (x,y,u,v,a,b,c,d) e A 2xa+2yb = 0

2ua +2vb 4 2xc+2yd =0

Se ve en este caso que realizar calculos explicitos sobre estos objetos puede resultar, cuanto
menos, tedioso y que si no fuera por el teorema 3.1.9 ni siquiera resultaria evidente que la
variedad T2V es irreducible.

Ahora damos una proposicién que extiende todo lo que demostramos anteriormente a la
teorfa de fibrados sucesivos.

Proposicién 3.1.25. Sean V < A" y W < A" variedades algebraicas suaves e irreducibles de dimension
d. Entonces valen las siguientes propiedades:

1. T*V es una variedad algebraica suave e irreducible y vale que:
dim(T*V) = 25d

2. Si V=W entonces TV = T"W Vk e N
3. TV x W) = ThV x TkW
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4. Sea ¢ : V — W un morfismo de variedades. Entonces existe una tinica sucesion de morfismos de
variedades @, : TXV — TXW tal que el siguiente diagrama conmuta

TV — %, TR
Ty Tlm
v—"w
y ademds cumple que @, (xo,—) : TJ’C‘OV - T% 1(Xo)W es el diferencial de @,,—1 en xg, donde
Po = ¢-
Demostracion. La demostracion de esta proposicion se sigue utilizando induccion y los resultados
de las proposiciones 3.1.9, 3.1.19, 3.1.17 y 3.1.18. O

Comentario 3.1.26. El estudio de los fibrados sucesivos presenta interés por ejemplo en el contex-
to del método de prolongacién/proyeccién de Cartan-Kuranishi para la resolucién de ecuaciones
diferenciales algebraicas (cf. [Car45]).

3.2. Caso singular

Esta seccion se tratard de estudiar el fibrado tangente de variedades con singularidades. No-
tar que hasta ahora toda la teoria que desarrollamos se traté de variedades suaves e irreducibles.
Luego, es natural preguntarse qué sucede si nos alejamos de esas hipédtesis. Sin embargo, ni
siquiera tenemos una definicién apropiada para el fibrado tangente en el caso de variedades con
singularidades. Pese a esto, algo que si podemos hacer es extender la nocién para variedades
algo mads generales y a partir de esto utilizar que el conjunto de singularidades es un cerrado.
Con esto en mente, recordamos la definicién de variedad quasi afin.

Definicién 3.2.1. Sea V < A". Diremos que V es una variedad algebraica quasi afin si existen
Z,W < A" variedades algebraicas tal que V = W\Z. Es decir, V es un abierto dentro de una
variedad.

Recordamos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.2. ([Har77, Example 1.1.1.4, Proposition 1.1.10]) Sea V una variedad quasi afin. Enton-
ces:

1. V es irreducible < V es irreducible.
2. dim(V) = dim(V).

A raiz de esta proposicioén y bajo la observaciéon de que la demostracién de la irreducibilidad
y la dimensién es meramente topolégica en el teorema 3.1.9, se obtiene el siguiente resultado
mads general para variedades quasi afines.

Proposicién 3.2.3. Sea V una variedad quasi afin suave e irreducible de dimensién d. Entonces: TV es
una variedad quasi afin suave e irreducible de dimension 2d.

Demostracion. Se sigue de usar la proposiciéon 3.2.2 y de replicar la demostraciéon del teorema
3.1.9. 0

A partir de esta proposicién tenemos un camino claro en el cual generalizar la construccién
del fibrado tangente. Lo que haremos sera extenderlo de manera natural como conjunto.
Fijemos un poco de notacién.

Notaci6n 3.2.4. Sea V < A" variedad afin. Notamos Sing(V) = { p € V | p es singular } y llama-
remos a W = V\Sing(V) la parte regular de V.

Ahora recordaremos una proposicién cldsica y ya estaremos listos para definir el fibrado
tangente en el caso general.
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Proposicién 3.2.5. ([Har77, Theorem 1.5.3]) Sea V. < A™ una variedad algebraica irreducible de dimen-
sién d y consideremos Sing(V') el conjunto de puntos singulares de V. Entonces Sing(V') es un cerrado
propio de V. En particular, los puntos requlares son densos y dim(Sing(V)) < d.

Definicién 3.2.6. Sea V una variedad algebraica irreducible de dimensién d no necesariamente
suave. Supongamos que I(V) = (fi, ..., fy). Definimos su fibrado tangente:

fi(p) =0 1<i<r
_ 2n " Of; .
V=) paeh Vfi-quaff(P)quo I<i<r
=17

Observar que dicha definicién coincide con la definicién 3.1.1 en el caso de que V sea una
variedad suave.

Por lo visto en la proposicién 3.2.3, resultaria esperable conjeturar que dada V < A" variedad
algebraica de dimensién d, todas sus componentes irreducibles de TV tengan dimensién menor
o igual a 2d. Sin embargo, esto no es necesariamente cierto:

Ejemplo 3.2.7. Sea C < A% la curva dada paramétricamente como C = { (3,t4,#°) e A3 | te Al}.
Una cuenta que no vamos a hacer pero se puede ver de manera relativamente sencilla es que:

1(C) = (xz —y?,yz — x°, 2% — x%y).

Luego, si calculamos el Jacobiano de I(C) en el origen tenemos que:

0 0 O
Jopo)= (0 0 0
0 00

por lo que, podemos concluir que T;C = A3. Observando que este es el tinico punto singular de
esta curva, tenemos que, por la proposicién anterior hay exactamente dos componentes irreduci-
bles de TC. Una es su componente regular, y la otra es su componente singular. Su componente
regular tiene dimensién 2d = 2 por el teorema 3.2.3 mientras que su otra componente contiene
a {(0,0,0)} x A3 por lo que su dimensién es mayor o igual a tres, que es mayor o igual a dos
veces la dimensién de C.

Terminamos el capitulo dando una proposicién y un corolario de la misma sobre hipersuper-
ficies singulares que utilizaremos luego.

Proposicion 3.2.8. Sea V. A" una hipersupetficie irreducible no necesariamente suave con I(V) =
(f). Sean Z1, ..., Z; las componentes irreducibles de Sing(V) y sea W = V\Sing (V). Entonces:

.
TV =TWu (Uzi XA”>
i=1
y TW es una componente irreducible de TV.

Demostracion. Por la definicién 3.2.6 tenemos que :

f (P)I

=0
TV =1 (p,q) € A* Vf(p)-qzzsjj;(i’)%zo
j=1

Observar que, como V es una hipersuperficie, siempre que estemos en un punto singular, enton-
ces en el fibrado tangente habra una copia de A", es decir vale la siguiente férmula:

TV = TW U (Sing(V) x A") = TW U (O Zi x A”) . (3.4)
i=1
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Observar que ya sabemos que TW es irreducible por la proposicién 3.2.3 y tiene dimensién
2n — 2. Més aun, como Z; < Sing(V) necesariamente dim(Z;) < n — 2. En consecuencia es
dim(Z; x A") < 2n — 2. Asi, tenemos una descomposicién de TV como unién de variedades
irreducibles todas de dimensién menor o igual que 2n — 2. Luego, se afirma lo siguiente:

1. En dicha descomposicién se encuentran las componentes irreducibles de TV.
2. TW es una de las componentes irreducibles de TV.

La primera afirmacion se sigue por la unicidad de la descomposicién en irreducibles. Para la
segunda, observar que por lo dicho en la primera podria pasar que eventualmente TW fuera
redundante, pero TW tiene la méxima dimensién posible, luego, de serlo, debe de haber otra
entre las componentes que sea igual y con esto TW es una componente. O

Se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.2.9. Sean V < A" una hipersuperficie irreducible no necesariamente suave, Sing(V') el con-
junto de singularidades de V.y W = V\Sing (V). Consideremos Z1, ..., Z, las componentes irreducibles
de Sing (V') y supongamos que:

dim(Z;)) =n-2Vie{l,...,r},

entonces, TV es una variedad equidimensional de dimension 2n — 2 y tiene exactamente r + 1 componentes
irreducibles TW,Z1 x A",...,Z, x A".

Demostracion. Observar que por la proposicion 3.2.8 tenemos que:

r
TV =TW u (UZix/A”>.

i=1

Ahora bien, como dim(Z;) = n — 2 necesariamente cada elemento de esa unién tiene dimensién

2n — 2. Mds atn, estos son irreducibles pues los Z; lo son.
r

Luego, observando que T™W < (U Z; X A") y utilizando la irredundancia de la descom-
i=1

posicién de Sing(V) se sigue que ésta es la descomposicion en componentes irreducibles de

TV. O
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Capitulo 4

Cotas intrinsecas para el grado del
fibrado tangente

Este capitulo se tratard de explorar la relacién entre el grado del fibrado tangente y el grado
de la variedad. El objetivo del mismo consistird en demostrar resultados intrinsecos lo mas
generales posibles.

4.1. Resultados basicos

Para comenzar esta seccion recordemos el siguiente resultado que enunciamos en prelimina-
res (Teorema 2.2.50).

Teorema 4.1.1. Sean V < A", W < A™ variedades algebraicas y ¢ : A" — A™ morfismo lineal que
define un morfismo de variedades dominante ¢ : V — W. Entonces:

deg(W) < deg(V).

El siguiente corolario es un resultado fundamental que muestra que el grado es un invariante
bajo la relacién =.

Corolario 4.1.2. Sean V. < A" y W < A" variedades algebraicas que cumplen V = W. Entonces,

deg(W) = deg(V).

Demostracion. Sea ¢ el isomorfismo lineal entre V' 'y W. Luego por el teorema 4.1.1 tenemos que:
deg(¢(V)) = deg(W) < deg(V).
Si ahora consideramos ¢! y replicamos la misma técnica, llegamos al resultado deseado. [

Ahora, a partir del teorema 4.1.1, derivamos el siguiente corolario para los fibrados tangentes.

Corolario 4.1.3. Sean V. < A"y W < A" variedades suavesy ¢ : A" — A" una aplicacion polinomial
con A(¢) = 1 que define un morfismo dominante de variedades ¢ : V — W y ademds es una submersion.
Entonces:

deg(TW) < deg(TV).

Demostracion. Sea ¢ el morfismo inducido en el fibrado tangente dado por la proposicién 3.1.21.
Observemos que como ¢ es una submersién dominante y A(¢) = 1, se sigue que ¢ es un
morfismo dominante con A(9) = 1. En consecuencia por el teorema 4.1.1, tenemos el resultado.

O
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Luego, tenemos el siguiente resultado:
Corolario 4.1.4. Sean V. < A" y W < A" variedades algebraicas suaves tales que V.= W. Entonces:
deg(TV) = deg(TW).

Demostracion. Como V = W por la proposicion 3.1.18 tenemos que TV = TW. Entonces por el
corolario 4.1.2 aplicado a TV y TW se sigue el resultado. O

Por tltimo damos un corolario que nos da la primera desigualdad de grado entre el fibrado
tangente y la variedad.

Corolario 4.1.5. Sea V < A" una variedad algebraica suave e irreducible. Entonces:

deg(V) < deg(TV).

Demostracion. Sea 7 la proyeccién de TV en V. Luego observar que A(7r) = 1. En consecuencia
por el teorema 4.1.1 tenemos que:

deg(V) = deg(mt(TV)) < deg(TV).

Ahora damos un ejemplo para discutir la optimalidad de esta cota.

Ejemplo 4.1.6. Sean € Ny V < A" variedad lineal. Notemos que TV es lineal y en consecuencia:
deg(V) = deg(TV) = 1.

El ejemplo 4.1.6 muestra que la cota introducida en el corolario 4.1.5 es 6ptima en el sentido
de que la igualdad se realiza para al menos un valor del grado. Sin embargo, mas adelante
veremos que en una gran cantidad de casos, esta desigualdad es estricta.

A partir de esto surgen varias preguntas. La primera es: ;es posible conseguir una cota
superior que relacione V con TV? De ser posible, ;qué orden tiene esta cota? Esto es algo en lo
que nos concentraremos en el resto del trabajo, comenzando con el caso en que V < A" una
hipersuperficie.

4.2. Caso de hipersuperficies

Proposicién 4.2.1. Sea V < A" una hipersuperficie, no necesariamente suave. Entonces:

deg(TV) < deg(V)>.

Demostracion. Observar que como V es una hipersuperficie irreducible, entonces existe f e
k[x1,...,xy] irreducible tal que:

deg(f) =deg(V)yV ={xe A" | f(x) =0}.
En consecuencia sabemos por la definicién 3.2.6 que:
fx) =0

= ) eA?| w Of _
V=3 @y eh D a—j:(x)yj =0
j=1

Luego, TV es la interseccién de dos hipersuperficies de grado deg(V). Por el teorema de Bezout
2.2.53 se sigue que:
deg(TV) < deg(V)>.
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Veremos que este resultado es 6ptimo para hipersuperficies. Es decir que para todo r,n € IN
existe una hipersuperficie V < A" tal que deg(V) = r. Primero, daremos ejemplos para el caso
n=2.

Ejemplo 4.2.2. Sea r € IN. Dados a,b € A'\ {0} consideramos la variedad genérica V(a,b) =
{ax” +by" — 1 = 0}. Entonces existe un abierto no vacio U < A? tal que si (a,b) € U se tiene que:

deg(TV (a,b)) = deg?(V(a,b)).

Llamemos V = V(a,b) para ahorrar notacién. Observemos que V es suave, puesto que su
unico posible punto singular es el (0,0) y (0,0) ¢ V. Notemos que, el politopo de Newton del
polinomio que la define es el tridngulo de vértices (0,0) (r,0) y (0,7) que es rA?, donde A? es el
2-simplex con vértices (1,0),(0,1) y (0,0) (ver definicion 2.3.8).

Como buscamos probar una igualdad para el grado de TV debemos considerar una variedad
lineal genérica de dimensién complementaria al mismo (en este caso 2) y calcular efectivamente
la cantidad de soluciones. Notar que haciendo despejes y asumiendo por genericidad eventual-
mente que algln coeficiente sea no nulo, podemos asumir que nuestra variedad lineal genérica
es de la forma: )

. 4| u=mx+by+c
H{(x,y,u,v)eA v=mx+by+c }

Recordemos que:

TV = A*| 0 f(x/y&):()
V=1 (xyuv)e aﬁ(x,y)quaJy((X/y)U:O

donde f(x,y) = ax” + by" — 1. En consecuencia si intersecamos a ambos, llegamos a la siguiente
igualdad de cardinales:

flx,y) =0

#IINTV) =#{ (x,y)e A*| 0 3
WA= G AT L)t bay+ e) + () + by +e2) =0

Es decir, haciendo un reemplazo, tenemos que :

#IIATV) = #{ (x,y) € A?

ax" +by" =1
rax’ Y ayx 4+ bry +c1) + rby" " (aox + boay +¢3) =0 '
1

En consecuencia haciendo la distributiva y multiplicamos por ; se tiene que:

#(HmTV):#{(x,y)' ax’ +by" =1 }

ayax’ + brayx" !+ c1ax’ ! + bagy’ ' x + bbay” + by’ =0

Ahora bien, notemos que como a,b,ay,by,c1,a2,bs,c5 son genéricos, eventualmente pidiendo
que todos sean no nulos a la vez, podemos garantizar que los soportes de nuestro sistema estan
fijos. Ademas, fijados estos soportes, los coeficientes del sistema resultan genéricos alli, ya que
tenemos una variable libre para elegir por cada monomio que aparece en ambos polinomios.
Maés atn, el politopo de Newton de nuestro segundo polinomio tiene como capsula convexa
al trapecio T de vértices (r —1,0), (r,0), (0,7) y (0,7 — 1). Recordando que la capsula convexa del
politopo de Newton de f es rA?, como estamos calculando un grado, ya sabemos que el sistema
tiene finitas soluciones. Luego, por el teorema de Bernstein-Kushnirenko 2.3.24, la cantidad de

soluciones del sistema en (A\ {0 })2 es:
MV (rA%, T) = rMV (A2, T).
Resta con calcular MV (A2, T). Para esto, recordemos que por el teorema 2.3.19, tenemos que:
MV (A%, T) = Voly(A? + T) — Voly(A?) — Volo(T). (4.1)

Ahora bien, calculamos cada volumen por separado.
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1 1
1. Por la proposicién 2.3.9 tenemos que Voly(A?) = 5= 5

2. Para calcular Vol (T) primero hagamos la siguiente observacién gréfica:

Se puede ver que el volumen de T se puede calcular como la resta entre los voltimenes de
rA? y (r — 1)A?. De esta manera, por la proposicién 2.3.9 y la observacién 2.3.16 se tiene
que:

Volo(T) = Volp(rA2) — Voly((r — 1)A%) = (2 — (r — 1)%) Vola(A2) = % . %

3. Para calcular Vol (A% 4+ T) primero debemos calcular A% 4 T. Notemos que por la propo-
sicion 2.3.15 tenemos que:

, ({ (r—1,0),(r,0),(0,7),(0,r —1) })
A°+ T = Conv (r,0),(r+1,0),(1,7),(1,r-1) .
(r—1,1),(r,1),(0,r+1),(0,7)

Lo cual podemos interpretar graficamente de la siguiente forma:

r+1

r-1

A+T
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Ahora bien, aplicando un razonamiento andlogo al utilizado para lo anterior se puede ver
que:
Voly (A2 + T) = Volp((r +1)A%) — Vol ((r — 1)A?) = 4rVoly(A?) = 2r

Ahora bien, por la ecuacién (4.1) tenemos que:

1, 1
2 _ . et N
MV(M,T)=2r—(r=3) =5 =7,

En resumen, el sistema tiene 72 soluciones en (A\ {0})2. Sin embargo, por la proposicién 4.2.1,
sabemos que el sistema puede tener a lo sumo 72 soluciones en A? y hemos hallado 2 soluciones

en (A\{0 })2. En consecuencia:
#I1AV) =12

Lo cual finaliza el ejemplo.

Utilizando la invarianza del grado del fibrado tangente por cambios de variables lineales,
tenemos como observacién lo siguiente:

Observacién 4.2.3. Sea C = { (x,y) € A% | x" +y" =1} entonces se tiene que:

deg(TC) = r?

B

Demostracion. Se sigue aplicando el cambio de variables x — ey — hll y utilizando el
a T

corolario 4.1.2. O

==

Este ejemplo anterior es sumamente importante porque nos dard una primera proposicion
que ampliard la familia de ejemplos donde se produce este fenémeno.

Proposicién 4.2.4. Sea n,r € IN. Entonces existe una hipersuperficie suave e irreducible V.< A" de
grado r tal que:
deg(TV) = deg(V)>.

Demostracion. Observar que el caso n = 2 fue lo que resolvimos en el ejemplo 4.2.2. Ahora,
para n > 3 vamos a demostrar la proposicién utilizando un pequefio truco. En primer lugar,
consideremos la siguiente hipersuperficie suave:

V= { (x1,...,x,) € A"

n
Ex;—lzo}.

i=1

Notemos que deg(V) = r y mds atin, tenemos que:

TV = (xl,...,xn,yl,...yn)e/Azn n
-1
Z rx; "y =0
i=1
Lo primero que observamos es que por el teorema de Bezout, tenemos que:

deg(TV) < r%.

Ahora consideremos L la variedad lineal definida por:

L= { (X1, X, Y1, -, Yn) e A"

x]‘IO]'Z?)
yj:0j>3 ’

Intersecando a TV con L llegamos a lo siguiente:

TVAL= { (x1,%2,0,...,0,41,¥2,0,...,0) € A*"

xp+xp =1
Tyl =0 '
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Claramente notamos que TV n L = TC donde C es la curva:
C:{(xl,xz)el/\z‘xg—i—xg:l}.

Por la observacién 4.2.3 sabemos que deg(TC) = r?. De esta manera se tiene la siguiente cadena
de desigualdades:

r? = deg(TC) = deg(TV n L) < deg(TV) - deg(L) < 2.
Luego se sigue la igualdad deseada y en consecuencia el resultado. O

De esta manera, hemos demostrado que la proposicién 4.2.1 nos da una cota 6ptima.

4.3. Caso general de variedades suaves e irreducibles

El siguiente teorema representa el mejor resultado general intrinseco que conocemos hasta
ahora. Sin embargo, més alld del grado 1, esta lejos de ser 6ptimo.

Teorema 4.3.1. Sea V < A" una variedad algebraica suave e irreducible de dimension d, entonces:
deg(TV) < (deg(V))"+"*1,
En particular se tiene que:

il - o
deg(TkV) < (deg(V))H;‘:ol(Zfﬂ+21d+1)'

Demostracion. Observemos que por la proposicién 2.2.57 tenemos que existe ¥ € N y polinomios
fi, ..., fr € k[X] tal que:

I(V)=(fi,---, fr)y deg(fi) < deg(V)V1<i<r.
Luego, por el teorema 3.1.9 tenemos que:
I(TV) = 1(V)k[x,y] + I7(V).

En particular se tiene que:
TV = (Vx A") n V(Ir(V)).

Observando que el grado de los generadores de I (V) es menor o igual a max { deg(f1),...,deg(f;) }
que es menor o igual al grado de V, por la versién refinada de Bézout 2.2.55 se tiene que:

deg(TV) < (deg(V x A"))(méx { deg(f1),...,deg(f,) })"" < deg(V)"+4+1,

La segunda parte del teorema se sigue por el teorema 3.1.9 e iterar esta desigualdad. O

Notemos que este resultado es trivialmente 6ptimo cuando V es lineal por las mismas razones
que en el ejemplo 4.1.6.

Sin embargo, a partir de la proposicién 4.2.1, y de los ejemplos que conocemos (muchos de
estos incluidos en este trabajo), se puede conjeturar lo siguiente.

Conjetura 4.3.2. Sea V < A" una variedad algebraica suave e irreducible. Entonces se tiene que:
deg(TV) < deg(V)?,

y en consecuencia:
deg(T"V) < (deg(V))?"

En ese sentido, conjeturaremos este resultado mds fuerte:
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Conjetura 4.3.3. Sea V < A" variedad algebraica suave e irreducible. Existe L un hiperplano afin tal
que:
1. deg(V nL) =deg(V).
2. dlm(VmL) =d-1.
I(V)+I(L)=I(VAL).

)+
4. deg(TV nLn Ly) = deg(TV).

Donde si L = {xeA”

n
Z ax; =€ } definimos Ly = { (x,y) e A"

i=1

znlﬂéi]/i = 0}

i=1
Lo primero que hay que observar es que esta conjetura parece més tangible que la conjetura

4.3.2, puesto que se trata de encontrar para cada variedad, un hiperplano que cumpla ciertas
propiedades razonables.

Observacion 4.3.4. La conjetura 4.3.3 implica la conjetura 4.3.2.

Demostracion. Sead € Ng y V una variedad algebraica de dimensién d. Veremos la demostracién
por induccién.

El caso base d = 0 se sigue trivialmente pues toda variedad de dimensién 0 es un conjunto
finito de puntos y en consecuencia el fibrado tangente serd un conjunto finito de hiperplanos
lineales, en particular uno por cada punto de la variedad. Como cada hiperplano tiene grado 1
y cada punto tiene grado 1 se sigue el resultado.

Pasamos al paso inductivo. Consideremos L un hiperplano tal que deg(V n L) = deg(V) y
Ly como en punto 4. Observemos que, tenemos lo siguiente:

deg(TV) = deg(TV n L n Ly) = deg(T(V nL)).

Donde la tdltima igualdad se sigue de que TV n L n Ly = T(V n L) por la condicién 3 de la
conjetura 4.3.3. Pero ahora V n L tiene dimensién d — 1 y luego por hipétesis inductiva se tiene
que:
deg(V) = deg(T(V n L)) < deg(V n L)? = deg(V)>.
O

Dejamos para un trabajo futuro el estudio del grado de variedades de la forma TV n L n Ly,
con el objetivo de entender y demostrar las conjeturas 4.3.3 y 4.3.2.

En la proposicién siguiente construimos una nueva familia de variedades tales que, como
en 4.2.4, se cumple que deg(TV) = deg(V)2. En particular exhibimos una nueva familia que
cumple con la conjetura 4.3.2.

Proposicién 4.3.5. Sean d,n,v € IN donde n > 2. Entonces para cada d,r existe una variedad suave e
irreducible V(d,r) < A" dimension d y grado r tal que :

deg(TV(d,r)) = (deg(V(d,r)))* = 1%
Demostracion. Consideremos V(r) < A2 dada por:
V(r) :{(xlfxz)EAz ‘x“—x;:l}'

Notemos que V(r) es suave e irreducible. Luego, definimos la variedad suave e irreducible
V(d,r) dada por V(d,r) = V(r) x A9~1. Veamos que esta variedad cumple con lo necesario. En
primer lugar, es claro que dim(V(d,r)) = 1+d — 1 = d. Ahora, calculemos su grado. Para esto,
notemos que por la proposicién 3.1.17 vale que:

TV(d,r) =TV (d) x A*~2,
Tomando grado y utilizando el corolario 4.1.2 se tiene que:
deg(TV(d,r)) = deg(TV(r) x A¥) = deg(TV(r)) = r*.

Donde la dltima igualdad se sigue de la observacién 4.2.3. Por lo que se obtiene el resultado. [
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La tltima proposicion nos dice que, en caso de comprobarse la conjetura 4.3.2, esta tiltima es
Optima en en el sentido de que la cota superior es realizada por variedades de cualquier dimen-
sién y cualquier grado.

Daremos ahora otra familia de ejemplos de variedades que cumplen la conjetura 4.3.2. Para
esto recordamos la siguiente notacién.

Definicién 4.3.6. Sea n € IN. Para cada j € IN definimos L; es decir los polinomios de grado
exactamente j en n variables.

El siguiente lema es un resultado folklérico, a falta de una referencia precisa daremos una
idea de su demostracion:

Lema 4.3.7. Sean n,dy,...,d; e Nconr <ny fi,..., fr € K[x] tal que f; € Ly.. Entonces existe U <
Lg, x Lg, % ... x Lg,, un abierto denso con la topologia Zariski, tal que si f1, ..., f; tienen coeficientes en
Uy llamamos V.= V(f1,..., fr) entonces:

1L I(V)=(f1,---, fr)

2. V es suave.

r

3. deg(V) = [ [deg(fi) =] [ d:
i=1

i=1

Demostracion. Lo primero que hay que observar es que el caso n = 1, se trata de polinomios
en una variable por lo que el lema es trivialmente cierto. Ahora, lo que haremos sera notar
que la variedad V definida por polinomios genéricos de esa forma tiene dimensién n —r. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que todos los polinomios en U irreducibles ya que
ser irreducible es una propiedad genérica en Ly, si n > 2. Mds atn, si consideramos para cada
fi,..., fr su respectiva parte de grado < 1 y las llamamos /1, ..., I, tenemos que :

](flr---/fr) = ](ll/'--/lr)-

Donde esta tltima igualdad se sigue de considerar el desarrollo de Taylor de f; alrededor de
un punto cualquiera. Pidiendo que los determinantes de las respectivas submatrices sean no
nulos, podemos dar condiciones de genericidad tal que la variedad V definida por fi, ..., fr sea
suave, en particular esto implicard que el ideal (fi,..., f;) serd regular (en particular primo) y
en consecuencia por el criterio del jacobiano 2.2.36 I(V) = (f1,..., fr)-

Resumiendo lo dicho en el parrafo anterior, podemos construir un abierto U tal que toda
variedad V definida por polinomios en U sea suave de dimensién n —r y su ideal sea definido
por dichos polinomios. Mds atn, por [MW83] o [H]JSS05, Theorem 3], esta variedad V cumple
que:

deg(V) = ﬁ d;.
i=1

La siguiente proposicién se desprende del lema anterior:

Proposiciéon 4.3.8. Sean r < n € N y dy,...,d, € IN. Sean ademds, polinomios f1,..., fr tal que
fi € Lg,. Entonces existe un abierto Zariski denso U < Lg, x ... x Ly, tal que si f1,...,f, tienen
coeficientes en U entonces la variedad V definida por V(f1, ..., fr) cumple que:

deg(TV) < deg(V)%

Demostracién. Consideremos U < Ly, x Ly, x ... x Ly, el abierto dado por el lema 4.3.7. Sean
fi, .., fr con coeficientesen Uy V = V(fy,..., fr). Entonces I(V) = (f1,..., fr) ¥

deg(V) = ﬁ d;.
i=1
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Luego, notemos que para dicha variedad V su fibrado tangente queda definido por (fi,..., fr, Vf1 -

Y,...,Vfr-Y). Recordando que It(V) = (Vf1-¥,...,Vfr-Y) y que deg(V f; - ) = deg(f;) tene-
mos por la desigualdad de bezout que, como TV = (V x A") n V(I7(V)), entonces:

deg(TV) = deg((V x A") n V(I(V)) < deg(V x A") deg(V(Ir(V)))
< deg(V) ﬁdi = deg(V)2.
i=1

O

Lo que haremos ahora serd dar un Lema que nos permite construir ejemplos de variedades
que cumplen con la conjetura 4.3.2 (ver observacién 4.3.10).

Lema 4.3.9. Sea V < A" variedad algebraica suave e irreducible de dimension d que cumple la conjetura
4.3.2, es decir que :

deg(TV) < deg(V)?,

y L < A" una variedad lineal tal que dim(L) > n — d. Llamemos W = V n L y supongamos que esta
nueva variedad cumple las siguientes propiedades:

1. deg(W) = deg(V).
2. I(W)=1(V)+I(L).

Entonces vale que:
deg(TW) < deg(W)2.

Demostracion. Supongamos que I(V) = (fi,..., fr). Observar que sin pérdida de generalidad
bajo un eventual cambio de coordenadas lineal, mediante el cual sabemos que los grados son
invariantes, podemos asumir que:

L={xeA"|x;=0,...,x;=0} donde ] <d.
De esta forma por la segunda condicién se tiene que:

IW)=I(V)+I(L) = (f1(0,...,0,x;51, ..., xn), -, fr(0,...,0, X141, ., Xn), X1, ..., X]).

En particular observar que si llamamos . £ A?" a la variedad lineal definida por:
L= { (x,y) < A*|x;=0,...,5,=0,y1 =0,...,y =0},

por la condicién 2 nuevamente, tenemos que TW = TV n L y en consecuencia por la desigualdad
de Bezout 2.2.53 se tiene que:

deg(TW) < deg(TV) < deg(V)? = (deg(W))?,
donde la tltima desigualdad se sigue de que V cumple con la conjetura 4.3.2. O

Observacion 4.3.10. Sea V < A" variedad que cumple las hipétesis del lema 4.3.9. Como V es
suave, las condiciones 1 y 2 se cumplen siempre si L es genérica de dimensién mayor o igual
que n —d. En efecto, si V es suave y L es genérica, la condicién 1 se cumple por la proposicién
2.2.56 mientras que la condicién 2 se sigue de aplicar el teorema de Bertini 2.2.58.

Hemos visto en esta seccién, que existen ejemplos de variedades para las cuales se cum-
ple la conjetura 4.3.2. Un camino que no exploraremos en esta tesis, pero queda pendiente
para un trabajo futuro es intentar demostrar una desigualdad mas débil, del tipo deg(TV) <
C(n,d) deg(V)? con C(n,d) una constante que solo depende de la dimensién de la variedad y
la del espacio ambiente (una cota en este espiritu aparece en el Corolario 6.0.11). Una idea para
desarrollar estos resultados es adaptar las técnicas y los resultados en [Wall8, Section 5].
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Capitulo 5

Curvas paramétricas

En este capitulo estudiaremos el caso particular de la relacién entre el grado del fibrado
tangente y el grado de la variedad para variedades racionales. En primer lugar recordamos la
definicién cldsica de equivalencia birracional.

Definicién 5.0.1. Sean V < A" y W < A™ variedades algebraicas irreducibles. Diremos que
V es birracionalmente equivalente a W si existen abiertos no vacios U < V y G = W tal que:
U = G. Donde la notacién = es la definida en 2.2.23.

Una vez hecho esto estamos listos para definir el objeto de estudio de esta subseccién.

Definicién 5.0.2. Sea V < A" una variedad algebraica irreducible de dimensién d.
1. Diremos que V es racional si es birracionalmente equivalente a A

2. Llamaremos a V paramétrica si V es suave y existen f1,..., fu,§1,...,9n € k[f] polinomios,
un abierto Zariski no vacio U € A y una aplicacién racional F : U < A9 — A" dada por

F(x) = (?(x), ey ?(x)) que define una submersién inyectiva F : U — V dominante.
1 n

Si U = AY entonces F = (f1,e--s fn) y V se llamard puramente paramétrica. A dicha
aplicacion F se la llamara su parametrizacién.

Observar que si V < A" es una variedad algebraica suave y racional , entonces V es pa-
ramétrica.

Ahora citemos una proposicién que nos ayudara a entender mejor cudles son las variedades
racionales.

Proposicién 5.0.3. ([Har77, Corollary 1.4.5]) Sea V- < A" una variedad algebraica irreducible de dimen-
sién d. Son equivalentes:

1. V es racional
2. k(V) es puramente trascendente sobre k
Procedemos a dar un ejemplo de variedades paramétricas y racionales.
Ejemplo 5.0.4. Sea f € k[x1,...,x,_1], entonces:
1. V={xeA"| f(x1,...,X,—1) — xn = 0} es una variedad puramente paramétrica.
2. V={(xy) e A’ | y> —x3 = 0 } es racional.

A lo que pasaremos ahora serd a estudiar el caso de variedades paramétricas de dimensién
1. Estudiaremos esto con un enfoque clasico, entenderemos cudles son las ventajas y complica-
ciones de este enfoque para saltar luego al caso general.

Para agilizar notacién y facilitarle el trabajo al lector, en esta seccién toda curva algebraica
C < A" serd una variedad algebraica paramétrica o puramente paramétrica de dimensién 1.
Primero daremos un lema algebraico técnico que usaremos maés adelante.
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Lema 5.0.5. Sea f € k|[t]. Entonces existe ¢ € k tal que f + c es libre de cuadrados. Mds atin, existe un
abierto Zariski U < A" tal que si c € U entonces f + c es libre de cuadrados.

Demostracion. Sea c € k. Llamemos ¢ = f + ¢, luego ¢’ = f'. Observar que f’ tiene finitas raices
r1,...,ty—1. Luego basta con elegir c tal que:

fri)+c#0vV1<i<n-1

Se sigue que como char(k) # 0 entonces k es infinito y en consecuencia existe tal c. En particular
el abierto definido por:

U—{ceAl

n—1
[T +e) ?éO},
i=1

es el que brinda la condicién de genericidad dada en el teorema.

O

Ahora lo que haremos serd dar un lema que relacionara la nocién de graduacién de un mor-
fismo que introdujimos en la definicién 3.1.13, con el grado de una curva puramente paramétrica.

Proposicién 5.0.6. Sea C = A" una curva algebraica suave puramente paramétrica con parametrizacion
F. Entonces:
deg(C) = A(F).

Demostracion. Como C es puramente parametrica de dimensién 1, ha de ser irreducible (por
definicién). Para calcular su grado trabajamos de forma puramente geométrica, es decir cortamos
a C con una variedad lineal genérica de dimensién complementaria.

Ahora bien, una variedad lineal genérica de dimensién complementaria a C es de la forma:

anzxixi:ﬁ}.

IT=11(ay,...,an,B) := { (x1,...,x,) € A"
i=1

Luego, debemos estudiar cardinal de C nI1. Sea F : A! — C la parametrizacién de C. Observar
que sin pérdida de generalidad podemos asumir que F es sobreyectiva ya que, como es domi-
nante, por la proposicién 2.2.28 tiene un abierto U metido en su imagen y en consecuencia, U es
una variedad quasi afin tal que deg(U) = deg(C).

Luego, como F es biyectiva tenemos la siguiente relacién entre cardinales.

#(IInC)=# ({t ek | ifi(t)zxi = ﬁ}) =#({tek|G(t) =0}), (5.1)
i=1

donde el polinomio G estd dado por:
n
G =) filtha—p.
i=1

Luego hemos probado lo siguiente: para cada (a1, ...,a,) = &, B existe un polinomio G(&, B)(t)
que notaremos G(t), puesto que lo pensaremos como polinomio en ¢, tal que el cardinal de la
interseccién de C con IT son los ceros de G. Luego lo siguiente serd ver cudntos ceros tiene este
polinomio, para esto calcularemos su grado. Rdpidamente se ve que que este polinomio cumple
la condicién:

deg(G) < A(F).

Lo siguiente que haremos serd demostrar que genéricamente vale la igualdad. Para esto
usaremos la genericidad. Sean {ji, ..., i} < {1,...,n} tal que deg(f; ) = A(F) V1 <k < todos
los componentes de F que realizan su grado.

Ahora para cada 1 < k < I consideremos c;, el coeficiente principal de f;,. Luego definimos
el siguiente conjunto abierto:

D= { (a1,...,an, B) € A"

r
Z Cjiljy, # 0}‘

k=1
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Notar que, puesto que lo que estamos pidiendo es que no haya cancelacién entre los coeficientes
principales , si tomamos una variedad lineal con coeficientes en D, podemos afirmar que:

deg(G) = A(F).

De esta manera, la propiedad deg(G) = A(F) es genérica y en consecuencia se sigue la siguiente
desigualdad:
deg(C) = #(I1(&, p) ~ C) < A(F),

por lo que restard ver que existen a4, ..., &, 5 € U tal que :
#(I1(w, B) n C) = A(F).

Notar que pedir que se cumpla esa condicién es equivalente a pedir que el polinomio G sea
libre de cuadrados. Por lo que haremos un truco utilizando el lema 5.0.5 para encontrar tales
w, B. Para esto, observemos que el abierto D tiene a la variable § desacoplada. Es decir que se
lo puede pensar como el producto de dos abiertos de topologias Zariski en espacios afines de
menor dimensién. Para esto consideremos el siguiente abierto:

r
Z Cii&jp 7 0 }
k=1

En consecuencia resulta que D = D x Al. Luego fijlemos @ = (a1,...,a,) € D. Observar que,
por el lema 5.0.5 existe 8 € k tal que el polinomio G(&, ) es libre de cuadrados. En consecuencia
todas sus raices son simples y como (&, 8) € D necesariamente es deg(G) = A(F). Como G es
libre de cuadrados se sigue que:

D= { (@q,...,0n) € A"

#(Il(w, B) n C) = A(F),
por lo que concluimos el resultado. O
Una vez hecho esto, probaremos el siguiente lema.

Lema 5.0.7. Sea V. A" una variedad algebraica suave puramente paramétrica tal que estd parametri-
zada por F : A‘t—» A". Entonces su fibrado tangente TV es una variedad puramente paramétrica con
parametrizacion F donde F es la dada por la proposicién 3.1.19.

Demostracion. Observemos que como V es paramétrica, entonces F es una aplicacién polinomial
que induce una submersion inyectiva y dominante. Luego por la proposicién 3.1.21 tenemos que
F: A% — TV es una aplicacién inyectiva y dominante. Resta ver que es una submersion. Para
esto, debemos ver que Dy yF es sobreyectivo para todo (%,7) € A%, Sin embargo, observar que,
como F es una submersién, necesariamente la matriz:

DxF = (VF(%)),

tiene rango maximo. En consecuencia la aplicacién:

pes 0 = (V0 orin) (7).

resulta sobreyectiva por lo que tenemos que F es submersién. En consecuencia TC es una varie-
dad puramente paramétrica que es lo que queriamos probar. O

Introducimos notacién para la resultante.

Notacién 5.0.8. Sean f,g € k[xy,...,x,]. Notamos Resy, (f,g) a la resultante entre f y ¢ con
respecto a la variable x;,.

A raiz del lema 5.0.7 probaremos el primer teorema de la seccién el cual nos ayudaré a
calcular de manera exacta el grado del fibrado tangente en funcién del grado de la variedad
para el caso de una curva puramente paramétrica. La idea de fondo, es aprovechar que las
variedades puramente paramétricas poseen cierto tipo de estructura analitica.
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Teorema 5.0.9. Sea C = A" una curva algebraica suave puramente paramétrica y sea F : A' — C su
parametrizacion. Entonces vale que:

deg(TC) =2A(F) —1=2deg(C) — 1

Demostracion. Notar que como dim(C) = 1 y es irreducible tenemos por el teorema 3.1.9 que,
TC es irreducible y dim(TC) = 2. Luego, debemos estimar deg(TC). Para esto notar que una
variedad lineal genérica de dimensién complementaria, es decir 2n — 2, es de la forma:

n n
Dixi+ ) Biyi =y
i=1

IT:= (xlr-“/xn,yl,...,yn)eAzn i?l

n
DA+ Y Hiyi =€
i=1 i=1

Por el lema 5.0.7, tenemos una parametrizacién para TC de la forma F : A? — TC dada por
E(t,s) = (F(t),D+F(s)) = (F(t),s- F'(t)). Si computamos esto en la ecuacién anterior, tenemos
lo siguiente:

Saifi(t) +5 Y Bifl(H) =
IIATC = (F(t),s-F(1) e A* | 5 )
SAfilt) +s D wifl(t) =€
i=1 i=1

Observar que tenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas en dos variables. Nuestra
intencién es demostrar la igualdad del enunciado del a partir del Teorema de Bernstein, utiliza-
remos esta técnica puesto que la prueba resulta mucho mds elegante, pero vale la pena aclarar
que, replicando las técnicas que utilizaremos en el teorema 5.0.16 se puede dar una demostracién
a este resultado.

Observar que para efectivamente utilizar el Teorema de Bernstein, debemos pedir que no
haya soluciones donde t o s sean cero. Sin embargo, para esto simplemente evaluando ¢t = 0,
tenemos dos ecuaciones lineales en s con coeficientes genéricos por lo que, podemos pedir en las
condiciones de genericidad que dicho sistema no tenga solucién. Si s = 0, podemos garantizar
que el sistema no tiene soluciones en t pidiendo que:

Res; (Zn: a;fi(t) — 'y,i Aifi(t) — e) # 0.
i=1

i=1

Podria pasar que esa resultante como polinomio en t fuera nula, sin embargo, tomando la elec-
cibna; =1ywa; =0paratodoi >1, vy =0, A =1y A =0paratodoi >1ye #0,es
claro que esos polinomios no comparten raices por lo que dicha resultante ha de ser no nula
pues lo es para una eleccién de coeficientes. Asi, podemos asumir que todas las soluciones de
nuestro sistema estan en (A\{0})2. Técnicas de este tipo se pueden encontrar en [DHM22] y
serdn discutidas en la siguiente seccion de este trabajo.

Volviendo a la demostracién, Sean G1, Gy los siguientes polinomios:

n

L G =) wifi(t) +s ) Bifi () — 7.
i-1

i=1
2. Gp = Z Aifi(F) +s Z Vz‘fi,(t) —€.
i=1 i=1

Observar que eventualmente agregando condiciones de genericidad sobre los coeficientes A, 7, v, ¢, &
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y B se tiene la siguiente condicién sobre los soportes:

Conv(sop (G1)) = Conv(sop (Gy))

= Conv <(0,0), (A(F),0), (min (O sop (fi) n ]N) -1,1), (AM(F) — 1,1)> =T.

i=1
En particular, se tiene que:
Conv(sop (G;)) < Conv((0,0),(0,1), (A(F) —1,1),(A(F),0)) = Q.
Luego, tenemos que por el Teorema de Bernstein tenemos que:
#(IInTC) < 2!Volr(T) < 2!1Volp(Q).
Observar que Q es el trapecio rectdngulo definido univocamente por los vértices:
(0,0),(0,1), (A(F),0) y (A(F) = 1,1).

En particular este cumple que :

vane) = (ADEAOT) 4 L
En consecuencia tenemos que:

deg(TC) < 2! (A(F) + ;) =2A(F) —1 = 2deg(C) — 1.

Con esto tenemos probada la desigualdad. Ahora bien, demostremos primero que T = Q. Para

ver esto basta con ver que:
n
min (U sop (F;) n ]N) =1

i=1

Sin embargo, si fuera mayor a 1, significaria que ninguna de las f; tendrfan monomios lineales y
en consecuencia no seria una submersién en t = 0, lo cual lleva a una contradiccion.

Luego para verificar la igualdad debemos utilizar la formulacién fuerte del Teorema de Berns-
tein 2.3.24. Esta dice que, si al considerar el sistema asociado a cada cara del poliedro, este tiltimo
no tiene soluciones entonces vale la igualdad en la cota del teorema de Bernstein. Luego obser-
vamos que nuestro poliedro es un trapecio por lo que tiene 4 caras, pasamos a listarlas:

(0,0),(0,1))
(0,0), (A(F),0))
(0,1), (A(F) = 1,1))

1. C; = Cony(
2. C = Conv(
3. C3 = Cony(
4. C4 = Conv((A(F) —1,1),(A(F),0))

Luego nuestro sistema es G; = G = 0, por lo que pasamos a considerar los respectivos sistemas
restringidos.

G _
1. { (s,t) e (A\{0})? G% (s,£) =0 . Es claro que este sistema no tiene soluciones en
Gy'(s,t) =0

(A\{0})? puesto que solo aparecen los términos independientes de las f; y una combi-
naci6n lineal (con coeficientes en B,%) de los términos de grado 1 de las f; multiplicados
por s . En particular, podemos despejar s ya que tiene grado 1 y pedir condiciones en los
otros coeficientes para que la ecuacién segunda no se cumpla por lo que esta cara no tiene
soluciones.
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GS2(s,t) = 0 } Z’Xil:i(t) =0

Gy2(s,t) =0 = (s,t) e (A\{0})2| 1

D IAF(E) =
i=1

Observar que este sistema no tendra soluciones si tomamos coeficientes (&, A) tales que

2. { (s,t) € (A\{O})2

Rest(Gf 2, Gg 2) # 0. Sin embargo hay que chequear que esta resultante es no nula. Para
esto simplemente vemos que existe una eleccién de @ y A tal que esta resultante es no nula.
Esto ultimo se sigue de fijar @ y para esa eleccién fija de & calcular las finitas raices de
la primer ecuacién. Con esto ultimo podemos insertarlas en la segunda ecuacién y pedir
condiciones en A para que sea no nula. Luego esa resultante es no nula y por lo tanto el
sistema no tiene soluciones en esta cara.

3. Este caso es totalmente andlogo al caso 2.

Hs,t) =0

GS
4. {(s,t)e (A\{0})? G?(f ) =0

tiene la forma:

}. Por como estan dados los soportes, este sistema

{@ﬂe%HMV

sl e @nin -0 )
EMAE + syl =0

Donde &, x € k[X] son polinomios de grado uno en los coeficientes, que se obtienen de
juntar los términos del respectivo grado.

Sacando de factor comun t(F)~1 y replicando las técnicas utilizadas en 1 y 2 se sigue que no
tiene soluciones en esta cara. En consecuencia por el teorema de Bernstein se tiene que:

deg(TC) = 2deg(C) —
O

Ejemplo 5.0.10. Sea V; = { (x1,%2) € A2 ‘ x| = Xy } Esta es una curva suave y parametrizable
de grado k. De esta manera, por el teorema 5.0.9, tenemos que deg(TVy) = 2k — 1.

Ahora vamos a tratar de extender estas ideas un poco maés all4, resolviendo el problema para
curvas paramétricas. Para esto, primero probamos un lema puramente algebraico similar al lema
5.0.5.

Lema 5.0.11. Sean f1, ... fu € k[t] polinomios tal que mcd(fy, ..., fn) = 1. Entonces existen cy,...,cn €
k tal que el polinomio F definido por:

n
F= Z cifi es libre de cuadrados.
i=1

Ms atin, existe U = A" un abierto tal que si (cy,...,cn) € U entonces F es libre de cuadrados.

n
Demostracion. Si fi fuera constante, entonces definiendo F = Z fi + ¢ f1 sabemos que por el
i=2
lema 5.0.5 existe ¢ tal que F es libre de cuadrados, con eso tenemos la existencia. Ahora para
ver que la condicién vale genéricamente, basta con considerar F = Y "' ; ¢;f; y observar que el
polinomio Res;(F, F') # 0 pues Res¢(F,F')(c,1,...,1) # 0. Por lo que podemos asumir que f; no
es constante.

Ahora, sea S = k[t]. Consideremos ahora el anillo de polinomios S[x, ..., x,]. Luego defina-
n

mos el polinomio F = Z x;fi. Observemos que F cumple las siguientes propiedades:
i=1

» Esirreducible en k(t)[xq,...,x,] ya que tiene grado 1 en x1, ..., xy.

» Es primitivo. Esto ultimo se sigue de que mcd(fy,..., fu) = 1.
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En consecuencia por el lema de Gauss, F es irreducible en S[xq,...,x,]|. Ahora bien, sea R =
Res¢(F,F') € k[xy,...,x,] donde F' = >} ; x;f!. Basta ver que R no es el polinomio nulo. Pro-
cedamos por contradiccién, es decir supongamos que R = 0. Observar que existen polinomios
C,D e klxy,...,x,][t] tal que:

R =CF+ DF,

donde deg,(C) < deg,(F) —2y deg,(D) < deg,(F) — 1. En consecuencia como supusimos que
R =0, tenemos que :
CF = -DF

Ahora bien, notemos que F y F’ son coprimos en S[xy, ..., x,] puesto que como F es irreducible,
el tnico caso que podria pasar para que no fueran coprimos es que F | F’. Sin embargo esto
querria decir que existe Q € S[xy, ..., x,] tal que:

F(t,x)Q(t,x) = F'(t,x)

Si especializamos en x; = 1,x, = 0,...,x, = 0, tendriamos que f;(t) | f{(t) lo cual es una
contradiccion porque char(k) = 0y fi no es constante. En consecuencia tenemos que F { F’/
y F | DF'. Entonces, necesariamente F | D Pero esto no puede pasar puesto que deg,(D) <
deg(F) —1 < deg,(F) por lo que llegamos a un absurdo. O

Lo que sigue serd demostrar una proposicion anéloga a la proposicién 5.0.6 para el caso de
curvas paramétricas suaves. Sin embargo, sucede que los denominadores no estén fijos y esto
puede resultar un poco molesto a la hora de estimar los grados luego.

Definicién 5.0.12. Sea V < A" una variedad paramétrica de dimensi6n dy F: U € AY — V

una parametrizaciéon de V dada por F = (?, cee ?) . Diremos que F esta en forma normal si:
1 n
sucede que, § = 1 = g2 = ... = gn y ademds mcd(f1, ..., fn, §) = 1.

Lema 5.0.13. Sea V < A" una variedad paramétrica de dimension d. Entonces V admite una parametri-
zacién normal.

Demostracion. Sea F : U < A? — V la parametrizacion de V. Recordar que por definicién F es

racional por lo que estd dada por:

= (fl,,f") donde mcd(f;, gi) =1Vl <i<n.
81 n

Consideremos g = [g7 : ... : gu] el minimo comun mdltiplo de las g;. Observar que g; | g V1 <
i < n en consecuencia podemos escribir a F de la siguiente forma:

8 8
o (s S _(PP)
g 7 7 g g/ Ig 7

donde, para cada 1 < k < n definimos h = 5 V Pk = fi - hx. Ahora bien, para tener el resultado
k

deseado bastard con ver que :

med(p1, p2, .-, Pn,g) = 1.
Supongamos que existe g primo factor comtn a py,...,p, y - Sear = max{! | q' | ¢} Entonces,
existe g; tal que q" | g;. De esta forma, g { 5—1 pero divide a p;. Ahora bien, puesto que fl% = pi

deducimos que ¢ | f; pero esto es una contradiccién pues mcd(f;, gi) = 1. En consecuencia, el
resultado se sigue.
O

Lema 5.0.14. Sea C una curva paramétrica suave y sea F : U < A' — C su parametrizacion. Suponga-

J;,...,{;") conmed(g: fr:fo:...: fu) =1 Luego

deg(C) = max{deg(f1),...,deg(fx) deg(g)}

mos que F estd en forma normal, es decir: F = (

vale lo siquiente:
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Demostracion. Como C es irreducible, nuestra intencion serd calcular la interseccién entre C y un
hiperplano genérico. Sea I'T un hiperplano genérico,

IT:= { (x1,...,%,) € A"

20&1‘x1’=ﬁ}.

i=1

Luego podemos afirmar lo siguiente:

#IINC) =#{telU| > a;fi(t) =B g(t)}.

i=1

Ahora bien, podrfamos proceder como en la proposicién 5.0.6 y hacer cuentas con los grados
y buscar coeficientes para que ese polinomio resulte separable. Sin embargo, hay un pequefio
detalle que vale la pena discutir. Si repliciramos lo anterior, es en efecto posible dar la cota
superior, pero podria eventualmente pasar que los t que salgan como raices no estén en U.

Notando que U es un abierto de A! hacemos una estrategia con genericidad para asegurarnos
n

que todas las raices del polinomio H = Z a;f;i(t) — B -g(t) estén en U. Notar que AU =
i=1
{l,...,1c} para cierto ¢ € INy. Para cada 0 < j < ¢ sea

W] = { (l’él,...,lxn,ﬁ) e A" Zlklfl(l]) —ﬁg(l]) #0 } .

i=1
Notemos que W; # (J, puesto que, W; = & si y solo si fi(l;) = g(l;) = 0 para todo j. Sin
C
embargo, esto no puede pasar ya que mcd(fi,..., fn,g) = 1. Asi, si llamamos W = ﬂ Wiy
j=1

tomamos una variedad lineal genérica con coeficientes en W entonces podemos asegurar que las
raices de H estdn en U.

Si procedemos replicando parte de la demostracion de la proposicion 5.0.6 se puede encontrar

un abierto U tal que si consideramos IT una variedad lineal con coeficientes en ese abierto, suceda
que:

» deg(H) = méx{deg(f1),...,deg(fn) deg(g)}-
» Las raices de H estdn en U.

Por lo que tenemos la cota:

deg(C) < max {deg(f1),... deg(fx) deg(g) }-
Resta ver que existe una eleccién de a;, § tal que H sea separable como polinomio en t. Luego,

n
recordemos que H = Z a;fi(t) — Bg(t). Observemos que, por el lema 5.0.11 existe un abierto
i=1
genérico A en los coeficientes tal que si tomamos coeficientes en ese abierto, H resulta libre de
cuadrados. Luego si H toma coeficientes en A n U tenemos que :

deg(C) =#(I1nC) =#{te U | Y wfi(t) = B-g(t)} = méx{deg(f1),...,deg(fu), deg(g)}-

i=1
O

Observar que, si g es constante, el lema anterior nos dice lo mismo que el lema 5.0.6. El
siguiente lema es una versién andloga un poco mds general del lema 5.0.7
Lema 5.0.15. Sea V < A" una variedad paramétrica suave de dimension d y sea F : U < A% — C su
fl fn

.y > y estd en forma normal. Entonces TC es una
g

variedad paramétrica con parametrizacion F donde T es la dada por la proposicion 3.1.19.

parametrizacion donde F es de la forma: F = <
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Demostracion. Se sigue replicando la demostraciéon del lema 5.0.7 O

Ahora probaremos un teorema andlogo a 5.0.9 para el caso de variedades paramétricas de
dimension 1.

Teorema 5.0.16. Sea C < A" una curva paramétrica suave y sea F : U < A' — C su para-
fi
8

metrizacion. Supongamos que F es de la forma: F = ( f ") y estd en forma normal. Sea

¢ = méax{deg(f1),...,deg(fu)}. Luego vale lo siguiente:
deg(TC) < 2deg(C) — 1+ min{deg(g), {}.

Demostracion. Como C es irreducible, por el teorema 3.1.9 tenemos que TC es irreducible y de
dimension 2. Luego procedemos como siempre considerando una variedad lineal genérica de
dimensién complementaria, es decir de dimensién 2n — 2,

Zax1+2ﬁy1:

i= 1

ZAXH‘ZV%—G

Por el lema 5.0.15 tenemos que la funcién F : U x A! — TC parametriza TC. Ahora, sabemos que
F es dominante y en consecuencia posee un abierto en su imagen. Haciendo uso del lema 2.2.49
podemos asegurarnos que las intersecciones caigan dentro de ese abierto y en consecuencia
afirmar lo siguiente:

IT:=< (X1,..., Xu,Y1,..., Yu) € A"

g (Ofi(H)
2(t) -7

Sl e Eﬁf’ -
t 1
#(TC ATI) =#{ (t,s)e U x Al | 5 /(
fi(t) filg(t) —g' () fi(t) _
2)\ 2() —1—52;11 2(%) =

Lo que haremos ahora sera despejar despejar la variable s en funcién de t a partir de la primera
ecuacién teniendo el debido cuidado al operar. Esta técnica es la que comentamos en la de-
mostracion del teorema 5.0.9. En particular, poniendo ¢ = 1 en esta demostracién, recuperamos
dicho resultado.

Luego, procedemos intentando despejar s de la primera ecuacién. Para hacer esto, notemos
que como estamos en una parametrizacién, la misma necesariamente ha de ser una submersién
y en consecuencia existird un 1 < i < n tal que f/(t)g(t) — g'(t)fi(t) # 0 por lo que podremos
pasar dividiendo. Luego, tras hacer algunas operaciones, se tiene que :

-y J;((g 782(8) — 3 wig (D fi(t)
i=1 _ i=1

3 ﬁifi(t)g(t;z_(tg) (t)fi(t) S Bi(Fl(Hg(t) — g (D fi(h))

i=1 =1

() -
8
8(t)
g

Para asegurarnos que los ¢ en donde el denominador se anula no formen parte de nuestro
conjunto de soluciones al sistema, elegimos nuestros coeficientes genéricos de manera tal que

Res; (Z a;fi(t) Z Bi(fi(t g'(t)ﬂ(t))) # 0. Veamos que esta resultante es no

i=1
nula. Para esto, sea j € N tal que deg(f/g(t) —&'(t)fj(t)) = deg (2 Bi(fl(t)g(t) — g’(t)ﬁ(t))).

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que j = 1, sino el argumento serd anédlogo. De
esta manera, si tomamos 81 = 1y B; = 0V 2 < i < n. Consideramos 71,...,7; las raices de
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fig — &' f1. Para cada 1 < k < I como mcd(fi,...,fn,g) = 1, entonces no se anulan todos al
mismo tiempo en ninguna de las r;. En consecuencia, si le pedimos a los «;,y que cumplan
que D' 4 aifi(re) — vg(re) # 0 para todo k, tenemos que esa resultante necesariamente es no
nula puesto que ambos polinomios no tienen raices en comun y tienen el mismo grado que los
involucrados en la resultante. Asi, la resultante forma un polinomio no nulo en @, B, 7.

Una vez hecho esto, podemos asegurar que cualquier solucién del sistema (f,s) cumple que
s es de la forma anterior.

Ahora reemplazamos s en la segunda ecuacién y vemos que nos queda:

Nwgfiy
i=1 Ji

o filh) i (Dg(t) — &' (D) fi(t)
;/\ig(t) + = / , Z#z 2(0) =€
= 2 Bilfi(g() — g (Ofi(t) =
i=1
Luego, hacemos algunas cancelaciones
ve(t) — X aiflt)

o filt) i= o fi(08() — &' () filt)
l;/\ig(t) + ! Zﬂl 0 =e.

DL Bilfi(Dg() =g (D fi(1) =

i=1
Limpiando denominadores y pasando restando:

<Z)wfi( —e-g(t ) (2 §'()fi(t )))
i=1

i=1

+ <vg(f) G ) <Z 8 (B)fi(t ))) =0.

i=1

Ahora, llamemos A;(t) = f/(t)g(t) — g’ (t)fi(t) para simplificar la cuenta.. Reemplazando y lla-
mando G al polinomio que nos queda igualado a cero, tenemos lo siguiente:

:<zm<t>e'g<t>) (zﬁiAi<f>)+(v<> S asfi( ) S i(t) 0.
i=1 i=1 i=1

Lo primero que vemos contando los grados mds grandes es la siguiente desigualdad:

deg(G) < méx{deg(f1),...,deg(fn),deg(g)} + méx{deg(A1),..., deg(An)}
< méx{deg(f1), ..., deg(fs), deg(g)} + & +deg(g) -

Luego, por el lema 5.0.14 se tiene que deg(C) = max{deg(f1),...,deg(fx), deg(g)}. De esta
forma, siguiendo con la desigualdad anterior:

deg(G) < deg(C) + ¢ + deg(g) — 1 =2deg(C) + min{Z,deg(g)} — 1.

Lo cual finaliza la demostracion.
O

Ahora lo que haremos serd a partir del teorema que probamos recién, dar un corolario con
una cota intrinseca sobre la variedad.

Corolario 5.0.17. Sea C = A" una curva paramétrica suave. Entonces:

deg(TC) < 3deg(C) —
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Demostracion. Como C es una curva paramétrica suave, admite una parametrizacién de la forma

F = <J;l, eeey {;) En consecuencia, sabemos por el lema 5.0.14 que:

deg(C) = max {deg(f1),...,deg(fn) deg(g) }.

Luego por el teorema 5.0.16 sabemos lo siguiente:
deg(TC) < 2deg(C) + min { méx { deg(f1),...,deg(fu) },deg(g) } —1 < 3deg(C) — 1.
Por lo que el resultado se sigue. O

Es claro que si queremos avanzar hacia demostrar cotas o desigualdades de este estilo pa-
ra variedades de mayor dimension, debemos en primer lugar intentar explotar otros métodos,
puesto que hacer eliminacién en varias variables como hicimos en el teorema 5.0.16 se torna sus-
tancialmente mas complicado. De hecho, la demostracién que utilizamos explota fuertemente
que solo contamos con dos incégnitas y una de ellas tiene grado uno. Bajo el uso de herramien-
tas de geometria convexa resolveremos esto para una familia importante de variedades.
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Capitulo 6

Variedades quasi-paramétricas

La idea de este capitulo es dar una nocién similar a la de variedades paramétricas y encontrar
cotas de grado para el fibrado tangente en el caso de esta amplia familia de variedades. Esta
nueva definicién, serd mas laxa en algunos aspectos pero mucho mds restrictiva en otros.

Lo primero que haremos sera recordar la definicién/notacién 2.3.22 del capitulo 2. Esta dice
lo siguiente:

Dado A < IN¢ finito, notaremos Ly(A) = { f € k[x1 ..., x4] | sop (f) = A}, es decir el conjun-
to de polinomios con soporte en A. En particular, si A = {«q,...,a, } entonces:

m
Ly(A) = { Zaix""' a; #0 } .
i=1

Ahora, recordemos que por la definicién 2.3.23, podremos ver a los espacios L;(A) como
espacios dotados con topologia Zariski. Antes de definir el objeto de estudio de esta seccion
damos una definicién.

Definicién 6.0.1. Sean V < A", W < A™ variedades algebraicas irreduciblesy F: U = V — W
un morfismo. Diremos que F es genéricamente finito si existe G € W abierto tal que V7 € G, se
tiene que:

#F1(n) < 0.

Con esto en mente pasamos a definir la familia de variedades que estudiaremos.

Definicién 6.0.2. Sean d < n € IN. Diremos que una variedad V < A" suave es quasi-paramétri-
ca (QP) si es la clausura Zariski de la imagen de una aplicacién racional genéricamente finita
F:Uc< (A\{0}) - (A\{0})" que ademas es una submersién (ver definicién 3.1.20). En este
caso, llamaremos a F una quasi-parametrizaciéon de V.

Nuestra intencién en esta subseccién serd intentar probar un teorema similar al teorema 5.0.9
para variedades QP. Recordemos que para este resultado se necesit6 fuertemente de la propo-
sicién 5.0.6. La idea serd replicar las técnicas pero utilizar algtn tipo de genericidad dentro de
la parametrizacién para poder aplicar el Teorema de Bernstein 2.3.24. Sin embargo la aplicacién
sera distinta a la que utilizamos en el teorema 5.0.9 puesto que alli, vimos que los sistemas
asociados a las caras del poliedro no tenian soluciones, mientras que aqui consideraremos varie-
dades que provengan de parametrizaciones con coeficientes genéricos, explotando esta tltima
propiedad.

Lo que haremos ahora serd probar una proposicién que caracteriza la dimensién de las va-
riedades QP.

Proposicién 6.0.3. Sea V < A" variedad suave quasi-paramétrica y sea F : U < (A\{0})? —
(A\{0})" quasi-parametrizacion de V. Entonces, V es irreducible y ademis dim (V) = d.
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Demostracion. Observar que V es irreducible puesto que U < (A\{0})? lo es. Notemos que,
como F es genéricamente finita, tenemos que existe G € V abierto tal que para todo p € G, es
#F~1(p) < 0. De esta manera, al ser un conjunto finito de puntos, se tiene que,

dim(F~1(p)) =0VpeG.

Luego, aplicando el teorema de la dimensién de la fibra, tenemos que para un p lo suficiente-
mente genérico, es:

0 = dim(F(p)) = dim(U) — dim(V) = d — dim(V) = dim(V) = d.
O

Definicién 6.0.4. Sean d < n € N. Consideremos F : U < (A\{0})? — (A\{0})" una aplicaciéon
racional genéricamente finita. Sea V = Im(F). Definimos el grado de F como:

deg(F) = [k(x1,...,x4) : k(V)].

Vale la pena observar que como el grado de una extensién de cuerpos depende del morfismo
con el que un cuerpo se mete en el otro, la definicién anterior depende de F y no puramente de
V. En particular tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.0.5. ([SR13, Theorems 2.28 & 2.29]) Sean d < n € IN. Consideremos F : U <
(A\{0})? — (A\{0})" una aplicacién racional genéricamente finita. Sea V.= Im(F), y supongamos
que V es suave. Entonces, existe un abierto U = V no vacio tal que si p € U, vale la formula:

#F7(p) = deg(F).
Ahora pasamos a introducir una definicién que sera necesaria para lo que haremos luego.

Definicién 6.0.6. ([DHM22, Definition 3.1]) Dado A < Z¢ y k € N definimos Ak < 74k como:
AF = {(,0) < Al lae AYu{esir, ..., eqipt =AX {O}ku {esi1,- -, equk},
donde para 1 <i < d + k se tiene que ¢; es i-ésimo vector canénico en R9*.

Con estas definiciones en [DHM?22] se demuestra el siguiente teorema que, en particular
acota el grado de una variedad quasi-paramétrica en funcién de un volumen mixto que depende
tnicamente de los soportes de la parametrizacién.

Teorema 6.0.7. ([DHM?22, Theorem 3.3]) Sean fy ..., fu < k[x1,...,%4] polinomios con respectivos
soportes Ag, A1,...,An € N3. Sea F : U < (A\{0})? — (A\{0})" la aplicacién racional definida

- f f

n
Supongamos que F es genéricamente finita y sea § = deg(F). Si V = Im(F) y B = Conv U Ajl,
=0

entonces:
§-deg(V) < MV(AITI™, . AMT1=4) < d1Vol,(B).

Mis aiin, existe un abierto Zariski U < Ly(Ag) X ... x Ly(Ay) (ver definicion 2.3.22) tal que si
(fo,---, fn) € U y la aplicacién F es genéricamente finita, entonces la primera desigualdad es una igual-
dad. En ese caso, si ademds Ay = Ay = ... = Ay, entonces son todas iqualdades.

A continuacién vamos a aplicar este resultado para estimar el grado del fibrado tangente de
variedades quasi-paramétricas. La estrategia general serd probar una proposicién auxiliar que,
dada F una quasi-parametrizacién de nuestra variedad V relacione los volimenes mixtos de las
capsulas convexas de los soportes de F y los de F donde F es la inducida via el lema 3.1.19.

Para efectuar el plan que esbozamos en el pérrafo anterior, primero debemos dar algo de
notacién para el soporte de la derivada parcial de un polinomio.
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oC
Definicién 6.0.8. Sea f € k[xy,...,x4] y consideremos C = sop (f). Definimos 35, como el
]
soporte de la derivada parcial con respecto a x; de f, es decir :

ax]- (9x]
d

También notaremos C' = PP la unién de los soportes de las derivadas parciales y lo
j=1""
llamaremos el soporte derivado de C.

Observar que la definicién solo depende de C como conjunto finito y no del polinomio f.
Primero damos una proposicién sobre cémo se lleva la operacién derivar con las operaciones
bésicas de conjuntos como la suma y la unioén.

Proposicién 6.0.9. Sean f,g € k[xq,...,x4] y 1 < j < d, entonces:
; 9sop(f+g)) _dsop(f) dsop(g)

ax; 0% 0%j
, 9(sop(f8)) (55013 U 4 sop (g)> U (awp(g)+sop (f)) :
ax] ax] (}x]

3. (sop (f +g))" < (sop (f))" v (sop(g))"
Demostracion.

0

W. Luego sabemos que (v1,...,704) € sop T]
consecuencia se tiene que (vl,...,v]- +1,...,04) € sop (f + g). Es decir que (01,...,0]- +
1,...,v4) estd en el soporte de f o en el soporte de g. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que esta en el soporte de f. Luego, al derivar se tiene que (v1,...,0j,...,04) €

of
sop <5xj> .

2. Aplicando el mismo razonamiento que hicimos en el inciso anterior ahora a fg se sigue el
resultado.

1. Sea (v1,...,04) €

0(f+g)>,en

3. Se sigue trivialmente del inciso 1.
O

Ahora pasamos a dar un teorema que lo que hace es relacionar los soportes de la parametri-
zacién del fibrado tangente con los de la parametrizacién de la variedad.

Teorema 6.0.10. Sean Ay, Aq,..., A, < ]Ng y sea V. A" suave variedad quasi-paramétrica con
quasi-parametrizacion F : U < (A\{0})? — (A\{0})" de la forma:

F = (g,...,;’;), donde sop (f;) = A; Vie {0,...,n}.

Entonces TV es una variedad quasi-paramétrica con quasi-parametrizacion F (ver proposicién 3.1.19)
dada por :

F(%,9) = (F(2), D:E()) = (f%;ov (2) T (}CO) ~y) _ (%7%)
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y deg(F) = deg(F).
Mis atin, si Cy, Cq,...,Coy ]N(z)d son los soportes de fg, hy, ..., hyy, se tiene que:

1. Para0 <j<n: B
CjQ(Ao-i-A]-)X{O}.
2. Paran+1<j<2n

ngg((A _”>U<AJ n+a&A0)>X{€i}/

donde ey, ..., ez son los vectores candnicos de RY.

Demostracion. Recordar que, por el teorema 3.1.9, TV resulta una variedad suave por lo que
estamos en el contexto de la definicién 3.1.20.

Sea F la inducida por F via la proposicién 3.1.19. Notar que por la proposicién 3.1.21, como
F es una submersién y es dominante, entonces F es dominante. En particular, veamos que F es
una submersién. Notemos que podemos dar la siguiente escritura matricial al diferencial de F.

DxyF(z, W) = (V*F VOF> <§)> .

Observando que F es submersion se tiene que esta aplicacion tiene rango maximo y en conse-
cuencia F es una submersion.

De esta manera, restaria ver que F es genéricamente finita para que TV sea una variedad
quasi paramétrica. Sea deg(F) = ¢ observemos que como V es suave, por la proposicién 6.0.5,
se tiene que existe I/ < V tal que, para todo p € U es:

6 = deg(F) = #F1(p).

Ahora bien, veamos que F tiene grado ¢ también. Para esto, nuevamente por la proposicion 6.0.5
basta con hallar un abierto en TV en el cual la fibra de cada punto tenga cardinal exactamente
5. Consideramos G = U x A?. Notemos que G n TV es abierto en TV y ademas dados (p,q) €
G N TV se tiene que:

#F '(p,q) =#{(X,7) e TU| F(X) = p, D:F(7) =4}

De esta manera, sabemos que hay ¢ posibles valores de ¥ tal que F(X) = p. En particular,como F
es quasi-parametrizaciéon de V sabemos que F es una submersion y fijado p, como V es suave y
dim(U) = dim(V), se sigue que también es inmersién, y luego el diferencial es un isomorfismo
fijado p. En consecuencia para cada X tal que F(X) = p hay un unico ¥ tal que DF(y) = g por
lo que deg(F) = 4. Ahora pasamos a demostrar el resto de las afirmaciones.

1. Observar que C(.),.. .,Chc INS x {0 }. En particular, para 0 < j < n tenemos que hi = fifo
y, por la proposicién 6.0.9 se tiene que:

C]‘QA()X{E}-FA]‘X{6}:(A0+A]‘)><{6}.

2. Sin+1 < j < 2n entonces observar que:

d o, ;
b= oV Sy D= Vo D) = (0¥ fyon = V) 7= 3 (0 = a0

Luego, utilizando la proposicién 6.0.9, tenemos que:

(042 (3 52

Esto finaliza la demostracién del segundo inciso. O
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A partir de esto, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.0.11. Sea A < INY tal que Conv(A’) < Conv(A). Existeld < Ly(A) x ... x Ly(A) abierto
Zariski tal que si (fo, - .., fa) € U y la aplicacién racional F : U < (A\{0})4 — (A\{0})" definida por

F = <f1,,f") cumple:
fo fo
1. V = Im(F) es suave,
2. F es genéricamente finita,

3. T es submersion,

entonces vale la siguiente desigualdad:

deg(TV) < <2dd>2d deg(V).

Demostracion. Notar que, por el teorema 6.0.7 sabemos que existe Y < Lj(A) x ... x Ly(A)
abierto Zariski tal que, si (fo, ..., fu) € U entonces:

0 -deg(V) = d!'Vol;(Conv(A)).

De esta manera, fijemos (fo,..., fn) € U y supongamos que se cumplen las condiciones 1, 2 y
3. Debido a estas, V resulta una variedad quasi-paramétrica con quasi-parametrizaciéon F. Sea
8 = deg(F), entonces por el teorema 6.0.10 tenemos que F es una quasi-parametrizacién de TV
que cumple deg(F) = 6. Ahora bien, sean Cy...,Cy, los soportes asociados a F de acuerdo al
teorema 6.0.10. En particular, por el teorema 6.0.7 pero ahora aplicado a F y usando solamente

la desigualdad del mismo, tenemos que si D = U]zﬁo Cj:
0-deg(TV) < (2d)!- Volp; (Conv(D)).

Ahora bien, observemos que para obtener nuestro resultado, bastara con acotar Vol,;(Conv(D))
en funcién de Vol;(Conv(A)). Por el teorema 6.0.10 tenemos lo siguiente:

» Para0 <j < B
C]‘Q(A—FA)X{O}.

» Notar que si ey, ..., ey son los vectores canénicos de R? tenemos que, para n +1 < j < 2n:

CjClLLiJl((A_i_gz) x{ei}> chJ((A—i-g;:) x{el,...,ed}>

i=1
=(A+A) x{e,...,eq}.

Luego sea A el d-simplex estdndar con vértices 0, ¢, ..., e;. Notemos que:

2n
G ((A+A)x{0}) u(A+A") x{er,... e}
j=0

S((A+A)U(A+A)) x{er,...,eq}
Asi, como A’ < Conv(A) resulta que:
(A+A)u (A+ A") € Conv(A) + Conv(A).
Teniendo en cuenta ambas inclusiones, concluimos que:

Conv (D) € Conv(A 4 A) x A%
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En consecuencia, tenemos que:

Volyy (Conv (D)) < Volyy (ConU(A +A) x Ad) = Voly(Conv(A + A)) - Voly(A?).

Recordando que Vol (A?) = % se tiene que:

Cono(A +4) _ Vol(2Conv(A) _ 2\ gy

Vol
Volyy (Conv(D)) < a 7 T I

En consecuencia, si juntamos todo lo que hicimos obtenemos lo siguiente:

(2d)! 24 2d

deg(TV) < 5 - -EVold(Conv(A)) = (d)Zd deg(V).

O

A continuacién daremos una proposicién que caracterizard el soporte derivado en funcién
del soporte de un polinomio en el caso mas simple que es d = 2. Esto es interesante puesto que
si bien no tenemos ejemplos que se encuentren en las hip6tesis del corolario 6.0.11, tener una
caracterizacion sobre los soportes a considerar simplifica la tarea.

Proposicién 6.0.12. Sea f € k[x,y]. Consideremos C = sop (f) y C' < N3 su soporte derivado. Sean
A =méx{x|(x,y)eC}y Ay = max{y| (x,y) € C}. Supongamos que A1, Ay > 0, entonces son
equivalentes:

1. Conv({(0,0)} u ") = Conv({(0,0)} L C).
2. (AM,0)y (0,A2) e C.
3. Conv((A1,0),(0,A2),(0,0)) < Conv({(0,0)} v C).
Demostracion. Demostraremos esto viendo cada implicacién por separado.

» (1) = (2) Supongamos que (A1,0) ¢ C. Luego, existe j > 1 minimo tal que (Aq,]) € C.
Entonces, (A1,j— 1) € C" esta en Conv({0,0} u C).
Veamos que Conv({(0,0)} uC) n{x = A1} = Conv(C n {x = A1}).

Es claro que vale la inclusion 2. Para ver la otra inclusién, consideremos p € Conv({(0,0)} u
C) n {x = Ay}. Supongamos que C = {v1,...,0y} con v; = (v;1,v;p) para todo i y sea
vp = (0,0). Entonces p = > <, #i0; con y; = 0 para todo iy > g<i<,, #i = 1. Consideran-
do la primera coordenada,

M= > wop= Y. mop< Y, pid =AM,

0<i<m 0<i<m, ;>0 0<i<m,pu;>0

con lo cual la desigualdad debe ser una igualdad y v;; = A; para todo i tal que y; > 0.
Luego, p € Conv(C n {x = A1}).

Ahora, Conv(C n {x = A1}) es un segmento (o un punto) con vértices (Aq,j) y (A1,j") con
j' = j, el cual no contiene al punto (Aq,j — 1). Esto da lugar a un absurdo, que provino de
suponer que (A1,0) ¢ C. Replicando esto con A, tenemos el resultado deseado.

= (2) = (3) Se sigue trivialmente ya que estamos considerando la capsula convexa de menos
puntos.

» (3) = (1) Veremos que dado (x,y) € C" entonces (x,y) € Conv({(0,0)} u C). Observe-
mos que si (x,y) € C’, luego sucede que (x+1,y) € C o (x,y+ 1) € C. Sin pérdida de
generalidad supongamos que es la primera. Luego, por hipétesis tenemos que:

Conv((A1,0),(0,A2),(0,0), (x+1,y)) < Conv({ (0,0) } u C).

Observando que (x,y) € Conv((Aq,0),(0,A2),(0,0), (x+1,y)) se sigue el resultado. O
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Si bien la proposicion anterior caracteriza de alguna forma la geometria que debe tener un
soporte para que su derivado esté contenido en él, esta proposiciéon no se generaliza bien a varias
variables, como ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.0.13. Consideramos C < IR® dado por: C = { (3,0,0), (0,0,3),(0,3,0),(2,2,2),(0,0,0) }.
Observemos que nuestro conjunto C se encuentra dentro de las hipétesis que generalizarian el
inciso 3 de la proposicién 6.0.12. Ahora bien, utilizando algtin software grafico, en nuestro caso
Geogebra, podemos ver que Conv(C) tiene la forma:

., ConvC

0

-1

1
I
1
T
I
1
2l
I

oC
Ahora bien, notemos que (1,2,2) € C' puesto que P = (1,2,2) € 55 pero sin embargo, se ve
0x1

graficamente que:

Notar que dicho punto P estd afuera de Conv(C) por lo que el resultado deja de ser valido en
n=3.

Lo dltimo que haremos en esta seccién serd dejar un corolario de nuestro teorema que per-
mitird estimar el grado del fibrado tangente en funcién de los soportes de la parametrizacién de

la variedad.

Corolario 6.0.14. Sean Aoy, A1,...,An S ]Ng y sea V. < A" variedad quasi-paramétrica suave con
quasi-parametrizacion F : U < (A\{0})? — (A\{0})" de la forma:

F= ({%,...,%), donde sop (f;) = A;Vie {0,...,n}.
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Sea 6 = deg(F), entonces se tiene que:
§-deg(TV) < MV/(E3+1=2  p2ni1=2d)

donde,

m para 0 < j<n: B

s paran+1<j<2n:

d
0A;_ 0A
— =" 0
= U (0 00 (s 7)) < e

i=1

Demostracién. Sea F la funcién inducida en TV por la proposicién 3.1.19. Notar que por el teo-
rema 6.0.10 ésta es una quasi parametrizacién de TV de grado . Consideremos Cy, . .., C, los
soportes de los polinomios que definen F como en el teorema 6.0.10. Por el teorema 6.0.7 tenemos
que:

§-deg(TV) < MV/(Canti=2d cantl=20y < My (B2, Ean+1=2d)

donde la ultima desigualdad se sigue del teorema 6.0.10 y la monotonia del volumen mixto. [J

Observacién 6.0.15. Cuando la quasi-parametrizacién es polinomial (y no racional), en el teore-
ma anterior se obtiene algo bastante mds simplificado dado que Ay = {0} y por lo tanto queda
que:

» para0 <j<m: B

0A;_
L X 1€,
et ( axi ) { l}

» paran+1<j<2n:
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Capitulo 7

Cuddricas y curvas planas

7.1. Cuadricas

Esta seccién se tratard de resolver completamente el problema de estimar el grado del fibrado
tangente para el caso en el que V sea una hipersuperficie de grado 2. Recordemos que por
la observacion 3.1.16, tenemos que el grado de una variedad es invariante bajo isomorfismos
lineales. En consecuencia, el grado es un invariante bajo el grupo afin. Luego, de existir una
clasificacién afin general de variedades podriamos reducir considerablemente el problema. Lo
que haremos a continuacién es utilizar el hecho de que esta clasificacion existe para el caso de
cuddricas y calcular los respectivos grados de cada clase.

Primero recordaremos qué es una cuddrica.

Notacién 7.1.1. Diremos que V < A" es una cuddrica, si existe f € k[X] tal que deg(f) =2y
ademas:
V={xeA"|f(x)=0}.

En el caso de que n = 2 diremos que V es una cénica.

Definicién 7.1.2. Sean m,n € IN tal que 1 < m < n. Definimos las cuddricas elementales de A"
como las siguiente familia de cuddricas:

m

L Wi = {xeA” zxf_o}.
i=1
m

2. Wom = {xeA" Zx$—1}.

i=1
m—1
3. Wiam = {xeA" D 2% =ixn } donde m > 1.
i=1

En tal caso las llamaremos de tipo 1, 2 o 3 respectivamente.

A partir de la definicién de estas cuddricas, damos un teorema de clasificacion que nos serd
util para calcular el grado del fibrado tangente.

Teorema 7.1.3. Sea V < A" una cuddrica. Entonces existen tinicos i € {1,2,3} y 1 < m < n tal que:
V= W(i,m)'

En ese caso diremos que V es de tipo (i, m).

Demostracion. Ver por ejemplo [Cuk00, Teorema 2.7, Observacion 2.8]. O

Damos un corolario que relaciona el teorema anterior con el fibrado tangente.
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Corolario 7.1.4. Sea V. < A" una cuddrica. Entonces, si V es de tipo (i,m) se tiene que:
TV = TW(I,m)

Demostracién. Para las cuddricas que son (2,m) y (3,m) que son suaves, el resultado se sigue
del teorema 7.1.3 y la proposicién 3.1.18. Las cuddricas de tipo (1,m) no son suaves y por lo
tanto no se pueden aplicar dichos resultados directamente. Sin embargo, usando la nocién ex-
tendida de fibrado tangente (ver Definicién 3.2.6), como el morfismo de congruencia se trata de
una transformacion lineal afin globalmente inversible, se puede demostrar un equivalente a la
proposicién 3.1.18 directamente en este caso, y en consecuencia se tiene el resultado. O

Luego para estimar el grado de una cuddrica basta con estimar los grados de los fibrados
tangentes de Wy ,,,y, W(o,m), W(3,») para todo m < n. Eso es lo que haremos a continuacion.
Notar que si tuviéramos una clasificacién afin de variedades de otro grado, podriamos proceder
en igual medida que como lo haremos ahora. A sabiendas de la existencia de la clasificacion
para ctbicas, queda para un trabajo futuro utilizarla para obtener resultados del mismo tipo.

Ejemplo 7.1.5. Consideremos W, ,) S A". Este ejemplo se tratard de calcular efectivamente el
grado del fibrado tangente de esta familia. El primer caso es distinto al resto. Observar que W, 1)
se trata de dos hiperplanos paralelos, es decir que no se cortan. En consecuencia simplemente
por la proposicién 3.1.12 se sigue que:

Ahora, para el caso general consideremos la hipersuperficie definida por ¥ = 2 en la propo-
sicién 4.2.4. La misma nos dirfa que, W, ,) A" cumple que:

deg(TW(zln) ) =4.

Ahora bien, si 1 < m < n, notamos W, ,) = A"y W(rg m S A™ a la variedad definida por las

mismas ecuaciones pero pensada en A", observar que vale lo siguiente:
W(Z,m) = W(ﬂzlrm) x A™",
Y luego, se sigue de la proposiciones 3.1.17, 3.1.18 y 2.2.52 que:
deg(TW(p,)) = deg(TW( ) deg(TA™ ") = 4.

A partir de las variedades W, ,,) podremos calcular efectivamente los otros casos, vamos con
el siguiente.

Ejemplo 7.1.6. Sea n € IN. Este ejemplo se tratard de calcular el grado del fibrado tangente de
la familia W(3 ,,). Para esto utilizaremos un resultado que demostramos en la seccion anterior.
Observemos que, como en el ejemplo anterior, el primer caso serd distinto al resto. Este caso es
el de una pardbola eventualmente multiplicada por espacios afines dependiendo de 7, es decir
W(3,2)- Observar que sin perdida de generalidad por las proposiciones 3.1.17, 2.2.52 y 3.1.18,

podemos asumir que W3, < A? puesto que su grado dard lo mismo. Luego para ese caso,
observemos que, por el teorema 5.0.9, se tiene que:

deg(TW(3,2)) - 3
Consideremos m > 2. Lo que haremos serd reducirnos al caso del ejemplo 7.1.5. Recordemos lo

siguiente:
m—1 }
2 2
X = xm .
1

W(B,m) = { xe A"
i=1

Observemos que:

W(3,m)m{xeA”|xm—1}—{xeA”

m—1
Z xlz:xm/ xm—l}z{xeAnl

i=1

m—1
fo—l},

i=1
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donde la congruencia entre las variedades estd dada por la inclusién. Luego observemos que,
como ambas variedades son suaves, por la proposiciéon 3.1.18 vale que:

T(W(?)’m) N {f e A" ‘ Xm = 1 }) = TW(Z,mfl)‘

Y en particular, por el corolario 4.1.2, tenemos que el grado es un invariante bajo congruencia.
En consecuencia:

deg(T(Wimy n{xe A" [xy =1})) = deg(TWpm—1)) =4

donde la tltima igualdad se sigue del ejemplo 7.1.5. Sin embargo, observemos que:

m—1
Z xi2 = Xm
i=1
_ o 1
T(Wam n{Fe A" [xn=1}) =1 (X7 <A™ | "
i=1
Ym =20

= TW(3 ) N { (%,7) € A2

Xm =1, ymzo},

m—1

donde la segunda igualdad se sigue de que Z x? — X y xm — 1 generan el ideal de Wi m N
i=1

{xe A" | x;, = 1}. Luego por Bezout 2.2.53 tenemos que:

4 =deg(T(Waum n{xe A" [xy =1})) < deg(TW3,,)) <4,

donde la tltima desigualdad se sigue de la proposicion 4.2.1. En consecuencia hemos finalizado
de caracterizar el grado del fibrado tangente de las cuddricas en este caso.

Ahora pasaremos a calcular el grado para la tltima las tres familias.

Ejemplo 7.1.7. Calcularemos el grado del fibrado tangente para la familia W(; ,,y. Primero ob-
servemos que el caso Wy ;) es distinto a los demds puesto que realmente es una variedad lineal.
En cuyo caso sabemos que, deg(W(y,1)) = deg(TW(l,l)) = 1 y si bien nosotros lo incluimos en
nuestra definicién, normalmente ni siquiera es considerado una cuddrica. Mds adn el caso m = 2
también es distinto al resto puesto que el polinomio x? +x3 = (x1 —i-x2)(x1 + i xp) resulta
reducible. En este caso tenemos que Wy 5) es una unién de dos hiperplanos. En particular:

2 2
TW(l,Z) = { (X, y) c A xﬂ/l + xzyz —0 }

Y 2n X1 =1ixp _— 20 X1 = —ixp

= { (%, 7) e A o1y -+ X232 = 0 } v { (x,y) e A o3 — oy = 0 }

N m | X2=0 == m | X1 =ixp - m | X1 = —ixp
_{(x,y)eA ¥ =0 }u{(x,y)eA Yo = iy }u{(x,y)eA Vo = it

:Z1UZZUZ3.

Es claro que cada Z; tiene grado 1 al ser lineal. En consecuencia, tenemos que deg(TW/ 5)) =
3.
Ahora bien, sea m > 3. Observemos que, con una técnica similar a la utilizada en el ejemplo
7.1.6, se tiene que:
W(l,m) N {Y e A" ‘ Xm = Z} = W(Z,m—l)'
Luego, considerando el fibrado tangente a ambos lados de la congruencia y utilizando que el
m
ideal de Wy ,,) n {x € A" [ x;, =i} estd generado por 2 X7y X — i, se tiene que:
i=1

TW(Z,TI’l*l) = TW(],TI’!) M { (Y,y) € AZV[

xm:i,ymzl}.
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Notar que aqui si podemos utilizar la proposicion 3.1.18 ya que W5 1) es suave y aplicar mor-
fismos lineales preserva la suavidad. En consecuencia por el teorema de Bezout 2.2.53, se tiene
que:

4 =deg(TW(y,y—1)) < deg(TW(y,)) <4,

donde la ultima desigualdad se sigue de la proposicién 4.2.1.

Damos el teorema principal de esta seccién, que resume los tres ejemplos.

Teorema 7.1.8. Sea V. < A" una cuddrica que no es de tipo (1,1). Las siguientes afirmaciones son
vilidas:

1. Si V es de tipo (2,1) entonces:

deg(TV) = 2.
2. SiV esde tipo (3,2) o (1,2) entonces:
deg(TV) = 3.
3. En otro caso:
deg(TV) = 4.
Demostracion. Se sigue del corolario 7.1.4 y los ejemplos 7.1.6 ,7.1.7 y 7.1.5. O

Ahora que dimos el teorema principal de la seccién queda discutir algunas consecuencias y
conjeturas que surgen a partir del teorema anterior. Para esto hacemos el siguiente comentario
del orden informal.

Comentario 7.1.9. Para el caso de cénicas, definamos los siguientes invariantes. Sea f € k[x, y]
dado por:

f = ax® + 2bxy + cy? 4 2dx + 2ey + h.

Definimos los discriminantes asociados a f :

1. Ai(f) = b% —ac.

a b d
2. M(f)=det|b ¢ e
d e h

Se puede ver que:
1. Si Ay =0y Ay # 0 entonces la cénica es de tipo 3.
2. Si Ap # 0y Ay # 0 entonces la cénica es de tipo 2.
3. §5i Aj # 0y Ay = 0 entonces la cénica es de tipo 1
4. Si A1 =0y Ay = 0 entonces la conica es de tipo (1,1).
Demostracion. Ver por ejemplo [Boc15, Section 78, Pag 180-181]. O

Recordemos que, fijado n € IN, Ly es el espacio de polinomios de grado exactamente k en n
variables, definido en 4.3.6. En particular, si n = k = 2 el comentario 7.1.9 nos dice que toda
cénica genérica es de tipo 2, de lo que deducimos el siguiente corolario:

Corolario 7.1.10. Sea V < A? una cénica genérica en Ly. Entonces:
deg(TV) =4 =22

Demostracion. Se sigue del comentario 7.1.9. O
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Es claro que extendiendo la nocién de discriminante a més variables se puede obtener un re-
sultado similar al corolario anterior para cuddricas. Sin embargo, los resultados de esta seccién
nos permiten conjeturar conjeturar que existe algin tipo de continuidad con respecto a la apli-
cacion deg(T—) en el espacio de hipersuperficies de A". Observar que las proposiciones 4.1.5
y 4.2.1 nos dicen que en el caso de cuadricas el grado de V se mueve entre 2 y 4. En particular
hemos visto que hay ejemplos en los que vale 2 , 3 y 4. Luego tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 7.1.11. Sean n, k € IN. Entonces existen hipersuperficies Vy, ..., Via_, de grado k en A" tales
que:
deg(TV;) = deg(V;) +i Vie{0,..., k> —k}.

7.2. Curvas planas

Comenzamos la seccién enunciando una conjetura que surge a partir del corolario 7.1.10,

Conjetura 7.2.1. Sea ke Ny V < A" una hipersuperficie genérica en Ly. Entonces vale que:
deg(TV) = k%

Con el afan de encarar las conjeturas 7.1.11 y 7.2.1, nos reduciremos a estudiar un caso
simplificado. El caso de curvas planas.

Notacién 7.2.2. Dada V < AZ una variedad irreducible de dimensién 1, la llamaremos una curva
plana.

La siguiente observacién nos caracteriza como es el ideal de una curva plana.

Observacién 7.2.3. Dada V < A? curva plana, tenemos que existe un tnico f € k[x, y] ménico e
irreducible tal que I(V) = (f).

La idea detras de restringirnos al caso de curvas planas para estudiar la conjetura 7.1.11 es
la naturalidad que tienen las herramientas de volumen mixto en la misma. Al ser el ideal de la
curva principal, es claro que podemos asociarle un soporte C < A? a una curva plana.

La siguiente definicién viene a formalizar la idea del comentario anterior.

Definicién 7.2.4. Sea V < A? curva plana tal que I(V) = (f). Definimos el soporte de V,
sop (V) € A? como:
sop (V) = sop (f).

Observar que este soporte esta bien definido puesto que dado g € k[x, y] tal que (g) = I(V)
entonces ¢ = pf con y € k lo cual no cambia el soporte.

Observar que para una curva plana, como su conjunto de singularidades se encuentra dentro
de las hipétesis del corolario 3.2.9 y en consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 7.2.5. Sea V. < A? una curva plana, y sea W = V\Sing(V). Entonces se cumple la
siguiente formula:
deg(TV) = deg(TW) + deg(Sing(V)).

Demostracion. Observar que, por el corolario 3.2.9 tenemos que, si py, . .., pr son los puntos sin-
gulares de V entonces se tiene que:

TV=TWu (O{pi}xA2>.
i=1

Donde en particular, esta es su descomposicién en irreducibles. En consecuencia, aplicando gra-
do, se tiene que:

deg(TV) = deg(TW) + Z deg({p;} x A?) = deg(TW) +r = deg(TW) + deg(Sing(V)).
i=1
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Observar que, la misma demostracién vale para el caso en el que V < A" es una hiper-
superficie no necesariamente suave y Sing(V) es una variedad equidimensional de dimensién
n—2.

De esta forma, la proposicién 7.2.5 nos dice que el grado de su fibrado tangente serd el grado
del fibrado de la parte regular mds la cantidad de puntos singulares y en particular, como este
fibrado resulta equidimensional de dimensién 2, serd la interseccién con una variedad lineal
genérica I1 de dimensién 2 en A*. M4s atin, bajo ciertas condiciones genéricas podemos asumir
que IT es de la siguiente forma:

u=a1x+by+c
=< (x,y,u,0)cA*
{( Y ) v=ayx+by+c

En particular, tenemos que dada V una curva plana con I(V) = (f) se tiene que:

2| 9 f(x'ya)zo
#HTV nIl) =#< (x,y) e A %(x,y) (mx+by+c)+ é]yc(x,y) (apx +byy+c2) =0

Observar que, bajo condiciones genéricas en aj,ay, by, by, c1,c2 haciendo un trabajo similar al
hecho en 5.0.9 podemos asumir que todas las soluciones estdn en (A\{0})% De esta manera,

llamando gy (x,y) = %(x,y) (mx+biy+c)+ gjyc(x,y) - (ax + by + ¢3), por el teorema de

Bernstein-Kushnirenko 2.3.24, tenemos lo siguiente:
deg(TV) < MV(sop (V),s0p (gv))-

Lo que veremos es que existen condiciones tales que vale la igualdad. Por ejemplo, para el caso
de un polinomio f de la forma:

f=axk+ By +yx +0.

Con (&, B,7,0) € (A\{0})* coeficientes genéricos, y k > j > 1. Observar que por dicha generi-
cidad f resulta irreducible. De esta manera, calculemos gy para V tal que I(V) = (f). Para esto
computamos las siguientes derivadas:

of k=1
1. ax(x,y) =a3x" " 4.

2. Z(w) = Bjy/ .

De esta forma, operando en la definiciéon de gy llegamos a lo siguiente:
gv(x,y) = (akx* "1+ ) (a1x + by + c1) + Bjy ~H(axx + bay + ¢2)
= ockxkal + zxkxk_lybl + zxkxk_lcl + 'ylx1a1 + yyby + ya1
+ Bjy' ™ xaz + Bjy'ba + Bjy 2.

Lo que haremos serd utilizar la segunda parte del teorema de Bernstein 2.3.24 para garantizar
que vale dicha igualdad. Para esto, debemos mirar nuestro sistema restringido a las caras de las
capsulas convexas soportes de los polinomios involucrados. Sin embargo, notemos que en este
caso al tener genericidad en los coeficientes («, B,y, a1, a2, b1, by, ¢1,¢2) tenemos que:

sop (gv) = { (k,0), (k—1,1), (k—1,0),(1,0),(0,1),(0,0), (0, /), (1,j = 1),(0,j = 1) }.

Los cuales son puntos que podemos entender muy bien como es dicha cdpsula convexa. Ya que
como k > j > 1 tenemos que:

Conv(sop (gv)) = Conv({ (k,0), (k—1,1),(0,0),(0, /), (1,j = 1) }).

Que se puede interpretar graficamente de la siguiente manera:
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Por otra parte, la cdpsula convexa de sop (f) es el tridngulo de vértices (0,0), (k,0), (0, /). Luego,
debemos ver que el sistema restringido a los monomios que aparecen en cada una de las caras
de Conv(sop (gv)) y Conv(sop (f)) no tiene soluciones en (A\ {0 })2. Sin embargo notemos que
Conv(sop (g)y) y Conv(sop (f)) comparten dos caras, luego debemos ver 5 sistemas en total.
Llamemos C; al segmento que une al (0,0) y al (0,k), C, al segmento que une al (0,0) y
(0,7), C3 al segmento que une (0,)) y (k,0), C4 al segmento que une (k—1,1) con (k,0) y Cs al
segmento que une (0, ) con (k —1,1). También notemos F a nuestro sistema dado por:

_ | flxy)=0
Fi= { gv(x,y) =0

Y £, F, ..., Fs alos respectivos sistemas restringidos. Notar que se tiene lo siguiente:

k —
1. /= { axt X F0=0 Observar que la primera ecuacién tiene fini-

akay x* 4+ akx*=1cy + yxa; +yc1 =0
tas soluciones y podemos evaluar la segunda y pedir condiciones en a1, c; para que no de
cero en ninguna de ellas por lo que este caso esta resuelto.

2. El caso de F, es totalmente andlogo al anterior.

" .
ax*+ By =0
3. F = -
3 { akx*ay + Bjyiby = 0
y sacar de factor comtn y/. En particular, al ser todas las soluciones no nulas, si pedimos
que kay — jby # 0 este sistema no tendra soluciones.

Notando que tenemos que ax* = By/ podemos reemplazar

k
axt =0
4. F, = Notando que la primera condicién no se puede cumplir
4 { akxkay + acikxk=1 =0 1 p P p
en A\{0} se tiene que no hay soluciones en esta cara.
5. El caso F5 es andlogo a F4.
De esta manera, tenemos por la parte 2 del teorema de Bernstein 2.3.24 que en este caso:

deg(TV) = MV (sop (V),sop (gv))-

Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 7.2.6. Sea V < A? una curva plana. Definimos el soporte tangente de V, sop (V1) <
A? como:

sop (V1) = sop (gv) -

Observar que ahora que nombramos los objetos podemos resumir el comentario anterior en
el siguiente corolario:
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Corolario 7.2.7. Sea V < AZ? una curva plana, entonces:
deg(TV) < MV (sop (V),sop (Vr)).

En particular, si I(V) = (ax* 4 By/ + yx + ) para «, B,y, 8 coeficientes genéricos y k > j > 1 vale la
igualdad.

Pasamos a dar un ejemplo del corolario anterior

Ejemplo 7.2.8. Recordemos que una curva eliptica genérica C es esta definida por una ecuaciéon
de la forma I(C) = (ax® + By* + vx + &) por lo que por el corolario 7.2.7 tenemos que vale la
igualdad:

deg(TC) = MV(sop (C),sop (CT)).

Calculemos exactamente sop (Cr) en este caso. Observar que:

sop (C) = {(0,0),(0,2),(3,0),(1,0) }. (7.1)
Por otra parte calculemos gc.
0 0
e(x,y) = 20 () o+ bay 1) + 5 (x,) (a3 + bay o)

= (Bax® + ) (a1x + bry + c1) + (2By) (a2x + bay + c2)
= 3aa;x® + 3aby x%y + 3ucr X% + yayx + ybyy + yer + 2Baxxy + 2Bbay? + 2Bcoy
= 3aa x> + 3txb1x2y +3acyx? + yarx + (yby +2Bc2)y + 2Barxy + 2[3b2y2 + ycq.

En consecuencia tenemos lo siguiente:

sop (8¢) = {(3,0),(2,1),(2,0),(1,0),(0,1),(0,0), (1,1),(0,2) }. (72)

Ahora bien, se tiene que:
sop (C) < sop (Cr) - (7.3)

Luego, para calcular el grado de TC debemos calcular MV (sop (C),sop (Cr)). Entonces hacemos
lo siguiente, sean A = Conv(sop (C)) y B = Conv(sop (Cr)), por teorema 2.3.19 se tiene que:

Voly(A + B) — Voly(A) — Voly(B) = MV (A, B). (7.4)
Luego, para esto debemos calcular tres volimenes.
1. Volr(A).
2. Voly(B).

3. Vol(A+ B).
Asf, calculamos caso por caso.

1. Por la ecuacién (7.1), necesariamente Conv(sop (C)) es un tridngulo de vértices (0,0), (3,0)
y (0,2). En consecuencia tenemos que Volp(A) = 3.

2. Por la ecuacién (7.2) tenemos que B se puede escribir como la unién disjunta de un tra-
pecio rectangulo de vértices (0,0),(0,2) (2,1),(2,0) y el triangulo rectdngulo de vértices

(2,1),(2,0),(3,0) por lo que Voly(B) = ; +1= ;

3. Para esto tdltimo nos basamos en la proposicién 2.3.15 que nos dice que los vértices de
A + B estéan entre los que se obtienen de sumar los vértices de A y los vértices de B. Luego
calculamos:

(
sop (C) +sop (Cr) = E

En particular, graficando estos puntos en el plano se puede ver que:

A+ B = Conv(sop (C) +sop (Cr)) = Conv((0,0),(0,4),(2,3),(5,1),(6,0)).
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A+B

! 5
T4

De esta manera, basta con calcular las dreas de T1,T2, T3, T4 y T5. Se tiene que:

a) VOlz(Tl) =1.

En consecuencia, tenemos que: Voly(A+ B) = 13 + 5>

Luego, de la ecuacioén (7.4) se tiene que:

MV(A,B) =13+, 3 =7

En consecuencia como ese volumen mixto es igual al grado del nuestro fibrado tangente, se sigue
que:
deg(TC) =7.

Lo cual finaliza el ejemplo.

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente teorema.

Teorema 7.2.9. Sea C = A? una curova eliptica genérica. Entonces se tiene que:

deg(TC) =7.

La importancia del ejemplo anterior radica no solo en calcular explicitamente el grado del
fibrado tangente para una familia muy grande de curvas de grado 3, sino que, en linea con la
conjetura 7.1.11 conseguimos una familia explicita de curvas para las cuales el grado del fibrado
tangente es estrictamente méas grande que el grado de la variedad y estrictamente mds chico que
su cuadrado. En funcién de esto, por lo notado en la ecuacién (7.3) lo que haremos serd dar una
proposicion que relacione sop (Vr) y sop (V).

Proposicién 7.2.10. Sea V < A? curva plana, tal que [(V) = (f) con f € k|x, y] entonces:

s0p (VD)\0,0)} = (s0p (V) {(0,0) ) w s0p (1)) w (B ) o (B 1))

Donde recordamos que (sop (V))/, dsop (V) dsop (V)

ox son los definidos en 6.0.8.
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Demostracion. Observar que por definicion se tiene que:

of

0
sop (V) = sop (5v) = sop (& (xy)(arx + buy-+e0) + 5

oy
Donde, como los a;, b;, ¢; son coeficientes genéricos, podemos dar condiciones genéricas de ma-
nera tal que al realizar la distributiva en gy no se cancele ningtin monomio. En consecuencia, se
tiene que:

sop (Vr)\{(0,0) } = sop <Z§ ~x> U sop (ZJ; ~y> U sop (g) U Sop <ij£ -y) U sop ((;jyrx)

wsop () \t0,0))

= (sop (V) u (sop (V))" u asL(V)qtez v M+31 \{(0,0)}.
0x oy
Donde para la segunda igualdad, usamos las siguientes identidades:

1. sop (((Z : x> U sop (gj/t -y) \{(0,0) } =sop (V)\{(0,0) }. Esta identidad se sigue de 6.0.9.

(x,y)(azx + by + Cz))

2. (sop (V))" = sop (Z) U sop (g{;) Esta identidad es por la definicién 6.0.8.

of _ ([ dsop (V) of _ (dsop (V) , ,
3. sop <6y x) = (6}/ +ep ) y sop V) =\ T + ey ). Esta identidad se

sigue también de 6.0.9.

O

En particular, notemos que si (0,0) € sop (V) nsop (Vr), sucede que sop (V) < sop (V7).
Ahora damos un corolario de esto.

Corolario 7.2.11. Sea V < A? curva plana, entonces:
deg(TV) < 2- Volp(Conv({ (0,0) } usop (Vr))).

Demostracion. La demostracién de este hecho se sigue del corolario 7.2.7, la monotonia del vo-
lumen mixto enunciada en el teorema 2.3.19 y que por la proposicién 7.2.10 es sop (V) \(0,0) <

sop (V1) \(0,0).

En particular, por lo visto en 7.2.8 esta cota puede ser éptima. Allf vimos que:

7

Vol (sop (V1)) = X

y por otra parte, probamos que deg(TC) = 7. Vale la pena aclarar, que si bien este corolario
introduce una cota eventualmente peor que la del corolario 7.2.7, lo que el mismo aporta es que
estima el grado en funcién de un volumen y no de un volumen mixto, cosa que resulta es mucho
mas fécil de calcular como bien vimos en el 7.2.8.

Algo que no hicimos es intentar acotar el volumen mixto de los soportes de una curva
plana tanto por arriba como por abajo, con el fin de dar estimaciones mas precisas. Es de-
cir, el corolario 7.2.7 nos dice que, bajo ciertas condiciones sobre los soportes, deg(TV) =
MV (sop (V),sop (V1)) y en particular si pedimos que ambos soportes contengan al origen,
se tiene por la proposicién 7.2.10 que:

2Voly(sop (V)) < deg(TV) = MV (sop (V),sop (V1)) < 2Voly(sop (Vr)).

Esta estimacién, puede llegar a ser muy precisa dependiendo de la geometria de sop (V) y
Vr. En los articulos [BS17] y [DHM?22] se discuten condiciones necesarias y suficientes sobre
cuando la monotonia del volumen mixto es estricta. Queda pendiente para un trabajo futuro
intentar utilizar los resultados de dichos articulos con los de este trabajo para intentar obtener
estimaciones inferiores del grado. Una posible aplicacién de estos métodos podria aplicarse por
ejemplo para resolver la siguiente conjetura.
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Conjetura 7.2.12. Sea V < A? curva plana. Son equivalentes:
1. deg(V) = deg(TV).
2. V es lineal.
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