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Le agradezco también a Martı́n y Alicia, por ser jurados de esta tesis y tomarse el tiempo de
leerla con tan poca antelación.

En cuanto a los agradecimientos de la ı́ndole familiar, le agradezco a mi madre, Clara, por ser
un ejemplo de esfuerzo y superación para mı́. Por confiar en mı́ desde el momento cero en mi
elección de carrera, por toda su paciencia y su amor. En cuanto a mi padre, Nicolás, me temo que
lo agradecido que me siento con el no puede ser puesto en simples palabras. Gracias Papá, por lo
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Lespa, Broctor, Kvn y Number Theory Giga Chad (NTGC). Gracias por bancarme y quererme tal
cual soy, por las noches en Discord, los asados y los memes. En especial le agradezco al Broctor y
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Capı́tulo 1

Introducción

La dimensión y el grado de una variedad algebraica V (de manera abreviada dim(V) y deg(V))
son los invariantes asociados a variedades más elementales en geometrı́a algebraica y ambas
nociones pueden considerarse como medidas de la dificultad en el tratamiento (global, no local)
de una variedad V.

Geométricamente, la dimensión mide la cantidad de grados de libertad para moverse dentro
de V y de manera más precisa la dimensión máxima de una variedad lineal que sea proyección
de V. Desde un punto de vista algebraico es simplemente el grado de trascendencia del anillo
de la variedad sobre el cuerpo de base (que para nosotros será siempre C o más generalmente,
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracterı́stica 0).

Por su parte, la noción de grado intenta generalizar el grado de una ecuación, interesándose
por la “sinuosidad” de la variedad V, partiendo de las variedades lineales (que tienen grado 1).
Ası́ una posible definición de deg(V) es el número de puntos que resulta al intersecar V con
una variedad lineal general de dimensión complementaria a la de V. El grado también puede
considerase como una estimación (a veces muy grosera) sobre la cantidad de componentes irre-
ducibles o conexas de V. A diferencia de la dimensión, no existe una versión algebraica del grado
tan simple, a pesar de que en el caso de variedades proyectivas el grado puede recuperarse por
medio del polinomio de Hilbert. Ver por ejemplo [Har92, Lecture 18] para un panorama de las
posibles definiciones de deg(V).

Parece natural entonces que, en general, el grado suela ser más difı́cil de estimar que la
dimensión. La principal herramienta conocida y desarrollada es el Teorema de Bézout (original-
mente en [Béz79]1), que establece que en condiciones generales el grado de una variedad defini-
da por ecuaciones polinomiales f1 = 0, . . . , fs = 0 es igual al producto deg( f1) . . . deg( fs). Este
teorema ha sido largamente generalizado y ampliado (ver por ejemplo [Ful98], [Hei83], [VP84]
entre muchos otros). Recién en los ’70 aparece una nueva herramienta, especialmente adaptada a
ecuaciones con pocos coeficientes no nulos, conocida como el Teorema de Bernstein-Kushnirenko
(ver [Ber75], [Kus76]) y que, teniendo en cuenta propiedades combinatorias asociadas a las ecua-
ciones, permite estimaciones diferentes.

En esta tesis nos ocupamos de estudiar el grado del fibrado tangente TV asociado a una va-
riedad (por lo general suave) V. Mientras que la relación entre dim(V) y dim(TV) ha sido bien
estudiada y generalizada (ver [Kun99]), no hemos encontrado ningún rastro sobre un estudio
más o menos sistemático en el caso del grado del fibrado tangente. Este hecho no deja de ser
sorprendente ya que la estimación del grado del fibrado tangente está ı́ntimamnete ligado a la
complejidad del método de prolongación/proyección introducido por Élie Cartan en [Car45] para
la resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Al intentar estudiar este problema, nos hemos encontrado con que, más allá de las herra-
mientas usuales provenientes del Teorema de Bézout y que dan lugar a estimaciones demasiado
gruesas, la obtención de resultados generales parece bastante difı́cil, si es que estos resultados
existen. De todos modos hemos desarrollado familias de ejemplos (principalemente para el caso
de curvas y variedades que admiten cierto tipo de parametrizaciones) en las que el grado del

1Aunque el caso de 2 variables es posible que fuera conocido por Newton [New87]
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fibrado tangente se puede estimar de manera más precisa o al menos diferente de la estima-
ción directa por Bézout. Estos ejemplos nos han permitido incluso proponer algunos resultados
conjeturales que no aparecı́an tan claramente expuestos cuando comenzamos a desarrollar este
trabajo. En particular, nos preguntamos si la desigualdad deg(TV) ď deg(V)2 es una estimación
general posible.

A continuación describimos brevemente la presentación del trabajo y sus resultados princi-
pales:

En el Capı́tulo 2 fijamos algunas notaciones e introducimos las herramientas de álgebra con-
mutativa, geometrı́a algebraica y geometrı́a convexa que vamos a necesitar.

En el Capı́tulo 3 definimos el fibrado tangente para una variedad algebraica, estudiamos
algunas propiedades básicas (como irreducibilidad y dimensión, ver teorema 3.1.9) e incluso
generalizamos la noción para algunos casos en que la variedad no sea suave (ver subsección 3.2).
Estos resultados, si bien no son originales (ver [Kun99]), están presentados de manera completa
ya que no encontramos referencias elementales.

El Capı́tulo 4 se ocupa del grado del fibrado tangente. Se exhibe una cota intrı́nseca general
deg(TV) ď (deg(V))n+d+1, donde V Ď An es una variedad suave y d es la dimensión de V (ver
teorema 4.3.1). Demostramos además una desigualdad más precisa deg(TV) ď deg(V)2 para
hipersuperficies (proposición 4.2.1) y para familias infinitas de variedades (proposición 4.3.8).
Más aún, exhibimos familias infinitas para las que vale la igualdad, es decir deg(TV) = deg(V)2

(ver proposiciones 4.2.4 y 4.3.5).
El Capı́tulo 5 considera curvas paramétricas. Se demuestra que en este caso vale la igualdad

deg(TV) = 2 deg(V) ´ 1 (ver teorema 5.0.9). Cuando la parametrización es racional (no polino-
mial) se obtiene una cota deg(TV) ď 3 deg(V) ´ 1 (corolario 5.0.17). Observar que para estas
curvas las cotas son lineales en deg(V) en lugar de cuadráticas.

En el Capı́tulo 6 estudiamos el caso de variedades parametrizadas racionalmente con algu-
nas propiedades adicionales y haciendo hincapié en los soportes de la parametrización (varie-
dades quasi-paramétricas). Demostramos que en el caso genérico estas variedades cumplen que
deg(TV) ď (2d

d )2
d deg(V) (ver corolario 6.0.11). Lamentablemente la genericidad aquı́ debe ser

considerada de manera incompleta, ya que las condiciones pedidas dependen fuertemente de
los soportes y no queda claro que existan ejemplos concretos (y mucho menos densos). En par-
ticular, la suavidad (o no) de la variedad imagen de una parametrización genérica parece muy
relacionada con los soportes fijados.

Finalmente, en el Capı́tulo 7 consideramos 2 familias clásicas de variedades: las cuádricas
(subsección 7.1) y las curvas planas (subsección 7.2). En el caso de las cuádricas calculamos
exactamente deg(TV) de acuerdo a su forma normal (teorema 7.1.8). Para las curvas planas,
aplicando Bernstein-Kushnirenko, damos una estimación de deg(TV) en términos del volumen
mixto de los polı́topos generados por los soportes de la ecuación de V y de su derivada total
y en particular observamos que para curvas elı́pticas genéricas se tiene que deg(TV) = 7 (ver
teorema 7.2.9).
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Capı́tulo 2

Preliminares

2.1. Generalidades

En esta sección fijaremos algunas nociones generales que serán necesarias en el trabajo.
A lo largo de este trabajo, siempre que utilicemos k nos referiremos a un cuerpo algebraica-

mente cerrado de caracterı́stica cero y siempre que consideremos a un anillo, éste será conmuta-
tivo y con unidad.

Ahora fijamos notación con respecto a anillos de polinomios.

Notación 2.1.1. Sean x1, . . . , xn variables algebraicamente independientes sobre k. Nos referi-
remos como k[x] = k[x1, . . . , xn] al anillo de polinomios en n variables con coeficientes en k.
Escribiremos deg( f ) para referirnos al grado total de un polinomio.

Fijamos notación para referirnos a elementos de anillos con más de una coordenada.

Notación 2.1.2. Dado l P N y B un anillo conmutativo, consideremos b1, . . . , bl P B. Notaremos
b = (b1, . . . , bl) P Bl al vector formado por b1, . . . , bl .

Notación 2.1.3. Dados n P N y f1, . . . , fr P k[x1, . . . , xn] utilizaremos ( f1, . . . , fr) para notar al
ideal generado por f1, . . . , fr.

Lo último de notación que fijaremos será para referirnos a la unión disjunta.

Notación 2.1.4. Sean A, B conjuntos. Si A, B son disjuntos, notaremos A \ B = A Y B para
referirnos a que es una unión disjunta.

2.2. Variedades algebraicas afines

Nuestro objeto de estudio en la tesis serán las variedades algebraicas afines. En esta sección
introduciremos una colección de resultados y definiciones clásicas de geometrı́a algebraica afı́n.
Las demostraciones de los resultados introducidos aquı́ se pueden encontrar en [Har77], [Mil12],
[SR13], [CLO15], [Kun13] [Eis95], [Mat80].

2.2.1. Nociones básicas

Comenzamos la sección con una definición.

Definición 2.2.1. Un conjunto algebraico V Ď kn es el conjunto de soluciones de un sistema de
ecuaciones de la forma fi(x) = 0 con fi P k[x]. Es decir:

V =

$

’

&

’

%

x P kn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f1(x) = 0
...

fm(x) = 0

,

/

.

/

-

.

Ahora, damos una proposición sobre los conjuntos algebraicos.

Proposición 2.2.2. Sean t Vi uiPI una familia de conjuntos algebraicos en kn. Entonces:
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1. kn es algebraico.

2. Si J Ď I es tal que |J| ă 8 entonces
ď

jPJ

Vj es un conjunto algebraico.

3.
č

iPI

Vi es un conjunto algebraico.

Inmediatamente sacamos un corolario de esta proposición.

Corolario 2.2.3. Los conjuntos algebraicos forman una base de cerrados para una topologı́a en kn.

A esta topologı́a se la llama la topologı́a Zariski y, a partir de ésta, estamos listos para definir
el n espacio afı́n.

Definición 2.2.4. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Se define An
k como el espacio to-

pológico (kn, τ) donde τ es la topologı́a Zariski. Muchas veces el cuerpo k quedará implı́cito y
lo notaremos simplemente An.

Ahora pasamos a dar la definición de variedad algebraica.

Definición 2.2.5. Una variedad algebraica V Ď An, es un conjunto algebraico de kn pensado
como cerrado de An. En particular, para una variedad V, definimos su ideal asociado I(V)
como:

I(V) = t f P k[x] | f (p) = 0 @ p P V u .

Ahora damos una proposición que nos dice como se lleva el ideal asociado a la variedad con
la unión y respecto a la inclusión.

Proposición 2.2.6. Sean t Vi uiPI Ď An variedades algebraicas. Entonces las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1. Si Vi Ď Vj ñ I(Vi) Ě I(Vj)

2. I(H) = k[x] e I(An) = t 0 u.

3. I (
Ť

iPI Vi) =
Ş

iPI I(Vi)

La noción de asociar un ideal a una variedad tiene una recı́proca. Para esto introducimos la
siguiente definición.

Definición 2.2.7. Sean n P N y L Ď [x1, . . . , xn] un subconjunto. Definimos la variedad definida
por J, V(J) Ď An dada por:

V(L) = t p P An | f (p) = 0 @ f P J u .

Pasamos a dar una proposición análoga a la proposición 2.2.6.

Proposición 2.2.8. Sean A, B Ď k[x] subconjuntos. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Si A Ď B entonces V(A) Ě V(B).

2. Si J = (A) el ideal generado por A entonces V(J) = V(A).

3. Si J = (A) e I = (B) son los respectivos ideales generados por A y B, entonces:

V(I + J) = V(I) X V(J) y V(I J) = V(I) Y V(J)
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A partir de esto, tenemos uno de los teoremas mas importantes de la teorı́a de variedades
afines.

Teorema 2.2.9. (Hilbert’s Nullstellensatz) Sea J Ď k[x1, . . . , xn] un ideal y V Ď An una variedad
algebraica, entonces:

1.
?

J = I(V(J)).

2. V(I(V)) = V.

En otras palabras, hay una correspondencia uno a uno entre variedades algebraicas de An e ideales radi-
cales de k[x1, . . . , xn].

Definición 2.2.10. Sea X un espacio topológico y Z Ď X un subconjunto no vacı́o. Diremos que
Z es irreducible si Z no puede ser expresado como Z = Z1 Y Z2 con Z1 y Z2 cerrados propios
de Z.

Observemos que la definición de irreducibilidad es una definición plenamente topológica. Sin
embargo, tenemos el siguiente teorema que relaciona un invariante algebraico de la variedad con
su irreducibilidad.

Proposición 2.2.11. Sea V Ď An variedad algebraica afı́n. Son equivalentes:

1. I(V) es un ideal primo.

2. V es irreducible.

Lo que veremos en el siguiente resultado es que toda variedad algebraica admite una des-
composición en variedades irreducibles. Para esto, primero debemos introducir a los espacios
topológicos noetherianos.

Definición 2.2.12. Un espacio topológico X se dice noetheriano si satisface la condición de la
cadena descendente. Es decir, dada una cadena de cerrados:

Z1 Ě Z2 Ě . . . Ě Zn Ě . . .

existe r P N tal que Zr = Zr+l para todo l P N.

Ahora si, damos el teorema de descomposición.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio topológico noetheriano y V Ď X un subconjunto cerrado y no vacı́o.
Entonces existe r P N y W1, . . . , Wr cerrados de X irreducibles tal que:

V = W1 Y W2 Y . . . Y Wr.

Si además pedimos Wi Ĺ Wj si i ‰ j entonces esta descomposición es única y W1, . . . , Wr se llaman las
componentes irreducibles de V.

En particular, para adaptar el resultado anterior a variedades algebraicas tenemos la siguiente
observación:

Observación 2.2.14. Sea n P N. Entonces, An es un espacio topológico noetheriano.

En particular, toda variedad tiene una descomposición única en componentes irreducibles.
El paso siguiente es introducir la noción de dimensión de una variedad . Para esto, utilizamos
una estrategia análoga a la anterior. Lo primero que haremos será introducir la dimensión para
espacios topológicos noetherianos.

Definición 2.2.15. Sea X un espacio topológico noetheriano. Definimos su dimensión, dim(X)
como:

dim(X) = sup t n P N0 | Z0 Ĺ Z1 Ĺ . . . Ĺ Zn donde Zi es un cerrado irreducible de X @ i u .

Si bien la dimensión de espacios noetherianos podrı́a ser infinita (ver [Eis95, Exercise 9.6]), eso
no ocurre en el caso de variedades algebraicas (ver [Har77, Theorem 1.8A]).

Pasamos a dar un par de ejemplos de interés en cuanto a las dimensiones.
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Ejemplo 2.2.16. Sea n P N y f P k[x] no constante, entonces:

dim(An) = n.

dim(V( f )) = n ´ 1.

Definición 2.2.17. Sea V Ď An variedad algebraica y consideremos W1, . . . , Wr sus componentes
irreducibles. Diremos que V es equidimensional de dimensión d si para cada 1 ď i, j ď r se
cumple:

dim(Wi) = dim(Wj) = d.

Lo siguiente será dar un teorema de la dimensión que nos ayudará a aproximar la dimensión
de las componentes irreducibles de la intersección de dos variedades.

Teorema 2.2.18. Sean V, W Ď An variedades algebraicas irreducibles de dimensión d y s respectivamen-
te. Entonces cada componente irreducible Z de V X W cumple que:

dim(W) ě d + s ´ n.

Ahora bien, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.2.19. ([Eis95, Corollary 13.11]) Sean r, n, P N y S una k-álgebra de tipo finito de di-
mensión n que además es un dominio ı́ntegro. Consideremos f1, . . . , fr P S. Entonces se tiene se tiene
que:

dimKrull

(
Sä( f1, . . . , fr)

)
ě n ´ r.

Lo siguiente a definir es el anillo de coordenadas de una variedad afı́n.

Definición 2.2.20. Sea V Ď An variedad algebraica. Definimos lo siguiente:

1. k[V] el anillo de coordenadas de V como:

k[V] = k[x1, . . . , xn]ä I(V).

En particular dado f P k[x1, . . . , xn] notamos f para referirnos a la clase de f en k[V].

2. Si V es irreducible, entonces k[V] es un dominio, llamamos k(V) a su cuerpo de fracciones.

3. Si V es irreducible y p = (p1, . . . , pn) P V, consideremos mp = (x1 ´ p1, . . . , xn ´ pn) el
ideal maximal de p. Entonces definimos OV,p Ď k(V) como la localización:

OV,p = (k[V])mp = (k[V])p.

En particular, podemos relacionar la noción de dimensión de una variedad con la de su anillo
de coordenadas.

Proposición 2.2.21. Sea V Ď An variedad algebraica irreducible, entonces se tiene que:

dim(V) = dimkrull k[V] = Tr degkk(V).

El anillo de coordenadas se puede pensar como el conjunto de las funciones de la variedad en
A1 y es un objeto algebraico que captura mucha de la información de la variedad. Formalizamos
esta idea definiendo el concepto de función regular.

Definición 2.2.22. Sea V Ď An variedad algebraica irreducible y U Ď V un abierto. Diremos que
f : U Ñ k es regular en un punto p P U si existen polinomios g, h P k[x] y un abierto G Ď U tal
que p P G y además:

f (x) =
g(x)
h(x)

y h no se anula en G.

Diremos que f es regular en U si es regular en p para todo p P U.
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A partir de esto, definimos la noción de morfismo de variedades:

Definición 2.2.23. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas y U Ď V, G Ď W abiertos.
Diremos que una aplicación φ : U Ñ G es un morfismo de variedades si es continua y para cada
A Ď G abierto y f regular en A entonces:

f ˝ φ : φ´1(A) Ñ k es regular.

Un isomorfismo de variedades es un morfismo inversible cuya inversa también es un morfismo,
y en ese caso notamos:

U – G.

Algo que es claro es que aplicarle un polinomio a una función racional sigue siendo racional
y en consecuencia tenemos la siguiente observación:

Observación 2.2.24. Sea f : V Ď An Ñ W Ď Am una aplicación polinomial. Entonces f es un
morfismo de variedades.

Ahora definimos una familia especial de morfismos de variedades.

Definición 2.2.25. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas irreducibles. Sea U Ď V un
abierto, decimos que un morfismo φ : U Ñ W es dominante si φ(U) = W.

Ahora bien, dejando de lado el caso general y volviendo al caso en el que U = V y G = W
con V, W variedades algebraicas tenemos una equivalencia para los morfismos de variedades.

Proposición 2.2.26. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas. Luego existe una aplicación
natural biyectiva de conjuntos

α : Hom(V, W) Ñ Hom(k[W], k[V])

Donde el Hom izquierdo se refiere a morfismos de variedades y el derecho a morfismos de k-álgebras. En
particular, dada F P Hom(V, W) notamos F˚ = α(F) y son equivalentes:

1. F es dominante.

2. F˚ es inyectiva.

En particular, a partir del siguiente resultado, podemos caracterizar totalmente los morfismos
de variedades.

Teorema 2.2.27. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas. Entonces φ : V Ñ W es un morfismo
de variedades si y solo si existen f1, . . . , fm P k[x1, . . . , xn] tal que:

φ(x) = ( f1(x), . . . , fm(x)).

Recordamos el siguiente resultado, conocido como Teorema de Chevalley:

Proposición 2.2.28. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas y φ : V Ñ W un morfismo
dominante. Entonces existe U Ď W abierto denso tal que:

U Ď φ(V).

Teorema 2.2.29. (Teorema de la dimensión de la Fibra) Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas
irreducibles, G Ď V abierto y φ : G Ď V Ñ W un morfismo dominante de variedades. Se cumple lo
siguiente:

1. dim(W) ď dim(V)

2. Dado p P φ(W), entonces:

dim(φ´1(p)) ě dim(V) ´ dim(W).

Más aún, existe un abierto U Ď W tal que vale la igualdad si p P U X φ(V).

Pasamos a dar la definición de sucesión regular.

12



Definición 2.2.30. Sea r ď n P N. Consideramos f1, . . . , fr P k[x]. Decimos que ( f1, . . . , fr) forman
una sucesión regular si:

1. f1 ‰ 0 y f1 no es una unidad en k[x].

2. Para cada i ď r vale que fi no es un divisor de cero ni una unidad en k[x]ä( f1, . . . , fi´1)
.

A partir de esto damos la definición de ser una intersección completa.

Definición 2.2.31. Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de dimensión d. Diremos
que:

V es ideal theoretic intersección completa si existen f1, . . . , fn´d P k[x1, . . . , xn] tal que,
( f1, . . . , fn´d) forma una sucesión regular y además:

I(V) = ( f1, . . . , fn´d).

V es set theoretic intersección completa si existen polinomios f1, . . . , fn´d P k[x1, . . . , xn]
tal que:

V = V( f1, . . . , fn´d) es decir si es la intersección de n ´ d hipersuperficies.

V es una intersección completa local si para cada punto p P V existe una sucesión regular
( f1, . . . , fn´d) Ď k[x1, . . . , xn] tal que:

OV,p –

(
k[x1, . . . , xn]ä( f1, . . . , fn´d)

)
p

.

2.2.2. Variedades suaves

Comenzamos la sección con la siguiente definición.

Definición 2.2.32. Sea (O,M) un anillo local noetheriano.

1. Definimos K = OäM su cuerpo residual y su dimensión de embedding, notada e dim(O)
como:

e dim(O) = dimK
MäM2.

2. Diremos que (O,m) es un anillo local regular si:

e dim(O) = dimkrull O.

Damos una proposición que relaciona la dimensión de embedding con la dimensión de Krull.

Proposición 2.2.33. Sea (O,m) un anillo local noetheriano, entonces vale que:

dimkrull(O) ď e dim(O).

Una vez hecho esto, damos una definición importante que relaciona a los anillos locales
regulares con las variedades.

Definición 2.2.34. Sea V Ď An variedad algebraica y p P V. Diremos que V es no singular en p
si OV,p es un anillo local regular. En el caso que V sea no singular en q para todo q P V diremos
que V es suave.

Observemos que, dada V Ď An variedad algebraica y p P V, su respectivo anillo local OV,p
siempre es noetheriano puesto que la noetherianeidad se preserva por cocientes y localizaciones.
De esta forma, para ver que una variedad es no singular en p alcanza con ver que:

e dim(OV,p) ď dimKrull(OV,p).

Pasamos ahora a dar una definición puramente algebraica.
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Definición 2.2.35. Sea I = ( f1, . . . , fr) Ď k[x1, . . . , xn] un ideal y sea V = V(I) variedad algebraica
de dimensión d. Dado p P V, definimos el Jacobiano de I en p como :

JI(p) =


B f1

Bx1
. . .

B f1

Bxn
...

. . .
...

B fr

Bx1
. . .

B fr

Bxn


Diremos que el ideal I es regular en p si Rank(JI(p)) = n ´ d y, más aún diremos que I es regular
si esa igualdad vale para todo p P V.

Luego, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.36. (Criterio del Jacobiano). Sea V Ď An variedad algebraica irreducible de dimensión d y
sea I Ď k[x] ideal regular tal que V = V(I). Entonces vale lo siguiente:

1. V es suave.

2. I = I(V).

Más aún, vale la recı́proca: si V es suave, entonces I(V) es regular.

Una vez definida la suavidad de una variedad, pasamos a definir su espacio tangente.

Definición 2.2.37. Sea V Ď An una variedad algebraica suave y p P V. Consideremos Mp Ď I(V)
el ideal maximal asociado a p. Definimos el espacio tangente a V en p, notado TpV como:

TpV =

(
MpäM2

p

)˚

donde usamos ˚ para notar al espacio dual como k-espacio vectorial.

Observar que, si d = dim(V), como V es suave se tiene que:

dimk

(
MpäM2

p

)
= dimKrull(OV,p) = d ă 8.

Luego, como estamos en el caso de dimensión finita, se sigue que TpV es un k-espacio vectorial
de dimensión d = dim(V). Lo siguiente, es dar una equivalencia de la definición del espacio
tangente que es mucho más cómoda para trabajar.

Proposición 2.2.38. Sea V Ď An una variedad algebraica suave tal que I(V) = ( f1, . . . , fr). Entonces
vale que:

TpV = Ker(JI(V)(p)),

donde JI(V)(p) es la matriz jacobiana del ideal I(V) en p definida en 2.2.35.

Demostración. Una demostración de esto, escrita con un lenguaje un poco distinto se puede
encontrar en [Mil12, Pages 95-96].

Proposición 2.2.39. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas irreducibles y U Ď V un abierto.
Consideremos F : U Ď An Ñ Am una aplicación racional dada por:

F =

(
f1

g1
, . . . ,

fm

gm

)
,

que define un morfismo de variedades F : U Ď V Ñ W variedades. Dado p P U, se define el diferencial de
F en p ,DpF : TpV Ñ TF(p)W, como:

DpF(q) =
(
∇
(

f1

g1

)
(p) ¨ q, . . . ,∇

(
fm

gm

)
(p) ¨ q

)
.

Entonces este mapa está bien definido y más aún, si F es un isomorfismo entonces para cada p P U se tiene
que DpF : TpV Ñ TF(p)W también lo es.
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Lo siguiente que haremos en esta sección es mostrar cómo se comporta el tangente con el
producto de variedades.

Proposición 2.2.40. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas suaves, entonces V ˆ W Ď Am+n

es suave y en particular dados p1 P V y p2 P W se tiene que:

T(p1,p2)
(V ˆ W) = Tp1 V ˆ Tp2W.

Demostración. Para ver que V ˆ W es suave, sean d = dim(V) y e = dim(W). Notemos que si
I(V) = ( f1, . . . , fr) e I(W) = (g1, . . . , gl) y son suaves, entonces las matrices:

A =

∇ f1
. . .
∇ fr

 y B =

∇g1
. . .
∇gl


cumplen que Rank(A) = n ´ d y Rank(B) = m ´ e por el criterio del jacobiano 2.2.36. Observando
que, I(V ˆ W) = ( f1(x), . . . , fr(x), g1(y), . . . , gl(y)) y en consecuencia el jacobiano es de la forma:

C =

(
A 0
0 B

)
,

y cumple que tiene Rango n + m ´ d ´ e por lo que V ˆ W es suave por el criterio del Jacobiano
ya que dim(V ˆ W) = d + e. La consecuencia sobre los tangentes se sigue de que Ker(C) =
Ker(A) ˆ Ker(B).

Proposición 2.2.41. Sea V Ď An una variedad suave e irreducible. Entonces V es una intersección
completa local (ver definición 2.2.31).

2.2.3. Grado de una variedad

En esta sección vamos a presentar la definición de grado introducida en [Hei83] (ver también
[Ful98], [VP84]).

Definición 2.2.42. Sea X un espacio topológico y P una propiedad sobre los puntos de X.
Diremos que la propiedad P se cumple de manera genérica en X si existe U Ď X abierto denso
tal que P es verdadera en U.

Notación 2.2.43. (Variedad Lineal Genérica) Fijados d ď n P N, definimos L1, . . . , Ln´d P

k[x1, . . . , xn] dados por:

Lj =
n
ÿ

i=1

aj
i xi + aj

0.

Luego, podemos identificar al espacio de estos polinomios L1, . . . , Ln´d con A(n´d)(n+1) y dotarlo
con la topologı́a Zariski. De esta forma, siempre que en esta tesis se refiera a una variedad lineal
genérica de dimensión d nos refererimos a la variedad dada por:

L =
␣

x P An ˇ

ˇ Lj(x) = 0 @ 1 ď j ď n ´ d
(

,

donde los coeficientes aj
i de las Lj se encuentran dentro de un abierto Zariski de A(n´d)(n+1).

En particular tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.44. Sea V Ď An una variedad algebraica y d P N tal que d ď n. Son equivalentes:

1. dim(V) = d

2. La variedad lineal genérica de dimensión n ´ d corta a V en un número finito de puntos.

Ya sabemos que la intersección con una variedad lineal genérica de dimensión complemen-
taria es finita. Sin embargo, aún no sabemos nada sobre el cardinal de dicha fibra. El siguiente
lema responde esta cuestión:

Lema 2.2.45. ([Hei83, Proposition 1]) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de dimensión n
y sea F : V Ñ An un morfismo dominante, entonces:
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1. #F´1(p) ď [k(V) : k(An)] para todo p P An tal que F´1(p) es finita.

2. Existe un abierto no vacı́o U Ď An tal que para todo p P U vale igualdad en 1.

Pasamos ahora a la definición de grado siguiendo [Hei83].

Observación 2.2.46. ([Hei83, Page 244]) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de
dimensión d. Definimos F : And ˆ V Ñ And ˆ Ad de la siguiente forma: dada G P And, donde
pensamos a G como una matriz de n ˆ d y p P V, definimos F(G, p) = (G, G(p)). Entonces esta
aplicación F es dominante.

Notar que la F definida en la observación anterior nos permite deducir que, al estar en las
condiciones del lema 2.2.45, el cardinal de la fibra de F es constante genéricamente en And ˆ Ad.
Más aún, la fibra genérica de F se puede pensar como la intersección entre V y una variedad
lineal genérica de dimensión n ´ d. Esto motiva la siguiente definición:

Definición 2.2.47. ([Hei83, Definition 1]) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de
dimensión d y sea F como en la observación 2.2.46. Definimos el grado de V como:

deg(V) = [k(And ˆ V) : k(And ˆ Ad)]

= # t V X L | L es una variedad lineal genérica de dimensión n ´ d y V X L es finito u .

Lo siguiente que hacemos es extender esta definición para el caso de variedades algebraicas
que no son irreducibles.

Definición 2.2.48. Sea V Ď An una variedad algebraica y sean Z1, . . . , Zr sus componentes
irreducibles. Definimos el grado de V como:

deg(V) =
r
ÿ

i=1

deg(Vi).

Ahora lo que vemos es que, para una variedad irreducible, el grado está unı́vocamente defi-
nido por cualquier abierto no vacı́o dentro de la variedad.

Lema 2.2.49. Sea V Ď An variedad algebraica irreducible de dimensión r y sea W Ĺ V subvariedad
irreducible. Entonces, dada L una variedad lineal genérica de dimensión n ´ r es:

deg(V) = #(V X L) = #((VzW) X L).

Demostración. Notar que como W Ĺ V, necesariamente dim(W) ă dim(V). Sabemos que dim(W) =
s si y solo si al intersecar W con una variedad lineal genérica de dimensión n ´ s la intersección
es finita y no vacı́a. De este resultado se sigue que la propiedad W X L = H se cumple para toda
variedad genérica de dimensión menor a n ´ s. Luego, la siguiente propiedad es genérica para
las variedades lineales de dimensión n ´ r.

V X L = (VzW) X L.

En consecuencia el resultado se sigue.

Teorema 2.2.50. ([Hei83, Lemma 2]) Sea φ : V Ñ W una aplicación lineal dominante. Entonces se tiene
que:

deg(W) ď deg(V).

Ahora mencionamos la primera versión del teorema de Bezout.

Lema 2.2.51. ([Hei83, Remark 2]) Sean V, L Ď An variedades algebraicas donde L es lineal. Entonces:

deg(V X L) ď deg(V).

Lo siguiente será ver como se relaciona el grado con el producto de variedades.
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Proposición 2.2.52. ([Hei83, Proposition 2]) Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas, entonces
se tiene que:

deg(V ˆ W) = deg(V) ¨ deg(W).

Teorema 2.2.53. (Teorema de Bezout) Sean V, W Ď An variedades algebraicas. Entonces se tiene que:

deg(V X W) ď deg(V) ¨ deg(W).

Demostración. Consideramos V ˆ W Ď A2n y ∆ Ď A2n la diagonal. Sea π : (∆ X (V ˆ W)) Ñ

V X W la proyección a la primera coordenada. Observemos que π está bien definida y es una
aplicación de grado 1. En consecuencia por el teorema 2.2.50, el lema 2.2.51 y la proposición
2.2.52 se sigue que:

deg(V X W) ď deg(∆ X (V ˆ W)) ď deg(V ˆ W) ď deg(V)deg(W).

La siguiente observación nos dice como es el grado en el caso de una hipersuperficie.

Observación 2.2.54. Sea f P k[x] un polinomio irreducible y V = t x P An | f (x) = 0 u. Entonces
se tiene que deg(V) = deg( f ).

Los siguientes resultados se tratan de extensiones o versiones más precisas de la desigualdad
de Bezout.

Proposición 2.2.55. ([HS80, Proposition 2.3]) Sean V, W Ď An variedades algebraicas donde W está
dada por:

W = t x P An | f1(x) = 0, . . . , fr(x) = 0 u ,

para ciertos polinomios f1, . . . , fr P k[x], entonces se tiene que:

deg(V X W) ď deg(V) ¨ máx t deg( f1), . . . , deg( fr) u
dim(V).

Proposición 2.2.56. (ver [Ful98]) Sea V Ď An una variedad algebraica de dimensión ą 0 y f P k[x] un
polinomio de grado e genérico.

deg(V X t x P An | f (x) = 0 u) = deg(V) ¨ e.

Finalizamos la sección con una proposición y un teorema.

Proposición 2.2.57. ([Mum69, Theorem 1]) Sea V Ď An una variedad algebraica suave e irreducible.
Entonces existe k P N y f1, . . . , fk P k[x1, . . . , xn] tal que:

I(V) = ( f1, . . . , fk) y deg( fi) ď deg(V) @ 1 ď i ď k.

Finalizamos la sección mencionando el teorema de Bertini

Teorema 2.2.58. (Bertini) ([Jou83, Section 6.5, Théoreme 6.6]) Sea V Ď An una variedad algebraica de
dimensión d y sea Lk una variedad lineal genérica de dimensión n ´ k. Entonces:

1. V X Lk ‰ H ô d ě k.

2. Si V es suave y d ě k entonces V X Lk es una variedad suave de dimensión d ´ k.

3. Si d ě k entonces I(V X Lk) = I(V) + I(Lk).

4. Si d ě k + 1 y V es irreducible entonces V X Lk es irreducible de dimensión d ´ k.

2.3. Geometrı́a convexa

Dentro de esta tesis utilizaremos herramientas de Geometrı́a Convexa para resolver siste-
mas de ecuaciones polinomiales. Esta sección se tratará de dar una breve descripción de las
herramientas que utlizaremos luego.
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2.3.1. Polı́topos

A lo largo de esta sección introduciremos una selección de resultados clásicos sobre polı́to-
pos y geometrı́a convexa. Las demostraciones de los mismos se pueden encontrar en [Ewa12],
[CLO15], [GKKZ03].

Notación 2.3.1. Sean p, q P Rn. Notamos Lpq al segmento entre p y q dado por:

Lpq = t tp + (1 ´ t)q | t P [0, 1] u

Definición 2.3.2. Sea C Ď Rn. Diremos que C es convexo si dados p, q P C entonces Lpq Ď C.

Pasamos a dar ejemplos de conjuntos convexos. Ahora damos una observación que muestra
que la convexidad y las intersecciones se comportan como uno esperarı́a.

Observación 2.3.3. Sea I una familia de ı́ndices y (Ai)iPI Ď Rn una familia de conjuntos conve-
xos. conjuntos convexos. Entonces

č

iPI

Ai es convexo.

Demostración. Sean p, q P
Ş

iPI Ai. Luego como p, q P Ai para todo i P I, tenemos que Lpq Ď Ai
para todo i P I. En consecuencia Lpq Ď

Ş

iPI Ai y éste resulta convexo.

Observación 2.3.4. Sea C Ď Rn. Entonces el conjunto D =
č

CĎF
Fconvexo

F es convexo y más aún,

cumple con la propiedad de que dado F un convexo que contenga a C entonces D Ď F.

La observación anterior motiva la siguiente definición.

Definición 2.3.5. Sea C Ď Rn. Definimos Conv(C), la cápsula convexa de C, como el convexo
más pequeño con respecto a la inclusión que contiene a C, es decir:

Conv(C) =
č

CĎF
Fconvexo

F.

Ahora introducimos una proposición que caracteriza la cápsula convexa de un conjunto.

Proposición 2.3.6. Sea C Ď Rn. Entonces se tiene que:

Conv(C) =

#

ÿ

1ďiďm

λivi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m P N, vi P C, λi ě 0 y
ÿ

1ďiďm

λi = 1.

+

Ahora definimos la noción de polı́topo.

Definición 2.3.7. Un polı́topo P Ď Rn es la cápsula convexa de un conjunto C Ď Rn finito. Para
un polı́topo P definimos su volumen n ´ dimensional como:

Voln(P) =
ż

P
1 dx1 . . . dxn.

En este trabajo nos interesaremos particularmente por polı́topos de la forma P = Conv(C)
con C Ď Zn el conjunto formado por los vectores en los exponentes en un conjunto monomios.

Ahora pasamos a ponerle nombre a un polı́topo especial.

Definición 2.3.8. Sea 0 P Rn el origen y t e1, . . . , en u la base canónica de Rn. Definimos el n-
simplex ∆n Ď Rn como:

∆n = Conv(t 0, e1, . . . , en u) =

#

(a1, . . . , an) P Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ai ě 0 y
n
ÿ

i=1

ai ď 1

+

.
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Proposición 2.3.9. Sea n P N. Entonces se tiene que:

Voln(∆n) =
1
n!

.

Ahora pasamos a dar la definición de dimensión de un polı́topo.

Definición 2.3.10. Sea P Ď Rn un polı́topo. Definimos dim(P) como el mı́nimo m tal que P
puede ser embebido en Rm.

Ahora pasamos a dar la siguiente definición, que extiende la idea intuitiva de dos y tres
dimensiones de caras de un poliedro a polı́topos en general.

Definición 2.3.11. Sea P Ď Rn un polı́topo de dimensión r y v P Rnz t 0 u.

Notemos mv(P) = mı́n t m ¨ v | m P P u. Definimos además el hiperplano de apoyo de P en
v como el hiperplano afı́n dado por Πv = t m P Rn | m ¨ v = mv(P) u.

Llamamos a Pv = P X Πv a la cara de P determinada por v.

Teorema 2.3.12. Sea P un polı́topo de dimensión n. Entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. P es compacto.

2. P tiene una cantidad finita de caras.

3. Si Q es una cara de P y Q ‰ P entonces dim(Q) ă dim(P).

2.3.2. Volumen mixto

Definición 2.3.13. Sean A, B Ď Rn y c P R. Definimos la Suma de Minkowski entre A y B,
notada A + B Ď Rn como:

A + B = t a + b | a P A y b P B u .

También definimos el conjunto c ¨ A Ď Rn dado por:

c ¨ A = t ca | a P A u .

Ahora damos una proposición que resume las buenas propiedades de la suma de Minkowski
y la multiplicación por escalares a conjuntos.

Proposición 2.3.14. Sean A, B Ď Rn. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Conv(A + B) = Conv(A) + Conv(B)

2. Conv(A) + Conv(A) = 2 ¨ Conv(A).

3. Conv(c ¨ A) = c ¨ Conv(A) para c ě 0.

Lo que sigue será dar una proposición que relaciona la suma de Minkoswki con la suma de
polı́topos.

Proposición 2.3.15. Sean P, Q Ď Rn polı́topos tal que P = Conv(t p1, . . . , pl u) y Q = Conv(t q1, . . . , qr u).
Si llamamos C =

␣

pi + qj
ˇ

ˇ 1 ď i ď l, 1 ď j ď r
(

, entonces se tiene que:

P + Q = Conv (C) .

Demostración. Para ver esto hacemos las dos inclusiones.

Ě) Observemos que A+ B es un conjunto convexo que contiene a C. En consecuencia como
la cápsula convexa es el mı́nimo convexo que lo contiene tenemos esta implicación.

Ď) Notemos que necesariamente los vértices de A + B han de ser suma de vértices de A y
vértices de B. En consecuencia, el conjunto de sus vértices está contenido en C y se sigue
el resultado.
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Observación 2.3.16. La operación producto se lleva bien con el cálculo de volumen: del teorema
de cambio de variable se sigue que si c P Rą0 y P Ď Rn es un polı́topo, entonces:

Voln(c ¨ P) = cn ¨ Voln(P).

Con esto estamos listos para introducir la noción de volumen mixto. En primer lugar, damos
el Teorema de Minkowski:

Teorema 2.3.17. Sea n, k P N y P1, . . . , Pk Ď Rn polı́topos. Entonces se tiene que:

P(λ1, . . . , λk) = Voln(λ1P1 + . . . + λkPk) es un polinomio homogéneo de grado n.

Ahora sı́, introducimos la definición de volumen mixto.

Definición 2.3.18. Sean P1, . . . , Pn Ď Rn polı́topos. Definimos el volúmen mixto de P1, . . . , Pn
notado MV(P1, . . . , Pn) como el coeficiente del monomio λ1 . . . λn en el polinomio,

P(λ1, . . . , λn) = Voln(λ1P1 + . . . + λnPn).

Aunque pareciera bastante complicado por su construcción daremos un resultado que de-
muestra la cantidad de buenas propiedades que tiene el volumen mixto.

Teorema 2.3.19. Sea n P N y P1, . . . , Pn Ď Rn polı́topos. El Volumen mixto en Rn cumple las siguientes
propiedades:

1. El volumen mixto MV(P1, . . . , Pn) es invariante vı́a transformaciones que preservan el volumen.

2. MV(P1, . . . , Pn) es simétrico y lineal con respecto a la suma de Minkowski en cada variable.

3. MV(P1, . . . , Pn) ě 0 y más aún, si dim(Pi) = 0 para cierto i entonces MV(P1, . . . , Pn) = 0.
Además, si dim(Pi) = n para todo i entonces MV(P1, . . . , Pn) ą 0.

4. El volumen mixto es monótono respecto a la inclusión en cada coordenada, es decir, si Qi Ď Rn es
un convexo que cumple Pi Ď Qi entonces:

MV(P1, . . . , Pi, . . . , Pn) ď MV(P1, . . . , Qi . . . , Pn).

5. Si P = P1 = P2 = . . . = Pn entonces:

MV(P, . . . , P) = n!Voln(P).

6. Si n = 2 entonces:

Vol2(P1 + P2) ´ Vol2(P1) ´ Vol2(P2) = MV(P1, P2).

Demostración. Para una demostración de las partes 1, 2 y 3 referimos al lector al teorema 4.12 de
[CLO06, Theorem 4.12, Chapter 7]. Mientras una prueba de la parte 4 se encuentra en [Ewa12,
Theorem 4.12, Chapter IV]. Por último, la parte 5 se sigue de que, como por definición el volumen
mixto es el coeficiente que acompaña a λ1 . . . λn en P(λ1, . . . , λn) = Voln(λ1P1 + . . . + λnPn)
entonces si P = P1 = . . . = Pn tenemos que:

Voln(λ1P + . . . + λnP) = Voln

((
n
ÿ

i=1

λi

)
P

)
=

(
n
ÿ

i=1

λi

)n

Voln(P).

En consecuencia, el coeficiente que acompaña a λ1 . . . λn es n!Voln(P) por lo que se tiene el
resultado. La última parte se sigue de la segunda utlizando la multilinealidad del volumen
mixto.
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2.3.3. El teorema de Bernstein-Kushnirenko

Lo que haremos ahora será desarrollar la teorı́a necesaria para introducir el teorema de
Bernstein-Kushnirenko (ver [Ber75], [Kus76]). Dicho resultado, será una de las herramientas
fundamentales que utilizaremos en este trabajo en los capı́tulos 5, 6 y la sección 7.2 del capı́tulo
7.

Definición 2.3.20. Sea n P N y f P k[x1, . . . , xn] un polinomio tal que f =
ÿ

i

aixαi donde los

αi P Nn : 0. Definimos el soporte de f , notado sop ( f ) Ď Zn como:

sop ( f ) = t αi P Zn | ai ‰ 0 u .

Esta definición se puede dar más en general para polinomios de Laurent, es decir f P k[x˘
1 , . . . , x˘

n ]
pero en esta tesis trabajaremos únicamente con polinomios.

Notar que, dado n P N y f P k[x1, . . . , xn], entonces, sop ( f ) es finito.
Con esto en mente, podemos asociarle a cada polinomio un polı́topo. La siguiente definición

formaliza esta idea.

Definición 2.3.21. Sea n P N y f P k[x1, . . . , xn]. Definimos el polı́topo de Newton de f , N ( f ) Ď

Rn como:
N ( f ) = Conv(sop ( f )).

La idea del teorema de Bernstein es que podremos controlar la cantidad de soluciones en
(Az0)n de un sistema de ecuaciones polinomiales en función de los polı́topos de Newton de los
polinomios involucrados.

Definición 2.3.22. Dado A Ď Nn
0 , notaremos Ln(A) = t f P k[x1 . . . , xn] | sop ( f ) = A u, es decir

el conjunto de polinomios con soporte en A. En particular, si A = t α1, . . . , αr u entonces:

Ln(A) =

#

r
ÿ

i=1

aixαi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ai ‰ 0

+

.

Observar que Ln(A) está identificado con (Azt 0 u)r vı́a la aplicación f =
řr

i=1 aixαi Ñ

(a1, . . . , ar) por lo que podemos inducirle la topologı́a Zariski del subespacio.

Definición 2.3.23. Sean A1, . . . , Al Ď Nn
0 soportes. Dotamos a Ln(Ai) con la topologı́a Zariski

asociada en la definición 2.3.22. Diremos que una propiedad se cumple de manera genérica para
polinomios ( f1, . . . , fl) P Ln(A1) ˆ Ln(A2) ˆ . . . ˆ Ln(Al) si existe un polinomio no nulo P en los
coeficientes de los fi tal que la propiedad se cumple para aquellos f1, . . . , fl cuyos coeficientes
no anulan a P.

Tenemos entonces el Teorema de Bernstein-Kushnirenko:

Teorema 2.3.24. Consideremos polinomios f1, . . . , fn P k[x] tal que el sistema de ecuaciones polinomiales
F dado por:

F :=

$

’

&

’

%

f1 = 0
...

fn = 0
tiene finitas soluciones en (Azt 0 u)n. (2.1)

Consideremos Pi = N ( fi). Entonces si δ(F) es la cantidad de soluciones del sistema en (Azt 0 u)n, vale
que:

δ(F) ď MV(P1, . . . , Pn).

En particular, fijados A1 = sop ( f1) , . . . , An = sop ( fn) vale la igualdad de manera genérica para
( f1, . . . , fn) P Ln(A1) ˆ . . . ˆ Ln(An) .

Demostración. Este teorema fue originalmente demostrado por Berstein en [Ber75]. Referimos a
[CLO06, Theorem 5.4, Chapter 7] para una demostración. Usualmente, este teorema se encuentra
demostrado para el caso en que el cuerpo de base es C. Para una demostración donde k es un
cuerpo de caracterı́stica 0 arbitrario ver [Mon21, Theorem VII.5].
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Damos una última definición para enunciar la versión mas general del teorema de Bernstein-
Kushnirenko.

Definición 2.3.25. Sean v = (v1, . . . , vn) P Qnz t 0 u y A Ď Nn
0 un conjunto finito. Consideramos

mv(A) = mı́n t m ¨ v | m P A u y Av = t q P A | v ¨ q = mv(A) u (ver definición 2.3.11 para darle
una interpretación geométrica a esto). Dada f (x) =

ÿ

qPA

cqxq para ciertos cq P A1zt 0 u definimos

fv como:
fv =

ÿ

qPAv

cqxq.

En particular, para cada sistema de ecuaciones F =

$

’

&

’

%

f1 = 0
...

fn = 0
, definimos el sistema restringido

Fv como:

Fv =

$

’

&

’

%

f1v = 0
...

fnv = 0
.

Para nuestro trabajo necesitaremos también un resultado que nos de condiciones suficientes
para obtener la igualdad en el teorema de Bernstein-Kushnirenko, en el resultado anterior, al
menos en el caso particular de que todos los soportes coincidan.

Teorema 2.3.26. (ver [Ber75]) Consideremos f1, . . . , fn P k[x], con soportes A1 = sop ( f1) , . . . , An =
sop ( fn) y el sistema de ecuaciones F definido por f1, . . . , fn como en (2.1). Si para todo v P Qnz t 0 u el
sistema Fv (ver definición 2.3.25) no tiene soluciones en (Azt 0 u)n, entonces se tiene que:

δ(F) = MV(P1, . . . , Pn).
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Capı́tulo 3

El fibrado tangente

En este capı́tulo se definirá el objeto de estudio de esta tesis, el fibrado tangente de una
variedad algebraica, y se estudiarán sus propiedades básicas. Si bien esta noción se introduce
de manera natural en un contexto diferencial, lo estudiaremos aquı́ desde un punto de vista
puramente algebraico.

3.1. Caso suave

Recordemos informalmente la definición 2.2.37. Dada una variedad V Ď An y p P V, se

puede definir su espacio tangente TpV =

(
MpäM2

p

)˚

donde Mp es el ideal maximal del anillo

local k[V]p. Sin embargo, dentro de esta sección, utilizaremos la definición equivalente dada en
2.2.38, que es: si I(V) = ( f1, . . . , fr) entonces:

TpV = Ker

∇ f1(p)
. . .

∇ fr(p)

 .

Donde, vale la pena aclarar que la definición equivalente anterior, no depende de quiénes sean
los generadores para I(V).

Definición 3.1.1. Sea V Ď An una variedad algebraica suave. Se define su fibrado tangente
como:

TV =
!

(p, q) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ
p P V y q P TpV

)

=
ğ

pPV

TpV.

De esta forma, al haber definido un objeto nuevo nos preguntamos por sus propiedades co-
mo por ejemplo, ¿es el fibrado tangente de una variedad irreducible, irreducible como variedad?
¿cuál es su dimensión como variedad? Para llegar a responder estas primeras preguntas ele-
mentales primero deberemos hacer un poco de trabajo. Para empezar observamos que el fibrado
tangente es una variedad algebraica.

Observación 3.1.2. Sea V Ď An una variedad algebraica suave. Entonces su fibrado tangente es
un fibrado vectorial que además es la variedad algebraica dada por:

TV =

"

(p, q)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fi(p) = 0 @1 ď i ď r
∇ fi(p) ¨ q = 0 @1 ď i ď r

*

donde I(V) = ( f1, . . . , fr).

En particular, como TpV no depende de los generadores elegidos, es claro que TV tampoco
depende de ellos.

Ahora damos un ejemplo tı́pico de cómo se ve el fibrado tangente para el caso de una hiper-
superficie.
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Ejemplo 3.1.3. (Fibrado Tangente de una Hipersuperficie) Sea f P k[x1, . . . , xn] un polinomio
libre de cuadrados tal que f y ∇ f no tienen ceros comunes. Consideremos V la variedad alge-
braica definida por f . Entonces, observar que por el criterio del jacobiano 2.2.36, V es suave y en
consecuencia se tiene que:

TV =

$

’

&

’

%

(p, q) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (p) = 0

∇ f (p) ¨ q =
n
ÿ

j=1

B f
Bxj

(p)qj = 0

,

/

.

/

-

.

Comentario 3.1.4. A partir de este ejemplo se puede llegar a conjeturar cuál deberı́a ser la
dimensión del fibrado tangente de una variedad ya que intuitivamente esas dos ecuaciones al
no depender la primera de qj deberı́an bajar la dimensión en 2 y en consecuencia tener TV
dimensión 2n ´ 2 = 2 dim(V). Probaremos un resultado de este tipo más adelante (Teorema
3.1.9).

Ahora pasamos a fijar un poco de notación.

Notación 3.1.5. De aquı́ en adelante en caso de no aclararlo, llamaremos π a la proyección na-
tural π : TV Ñ V dada por (p, q) Ñ p. También de aquı́ en adelante notaremos x = (x1, . . . , xn)
para ahorrar notación.

Procedemos a dar una definición ahora para ponerle nombre a nuestros objetos de estudio.

Definición 3.1.6. Sea V Ď An una variedad algebraica suave con I(V) = ( f1, . . . , fr) Ď k[x] y sea
y = (y1, . . . , yn) nuevas variables . Definimos el ideal tangente a I(V) llamado IT(V) Ď k[x, y]
como:

IT(V) = (∇ f1 ¨ y, . . . ,∇ fr ¨ y).

Observar que en esta definición estamos haciendo un abuso de notación puesto que este ideal
no depende únicamente de la variedad, sino de los generadores con los que vemos al ideal de la
misma.

Ahora damos un lema clásico sobre variedades suaves que nos ayudará para demostrar el
teorema principal de esta sección.

Lema 3.1.7. Sea V Ď An una variedad algebraica suave y conexa. Entonces V es irreducible.

Demostración. Supongamos que V no es irreducible. Sean C1, . . . , Cr las componentes irreducibles
de V. Luego, sabemos que dado i P t 1, . . . , r u necesariamente es Ci X

Ť

i‰j Cj ‰ H ya que V es
conexo. Entonces existe j tal que Ci X Cj ‰ H. Sin pérdida de generalidad asumimos que son C1
y C2, si no hacemos un renombramiento. Ahora sea x0 P C1 X C2. Veamos que necesariamente
OV,x0 no es un dominio ı́ntegro y lleguemos a una contradicción.

Para esto, notemos que el anillo de coordenadas k[V] no es un dominio ı́ntegro ya que V no
es irreducible. En particular podemos considerar f P I(C1)zI(C2) y g P I(

Ť

iě2 Ci)zI(C1). Luego
las clases f y g de f y g en k[V] cumplen que f ¨ g = 0. Más aún, si ahora las miramos dentro de
la localización en x0, es claro que tanto f como g son distintas del cero de la localización ya que,
si existiese un polinomio p tal que p(x0) ‰ 0 que cumpliera que f p = 0 entonces tendrı́amos que
ese tal polinomio p no se anuları́a en la componente C2 llevándonos a una contradicción. Luego
tenemos que el anillo local OV,x0 no es un dominio ı́ntegro. Esto es una contradicción que se
sigue de que como V es suave OV,x0 es un anillo local regular y en consecuencia es un dominio
ı́ntegro. Luego V es irreducible y tenemos el resultado deseado.

Damos un corolario inmediato de este lema que usaremos más adelante.

Corolario 3.1.8. Sea V Ď An una variedad algebraica suave. Entonces sus componentes irreducibles son
exactamente sus componentes conexas.

Demostración. Observar que siempre un conjunto irreducible es conexo. Ahora cada componen-
te conexa por el lema 3.1.7 es irreducible y por la unicidad de la descomposición se sigue el
resultado.
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El siguiente teorema viene a responder las preguntas iniciales que nos habı́amos hecho sobre
nuestro objeto de estudio.

Teorema 3.1.9. Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible y suave de dimensión d. Entonces:

1. TV es una variedad suave e irreducible de dimensión 2d y si F := f1, . . . , fr es un sistema de
generadores de I(V), entonces:

I(TV) = ( f1, . . . , fr)k[x, y] + IT(V).

2. Si V es ideal theoretic intersección completa, entonces TV también lo es.

Demostración. Demostremos item por item.

1. Probemos primero que TV es una variedad conexa equidimensional de dimensión 2d. Sea
dim(V) = d y sean C1, . . . , Cl las componentes conexas de TV. Luego tenemos que:

TV =
l
ğ

j=1

Cj.

Ahora bien, sea π la proyección natural a las primeras n coordenadas y x0 P V. Notar que
π´1(x0) = x0 ˆ L con L un subespacio lineal de dimensión d ya que la variedad es suave.
Por otra parte, tenemos que:

x0 ˆ L = π´1(x0) =
l
ğ

j=1

(x0 ˆ L) X Cj.

Como esta unión es disjunta y x0 ˆ L es irreducible existe un único Ci tal que Ci X (x0 ˆ L) ‰

H. En consecuencia necesariamente x0 ˆ L Ď Ci.

Fijado i P t 1, . . . , l u sean, Zi
1, . . . , Zi

s las componentes irreducibles de Ci.

Para cada 1 ď j ď s sea xj P π(Zi
j). Observar que xj ˆ Lj Ď Ci para todo j por lo comentado

en el párrafo anterior, y más aún, ha de ser que xj ˆ Lj Ď Zi
j ya que xj ˆ Lj es irreducible,

en particular, esto nos dice que la fibra genérica tiene dimensión d.

Luego, por el teorema de la dimensión de la fibra 2.2.29 aplicado a π|Zi
j

se sigue que :

dim(Zi
j) ´ dim(π(Zi

j)) = d. (3.1)

Ahora bien, supongamos que dim(Zi
j) ą 2d. Luego dim(Zi

j) = 2d + ℓ con ℓ P N. En

consecuencia dim(π(Zi
j)) = d+ ℓ llevándonos a una contradicción si ℓ ą 0, pues dim(V) =

d.

Luego tenemos que dim(Zi
j) ď 2d para todo i, j.

Ahora bien, sea (p, q) P Zi
j luego observemos que tenemos lo siguiente:

dim(Zi
j) = dim k[Zi

j] = dim(k[TV])(p,q) = dim
((

k[x, y]ä(I(V) + IT(V))

)
(p,q)

)
.

Veamos que:

dim
((

k[x, y]ä(I(V) + IT(V))

)
(p,q)

)
ě 2d.

En efecto, utilizando que la localización se distribuye en el cociente y el tercer teorema del
isomorfismo tenemos lo siguiente:(

k[x, y]ä(I(V) + IT(V))

)
(p,q)

– (k[V ˆ An])(p,q)ä
(

IT(V)

I(V)

)
(p,q)

.
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En particular, como V es suave, necesariamente es una intersección completa local por la
proposición 2.2.41. En consecuencia tenemos que (I(V))p,q = (g1, . . . , gn´d) por lo que
(IT(V))(p,q) = (∇g1 ¨ y, . . . ,∇gn´d ¨ y). Por la proposición 2.2.19 (localizando en el ideal
maximal definido por el punto (p, q)) tenemos la siguiente condición:

dim

(K[V ˆ An])(p,q)ä
(

IT(V)

I(V)

)
(p,q)

 ě dim(k[V ˆ An]) ´ (n ´ d)

= n + d ´ (n ´ d) = 2d.

Esto demuestra que dim(Zi
j) = 2d y por lo tanto TV es una variedad equidimensional de

dimensión 2d.

Ahora bien, notar que tenemos que:

V =
l
ğ

i=1

π(Ci). (3.2)

Recordemos que dim(π(Ci)) = dim(π(Ci)), por lo tanto la ecuación (3.1) nos dice que
dim(π(Ci)) = d. Entonces, como V es irreducible, por la proposición 2.2.28, π(Ci) contiene
un abierto denso en V. Esto seria una contradicción si l ą 1 pues la unión en (3.2) es
disjunta y son abiertos densos.

Luego tenemos que TV es una variedad equidimensional conexa de dimensión 2d. Si ve-
mos que TV es suave tendremos nuestro resultado por el lema 3.1.7. Sin embargo ver que
es suave resulta elemental, pues sabemos que TV es una variedad algebraica dada por :

TV =

"

(p, q)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fi(p) = 0 @1 ď i ď r
∇ fi(p) ¨ q = 0 @1 ď i ď r

*

.

Sea I = ( f1, . . . , fr)k[x, y] + IT(V). Veamos que I es un ideal regular. Para esto consideramos
J la matriz jacobiana de los generadores naturales de I con respecto a las variables x, y:

J =
(
∇F 0
˚ ∇F

)
.

Notar que J tiene rango máximo igual a 2n ´ 2d = 2n ´ dim(TV) ya que cada bloque ∇F
tiene rango n ´ d. De esta manera, por el criterio del Jacobiano I es un ideal regular y TV
resulta suave. En consecuencia, por el lema 3.1.7, TV es irreducible. Por otra parte, se sigue
del criterio del Jacobiano 2.2.36 que I = I(TV) y con esto tenemos demostrado 1.

2. Esta parte se sigue rápidamente de la primera. Si V es ideal theoretic intersección completa,
luego tenemos que I(V) = ( f1, . . . , fn´d). En consecuencia por el inciso anterior tenemos
lo siguiente:

I(TV) = ( f1, . . . , fn´d,∇ f1 ¨ y, . . . ,∇ fn´d ¨ y).

Luego esta generado por 2n ´ 2d elementos y al tener dimensión 2d , tenemos que TV es
ideal theoretic intersección completa.

A partir de esto damos un corolario totalmente algebraico que caracteriza la primalidad de
ciertos ideales.

Corolario 3.1.10. Sea I Ď k[x] un ideal primo tal que I = ( f1, . . . , fr) y la variedad V(I) es suave.
Entonces el ideal J Ď k[x, y] definido por: J = ( f1, . . . , fr)k[x, y] + (∇ f1 ¨ y, . . . ,∇ fr ¨ y) es primo.

Demostración. Se sigue trivialmente del teorema 3.1.9 ya que podemos pensar que I = I(V) y en
consecuencia J = I(TV) que ya probamos que es una variedad irreducible.

Antes de seguir hacemos un comentario con respecto al teorema 3.1.9.
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Comentario 3.1.11. Si bien nosotros dimos una demostración elemental del teorema, este re-
sultado vale de manera más general en el contexto de esquemas y fibrados tangentes sobre
variedades. Referimos al lector al artı́culo, [Kun99] en donde se dan una variedad de resultados
y equivalencias de la misma ı́ndole del teorema anterior.

Ahora damos una proposición sobre cómo es el fibrado tangente para variedades suaves
equidimensionales.

Proposición 3.1.12. Sea V Ď An una variedad equidimensional suave de dimensión d. Sean V1, . . . , Vr
las componentes irreducibles de V. Entonces TV es una variedad equidimensional suave de dimensión 2d
y además:

TV =
r
ğ

i=1

TVi.

Demostración. Notemos que como V es suave, necesariamente por el corolario 3.1.8 sus compo-

nentes irreducibles son sus componentes conexas. Luego V =
r
ğ

i=1

Vi. Sin embargo, por definición,

tenemos lo siguiente:

TV =
ğ

pPV

TpV =
r
ğ

i=1

ğ

pPVi

TpVi =
r
ğ

i=1

TVi.

Pero ahora como las componentes Vi son suaves e irreducibles, necesariamente TVi es irreducible
y tiene dimensión 2d por el teorema 3.1.9 . En consecuencia el resultado se sigue.

Ahora damos una definición que utilizaremos luego.

Definición 3.1.13. Sea φ : An Ñ Am una aplicación polinomial dada por:

φ(x) = ( f1(x), . . . , fm(x)) donde fi P K[x] @1 ď i ď m..

Definimos la graduación de φ y, la notamos λ(φ) como:

λ(φ) = máx t deg( fi) | i P t 1, . . . , m u u

Diremos que tal morfismo φ es lineal si λ(φ) = 1.

Comentario 3.1.14. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas. Muchas veces dentro de
esta tesis consideraremos la graduación de morfismos de variedades φ : V Ñ W . Esto no se
encuentra perfectamente definido ya que, por ejemplo si Z = t (x, y) P A2 | x = 0 u entonces el
morfismo φ : Z Ñ A1 dado por φ(x, y) = x es el mismo que el morfismo cero por lo que su
graduación no estarı́a bien definida. Cuando nos refiramos a la graduación de este morfismo
nos referiremos a la graduación de un representante fijado visto como aplicación polinomial de
An Ñ Am.

A raı́z del comentario anterior damos la siguiente definición.

Definición 3.1.15. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas. Diremos que V y W son
congruentes si, existen morfismos φ : An Ñ Am , ψ : Am Ñ An tal que:

1. λ(φ) = 1 y λ(ψ) = 1.

2. φ(V) = W y ψ(W) = V.

3. Dado x P V es ψ(φ(x)) = x.

4. Dado z P W es φ(ψ(z)) = z.

En tal caso, lo notaremos :
V ” W.

y diremos que φ y ψ son los morfismos de congruencia.

Damos una observación sobre una familia grande de variedades congruentes entre sı́.
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Observación 3.1.16. Sea F : An Ñ An una transformación lineal afı́n inversible. Entonces dada
V Ď An variedad algebraica es:

V ” F(V).

Demostración. Para demostrar esto, basta con ver que F(V) es una variedad algebraica. Luego,
el resultado se seguirá de la definición. Observemos que si V = V(( f1, . . . , fr)) entonces F(V) =
V(( f1(F´1), . . . , fr(F´1))) por lo que se sigue el resultado.

Ahora que ya sabemos que tomar fibrado tangente es una operación razonable, en el sentido
de que duplica la dimensión y preserva la suavidad, nos podemos ocupar en entender como se
comporta con otro tipo de operaciones entre las variedades, por ejemplo con el producto.

Proposición 3.1.17. (Fibrado Tangente de un Producto). Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebrai-
cas irreducibles suaves. Entonces,

T(V ˆ W) ” TV ˆ TW.

Demostración. Observemos que, por la proposición 2.2.40, V ˆ W es suave por lo que tiene sentido
considerar su fibrado tangente. Ahora entendamos quien es T(V ˆ W) como conjunto.

T(V ˆ W) =
!

(p1, p2, q1, q2) P A2(n+m)
ˇ

ˇ

ˇ
p1 P V, p2 P W, (q1, q2) P T(p1,p2)

(V ˆ W)
)

.

Sin embargo notar, que por la segunda parte de la proposición 2.2.40 tenemos que:

T(p1,p2)
(V ˆ W) = Tp1 V ˆ Tp2W.

En consecuencia se tiene lo siguiente:

T(V ˆ W) =
!

(p1, p2, q1, q2) P A2(n+m)
ˇ

ˇ

ˇ
p1 P V, p2 P W, q1 P Tp1 V, q2 P Tp2W

)

.

Es claro que el morfismo φ : A2(n+m) Ñ A2(n+m) dado por φ(p1, p2, q1, q2) = (p1, q1, p2, q2)
manda T(V ˆ W) en TV ˆ TW. Por la observación 3.1.16 el resultado se sigue.

Otra cosa que podrı́a preguntarse uno es, ¿qué sucede si dos variedades son congruentes?
¿Será cierto que los fibrados tangentes también lo son? En efecto la siguiente proposición nos
responde eso.

Proposición 3.1.18. Sean V Ď An y W Ď Am variedades suaves e irreducibles tal que V ” W.
Entonces:

TV ” TW.

Demostración. Sean φ : An Ñ Am y ψ : Am Ñ An los morfismos de congruencia entre V y W
donde:

φ = (φ1, . . . , φm) y ψ = (ψ1, . . . , ψn).

Luego podemos definir morfismos de congruencia φ : A2n Ñ A2m y ψ : A2m Ñ A2nentre TV y
TW dados por:

φ(x, y) = (φ(x),∇φ1 ¨ y, . . . ,∇φm ¨ y) y ψ(u, v) = (ψ(u),∇ψ1 ¨ v, . . . ,∇ψn ¨ v).

Es claro que como λ(φ) = λ(ψ) = 1 es λ(φ) = λ(ψ) = 1. Más aún, observar que φ : An Ñ Am

induce un isomorfismo de variedades φ : V Ñ W. En consecuencia este isomorfismo, induce un
isomorfismo entre sus tangentes, el cual está dado por:

y P TxV Ñ (∇φ1(x) ¨ y, . . . ,∇φm(x) ¨ y) es decir y Ñ Dx φ(y),

donde Dx φ es el mapa inducido por φ entre los tangentes que vimos en la proposición 2.2.39.
En consecuencia el resultado se sigue.

La proposición anterior nos da una manera de construir un morfismo entre fibrados tangentes
a partir de un morfismo de variedades. Esta idea puede ser formalizada en general, mas allá del
caso de isomorfismos lineales.
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Proposición 3.1.19. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas suaves y sea φ : V Ñ W un
morfismo. Entonces existe un único morfismo φ : TV Ñ TW tal que el siguiente diagrama conmuta:

TV TW

V W

φ

πn πm

φ

y además cumple que φ(x0, ´) : Tx0 V Ñ Tφ(x0)
W es el diferencial de φ en x0.

Demostración. Probemos existencia. Para esto notar que como φ es un morfismo regular entre
dos variedades afines está dado por polinomios es decir φ : V Ñ W está dado por:

φ(x1, . . . , xn) = ( f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) para (x1, . . . , xn) P V.

Luego podemos construir la diferencial de φ como en la proposición 2.2.39. Definimos Dx φ :
TpV Ñ Tφ(p)W como:

Dx φ(y) = (∇ f1(x) ¨ y, . . . ,∇ fm(x) ¨ y)

Es claro que este es un morfismo entre variedades ya que está dado por polinomios. Luego,
definimos φ : TV Ñ TW como:

φ(x, y) = (φ(x), Dx φ(y))

Es claro que φ es morfismo y que hace conmutar el diagrama. La unicidad se sigue de la unicidad
del mapa diferencial.

Lo siguiente será estudiar cómo las propiedades del morfismo se trasladan al morfismo entre
fibrados tangentes. Recordamos una definición clásica de geometrı́a diferencial y la extendemos
al caso de geometrı́a algebraica.

Definición 3.1.20. Sean V Ď An y W Ď Am variedades suaves y φ : V Ñ W un morfismo.
Diremos que:

φ es una inmersión si Dx φ es inyectivo @ x P V.

φ es una submersión si Dx φ es sobreyectivo @ x P V.

Proposición 3.1.21. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas suaves y φ : V Ñ W un morfismo.
Consideremos φ el morfismo definido en la proposición 3.1.19. Entonces las siguientes afirmaciones son
válidas:

1. Si φ es una inmersión inyectiva, entonces φ es inyectiva.

2. Si φ es una submersión sobreyectiva (resp. dominante) entonces φ es sobreyectiva (resp. dominante).

3. λ(φ) = λ(φ).

Demostración. Demostremos item por item.

1. Queremos ver que φ es inyectiva. Sean x, y, z, w tal que:

φ(x, y) = φ(z, w) ô (φ(x), Dx φ(y)) = (φ(z), Dz φ(w)).

Veamos que x = z y que y = w. Es claro que como φ es inyectiva necesariamente es x = z.
Luego en consecuencia como φ es inmersión, se tiene que y = w.

2. Ahora queremos ver que φ es sobreyectiva. Para esto sea (p, q) P TW. Notar que como φ
es sobreyectiva se tiene que existe x P V tal que p = φ(x). Ahora como φ es submersión y
q P TpW tenemos que existe y P TxV tal que Dx φ(y) = q. En consecuencia φ es sobreyectiva.
Si no fuera sobreyectiva pero sı́ dominante, sabemos por la proposición 2.2.28 que φ tiene
un abierto denso U contenido en su imagen. Es claro por lo demostrado en el párrafo
anterior que φ es sobreyectiva si su codominio fuera el conjunto:

TU = t (x, y) Ď A2n | x P U, y P TxW u .

Este conjunto es denso en TW y en consecuencia el resultado se sigue.

29



3. Observar que, dados dos morfismos polinomiales F, G es λ(F, G) = máx t λ(F), λ(G) u.
Luego notando que λ(Dx φ(y)) = λ(φ) ya que char(k) = 0 el resultado se sigue

Para este punto, hemos dicho casi todo lo elemental que se puede decir para el fibrado tangente
de una variedad suave. Sin embargo, hay una operación que estudiaremos más adelante que
vale la pena definir.

Definición 3.1.22. (Fibrados Sucesivos) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible suave
de dimensión d. Definimos el k-ésimo fibrado tangente de V notado TnV como la variedad
definida recursivamente por la sucesión de variedades:

T1V = TV TkV = T(Tk´1V)

Comentario 3.1.23. La sucesión de fibrados sucesivos introducida en la definición 3.1.22 está
bien definida ya que por el teorema 3.1.9 tomar fibrado tangente es una operación que preserva
tanto la irreducibilidad como la suavidad.

Pasamos a dar un ejemplo de cómo se verı́an algunos términos del fibrado sucesivo de una
curva plana especı́fica.

Ejemplo 3.1.24. Sea V =
␣

(x, y) P A2
C

ˇ

ˇ x2 + y2 = 1
(

. Es claro que V es irreducible pues el
polinomio x2 + y2 ´ 1 es irreducible. Más aún, por el criterio del jacobiano, V resulta suave ya
que :

J(x, y) = (2x, 2y),

que tiene rango 1 siempre salvo que (x, y) = (0, 0). Pero (0, 0) R V, en consecuencia tenemos
la conclusión deseada. Entonces, el fibrado tangente de V será una variedad irreducible de
dimensión 2. ¿Qué forma tendrá el mismo? Bueno, por el ejemplo 3.1.3 tenemos que:

TV =

"

(x, y, u, v) P A4
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 + y2 = 1
2xu + 2yv = 0

*

(3.3)

Observemos que las ecuaciones dadas de TV en (3.3) generan I(TV) por el teorema 3.1.9. De
esta manera, procedemos a calcular T2V

T2V =

$

’

’

&

’

’

%

(x, y, u, v, a, b, c, d) P A8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 + y2 = 1
2xu + 2yv = 0
2xa + 2yb = 0

2ua + 2vb + 2xc + 2yd = 0

,

/

/

.

/

/

-

Se ve en este caso que realizar cálculos explı́citos sobre estos objetos puede resultar, cuanto
menos, tedioso y que si no fuera por el teorema 3.1.9 ni siquiera resultarı́a evidente que la
variedad T2V es irreducible.

Ahora damos una proposición que extiende todo lo que demostramos anteriormente a la
teorı́a de fibrados sucesivos.

Proposición 3.1.25. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas suaves e irreducibles de dimensión
d. Entonces valen las siguientes propiedades:

1. TkV es una variedad algebraica suave e irreducible y vale que:

dim(TkV) = 2kd

2. Si V ” W entonces TkV ” TkW @k P N

3. Tn(V ˆ W) ” TkV ˆ TkW
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4. Sea φ : V Ñ W un morfismo de variedades. Entonces existe una única sucesión de morfismos de
variedades φn : TkV Ñ TkW tal que el siguiente diagrama conmuta

TkV TkW

V W

φn

πn πm

φ

y además cumple que φk(x0, ´) : Tk
x0

V Ñ Tk
φn´1(x0)

W es el diferencial de φn´1 en x0, donde
φ0 = φ.

Demostración. La demostración de esta proposición se sigue utilizando inducción y los resultados
de las proposiciones 3.1.9, 3.1.19, 3.1.17 y 3.1.18.

Comentario 3.1.26. El estudio de los fibrados sucesivos presenta interés por ejemplo en el contex-
to del método de prolongación/proyección de Cartan-Kuranishi para la resolución de ecuaciones
diferenciales algebraicas (cf. [Car45]).

3.2. Caso singular

Esta sección se tratará de estudiar el fibrado tangente de variedades con singularidades. No-
tar que hasta ahora toda la teorı́a que desarrollamos se trató de variedades suaves e irreducibles.
Luego, es natural preguntarse qué sucede si nos alejamos de esas hipótesis. Sin embargo, ni
siquiera tenemos una definición apropiada para el fibrado tangente en el caso de variedades con
singularidades. Pese a esto, algo que sı́ podemos hacer es extender la noción para variedades
algo más generales y a partir de esto utilizar que el conjunto de singularidades es un cerrado.
Con esto en mente, recordamos la definición de variedad quasi afı́n.

Definición 3.2.1. Sea V Ď An. Diremos que V es una variedad algebraica quasi afı́n si existen
Z, W Ď An variedades algebraicas tal que V = WzZ. Es decir, V es un abierto dentro de una
variedad.

Recordamos la siguiente proposición.

Proposición 3.2.2. ([Har77, Example I.1.1.4, Proposition I.1.10]) Sea V una variedad quasi afı́n. Enton-
ces:

1. V es irreducible ô V es irreducible.

2. dim(V) = dim(V).

A raı́z de esta proposición y bajo la observación de que la demostración de la irreducibilidad
y la dimensión es meramente topológica en el teorema 3.1.9, se obtiene el siguiente resultado
más general para variedades quasi afines.

Proposición 3.2.3. Sea V una variedad quasi afı́n suave e irreducible de dimensión d. Entonces: TV es
una variedad quasi afı́n suave e irreducible de dimensión 2d.

Demostración. Se sigue de usar la proposición 3.2.2 y de replicar la demostración del teorema
3.1.9.

A partir de esta proposición tenemos un camino claro en el cual generalizar la construcción
del fibrado tangente. Lo que haremos será extenderlo de manera natural como conjunto.

Fijemos un poco de notación.

Notación 3.2.4. Sea V Ď An variedad afı́n. Notamos Sing(V) = t p P V | p es singular u y llama-
remos a W = VzSing(V) la parte regular de V.

Ahora recordaremos una proposición clásica y ya estaremos listos para definir el fibrado
tangente en el caso general.
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Proposición 3.2.5. ([Har77, Theorem I.5.3]) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de dimen-
sión d y consideremos Sing(V) el conjunto de puntos singulares de V. Entonces Sing(V) es un cerrado
propio de V. En particular, los puntos regulares son densos y dim(Sing(V)) ă d.

Definición 3.2.6. Sea V una variedad algebraica irreducible de dimensión d no necesariamente
suave. Supongamos que I(V) = ( f1, . . . , fr). Definimos su fibrado tangente:

TV =

$

’

&

’

%

(p, q) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fi(p) = 0 1 ď i ď r

∇ fi ¨ q =
n
ÿ

j=1

B fi
Bxj

(p)qj = 0 1 ď i ď r

,

/

.

/

-

.

Observar que dicha definición coincide con la definición 3.1.1 en el caso de que V sea una
variedad suave.

Por lo visto en la proposición 3.2.3, resultarı́a esperable conjeturar que dada V Ď An variedad
algebraica de dimensión d, todas sus componentes irreducibles de TV tengan dimensión menor
o igual a 2d. Sin embargo, esto no es necesariamente cierto:

Ejemplo 3.2.7. Sea C Ď A3 la curva dada paramétricamente como C = t (t3, t4, t5) P A3 | t P A1 u.
Una cuenta que no vamos a hacer pero se puede ver de manera relativamente sencilla es que:

I(C) = (xz ´ y2, yz ´ x3, z2 ´ x2y).

Luego, si calculamos el Jacobiano de I(C) en el origen tenemos que:

J(0,0,0) =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


por lo que, podemos concluir que T0C = A3. Observando que este es el único punto singular de
esta curva, tenemos que, por la proposición anterior hay exactamente dos componentes irreduci-
bles de TC. Una es su componente regular, y la otra es su componente singular. Su componente
regular tiene dimensión 2d = 2 por el teorema 3.2.3 mientras que su otra componente contiene
a t (0, 0, 0) u ˆ A3 por lo que su dimensión es mayor o igual a tres, que es mayor o igual a dos
veces la dimensión de C.

Terminamos el capı́tulo dando una proposición y un corolario de la misma sobre hipersuper-
ficies singulares que utilizaremos luego.

Proposición 3.2.8. Sea V Ď An una hipersuperficie irreducible no necesariamente suave con I(V) =
( f ). Sean Z1, . . . , Zr las componentes irreducibles de Sing(V) y sea W = VzSing(V). Entonces:

TV = TW Y

(
r
ď

i=1

Zi ˆ An

)

y TW es una componente irreducible de TV.

Demostración. Por la definición 3.2.6 tenemos que :

TV =

$

’

&

’

%

(p, q) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (p) = 0

∇ f (p) ¨ q =
n
ÿ

j=1

B f
Bxj

(p)qj = 0

,

/

.

/

-

.

Observar que, como V es una hipersuperficie, siempre que estemos en un punto singular, enton-
ces en el fibrado tangente habrá una copia de An, es decir vale la siguiente fórmula:

TV = TW Y (Sing(V) ˆ An) = TW Y

(
r
ď

i=1

Zi ˆ An

)
. (3.4)
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Observar que ya sabemos que TW es irreducible por la proposición 3.2.3 y tiene dimensión
2n ´ 2. Más aún, como Zi Ď Sing(V) necesariamente dim(Zi) ď n ´ 2. En consecuencia es
dim(Zi ˆ An) ď 2n ´ 2. Ası́, tenemos una descomposición de TV como unión de variedades
irreducibles todas de dimensión menor o igual que 2n ´ 2. Luego, se afirma lo siguiente:

1. En dicha descomposición se encuentran las componentes irreducibles de TV.

2. TW es una de las componentes irreducibles de TV.

La primera afirmación se sigue por la unicidad de la descomposición en irreducibles. Para la
segunda, observar que por lo dicho en la primera podrı́a pasar que eventualmente TW fuera
redundante, pero TW tiene la máxima dimensión posible, luego, de serlo, debe de haber otra
entre las componentes que sea igual y con esto TW es una componente.

Se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.2.9. Sean V Ď An una hipersuperficie irreducible no necesariamente suave, Sing(V) el con-
junto de singularidades de V y W = VzSing(V). Consideremos Z1, . . . , Zr las componentes irreducibles
de Sing(V) y supongamos que:

dim(Zi) = n ´ 2 @i P t 1, . . . , r u ,

entonces, TV es una variedad equidimensional de dimensión 2n ´ 2 y tiene exactamente r+ 1 componentes
irreducibles TW, Z1 ˆ An, . . . , Zr ˆ An.

Demostración. Observar que por la proposición 3.2.8 tenemos que:

TV = TW Y

(
r
ď

i=1

Zi ˆ An

)
.

Ahora bien, como dim(Zi) = n ´ 2 necesariamente cada elemento de esa unión tiene dimensión
2n ´ 2. Más aún, estos son irreducibles pues los Zi lo son.

Luego, observando que TW Ĺ

(
r
ď

i=1

Zi ˆ An

)
y utilizando la irredundancia de la descom-

posición de Sing(V) se sigue que ésta es la descomposición en componentes irreducibles de
TV.
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Capı́tulo 4

Cotas intrı́nsecas para el grado del
fibrado tangente

Este capı́tulo se tratará de explorar la relación entre el grado del fibrado tangente y el grado
de la variedad. El objetivo del mismo consistirá en demostrar resultados intrı́nsecos lo más
generales posibles.

4.1. Resultados básicos

Para comenzar esta sección recordemos el siguiente resultado que enunciamos en prelimina-
res (Teorema 2.2.50).

Teorema 4.1.1. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas y φ : An Ñ Am morfismo lineal que
define un morfismo de variedades dominante φ : V Ñ W. Entonces:

deg(W) ď deg(V).

El siguiente corolario es un resultado fundamental que muestra que el grado es un invariante
bajo la relación ”.

Corolario 4.1.2. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas que cumplen V ” W. Entonces,

deg(W) = deg(V).

Demostración. Sea φ el isomorfismo lineal entre V y W. Luego por el teorema 4.1.1 tenemos que:

deg(φ(V)) = deg(W) ď deg(V).

Si ahora consideramos φ´1 y replicamos la misma técnica, llegamos al resultado deseado.

Ahora, a partir del teorema 4.1.1, derivamos el siguiente corolario para los fibrados tangentes.

Corolario 4.1.3. Sean V Ď An y W Ď Am variedades suaves y φ : An Ñ Am una aplicación polinomial
con λ(φ) = 1 que define un morfismo dominante de variedades φ : V Ñ W y además es una submersión.
Entonces:

deg(TW) ď deg(TV).

Demostración. Sea φ el morfismo inducido en el fibrado tangente dado por la proposición 3.1.21.
Observemos que como φ es una submersión dominante y λ(φ) = 1, se sigue que φ es un
morfismo dominante con λ(φ) = 1. En consecuencia por el teorema 4.1.1, tenemos el resultado.
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Luego, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.1.4. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas suaves tales que V ” W. Entonces:

deg(TV) = deg(TW).

Demostración. Como V ” W por la proposición 3.1.18 tenemos que TV ” TW. Entonces por el
corolario 4.1.2 aplicado a TV y TW se sigue el resultado.

Por último damos un corolario que nos da la primera desigualdad de grado entre el fibrado
tangente y la variedad.

Corolario 4.1.5. Sea V Ď An una variedad algebraica suave e irreducible. Entonces:

deg(V) ď deg(TV).

Demostración. Sea π la proyección de TV en V. Luego observar que λ(π) = 1. En consecuencia
por el teorema 4.1.1 tenemos que:

deg(V) = deg(π(TV)) ď deg(TV).

Ahora damos un ejemplo para discutir la optimalidad de esta cota.

Ejemplo 4.1.6. Sea n P N y V Ď An variedad lineal. Notemos que TV es lineal y en consecuencia:

deg(V) = deg(TV) = 1.

El ejemplo 4.1.6 muestra que la cota introducida en el corolario 4.1.5 es óptima en el sentido
de que la igualdad se realiza para al menos un valor del grado. Sin embargo, más adelante
veremos que en una gran cantidad de casos, esta desigualdad es estricta.

A partir de esto surgen varias preguntas. La primera es: ¿es posible conseguir una cota
superior que relacione V con TV? De ser posible, ¿qué orden tiene esta cota? Esto es algo en lo
que nos concentraremos en el resto del trabajo, comenzando con el caso en que V Ď An una
hipersuperficie.

4.2. Caso de hipersuperficies

Proposición 4.2.1. Sea V Ď An una hipersuperficie, no necesariamente suave. Entonces:

deg(TV) ď deg(V)2.

Demostración. Observar que como V es una hipersuperficie irreducible, entonces existe f P

k[x1, . . . , xn] irreducible tal que:

deg( f ) = deg(V) y V = t x P An | f (x) = 0 u .

En consecuencia sabemos por la definición 3.2.6 que:

TV =

$

’

&

’

%

(x, y) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (x) = 0
n
ÿ

j=1

B f
Bxj

(x)yj = 0

,

/

.

/

-

.

Luego, TV es la intersección de dos hipersuperficies de grado deg(V). Por el teorema de Bezout
2.2.53 se sigue que:

deg(TV) ď deg(V)2.
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Veremos que este resultado es óptimo para hipersuperficies. Es decir que para todo r, n P N

existe una hipersuperficie V Ď An tal que deg(V) = r. Primero, daremos ejemplos para el caso
n = 2.

Ejemplo 4.2.2. Sea r P N. Dados a, b P A1z t 0 u consideramos la variedad genérica V(a, b) =
taxr + byr ´ 1 = 0u. Entonces existe un abierto no vacı́o U Ď A2 tal que si (a, b) P U se tiene que:

deg(TV(a, b)) = deg2(V(a, b)).

Llamemos V = V(a, b) para ahorrar notación. Observemos que V es suave, puesto que su
único posible punto singular es el (0, 0) y (0, 0) R V. Notemos que, el polı́topo de Newton del
polinomio que la define es el triángulo de vértices (0, 0) (r, 0) y (0, r) que es r∆2, donde ∆2 es el
2-simplex con vértices (1, 0), (0, 1) y (0, 0) (ver definición 2.3.8).

Como buscamos probar una igualdad para el grado de TV debemos considerar una variedad
lineal genérica de dimensión complementaria al mismo (en este caso 2) y calcular efectivamente
la cantidad de soluciones. Notar que haciendo despejes y asumiendo por genericidad eventual-
mente que algún coeficiente sea no nulo, podemos asumir que nuestra variedad lineal genérica
es de la forma:

Π =

"

(x, y, u, v) P A4
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u = a1x + b1y + c1
v = a2x + b2y + c2

*

.

Recordemos que:

TV =

$

&

%

(x, y, u, v) P A4

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (x, y) = 0
B f
Bx

(x, y)u +
B f
By

(x, y)v = 0

,

.

-

,

donde f (x, y) = axr + byr ´ 1. En consecuencia si intersecamos a ambos, llegamos a la siguiente
igualdad de cardinales:

#(Π X TV) = #

$

&

%

(x, y) P A2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (x, y) = 0
B f
Bx

(x, y)(a1x + b1y + c1) +
B f
By

(x, y)(a2x + b2y + c2) = 0

,

.

-

.

Es decir, haciendo un reemplazo, tenemos que :

#(Π X TV) = #
"

(x, y) P A2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

axr + byr = 1
raxr´1(a1x + b1y + c1) + rbyr´1(a2x + b2y + c2) = 0

*

.

En consecuencia haciendo la distributiva y multiplicamos por 1
r se tiene que:

#(Π X TV) = #
"

(x, y)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

axr + byr = 1
a1axr + b1ayxr´1 + c1axr´1 + ba2yr´1x + bb2yr + bc2yr´1 = 0

*

.

Ahora bien, notemos que como a, b, a1, b1, c1, a2, b2, c2 son genéricos, eventualmente pidiendo
que todos sean no nulos a la vez, podemos garantizar que los soportes de nuestro sistema están
fijos. Además, fijados estos soportes, los coeficientes del sistema resultan genéricos allı́, ya que
tenemos una variable libre para elegir por cada monomio que aparece en ambos polinomios.

Más aún, el polı́topo de Newton de nuestro segundo polinomio tiene como cápsula convexa
al trapecio T de vértices (r ´ 1, 0), (r, 0), (0, r) y (0, r ´ 1). Recordando que la cápsula convexa del
polı́topo de Newton de f es r∆2, como estamos calculando un grado, ya sabemos que el sistema
tiene finitas soluciones. Luego, por el teorema de Bernstein-Kushnirenko 2.3.24, la cantidad de
soluciones del sistema en (Az t 0 u)2 es:

MV(r∆2, T) = rMV(∆2, T).

Resta con calcular MV(∆2, T). Para esto, recordemos que por el teorema 2.3.19, tenemos que:

MV(∆2, T) = Vol2(∆2 + T) ´ Vol2(∆2) ´ Vol2(T). (4.1)

Ahora bien, calculamos cada volumen por separado.
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1. Por la proposición 2.3.9 tenemos que Vol2(∆2) =
1
2!

=
1
2

.

2. Para calcular Vol2(T) primero hagamos la siguiente observación gráfica:

Se puede ver que el volumen de T se puede calcular como la resta entre los volúmenes de
r∆2 y (r ´ 1)∆2. De esta manera, por la proposición 2.3.9 y la observación 2.3.16 se tiene
que:

Vol2(T) = Vol2(r∆2) ´ Vol2((r ´ 1)∆2) = (r2 ´ (r ´ 1)2)Vol2(∆2) =
2r ´ 1

2
= r ´

1
2

.

3. Para calcular Vol2(∆2 + T) primero debemos calcular ∆2 + T. Notemos que por la propo-
sición 2.3.15 tenemos que:

∆2 + T = Conv

$

&

%

(r ´ 1, 0), (r, 0), (0, r), (0, r ´ 1)
(r, 0), (r + 1, 0), (1, r), (1, r ´ 1)
(r ´ 1, 1), (r, 1), (0, r + 1), (0, r)

,

.

-

 .

Lo cual podemos interpretar gráficamente de la siguiente forma:
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Ahora bien, aplicando un razonamiento análogo al utilizado para lo anterior se puede ver
que:

Vol2(∆2 + T) = Vol2((r + 1)∆2) ´ Vol2((r ´ 1)∆2) = 4rVol2(∆2) = 2r

Ahora bien, por la ecuación (4.1) tenemos que:

MV(∆2, T) = 2r ´ (r ´
1
2
) ´

1
2
= r,

En resumen, el sistema tiene r2 soluciones en (Az t 0 u)2. Sin embargo, por la proposición 4.2.1,
sabemos que el sistema puede tener a lo sumo r2 soluciones en A2 y hemos hallado r2 soluciones
en (Az t 0 u)2. En consecuencia:

#(Π X V) = r2.

Lo cual finaliza el ejemplo.

Utilizando la invarianza del grado del fibrado tangente por cambios de variables lineales,
tenemos como observación lo siguiente:

Observación 4.2.3. Sea C =
␣

(x, y) P A2
ˇ

ˇ xr + yr = 1
(

entonces se tiene que:

deg(TC) = r2

Demostración. Se sigue aplicando el cambio de variables x Ñ x
a

1
r

e y Ñ
y

b
1
r

y utilizando el

corolario 4.1.2.

Este ejemplo anterior es sumamente importante porque nos dará una primera proposición
que ampliará la familia de ejemplos donde se produce este fenómeno.

Proposición 4.2.4. Sea n, r P N. Entonces existe una hipersuperficie suave e irreducible V Ď An de
grado r tal que:

deg(TV) = deg(V)2.

Demostración. Observar que el caso n = 2 fue lo que resolvimos en el ejemplo 4.2.2. Ahora,
para n ě 3 vamos a demostrar la proposición utilizando un pequeño truco. En primer lugar,
consideremos la siguiente hipersuperficie suave:

V =

#

(x1, . . . , xn) P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

xr
i ´ 1 = 0

+

.

Notemos que deg(V) = r y más aún, tenemos que:

TV =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(x1, . . . , xn, y1, . . . yn) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

xr
i = 1

n
ÿ

i=1

rxr´1
i yi = 0

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Lo primero que observamos es que por el teorema de Bezout, tenemos que:

deg(TV) ď r2.

Ahora consideremos L la variedad lineal definida por:

L =

"

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xj = 0 j ě 3
yj = 0 j ě 3

*

.

Intersecando a TV con L llegamos a lo siguiente:

TV X L =

"

(x1, x2, 0, . . . , 0, y1, y2, 0, . . . , 0) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xr
1 + xr

2 = 1
rxr´1

1 y1 + rxr´1
2 y2 = 0

*

.
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Claramente notamos que TV X L ” TC donde C es la curva:

C =
!

(x1, x2) P A2
ˇ

ˇ

ˇ
xr

1 + xr
2 = 1

)

.

Por la observación 4.2.3 sabemos que deg(TC) = r2. De esta manera se tiene la siguiente cadena
de desigualdades:

r2 = deg(TC) = deg(TV X L) ď deg(TV) ¨ deg(L) ď r2.

Luego se sigue la igualdad deseada y en consecuencia el resultado.

De esta manera, hemos demostrado que la proposición 4.2.1 nos da una cota óptima.

4.3. Caso general de variedades suaves e irreducibles

El siguiente teorema representa el mejor resultado general intrı́nseco que conocemos hasta
ahora. Sin embargo, más allá del grado 1, está lejos de ser óptimo.

Teorema 4.3.1. Sea V Ď An una variedad algebraica suave e irreducible de dimensión d, entonces:

deg(TV) ď (deg(V))n+d+1,

En particular se tiene que:

deg(TkV) ď (deg(V))
śk´1

j=0 (2
jn+2jd+1).

Demostración. Observemos que por la proposición 2.2.57 tenemos que existe r P N y polinomios
f1, . . . , fr P k[x] tal que:

I(V) = ( f1, . . . , fr) y deg( fi) ď deg(V) @ 1 ď i ď r.

Luego, por el teorema 3.1.9 tenemos que:

I(TV) = I(V)k[x, y] + IT(V).

En particular se tiene que:
TV = (V ˆ An) X V(IT(V)).

Observando que el grado de los generadores de IT(V) es menor o igual a máx t deg( f1), . . . , deg( fr) u

que es menor o igual al grado de V, por la versión refinada de Bézout 2.2.55 se tiene que:

deg(TV) ď (deg(V ˆ An))(máx t deg( f1), . . . , deg( fr) u)n+d ď deg(V)n+d+1.

La segunda parte del teorema se sigue por el teorema 3.1.9 e iterar esta desigualdad.

Notemos que este resultado es trivialmente óptimo cuando V es lineal por las mismas razones
que en el ejemplo 4.1.6.

Sin embargo, a partir de la proposición 4.2.1, y de los ejemplos que conocemos (muchos de
estos incluidos en este trabajo), se puede conjeturar lo siguiente.

Conjetura 4.3.2. Sea V Ď An una variedad algebraica suave e irreducible. Entonces se tiene que:

deg(TV) ď deg(V)2,

y en consecuencia:
deg(TkV) ď (deg(V))2k

.

En ese sentido, conjeturaremos este resultado más fuerte:
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Conjetura 4.3.3. Sea V Ď An variedad algebraica suave e irreducible. Existe L un hiperplano afı́n tal
que:

1. deg(V X L) = deg(V).

2. dim(V X L) = d ´ 1.

3. I(V) + I(L) = I(V X L).

4. deg(TV X L X Ly) = deg(TV).

Donde si L =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αixi = ε

+

definimos Ly =

#

(x, y) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αiyi = 0

+

.

Lo primero que hay que observar es que esta conjetura parece más tangible que la conjetura
4.3.2, puesto que se trata de encontrar para cada variedad, un hiperplano que cumpla ciertas
propiedades razonables.

Observación 4.3.4. La conjetura 4.3.3 implica la conjetura 4.3.2.

Demostración. Sea d P N0 y V una variedad algebraica de dimensión d. Veremos la demostración
por inducción.

El caso base d = 0 se sigue trivialmente pues toda variedad de dimensión 0 es un conjunto
finito de puntos y en consecuencia el fibrado tangente será un conjunto finito de hiperplanos
lineales, en particular uno por cada punto de la variedad. Como cada hiperplano tiene grado 1
y cada punto tiene grado 1 se sigue el resultado.

Pasamos al paso inductivo. Consideremos L un hiperplano tal que deg(V X L) = deg(V) y
Ly como en punto 4. Observemos que, tenemos lo siguiente:

deg(TV) = deg(TV X L X Ly) = deg(T(V X L)).

Donde la última igualdad se sigue de que TV X L X Ly = T(V X L) por la condición 3 de la
conjetura 4.3.3. Pero ahora V X L tiene dimensión d ´ 1 y luego por hipótesis inductiva se tiene
que:

deg(V) = deg(T(V X L)) ď deg(V X L)2 = deg(V)2.

Dejamos para un trabajo futuro el estudio del grado de variedades de la forma TV X L X Ly,
con el objetivo de entender y demostrar las conjeturas 4.3.3 y 4.3.2.

En la proposición siguiente construimos una nueva familia de variedades tales que, como
en 4.2.4, se cumple que deg(TV) = deg(V)2. En particular exhibimos una nueva familia que
cumple con la conjetura 4.3.2.

Proposición 4.3.5. Sean d, n, r P N donde n ě 2. Entonces para cada d, r existe una variedad suave e
irreducible V(d, r) Ď An dimensión d y grado r tal que :

deg(TV(d, r)) = (deg(V(d, r)))2 = r2.

Demostración. Consideremos V(r) Ď A2 dada por:

V(r) =
!

(x1, x2) P A2
ˇ

ˇ

ˇ
xr

1 + xr
2 = 1

)

.

Notemos que V(r) es suave e irreducible. Luego, definimos la variedad suave e irreducible
V(d, r) dada por V(d, r) = V(r) ˆ Ad´1. Veamos que esta variedad cumple con lo necesario. En
primer lugar, es claro que dim(V(d, r)) = 1 + d ´ 1 = d. Ahora, calculemos su grado. Para esto,
notemos que por la proposición 3.1.17 vale que:

TV(d, r) ” TV(d) ˆ A2d´2.

Tomando grado y utilizando el corolario 4.1.2 se tiene que:

deg(TV(d, r)) = deg(TV(r) ˆ A2r) = deg(TV(r)) = r2.

Donde la última igualdad se sigue de la observación 4.2.3. Por lo que se obtiene el resultado.
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La última proposición nos dice que, en caso de comprobarse la conjetura 4.3.2, esta última es
óptima en en el sentido de que la cota superior es realizada por variedades de cualquier dimen-
sión y cualquier grado.

Daremos ahora otra familia de ejemplos de variedades que cumplen la conjetura 4.3.2. Para
esto recordamos la siguiente notación.

Definición 4.3.6. Sea n P N. Para cada j P N definimos Lj es decir los polinomios de grado
exactamente j en n variables.

El siguiente lema es un resultado folklórico, a falta de una referencia precisa daremos una
idea de su demostración:

Lema 4.3.7. Sean n, d1, . . . , dr P N con r ď n y f1, . . . , fr P K[x] tal que fi P Ldi
. Entonces existe U Ď

Ld1 ˆ Ld2 ˆ . . . ˆ Ldr , un abierto denso con la topologı́a Zariski, tal que si f1, . . . , fr tienen coeficientes en
U y llamamos V = V( f1, . . . , fr) entonces:

1. I(V) = ( f1, . . . , fr).

2. V es suave.

3. deg(V) =
r
ź

i=1

deg( fi) =
r
ź

i=1

di.

Demostración. Lo primero que hay que observar es que el caso n = 1, se trata de polinomios
en una variable por lo que el lema es trivialmente cierto. Ahora, lo que haremos sera notar
que la variedad V definida por polinomios genéricos de esa forma tiene dimensión n ´ r. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que todos los polinomios en U irreducibles ya que
ser irreducible es una propiedad genérica en Ldi

si n ě 2. Más aún, si consideramos para cada
f1, . . . , fr su respectiva parte de grado ď 1 y las llamamos l1, . . . , lr tenemos que :

J( f1, . . . , fr) = J(l1, . . . , lr).

Donde esta última igualdad se sigue de considerar el desarrollo de Taylor de fi alrededor de
un punto cualquiera. Pidiendo que los determinantes de las respectivas submatrices sean no
nulos, podemos dar condiciones de genericidad tal que la variedad V definida por f1, . . . , fr sea
suave, en particular esto implicará que el ideal ( f1, . . . , fr) será regular (en particular primo) y
en consecuencia por el criterio del jacobiano 2.2.36 I(V) = ( f1, . . . , fr).

Resumiendo lo dicho en el párrafo anterior, podemos construir un abierto U tal que toda
variedad V definida por polinomios en U sea suave de dimensión n ´ r y su ideal sea definido
por dichos polinomios. Más aún, por [MW83] o [HJSS05, Theorem 3], esta variedad V cumple
que:

deg(V) =
r
ź

i=1

di.

La siguiente proposición se desprende del lema anterior:

Proposición 4.3.8. Sean r ď n P N y d1, . . . , dr P N. Sean además, polinomios f1, . . . , fr tal que
fi P Ldi

. Entonces existe un abierto Zariski denso U Ď Ld1 ˆ . . . ˆ Ldr tal que si f1, . . . , fr tienen
coeficientes en U entonces la variedad V definida por V( f1, . . . , fr) cumple que:

deg(TV) ď deg(V)2.

Demostración. Consideremos U Ď Ld1 ˆ Ld2 ˆ . . . ˆ Ldr el abierto dado por el lema 4.3.7. Sean
f1, . . . , fr con coeficientes en U y V = V( f1, . . . , fr). Entonces I(V) = ( f1, . . . , fr) y

deg(V) =
r
ź

i=1

di.
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Luego, notemos que para dicha variedad V su fibrado tangente queda definido por ( f1, . . . , fr,∇ f1 ¨

y, . . . ,∇ fr ¨ y). Recordando que IT(V) = (∇ f1 ¨ y, . . . ,∇ fr ¨ y) y que deg(∇ fi ¨ y) = deg( fi) tene-
mos por la desigualdad de bezout que, como TV = (V ˆ An) X V(IT(V)), entonces:

deg(TV) = deg((V ˆ An) X V(IT(V))) ď deg(V ˆ An)deg(V(IT(V)))

ď deg(V)
r
ź

i=1

di = deg(V)2.

Lo que haremos ahora será dar un Lema que nos permite construir ejemplos de variedades
que cumplen con la conjetura 4.3.2 (ver observación 4.3.10).

Lema 4.3.9. Sea V Ď An variedad algebraica suave e irreducible de dimensión d que cumple la conjetura
4.3.2, es decir que :

deg(TV) ď deg(V)2,

y L Ď An una variedad lineal tal que dim(L) ě n ´ d. Llamemos W = V X L y supongamos que esta
nueva variedad cumple las siguientes propiedades:

1. deg(W) = deg(V).

2. I(W) = I(V) + I(L).

Entonces vale que:
deg(TW) ď deg(W)2.

Demostración. Supongamos que I(V) = ( f1, . . . , fr). Observar que sin pérdida de generalidad
bajo un eventual cambio de coordenadas lineal, mediante el cual sabemos que los grados son
invariantes, podemos asumir que:

L = t x P An | x1 = 0, . . . , xl = 0 u donde l ď d.

De esta forma por la segunda condición se tiene que:

I(W) = I(V) + I(L) = ( f1(0, . . . , 0, xl+1, . . . , xn), . . . , fr(0, . . . , 0, xl+1, . . . , xn), x1, . . . , xl).

En particular observar que si llamamos L̂ Ď A2n a la variedad lineal definida por:

L̂ =
!

(x, y) Ď A2n
ˇ

ˇ

ˇ
x1 = 0, . . . , xl = 0, y1 = 0, . . . , yl = 0

)

,

por la condición 2 nuevamente, tenemos que TW = TV X L̂ y en consecuencia por la desigualdad
de Bezout 2.2.53 se tiene que:

deg(TW) ď deg(TV) ď deg(V)2 = (deg(W))2,

donde la última desigualdad se sigue de que V cumple con la conjetura 4.3.2.

Observación 4.3.10. Sea V Ď An variedad que cumple las hipótesis del lema 4.3.9. Como V es
suave, las condiciones 1 y 2 se cumplen siempre si L es genérica de dimensión mayor o igual
que n ´ d. En efecto, si V es suave y L es genérica, la condición 1 se cumple por la proposición
2.2.56 mientras que la condición 2 se sigue de aplicar el teorema de Bertini 2.2.58.

Hemos visto en esta sección, que existen ejemplos de variedades para las cuales se cum-
ple la conjetura 4.3.2. Un camino que no exploraremos en esta tesis, pero queda pendiente
para un trabajo futuro es intentar demostrar una desigualdad más débil, del tipo deg(TV) ď

C(n, d)deg(V)2 con C(n, d) una constante que solo depende de la dimensión de la variedad y
la del espacio ambiente (una cota en este espı́ritu aparece en el Corolario 6.0.11). Una idea para
desarrollar estos resultados es adaptar las técnicas y los resultados en [Wal18, Section 5].
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Capı́tulo 5

Curvas paramétricas

En este capı́tulo estudiaremos el caso particular de la relación entre el grado del fibrado
tangente y el grado de la variedad para variedades racionales. En primer lugar recordamos la
definición clásica de equivalencia birracional.

Definición 5.0.1. Sean V Ď An y W Ď Am variedades algebraicas irreducibles. Diremos que
V es birracionalmente equivalente a W si existen abiertos no vacı́os U Ď V y G Ď W tal que:
U – G. Donde la notación – es la definida en 2.2.23.

Una vez hecho esto estamos listos para definir el objeto de estudio de esta subsección.

Definición 5.0.2. Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de dimensión d.

1. Diremos que V es racional si es birracionalmente equivalente a Ad.

2. Llamaremos a V paramétrica si V es suave y existen f1, . . . , fn, g1, . . . , gn P k[x] polinomios,
un abierto Zariski no vacı́o U Ď Ad y una aplicación racional F : U Ď Ad Ñ An dada por

F(x) =

(
f1

g1
(x), . . . ,

fn

gn
(x)
)

que define una submersión inyectiva F : U Ñ V dominante.

Si U = Ad entonces F = ( f1, . . . , fn) y V se llamará puramente paramétrica. A dicha
aplicación F se la llamará su parametrización.

Observar que si V Ď An es una variedad algebraica suave y racional , entonces V es pa-
ramétrica.

Ahora citemos una proposición que nos ayudará a entender mejor cuáles son las variedades
racionales.

Proposición 5.0.3. ([Har77, Corollary I.4.5]) Sea V Ď An una variedad algebraica irreducible de dimen-
sión d. Son equivalentes:

1. V es racional

2. k(V) es puramente trascendente sobre k

Procedemos a dar un ejemplo de variedades paramétricas y racionales.

Ejemplo 5.0.4. Sea f P k[x1, . . . , xn´1], entonces:

1. V = t x P An | f (x1, . . . , xn´1) ´ xn = 0 u es una variedad puramente paramétrica.

2. V =
␣

(x, y) P A2
ˇ

ˇ y2 ´ x3 = 0
(

es racional.

A lo que pasaremos ahora será a estudiar el caso de variedades paramétricas de dimensión
1. Estudiaremos esto con un enfoque clásico, entenderemos cuáles son las ventajas y complica-
ciones de este enfoque para saltar luego al caso general.

Para agilizar notación y facilitarle el trabajo al lector, en esta sección toda curva algebraica
C Ď An será una variedad algebraica paramétrica o puramente paramétrica de dimensión 1.
Primero daremos un lema algebraico técnico que usaremos más adelante.
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Lema 5.0.5. Sea f P k[t]. Entonces existe c P k tal que f + c es libre de cuadrados. Más aún, existe un
abierto Zariski U Ď A1 tal que si c P U entonces f + c es libre de cuadrados.

Demostración. Sea c P k. Llamemos g = f + c, luego g1 = f 1. Observar que f 1 tiene finitas raices
r1, . . . , rn´1. Luego basta con elegir c tal que:

f (ri) + c ‰ 0 @ 1 ď i ď n ´ 1

Se sigue que como char(k) ‰ 0 entonces k es infinito y en consecuencia existe tal c. En particular
el abierto definido por:

U =

#

c P A1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ź

i=1

( f (ri) + c) ‰ 0

+

,

es el que brinda la condición de genericidad dada en el teorema.

Ahora lo que haremos será dar un lema que relacionará la noción de graduación de un mor-
fismo que introdujimos en la definición 3.1.13, con el grado de una curva puramente paramétrica.

Proposición 5.0.6. Sea C Ď An una curva algebraica suave puramente paramétrica con parametrización
F. Entonces:

deg(C) = λ(F).

Demostración. Como C es puramente parametrica de dimensión 1, ha de ser irreducible (por
definición). Para calcular su grado trabajamos de forma puramente geométrica, es decir cortamos
a C con una variedad lineal genérica de dimensión complementaria.

Ahora bien, una variedad lineal genérica de dimensión complementaria a C es de la forma:

Π = Π(α1, . . . , αn, β) :=

#

(x1, . . . , xn) P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αixi = β

+

.

Luego, debemos estudiar cardinal de C X Π. Sea F : A1 Ñ C la parametrización de C. Observar
que sin pérdida de generalidad podemos asumir que F es sobreyectiva ya que, como es domi-
nante, por la proposición 2.2.28 tiene un abierto U metido en su imagen y en consecuencia, U es
una variedad quasi afı́n tal que deg(U) = deg(C).

Luego, como F es biyectiva tenemos la siguiente relación entre cardinales.

# (Π X C) = #

(#
t P k |

n
ÿ

i=1

fi(t)αi = β

+)
= #(tt P k | G(t) = 0u), (5.1)

donde el polinomio G está dado por:

G =
n
ÿ

i=1

fi(t)αi ´ β.

Luego hemos probado lo siguiente: para cada (α1, . . . , αn) = α, β existe un polinomio G(α, β)(t)
que notaremos G(t), puesto que lo pensaremos como polinomio en t, tal que el cardinal de la
intersección de C con Π son los ceros de G. Luego lo siguiente será ver cuántos ceros tiene este
polinomio, para esto calcularemos su grado. Rápidamente se ve que que este polinomio cumple
la condición:

deg(G) ď λ(F).

Lo siguiente que haremos será demostrar que genéricamente vale la igualdad. Para esto
usaremos la genericidad. Sean tj1, . . . , jlu Ď t1, . . . , nu tal que deg( f jk ) = λ(F) @ 1 ď k ď l todos
los componentes de F que realizan su grado.

Ahora para cada 1 ď k ď l consideremos cjk el coeficiente principal de f jk . Luego definimos
el siguiente conjunto abierto:

D =

#

(α1, . . . , αn, β) P An+1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r
ÿ

k=1

cjk αjk ‰ 0

+

.

44



Notar que, puesto que lo que estamos pidiendo es que no haya cancelación entre los coeficientes
principales , si tomamos una variedad lineal con coeficientes en D, podemos afirmar que:

deg(G) = λ(F).

De esta manera, la propiedad deg(G) = λ(F) es genérica y en consecuencia se sigue la siguiente
desigualdad:

deg(C) = #(Π(α, β) X C) ď λ(F),

por lo que restará ver que existen α1, . . . , αn, β P U tal que :

#(Π(α, β) X C) = λ(F).

Notar que pedir que se cumpla esa condición es equivalente a pedir que el polinomio G sea
libre de cuadrados. Por lo que haremos un truco utilizando el lema 5.0.5 para encontrar tales
α, β. Para esto, observemos que el abierto D tiene a la variable β desacoplada. Es decir que se
lo puede pensar como el producto de dos abiertos de topologı́as Zariski en espacios afines de
menor dimensión. Para esto consideremos el siguiente abierto:

D̂ =

#

(α1, . . . , αn) P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r
ÿ

k=1

cjk αjk ‰ 0

+

En consecuencia resulta que D = D̂ ˆ A1. Luego fijemos α = (α1, . . . , αn) P D̂. Observar que,
por el lema 5.0.5 existe β P k tal que el polinomio G(α, β) es libre de cuadrados. En consecuencia
todas sus raı́ces son simples y como (α, β) P D necesariamente es deg(G) = λ(F). Como G es
libre de cuadrados se sigue que:

#(Π(α, β) X C) = λ(F),

por lo que concluimos el resultado.

Una vez hecho esto, probaremos el siguiente lema.

Lema 5.0.7. Sea V Ď An una variedad algebraica suave puramente paramétrica tal que está parametri-
zada por F : Ad Ñ An. Entonces su fibrado tangente TV es una variedad puramente paramétrica con
parametrización F donde F es la dada por la proposición 3.1.19.

Demostración. Observemos que como V es paramétrica, entonces F es una aplicación polinomial
que induce una submersión inyectiva y dominante. Luego por la proposición 3.1.21 tenemos que
F : A2d Ñ TV es una aplicación inyectiva y dominante. Resta ver que es una submersión. Para
esto, debemos ver que Dx,yF es sobreyectivo para todo (x, y) P A2d. Sin embargo, observar que,
como F es una submersión, necesariamente la matriz:

DxF = (∇F(x)),

tiene rango máximo. En consecuencia la aplicación:

Dx,yF(u, v) =
(
∇F(x) 0

˚ ∇F(x)

)(
u
v

)
,

resulta sobreyectiva por lo que tenemos que F es submersión. En consecuencia TC es una varie-
dad puramente paramétrica que es lo que querı́amos probar.

Introducimos notación para la resultante.

Notación 5.0.8. Sean f , g P k[x1, . . . , xn]. Notamos Resxn( f , g) a la resultante entre f y g con
respecto a la variable xn.

A raı́z del lema 5.0.7 probaremos el primer teorema de la sección el cual nos ayudará a
calcular de manera exacta el grado del fibrado tangente en función del grado de la variedad
para el caso de una curva puramente paramétrica. La idea de fondo, es aprovechar que las
variedades puramente paramétricas poseen cierto tipo de estructura analı́tica.
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Teorema 5.0.9. Sea C Ď An una curva algebraica suave puramente paramétrica y sea F : A1 Ñ C su
parametrización. Entonces vale que:

deg(TC) = 2λ(F) ´ 1 = 2 deg(C) ´ 1

Demostración. Notar que como dim(C) = 1 y es irreducible tenemos por el teorema 3.1.9 que,
TC es irreducible y dim(TC) = 2. Luego, debemos estimar deg(TC). Para esto notar que una
variedad lineal genérica de dimensión complementaria, es decir 2n ´ 2, es de la forma:

Π :=

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αixi +
n
ÿ

i=1

βiyi = γ

n
ÿ

i=1

λixi +
n
ÿ

i=1

µiyi = ϵ

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Por el lema 5.0.7, tenemos una parametrización para TC de la forma F : A2 Ñ TC dada por
F(t, s) = (F(t), DtF(s)) = (F(t), s ¨ F1(t)). Si computamos esto en la ecuación anterior, tenemos
lo siguiente:

Π X TC =

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(F(t), s ¨ F1(t)) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αi fi(t) + s
n
ÿ

i=1

βi f 1
i (t) = γ

n
ÿ

i=1

λi fi(t) + s
n
ÿ

i=1

µi f 1
i (t) = ϵ

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Observar que tenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas en dos variables. Nuestra
intención es demostrar la igualdad del enunciado del a partir del Teorema de Bernstein, utiliza-
remos esta técnica puesto que la prueba resulta mucho más elegante, pero vale la pena aclarar
que, replicando las técnicas que utilizaremos en el teorema 5.0.16 se puede dar una demostración
a este resultado.

Observar que para efectivamente utilizar el Teorema de Bernstein, debemos pedir que no
haya soluciones donde t o s sean cero. Sin embargo, para esto simplemente evaluando t = 0,
tenemos dos ecuaciones lineales en s con coeficientes genéricos por lo que, podemos pedir en las
condiciones de genericidad que dicho sistema no tenga solución. Si s = 0, podemos garantizar
que el sistema no tiene soluciones en t pidiendo que:

Rest

(
n
ÿ

i=1

αi fi(t) ´ γ,
n
ÿ

i=1

λi fi(t) ´ ϵ

)
‰ 0.

Podrı́a pasar que esa resultante como polinomio en t fuera nula, sin embargo, tomando la elec-
ción α1 = 1 y αi = 0 para todo i ą 1, γ = 0, λ1 = 1 y λi = 0 para todo i ą 1 y ϵ ‰ 0, es
claro que esos polinomios no comparten raı́ces por lo que dicha resultante ha de ser no nula
pues lo es para una elección de coeficientes. Ası́, podemos asumir que todas las soluciones de
nuestro sistema están en (Azt 0 u)2. Técnicas de este tipo se pueden encontrar en [DHM22] y
serán discutidas en la siguiente sección de este trabajo.

Volviendo a la demostración, Sean G1, G2 los siguientes polinomios:

1. G1 =
n
ÿ

i=1

αi fi(t) + s
n
ÿ

i=1

βi f 1
i (t) ´ γ.

2. G2 =
n
ÿ

i=1

λi fi(t) + s
n
ÿ

i=1

µi f 1
i (t) ´ ϵ.

Observar que eventualmente agregando condiciones de genericidad sobre los coeficientes λ, µ, γ, ε, α
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y β se tiene la siguiente condición sobre los soportes:

Conv(sop (G1)) = Conv(sop (G2))

= Conv

(
(0, 0), (λ(F), 0), (mı́n

(
n
ď

i=1

sop ( fi) X N

)
´ 1, 1), (λ(F) ´ 1, 1)

)
= T.

En particular, se tiene que:

Conv(sop (Gi)) Ď Conv((0, 0), (0, 1), (λ(F) ´ 1, 1), (λ(F), 0)) = Q.

Luego, tenemos que por el Teorema de Bernstein tenemos que:

#(Π X TC) ď 2!Vol2(T) ď 2!Vol2(Q).

Observar que Q es el trapecio rectángulo definido unı́vocamente por los vértices:

(0, 0), (0, 1), (λ(F), 0) y (λ(F) ´ 1, 1).

En particular este cumple que :

Vol2(Q) =

(
λ(F) + λ(F) ´ 1

2

)
¨ 1 = λ(F) +

1
2

.

En consecuencia tenemos que:

deg(TC) ď 2!
(

λ(F) +
1
2

)
= 2λ(F) ´ 1 = 2 deg(C) ´ 1.

Con esto tenemos probada la desigualdad. Ahora bien, demostremos primero que T = Q. Para
ver esto basta con ver que:

mı́n

(
n
ď

i=1

sop (Fi) X N

)
= 1.

Sin embargo, si fuera mayor a 1, significarı́a que ninguna de las fi tendrı́an monomios lineales y
en consecuencia no serı́a una submersión en t = 0, lo cual lleva a una contradicción.

Luego para verificar la igualdad debemos utilizar la formulación fuerte del Teorema de Berns-
tein 2.3.24. Esta dice que, si al considerar el sistema asociado a cada cara del poliedro, este último
no tiene soluciones entonces vale la igualdad en la cota del teorema de Bernstein. Luego obser-
vamos que nuestro poliedro es un trapecio por lo que tiene 4 caras, pasamos a listarlas:

1. C1 = Conv((0, 0), (0, 1))

2. C2 = Conv((0, 0), (λ(F), 0))

3. C3 = Conv((0, 1), (λ(F) ´ 1, 1))

4. C4 = Conv((λ(F) ´ 1, 1), (λ(F), 0))

Luego nuestro sistema es G1 = G2 = 0 , por lo que pasamos a considerar los respectivos sistemas
restringidos.

1.

#

(s, t) P (Az t 0 u)2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

GC1
1 (s, t) = 0

GC1
2 (s, t) = 0

+

. Es claro que este sistema no tiene soluciones en

(Az t 0 u)2 puesto que solo aparecen los términos independientes de las fi y una combi-
nación lineal (con coeficientes en β, µ) de los términos de grado 1 de las fi multiplicados
por s . En particular, podemos despejar s ya que tiene grado 1 y pedir condiciones en los
otros coeficientes para que la ecuación segunda no se cumpla por lo que esta cara no tiene
soluciones.
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2.

#

(s, t) P (Az t 0 u)2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

GC2
1 (s, t) = 0

GC2
2 (s, t) = 0

+

=

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(s, t) P (Az t 0 u)2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αiFi(t) = 0

n
ÿ

i=1

λiFi(t) = 0

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Observar que este sistema no tendrá soluciones si tomamos coeficientes (α, λ) tales que
Rest(G

C2
1 , GC2

2 ) ‰ 0. Sin embargo hay que chequear que esta resultante es no nula. Para
esto simplemente vemos que existe una elección de α y λ tal que esta resultante es no nula.
Esto último se sigue de fijar α y para esa elección fija de α calcular las finitas raı́ces de
la primer ecuación. Con esto ultimo podemos insertarlas en la segunda ecuación y pedir
condiciones en λ para que sea no nula. Luego esa resultante es no nula y por lo tanto el
sistema no tiene soluciones en esta cara.

3. Este caso es totalmente análogo al caso 2.

4.

#

(s, t) P (Az t 0 u)2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

GC4
1 (s, t) = 0

GC4
2 (s, t) = 0

+

. Por como están dados los soportes, este sistema

tiene la forma:
"

(s, t) P (Az t 0 u)2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ(α)tλ(F) + sχ(β)tλ(F)´1 = 0
ξ(λ)tλ(F) + sχ(µ)tλ(F)´1 = 0

*

.

Donde ξ, χ P k[x] son polinomios de grado uno en los coeficientes, que se obtienen de
juntar los términos del respectivo grado.

Sacando de factor comun tλ(F)´1 y replicando las técnicas utilizadas en 1 y 2 se sigue que no
tiene soluciones en esta cara. En consecuencia por el teorema de Bernstein se tiene que:

deg(TC) = 2 deg(C) ´ 1.

Ejemplo 5.0.10. Sea Vk =
!

(x1, x2) Ď A2
ˇ

ˇ

ˇ
x1 = xk

2

)

. Esta es una curva suave y parametrizable
de grado k. De esta manera, por el teorema 5.0.9, tenemos que deg(TVk) = 2k ´ 1.

Ahora vamos a tratar de extender estas ideas un poco más allá, resolviendo el problema para
curvas paramétricas. Para esto, primero probamos un lema puramente algebraico similar al lema
5.0.5.

Lema 5.0.11. Sean f1, . . . fn P k[t] polinomios tal que mcd( f1, . . . , fn) = 1. Entonces existen c1, . . . , cn P

k tal que el polinomio F definido por:

F =
n
ÿ

i=1

ci fi es libre de cuadrados.

Más aún, existe U Ď An un abierto tal que si (c1, . . . , cn) P U entonces F es libre de cuadrados.

Demostración. Si f1 fuera constante, entonces definiendo F̂ =
n
ÿ

i=2

fi + c ¨ f1 sabemos que por el

lema 5.0.5 existe c tal que F̂ es libre de cuadrados, con eso tenemos la existencia. Ahora para
ver que la condición vale genéricamente, basta con considerar F =

řn
i=1 ci fi y observar que el

polinomio Rest(F, F1) ‰ 0 pues Rest(F, F1)(c, 1, . . . , 1) ‰ 0. Por lo que podemos asumir que f1 no
es constante.

Ahora, sea S = k[t]. Consideremos ahora el anillo de polinomios S[x1, . . . , xn]. Luego defina-

mos el polinomio F =
n
ÿ

i=1

xi fi. Observemos que F cumple las siguientes propiedades:

Es irreducible en k(t)[x1, . . . , xn] ya que tiene grado 1 en x1, . . . , xn.

Es primitivo. Esto último se sigue de que mcd( f1, . . . , fn) = 1.
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En consecuencia por el lema de Gauss, F es irreducible en S[x1, . . . , xn]. Ahora bien, sea R =
Rest(F, F1) P k[x1, . . . , xn] donde F1 =

řn
i=1 xi f 1

i . Basta ver que R no es el polinomio nulo. Pro-
cedamos por contradicción, es decir supongamos que R = 0. Observar que existen polinomios
C, D P k[x1, . . . , xn][t] tal que:

R = CF + DF1,

donde degt(C) ď degt(F) ´ 2 y degt(D) ď degt(F) ´ 1. En consecuencia como supusimos que
R = 0, tenemos que :

CF = ´DF1

Ahora bien, notemos que F y F1 son coprimos en S[x1, . . . , xn] puesto que como F es irreducible,
el único caso que podrı́a pasar para que no fueran coprimos es que F | F1. Sin embargo esto
querrı́a decir que existe Q P S[x1, . . . , xn] tal que:

F(t, x)Q(t, x) = F1(t, x)

Si especializamos en x1 = 1, x2 = 0, . . . , xn = 0, tendrı́amos que f1(t) | f 1
1(t) lo cual es una

contradicción porque char(k) = 0 y f1 no es constante. En consecuencia tenemos que F ∤ F1

y F | DF1. Entonces, necesariamente F | D Pero esto no puede pasar puesto que degt(D) ď

deg(F) ´ 1 ă degt(F) por lo que llegamos a un absurdo.

Lo que sigue será demostrar una proposición análoga a la proposición 5.0.6 para el caso de
curvas paramétricas suaves. Sin embargo, sucede que los denominadores no están fijos y esto
puede resultar un poco molesto a la hora de estimar los grados luego.

Definición 5.0.12. Sea V Ď An una variedad paramétrica de dimensión d y F : U Ď Ad Ñ V

una parametrización de V dada por F =

(
f1

g1
, . . . ,

fn

gn

)
. Diremos que F está en forma normal si:

sucede que, g = g1 = g2 = . . . = gn y además mcd( f1, . . . , fn, g) = 1.

Lema 5.0.13. Sea V Ď An una variedad paramétrica de dimensión d. Entonces V admite una parametri-
zación normal.

Demostración. Sea F : U Ď Ad Ñ V la parametrización de V. Recordar que por definición F es
racional por lo que está dada por:

F =

(
f1

g1
, . . . ,

fn

gn

)
donde mcd( fi, gi) = 1 @1 ď i ď n.

Consideremos g = [g1 : . . . : gn] el mı́nimo común múltiplo de las gi. Observar que gi | g @1 ď

i ď n en consecuencia podemos escribir a F de la siguiente forma:

F =

(
f1 ¨

g
g1

g
, . . . ,

fn ¨
g

gn

g

)
=

(
p1

g
, . . . ,

pn

g

)
,

donde, para cada 1 ď k ď n definimos hk =
g
gk

y pk = fk ¨ hk. Ahora bien, para tener el resultado

deseado bastará con ver que :
mcd(p1, p2, . . . , pn, g) = 1.

Supongamos que existe q primo factor común a p1, . . . , pn y g. Sea r = máx t l | ql | g u Entonces,
existe gi tal que qr | gi. De esta forma, q ∤ g

gi
pero divide a pi. Ahora bien, puesto que fi

g
gi

= pi,
deducimos que q | fi pero esto es una contradicción pues mcd( fi, gi) = 1. En consecuencia, el
resultado se sigue.

Lema 5.0.14. Sea C una curva paramétrica suave y sea F : U Ď A1 Ñ C su parametrización. Suponga-

mos que F está en forma normal, es decir: F =

(
f1

g
, . . . ,

fn

g

)
con mcd(g : f1 : f2 : . . . : fn) = 1. Luego

vale lo siguiente:
deg(C) = máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u
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Demostración. Como C es irreducible, nuestra intención será calcular la intersección entre C y un
hiperplano genérico. Sea Π un hiperplano genérico,

Π :=

#

(x1, . . . , xn) P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αixi = β

+

.

Luego podemos afirmar lo siguiente:

#(Π X C) = # t t P U |

n
ÿ

i=1

αi fi(t) = β ¨ g(t) u .

Ahora bien, podrı́amos proceder como en la proposición 5.0.6 y hacer cuentas con los grados
y buscar coeficientes para que ese polinomio resulte separable. Sin embargo, hay un pequeño
detalle que vale la pena discutir. Si replicáramos lo anterior, es en efecto posible dar la cota
superior, pero podrı́a eventualmente pasar que los t que salgan como raı́ces no estén en U.
Notando que U es un abierto de A1 hacemos una estrategia con genericidad para asegurarnos

que todas las raı́ces del polinomio H =
n
ÿ

i=1

αi fi(t) ´ β ¨ g(t) estén en U. Notar que A1zU =

tl1, . . . , lcu para cierto c P N0. Para cada 0 ď j ď c sea

Wj :=

#

(α1, . . . , αn, β) P An+1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αi fi(lj) ´ β ¨ g(lj) ‰ 0

+

.

Notemos que Wj ‰ H, puesto que, Wj = H si y solo si fi(lj) = g(lj) = 0 para todo j. Sin

embargo, esto no puede pasar ya que mcd( f1, . . . , fn, g) = 1. Ası́, si llamamos W =
c
č

j=1

Wj y

tomamos una variedad lineal genérica con coeficientes en W entonces podemos asegurar que las
raı́ces de H están en U.

Si procedemos replicando parte de la demostración de la proposición 5.0.6 se puede encontrar
un abierto Û tal que si consideramos Π una variedad lineal con coeficientes en ese abierto, suceda
que:

deg(H) = máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u.

Las raı́ces de H están en U.

Por lo que tenemos la cota:

deg(C) ď máx t deg( f1), . . . , deg( fn), deg(g) u .

Resta ver que existe una elección de αi, β tal que H sea separable como polinomio en t. Luego,

recordemos que H =
n
ÿ

i=1

αi fi(t) ´ βg(t). Observemos que, por el lema 5.0.11 existe un abierto

genérico A en los coeficientes tal que si tomamos coeficientes en ese abierto, H resulta libre de
cuadrados. Luego si H toma coeficientes en A X Û tenemos que :

deg(C) = #(Π X C) = # t t P U |

n
ÿ

i=1

αi fi(t) = β ¨ g(t) u = máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u.

Observar que, si g es constante, el lema anterior nos dice lo mismo que el lema 5.0.6. El
siguiente lema es una versión análoga un poco más general del lema 5.0.7

Lema 5.0.15. Sea V Ď An una variedad paramétrica suave de dimensión d y sea F : U Ď Ad Ñ C su

parametrización donde F es de la forma: F =

(
f1

g
, . . . ,

fn

g

)
y está en forma normal. Entonces TC es una

variedad paramétrica con parametrización F donde F es la dada por la proposición 3.1.19.
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Demostración. Se sigue replicando la demostración del lema 5.0.7

Ahora probaremos un teorema análogo a 5.0.9 para el caso de variedades paramétricas de
dimensión 1.

Teorema 5.0.16. Sea C Ď An una curva paramétrica suave y sea F : U Ď A1 Ñ C su para-

metrización. Supongamos que F es de la forma: F =

(
f1

g
, . . . ,

fn

g

)
y está en forma normal. Sea

ζ = máxtdeg( f1), . . . , deg( fn)u. Luego vale lo siguiente:

deg(TC) ď 2 deg(C) ´ 1 + mı́ntdeg(g), ζu.

Demostración. Como C es irreducible, por el teorema 3.1.9 tenemos que TC es irreducible y de
dimensión 2. Luego procedemos como siempre considerando una variedad lineal genérica de
dimensión complementaria, es decir de dimensión 2n ´ 2,

Π :=

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) P A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αixi +
n
ÿ

i=1

βiyi = γ

n
ÿ

i=1

λixi +
n
ÿ

i=1

µiyi = ϵ

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Por el lema 5.0.15 tenemos que la función F : U ˆ A1 Ñ TC parametriza TC. Ahora, sabemos que
F es dominante y en consecuencia posee un abierto en su imagen. Haciendo uso del lema 2.2.49
podemos asegurarnos que las intersecciones caigan dentro de ese abierto y en consecuencia
afirmar lo siguiente:

#(TC X Π) = #

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

(t, s) P U ˆ A1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i=1

αi
fi(t)
g(t)

+ s
n
ÿ

i=1

βi
f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t)

g2(t)
= γ

n
ÿ

i=1

λi
fi(t)
g(t)

+ s
n
ÿ

i=1

µi
f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t)

g2(t)
= ϵ

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

.

Lo que haremos ahora será despejar despejar la variable s en función de t a partir de la primera
ecuación teniendo el debido cuidado al operar. Esta técnica es la que comentamos en la de-
mostración del teorema 5.0.9. En particular, poniendo g = 1 en esta demostración, recuperamos
dicho resultado.

Luego, procedemos intentando despejar s de la primera ecuación. Para hacer esto, notemos
que como estamos en una parametrización, la misma necesariamente ha de ser una submersión
y en consecuencia existirá un 1 ď i ď n tal que f 1

i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t) ‰ 0 por lo que podremos
pasar dividiendo. Luego, tras hacer algunas operaciones, se tiene que :

s =

γ ´

n
ÿ

i=1

αi
fi(t)
g(t)

n
ÿ

i=1

βi
f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t)

g2(t)

=

γg2(t) ´

n
ÿ

i=1

αig(t) fi(t)

n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

.

Para asegurarnos que los t en donde el denominador se anula no formen parte de nuestro
conjunto de soluciones al sistema, elegimos nuestros coeficientes genéricos de manera tal que

Rest

(
n
ÿ

i=1

αi fi(t) ´ γg(t),
n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

)
‰ 0. Veamos que esta resultante es no

nula. Para esto, sea j P N tal que deg( f 1
j g(t) ´ g1(t) f j(t)) = deg

(
n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

)
.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que j = 1, sino el argumento será análogo. De
esta manera, si tomamos β1 = 1 y βi = 0 @ 2 ď i ď n. Consideramos r1, . . . , rl las raı́ces de
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f 1
1g ´ g1 f1. Para cada 1 ď k ď l como mcd( f1, . . . , fn, g) = 1, entonces no se anulan todos al

mismo tiempo en ninguna de las rk. En consecuencia, si le pedimos a los αi, γ que cumplan
que

řn
i=1 αi fi(rk) ´ γg(rk) ‰ 0 para todo k, tenemos que esa resultante necesariamente es no

nula puesto que ambos polinomios no tienen raı́ces en común y tienen el mismo grado que los
involucrados en la resultante. Ası́, la resultante forma un polinomio no nulo en α, β, γ.

Una vez hecho esto, podemos asegurar que cualquier solución del sistema (t, s) cumple que
s es de la forma anterior.

Ahora reemplazamos s en la segunda ecuación y vemos que nos queda:

n
ÿ

i=1

λi
fi(t)
g(t)

+

γg2(t) ´

n
ÿ

i=1

αig(t) fi(t)

n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

n
ÿ

i=1

µi
f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t)

g2(t)
= ϵ.

Luego, hacemos algunas cancelaciones

n
ÿ

i=1

λi
fi(t)
g(t)

+

γg(t) ´

n
ÿ

i=1

αi fi(t)

n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

n
ÿ

i=1

µi
f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t)

g(t)
= ϵ.

Limpiando denominadores y pasando restando:(
n
ÿ

i=1

λi fi(t) ´ ϵ ¨ g(t)

)(
n
ÿ

i=1

βi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

)

+

(
γg(t) ´

n
ÿ

i=1

αi fi(t)

)(
n
ÿ

i=1

µi( f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t))

)
= 0.

Ahora, llamemos ∆i(t) = f 1
i (t)g(t) ´ g1(t) fi(t) para simplificar la cuenta.. Reemplazando y lla-

mando G al polinomio que nos queda igualado a cero, tenemos lo siguiente:

G(t) =

(
n
ÿ

i=1

λi fi(t) ´ ϵ ¨ g(t)

)(
n
ÿ

i=1

βi∆i(t)

)
+

(
γg(t) ´

n
ÿ

i=1

αi fi(t)

)
n
ÿ

i=1

µi∆i(t) = 0.

Lo primero que vemos contando los grados más grandes es la siguiente desigualdad:

deg(G) ď máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u + máxtdeg(∆1), . . . , deg(∆n)u

ď máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u + ζ + deg(g) ´ 1.

Luego, por el lema 5.0.14 se tiene que deg(C) = máxtdeg( f1), . . . , deg( fn), deg(g)u. De esta
forma, siguiendo con la desigualdad anterior:

deg(G) ď deg(C) + ζ + deg(g) ´ 1 = 2 deg(C) + mı́ntζ, deg(g)u ´ 1.

Lo cual finaliza la demostración.

Ahora lo que haremos será a partir del teorema que probamos recién, dar un corolario con
una cota intrı́nseca sobre la variedad.

Corolario 5.0.17. Sea C Ď An una curva paramétrica suave. Entonces:

deg(TC) ď 3 deg(C) ´ 1.
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Demostración. Como C es una curva paramétrica suave, admite una parametrización de la forma

F =

(
f1

g
, . . . ,

fn

g

)
. En consecuencia, sabemos por el lema 5.0.14 que:

deg(C) = máx t deg( f1), . . . , deg( fn), deg(g) u .

Luego por el teorema 5.0.16 sabemos lo siguiente:

deg(TC) ď 2 deg(C) + mı́n t máx t deg( f1), . . . , deg( fn) u , deg(g) u ´ 1 ď 3 deg(C) ´ 1.

Por lo que el resultado se sigue.

Es claro que si queremos avanzar hacia demostrar cotas o desigualdades de este estilo pa-
ra variedades de mayor dimensión, debemos en primer lugar intentar explotar otros métodos,
puesto que hacer eliminación en varias variables como hicimos en el teorema 5.0.16 se torna sus-
tancialmente más complicado. De hecho, la demostración que utilizamos explota fuertemente
que solo contamos con dos incógnitas y una de ellas tiene grado uno. Bajo el uso de herramien-
tas de geometrı́a convexa resolveremos esto para una familia importante de variedades.
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Capı́tulo 6

Variedades quasi-paramétricas

La idea de este capı́tulo es dar una noción similar a la de variedades paramétricas y encontrar
cotas de grado para el fibrado tangente en el caso de esta amplia familia de variedades. Esta
nueva definición, será mas laxa en algunos aspectos pero mucho más restrictiva en otros.

Lo primero que haremos será recordar la definición/notación 2.3.22 del capı́tulo 2. Esta dice
lo siguiente:

Dado A Ď Nd
0 finito, notaremos Ld(A) = t f P k[x1 . . . , xd] | sop ( f ) = A u, es decir el conjun-

to de polinomios con soporte en A. En particular, si A = t α1, . . . , αm u entonces:

Ld(A) =

#

m
ÿ

i=1

aixαi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ai ‰ 0

+

.

Ahora, recordemos que por la definición 2.3.23, podremos ver a los espacios Ld(A) como
espacios dotados con topologı́a Zariski. Antes de definir el objeto de estudio de esta sección
damos una definición.

Definición 6.0.1. Sean V Ď An, W Ď Am variedades algebraicas irreducibles y F : U Ď V Ñ W
un morfismo. Diremos que F es genéricamente finito si existe G Ď W abierto tal que @η P G, se
tiene que:

#F´1(η) ă 8.

Con esto en mente pasamos a definir la familia de variedades que estudiaremos.

Definición 6.0.2. Sean d ď n P N. Diremos que una variedad V Ď An suave es quasi-paramétri-
ca (QP) si es la clausura Zariski de la imagen de una aplicación racional genéricamente finita
F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Az t 0 u)n que además es una submersión (ver definición 3.1.20). En este
caso, llamaremos a F una quasi-parametrización de V.

Nuestra intención en esta subsección será intentar probar un teorema similar al teorema 5.0.9
para variedades QP. Recordemos que para este resultado se necesitó fuertemente de la propo-
sición 5.0.6. La idea será replicar las técnicas pero utilizar algún tipo de genericidad dentro de
la parametrización para poder aplicar el Teorema de Bernstein 2.3.24. Sin embargo la aplicación
será distinta a la que utilizamos en el teorema 5.0.9 puesto que allı́, vimos que los sistemas
asociados a las caras del poliedro no tenı́an soluciones, mientras que aquı́ consideraremos varie-
dades que provengan de parametrizaciones con coeficientes genéricos, explotando esta última
propiedad.

Lo que haremos ahora será probar una proposición que caracteriza la dimensión de las va-
riedades QP.

Proposición 6.0.3. Sea V Ď An variedad suave quasi-paramétrica y sea F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ

(Azt 0 u)n quasi-parametrización de V. Entonces, V es irreducible y además dim(V) = d.
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Demostración. Observar que V es irreducible puesto que U Ď (Azt 0 u)d lo es. Notemos que,
como F es genéricamente finita, tenemos que existe G Ď V abierto tal que para todo p P G, es
#F´1(p) ă 8. De esta manera, al ser un conjunto finito de puntos, se tiene que,

dim(F´1(p)) = 0 @p P G.

Luego, aplicando el teorema de la dimensión de la fibra, tenemos que para un p lo suficiente-
mente genérico, es:

0 = dim(F´1(p)) = dim(U) ´ dim(V) = d ´ dim(V) ñ dim(V) = d.

Definición 6.0.4. Sean d ď n P N. Consideremos F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Azt 0 u)n una aplicación
racional genéricamente finita. Sea V = Im(F). Definimos el grado de F como:

deg(F) = [k(x1, . . . , xd) : k(V)].

Vale la pena observar que como el grado de una extensión de cuerpos depende del morfismo
con el que un cuerpo se mete en el otro, la definición anterior depende de F y no puramente de
V. En particular tenemos el siguiente resultado.

Proposición 6.0.5. ([SR13, Theorems 2.28 & 2.29]) Sean d ď n P N. Consideremos F : U Ď

(Azt 0 u)d Ñ (Azt 0 u)n una aplicación racional genéricamente finita. Sea V = Im(F), y supongamos
que V es suave. Entonces, existe un abierto U Ď V no vacı́o tal que si p P U , vale la fórmula:

#F´1(p) = deg(F).

Ahora pasamos a introducir una definición que será necesaria para lo que haremos luego.

Definición 6.0.6. ([DHM22, Definition 3.1]) Dado A Ď Zd y k P N definimos Ak Ď Zd+k como:

Ak = t (α, 0) Ď Zd+k | α P A u Y t ed+1, . . . , ed+k u = A ˆ t 0 u
k

Y t ed+1, . . . , ed+k u ,

donde para 1 ď i ď d + k se tiene que ei es i-ésimo vector canónico en Rd+k.

Con estas definiciones en [DHM22] se demuestra el siguiente teorema que, en particular
acota el grado de una variedad quasi-paramétrica en función de un volumen mixto que depende
únicamente de los soportes de la parametrización.

Teorema 6.0.7. ([DHM22, Theorem 3.3]) Sean f0 . . . , fn Ď k[x1, . . . , xd] polinomios con respectivos
soportes A0, A1, . . . , An Ď Nd

0. Sea F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Az t 0 u)n la aplicación racional definida
por:

F =

(
f1

f0
, . . . ,

fn

f0

)
.

Supongamos que F es genéricamente finita y sea δ = deg(F). Si V = Im(F) y B = Conv

 n
ď

j=0

Aj

,

entonces:
δ ¨ deg(V) ď MV(An+1´d

0 , . . . , An+1´d
n ) ď d!Vold(B).

Más aún, existe un abierto Zariski U Ď Ld(A0) ˆ . . . ˆ Ld(An) (ver definición 2.3.22) tal que si
( f0, . . . , fn) P U y la aplicación F es genéricamente finita, entonces la primera desigualdad es una igual-
dad. En ese caso, si además A0 = A1 = . . . = An, entonces son todas igualdades.

A continuación vamos a aplicar este resultado para estimar el grado del fibrado tangente de
variedades quasi-paramétricas. La estrategia general será probar una proposición auxiliar que,
dada F una quasi-parametrización de nuestra variedad V relacione los volúmenes mixtos de las
capsulas convexas de los soportes de F y los de F donde F es la inducida vı́a el lema 3.1.19.

Para efectuar el plan que esbozamos en el párrafo anterior, primero debemos dar algo de
notación para el soporte de la derivada parcial de un polinomio.

55



Definición 6.0.8. Sea f P k[x1, . . . , xd] y consideremos C = sop ( f ). Definimos
BC
Bxj

como el

soporte de la derivada parcial con respecto a xj de f , es decir :

BC
Bxj

= sop

(
B f
Bxj

)
.

También notaremos C1 =
d
ď

j=1

BC
Bxj

a la unión de los soportes de las derivadas parciales y lo

llamaremos el soporte derivado de C.

Observar que la definición solo depende de C como conjunto finito y no del polinomio f .
Primero damos una proposición sobre cómo se lleva la operación derivar con las operaciones
básicas de conjuntos como la suma y la unión.

Proposición 6.0.9. Sean f , g P k[x1, . . . , xd] y 1 ď j ď d, entonces:

1.
B (sop ( f + g))

Bxj
Ď

B sop ( f )
Bxj

Y
B sop (g)

Bxj
.

2.
B (sop ( f g))

Bxj
Ď

(
B sop ( f )

Bxj
+ sop (g)

)
Y

(
B sop (g)

Bxj
+ sop ( f )

)
.

3. (sop ( f + g))1 Ď (sop ( f ))1 Y (sop (g))1.

Demostración.

1. Sea (v1, . . . , vd) P
B (sop ( f + g))

Bxj
. Luego sabemos que (v1, . . . , vd) P sop

(
B( f + g)

Bxj

)
, en

consecuencia se tiene que (v1, . . . , vj + 1, . . . , vd) P sop ( f + g). Es decir que (v1, . . . , vj +
1, . . . , vd) está en el soporte de f o en el soporte de g. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que está en el soporte de f . Luego, al derivar se tiene que (v1, . . . , vj, . . . , vd) P

sop

(
B f
Bxj

)
.

2. Aplicando el mismo razonamiento que hicimos en el inciso anterior ahora a f g se sigue el
resultado.

3. Se sigue trivialmente del inciso 1.

Ahora pasamos a dar un teorema que lo que hace es relacionar los soportes de la parametri-
zación del fibrado tangente con los de la parametrización de la variedad.

Teorema 6.0.10. Sean A0, A1, . . . , An Ď Nd
0 y sea V Ď An suave variedad quasi-paramétrica con

quasi-parametrización F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Azt 0 u)n de la forma:

F =

(
f1

f0
, . . . ,

fn

f0

)
, donde sop ( fi) = Ai @i P t 0, . . . , n u .

Entonces TV es una variedad quasi-paramétrica con quasi-parametrización F (ver proposición 3.1.19)
dada por :

F(x, y) = (F(x), DxF(y)) =
(

f1

f0
, . . . ,

fn

f0
,∇
(

f1

f0

)
¨ y, . . . ,∇

(
fn

f0

)
¨ y
)
=

(
h1

f 2
0

, . . . ,
h2n

f 2
0

)
,
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y deg(F) = deg(F).
Más aún, si C0, C1, . . . , C2n Ď N2d

0 son los soportes de f 2
0 , h1, . . . , h2n se tiene que:

1. Para 0 ď j ď n:
Cj Ď (A0 + Aj) ˆ t 0 u .

2. Para n + 1 ď j ď 2n:

Cj Ď

d
ď

i=1

((
A0 +

BAj´n

Bxi

)
Y

(
Aj´n +

BA0

Bxi

))
ˆ t ei u ,

donde e1, . . . , ed son los vectores canónicos de Rd.

Demostración. Recordar que, por el teorema 3.1.9, TV resulta una variedad suave por lo que
estamos en el contexto de la definición 3.1.20.

Sea F la inducida por F vı́a la proposición 3.1.19. Notar que por la proposición 3.1.21, como
F es una submersión y es dominante, entonces F es dominante. En particular, veamos que F es
una submersión. Notemos que podemos dar la siguiente escritura matricial al diferencial de F.

Dx,yF(z, w) =

(
∇F 0
˚ ∇F

)(
z
w

)
.

Observando que F es submersión se tiene que esta aplicación tiene rango máximo y en conse-
cuencia F es una submersión.

De esta manera, restarı́a ver que F es genéricamente finita para que TV sea una variedad
quasi paramétrica. Sea deg(F) = δ observemos que como V es suave, por la proposición 6.0.5,
se tiene que existe U Ď V tal que, para todo p P U es:

δ = deg(F) = #F´1(p).

Ahora bien, veamos que F tiene grado δ también. Para esto, nuevamente por la proposición 6.0.5
basta con hallar un abierto en TV en el cual la fibra de cada punto tenga cardinal exactamente
δ. Consideramos G = U ˆ Ad. Notemos que G X TV es abierto en TV y además dados (p, q) P

G X TV se tiene que:

#F´1
(p, q) = # t (x, y) P TU | F(x) = p, DxF(y) = q u .

De esta manera, sabemos que hay δ posibles valores de x tal que F(x) = p. En particular,como F
es quasi-parametrización de V sabemos que F es una submersión y fijado p, como V es suave y
dim(U) = dim(V), se sigue que también es inmersión, y luego el diferencial es un isomorfismo
fijado p. En consecuencia para cada x tal que F(x) = p hay un único y tal que DxF(y) = q por
lo que deg(F) = δ. Ahora pasamos a demostrar el resto de las afirmaciones.

1. Observar que C0, . . . , Cn Ď Nd
0 ˆ

␣

0
(

. En particular, para 0 ď j ď n tenemos que hj = f j f0
y, por la proposición 6.0.9 se tiene que:

Cj Ď A0 ˆ t 0 u + Aj ˆ t 0 u = (A0 + Aj) ˆ t 0 u .

2. Si n + 1 ď j ď 2n entonces observar que:

hj = f0(∇ f j´n ¨ y)´ f j´n(∇ f0 ¨ y) = ( f0∇ f j´n ´ f j´n∇ f0) ¨ y =
d
ÿ

i=1

(
f0

B f j´n

Bxi
´ f j´n

B f0

Bxi

)
yi.

Luego, utilizando la proposición 6.0.9, tenemos que:

Cj Ď

d
ď

i=1

((
A0 +

BAj´n

Bxi

)
Y

(
Aj´n +

BA0

Bxi

))
ˆ t ei u .

Esto finaliza la demostración del segundo inciso.
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A partir de esto, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.0.11. Sea A Ď Nd
0 tal que Conv(A1) Ď Conv(A). Existe U Ď Ld(A)ˆ . . . ˆ Ld(A) abierto

Zariski tal que si ( f0, . . . , fn) P U y la aplicación racional F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Azt 0 u)n definida por

F =

(
f1

f0
, . . . ,

fn

f0

)
cumple:

1. V = Im(F) es suave,

2. F es genéricamente finita,

3. F es submersión,

entonces vale la siguiente desigualdad:

deg(TV) ď

(
2d
d

)
2d deg(V).

Demostración. Notar que, por el teorema 6.0.7 sabemos que existe U Ď Ld(A) ˆ . . . ˆ Ld(A)
abierto Zariski tal que, si ( f0, . . . , fn) P U entonces:

δ ¨ deg(V) = d!Vold(Conv(A)).

De esta manera, fijemos ( f0, . . . , fn) P U y supongamos que se cumplen las condiciones 1, 2 y
3. Debido a estas, V resulta una variedad quasi-paramétrica con quasi-parametrización F. Sea
δ = deg(F), entonces por el teorema 6.0.10 tenemos que F es una quasi-parametrización de TV
que cumple deg(F) = δ. Ahora bien, sean C0 . . . , C2n los soportes asociados a F de acuerdo al
teorema 6.0.10. En particular, por el teorema 6.0.7 pero ahora aplicado a F y usando solamente
la desigualdad del mismo, tenemos que si D =

Ť2n
j=0 Cj:

δ ¨ deg(TV) ď (2d)! ¨ Vol2d (Conv(D)) .

Ahora bien, observemos que para obtener nuestro resultado, bastará con acotar Vol2d(Conv(D))
en función de Vold(Conv(A)). Por el teorema 6.0.10 tenemos lo siguiente:

Para 0 ď j ď n:
Cj Ď (A + A) ˆ t 0 u .

Notar que si e1, . . . , ed son los vectores canónicos de Rd tenemos que, para n + 1 ď j ď 2n:

Cj Ď

d
ď

i=1

((
A +

BA
Bxi

)
ˆ t ei u

)
Ď

d
ď

i=1

((
A +

BA
Bxi

)
ˆ t e1, . . . , ed u

)
= (A + A1) ˆ t e1, . . . , ed u .

Luego sea ∆d el d-simplex estándar con vértices 0, e1, . . . , ed. Notemos que:

2n
ď

j=0

Cj Ď ((A + A) ˆ t 0 u) Y (A + A1) ˆ t e1, . . . , ed u

Ď ((A + A) Y (A + A1)) ˆ t e1, . . . , ed u

Ası́, como A1 Ď Conv(A) resulta que:

(A + A) Y (A + A1) Ď Conv(A) + Conv(A).

Teniendo en cuenta ambas inclusiones, concluimos que:

Conv (D) Ď Conv(A + A) ˆ ∆d.
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En consecuencia, tenemos que:

Vol2d (Conv (D)) ď Vol2d

(
Conv(A + A) ˆ ∆d

)
= Vold(Conv(A + A)) ¨ Vold(∆d).

Recordando que Vold(∆d) =
1
d!

se tiene que:

Vol2d (Conv(D)) ď
Vold(Conv(A + A))

d!
=

Vold(2Conv(A))

d!
=

2d

d!
Vold(Conv(A)).

En consecuencia, si juntamos todo lo que hicimos obtenemos lo siguiente:

deg(TV) ď
(2d)!

δ
¨

2d

d!
Vold(Conv(A)) =

(
2d
d

)
2d deg(V).

A continuación daremos una proposición que caracterizará el soporte derivado en función
del soporte de un polinomio en el caso más simple que es d = 2. Esto es interesante puesto que
si bien no tenemos ejemplos que se encuentren en las hipótesis del corolario 6.0.11, tener una
caracterización sobre los soportes a considerar simplifica la tarea.

Proposición 6.0.12. Sea f P k[x, y]. Consideremos C = sop ( f ) y C1 Ď N2
0 su soporte derivado. Sean

λ1 = máx t x | (x, y) P C u y λ2 = máx t y | (x, y) P C u. Supongamos que λ1, λ2 ą 0, entonces son
equivalentes:

1. Conv(t (0, 0) u Y C1) Ď Conv(t (0, 0) u Y C).

2. (λ1, 0) y (0, λ2) P C.

3. Conv((λ1, 0), (0, λ2), (0, 0)) Ď Conv(t (0, 0) u Y C).

Demostración. Demostraremos esto viendo cada implicación por separado.

(1) ñ (2) Supongamos que (λ1, 0) R C. Luego, existe j ě 1 mı́nimo tal que (λ1, j) P C.
Entonces, (λ1, j ´ 1) P C1 está en Conv(t0, 0u Y C).

Veamos que Conv(t(0, 0)u Y C) X tx = λ1u = Conv(C X tx = λ1u).

Es claro que vale la inclusión Ě. Para ver la otra inclusión, consideremos p P Conv(t(0, 0)u Y

C) X tx = λ1u. Supongamos que C = tv1, . . . , vmu con vi = (vi1, vi2) para todo i y sea
v0 = (0, 0). Entonces p =

ř

0ďiďm µivi con µi ě 0 para todo i y
ř

0ďiďm µi = 1. Consideran-
do la primera coordenada,

λ1 =
ÿ

0ďiďm

µivi1 =
ÿ

0ďiďm,µią0

µivi1 ď
ÿ

0ďiďm,µią0

µiλ1 = λ1,

con lo cual la desigualdad debe ser una igualdad y vi1 = λ1 para todo i tal que µi ą 0.
Luego, p P Conv(C X tx = λ1u).

Ahora, Conv(C X tx = λ1u) es un segmento (o un punto) con vértices (λ1, j) y (λ1, j1) con
j1 ě j, el cual no contiene al punto (λ1, j ´ 1). Esto da lugar a un absurdo, que provino de
suponer que (λ1, 0) R C. Replicando esto con λ2 tenemos el resultado deseado.

(2) ñ (3) Se sigue trivialmente ya que estamos considerando la cápsula convexa de menos
puntos.

(3) ñ (1) Veremos que dado (x, y) P C1 entonces (x, y) P Conv(t (0, 0) u Y C). Observe-
mos que si (x, y) P C1, luego sucede que (x + 1, y) P C o (x, y + 1) P C. Sin pérdida de
generalidad supongamos que es la primera. Luego, por hipótesis tenemos que:

Conv((λ1, 0), (0, λ2), (0, 0), (x + 1, y)) Ď Conv(t (0, 0) u Y C).

Observando que (x, y) P Conv((λ1, 0), (0, λ2), (0, 0), (x + 1, y)) se sigue el resultado.

59



Si bien la proposición anterior caracteriza de alguna forma la geometrı́a que debe tener un
soporte para que su derivado esté contenido en él, esta proposición no se generaliza bien a varias
variables, como ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.0.13. Consideramos C Ď R3 dado por: C = t (3, 0, 0), (0, 0, 3), (0, 3, 0), (2, 2, 2), (0, 0, 0) u.
Observemos que nuestro conjunto C se encuentra dentro de las hipótesis que generalizarı́an el
inciso 3 de la proposición 6.0.12. Ahora bien, utilizando algún software gráfico, en nuestro caso
Geogebra, podemos ver que Conv(C) tiene la forma:

Ahora bien, notemos que (1, 2, 2) P C1 puesto que P = (1, 2, 2) P
BC
Bx1

pero sin embargo, se ve

gráficamente que:

Notar que dicho punto P está afuera de Conv(C) por lo que el resultado deja de ser válido en
n = 3.

Lo último que haremos en esta sección será dejar un corolario de nuestro teorema que per-
mitirá estimar el grado del fibrado tangente en función de los soportes de la parametrización de
la variedad.

Corolario 6.0.14. Sean A0, A1, . . . , An Ď Nd
0 y sea V Ď An variedad quasi-paramétrica suave con

quasi-parametrización F : U Ď (Azt 0 u)d Ñ (Azt 0 u)n de la forma:

F =

(
f1

f0
, . . . ,

fn

f0

)
, donde sop ( fi) = Ai @i P t 0, . . . , n u .
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Sea δ = deg(F), entonces se tiene que:

δ ¨ deg(TV) ď MV(E2n+1´2d
0 , . . . , E2n+1´2d

2n ),

donde,

para 0 ď j ď n:
Ej = (A0 + Aj) ˆ t 0 u ;

para n + 1 ď j ď 2n:

Ej =
d
ď

i=1

((
A0 +

BAj´n

Bxi

)
Y

(
Aj´n +

BA0

Bxi

))
ˆ t ei u .

Demostración. Sea F la función inducida en TV por la proposición 3.1.19. Notar que por el teo-
rema 6.0.10 ésta es una quasi parametrización de TV de grado δ. Consideremos C0, . . . , C2n los
soportes de los polinomios que definen F como en el teorema 6.0.10. Por el teorema 6.0.7 tenemos
que:

δ ¨ deg(TV) ď MV(C2n+1´2d
0 , . . . , C2n+1´2d

2n ) ď MV(E2n+1´2d
0 , . . . , E2n+1´2d

2n ),

donde la última desigualdad se sigue del teorema 6.0.10 y la monotonı́a del volumen mixto.

Observación 6.0.15. Cuando la quasi-parametrización es polinomial (y no racional), en el teore-
ma anterior se obtiene algo bastante más simplificado dado que A0 = t 0 u y por lo tanto queda
que:

para 0 ď j ď n:
Ej = Aj ˆ t 0 u ;

para n + 1 ď j ď 2n:

Ej =
d
ď

i=1

(
BAj´n

Bxi

)
ˆ t ei u .
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Capı́tulo 7

Cuádricas y curvas planas

7.1. Cuádricas

Esta sección se tratará de resolver completamente el problema de estimar el grado del fibrado
tangente para el caso en el que V sea una hipersuperficie de grado 2. Recordemos que por
la observación 3.1.16, tenemos que el grado de una variedad es invariante bajo isomorfismos
lineales. En consecuencia, el grado es un invariante bajo el grupo afı́n. Luego, de existir una
clasificación afı́n general de variedades podrı́amos reducir considerablemente el problema. Lo
que haremos a continuación es utilizar el hecho de que esta clasificación existe para el caso de
cuádricas y calcular los respectivos grados de cada clase.

Primero recordaremos qué es una cuádrica.

Notación 7.1.1. Diremos que V Ď An es una cuádrica, si existe f P k[x] tal que deg( f ) = 2 y
además:

V = t x P An | f (x) = 0 u .

En el caso de que n = 2 diremos que V es una cónica.

Definición 7.1.2. Sean m, n P N tal que 1 ď m ď n. Definimos las cuádricas elementales de An

como las siguiente familia de cuádricas:

1. W(1,m) =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i=1

x2
i = 0

+

.

2. W(2,m) =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i=1

x2
i = 1

+

.

3. W(3,m) =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m´1
ÿ

i=1

x2
i = xm

+

donde m ą 1.

En tal caso las llamaremos de tipo 1, 2 o 3 respectivamente.

A partir de la definición de estas cuádricas, damos un teorema de clasificación que nos será
util para calcular el grado del fibrado tangente.

Teorema 7.1.3. Sea V Ď An una cuádrica. Entonces existen únicos i P t 1, 2, 3 u y 1 ď m ď n tal que:

V ” W(i,m).

En ese caso diremos que V es de tipo (i, m).

Demostración. Ver por ejemplo [Cuk00, Teorema 2.7, Observación 2.8].

Damos un corolario que relaciona el teorema anterior con el fibrado tangente.
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Corolario 7.1.4. Sea V Ď An una cuádrica. Entonces, si V es de tipo (i, m) se tiene que:

TV ” TW(i,m).

Demostración. Para las cuádricas que son (2, m) y (3, m) que son suaves, el resultado se sigue
del teorema 7.1.3 y la proposición 3.1.18. Las cuádricas de tipo (1, m) no son suaves y por lo
tanto no se pueden aplicar dichos resultados directamente. Sin embargo, usando la noción ex-
tendida de fibrado tangente (ver Definición 3.2.6), como el morfismo de congruencia se trata de
una transformación lineal afı́n globalmente inversible, se puede demostrar un equivalente a la
proposición 3.1.18 directamente en este caso, y en consecuencia se tiene el resultado.

Luego para estimar el grado de una cuádrica basta con estimar los grados de los fibrados
tangentes de W(1,m), W(2,m), W(3,m) para todo m ď n. Eso es lo que haremos a continuación.
Notar que si tuviéramos una clasificación afı́n de variedades de otro grado, podrı́amos proceder
en igual medida que como lo haremos ahora. A sabiendas de la existencia de la clasificación
para cúbicas, queda para un trabajo futuro utilizarla para obtener resultados del mismo tipo.

Ejemplo 7.1.5. Consideremos W(2,m) Ď An. Este ejemplo se tratará de calcular efectivamente el
grado del fibrado tangente de esta familia. El primer caso es distinto al resto. Observar que W(2,1)
se trata de dos hiperplanos paralelos, es decir que no se cortan. En consecuencia simplemente
por la proposición 3.1.12 se sigue que:

deg(TW(2,1)) = 2.

Ahora, para el caso general consideremos la hipersuperficie definida por r = 2 en la propo-
sición 4.2.4. La misma nos dirı́a que, W(2,n) Ď An cumple que:

deg(TW(2,n)) = 4.

Ahora bien, si 1 ă m ă n, notamos W(2,m) Ď An y Wm
(2,m)

Ď Am a la variedad definida por las
mismas ecuaciones pero pensada en Am, observar que vale lo siguiente:

W(2,m) = Wm
(2,m) ˆ Am´n.

Y luego, se sigue de la proposiciones 3.1.17, 3.1.18 y 2.2.52 que:

deg(TW(2,m)) = deg(TWm
(2,m))deg(TAm´n) = 4.

A partir de las variedades W(2,m) podremos calcular efectivamente los otros casos, vamos con
el siguiente.

Ejemplo 7.1.6. Sea n P N. Este ejemplo se tratará de calcular el grado del fibrado tangente de
la familia W(3,m). Para esto utilizaremos un resultado que demostramos en la sección anterior.
Observemos que, como en el ejemplo anterior, el primer caso será distinto al resto. Este caso es
el de una parábola eventualmente multiplicada por espacios afines dependiendo de n, es decir
W(3,2). Observar que sin perdida de generalidad por las proposiciones 3.1.17, 2.2.52 y 3.1.18,
podemos asumir que W(3,2) Ď A2 puesto que su grado dará lo mismo. Luego para ese caso,
observemos que, por el teorema 5.0.9, se tiene que:

deg(TW(3,2)) = 3.

Consideremos m ą 2. Lo que haremos será reducirnos al caso del ejemplo 7.1.5. Recordemos lo
siguiente:

W(3,m) =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m´1
ÿ

i=1

x2
i = xm

+

.

Observemos que:

W(3,m) X t x P An | xm = 1 u =

#

x P An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m´1
ÿ

i=1

x2
i = xm, xm = 1

+

”

#

x P An´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m´1
ÿ

i=1

x2
i = 1

+

,
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donde la congruencia entre las variedades está dada por la inclusión. Luego observemos que,
como ambas variedades son suaves, por la proposición 3.1.18 vale que:

T(W(3,m) X t x P An | xm = 1 u) ” TW(2,m´1).

Y en particular, por el corolario 4.1.2, tenemos que el grado es un invariante bajo congruencia.
En consecuencia:

deg(T(W(3,m) X t x P An | xm = 1 u)) = deg(TW(2,m´1)) = 4,

donde la última igualdad se sigue del ejemplo 7.1.5. Sin embargo, observemos que:

T(W(3,m) X t x P An | xm = 1 u) =

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

(x, y) Ď A2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m´1
ÿ

i=1

x2
i = xm

xm = 1
m´1
ÿ

i=1

2xiyi = ym

ym = 0

,

/

/

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

/

/

-

= TW(3,m) X

!

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ
xm = 1, ym = 0

)

,

donde la segunda igualdad se sigue de que
m´1
ÿ

i=1

x2
i ´ xm y xm ´ 1 generan el ideal de W(3,m) X

t x P An | xm = 1 u. Luego por Bezout 2.2.53 tenemos que:

4 = deg(T(W(3,m) X t x P An | xm = 1 u)) ď deg(TW(3,m)) ď 4,

donde la última desigualdad se sigue de la proposición 4.2.1. En consecuencia hemos finalizado
de caracterizar el grado del fibrado tangente de las cuádricas en este caso.

Ahora pasaremos a calcular el grado para la última las tres familias.

Ejemplo 7.1.7. Calcularemos el grado del fibrado tangente para la familia W(1,m). Primero ob-
servemos que el caso W(1,1) es distinto a los demás puesto que realmente es una variedad lineal.
En cuyo caso sabemos que, deg(W(1,1)) = deg(TW(1,1)) = 1 y si bien nosotros lo incluimos en
nuestra definición, normalmente ni siquiera es considerado una cuádrica. Más aún el caso m = 2
también es distinto al resto puesto que el polinomio x2

1 + x2
2 = (x1 ´ i ¨ x2)(x1 + i ¨ x2) resulta

reducible. En este caso tenemos que W(1,2) es una unión de dos hiperplanos. En particular:

TW(1,2) =

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2
1 + x2

2 = 0
x1y1 + x2y2 = 0

*

=

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 = ix2
ix2y1 + x2y2 = 0

*

Y

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 = ´ix2
ix2y1 ´ x2y2 = 0

*

=

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x2 = 0
x1 = 0

*

Y

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 = ix2
y2 = ´iy1

*

Y

"

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x1 = ´ix2
y2 = iy1

*

= Z1 Y Z2 Y Z3.

Es claro que cada Zi tiene grado 1 al ser lineal. En consecuencia, tenemos que deg(TW(1,2)) =
3.

Ahora bien, sea m ě 3. Observemos que, con una técnica similar a la utilizada en el ejemplo
7.1.6, se tiene que:

W(1,m) X t x P An | xm = i u ” W(2,m´1).

Luego, considerando el fibrado tangente a ambos lados de la congruencia y utilizando que el

ideal de W(1,m) X t x P An | xm = i u está generado por
m
ÿ

i=1

x2
i y xm ´ i, se tiene que:

TW(2,m´1) ” TW(1,m) X

!

(x, y) P A2n
ˇ

ˇ

ˇ
xm = i, ym = 1

)

.
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Notar que aquı́ si podemos utilizar la proposición 3.1.18 ya que W(2,1) es suave y aplicar mor-
fismos lineales preserva la suavidad. En consecuencia por el teorema de Bezout 2.2.53, se tiene
que:

4 = deg(TW(2,m´1)) ď deg(TW(1,m)) ď 4,

donde la ultima desigualdad se sigue de la proposición 4.2.1.

Damos el teorema principal de esta sección, que resume los tres ejemplos.

Teorema 7.1.8. Sea V Ď An una cuádrica que no es de tipo (1, 1). Las siguientes afirmaciones son
válidas:

1. Si V es de tipo (2, 1) entonces:
deg(TV) = 2.

2. Si V es de tipo (3, 2) o (1, 2) entonces:

deg(TV) = 3.

3. En otro caso:
deg(TV) = 4.

Demostración. Se sigue del corolario 7.1.4 y los ejemplos 7.1.6 , 7.1.7 y 7.1.5.

Ahora que dimos el teorema principal de la sección queda discutir algunas consecuencias y
conjeturas que surgen a partir del teorema anterior. Para esto hacemos el siguiente comentario
del orden informal.

Comentario 7.1.9. Para el caso de cónicas, definamos los siguientes invariantes. Sea f P k[x, y]
dado por:

f = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + h.

Definimos los discriminantes asociados a f :

1. ∆1( f ) = b2 ´ ac.

2. ∆2( f ) = det

a b d
b c e
d e h

 .

Se puede ver que:

1. Si ∆1 = 0 y ∆2 ‰ 0 entonces la cónica es de tipo 3.

2. Si ∆1 ‰ 0 y ∆2 ‰ 0 entonces la cónica es de tipo 2.

3. Si ∆1 ‰ 0 y ∆2 = 0 entonces la cónica es de tipo 1

4. Si ∆1 = 0 y ∆2 = 0 entonces la cónica es de tipo (1, 1).

Demostración. Ver por ejemplo [Bôc15, Section 78, Pag 180-181].

Recordemos que, fijado n P N, Lk es el espacio de polinomios de grado exactamente k en n
variables, definido en 4.3.6. En particular, si n = k = 2 el comentario 7.1.9 nos dice que toda
cónica genérica es de tipo 2, de lo que deducimos el siguiente corolario:

Corolario 7.1.10. Sea V Ď A2 una cónica genérica en L2. Entonces:

deg(TV) = 4 = 22.

Demostración. Se sigue del comentario 7.1.9.
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Es claro que extendiendo la noción de discriminante a más variables se puede obtener un re-
sultado similar al corolario anterior para cuádricas. Sin embargo, los resultados de esta sección
nos permiten conjeturar conjeturar que existe algún tipo de continuidad con respecto a la apli-
cación deg(T´) en el espacio de hipersuperficies de An. Observar que las proposiciones 4.1.5
y 4.2.1 nos dicen que en el caso de cuádricas el grado de V se mueve entre 2 y 4. En particular
hemos visto que hay ejemplos en los que vale 2 , 3 y 4. Luego tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 7.1.11. Sean n, k P N. Entonces existen hipersuperficies V0, . . . , Vk2´k de grado k en An tales
que:

deg(TVi) = deg(Vi) + i @i P t 0, . . . , k2 ´ k u .

7.2. Curvas planas

Comenzamos la sección enunciando una conjetura que surge a partir del corolario 7.1.10,

Conjetura 7.2.1. Sea k P N y V Ď An una hipersuperficie genérica en Lk. Entonces vale que:

deg(TV) = k2.

Con el afán de encarar las conjeturas 7.1.11 y 7.2.1, nos reduciremos a estudiar un caso
simplificado. El caso de curvas planas.

Notación 7.2.2. Dada V Ď A2 una variedad irreducible de dimensión 1, la llamaremos una curva
plana.

La siguiente observación nos caracteriza como es el ideal de una curva plana.

Observación 7.2.3. Dada V Ď A2 curva plana, tenemos que existe un único f P k[x, y] mónico e
irreducible tal que I(V) = ( f ).

La idea detrás de restringirnos al caso de curvas planas para estudiar la conjetura 7.1.11 es
la naturalidad que tienen las herramientas de volumen mixto en la misma. Al ser el ideal de la
curva principal, es claro que podemos asociarle un soporte C Ď A2 a una curva plana.

La siguiente definición viene a formalizar la idea del comentario anterior.

Definición 7.2.4. Sea V Ď A2 curva plana tal que I(V) = ( f ). Definimos el soporte de V,
sop (V) Ď A2 como:

sop (V) = sop ( f ) .

Observar que este soporte está bien definido puesto que dado g P k[x, y] tal que (g) = I(V)
entonces g = µ f con µ P k lo cual no cambia el soporte.

Observar que para una curva plana, como su conjunto de singularidades se encuentra dentro
de las hipótesis del corolario 3.2.9 y en consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Proposición 7.2.5. Sea V Ď A2 una curva plana, y sea W = VzSing(V). Entonces se cumple la
siguiente fórmula:

deg(TV) = deg(TW) + deg(Sing(V)).

Demostración. Observar que, por el corolario 3.2.9 tenemos que, si p1, . . . , pr son los puntos sin-
gulares de V entonces se tiene que:

TV = TW Y

(
r
ď

i=1

t pi u ˆ A2

)
.

Donde en particular, esta es su descomposición en irreducibles. En consecuencia, aplicando gra-
do, se tiene que:

deg(TV) = deg(TW) +
r
ÿ

i=1

deg(t pi u ˆ A2) = deg(TW) + r = deg(TW) + deg(Sing(V)).
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Observar que, la misma demostración vale para el caso en el que V Ď An es una hiper-
superficie no necesariamente suave y Sing(V) es una variedad equidimensional de dimensión
n ´ 2.

De esta forma, la proposición 7.2.5 nos dice que el grado de su fibrado tangente será el grado
del fibrado de la parte regular más la cantidad de puntos singulares y en particular, como este
fibrado resulta equidimensional de dimensión 2, será la intersección con una variedad lineal
genérica Π de dimensión 2 en A4. Más aún, bajo ciertas condiciones genéricas podemos asumir
que Π es de la siguiente forma:

Π =

"

(x, y, u, v) P A4
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u = a1x + b1y + c1
v = a2x + b2y + c2

*

En particular, tenemos que dada V una curva plana con I(V) = ( f ) se tiene que:

#(TV X Π) = #

$

&

%

(x, y) P A2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f (x, y) = 0
B f
Bx

(x, y) ¨ (a1x + b1y + c1) +
B f
By

(x, y) ¨ (a2x + b2y + c2) = 0

,

.

-

Observar que, bajo condiciones genéricas en a1, a2, b1, b2, c1, c2 haciendo un trabajo similar al
hecho en 5.0.9 podemos asumir que todas las soluciones están en (Az t 0 u)2. De esta manera,

llamando gV(x, y) =
B f
Bx

(x, y) ¨ (a1x + b1y + c1) +
B f
By

(x, y) ¨ (a2x + b2y + c2), por el teorema de

Bernstein-Kushnirenko 2.3.24, tenemos lo siguiente:

deg(TV) ď MV(sop (V) , sop (gV)).

Lo que veremos es que existen condiciones tales que vale la igualdad. Por ejemplo, para el caso
de un polinomio f de la forma:

f = αxk + βyj + γx + δ.

Con (α, β, γ, δ) P (Az t 0 u)4 coeficientes genéricos, y k ą j ą 1. Observar que por dicha generi-
cidad f resulta irreducible. De esta manera, calculemos gV para V tal que I(V) = ( f ). Para esto
computamos las siguientes derivadas:

1.
B f
Bx

(x, y) = α3xk´1 + γ.

2.
B f
By

(x, y) = βjyj´1.

De esta forma, operando en la definición de gV llegamos a lo siguiente:

gV(x, y) = (αkxk´1 + γ)(a1x + b1y + c1) + βjyj´1(a2x + b2y + c2)

= αkxka1 + αkxk´1yb1 + αkxk´1c1 + γlx1a1 + γyb1 + γc1

+ βjyj´1xa2 + βjyjb2 + βjyj´1c2.

Lo que haremos será utilizar la segunda parte del teorema de Bernstein 2.3.24 para garantizar
que vale dicha igualdad. Para esto, debemos mirar nuestro sistema restringido a las caras de las
cápsulas convexas soportes de los polinomios involucrados. Sin embargo, notemos que en este
caso al tener genericidad en los coeficientes (α, β, γ, a1, a2, b1, b2, c1, c2) tenemos que:

sop (gV) = t (k, 0), (k ´ 1, 1), (k ´ 1, 0), (1, 0), (0, 1), (0, 0), (0, j), (1, j ´ 1), (0, j ´ 1) u .

Los cuales son puntos que podemos entender muy bien como es dicha cápsula convexa. Ya que
como k ą j ą 1 tenemos que:

Conv(sop (gV)) = Conv(t (k, 0), (k ´ 1, 1), (0, 0), (0, j), (1, j ´ 1) u).

Que se puede interpretar gráficamente de la siguiente manera:
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Por otra parte, la cápsula convexa de sop ( f ) es el triángulo de vértices (0, 0), (k, 0), (0, j). Luego,
debemos ver que el sistema restringido a los monomios que aparecen en cada una de las caras
de Conv(sop (gV)) y Conv(sop ( f )) no tiene soluciones en (Az t 0 u)2. Sin embargo notemos que
Conv(sop (g)V) y Conv(sop ( f )) comparten dos caras, luego debemos ver 5 sistemas en total.

Llamemos C1 al segmento que une al (0, 0) y al (0, k), C2 al segmento que une al (0, 0) y
(0, j), C3 al segmento que une (0, j) y (k, 0), C4 al segmento que une (k ´ 1, 1) con (k, 0) y C5 al
segmento que une (0, j) con (k ´ 1, 1). También notemos F a nuestro sistema dado por:

F :=
"

f (x, y) = 0
gV(x, y) = 0

Y F1, F2, . . . , F5 a los respectivos sistemas restringidos. Notar que se tiene lo siguiente:

1. F1 =

"

αxk + γx + δ = 0
αka1xk + αkxk´1c1 + γxa1 + γc1 = 0

Observar que la primera ecuación tiene fini-

tas soluciones y podemos evaluar la segunda y pedir condiciones en a1, c1 para que no de
cero en ninguna de ellas por lo que este caso está resuelto.

2. El caso de F2 es totalmente análogo al anterior.

3. F3 =

"

αxk + βyj = 0
αkxka1 + βjyjb2 = 0

Notando que tenemos que αxk = βyj podemos reemplazar

y sacar de factor común yj. En particular, al ser todas las soluciones no nulas, si pedimos
que ka1 ´ jb2 ‰ 0 este sistema no tendrá soluciones.

4. F4 =

"

αxk = 0
αkxka1 + αc1kxk´1 = 0

Notando que la primera condición no se puede cumplir

en Azt 0 u se tiene que no hay soluciones en esta cara.

5. El caso F5 es análogo a F4.

De esta manera, tenemos por la parte 2 del teorema de Bernstein 2.3.24 que en este caso:

deg(TV) = MV(sop (V) , sop (gV)).

Esto motiva la siguiente definición:

Definición 7.2.6. Sea V Ď A2 una curva plana. Definimos el soporte tangente de V, sop (VT) Ď

A2 como:
sop (VT) = sop (gV) .

Observar que ahora que nombramos los objetos podemos resumir el comentario anterior en
el siguiente corolario:
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Corolario 7.2.7. Sea V Ď A2 una curva plana, entonces:

deg(TV) ď MV(sop (V) , sop (VT)).

En particular, si I(V) = (αxk + βyj + γx + δ) para α, β, γ, δ coeficientes genéricos y k ą j ą 1 vale la
igualdad.

Pasamos a dar un ejemplo del corolario anterior

Ejemplo 7.2.8. Recordemos que una curva elı́ptica genérica C es esta definida por una ecuación
de la forma I(C) = (αx3 + βy2 + γx + δ) por lo que por el corolario 7.2.7 tenemos que vale la
igualdad:

deg(TC) = MV(sop (C) , sop (CT)).

Calculemos exactamente sop (CT) en este caso. Observar que:

sop (C) = t (0, 0), (0, 2), (3, 0), (1, 0) u . (7.1)

Por otra parte calculemos gC .

gC(x, y) =
B f
Bx

(x, y)(a1x + b1y + c1) +
B f
By

(x, y)(a2x + b2y + c2)

= (3αx2 + γ)(a1x + b1y + c1) + (2βy)(a2x + b2y + c2)

= 3αa1x3 + 3αb1x2y + 3αc1x2 + γa1x + γb1y + γc1 + 2βa2xy + 2βb2y2 + 2βc2y

= 3αa1x3 + 3αb1x2y + 3αc1x2 + γa1x + (γb1 + 2βc2)y + 2βa2xy + 2βb2y2 + γc1.

En consecuencia tenemos lo siguiente:

sop (gC) = t (3, 0), (2, 1), (2, 0), (1, 0), (0, 1), (0, 0), (1, 1), (0, 2) u . (7.2)

Ahora bien, se tiene que:
sop (C) Ď sop (CT) . (7.3)

Luego, para calcular el grado de TC debemos calcular MV(sop (C) , sop (CT)). Entonces hacemos
lo siguiente, sean A = Conv(sop (C)) y B = Conv(sop (CT)), por teorema 2.3.19 se tiene que:

Vol2(A + B) ´ Vol2(A) ´ Vol2(B) = MV(A, B). (7.4)

Luego, para esto debemos calcular tres volúmenes.

1. Vol2(A).

2. Vol2(B).

3. Vol2(A + B).

Ası́, calculamos caso por caso.

1. Por la ecuación (7.1), necesariamente Conv(sop (C)) es un triángulo de vértices (0, 0), (3, 0)
y (0, 2). En consecuencia tenemos que Vol2(A) = 3.

2. Por la ecuación (7.2) tenemos que B se puede escribir como la unión disjunta de un tra-
pecio rectángulo de vértices (0, 0), (0, 2) (2, 1), (2, 0) y el triangulo rectángulo de vértices

(2, 1), (2, 0), (3, 0) por lo que Vol2(B) =
5
2
+ 1 =

7
2

.

3. Para esto último nos basamos en la proposición 2.3.15 que nos dice que los vértices de
A + B están entre los que se obtienen de sumar los vértices de A y los vértices de B. Luego
calculamos:

sop (C) + sop (CT) =

$

’

’

&

’

’

%

(3, 0), (2, 1), (2, 0), (1, 0), (0, 1), (0, 0), (1, 1), (0, 2)
(3, 2), (2, 3), (2, 2), (1, 2), (0, 3), (0, 2), (1, 3), (0, 4)
(6, 0), (5, 1), (5, 0), (4, 0), (3, 1), (3, 0), (4, 1), (3, 2)
(4, 0), (3, 1), (3, 0), (2, 0), (1, 1), (1, 0), (2, 1), (1, 2)

,

/

/

.

/

/

-

.

En particular, graficando estos puntos en el plano se puede ver que:

A + B = Conv(sop (C) + sop (CT)) = Conv((0, 0), (0, 4), (2, 3), (5, 1), (6, 0)).

69



De esta manera, basta con calcular las áreas de T1, T2, T3, T4 y T5. Se tiene que:

a) Vol2(T1) = 1.
b) Vol2(T2) = 6.
c) Vol2(T3) = 3.
d) Vol2(T4) = 3.

e) Vol2(T5) =
1
2

.

En consecuencia, tenemos que: Vol2(A + B) = 13 +
1
2

.

Luego, de la ecuación (7.4) se tiene que:

MV(A, B) = 13 +
1
2

´ 3 ´
7
2
= 7.

En consecuencia como ese volumen mixto es igual al grado del nuestro fibrado tangente, se sigue
que:

deg(TC) = 7.

Lo cual finaliza el ejemplo.

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente teorema.

Teorema 7.2.9. Sea C Ď A2 una curva elı́ptica genérica. Entonces se tiene que:

deg(TC) = 7.

La importancia del ejemplo anterior radica no solo en calcular explı́citamente el grado del
fibrado tangente para una familia muy grande de curvas de grado 3, sino que, en lı́nea con la
conjetura 7.1.11 conseguimos una familia explı́cita de curvas para las cuales el grado del fibrado
tangente es estrictamente más grande que el grado de la variedad y estrictamente más chico que
su cuadrado. En función de esto, por lo notado en la ecuación (7.3) lo que haremos será dar una
proposición que relacione sop (VT) y sop (V).

Proposición 7.2.10. Sea V Ď A2 curva plana, tal que I(V) = ( f ) con f P k[x, y] entonces:

sop (VT) zt (0, 0) u = (sop (V) z t (0, 0) u) Y (sop (V))1 Y

(
B sop (V)

Bx
+ e2

)
Y

(
B sop (V)

By
+ e1

)
.

Donde recordamos que (sop (V))1,
B sop (V)

Bx
,

B sop (V)

By
son los definidos en 6.0.8.
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Demostración. Observar que por definición se tiene que:

sop (VT) = sop (gV) = sop
(

B f
Bx

(x, y)(a1x + b1y + c1) +
B f
By

(x, y)(a2x + b2y + c2)

)
Donde, como los ai, bi, ci son coeficientes genéricos, podemos dar condiciones genéricas de ma-
nera tal que al realizar la distributiva en gV no se cancele ningún monomio. En consecuencia, se
tiene que:

sop (VT) z t (0, 0) u = sop
(

B f
Bx

¨ x
)

Y sop
(

B f
Bx

¨ y
)

Y sop
(

B f
Bx

)
Y sop

(
B f
By

¨ y
)

Y sop
(

B f
By

¨ x
)

Y sop
(

B f
By

)
z t (0, 0) u

=

(
sop (V) Y (sop (V))1 Y

(
B sop (V)

Bx
+ e2

)
Y

(
B sop (V)

By
+ e1

))
z t (0, 0) u .

Donde para la segunda igualdad, usamos las siguientes identidades:

1. sop
(

B f
Bx

¨ x
)

Y sop
(

B f
By

¨ y
)

z t (0, 0) u = sop (V) zt (0, 0) u. Esta identidad se sigue de 6.0.9.

2. (sop (V))1 = sop
(

B f
Bx

)
Y sop

(
B f
By

)
. Esta identidad es por la definición 6.0.8.

3. sop
(

B f
By

¨ x
)

=

(
B sop (V)

By
+ e1

)
y sop

(
B f
Bx

¨ y
)

=

(
B sop (V)

Bx
+ e2

)
. Esta identidad se

sigue también de 6.0.9.

En particular, notemos que si (0, 0) P sop (V) X sop (VT), sucede que sop (V) Ď sop (VT).
Ahora damos un corolario de esto.

Corolario 7.2.11. Sea V Ď A2 curva plana, entonces:

deg(TV) ď 2 ¨ Vol2(Conv(t (0, 0) u Y sop (VT))).

Demostración. La demostración de este hecho se sigue del corolario 7.2.7, la monotonı́a del vo-
lumen mixto enunciada en el teorema 2.3.19 y que por la proposición 7.2.10 es sop (V) z(0, 0) Ď

sop (VT) z(0, 0).

En particular, por lo visto en 7.2.8 esta cota puede ser óptima. Allı́ vimos que:

Vol2(sop (VT)) =
7
2

,

y por otra parte, probamos que deg(TC) = 7. Vale la pena aclarar, que si bien este corolario
introduce una cota eventualmente peor que la del corolario 7.2.7, lo que el mismo aporta es que
estima el grado en función de un volumen y no de un volumen mixto, cosa que resulta es mucho
mas fácil de calcular como bien vimos en el 7.2.8.

Algo que no hicimos es intentar acotar el volumen mixto de los soportes de una curva
plana tanto por arriba como por abajo, con el fin de dar estimaciones mas precisas. Es de-
cir, el corolario 7.2.7 nos dice que, bajo ciertas condiciones sobre los soportes, deg(TV) =
MV(sop (V) , sop (VT)) y en particular si pedimos que ambos soportes contengan al origen,
se tiene por la proposición 7.2.10 que:

2Vol2(sop (V)) ď deg(TV) = MV(sop (V) , sop (VT)) ď 2Vol2(sop (VT)).

Esta estimación, puede llegar a ser muy precisa dependiendo de la geometrı́a de sop (V) y
VT . En los artı́culos [BS17] y [DHM22] se discuten condiciones necesarias y suficientes sobre
cuando la monotonı́a del volumen mixto es estricta. Queda pendiente para un trabajo futuro
intentar utilizar los resultados de dichos artı́culos con los de este trabajo para intentar obtener
estimaciones inferiores del grado. Una posible aplicación de estos métodos podrı́a aplicarse por
ejemplo para resolver la siguiente conjetura.
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Conjetura 7.2.12. Sea V Ď A2 curva plana. Son equivalentes:

1. deg(V) = deg(TV).

2. V es lineal.
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