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Introduccion

La difusion es el movimiento neto de particulas de regiones con mayor
concentraciéon hacia regiones con menor concentracion. Ya es claro que la
primera ley de Fick, que es una relacién constitutiva para flujos difusivos, es
un modelo cuestionable para varios fenémenos (véase, por ejemplo, [37], [38]).
En general, los procesos difusivos clasicos admiten interpretaciones probabi-
listicas asociadas a fenémenos brownianos, sin embargo existen numerosos
modelos basados en otros procesos estocastico subyacentes. Es en esos casos,
en los que la difusién no se puede representar con un movimiento browniano,
que la difusion se denomina andmala. En esta situacion, y al contrario del caso
tradicional, los modelos necesarios requieren de la introducciéon de operadores
pseudo diferenciales o mas en general de operadores no locales. En particu-
lar emergen sustitutos para las derivadas clasicas, en ocasiones en forma de
operadores de tipo fraccionario dados por expresiones integro-diferenciales.
En anos recientes, los modelos no locales han impactado de forma creciente
en varios campos importantes de la ciencia y la tecnologia.

Evidencia de procesos de difusién anémalos han sido encontrados en varios
entornos fisicos y sociales (|31], [38]), y modelos de transporte correspondien-
tes han sido propuestos en areas tan diversas como electrodifusion en células
nerviosas [52|, fluidos electromagnéticos [36], y transporte de aguas subte-
rraneas [16]. Modelos no locales también han sido propuestos en campos tan
variados como finanzas [41], [15], aprendizaje automaético [32], peridinamica
[47] y procesamiento de imagenes [1], [23], [24], [56].

Naturalmente, los operadores que aparecen en estas aplicaciones pueden
variar, y una buena cantidad de estrategias de aproximaciéon discretas han
sido propuestas. Este trabajo se centra en aproximaciones por elementos
finitos para uno de los méas notables ejemplos de un operador no local, el
laplaciano fraccionario de orden s, (s € (0, 1)), que denotaremos mediante
(—A)®. En la teoria de procesos estocésticos, este operador aparece como el



generador infinitesimal de un proceso de Lévy 2s-estable [8], [54].

Recalcamos la ubicuidad de los laplacianos fraccionaros en modelado de
fenémenos fisicos y sociales con dos ejemplos. En primer lugar, en flujo en
medios porosos, las particulas pueden experimentar transiciones muy largas
como consecuencia tanto de una alta heterogeneidad como de una muy larga
autocorrelacion espacial. En [17], los autores han llevado a cabo experimentos
y estudios teoricos sobre el transporte de contaminantes en acuiferos y han
provisto evidencia de difusion gobernada por procesos a-estables con 6rdenes
a = 1,55,1,65 y 1,8 para varias ubicaciones de acuiferos. Luego, la ecuacion
de adveccion-dispersion fraccionaria modelando estos fendémenos incluye la-
placianos fraccionarios de 6rdenes 0,775,0,825 y 0,9, respectivamente.

En segundo lugar, los vuelos de Lévy han sido utilizados para modelar la
locomocién humana en relacion con la difusion del crimen [44]. Comenzando
con un modelo de agentes autéomatas celulares, los autores derivan su limite
continuo, que consiste de dos ecuaciones e involucra al laplaciano fraccionario,
que representa en es en ese contexto la superdifusion de agentes.

Existen, en la literatura, algunas variantes H posibles para definir el la-
placiano fraccionario de orden s como una generalizacion del caso clasico. En
este trabajo asumimos la siguiente

S0 () u(z) — ul(y)
(—A)’u(x) := C(n, s)P.VfRn mdy (1)

donde C(n, s) es una constante de normalizacion apropiada.

No es dificil ver que si u pertenece a la clase de Schwartz S, la expresion
(1) es finita para todo z. Con esta definicién resulta evidente el caracter no
local del laplaciano fraccionario: modificando una funcién u en un conjunto
abierto (o méas generalmente de medida positiva) O puede alterar el valor de
(—A)*u en puntos x arbitrariamente lejos de O.

LOtro enfoque para definir el laplaciano fraccionario viene de considerar potencias de
laplaciano en un sentido espectral: dada una funcion u, considerar su descomposiciéon es-
pectral en términos de las autofunciones del laplaciano con condiciones de borde Dirichlet
homogéneas, y tomar el operador que actia elevando a la potencia s cada autovalor co-
rrespondiente. Esto es, si {x, Ak }ren © HE(Q) x R denota el conjunto de autofunciones
normalizadas y autovalores, entonces este operador esta definido como

(A)gu(z) = Y M (u, )2 vn(@).  (2)

k=1



Del mismo modo que en el caso del laplaciano tradicional que aparece
en modelos asociados a problemas de tipo Dirichlet o Neumann definidos en
conjuntos abiertos (), existen planteos equivalentes para el laplaciano frac-
cionario. Nosotros nos concentraremos en el caso Dirichlet para un dominio
acotado €. En este, y debido a la posibilidad de que existan saltos arbitra-
riamente largos en el proceso estocastico correspondiente, las tradicionales
condiciones de contorno se traducen en condiciones complementarias: es de-
cir, definidas sobre el complemento de €2, Q¢ := R™\().

Para ser mas precisos: sea 2 < R"™ un dominio acotado con frontera
suficientemente regular, f : 2 — R una funcién suficientemente suave y
s € (0,1), buscamos una u tal que

(—A)’u=f enQ,

u=0 en ()°

(3)

Nuestro objetivo es desarrollar un anélisis de elementos finitos de proble-
mas como éste. Ademas de ofrecer una demostracion de la convergencia de
los algoritmos que proponemos para estos problemas, buscamos estimar su
eficiencia computacional. Con el propoésito de obtener estimaciones de error a
priori, es fundamental conocer cuén regulares son las soluciones; este trabajo
presenta algunas estimaciones conocidas de regularidad para soluciones del
problema mencionado anteriormente en la escala de Sobolev. También esta-
mos interesados en dar evidencia numeérica de la precision de nuestras predic-
ciones teodricas, y asimismo esto requiere una implementaciéon de elementos
finitos apropiada. El método de elementos finitos es una de las herramien-
tas numéricas predilectas en la comunidad cientifica e ingenieril. Cuenta con
un fundamento teorico solido y largamente establecido, principalmente en el
caso lineal de ecuaciones de derivadas parciales de segundo orden lineales
y elipticas. El problema fraccionario de Poisson descripto en (3) comparte
algunas caracteristicas analiticas fundamentales del caso clasico, haciendo
manejable, en principio, un tratamiento directo por elementos finitos. Algu-
nas dificultades numéricas -tales como la necesidad de lidiar con integraciéon
sobre dominios no acotados y manejar la singularidad del nticleo presente en
(1)- parecen ser las principales desventajas que han desalentado un enfoque
directo por elementos finitos. Respecto a esto ultimo, aplicando técnicas es-
tandar (tomadas de la teoria del método de elementos de contorno [45]) junto
a un tratamiento apropiado de las integrales que involucran el dominio no
acotado ¢, pueden ser obtenidas soluciones de elementos finitos precisas.



Estado del arte

Antes de continuar con una descripciéon de la tesis y de sus descripciones
especificas, repasamos el estado del arte respecto a la teoria de regularidad
para el laplaciano fraccionario y diferentes métodos numéricos para ecuacio-
nes diferenciales fraccionarias tratados en la literatura.

Teoria de regularidad

El estudio de propiedades de mapeo del laplaciano fraccionario y la re-
gularidad de soluciones de problemas tales como (3) se remonta a la década
de 1960, con los trabajos de Visik y Eskin (por ejemplo, [55]). Estos autores
obtuvieron importantes propiedades de mapeo del laplaciano fraccionario.
Mas aun, sus resultados implican una estimacion de regularidad de Sobolev
en caso de que s € (0,1/2). Posteriormente, este enfoque pseudo-diferencial
también fue analizado por Grubb [26], quien obtuvo estimaciones de regula-
ridad para problemas planteados sobre dominios suaves y s € (0, 1).

Previamente al trabajo de Grubb, el estudio de regularidad de soluciones
para problemas de contorno involucrando al laplaciano fraccionario ya habia
vuelto a ganar popularidad a consecuencia del trabajo seminal de Cafferelli
y Silvestre |13]|. Alli, los autores prueban que el laplaciano fraccionario R”™
puede ser considerado como un mapa Dirichlet-a-Neumann para una cierta
ecuacion local eliptica planteada en R”™!. Esto habilita a realizar anélisis via
operadores diferenciales.

Apelando a teoria de potenciales y métodos para operadores integrales, la
regularidad Hélder hasta la frontera de soluciones del problema de Dirichlet
para el laplaciano fraccionario fue demostrada por Ros-Oton y Serra [43]. Sus
estimaciones son validas para dominios Lipschitz que satisfacen la condicion
de bola exterior, lo que las hace mas apropiadas para un analisis de elementos
finitos que las desarrolladas por medio de métodos pseudo-diferenciales. Mas
aun, estas estimaciones miden en un modo preciso el comportamiento singular
de soluciones cerca de la frontera.

Métodos numeéricos

En contraste con EDPs elipticas, desarrollos numéricos para problemas
que involucran el laplaciano fraccionario en la forma (1), incluso en contextos
simplificados, son relativamente recientes. Esto, en parte, esté relacionado con



dos desafios importantes que surgen en su tratamiento numérico: el manejo
de ntucleos altamente singulares y la necesidad de lidiar con una region de
integracion no acotada.

Huang Oberman [28] desarrollaron un esquema unidimensional que com-
bina diferencias finitas con una regla de cuadratura en un dominio no acotado;
su anéalisis demuestra que el algoritmo es convergente bajo la condiciéon que
la solucién sea de clase C*. La evidencia numeérica provista en este trabajo
para términos fuente suaves indica convergencia con orden s, en la norma
infinito, con el tamafio de malla tendiendo a cero. Ordenes tan altos como
3 — 2s son demostrados en esa contribucion para términos fuente singulares
que vuelven la solucion suave.

D’Elia y Gunzburger 18|, en cambio, analizaron un operador de difusion
no local que aproxima al laplaciano fraccionario unidimensional. Este trabajo
demuestra que, bajo ciertas condiciones, la solucion de la ecuacién no local
converge a la solucion de (3) al hacer infinitas las interacciones no locales. La
discretizacion de elementos finitos continuos en este trabajo mostré conver-
gencia con orden 1/2 en la norma energia. Estos autores también sugirieron
que un mejoramiento del algoritmo de resolucion, con un orden de conver-
gencia aumentado, requeria una consideracion explicita de la singularidad de
la solucion cerca del borde.

Motivados por aplicaciones a mecanica cuantica fraccionaria, algunos es-
quemas orientados a la resolucion de problemas para autovalores para el la-
placiano fraccionario han sido introducidos en anos recientes. Por una parte,
Zoia, Rosso y Kardar |2| proveyeron una version discretizada de este opera-
dor; distintos tipos de condiciones de frontera son justificados apelando dos
modelos fisicos: particulas saltarinas y resortes elésticos. Por otra parte, en
[21] los autores encuentran numeéricamente el estado fundamental y primer
estado excitado para las ecuaciones de Schrodinger fraccionaria lineal y no
lineal. La técnica que emplean esta basada en la introducciéon de un flujo gra-
diente fraccionario con una normalizacion discreta, que luego es discretizado
usando una regla de cuadratura trapezoidal en el espacio y un método de
Euler semi-implicito en el tiempo. Este trabajo reporta la presencia de capas
limite en los estados fundamentales de la ecuacion de Schrodinger fraccionaria
no lineal.

Se han desarrollado otros enfoques hacia difusion, més especificamente,
relacionados a la discretizacion del laplaciano fraccionario espectral (2). No-
chetto, Otarola Salgado [42| explotaron la técnica de localizacion de [12], [13],
[50] y analizaron un problema local planteado sobre una cierta extension ci-
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lindrica. Como la variable de interés es una derivada conormal de la funcion
extendida, ellos consideraron elementos finitos de tipo producto tensorial so-
bre mallas anisotrépicas. El algoritmo numérico propuesto y analizado por
estos autores aprovecha el rapido decaimiento de la solucién en la variable
extendida, lo que permite truncar a un dominio de tamano modesto. Esti-
maciones de error son derivadas en una norma H' con pesos.

Otro enfoque basado en la descomposicion espectral del laplaciano ha sido
propuesto en [33], [34]. En estos trabajos, los autores introdujeron una técnica
de transferencia matricial para problemas formulados sobre un intervalo. Este
método consiste en utilizar como operador espectral la potencia s de una
aproximacion matricial del laplaciano -tipicamente obtenido de un esquema
de diferencias finitas-.

La discretizacion de (2) propuesta por Bonito y Pasciak [|9] est4 basada
en la formulaciéon integral de potencias fraccionarias de operadores auto ad-
juntos, representando soluciones por medio de integrales de Dunford-Taylor.
Este método conduce a discretizar una serie de EDPs elipticas desacopladas,
y lleva a estimaciones de error cuasi-6ptimas en la norma L?.

Esquema de la tesis

Este trabajo analiza aproximaciones por elementos finitos para ciertos
problemas que involucran al laplaciano fraccionario (1) sobre dominios aco-
tados. Con este proposito, el Capitulo 1 establece notacién y provee infor-
maciéon preliminar concerniente al laplaciano fraccionario, espacios de orden
fraccionario y formulaciones variacionales de problemas como (3).

Regularidad de soluciones

Un componente importante en el anélisis por elementos finitos de proble-
mas tales como (3) es la regularidad de las soluciones. Basicamente, cuanto
méas regular es un funciéon, mejor puede ser aproximada por un esquema
discreto. Como discutiremos en el Capitulo 2, independientemente de la sua-
vidad del dominio, las soluciones de (3) tienen regularidad Sobolev reducida.
Para problemas unidimensionales y sobre dominios radiales, la discusiéon de
regularidad de soluciones es resuelta utilizando la autodescomposion explici-
ta de un operador con pesos relacionado con el laplaciano fraccionario. Sin
embargo, la situacion en dominios arbitrarios multidimensionales es mas de-



licada. Describimos estimaciones de regularidad basadas en la regularidad
Sobolev del dato. Luego, desarrollamos una teoria de regularidad Hoélder-
Sobolev; este anélisis conduce también a una fina caracterizacion del com-
portamiento de soluciones cerca al borde del dominio. Esta caracterizacion
conduce naturalmente a la consideracion de ciertos espacios fraccionarios con
pesos.

Problema de Dirichlet homogéneo

Teniendo a mano estimaciones de regularidad precisas, en el Capitulo 3
nos ocupamos de un anéalisis de elementos finitos directo de (3) mediante
elementos lagrangianos lineales a trozos. La naturaleza no local del proble-
ma bajo consideracion se refleja en el hecho de que las normas de Sobolev
fraccionarias no so aditivas con respecto dominios. Por consiguiente, luego
de definir un operador de interpolacién apropiado y de obtener estimaciones
de interpolacion locales adecuadas, se debe tomar ciertas precauciones para
estimar el error de interpolaciéon global. Para tratar con mallas graduadas,
extendemos estimaciones de error conocidas para el operador de interpolacion
de Scott-Zhang a espacios de Sobolev fraccionarios con pesos. Estas estima-
ciones son obtenidas introduciendo desigualdades de Poincaré en el marco
fraccionario con pesos. Presentamos cotas de error en las normas de energia
y L?, y experimentos numeéricos en dominios unidimensionales.

10



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo recolecta el material preliminar para desarrollar un estudio
completo de elementos finitos para problemas que involucran al Laplaciano
Fraccionario. Motivamos y definimos este operador asi como los espacios de
funciones involucrados.

La Seccion brinda la definicién y propiedades bésicas del Laplaciano
fraccionario como integral singular, que utilizaremos a lo largo de la tesis.

Como el operador que estudiamos nos lleva a la formulacion de los conjun-
tos de Sobolev fraccionarios, en la Seccion discutimos diversos aspectos
de estos espacios. Mas aun, examinaremos la formulacion débil del Lapla-
ciano fraccionario y la formula de integracion por partes no-local. Uno de
los grandes problemas acarreado por la no localidad del problema es que las
seminormas fraccionarias no son aditivas con respecto a dominios. Para lidiar
con esto discutiremos una forma de localizar dichas normas.

Finalmente, en la Seccién indroducimos y discutimos algunas pro-
piedades teodricas de una clase de espacios de Sobolev fraccionarios pesados.
En esta seccion hacemos una distincion entre dominios de una dimension y
dominios multi-dimensionales.

1.1. Laplaciano Fraccionario

Comenzaremos nuestra exposicion con la definicion y las propiedades mas
importantes del objeto de estudio méas relevante de la tesis, el Laplaciano
fraccionario.
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1.1.1. Definicion del operador Laplaciano Fraccionario

Con la intenciéon de definir el Laplaciano fraccionario, debemos considerar
una familia de funciones suficientemente regulares sobre la cual este operador
pueda actuar. Primero consideramos, la bien conocida, clase de Schwartz.

S = {u e C*(R") : sup |2°0°u(z)| < o Va,fe N"}.

zeR™

Definicion 1.1.1. Sea s € (0,1). Definimos el Laplaciano fraccionario de
orden s de una funcion v € S como

(—A)u(z) = C(n,s)p.v.f uz) —uly) (1.11)

- |x_y|n+2s Ys

C(n,s) = (J %Ofgfl)dg)_l. (1.1.2)

es una constante de normalizacion que justificaremos en la Proposicion [1.2.15]

donde

Observacion. La constante C(n, s) admite la representacion alternativa
2%s0(s + 3)
72T (1 —s)’
La constante ((1.1.3)) aparece naturalmente en la derivacion del Laplaciano
Fraccionario desde la teoria de semigrupos [51] y puede probarse que coincide
con ([1.1.2)) que es la constante “correcta” para obtener la representacion del

Laplaciano Fraccionario a través de la transformada de Fourier dada en la
Proposicion [[.2.15] Sin embargo, la demostracion que damos de este hecho

en la Proposicion [1.2.18] es directa (ver [11]).

Observacion. Dada la singularidad del niicleo en cuestion, el lado derecho de
(1.1.1)) no esta bien definido en general. Pero en el caso de s € (0, %) no es
necesario incluir el valor principal, en efecto para toda u e S

|u(z) — u(y)] J |z — ] 1
e Wy <C s W+ [ oo g TR
JR" |z — y[t2s B@.R) [T = y[** PR ) peomy o — g™

1 1
=C J —_—d +J - )
( B [T — y[rrl Yy B |7 — y|n+2s Y
B |
C(f 28d,0+f Q—S-i-ldp> < 0O
o |pl R |p|

12
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donde C' es una constante positiva que solo depende de la dimension y de las
normas infinito de u y u’.

Para deshacernos del valor principal en la definicién del Laplaciano frac-
cionario, podemos escribirlo como la integral de un cociente de diferencias
pesadas de orden dos.

Proposicion 1.1.2. Sea s € (0, 1), luego para toda u € S,

(_Afu@%:_C%ﬁ)Jnwx+yw13ﬁl+uw—th

Demostracion. La igualdad se obtiene simplemente realizando un cambio de
variables estandar. En efecto, reemplazando z = y — x obtenemos:

(—A) u(z) = —=C(n,s)P.V. Mdy

R |x - y|n+28

u(x + z) — u(z)

— —C’(n,s)P.V.fn P dz.
Mas atin, sustituyendo zZ = —z en la tltima igualdad, tenemos
P.V.f u(z + z) — u(a:)dz _ P.V.f u(z —72) — u(x)dz
" |Z|n+23 n |Z|n+2s

Por lo tanto, utilizando ambas igualdades,

QPanMx+@_u@Mz=PVJ uz+z) —u@),

|Z|n+25 |Z|n+25

n

+RanM$*”*“@Mz

|Z|n+25

_ P.V.J u(z + 2) + u(z — 2) — 2u(x) I

’Z|n+25

En consecuencia, Si renombramos z por y en el esté tltimo renglon, podemos
escribir al operador Laplaciano fraccionario de (1.1.1)) como

C(n,s)

(~A)u(z) = ——F=PV. u(@ +y) + ulz — y) — 2u(x)

|y |+ 2

dy.

Rn
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La representacion de arriba es 1til para remover la singularidad de la integral
en el origen. En efecto, para cualquier u suficientemente suave, la expansion
de Taylor de orden dos nos dice que

u(z +y) +ulx —y) — 2u(z) _ || D?ul| L
|y|n+25 |y|n+2372 ’

siendo esta ultima expresion integrable en el origen. ]

Para concluir con esta seccién, mencionaremos una cualidad importante
del Laplaciano fraccionario. La cual es que, en algin sentido, vive entre la
identidad y el Laplaciano clasico. Para una demostraciéon completa de la
siguiente proposicion invitamos al lector que mire |19, Capitulo 4].

Proposicion 1.1.3. Para cualquier u € S, valen los siquientes limites para

todo x € R":
T (~A)"u(z) = u(x),
h’r{{ (—A) u(z) = —Au(x).

1.2. Espacio de Sobolev fraccionario

El Laplaciano fraccionario nos lleva a la formulaciéon de un espacio va-
riacional de orden fraccionario de los espacios de Sobolev. En primer lugar,
daremos las definiciones de dichos espacios y las propiedades mas importan-
tes que seran utilizadas a lo largo de la tesis. En segundo lugar, expondremos
la formulacion débil para un problema del tipo Dirichlet homogéneo, y para
esto sera necesario una formula de integracion por partes para el Laplaciano
fraccionario. Finalmente, haremos énfasis en la no-localidad de las normas
de estos espacios y veremos una forma de localizarlas.

1.2.1. Definicién y propiedades

Sea {2 un conjunto abierto de R", no necesariamente suave. Para cualquier
real s > 0 y cualquier p € [1,0), queremos definir el espacio de Sobolev frac-
cionario W*?(Q2). En la literatura, los espacios del tipo Sobolev fraccionario
también son conocidos como espacios de Aronszajn, Gagliardo o Slobodeckiy,
por los nombre de quienes los introdujeron, de forma independiente.
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Definicion 1.2.1. Dado 2 € R™ un conjunto abierto, s € (0,1) y p € [1, o0).
El espacio de Sobolev W*P()) esta dado por

WHr(Q) = {v e L(Q)  olweniey < 0}

donde

vy
[V wsp(0) |x—y|”+51” ——————dxdy

representa la seminorma de Aronszajn—Slobodeckij. El espacio W#P(Q) esta
provisto de la siguiente norma

HUHWs,p(Q) = HUHLP(Q) + [v]wsr(o).-

Los espacios de Sobolev fraccionario de orden mayor a 1 estan definidos de
la siguiente manera. Sea s = k + o, con k€ Ny o € (0,1). Luego,

WP(Q) == {v e WHP(Q) : |0%v| e W™ Va e N" tal que |a| =k},
y dotamos a este conjunto con la norma

HUHWSJJ(Q) = HUHW’V»P(Q) + Z ’0QU|Wo,p(Q)
|a|=F

La completitud de los espacios es un resultado bien conocido (ver, por
ejemplo, |6, Seccion 7.32])

Proposicion 1.2.2. Sea s > 0 y p € [1,00), luego (Ws’p(Q), ||-|\Ws,p(9)> es
un espacio de Banach.

En lo que sigue, intentaremos darle sentido a las funciones "que se anulan
en el borde"de 2. La primera interpretacion es la siguiente.

Definicion 1.2.3. Denotamos por Wi?(Q) a la clausura de C§°(€2) con res-
pecto a la norma de W*P(Q).

Otra posible interpretacion es pensar en aquellas funciones en W*P(Q))
cuya extension por cero sobre Q¢ pertenece a W*P(R"™). Llamamos a este

conjunto Ws’p(Q). La norma para las funciones en este espacio esta dada por

TSR —
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donde © es la extension de v por cero fuera de 2. Para simplificar la notacion
siempre que nos referimos a una funcion en W9P((), asumiremos que se
extiende por cero sobre €)°. N

Notemos que, aunque s € N, la norma en W*P({2) no es la misma que en
W#P(Q) puesto que la primera incluye integracion sobre el conjunto € x Q€.
Sin embargo, vale lo siguiente.

Proposicion 1.2.4 (ver |25, Teorema 1.4.2.2|). Sea Q un conjunto con borde
continuo, luego C(S2) es denso en W*P(QQ) para todo s > 0.

De forma notable también se puede probar.

Proposicion 1.2.5 (ver 25, Teorema 1.4.2.4]). Sea Q un abierto, acotado
con borde continuo. Luego, para todo s € (0,1/p), WiP(Q2) = W*P(Q).

Habiendo definido los espacios de Sobolev fraccionario, recordaremos al-
gunas de las propiedades bésicas que utilizaremos mas adelante. La primera
de ellas sera una adaptacion de la desigualdad de Poincaré para espacios
fraccionarios.

Proposicion 1.2.6 (Desigualdad de Poincaré I). Sea Q2 un conjunto abierto

acotado, s € (0,1) y p € [1,0). Para cualquier v € W*P(Q), escribimos

V= ﬁ SQU. Luego se tiene

[0 =] o) < cdgfvlwsri@) (1.2.1)

con ¢ acotado en terminos de g—g, donde dg = diam(Q2), dg = diam(B) y B

es la bola mas grande contenida en €2

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Hoélder si p > 1, tenemos

1
v—z‘;pdxz—f
L‘ e = taw |,

Por lo tanto,

[ 0= nas] ar < & [ [ a-vepivas

J v —0[Pdx < dgwf Mdydx
Q Sl oo Jr -yl '

Tomando en cuenta que Z%tdy = |B| < [, la cota de (1.2.1]) se obtiene con

2’)1
y n/p
2nt/"M dg
c= 22 . O
( oy 4B >
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La siguiente es otra variante de la desigualdad, pero esta vez para funcio-
nes que se anulan en el complemento de ).

Proposicion 1.2.7 (Desigualdad de Poincaré IT). Dado Q un conjunto abier-
to, acotado, s € (0,1) y p € [1,0), existe una constante ¢ = ¢(2,n, s, p) tal
que N

ol < clolwesny Vo€ (@),

Demostracion. Primero observemos que existe una constante c¢(n,s,p) > 0
tal que para todo x en €2,

1

T — y|n+sp

c(n, s, p)|Q" < J dy. (1.2.2)

c

- (\Ql)n
p=
Wn

se sigue, para esta particular eleccion de p, que

En efecto, llamando

29 By(@)| = [By(@)| ~ |21 By@)] = |9] ~ |2 n By(x)
= 20 By(2)"

Por ende,

dy dy dy
_ ayln+sp - _ |n+sp + | _ |n+8p
Qe |‘T y| Q¢nB,(x) |ZE Y QenB,(x)° r—y

dy dy
P |z — y[rter
QenB,(x) P QenB,(x)°© )

20 B,(x)| J dy
QenB,(x

pn-‘rsp e ’l’ _ y|n+sp

\%

LT oy
Q¢nB,(z

pn+sp e ’ZL' _ y‘n+sp

\%

dy dy
|(L’ _ ’n-‘rsp + €T — |n+sp
QN B, (z)° ) Qe By (x)° Y

_ f dy
By(wye T —y[rrer
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Y ahora (|1.2.2) se sigue usando coordenadas polares centradas en z.
Por otra parte, como v = 0 en Q° sabemos que |v(z)[P = |v(z) — v(y)?
para todo x € €,y € Q°. Por ello, obtenemos

1 [o(x) = v(y)lP
c(n,s,p)|Q| == ]U )Pdr < ]x— ‘n+sp ————="dxdy,

y la desigualdad de Poincaré se deduce inmediatamente. O]

Una consecuencia importante de la proposiciéon anterior es que la semi-
norma de W*P(R™) es equivalente a la norma de W*?(R"™) en W*P(Q).

Definiciéon 1.2.8. Dado €2 ¢ R", denotamos por d a la funcién distancia al
borde de (2,

§:R" — [0,0)
§(z) = d(z, 00).

Proposicion 1.2.9 (Desigualdad de Hardy, ver |25, Teorema 1.4.4.4] ). Sea
Q un dominio acotado con borde Lipschitz. Luego, si s — 117 no es un entero,

(1.2.3)

existe ¢ = ¢(,n, s,p) > 0 tal que
|/l] 9.
J Jor dx < c|vfipen Vv e WG (Q). (1.2.4)
Como consecuencia de la proposicion anterior deducimos dos propiedades

importantes.

Corolario 1.2.10. Sise (0,1) y s—% > 0, eziste una constante c(2,n, s,p) >
0 tal que
vwer@n) < vy Yo e Wy ().

Demostracion. Sea v e C§(2), luego, como v = 0 en Q°,

o(z) = v(@)”
|'U|WWU]R"):JV ’33— ’n+sp T ey O d +2 ‘ZE— ‘nJrsp y

QxQ

1
< c(n,s,p [vps,p +J vxpj —dxdy]
( ) | |W @) Q| ( )| B(z,0(x))° ‘x_y‘nJrsp
|v(z)]” ]
= c(n, s, (0] dx | .

Aplicando la desigualdad de Hardy ([1.2.4)), la cota es obtenida. O]
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Corolario 1.2.11. Sea () un abierto, acotado con borde Lipschitz. Si tenemos
que s — 1/p ¢ N, entonces

Wer(@) = Wo*(Q).
Mas ain, si0 < s < 1/p,
W*P(Q) = WEP(Q) = WHP(Q).

Demostracion. Del corolario anterior, sabemos que las normas en W;"(Q) y
W”’(Q) son equivalentes si s — 1/p ¢ N. Como C{°(2) es denso en ambos
espacios (recordar Definicion y Proposicion (1.2.4)) obtenemos la pri-
mer igualdad.

La segunda, se deduce facilmente combinando lo anterior con la Proposicion

1.2.9) [l

Los espacios de Sobolev de orden negativo son definidos por dualidad.

Definicién 1.2.12. Sea s < 0, p € (1,0) y sea ¢ tal que %4—% = 1. Denotamos
por W*#(Q) al dual de W~*9(2).

Para finalizar esta subsecciéon, comentaremos sobre como los espacios de
Sobolev fraccionario, que hemos definido, son consistentes con la definiciéon
clasica de espacios de Sobolev de orden entero.

Proposicion 1.2.13. Sea v e LP(2), 1 < p < 0. Luego (ver [10]),
1 (1= 8) [l = C000) [0y
Por otro lado, si existe sq > 0 tal que v € WP(R™), luego (ver [35])
1 5 oy = ) [l

1.2.2. Los espacios H*(Q) y H*(Q)

Definicion 1.2.14. El espacio W#?(Q) suele denominarse H*((2), donde la
H se elije para denotar que se trata de un Hilbert. Analogamente se define

Ho(Q) := WH2(Q),  HH(Q) := WP(<).
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Cuando €2 = R" es posible definir H® a través de la transformada de
Fourier que denotamos aqui con el simbolo usual * o bien con F H
En efecto, consideremos:

A

H*(R™) = {u e L*(R") : Jn(1 + |€12) ) ? dE < +oo } . (1.25)

Observemos que la expresion tiene sentido para todo s = 0 ya que la transfor-
mada °, es una isometria en L?(R™) (ver p. ¢j. [49], [48], para esta propiedad
y otras de la transformada de Fourier).

El espiritu de la definicion es relacionar el decaimiento de la transfor-
mada con la regularidad de la funcién. De forma notable, esta definicién de
H*(R") es equivalente a la definicion de H*(R™) con las seminormas de Ga-
gliardo como vemos en la Proposicion Sin embargo antes de ver esa
demostracion notemos que el Laplaciano Fraccionario puede verse como un
operador pseudo-diferencial de simbolo [£]|?*. En efecto.

Proposicion 1.2.15. Sea s € (0,1) y (=A)* : § — L*R") el Laplaciano
fraccionario dado por (1.1.1) con la constante C'(n, s) elegida como en (1.1.2)).

Entonces, para toda u € S,

(=A)*u = |¢]*a VEeR™ (1.2.6)

Demostracion. Observemos ante todo que el miembro derecho de ([1.2.6]) esta
bien definido porque * es una biyeccion en S y luego [£]**(4) € L*(R™).
Ahora bien, por la Proposiciéon [1.1.2

(~Aule) =~ Cla) [ HERD UL 2200,

donde C(n, s) esta dado por (1.1.2)). Definimos
h(z,y) = |u(z +y) + ulz — y) — 2u(z)]
Notemos que, separando R™ en B; y su complemento tenemos:

lu(z + y) +u(z —y) — 2u(z)|
|y |2

! Analogamente para la inversa de la transformada usamos * o bien con F !
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A(xm W)yl 2, y) + xwe W)yl 20, y))

< 4(X31 (y)|y|> "~ sup |D*u| + an\Bl(y)!y!’Hsh(%y))

Bl (1‘)

< C(xm @20+ 2™ )™ 4 xen )y b))

En la tltima expresion podemos ver claramente que el primer sumando per-
tenece a L'(R?"). Veamos que el segundo sumando también es integrable.
Solo basta con probar que xrm g, (¥)|y]™" **|u(z + y)| es integrable, los de-
més son analogos. Como es una funcién positiva es suficiente verificar que
las integrales iteradas existen y son finitas. Por lo tanto integramos primero
con respecto a .

Jn [J XRMBy W)y ™" |u(z + y)]da:] dy =

<Jann\Bl(y)|y|‘”‘28dy> ( f ) |U(Z)|d2>

Luego ambas integrales son finitas y obtenemos lo que queremos. Por Fubini
podemos intercambiar la integral en y con la transformada de Fourier en .
Por lo tanto, usando propiedades elementales de la transformada tenemos

Ful(=A)u)(€) = —%C(n,s) ) Fu (ulz +y) Tyri(i— y) — 2u(@)) ;. _
1 €Y 4 oY _ 9
= ) U e dy] Fu(§)
_ s | [ 2w ]
= ¢l )U [y[r+2s dy]F (£)- (1.2.7)
Afirmamos que
J%ﬁwdy = C(n,s) ' [¢]™, (1.2.8)

lo cual terminaria la demostracién.

Para probar (1.2.8]), consideremos Z : R™ — R definido como
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- [ Lemie

‘y‘n+2s

Notemos que Z es invariante por rotaciones. En efecto, esto es obvio sin = 1
por la paridad del coseno. Para n > 2 consideramos una rotacién R cualquiera
y tenemos, usando la sustitucion § = RTy,

[‘ 1—cos(R€~y)

I(R§> = R |y|n+2s dy
JRn
_ F 1 —cos (£ RTy)
Jgn ’y’n+2$ dy
_ [‘ 1—cos(§~gj)d~:I
Jrn |Gt ¢ ©.

ya que R es un movimiento rigido (det(R) = 1y |Ry| = |y|). En particular,
considerando la rotacién que manda £ en [£|eq, se ve que

Z(§) = Z([¢ler). (1.2.9)
Gracias a (1.2.9) y a la sustitucion ¢ = ||y tenemos que

) = Z(gle)
[IREI T

|y |+

1 1—cos(y 1 —cos(; 9
= n n+2s dC = Tdc |§| S'
<l J ¢/lel["* (J ¢ )

Observando que {g, 1‘_5,?1(2%) d¢ es positivo y finito | y usando (1.1.2)) obte-
[

nemos (|1.2.8)).

2En efecto, si ¢ = ((1,...,(n) € R™, tenemos

_ 2
1 —cos(y < |C1 < 1
|C|n+2s |<|n+23 |<|n—2+2s

cerca de ¢ = 0 (para la primer desigualdad multiplicamos y dividimos por 1 + cos(y
y usamos el hecho de que sin(z)? < 22 y la segunda es obvia ya que |(1] < [¢]). En

consecuencia,
1 —cos
0< J 72C1 d¢ < .
g |C]728
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Ahora podemos ver que la definicién dada por la seminorma de Gagliardo
coincide con la dada por la transformada de Fourier.

Proposicién 1.2.16. Para todo s € (0,1), el espacio H*(R") definido a
través de la seminorma de Gagliardo coincide con H*(R™). En particular,
para toda u € H*(R™)

hdsz)=:200u@{[ €| Fule) ] de.

n

donde C'(n,s) estd dada por (1.1.2).

Demostracion. Para y € R"™ fijo, consideramos el cambio de variables z =
x — Yy y obtenemos

u(z) — u(y)? > f [ Ju(z+y) —u()®
———dx | dy = dzd
fn <fn |x_y|n+25 Y — |Z|n+2s Y
~ u(z +y) —u(y) [’
= Jn Ln 2/ dy | dz
N ZEEETC]
n |Z‘n/2+s 2@
2
_ J r (u(z + )/2: u( )) iz
n | 2|2t L2(R?)

en donde la tltima igualdad se sigue de la identidad de Plancherel. La de-
mostracion finaliza usando (|1.2.8]) del siguiente modo

U(Z+ ) ()) B |€'L£z_1|2 ,
f ( | |n/2+s L2 dz = Jn f § |Z’n+25 u(§)| dg dz

f f C,?ii | Fu(€)P dzde = 20(n, )" f €P° | Fu(e)[? de.
ndre 2] R

]

Observemos que ahora podemos probar la siguiente relaciéon entre el ope-
rador (—A)*® y la seminorma fraccionaria.

Proposicion 1.2.17. Para todo s € (0,1) y u e H*(R"), se tiene
[u]fr @y = 2C(n,5) " (= A)2ulFany.
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Demostracion. Gracias a las Proposiciones [1.2.15] y [1.2.16] tenemos

[(=2)2ulfo@ny = IF(=A)2ulTan = 1€ Fulia@n,

1
= 50(7% 5)[“]%13(11@)
que es lo que se desea probar. O

Proposicion 1.2.18. Las expresiones para C(n, s) dadas por (1.1.3)) y (1.1.2)
coinciden.

Demostracion. Basta ver que

1 —cos((1) 20 (1 — s)
—d( = ————=. 1.2.10
Jo e = S i
Nuestro primer proposito es probar que
+o0 1— 2t 2s+2 (] —
J cos(@mt) by _ T2 I : 3. (1.2.11)
0 t1+28 2sT (S + 5)

Usanado convergencia mayorada bastaria estudiar

+oo g _ +o0 g _
f 1 — cos(27t) g — h’mf 1 — cos(27t) gt

1+2 1
0o =0y (2 + a2)*

Vamos a utilizar la siguiente identidad (ver tabla de la transformada
coseno [39, Pag. 6])

1

JJFOO cos(2mt) mota
o

dt = K.(27a), 1.2.12
Eer i e L

siendo K funcion modificada de Bessel de sequnda especieﬁ Puede escribirse

™

K (2) = —([_S(z) - Is(z)>, (1.2.13)

 2sin(7s)

siendo I4(z) funcion modificada de Bessel de primera especie, definida
cOmo

_ims i

I(2) :=e 2 Jy(e2 2).

3Las propiedades y definiciones de estas funciones pueden verse en |3].
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en términos de Jy(2), la funcion de Bessel de primera especie

s T k .2k
oz (—1)%z
k@)wiZQ%MF@+k+U’

k=0

Usando el asintotico

ZS

Js(2) = FT(+5)

+O(|2[***)

valido para |z| — 0. Tenemos que
iTSs 6%25 Zs
Lo (L o) -
@) = arary T OET) = sray

para |z| — 0. Usando esta identidad y (|1.2.13))

Ki(2) = 2sin(7s) (25 T(1—s) 2°T(1+s) * O(|Z|2_S)) ’

+O(J2*"),

por lo que usando las conocidas propiedades de la funcién I’

P =s)T(s) = sin7(T7rs)’
’ ['(1+s) =sI'(s),
obtenemos
['(1—s)T(s) z7* 2° 9 s
Ko=) = 2 (Tﬂﬂfw)_ﬁﬂl+@+0®d 0

_ I(s)z=* TI'(l—s)2° Ol

2178 21+SS

para |z| — 0. Por lo que volviendo a ((1.2.12)

1

+00 2 s+35 T (1 — Epe
J cos(2mt) i = 7r : [ (s) TI(l-s)ma N (’)(aQ_S)]
0o (t2+a?)°tz asl (s+ 1) | 2mea® 25
W%F(S) B r25+3 ['(1—ys) L O(a> ),

- 2a%s T (s + %) 2sT" (s + %) ( |
1.2.14
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para 0 < a ~ 0. Por otro lado [39, Pag. 10|,

o dt —2s 1 1 1
f — = = ¢ B(—,s)le(—;l—s,—;O)
0 (a?+2)*+3 2~ \2 2 2

2a2sT (% + s) ’

siendo 1 F» funcion hipergeométrica generalizada [39, pag. 211|, y donde he-
mos usado para la ultima igualdad que para todo b, ¢, d > 0,

1Fy(b; ¢, d;0) =

y que la funcién Beta verifica

[(a) T(5)

Blah) = Tavp)

(1.2.15)

Teniendo en cuenta que I' (%) = 7r%, y usando (|1.2.14]), tenemos para 0 <
a~ 0,

———dt = + O(a*>%).
o (t2+4a?)t2 2sI’ (s + %) ( )

JJ"D 1 — cos(2nt) 242 (1 — s)

Tomando limite a — 0 tenemos (convergencia mayorada)

+o0 94 +oo 4 2s+1 _
J 1 — cos(2mt) dt—h’mj 1 cos(27rt)d s I'(1 5)'

$1+2s a=0Jo (12 + a2)8+% - 2sI (s + %)

Lo que prueba ((1.2.11]). Por otro lado [3]

L) T (5+5) :B(”—l 1+3) :JMOLdT. (1.2.16)

—1
2
I (%+5s) 2 72 o (147)2ts

0

Como la medida (N — 1)-dimensional de la esfera unitaria en RY es ek
2

resulta

J dY N JJrOO prl d
1125 T o N+igas 4P
R (L Y552 D(5+1) 0 (1407



En particular tomando N :=n — 1 y usando el cambio de variable p* =: 7,

1

d77 (n _ 1) i pn—2
nt2s n—1 nt2s dp
peot (L+ )5 T +1) Jo (14 p2)"%

n—1 n—3
n—nrz [T° =
- ( n_)lﬂ ’ J T —- drT.
2U (2t + ) Jo (147"
Comparando con ([1.2.16]), concluimos que
J dn _ (-nrr T L(3+59)
por (L4 )™ 20 (% +1) T (5+59)
_ T T (% + s)
- T(Z+s
Cambiando variables 7 := |w; | (wy, ..., wy),
1 — cos(2mwy)
fn |w|n+28 dw

1— 2
= cos(2mw;) dwsy ... dw, | dw;
2 2 2 n+2s
R \Jrn—1 (Wi +wi + - +w2) 2

1— 2
:J f COSCTL) )
o \Jrnot Jon|[F35(1 4 nf2) "5

T T (2 +5) f 1 — cos(2mwy)
= dw1
T (% + S) R \w1|1+23
27"z T (2 +5) J*OO 1 — cos(27t)
= dt.
r (% + S) 0 t1+2s
Recordando (|1.2.11])
J 1 — cos(2mwy) do = o7z T (3 +5) ' 242 (1 — s)
T N I (%+5) 2sI" (s + 3)
et D(1—s)
sT (% + s) '
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Finalmente, cambiando variables @ = 27w en la integral de la izquierda se

obtiene ((1.2.10)).
O

Continuemos esta disertacion dotando a los espacios H*(2) de un pro-
ducto interno acorde.

Proposicion 1.2.19. Sea Q2 un abierto. Definimos la forma bilineal (-, -)12(q)

Yy <" '>HS(Q);
(u,v)2(0) = fﬂ u(z)v(y)de, (1.2.17)
(ut, VYp1s() = H (ule) - f;@gﬂg? ~0D) gy, (1.2.18)

Luego el espacio H*(SY), provisto del producto interno dado por la formula
(u,v) = (u,v)2(0) + (U, vV)gs) €s un espacio de Hilbert.

La proposiciéon anterior también se aplica para el espacio H *(€2). Recordar
que la norma en este espacio es la de H*(R™), por lo tanto sobre este conjunto
la formula bilineal (u,v)ys®ny queda de la siguiente manera

1
T — y|n+2$

(u, vy s @ny = {u, v>Hs(Q)—|—2J u(:t:)v(x)f dydz, u,ve H*(Q)

Q

c

Luego, el producto interno en H*(2) es la suma del de H*(Q) mas un pro-
ducto interno pesado de L?(£2). Por conveniencia, vamos a fijar la siguiente
notacioéon para este peso.

Definicion 1.2.20. Dado un abierto 2 arbitrario y s € (0,1), denotamos
por w§, : 2 — (0,0) a la funcién dada por

we(z) = L ;dy. (1.2.19)

T — y|n+23

Rememorando la funcién 9§ definida en ((1.2.8)). Una cota superior para wy,
es obtenida facilmente integrando en coordenadas polares. Mas atin, si 0f)
es Lipschitz continuo, entonces el orden de tal cota (con respecto a d) es el
siguiente

C On—1
< wg < ———=
0= 5o <« < 350w

Vr e Q. (1.2.20)
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Donde, 0,1 denota la medida de la esfera (n — 1)-dimensional y C' > 0 es
una constante que solo depende de €). Para la cota por abajo de wg, mirar
[25, Formula 1.3.2.12]

En lo que sigue, estableceremos la version no local de la formula de inte-
gracion por partes para el Laplaciano fraccionario. La cual utilizaremos para
la formulacion débil del problema del laplaciano fraccionario con condicio-
nes de Dirchlet homogéneo. Con este proposito, primero debemos definir una
deriwada normal no local.

Definiciéon 1.2.21. Sean {2 < R" un conjunto abierto y v una funciéon sufi-
cientemente suave sobre todo R", luego la derivada no local de v con respecto
a Q es el operador M,v : Q" — R dado por

No(z) = C(n, s) L Mdy.

|$ _ y’n+23

Notar la dependencia de la derivada no local respecto del dominio 2.
Veamos la buena definicion de N, para funciones en L*(R"). En efecto,
tomamos z €  como z no pertenece al borde de Q existe § > 0 tal que
Bs(x)  Q°. Gracias a que v esta acotada y al teorema de cambio de variables

tenemos
[o(z) —v(y)| , ||v]| e
J |n+25 y < 2 Q |$ _ y|n+25dy

1
<2ollie |y
(a) |$ _ y|n+2s

© o1
<2||U||LwJ5 p1+25 < O

La formula de integracién por partes para el Laplaciano fraccionario es
la siguiente.

Proposicion 1.2.22. Sean u,v : R" — R funciones suficientemente suaves,

luego
”SJ] D) —v@),

|f[) _ |n+25

(1.2.21)
_ J o(@) (~A) ule)dz + J o(@)Nou(e)de
Q c
donde @) = (Rn X Rn) \ (QC X Qc)
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Demostracion. Asumiendo suficiente regularidad sobre las funciones u y v
podemos escribir la integral sobre () como sigue

[y = [ [ Ay

[ [ ) o) vt

’Z’ _ ‘n+23

luego, distribuyendo ambas integrales y aprovechando la simetria del modulo
obtenemos

” ) =) gy [ o) [ DD,

’x _ y‘n+2s ’[IZ’ _ y’n+2s

)
— QJ C J ) y’n+25 ————"“dydzx.

(1.2.22)

Ahora bien, para el segundo integrando del lado derecho escribimos

Jo v [, = | CU@(Ln%@_L%@)M

- f Cm@fﬂ%dym— ch(x) L %dw.

Observar que las integrales internas de ambos sumandos son el laplaciano
fraccionario y la derivada normal respectivamente salvo la constante de nor-
malizacion Por lo tanto, reemplazando esto tltimo en ) v multiplican-
do por ) de ambos lados obtenemos lo que estamos buscando O

En la proposicion anterior nosotros asumimos que u, v son funciones sufi-
cientemente suaves. Sin embargo, como C§°(2) es denso en H*(£2) y la doble
integral en es una constante multiplicada por {:,-)ys®n) en H(Q)
podemos extender a este ultimo espacio:

C(n,s Jf y))(v(z) — U(y>)dxdy _ Lv(m) (=AY u(x) w,ve PNIS(Q)

|l’ _ ’TL+28

(1.2.23)
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1.2.3. Formulacion débil

En esta parte, mostraremos como escribir la formulacién débil para pro-
blemas que involucran el Laplaciano fraccionario. De ahora en adelante asu-
miremos que {2 < R" es un dominio acotado. Siempre que la regularidad
de €2 sea requerida, lo mencionaremos explicitamente. Por simplicidad, nos
concentraremos en un problema de Dirichlet homogéneo

S
{(_A) u=f enf (1.2.24)
u=20 en ¢
donde (—A)® u denota el operador definido en y f € H5(Q) (recordar
Definicién . Al estar buscando una funcién que se anula en Q¢ y la
seminorma de H*(R™) es equivalente a la norma de H*(R") sobre H*(()
(Proposicion . Podemos considerar el siguiente espacio variacional

Vol -lv) == <F~15(Q)7 @! ' |H8<Rn>> ,

Donde C(n, s) es la constante definida en (1.1.3). V es un espacio de Hilbert

con el producto interno

C(n, s) H (U(SC)—U(y))(v(x)—v(y))dxdy wveV.

2 |$ __y|n+25

<U>U>V::
R™ xR™
(1.2.25)
Observar que la integracion es solo sobre @ = (R™ x R™)\ (2¢ x Q°).
Las soluciones débiles de ([1.2.24]) estéan definidas multiplicando por una fun-
cién test y aplicando la formula de integracién por partes . Luego
utilizando la notacién que acabamos de fijar, la formulacion débil de este
problemas es:

Hallar w eV tal que <u,v>V=f fv YveV. (1.2.26)
Q

Aplicando el teorema de Lax-Milgram podemos probar que el problema esta
bien puesto. La coercividad es inmediata, mientras la continuidad se sigue
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicion 1.2.23. EL problema esta bien puesto: existe una uni-
ca solucion u € V, y el operador solucion f — u es continuo (con constante
de continuidad igual a 1):

lvllv < 1flla-+)-
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1.2.4. Localizacion de las normas fraccionarias

Como mostraremos en el capitulo 3, cuando queramos computar solucio-
nes discretas con el método de elementos finitos, necesitaremos calcular la
matriz de rigidez. La cual en sus entradas tiene los productos internos entre
cualquier par de funciones que formen parte de la base nodal. La no localidad
implica que, independientemente de la distancia entre los soportes de las fun-
ciones nodales, sus productos internos son no nulo. En efecto, asumamos que
¢i y ¢; son dos funciones no negativas tales que supp(¢;) N supp(¢;) = &,
por lo tanto

{¢s, bj)v = —2C(n, 5) Jf Mdydw < 0.

’.’L’ —y ‘ n+2s
supp(¢s) x supp(¢p;)

Esto significa que la matriz de rigidez esta llena, lo cual afecta a la eficiencia
del algoritmo. Puesto que debemos calcular muchos mas coeficientes para
completar la matriz. El segundo inconveniente que afrontaremos por la no
localidad, es que las normas no son aditivas con respecto a descomposicion de
dominios. Es decir, si tenemos que €2 = 1 U {29, con Q; N Qs = ¢, tenemos
entonces

v()®

Ql XQQ

Si no se toma otra hipotesis sobre v, no es posible acotar la integral sobre
Q1 x Q9 en términos de las normas en €2y, 2. Esto implica que, siempre
que calculemos el error (o interpolacion) de estimacion no va a ser posible
sumar los errores en cada componente. Para solucionar este impedimento
proponemos una forma de localizar dicha norma.

Proposicién 1.2.24. Sea s € (0,1) y Q un dominio acotado. Supongamos
que existe una descomposicion finita Q = U, donde los sub-dominios §;
son abiertos y disjuntos dos a dos. Luego, para todo v e H*()) se tiene que

vlz) ~ (o)
bl < | [[ vt g bl | (01229
Q;x S;

donde



0; = d(, Q\S;) y 0,1 denota la medida de la esfera (n — 1)-dimensional.

Demostracion. Tomando un elemento €); de la particién, definimos D; =

O\S;. Tenemos

5 v(x )l v(x
Hs(Q) S ff y|n+2s d dx + Jf y|n+25 d dx

QxS Qi xD;

lv

Debemos acotar la integral del lado derecho,

|U |2 n—2s
y|"+2 ————= dydr <2 | |x— | 7" dydx
# ] e f r:c—yr“m:cdy]
D; Q;

K3 3

=:Ji1+ Jia.

Vamos ahora a probar que ). J;1 = > . J; 2. En efecto, escribimos

Nga = xo @) | |z —yl P dady

- | W (Z w | fo- yWde) &y = | [P )y

donde f(y) = >}, xp,(y) §¢, |£—y| " **dz. Luego, escribimos la integral sobre
(2 como una suma de integrales sobre los dominios §2;. Observar que, si y € €25,
tenemos

o, (y) = {1 st n Q= (le.,siQ < D),

0 en otro caso.

Entonces, para y € 1,

7 i D

J

y por esto
Sz =3[ WP | ool Hdedy = Y0
i i Y Dj j
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Hasta ahora, hemos probado que

lv

2 < f [o(@) — v, ydz + 47,

|n+2

Finalmente, J;; es facilmente acotado notando que D; < Q\B(x,d;) para
todo x € €); e integrando en coordenadas polares:

Ji1 < O'n—lf
Q

Y esto completa la demostracion. O

o0
) | o e = S ol

i

Observacion 1.2.25. Como indica la proposicién anterior, no asumimos
ningin tipo de regularidad en los elementos de la particion de €2. De hecho,
esto esta oculto en la variable §;. Con vistas a aplicar este resultado en
el contexto de aproximacion por elementos finitos deberemos relacionar la
variable 9; con el didmetro de €2;. Por lo tanto, quasi-uniformidad local sera
asumida.

1.3. Espacios de Sobolev fraccionarios pesados

Los espacios de Sobolev pesados son una herramienta muy usual para
describir soluciones singulares. Caracterizar la regularidad de una solucién
en términos de un espacio pesado nos da mayor informaciéon sobre el com-
portamiento de las mismas. Los pesos que utilizaremos aqui seran potencias
de la distancia al borde de €2, y los espacios que estos inducen nos daran una
caracterizacion precisa del comportamiento de las soluciones de .

1.3.1. Espacios en un intervalo

Para empezar, veremos el caso unidimensional, en el cual €2 es un inter-
valo. Mas atn, a lo largo de esta subseccion supondremos que €2 = (—1,1) ya
que resultados para intervalos arbitrarios se obtienen aplicando transforma-
ciones afines. La teoria que comentaremos aqui, sera utilizada para obtener
informacion sobre la regularidad de soluciones de un problema del tipo Diri-
chlet para el Laplaciano fraccionario unidimensional.
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En el intervalo (—1,1) la funcién distancia (1.2.3) toma la siguiente forma
d(z) = min{x + 1,1 — 2}. Nosotros utilizaremos el siguiente peso equivalente

w(z) = (1 —2?), (1.3.1)

y como primer paso, definiremos el espacio L? pesado,

L2(—1,1) = {¢ (1) o R: fl () 2w () d < oo} o (1392)

junto con el producto interno natural

(0,9)(-11) = B o(z)(x)w’(x)dx,

y su norma asociada. Este espacio es un espacio de Hilbert, ahora introdu-
ciremos una familia de funciones muy importantes al lo largo de la tesis.

Definicion 1.3.1. Sea o € R, la familia de polinomios de Gegenbauer

{C}la)} esté definida por recurrencia de la siguiente manera
neN

9 (z) — (n + 20 — 2)0@2(1,-)] .

n

Lema 1.3.2 (|3, Capitulo 22| ). Dado s € (0, 1), el conjunto de los polinomios

de Gegenbauver {C’ff“ﬂ)} conforma una base ortogonal de L*(—1,1). Para
neN
simplificar, notaremos

Cs+1/2)(@)

~(s+1/2) o J
C; (z) = HO(.S“/Q)
J

para los polinomios normalizados.

En vistas del lema anterior, dada una funcién v € L%(—1,1) podemos
considerar la expansion

v(z) = Z v; Nj(»sﬂ/z)(x), (1.3.3)
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donde los v; son los coeficientes de Gegenbauer y estan definidos por

v = fll v(x)é’;sﬂ/z)(x)ws(x)dx. (1.3.4)

La siguiente proposicion relaciona la suavidad de una funcién y el decaimiento
de sus coeficientes |5, Ver p. ej. Seccion 4] .

Proposiciéon 1.3.3. Sea k € N y sea v € C¥[—1,1] tal que para cierta

descomposicion de [—1,1] = ([, qir1] (1= <y < ... <, =1)
y para ciertas funciones 17i € C*2([ay, i11]) tenemos que v(z) = v;(x) para
todo x € (az, azH) y 1 < i< n. Luego los coeficientes de Gegenbauer v; en la

ecuacion son cantzdades de orden O(j~*+2) cuando j — .

‘U]’ < Cj (k+2)

para cierta constante que depende de v y de k.

Como consecuencia del decaimiento de los coeficientes de Gegenbauer
desembarcamos en una definicién natural de la clase de espacios de Sobolev
pesados.

Definiciéon 1.3.4. Sean 7,5 € R,7 > 0,5 > —1/2 y, para v € L?(—1,1)
sean v; sus correspondientes coeficientes de Gegenbaguer (|1.3.4)). Definimos
el s-espacio de Sobolev pesado de orden r como,

oe}
H)(-1,1) := {ve L*(— Z (1+ 53" < oo}.

Naturalmente, tenemos el siguiente lema.
Lema 1.3.5. Sear,s € R,r = 0,s > —1/2. Luego el espacio H:(—1,1) junto

con el producto interno (v, w); = 3" v;w;(1 + j%)" y su norma asociada

0

re1n) o= D (1+ 52 oy

j=0

[lv

es un espacio de Hilbert.
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Demostracion. La buena definiciéon del producto interno es inmediata de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para probar que H!(—1,1) es completo,
tomamos (v, )neny una sucesion de Cauchy. Dado e existe N(e) € N tal que
||v, — vg|| < € para n,k = N(e).

Por lo tanto tenemos,

0
Z ) vim —vjl? <€ (1.3.5)

en particular, fijando j e Ny n,k > N(¢)
[V — 2 < e

y como R es completo, existe v] € R tal que v;,, — v; cuando n — 0. Si
hacemos tender £k — oo en obtenemos que

o0
Z 1+] |Uj,n_vj|2<5

para todo n = N(e), definimos entonces

i 1/2)
s+

(-1,1) = 0y ve HJ(—1,1) pues para ¢ = 1

Luego claramente ||v,,

(-1,1) < 0.

-1 < v —

||U (-1,1)

Luego H’(—1,1) es completo. O

Observacion 1.3.6. Directo de la definiciéon anterior se desprende que para
toda funcion v € H!(—1, 1) la expansion de Gegenbauer ((1.3.3]) con coeficien-

tes ((1.3.4]) es convergente en H!(—1,1).

Observacion 1.3.7. Teniendo en cuenta la identidad de Parseval sabemos
que [[v][7a11) = 2aio[val® luego se sigue que los espacios HJ(—1,1) y
L?*(—1,1) coinciden. Méas atn, tenemos una inclusion densa H(—1,1) <
H!(—1,1) siempre que r < t. Esto se deduce inmediatamente de la observa-
cién anterior ya que cualquier polinomio esta contenido en H!(—1,1) para
todo 7.
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1.3.2. Espacios en dominios multi-dimensionales

En la subseccion anterior vimos espacios que basados en dominios unidi-
mensionales. Hicimos esta distincion con las deméas dimensiones, ya que en
la anterior contamos con una base ortonormal de polinomios, y como vere-
mos en el proximo capitulo estos polinomios son autofunciones del un cierto
operador del tipo Laplaciano fraccionario pesado. Desafortunadamente, no
es posible copiar esta estrategia en las dimensiones mayores. Por lo que de-
beremos dar otra definiciéon de los espacios de Sobolev fraccionario pesados.
Teniendo en cuenta la Definicion [1.2.8] incluimos la siguiente notacion

d(z,y) == min{d(z),d(y)}. (1.3.6)

Definicion 1.3.8. Sea (2 un abierto, acotado con borde Lipschitz, s > 0 y
a € R. Escribimos s = k + 0, con k€ Ny o € (0,1], definimos el espacio de
Sobolev fraccionario pesado

H = {ve H*(Q) : [0%v|ug) < 0VBeN" tq. [B] =k},

donde

2
w(
|w|pg @) —J [ w(y)| 6(x,y)2ada;dy.

|n+20
QxQ

Le proporcionamos a este espacio la siguente norma

| a) = [Vl + Z 1070 1z 0
1Bl=k

También necesitamos definir el mismo espacio sobre todo R™

Definicion 1.3.9. Sea (), s y a como en las definiciones anteriores. El espacio
de Sobolev global pesado H (, es

5= {U e HY(R™) : [DPulye ey < 0¥BeN" tq. |B] = k} ,

donde

2
|wlHg 7)== Jf ’x_ |n+26)| 8(x,y)**dady.

R xR"™
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La norma de este espacio esta dada por

1os ey = lo1Brsgeny + 3 1DP0lig -

|8]=k

Siempre que el conjunto {2 este claro por contexto, lo excluiremos de la no-
tacion y simplemente escribiremos HZ (R™).

Observacion 1.3.10. Con el objetivo de obtener una definicion adecuada
para los espacios pesados, es decir, para asegurar su completitud, debemos
considerar algunas restricciones para los pesos utilizados. Una familia clasica
de pesos es la clase de Muckenhoupt Ay [30]. En la versién global HY(R™)
necesitamos restringir el rango de « a |a| < 1/2 para tener que §2“ € As,.

Las desigualdades de Poincaré juegan un rol fundamental en el analisis
de los métodos de elementos finitos. Por lo tanto, sera de nuestro interés
obtener un resultado analogo al de la Proposicion [1.2.7] para los espacios de
Sobolev pesados. Nuestro punto de partida es la siguiente desigualdad, sin
demostracion, de Sobolev-Poincaré para funciones con promedio cero.

Proposicion 1.3.11 (|29, Teorema 4.10] ). Sea 2 un abierto acotado, estre-
llado con respecto a una bola, o,7 € (0,1), 1 <p < q< 2. Luego
se obtiene la siguiente desigualdad

<J e _U|qu>q = C(J ngma( ) !xx)—z/lzs"ypd d$>' 13D

Junto con la proposiciéon previa, estamos listos para demostrar un resul-
tado analogo a (|1.2.6). Aqui damos una demostracion simple que vale con
a < s, sin embargo, recientemente se ha demostrado para o = s [20].

=

Proposicion 1.3.12 (Desigualdad fraccionaria mejorada de Poincaré). To-
mamos s € (0,1), a < s y Q un dominio estrellado con respecto a una bola
B. Entonces, existe una constante C tal que para toda v € L*(S)), se tiene

H’U — @H < Cdf{a\v\Hg(Q), (138)
con C una constante que depende de la excentricidad de Q (i.e. j:g:’;(g))
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Demostracion. Fijamos 7 = 1/2 en . Sin perdida de generalidad, pode-
mos asumir que v = 0; més atin, podemos considerar €2 tal que dg = 1.Para

“ S =2=q Observemos
que esta eleccion implica que p < 2, y por lo tanto para todo a € R, aplicando
la desigualdad de Hélder con exponentes % y %p,

1 2=p
||UHL2(Q) < C'[1212217

|” (z) —v(y)|” 2a
! T ras 0 v dyd
' J meB 6(1) x |n+25 (%y) yax,

(9 o) @
pel ] 2 — o 5 (0, y) P dyd.
QJQnB(z 5(“

donde

6(z . o(z
%) se tiene que 0(z,y) € [%,(5(1‘)],

asumiendo que o < s la segunda integral I, puede ser acotada de la siguente

manera:
! 2p(s=0) 2p(s=0)=2
p(s—o 2a p(s—o)—2a
J <J p dp) d(z) 2rdr < C’J §(z)” ¢ dx.
Q

2p(s—o)—2«
2—p

Como para cada r € Q ey e B (:c,

Esta integral es finita si y solo si > —1, y recordando la eleccion

de p, es suficiente con tomar
2n(s — o) + 20
n+ 20 ‘

Eligiendo « conforme a esta restriccion, obtenemos que el peso en el termino

I, debe satisfacer
200 1
—<2s—20(1——].
P n

Por lo tanto, tomando o = 5255 para € € (0,2s), obtenemos

a <

1
|U z) —v(y )|2 25— ’

20 < “fdyd
HUHL () (J LmB 5(z) ‘I— |n+25 (l’,y) yax 5

donde la constante C' depende de n, s,e y de la que aparece en ((1.3.7)).
Para dominios de didmetro arbitrario, un argumento de escale nos lleva di-
rectamente a una dependencia en dg. O
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Capitulo 2

Teoria De Regularidad

Dada una funcion f e H"(§2) (r = —s), recordamos el problema homo-
géneo con condiciones de Dirichlet para el Laplaciano Fraccionario,

S
{<_A) u=f el (2.0.1)
u=20 en ¢,

y el marco variacional definido en el capitulo anterior (Seccion [1.2.3). En
particular, la existencia y unicidad de la solucion débil u € H 5(Q2) que fue
establecido en la Proposicion [1.2.23] El camino a seguir ahora es identificar
cuando una solucién débil tiene mayor regularidad que H*(2), y que su-
posiciones sobre f tienen que ser establecidas para asegurar eso. Mas aun,
teniendo en cuenta el analisis de elementos finitos que queremos desarrollar,
estas estimaciones de regularidad serén utilizadas para acotar las normas de
Sobolev de las soluciones.

Un objetivo mas general es proveer una caracterizacion del mapeo del
Laplaciano fraccionario. Méas precisamente, cuando es posible invertir el ope-
rador en la escala de Sobolev. De hecho, esto es posible en el caso de dominios
unidimensionales. Vamos a probar que cierta variaciéon del Laplaciano frac-
cionario induce una biyeccion entre espacios de Sobolev pesados definidos en
la subseccion . En la seccion 2.1 desarrollamos la teoria de regulari-
dad para espacios unidimencionales y radiales. Esta seccién nos va a dar un
vistazo general sobre que tipo de resultados esperamos conseguir en espacios
mas generales.
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2.1. Problemas unidimensionales y radiales

Nuestro recorrido comienza con el problema unidimensional y radial. Los
contenidos de esta seccion serviran como guia de que tipos de resultados
vamos a esperar para el caso de dominios mas generales. Estudiaremos la
regularidad de soluciones del problema bajo hipotesis de suavidad de
la funcién del lado derecho f, incluyendo analisis en espacios de Sobolev y
funciones analiticas, y en dominios de multi-intervalos.

El background teorico presentado en esta seccion esta basado en [5].

2.1.1. Regularidad de Sobolev en un intervalo

En esta subseccion retomamos al Laplaciano fraccionario como un opera-
dor integral en un dominio acotado. Esto, naturalmente, motiva la utilizacion
de espacios de Sobolev pesados de la subseccion , los cuales proveen
un resultado de regularidad optimo para el Laplaciano fraccionario pesado
(—A) (-) :== (—A)" (w*:). Mostraremos que induce una biyeccién entre estos
espacios de Sobolev Pesados. Usando una versién del lema de Sobolev, po-
demos concluir que el factor de regularidad de las soluciones del Laplaciano
fraccionario admite k derivadas continuas para cierto £ que depende de la
regularidad del lado derecho. Por conveniencia, vamos a restringirnos a mirar
el dominio 2 = (—1,1); las definiciones correspondientes para los casos de
multi-intervalos se siguen facilmente.

El siguiente lema brinda una expresiéon muy tutil del Laplaciano frac-
cionario en términos de un operador integro-diferencial. Para una prueba,
referenciamos al lector a |5, Lema 2.3].

Lema 2.1.1. Sea s € (0,1), sea u € CZ (—1,1) tal que |u'| es integrable en
(=1,1), sea x € R,z ¢ 0Q = {—1,1}, y recordando (1.1.5), definimos

1
s % = —I(2s = sin(ws)/m (s #1/2). (2.1.1)
St S # %, entonces
d (! d

—A)® = C,— -2 @ d

(=AY u(e) = Cogr | o =yl Zuly)dy,
Y St s = %, tenemos

_1d !

d
—A)Y? Inlz — y|—u(y)dy.
(—A)" u() cdr ) n|x y|dyU(y) y
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Usando la funcion peso w(x) dada en (1.3.1)), para ¢ € C*(—1,1)(C'[-1,1]
introducimos la version pesada del lema anterior.

FA&¢@):{%§ylu—m*%%afmwww (s # 1/2),

L e g (o) dy (s=12) P

Observacion 2.1.2. Claramente, dada una soluciéon de la ecuacion
(=A), o= f

en el dominio Q = (—1,1), la funciéon u = w*¢ extendida por cero fuera de 2
resuelve el problema de Dirichlet para el Laplaciano fraccionario (2.0.1]).

Recordar que el conjunto normalizado de polinomios de Gengenbauer
{C}f“m constituyen una base ortonormal de L? (—1, 1) (cf.|1.3.2). Aho-

ra bien, elnregsultado clave que relaciona estos polinomios con el Laplaciano
fraccionario en dominios unidimensionales es que los polinomios de Gengen-
bauer conforman, ademés de una base ortonormal, un sistema de autofun-
ciones para el operador Laplaciano fraccionario pesado . El siguiente
teorema establece dicho resultado, para una prueba del mismo ver |5, Teore-
ma 3.14 y Corolario 3.15].

Teorema 2.1.3. El operador pesado, (—A). en el intervalo (—1, 1) satisface
la identidad
(—A)S (07(15+1/2)) _ )\ZC(S+1/2)7

n

donde
['(2s +n+1)

s _
An = n!

. (2.1.3)
Observacion 2.1.4. Una consecuencia muy util del hecho de que

lim n°~*T'(n + a)/T(n + B) = 1,

n—o0

es que tenemos una relacion asintotica > ~ O(n*¥) para los autovalores
©1.3).

Recordando la Definicion (|1.3.4)) es ahora evidente que el espacio de So-
bolev HI(—1,1) caracteriza completamente la regularidad de Sobolev del

operador Laplaciano fraccionario pesado (—A)°.
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Teorema 2.1.5. Sea r = 0. Entonces, el operador Laplaciano fraccionario
pesado puede ser univocamente extendido a un operador continuo y li-
neal (—A)? de HI™?5(—1,1) en HI(—1,1). El operador extendido es biyectivo
y bicontinuo.

Demostracion. Sea ¢ € HIt*(—1,1), y sea ¢" = D7, ¢jé¢§s+l/2) donde ¢,
denota los coeficiente de Gengenbauer de ¢ (ver (1.3.4). De acuerdo con el
Teorema [2.1.3] tenemos que (—A); ¢" = 37 )\jgbjé’jSH/Q). En vista de la
Observacion [1.3.6) y [2.1.4] es claro que (=A), ¢" es una sucesion de Cauchy
(y por lo tanto converge) en H!(—1,1). Por lo tanto definimos

—A S¢: lm (—A s ¢n: AS¢'é(S+1/2)EHT _171 '
w w nri~yj s

n—oo
j=0
La biyeccién y la bicontinuidad de la extensiéon se siguen facilmente, con-

siderando la Observacion 2.1.4] asi como la unicidad. La demostracion esta
completa. O

Corolario 2.1.6. La solucion u de con lado derecho f € HI(—1,1),

(r = 0) pude ser expresada en la forma u = w¢ para alguna ¢ € HT25(—1,1).

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema (2.1.5)) y Observacion ((2.1.2]).
O

La suavidad cléasica de soluciones de la ecuacion (2.0.1), para funciones
del lado derecho suficientemente diferenciables, resulta de la siguiente version
del teorema de Sobolev.

Teorema 2.1.7. [[5, Theorem 4.14]] Sea s = 0,k € N yr > 2k + s+ 1.
Luego tenemos una inclusion continua H'(—1,1) < C¥[-1,1] de H7(—1,1)
en el espacio de Banach C*¥[—1,1] de funciones k-diferenciables en [—1,1]
con la norma usual ||v||i := [|v]|w + [[0®]]s.

Observacion 2.1.8. El resultado previo es 6ptimo, veamos un contraejemplo
en el caso k = 0. La funcion v(x) = |log(x)|? con 0 < 8 < 1/2 no esta acotada,
pero si pertenece a H:1(0,1) para s € N

Corolario 2.1.9. El operador Laplaciano fraccionario pesado mapea
biyectivamente el espacio C*[—1,1] en si mismo.

Demostracion. Sale directamente de la proposicion junto con los Teo-

remas [2.1.5) y [2.1.7] O
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2.1.2. Regularidad en dominios de multi-intervalos

En esta subseccién nos concentramos en el caso de multi-intervalos es
decir:

Q= J(ab), (2.1.4)

=

Il
—_

(2

donde los intervalos (a;, b;) son disjuntos y no comparten frontera. Tenien-
do a mano las estimaciones de regularidad para el Laplaciano fraccionario
en intervalos, el analisis para el problema de Dirichlet homogéneo en
dominios 2 tales como no es una tarea dificil. La técnica que des-
cribiremos se basa en la idea de dividir al Laplaciano fraccionario pesado
en una componente de auto-interacciéon singular mas un resto diferencia-
ble. La componente de auto-interacciéon es un bloque diagonal que comparte
las propiedades de mapeo del Laplaciano fraccionario sobre intervalos (cf.
Subseccion , mientras que el resto es una suma de convoluciones con
respecto a un niucleo suave.

En primer lugar, un resultado similar al Lema se obtiene para multi-
intervalos.

Lema 2.1.10. Dado un dominio §) del tipo , sean s € (0,1), u e CZ (Q)
y Cs la constante definida en tenemos que

si s # L entonces

(—A) u(x) = L Zj & — gt~ dy (v)dy,

Y St s = %, tenemos

para todo = € R\ = |V {a;, b}

Usando la funciéon caracteristica x(q,p,) de cada intervalo individual, y

tomando w*(z) = 3 (z — a;)* (b — T)*X(as,ps) ¥ @plicando el lema anterior,

podemos definir el Laplaciano fraccionario pesado para multi-intervalos sobre
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Q como (—A)’ = K, + R, donde

A d > d
L)) = O X o @) [ e =l g o)y

a;

es un operador diagonal y donde R es el operador asociado al resto de la no
diagonal. Usando la formula de integracion por partes es facil chequear que

Rsop(x) = C(1,s) JQ\( ) lz —y| 2wt (y)o(y)dy for xe (aj, b;).

El bloque diagonal se asemeja al Laplaciano fraccionario pesado para un
solo intervalo. Y como el ntucleo de R, es suave, escribiendo la ecuacion
(—A)> ¢ = f como Ks¢ = f—Rs, y habiendo probado la existencia y unicidad
de soluciones para un solo intervalo, es posible probar la regularidad en el
espacio de Sobolev pesado asi como para el espacio de funciones analiticas.

Teorema 2.1.11. [5, Theorem 4.21] Sea Q acorde con . Entonces,
dada f € L2(Q), existe una unica ¢ € L2(Q) tal que (—A)] ¢ = f. Mds ain,
para f € HI () tenemos ¢ € HI25(Q).

2.1.3. El Laplaciano fraccionario para bolas

En esta subseccién proveeremos una familia de soluciones para bolas.
Aunque los resultados presentados aqui no hablan directamente sobre los
problemas de regularidad, estdn estrechamente relacionados con los resulta-
dos obtenidos en una dimension.

Independientemente de [5], una forma diagonal para el Laplaciano frac-
cionario es obtenida en [22| empleando argumentos basados en la transfor-
mada de Mellin. La forma diagonal desarrollada alli provee, en particular,
una familia de soluciones explicitas en las bolas n—dimensionales de R", las
cuales estan dadas por un producto de un termino singular y las G-funciones
generales de Meijer.

Aqui mencionaremos la construcciéon mas simple provista en ese trabajo.
Considerar los polinomios de Jacobi Pk(a’ﬁ) :[-1,1] — R, dados por

@), Tla+k+1) SOENT(a+B+k+m+1) fz—1\"
i (x)_k!F(a+6+k+1)2<m) T(a+m+1) (2 ) ’

m=0
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y la funcion peso esta dada por w : R" — R, w(z) = 1 — |z|*

En [22, Theorem 3| se muestra como construir explicitamente autofun-
ciones para el Laplaciano fraccionario pesado usando P,ES’”/ 2"V Para ser mas
preciso, los autores demuestran el siguiente teorema.

Teorema 2.1.12. Sea B(0,1) < R" la bola unitaria. Para s € (0,1) y ke N,

definimos
22T (1 +s+k)D(5 +s+k)

e kT (2 + k)

(2.1.5)
ypy R SR,
p (2) = BTV @ — Dy ().
Entonces se obtiene la siguiente ecuacion
(=8 (wp) (@) = Mep (@) in B0, 1),

La coneccion entre el teorema previo y el Teorema [2.1.3] esta dada por la
relacion entre los polinomios de Gegenbauer y Jacobi.

) 1
P,Es’ 1/2)(1') - C(S,k)C’Q(Zﬂ/?) (@) .

Una simple manipulaciéon conecta los autovalores correspondientes. A saber,
se tiene que A5, = A (cf. (2.1.3) v (2.1.5))).

2.2. Regularidad de Holder-Sobolev

En esta parte hablaremos de la regularidad Sobolev para resultados de
(2.0.1)) en dominios mas generales comparados con la seccién anterior. Ade-
més, estamos listos para dar estimaciones en términos de los espacios de
Sobolev pesados definidos en la Subseccion [I.3] Sin embargo, el inconvenien-
te en este proceso es que las estimaciones que obtenemos estan expresadas
en términos de la regularidad Holder de la funcién dato.

Las demostraciones que presentamos aqui se siguen de [4] y dependen de
los resultados de regularidad Holder de [43|. En particular, algunas de estas
estimaciones miden, de una forma precisa, el comportamiento singular de las
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soluciones cerca del borde. Expondremos en el Capitulo 3 como aprovechar
el incremento de regularidad en los espacios pesados para mejorar el orden
de convergencia de la aproximaciéon por elementos finitos para el problema
de Dirichlet fraccionario.

Empezamos con algunos resultados clave.

Teorema 2.2.1. [Ver Prop. 1.1 en [43]] Si Q es un dominio acotado y Lips-
chitz que satisface la condicion de la bola exterior y f € L*(Q), entonces

cualquier solucion u de pertenece a C°(R™) y

[ulles@ny < O )| f]|=0)- (2.2.1)

Atin més, si f es Holder continua, entonces el orden de estimacion Holder
obtenido para u es mas alto; y éste estd expresado en términos de ciertas
normas pesadas. Para 0 < 3, denotamos por |-|cs(q) la seminorma de C*(Q2).
Para 6 > —f3, escribiendo § = k + ' con k entero y ' € (0, 1]. Recordando
la definiciéon , definimos la seminorma pesada

k k
0 _ 5+9’D w(r) — D"w(y)|
wl,’ = sup i(z, y
| |ﬁ xygé ( y) |1:__y|5

)

y la norma asociada || - Hg)) de la siguiente forma: para 6 > 0,

k
Hw?=2Gw&Nﬂﬂmm)ﬂwﬁ

=0 el
mientras que para —f3 < 6 < 0,
( - (©)
0 0
ol =l oy + 3 (supo(a) Do)l +
/=1 xe
La estimacion Holder de orden mas alto para soluciones es la siguiente.

Teorema 2.2.2. [Ver Prop. 1.4 en [45] Sea Q0 un dominio acotado y > 0
tal que ni 3 ni B+ 2s son enteros. Dada f € CP(Q) tal que HfH(;) <,y
u € C*(R™) es una solucion de (2.0.1). Entonces, u € CP*?5(Q) y

lull§3, < € (25,8) (Ilulle=n + LA1S)
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En las siguientes observaciones exploraremos algunas consecuencias del
teorema previo.

Observacion 2.2.3 (caso s € (0,1/2)). Tomando 3 € (0,1 — 2s) en el Teo-
rema obtenemos que existe una constante C' (€2, 5, s) tal que

sup ae )+ s < 0 (1f11zemg0 + 171157 (2.2.2)

25eQ |l‘ _ y|ﬁ+25

Mas atin, como 3 < 1, para f € C%(£2) es sencillo probar que

1S < O, )] flles o).

Observacion 2.2.4 (Caso s € (1/2,1)). Considerando 5 € (0,2 — 2s), Teo-
rema implica que

s1s [Du(z) — Du(y)] (s)
sup d(z,y) 7 = g <C<stvﬁ7||f||ﬂ > )

x,ye)

supo(2)' = Du(a)| < C (25,8, 115
el

En lo que sigue de esta seccion mostraremos como usar estos resultados
para acotar la norma de Sobolev de u. Primero nos enfocaremos en regula-
ridad dentro de €2 tanto para espacios estandar como para espacios pesados;
luego extenderemos los resultados a todo el dominio R".

Para nuestros propositos, es ttil dividir a € x £ en un conjunto en el
cual la distancia entre x e y esta acotada inferiormente por d(x,y) y otro
conjunto en el que |z — y| sea menor que eso. Para el primer conjunto, la
regularidad de Holder de la solucién es suficiente para controlar el integrando
que involucra a la seminorma fraccionaria de u, ya que la diagonal {z = y}
esta apartada de este conjunto. En el caso del segundo conjunto, como la
diagonal si lo interseca entonces el peso involucrado es singular, luego algunos
términos extras son requeridos para controlar su crecimiento; esto es obtenido
gracias al Teorema [2.2.2] Es conveniente observar que, dada una funcion
v:QxQ— Rtal que v(z,y) = v(y, x) para todo par z,y € , la integral de
v sobre £ x Q) es igual a integrar dos veces sobre el conjunto

A={(z,y) e Q2 xQ:d(x,y) =0(x)}. (2.2.3)
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Pensando en la descomposicién mencionada en el parrafo anterior definimos

B={(z,y)e A: |z —y|=0(x)}. (2.2.4)

Observacion 2.2.5. Recordamos una identidad muy ttil respecto a la inte-
grabilidad de la funcién potencia de la distancia al borde. Lo siguiente vale

siempre que o < 1:
o 1
La(@ dz = O (1 - a) (2.2.5)

Después de estos resultados preliminares estamos listos probar la regula-
ridad de tipo Sobolev-Hélder que buscamos. Separaremos el argumento en
dos: primero estableceremos los resultados en un dominio €2 en el caso estén-
dar, y luego nos enfocaremos en los espacios pesados. Para finalizar, haremos
una extension a todo R”.

2.2.1. El caso s € (0,1/2): regularidad en el espacio frac-
cionario estandar

Estamos en posicion de probar, que si el lado derecho es suficientemen-
te suave, entonces las soluciones ganan casi media derivada en el sentido

Sobolev.

Teorema 2.2.6. Sea s € (0,1/2) y f € C275(Q). Luego, para todo ¢ > 0, las
soluciones u de pertenece a H*275(Q), con

C(Q,s,n)
HS+%76(Q) < f“f“o%fa(ﬂ)

|u

Demostracion. Tomemos 6 € (s,1) y consideremos la division de A mencio-
nada anteriormente. Luego aplicando la estimacion (2.2.1)),

J u(z) —u(y)l?

lz — y|n20 ddy <

< O )| f f  — 4| dady
Q JB(z,6(x))c

C(Q,s,n 2
( )HfHL (Q)J 5($)2(S_9)d$.
0—s Q
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Una condicién necesaria y suficiente para la finitud del lado derecho en la
desigualdad previa es que 0 < s + %
Por otro lado, asumiendo que f € C#(Q) para algun 8 > 0. La desigualdad

de (2.2.2)) conlleva a

u(x
J | ‘n+26’ dxdy\

A\B
< CvJv 5(x)72(ﬁ+s) (J |I‘ o y|n29+25+4sdy) dr.
Q B(z,6(z))

Ahora bien, la integral sobre B(x,d(z)) es finita si y solo si 5 + 2s > 6.
Entonces, en este caso tenemos que

f Juw) = w4 < J §()%5 0 dz, (2.2.6)

|.1' _ y|n+29
A\B

donde la constante final toma la forma de

C’(anﬁ)

ety S

Una vez maés, la mtegral de es finita si y solosi f < s + .S 6 = %— s,

eligiendo § = s + 4 35— 6 Conclmmos que

J |u(x) _u(y>|2dxdy < C(Q;S,H)J (5<$)_1+25d$.

|z — y|n+20 0
A\B

Como la integral del lado derecho es O(¢71), la prueba concluye. n

Observacion 2.2.7. Si f es mas regular que C2*(€2), no obtendremos ma-
yor regularidad a partir de la desigualdad puesto que en nuestra prue-
ba el termino 5 desaparece en la estimacion de la integral sobre A\B: en la
desigualdad , la dependencia de la regularidad del dato esta oculto en
la constante que aparece en el lado derecho, pero no asi en el exponente del
integrando.
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2.2.2. El caso s € (1/2,1) regularidad en el espacio es-
tandar y pesado

En lo siguiente mostraremos que un anélogo al Teorema [2.2.6| es posible
para s € (1/2,1) y, al igual que antes, ganamos casi media derivada en la
estimacion a priori. Més atn, a lo largo de la prueba es evidente que si el lado
derecho es suficientemente suave el comportamiento singular de la solucion
se localiza cerca del borde. Por lo tanto, introduciendo pesos apropiados
encontraremos resultados alternativos de regularidad.

Antes de empezar, observaremos que ganar media derivada implicaria que
la solucién pertenezca a H'(§2). Por consiguiente, una importante herramien-
ta a ser utilizada es la Proposicion [I.2.13] que caracteriza el comportamiento
de la norma fraccionaria | - | 1<) cuando € — 0.

En primer lugar, queremos probar que para soluciones u de , el
producto 51/2|U‘H175(Q) esta acotado cuando € — 0, y por lo tanto, u esta
en H'(Q). Para este proposito, es necesario la siguiente estimacion local de
regularidad Holder |43, Lemma 2.9].

Lema 2.2.8. Si f e L*(Q2) y v € (0,2s), luego u verifica

[l v @y S OB flle@) Vo el (2.2.7)

donde R = y la constante C' depende unicamente de 2,s y vy, y explota
solo cuando 7 — 2s

La regularidad H' previamente mencionada se sigue usando este lema y
por un argumento similar al Teorema [2.2.6]

Lema 2.2.9. Si s € (1/2,1) y f € L*(Q), luego la solucion u de
pertenece a H'(Q) y por lo tanto a H'(R™). Mds ain, satisface

C(Qv Svn)||f||L°°(Q)
< y
[l @) 2% — 1

donde la constante C(§2,s,n) estd uniformemente acotada para todo s €

(1/2,1).

Demostracion. Tomemos € € (0,1 — s) y, con la misma idea de antes, consi-
deramos los conjuntos A y B, pero con la pequena diferencia de 2) en vez de
d(z) en la definiciéon del altimo conjunto. Tomando v = 1 — C'(g) para algin
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0 < C(e) < € a ser elegido. Aplicando la desigualdad (2.2.7) y procediendo
igual que el Teorema [2.2.6] se sigue que

C(Qasan)HfH%OO(Q) 2
(s—1+¢)
Jf iz — ‘n+2 1 —o) d dz e—C(e) JQ o) o

A\B

Observar que la constante C' en la desigualdad previa se mantiene acotada
para todo s € (1/2,1), y que la integral de la derecha es O((2s—1+2¢)7!). Por
otro lado, tomando en cuanta la regularidad Holder global de u (cf. ecuacion
(2.2.1))) se obtiene inmediatamente

2 2(s—1+e
fj ]a:_y,mz(p dydx C(S s, )| fll1(0) L(s(x)( +€) ds.

Combinandola con la estimacion previa, obtenemos

9 C (8, s, n)HfH%OO(Q)
|U|H1—E Q) S )
) (e=C(e))(2s—1+¢)

donde la constante C'(€2, s,n) se mantiene acotada uniformemente para s €
(1/2,1). Tomando C(e) tal que ¢ — C(e) = O(e), la conclusion buscada se
obtiene de la Proposicion [1.2.13] O

Ahora, debemos conseguir alguna regularidad para Du. Sea /3 € (0,2—2s)
y asumamos que f € C?(2). Consideramos los conjuntos A y B de © como
al principio (cf. (2.2.3)) y (2.2.4])) e introducimos la integral pesada

|Du(x) = Duy)P .
= JJ |x—y|n+2(£ ) §(x,y) " “dzdy.
A\B

Usando la primera desigualdad de la Observacion veremos como se
involucran los parametros ¢ y « para que I se mantenga acotada. En primer
lugar,

Q \JB(z,5(z))

< —J z)2eFs =0 dr < ¢
B+2s—1{ Jq (B+2s—0)(1+2(a+s—1))
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donde, para que se mantenga la convergencia de las integrales

1
(—[<2s y €<a—i—s—|—§ (2.2.8)

En segundo lugar, para

o f Du(e) — DUy

|z — y[r 2D

de nuevo gracias a la Observacion m (segunda parte)

CJ <J _ y|n2(€1)dy) 5(x)2(a+sfl)dx
(z,0(x))°

C
< 2(a+s—¥) <
¢ L o) dr (1+2(a+s—1Y))’

donde, para garantizar finitud de las integrales, se debe cumplir (2.2.8]). Bajo
estas condiciones, hemos probado que

C
B S B 2s— 01+ 2ats—0)

| Dul? (2.2.9)

Dentro del rango provisto en 8|) podemos demostrar algunos casos de
interés. En la misma sintonia que el Teorema 2.2.0) si consideramos av = 0y

{=5+1/2—¢en (2.2.9) tenemos que:

Teorema 2.2.10. Si se (1/2,1) y f € C#(Q) para algin 3 > 0, entonces la
solucion u de pertenece a H"27=(Q) para todo € > 0, con

Cc(Q,s,n,p
Dul, g < )| llesn.

) T (25 — 1)

En lo que sigue, tornaremos nuestra atenciéon a los espacios pesados. Co-
mo nosotros nos restringimos a funciones peso que estén en la clase A, de
Muckenhoupt tenemos que restringirnos a que a < 1/2. De acuerdo con
esto, tomamos o = 1/2 — ¢ para ¢ > 0 suficientemente chico y tomamos
(=14s—2cypB=1-s. De logramos la siguiente versién pesada,
donde ganamos casi una derivada de regularidad.

o4



Teorema 2.2.11. Seas e (1/2,1), f € C175(Q) y u es la solucidn de .

Luego, dado € > 0 se afirma que u € Hll/;‘:QE(Q) Y

0(9737 ||f||1—s)

€

HuHHll/*; @) S

Observacion 2.2.12. Las estimaciones de regularidad en esta sesiéon son
6ptimas, en el sentido que si consideramos el problema

{(—A)S u=1 1in B(xg,r),

2.2.10
u=0 in B(xg,71)° ( )

para xg € R™ y r > 0, entonces su solucion esta dada por (cf. Teorema [2.1.12)
221 (3)

D(2£2)0(1 + s)

u(z) = (r* — |z —x*)" in B(xo,r)

Es inmediato chequear que esta funcién pertenece a H 5+%_5(Q) para todo
€ (0,1), y en Hll/g:%(ﬂ) si s € (1/2,1) y que el parametro € no puede ser
removido.

Observacion 2.2.13. La técnica utilizada aqui para obtener mayor regula-
ridad en los espacios pesados para s € (1/2, 1) no pueden ser aplicadas para el
caso de s < 1/2. De hecho, de las consideraciones que hemos hecho, sabemos
que no podremos tener mas regularidad que H**%/275(Q). Si s < 1/2, este
exponente es menor a 1 por lo que no podemos aplicar la Proposicion |1.2.13
como lo hicimos anteriormente.

2.2.3. Regularidad Global

Una consecuencia directa para regularidad global es una tarea sencilla en
este contexto. Primero presentaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.14. Para 3 <s<1l,e>0yuc H*375(Q), se sostiene

D 0
f f | “+2 —dyde < —20( S| Dy
c |n —€ S — 1

H375()

Demostracion. Es simplemente una consecuencia de la inclusion Q¢ < B(x, d(x))¢

para todo x € Q y la desigualdad de Hardy (1.2.9). O]
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Combinando los Lemmas y Teorema [2.2.10| hemos probado:

Proposicion 2.2.15. Si1/2 < s <1y f e C%(Q) para algin 8 > 0, luego
la solucion u de pertenece a H*27%(Q) para todo e > 0 y

C(Q,s,n, )
R n < T =/ 1\
H°T27°(R") VeE(2s —1)

Demostracion. En primer lugar, gracias al Lema tenemos que u perte-
nece a H'(R™). Y por otro lado,

D 2
|D |2 - J f ‘ u (y)‘ dl'dy
H? (Rn) n Jon |n+2 (s—1—e)

D 2 D 2
JJ' u(z) — Duly)] da:dy+2ff | “(“’>’1 dydz
y’n+2(3777 €) o Jae |z — y|n+2(sf§fs)

2 C<Qa San)
B3 5@) | 25 — 1 — 2

lu

1f1les o)

2

< |Du _1_

|Du

C<Q7 S?”’) 2
< (25 — 1 —2¢)(2s — 1)&:"”05(9)'

En la ante ultima desigualdad aplicamos Lema [2.2.14]y en la ultima Teorema
2.2.10], esto concluye la demostracion. O

De forma similar podemos probar:

Proposiciéon 2.2.16. Sea 1/2 < s < 1, f € C'**(Q) y u una solucion de

nuestro problema. Luego, dado € > 0,u € Hll/zs (RY) y

C(Q’ 5, HfH1*S)

£

||u||H11/+25:625(R") =
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Demostracion. En primer lugar, gracias al Lema tenemos que u pertene-
ce a H'(R™). Y por otro lado, haciendo la misma division de antes, utilizando
el Teorema [2.2.11]y el hecho de que 0(z,y) < |x — y| cuando (z,y) € Q x Q°
tenemos,

r _ 2
]Du _ J |DU(JI> Du(y)| 5(3:’ y>172sd$dy

HS™2 (R 2(s—2
1 E 0 Jga |7 — y|n 2=

(&

| Du(x
< |Du Hi_QEE + 2f JC |n+2 )dydl‘
(9 =) | CQ
< C@allflics) | O@8m)
_ . @

C( s, || flli-s) N C(Q,s,n)

£ (25 —1— )Hﬂh“

N

donde en la ultima desigualdad usamos Teorema [2.2.10 O

2.2.4. El caso s =1/2

Hasta ahora, el caso s = 1/2 a quedado excluido de nuestro anélisis. En
funciéon de obtener estimaciones de regularidad para este caso, los argumentos
para llevarlo a cavo son del mismo espiritu que antes, el tinico inconveniente a
superar es la necesidad de > 0 en Teorema [2.2.2| Este caso, demanda menos
regularidad de la funcién f. En efecto, de la misma forma que probamos Lema
obtenemos que u € H'7¢(Q) para todo € > 0, con una cota del estilo

(92, n)
5

Observemos que esto no asegura la pertenencia de u € H(2) tomando € — 0,

lo cual es coherente con el ejemplo ([2.2.10)).

o7

[ |Du(x) — Du(y)[? = f f | Du(x)
= ) “dxd 2
QL |x_y|n+2s 2¢) ( ray + . ’x_y‘n-ﬂs 2¢)

§(z,y)' *dydw



Tomando € > 0, la norma energia en este caso puede ser acotada recor-

dando ({1.2.20) y la desigualdad de Hardy (1.2.4)) como sigue,

lulfy = oy + |, ) Pora

Ju(z) |

(2.2.12)
< |u‘?;11/2+6(9) + CJQ 5<x)1+2€ < OHuHiﬂ/2+E(Q)'
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Capitulo 3

Aproximaciones por elementos
finitos para el problema
homogéneo

En este capitulo llevaremos acabo un estudio completo de elementos fini-
tos para el problema de Dirichlet homogéneo con el Laplaciano Fraccionario.

{(—A)su =f en{,

u=70 en (¢

En la Seccién 3.1 introducimos el espacio discreto que utilizaremos, estable-
cemos la formulaciéon discreta de nuestro problema y recordamos algunas pro-
piedades necesarias para mas adelante. El enfoque que elegimos para obtener
una estimacion del error es considerar un interpolador adecuado en un espa-
cio de elementos finitos Vy, y estimar el error de interpolacion. En la Seccién
3.2 analizamos las propiedades de estabilidad y aproximaciéon del operador
de Scott-Zhang en espacios de Sobolev fraccionarios. Estas propiedades son
usadas para mejorar el orden 6ptimo de convergencia de las aproximaciones
de elementos finitos para el contexto estandar. En la Seccion 3.3 deducimos
el orden de convergencia del esquema discreto en la norma energia L?((2).
El método de elementos finitos es implementado en una dimensién, donde
mallas uniformes son propuestas. Experimentos numeéricos son presentados
en la Seccion 3.4.
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3.1. Problema discreto y espacios discretos

Asumimos que UTen T = Q donde 7y, es una triangulacién admisible de
) compuesta por elementos de T" de diametro hp y con pr igual al didme-
tro de la bola mas grande contenida en 7. Requerimos que esta familia de
triangulaciones en consideracion satisfaga:

do>0t.q. hy <opr VT €Ty, (Regularidad)
Ik>0t.q hp <khp YT,T'eTh:T T + &, (Uniformidad Local)

Naturalmente la segunda condicién es consecuencia de la primera. De esta
manera k puede ser expresado en términos de o.

Consideraremos elementos finitos Lagrangianos de grado 1 y establecemos
funciones discretas que se anulan en 0€). A saber,

Vi, ={veCy(Q) :v|r € PIVT € Tp} (3.1.1)

A lo largo de lo que queda de la tesis, denotaremos por {X(i)}iel Y {®itier
a los nodos y a las bases nodales de V},, respectivamente. Recordemos de la
Seccion que el espacio varacional para el problema es

Naturalmente, el espacio V; esta contenido en V, por esto, es claro que
estamos tratando con un método conforme. Mas aiin, es inmediato que existe
linica solucién para el problema discreto

(V.1 ll) = (ﬁm), o).

encontrar uy, € Vy, tal que (up,vp)y = J fon, Vv, €V, (3.1.2)
Q

donde {up,v)v es la forma bilineal definida por (1.2.18)) y el Lema de
Céa vale en este contexto. En otras palabras, la soluciéon de elementos finitos
es la mejor aproximacion en Vy, del problema (3)):

llu — uplly = min [Ju — vp]|y. (3.1.3)
vhth

Entonces, la convergencia de las aproximaciones de elementos finitos es equi-
valente a preguntarse como los espacios discretos V; aproximan soluciones

de (3.1.2)) en la norma energia.
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Terminaremos esta seccién estableciendo un poco de notaciéon y recordan-
do propiedades basicas. Tomando un subdominio A = A; < Q, considerar un
mapa afin Fy : A — A, FA(Z) = BpZ +xg, donde A es un conjunto referencia.
Luego, se sigue inmediatamente que,

|detB, | < CRY™M, ||Bal| < Cha,

. (3.1.4)

[detBy'| < Chy™ ™, ||| < Ohy,
donde las constantes dependen del grosor tanto de A o A. En el caso que A
corresponde a un elemento de la triangulacion 75, denotaremos al conjunto

~

T, y los definimos por

~

Ti={%=(21,22) eR*: 0< & < 1,0 < &5 < 41} . (3.1.5)
Dada una funcién v : T'— R, definido por © = v o Fr. Haciendo un cambio
de variables y usando ({3.1.4]), se verifica inmediatamente que
~ —n/2
18] 22y < CO) ™[0l 2,
1D°0| oy < Clo, k)b " PIID] |2y Yot o] = &, (3.1.6)
D%0| sy < Clo ke, OB "DV vy Vot o] = k0> E.

Finalmente, observamos que las funciones base que estamos considerando son

Lipschitz, con modulo de continuidad Lip(yp;) < C,E‘;) para todo 7, donde T es

cualquier elemento que tiene a X como vértice.

3.2. Estimaciones de quasi-interpolacion

La identidad nos permite estimar la solucién de elementos finitos
eligiendo una buena funciéon discreta v, del lado derecho. Tradicionalmente,
esto se hace examinando operadores de interpolaciéon. Sin embargo, no po-
demos asegurar que la evaluacion puntual de soluciones este bien definida,
necesitamos operadores que utilicen como entrada algin tipo de integral de
la funcién. Estos son llamados operadores de quasi-interpolacion y utilizan
integrales de la funcion a ser interpolada ya sea sobre elementos o sobre
elementos del borde, siempre que la traza este bien definida. Luego, esti-
maciones que involucran estos operadores de quasi-interpolaciéon tipicamente
acotan normas de un elemento en términos de las normas de sus alrededores.
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Un aspecto complicado de trabajar con seminormas fraccionarias es que
no son aditivas con respecto a la descomposicion de dominios. Sumar las cotas
de todos los elementos de la triangulaciéon no conlleva a una cota global. Por
lo tanto, recaemos en las técnicas de localizacion vistas en la Seccion [1.2.4]
Esto requiere entonces estimaciones no solo sobre elementos, sino también
sobre cierto solapamiento. Es decir, acotaremos funciones sobre conjuntos de
la forma 71" x S, donde

ST = U T/.
T'T' AT+
Recordamos la formula de localizaciéon obtenida en donde 0; es rem-
plazado por hr gracias a la uniformalidad Local de la cuadratura.

2
0Py < Y J %@ﬁ%&mw+0%?mmw).(wy
A P ST

Nuestro siguiente paso es conseguir un operador de quasi-interpolacion
adecuado. Nosotros trabajamos con el interpolador de Scott-Zhang [46]. Otras
opciones que pueden derivar en similares aproximaciones son el operador de
Clément [14], el operador de Bernardi-Girault |7] o la mas reciente contribu-
cién por Guermond and Ern [27].

Para el proposito de la siguiente definicién y solo por esta seccion, asu-
miremos que el espacio de elementos finitos V; es construido por elementos
de Lagrange de grado arbitrario k.

Definicién 3.2.1 (Interpolador de Scott—Zhangl. Dado un indice i € I,
se define el numero a; como sigue: para X e T, tomamos A; — 0T t.q.
X@ e A; (si X € 0Q, entonces A; debe vivir en 0€2). Tomamos la proyeccion

Py, : LY(A;) — Pi(A;), sea {g0§ )}‘ ; la base de funciones que no se anulan
je

en \; y {wj(.i)} su base dual,

f Vo =85, Vke .

Luego, concideramos a; = Py,v(X®), y dada una funcion v € H(Q)(¢ >
1/2), definimos el interpolador de Scott-Zhang de v como

Iyo(z Z a;p;(x

iel
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o equivalentemente,

Iy(z) = Z (L v%@) vi(z).

i€l
Recordamos algunas de las propiedades basicas del operador I;.
Teorema 3.2.2. Sea { > 1/2, luego I, - H(Q) — V), satisface que I,(vy) =

v, para todo vy, € Vy, y I, preserva condiciones de borde, en este sentido
HE(Q) es mapeado a Vo := {vy, € V}, : vplog = 0}.

Resultados de estabilidad y aproximabilidad del interpolador de Scott-
Zhang en espacios fraccionarios fue estudiado en [40]. Aqui seguiremos las
técnicas de ese trabajo y, en vistas de , adaptarlo a conjuntos de la
forma T x St.

Proposicion 3.2.3. Sea T € Tp. Si s€ (0,1) y £ > max{l1/2,s}, escribimos
(=k+/0, conkeNy/le(0,1]. Sive H ), entonces

’[}{U(SIZ) — [hv(y)|2 O(n70—7 E) : j—2s j —2s
J JS |£B _ y|n+25 dydx < 1—_ s Z h%j 2 HD]UHQLQ(ST) + h%ﬂ[ 2 |U|§{[(ST)

j=0

(3.2.2)

Demostracion. Sea T € T,,x € T yv y € St, de la definicién del interpolador
de Scott-Zhang es claro que

hote) ~hts) = 3 ( | o) (eile) = o).

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Hélder y recordando que el numero
de términos en la suma esta acotado por alguna constante dependiendo de
la regularidad de la malla, obtenemos

I —1 2
T JSr |z — y[nt2s

Clo) >, IWillZeq,

:X@eSp

|901 )|
dydzx.
J LT y|n+2s

(3.2.3)
Estimaremos los términos del lado derecho de la desigualdad previa separa-
damente. Con la notacion de la Definicion [3.2.1] sea 7”7 un elemento tal que
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T" = A; (en este caso, esto es 7" =T) o A; € dT" (en este caso, T" es o bien
T o uno de los vecinos que estan en Sy).
Por |46, Lemma 3.1], se tiene que

193l Lo ay) < Co) ™) (3.2.4)

Lo siguiente sera estimar ||v|||1(s,) en términos de |[v||L2(7+). Por un lado,
si A; es n-dimensional, entonces A; = T" y por la desigualdad de Holder se
obtiene que

ol 21y < BP0 2 - (3.2.5)

Por otro lado, si A; = dT" es (n — 1)-dimensional, consideramos un mapa afin
Fy i Ay — A;, donde A; < 6T y T es el conjunto de referencia definido en
(3.1.5). Luego, aplicando el teorema de la traza H* (T) — Ll(AZ), tenemos

1ollzray < COMG 10l ey
donde © = v o F. Combinando esta desigualdad con (3.1.6]), deducimos
HMWM<0M®W212MMWMMT+MMWT . (3.2.6)
7=0

En cuanto a los términos que involucran a las funciones base, asumimos que
T es un elemento tal que X® e Sp. Recordemos que la regularidad de la
malla implica que Lip(p;) < C(”), y que existe una constante C'(o) tal que
para todo x € T se tiene que

a(r) = ngae}g); d(xz,z) < C(o)hy. (3.2.7)

En concecuencia,

Jj i Pi )’
Sy ‘ZU— ‘n+25

y‘2_n_28dydl‘

C(n,o) ., o
hi2s,

a(z)
pl_ZSdpdl' <
0

Combinando estas estimaciones con (3.2.4)) y ya sea (3.2.5) o (3.2.6), y to-
mando en consideracion que hy es comparable con hr para toda T < Sy,
deducimos
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e si A; =T, entonces

|‘Pl — iy )| C(n,o), _ s
f J nt2s dydl’ < T hT2 HUH%Q(T);
Sp — S

112
[ 1

e si A;  JT, entonces

|% i)l
% o J J d dx <
[T i
2
C(n,o,t
%h 2s [Z hj /HDJ’UHLQ (1) + hT/|’U|Hé T .
—_ =

Como #{i/X® e T} < C(0), la identidad (3.2.2) se sigue combinando las
ultimas dos estimaciones con (j3.2.3)) n

Antes de obtener estimaciones de la aproximalidad del operador de Scott-
Zhang, recordaremos algunos hechos clave bien conocidos. Sea S un dominio
estrellado con respecto a una bola B. Introducimos el polinomio P,v de grado
k con la propiedad

L (v — Pyv) = 0

para todo multi-indice o de orden || < k. En nuestro contexto necesitamos
focalizarnos en los casos k = 0, 1. Por ejemplo, la Proposicién [1.2.6| nos dice
que

HU — PO'UHLQ(ST) < Chgy’l)’HE(ST),

para 0 < ¢ < 1y con una constante dependiendo del grosor de Sr. En este
contexto, gracias a las propiedades de la malla (Regularidad) y (uniformidad
local), dicha constante puede ser expresada en términos de o.

Como |v — Pyv|ge(s,) = |v]me(sy), por medio de interpolacion y estimacio-
nes L? obtenemos

|U — P()U Hs(ST) Ch |U’HZ(ST)7 (328)

para cualquier 0 < s < ¢ < 1, con una constante C' = C(0).

Similarmente, usando la desigualdad estandar de Poincaré para funciones
con promedio cero junto con la Proposicion [1.2.6, obtenemos para cualquier
1l<l<2

||U — P1U||L2(ST) + hT|’U — Plv|H1(ST) < Ch€“|U’H‘3(ST), (329)
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con C uniformemente acotada por o.
Ahora estamos listos para probar, por medio de argumentos estéandar,
una aproximacion para el operador de Scott-Zhang sobre T' x Sp.

Proposicion 3.2.4. Sea o bien 0 < s <l <1yl >1/261/2<s<1y
1<l <2, yseal, el operador de Scott-Zhang. Entonces, para todo T € Ty,

ff |(v—lw)|(:rf)—(v—lhv)(y>|2 C(n,0,0)
T JSp T -

_ y‘n-‘rQS

dydzr < h%éﬂslv\iﬂ(sﬂ.

Demostracion. Asumamos 0 < s < ¢ <1y ¢ > 1/2. Como I, es una proyec-
cion sobre V| se tiene que v — Iyv = v — I Py + I (Py — v).
Mas atn, combinando la estabilidad de la proposicion |3.2.2| con la esti-

macion (3.2.8)), deducimos

f f [ In(Pov — v) () — In(Fyv — ) (y)]
T Jsr

C

2
dydxr <
|17 _ y’n+2s yax

(n,o0,0) C(n,o,0) 12025 |2

1 s 1 . T ‘U‘HZ(ST)'
La prueba para el caso 1/2 < s <1y 1 < ¢ < 2 se sigue en el mismo sentido,
usando el polinomio Pyv y la desigualdad (3.2.9)), respectivamente. H

Observacion 3.2.5. Siguiendo en la misma linea que en las demostracio-
nes de las proposiciones (3.2.3) y (3.2.4) es posible obtener estabilidad L?
y estimaciones de aproximabilidad validas para todo T € Tj,,v € H(Q2),{ €

(1/2,2) :

k
il
HIhUH%Q(T) < C(n,0,0) [Z hTJ||D]U||2L2(ST) + h%”ﬁqé(%)] ,
j=0

(2110w = vy + B2 Py — olegsy | <

H’U — IhUH%P(T) < C(n7 g, €>h’%€|v|%{4(ST)

3.3. Mallas uniformes

Teniendo a mano las estimaciones de los quasi-interpoladores, estamos lis-
tos para calcular el orden de convergencia del esquema de elementos finitos
para (2.0.1). A partir de ahora, asumiremos que la familia de triangulacio-
nes {7} es 6ptimamente regular y localmente quasi-uniforme: existe alguna
constante x tal que

hr < khp VT,T' € Th:TnT + .
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En esta seccion obtendremos estimaciones de convergencia en la norma ener-
gia y L*(€) sin asumir ninguna otra condicién en la familia de mallas.

3.3.1. Convergencia en la norma energia

Para obtener estimaciones de la norma energia, gracias a la identidad
(3-1.3)), simplemente debemos acotar ||u — Iul|y adecuadamente, donde wu es
solucion de (2.0.1). En primer lugar, llamaremos h = maxrer, hy a la medida
de la malla, combinando la estimacion de la aproximacion de la Proposicién
con la propiedad de localizacion ((1.2.28)) obtenemos

lC(n, g, E) h2Z72s
— S

C(n,o)

lu — Ihuﬁqs(ﬂ) < Z |u\12qe(5T) + WHU - Ihu”%?(T)

TeTh

Mas atin, por la Observacion , la norma L? de [[u—Inul|2(r) esta acotada
en términos de |u|ge¢(s,). Notando que la regularidad de la malla implica que,
dado un elemento 7" el numero de estrellas S/ tal que T < S}, esta acotado
por C(0), deducimos

C(n,o,0)
s(1—s)

|U — _[hU Hs(Q) < heiS|U|HZ(Q). (331)
Es de suma importancia notar que la constante obtenida arriba tiene el escale
: —1
«correctoy para s — 0y s — 1, i.e., C ~ 4/s(1 —s) . Luego, recordando
C(nﬁ)’ )
2

que || - |lv = ms(rn), donde la constante C(n,s) estd dada por
(1.1.3]), y en vistas del Corolario la seminorma H*(R™) es equivalente
a la norma H*(2) si s < 1/2 (o solo a la seminorma H*({2) si s > 1/2), y
concluimos

lu — Iyullv < C(n, s, 0, 0)h"*ul geq). (3.3.2)

La constante de arriba esta uniformemente acotada para todo s € (0, 1). Invo-
cando la identidad (3.1.3)), y combinandola respectivamente con el Teorema

estimacion (2.2.11]) y Teorema [2.2.10, hemos probado el orden de con-

vergencia de las aproximaciones por elementos finitos en la norma energia.

Teorema 3.3.1. Sea 2 un dominio acotado, Lipschitz y que satisface la
condicion de la bola exterior. Para soluciones u de Y SU aprorimacion
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por elementos finitos uy, dada por tenemos las siguientes estimaciones
a priori .

C(n,s 0) 1 :
=l < 2T R Ay Ve >0, sis<1/2,
C
||u—uh||v<@ Nl e Ve >0, sis=1/2,
(n S B’ ) 775 .
- — o Ve >0 > 1/2.
||u uhHV \/5(28 ) HfHC’B € ; §1.S /
Entonces, si h es suficientemente chico, tomando € = |Inh|™' obtenemos la

estimacion quasi-optima

|lu —upllv < C(n,s 0)h2\lnh\HfHCTS, sis <1/2,
|lu — upllv < C(n, 0)h5|1nh||]f||Loo(Q), sis=1/2,
e — up|ly < “; 55,0) 3 s/ A fllcogey sis>1/2.

3.3.2. Convergencia en L*(Q)

Después de obtener estimaciones para la norma energia, es natural pre-
guntarse cuanto mejora el orden de convergencia si la norma en la que se
mide el error es méas débil. Aqui seguiremos los, bien conocidos, argumentos
de dualidad de Aubin-Nitsche para obtener estimaciones de error en la norma
L2(9).

Para llevar a cabo esta tarea, necesitaremos de estimaciones de la norma
Sobolev, la siguiente proposiciéon nos brinda esta herramienta. El siguiente
resultado se desprende de [26, Theorem 7.1].

Proposicion 3.3.2. Sea f € H"(Q) para r > —s,u € H¥(Q) una solucion
del problema Dirichlet (2.0.1) y sea a« = s+7 si s+r < 1/20a=1/2—¢si
s+71=1/2, con e > 0 arbitrariamente chico. Luego, u € H***(Q) y se tiene
que

U] grsto@ny < C(n,s,Q,a)||f||ar@)-
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Estimaciones del error en términos de las normas de Sobolev de la funcién
del lado derecho se siguen de (3.3.2) y de la Proposicion m Es decir, si
f e H"(Q) para alguna r > —s, entonces

= wnlly < Clin,5,0,0)% | L, (333)
donde o = min{s + r,1/2 — ¢}.

Proposicion 3.3.3. Sea Q un dominio suave, s € (0,1), f € H"(Q) para
algunr = —s yu solucion de . Dada una malla uniforme Ty, de tamano
h, y el espacio V}, definido como en , sea uy, la solucion de elementos
finitos para el problema discreto . Entonces se tiene que

lu — un|| L2y < C(n, 8,0, )R || f| |5 (), (3.3.4)
donde o = min{s +r,1/2 — ¢} y f = min{s, 1/2 — ¢}
Demostracion. Sea w € V una soluciéon débil del problema

(—=A)Yw=u—wu, enQ,
w=20 en ()°

Luego, utilizando la ortogonalidad, obtenemos
lu = un|[72(q) = (w, u — upyy < |Jw — Tywllv||lu — upllv,

Donde I,w € V}, es el interpolador de Scott-Zhang de w. Tomando en cuenta
la regularidad dada por la Proposicion con r = 0, la estimacion del

interpolador (3.3.2)) toma la forma
|w — Lyw|ly < C(n, Sva)hﬁ‘w‘HHﬂ(Q) < C(n,s,o, B)hﬁHu — unl|r2(0),

donde § = min{s, 1/2 — ¢}. Finalmente, usando la estimacion de ({3.3.3])
obtenemos

lu = un|[720) < C(n, 5,0, 0, BYR*P||u — un| |2 || f1] 1 ()

y la estimacion (3.3.4) se sigue facilmente. O
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3.4. Experimentos Numéricos

En esta subseccion haremos aproximaciones del problema [3] para el caso
Q) = (—1,1). La dificultad principal de los experimentos numéricos, radica
en el hecho de que estamos trabajando con un ntucleo singular no local y que
integrales en todo R™ deben ser calculadas. Por culpa de esta no localidad,
las integrales que involucran funciones nodales con soporte disjuntos no son
nulas, por lo tanto, las matrices de rigidez comprendidas en estos experimen-
tos estaran llenas en todos sus coeficientes. Estos problemas afectan tanto a
la parte computacional como a el orden de los algoritmos.

Nuestras estimaciones acotan el error tanto de la norma L? y de la norma
energia (cf. Proposicion m y Teorema. Si la soluciéon exacta de nues-
tro problema es viable, el error de la norma L? es facilmente calculable via
cuadraturas estandar. Sin embargo, como la norma energia es de naturaleza
fraccionaria, calcularla para una funcién arbitraria es una tarea delicada.

El siguiente lema nos muestra que, en efecto, la norma energia del error
es igual a una cantidad que no involucra niicleos singulares.

Lema 3.4.1. Se tiene que

lu — wnly = ( [RECCE uh@))dxf .

Demostracion. Esto es inmediato consecuencia de la condiciéon de ortogona-
lidad.
<’Uh7 Uu— Uh>v =0 Vvh € Vh.

En efecto, de esto obtenemos que
[l —un| |G = Cu = un, u — up)y = uyu —up)v,
y la igualdad se sigue de ([1.2.206]). n
Por otro lado, es necesario calcular la matriz de rigidez asociada a la apro-

ximacion de elementos finitos. Para esto utilizaremos los resultados obtenidos
en [53|. Los cuales son: para s # 1/2

(A(k+1)372544(k—1)3725—6k3 25— (k+2)3 25— (k—2)3 2

2s(1—2s)(1—2)(3—2s) , k=j—-i1,k>=2

o 1—2s 33725_25725 7 L
aij = —h ) 25(1—25)(1—5)(;—25)’ J=1+1
23725 4 .
\ s(1—25)(1—s)(3—2s) ’ J =1
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y para s = 1/2, tenemos

(—4(k + 1)%log(k + 1) — 4(k — 1)2%log(k — 1)
+6k%log(k) — (k + 2)%log(k + 2) + (k — 2)%log(k —2), k=j—ik>2
561n(2) — 361n(3), j=i+2
am = X
91n(3) — 161n(2), j=i+1
(81n(2), J =1

Ejemplo: En nuestro ejemplo vamos a calcular numérica y explicitamente

soluciones de
—-A)* =1 -1,1
(-A)" w=1 ze(-11), B
u=0 xzeR\(-1,1).
Siguiendo la misma linea que en Remark 3.13] tenemos que la solucion
exacta viene dada por

1
u(z) = =———(1—2*)%1 3.4.2
En la siguiente figura, comparamos para diferentes valores de s la solucion
exacta (3.4.2)) y la aproximacién numérica. Aqui consideramos N = 200.

3 05 1 1 0s 0 0
a) 5=0.1 b)s=03 ©) s=0.8

El computo del error en la norma energia, puede ser llevado a cabo gracias
al Lema y se obtiene la siguiente expresion

o=l = fluu) - uh(:v)d:v); .
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Donde el lado derecho puede ser facilmente calculado, ya que tenemos la

formula cerrada
T

1
de —
J_l uaw 225 (s + %)F(s + %)

y el termino correspondiente a Sil up, se puede obtener numéricamente. En
la siguiente figura, presentamos los errores computacionales evaluados para
diferentes valores de s y h. La tasa de convergencia muestra que son del orden
(en h) de 1/2. Esto esta en completa concordancia con ((3.3.1).

§=01—-
§=03—
s=05—e—
s=07—-8—
§=09—=2—

10-' + | slope 0.5

1072}

103 1072
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