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Introduccion

La Propiedad de Dunford-Pettis es una propiedad para espacios de Banach que
debe su nombre a Nelson Dunford y Billy James Pettis, que en 1940 probaron
[11] que todo operador lineal que sale de Li(u) y es débilmente compacto, resulta
completamente continuo. Fue luego Grothendieck quien en 1953 nombré esta propiedad
(que todo operador débilmente compacto saliendo de un espacio X resulte completamente
continuo) como Propiedad de Dunford-Pettis y demostré en [19] que si K es un espacio
compacto Hausdorff, entonces C(K) cumple dicha propiedad. En el mismo trabajo
Grothendieck probé una caracterizaciéon para la propiedad de Dunford-Pettis en términos
de convergencia de sucesiones en el espacio y su dual y mostré ademés que si el dual de
un espacio de Banach tiene la propiedad de Dunford-Pettis, entonces la tiene también
el espacio. Por varios anos quedd en estudio la validez de la implicacion inversa, hasta
que en 1972, C. Stegall [34] mostré un ejemplo de espacio Banach con la propiedad de
Dunford-Pettis cuyo dual no la tiene. Sin embargo, pueden establecerse condiciones bajo
las cuales la propiedad de Dunford-Pettis de un espacio se transfiere a su dual; esto ocurre
por ejemplo si el espacio no contiene copias de ¢;. En general el hecho de que un espacio
contenga o no copias de ¢ tiene estrecha relacion con la propiedad de Dunford-Pettis y en
este mismo sentido aparece la interaccién con la Propiedad de Schur. Veremos que todo
espacio que tenga la propiedad de Schur, tiene la propiedad de Dunford-Pettis y también
que un espacio tiene la propiedad de Dunford-Pettis y no contiene copias de ¢; si y solo si
su dual tiene la propiedad de Schur. Esto sera de particular relevancia cuando estudiemos
la propiedad de Dunford-Pettis en el producto tensorial proyectivo.

Ademas de los espacios del tipo C(K) o Ly(u), hay varios espacios conocidos como
por ejemplo cg, ¢, loc y H*™ que tienen la propiedad de Dunford-Pettis. Y otros, como
cualquier espacio reflexivo de dimension infinita, que no la tienen. En particular todos los
espacios ¢, y L,(pt) con 1 < p < oo no tienen la propiedad de Dunford-Pettis.

El producto tensorial proyectivo X®,Y’, entre dos espacios de Banach X e Y, permite
linealizar funciones bilineales definidas en esos espacios. A partir del trabajo pionero de
Schatten [33] en 1943, el interés en el estudio de las propiedades y caracteristicas de los
productos tensoriales proyectivos se mantiene hasta nuestros dias. Dado que en general el
producto tensorial proyectivo entre dos espacios es mas complejo que cada uno de ellos,
es natural preguntarse qué propiedades de estos espacios hereda.



Nos centraremos especificamente en la propiedad de Dunford-Pettis y su relacién
con el tensor proyectivo. Como es una propiedad que se preserva para subespacios
complementados, es condicién necesaria para que X ®,Y tenga la propiedad de Dunford-
Pettis, que la tengan también X e Y. La pregunta que surge a continuacion es bajo qué
hipotesis el hecho de que dos espacios tengan la propiedad de Dunford-Pettis implica
que el tensor proyectivo entre ellos herede dicha propiedad. La primera respuesta la dio
Ryan [31] en 1987, al probar que es condicién necesaria y suficiente para que X R,Y
tenga la propiedad de Dunford-Pettis y no contenga copias de ¢;, que X e Y tengan
la propiedad de Dunford-Pettis y no contengan copias de ¢;. En el caso particular del
producto tensorial proyectivo entre dos espacios del tipo C(K), Bombal y Villanueva [3]
demostraron en 2001 que C(K;)®,C(K>) tiene la propiedad de Dunford-Pettis si y sélo si
K, y K, son dispersos, lo que equivale a decir que C(K7) y C(K3) no tienen copias de ¢4,
mostrando asi un interesante resultado donde la propiedad de Dunford-Pettis en el tensor
proyectivo entre dos espacios es suficiente para garantizar que los mismos no contienen
copias de /7.

En el presente trabajo nos proponemos dar un panorama de los resultados relativos
a la existencia/no existencia de la propiedad de Dunford-Pettis en el tensor proyectivo.
Comenzaremos dando una versién del resultado original de Ryan [31], y analizaremos luego
el caso de C(K,)®,C(K>) estudiado por Bombal y Villanueva en [3]. A continuacién
exploraremos resultados de Peralta [26] que estudia el problema en presencia de la
propiedad (V) de Pelczyriski. Finalmente veremos algunos resultados planteados por
Ghenciu en [17] y por Gonzdlez y Gutiérrez en [18], donde se analizan diferentes
combinaciones de hipdtesis bajo las cuales se prueba que en el tensor proyectivo, o en
su dual, no se cumple la propiedad de Dunford-Pettis.

En el primer capitulo presentaremos resultados preliminares sobre la Propiedad de
Schur, la Propiedad de Dunford-Pettis y la Propiedad (V) de Pelczynski en espacios
de Banach y demostraremos aquellos que sean relevantes y resulten de interés como
herramientas para abordar luego los temas centrales que nos ocupan.

En el segundo capitulo definiremos y estudiaremos los productos tensoriales entre dos
espacios de Banach, en particular el tensor inyectivo y el tensor proyectivo, con mayor
énfasis y detalle en este ultimo, que es nuestro principal objeto de examen en relacion con
las propiedades antes mencionadas.

En el tercer capitulo analizaremos fundamentalmente la cuestiéon de cuando la
propiedad de Dunford-Pettis se preserva para el producto tensorial proyectivo. Veremos en
principio ejemplos concretos donde esto se cumple o no, y estableceremos luego condiciones
que garanticen que el tensor proyectivo entre dos espacios preserva la propiedad de
Dunford-Pettis y la propiedad (V). Por dltimo mostraremos en cambio algunos resultados
y ejemplos donde la propiedad de Dunford-Pettis no se hereda para el producto tensorial
proyectivo o para su dual.
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Preliminares y Notaciones

Todos los espacios de Banach del presente trabajo se consideran sobre un mismo cuerpo
de escalares K, que puede tomarse como R o C indistintamente.

Dado X un espacio de Banach, notaremos como X’ al dual topoldgico de X.
Trabajaremos en X con la topologia de la norma, la topologia débil que notaremos w
y, cuando se trate de un dual, también con la topologia débil* que notaremos w*.

Dada una sucesién (x,), en X, consideraremos los siguientes tipos de convergencia:

Diremos que (x,), converge fuerte, si converge para la topologia de la norma definida
en X. En el mismo sentido usaremos la expresion norma convergente y la notaciéon ||-||-
convergente.

Diremos que (z,), converge débilmente, si converge para la topologia débil. En el
mismo sentido usaremos la expresién débilmente convergente o w-convergente y usaremos
la notacién z,, — x. Es decir: z,, — x si 2/(x,) — 2'(z) para todo 2’ € X',

Cuando una sucesién (z,), converja débilmente a 0 diremos que es débilmente nula o
débil nula.

Diremos que una sucesién (]

" en X’ es débil* convergente o w*-convergente y

w* . , . w* .
lo notaremos z/, — 2’ cuando converja para la topologia w*. Es decir: z/, — 2’ si

2! () — 2'(x) para todo z € X. Si 2/, 3 0 diremos que (x))n es w*-nula.
Usaremos la notacién Bx para la bola unidad cerrada de X y si S C X es un

subconjunto, notaremos como [S] al subespacio vectorial de X generado por los elementos
de S.

Dados X e Y espacios de Banach, escribiremos L(X,Y') para notar al espacio de todos
los operadores lineales y continuos de X en Y dotado, salvo que se indique lo contrario,
con la norma usual de operadores.

Dentro de este espacio consideraremos diferentes ideales de operadores con los
siguientes nombres y notaciones:

o K(X,Y): Operadores compactos (es decir aquellos operadores T' tales que la clausura
de T'(Bx) es un conjunto compacto).

o W(X,Y): Operadores débilmente compactos (es decir aquellos operadores T' tales que
la clausura de T'(By) es un conjunto débilmente compacto).

9



10 INDICE GENERAL

o L..(X,Y): Operadores completamente continuos (también llamados de Dunford-Pettis
o débilmente secuencialmente continuos)

e U(X,Y): Operadores incondicionalmente convergentes

Los ideales L..(X,Y) y U(X,Y) serdn definidos en detalle a lo largo del trabajo porque
son parte importante de los temas que nos ocupan.

Usaremos la notacion idx para el operador identidad de X y 7™ para el adjunto de
un operador 7.

Escribiremos X — Y para indicar que hay una inclusién isométrica de X en Y y
escribiremos X = Y cuando haya un isomorfismo isométrico entre ambos.

Dado un espacio vectorial X, notaremos como X# al dual algebraico, para distinguirlo
del dual topolégico X’. Del mismo modo usaremos la notacién Bil# (X x Y, Z) para
las formas bilineales en el sentido algebraico y Bil(X x Y,Z) cuando sean ademds
continuas para las normas consideradas en X,Y y Z. Cuando Z sea el cuerpo de escalares,
escribiremos simplemente Bil# (X xY) y Bil(X x Y).

Algunos teoremas de interés

Los siguientes son resultados clasicos que usaremos con frecuencia a lo largo del
trabajo.

Teorema 0.1. [1, Theorem 1.6.3] Teorema de Eberlein—Smulian
Sea X un espacio de Banach y sea A C X un subconjunto. Entonces A es débilmente
compacto si y solo si A es débilmente secuencialmente compacto.

Teorema 0.2. [I, Theorem 10.2.1] Teorema (, de Rosenthal

Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y sea (x,), una sucesion acotada
en X. Entonces se da alguna de las siguiente alternativas:

(n)n tiene una subsucesion débilmente de Cauchy, o

() tiene una subsucesion basica equivalente a la base candnica de (.

Teorema 0.3. [12, Theorem 2, p. 482] Teorema de Gantmacher
Sean X e Y espacios de Banach. Un operador T € L(X,Y) es débilmente compacto
si y solo st T*(X") C J(Y), donde J : Y — Y" es la inclusion candnica.

El préximo teorema, cuya demostracién puede encontrarse en [10], serd utilizado
también en varias ocasiones a lo largo del trabajo. Por este motivo, si bien no tiene
nombre propio y no lo enunciamos exactamente como aparece en la mencionada fuente, lo
anotamos aqui en la forma en que lo usaremos para citarlo directamente como referencia.



INDICE GENERAL 11

Teorema 0.4. [10, Corollary 4.16]
St X es un espacio de Banach que tiene un subespacio isomorfo a {1, entonces existe
un operador q € L(X,{3) tal que q es suryectivo.
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Capitulo 1

Preliminares de Espacios de Banach

En este capitulo veremos algunas propiedades de los espacios de Banach que establecen
relaciones de inclusion entre sus ideales de operadores. Fundamentalmente la Propiedad
de Dunford-Pettis y la Propiedad (V) de Pelczyriski. Veremos la relevancia, para analizar
dichas propiedades, de que los espacios tengan o no copias de ¢q y de ¢1. Aparecerd en este
punto la relacion con la Propiedad de Schur, por la forma en que afecta a la convergencia
de sucesiones en un espacio y su dual.

1.1. Algunos resultados sobre la Propiedad de Schur

Empecemos introduciendo la Propiedad de Schur y recordemos algunos resultados
orientados a relacionarla con la propiedad de Dunford-Pettis. Esto nos permitirda luego
establecer condiciones sobre un espacio y su dual, para que el mismo tenga o no
la propiedad de Dunford-Pettis. Dados dos espacios de Banach X e Y, nos interesa
particularmente analizar la propiedad de Schur en el espacio de operadores L(X,Y”)
porque es, como veremos, isométricamente isomorfo al dual del producto tensorial
proyectivo X®,Y que nos ocupara en el Capitulo 3.

Definicién 1.1. Diremos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur (o
que X es Schur) si en X coinciden la convergencia secuencial débil y la convergencia
secuencial en norma. Es decir que para toda sucesion (z,), en X, x, 5 2 siy solo si
|z, — x| — 0.

Observacion 1.2. La propiedad de Schur se preserva para subespacios, tal como se deduce
facilmente de la propia definicién.

Por las caracteristicas de su convergencia secuencial, ¢ es un ejemplo paradigmatico de
espacio con la propiedad de Schur, que lo distingue de otros espacios clasicos de sucesiones,
tal como enunciamos en las siguientes observaciones y ejemplos.

13
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Observacion 1.3. ¢; tiene la propiedad de Schur [1, Lema 2.3.6].

Ejemplo 1.4.

(a) ¢y ¢, con 1< p< oo, no tienen la propiedad de Schur, porque la base candnica es
débilmente nula, pero no tiende a 0 en norma.

(b) ¢ mno tiene la propiedad de Schur. En efecto, ¢y es un subespacio de ¢, = (¢p)” v la
propiedad de Schur se preserva para subespacios.

(c) L;1[0,1] no tiene la propiedad de Schur. Puede verse considerando la sucesién dada
por f,(x) := v/2sen(27), que es una base ortonormal de Ly[0, 1]. Esta sucesién no
converge a 0 en norma pero, por la desigualdad de Bessel, (f,), es débilmente nula
en L1 [O, 1] .

Veamos una observacion mas acerca de la estrecha relacién entre la propiedad de Schur
y las copias de ¢; en un espacio y su dual, y una proposiciéon con una equivalencia que
nos sera de utilidad para trabajar con esta propiedad.

Observacion 1.5.

(a) Si X” tiene la propiedad de Schur, entonces X tiene la propiedad de Schur, porque
la propiedad de Schur se preserva para subespacios.

(b) Si X tiene una copia de {1, entonces X’ no tiene la propiedad de Schur. En efecto, si
X tiene una copia de £y, entonces X' tiene una copia de L;[0, 1] [23, Theorem 3.4].
Por lo tanto, por el Ejemplo 1.4 (c¢), X’ no tiene la propiedad de Schur.

(c) Si X es de dimensién infinita y X tiene la propiedad de Schur, entonces X contiene
una copia de ;. [9, Ejercicio 3, pag. 212]

(d) Si X es de dimensién infinita y X tiene la propiedad de Schur, entonces X’ no tiene
la propiedad de Schur (es consecuencia de (b) y (c)).

(e) Si X y X’ tienen la propiedad de Schur, entonces X es de dimension finita (es
consecuencia de (d)).

Proposicion 1.6. Un espacio de Banach X no tiene la propiedad de Schur si y solo si
existe una sucesion (z,,), en X que es débilmente nula y tal que ||z,|| = 1 para todon € N.

Demostracion.



1.1. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LA PROPIEDAD DE SCHUR 15

<) Si existe una sucesion (z,), en X que es débilmente nula y tal que ||z,|| = 1 para
todo n € N, entonces x,, — 0 pero ||z,|| - 0. Por lo tanto X no es Schur.

=) Si X no es Schur, existe una sucesion (2,), en X tal que x,, — 0y ||2,]| - 0. Entonces
existen 0 > 0y (zy,), subsucesién de (z,), tales que ||2,,|| > ¢ para todo k € N.
Definimos la sucesion xy := ”Z&H (k € N), es claro que ||zg|| = 1 para todo k € N.
Zn,,
Ademdés, como z, — 0, para todo 2’ € X’ vale que

’ ’ L,
|2 ()| = ol [ (20 )] < 5 2" (20, )| = 0

E

Es decir que |2'(zg)| — 0 para todo 2’ € X.

Obtuvimos por tanto (xy), débilmente nula tal que ||zx|| = 1 para todo k € N.

En relacion con la propiedad de Schur, abordamos ahora el primer resultado que sera
medular para responder a la pregunta inicial de este trabajo sobre condiciones bajo las
cuales la propiedad de Dunford-Pettis se preserva en el tensor proyectivo. Se trata del
proximo teorema, que Ryan prueba en [31] y establece la equivalencia entre la propiedad
de Schur en X’ e Y y la misma en L(X,Y).

Veremos luego en el Capitulo 2 que podemos reformular este resultado en términos
del dual del tensor proyectivo y relacionarlo con la propiedad de Dunford-Pettis en X e
Y y en el producto tensorial proyectivo entre ellos.

Teorema 1.7. [31, Theorem 3.3 (b)] Dados X e Y espacios de Banach, L(X,Y) tiene
la propiedad de Schur si y solo si X' eY tienen la propiedad de Schur.

Demostracion. Supongamos que X' e Y tienen la propiedad de Schur. Dada (u,), una
sucesion en L(X,Y) tal que ||u,|| = 1 para todo n € N, veamos que existe una subsucesién
(U, ), que no tiende débilmente a 0.

Como |lu,|| = 1 para todo n € N, entonces para cada n € N existe un z,, € X
con ||z,| =1 tal que |luy(x,)|| > 3. Dado que Y tiene la propiedad de Schur, entonces
Uy (x,) ~ 0en Y. En consecuencia existe y' € Y tal que ¢/ (uy(z,)) - 0, por tanto existen
d > 0 y una subsucesion (uy, (z,,))r tales que |y (up, (x,,))| > 6 para todo k € N. 'Y esto
implica que

8 <y (tny (0, )| = | (s, () ()] < |

ur ()| para todo k € N.
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Luego ||uz, (3/)|| 0 en X'. Como X’ tiene la propiedad de Schur, entonces uj, (') - 0
en X'. Por lo tanto existe un x” € X" tal que 2”(u;, (y')) - 0. Con y' € Yy 2" € X"
fijos, consideramos ¢ € (L(X,Y))" dada por ¢(u) := 2"(u*(y')). Entonces ¢ (uy,) - 0y
por lo tanto u,, -0 en L(X,Y).

Es decir que no existe una sucesién (uy,), débilmente nula en L(X,Y) con |ju,| =1
para todo n € N. Lo que prueba, usando la Proposicion 1.6, que L(X,Y") tiene la propiedad
de Schur.

Reciprocamente, si L(X,Y’) tiene la propiedad de Schur, también la tienen X’ e YV
pues son isomorfos a subespacios de L(X,Y’) (y la propiedad de Schur se hereda para
subespacios). O

1.2. La Propiedad de Dunford-Pettis

Para abordar la Propiedad de Dunford-Pettis, probaremos primero una serie de
equivalencias que nos permitiran definir cudndo un operador se dice completamente
continuo, y aplicarlo segin convenga, en la forma en que transforma conjuntos o
sucesiones.

Teorema 1.8. Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Son equivalentes:

(1) T aplica conjuntos débilmente compactos de X en conjuntos norma compactos de Y .

(ii) T aplica sucesiones débilmente de Cauchy de X en sucesiones norma convergentes

de Y.

(iii) T aplica sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones norma convergentes

de Y.

Demostracion.

(i)=(iii) Sea T" € L(X,Y) que cumple (i). Tomemos (z,), una sucesién en X tal
que z, — x y veamos que ||T(z,)—xz|| — 0. Sea (z,,), una subsucesién de (z,),,
entonces el conjunto {z,, : k € N} U {z} es débilmente compacto en X. Luego, por
(1), {T(zp,) : k e N} U{T(z)} es un conjunto norma compacto de Y. Por tanto, existe

una subsucesion | x, ) y existe y € Y tales que HT(xnkJ) —yH — 0. Ademas,
j

kj
como x, — x, tenemos que T(z,) — T(x) . Por lo tanto y = T(z) y resulta que
HT(‘TTij) - T(x)‘ — 0. Es decir que toda subsucesién de (1'(x,)), tiene a su vez una

subsucesion norma convergente a 7'(z) y por lo tanto T'(z,) converge en norma a 7'(x).

(iii)=(i) Sea T' € L(X,Y) que cumple (iii). Sea K un conjunto débilmente compacto
en X. Queremos ver que T(K) es un conjunto norma compacto en Y. Tomemos una
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sucesién {1'(z,)}, C T(K), con {x,}, C K. Como K es débilmente compacto, entonces
por el Teorema de Eberlein-Smulian, K es secuencialemente débilmente compacto. Por
lo tanto existe (z,,), subsucesién de (), tal que x,, — = € K. Dado que (), es
débilmente convergente en X, entonces por (iii), (7'(z,,)), es norma convergente en Y.
Como ademéds x,, — x € K, debe ser | T(z,,) — T(x)|| — 0. Encontramos por lo tanto
una subsucesion (7'(xy,)), que converge en norma a 1'(z) € T(K). Lo que prueba que
T(K) es un conjunto norma compacto en Y.

(ii)=-(iii) es evidente.

(iii)=-(ii) Sea (x,),, una sucesion débilmente de Cauchy en X . Entonces para cualquier
par de sucesiones crecientes de niimeros naturales (mg), v (nx),, vale que (2, — T, ) — 0.
Por (iii) tenemos que ||T(zy,,) — T'(zn,)|| = 0. Por lo tanto (7'(z,)),, es una sucesién de
Cauchy en norma de Y. Luego, como Y es Banach, (7'(z,)), es una sucesiéon norma

convergente de Y.
[

Definicién 1.9. Dados X e Y espacios de Banach, T" € L(X,Y), diremos que T es un
operador completamente continuo si cumple las equivalencias del Teorema 1.8.

Observacion 1.10. El subconjunto formado por los operadores completamente continuos
(también llamados débilmente secuencialmente continuos u operadores de Dunford-
Pettis), que notaremos L..(X,Y), es un ideal de L(X,Y) completo con la norma usual
de operadores.

Nos proponemos ahora definir la Propiedad de Dunford-Pettis de manera similar a
como lo hicimos con los operadores completamente continuos. Es decir estableciendo
condiciones equivalentes que caracterizan a esta propiedad actuando sobre los operadores,
en la transformacién de conjuntos y sucesiones, y la relacién con la convergecia de
sucesiones en el espacio y su dual.

Teorema 1.11. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) Para cada espacio de Banach Y y para todo operador T € L(X,Y) débilmente
compacto, T aplica conjuntos débilmente compactos de X en conjuntos norma
compactos de Y .

(ii) Para cada espacio de Banach Y y para todo operador T € L(X,Y) débilmente
compacto, T aplica sucesiones débilmente de Cauchy de X en sucesiones norma
convergentes de Y .
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(iii) Para cada espacio de Banach Y y para todo operador T € L(X,Y) débilmente
compacto, T aplica sucesiones débilmente convergentes de X en sucesiones norma
convergentes de Y .

(iv) Para cualquier par de sucesiones (x,,), débilmente de Cauchy en X e (y;,),
débilmente nula en X', se cumple que lim vy, (x,) = 0.
n—oo
(v) Para cualquier par de sucesiones (x,), en X e (y,,), en X', ambas débilmente nulas,
se cumple que lim y! (z,) = 0.
n—oo

n

Demostracion.
(i)« (ii)<(iii) resulta del Teorema 1.8.

(iv)=-(v) es evidente.

(v)=(iv) Sean (z,), débilmente de Cauchy en X e (), débilmente nula en X'.
Supongamos que lim y,, (x,) # 0, entonces existen § > 0 e (y;wc (9an)) ., Subsucesion de
n—oo

(v, (x)),, tales que |yl (z,,)| = & para todo k € N. Para simplificar, escribimos como

(y3.),, v (x1),, a las subsucesiones correspondientes, y queda |y, (zx)| > 0 para todo k € N.

Como (y;,), es débilmente nula, tenemos que klim Y. () = 0 para todo m € N. Entonces,
—00

para cada m € N, existe k,, > m tal que |yf€m(azm)| < g.
Por otro lado (z,), es débilmente de Cauchy, en consecuencia (zy,, — Tp,),, €S
débilmente nula y esto implica, por (v), que lim v (zg, — zm) = 0.
m—oo "

Luego, para m suficientemente grande, vale que ‘y}i,m (xg,, — xm)‘ < g, y por tanto

30

8 <\, @) | < |k, @ — Tn) | + |Wh, (2m)| < T

Lo cual es absurdo y proviene de suponer que lim y, (x,) # 0.
n—oo

(iii)=(v) Sean (z,), en X e (y,), en X', ambas débilmente nulas. Consideramos el
operador T : X — ¢y dado por T'(z) := (y,(z))x. Resulta entonces que T*(ex) = y;, para
todo k € N (donde {ey}, .y es la base candnica de /).

Por ser (y,,),, es débilmente nula, el conjunto C' := {y], : n € N} U {0} es débilmente
compacto. Entonces la capsula cerrada convexa y balanceada de C' es un conjunto
débilmente compacto [32, Corollary pag. 50]. Como T*(ex) = ;. para todo k € N, entonces

T*(By,) es la envolvente convexa y balanceada de C' y resulta un conjunto débilmente
compacto. En consecuencia T™, y por lo tanto 7T, son operadores débilmente compactos.
Luego, por (iii) y por ser (x,), débilmente nula, vale que ||1(z,)||,, — 0. Dado que para
cadan € N:

loo

0 < [y, (zn)| < sup s, (zn)| = 1T (z0) || = 0,
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se obtiene que y, (x,) — 0.

(v)=-(iii) Sean Y un espacio de Banach y 7' € L(X,Y’) débilmente compacto.

Supongamos que 7" no cumple lo descripto en (iii). Entonces existen (z,,), sucesion
débilmente nula en X y § > 0 tales que ||T(z,)|| > 0 para todo n € N. Por el
Teorema de Hahn-Banach, para cada n € N existe y/, € X', con ||y,]| = 1, tal que
Yn (T'(zn)) = [T ()]

Como T es débilmente compacto, también lo es T* y por tanto T*(By-) es un conjunto
débilmente compacto. Luego (por el Teorema de Eberlein-Smulian) pasando por una
subsucesién, podemos asumir que existe un 2’ € X’ tal que T*(y}) — 2'. Es decir que
(T*(y,) — «'),, es débilmente nula. Entonces, por (v), kh_)rrolo (T*(y;,) — 2') (z1) = 0.

Ademas (por ser (wzy), débilmente nula) klim ' (xx) = 0, y en consecuencia
—00

T*(y.) (xx) — 0. Pero T*(y) (xr) = y;, (T(xy)) = ||T (zx)|| > § para todo k € N.
Y esto es un absurdo que proviene de suponer que 7" no cumple lo descripto en (iii).
m

Definicién 1.12. Diremos que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Dunford-Pettis
(que abreviaremos DPP) si cumple las equivalencias del Teorema 1.11.

Observacion 1.13. Tomando las equivalencias (i), (ii) y (iii) del Teorema 1.11, podemos
reformular esta definicién de la siguiente manera: un espacio de Banach X tiene la
Propiedad de Dunford-Pettis, si para cada espacio de Banach Y se cumple que todo
operador de X en Y que sea débilmente compacto, resulta completamente continuo.

Un ejemplo significativo en relacién con la propiedad de Dunford-Pettis es el caso de
los espacios C'(K). Grothendieck probé en [19] que estos espacios, al igual que los del tipo
Li(p), tienen la DPP.

En particular esto vale para /., como lo anotamos en la siguiente observacién para
utilizarlo en general cuando sea necesario aplicar a £, propiedades de los espacios C'(K).

Observacion 1.14. (., = C(BN) donde K = pN es la compactificacién de Stone-Cech de
los nimeros naturales [6, pag. 152].

Mostramos en lo que sigue algunos resultados y ejemplos iniciales de la propiedad de
Dunford-Pettis.

Lema 1.15. [2, Proposicién 1.10]

(a) La DPP se preserva para subespacios complementados.
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(b) Todo espacio de Banach reflexivo que tiene la DPP es de dimension finita.
(c) Si X' tiene la DPP, entonces X tiene la DPP.
(d) Todo espacio de Schur tiene la DPP.

Demostracion.

(a) Sea X un espacio de Banach con la DPP y sea S < X un subespacio
complementado, con p € L(X,S) tal que po1 = ids (donde 2 € L(S, X) es la inclusién).
Veamos que S también tiene la DPP. Sean Y un espacio de Banach y 7" € L(S,Y) un
operador débilmente compacto. Entonces T o p € L(X,Y) es débilmente compacto y en
consecuencia, por tener X la DPP, T o p es completamente continuo. Por lo tanto, T =
T o p o1 es completamente continuo. Luego, S tiene la DPP.

(b) Si X es reflexivo, su bola unitaria By es un conjunto débilmente compacto y
por lo tanto la idx es un operador débilmente compacto. Como ademas X tiene la DPP,
resulta idx completamente continuo. Entonces idy(By) = Bx es un conjunto compacto
en norma y por lo tanto X tiene dimensién finita.

(c) Es consecuencia de la equivalencia (v) del Teorema 1.11.

(d) Si X es Schur, toda sucesién débilmente nula converge a 0 en norma. Luego, por
el Teorema 1.11 (iii), X tiene la DPP.

0

Ejemplo 1.16. [2, Proposicién 1.11]
(a) Todos los espacios del tipo C(K) y Ly(p) tienen la DPP [19, Theoreme 1].

(b) ls tiene la DPP.
Por la Observacién 1.14, es un caso particular de (a) con K = SN.

(c) ¢, tiene la DPP.
Como /; es un espacio de Schur, puede aplicarse el Lema 1.15 (d).

(d) co tiene la DPP.
Se aplica el Lema 1.15 (c) dado que (cp)’ = ¢; tiene la DPP.

(e) ¢ (v en general ¢, con 1 < p < 00) no tiene la DPP.
Por ser reflexivo de dimensién infinita y el Lema 1.15 (b).

Observacion 1.17. [2, Proposicién 1.11 e)]

La DPP no se preserva en general para cocientes.
Puede verse a partir de los ejemplos (c) y (e) de la Observacién 1.16 que ¢; (Schur) tiene
la DPP y /{5 (reflexivo de dimension infinita) no tiene la DPP. Sin embargo /5, por ser
separable, es isomorfo a un cociente de ¢; [16, Theorem 5.9)].
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Veremos a continuacion algunas precisiones sobre la relacién entre la propiedad de
Schur y la propiedad de Dunford-Pettis. Notaremos cémo aparece naturalmente con la
propiedad de Schur, la relevancia de que un espacio no contenga copias de ¢;.

Ya vimos en el Teorema 1.7 que L(X,Y”) tiene la propiedad de Schur si y sélo si X’
e Y’ la tienen. Ahora surge, a partir del Teorema ¢; de Rosenthal, la equivalencia entre
la DPP en un espacio que no contiene copias de ¢; y la propiedad de Schur en su dual.
Considerando (como demostraremos en el Capitulo 2) que L(X,Y”) es isométricamente
isomorfo a (X @,TY)’ , tendremos todos los resultados necesarios para probar en el Capitulo
3 la equivalencia que cita Peralta en [26, Teorema 0.1] a partir de lo desarrollado por Ryan
en [31].

Teorema 1.18. [8, Theorem 3] Sea X un espacio de Banach tal que X no contiene
copias de {1 y X' no tiene la propiedad de Schur. Entonces X no tiene la DPP.

Demostracion. Dado que X’ no tiene la propiedad de Schur, existe (x7,), sucesién en X'
tal que ||2/,|| = 1 para todo n € Ny 2/, = 0 (Proposicién 1.6). Para cada n € N elegimos
z, € X tal que ||z,|| =1y |2 (z,)] > L.

Como X no contiene copias de f;, por el Teorema ¢; de Rosenthal, existe una
subsucesién (z,, ), débilmente de Cauchy.

Tenemos entonces una sucesién (x,, ), débilmente de Cauchy en X y una sucesién
(2}, ), débilmente nula en X’ tales que nll_)IIolo ;. (75,) # 0. Luego, por la equivalencia (iv)

del Teorema 1.11, X no tiene la DPP. ]

Teorema 1.19. Dado X un espacio de Banach, X tiene la DPP y X no contiene copias
de Uy siy solo si X' tiene la propiedad de Schur.

Demostracion. El Teorema 1.18 demuestra que si X tiene la DPP y X no contiene copias
de /1, entonces X' tiene la propiedad de Schur.

Reciprocamente: si X’ tiene la propiedad de Schur, entonces X’ tiene la DPP y por lo
tanto X tiene la DPP (Lema 1.15 (d) y (c)). Supongamos que X contiene una copia de
¢y, entonces, por la Observacion 1.5 (b), X’ no tiene la propiedad de Schur. ]

Nos interesard mas adelante estudiar cuando la DPP de C(K7) y C(K3) se preserva
en el tensor proyectivo C(K)®,C(K3). Para esto analizamos algunos resultados sobre
los espacios C(K) con K compacto, particularmente en el caso de ciertos compactos, lo
que motiva a introducir antes la siguiente definicién.

Definicién 1.20. Sean X un espacio topoldgico y S C X. Diremos que S es disperso si
todo subconjunto no vacio A C S tiene un punto aislado en A.
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Estudiamos en lo que sigue algunas propiedades que relacionan los diferentes ideales de
operadores (compactos, débilmente compactos y completamente continuos) sobre C'(K)
para K compacto Hausdorff y disperso. En este caso contamos con una equivalencia que
enunciamos a continuacién (cuya demostraciéon puede verse en [24]) que pondrd una vez
mas de relieve la estrecha relacion entre el hecho de que los espacios contengan o no copias
de ¢; y que la DPP se herede para el tensor proyectivo.

Teorema 1.21. [2/] Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Entonces K es
disperso si y solo si C(K) no contiene copias de (.

Corolario 1.22. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff y disperso. Entonces
C(K)' tiene la propiedad de Schur.

Demostracion. Dado que K es disperso, C'(K) no contiene copias de ¢; (Teorema 1.21).
Como ademés, por ser K compacto, C(K) tiene la DPP, entonces C'(K)’ tiene la propiedad
de Schur (Teorema 1.19). O

Queremos probar que si K es disperso, entonces

L(C(K1), C(K2)') = K(C(Ky), C(Ky)').

Esto serd consecuencia de un lema y una observacién. El lema se refiere a operadores
completamente continuos cuando el espacio de salida no contiene copias de ¢;. La
observacién describe operadores de un espacio C(K) a un dual de otro espacio de este
tipo.

Lema 1.23. Sea X un espacio de Banach tal que X no contiene copias de {1. Entonces
L.(X,Y)=K(X,Y) para todo Y Banach.

Demostracion. Es claro que K(X,Y) C L.(X,Y). Veamos que L..(X,Y) C K(X,Y).
Tomemos T' € L..(X,Y), y probemos que 1" es compacto. Sea (), sucesién acotada en
X, debemos ver que existe una subsucesion (z,,;); tal que T'(x,,) es [|-||-convergente en Y.
En efecto, dado que X no contiene copias de ¢, por el Teorema ¢; de Rosenthal, existe
una subsucesion (z,,); que es débilmente de Cauchy en X. Como T' es completamente
continuo, entonces T'(x,;) es ||-|[-convergente en Y. Por lo tanto 7" es compacto. O
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Observacion 1.24. Si Ky y K, son compactos, entonces
L(C(K1), C(K2)") = W(C(K1), C(K)') = Lee(C (K1), C(K2)').

Como K; y K, son compactos, todo operador en L(C(K;),C(K>)) puede facto-
rizarse a través de un espacio reflexivo [27, Remark (Theorem 5.5) p. 56]. Por lo
tanto L(C(K,),C(Ky)) = W(C(K;),C(Ksy)'). Como ademas C(K;) tiene la DPP,
(es decir W(C(Ky),C(Ks)) C Le(C(Ky),C(K3)") entonces L(C(K,),C(Ky)) =
Lcc(C<K1)>C(K2>/)'

Proposicion 1.25. Sean K y Ky dos espacios topologicos compactos Hausdorff. Si K,
es disperso, entonces L(C(K,),C(Ksy)') = K(C(K;),C(Ks)').

Demostracion. Como K; y Ky son compactos, por la Observacién 1.24 tenemos
que L(C(K,),C(K2)") = L(C(Ky),C(Ky)"). Por otro lado, como Kj es disperso,
entonces C(K;) no contiene copias de ¢; (Teorema 1.21). Luego, por el Lema
1.23, L. (C(K,),C(Ky)) = K(C(K;),C(Ky)') y por tanto L(C(K,),C(Ky)') =
K(C(K)), C(Ko)). a

1.3. La Propiedad (V) de Pelczynski

En esta seccién incorporaremos la Propiedad (V) de Pelczyniski que aportard elementos
de interés para el estudio de la DPP en el tensor proyectivo. Usaremos algunos resultados
cuyas demostraciones omitiremos por no tratarse especificamente del objeto de estudio de
este trabajo, y que pueden encontrarse como indicaremos segun el caso, en [1], [20], [22]
y [28]. Incluiremos en cambio las demostraciones que aporten elemenetos de interés por
su interaccion con los temas centrales que nos ocupan.

Lo primero que necesitamos para abordar la propiedad (V) es definir operadores
incondictonalmente convergentes. Recordaremos antes algunas definiciones y resultados
sobre series en espacios de Banach, cuyas demostraciones pueden encontrarse en [1].

Definicién 1.26. Diremos que una serie » z, en un espacio de Banach X es
n

oo
incondicionalmente convergente si ) X, converge para toda permutacién 7 de N.
n=1

Lema 1.27. [1, Lemma 2.4.2] Sea Y x, una serie en un espacio de Banach X. Son

equivalentes:
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(i) >_ =z, es incondicionalmente convergente.
n

o0
(ii) La serie ) xy, converge para toda (ny), sucesion creciente en N.
k=1

(iii) La serie Y e,x, converge para toda eleccion de signos (e,,),,.-
n=1
(iv) Para todo ¢ > 0, existe un n € N tal que para cualquier subconjunto finito

> T

jEF

Fc{n+1,n+2 ..} secumple que <e.

Definicién 1.28. Diremos que una serie Y. x, en un espacio de Banach X es
n

débilmente incondicionalmente de Cauchy (y lo abreviaremos wuC) si Y |z’ (x,)| < oo
n=1

para todo =’ € X'.

Observacion 1.29. [1, Example 2.4.5]

Un ejemplo interesante es la serie formada a partir de la base candnica de ¢y, que es
una serie wuC' que no converge débilmente (y por tanto tampoco incondicionalmente) en
Co-

La transformacion de series wuC' en series incondicionalmente convergentes motiva
precisamente la siguiente definiciéon que, relacionada después con los operadores
débilmente compactos, dara lugar al estudio de la Propiedad (V) de Pelczyniski.

Definicién 1.30. Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Diremos que
T es un operador incondicionalmente convergente si aplica series wuC' de X en series
incondicionalmente convergentes de Y.

Observacion 1.31. El subconjunto formado por los operadores incondicionalmente
convergentes, que notaremos U(X,Y'), es un ideal en L(X,Y) completo con la norma
usual de operadores.

El espacio ¢, cuya id, no es un operador incondicionalmente convergente (porque
su base candnica forma una serie wuC que no es incondicionalmente convergente), esté
estrechamente relacionado con este tipo de operadores. Mas concretamente, las copias de
co permiten determinar cuando un operador es incondicionalmente convergente, tal como
lo muestra el siguiente lema cuya demostracién puede encontrarse en [28].
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Lema 1.32. /20, Lemma 3.3.A] Sean X e Y espacios de Banach.

(a) Para todo T € L(X,Y) vale que:

T no es incondicionalmente convergente si y solo si existe un subespacio Xg C X
tal que Xy es isomorfo a ¢y y T|x, €s un isomorfismo.

(dicho de otro modo: T ¢ U(X,Y) <= T fija una copia de c)

(b) Para todo T € L(Y,X) vale que:

T* no es incondicionalmente convergente si y solo si existe un subespacio Yo C'Y

tal que Yy es isomorfo a by, Ty, es un isomorfismo y T (Yy) es complementado en
X.

(dicho de otro modo: T* ¢ U(X",Y") <= T fija una copia complementada de (;)

Como consecuencia del Lema 1.32, podemos enunciar explicitamente las siguientes
equivalencias de uso frecuente y gran importancia para relacionar, en X y su dual, las
propiedades que analizamos en este capitulo.

Corolario 1.33. (Bessaga-Pelczyriski)

(a) Un espacio de Banach X no contiene una copia de co si y sélo si cada serie wuC' en
X es una serie incondicionalmente convergente.

(b) Un espacio de Banach X contiene una copia complementada de ¢ si y solo si X'
contiene una copia de cy.

Demostracion. Es consecuencia de aplicar el Lema 1.32 para X =Y y T = idx. O

Veremos ahora un lema que relaciona la propiedad de Schur con los operadores
incondicionalmente convergentes, y tendrd relevancia luego para la propiedad (V) de
Pelczynski.

Lema 1.34. Sea X un espacio de Banach que tiene la Propiedad de Schur. Entonces
para todo espacio de Banach Y y para todo T € L(X,Y), T resulta un operador
incondicionalmente convergente.

En particular, U(¢1,Y) = L(¢1,Y) para todo espacio de Banach'Y .
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Demostracion. Si X tienen la propiedad de Schur, entonces X es débilmente secuen-
cialmente completo [1, Proposition 2.3.12]. Por lo tanto idx es un operador incondicio-
nalmente convergente [1, Corollary 2.4.15]. Luego, como el conjunto de operadores in-
condicionalmente convergentes U(X,Y’) forman un ideal de operadores, entonces T es
incondicionalmente convergente, para todo 1" € L(X,Y).

El caso particular U(¢;,Y) = L(¢1,Y) resulta de aplicar lo anterior a X = ¢;, que
tiene la propiedad de Schur. O

Lema 1.35. Un espacio de Banach X no contiene copias complementadas de {1 si y solo
si todo operador en L(X, 1) resulta compacto.

Demostracion. Por el Corolario 1.33, X no contiene una copia complementada de ¢; si y
sélo si X’ no contiene una copia de ¢y, que a su vez equivale (por la parte (a) del mismo
Corolario 1.33) a que toda serie wuC' en X' sea incondicionalmente convergente. Es decir,
X no contiene una copia complementada de ¢; si y s6lo si toda serie wuC en X' es norma
subserie convergente (en el sentido establecido por el Lema 1.27 (ii)) y esto es equivalente
a que todo operador T : X — ¢ sea compacto [9, Ej. VIL3]. O

Como herramienta previa a la Propiedad (V) de Pelczynski, necesitamos definir un
tipo de conjuntos acotados en un dual y analizar un caso particular de estos conjuntos.

Definicién 1.36. Sea X un espacio de Banach, sea K C X’ un subconjunto acotado.

Diremos que K es un V-conjunto si lim sup |2'(x,)| = 0 para toda serie ) x,, wuC en X.
" wek

En el caso particular de que el conjnto acotado K C X’ sea una sucesion, se obtiene
el siguiente resultado que facilitard después algunas demostraciones.

Lema 1.37. Sea X un espacio de Banach, y sea K = {z} : k € N} C X" un subconjunto
acotado. Son equivalentes:

(i) h’Yan s%p |2} (x,)] = 0 para toda serie > x, wuC en X.

(ii) h’gn |2/ (z,,)| = 0 para toda serie Y x, wuC en X.

Demostracion.
(i)=(ii) es evidente.
(ii)=-(i) Sea ) x,, una serie wuC en X. Para cada n € N, definimos S,, := s%p |z, ()|

n
y queremos ver que lim S, = 0. Por definicién, para cada n € N, existe k, € N tal que
n—oo

1 /
Sy — - < |2, (20)| < Sa-
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Entonces

1
0< S, < |2, (za)| + = para todo n € N.

n

Luego: lim S5, =0 < lim ’mﬁcn(xn)’ = 0.

n—o0 n—oQ
Supongamos que lim |a:§€n (.Tn)| # 0. Entonces existen un ¢ > 0 y una subsucesién
n—oo
que notaremos igual) tales que |z}, (x,)| > € para todo n € N.
kn,

Notar que los (k,), no pueden tener ningin ntimero natural j € N repetido infinitas
veces, pues para cada j € N se tiene que |x; (xn)‘ — 0 (por ser Y x, wuC en X y en
n n
o

consecuencia Y |2/(z,)| < oo para todo 2’ € X).
n=1

Por lo tanto existe (x%) “subsucesién de (27,),, (k,, > j) tal que

x%nj (xn])’ > ¢ para
todo j € N. Definimos una sucesién (y,), de la siguiente manera:

Yo, = Tn; para todo 7 € N

Yn =0 para todo n # ky,

Entonces )xﬁc ‘(yknj)’ > ¢ para todo j € N y por lo tanto lim |2} (y,)| # O,
n; n—oo

contradiciendo (ii), por ser > ¥, una serie wuC en X.
n

El absurdo proviene de suponer que lim ‘x%n (xn)| # 0. Luego lim ‘x%n (xn)} =0y
n—oo n—oo

esto demuestra ().
[

Llegamos en este punto al teorema que nos permitird, del mismo modo en que lo
hicimos con la propiedad de Dunford-Pettis, establecer condiciones equivalentes para
definir cudndo un espacio tiene la Propiedad (V) de Pelczyriski. La demostracion, como
estd indicado en [20], puede encontrarse en [22].

Teorema 1.38. [20, Theorem 3.3.B] Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) Todo subconjunto acotado K C X' tal que lim sup |2'(x,,)| = 0 para toda serie Y x,
n z'eK
wuC' en X, es un conjunto relativamente débilmente compacto.

(Es decir que todo V-conjunto en X' es relativamente débilmente compacto).

(ii) Para cada espacio de Banach Y se cumple que todo operador en L(X,Y) que es
incondictonalmente convergente, resulta débilmente compacto.

(Es decir que U(X,Y) C W(X,Y) para todo espacio de Banach'Y").
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(iii) Para todo espacio de Banach Y y para todo T : X — Y que no es débilmente
compacto, eziste un subespacio Xo C X tal que Xy es isomorfo a ¢y y T|x, es un
isomorfismo.

Definicién 1.39. Diremos que un espacio de Banach X tiene la Propiedad (V) de Pelczyriski
(o simplemente Propiedad (V)) si cumple las equivalencias del Teorema 1.38.

Enunciamos a continuacién algunos resultados necesarios para trabajar con la
propiedad (V) de Pelezyniski, que no demostraremos y pueden encontrarse en [20].

Proposicion 1.40.

(a) /20, Corollary 3.3.E]

Sea X un espacio de Banach y sea Y C X un subespacio. Si X tiene la Propiedad
(V), entonces X/Y tiene la Propiedad (V).

(b) /20, Corollary 3.3.D y 3.3.F]

Si X tiene la Propiedad (V), entonces X' es débilmente secuencialmente completo.

Observacion 1.41.

(a) Si X es un espacio de Banach reflexivo, entonces X tiene la Propiedad (V).

En efecto, el operador idx es débilmente compacto y por lo tanto todos los
operadores T' € L(X,Y’) los son.

(b) Como ejemplos de espacios no reflexivos que tengan la Propiedad (V) podemos
mencionar los espacios C'(K) [22], en particular ¢, (Observacién 1.14), y también
o, como mostraremos en el lema que sigue.

Lema 1.42.

(a) ¢ tiene la Propiedad (V).

(b) ¢, no tiene la Propiedad (V).
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Demostracion.
(a) Sea Y Banach y sea T' € L(co,Y) tal que T es incondicionalmente convergente.
Queremos probar que 7" es débilmente compacto. Sea (e, ), la base canénica de ¢y, entonces

> en es una serie wuC' en ¢y. Como T es incondicionalmente convergente, » . T'(e,,) resulta
n n

una serie incondicionalmente convergente. Esto implica que T es compacto [1, Proposition
2.4.8] y por lo tanto T es débilmente compacto. Luego, por la equivalencia (ii) del Teorema
1.38, ¢y tiene la Propiedad (V).

(b) EIl operador id,, es incondicionalmente convergente (pues ¢; tiene la Propiedad
de Schur y se aplica el Corolario 1.34) pero id,, no es un operador débilmente compacto
(porque ¢ no es reflexivo). O

Vemos claramente con estos ejemplos (¢ y fo tienen la propiedad (V) pero ¢; no)
que no hay implicaciones, en ninguno de los dos sentidos, que relacionen en general esta
propiedad en un espacio y su dual. Recordemos que para la propiedad de Dunford-Pettis
vale que si X' tiene la DPP, entonces también la tiene X (Lema 1.15). Al final de este
trabajo veremos, con el caso de (co(@wco)’ , que la implicacién inversa no vale en general.

La propiedad (V) de Pelczynski resulta de interés, para estudiarla interactuando con la
propiedad de Dunford-Pettis en el tensor proyectivo. Ademas de la estrecha relacién entre
las copias de ¢q y los operadores incondicionalmente convergentes (Lema 1.32), veremos
en los siguientes resultados, las implicaciones que esto tiene en relacion con la propiedad
de Schur, la DPP y las distintas clases de operadores en espacios con estas propiedades.

Lema 1.43. Si X es un espacio de Banach que tiene la propiedad (V), entonces X' no
tiene copias de cg.

Demostracion. Si X' tiene un copia de ¢g, entonces por el Corolario 1.33, X tiene una
copia complementada de ¢;. En tal caso, X no tiene la Propiedad (V), porque la misma
se mantiene para subespacios complementados (Proposicién 1.40) y ¢; no la tiene (Lema
1.42). O

Proposiciéon 1.44. Si X es un espacio de Banach de dimension infinita que tiene la
DPP y la propiedad (V), entonces X contiene una copia de c.

Demostracion. Supongamos que X no tiene copia de ¢g, entonces idx no fija copias de ¢, y
en consecuencia, por el Teorema 1.32, el operador idx es incondicionalmente convergente.
Dado que X tiene la Propiedad (V), resulta que idx es débilmente compacto. Como
ademés X tiene la DPP, entonces Bx es compacta, lo cual es absurdo para X de dimension
infinita. O
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Lema 1.45. Si X e Y son espacios de Banach tales que Y’ no contiene copias de cq y X
tiene la Propiedad (V), entonces todo operador en L(X,Y") es débilmente compacto.

Demostracion. Sea T' € L(X,Y’). Como Y’ no contiene copias de ¢y, entonces T no fija
una copia de cg. Luego, por el Lema 1.32 (a), T es incondicionalmente convergente. Por
lo tanto, como X tiene la Propiedad (V), T es débilmente compacto. O

Corolario 1.46. Si X eY son espacios de Banach tales que Y' no contiene copias de cy y
X tiene la DPP y la Propiedad (V), entonces todo operador en L(X,Y") es completamente
continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.45, todos los operadores en L(X,Y”) son débilmente
compactos, y en consecuencia, como X tiene la DPP, resultan también todos completa-
mente continuos. O

Corolario 1.47. [26, Lema 1.1] Si X e Y son espacios de Banach tales que ambos
tienen la Propiedad (V) y X tiene ademds la DPP, entonces todo operador en L(X,Y")
es completamente continuo.

Demostracion. Es consecuencia del Lema 1.43 y el Corolario 1.46 O

Finalizamos esta seccion con un teorema que sera importante cuando analicemos en
el Capitulo 3 condiciones suficientes para que la Propiedad (V) se preserve en el tensor
proyectivo.

Lema 1.48. Sean X e Y espacios de Banach. St X' e Y' son débilmente secuencialmente
completos y L(X,Y’) = K(X,Y"), entonces L(X,Y') es débilmente secuencialmente
completo.

Demostracion. Sea (T,,), una sucesion débilmente de Cauchy en L(X,Y’) = K(X,Y").
Queremos ver que (75,),, converge débilmente.

Notar que, como todos los operadores son compactos, entonces T**(z”) € Y’ y vale
que y"(T**(z")) = 2" (T*(y")) para todo y" € Y, 2" € X" y para todo T' € L(X,Y").

Tomamos una sucesién (7},),, débilmente de Cauchy en L(X,Y”’) = K(X,Y”), entonces
para todo y” € Y resulta que T;'(y") es débilmente de Cauchy en X', que es (por hipétesis)
débilmente secuencialmente completo. Por lo tanto (77 (y")), converge débilmente en X'

Es decir que para cada y” € Y, existe z;,, € X' tal que T);(y") et Ty Sea S Y" — X!
la aplicacién dada por S(y”) := z},. Es ficil ver que S resulta lineal y continua, luego

S e L(Y" X'). Ademés T*(y") = S(y") para todo todo 3" € Y".
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También resulta que para todo z” € X", T*(2") es débilmente de Cauchy en Y’ (aqui
nuevamente usamos que, por ser todos los los 7T, compactos, T *(z”) € Y’ y vale que
y"(Tr(2")) = 2"(T¥(y")) para todo 2" € X" y todo " € Y"). Como Y es (por hipdtesis)
débilmente secuencialmente completo, entonces (7:*(x")),, converge débilmente para todo
2" € X", En particular tenemos que (7,,(x)), converge débilmente en Y’ para todo =z € X.

Es decir que para cada z € X, existe y, € Y’ tal que Tj,(z) = v/,. Definimos
T :X — Y como T(z) := y,, que resulta un operador lineal y continuo. Entonces
T € L(X,Y'") = K(X,Y') y ademés T,(x) — T(z) para todo x € X. Por lo tanto
y"(To(x)) — ¢ (T(x)), es decir (T(y"))(x) = (T*(y"))(x) para todo = € X. Con esto

w*

obtenemos que T*(y") — T*(y") para todo y’ € Y.

Como ya tenfamos ademds que T (y") = S(y”) para todo todo 3" € Y, entonces
resulta (por la unicidad del limite) que S(y”) = T*(y") para todo y” € Y". Por lo tanto
TH(y") 5 T*(y") en X' para todo 4" € Y”, y en consecuencia z”(T*(y")) — z"(T*(y"))
para todo x” € X" y para todo y” € Y.

Definimos ahora para cada z” € X" y cada y” € Y”, la aplicacién (2" ®y") € L(X,Y")
de la siguiente forma: (" ® y")(T) := 2" (T*(y")).

Lo que obtuvimos entonces es que (2" ® y")(T,,) — (2" @ y")(T) para todo 2" € X"
y para todo y” € Y. Como ext (B (x,yny) = ext(Bxr) @ ext(Byn) [29, Theorem 1.3],
tenemos que 2'(T,,) — 2/(T') para todo 2’ € ext (B (x,y1)y)-

Aplicando el Teorema de Rainwater [16, Corollary 3.61], que establece que para ver
que una sucesién acotada (z,), converge débilmente a z en un espacio de Banach Z,
es suficiente probar que 2/(z,) — 2/(2) para todo 2z’ € ext (By/), podemos concluir que
T, 5 Ten K(X,Y')=L(X,Y"). O
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Capitulo 2

Productos Tensoriales Proyectivo e
Inyectivo

En este capitulo vamos a definir el Producto Tensorial Proyectivo X®,Y y el Producto
Tensorial Inyectivo X®.Y entre dos espacios de Banach X e Y, y veremos algunas de sus
propiedades.

Para esto, primero definiremos el producto tensorial algebraico X ® Y como un
subespacio vectorial del dual algebraico (sin estructura topolégica) de las formas bilineales
de X x Y en el cuerpo K (la idea es que X ® Y ‘linealice’ dichas formas bilineales).

Luego dotaremos a este espacio con una norma w (la mayor norma ‘natural’ en
X ®Y) que llamaremos norma proyectiva, para tener el espacio normado X ®, Y. Y
lo completaremos para obtener el espacio de Banach X®,Y al que llemaremos Producto
Tensorial Proyectivo de X e Y.

De manera andloga definiremos otra norma en X ® Y (la inducida por la inclusién
X®Y — Bil(X'xY’) ) que notaremos ¢ y llamaremos norma inyectiva. Y completando
el espacio normado X ®. Y := (X ® Y, ¢), obtendremos el espacio de Banach X ®.Y al
que llamaremos Producto Tensorial Inyectivo de X e Y.

Mostraremos ademas algunos resultados sobre la Propiedad de Aproximacién, que nos
servird como herramienta para analizar ¢;®.¢; y relacionarlo con (co®xco)’.

Nos centraremos fundamentalmente en los contenidos relacionados con el Tensor
Proyectivo, que es tema principal de este trabajo. En cuanto al Tensor Inyectivo y la
Propiedad de Aproximacién, si bien probaremos algunos teoremas que sean de interés,
vamos a enunciar y utilizar resultados cuyas demostraciones no incluiremos y pueden
encontrarse en [30].

2.1. Productos tensoriales algebraicos

Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K.

33
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Notaremos como X# al dual algebraico de X (para distinguirlo del dual topolégico
cuando tengamos definida una norma). Y lo mismo con las formas bilineales. Es decir,

X#:={f:E—K/ f es lineal}

Bil#* (X xY):={p: X xY — K / ¢ es bilineal}

Usaremos ademds, cuando sea conveniente, la notacion: < u, p >:= u(yp).

Queremos definir un espacio que permita ‘linealizar’ las formas bilineales. Para ello
definiremos primero los tensores elementales.

Definicién 2.1. Sean X e Y dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Dado (z,y) €
X x Y definimos el tensor elemental x ® y como el elemento de (Bil# (X x Y))# tal que
(x ®y)(p) = p(x,y) para toda ¢ € Bil#* (X xY).

Definicién 2.2. El Producto Tensorial X ® Y se define como el subespacio de Bil# (X x
Y)# generado por los tensores elementales z @ y , con x € X e y € Y. Es decir,

X@Y:{Z)\i.l'i@)yi:/\iEK>$i€X7yi€Ya1§i§nvn€N}'
i=1

Observacion 2.3. La representacion de u € X ® Y como combinacién lineal de tensores
elementales no es unica. Pues u = v en X ® Y iy sélo si < u,p >=< v, > para
toda ¢ € Bil*(X x Y). Entonces, tomando por ejemplo u = ¥ ® y + r @ (—y), resulta
< u,p >= p(x,0) = 0 para toda ¢ € Bil” (X xY). Y esto significa que z@y+x®(—y) = 0
paratodox € X,y €Y.

Anélogamente puede verse que:

(a) (z1+22)@y=21 QY+ 2@y para todo z1,22 € X, y €Y.
(b) 2@ (y1 +y2) =2 y; + 2 Ry para todo z € X, y1,y2 €Y.

() Mzey)=M\)®@y=2® (\y) paratodo \e K,z € X,yeY.

Es decir que la aplicacién canénica 7 : X X Y - X ® Y dada por 7(x,y) =z ®y
resulta una aplicacion bilineal.
Notar que (c) dice que todo u € X ® Y puede escribirse como: v = > z; ® y; (con
=1

1=

neX;y €Y, 1<i<n,neN).

La siguiente proposicion, que permite caracterizar cuando u = 0 en X ® Y, sera de
gran utilidad para obtener la buena definicion de aplicaciones sobre elementos de X ® Y.
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Proposicién 2.4. [30, Proposition 1.2] Sea u =" z; @ y; € X @Y. Son equivalentes:
i=1
(i) u=0

(i) S>2'(x) - v'(y;) =0 para todo 2’ € X#, y € Y.
i=1

(iii) " 2'(x;) -y =0 para todo x' € X#.
i=1

(iv) Y9 (y) - x: =0 para todoy' € Y.
i=1

Demostracion.
(i)=(ii) Como (z ® y)(p) = @(z,y) para toda ¢ € Bil#(X xY), (i) dice que

S~ (s, y;) = 0 para toda ¢ € Bil#* (X x Y).
i=1

Por otro lado, dados 2/ € X# e y € Y#, la funcién dada por ¢(x,y) = 2/(z) - v/ (y),
resulta bilineal. Luego se obtiene (ii).

(ii)=(i) Para ver que u = Z r; ®y; = 0, debemos ver que Z o(x;,y;) = 0 para toda

0 € Bil#*(X xY). Sea ¢ € le#(X xY).

Consideramos X := [z1, ..., z,] € Y1 := [y1, ..., Yn]. Como son subespacios de dimensién
finita, X7 e Y] estan complementados en X e Y respectivamente y tenemos P : X — X,
y @ Y — Y] sus proyecciones.

También por ser X; e Y] de dimensién finita, podemos expresar ¢|x,xy, = > z} )
=1
con zj € X# y w; € Y# para 1 < j < m. Sean 7, 1= 2; o P e yj 1= wj o @ , entonces
T} EX#yy € Y# para 1l < j < m. Luego, por (ii), Z “(2i)-y;(y;) = O para 1 < j < m.
Sea w = Z .ij ’ ij entonces w € BZZ#(X X Y) y w|X1><Y1 = 90|X1><Y1'
j=1

Por lo tanto:

m n

<u,p>= Y olwi ) = Y (@i, y) = ZZx () (i) = > ) i)y (wi) = 0.

=1 i=1 =1 j=1 7j=1 =1
Luego < u,p >= 0 para toda ¢ € Bil#(X xY). Esdeciru=0en X ® Y.
(iv)=(ii) Sean 2’ € X#; ¢/ € Y#. Por (iv), > 9/(y;) - z; = 0 y en consecuencia
i=1

Zx (x;) i) (Zy i) Z) 2'(0) = 0.
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Anélogamente se obtiene (iii)=-(ii).
(ii)=(iv) Dado ¢/ € Y# por (ii) tenemos que > 2/(z;)-y/(y;) = 0 para todo ' € X*#.
i=1

n

Entonces, 2’ (Zl v (i) xz> = > a'(z;) - ¥'(y;) = 0 para todo ' € X#. Y por lo tanto

i=1
>y (yi) i = 0.
i=1

Anélogamente se obtiene (ii)=(iii).

Observacion 2.5. En la Proposicién 2.4 basta tomar conjuntos separantes en X# e Y#
(S C X7 es separante si vale la siguiente implicacién: Si f(z) = 0 para toda f € S,
entonces * = 0). Por ejemplo, por el Teorema de Hahn-Banach, X’ C X# es separante.

Hasta aqui tenemos definido el producto tensorial X ® Y que cumple las propiedades
que detallamos a continuacion.

Observacion 2.6.

(a) Cada ¢ € Bil#(X x Y) tiene asociada una aplicacién lineal ¢ : X ® Y — K dada por
P i @yi) = Y e, y;) tal que P(z ® y) = p(x,y) para todo (z,y) € X x Y.
=1 i=1

Podemos ilustrar esta caracterizacion con el siguiente diagrama:

XxY 2 K

| A

X®Y

Es decir que cada forma bilineal ¢ se factoriza via un operador canénico 7 : X XY —
X ®Y dado por 7(x,y) := x ® y y una forma lineal ¢ que preserva la informacién
de ¢.

Reciprocamente, cada g € (X ® Y)# tiene asociada g : X x Y — K dada por
9(z,y) := g(x ® y) tal que g es bilineal y g(u) = u(g) para todau € X ® Y.

Es decir que tenemos la identidad algebraica: Bil# (X x V) = (X @ Y)7#.

(b) Esta factorizacién vale también para operadores lineales y la identidad algebraica que
se obtiene en consecuencia es: Bil# (X x Y, Z) 2 {T : X ®Y — Z / T es lineal},
como lo muestra el diagrama:
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X®Y

(Recordemos que en estas identificaciones no estamos considerando ain estructuras
topolégicas ni condiciones de continuidad).

Ademas, el producto tensorial con esta propiedad de factorizacién es tnico salvo
isomorfismos algebraicos, como lo establece la siguiente proposicion:

Proposicién 2.7. [30, Proposition 1.5] Sean X e Y espacios vectoriales. Sean W un
espacio vectorial y W : X XY — W bilineal tal que para todo espacio vectorial Z y para
toda ¢ : X xY — Z bilineal, existe una tinica ¢ : W — Z lineal tal que ¢ = ¢ o V.
Entonces, existe un isomorfismo J : X @ Y — W tal que J(z ® y) = V(z,y) para todo
(r,y) e X xY.

Demostracion. Observemos primero que la unicidad de ¢ para cada ¢ implica que el
conjunto {¥(z,y) :x € X, y € Y} genera W.

SeaT: X xY = X ®Y el operador canénico dado por 7(x,y) := z ® y que resulta
bilineal. Entonces por hipdtesis, existe una tnica 7: W — X ® Y lineal tal que 7 = 7o V.

Por otro lado, como ¥ : X XY — W es bilineal, por la propiedad de X ® Y
(Observacién 2.6), existe una tnica ¥ : X ® Y — W lineal tal que W o7 = W¥. Es
decir U(z @ y) = ¥(z,y) para todo (z,y) € X x Y.

Entonces Wo (Fo W) = Uo7 = U. Por lo tanto ¥ o 7(¥(x,y)) = ¥(z,y) para todo
(z,y) € X x Y. De lo cual resulta, por lo observado al principio, que Uo T(w) = w para
todo w € W. Es decir que v oT = idy. B

También tenemos que 7o (W o7) =7 o W = 7. Entonces 7 o ¥(7(x,y)) = 7(z,y) para
todo (z,y) € X x Y. Es decir que To U(z ® y) = 2 @ y para todo z € X, y € Y. De lo
cual resulta que 7 o \Tf~: tdxgy- B

Luego existe J =V : X ® Y — W isomorfismo lineal tal que J(z @ y) = V(z Q@ y) =
U(x,y) para todo (z,y) € X x Y.

O

2.2. Producto Tensorial Proyectivo

Tenemos el producto tensorial algebraico X ® Y caracterizado salvo isomorfismos.
Queremos ahora definir una norma en X ® Y. Es natural pedir que
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|z @yl <|z].|ly|]| para todo (x,y) € X x Y.

n
En tal caso, dado u € X ® Y, para cualquier representacion u = »_ x; ® y;, debe
i=1
cumplirse que

n n
lull <>l @ wall <D Nl -yl -
i=1 i=1

Por lo tanto, ||ul| < inf {Z il - Nyl - w = Z T ® yl}

Este infimo define una norma en X ® Y, como lo establece la siguiente proposicion:

Proposicién 2.8. [30, Proposition 2.1] Sean X €Y dos espacios vectoriales. Para cada
u € X ®Y definimos w(u) := inf {Z el - sl - w = sz ®yz} Entonces m es una
norma en X @Y y cumple que w(x @ y) = ||z|| . [|y]| pam todo reX,yeY.

Demostracion. Claramente m(u) > 0 para todou € X @ Y.
Veamos la desigualdad triangular:

n m
Sean u,v € X ®Y . Dado € > 0 existen representaciones u = Y z;Qy; ; v = Y z; Qw;
i=1 j=1

n m
tales que: Z il Nyl < 7(u) + 5y z 1zl . lws]] < 7(v) + 5. Entonces tenemos una

representacion de u + v = Z T QY+ Z z; @ w; tal que Z Nzl - Myl + Z 2] - Jw;|| <
Jj= Jj=1
m(u) + w(v) + €. Por lo tanto. 7r(u~|—v) < m(u) + 7(v ) —i—s para todo ¢ > 0. Luego
m(u+v) < mw(u) + w(v).
Veamos que w(Au) = |A| 7(u) para todo u € X ® Y y para todo A € K.
Es claro para el caso A = 0. Si A\ # 0, para cada representaciéon de u = > x; ® y;,

=1
n

tenemos la correspondiente representacion de Au = > (Az;) ® y;. Entonces
i=1

r(hu) <Al fyall < A sl - sl
=1 =1

y por lo tanto

1 n
W?T(M) <D llzall - Nyl
1=1
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para toda representacion de u = Z T @ Y. Luego o m(Au) < m(u) y en consecuencia

m(Au) < |A|7(u) para todo u € X ® Y y para todo )\ e K.
Para la otra desigualdad usamos que m (10) < +m(v) para todo v € X ® Y y para

) |>\\
todo A # 0. Entonces

1
—Au) < —

m(u) = 7r()\

y por lo tanto
Al 7(u) < m(Au)
para todo u € X ® Y y para todo A € K.
Veamos que si w(u) = 0, entonces u =0 .
Sea U € X ®Y tal que 7T( ) = 0. Entonces para todo ¢ > 0, existe una representacién de
u= Z x; ®y; tal que Z llz:|| - ||lyil| < e. Sean 2’ € X’ e ¢ € Y, entonces
i=1 :
Z ()9 (yi)
i=1
Es decir que para todo £ > 0,

< Z |2 ()] -y ()| < N2l N1yl -2

i=1

n

> (). (i)

=1

< [l2'[] - [ly'[} -

Por lo tanto > a'(x;).y/(y;) = 0 para todo 2’ € X', ¢/ € Y'.
i=1
Por el Teorema de Hahn-Banach, X’ e Y’ son conjuntos separantes (en X# e Y#
respectivamente). Luego, por la Observacién 2.5 y la Proposicién 2.4, resulta u = 0.

Hasta aqui tenemos que 7 es una norma en X ® Y.

Probemos finalmente que 7(x ® y) = ||z|| . |y|| para todo z € X, y € Y.

Por la propia definicién, es claro que w(z ® y) < [|z|| . |y]|-

Veamos que ||z||. ||y]| < 7(z ® y). Dados z € X, y € Y, tomamos 2’ € Bx/, y' € By
tales que 2'(x) = ||z|| e ¥'(y) = |ly||- Sea ¢ : X x Y — K dada por ¢(s,t) := 2/(s).y/(¢),
que resulta bilineal. Por la Observacion 2.6, existe ¢ : X ® ¥ — K lineal tal que

P(s®t) =a'(s).y/(t) para todo s € X, t € Y. Entonces, para u = > x; ® y;,
=1

<D @)y )l < ) Nl lyll
i=1 i=1

n
pues ' € Bx/, y € Bys. Es decir que | ¢(u)| < > ||oi]| ||v:|| para toda representacién

n

Z o' (i) (y:)

i=1

o( 2 ®y;)

i=1
de u = > z; ® y;. Por lo tanto | ¢(u)| < w(u) para todo u € X ® Y y en particular
i=1
| oz ®@y)| < 7(x ®y) para todo 2 € X, y € Y. Luego
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[zl [yl = 2'(2).y' ()| = | (z @ y)| < 7(z @ y) para todo z € X, y € V.
[l

A esta norma m, que es la mayor norma ‘natural’ en X ® Y, la llamaremos norma
proyectiva.

Definicién 2.9. Sean X e Y dos espacios vectoriales, dado u € X ® Y se define su

norma proyectiva como 7(u) := inf {Z il Myl - v = >0 2 ® y,}.
i=1 i=1
Notamos X ®, Y := (X ® Y, m) al espacio normado X ® Y con la norma proyectiva.

Salvo en el caso de que X e Y sean de dimension finita, este espacio X ®; Y no es
completo.

Definicién 2.10. Llamaremos Producto Tensorial Proyectivo (o Tensor Proyectivo) de
X eV, y lo notaremos X®,Y , a la completacién de X @, Y.

Observacidn 2.11. Notemos que al completar ya no tenemos para los elementos de X ®,Y

n
la representacion Y z; & y;.
=1

Habiamos visto en la Observacion 2.6 las siguientes identificaciones algebraicas:
(a) Bil¥ (X xY)2 (X ®Y)#
(b) Bil¥ (X xY,Z)2{T: X®Y — Z | T es lineal}

En el proximo teorema se prueba que estas identificaciones resultan isomorfismos
topolégicos considerando en X ® Y la norma proyectiva. Esto muestra que el producto
tensorial es el espacio indicado y 7 la norma adecuada para obtener el espacio de Banach
X®,Y que permite linealizar, de manera continua, las funciones bilineales que salen de
X xY.

Teorema 2.12. [30, Theorem 2.9] Sean X, Y y Z espacios de Banach. Entonces, para
cada ¢ € Bil(X x Y, Z) existe una tinica ¢ € L(X®,Y, Z) tal que p(z®y) = ¢(z,y) para

todo (xz,y) € X x Y. Ademds la correspondencia ¢ <> ¢ es un isomorfismo isométrico
entre Bil(X x Y, 7Z) y L(X®,Y, Z).
En particular, para el caso Z =K, resulta la identificacion isométrica:

Bil(X xY) > (X®,Y).
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Demostracion. Sea ¢ € Bii(X x Y, Z). Por la Observacién 2.6, existe una tnica 5 :
X ®Y — Z lineal tal que ¢(z ® y) = ¢(x,y) para todo (z,y) € X x Y. Queremos ver

ahora que ademds ¢ es continua (tomando en X ® Y la norma 7).

Seau=> x;®y; € X ®Y. Entonces, por ser 5 lineal, vale que
i=1

6] < 3= 6t @0 = 3 ot wl < bl 3 el

y esto vale para toda representacion de u = Z z; ® y;. Por lo tanto Hgb H < ||o|| .7 (u)

<WH

Ademis [[9(z. )| = [z @ )|| < loll.7(x @ y) = 8] lalllyl para todo (z,y) €
X x Y. Luego ||o|| < H(b y por lo tanto ngﬁH = |||

Finalmente, por un argumento de densidad, ¢ se extiende a X®,Y de forma tnica y
con la misma norma. B

Tenemos hasta aca una aplicacién que manda ¢ — ¢ y es una isometria. Veamos que
también es suryectiva. Dada T € L(X®,Y,Z) definimos ¢ : X x Y — Z dada por
er(x,y) == T(x ®@y). Como T es lineal y ® es bilineal, opr € Bil(X xY,Z)y or =T
(pues pr(z ®@y) = d(z,y) = T(r ®@y)). R

Luego tenemos un isomorfismo isométrico que identifica Bil(X xY, Z) con L(X®,Y, Z)
de la siguiente manera:

y en consecuencia gb € L(X®,Y,Z) con

Bil(X xY,Z) — L(X®,Y, Z)
¢ oz ®y) = ¢(z,y)

L(X®,Y,Z) —s Bil(X x Y, Z)
(

Tv— or(z,y) =T(x®y)

]

Una consecuencia sustancial del Teorema 2.12 es el préximo corolario, donde se obtiene
una caracterizacién del dual del tensor proyectivo, que sera de fundamental importancia
para estudiar la DPP en dicho espacio.

Corolario 2.13. Dados X e Y espacios de Banach, (X®,Y) es isométricamente
isomorfo a L(X,Y").

Demostracion. Es consecuencia de aplicar el Teorema 2.12 para Z = K y la identificacion
isométrica entre Bil(X x YY)y L(X,Y"). O
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Y ahora podemos, en virtud de este isomorfismo isométrico, reformular el Teorema
1.7 en términos del tensor proyectivo. Como ya mencionamos, la equivalencia que resulta
entre la propiedad de Schur en X’ e Y’ y la misma en (X®,Y)’ resultara esencial cuando
analicemos en el Capitulo 3 condiciones para que la DPP se preserve en dicho producto
tensorial.

Corolario 2.14. [31, Corollary 3.4] Dados X eY espacios de Banach, (X®,Y)" tiene
la propiedad de Schur si y solo si X' e Y’ tienen la propiedad de Schur.

Demostracién. Por el Corolario 2.13, (X®,Y) es isomorfo a L(X,Y”), luego se aplica el
Teorema 1.7. [

Ejemplo 2.15.

(a) (co®xco) tiene la propiedad de Schur.
Es consecuencia del Corolario 2.14 y de que ¢, = ¢; que es Schur.

(b) Sean K; y K dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff. Si K7 y K5 son dispersos,
entonces (O(K1)®WO(K2))/ tiene la propiedad de Schur.

Por el Corolario 1.22; como K; y K3 son dispersos, entonces C'(K;) y C(K3) tienen
la propiedad de Schur. Luego se aplica el Corolario 2.14.

Una observacién vélida en este punto, relacionada con las propiedades de X®,Y que
deben tener necesariamente X e Y, es preguntarse si el tensor proyectivo entre dos espacios
contiene subespacios complementados isomorfos a cada uno de ellos. El siguiente lema nos
muestra que si.

Lema 2.16. Sean X e Y espacios de Banach y sea X®,Y su producto tensorial
proyectivo. Entonces X eY son subespacios complementados en X®,Y .

Demostracion. Basta probarlo para X. Definamos primero una aplicacién lineal e
inyectiva ¢ : X — X®,;Y que nos permita ver a X como un subespacio de X®,Y .

Para esto fijamos un yo € Y tal que ||yo|| = 1 y definimos i(x) := 2 ® yy. Es claro que i es
lineal (pues ® es bilineal). Recordemos ademés que 7(z ® y) = ||z - ||y]| y esto implica
que 7(i(z)) = ||z] - ||yo|| = ||=||. Luego i resulta una isometria (y por lo tanto inyectiva).

Veamos ahora que tenemos una proyeccién p : X®,Y — X tal que poi = idy. Para
esto fijamos un y; € Y’ tal que |lyoll = 1 e yi(yo) = 1 (tal yj existe por el Teorema de
Hahn-Banach).

Definimos primero 7' : X x Y — X dada por T(z,y) := y,(y) - . Como T es
bilineal, en virtud de la propiedad que caracteriza al tensor proyectivo, existe una tnica
p: X®,Y — X lineal tal que p(z ® y) = T(z,y). Es decir p(z ® y) = y4(y) - . Por lo
tanto, para todo x € X, resulta que poi(x) = p(x ® yo) = y4(vo) - = = . O
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Con el objetivo de analizar en el préximo capitulo la DPP en ¢1®,¢;, veremos a
continuacion una proposicion que caracteriza el tensor proyectivo de ¢; con otro espacio
de Banach.

Para ello, dado un espacio de Banach X, definimos

((X) = {(:L‘n)n cx, € X paratodon € Ny > ||z, < oo}.

n=1

Proposicién 2.17. [30, Example 2.6] Sea X un espacio de Banach, entonces (12.X es
isométricamente isomorfo a {1(X).

Demostracion. Comenzamos trabajando con el tensor ¢; ® X sin completar.
Sea J : (1@ X — (1(X) el inico operador lineal tal que J((ay,), ®2) = (@), Veamos

que J es continuo, considerando en £; ® X la norma 7. Sea u € /1 @ X, u = >, o' ® x;.
i=1

m 0o ) m '
< Z 2_? & il = X2 sl lla'[l,, ¥ esto vale

X =1

Entonces H J(U) ||131 X) Z

m
Zozxz

para toda representacién de u = Z a' ® ;. Por lo tanto [|.J(u)ll,,x) < 7(u) para todo
uelh ®X. Es decir J € L({; ®, X (X )) Veamos que J es una isometria.

Dado u = Z o' @ x;, llamamos u,, = Z alz;, y entonces J(u) = (up ).
=1 i=1

Afirmamos que ) e, ® u, converge a u en ¢; ®, X. En efecto,
n=1

N
U—Zen®un: Z

n=1 i=1

S (o (Seke) o) - 5 (- Sk o

m

m
i
en®anxi:§ a®xl g E ozen®:vZ
i=1

i=1 n=1

=1 =1 n=1
Entonces
Tlu—> e, ®u,| < E o' — Y akey| cllzilly — 0, pues ' = (a})n € 4.
n=1 i=1 n=1 A
o0
Luego u = Y e, ®u, en{; ®,; X,y en consecuencia
n=1

N N
m(u) = lim 7 (Z ®u) < dim Yl = 1)l x)
n=1

n=1
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Es decir que 7(u) < [[J(u)l,,x) v por tanto m(u) = [[J(u)l, ) para todo u € {1 ® X.
Tenemos entonces que J : {1 @, X — ¢1(X) es una isometria. Como ¢;(X) es completo,
podemos extender J : 1@, X — (X) y sigue siendo una isometria.
Veamos finalmente que J : £1&,X — £1(X) es suryectiva. Sea z = (), € £1(X)
N

n=1

o0
(es decir > ||lzn|| < o0), entonces (Z Han) es una sucesion de Cauchy en R.
n= N

N
Como 7(e, ® z,) = ||z,||, la sucesién (Z én ®xn) es de Cauchy en /;®,X, que
N

n=1
es un espacio completo. Por lo tanto existe u = > e, ® z, € (1®.X, v resulta que
n=1
J(u) = > zpe, = . O
n=1

Corolario 2.18. (;@,0, = (5.

Demostracion. Si aplicamos la Proposicién 2.17 para X = ¢; obtenemos que {;@,0; =
¢1(¢1). Veamos entonces que 1({1) = {;.
Escribimos los elementos de ¢4 (¢;) como (a"),, donde o™ = (o), € ¢, paracadan € N.
Tomamos ¢ : N x N — N una biyeccién y definimos ¥ : ¢; — ¢1(¢;) de la siguiente
manera: ¥ («a) = (a”), donde ak = Qg(nk)- La buena definicién resulta de que, por ser
¢ una biyeccion, entonces Z E |Qgnpy | = Z | .

n=1k=
Por lo tanto, para cada a = (ozl) € ly:

o0 o0 o0
Yol =D okl = ZZI%M | —Zm < oc.
n=1

n=1 k=1 n=1 k=1
Es decir que [[¥ (@)l ) = llall,. Tenemos entonces que ¥ € L({y,¢1({1)) es una
isometria.

Ademds ¥ es biyectiva (porque ¢ lo es) con ¥~ ((a™),) = a, siendo «; = a‘plglg,
donde ¢~ = (¢1,1) : N — N x N. O

Observacion 2.19. De manera analoga se prueba que ¢;(1)®,X = ¢,(I, X) para cualquier
conjunto de indices I.

Una consecuencia importante de la Observacién 2.19 es el préximo lema, que nos
da una representacion para los elementos del tensor proyectivo como sumas infinitas de
tensores elementales.

Y ademés resulta que 7(u) = inf {Z el vl = v = Z T @ yl}
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Proposiciéon 2.20. [30, Proposition 2.8/ Dados X e Y espacios de Banach, sean
uw € X®.:Y ye > 0. Entonces existen (Tn)n sucesion en X e (y,), sucesion en Y,
tales que la serie Y x, @y, converge a u y ademds Y. ||z,|| ||ynll < 7(u) + €.
n=1 n=1

Demostracion. Tomemos I un conjunto de indices y @ : ¢1(1) — X un operador cociente,
entonces por la proyectividad de la norma 7 [30, Proposition 2.5], Q @, idy : £1(I)&,Y —
X®,Y es también un cociente. Es decir que es suryectivo y para todo u € X®,Y,
m(u) = inf {r(w) : (Q @y idy)(w) = u}. Por lo tanto, dados u € X®,Y y e > 0, existe
v € L (N®LY tal que (Q ®, idy)(v) = uy m(v) < w(u) +e. Como £ (1®,Y = ¢,(1,Y)
(Observacién 2.19), podemos identificar v con (v;);c; familia absolutamente sumable en
Y. Entonces existe un subconjunto numerable Iy = {i,}, . C I tal que v; = 0 para todo

. Sean x,, == Q(e;,) € X e

o o0
i ¢ Iy y podemos escribir v = > e; ®@v;, con w(v) = > ||vy,
n=1

n=1

Yn =1, €Y, entonces u = (Q @ idy)(v) = > =, ® y,,. Ademas
n=1

D laall Nyl = D 1Qes,)
n=1 n=1

i, =7(v) < 7(u) +e.

o0
< Z v,
n=1

]

Nos resultara de utilidad en el Capitulo 3 construir sucesiones débilmente nulas en
X®,Y . En virtud de la identificacién entre (X®,Y) v L(X,Y"), el siguiente lema muestra
condiciones que garantizan convergencia débil en el tensor proyectivo a partir de ciertas
sucesiones en cada uno de los espacios.

Lema 2.21. [18, Lemma 2] Sean X e Y espacios de Banach tales que L(X,Y') =
Le(X,Y') (es decir todo operador en L(X,Y') es completamente continuo). Sea (xy),
una sucesion débilmente nula en X y sea (y,), una sucesion acotada en Y. Entonces
(xn, @ yy), es una sucesion débilmente nula en X®.Y.

Demostracion. Para ver que (x, ®y,), es una sucesién débilmente nula en X @WY,
tomemos ¢ € (X®,Y). El isomorfismo isométrico (X®,Y) = L(X,Y’) (Corolario
2.13) nos asegura que existe 77 € L(X,Y’) tal que T(z)(y) = ¢(z®y). Entonces
1620 ® 5] = IT()(w)] < TN -0l

Como T es completamente continuo (por hipétesis) y (x,), es débilmente nula en X,
entonces ||T(x,)|| — 0.

Ademas (y,), es una sucesién acotada en Y. Luego

¢ (20 @ yn)| = [T (2n) ()| < NT (@)l - Nlymll =0

para todo ¢ € (X®,Y)". Es decir, (x, ®yy,), es una sucesion débilmente nula en
X®,Y. O
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Corolario 2.22. [3, Lemma 2.1] Sean K, y Ky dos espacios topoldgicos compactos
Hausdorff. Sea (f,), una sucesion débilmente nula en C(K;) y sea (g,), una sucesion
acotada en C(K,). Entonces (f, ® gn), resulta una sucesion débilmente nula en

C’(K1)<§>WC'(K2).

Demostracion. Por ser K; y Ky compactos, L(C(Ky),C(Ky)) = W(C(K;),C(K3)")
(Observacién 1.24) y por lo tanto, como todo C(K) tiene la DPP, L(C(K;),C(K3)") =
Le(C(K7),C(K3)"). Luego se aplica el Lema 2.21. O

Los préximos corolarios nos dan variantes en las hipétesis que implican que L(X,Y’) =
L..(X,Y’) para obtener la misma conclusién del Lema 2.21.

Corolario 2.23. Sean X e Y espacios de Banach tales que Y' no contiene copias de ¢y y
X tiene la DPP y la Propiedad (V). Sea (x,), una sucesion débilmente nula en X y sea
(Yn),, una sucesion acotada en Y. Entonces (x, @ yy), es una sucesion débilmente nula
en X <§>7TY.

Demostracion. Por el Corolario 1.46 tenemos que L(X,Y') = L..(X,Y’) (es decir todo
operador en L(X,Y”) es completamente continuo). Luego se aplica el Lema 2.21. ]

Corolario 2.24. [26, Lema 1.2] Sean X e Y espacios de Banach tales que Y tiene la
Propiedad (V) y X tiene la DPP y la Propiedad (V). Sea (x,), una sucesion débilmente
nula en X y sea (yn), una sucesion acotada en'Y . Entonces (z, ® yy), €S una sucesion

o~

débilmente nula en X®,Y .

Demostracion. Como Y tiene la Propiedad (V), por el Lema 1.43, Y’ no contiene copias
de ¢g. Luego se aplica el Corolario 2.23. O

Damos a continuacién una variante mas, usando en este caso copias de ¢y y de ¢4, para
obtener también una sucesién débilmente nula en X®,Y .

Lema 2.25. [18, Lema 8] Sean X e Y espacios de Banach tales que X no contiene una
copia complementada de {1 eY contiene una sucesion (y,), equivalente a una base de cy.
Entonces, para toda sucesion (xy), acotada en X, (x, ® y,), es una sucesion débilmente
nula en X®,Y .

Demostracion. Sea M el subespacio cerrado de Y generado por (y,),, (sucesién equivalente
a una base de ¢p). Entonces M" = ¢; y como X no contiene una copia complementada
de ¢y, por el Lema 1.35, resulta que L(X, M') = K (X, M’). Tenemos ademas que (y,),,
es equivalente a una base de ¢, entonces (y,), es débilmente nula en M = ¢j. Sea
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(x,,), una sucesién acotada en X. Para cada 7" € L(X,M') = K(X,M’), como T es
compacto, entonces (' (z,) (y,)) — 0 (pues toda subsucesion de (T (x,) (y»)),, tiene a su
vez una subsucesién que tiende a cero). Usando la equivalencia L(X, M’) = (X DM )/,
tenemos que (z, ® y,),, es débilmente nula en X®&,M vy por lo tanto f(:vn ®Y,) — 0 para
cada T € (X QM )/. Finalmente, como la aplicacién de X&,M en X®,Y que manda
TRy >y (x € X,y € M) es continua (pues M es un subespacio cerrado de V'),
resulta (z, ® y,), débilmente nula en X R,Y. O

2.3. Producto Tensorial Inyectivo

Asi como definimos el Producto Tensorial Proyectivo dotando con la mayor norma
‘natural’” 7 al producto tensorial algebraico X ® Y, ahora presentaremos el Producto
Tensorial Inyectivo dotandolo con la menor norma ‘natural’ e, que llamaremos norma
myectiva.

Para esto recordemos que los elementos de X ® Y pueden verse como aplicaciones
bilineales en X’ x Y’. Es decir X ® Y — Bil(X’ x Y’) si consideramos (z ® y)(2',y) =
2'(x)y (y). La norma inyectiva es la norma inducida por esta inclusion.

Definicién 2.26. Dado u € X ® Y, definimos la norma inyectiva como:
2’ € By, Yy € By/} donde Y z; ® y; es una repre-

n
c(u) = sup { [ /0
i=1 1=1
sentacién de u. La propia definiciéon algebraica del producto tensorial nos dice que este
supremo no depende de la representacion elegida.

Notamos como X ®.Y := (X ®Y, ¢) al espacio normado X ®Y con la norma inyectiva.

Definicién 2.27. Llamaremos Producto Tensorial Inyectivo de X e Y y lo notaremos
X®.Y ala completacién de X ®, Y.

Una dificultad en el producto tensorial inyectivo es que no tenemos (como en el caso
proyectivo) una escritura para representar a los elementos de X®.Y. Hay que pensarlos
como formas bilineales en Bil(X' x Y’) que se aproximan por sumas finitas de la forma

S @y
i=1
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Observacion 2.28. Se tienen las siguientes inclusiones isométricas:
X®.Y < Bil(X' x Y') o equivalentemente X®,Y < L(X')Y).
X'®.Y < Bil(X xY") o equivalentemente X'®.Y — L(X,Y).
X'®.Y' < Bil(X xY) o equivalentemente X®.Y — L(X,Y").

Observacion 2.29. Recordando que Bil(X x Y) = (X®,Y), podemos traducir las
isometrias anteriores como:

X®.Y — (X'®,Y")

X'®.Y < (X&,Y")

X'8.Y — (X®,Y)
Ejemplo 2.30.

(a) (1®.0; tiene la propiedad de Schur.

(b) Si K; y K, son dos espacios topoldgicos compactos Hausdorff y dispersos, entonces
(C(K1))®(C(I3)) tiene la propiedad de Schur.

Ambos resultados se deducen de la Observacion 2.29 y el Ejemplo 2.15.

Definicién 2.31. Llamamos formas bilineales aproximables y las notamos Bila(X X Y)

a los elementos de la imagen de X'®.Y’ < Bil(X x Y). Son precisamente las formas

bilineales de Bil(X X Y') que se aproximan por sumas del tipo > x} ® y..
i=1
Luego X'®.Y" = Bily(X x Y).

Definicién 2.32. Andalogamente llamamos operadores aproximables y los notamos

A(X,Y) a los elementos de la imagen de X'®.Y < L(X,Y). Son los operadores de
L(X,Y) que se aproximan por operadores de rango finito.

Luego X'®.Y = A(X,Y), donde la identificacién para los tensores elementales es
(@' @y)(z) = 2'(z) - y.

Observacion 2.33. Las siguientes propiedades, cuyas demostraciones pueden verse en [30,
Proposition 3.1, 3.2 y 3.3|, serdn necesarias para trabajar con el producto tensorial
inyectivo:
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(a) e(u) < 7(u) paratodou € X ® Y.
(b) e(z®@y) = ||z| - ||y|| para todo z @y € X QY.

(c) La aplicacién 2’ @y : X®.Y — C que manda 2 ® y — 2/(x)y/(y) es lineal, continua,
y cumple que: [|2" @ ¢l xg,y) = 2] - [¥/]]-

(d) SiSeL(Xy,Xs)yTe L(Yy,Ys), entonces S ®. T € L(X1<§>5Y1,X2®5Y2) y vale que
15 @ S| =S| - [ITl-

(e) Si Xy esunsubespacio (cerrado) de X3 e Y7 es un subespacio (cerrado) de Y2, entonces
X1®8Y1 es un subespacio (cerrado) de X2®€Yg

Observacion 2.34. Es 1til para obtener resultados sobre X®.Y observar la siguiente
inclusion isémetrica: X®.Y — C(Bxs X By/).

n
En principio, podemos pensar cada v = Y z; ® y; € X ® Y como una funcién sobre
i=1

Bx: x By del siguiente modo: u(z’,y") = > a/'(z;)y' (vi)-
i=1
Si consideramos en By x By~ la topologia producto (tomando en cada uno la topologia

w*), u resulta una funcién continua sobre By, x By (que es un compacto).
n
Recordemos ademds que e(u) = sup {’Z ' (x;) ~y’(y@-)‘ :x' € Bxyy € By/}, con lo
i=1

cual esta inclusién de X ®. Y en C'(Bys X By) resulta una isometria. Y extendiendo a la
clausura, obtenemos la inclusién isométrica X®.Y — C(Bxs X By~).

Valiéndonos de la Observacién 2.34 veremos en el préximo lema, bajo qué condiciones
podemos obtener una sucesién débilmente nula en X®.Y. Notemos que para la norma
inyectiva ya no es necesario, como ocurria con el tensor proyectivo (Lema 2.21), tener la
hipdtesis adicional de que L(X,Y") = L..(X,Y’).

Lema 2.35. [17, Lemma 2] Sean X e Y espacios de Banach. Sea (x,), una sucesion
débilmente nula en X y sea (yy), una sucesion acotada en'Y . Entonces (x, ® yp),, €s una
sucesion débilmente nula en X®.Y .

Demostracién. Recordemos primero que podemos pensar X®.Y como un subespacio
cerrado de C'(Bx: x By+) (Observacion 2.34).

Veamos entonces que, con las hipdtesis dadas, (z, ® y,), resulta una sucesién
débilmente nula en C(Bxs x By+). Recordemos que (por la caracterizacion del dual de
C(K)) para cada 1) € (C(Bx: x By+))' existe una unica p medida regular de Borel tal que

Y(f)= | fdp paratoda f € C(Bx/ x By).

B 1 X By
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Queremos ver entonces que lim [ 2, ® y,du = 0 para toda p medida regular de
" By X By
Borel. Usaremos para esto el Teorenfa dg la convergencia dominada de Lebesgue.

Como (z,), es una sucesion débilmente nula en X e (y,), es una sucesiéon acotada
en Y, entonces (z, ® y,), es una sucesién acotada en C'(Bxs x By/). Por tanto existe
M > 0 tal que |z, ®y,] < M para todo n € N. Como Bx: X By: es compacto,
entonces ¢ = M es una funcién integrable. Ademds para cada (z',y') € Bx/ X By
lién (X @yn) (2,y) = h;lgn 2'(z,) - Y'(yn) = 0 (por ser (z,), débilmente nula e (y,),

acotada). Luego, por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, vale que:

lim / Tp Q Yndp = / Odp = 0.

BxlXByl BX/XByl

Es decir que (z,, ® y,),, es una sucesiéon débilmente nula en C'(Bxs x By/) y por lo
tanto en X®.Y. ]

Veremos ahora un resultado que Lust demostré en [21] y establece que la propiedad
de Schur se preserva para el tensor inyectivo.

Necesitamos considerar antes, para dos espacios de Banach X e Y, el siguiente
subespacio cerrado de L(X',Y):

Ly (X')Y)={T € L(X")Y)/ T es w* — w continuo}
={T e L(X",)Y)/ T*(Y") Cc J(X)}

donde J : X — X" es la inclusién candnica.

Observacion 2.36. El espacio L,.(X',Y’) contiene subespacios isomorfos a X e Y.

En efecto, si fijamos un zy € X tal que ||zo|| = 1, podemos considerar, para cada
y € Y, el operador ¢, : X’ — Y dado por ¢,(2') := /() - y. Es facil ver que ¢, es
lineal y continuo, es decir que ¢, € L(X',Y). Ademas resulta que ¢;(y') = J(¥'(v) - zo)
para todo y' € Y’ y por tanto ¢, € L,.(X',Y). Por otro lado, como ||zy|| = 1, se obtiene
que ||¢y|l = ||y|| para todo y € Y. Luego, la aplicacién que manda y — ¢, resulta una
isometria lineal y en consecuencia Y < L. (X', Y).

Andlogamente, fijando un yo € Y tal que ||yo|| = 1 y considerando para cada = € X el
operador ¢, : X’ — Y dado por ¢, (2') := 2'(z) - yo, resulta que ¢i(y') = J(y'(yo) - ) para
todoy’ € Y'. Como ademas ||, || = ||z|| paratodo x € X, se obtiene que X < L,.(X",Y).

Probaremos, como lo hace Ryan en [31], la equivalencia entre la propiedad de Schur en
L+ (X'Y) y lamisma en X e Y. Luego obtendremos, como corolario, que esta propiedad
se preserva para el tensor inyectivo, por ser X®.Y un subespacio cerrado de L,«(X",Y).
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Teorema 2.37. [31, Theorem 3.3 (a)] Dados X eY espacios Banach, L,+(X',)Y) tiene
la propiedad de Schur si y solo si X eY tienen la propiedad de Schur.

Demostracion. Supongamos que X e Y tienen la propiedad de Schur. Sea (u,), una

sucesion en L, (X',Y) tal que ||u,|| = 1 para todo n € N. Veremos que existe una
subsucesién (uy, ), que no tiende débilmente a 0. Como |u,| = 1 para todo n € N,
entonces para cada n € N existe 2, € X con ||z}, || =1 tal que |[u, ()] > 3.

Como Y tiene la propiedad de Schur, u, () - 0 en Y. Por lo tanto existe 3 € Y’
tal que y'(un(7,)) - 0. Es decir, existen § > 0 y una subsucesién (up, (27, ))r tales que
|y (tn, (2, )| > 0 para todo k € N. Luego

Nk

6 < |y (wny (2,))] = | (s, (9)) (@, )] < |

para todo k € N. Por lo tanto ‘

un, ()]

u;k(y’)H T 0en X'.

Como X' tiene la propiedad de Schur, entonces u;; (y') - 0 en X'. Esto nos dice que
existe 2’ € X' tal que 2'(u), (y')) - 0.

Para 2’ € X' e y € Y’ fijos, consideramos ¥ € (L, (X', Y))" dada por

U(u) := 2'(u*(y')). Entonces ¥(u,,) - 0y por lo tanto u,, k;%oo 0 en L, (X"Y).

Es decir que para toda sucesion (uy),, en Ly, (X', Y) tal que ||u,|| = 1 para todon € N,
existe una subsucesién (uy, ), que no tiende débilmente a 0.

Luego, no existe una sucesion (u,), débilmente nula en L, (X',Y’) con |lu,| = 1 para
todo n € N. Lo que prueba que L, (X’,Y) tiene la propiedad de Schur.

Reciprocamente, si L,«(X’,Y) tiene la propiedad de Schur, también la tienen X e Y
porque son isomorfos a subespacios de L,«(X’,Y) (Observacién 2.36). O

Corolario 2.38. Sean X e Y espacios Banach tales que ambos tienen la propiedad de
Schur, entonces X®.Y tiene la propiedad de Schur.

Demostracion. Dado que X e Y tienen la propiedad de Schur, entonces (por el Teorema
2.37) Ly (X',Y) tiene la propiedad de Schur. Como ademds X®.Y es un subespacio
cerrado de L, (X’,Y) (porque los tensores elementales x ® y € L, (X', Y) y la norma
inyectiva es la inducida por la norma de los operadores en L(X’,Y)) entonces X®,.Y tiene
y la propiedad de Schur, que se hereda para subespacios. O
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2.4. La Propiedad de Aproximacion

En esta seccién vamos a introducir la Propiedad de Aproximacion con el objetivo de
caracterizar el tensor inyectivo ¢;®.X y relacionarlo (para el caso X = ¢;) con (co®,¢o)’.

Usaremos algunos resultados que no demostraremos y pueden encontrarse en [30].

Recordemos (Proposicién 2.4) que siu = > z; ® y; € X ®, Y (sin completar) vale
=1

J
que:

u=0<= > 2(z;) vy(y;) paratodo 2’ € X' |y € Y.
j=1

o
Pero al completar, para u € X®,Y, si bien tenemos representacion v = »_ z; ® y;
j=1
(Proposicién 2.20), no hay una equivalencia similar a la anterior.

Usando la identificacién (X®,Y) = L(X,Y") sabemos que
u=0<+<= > T(z;)(y;) =0 paratodoT € L(X,Y").
=1

La idea es analizar condiciones que permitan caracterizar (de manera similar a X ®, Y)
cuéndo u = 0 en X®,Y. Para eso hace falta aproximar los operadores T € L(X,Y") por
operadores de rango finito. Como podemos representar a u con z; — 0 (y por lo tanto
{z;}jen C X es relativamente compacto), basta aproximar 7' por operadores de rango
finito sobre compactos.

La siguiente proposicion muestra que es equivalente poder aproximar cualquier
operador que sale de X o que llega a X, y poder aproximar la identidad de X.

Proposicién 2.39. [30, Proposition 4.1] Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) Para todo conjunto compacto K C X y para todo € > 0, existe un operador S € L(X)
de rango finito tal que ||x — Sz|| < e para todo x € K.

(ii) Para todoY Banach, para todo T € L(X,Y'), para todo compacto K C X y para todo
e >0, existe S € L(X,Y) de rango finito tal que ||Tx — Sz|| < e para todo x € K.

(iii) Para todo Y Banach, para todo T' € L(Y, X), para todo compacto K C Y y para
todo € > 0, existe S € L(Y,X) de rango finito tal que ||Ty — Sy|| < ¢ para todo
ye K.
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Definicién 2.40. Diremos que un espacio de Banach X tiene la Propiedad de Aprozimacion
(que abreviaremos PA) si cumple las equivalencias de la Proposicién 2.39.

Ejemplo 2.41. [30, Example 4.2] C'(K) tiene la Propiedad de Aproximacién.

El siguiente resultado da una condicién suficiente para que X tenga la propiedad de
Aproximacion y sera utilidad para aplicarlo en espacios clasicos de sucesiones.

Proposicién 2.42. [30, Proposition 4.5]

Sea X un espacio de Banach. Si existe una red acotada (Ty,). de operadores de rango
finito T,, € L(X) tales que T,x — = para todo © € X, entonces X tiene la Propiedad de
Aprozimacion.

Demostracion. Como (Ty,), es acotada, tenemos C' := sup || T,]| < o0o. Sean K C X un
[0}

compacto y € > 0, tomamos ¢ := min{3, 3=} y {#1,...,2,} C K una dé-red. Sea ay tal
que si @ > ap, ||z; — Toxil| < § para todo i € {1,...,n}. Dado x € K, tomamos i tal que
|z — ;|| <. Entonces

|2 = Tooz|| < [l — @il + (|2 — Tagwill + [|Tagwi — Tao|l
€
3C
Es decir que encontramos T,,, operador de rango finito, tal que ||z — T,,z|| < ¢ para
todo r € K. Luego, como K C X compacto y € > 0 son arbitrarios, resulta de la
equivalencia (i) de la Proposicién 2.39 que X tiene la PA. ]

9 9 9
<5+§+||Ta||-5<—+§+0- =e.

-3

Corolario 2.43. [30, Exzample 4.4] Todo espacio de Banach con una base de Schauder
tiene la Propiedad de Aproximacion.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach y sean (x,),eny una base de Schauder para
X y (2], )nen sus funcionales asociados. Para cada n € N tomamos P, € L(X) dado por
n

P.(x):= > 2! (x)x,. Entonces P,(z) — x para cada x € X y los operadores {P, },, estan
i=1

uniformemente acotados. En consecuencia, por la Proposicion 2.42, X tiene la PA. O
Ejemplo 2.44. Los espacios ¢y y £, con 1 < p < oo, tienen la Propiedad de Aproximacién.
Presentamos ahora la proposicién que muestra que la propiedad de Aproximacion se

relaciona con una buena caracterizacién de cudndo © = 0 en X®,Y. La demostracién
puede encontrarse en [30].
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Proposicién 2.45. [30, Proposition 4.6] Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X tiene la Propiedad de Aproximacion.

(ii) Siu= > 2 @z, € X'®:X, donde (), y (xn)n son sucesiones acotadas en X' y
n=1

/
n

X (respectivamente) tales que Y ||z

n=1

I+ lall < 00 5 3= ) - 20 = 0 para todo

r € X, entonces u = 0.

(iii) Siu= Y 2, @y, € X®,Y, donde (x,)n € (Yn)n s0n sucesiones acotadas en X e

n=1
Y (respectivamente) tales que Y- ||u| - [lynll < 0o y 3 2'(2s) - yo = 0 para todo
n=1 n=1

2’ € X', entonces u = 0.

(iv) Siu= > 2, @y, € X®,Y, donde (x,), e (yn)n s0n sucesiones acotadas en X e

n=1
Y (respectivamente) tales que Y- |lzul| - [[yall < 00 y 32 ¥'(yn) - 2 = 0 para todo
n=1 n=1

Yy €Y', entonces u = 0.

Corolario 2.46. [30, Corollary 4.7]
Sea X un espacio de Banach. Si X' tiene la PA, entonces X tiene la PA.

Observacion 2.47. La implicacién inversa del Corolario 2.46 no vale. Enflo mostré en [15]
un primer ejemplo de espacio de Banach que no tiene la Propiedad de Aproximacion.
Siguiendo este trabajo se demuestra especificamente que si H es un espacio de Hilbert,
entonces L(H) no tiene la PA [35]. En particular ((,®,(,)" = L({5) no tiene la Propiedad
de Aproximacién y sin embargo sf la tiene £,&,f5 [30, Exercise 4.5].

Nos interesa analizar la relacién entre ¢1®./; y (co®ﬂco)’ . Lo haremos usando una
equivalencia clésica, que podria tomarse como definicién de que X tiene la PA y es que
todos los operadores compactos saliendo de cualquier espacio de Banach Y y llegando a
X son aproximables. En el proximo teorema se prueba esta equivalencia en la primera
parte y luego, en virtud de lo anterior, se demuestra que X’ tiene la PA si y sélo si todos
los operadores compactos de X en cualquier espacio de Banach Y son aproximables. A
partir de esta segunda caracterizacién y usando que A(X,Y) = X’ R.Y, es que podremos
dar la equivalencia que querfamos sobre ¢;®./;.

Necesitamos antes algunas definiciones y un Lema cuya demostracion puede
encontrarse en [30].
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Definicién 2.48. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto K C X se dice balanceado
si para todo x € K y para todo escalar « tal que |a] < 1, se cumple que ax € K.

Definicién 2.49. Sea X un espacio de Banach y sea K C X un subconjunto compacto,
balanceado y convexo. Notamos Xx al subespacio de X generado por K y consideramos
en Xy el Funcional de Minkowski dado por ||z|/, :=mf{\ > 0:2 € Az}.

Observacion 2.50. (Xk, ||-||x) resulta un espacio normado tal que Bx, |.|.) = K.

Lema 2.51. [30, Lemma 4.11] Sea X un espacio de Banach y sea K C X un subconjunto
compacto, balanceado y convero. Entonces:

(a) El espacio normado (X, ||| x) es completo.

(b) Eziste un subconjunto L C X compacto, balanceado y convezo tal que K C L y K es
compacto en X,

Y ahora veremos el teorema que establece, en relacién con sus operadores compactos
y aproximables, nuevas equivalencias para la Propiedad de Aproximacién en X y en X',

Teorema 2.52. [30, Proposition 4.12] Sea X un espacio de Banach.

(a) X tiene la Propiedad de Aproximacion si y sdlo si K(Y,X) = A(Y,X) para todo
espacio de Banach Y .

(b) X' tiene la Propiedad de Aprozimacion si y solo si K(X,Y) = A(X,Y) para todo
espacio de Banach'Y .

Demostracion.

(a) =) Sea T € K(Y,X) y sea ¢ > 0. Como T(By) es compacto en X, que por
hipétesis tiene la PA, entonces existe un operador de rango finito R € L(X) tal
que ||Rx — z|| < e para todo x € T(By) y por tanto |RTy — Ty|| < ¢ para todo
y € By. Luego tenemos S := RT € L(Y, X) de rango finito tal que ||S —T| < e.
Esto prueba que T' € A(Y, X).

<) Sea K C X un conjunto compacto y sea ¢ > 0. Por el Lema 2.51 existe L C X
compacto, balanceado y convexo tal que K C L y K es compacto en X;. Como
Bx, = L, lainclusién ¢ : X, — X resulta un operador compacto y en consecuencia,
por hipétesis, i es aproximable. Por esto, existe R € L(X, X) de rango finito tal que

|i — R|| < §. Podemos escribir R = }_ 2} ® z; con 2} € (X)" y r; € X para todo
j=1
j. Como i : X — X es inyectivo, i*(X’) es denso en (X )" para la topologia de la
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. . €
convergencia uniforme sobre compactos de X;,. Luego, tomando 0 < n < ——,
237 |l
=1

para cada 2} existe 2} € X' tal que |7(z) — 2/(z)| < n para todo z € K y para
todo j.

Sea S := ) 7 ®x; € L(X), entonces S es de rango finito y cumple que para todo
=1

J
z e K:

n n 8
|Re = Sall < 3 Ja(a) = @) gl <03 lagll < 5.
j=1 j=1

Luego ||z — Sz|| < ||z — Rz|| + ||Rx — Sz|| < € para todo = € K.

Aplicando la equivalencia (i) de la Proposicién 2.39, resulta que X tiene la PA.

(b) =) Siempre vale que A(X,Y) C K(X,Y). Veamos que si X’ tiene la PA, K(X,Y) C

A(X,Y). Sea T € K(X,Y) y sea ¢ > 0. Dado que T* € K(Y’', X’), tenemos que
T*(By) es un conjunto compacto de X’ y por lo tanto (por hipdtesis, X’ tiene la
PA) existe R € L(X') de rango finito tal que ||z’ — Rx’|| < € para todo &’ € T*(By~).
Como T es compacto, T**(X"”) C Y y en consecuencia T**R* € L(X",Y) y es de
rango finito.

Sea S := T™R*Jx € L(X,Y) (donde Jx : X — X" es la inclusién canédnica),
entonces S también es de rango finito y vale que ||Tx — Sz|| < e para todo = € By.
En efecto, dado vy’ € By:

ly'(Tx) =y (Sx)| = |y (Tx) — (TR Jx (x))(y)| = Ty (x) — R(T"y"))(x))|
< |IT*y — R(T*y")|| < & pues T*y' € T*(By~).

Luego, dado € > 0 arbitrario, encontramos S de rango finito tal que [|T" — S| < e.
Por lo tanto T € A(X,Y).

<) Dado Y un espacio de Banach, veamos que K(Y,X') = A(Y,X’). Sea
T € K(Y,X’'), entonces T*Jx € K(X,Y’). En consecuencia (por hipdtesis)
T*Jx € A(X,Y’) y por tanto (T*Jx)* € A(Y", X"). Luego, como T = (T*Jx)*Jy,
resulta que 7" € A(Y, X'). Probamos entonces que K(Y, X’) = A(Y, X’) para todo
espacio de Banach Y. Finalmente, aplicando (a) se obtiene que X' tiene la Propiedad
de Aproximacion.

]

Recordando que (por su propia definicién 2.32) A(X,Y) = X'®.Y, podemos

reformular el Teorema 2.52 (b) con el siguiente corolario.
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Corolario 2.53. Dado X un espacio de Banach, X' tiene la Propiedad de Aproximacion
si y solo si K(X,Y) = X'®.Y para todo espacio de Banach'Y .

Obtenemos finalmente un corolario sobre (CO®WCO)' que nos permitira analizar en el
Capitulo 3 la DPP en (co®ycp)”.

Corolario 2.54. (co®ycy) = (100,

Demostracion. En virtud del Lema 1.35 para X = ¢, tenemos que L(cg, ¢1) = K(co, l1).
Por otra parte, dado que ¢, = ¢; tiene la PA, podemos aplicar el Corolario 2.53 y
resulta que K(cg,#) = (1®.¢;. Usando por tltimo la identificacién (co®xco)’ = L(co, £1)
(Corolario 2.13) se obtiene que (co®xco) = £1@:L;. O
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Capitulo 3

La DPP y la Propiedad (V) en el
Tensor Proyectivo

En este capitulo nos proponemos finalmente, con todas las herramientas de los
capitulos anteriores, estudiar la propiedad de Dunford-Pettis en el tensor proyectivo.

La pregunta mas natural es plantearse qué relacién hay entre el hecho de que X e Y
tengan la DPP y que la tenga X®,Y. Ya anticipamos, y es en parte la motivacién de
este trabajo, que no es suficiente que X e Y tengan la DPP para asegurar que la tenga
en general X®,Y.

Veremos en principio que si agregamos la hipétesis de que los espacios no contengan
copias de /q, esta pregunta puede responderse pasando por la propiedad de Schur en
los duales. Recordemos que Ryan prueba en [31, Corollary 3.4] que (X®,Y) tiene la
propiedad de Schur si y sélo si la tienen X’ e Y. Con esto y la equivalencia entre la DPP
de un espacio que no contiene copias de ¢; y la propiedad de Schur en su dual (Teorema
1.19), obtendremos la equivalencia entre la DPP en X e Y y en el tensor proyectivo
(X @WY), con la condicion de que los espacios no contengan copias de /5.

Luego incorporaremos la Propiedad (V) de Pelczynski interactuando con la DPP y
obtendremos una equivalencia similar pero con una variante respecto a la necesidad de
que el tensor proyectivo no contenga copias de ¢;. Y terminaremos mostrando algunos
resultados con hipétesis bajo las cuales la propiedad de Dunford-Pettis no se cumple en
X®.,Y o en su dual.

3.1. La DPP en el Tensor Proyectivo

Empezaremos analizando algunos casos particulares, con espacios que sabemos que
tienen la DPP, en los que esta propiedad si se preserva para el producto tensorial
proyectivo.

29
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Veamos antes un lema que podremos aplicar en varios ejemplos.

Lema 3.1. Sean X e Y espacios Banach tales que X' e Y’ tienen la propiedad de Schur,
entonces X®,Y tiene la DPP.

Demostracion. Si X’ e Y’ tienen la propiedad de Schur, entonces, por el Corolario 2.14,
la tiene (X®,Y)". Luego (X®,Y)’ tiene la DPP y en consecuencia X®,Y tiene la DPP
(Lema 1.15). O

Recordemos que tienen la DPP: ¢y; 1 y todos los espacios con la propiedad de Schur (o
cuyos duales tengan la propiedad de Schur); C'(K) para todo K compacto; y en particular
loo.

Ejemplo 3.2. Ejemplos de X®,Y que preservan la DPP

(a) (&t tiene la DPP.
Por el Corolario 2.18, {;®,¢; = ¢; que tiene la DPP.

(b) co®yco tiene la DPP.

Considerando que (¢p)" = ¢; es un espacio de Schur, puede aplicarse el Lema 3.1.

(c) C(K,)®:C(K>), con K, y K, compactos Hausdorff y dispersos, tiene la DPP.

En efecto, por el Corolario 1.22 tenemos que si Si K y K5 son dispersos, entonces
C(K,)"y C(K3) tienen la propiedad de Schur. Luego se aplica el Lema 3.1.

Para el caso de C( K, )®,C/(K5) podemos decir atin més. Bombal y Villanueva probaron
en [3] la siguiente equivalencia, que luego nos permitird analizar un ejemplo donde la DPP
no se preserva para el tensor proyectivo.

Teorema 3.3. [3, Theorem 2.2] Sean K; y K, dos espacios topoldgicos compactos
Hausdorff e infinitos. Entonces C(K;)®,C(K3) tiene la DPP si y solo si K1 y Ky son
dispersos.

Demostracién. Si K, y K, son ambos dispersos, entonces C(K;)®,C(K>) tiene la DPP
(Ejemplo 3.2(c)).

Supongamos ahora que alguno de los compactos, digamos K5, no es disperso. Y veamos
que en tal caso C(K;)®,C(K5) no tiene la DPP.

Como K es infinito, C'(K7) no es Schur. Entonces existe una sucesién (f,), en C(K;)
con || f,|| = 1 para todo n € N, que es débilmente nula en C'(K7). Sea (§,), una sucesién
en C(K,) tal que ||&,]| =1y &.(fn) = 1 para todo n € N.
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Como K5 no es disperso, entonces (por el Teorema 1.21) C'(K3) contiene una copia de
¢;. Por lo tanto existe ¢ € L(C(K3),{2) tal que g es suryectivo (Teorema 0.4).
Consideremos el operador trilineal T : C(K;) x C(K;) x C(K3;) — R dado por

T(f.9.h) = 3 &l lala))nla(h)..

Sea T : C(K;) x C(K,) — C(Ky) dado por T'(f,g)(h) := T(f,g,h). Como T es
bilineal, existe un tinico T € L(C(K,)®,C(K>),C(K;)) tal que TH(f ® g) = T'(f,g).
Es decir T'(f @ g)(h) = Z_:l &n(f)(a(9))n(q(h))n-

Si llamamos 1 a la isometria canénica entre £5 y £, y tomamos ¢ € L(C(K1)®,C(K3), {s)
el tinico tal que ¢(f ® g) = (£.(f)(q(9))n)n entonces T*(f ® g)(h) = (V(o(f ® g)))(a(h)).
Es decir: T1 = ¢* o1 o ¢. Por lo tanto T resulta un operador débilmente compacto.

Veamos finalmente que 7" no es completamente continuo. Tenemos ¢ € L(C(K3), {s)
suryectivo y por lo tanto abierto. Existe entonces (g,), sucesién acotada en C(K>) tal
que ¢(g,) = e, para todo n € N, donde (e, ), es la base candnica de /(5.

Como (f,)n en débilmente nula en C(K7), entonces (por el Corolario 2.22) (f,, ® gn)n
es débilmente nula en C(K,)®,C(K>). Pero, para cada n € N

1= |T(f, @ gn)(gn)

< [Tt 90)

sup [|gn||

Luego T' no es completamente continuo y por lo tanto C(K)®:C(K>) no tiene la
DPP. [

Ejemplo 3.4. 0@, no tiene la DPP.

En efecto, recordemos que ¢, = C(K), donde K = N es la compactificacién de
Stone-Cech de los ntimeros naturales (Observacién 1.14). Ademds por ser ¢; separable,
resulta ¢; isométricamente isomorfo a un subespacio de /. Por lo tanto £, = C(AN)
contiene una copia de ¢; y en conscuencia (Teorema 1.21) K = N no es disperso. Luego,
por el Teorema 3.3, (oo ®.ls o tiene la DPP.

Podemos ver con los ejemplos analizados hasta aca, que el producto tensorial
proyectivo entre dos espacios que tienen la DPP puede preservar esta propiedad (como en
el caso de (1®,0, v co®ﬂco) 0 no (como foo@),rfoo).

Vamos a presentar ahora resultados que establecen en general (més alla de los ejemplos
particulares) condiciones especificas para que la propiedad de Dunford-Pettis se preserve
en el tensor proyectivo.

Empezamos dando una primera caracterizacion que incorpora la hipotesis de que los
espacios no contengan copias de /1. Recordemos que esta condicién es la que permite
relacionar la DPP en un espacio con la propiedad de Schur en su dual (Teorema 1.19).
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Como hemos mencionado, Ryan prueba en [31] la equivalencia entre el hecho de que
(X®,Y)" tenga la propiedad de Schur y que la tengan X’ e Y’, y establece luego como
consecuencia el siguiente teorema que Peralta cita en [26, Teorema 0.1].

Teorema 3.5. [31, Ryan/ Sean X e Y espacios de Banach. Son equivalentes:

(i) X®,Y tiene la DPP y no contiene copias de /;.

(ii) X eY tienen la DPP y no contienen copias de (.

Demostracion. Por el Teorema 1.19, (X®,Y) tiene la DPP y no contiene copias de ¢; si y
sélo si (X®,Y) tiene la propiedad de Schur, lo cual es equivalente a que X’ e Y tengan
la propiedad de Schur (Corolario 2.14). Y esto, nuevamente en virtud del Teorema 1.19,
se cumple si y solo si X e Y tienen la DPP y no contienen copias de ¢;. O]

3.2. La DPP y la Propiedad (V) en el Tensor
Proyectivo

Hemos probado que con la hipdtesis adicional de no tener copias de /1, el producto
tensorial proyectivo entre dos espacios que tienen la DPP, hereda dicha propiedad. Pero
también ocurre bajo ciertas condiciones, que el solo hecho de tener (X®,Y) la DPP,
implica que los espacios X e Y no tienen copias de ¢, como ya vimos por ejemplo en el
Teorema 3.3: Si C(K,)®,C(K;) tiene la DPP, entonces K y K, son dispersos y por lo
tanto C'(K7) y C(K3) no contienen copias de ¢; (Teorema 1.21). Es evidente que esto no
sucede en general porque ya vimos en el Ejemplo 3.2 (a) que ¢1®.¢; tiene la DPP.

Siguiendo la linea desarrollada por Peralta en [26] nos proponemos ahora introducir
la propiedad (V) de Pelczyniski interactuando con la DPP en el tensor proyectivo. En el
siguiente teorema se demuestra (para espacios de dimension infinita) que si X ®,Y tiene
la DPP y ademéds X e Y tienen la propiedad (V), entonces ni X ni Y contienen copias de
(1. Y veremos después que esto se relaciona con el Teorema 3.5 combinando la DPP y la
propiedad (V).

Teorema 3.6. [20, Teorema 1.3] Sean X eY espacios de Banach de dimension infinita
tales que ambos tienen la DPP y la Propiedad (V). Si X oY contiene una copia de {1,
entonces X®,Y no tiene la DPP.
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Demostracion. Como X es de dimensién infinita y tiene la DPP y la Propiedad (V),
entonces X contiene una copia de ¢ (Proposicién 1.44). Esto dice que existen sucesiones
(xn)n en Xy (ul), en X’ tales que ||z,| = 1 para todo n € N; (x,,),, es débilmente nula
en X; (u), ), es acotada en X'y pi(y;) = d;; para todo ¢,j € N.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Y contiene una copia de ¢;. En
consecuencia existe ' € L(Y, {) tal que T es sobreyectivo (Teorema 0.4) y por lo tanto 7'
es abierto. Podemos tomar entonces (y,), una sucesion acotada en Y tal que T'(y,) = ey,
donde (e,), es la base canénca de ¢5. Luego, por el Lema 2.24, (x, ® y,,),, €s una sucesion
débilmente nula en X®,Y.

Definimos ahora ¢ : X x Y — ¢y dada por ¢(z,y) := (u},(z)(T(y))k)ken. Como 9 es
bilineal y continua, existe un tinico ¥ € L(X®,Y, ) tal que ¥(z ® y) = ¢(z,y) para
todo z € X, y € Y. Dado que /5 es reflexivo, ¥ resulta un operador débilmente compacto.
Ademas VU (z, ® yn) = V(Tn, Yn) = (W (0) (T (Yn))k)ken = €n, que no converge a 0 con la
norma de ¢y. Por lo tanto X®,Y no tiene la DPP. O

Del mismo modo en que lo hicimos con la DPP, cabe preguntarse si hay condiciones
necesarias y suficientes para que el tensor proyectivo tenga la propiedad (V). Es facil
ver que si X®,Y tiene la propiedad (V), necesariamente la tienen X e Y (por ser
una propiedad que se preserva para subespacios complementados). El siguiente teorema,
demostrado por Emmanuele y Hensgen en [14], muestra que si agregamos como hipdtesis
que W(X,Y’) = K(X,Y’), es suficiente que X e Y tengan la propiedad (V) para que la
herede el tensor proyectivo X®, Y.

Veamos antes un par de resultados técnicos preliminares que necesitaremos en el
desarrollo de la demostracion.

Proposicién 3.7. Sean X e Y espacios Banach y sea (hy,), una sucesion en K(X,Y) tal
que (h*(2"))n es débilmente de Cauchy para todo " € X". Entonces (hy,), es débilmente
de Cauchy en K(X,Y).

Demostracion. Para ver que (hy), es débilmente de Cauchy en K(X,Y), es equivalente
probar que lim T"(h,) existe para todo 17" € ext(Bk(x,yy) [9, Corollary p. 156].
n—oo

Como ademds ext (B(k(x,yy) = ext(Bx») @ ext(Bys) [29, Theorem 1.3], basta ver
que lim z”(h*(y')) existe para todo 2" € Bxn, y' € By:.

n—oo

Efectivamente, dado que todos los h,, son operadores compactos,

lm 2"(hy(y") = lm it (") (y') = lim y'(h7 ("))

n—o0 n—oo n—o0

y este limite existe para todo 3y’ € By por ser (h}*(z")), débilmente de Cauchy para todo
2" € Bxn. ]
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Observacion 3.8. Si > x, vy >y, son series wuC (débilmente incondicionalmente de
n n

Cauchy) en X e Y respectivamente, entonces > z,, ® y,, es una serie wuC en X ®,Y.
n

En efecto, como Z |z’ (z,)| < oo para todo ' € X', resulta Z [ (T (x,))| < o0
=1 n=1

para todo T' € L(X, Y’) y para todo ¢y € Y’, es decir que ZT(a:n) es wuC' en Y’ para

todo T € L(X,Y’). Esto implica [25, Corollaire 2] que Z (T(x,))(yn)| < oo para todo

n=1

< oo para todo T € (X®,Y)'.

T € L(X,Y’), o equivalentemente que »

n=1

T(xn ® ?/n)

Teorema 3.9. [1/, Theorem 2] Sean X eY espacios de Banach tales que ambos tienen
la propiedad (V) y W(X,Y") = K(X,Y"). Entonces X®,Y tiene la propiedad (V).

Demostracion. En principio observemos que, por tener Y la propiedad (V), Y’ no
tiene copias de ¢y (Lema 1.43). Como ademds X tiene la propiedad (V), resulta que
L(X,Y") = W(X,Y’) (Lema 1.45) y en consecuencia (por hipdtesis) L(X,Y") = K(X,Y").

Sean M C K(X,Y’) un V-conjunto y {h,}, C M una sucesiéon. Entonces {h,},,
también es un V-conjunto. Sea H = [h,(z) :z € X;n € N] C Y’. Entonces H es un
subespacio cerrado separable de Y.

Queremos ver que {h*(2")}, es un V-conjunto en Y’ < Y para todo 2" € X”. Por el
Lema 1.37, basta probar que para cada z” € X" nh_g)lo R (") (yn) = 7}1—{20 2" (R (yn)) =0

para toda >y, serie wuC en Y. Es decir, queremos ver que (h%(y,))n, es débilmente nula

n
en X' para cada )y, serie wuC en Y. Para esto veremos que {h}(y,)}, es un conjunto
n

relativamente débilmente compacto y que (A (yn)), es una sucesién w*-nula en X’.
(1) Veamos que {h(y,)}, es relativamente débilmente compacto en X'.

Sea Y 1z, una serie wuC en X, entonces Y x, ® y, es una serie wuC en X®,Y
n

(Observacién 3.8). Como {h,}, € M C K(X,Y') C L(X,Y') = (X&,Y) y M
es un V-conjunto, entonces hm hn(z, ® y,) = 0. Y por lo tanto hm RE(yn)(z) =
hm P (20) (Yn) = hm b (2, ® yn) = 0. Luego {h}(yn)}n es un V—conjunto en X’ (Lema

137) y en consecuenma como X tiene la propiedad (V), {h%(y,)}. es relativamente
débilmente compacto en X'.

(2) Veamos que (A (y,))n es w*-nula en X'.
Sea x € X, entonces Z T ® y, es una serie wuC en X®,Y . Luego hm hn(x®y,) =0, lo
que implica que hm B “(yn)(z) = lm h,(z)(y,) = lim h,(z® yn) = O.

n—oo n—o0
Entonces (h:L(yn)) es débilmente nula en X’ y por lo tanto lim hX*(2")(y,) = 0 para
n—oo

toda >y, serie wuC en Y y para cada z” € X". Luego {h*(z")}, es un V-conjunto
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en Y’, para cada 2” € X”. Como Y tiene la propiedad (V), resulta que {h:*(z")}, es
relativamente débilmente compacto, para cada =z’ € X”.

Ahora, sea A C Y un conjunto numerable que separa H. Entonces, para todo y € A,
{hi(y)},, € X’ es un V-conjunto (aqui identificamos y € Y con su correspondiente

elemento en Y”). En efecto, sea Y x,, una serie wuC en X, entonces »_ z,, ® y es una serie
n n

wuC en X®,Y y en consecuencia, por ser {hy}, un V-conjunto,
0= lm hy(z, ®y) = Hm hy(2,)(y) = lm (A (y))(2n).

Como X tiene la propiedad (V) resulta {h}(y)}, un conjunto relativamente débilmente
compacto. Pasando a subsucesiones, podemos asumir que {h;(y)}, es débilmente de
Cauchy en X’ para todo y € A.

Veamos que para todo z” € X" existe (eventualmente pasando a subsucesiones) el
limite débil de h;*(z”). Es decir que para todo 2" € X", existe ﬁ(x”) € H CY’, tal que
hi (") = ﬁ(m”). En efecto, dado 2" € X”, supongamos que tenemos 21,2, € Y’ y dos
subsucesiones k(n) y p(n) tales que h;7,\(z") By oty (27) % 2. Entonces z; € H y
2y € H, pues los operadoes h,, : X — H son compactos. Ademas, dado que {h}(y)}, es
de Cauchy, tenemos que

21(y) = M kg (2%)(y) = lm 2" (hy (y)) = lm 2" (k7 (y))

n—oo n—oo

= lim 2"(hy(y)) = Hm kg (27)(y) = 2(y)
para todo y € A (que separa H). Resulta entonces z; = z,.

Por lo tanto (h;*(z"))x es débilmente de Cauchy para todo 2”7 € X” y en consecuencia,
por la Proposicion 3.7, (hg), es débilmente de Cauchy en K(X,H) C K(X,Y') =
L(X,Y").

Por el Lema 1.48, L(X,Y”’) es débilmente secuencialmente completo, dado que X’ e
Y’ lo son por tener X e Y la propiedad (V) (Proposicién 1.40).

Por lo tanto (hg)r es débilmente convergente. Como esto vale para toda sucesién
{hn}, C M, entonces M es relativamente débilmente compacto. Y esto vale para todo
V-conjunto M C K(X,Y") = L(X,Y") = (X®,Y).

Luego X®,Y tiene la propiedad (V). O

Estamos ahora en condiciones de abordar un teorema similar al Teorema 3.5 donde
veremos cémo, a partir del Teorema 3.6, la propiedad (V) interactuando con la DPP
impacta en la forma en que estas propiedades se relacionan con el tensor proyectivo y la
condicién de que los espacios no contengan copias de /7.

Teorema 3.10. [20, Teorema 1.5] Sean X eY espacios de Banach de dimension infinita.
Son equivalentes:
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(i) X®,Y tiene la DPP vy la Propiedad (V).
(ii) X®,Y tiene la DPP y la Propiedad (V) y no contiene copias de {;.

(iii) X e Y tienen la DPP y la Propiedad (V) y no contienen copias de (.

Demostracion.

(ii) = (i) es evidente.

(i) = (iii) Como la DPP y la propiedad (V) se heredan para subespacios
complementados, X e Y tienen la DPP y la Propiedad (V). Luego, por el Teorema 3.6,
X e Y no contienen copias de /5.

(iii) == (ii) Por el Teorema 3.5, X®,Y tiene la DPP y no contiene copias de /;.

Ademads, por el Corolario 1.47, todo operador T' € L(X,Y’) es completamente
continuo. Luego, como X no contiene copias de ¢;, por el Teorema ¢; de Rosenthal,
L(X,Y") = K(X,Y'). Finalmente, por el Teorema 3.9 resulta que X®,Y tiene la
Propiedad (V). O

Hasta aqui hemos probado dos teoremas que establecen en general condiciones
necesarias y suficientes para que la Propiedad de Dunford-Pettis primero, y luego la misma
combinada con la propiedad (V) de Pelczyniski, se presrven en el tensor proyectivo. A
continuacién mostramos en cambio una serie de resultados, que se plantean en [17] y [18],
con diferentes combinaciones de hipétesis bajo las cuales podemos asegurar que X®,Y o
su dual no tienen la DPP.

Teorema 3.11. [18, Theorem 3] Sean X e Y espacios de Banach tales que X no tiene
la propiedad de Schur, Y contiene una copia de {1 y L(X,Y’) = L..(X,Y"). Entonces
X®.Y no tiene la DPP.

Demostracion. Como X no tiene la propiedad de Schur, existe una sucesion (x,), en X
tal que ||z, = 1 para todo n € Ny 2/, % 0. Podemos asumir que (z,), es (admite) una
sucesion basica [9, Bessaga-Pelczynski Selection Principle, pag. 42].

Ademas, por el Teorema de Hahn-Banach, existe (¢,), sucesién acotada en X' tal
que ¢, (xg) = du, para todo n,k € N. Como Y contiene una copia de ¢, tenemos un
operador suryectivo ¢ € L(Y, /) (Teorema 0.4) y por lo tanto abierto. Entonces existe
(Yn),, sucesién acotada en Y tal que T'(y,) = e,, donde (e,), es la base candnica de /5.
Sea T : X®,Y — {5 dada por T'(x ®y) := (¢x(z) - (¢(¥))&)ken-

Butonces (o & 5)l, < (supllol ) ol ol ol Bs decir que 7 € LOXB.Y,60) y

T(zn @ Yn) = (D (20) (@(Yn)))k = (Dr(@0) ((€n)))k = (Ok(Tn)0nk )k = €n

Ademas, como /5 es reflexivo, T resulta un operador débilmente compacto.
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Tenemos (x,,), sucesiéon débilmente nula en X e (y,), sucesién acotada en Y, entonces
(Zp, @ Yn)n es débilmente nula en X®.Y ( Lema 2.21) y cumple que T'(z, ®y,) = €, € ls.
Luego T no es completamente continuo.

Es decir que encontramos un operador 7' € L(X®,Y,(5) débilmente compacto que no
es completamente continuo. Por lo tanto X®,Y no tiene la DPP. O

Ejemplo 3.12. co®nls, 10 tiene la DPP.

Como ¢y y £+ tienen ambos la Propiedad (V) y la DPP, resulta (por el Corolario 1.47)
que L(co, (Uso)") = Lee(co, (€ao)"). Ademés ¢y no tiene la propiedad de Schur y £, contiene
una copia de ¢;, podemos entonces aplicar el Teorema 3.11 para concluir que co®yle 1O
tiene la DPP.

Corolario 3.13. [18, Corollary 5] Sean X €Y dos espacios Banach de dimension infinita
tales que L(X,Y") = Leo(X,Y"), L(Y, X") = Lo(Y, X') y X®,Y tiene la DPP. Entonces:
o bien X eY tienen la propiedad de Schur, o bien X' e Y’ tienen la propiedad de Schur.

Demostracion. 1°) Veamos que si X no tiene la propiedad de Schur, entonces X' e Y’
deben tener la propiedad de Schur. Como X no tiene la propiedad de Schur, dado que
X®,Y tiene la DPP resulta (por el Teorema 3.11) que Y no contiene una copia de /.
Ademis, como X e Y son complementados en X®,Y (Lema 2.16), también tienen la
DPP. Entonces (por el Teorema 1.19) Y” tiene la propiedad de Schur y en consecuencia
(por ser de dimensién infinita) Y no tiene la propiedad de Schur. Repitiendo entonces el
mismo razonamiento, obtenemos que X’ también tiene la propiedad de Schur.

2°) Veamos que si X tiene la propiedad de Schur, entonces Y también. En efecto,
en ese caso, por ser de dimensién infinita, X contiene una copia de ¢;. Podemos aplicar
entonces el Teorema 3.11 para concluir que Y tiene la propiedad de Schur. O

Teorema 3.14. [18, Theorem 9] Sean X e Y espacios de Banach tales que X contiene
una copia de €1 pero X no contiene copias complementadas de €1 eY contiene una copia
de ¢g. Entonces X®,Y no tiene la DPP.

Demostracion. Dado que X contiene una copia de ¢, existe ¢ € L(X, /) tal que ¢ es
sobreyectivo (Teorema 0.4) y por lo tanto ¢ es abierto. Podemos tomar entonces una
sucesién acotada {x,}, C X tal que ¢(z,) = e, , donde (e,), es la base canénca de /5.

Como Y contiene una copia de de ¢, tenemos (y,), una sucesion en Y equivalente a la
base candnica de ¢g. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe (¢,),, sucesion acotada en Y’
tal que ¥;(y;) = d;j. Definimos T : X®,Y — ¢, dada por T(z ®@ y) := (Vr(y) - (¢(x))k),. -
Entonces T(, @ ga) = (0x(yn) - (@(20))e)y = Gon - (€n)i)y = n:

Por otro lado, como X no contiene una copia complementada de ¢1, (y,),, es equivalente
a una base de ¢y y (x,), es una sucesion acotada en X, aplicando el Lema 2.25 obtenemos
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que (7, ® yn),, es débilmente nula en X®,Y. Ademés (por ser ¢, reflexivo) T' es débilmente
compacto. Tenemos entonces 7' € W((X®,Y,ly) y (2, @ y,), es débilmente nula tales
que T'(z, ® y,) = e, - 0. Luego X®,Y no tiene la DPP. O

Observacion 3.15. Para ejemplificar algunos de estos resultados, Ghenciu propone en [17]
el espacio H* de funciones analiticas acotadas en el disco, que aunque no es del tipo C'(K),
tiene algunas propiedades similares: H* tiene la DPP y la propiedad (V) y contiene copia
de U, y de £1. Ademds (H>)' tiene la DPP y (H*°)"” tiene la DPP y la propiedad (V) [4], [5]

y [7].

Ejemplo 3.16. H®®,¢y no tiene la DPP.

Como X = H® tiene una copia de ¢; (Observacién 3.15) pero no contiene una copia
complementada de ¢; (porque H tiene la propiedad (V) que se preserva para subespacios
complementados y ¢; no la tiene), podemos aplicar el Teorema 3.14 para concluir que
H>®®,cy no tiene la DPP.

Ejemplo 3.17. Con los mismos argumentos del Ejemplo 3.16 para X = H>* o X = (H*)"
y considerando que ¢y < lo, — H>® < (H*)", también puede aplicarse el Teorema 3.14
y resulta que H*®,Y vy (H®)"®,Y no tienen la DPP para Y = ¢, lo, H®, H®".

Observacidn 3.18. El Ejemplo 3.12 de que ¢y®xls no tiene la DPP también puede
obtenerse como consecuencia del Teorema 3.14.

Teorema 3.19. [17, Theorem 3] Sean X e Y espacios de Banach tales que X eY’ no
tienen la propiedad de Schur y L(X,Y") = Le(X,Y"). Entonces X®.Y no tiene la DPP.

Demostracion. Dado que X no tiene la propiedad de Schur, entonces existen sucesiones
(x,,), débilmente nula en X y (), acotada en X' tales que z,(x,) = 1 para todo
n € N. A su vez, como Y’ no tiene la propiedad de Schur, también existen sucesiones
(y),),, débilmente nula en Y’ e (y,), acotada en Y tales que v, (y,) = 1 para todo n € N.
Aplicamos el Lema 2.21 a (z,,),, débilmente nula en X e (y,), acotada en Y, y obtenemos
que (z, ® y,), es una sucesién débilmente nula en X®, Y.

Por otro lado si aplicamos el Lema 2.35 a (y,,),, débilmente nula en Y y (z],),, acotada
en X', tenemos que (2/, ® y/,), es una sucesién débilmente nula en X'®.Y".

Ademds (27, ® yy,) (0 ® Yn) = 23, (T0) Yy (yn) = 1.

Recordemos (Observacién 2.29) que podemos ver X'®.Y" «— (X®,Y).

Por lo tanto tenemos (z, ® y,), sucesién débilmente nula en X®,Y y (2, @y.),
sucesién débilmente nula en (X®,Y) tales que (2, ® .,) (2n ® yn) = 1 - 0. Luego, por
el Teorema 1.11 (iv), X®,Y no tiene la DPP. O
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Ejemplo 3.20. Dado K compacto Hausdorff y disperso, C(K)®,H> no tiene la DPP.

Si consideramos X = C(K) (K disperso) e Y = H*™, entonces X' = C(K)' es Schur
(Corolario 1.22) e Y = H® tiene copia de ¢; (Observacién 3.15). Por lo tanto, dado que
ambos son de dimensién infinita, X e Y’ no tienen la propiedad de Schur (Observacién 1.5).
Ademds X e Y tienen la DPP y la propiedad (V) y en consecuencia, por el Corolario 1.47,
L(X,Y") = L..(X,Y"). Luego, aplicando el Teorema 3.19, obtenemos que C(K)&,H> no
tiene la DPP.

Una aplicacion interesante del Teorema 3.19 es que podemos hacer una demostracion
aternativa del Teorema 3.11.

Otra demostracion del Teorema 3.11. Si Y contiene una copia de f¢;, entonces
Y’ no tiene la Propiedad de Schur (Observacién 1.5 (b)). Por lo tanto se cumplen
las hipdtesis para aplicar el Teorema 3.19 y concluir que X®,Y no tiene la DPP.

O

Recordemos que si el dual de un espacio tiene la DPP, el espacio también. Entonces
la afirmacién “(X®,Y) no tiene la DPP” es més débil que “X®,Y no tiene la DPP”.
Veremos a continuacion algunas condiciones que aseguran que (X®,Y) no tiene la DPP.

Teorema 3.21. [17, Theorem 13] Sean X eY espacios de Banach tales que X' e Y" no
tienen la propiedad de Schur y L(Y", X') = L..(Y",X"). Entonces (X®,Y)' no tiene la
DPP.

Demostracion. Como Y" no tiene la propiedad de Schur, entonces existen sucesiones (y.,),,
débilmente nula en Y e (y;,),, acotada en Y’ tales que v, (y;,) = 1 para todo n € N. Por
otro lado, como X’ tampoco tiene la propiedad de Schur, entonces existen sucesiones
(), débilmente nula en X"y (z,), acotada en X tales que x/,(x,) = 1 para todo n € N.
Como L(Y", X") = L..(Y",X’) podemos aplicar el Lema 2.21 a (y)), débilmente nula en
Y"y (x,), acotada en X y obtenemos que (z, ® y.), es una sucesiéon débilmente nula en
X®&,Y". Por otro lado si aplicamos el Lema 2.35 a (z/,). débilmente nula en X’ e (y.),
acotada en Y’, resulta que (2], ® y,), es una sucesién débilmente nula en X’ R.Y" —
L(X,Y’). Ademds, para cada y € Y: ((z}, @ v),) (z,))(y) = (2 (z,)) (v, (v)) = v, (y). Es
decir: (2}, @ y) (z,) =y, en Y.

Definimos ahora S : X®,Y” — (L(X,Y"))" dado por (S(z ® y")(T) := (T*(y"))(z)
paratodo T € L(X,Y'), z € X, y" € Y".

Como S es continuo, entonces (S(x, ®@y.)), es débilmente nula en (L(X,Y”))". Ademas

(S(an @) (2, @ yp) = (2, @ )" (W) (@n) = Y (2, @ ) () = ¥ (y) = 1.

Luego, por el Teorema 1.11 (iv), L(X,Y’) = (X®,Y)’ no tiene la DPP. O
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Si bien podemos mostrar ejemplos de espacios que se ajusten a las hipdtesis del
Teorema 3.21 y por lo tanto (X @TY)’ no tiene la DPP, serian casos en que esto puede
deducirse del hecho de que X®,Y tampoco la tiene. No hemos podido encontrar ejemplos
de espacios clésicos tales que X®,Y tenga la DPP y ademés se cumplan las hipétesis de
Teorema 3.21 para concluir que su dual (X®,Y) no la tiene.

No obstante, presentamos algunos corolarios interesantes de este teorema con la
esperanza de que a futuro sirvan para construir ejemplos novedosos.

Corolario 3.22. Sea X un espacio de Banach tal que X' no tiene la propiedad de Schur
y X no contiene copias complementadas de {1. Entonces L(X, 1) no tiene la DPP.

Demostracion. Como X no contiene copias complementadas de ¢;, entonces X' no
contiene copias de ¢y (Corolario 1.33). Ademéds /(, tiene la DPP y la Propiedad (V)
(Observacién 1.14). Luego, por el Corolario 1.46, L({s, X') = Lec(£oo, X'). Por lo tanto,
podemos aplicar el Teorema 3.21 para Y = ¢y y obtenemos que L(X,/¢;) no tiene la
DPP. m

Corolario 3.23. [17, Corollary 14 (i)] Sean X e Y espacios de Banach tales que X' no
tiene la propiedad de Schur, X mo contiene copias complementadas de {1 e Y’ contiene
una copia complementada de {1, entonces (X®.Y) no tiene la DPP.

Demostracion. Como Y’ contiene una copia complementada de /¢, existe P : Y’ — (;
proyeccién. Sea @ : L(X,Y’) — L(X, /1) dado por Q(T) := P oT. Entonces ) es una
proyeccion, es decir que L(X,/¢;) es un subespacio complementado de L(X,Y”). Por el
Corolario 3.22, L(X, ;) no tiene la DPP, luego L(X,Y’) no tiene la DPP (pues la DPP
se preserva para subespacios complementados). O

Corolario 3.24. [18, Theorem 15] Sean X eY espacios de Banach tales que X' no tiene
la propiedad de Schur, X" no contiene copias complementadas de €1 e Y’ contiene una
copia complementada de {1, entonces (X®,Y) no tiene la DPP.

Demostracion. Para poder usar el corolario anterior, veamos que X no contiene copias
complementadas de f;. Supongamos por el contrario que si, entonces X’ contiene una
copia de ¢y (Corolario 1.33) y por lo tanto existe T : X” — {1 que es un cociente. Esto
implica que X" contiene una copia complementada de ¢; [9, Theorem 5| lo cual contradice
la hipétesis. Luego X no tiene copias complementadas de ¢; y se aplica el Corolario 3.23
para concluir que (X®,Y)’ no tiene la DPP. ]
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Terminaremos este capitulo y el trabajo con un resultado sobre el tensor inyectivo.
El siguiente teorema establece condiciones suficientes sobre X e Y para que (X @EY)’
no tenga la DPP. Una consecuencia interesante de este teorema es que permite ver con
(co®rco) un ejemplo de espacio que por ser Schur (Ejemplo 2.15) tiene la DPP, pero su
dual (co®ﬂco)” , como mostraremos luego a partir del teorema, no la tiene.

Teorema 3.25. [17, Theorem 10] Sean X e Y espacios Banach tales que X' e Y" no
tienen la propiedad de Schur y L(X',Y") = Le.(X',Y"). Entonces (X®.Y)" no tiene la
DPP.

Demostracion. Como X' no es Schur, existen sucesiones (z,), débilmente nula en X'y
(z,), acotada en X tales que 2 (x,) = 1 para todo n € N. Analogamente, dado que Y”
tampoco es Schur, existen sucesiones (y, ), débilmente nula en Y e (y,,), acotada en Y
tales que y/(y!) = 1 para todo n € N.

En virtud del Lema 2.21, (2, ® y/.,),. es débilmente nula en X'®,Y"’ y por lo tanto en
(X®.Y)". Por otro lado, aplicando el Lema 2.35 obtenemos que (z,, ® yp), es débilmente
nula en X®,Y” que es un subespacio cerrado de (X®.Y)” [13, Lemma 1]. Luego,
(2, ®y!), es débilmente nula en (X®.Y)".

Sin embargo < =, ® Y., x, Q@ y., >= x.(x,) - y'(y,) = 1 para todo n € N. Y esto
implica, por la equivalencia (v) del Teorema 1.11, que (X®.Y)’ no tiene la DPP. ]

Como aplicacién del Teorema 3.25 mostraremos finalmente que (co®rco)” no tiene
la DPP, lo cual nos permite hacer dos consideraciones interesantes. La primera, que
ya mencionamos, es que tenemos (co®¢o)’ como ejemplo de espacio que por ser Schur
(Ejemplo 2.15) tiene la DPP, pero su dual (co®xco)” no. Y la segunda es que podemos
ver en ¢y®@x¢o un ejemplo de tensor proyectivo que tiene la DPP (Ejemplo 3.2) y tal que
su bidual (co®xco)” no la tiene.

Corolario 3.26. (cy®,c)” no tiene la DPP.

Demostracion. Por el Corolario 2.54, (co®ﬁco)’ >~ (,®.(,. Basta probar entonces que
podemos aplicar el Teorema 3.25 para X =Y = ¢;. En efecto, ¢} = (o y 0] = (',
no tienen la propiedad de Schur y ademés, por tener ¢, la DPP y la propiedad (V),
Lo, 0) = Lec(loo, £) (Corolario 1.47). Luego se aplica el Teorema 3.25 para concluir

0 Yoo

que (co®xco)” = (11®:41) no tiene la DPP. O
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