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Capitulo 1

Introduccion

El término “fractal” fue acufiado por Benoit Mandelbrot en 1975 (aunque para esa
época ya se habian estudiado varios casos de fractales de forma méas que nada aisla-
da) , a partir de la palabra latina “fractus”, que significa “roto” o ”fragmentado”. El
considerar objetos fundamentalmente “rotos” fue naturalmente dificil de aceptar en la
comunidad matemadtica durante un tiempo; varios matematicos de la talla de Poincaré
por ejemplo manifestaron su disconformidad con la existencia de objetos como el gréfi-
co de la funcién de Weierstrass, reacciéon entendible dado que muchos de estos objetos
tienden a desafiar nuestras ideas méas ”intuitivas”.

Dos conceptos fundamentales en la geometria fractal son las dimensiones de Haus-
dorff y Minkowski, que contienen en sus definiciones dos formas distintas de interpretar
la siguiente cuestién: cudnto “espacio” ocupa un subconjunto de un espacio métrico”.
Antes de hablar de este trabajo serfa adecuado hablar un poco sobre esta rama de la
matematica:

Detréas de las definiciones de las medidas y dimensién de Hausdorff y Minkowski se
encuentra una idea fundamental: Dado que una caracteristica “esperable” en un fractal
es que tenga una”estructura compleja” independientemente de la escala a la que se
ve el subconjunto, las herramientas usuales del andlisis no suelen ser ttiles en este
contexto para determinar propiedades varias de un subconjunto. Por ejemplo, plantear
”cudnto espacio ocupa un subconjunto” puede ser un problema abstruso en un contexto
mas general, donde se incluyen subconjuntos de naturaleza més intrincada que los de
la geometria “clasica”. Por eso, se busca entender el comportamiento de estos objetos
conforme se vayan considerando “escalas més chicas”. Cémo se estudie esto dltimo
dependera principalmente de cémo se interprete esto, ya que interpretaciones distintas
pueden terminar dando nociones muy diferentes de “dimensién”.

Existen varias nociones de dimensién, que son la herramienta fundamental de estu-
dio en este campo, con propiedades muy distintas a veces (en este trabajo se mencionan
algunas de las diferencias entre las dos dimensiones anteriores en los preliminares). Al-
gunas brindan una idea “local” de un subconjunto (como la dimensién de Assouad),
mientras que otras dan una idea méas “global” (como la Hausdorff) por ejemplo. Por es-
to, entender relaciones entre estas nociones resulta fundamental. La idea de este trabajo
serd estudiar la relacion entre las dos dimensiones mencionadas.

Muchas de las herramientas desarrolladas en este campo vienen motivadas porque,
para ciertas cuestiones, considerar objetos “suaves” o “buenos” puede no producir con-
traejemplos o un andlisis fino (o preciso) de lo que se esté estudiando. Es decir, esta
complejidad también viene motivada por un intento de entender més profundamente
varios conceptos matematicos. Asi, resulta bastante natural pensar en un conjunto co-
mo el de Cantor cuando se busca un conjunto “chico” en términos de medida pero no
numerable. Objetos con esta clase de complejidad pueden aparecer incluso en contextos



mas “aplicados” como ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos naturales .

En esta tesis se estudia un concepto introducido recientemente para comprender con
mayor profundidad las relaciones entre las dimensiones Hausdorff y Minkowski. Para
esto, se van a analizar formas equivalentes para cada dimensién, lo que permitira ver a
ambas como casos particulares de una familia de dimensiones que se encuentran entre
ambas. Este enfoque tiene un par de consecuencias interesantes respecto de proyeccio-
nes de subconjuntos de R", cuando estas dimensiones interpolen a las de Hausdorff y
Minkowski, y permitird deducir corolarios que sélo involucran a las dos dimensiones
iniciales.

Este procedimiento de interpolacién entre dimensiones fue también explorado por
J. Fraser para las dimensiones de Assouad y Minkowski, en [FY18]. Respecto de la
interpolacién estudiada en este trabajo, el primer paper que trata concretamente el te-
ma es [FFK18]. Una de las motivaciones para introducir este concepto fue querer tener
una idea de qué rangos se deben considerar para los didmetros de cubrimientos de un
subconjunto para poder aproximar bien su dimensién de Hausdorff. Concretamente,
si alcanza para tener una buena aproximacién el considerar cubrimientos cuyos miem-
bros tengan didmetros “parecidos”, o si es indispensable considerar cubrimientos donde
los didmetros puedan ser “mds chicos”. Recientemente se obtuvieron varios resultados
fundamentales en papers de A. Banaji, como [Ban20], o [BR22].

Una breve descripcién de la estructura del trabajo

En el capitulo 2 se realizara un breve repaso de las dimensiones de Hausdorff y Min-
kowski, con el objetivo de mostrar que la diferencia entre ambas se debe en realidad a
que en las dimensiones Minkowski aparecen restricciones adicionales sobre ciertos cu-
brimientos. Concretamente, que para las Minkowski s6lo se consideran cubrimientos cu-
yos miembros tengan didmetros iguales, condicién que no figura para la de Hausdorff.
Se vera como la geometria de un subconjunto puede provocar que estas restricciones
provoquen que las dimensiones tengan valores distintos, con dos ejemplos provenientes
de [AKOU99] y [McM84]. Entonces, estas dimensiones van a poder entenderse como los
casos “extremos” de una misma idea. En lo restante de este capitulo se estudian resulta-
dos que relacionan estas dimensiones con proyecciones, intersecciones y productos. Se
seguird principalmente a [Fall4].

En el capitulo 3 estudiard cémo definir otras dimensiones a partir de restricciones
mas laxas que las consideradas sobre las dimensiones Minkowski (también llamadas
“Box”), y como interactian con las dimensiones originales. Esto dard informacién mas
fina sobre cémo afectan estas restricciones a las dimensiones del capitulo 2. También se
estudiard una variacién de esta idea con el objetivo de concluir un par de resultados de
importancia, y para terminar se van a estudiar un par de ejemplos ilustrativos.

En el Capitulo 4 aplicard lo visto para tratar las cuestiones de productos y (sobre
todo) proyecciones. El estudio del comportamiento de dimensiones respecto de pro-
yeciones a subespacios es cldsico en el drea, y este enfoque de ”“interpolaciéon” entre
dimensiones permitird demostrar un par de resultados relacionados. Seseguira casi en
su totalidad el paper [BFF21].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Hausdorff, Minkowski

Primero se pueden repasar las definiciones de ambas dimensiones, para pasar in-
mediatamente a una definicién equivalente que permita apreciar adecuadamente sus
similaridades, ya que las definiciones “usuales” suelen esconder el hecho de que, a fin
de cuentas, ambas se distinguen por los “tamafios”de los cubrimientos que uno consi-
dera.

La manera “usual” de definir la dimensién de Hausdorff dimp es partiendo de una
familia de medidas, que se definen por una construccién general, a veces llamada “de
tipo I1”. tales medidas se definen a partir de premedidas:

Dada una premedida T sobre una familia de cubconjuntos A de un conjunto X, se
puede definir la medida (exterior) construida por el método I por:

#(E) := inf {Z T(ci):cie A EC uci}
N

Por ejemplo, la medida de Lebesgue se puede definir de esta forma, para una preme-

dida y familia de subconjuntos apropiadas. Sin embargo, a veces se necesita una medida

que contenga un poco més de informacién sobre la geometria de los subconjuntos de X.

Esto se puede conseguir con las medidas de tipo II:

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio métrico, ¢ € (0, o0]. Se definen:

Ho 1= inf {ZT(CZ') icie€NEC Uci/|ci‘ < (5} :

N

u(E) := sup us(E).
6>0

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio métrico, con métrica 4, y sean:
H = {f : Rs9 — R : crecientes, positivas para t > 0, y continuas a derecha }

y Ho ={feH: f(0)=0}. Asuvez, para f € H y U la familia de abiertos de X, se
puede definir una premedida (que se denota f por abuso de notacién) sobre ¢/ por:

f(G) := f(|G|) para G no vacio, y f(@) := 0, con |G| = diam(G) el didmetro de
G. Entonces, a la medida construida por el método II a partir de esta premedida se
la denomina f-medida de Hausdorff (uf). Para cada s > 0 se puede considerar la
funcién f(t) = #°, y a la medida de Hasdorff asociada se la conoce como la s-medida de
Hausdorff (3°, que también se la suele denotar H® y a sus puj por Hj).



Para propiedades varias de tales medidas, una buena fuente es [Rog70]. de momento
los tinicos resultados que se deben tener en cuenta de ese libro son:

Teorema 2.1.3. (Teorema 27) Las medidas de Hausdorff yuf son medidas métricas, Borel, Gs
requlares, y cumplen que todo uf-medible de medida finita contiene un subconjunto F, con igual
medida.

Teorema 2.1.4. (Teorema 28) Sean f € H y E < X. Para cada 6 > 0 se definen:

yg(E) =1Inf{ > f(Gi) : E < Un Gi, G abiertos , | Gj| <J}.

= vf;(E) =1inf{> f(F):EcUnNF, Ficerrados, | F;| <6 }.

= U{(E) =1nf{ >, f(S;) : ES UnSi, | Sil <}, conlos S; subconjuntos arbitrarios.

. T({(E) =1nf{>  f(S;) : E=UnSi, | Sil <}, conlos S; subconjuntos arbitrarios.
Entonces, para todo par 0 < 6 < € se tienen las siguientes desigualdades:

kL(E) < v}(E) < 0} (E) < T/ (E) < 4} (E),
de modo que vale:

yf(E) = supyg(E) = supvj;(E) = supag(E) = supT(sf(E).
>0 0>0 >0 >0

Observacién 2.1.5. Debido a la definicién de Tg , se puede observar que las dimensiones

de Hausdorff de un conjunto son una propiedad intrinseca de este, ya que (como se
deduce directamente del resultado) si se considera un E subconjunto de un par de
espacios métricos (Xi,d1), (X2, d2) simultaneamente, tales que dq; = d; en E, entonces
1/ (E) considerando a E como subespacio de X; es igual a 4/ (E) considerando a E como
subespacio de Xj. Esto principalmente se menciona para evitar tecnicismos al considerar,
por ejemplo, dimensiones de subconjuntos de R que se analizan en un R

Antes de definir dimy(E) para subconjuntos de R"”, se deben recordar un par de
propiedades de las medidas H°:

Lema 2.1.6. Sea X un espacio métrico, E = X. Entonces, H*(E) = 0 si y solo si H5,(E) = 0.

Demostracién. Para la implicacién no trivial, considerar los casos s = 0y s > 0. En el
primer caso se deduce el resultado inmediatamente, por lo que queda el segundo caso.
Si ‘Hi, (E) = 0, por definicién vale que Ve > 0 existe un cubrimiento numerable {U;} de
E tal que 3. |U;|° < ¢, por lo que sup |U;| < (e)'/° =: é(¢), de modo que ’Hfs(g)(E) <¢g de
donde se deduce que H(E) = 0.

O
Proposicién 2.1.7. Sean X, E como antes, y 0 < s < t. Entonces:
» Si H’(E) < oo, entonces H'(E) = 0.
» Si H!'(E) > 0, entonces H*(E) = oo.
Por lo tanto, se puede definir la Dimensién de Hausdorff de E como:
dimpy(E) :=inf{s > 0: H*(E) =0} =sup{s > 0: H°(E) = w}. 2.1)



Esta nocién de dimension se distingue de las otras que se estudiardn en este trabajo,
por tener la propiedad de ”“estabilidad numerable” por ejemplo:

dimH(U E,) = sup dimy(Ey,).
N N

Otra propiedad que satisface esta nocién de “dimensién”, es la siguiente (de inva-
riancia bajo transformaciones Lipschitz):

Proposicién 2.1.8. Sean (X,d),(X’,d") espacios métricos, E < X',y f : E — X con la
siguiente "condicion de Lipschitz”:

» Existe g : R>o — R continua, estrictamente creciente con g(0) = 0, tal que:

d(f(x),f(y) <g(d (xy)).

-1

Entonces, para toda h € H y todo § > 0 se tiene que yg% ) (f(E)) < ul(E), de modo que:

)

WS (F(E)) < w"(E).

Demostracién. Para ver que tiene sentido considerar la expresion ‘uhg_l, por las propie-
dades de g se tiene que ¢! existe, es continua y estrictamente creciente con ¢~1(0) = 0.
De esto se obtiene que hg~! € H.

Entonces, sean h € H y 6 > 0. Sea { S, }) una familia de subconjuntos de X’ con
E < US,, Sy € Ey d'(Sy) < 6. Se tiene que:

[f(Sn)| = sup d(f(x), f(y)) < sup g(d(x,y)) < g(ISul) < g(6),
X,yESy X,YES,

y, ademas:

hg (I (Sn)l) < hg™'8(ISul) = h(S).

Por lo tanto, ]4;1? ) (f(E)) < u"(E), y se obtiene lo pedido.

Corolario 2.1.9. La dimensién de Hausdorff es invariante Bilipschitz.

Con lo desarrollado se puede concluir uno de los dos resultados que motivan las
conceptos estudiados en los siguientes capitulos de este trabajo:

dimy (E) = inf {s >0: Ve > 03(Uy,) cubr. de E / Y Uy [° < s}, (2.2)

ya que lo segundo es simplemente inf {s > 0: H5, (E) = 0}. En otras palabras, la
dimensién de Hausdorff se puede definir sin pasar primero por las medidas #H°, utili-
zando cubrimientos que no deben necesariamente cumplir condiciones muy restrictiva
respecto de sus didmetros. Por lo tanto, resulta natural considerar expresiones similares
a la ecuacién 2.2, aplicando restricciones a los didmteros. Para esto, se estudiara otra
nocién de dimension:

Dado un espacio métrico X y E < X, se puede definir Nj(E) como la minima can-
tindad de bolas abiertas con didmetro < ¢ necesarios para cubrir E, por lo que E es
totalmente acotado si y solo si para todo § > 0, N5(E) < o0, y N resulta ser decreciente
en J. Entonces, trabajando en X = IR” con E acotado, se pueden definir las dimensiones
superior e inferior de Minkowski (también llamadas Box) de la siguiente forma:



: i (LOS(NG(E)) oy log(Ns(E))
dimg(E) := ll{srilglng((s), dimg(E) := hr?j(l)lpTg((s) (2.3)

A su vez, si ambas coinciden se escribe dimg(E) en vez de dimg(E) y dimg(E).

Observacion 2.1.10. Ns(E) se puede tomar también como cualquiera de las siguientes
cantidades:

= El minimo ntimero de cubos cerrados de lados J necesarios para cubrir E.

= El nimero méximo de ”é-mesh cubes” que intersecan E, entendiendo a esos cubos
como los cubos de lados J y extremos de la forma m.6 con m € Z.

» P5(E) := el mayor ntmero de bolas disjuntas de radio ¢ con centros en E. Una
forma directa de ver esto se puede encontrar en la préxima observacién.

Observacion 2.1.11. Se puede comentar también una demostraciéon de dimg(E) < n:

Demostracién. En primer lugar, no es dificil demostrar que:

Nps(E) < P5(E) < Ns/2(E).

Para la primera desigualdad basta observar que si se tiene una familia maximal de
bolas discjuntas de radio ¢ entonces duplicar sus radios da un cubrimiento de E. Para la

otra desigualdad, basta con notar que si E < UN‘”Z(E) B(x;,0/2) y se tienen y,...yx € E
tales que B(y;,d) son disjuntas dos a dos, entonces cada y; s6lo puede pertenecer a una
de las bolas B(x;,6/2).

Con esto en mente, se puede ver que para calcular dimg(E) y dimy(E) se puede
reemplazar el Ns(E) de la definicién por Ps(E). Pero, sabiendo esto se puede verificar
que dimg(E) < n de la siguiente forma:

Como se puede incluir a E en una bola suficientemente grande, alcanza con ver la
desigualdad para bolas centradas en 0. Pero, tomando la medida de Lebesgue de una
bola B(0, R) se tiene que

R"w, = m(B(0,R)) = Ps(B(0,R))dé"w,

con wy la medida de la bola unitaria, por lo que Ps(B(0, R))é" < ¢ con ¢ una constante,
de donde se obtiene lo pedido.
O

Lema 2.1.12. En el cdlculo de las dimensiones superior e inferior de Minkowski basta considerar
el limite a lo largo de una sucesion & — 0 tal que existe ¢ € (0,1) con 61 = cd.

Demostracién. Para demostrar esto basta notar que , si 6 > 0 cumple que 1 < § < J,
entonces se tienen las desigualdades:

log(Ns(E)) _ log(Ns.,(E)) _ log(Ns,., (E)) __ log(Ns,, (E))
—log(8) —~  —log(%)  —log(dk1) +108(dks1/8k)  —l0g(dry1) +log(c)
Por lo que:
] log(Ns(E)) _ .. log(Ns, (E))
lim sup—-—>—22 < lim sup—=——%*2,
5—>op —log(d) kﬂoop —log (o)



Es comun utilizar este lema para calcular dimensiones Box, ya que suele ser mds
comodo trabajar a veces con ciertas sucesiones especificas (En la seccién de ejemplos de
este capitulo se paplicard este lema para un subconjunto de R?).

Entonces, se busca una igualdad con la dimensién de Minkowski similar a (2.2):

Teorema 2.1.13. Se tienen las siguientes igualdades:
» dimg(E) = inf {s : liminf N;(E)dé° = 0}.
» dimp(E) = inf {s : limsup Ns(E)s* = 0}.

Demostracién. Se puede demostrar por ejemplo lo primero, para dar una idea de cémo
se puede proceder en el otro item: Por un lado, si s < dimg(E), es claro que para ¢
sufientemente chico se tiene que N;(E)é° > 1, por lo que se tiene la desigualdad <. Para
la otra, suponer por absurdo que existen unos s, t tales que

dimg(E) <s <t <inf{s:liminf Ns(E)é* = 0}.

log(Ns, )
—log(d)
N, 6; < 1. Ademas, se tiene que liminf Nj -4’ > 0, de modo que, para ¢ suficientemente
chico, se puede dar una constante ¢ tal que N; - 6' > ¢ por lo que N;6° > ¢-65F — o0, de
donde se deduce que, para J suficientemente chico, N; - 6° > 1, lo que es absurdo por la
existencia de los d. O

Por definicién, esto implica la existencia de unos J; — 0 tales que < s, por lo que

Corolario 2.1.14. Se tienen las siquientes iqualdades:

dimB(E):inf{szo Ve > 03 {U;} cubrimiento de E }

con |U;| = [Uj| Vi, j, 2 |Uif° <&

i (E) = inf{ 650 Ve > 036 > 0tal queV 0 < 6 < 6 3 {U;} cubriminento de E } .

con|Uj| = |Uj| =0Vi,j,y LU <e

Corolario 2.1.15. L
dimp(E) < dimg(E) < dimg(E). (2.4)

Demostracion. se deducen directamente de (2.2) y el corolario anterior. O

Las dimensiones Box no tienen la propiedad de estabilidad numerable (aunque la
superior es finitamente estable), como se deduce del siguiente resultado, con E = Q:

Corolario 2.1.16. dimg(E) = dimg(E), dimg(E) = dimp(E).

Demostracién. Esto se puede demostrar directamente notando que los cubrimientos que
se consideran en el Corolario 2.1.14 son finitos, y que tomar clausura no afecta el didme-
tro de un subconjunto. O

De los corolarios mencionados se deduce que la diferencia fundamental entre las
dimensiones Hausdorff y Box consiste en como se consideran ciertos cubrimientos, con-
cretamente si se consideran o no restricciones respecto de los didametros de los miembros
del cubrimiento. Aunque parezca una diferencia menor, ocurre que esta rstricciéon adi-
cional mencionada tiene como consecuencia que subconjutos “concentrados” puedan
llegar a tener dimensiones H y B distintas, como se verd en el primero de los ejemplos
de la préxima seccion.
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2.2. Un par de ejemplos

2.2.1. El gréfico de sen(1/x)

Un ejemplo tipico donde ocurre esta ”concentra-
cién” mencionada anteriormente es el del grafico G
de f(x) = sen(1/x), con x € (0,1], como se puede
apreciar en la imagen de la derecha. Este comporta-
miento resulta en que las dimensiones H y B sean
diferentes.

Figura 2.1: Gréfico de sen(1/x).

Lema 2.2.1. dimy(G) = 1.

Demostracion. Este resultado se deduce directamente -
de notar que se puede expresar G como la unién nu-
merable de porciones de curvas que tienen dimensién
igual a 1 por el Corolario 2.1.9 y la estabilidad nume-
rable de dimp (por ejemplo, particionando a G en los

[%J])' Gy = gr(fx), con fi

la restriccién de f al intervalo [W, %} , siendo sus

subconjuntos Gy := g7 | f|

extremos ceros de f).
O

Ahora, para la dimension Box, lo que se hace es acotar apropiadamente N;(G), par-
tiendo en conjunto en dos partes, una con la parte”concentrada”:

Lema 2.2.2. dim(G) = dimg(G) = 3.

Demostracion. Para dar la dimension box se endenderd a N como la cantidad de d-cubos
que intersecan a G, que es una de las equivalencias mencionadas. Se busca la dimensién
de G, que coincide con la de G.

Entonces, por el Lema 2.1.12, para calcular las dimensiones Box alcanza con consi-
derar los limites superior e inferior sobre sucesiones que cumplan la propiedad mencio-
nada. Se debe notar en primer lugar que los ceros de f son de la forma =, k € N. Se

consideran:
1 1 1

2km (2k+1)m  2k(2k+ 1)’

que es la distancia entre el 2k-ésimo cero y el siguiente cero, que forman una sucesén
que cumple lo requerido antes, ya que al escribir la condicion 611 = ¢d, ¢ = 1/4 sirve.
Entonces, una cota inferior para N; (G) es %. Una forma simple de verificar esto se
puede dar con el siguiente dibujo:

5k =

11



k-pico

i k-valle |

_____________________________________________

________________________________

Concretamente, se puede particionar a la curva original en una unién numerable de
curvas, estando cada una definida por la restriccién de f a un segmento cuyos extremos
sean dos ceros consecutivos de f. Estas curvas se pueden clasificar en dos "tipos”: “pico”
si contiene un maximo local e f, y “valle” de lo contrario. Entonces, para un J; se puede
considerar el pico o valle definido en el intervalo [m, ﬁ] Para facilitar la idea,
supongase que es un pico como en la imagen. Se lo puede llamar “k-pico”. Entonces, la
cota inferior mencionada se puede obtener de la siguiente forma:

Hay un total de k picos a la derecha del k-pico (contando a este también). Pero, para el
k-pico uno puede considerar los dx-cubos como en la imagen (alineados verticalmente).
A su vez, uno pude tomar los J;-cubos que cubren a la “rama” izquierda del (k — 1)-pico,
y para k — 2 se pueden tomar los que cubran la “rama” derecha del (k — 1)-valle. Para k —
3, se pueden considerar los que cubran la rama izquierda del k — 3, y asi sucesivamente
(esto se hace principalmente para evitar que eventualmente se pueda llegar a contar un
mismo cubo dos veces).

Cada “tira” de cubos que se aporta de esta forma tiene cardinal mayor-igual que

1+ l(sl—kJ > (sl—k, y como hay k tiras de este tipo se obtiene la cota.
Para una cota superior, se pueden definir primero G; := {(x,y) €eG:x< m} y

Gy = {(x,y) eG:x> M} (Gy es la porcién de G que contiene la parte ”concentra-

da” de G ), de modo que:

N5k(G) < N5k(G1) + N5k(G2)
(va un < porque al dividir a G en los dos subconjuntos ya definidos, puede que se estén
contando ciertos cubos tanto en N, (G1) como en Nj, (Gy)). Ahora, se deben acotar estos
dos términos:
Para Nj, (Gp): Cubriendo el intervalo [O, m} x [—1,1], que contiene a Gy, se ob-
tiene que:

Ns, (G1) < (2k +2) <52 + 2) <27k
k
para k suficientemente grande (ya que es menor-igual que 2%k3 + (2° 4+ 2°)k? + (4 +

2°)k + 4, y los dltimos términos se pueden acotar por 2°k® para k suficientemente gran-
de).

12



Para acotar la otra cantidad, se puede utilizar el siguiente lema:

Lema 2.2.3. Sea g : [a,b] — R una funcién monétona. Entonces, la cantidad de 6-cubos que
intersecan al grifico de g se puede acotar superiormente por:

b—
L4t 10 - fla)l.

Demostracién. Si se consideran los d-cubos en la columna correspondiente al intervalo
[md, (m+1)d], a lo sumo 2+ }|g(mé) — g((m+1)6)| intersecan al grafico de g, y co-
mo se pueden tomar 2 75 + 2 de tales intervalos a lo sumo, sumando sobre todos esos
intervalos se obtiene la cota buscada. O]

Ahora, con este lema en mente, se debe notar que se puede descomponer a G, en
una union finita de graficos de funciones monétonas que son las restricciones de f sobre
los 4k + 2 intervalos:

1 2 2 1 127 J1 1
(2k+1)t" (4k+ 1) | | (4k+1) " 2k |77 |0 | {07 |
Por lo que, aplicando la cota del lema, se tiene que:

2 4k +2
N (G2) < 5 +4(4k +2) + k;r <27k,
k k

para k suficientemente grande (el término 2/ aparece porque la expresion b — a del
lema se traduce como la longitud de intervalos no rampantes contenidos en el intervalo
unidad).

Combinando todo lo obtenido, se deduce que K< i < N, (é) < 283, de donde se
obtienen las desigualdades:

log (k%) log(N(;k (G )) log(28K3)
log(1/6) < log(1/6) log(l/ék)
log (k%) _ log(N,, (G)) log(28k3) (
log(25k2) = log(1/&;) < log(k?)
3log (k) _ log(Ns, (G)) _ 8log(2) + 3log(k)
5log(2) +2log(k) ~ log(1/6¢) 2log (k) '

Pero las expresiones de la derecha e izquierda de la dltima desigualdad tienden a
3/2, de modo que el limite que define la dimensién de Minkowski existe, y es:

— log(N;, (G 3
dimg (G) = dimp(G) = JLwW =5

k> 2)

2.2.2. Bedford-McMullen carpets
Atractores

Antes de hablar sobre los subconjuntos de esta subsecciéon, conviene hacer un re-
paso breve sobre atractores de sistemas iterados de funciones. Una buena parte de los
fractales”conocidos”(como el conjunto ternario de Cantor) se pueden entender como
atractores para ciertos sistemas de funciones (incluyendo los subconjuntos que se quie-
ren estudiar en esta subseccidén), como se verd a continuaciéon. Las demostraciones de
los resultados se pueden consultar en [Fall4].
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En primer lugar, sea (X,d) un espacio métrico. Para cada E € X y cada ¢ se puede
definir el e-entorno de E como:

E.:= U{zeX,d(x,z) <e}.

xeE

Se recuerda también que se define una c-contraccién como una funcién f : X — Y
c-Lipschitz con ¢ < 1. A su vez, se dice que f es una similaridad si en la definicion
anterior s tiene ademds una igualdad: o sea si existe 0 < ¢ < 1 tal que:

A(F(x), fy) = c-d(x,y) , %,y € X.

Ahora, para espacios métricos generalmente se define la distancia entre dos subcon-
juntos E, F como el infimo de las distancias d(e, f) con e € E, f € F. Sin embargo, esta
definicién tiene una desventaja importante: pueden existir elementos de un subconjunto
a distancia “grande” del otro subconjunto, incluso si la distancia entre los subconjuntos
es “chica”. Para remediar esto, se puede considerar la familia Hx de los subconjuntos
compactos no vacios de X, y se define la siguiente distancia en Hx:

O(A,B):=inf{e>0: A< (B)e, BS (A)e}.
Esta distancia posee un par de propiedades interesantes:
» 5 (U A, U7 Bi) < méx{6(A;,B;)}, ysiw: X — X es una contraccion con constante

c <1, entonces § (w(A), w(B)) <c-6(A,B).

= Si el espacio X es competo, entonces Hx es completo con J (en realidad, se puede
demostrar también que si X es totalmente acotado entonces Hy también, por lo
que se concluye que si X es compacto entonces Hx también).

Ahora, sean w; : X — X, i = 1,...,n unas c;-contracciones (a la familia de contrac-
ciones tambiénse la suele llamar IFS-iterated function system en inglés). Se define la
funciéon W : Hy — Hx como:

W(K) := U w; (K). 2.5)
1

Pero, no es complicado verificar que esta nueva funcién es también una contraccién:

5 (W(a),W(b)) =6 (U wi(A),Uwi(B)> < max {0 (w;(A),w;(B))} < méx{c;}-6(A,B).
1 1

Por lo tanto, se obtiene de forma directa el siguiente resultado, usando el teorema
del punto fijo de Banach:

Teorema 2.2.4. Sea X un espacio completo y wy, . .., wy, contracciones. Entonces, la funcion W
definida anteriormente es una contraccion, y posee un tinico punto fijo A. Ademds, para todo
Ko € Hx, (W (Ko))N convergea A vy, si ¢ := max {c; }:

Cn
1-c
A este punto fijo A se lo suele llamar atractor de la familia { w; }.

§(A, WM (Kp)) <

(Ko, W(Kp)).

Observacién 2.2.5. Se puede concluir con lo anterior que para cualquier Ky tal que
w;(Kp) < Ko se tiene que:

A=[1W" (Ko).
N

Esto permite pasar ciertos problemas de A a un espacio de sucesiones.
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Observacién 2.2.6. Se puede ver también que para todo k € N y todo K,

W (Ky) = Uwilwiz --w; (E),
I

con Iy = {(i1,---,ix) : 1 <i; <n}. Por lo tanto, si w;(Kg) < Ko para todo iy x € A4,
existe entonces una sucesion (i, ip, - - - ) tal que:

X = ﬂ wi, w;, - - - w;, (E).
keIN

Se puede ver sin complicaciones que el conjunto ternario de Cantor y el tridngulo de
Sierpinski son ejemplos de atractores.

Para terminar con este repaso, se menciona un resultado sobre las dimensiones de
atractores con cierta propiedad adicional:

Definicién 2.2.7. una familia de contracciones wy, ..., w, cumple la condicién de con-

junto abierto si existe un abierto acotado V tal que los w;(V') son disjuntos dos a dos y
U wZ(V) cV.

Teorema 2.2.8. Sean w; similaridades en IR" con la condicién de conjunto abierto (con constantes
0 < c¢; < 1), ysea A su atractor. Entonces, dimpy(A) = dimpg(A) = dimg(A) = s, donde s es
la solucion de:

Zc? =1
i

Para una demostracion, ver [Fall4]

Las “Bedford-McMullen carpets”( o alfombras de Bedford McMullen) se definen
entonces como el atractor de un IFS en R?, utilizando el teorema de Hutchinson para
garantizar su existencia y unicidad. Estos subconjuntos resultan interesantes no tanto
por una “concentraciéon” sino porque su geometria es lo que llev6 a los autores originales
de los papers de dimensiones intermedias a considerar esos conceptos. Para esta secciéon
se siguen las demostraciones de [McM84].

Seann >my R < {(i,j) :i€{0,..,n—1},j € {0,...,m — 1}}. Se pueden definir, para
cada (i,j) € R, unas funciones S;; : [0,1)*> — [0,1]? definidas por Sij(x,y) = (B, L,
Entonces, por el teorema mencionado, existe un tinico compacto R de R? tal que:

ﬁ = U Sl,](ﬁ)
(i,j)eR
Otra forma de definir R seria: R = {(% %,%] %) (X, yk) € R}. A la familia de las
funciones S; ; también se las puede denotar { S; },_, . ; conr el cardinal de R.

Observacion 2.2.9. Cuando n = m se tienen similaridades, y en consecuencia se obtiene

~ ~

dimpy(R) = dimp(R) = s, con s tal que -’z = 1y r = card(R), por lo que s = l0g, (7).
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Dos ejemplos de alfombras, la primera con rectdngulos iguales y la segunda con
distintas.

Para el siguiente teorema se siguen las demostraciones de [McM84].

Proposicion 2.2.10. Sean t; := #{i: (i,j) € R} y s = #{j : (i,]) € R para algiin i}. Entonces,
si R es el conjunto definido recién, se tienen las igqualdades:

m—1

dimp (R) = log,( Y £, (2.6)
j=0

dimp(R) = logw(s) + log, (g) . 2.7)

Demostracién. La idea de la demostracién consiste esencialmente en ver primero que es
posible considerar sélo cubrimientos dados por cierto tipo de intervalos en IR?, y pasar
el problema a un espacio de sucesiones:

Para cada k € N, sea | := |k-log,(m)]|, por lo que I cumple que n' < m* < n'*1, o
sea que 1 < mk/n! < n. Entonces, parakeIN, pe {0,...,nl -1} ,q¢€ {O,...,mk—l}
se puede definir un intervalo en R® por:

Rk<p,q>:[’” p“]x[" ”7“]. 2.8)

nl” nl mk” mk

Sea d := logm(z;”:_o1 t;.Og”(m)), y para cada cubrimiento C = { Rx(p,q) } por rectangu-

los de la forma (2.8) sea Nj la cantidad de rectangulos R;(p,q) € C con k=k
Se tiene el siguiente lema:

Lema 2.2.11. H%(R) = 0si y solo si para todo & > 0 existe un C cubrimiento de R por intervalos
de la forma (2.8) tal que > Nym=% < ¢

Demostracion. En primer lugar, no es dificil notar que:

% < % < |Ri(p,q)] < \f < n\@%,
de modo que |Rx(p,q)| ~ m~¥, de donde se deduce lo pedido notando que todo sub-
conjunto acotado de [0,1]? se puede cubrir con una cantidad fija de intervalos de la
forma Ri(p,q) con didmetro mds chico. Una forma intuitiva de verificar esto se puede
dar visualizando los intervalos Ri(p,q), notando que esencialmente lo que se hace es
“dividir” al cuadrado en grillas con longitudes distintas en cada coordenada. O
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Ahora, para pasar todo a un espacio de sucesiones, se puede reescribir R como
R = {(xi,yi) }0,__#_1, y definir:

Sr={0,1,...,r—1}N=T]{0,1,...,r -1},
N

de modo que la funcién i definida a continuacién es sobreyectiva:

(i, iz, ... lek/n Zy,k/m ﬂ Siyo-+-08;([0,1]%).

keIN

Ahora, para entender este problema en el espacio de sucesiones hace falta definir
unos subconjuntos analogos a los Ri(p, g). Con este objetivo en mente, sean k € N, | =

|klog,(m)| <k p= le ¥mn' = conXje{0,...,n}, yq= Z’l‘gjmk_f cony; €1{0,...,m}.
Entonces, se definen:

Ae(pq) = {(in,... i) 1 xj; =Xjparaj=1,...,1 )y, =y;paraj=1,... .k }.
o0
Be:=[[{01,...,r—1}.

k+1

los subconjuntos Ax(p,q) x Bx son “andlogos” a los Ri(p,q) porque se tienen las
siguientes contenciones (donde la unién de la tdltima expresién se toma sobre {0,1} si
p =00 g = 0y andlogamente para los casos donde p = n' —1 0 g = m* — 1 - en otras
palabras, la unién se toma sobre los i,j = 1,0, —1 donde tenga sentido tomarlos):

Apg) xBec v (Repg)) = | A(p+i,q+7)) x Be. (2.9)
i,j=1,0,~1

Analogamente a lo del Lema 2.2.11, se pueden considerar cubrimientos de S, de
la forma C = {Ax(p,q) x B¢}, y asociar a cada k € IN un N; que es la cantidad de
elementos Ay (p,q) x By del cubrimiento con k' = k. Entonces, por el Lema 2.2.11 y (2.9)
se tiene:

Lema 2.2.12. H4(R) = 0siysolosiVe > 03C = { Ax(p,q) x B} cubrimiento de S, con
S Nem— % < g,

Ahora, se definira una medida sobre S, y se vera su relacién con Hd(ﬁ):
Parai =0,...,r—1,sean a; := #{j:y; = y;} y a := méx {4, }, de modo que para
todo (iy,..., i) € Ax(p,q) se tiene que:

#Ar(p,q) = i, - a4, ... ;.
Ahora, tampoco es dificil verificar que:

r—1

md = Z aiogn(m)_l

0

(para esto, conviene visualizar R como una grilla en IR? y notar que varios a; con iguales
entre si y coinciden con los t; de antes - sumar sobre los 4; es “como sumar sobre los ¢;
pero con repeticiones”).

Se pueden definir entonces b; := a, log, (1 / m?, de modo que >, b; = 1. Entonces, por

el teorema de consistencia de Kolmogorov existe una (tinica) medida de probabilidad
i en B(S;) - la familia de los Borel de S, con la topologia producto - tal que, para todo
(i1,...,ix) se tiene:

y((il, .. .,ik) X Bk) = bil : biz cee bik/
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y se pueden definir unas funciones fi : S, — R por:

(ail “e al‘k>logn(m) ) 1/k

iy - - 4,

fk(i1,i2,...) = (

Estas funciones van a permitir entender mejor la relacion entre la medida u y H*(R),
mediante los siguientes dos lemas:

Lema 2.2.13. Siz € Ax(p,q) x By, entonces:

n(A(p,9) x Bi) = (f(z)m™")~.

Demostracién. Teniendo en cuenta la defininicién de u (que se sabe lo que mide y en
conjuntos de la forma (iy, ... i) x Bg) se puede usar (2.2.2) de determinada forma para
dar (Ax(p,q) * By):

Sea (i1,...,ix) € Ax(p,q),y (s1,--.,5¢) := (aiy,...,a;). Pero, observando que por
definici6n se tiene que y;, = y; V¥ j < k, se puede ver que la tupla (sy, ..., si) es indepen-
diente de la eleccién del elemento (iy, ..., i) € Ax(p,q), y en particular,

(51 N Sk)logn(m) —dk

],{((il,.--,ik)XBk): S1...8k "

Pero, por (2.2.2), se tiene que #Ay(p,q) = S;41 - - - Sk, por lo que:

(51 .. sk>logn(m)
51...5]

u(Ar(p,q) x By) = m=%* = (fi(z)m™ k.

O]

Con este lema en mente, se busca que f; — 1 en p-casi todo punto, porque junto

con el lema anterior esto permitird comparar sumas de la forma Y. Nym~% con sumas

> 1(Ax(p,q) x By):

Lema 2.2.14. Para las fy definidas anteriormente se tienen las siguientes propiedades:

» limsupfi(z) >1VzeS,.

k—o0
. klimfk(z) = 1 para p-casi todo z € S,.
—00

Demostracién. La demostracién se puede consultar en [McM84].La demostraciéon en si
consiste en definir unas funciones g, i : S, — R por:

. (a,-l ce aik)l/k

gk(ll, . ) = m, hk(ll, . ) = (Ell‘l .. .ail)(l/l)(logn(m)—l/k)‘
ip -+ 4

Entonces, fi(z) = h(z) - gx(2)1°8:"), y en la fuente citada se demuestra que:

he(z) > 1VzeS,, limsupgy(z) > 1Vze Sy, gk(z) > 1u— ctp.
O

~

Con todo esto en mente, se puede finalmente demostrar que dimy(R) = d. Se verdn
las desigualdades < y > por separado:
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» dimpy(R) < d: Sea € > 0. Para esta desigualdad se dard un cubrimiento de S, para
poder utilizar el Lema 2.2.12. Para cada k se puede definir C; como la familia de
los subconjuntos de la forma Ay(p,q) x By # @ tales que:

fr(z) >m™ ¢V ze Ax(p,q) x By.

Estos subconjuntos son disjuntos entre si por definicion, y ademas cumplen por el

Lema 2.2.13 que:

u(Ax(p,q) x By) > m~ 3ok,

Pero, por como se tomé u se tiene que u(S,) = 1, y como los Ax(p,q) x Bx son
Borel se puede usar o-aditividad para concluir que My := #C; < m(@+k,

Ahora, por el Lema 2.2.14 se tiene que para todo z € S, limsup fi(z) > 1 > m™,
por lo que Cj cubre z para infinitos k. De este modo, si se toma K suficientemente
grande tal que > g m~% < ¢ se deduce que la familia C := [Jjox Gt es un
cubrimiento de S,. REecordando la definicién de los Nj asociados a C, se tiene
entonces que:

ZNkm—(d+Ze)k — Z Mkm—(d+2£)k < Z m—ek <
k=K k=K

~

Con el Lema 2.2.12, se deduce que dimy(R) < d (en realidad, en el lema men-
cionado figura m =% en vez de m~(@+2)k pero estono causa ningtin inconveniente
porque los Lemas 2.2.11 y 2.2.12 no utilizan nada especial de d, por lo que se puede

~

utilizar para demostrar que dimp(R) < d + 2¢’ para todo ¢ > 0).

~

» dimy(R) > 6: Sea B < d. Se verd entonces que existe un ¢ > 0 tal que para todo
cubrimiento C de S,, vale que ) Nym Pk > ¢, de donde se deduce lo pedido usando
el Lema 2.2.12 (recordando la dltima observacion del item anterior, de que el lema
vale para B también).

Sean Fy := {z€S,: fi(z) <miPVK >k}. Como f; — 1 enc asi todo punto y
mi=P > 1, se deduce que existe un K tal que u(Ex) > 0. Se define entonces:

e := min { u(Ex), mPK}.

Para verificar que este ¢ > 0 sirve, sea C un cubrimiento cualquiera de S,. Si Ny # 0
para algiin k < K, entonces:

Z Nem =Pk > m=PK = ¢,

de modo que se puede suponer que Ny = 0 para todo k < K. Entonces, para los
elementos de C tales que Ax(p,q) x By n Ex # O, se tiene que:

w(Ak(p,q) x B) = (fi(z)m™ ) < (m*Pm=)k = m~PK,
Como C cubre Eg, se tiene entonces que:

ZNkm_ﬁk > u(Ek) = ¢,

de donde se deduce por el Lema 2.2.12 que HP (R) #0, y como esto vale para todo

~

B < d, se deduce que dimp(R) > d.
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De este modo, se deduce que dimg(R) = d.

Para dar la dimensién de Minkowski de R, se debe acotar superior e inferiormente
la expresion N, «(R R), para concluir lo buscado utilizando el Lema 2.1.12. La idea de
esta parte consiste entonces en demostrar que, tomando N como la cantidad de pares
(p,q) tales que Ry(p,q) n R # &, se tiene que N, _«(R) ~ Ny, o en otras palabras, que
existen constantes c1,c; > 0 tales que:

1Ny < N, -« (ﬁ) < 2Ny,

(la primera desigualdad se puede ver con mayor facilidad tomando N,,-x como el
P,,—« de la observacién 2.1.10) de modo que para dar las dimensiones Box de R se deben
analizar los limites superior e inferior de log(Ny)/ log(m*). Pero, Ni se puede entender
como la cantidad posible de formas de tomar sucesiones (x;)1 . j, (Vi)1,. x tales que:

» (x;,y;) € Rparatodoie{1,...,1}.
» (Xj,yi) € Rparatodoie {I+1,...,k} yalgan X;.

De este modo, Ny = r' - s=! = (r/s)! - s¥, y se tiene entonces que:

~ r/s l'Sk r
dimB(R)zklggo%ﬁOgm( )+logm( )10gn( ) = log,,(s) +log, (;)

O]

Observacién 2.2.15. Por las expresiones de dimpy (R ) y dimp(R R) se deduce que, si los ¢;

no nulos son todos iguales entre si, entonces dimy (R) = dimg(R). A su vez, notar que
si los t; no nulos no son todos iguales, entonces a = max {4, } > 2.

Estas diferencias en las dimensiones ocasionan que uno se pregunte qué ocurriria
si uno considera otras restricciones sobre los didmetros en el Corolario 2.1.14, lo que
motiva las definiciones de las dimensiones intermedias.

2.3. Frostman

Antes de concluir este capitulo es conveniente repasar un par de resultados cono-
cidos de medidas de Hausdorff, que tienen analogos para las dimensiones intermedias
pero que se deben demostrar aparte. Estos son el “lema de distribucién de masa” y el le-
ma de Frostman, ambos muy importantes en este campo. Mds adelante se demostrardn
analogos para las dimensiones intermedias.

Lema 2.3.1. (lema de distribucién de masa) Sea E = R" y y una medida exterior finita tal que

u(E) > 0. Si existen s,c = 0, 6 > 0 tales que para todo subconjunto U con |U| < J vale que:
u(U) < c.|Uf°. Entonces, H*(E) = uE) por lo que s < dimpy (E).

c 7

Demostracién. Para esto, basta con notar que, si {U;} es un cubrimiento de E tal que
|U;| < 6, entoces:

) < ) pu(Ui) < e Uil
tomando el infimo sobre todos los cubrimientos, se obtiene que y(E) < c - H3(E). O
Lema 2.3.2. Sea y una medida finita, E < R", y 0 < ¢ < oo. Entonces:

» Silimsup £ M < cVx € E, entonces H*(E) > ”(CE).
r—0
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= limsup X250 < ¢y e E, entonces HS(E) < 25;4(15”)_
0

Demostracién. Se puede encontrar una demostracién en [Fall4].
O

Lema 2.3.3. Sea E = IR" de Borel, con 0 < H*(E) < co. Entonces, existe K = E compacto tal
que 0 < H*(K) < oo.

Demostracién. La demostracion de este resultado se puede encontrar en [Mat99], teorema
8.19. 0

Para concluir esta seccién, se demostrara el “lema de Frostman”. La idea serd de-
mostrar un caso particular primero, y después pasar al general usando el lema previo.

Proposicién 2.3.4. Sea E = R" de Borel con 0 < H*(E) < co. Entonces, existen b y un
compacto F < E con H*(F) > 0, tales que:

H® (FnB(x,r)) <b-r’,YxeR",r > 0.
Demostracién. Sean u(A) :== H*(EnA) y E; := {x e R" : limsupw > 25F1Y,

r-S
r—0
Entonces, por 2.3.2, se tiene que:

H(Er) < 227 (E) = JH(E),

de donde se obtiene que H*(E — E1) > 3H*(E) > 0, de modo que si Fj := E — E;
entonces H°(F;) >0y

H3(E N B(x,r))

1+s
" <2 VxeF.

lim sup
r—0

Por el teorema de Egorov, existen un F < F; compacto y un rp > 0 tales que:

H(E n B(x, 7))
1/-5
H¥(EnB(x,r))

rS

<22PVYxe L, VO <r <.

H*(E)

S
o

H*(F) >0,

Pero también se sabe que < si v = rg, por lo que vale lo pedido

para todo r > 0.
O

Corolario 2.3.5. (Lema de Frostman) Sea E < IR" de Borel con 0 < H*(E) < oo. Entonces,
existen b y un compacto F < E con H*(F) > 0, tales que:

H® (FnB(x,r)) <b-r°,YxeR",r > 0.
Ademds, en este caso 0 < H*(F) < oo.

Demostracién. Se deduce directamente de la proposicién anterior y del Lema 2.3.3. [

Observacién 2.3.6. Otra forma de expresar el lema de Frostman es la siguiente :
Sean E < IR" de Borel, y:

M(E) := {u : medidas de Radén y de probabilidad con sop(y) < E compacto }.

Entonces, H°(E) > 0siy solo si existen y € M(E) y ¢ > 0 tales que u(B(x,r)) <c-1°
para todos x e R" y r > 0.

(se puede encontrar en [Mat99], donde también se da una demostracién alternativa
de este resultado)

De este modo, se pueden traducir problemas de dimensién en cuestiones sobre cier-
tas medidas. Esto resulta esencial a la hora de hablar sobre, por ejemplo, capacidades.
En la siguiente seccion se utilizard este resultado para establecer resultados varios.
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2.4. Comentarios adicionales

2.4.1. Productos

Una pregunta muy natural que se puede hacer uno es qué ocurre al tomar productos
de fractales, por ejemplo un producto entre dos conjuntos de Cantor, y si se puede dar su
dimensién a partir de sus factores. El lema de Frostman permite demostrar un resultado
basico en este sentido:

Proposicién 2.4.1. Sean A < R™, B < R" de Borel. Entonces:

» SiH(A) >0y H!(B) > 0, entonces H*(A x B) > 0.
= d1mH(A) +d1mH(B) < dimH(A X B) < d1mH(A) —l—ﬁB(B)

Demostracion. Para demostrar lo primero, se utiliza el lema de Frostman: Por hipétesis,
existen y € M(A) y ve M(B) tales que u(B(x,7)) < c17° y u(B(y, 7)) < cor'. Entonces,
por propiedades de las medidas producto se puede concluir que y x v e M(A x B) (o
mejor dicho, que esta medida normalizada pertenece a M) y que:

(n x v)(B((x,y),7)) < (4 x v)(B(x,7) x B(y,r)) < u(B(x,r)) v(B(y,7)) < crcor"".

Pero entonces, por el lema de Frostman se deduce lo pedido.

Ahora, para el segundo apartado se ve que sélo hace falta verificar la segunda des-
igualdad, ya que la primera es inmediata del apartado anterior. Sean entonces s, t ta-
les que s > dimy(A), t > dimp(B), por lo que lim, .o N¢(B)e! = 0, y 6 > 0 tal que
N¢(B)(2¢)" < 1 para todo e < d. Por la eleccion de s se puede dar un cubrimiento { E; }
de A tal que 0 < |Ej| < 6/2y > |Ei|* < 1. Pero entonces, para cada i se puede cubrir a
B con N; bolas B;;, j € {1,...,N;} de didametro |E;|, de tal forma que N;|E;|' < 1. Pero,
como los E; son un cubrimiento de A, se tiene que los conjuntos E; x B;; cubren A x B.
y don de didmetro no mayor que 2|E;| < . Por lo tanto, se tiene que:

’)l_lfs+t<A ~ B) < Z |El % Bi,j’s+t < 25+t2 |Ei|sNi|Ei|t < 25+tZ |Ei|s < 25+t,
i

i,j i

de donde s obtiene que H*!(A x B) < o y se obtiene la desigualdad buscada.
Ul

Como corolario directo, se deduce que si dimy(B) = dimp(B) entonces se tiene la
igualdad dimpy(A x B) = dimy(A) + dimy(B), por lo que se concluye una férmula
bastante elegante en este caso. Ejemplos de subconjuntos B que cumplen esto son los
IFS de familias de similaridades con la “condicién de conjunto abierto”, por ejemplo el
conjunto ternario de Cantor.

2.5. Proyecciones

2.5.1. Comentarios previos

Antes de poder hablar de medidas sobre Grassmannianos y los teoremas de proyec-
ciones, se deben recordar varias definiciones y resultados previos. La mayor parte de
lo desarrollado en esta seccién se basa en la exposicién de [Mat99], donde se pueden
encontrar las demostraciones que no se escriban.
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Definicién 2.5.1. Una medida de Borel y se dice de Radén si tiene las siguientes pro-
piedades:

» 4(K) < oo para todo K compacto.
» Para todo V abierto, u(V) = sup { u(K) : K < V compacto } .
» Para todo subconjunto E, u(E) = inf{ u(V) : E < V abierto } .

Observacién 2.5.2. Una medida u sobre R” es de Radén si y solo si es localmente finita
y Borel regular.

También se necesita un resultado sobre la unicidad (salvo por un factor constante)
de ciertas medidas sobre espacios métricos.

Definicién 2.5.3. Sea y una medida Borel regular sobre un espacio métrico X. Se dice
que es uniformemente distribuida si cumple que:
0<u(B(x,r)) =uB(y,r) <o (Vx,yeX,0<r <)

Teorema 2.5.4. Sea X un espacio separable y u,v dos medidas Borel reqular uniformemente
distribuidas. Entonces, existe una constante c tal que y = c - v.

Observacién 2.5.5. Con esto se puede demostrar en particular que H" = c-.Z", con £"
la medida de Lebesgue en R" y c € R.

Antes de seguir, se va a tener que dar un breve repaso sobre “image measures”, o
“"medidas pushforward”:

Definicién 2.5.6. Sea y una medida en X y f : X — Y una funcién. Se define la medida
pushforward de y como fuu(E) := u(fY(E)), ECY.

Ahora, si f~1(E) es y-medible entonces E es fy-medible. Por lo tanto, si # y f son
Borel se deduce que f4 es Borel.

Lema 2.5.7. Sean X,Y espacios métricos separables, f : X — Y continua, y u una medida de
Radén sobre X de soporte compacto. Entonces, fyu es de Radon y sop(fup) < f(sop(u)).

Demostracién. Se puede consultar en [Mat99] (Torema 1.18). O

También se tiene que hablar un poco sobre derivadas de medidas de Radén, concepto
que se usa en 2.5.28. Como antes, para las demsotraciones se puede consultar [Mat99].

Definicién 2.5.8. Sean y,v dos medidas Borel y localmente finitas en R", x € R". Se
definen las derivadas superior e inferior de y respecto de v en x como:

D(u,v,x) := limSUPM, D(p,v,x) = liminfM

o V(B(x,7)) =0 v(B(x,7))

Si ambas expresiones coinciden se define la derivada D(u, v, x) como ese valor.
Observacién 2.5.9. Tanto D como D son Borel.

Teorema 2.5.10. Sean ahora y,v de Radén. Entonces:

La derivada D(u,v, x) existe para v-casi todo x.

Para todo B Borel, §, D(y, v, x)dv(x) < u(B), y vale la igualdad si p < v.

p < vsiysolosi D(p,v,x) < co para p-casi todo x.

Si u « v, entonces § D(p,v,x)?dv(x) = { D(u,v, x)du(x).
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2.5.2. Medidas sobre familias de subespacios

Entre los resultados anteriores se demostr6 una proposicién que relaciona las medi-
das de Hausdorff de un conjunto con las de su imagen por una transformacién Lipschitz.
Sin embargo, se puede decir bastante mas cuando se consideran como funciones a las
proyecciones a subespacios:

Antes de iniciar un estudio elemental sobre la relacién entre las dimensiones introdu-
cidas y las proyecciones, se debe hablar un poco sobre medidas sobre Grassmannianos.
Esto se debe a que para los teoremas de proyecciones se necesita formalizar la idea de
que algo ”vale para casi todo plano”(o con mayor generalidad, subespacio de dimen-
sion m). Tener este “casi todo” es necesario ya que puede ocurrir que al considerar las
proyecciones de un subconjunto, haya ciertos casos especiales donde no se cumpla cier-
ta propiedad. Por ejemplo, si se considera una recta en R?, proyectar este subconjunto
sobre otra recta devuelve esta dltima recta salvo que sean ortogonales.

Primero se tiene que definir una medida sobre el grupo de transformaciones ortogo-
nales, usando un resultado sobre medidas invariantes:

Definicién 2.5.11. Un grupo G con una topologia se dice grupo topolégico si cumple
que es un espacio Tj y la funcién f : G x G — G dada por f(x,y) = x-y~! es continua
(equivalentemente, si tomar producto e inversa son funciones continuas).

Observacion 2.5.12. Se puede demostrar que los grupos topoldgicos son de tipo T>.

Definicién 2.5.13. Una medida definida sobre un grupo G se dice invariante, si para
todo E < G, vale que u(E) = u(gE) = u(Eg).

Teorema 2.5.14. Sea G un grupo topolégico compacto. Entonces existe una tinica medida de
Radoén p invariante sobre G de probabilidad.

A esta medida se la suele llamar medida de Haar de G.

Observacién 2.5.15. La unicidad de la medida de Haar permite demostrar de forma
simple ciertas igualdades, como la siguiente: u(E) = u({g~!: ¢ € E}), ya que la expre-
sion de la derecha tambien define una medida invariante.

Ahora que ya se mencionaron un par de resultados preliminares se puede empezar
a desarrollar el primer tema de esta seccién. Sean .Z(IR",R") el espacio de las trans-
formaciones lineales con la métrica usual, y O(n) el subespacio de las transformaciones
ortogonales. Una propiedad importante que se utilizara sobre O(n) es que este subes-
pacio actda transitivamente sobre S"~1: para todo par x,y € S}, existe una g € O(n)
tal que g(x) =y.

Se puede verificar que este subespacio es compacto respecto de la topologia subespa-
cio (es un cerrado de un espacio completo, y es totalmente acotado), y es directo ver que
es un grupo con la composicién. Por lo tanto, se puede aplicar el Teorema 2.5.14 para
obtener una medida 6, invariante sobre O(n) con las propiedades de dicho teorema.

Ahora, dado que esta es una medida definida sobre un grupo de transformaciones
lineales, resulta conveniente para varias demostraciones tener alguna suerte de relacién
entre esta medida y alguna un poco mas conocida sobre R". Entonces, se puede definir
la Medida de superficie (normalizada) sobre S"~! como:

n—1.,__ 1
T Hn—1 (Snfl)

Se puede dar con la medida de Lebesgue una forma equivalente para esta medida.
Concretamente, sea a(n) := .#"(B(0,1)). Entonces, para todo E < S"!:

" Y E)=a(n)Z"({tx:x € E,t€[0,1] }). (2.11)

% H"gua. (2.10)

Esto se puede demostrar sin mucha dificultad con el teorema 2.5.4.
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Teorema 2.5.16. Sean x € S"~1, E < S"~1. Entonces:
0,({geO(n):g(x)e E}) =" (E). (2.12)

Demostracién. Esta demostracién consiste en reescribir lo de la izquierda como el valor
de una medida sobre E, para después usar el Teorema 2.5.4:

Con ese objetivo en mente, sea fy : O(n) — S"~! definida por fy(g) = g(x). Entonces,
0,({g€O(n):g(x) e E}) = (fx#6x)(E). De este modo, si se verifica que esta medida
pushforward es igual a ¢"~1. A su vez, para concluir esto alcanza con ver que fy#0,
es uniformemente distribuida (ya que entonces de deduce lo que se busca del Teorema
2.5.4).

Para verificar esto, sean y,z € S"~!, de modo que existe i € O(n) tal que h(y) =z, y
se puede ver que esta i cumple también que h(B(y,r)) = B(z,r) (por la ortogonalidad
de h). A su vez, por la invariancia de 6,,:

(fx#0u)(B(z,7)) = 0 ({g : ] 8(x)

h(y)| <r}) =6.({g:|h'g(x)—y[<r})
0n({g:18(x)—yl

yl <7}) = (fe#0n) (B(y, 7).

O

Lema 2.5.17. Existe una constante c dependiente sélo de n tal que para todos x,y € R" con
x #0y o >0, se tiene que:

On({g:|x—g(y)l <)) <c- "'
Ademas, si ||x| — |y|| > o, entonces 0,({g:|x—g(y)| <d}) =0.

Demostracién. Lo tltimo del enunciado resulta trivial notando que el conjunto a medir
es vacio. Ahora, por esto se puede suponer sin pérdida de generalidad que ||x| — |y|| <,
y x,y # 0. Entonces, si [x — g(y)| < J, se tiene que:

\x—g(";'fn < - gy +1(1 - E{)g(y)\ < Jx—g()| + Iyl - |x]l < 26.

Por lo tanto, |ﬁ - g(%)] < %, por lo que sin pérdida de generalidad x,y € S" 1.

Pero, por lo anterior,

0u({g:|x—g(y) <d}) =06,({g:8(y) €B(x,6)}) =" '(B(x,6) n " ") <c-6""

con ¢ una constante que sélo depende de n.

2.5.3. Medidas sobre Grassmannianos

Sean 0 < m < n enteros. Se define el (n,m)-Grassmanniano por:

G(n,m) := {V : V subespacio de dimensién m de R" }.

Definir una medida para estos espacios es una cuestion delicada. Antes que nada
se necesita determinar una métrica: Para esto, se identifica a cada V € G(n, m) con su
proyeccion ortogonal P, : R" — V y se define d(V, W) := |Py — Pw/|, la norma inducida
por Z(R",IR"). Se puede ver que, con esta métrica, G(n, m) resulta compacto (ver que
es totalmente acotado no es muy dificil, y para ver que es completo alcanza con ver que
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es cerrado). Ademds, como gP, = P,(y), si se considera la accién de O(n) sobre G(n,m)
dada por ¢V = ¢(V), se obtiene que:

d(gV,gW) =d(V,W). (2.13)

Esta accion también es transitiva: para cada par V,W € G(n, m) existe g € O(n) tal

que gV = W (Para ver esto, notar que se pueden tomar bases ortogonales de V 'y W,

extenderlas y después tomar ¢ como la transformacion lineal que envia una base en la
otra).

Definicién 2.5.18. Sea V fijo. Se define una medida de Radén y proabilidad <y, ,, sobre
G(n,m) por (despues de definirla se verificara la buena definicién):

Yum(E) :=0,({g:gV€eE}), Ec G(n,m). (2.14)
En otras palabras, si se toma la funcién fy(g) = gV, se obtiene que ynm = fvubn.

Observacion 2.5.19. De la invariancia de 0, se deduce que 7, ,, es invariante sobre O(n),
o0 sea que para todos g € O(n), E < G(n,m), vale que vnm(SE) = Ynm(E). Ademds, por
la igualdad (2.13), se tiene que 7, es uniformemente distribuida (ya que es una medida
de Radén O(n)-invariante), por lo que esta medida (que a priori depende de V) es tinica
salvo por un factor constante (si se considera la medida definida por otro subespacio W),
y como se consideran medidas de probabilidad se deduce que ,,; es independiente del
V tomado.

Observacién 2.5.20. Con argumentos similares a los del parrafo anterior se pueden
concluir las siguientes igualdades:

= Yum(E) = Yuu_m{ V' :V € E} (esto tltimo es O(n)-invariante).
» Para E < G(n,1), yy1(E) = 0" Y (g L 0 S*71).
» ParaEC G(n,n—1), ypu1(E) = " Uy VI n S"71).

Definicién 2.5.21. Para § > 0,m > 0 se puede definir una funcion ¢}'(x) sobre R"
como ¢}'(x) :=min{1,(d/ | x|)" }. Estas funciones apaercerdn de vuelta en el capitulo
4, cuando se hable de proyecciones.

Lema 2.5.22. Sean x € R"\ {0}y c = 2"a(n)"!, d := a(n)~12"""n"™=", 5 > 0. Se tienen las
desigualdades:

« 49 (x) < u({V i d(x, V) <6)) < - g (x).
o d-9P(x) < Tun({V i | Py(x)| <6}) < c-g(x).

Demostracién. Lo segundo se deduce directamente de lo primero porque se sabe que
d(x, V1) = |Py(x)|. Ahora, para lo primero:

En primer lugar, d(x, V) = |x|d(x/|x|, V) por lo que se puede suponer x € S"~1. Sea
ahora W := {x e R" : xyy41 = ...x, = 0} € G(n,m). Entonces, recordando que se define
a(n) = £"(B(0,1)):

Yum({V :d(x,V)<6}) =6,({g:d(x,gW) < })( por la Obs. de la buena def. de 7y, )
= 0u({g:d(g™"x, W) <5}>=9 ({g'd( (x), W) < 4})

=" {yes:d(y,W) <

_ <yesn 1. 2 yz 1/2 5)
<m

m+1
=a(n) L ({zeR": | zi| <1Vi
= a(n)712™(20)"" = a(n)"12"6"

, |zj] < SYj>m})
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de modo que vale la desigualdad de la derecha ( que v,,({V :d(x,V) <d}) < ces
inmediato).
Para la otra desigualdad, basta con utilizar la cota:

o1 (y esr 1. (Z yl-z)l/z < 5)

m+1
>a(n) 'L ({zeR": | zi| <1/2Vi<m, |z| <6/nVj>m})
= a(n)"H(2/n)msmm,

O

Corolario 2.5.23. Sea 0 < s < m. Entonces, existe una constante ¢ = c(m,n, s) tal que para
todo x € R™\ {0} vale:

f 1Py ()| S dpum (V) < - 2]~

Demostracién. Por propiedades conocidas de la integral de Lebesgue, y el resultado an-
terior se tiene:

[P @ drmV) = [ (V51 P = )

- JOOO Yo ({V 2| Py(x)] < t715 })dt

M

:f dt+f Yum(LV | Py(x)| < 71/ 1)t

0 -
* o0

— x|~ e yx—mf s = (14

CS
x| sSm —S

)l

2.5.4. Capacidades y dimensién de Hausdorff

Antes de demostrar definitivamente el resultado principal de esta seccién sobre pro-
yecciones, se deben repasar algunos detalles sobre capacidades y su relacién con la
dimensién de Hausdorff.

Definicién 2.5.24. Si s > 0, se define el s-potencial en x € R"” de una medida de Borel u
de R" como:

_ ( du(y)
[x —yf*

Ps(x) :

y se define la s-energia de y como:

L) = [ @it = [ | = rduty)aut),

A su vez, para E < R" se puede definir su s-capacidad como:

Cs(E) :==sup{L(y) ' :ue M(E)}.
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Se puede demostrar que, para E < R":

sup{t:3pe M(E)/Li(p) <o} =sup{s:3Iue M(E)/u(B(x,r)) <r'Vxe,r>0}.
(2.15)
A este supremo se lo llama también dimensién de capacidad (dimc(E)), y cumple
que dim¢c(E) = sup{s:Cs(E) >0} = inf{s: Cs(E) = 0}. La condicién sobre las me-
didas de las bolas quiere transmitir que la medida “no esta concentrada en regiones
chicas”(ver [Mat99] para més detalles de esto y otros resultados se esta subseccién).
La razén principal por la que este concepto resulta interesante en este contexto es
porque, con el lema de Frostman y la observacién 2.15, se puede demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 2.5.25. Sea E < R" Borel. Entonces:
m Sis> 0y H(E) < oo, entonces Cs(E) = 0.
m Sis >0y Cs(E) =0, entonces H'(E) = 0 para todo t > s.
» dimc(E) = dimy(E).

Demostracion. Ver [Mat99] para una demostraciéon detallada. O

2.5.5. Proyecciones y dimensién de Hausdorff

Con todo esto en mente, se puede empezar a estudiar el teorema principal, que dice
que dimpy(Py(E)) = min{m,dimy(E)} para casi todo V € G(n,m) v, m-ctp. Esto se
demuestra en dos partes: segtin sea dimp (E) < m o dimy(E) > m.

Teorema 2.5.26. Sea 0 < s < m. Existe una constante ¢ = c¢(n,m, s) tal que para todo E < R",
vale:

F Co(Py(E))dynm(V) < c- Co(E) .

Demostracion. Sea y de Radén, y de probabilidad con soporte compacto contenido en E.
Por el Lema 2.5.7, Pysu es de Radon también y cumple que sop(Pyypt) < Py(E) y que
Pysu(V(E)) = 1, por lo que Cs(Py(E))~! < I;(Pysu). Entonces:

J Co(Py(E))dynm(V )\JIS(PV#W%M(V)
= [ [ 1pvtx = i auin)arn(v)
”frpv % = ) Ay (V) (x)da(y)
<c- Is

Donde la dltima desigualdad se deduce por el Corolario 2.5.23.
O

Corolario 2.5.27. Sea E < R" es Borel y dimp (E) < m, entonces dimpy (Py(E)) = dimpy(E)
para vy, m-casi todo V € G(n, m).

Demostracion. Se deduce de lo anterior con el Teorema 2.5.25.

Esto trata el primer caso de los mencionados. Para el segundo:
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Teorema 2.5.28. Sea y una medida de Radén en R" de soporte compacto y I,,(u) < co. Enton-
ces, Poy(p) < H™ para vy y,-casi todo V € G(n, m), y ademds existe ¢ = c(n, m) tal que::

f JV D (Pyspt, HlY, w)*dH™ (0)dyum(V) < ¢ Lu(p).

Demostracién. En primer lugar, por el Lema 2.5.7 se tiene que Pysp es de Radén. Recor-
dando la definicién de la derivada inferior:

D(Pyup, My, u) = ligniglf(Zé)’mPv#y(B(u,é)) = li%niglf(%)*m‘u({ x:|u—Py(x)|<d}).

Por lo tanto, por Fatou:

f f D(Pyspt, M1, u)APy s ()87, (V)
hmmf 268)~ JJPV#]J u,0))dPyyp(u)dynm(V)

— timinf(26) " [ [ ({y: | Pv(x = )] < 0 (007 (V)

= liminf(26)" j j Yum({V 5 | Py(x = y)| < Dp(x)du(y)

=c - In(p),

por el Lema 2.5.22. Entonces, para vy, ,-casi todo V € G(n, m) se tiene:
Q(PV#V,HT",, u) < oo para Pyyp-casi todoueV,

que implica (por el Teorema 2.5.10) que Pyyp « H™. Por lo tanto, D(Pyspu, Hiy, u) existe
para Pyypu-casi todo u € V. Por el Teorema 2.5.10 se tiene ademds que:

J D Pv#]l,H‘V, )d%m JD Pv#,‘l/l,Hlv, )dpv#y( )

de donde se obtiene la desigualdad del enunciado.
Ul

Corolario 2.5.29. Si E < R" cumple que C,,(E) > 0, entonces H" (Py(E)) > 0 para vy, m-
casi todo V € G(n,m). En particular, Si E es un Borel con dimy(E) > m, se deduce que
dimpy (Py(E)) = m para 7y, y,-casi todo V € G(n, m).

De estos dos corolarios se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.5.30. Sea E = RR" Borel. Para 7y, ,-casi todo V € G(n, m) vale:

dimpy (Py(E)) = min {m,dimy(E) }.

Observacion 2.5.31. En realidad, se demostr6é que en el caso dimy(E) > m vale que
H™(Py(E)) > 0 para 7y,m,-casi todo V. Surge entonces la pregunta natural de si vale
algo similar para el caso dimpy(E) < m: Concretamente, si ademds de una consecuencia
sobre la dimensién de las proyecciones se puede también decir que su medida dimg (E)-
Hausdorff es positiva. Lamentablemente esto es falso:

Para cada 0 < s < 1 existe un E < R? tal que 0 < H*(E) < o (por lo que su
dimension es s), y H*(Py(E)) = 0 para todo V € G(2,1). Para ma detalles se puede
consultar [Mat99].
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2.5.6. Intersecciones (comentarios)

Habiendo expuesto ya algunos resultados referentes a productos y proyecciones, se
pueden dar un par de comentarios sobre resultados referentes a intersecciones. Concre-
tamente, se pueden comentar resultados sobre intersecciones entre un subconjunto A
y la imagen de otro subconjunto B por isometrias (funciones de la forma g(x) + z, con
g€0(n)yzeR").

Claramente no se puede asegurar un resultado que valga ”para toda isometria”, ya
que se pueden tomar A = B y pueden existir dos isometrias fi, f> tales que A;(A) = A
y A1(A) = @. Sin embargo, como pasaba para proyecciones, si se pueden conseguir un
par de teoremas utlizando la medida 6,.

Para motivar un poco cierta expresién que aparece en algunos resultados conocidos,
se puede observar que, si dos variedades diferenciales en IR" de dimensiones s y ¢
se intersecan transversalmente, entonces su interseccion es una variedad también, de
dimensién s + t — n. Por lo tanto, se podria esperar que ocurra algo similar para las
intersecciones de la forma A n (g(B) + z), con cierta “frecuencia”. Esto también esta
motivado porque la expresiéon s +t —n dada para variedades resulta ser, cuando se
adapta al caso general, una cota superior para la dimensién de A n (g(B) + z):

Lema 2.5.32. Sean A,B < R" de Borel, tales que dimy(A x B) > n. Entonces, para toda
g € O(n) vale:
dimy(A n (g(B) +z)) < dimy(A x B) —n, para £" — casi todo z € R".

Lo interesante es que se tiene una cota inferior también, ”con frecuencia” (donde esto
se traduce como “se tiene la cota sobre un subconjunto de medida positiva”), siempre
que se consideren similaridades en vez de isometrias:

Teorema 2.5.33. Sean A,B < R" de Borel, con dimy(A) = s,dimy(B) =t ,s+t > n.
Entonces, para todo € > 0, 0,,-casi todo g € O(n) y casi todo r > 0, se tiene que:

L"{zeR":dimy(A n (rg(B) +z)) = dimy(A) + dimyg(B) —n—¢}) > 0. (2.16)
Ademis, si 0 < H*(A), H!(B) < oo, entonces vale (2.16) sin el ¢.

La pregunta de si vale (2.16) para isometrias y todos A, B Borel permanece abierta,
aunque se sabe que es cierto para varios casos particulares, por ejemplo en caso de que
alguno de los subconjuntos sea de Salem, o con ciertas restricciones adicionales sobre
las dimensiones de A y B:

Teorema 2.5.34. Sean s,t > 0y A,B = R" de Borel, tales que s+t >n,s > (n+1)/2,y
H°(A), H!(B) > 0. Entonces, para 0,-casi toda ¢ € O(n) se tiene:

L"{zeR":dimy(A n (g(B)+2z)) = dimy(A) + dimy(B) —n}) > 0.

Resultaria interesante poder estudiar resultados de este tipo para dimensiones inter-
medias, eventualmente.
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Capitulo 3

Dimensiones Intermedias

Los ejemplos del anterior capitulo motivan el estudiar qué puede ocurrir si se piden
restricciones un poco més laxas sobre los didmetros de los miembros de cubrimientos
en 2.1.14. En la primera seccién se estudian unas restricciones que dependen de un
parametro 0, para estudiar después una generalizacién de esta idea. El estudio de esta
generalizacion resulta importante porque de la teorfa general se deducen dos resultados
bastante importantes.

3.1. Definiciones, Propiedades basicas

Definicién 3.1.1. Sea E < R" acotado. Para cada 6 € [0, 1] se pueden definir las dimen-
siones intermedias (inferior-superior) por:

Ve, 0o > 030 <6 < g, 3 {U; br. de E
'dime(E)::inf{SBO: &0 0.3 Ui} cubr. de E/ }

SO <6, U < e

- Ve > 036 >0/V0 < d <y, 3{U;}cubr. de E

» dimg(E) :=1inf{ s >0 170 s .
condV? < Uil <8, DU < e

Cuando ambas dimensiones son iguales, se escribe dimg(E). Ademas, se debe notar

que la condicién 6% < |U;| < & se puede remplazar por § < |U;| < ¢°. Algunas

definiciones se dardn con esta tltima restriccion por comodidad, pero son equivalentes.

Observacién 3.1.2. Las dimensiones intermedias para 6§ = 1 son las dimensiones de
Minkowski. O sea, que dimy(E) = dim,(E) y dimp(E) = dim;(E). A su vez, en el caso
6 = 0 se tienen las igualdades: dimy(E) = dim(E) = dimg(E).

Observacion 3.1.3. se tiene que: 0 < dimy(E) < dimy(E) < dimy(E) < dimg(E) < n.

Estas dimensiones, naturalmente, tienen propiedades similares a las de dimp y dimgp
(especialmente la cuarta propiedad):

= dimy y dimg son monétonas respecto de la inclusion.
= dimy es finitamente estable, o sea que si se tienen unos E, F < R", entonces

dimy(E U F) = maéx {dimg(E),dime(F )} Se verd mds adelante un ejemplo que
muestra que no son numerablemente estables, salvo que 6 = 0. concretamente,

se vera después que existe un subconjunto numerable E de R tal que, para todo
6 > 0, dimgy(E) > 0.

= dim, y dimy son monétonamente crecientes en 6.
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= Para todo 6 > 0, dimy(E) = dimy(E) y dimg(E) = dimg(E), ya que, como los
cubrimientos en la definicién de dimensiones intermedias deben ser finitos (ya
que sus didmetros estdn acotados inferiormente si 6 > 0), tomar sus clausuras
otorga la desigualdad no trivial.

Para comprobar la estabilidad finita de dimy , se procede de la siguiente forma: Por un
lado, que dimg(E U F) > max {ﬁg(E),ﬁg(F)} es claro. Para la otra desigualdad,

sea s > max {dimg(E),dimg(F)}, por lo que Ve > 0 existe un dy > 0 tal que, para todo
0 < 6 < dp, existen unos cubrimientos {E;}, {F;} de E y F respectivamente, tales que:

SV < |Eil, [l <6, Y |EfF <e/2, ) |F <e/2.

Pero, como {E;} u {F;} es un cubrimiento de E U F, se deduce que dimy(E U F) <'s, de
donde se obtiene la desigualdad buscada.

Observacién 3.1.4. Las dimensiones inferiores dim® no son finitamente estables para
ninguna ¢ admisible: Para las Box esto es conocido, y para las dimensiones generaliza-
das se puede consultar un ejemplo en [Ban20](Prop. 5.4).

Esta ”similaridad” con las dimensiones Box también se puede apreciar en algunos
resultados, como 3.3.1. Otra propiedad fundamental que uno espera de estas dimen-
siones seria la invariancia por transformaciones bilipschitz, que se deduce del siguiente
resultado:

Proposiciéon 3.1.5. Sea f : E < R" — R" una funcién a-Holder (o sea, tal que existen
a e (0,1],c > 0 tales que d(f(x), f(y)) < c-d(x,y)* ). Entonces:

dimy (f(E)) < dim,(E) , dimy((E)) < - dim(E).
En particular, si f : E — f(E) es bilipschitz, se tiene que:
dimg (f(E)) = dimy(E) , Fmg(f(E)) = dimy (E).

Demostracion. Para ver esto se puede recurrir a una versién “bdasica” de una estrategia
general que se utilizard con frecuencia en la seccién 3.2. Concretamente, este método
consiste en dar un cubrimiento y luego modificar algunos de sus miembros (por ejem-
plo, “agrandandolos”) para que cumplan ciertas propiedades buscadas. Varias demos-
traciones de este trabajo tienen argumentos similares.

Ambas demostraciones se pueden deducir de las siguientes observaciones: Si {U;} es
un cubrimiento de E con 6'/¢ < |U;| < J, entonces uno puede considerar el cubrimiento
{f(U;)} de f(E), que cumple las siguientes propiedades:

Como f es a-Holder, |f(U;)| < ¢ |U;|* < ¢ 8%, por lo que

UM <e- U <¢-0

Ahora, para la parte de la "estrategia” mencionada, se debe notar primero que a los
didmetros de los f(U;) les esta faltando una cota inferior, que es necesaria para poder
dar las desigualdades buscadas. Para esto, se modificaran los f(U;) apropiadamente:

Por un lado, si (c-6%)"? < |f(U;)] se - deja sin cambios a f (U;). de lo contrario, se le
puede agregar un punto x; € R™ tal que V; := f(U;) u { x; } cumpla que |V;| = (c-6%)1/¢,
lo que se puede deducir del siguiente lema:

Lema 3.1.6. Sean K, L compactos, y f : K x L — R continua. Entonces, la funcién g : K — R
definida por g(x) = max f(x,y) es continua.
ye
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Si se toma f(x,y) = d(x,y) en el lema anterior, y notando que tomar clausura
no afecta el didmetro de un subconjunto, se deduce lo dicho para V;. Pero enton-

ces, con tal modificacion se deduce lo pedido notando que para todo s > dimgy(E),
s/a > dimy ((E)). 0

Observacién 3.1.7. Este resultado motiva la siguiente cuestion: generalmente, para decir
que dos subconjuntos no son bi-Lipschitz equivalentes se pueden considerar sus dimen-
siones dimpy , dimg o dimg, y ver que dan valores distintos. Sin embargo, uno podria
intentar buscar dos subconjuntos donde estas tres dimensiones sean iguales pero no
coincida alguna dimensién intermedia, para dar entonces un ejemplo de dos subconjun-
tos donde 3.1.5 otorge més informacién que las dimensiones de Hausdorff y Minkowski.
Este problema (bastante delicado) se estudia para las alfombras de Bedford McMullen
en [BK21], en donde (prop 2.12) se da un ejemplo de dos de estas alfombras que cum-
plen que sus dimensiones de Hausdorff y Box coinciden, pero existe una dimensién
intermedia que no. En otras palabras, no son bi-Lipschitz equivalentes pero esto no se
puede deducir sélo con las primeras dimensiones, sino que se necesitan las intermedias.

Ahora, se buscan cotas de dimg que dependan de dimy (con 6 < ¢), ¢ y 6. Por
ejemplo, una cota de este estilo seré:

dimy (E) < %mew), 0<6<g.

Este resultado (y otros) se deducen como corolario directo de un resultado de la si-
guiente seccién. Uno busca desigualdades de este tipo en parte porque, por ejemplo, esta
cota permite demostrar que la funcién 6 — dimg(E) es continua en (0, 1]. Sin embargo,
en general esta funcién (y la que corresponde a dimy) puede no ser continua en 0 (todo
esto se demostrard con mds detalles después). Determinar cudndo se tiene continuidad
en [0,1] es importante para concluir ciertas propiedades de proyecciones, como se vera
en el capitulo 4.

Otra observacién importante que se desprende de lo dicho es que no siempre se da
que las dimensiones intermedias interpolan las dimensiones de Hausdorff y Minkowski:
en otras palabras, no es cierto que para cada s € [dimpy(E),dimg(E)] existe un 6 tal
que dimy(E) = s. Sin embargo, como se demostrard en la préxima seccién, esto si es
cierto para una generalizacion del concepto de dimension intermedia, siempre que E
sea compacto.

3.2. Dimensiones intermedias generalizadas

En esta seccion se estudiard una generalizacion de las dimensiones intermedias, de-
sarrollada por Amlan Banaji en [Ban20]. Esta seccién tiene como eje dos resultados
especificos, correspondientes a las subsecciones 3.2.2 y 3.2.3.

3.2.1. Definiciones y algunas propiedades

En la seccién anterior se consideraron restricciones en los didmetros de cubrimientos
de la forma §'/¢ < |U;| < 4. Esto motiva considerar restricciones un poco mas laxas,
concretametne de la forma ®(6) < |U;| < J, con @ ua funcién apropiada.

Definicién 3.2.1. Sea ¢ € (0,1). Se dice que un espacio métrico X es c-uniformemente
perfecto si para todo x € X y 0 < r < |X], vale que B(x,7)\B(x,c.r) # @. Un espacio
métrico se dice uniformemente perfecto si cumple la propiedad anterior para algtn c.
Notar que, por la definicién, los espacios formados por un tinico elemento son unifor-
memente perfectos.
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Definicién 3.2.2. Un espacio métrico se dice doblante si existe un m € IN tal que para
todo par x € X, r > 0 existen unos xi, ..., x,; € X con B(x,2r) < [ J{" B(x;, 7).

Definicién 3.2.3. Sea X un espacio métrico, E < X. Se definen la dimensién de Assouad
y la lower dimension de E como:

dimy(E) :=inf{a:3c/Yx € E,0 <r <R, setiene N,(B(x,R) nE) <c(R/r)*},
dimy (E) :=sup{wa:3c/Vxe E,0 <r <R, setiene N,(B(x,R) nE) = c(R/r)"}.

Como dimy4 (U) = n para todo U abierto de R”, lo que se diga en esta subseccién y
las siguientes se puede aplicar directamente al contexto de dimensiones intermedias en
R".

También, para solucionar un par de detalles en algunas demostraciones, se pueden
enunciar dos resultados, cuyas demostraciones se pueden encontrar en [Fra20] ((13.1.1)
y (13.1.2)):

Proposicién 3.2.4. Sea X un espacio métrico. Entonces:
= X es doblante si y solo si dima (X) < .
» Siademds card(X) > 1, entonces es uniformemente perfecto si y solo si 0 < dimp (X).

Definicién 3.2.5. Sea y € (0, 0). Se dice que una funcién ® : A € R — R con A tal que
contiene el intervalo (0,y) es y-admisible si:

" 0<P(S) <oYIe(0,y).
= O(6)/5—0 cuando § — 0.
= ® es monétona en (0,y).
Se dice que ® es admisible si existe y tal que ® es y-admisible.
Observacién 3.2.6. Para todo 0 € (0,1), la funcién ®(5) = 5'/? es admisible.
Definicién 3.2.7. Sea ® admisible, X un espacio uniformemente perfecto con mas de un

elemento, @ # E < X totalmente acotado. entonces, se definen:

5@ Ve> 036 >0/V0 <6 <dpI{U,}cubr. de E
.dlm (E):inf{s>0 € 0 / 0 { 1}Cur e }

con ®(d) < |U;| <oVi, YUl <e

Ve > 0,09 > 036 € (0,9, U;} cubr. de E
-dirnq)(E)::inf{SZO €= o= € (0,00) y {Ui} cubr. de }

con ®(0) < |Uj| <oVi, X |Uilf <e

Si dim®(E) = m‘b(E), se escribe dim® (E).

Observacién 3.2.8. Se pide que X sea uniformemente perfecto porque este concepto
serd el ingrediente principal de la estrategia mencionada en la Proposiciéon 3.1.5. Con-
cretamente, se apelard repetidamente a la existencia de un punto en la diferencia entre
dos bolas para “agrandar” ciertos miembros de algunos cubrimientos, para que los
cubrimientos modificados cumplan ciertas propiedades deseadas. Un ejemplo de este
argumento se dard en la Proposicién 3.2.12. También cabe aclarar que se pide que X
tenga mds de un elemento para garantizar las desigualdades de la Proposicién 3.2.12,
ya que si se tuviera que X = { x }, su dimensién de Assouad serfa 0 pero al calcular las
dimensiones intermedias, los conjuntos a los cuales se les toma infimo en la definicién
serian vacios, ya que el didmetro de un miembro de un cubrimiento seria 0.
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Observacién 3.2.9. Sean ® admisible, X uniformemente perfecto con més de un ele-
mento, y E < X totalmente acotado. Supdngase que existen C,Jp > 0 tales que para
cada 6 < ¢y existe un cubrimiento {U; } de E tal que () < |U;] < dy X |U;i]* < C.

Entonces, dimq>(E) <s.

Demostracién. Para demostrar la desigualdad buscada alcanza ver que para cada 17 > 0,

ﬁq)( E) < s+ 5. Ahora, para ver esto, sea € > 0, y considerar:
81 = min { &, (¢/c)/"}.

para todo é < 41, como J§ < Jy existe un cubrimiento { U; } de E tal que ®(4) < |U;| < J
y 2. |Ui|* < C. Pero entonces se tiene que:

PP =Y U I < ) |Uil*6" < €87 < C8] <.

Por esto,md)(E) <s+nVy >0,yﬁ®(E) <s. O

Observacién 3.2.10. Lo anterior tiene una versién andloga para dimensiones inferiores:
Si existe c tal que para todo ¢y existen § < Jp y un cubrimiento { U; } con > |U;|* < ¢
y ®(8) < |Uj| < 6, entonces dim®(E) < s.

Demostracién. Alcanza con ver que para todo 77 > 0 vale que s +7 > dim (E). Entonces,
sean ¢,J0p > 0. Entonces, por hipétesis existe un 6 < g tal que c- 67 < €y tal que se
puede dar un cubrimiento { U; } con ®(d) < |U;| <y >, |U;]° < c. Entonces:

Z“Ji‘sm = Z|Ui\s|ui|'7 <c -0 <e.
O

Ya se hizo notar en la observacién 3.2.6 que en los casos 8 = 0,1 la funcién &
mencionada no es admisible. Uno se podria preguntar entonces, si existen funciones
admisibles, tales que representan a dimy y dimp: concretamente, si es cierto que existen
@, P, admisibles tales que, Para todo X uniformemente perfecto y todo E < X total-

. . .7¢ T .
mente acotado, vale que dim®(E) = dimy(E) y dim (E) = dimg(E). Para dimy esto
es falso, hecho que serd consecuencia de la siguiente proposicién. Sin embargo, para las
dimensiones (superior e inferior) de Minkowski esto es cierto, y se demostrara después.

Proposicién 3.2.11. Sean ® admisible, X un espacio uniformemente perfecto con mds de un
elemento, @ # E, F < X totalmente acotados. Entonces:

= Si E C F, entonces dim " (E) < dim" (F) y dim®(E) < dim®(F).

= dim (E) =dim (E), dim®(E) = dim®(E) (La demostracion es similar a la menciona-
da para dimensiones intermedias).
De esto, se deduce que si se considera E := Q[ [0, 1], entonces dimy(E) = 0 pero

. . - .
por el segundo item dim®(E) = dim (E) = 1. Por lo tanto, dimy no corresponde a
una dimensién intermedia para ninguna ®. Ademads, por este caso se puede ver que las

. . . .7q) . . 3. .
dimensiones dim®,dim pueden no interpolar a dimy;, dimp si E no es compacto.
Proposicion 3.2.12. Sean ® admisible, X un espacio uniformemente perfecto con mds de un
elemento, @ # E < X totalmente acotado. Entonces:

dimp(E) < dim®(E) < dim" (E) < dimg(E) < dim(E) < dim(X).
dim®(E) < dimy(E) < dimp(E).
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. . .7(1) . .
Demostracién. Primero, se vera que dim (E) < dimg(E). Por un lado, existe ¢ € (0,1)
tal que X es c- uniformemente perfecto, y como ® es admisible existe A > 0 tal que para

01 < A, vale ( <c/2.

Sean s > t > dimp(E) y € > 0. Como t > dimp(E), se tiene que lims_,q N;(E)é' = 0,
por lo que 380/ < &y, N5(E)é' < 1. Por lo tanto, existe &y € (0, min {e!/*~F, A, | X|,1})
tal que para todo J < dy, existe un cubrimiento de E por 6~ o menos conjuntos { U; },
cada uno con didmetro < 6.

La idea de la demsotracion consiste en modificar los U; de forma apropiada: por un
lado, si U; n E = &, se elimina este U; del cubrimiento. Por otro lado, si |U;| = /2 se
deja U; sin cambios. Por tdltimo, si |U;| < §/2, se “agranda” el U; de la siguiente forma:

Como U; # @, sea x; € U;. Como |U;| < 6/2 < 6y < |X| y X es c-uniformemente
perfecto, existe y; € B(x;,6/2)\B(x;,c.6/2). Entonces, se puede definir V; := U; u {y; }.

Considerando este nuevo cubrimiento (con V; := U; para el caso |U;| > 6/2), se tiene
que, usando que § < A:
n &) <c-8/2<|Vi|<8/2+406/2=0.

Vi <sE =5 <8 <

Por definicién se tiene entonces que dim (E) < s, y como esto vale para todo s, se
.4‘@ .
concluye que dim (E) < dimgp(E).
La desigualdad dim®(E) < dimg(E) se demuestra de forma similar, y para la des-
igualdad dimg(E) < dimy4 (E), basta fijar R = |E| en la definicién de dimy4 (E). O

Corolario 3.2.13. Si E < R” entonces diim®(E) < dim (E) < n, y si es abierto, se tiene la
igqualdad dim®(E) = n.
Entonces, se puede demostrar ahora lo comentado en la observacién 3.2.8.

Proposicién 3.2.14. Sea ® una funcion admisible tal que 10150(%((5;)) — 1 cuando § — 0. En-

tonces, para todo espacio X uniformemente perfecto con mds de un elemento y todo E < X
totalmente acotado, valen las igualdades:

dim” (E) = dimp(E) , dim®(E) = dimy(E).

Demostracién. Se demuestra lo primero, ya que la otra demostraciéon no es muy dife-
rente. Por un lado, por la Proposicién 3.2.12 se tiene una desigualdad. Para la otra, se

supone por absurdo que m(b(E) < dimg(E). Por esto, sean s,  tales que
dim (E) <s <t < dimp(E).

Por definicién (tomando € = 1) existe Jy tal que para todo 0 < § < Jp existe un cubri-
miento { U; } de E tal que ®(J) < |U;| <6y >, |U;]° < 1. Por lo tanto:

t—
S+

I A R TV S e
<20 =20 < L gy _<q>(5))2|uf|

s\’
(5

Pero esto ultimo tiende a cero cuando 4 — 0, ya que % — 1 <1+ 52 Pero

esto es absurdo, por haber supuesto que t < dimg(E). O
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Observacién 3.2.15. Un ejemplo de funcién que cumple las propiedades del enunciado
anterior es @ : (0,%) — (0,1) definida como ®(8) := %g(é). Por lo tanto, aunque
®(4) = ¢ no es admisible, las dimensiones de Minkowski estan dadas por una funcién
admisible.

Este teorema motiva la siguiente definicion:

En la familia A de funciones admisibles se puede definir una relacién de equivalencia
= de la siguiente forma: ®; = ®; si y solo si para todo X uniformemente perfecto con
mds de un elemento y todo E € X totalmente acotado con dimy4(E) < oo, vale que
dim”! (E) = RCDZ(E) y dim® (E) = dim®?(E). A la clase de una ® se la denota [®]. Se
puede definir también un orden parcial en A/= (<) si valen las desigualdades < en vez
de las dos igualdades anteriores.

Ahora, se definird una topologia en A/= que permitird interpretar los resultados de
la siguiente seccion como resultados de contuidad: Entonces, se define una subbase de
abiertos { No,: P € A,a > 1} con:

Nog:={C:3P1 € C,A > 0/Y5 < A, (D(5%))* < D1(8) < (P(6V/*)1/*}.

El por qué de esta definicién estd intimamente ligado al teorema 3.2.16.

3.2.2. Un resultado importante

Primero se podrian comentar unos resultados que a primera vista parecen bastante
técnicos, pero cuya importancia se ve reflejada en varios de sus corolarios, especialmente
en los pertinentes a dimensiones intermedias. Los dos primeros resultados estdn conec-
tados fuertemente con la topologia sobre A/= introducida hace poco, como se vera en
el Corolario 3.2.20. El teorema 3.2.16 también permitird demostrar unas cotas como las
mencionadas en la seccion anterior.

Teorema 3.2.16. Sean ®, Dy funciones admisibles, X un espacio uniformemente perfecto con
mds de un elemento, & # E < X totalmente acotado, con dim4 (E) < co. Entonces:

(1) Supéngase que 0 < MCD(E) < dimg(E), y 57 € [0,dimu(E) —dim  (E)). Entonces:
= Siexiste A > 0 tal que para todo 5 < A vale:

Im” (E) . e
O1(8%) < (O(8)) 0, o 1 — S E) dim E) (3.1)
dimy(E) —dim (E) — 7

se tiene que:
dim '(E) <dim (E) +7.

= Si para todo &g existe & < dg tal que vale (3.1), se tiene que:
dim® (E) < dim" (E) + 7

(11) Supéngase que 0 < diim®(E) < dima(E) y 7 € [0,dim(E) — dim®(E)), y que existe
A > 0 tal que para todo & < A se tiene:

dim 4 (E)—dim® (E) dim® (E)

B, (53maB-am®F)1 ) < (D(8))ImP ey (3.2)

Entonces vale que diim®' (E) < dim®(E) + 7.
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Demostracion. Sea c¢ € (0,1/2) tal que X es c-uniformemente perfecto.

Para demostrar lo primero, se debe aclarar en primer lugar que el caso 7 = 0 es
inmediato, por lo que se puede suponer que 17 > 0, y que se puede suponer también
que A < min{1, | X|}, que ®, P; son admisibles en (0,A) , y que para todo ¢ € (0,A)
se tiene que 6/P1(6) = 1+ 2/c (ya que se puede tomar A suficientemente chico tal que
ocurra todo esto).

Sean s € (W(E),dimA(E) —1),e€>0yae (dimg(E), ) suficientemente cerca de
dim, (E) tal que a —s —a(a —s — 1) > 0 (que vale porque uno puede considerar en ese
intervalo la funcién continua x — s — a(a — s — 17), que cumple por un célculo directo que
en x = dimu(E) es positiva). Como a > dimx(E), por definicion existe C > 0 tal que
para todos x € E,0 < r < R, se tiene que N;(B(x,R) nE) < C(R/r)". Ahora,

) +y)dim " (E —
min { S, (21717(12(;?+(;7 ) } > dlmo(E), (3.3)

por lo que existe Jp < A tal que para cada 6 < Jy existe un cubrimiento { U, }; de E ta
que ®(4) < |U;| < 6 para todo i, y:

(s+n)dim ™ (E)

2 \uz-rmm{sfmw} < ((141/c) +1+42°C) e

Entonces, se modificara este cubrimiento para que satisfaga lo buscado. Sin embargo,
a diferencia de como se procedié antes, algunos de estos se van a “agrandar” mientas
que otros se van a reemplazar poruna familia de bolas més chicas:

Se puede escribir a I como la unién disjunta I = Iy u I; U I, con:

Iy I={i€[:¢‘(5) < |U,| <q)1((5“>}
L 2:{i611q)1((5“)<|Ui‘<(5a}
L={iel: 6" <|U)| <}

La idea sera modificarlos de tal forma que los didmetros pertenezcan a [®1(d%), 5*].
De este modo, los U; con i € I; se dejan en el cubrimiento sin cambio alguno. Los de
Ip van a "agrandarse”, naturalmente (de la misma forma que antes, usando adecuada-
mente que X es uniformemente perfecto):

Sea entonces i € I, y sea p; € U;. Como X es uniformemente perfecto, existe g, € X
tal que ®1(0%) < d(p;, qi) < P1(6%)/c. Entonces, se tiene:

®1(6%) <d(pi,qi) < Ui {qi}| < |Ui| +d(pi,qi) < |Ui| +P1(8")/c
< (14+1/0)®1(5") < &

Ademas, por hipétesis se tiene también que:

dim® () dim® (E)

U O {q;}| < |Ui| + D1(0%) /e < |Us| + (@(8))a"®rtn /o < (1+1/c)|U| = @,

De esta manera, solo falta tratar el caso j € I: Por la definicién, con r = 6/2 y
R = |Uj], se ve que existen x;j1, .. < Xj|C(2luyl /o)) € E tales que:
[2*Clu;|*e~)
UnEc ) B(xwd/2).
1
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Cada una de estas bolas tiene didmetro en el intervalo [c.6*/2,5%] < [®1(5*), 6*].

Entonces, lo que se hace es reemplazar cada U; con j € I; por estas bolas, por lo que
los miembros de este cubrimiento tienen sus didmetros en [®1(d%), 5*].

Entonces, si a este nuevo cubrimiento se lo escribe { V;} % sOlo falta verificar que

2 |Vi]"* < g, que se deduce de forma relativamente directa. :

lzﬂc‘u |£Z(5 IZlXJ

DU o g P YU+ Z |B(xj, 0" /2) [T

iely iel jeh
am®r \ ST
<> <(1 + 1/c)|ui|M“’F+v> U 4 Y 20|yt (5%)s
iel iel jel
(s+)dm F
< (14170 Y U] 57 4+ (U +20C Y (U U st et )
iel iel jel
(st)dim®F
< (1 + 1/C)s+7] 2 ‘uz.’ Im® P4y + Z ‘ui’S + 2aC5a—s—zx(a—s—17) Z ‘uj’s
iel iel jel

(s-H])chm F
<((141/c)" +142°C 2|um‘“{s o |

iel

<€

Una vez acotada esa sumatoria, se verifica entonces que dimq>1(E ) < s+, por lo
.4‘@1 .4(D
que dim (E) < dim (E)+7.

Los demads apartados se deducen de manera analoga: Para la segunda parte del
primer apartado, por ejemplo, se considera s > dimQ(E ) y mediante el mismo procedi-
miento se concluye que dim® (E) < s + 1, y de esto que dim®! (E) < dimcD(E) +1.

O

Teorema 3.2.17. Sean ®, Dy funciones admisibles, X un espacio uniformemente perfecto con
mds de un elemento, & # E < X totalmente acotado. , con 0 < dimu(E) < w0 Y 17 €
(0,dima (E)).

(1) Supéngase que dim' (E) = 0. Entonces:
= S5i3A,b > 0 tales que para todo 6 < A se tiene que:

dimA(E)

®1(0") < (@0))" = G T

(3.4)

entonces dim '(E ) < 1. En particular, si para todo o’ > 1 existe A > 0 tal que para
8 < A vale ®1(5%) < D(8)" entonces vale la desigualdad anterior para todo 1, de
P
modo que dim  (E) = 0.
w Si para todo &y > 0 existe & < &y tal que vale (3.4), entonces dim® (E) < 5 En

particular, si para todo o' > 1 existe A > 0 tal que para § < A vale ®1(5*) < ®(6)?,
entonces dim® (E) = 0.

(1) Si dimcp(E) = 0y vale (3.4) para todo 6 < A entonces diim®' (E) < 5. En purtzcular si
para & todo &' > 1 existe A > 0 tal que para 6 < A se tiene que ®1(5*) < ®(8)?, entonces
dim® (E) = 0.

39



Demostracién. La demostracion de esto es similar a la anterior: Por ejemplo, para el
primer item de (1), se pueden tomar s, > 0, y t < 1 suficientemente chico tal que
t/(t+n) <min{b,1}, y un a como en la demostracién anterior. Como

min {s, (s +77)t} > ﬁq)(l-j) =0,
t+7n

por definicion existe §y < A tal que para todo § < &y se puede dar un cubrimiento
{U;} de E con ®(0) < |U;| < ¢ para todo i, y:

(s+n)t

Z’ui|min{5, 7 }< ((1+1/c)s+17+1+2ac)—1€’
i

con ¢,C como antes. Modificando este cubrimiento como en la anterior demostra-
cién, se puede dar otro cubrimiento { V;} de E tal que sus didmetros estdn en el rango

1(0%),0%], y cumple que
D1(6%), 0%,y ple q
DV < e
por lo que dim™ (E) < s+ 1, de donde se obtiene que dim™ (E) <.

Ahora, se demuestra un lema que serd ttil para un corolario posterior:
Lema 3.2.18. Sea ® tal que dimcD(E) > 0. Entonces, existe v > 1 tal que:

dim”(E) > 0, para todo C = [¢] € No,,

Demostracién. Sea dim (E) > >0,y 1 <y < %. Entonces, si C € Ng, existe

un representante de suyo ¢ tal que
P(37)7 < 9(8) < (VM)

Por absurdo, supéngase que dim(P(E ) = 0. Por el teorema anterior y la eleccién de vy
quedaria que dimq)(E) <7. O
dirnA(E)

dim4 (E)—dim (E)/2
aparecerd en el préximo resultado para poder usar el Teorema 3.2.17.

Observacién 3.2.19. En lo anterior se puede tomar y = . Esta expresion

Corolario 3.2.20. Sea X uniformemente perfecto con mds de un elemento, E < X totalmente

acotado tal que dim4(E) < oo. Entonces, las funciones [®] — dim (E) y [®] — dim®(E)
son continuas para la topologia anteriormente introducida sobre A/=.

Demostracion. Se demuestra esto para la primera de las funciones, que se denota f.
Alcanza con ver que para cualquier [®] y cualquier V entorno abierto de f([®]) existe
un entorno abierto U de [®] tal que f(U) < V. Se tratara esto por casos:

w f([P]) = dim” (E) = 0: Como la imagen de la funcién estd contenida en el interva-
lo [0,dimy4 (E)], si dim4 (E) = 0 entonces f es constante, por lo que es continua. de
lo contrario, basta con considerar a entornos V de la forma [0,7%), 77 € (0,dimy4 (E)).

Sean := 7d$1mA(Ez > 1. Se puede considerar entonces el entorno U = Ng 4. Se verd
A(E)—1 ,
que f(U) < V:

Sea entonces C € Ng,, por lo que existe un representante ¢ € C tal que, para ¢
suficientemente chico, ®(5*)* < ¢(6) < ®(6'/%)!/%. Pero, por 3.2.17 con b = 1/«
se deduce que dim” (E) < 7.
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» dim (E) = dima(E): En este caso, se pueden considerar entornos de la forma
V = (dimy4(E) — 5,dimy4 (E)], con 7 € (0,dim4(E)). Entonces, sea m € (1,2) tal
que (m —1)dimyu (E) < 1/2. Se quiere ver que U = N, sirve:

1/m

Para esto, sea [¢] € No, 1, por lo que se tiene que ®(6™) < ¢(6)*/™ para ¢ suficien-

temente chico. Como dim¢(E) < dimy (E), se tiene que

T
. d1m£)+17/2 -

dim’ (E)

por lo que ®(5*) < ¢(5)'/™. Entonces, analizando por casos:
Si E(P(E) +17/2 > dim4 (E), entonces diim(P(E) evV.

Si E(P(E) +1/2 < dimyu(E), se tiene que 11/2 € [0,dimyu (E) —M"’(E)). Pero
por eso,
e dimA(E);dim(P(E)
dim(E) — dim” (E) — /2

de donde se obtendria por lo anterior que:

dimy(E) = dim” (E) < dim”(E) + /2 < dimy(E)
que es absurdo.
Por lo tanto, se tiene que diim(P(E ) € V para todo [¢] € N -
. (h4m¢(E) € (0,dimx (E)): Sea 17 € [0,dim4 (E) —diimq)(E)), que se puede tomar sin

pérdida de generalidad suficientemente chico tal que diimq)(E) + 25 < dimy(E).

Sea V = B(ﬁq}(E),n). Se busca f > 1 tal que f(Ng,) < V. Entonces, en primer
lugarsea 1 < m < 2 tal que (m —1)-dima(E) < 7. Se considera el siguiente B:

B = min{(x dim (IE)+77 m dim (E) dimy (E) }
' dim (E) ' ,dimA(E)—M(D(E)/z'dimA(E)—q ’

dimu (E) — dim " (E)
dimy (E) — dim " (E) —

con x =

Sea entonces C € Ng g, y P1 un representante suyo tal que, para ¢ chico,

D(0P)P < @1 (6) < D(5VP)V/P,
dim® (£)
Entonces, se quiere ver que ®;(6%) < (®(8))d= B+, ya que en ese caso por el
Teorema 3.2.16 se podria concluir que dim”" (E) < ﬁq}(E )+ 7.
Ahora, se sabe que ®;(5*) < ®(6*/P)1/B, de modo que sélo falta verificar que:

dim ™ (E)

@(5“/,5)1/,3 < (@(5)) ﬁq)(E)Jr;] ,
pero esto se deduce directamente de la eleccién de j, por lo que:
dim ™ (E) < dim"(E) +71,
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y s6lo falta ver que dim (E) < dim ' (E) + 7. La idea serd, naturalmente utilizar

el resultado 3.2.16 nuevamente:

Por el item anterior y la eleccién de 8 se sabe que 0 < dim”” (E) < dimy(E). Sea

dim (E) — dim " (E)
dimu (E) — dim " (E) — 1

N 1=

Para ver que dim¢(E) < dim '(E) + 7, basta ver que:

dm®1(

D(6M) < Py(6) @),

dim ' (E)+y - 2
Ahora, se debe ver que < ) : Por la eleccién de m,
m

7> (m—1)dima(E) > (m —1)dim " (E),

dim”1(E) 4y

por lo que ———+— > m > B. Con esto en mente, y notando que:

dim 1 (E)
&1 Z g By 2 B, se tiene que:

dim 1 (E)

D(5) < P(0P) < D1(0)VP < D1 (8) T ()4,

De este modo, f(Ngg) S V.

O]

En los teoremas anteriores, se tomd primero un subconjunto E fijo, para después
demostrar que si dos funciones cumplen cierta desigualdad (con unos exponentes que
dependen de E) entonces se tienen desigualdades con las dimensiones de estas funcio-
nes en E. Resulta natural entonces preguntarse si se puede enunciar un resultado que
no tenga a E fijo: En otras palabras, que si dos funciones admisibles cumplen cierta des-
igualdad, entonces se tienen desigualdades como antes para todo E. Si el espacio X es

doblante, se puede hacer esto (recordar la Proposicién 3.2.4):

Corolario 3.2.21. Sean ®, P, admisibles, X un espacio uniformemetne perfecto y doblante con
mas de un elemento, y E < X totalmente acotado. Supdngase que existe A > 0 tal que para

0 <Ayunmn>0ovale:

dim 4 (X) dim 4 (X)

q)1<5dimA(X) 17) < q)(é)dimA(XHn_

= Si ﬁcp(E) < dimyu(E) y n € [0,dimu (E) —EQ(E)), entonces

dim ' (E) < dim (E) +7.

» dim®(E) < dimu(E) y i’ € [0,dima (E) — dim®(E)), entonces

dim® (E) < dim®(E) + 7',

(3.5)

Ademds, si para todo 5y > 0 existe § < &y tal que vale (3.5) y Ré(E) < dimy(E), y

5 €[0,dimu (E) —dim (E)), entonces diim® (E) < dim (E) + 7.
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Demostracién. Como ﬁ es decreciente en 77 € (17, 0), se tienen las desigualdades:

dima(X) _  dima(E)—dim®(E) _ dims(E)—dim" (E)
= dima(X) — 7 dimy(E) — dim®(E) 7 dimy(E) — dim " (E) — 7

dims(X) __dim"(E) _ _dim®(E)
T dima(X)+7 " Gm®(E) 44 dim®(E) +7

Por lo tanto, los casos HQ(E ) > 0y dim®(E) > 0 se deducen del resultado 3.2.16 y los
casos mq)(E) — 0y dim®(E) = 0 del resultado 3.2.17. O

Con estos resultados en mente, se puede demostrar el siguiente resultado, que per-
mite dar condiciones suficientes para que dos funciones admisibles sean equivalentes:

Corolario 3.2.22. Sean ®, ®, admisibles:

(1) = Siparatodo a > 1 existe A > 0 tal que para 6 < A vale :
D1 (8") < (P(6))"" (3.6)

(que vale por ejemplo si existe 0 < ¢ < oo tal que m%g;‘;)
» Sien cambio sélo se asume que para todo « > 1,59 > 0 existe 6 < dg tal que vale (3.6)
Dy (cd)
i
para todo X uniformemente perfecto con mds de un elemento, y todo @ # E < X

< o), entonces P < .

(que se cumple por ejemplo si existe 0 < ¢ < oo tal que lim < o0), entonces

totalmente acotado con dim4(E) < o vale que diim® (E) < dim  (E).
(11) Sipara todo x > 1 existe A > 0 tal que para 6 < A valen las desigualdades:

1
o

2=

(®(6%))" < P1(9) < ((d%)) (3.7)
(que se da por ejemplo si existen constantes 0 < c1,cr < 0 tales que m@(})((c 51)5 ) < y
mi(f(zf)) < o), entonces = P;.

Demostracién. Para la primera parte del primer apartado, se debe ver que para todos X, E

valen dim¢1(E) < dim (E) y dim®(E) < dim®(E). Sean entonces X uniformemente
perfecto con mas de un elemento, @ # E < X totalmente acotado con dimy(E) < 0.

Por un lado, si diimq)(E ) = dimx (E), por el resultado 3.2.12 vale que

*'(E) < dimu(E) = dim" (E),

dim
y se tiene una desigualdad. A su vez, en caso de que dimcD(E) = 0, se tiene que
dimq)l(E) = 0dim (E) por el Teorema 3.2.17. Entonces, se puede suponer sin pérdi-

da de generalidad que 0 < HQJ(E ) < dimy(E). Ahora, para 17 > 0 se puede considerar
aplicar (3.6) con:

a:mm{ dim 4 (E) — dim" (E) cﬁrnq>(E)+17}
dimy(E) —dim”(E) —y dim"(E) )

Ul
Por el Teorema 3.2.16 se deduce que dim”" (E) < RQ(E) +1.
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Como 7 es arbitrario, se tiene que dim”" (E) < W(E ). De forma similar se deduce
la desigualdad para dim® (E) y dim®(E), de modo que ®; < ®.
Por los otros apartados de los Teoremas 3.2.16 y 3.2.17 se deduce la segunda parte
del primer apartado, y el segundo apartado es un corolario directo del primero.
O

Un corolario interesante del Corolario 3.2.22 es el siguiente, que permite decir que sin
pérdida de generalidad en la definicién 3.2.7 se puede trabajar con funciones admisibles
que sean ademads difeomorfismos (definidos sobre (0, 1), ademds):

Proposicién 3.2.23. Sea ® admisible. Entonces, existe una funcion ®, : (0,1) — (0,1) admi-
sible que ademds es un difeomorfismo C*, tal que &1 = P.

Demostracién. Para demostrar esto, se definird inductivamente una funcién (que después
se suavizara) que cumpla (3.6). En primer lugar, como ® es admisible, existe N € IN
tal que @ estd definida en (0,27N] y ®(27N) < 1. Entonces, como se dijo, primero
se definird una ®, : (0,1] — (0,1] admisible de la siguiente forma: sobre el intervalo
[27N,1], es lineal con ®;(1) = 1y ®,(27N) = ®(27N). Ahora, para definirla en (0,27V)
se la definird inductivamente sobre intervalos de la forma [27"~1,27"] con n > N:

Entonces, supéngase que se la tiene definida en el intervalo [27",27"*1] (en realidad
se la tiene definida en [27",1]). Se consideran dos casos:

» O(27"71) < P,(27"): En este caso se define ®;(27" 1) := ®(27"71) y se la puede
extender linealmente en [27"~1,27"].

s &(27"71) = @,(27"): En este caso, como ®(§) — 0 cuando § — 0, existe m el
menor entero tal que m > ny ®(27") < $(27"). Se define:

(27 1= max { P2(27") /2, d(27™) },
y se la puede definir en [27™,27"] extendiendola linealmente.

Entonces, se puede ver que ®;, es estrictamente creciente en (0,1], y cumple las
siguientes dos desigualdades para 6 € (0,2~ N=1):
Dy(6/4) < P(9), 22(20) = D(0).

Ahora, los puntos donde ®; no es suave son numerables (y son los extremos de los
intervalos sobre los que se hizo la hipétesis inductiva), de modo que se pueden suavizar
de tal forma que se obtenga una funcién admisible ®; : (0,1) — (0,1) suave en su
dominio, estrictamente creciente, y tal que para & € (0,27N) cumple que:

D(0)/2 < P1(6) < 2P2(0).
Por lo tanto:

P1(0) _ 202(8) _ 20(49) _ o P(40)
5 5 5 45

por lo que ®; es admisible. Pero, ademds, se tiene que, para (0, 2-N _3) vale:

— 0,

D(5/2) - D, (0)

~

< @1 (8) < 20,(5) < 20(45).

4 2
Por lo comentado en el Cololario 3.2.22, se deduce que ®; = ®, y como es estricta-
mente creciente es un difeomorfismo. ]
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Con el Cololario 3.2.22 en mente, se pueden dar un par de comentarios acerca del
orden parcial < mencionado antes:

Teniendo en cuenta los comentarios en el enunciado del corolario 3.2.22, uno podria
intentar buscar una relacién entre las condiciones (para ®;, @, admisibles):
P1(d) _ 0
,(0)

1. ®; < P, (0 sea, teniendo P1 < Py y Py # Dy). 2. (lsir%

O condiciones parecidas.

Discutiendo la vuelta

Para discutir una suerte de “vuelta” entre las dos condiciones mencionadas, es claro
en primer lugar que si vale la condicién (2), entonces ®; < ®,. Sin embargo, puede
ocurrir que ®; = P, incluso valiendo (2), como se verd con el siguiente ejemplo:

Las dos funciones consideradas son:

» ®;:(0,%) — (0,) definida como ®;(4) := _lo‘sg(é).
» &;:(0,a) > Rdada por: ®,(9) := m, con a suficientemente chico tal que

sea admisible.

.. . 0 :
Para ver que es admisible, notar que 1im;_, ¢2TU = 0, por lo que en un intervalo
suficientemente chico se tienen todas las propiedades buscadas.

1(9)
- 0 - o
dimensiones de ®; son siempre iguales a las dimensiones Box. Por lo tanto, si se viera
lo mismo para ®,, estas funciones cumplirian lo buscado:

Entonces si ®; cumple la condicién de la Proposicién 3.2.14 queda demostrado que
estas dos funciones sirven como ejemplo. Sin embargo, una cuenta demuestra que ese
es el caso, de modo que ®; = ;. En realidad, se puede decir un poco més:

Esta idea de anidar logaritmos se puede continuar de la siguiente forma:

k logaritmos anidados
A

Claramente lim;_,o = 0. Pero ademads se sabe por la Proposicién 3.2.14 que las

Se pueden definir Li(d) := log(log(log(--- (—1og(é))---))) con k = 0. Con la con-
vencion de que Lo(d) = —log(d) (no hay logaritmos anidados afuera del "—1log(d)”). Se
pude ver que Li(6) > 0 para ¢ > 0 lo suficientemente chico, y que lim;_,o Li(6) = +o0.

Entonces, sea { @y };-, la familia de funciones definidas cada una en un intervalo
(0, ax) con ay > 0 lo suficientemente chicos, por:

6

Pul(0) = Li(9)

Inmediatamente se puede ver que lim;_,o Px(6) = 0, Vk > 0.

Observacion 3.2.24. L;(J) = nk%?w) para todo k > 0, donde por convencién la pro-
i=0 i
ductoria vacia es 1. Como consecuencia se tiene que:
1 L. (6) 1 1 1
P (0) = —o s = +

Ly(6) " Lg(d)  L«k(9)
Lema 3.2.25. Se tiene que:

i 108(0)
" Tog@,()
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Demostracion. Se puede aplicar L'hopital y luego la observacion anterior:
log(9) ) 5t 51

0~1Lk(9) <Lk(5) + Le(6) TTE, Li(5)>

50 log (@i (8)) 500 D(8) 1DL(5)  oa0

= lim P —— 1.
T Lo)
O
Lema 3.2.26. ® (5)
lim —"2_ —0, Vk>0.
-0 Dy y1(0)

Demostracién. El numerador y el denominador tienden a 0, con lo cual se puede aplicar
L’hopital y usar la observacién anterior:

4 L1§ + Llé k ! N7
i e gy = lim gy = tim T
+1 Lit1(0) 7 L () T Li(6)
Y e
B yg(l) 1+ —
ITio Li(9)

Luego como el denominador tiende a 1 y el numerador tiende a 0 se sigue el resultado.
O

Por todo esto, esta familia de funciones cumple la propiedad del Lema 3.2.25, con lo
cual son equivalentes.
Discutiendo la ida

Ahora, para discutir un poco una ”ida” parcial entre (1) y (2), se puede utilizar el
Corolario 3.2.22 para garantizar lo siguiente:

Observacién 3.2.27. En caso de valer (1), se tiene que lim iglfgg; = 0. Esto se deduce
0—>
facilmente del corolario mencionado, debido a que, como se estd suponiendo que es

falso que @, < P4, se deduce que lim sup gfgg = o0, y de esto se obtiene lo dicho.
0—0

Sin embargo, aunque valga (1) puede ocurrir que el limite de la segunda condicién

@4 (9)
D, ()

no exista, o sea que lim sup > (. Se estudiara ahora un ejemplo de esto:
6—0

La idea en si es bastante simple: consiste en dar una funcién que este acotada en-
tre ®;/3 := 6% y @y, := 6% (que son funciones admisibles no equivalentes, como se
verd) pero que coincida con ambas infinitas veces en determinados lugares para dar un
contraejemplo.
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Idea de contraejemplo

Sea entonces E = {0} J{ % }. En la seccién de ejemplos (3.6.1) se demostrard que
dim®3(E) = dimy3(E) = 1/7 < 1/6 < 1/5 = dimy »(E) = dim®2(E). El objeti-
vo serd dar una @ tal que coincida infinitamente con 6% (para que el limite superior
sea 1) y que cumpla dim®(E) < 1/6. Para esto, se deben elegir ciertos elementos &y
apropiadamente, que seran los puntos donde ®(6,,) = 63:

En primer lugar, como dim; ,3(E) = 1/7 < 1/6, vale que para todos ¢, dy > 0 existen
un 0 < § < & y un cubrimiento { U; } de E tales que 6° < |U;| < 5Viy > |Ui|V/¢ <e.

Particularizando para ¢ = éy = 1/n, se tiene que existen unos J, — 0 y unos cubri-
mientos { lli(n) }, tales que &} < \Ui(n)] <6 Viy D, ]Ui(”) 176 < 1/n. Ademas, es claro que
se puede tomar J, suficientemente chico respecto de 4,1 de tal forma que la sucesién
decrezca rédpido, por ejemplo con 6, < 5% 21 Entonces, se procede con la construccién de
D

El dominio de @ se puede tomar como (0, ;). Entonces, para construir la funcién,
a partir de (51,5% ) se puede trazar un segmento horizontal hasta intersecar al gréfico
de ®q/,. A partir de ese punto, se toma una recta (o, en su defecto, cualquier curva
creciente entre ®;/3 y ®1/,) hasta (6,83), y asi sucesivamente. Como 6, — 0, esta
funcién @ esta definida en (0,61), y cumple que ® < Py5, por lo que © < Dqp.
Ademés, lim sup % = 1 porque coinciden infinitas veces en unos J,, < dy, y coincide
con P43 en los J,. Entonces, para ver que efectivamente es un contraejemplo sélo falta
ver que ® < @ ,. Para esto, se vera que dim®(E) < 1/6:

Sean entonces ¢,5p > 0. A su vez, sea n € IN tal que 1/n < e y 6, < ép. Entonces,
tomando este &, se puede concluir por definicion que dim®(E) < 1/6. Por lo tanto,
D < ch/Z'

3.2.3. Interpolando con las dimensiones generalizadas

El otro resultado principal que se demostrard en este trabajo sobre dimensiones ge-
neralizadas es el siguiente:

Teorema 3.2.28. Sea X uniformemente perfecto con mds de un elemento, E — X compacto.
Entonces, para todo s € [dimpy (E), dimg(E)] existe una funcién admisible ®; tal que:

= dim “(E) =s.
= dim® (E) = min {s,dim(E) } .

» sidimy(E) <s <t < dimg(E), entonces &5 < ;.
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Demostracién. En primer lugar, como E es compacto es totalmente acotado, por lo que E
cumple lo de la definicién 3.2.7 . Como X es uniformemente perfecto, existe un c € (0, %)
tal que X es c-uniformemente perfecto. Ademads, como fg& — 0, existe A € (0, %) tal

que para todo d € (0, A) se tiene

0< 0 < «
—logé  3°
Si dimy(E) = dimp(E), entonces Dimy (r)(0) = %ﬂ satisface todas las condiciones

por la proposicién 3.2.14, por lo que sin pérdida de generalidad dimy(E) < dimp(E).
La demostracién se dividira en tres partes, una por cada parte del teorema.

(i) En primer lugar, tomando CDdTmB(E)(‘S) = %gé, las primeras dos condiciones a
probar se satisfacen para s = dimp(E), por la proposicion 3.2.14. Entonces, se pue-
de estudiar el caso s € (dimy(E),dimp(E)) (s = dimy(E) se vera después). Como
s > dimy(E), para todo d € (0,A) existe un cubrimiento {V;} de E tal que |V;| < ¢
para todo i y > |Vi|* < 2717%. Se puede suponer que para todo i, V; # &, por lo
que existe p; € V;. Ahora, para cada i se tiene que V; < B(p;, méx{2\V,-\,2*1*%}),
por lo que estas bolas forman un cubrimiento (de abiertos) para E, y cada una
de estas tiene didametro positivo (X es uniformemente perfecto). Pero por la com-
pacidad de E, se tiene entonces que existe un subcubrimiento finito {U;} de E.
Ahora:

DU < 3 [B(pi max{21Vil, 27T < Y27) + YAVl

1
<§+4SZ]VZ-]S <1.

Como {U;} es finito, min; |U;| > 0, por lo que se puede definir ®; : (0,A) — R por:

@,(6) = sup{x e [0, : existe un cubrimiento finito {U; } de E tal que

s
—logd
x < |Uj] <dparatodoiy Z|Ui\s <1}

i

(3.8)

1
—logd

Por definicion se tiene que, 4)55(5) <
admisible (P;(6) < J trivialmente).

— 0y ®; es creciente en J, por lo que es

. s
Ahora, se verd que dim 'F < s: Dados 77,¢ > 0, sea
. 1 s _s
do = min{erc74 71,A}.

Por la definicion (3.8), para todo ¢ € (0, Jp) existe un cubrimiento finito {W;} de E
que satisface D;(5)/2 < |[W;| < dy > |Wil° < 1, notando que cada W; se puede
suponer no vacio. Si |W;| > ®,(6) entonces se deja el W; sin modificar. De lo
contrario, si |W;| < ®,(J) entonces sea w; € W;. Como X es c-uniformemente
perfecto, existe g; € X tal que @;(5) < d(g;, w;) < Ds(d)/c, y se puede reemplazar
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Wi por Y; := W; u {g;}. Entonces:

D,(0) < d(qi,wi) < Wi {gi}] < Wil +d(qi, wi)
< & (5) D,(6)/c
< 2D4(9)/c
< 2(5/(—c10g(5)
< 0 (porque 6 < A) .

Ademas:
2P,(9)

[

Wi u g} <

por lo que:

4
MYE < PYire < JCr Y Wi <
i i

i

. . . = Ps .
Como ¢ es arbitrario, se tiene que dim F < s+ 7. Tomando 77 — 0 se tiene que
4¢S

dim “(E) <s.

Para probar la otra desigualdad , supéngase por absurdo que dimq)S(E) < s. En-
tonces existe &1 € (0, A) tal que para todo d; € (0, d1) existe un cubrimiento {Z;} de
E tal que para todo i se tiene que D;(d2) < |Z;| < &, ¥y X |Zi]° < 37°¢®, notando
que cada Z; # . Como dim™F <5 < dimp(E), por la Proposicién 3.2.14 existe
d2 € (0,01) tal que Ps(62) < d2/(—logdn), y sea {Z;} el cubrimiento correspondien-
te a este J,. Se pueden considerar dos casos:

» |Zi] < %: En este caso, se pueden tomar unos z; € Z;, x; € X tales que:

2|Z;| < d(zi,x;) < %|Z;|. Entonces (como d, < A):

2 3
204(0) < 2|7 <d(zi,xi) < |Ziu{x}| <|Zi| + E|Zz’\ < E\Zi|
3 1)
2 < 52.

< ¢ —log(d,)

v |Zi] > %: En este caso, se puede dejar a Z; sin Cambios, ya que cumple

trivialmente que |Z;| < 2|Z;| y que log < |Zi] <
Entonces, si en el primer caso se define Zi=Zu{x} y en el segundo se define
Z; == Z;, es claro que {Z;} es un cubrimiento de E y que 1Zi| < |Z |, por lo que:
SIZiP < X((3/0)1Zi) <3¢ X ZIF <1,y min {205(02), %57 } < 1Zil <
Pero entonces, por la definicién de ®;, P;(d) = min { 2P,(5,), } > Oy(d),

—log
que es absurdo. Por lo tanto, se concluye que para todo s € (dimy(E ),dlrnB(E)),

vale que dim " (E) = s.
Resta considerar el caso s = dimpy(E). Sea N € N tal que

. { 1 1 }
N > max{ — ,— 7.
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(iii)

(ii)

Se puede definir la siguiente funcién:

P 1 1
®5(5) = mm{q)s+1/N((S),. . '/®S+1/1’l(5)} ’ o€ (m, E] , N = N
Para todo 0 € (0,1/N] se tiene que ®;(6) < Pyy1/n(6) < 8/(—1ogd) con lo cual
P, (5)/6 — 0. Paratodon = Ny J € (0,A) se tiene que P 1,,(6) > 0, entonces si
0 > 0 se deduce que ®(J) > 0. Ademds esta funcion es creciente,ya que si d; < 6,
por ejemplo &1 € (537, 1] ¥ 62 € (551, ), = m > N, entonces

D,(61) = min{®@,1/5(01), ..., Psy1/2(01)}
< min{®,1/n5(01),. .., Psy1/m(01)}
<min{®;11/n5(02), -, Psy1/m(52)} = Ps(62)

por la monotonia de ®. 1/, por lo que ®; es admisible. Para todo n > N, y todo
5 € (0,2) vale que ®4(5) < ®5.1,/,(5) por lo que por la Proposicién 3.2.12 y el
Corolario 3.2.22 , se tienen las desigualdades:

s — dimy (E) < dim® () < &im™ (E) < dm ™" (E) = s + %

. . -7q>s
De esta forma, tomando 1 — o se tiene que dim® (E) = dim " (E) = s que era lo
buscado.

Para verificar que las ®; dadas cumplen lo tercero, si dimg(E) < s < t < dimp(E),
entonces para todo ¢ € (0,A) vale que ®,(6) < D¢(d) por construccion. Todavia
mds ,si N es como antes, existe n € N tal que n > N y dimy(E) + 1 < t y para
todo 6 € (0, 1) se tiene que Dimy (£) (0) < Pagimy (B)+1/2(8) < P¢(0). De esta forma
por el Corolario 3.2.22, si dimpy (E) < s < t < dimp(E) entonces s < P;.

Por la Proposicién 3.2.12 Y la primera parte de esta demostracién, se tiene que
para todo s € [dimpy (E),dimg(E)] :

dim® (E) < min {dim"*(E), dim(E) } = min { s, dimy(E) } .

Por lo que resta por demostrar la otra desigualdad . Por las Proposiciones 3.2.12
y 3.2.14, se puede ver que vale la igualdad buscada en los casos s = dimy(E) y
s = dimB(E).

Ahora, para los restantes valores de s se consideran dos casos. Por un lado, si
se tiene s € (dimy(E),dimg(E)] n (dimy(E),dimg(E)), supéngase por absurdo
que dim®(E) < s. Sean t,# tales que dim®(E) < t < ' < s. Entonces, Como
t' < s < dimg(E), se sabe que existe A € (0,min{1,| X|}) tal que para cada
5 € (0,A) vale que Ns(E) = 6. De esta forma, reduciendo el valor de A de ser
necesario, se puede asumir de ahora en adelante que, para cada J € (0,A) se tiene

que % > (1+2)7%,y —log(d) = 2(1 + 2). Ahora, t > dim®™ (E) por lo que
para cada dp > 0 existen § € (0,min{A,d}) y un cubrimiento { U;} tales que
®,(6) < |U;] < 6 para cada i, y ademas:

2. _
1+2)7 = PN =LA
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Pero § < A por lo que:

2., ot 6 !
U7 = Crog)y ~° <—log<5>>'

Por lo que existe i tal que ﬁ > |UZ-\ = Py (0).

Si i es tal que |U;| = min {20;(0), -
miento sin modificaciones.

1 } entonces se puede dejar U; en el cubri-
og(d

Si por otra parte i es tal que |U;| < min {2®,(J), } entonces como U; # &, se

lo
puede tomar un p € U;. Entonces existe g € X tal quge 20,(6) < d(p,q) <2Ds(9)/c,
y se puede cambiar U; en el cubrimiento por U; u { g}, llamando al nuevo cubri-
miento { V; }. En el caso |U;| < min {2P(6), %g(d) }, por la desigualdad triangular
se tiene que:

205(0) < d(p,q) < |Uiv{q}| < |Uil+d(p,q)
< |Uj| +2P5(6)/c < (1+2/c)|Uj]
<2(142/0)®s(6) <2(1 +2/C)Tg(5)
<.
Entonces para cada i se tiene que min { — ( 7 20,(0)} < Vil <4y

2 Vil < 2 +2/0) )’ Z|U|S

Por lo tanto, ®;(d) > min { 2P, (6), ( g =) } > ®4(6) lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, se sigue que dim?(E) > s para cada s € (dimy(E), dimg(E)].

Ahora supéngase que s € (dimg(E), dimp(E)). Por lo visto anteriormente en esta
demostracion, se tiene la desigualdad: gy, (r) < Ps por lo que:

min {s,dimy(E) } = dimg(E) < @Q@B(E)(E) < diﬁ%@)-

Juntando ambos casos, se demuestra entonces que para cada s € [dimy F, dimp(E)]
vale que dim® (E) = min {s, dimg(E) } y en consecuencia se obtiene:

dim® (E) = min {5, dimg(E) }.

3.3. Dimensiones intermedias II

Los resultados de la seccién anterior tienen una serie de consecuencias para las

dimensiones intermedias, como por ejemplo (Teorema 3.3.3) que las funciones de di-
mension intermedia & — dimg(E) (con E relativamente genérico) son Lipschitz en los
intervalos cerrados de la forma [0, 1] con 6 > 0.

Primero, se debe ver un lema que relaciona las dimensiones Box y e intermedias, e

ilustra también esa ”“similaridad” con las dimensiones Box:
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Lema 3.3.1. Sea X un espacio uniformemente perfecto con mds de un elemento, & # E < X
totalmente acotado, y dimy (E) < oo. Entonces:

» Sidimg(E) > 0, entonces para todo 0 > 0 vale que dimy(E) > 0.
» Sidimg(E) > 0, entonces para todo 6 > 0 vale que dimy(E) > 0.

Demostracion. Se demuestra lo primero, ya que lo otro es andlogo. Entonces, por absurdo
sea 0 < 6 < 1 tal que dimy(E) = 0. Como se estd suponiendo que dimg(E) > 0, se

tiene que 0 < dim4(E) < oo. Tomando entonces ®(8) = 6% y &(5) = %g(é) con
5 e (0,1/5), se tiene que ®1(5) < § = (®(6))?, de modo que por el resultado 3.2.17 seria
0= dim"" (E) = dimg(E) (por la Proposicién 3.2.14), que es absurdo. O

Observacién 3.3.2. Es natural entonces preguntarse si al pedir més hipétesis sobre dimp
o dimp se puede obtener un resultado mejor. Para el caso X = R" esto se tiene 4.2.20.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio uniformemente perfecto con mds de un elemento, & # E < X
totalmente acotado, con 0 < dima(E) < o0, y 0 < 0 < ¢ < 1. Entonces:

(¢ — 0)dimg(E)(dim4 (E) — dimy(E))

dimy (E) < dimy (E) < dimq (E) + = e B+ 6 dima(E)

/ (3.9)

y vale lo mismo para las dimensiones inferiores. Ademds, las funciones § — dimg(E) y
6 — dimgy(E) son ambas (dima(E)/46)-Lipschitz en [0,1]. En particular, son continuas en
(0,1].

Demostracién. La demostracién consiste en usar el Teorema 3.2.16 con un # apropiado
(que serd el segundo término de la suma de (3.9)) :

La primera desigualdad es inmediata. Para la segunda, se puede primero sacar un
par de casos particulares de la desigualdad:

» Si ¢ = 0, la desigualdad es trivialmente cierta.
» Si dimg(E) = dimy(E), se tiene también la desigualdad.
= Si dimg(E) = 0, por el lema anterior también se obtiene la desigualdad.

De este modo, sin pérdida de generalidad se puede suponer que 0 < 6 < ¢ < 1y
0 < dimg(E) < dim4(E). Entonces, se puede tomar por un lado la funcién admisible
®(6) = 6% y, segin sea ¢ < 1 0 ¢ = 1, una funciéon admisible ®; que segin el caso
serd ®1(8) = 69 o la funcién %g(&) (con § € (0,1/5) en este caso). Entonces, es claro

que dim  (E) = dimg(E) y diimq)l(E) = dimgy(E). Sea entonces:

(¢ — G)E@(dimA(E) — dimy(E))
((I) — Q)dlmg(E) + GdimA(E)

N =

de modo que 0 < 7 < dimy(E) — dimy(E), y se puede considerar la constante
dim, (E)—dim (E)

dimA(E)—ﬁg(E)—
cuenta directa permite verificar que :

N =

p (que es la constante que aparece en el resultado 3.2.16). Una

x MQ(E)

6 6(dimg(E) +7)’

por lo que se tienen las desigualdades:
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dimg (E) dimy (E)

(%) < 58P — soldimg(E)yty) — (D(6)) @ma(Erin

Por lo tanto, por el resultado 3.2.16 se deduce que dim™ (E) < E(D(E ) +1, que es
la desigualdad (3.9).

Solo falta ver que es Lipschitz en todo intervalo [#,1]. Sean 0 < 6 < ¢/ < ¢ < 1.
Entonces:

dim (E) o dimgf(E) < (47 — GI)EG/LE) (dimA<E) _MQ’(E))
¢ (¢ — 0')dimg (E) + 0’ dim o (E)
dimg (E) (dima (E) — dimg (E))

<(@-0) 6’ dim4 (E)
im 2 im

O]

Observacién 3.3.4. En la seccién de ejemplos de este capitulo se ve que esta cota es
Optima.

Corolario 3.3.5. Sea X un espacio uniformemente perfecto con mds de un elemento, & # E < X
totalmente acotado, con 0 < dima(E) < o0, y 0 < 0 < ¢ < 1. Entonces:

» dimg(E) < dimy(E) < %diﬁg(E), y lo mismo para las dimensiones inferiores.
» Sidima(X) < o0, dimg(E) < dimg(E) < dimg(E) + (1 — g)(dimA(x) — dimg(E)).

Demostracion. Para demostrar lo primero, basta con eliminar el término (¢ — 6)dimgy(E)

de (3.9), y acotar %ﬁm < 1. Para la segunda desigualdad, basta con notar que

(¢ — 0)dimg(E) + 0 dim4(E) > ¢dime(E).
O

Observacién 3.3.6. Estas dos cotas fueron dadas originalmente en el primer paper sobre
este tema([FFK18] y [Fal20]). Sin embargo, el resultado 3.3.3 mejora ambas, como se vié.
Esto esta relacionado con la forma en que se demostro este resultado: En el Teorema 3.3.3
lo se modificé un cubrimiento de dos formas distintas, “agrandando” algunos miembros
del cubrimiento y “dividiendo” otros en bolas mds chicas. Las demostraciones originales
de los items del Corolario 3.3.5 se obtuvieron realizando este proceso por separado. Para
la primera desigualdad, se “agrandan” cubrimientos para que sus didmetros estén en el
rango adecuado, y para la primera desigualdad se “dividen” en bolas.

Como corolario directo, se obtienen un par de desigualdaes que mejoran el lema del
principio de la subseccion:

Corolario 3.3.7. Se tienen las desigualdades:

» dimg(E) = 6 - dimg(E), y lo mismo para las inferiores.

» dimg(E) > dimy(X) — w, y lo mismo para las inferiores (siempre que
dimx (X) < o).

Corolario 3.3.8. Sea X un espacio uniformemente perfecto con mds de un elemento, @ # E = X
totalmente acotado, con 0 < dimy (E) < co. Si dimp(E) > 0, entonces la funcién 6 — dimTe(E)
es estrictamente decreciente en (0, 1], valiendo un resultado andlogo para dimg(E) y dimgy(E).
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Demostracién. Sean 0 < 6 < ¢ < 1. Entonces, primero se hace notar la siguiente des-
igualdad:

(1+ (¢ — 6)(dim (E) —dirnew))) v
(¢ —0)dimg(E) +0dima(E) | @

que se obtiene dando una desigualdad similar pero sin el término ¢dimy(E) del
denominador. Entonces:

mqq;(E) ; (dm () 4 (&= O)dimo(E) (dima (E) - dima(E))> _ dimy(E)

< - (¢ — 0)dimg(E) + 6 dimy (E) 0

Observacién 3.3.9. Para 0 < i < 0 < 1, vale que:

dimy(E) > — ¢d1mA(E)d1m9@ ’
6 dimu (E) — (6 — ¢)dimy(E)
y se tiene también una desigualdad andloga para las dimensioens inferiores. Para

obtener esta desigualdad basta usar el Teorema 3.3.3 con ¢ y 6, y tomar dimy (E) como
factor comuin para obtener:

(6 — y)dimy (E) + ¢ dimu (E)

dimy(E) > dimg(E)
Despejando dimy (E) se obtiene lo dicho, y tomando 6 = 1 en esto, se obtiene el
siguiente resutlado:

Proposicién 3.3.10. Sea X un espacio uniformemente perfecto con mds de un elemento, y sea
@ # E < X totalmente acotado, con 0 < dimx (E) < o, y 6 € (0, 1]. Entonces:

dimg(E) > — dima(E) - dims(E)
dim4(E) — (1 - 6)dimp(E)’

y lo mismo para las dimensiones intermedias inferiores con dimg(E).

3.4. Frostman II

Otra herramienta de importancia que se tiene para la dimensién de Hausdorff es
el lema de Frostman, y es natural buscar un resultado anédlogo para dimensiones in-
termedias. Esta version se basa en que, en vez de tener acotadas las medidas de bolas
suficientemetne chicas, se tienen acotadas las medidas con radio en un rango acotado
inferiormente también.

Esta version del lema de Frostman se utilizard para un resultado sobre dimensiones
de productos, y quiza para algtn ejemplo en la préxima seccion.

Lema 3.4.1. (distribuciones de masa) Sea E = R" de Borel, s = 0, 6 € [0,1]. Supdngase que
existen a,c, 6y > 0 tales que para todo 0 < 6 < &y existe una medida de Borel s con:

= sop(us) < E.
» us(E) > a.
= us(U) < c|U* para todo U < R" de Borel con 6 < |U| < 6°.
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Entonces, dimy(E) > s. A su vez, si estas medidas sélo se pueden dar para una sucesion
S — 0, entonces dimgy(E) = s..

Demostracién. Sea { U; } un cubrimiento de E tal que § < |U;| < 6° Vi. Entonces:

a < ps(E) < ps((J ) < Y ps(Ui) <) [Uif,

por lo que, para todo cubrimiento con tal propiedad, }; |U;|* > ¢ > 0, por lo que

dim®(E) > s. Lo tltimo se concluye de forma similar.
O

Observaciéon 3.4.2. En realidad, basta con ver la tercera condicién para bolas abiertas,
ya que, si x € U, U < B(x,2|U|), a lo sumo modificando la constante c.

Proposicién 3.4.3. (Frostman) Sea E < R" compacto, 0 < 6 < 1,y 0 < s < dimy(E).
Entonces, existe una constante ¢ > 0 tal que para todo 6 € (0,1) existe una medida s de
probabilidad tal que:

= sop(us) < E, y es finito.
» us(B(x,7)) <c-r*VxeR", 6V <r <.

Demostracién. Antes de empezar con la demostracion seria apropiado dejar escrita una
observacién, que sirve para resolver un pequefio detalle en la demostracion:

Observacién 3.4.4. Alcanza con demostrar esto para ¢ suficientemente chico: Supéngase
que vale el enunciado para todo § < ép. Sea ahora 1 > A > Jy. Se vera que se puede
tomar pp 1= pg,:

Sea a la cantidad de bolas de radio (5(1)/ % necesarias para cubrir una bola de radio 1.
Entonces, para 53/ f<r<i1 y una bola b, de radio r, se tiene que:

po,(by) < a-c(6)/%) <c-a-r.

1/6
50

Por lo tanto, como < AY? con la constante a - ¢ en vez de ¢, vale el teorema en

todo el intervalo (0,1).

Ahora, para la demostracién, primero se puede dar el caso 6 < 1:

Para m > 0, sea D,, la particién en cubos diddicos de [0,1]", o sea en cubos de lados
27", siendo 2" la cantidad de tales cubos. Sin pérdida de generalidad se puede suponer
que E < [0,1]", y que no estd contenido en nintn cubo de D;.

Ahora, por definicion se sabe que existe un ¢ > 0 tal que para todo ¢ € (0,1) y todo
cubrimiento { U; } de E con §'/% < |U;] < 4, se tiene que Y |U;|° > e. Entonces, dado
5 € (0,1), sea m el tnico entero tal que 27"~ < §1/0 < 27,

La idea para definir y; es en esencia dar primero una medida y,, (que serd una suma
de deltas), y a partir de esa medida construir unas medidas j,,_, que no tengan mucho
"peso” sobre los cubos de D, _:

Entonces, para definir p,,, en primer lugar se puede tomar, para cada Q € D;, con
QnE+#d,un xg e QnE,y se puede definir entonces:

]’lm - Z 2—7?15 5XQ/
Q€D
QnE#o

con Jy, las medidas de dirac en xg. Ahora, esta medida puede tener valores dispares
sobre los cubos de D,,_1, y para arreglar esto se define y,,_1 como la medida que esta
soportada en los mismos xq, tal que para Q € D,,_1 cumple que:
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Mm1j0 = min {1,275, (Q) 7} py0.
Procediendo de la misma forma, dada la medida j,,_ se puede definir la medida
Hm—k—1 por:

Mm—k-1jg = min {1,270 K05y (), o

Para Q € D,,_x_1. Ahora, como se dijo en la observacién, se puede suponer que ¢
es suficientemente chico de tal forma que, si | € Z es el mayor entero tal que vale la
desigualdad 2-(m=D)yl/2 < 6, entonces [ > 0 (2~ n1/2 es el didametro de los cubos
de D,,_; - en esta parte se utiliza que 6 < 1). Entonces, el anterior proceso de definir
medidas se contintia hasta llegar a i, ;.

Entonces, por la definicién de las medidas se puede ver que, para todo k € {0,...1}

YQeDmfk/

um-1(Q) <27 = |Qsn~/% (3.10)

Pero, ocurre también que para todo x € E existen un k € {0,...1} y Q € D,,_ tales
que x € Q y que 3.10 es una igualdad. Esto se debe a que para todo cubo de D,, que
interseque a E se tiene la igualdad en (3.10) con la medida i, y por construccién vale
que, si un cubo diddico Q cumple la igualdad en (3.10) con p,,_, entonces o bien Q o el
cubo diddico que lo contiene cumple la igualdad en (3.10) con ;1.

Ahora, para cada x € E se puede tomar el mayor de los cubos Q tales que cumplan
lo de la igualdad, lo que da un cubrimiento finito por cubos {Q1,...Q:} tales que
6179 < |Q;] < 6. Pero, como dim,(E) > s, se tiene que:

i ( Zﬂm I Z|Q In=/2 > en=5/2,

Sea entonces ps := py_i(E) " i,u_1, que es una medida de probabilidad y de soporte
finito (ya que la p,, se tom6 de soporte finito). Ahora, para ver que cumple lo pedido:

Sean x € R" y 6% < r < J, y sea k el mayor entero con k € {0,...1}y 2~ "=k < ¢,
Entonces, B(x,r) estd contenido en a lo sumo ¢, cubos de D,, i, con ¢, una constante
que s6lo depende de n. Entonces, por (3.10) se tiene que:

Ho(B(x,7)) < Cupt—t (E) 7127070 < e 1n?/229°,

por lo que se puede tomar ¢ = c,e"'n°/22° y queda demostrado el teorema para
<1
El caso 6 = 1 se demuestra de forma similar. O

Observacién 3.4.5. La demostracién comentada en el capitulo de preliminares para la
dimensién de Hausdorff es bastante distinta a la del resultado anterior. Sin embargo, en
[Mat99] se puede encontrar una demostracién mds parecida a esta tltima.

Se puede demostrar una versién del lema de Frostman para dimensiones intermedias
generalizadas también, aunque en este caso se necesita un analogo de los cubos diddicos
en espacios més generales, por lo que solamente se enuncia por completitud:

Proposicion 3.4.6. (Frostman generalizado) Sea @ admisible, X un espacio uniformente perfecto
con mds de un punto, y E € X totalmente acotado tal que dim, (E) < co. Entonces:
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= Si ﬁQ(E) > 0, para todo 0 < s < dim  (E) existe una constante ¢ = ¢(s) € (0, 0)
tal que para todo 59 > 0 existen 61 < &g y una medida de Borel y de probabilidad s, con
soporte finito contenido en E tal que:

s, (B(x,r)) <c-r°, Vxe X, ®(61) <r < 4.

= Si dim®(E) > 0, para todo 0 < s < dim® (E) existen unas constantes c, 5y € (0,0)
tales que para todo 6 < &y existe una medida de Borel de probabilidad ys de soporte finito
contenido en E, tal que:

us(B(x, 7)) <c-r°,Vxe X, P(5) <r <.

3.5. Una equivalencia

Para dar un cierre a la parte tedrica de este capitulo, se podria dar una forma equi-
valente de definir las dimensiones intermedias, que resultard ttil en el préximo capitulo
cuando se estudien los teoremas de proyeciones.

Sean E € R" acotado, 0 € (0,1] y s € [0, n]. Se define:

S56(E) := inf {Z |U;)° : {U; } cubrimientos de E con é < |U;| < 59} . (3.11)

1

Lema 3.5.1. Sean E < R",0 € (0, 1]. Para todo 6 € (0,1) vale que, si 0 <t <s < n:

l0gS54(E)  10gS54(E)

—(s—1) < - < —0(s—1).
©T0E Thogle) T hogle) <Y
Ademds:
= Existe un tinico sy € [0, n| tal que:
10gS¥,(E)
liminf ———— =
-0 —log(d)
= Existe un tinico to € [0, n] tal que:
i logs(tsoe(E) 0
msup ———~— =
5_,Op —log(9)

Demostracién. Para todo cubrimiento { U; } con 6 < |U;| < 6 vale lo siguiente:

MU et <l < ] )Y,

Tomando infimos, se obtiene:

67185 o(E) < S34(E) < ‘59(54)53,9(5)/

de donde se obtiene la desigualdad buscada. Ahora, falta ver lo de sg y to:

La demostraciéon de la existencia y unicidad de t; es similar a la de sg, por lo que
sOlo se desarrolla la demostracién para so:
10853,9(]5)
—log(¢)

Con la desigualdad demostrada se puede ver que la funcién s — liminfs_,o
es estrictamente decreciente en [0, 71| y continua.
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Ademéds, por definicién se tiene que liminfs;_, 81557;((5)) > 6dimgz(E) > 0. A su

vez, se puede acotar Sj,(E ) por el volumen de una bola que contenga E, por lo que

logS" , (E . . . ..
_gl;;((b-)) < 0. Por la continuidad, se deduce entonces la existencia y unicidad

liminfs_,
de sy.
O

Teniendo ya la unicidad, se puede enunciar la equivalencia mencionada al principio:

Proposicién 3.5.2. Sean 6 € (0,1], E < ]R” acotado y s, to los obtenidos en el corolario anterior.
Entonces, dimy(E) = so y dimg(E) =

Demostracién. Para lo de dimy(E) (el otro caso es similar), se verd que vale la siguiente
igualdad:

log (S5 ,(E
dimy(E) = inf{ s=0: 1iminfM =0 } . (3.12)

-0 —log(d)

Como ese conjunto es {sp }, lo buscado se deduce directamente de (3.12). Para ver
(3.12), se procede de la siguiente forma:

= Para la desigualdad <: Usando el lema anterior, sea s mayor que el infimo de la
108(S35(E)) _ 3

—log(3) '
Esto dltimo implica que log(S5,4(E)) < 0, por lo que S5,4(E) < 1. Por esto, existe
un cubrimiento { U; } tal que 6 < |U;| < 6% y X |U;|* < 1. Por la observacién 3.2.10
se deduce que dimy(E) <.

derecha de (3.12), de modo que para todo Jy existe § < Jp tal que

» Para la desigualdad >: Sea s > dim,(E), de modo que existe un # > 0 con s —
n > dimy(E). Por esto, para todo & existe un § < ¢y tal que se puede dar un
cubrimiento { U; } con é < |U;| < 6% y 3 |U;|*™" < 1. Entonces:

|Uj |U;[*
Z 5116 Z|u|17

Por esto, 3. |U;|° < 6"°. En resumen, para cada dy existe un & < & tal que

S50(E) <",
por lo que log(S54(E))/(—log(6)) < —6n < 0. Por la proposicién anterior se de-

duce entonces que s > inf { §=>0: 111(’51’11 fw =0 }

O

Esta igualdad resulta muy ftil para cuestiones del capitulo 4, especialmente para
establecer la igualdad 4.2.12.

3.6. Ejemplos varios

En esta seccién se estudiardn un par de ejemplos, con fines bastante concretos: El
primero (que es un ejemplo clasico) se dard con el objetivo de demostrar que las cotas
dadas en la subseccién 3.2.2 son finas. El segundo, con el objetivo de ver cémo se pueden
utilizar los resultados 3.4.1 y 3.4.3 para calculos concretos.
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3.6.1. Ciertas sucesiones convergentes

Para esta subseccion se sigue un ejemplo primeramente estudiado en [FFK18]. El
objetivo principal serd verificar que este ejemplo da una igualdad en las desigualdades
del Teorema 3.3.3.

Para p > 0 se define el siguiente subconjunto:

iU

Proposicién 3.6.1. Sean p > 0y 6 € [0, 1]. Entonces:

0

dimy (F,) = dimg(F,) = PETS

Demostracion. Por un lado, como F, es numerable es claro que la igualdad es cierta para
8 = 0. Para 6 > 0, se demostrara la igualdad en dos partes:

Primero se verd que dimg(F,) < %. Sean 6 € (0,1) y M := [(5—(S+9(1—s))/(p+1)]
Entonces, se considerard un cubrimiento apropiado U de F,, que cubra [0, M 7] y a los
puntos fuera de este intervalo con una bola para cada uno:

Entonces, para cubrir al intervalo [0, M~F] se toman [M~7 /%] < M~7 /5% + 1 interva-
los de longitud ¢, y para los restantes puntos se toman M bolas de la forma B(k~7,5/2),
con 1 <k < M, que son de didmetro J. Se tiene entonces que:

1
Mprs?

D IUP < M& + 6%
Uedd

+1). (3.13)

Acotando M por §~(+0(1=5))/(p+1) 4 1 se obtiene que (3.13) es menor-igual que

250(s=1)+sp)/(p+1) +5s+(5ﬂs/

que tiende a cero para 6 — 0, siempre que s(f + p) > 6. Por lo tanto, se obtiene la
desigualdad dimg(F,) < 6/(p +6).

Para terminar, alcanza con demostrar que dimgy(F,) > 6/(p +6) =: s, que se de-
muestra utilizando el Teorema 3.4.1 con ciertas medidas, que tienen peso sélo para
finitos elementos de F):

Seané € (0,1), M := [5_(”9(1_5))/(7”“)1. Se define ;5 de la siguiente forma:

<{1})_ 0 fl<ks<M (3.14)
Pl f) "o ifM+1<k ‘

Entonces, se tiene que 1is5(F,) = Mé° > o(pst0(s=1))/(p+1) =1, Ahora, falta verificar la
condicién de acotar bien a subconjuntos con didmetro entre 6 y 6°:

Para esto, se debe notar en primer lugar que, por el teorema del valor medio, para
2 < k < M se tienen las desigualdades:

1 1 p p
T T i 2 T o .
(k—1)p kv~ kptl = Mptl
Por lo tanto, se tiene una cota inferior para las distancias entre los puntos que tienen

"peso” respecto de js. Entonces, sea U un Borel con 6 < |U| < 6. Por lo dicho, U sélo
puede contener a lo sumo 1+ |U|MP*!/p puntos con peso, de modo que:

us(U) < 6 + ;|U\555(5+9<ls>> < |UP + ;|uys = (1+ ;)|U|S.
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Entonces, por 3.4.1 se deduce que dimy(F,) >s = 6/(p +6).
0.4

—0:2

(0.0)

02 04 06 08 1

grafico de dimy(F)

Observacién 3.6.2. En este ejemplo se da el caso de que la funcién de dimensién in-
termedia § — dimg(F,) es continua en 0 y estrictamente creciente. Por esto se deduce
también que las funciones admisibles 5'/¢ no son equivalentes entre si.

Falta entonces verificar que este ejemplo hace que la cota del Teorema 3.3.3 sea fina.
Para esto, se debe determinar primero dim,(F,), y para esto se da un lema previo:

Lema 3.6.3. Sea F < R tal que existen una constante a > 0 y para cada n € IN un elemento
X, € F yunos 0 <r, <R, tales que:

m R,/r, — 0.
= N, (B(xy,Ry)"F)=a-(R,/1y), Vn.
Entonces, dim 4 (F) = 1.

Demostracién. Sea « < 1. Entonces, se verd que no puede existir un c tal que sirva como
constante en la definicién de la dimensién de Assouad:
Sea entonces ¢ > 0. Por ser « < 1, existe un n € IN tal que ¢ < a- (Rn/rn)l_"‘, de

modo que:

Ry \* R

¢ (") < (") -a < N, (B(xn, Ry) N F),
T'n T'n

de modo que ningtn « < 1 cumple la condicién de la definicién de la dimensién de
Assouad, por lo que dimy (F) = 1.

O
Lema 3.6.4. dimy(F,) = 1.
Demostracion. Siguiendo el razonamiento del lema anterior, se pueden considerar:
— P —
X, : =0, 71, := s R, = prl
Entonces, por el teorema del valor medio se tiene que para todo k > n:
1 1 <,
kP (k+1)p "
y ademas, R, /r, = n/p — 0. Por la eleccién de R, y r,, se tiene que:
n R,
N,,(B(0,Ry) nFy) = N, ([0, R;]) = — = —.
p T'n
Entonces, se deduce lo pedido por el lema anterior.
O
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Con este resultado en mente, se deduce que:

(‘P - 9) dimG(Fp)<dimA(Fp) - dimG(Fp))

| ¢
dima (Fy) + =53 dimg(Fy) +0dima(F,)  p+¢

Por lo que la cota resulta ser fina. Este ejemplo se puede generalizar considerable-
mente de la siguiente forma:

Proposicién 3.6.5. Sea f : [1,00) — (0,1] € C tal que f(x) — 0 cuando x — oo, f'(x) <0y
creciente, y tal que limy_,o, = Eg) = —pconpe 0,0 SeaF:={0,f(1),f(2),...}. Entonces:

dimy(F) = dimy(F) = p—9|—9 Vo> 0.
Observacién 3.6.6. Se puede demostrar con esto que, para Fexp := {0,¢7,¢72,...} todas
sus dimensiones intermedias valen 0, y que, tomando f(x) = 1/log(x + 1) en la dltima
proposicién, se tiene que las dimensiones del conjunto Fj,, generado por f valen 1 para
todo 68 > 0. Este resultado transmite esa idea de “concentracién lenta” en el cero que
tiene Fiyg.

los conjuntos Flogr B2y Fexp-

3.6.2. Versi6on en R”

Los conjuntos F, que se introdujeron recién tienen su andlogo en R". La siguiente fa-
milia de ejemplos se quiere exponer principalmente para ilustrar un cédlculo con el lema
de Frostman y de distribuciones de masa, aprovechando ademas que se complementan
bien con la familia anterior de ejemplos. Este calculo figura en [Tan20], junto con otros
resultados sobre las dimensiones de ciertos subconjuntos de R2, como variantes del seno
del topdlogo o ciertas espirales.

Sea (a,)N una sucesion de reales positivos. Se define:

C'((an)) :={xeR":|x|e{a,}},

o en otras palabras la unién de la familia de circunferencias concéntricas de radio a,.
A su vez, se define Cjj := {xeR":|x[€F,}. Se demostrard una relacién entre las
dimensiones de estas circunferencias concéntricas y las dimensiones de las sucesiones
(an)n que las generan. También se mencionard un resultado adicional que permitird
deducir un corolario sobre la continuidad de las funciones de dimensién de los C"*((a,))
(Las herramientas necesarias para este resultado adicional se desarrollan en el préximo
capitulo).

Proposicion 3.6.7. Sea {a, } < R.( una sucesion decreciente que converge a cero, n = 2y
6 € (0,1]. Entonces:

= dimy(C"(a,)) > n-dimg({a, }).
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= dimg(C"(an)) = n-dimp({an }).

Demostracién. Se demuestra el primer apartado, ya que el procedimiento para las dimen-
siones superiores es similar. La demostracion consiste en utilizar Frostman para obtener
unas medidas en R para luego modificarlas para obtener medidas en R" y usar 3.4.1.

Como el caso dimy({a,}) = 0 es trivial, sea 0 < s < dimy({a, }). Sin pérdida de
generalidad se puede suponer también que { a, } < [0,1]. Como {a, } U{0} es compacto,
se puede aplicar Frostman, por lo que existe una constante ¢ tal que, para todo d € (0,1),
existe una medida s (Borel) de probabilidad con soporte en {a, } < [0,1] tal que para
xeR, V% <r <6, vale que us(B(x,r)) <c-r°.

Ahora, como se dijo antes, primero se restringira el soporte de estas medidas para
que esté a distancia positiva del cero, y después se las llevard a IR” usando medidas
esféricas. Se puede tomar entonces:

(1 1 (1 /s
50—m1n{2(2c)1 <4€> }

De este modo, para § < Jp se definen las medidas

fis = sl 1/ (2c6°)161)-

Primero, para ver que este intervalo no es vacio, notar que (por la elecciéon de dp):

1
e 555<1.
1

p 1 . . P
Ademas, 55 > % 2 2, por lo que el cero no tiene peso para estas medidas. Ademas,
se tiene que:

11/(2c6°)]6 <

[1/(2¢6°)) [1/(2¢6°)]
us ([0,11/(2e8%) 6]y < ) ws([(i—1)8,i0]) < le ¢ = [1/(2)] e < 5,

1

—_

de donde se deduce por definicién que jis({a,}) = 1/2. Por su definicién como
restricciones a ciertos intervalos, los elementos de su soporte se pueden denotar

xi€f{an}tn(|1/(2c6°)|6,1], 1 <i < ny,
y a los pesos asociados a cada uno de estos elementos m; € (0,1]. Es inmediato que:
> [1/(2¢6%)| 6 = 6/ (4cd®).

Ahora, para pasar las medidas a IR", se definen en primer lugar las medidas esféricas
con radio x como :

n—1 . 1

- - am-1
(Tx = Hn_l (Szfl) H ‘Sg—l
y se definen, para § < &, As := Y. m;- 07!, que es una medida de Borel con

sop(As) < C"({ay}), y cumple que:

5 (C"({an}) Zm (3.15)

N —

)Hnl <SZ;1> _ imi >

Hn—1 (Sgl 1
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Para poder usar el Lema 3.4.1,sea U € R" con /% < |U| <dyseal < {1,...,n5}1a
familia de los indices tales que U n Si~! + @. Se puede ver que existe un V < IR tal que
V| < |U|y x; € V para todo i € I. Ahora, antes de verificar que se cumple la condicién
del Lema 3.4.1, se debe notar lo siguiente:

DoAs (S71) = Dimi = M is({xi}) < Ws(V) < pus(V) < eV < el

iel I iel

por lo que, si 77, := H"! <S§Z_1>:

M) = YA (Uasi) = Yol () = Y mi;H”*IS?ﬂ )

il I rooHe <S¥f_1>
:ZMiﬂTHn 1 (LI(WSZ_l) Zmz 17711 1‘u|
T 1%

1 1 s (1-8)(n—1) 7 7n—1
< 2 U = (o) e Ty T
T (z979) 1

< (4C)n—15—(1—s)(n—1) |u|n—1c|u|s < 4n—1cn(5—(1—s)(n—l)(sern—l—ns|u|ns
— 4n—1cn‘u|ns'

de donde se deduce entonces que dimy(C"({a,})) = ns, y se tiene la desigualdad
buscada.
O

Ahora, se comenta sin demostracién el siguiente resultado (Los resultados que se
usan para demostrar esto se desarrollardn un poco més adelante, por lo que es posible
que se escriba una demostracién después):

Proposicion 3.6.8. Sea { a, } como antes. Entonces:

= dimg(C"({an})) <n—1+dimg({ay}).

= dimy(C"({an})) < n—1+dimp({a,}).

Combinando ambos resultados, se tiene el siguiente corolario:
Corolario 3.6.9. Sea { a, } como antes, n > 2. Entonces:

= 5i 0 — dimg({ax}) (dimg({an})) es continua en 0, entonces también es continua la
funcion 6 — dimy(C" (a,)) (dimy (C" (a))

w Sipara un 0 > 0 se tiene que dimg({a, }) = 1, entonces dimy(C"(a,)) = n.

Todo esto se puede aplicar naturalmente a F,.

3.6.3. Bedford-McMullen carpets II

Habiendo explicado ya la importancia de determinar la continuidad de las funciones
de dimensién, se puede demostrar la continuidad de estas funciones para las alfombras
de Bedford McMullen. Antes de enunciar el teorema, se recuerda que la constante a del
enunciado se encuentra definida inmediatamente después del Lema 2.2.12.
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Teorema 3.6.10. Sean R una alfombra de Bedford McMullen como en la Proposicion 2.2.10.
Entonces:

dimg(R) < dimp(R) + 210%(105%((’;))) log(a) . —lolg(G) , V0 <6< ilogn(m)z. (3.16)
Demostracion. Por la observacion 2.2.15 se puede suponer que no todos los ¢; no nulos
definidos anteriormente son iguales, de modo que 4 = max{a; } > 2. Ahora, se define
Ry(i1,...,i) == S; 0---08;([0,1]%), y no es dificil ver que Is Ri(p,q) antes tomados
son expresables como una unién finita de estos intervalos. Por definicién, si y es la
medida sobre S, introducida anteriormente y 1 : S, — [0,1]? es la funcién definida en
la Proposicién 2.2.10, se puede considerar la medida imagen i := ¢4y, que cumple por
definicién que:

ﬁ(Rk(il, ce ,ik)) = bi1 e bik = m_kd(ail - aik)logn(m)—ll

Entonces se pueden definir unos subconjuntos muy similares a los Ri(p, q) definidos
en 2.2.10, con la diferencia de no ser exactamente intervalos de R? pero sf algo muy
cercano. Sea (i1,...) =1ie€ S,. Entonces, se define para cada k € IN:

Qk(l) = U{Rk(lll,l;{) 2XZ-; :xi/ijl,...,l,yi; :yijijl,...,k}ng(p,q)

! i k i
con p =Yy xn't, q=Yyym.
Por lo tanto, para los Q(i),

(Llil e aik)logn(m)

ai

Qi) = m™

1 ag

log, (m)k

. \1/k "

g | (@i ay) (klog, (m)/1)—1

= Qe .

m (aj, ...a; )\ %8
(ail ...ﬂz‘,)l/l ! !

La idea de la demostracion consiste en demostrar que el tercer factor de la dltima
expresion es mayor-igual que 1, y que el segundo factor no puede ser “muy chico”
para demasiados k consecutivos. Formalmente, lo que se hace es demostrar la siguiente
observacion:

Observacién 3.6.11. Para todo K > % y para todo i € S, existe un K < k < K/0
tal que (recordando que las funciones g se encuentran definidas en la demostracién de
2.2.10):

log(log,, (1))
gk(i) > alog(logn(m)/zﬂ)

Una vez establecido este resultado, se concluye que para todo K > % y para

todoie S,, existe un K < k < K/0 tal que:

_log(log,, (m)) log(log,, (m))
Qi) = ik K108 (1) iogliog, G2y g 2K 108, (m) Zefig™ ) —k(d-+¢(9))

_ —log(a)2log, (m)log(log, (m)) __ 2log(log, (n))log(a) 1
con 8(9) - log(m)log(1/6) - log(n) —log(6)" N
De esta forma, vale que para cada K > log,(m)/(1 —log,(m)), todo x € R esta
contenido en algtin Qy(,) tal que K < k(x) < K/0y 1i(Qyy)) = m—kd+e(6))
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Ahora, como cada subconjunto de la forma Qy(i) estd contenido en otro subconjunto
de esa forma, se pueden tomar unos { Q(x,) }; y S {Qk(x) },z disjuntos dos a dos

(salvo posilemente en sus bordes) que cubren R. Por lo tanto,

N

N N
1 1

1

Por lo tanto, se tiene:

Z Qi |d+£ < 2(1/2)(d+2(6))
y notando que |Qx| < n2!/2m~*, por la observacién 3.2.9 se deduce que
dimg(R) < d +¢(6).
O

Corolario 3.6.12. Sea R una alfombra de Bedford McMullen. Entonces, sus funciones de di-
mensién intermedia son continuas en 0.

3.6.4. Comentarios finales

Las funciones de dimensién intermedia pueden tener comportamientos muy varia-
dos. En [Fal20] [FFK18] se mencionan ejemplos de comportamientos varios, moestrando
que la funcién de dimensién puede por ejemplo ser constante en (0,1] y discontinua
en 0 (con el resultado 3.6.5 tomando f(x) = 1/log(x + 1). Las dimensiones intermedias
valen 1 para 6 > 0), o estrictamente creciente en (0,1] y discontinua en 0, o constante en
un entorno del cero y estrictamente creciente en el resto del intervalo.

Esto lleva a pensar si se puede caracterizar a las funciones que estdn dadas como
funcién de dimensién de algtin subconjunto de R". Recientemente, se publicé [BR22],
donde se realiz6 justamente esto:

Definicién 3.6.13. Sean 0 < A < a < n.Si A < a, se define H (A, a) como la familia de
funciones h : [0,1] — [A, «] tales que:

= /1 es creciente y continua en (0, 1]

= Para todo 0 € (0,1), se tiene:

D*h(6) < (h(6) ZWA_)(:)E ne)) (3.17)

y en caso de ser A = a, se define H(A,a) como la familia formada por una tnica
fucion, la constantemente «.

Entonces, en el paper mencionado se demuestra lo siguiente:

Teorema 3.6.14. Sea E < R" un subconjunto con dimy(E) = A y dim4(E) = a, y sean
h(6) = dim,(E) y h(0) = dimg(E) las funciones de dimensién intermedia. Entonces:

hheH(A ).

Reciprocamente, si se tienen unos 0 < A < a < n y un par de funciones h,he H(A, ) tales que
h < hy h(0) = h(0), entonces existe un E = R" compacto y perfecto tal que dimy(E) = A,
dimy (E) = w, y las funciones de dimensién intermedia son las h, h.
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Capitulo 4

Productos, proyecciones

4.1. Productos

Se busca ahora un resultado similar a la Proposicién 2.4.1 para diensiones interme-
dias. De la misma forma que para la dimensién de Hausdorff, el lema de Frostman
resulta ser un ingrediente fundamental en la demostracién.

Teorema 4.1.1. Sean E < R" y F < R™ acotados, 6 € [0, 1]. Entonces:

dimg (E) + dimy(F) < dimy(E x F) < dimg(E x F) < dimg(E) + dimg(F).  (4.1)

Para la primera desigualdad, se puede suponer que dimy(E), dimy(F) > 0, ya que
si alguna se anula se deduce la desigualdad con 3.1.5. También se puede suponer que
6 € (0,1], ya que el caso 0 = 0 ya se demostr6. Como 6 > 0 se puede suponer que Ey F
son compactos.

Sean 0 < s < dimy(E) y 0 < t < dimy(F), de modo que por Frostman existen
cs, ¢t > 0 tales que, para todo ¢ € (0,1), existen medidas ys, vs Borel y de probabilidad
con sop(ps) < E, sop(vs) < F y ademas:

us(B(x,7)) <csr®, v5(B(y, 1)) < cpr', Vxe R,y e R",6Y% < r <.

Considerando entonces la medida producto ps x v; se tiene que sop(ps x v5) € E x F
y que paraz e R" x R" y /9 < r < 6, se tiene (us x v5)(B(z,7)) < ¢s-c;r°**. Por el Lema
3.4.1 (notando la observacién posterior al enunciado), se deduce que dim,(E x F) > s+,
y como s y t eran arbitrarios, se obtiene la primera desigualdad de (4.1).

La segunda desigualdad es inmediata, por lo que s6lo falta verificar la tercera. Para
esta, sean s > dimy(E) y d > dimp(F), de modo que por definicién existe &; € (0,1) tal
que para todo 0 < r < 41, N;(F) < r~. Ademas, para todo € > 0 existe y < J; tal que
para todo J < Jy, existe un cubrimiento { U; } de E tal que:

SO < <ovi, DUl <. (4.2)

Sean ¢ > 0y Jp > 0 con la propiedad anterior. Se verd que para s + d, este Jy es el
buscado para la definicién en 3.1.1:

Para esto, sea § < dp, por lo que existe un cubrimiento { U; } de E tal que vale 4.2.
Ademads, como |U;| < dpd1, para cada i se puede dar un cubrimiento { U;; } de F por a lo

sumo |U;| ™% subconjuntos, con didmetros |U;,j| = |Uj] ¥ j. Por lo tanto,

ExFc| W= uy),
i
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y ademas,

2 2 U x Uy < DU (V2 L) = 262 B U < 26+ 2,
j i

i

Sin embargo, 6'/% < |U; x U;;| < /26, por lo que se debe “achicar un poco” este
cubrimiento. Para esto, para cada k sea Cy el minimo entero tal que todo A < R* con
|A| = /2 se puede cubrir con (a lo sumo) Cj subconjuntos de didmetro 1.

Entonces, aplicando esto a subconjuntos con didmetro < /26, se tiene que cada
U; x U;; se puede cubrir con (a lo sumo) Cy subconjuntos { Vi« }k con didmetros
o180 < |Vijkl <min{d, | U; x U;;| } <6, por lo que estos V; ;i se encuentran dentro del
rango ”“correcto” para la definicién 3.1.1. Entonces:

2.2, 2. 1Vij
ik

de modo que con este cubrimiento, se puede concluir que dimy(E x F) < s+d, y se
deduce lo pedido.
Con este resultado en mente se puede demostrar el resultado 3.6.8:

s+d < Cn+m2(s+d)/2£

7

Demostracién. Antes de ver la demostracién, estaria bueno discutir un poco por qué
se considera cierto subconjunto C"({a,}) en la demostracién. Notando que se puede
dividir cada esfera de C"({ a,, }) en 2" “piezas” (segun los cuadrantes de R") congruentes
entre si y Lipschitz-equivalentes cada una a un [0,1]"!, esto motiva a uno a dividir a
todo C"({a, }) en 2" “piezas” de la misma forma. Ahora, uno buscaria interpretar a cada
“pieza” como equivalente a algo similar a {a, } x [0,1] x --- x [0,1] € R". Sin embargo,
las “piezas” no son Bilipschitz a esto, ya que en ese producto se consideran intervalos
de una misma altura (por lo que los productos de los [0, 1] se van “concentrando” en un
intervalo) mientras que las “piezas” estan formadas por “porciones” de esferas que se
van ”concentrando” en el cero.

Ampliando un poco en la razén por la cual no se tiene una funcién bilipschitz, sean
T ={a,}x[0,1] x---x[0,1] € R" y P una de las “piezas” de C"({a, }). Si existiera
f : T — P bilipschitz, se podria extender (Por ejemplo, con el teorema de Kriszbaun)
a una ]? Lipschitz definida sobre T (o sea, a su borde). Pero se pueden demostrar dos
detalles:

~

» f(T\T) = {0} = P\P (que es el “centro” de C"({ay })).

~ ~

= Si py, p2 € T\T se encuentarn a distancia positiva entre si, entonces f(p1) # f(p2)

Con esto, se llega al absurdo buscado.
Sin embargo, uno podria modificar el C"({a, }), obtener un par de resultados con
esa modificaciéon y después volver al C"({a, }). Para esto, sea:

C"({an}) = {xeR": x| - 1€ {ay}},

o sea una familia de esferas concéntricas que se van ”concentrando” en la esfera
unitaria. La idea de ”dividir en piezas” segtin los cuadrantes se puede aplicar también a
este subconjunto. Ademads, en este caso cada “pieza” es Lipschitz-equivalente al produc-
to {a,} x[0,1] x---x[0,1] € R". Por la Proposicién 3.1.5, ambos subconjutos tienen las
mismas dimensiones intermedias, y por el resultado anterior sobre productos, se tiene
que:
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dimy ({a,} x [0,1] x -+ x [0,1]) = dimy ({a, }) +n— 1,

lo que da la dimy de cada "pieza” de C"({a, }). Sin embargo, a priori las dimen-
siones inferiores no son finitamente estables, por lo que saber las dimensiones de las
"piezas” solamente no permitiria saber las dimensiones del subconjunto entero. Sin em-
bargo, como cada “pieza” es congruente al resto, dado un cubrimiento de una “pieza”
se puede tomar para cada ”pieza” restante un cubrimiento tal que cada miembro suyo
es congruente a uno del cubrimiento original (como en el dibujo)

== e S

53

Congruencias y dim,

Considerando el cubrimiento de C" ({an }) formado por la unién de los cubrimientos
de cada "pieza”, se obtiene que:

dimy (C"({ay })) = n— 1+ dimy({ax })

(En otras palabras, si se tienen finitas piezas congruentes entre si entonces dim, es
finitamente estable). N

Ahora, sélo falta ver como relacionar las dimensiones de C"({ a, }) con las dimensio-
nes de C"({a, }). Para esto, se puede considerar la funcion T: {xe R" : | x| > 1} - R"

definida por T(x) = |x‘|x_|1x, que es Lipschitz y cumple que T(C"({a,})) = C*({ay }).
Por la Proposicion 3.1.5, se deduce la desigualdad para dim,. La versién para dimensio-
nes superiores es similar, s6lo que como estas si son finitamente estables no hace falta

pasar por la observacién de la congruencia. O

Combinando el resultado 4.1.1 con el resultado para dimensiones de Hausdorff, se
obtiene lo siguiente:

Corolario 4.1.2. Sean E < R™,F < R" de Borel acotados, tales que dimpy(E) = dimp(E) y
dimy(F) es continua en 0. Entonces, dimg(E x F) es continua en 0.

Demostracion. Por el resultado 4.1.1, se tiene que dimy(E x F) < dimy(E) + dimy(F), de
modo que, tomando 6 — 0:

%inéﬁg(E x F) < dimy/(E) + dimy (F) < dimy(E x F).
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4.2. Proyecciones

El objetivo principal de esta seccién serd establecer resultados similares al Teore-
ma 2.5.30 para dimensiones intermedias. La principal fuente para esto es [BFF21]. Lo
primero que se debe hacer es transportar la teorfa de capacidades para dimensiones
intermedias.

4.2.1. Capacidades y dimensiones intermedias

Sean 0 € (0,1]yme {1,...n}.Para0 <s < m, é € (0,1) se puede definir el niicleo
potencial asociado como la func1on gbs - IR” — R definida por:
1 si0< x| <d
Py (x) = < (6/]x])° sid < |x| < (4.3)
(56(m—s)+5/|x|m siof < x|

Estas funciones son continuas y decrecientes en |x|. En el caso de tomar 0 =1,s = m,
se abrevia la notacién como ¢/ (x) := ¢.;" =min{1,(r/ | x|)™}.

Definicién 4.2.1. Si E € R" y u € M(E), se define su potencial en x € R" respecto de

un nudcleo como
f‘l’a o (x —y)du(y),

y su energia respecto de un kernel ¢33' como

Definicién 4.2.2. Si E € R" es compacto se puede definir su capacidad como

-1
cper=( int [[ om0 -vanman)) e o),
ueM(E
Para E acotado pero no cerrado se puede definir Cyg'(E) := Cyy'(E). En caso de ser
0 =1, s = m, se escribe CJ'(E) en vez de C;{"(E).

Lema 4.2.3. Sea E < R" compacto, 6 € (0,1], me {1,...,n},6 € (0,1) ,0 <s < m. Entonces,
el infimo en la definicién 4.2.2 se alcanza. En otras palabras, existe y € M(E) (llamada también
la medida de equilibrio de E) tal que :

] i panein) = gz =

Ademds, para todo x € E se tiene que § ¢y (x —y)du(y) = v, y la igualdad vale para p-casi
todo x € E.

Demostracién. Que existe y se obtiene directamente por convergencia débil, notando que
si uno considera una sucesion de y; € M(E) tal que

[ ez = ) -

existe una subsucesién que converge débilmente a una y, que es la buscada. Ahora, para
la desigualdad:
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Por absurdo, supéngase que existen z € E y € > 0 tales que:

| ez want) <
Entonces, para cada A € (0,1) se puede considerar la medida
p: = A6+ (1—A)ue M(E).

Calculando las energias de estas medidas, se obtiene que esta es igual a:

2 20(1-2) [ 935z =) + (1= 27) [[ 935 (x = a(x)auty),
pero esto es menor-igual que:

AN 4201 =A)(y—e) + (1=A)>y = ¢ —2Ae + A2(1 — ¢ + 2¢).

2¢

Por lo que, tomando A < = %5 se obtiene que y no minimiza el infimo de la

definiciéon 4.2.2, que es absurdo, demostrando la desigualdad del enunciado. Que la
igualdad vale para casi todo punto se deduce de esto y la propiedad de p. O
4.22. Elcasof =1

Antes de seguir se deben estudiar los teoremas de proyecciones para las dimensiones
Box aparte. Esto se debe a que en la demostracién del Lema 4.2.8 se utiliza el hecho de
que las dimensiones Box cumplen el Teorema 4.2.15. Las demostraciones de los teoremas
mencionados se pueden encontrar en [Fall9].

Definicion 4.2.4. Para m € {1,...,n} se definen los m-perfiles de dimensién Box (su-
perior e inferior) como:

gy e 10g(CY(E))
R rogle) ) TSP gle)

Observacién 4.2.5. En realidad, en [Fal19] se definen estos perfiles para todo real positi-
vo, pero s6lo hard falta para lo de las siguientes subsecciones definir esto para {1,...,n }.

Teorema 4.2.6. Sea E € R" un Borel, me {1,...,n},y f : E - R"™ una funcién Lipschitz.
Entonces:

dimg (f(E)) < dimj (E).

Teorema 4.2.7. Sea E = R" un Borel acotado. Entonces, para todo V € G(n,m) se tienen las
desigualdades:

dimy (Py (E)) < dim (E) , dimp(Py (E)) < dimp (E).

Ademds, para vy, y,-casi todo V se tienen igualdades.

4.2.3. Capacidades y dimensiones intermedias II

Ahora, se puede dar una definicién anédloga a la dada en 3.5, utilizando un lema
parecido al de esa seccién:
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Lema 4.2.8. Sean E < R" compacto, me€ {1,...,n}, 0 € (0,1], 6 € (0,1). Para todos s,t con
0 <t < s < m,se tiene:

i s,m I t,m
—(s—1) < (% —s) — (% —t) < —0(s—t). (4.4)

Por esto, existe un tinico s € [0, m] tal que:

log G5y (E)
liminf ———— =5
5—0  —log(o)
y un tinico s tal que:
oo 8GR (E) _
Imsup ———~— = 5.
50 P —log (o)

Demostracién. Por un lado, no es complicado verificar lo siguiente, con 0 <t <s < m:

93 (1) < ¢ (x) < 1005 (),

de modo que por definicién se tienen desigualdades similares para capacidades:

Cyp (E) = Cy (E) > 60~ 00-0C(E),
de donde se obtiene (4.4). A su vez, tomando en (4.4) limite inferior respecto de 4,

1o clog(Coi (E))
se deduce que la funcién hgrL 151me

s € [0, m] (los puntos de discontinuidad de una funcién monétona son saltos).
Razonando como en el Lema 3.5.1, se verd que esta funcién es no negativa en 0, y
menor-igual que 0 en m:
Como ngi > 1, lo primero es inmediato. Para lo segundo, notar que por el Teorema
4.2.7, se tiene que para v, casi todo V € G(n,m),

— s es estrictamente decreciente y continua en

o log(CRYM(E))
lll'aInglng(é) = dlmB(PV<E)) <m
.. log(Cy"(E)) . . ..
por lo que hgn 1g1ng(5) —m < 0. Entonces, la existencia y unicidad de s se

obtienen de la continuidad.
Lo enunciado para 5 se deduce de la misma forma.
O

Definicién 4.2.9. Para cada m € {1,...,n}, se definen los perfiles de dimensién inter-
media superior e inferior(abreviados IDP) como: dim'(E) := s, dimy (E) :=5, con 5,5
los del lema anterior.

Para E acotado se definen sus IDP como los correspondientes a su clausura, segin
lo comentado en la definicién 4.2.2.

Observacién 4.2.10. Antes de seguir, se debe notar que las definiciones 4.2.9 y 4.2.4
parecen un poco diferentes. Sin embargo, los IDP para el caso § = 1 coinciden con
los perfiles de dimensién Box introducidos antes. Esto se debe a que, repasando la
definicién de los nucleos ¢y, se puede notar que ¢5}' = ¢5;" para todo s < m, de modo
que C;7'(E) = C§7"(E), de modo que dimp (E) = dimj'(E). Esto resultard importante
para demostrar el Teorema 4.2.15, ya que en la demostracion el caso 8 = 1 se considera
demostrado (ya que este caso es el Teorema 4.2.7).
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Observaciéon 4.2.11. Si 1 < my < my < n, entonces:
Toom M2 s My
dimy (E) < dimy (E), dimy"(E) < dimy?(E).

Originalmente este concepto se estudi6 primero para las dimensiones Box en [Fal19],
con el objetivo de entenderlas como “la dimensién de E entendiéndolo desde un punto
de vista m-dimensional. Esto se puede justificar un poco mejor con el siguiente teorema:

Teorema 4.2.12. Sean E acotado, 0 € (0, 1]. Entonces se tienen las igualdades:
dim,(E) = dim} (E) , dimg(E) = dimg (E).
Este teorema se puede deducir del siguiente resultado:

Teorema 4.2.13. Sea E compacto, 6 € (0,1], 0 < s < n. Entonces existe &y tal que para todo
o < &g vale:

6% C3y(E) < S5o(E) < an[loga(|E|/6) +1]6°Cyy(E), (4.5)
con a, una constante que sélo depende de n. Por lo tanto, se tienen las iqualdades:
logS54(E) logCip(E) logS;,e(E) , logCyp (E)

liminf———~——— = s+hm1nf7, limsup————- = —s+limsup———~——.
oo —log(d) “log(8) ' ase T —log(d) ol —log(d)

Demostracién. (La demostracion de la segunda desgualdad se deja comentada. Para de-
talles més especificos, ver [BFF21])

La primera desigualdad es valida para todo ¢ € (0,1) en realidad (lo de la existencia
de Jp aparece en la segunda desigualdad de (4.5)):

Para ver la primera desigualdad, por el Lema 4.2.3 existen una medida y € M(E) y
un Eg < E tales que:

| j P CIN) = oy =7

y se tiene la igualdad § ¢} (x —y)du(y) = 7 para x € Eo, con p(Eo) = 1. Entonces, si
5§ <r<6%yxeEy, setiene que.

v= [t —vanw > [ (2) xsont—nine) = (£) wben)

Entonces, para establecer la primera desigualdad se demostrard que para todo cu-
brimiento { U; } de E con ¢ < |U;| < 67, se tiene:

DU = 8Cr(E),

de donde se deduce la desigualdad por definicién.

Entonces, sea {U;} como en el comentario anterior, y sea I = {i:U;nEy # O}
la familia de indices que intersecan Ej. Ahora, para cada i € I existe x; € U; n Ep, y
U; < B(x;, |Uj]), por lo que:

Eo) < ) u(Us) < ) u(B(xi |Ui))) < 6%y ) JUII°,
I I I

por lo que

5*Cyp(E) < Y IUif%,

72



y tomando el infimo sobre todos los cubrimientos con esas restricciones en los didmetros,
se tiene la desigualdad.

La segunda desigualdad consiste esencialmente en tomar (para cada é) un D dado
por D := [log2(|E|/5)], y M como el entero tal que 2M~15 < 6% < 2Mg, y tomar &
suficientemente chico tal que 2 < M < D — 2 para todo J < Jo.

A partir de eso, se usa que para la medida de equilibrio se tiene

para todo x € E, con el fin de obtener para cada x una bola centrada en x de radio
2K*)§ con 0 < k(x) < D apropiado. Considerando la familia de esas bolas (que es un
cubrimiento de E), se puede usar el teorema de cubrimiento de Besicovitch (ver [Mat99],
Teorema 2.7, item 2) para tomar unas subcolecciones Cj, ..., C.(n) de bolas disjuntas
del cubrimiento tales que E < | J; Upec, B- Después, se procede como en la seccién de
dimensiones intermedias generalizadas, “dividiendo” en bolas més chicas a las bolas de
los C; con didmetro mayor que 6° para obtener un cubrimiento C apropiado que cumpla
que, para una constante a, dependiente s6lo de n, vale:
55

> |BIF < an[loga(EI/6) +1]
BeC v
de donde se deduce lo pedido porque S5 4(E) < X p.c |BI*.

O

Observacién 4.2.14. En realidad, con la misma demostraciéon de antes se puede demos-
trar lo siguiente:

Sea E compacto, 6 € (0,1], 0 < s < n, y supongase que existen y € M(E)y v > 0
tales que:

| gspan =
Entonces existe Jy tal que para todo J < dy, se tiene que:
55
50(E) < an[log>(|E[/5) +1] P’
con 4, una constante que depende sélo de 7.

Demostracién. (Del Teorema 4.2.12) Se deduce inmediatamente por el resultado 3.5.2 y
la definicion de dim}(E) y dimg (E).

O
4.2.4. Proyecciones y dimensiones intermedias

Como se mencioné antes, lo que se busca con los IDP es entenderlos como las di-
mensiones de E “desde un punto de vista m-dimensional”. El resultado principal de
esta seccion formaliza esto:

Teorema 4.2.15. Sea E < R" un Borel acotado. Entonces, para todo V € G(n,m) se tienen las
desigualdades:

dimg(Py (E)) < dimg'(E) , dimy(Py (E)) < dimg (E), V0 € (0, 1]

y para yy, m-casi todo V valen las igqualdades para todo 6.
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De este modo, las dimensiones intermedias se comportan de forma similar a las Box
respecto de proyecciones.

Antes de la demostracion se necesitan un par de lemas sobre los nticleos, y un lema
andlogo a la primera desigualdad del Teorema 4.2.13. Tambien se necesita la siguiente
definicién, que consiste en “restringir” los nticleos a subespacios:

Definicién 4.2.16. Sobre cada V € G(n,m) se puede definir, para cada 6 € (0,1),6 €
(0,1],0 < s < m, una funcién ¢; 4(x) sobre V como:

1 |x| <&
Gso(x) =3 (6/|x])° &< |x| <&
0 5% < |x|

Lema 4.2.17. Para todom e {1,...,n} y todo 0 < s < m existen a,b > 0 dependientes solo de
m,n,s, tales que: para todo x € R",0 € (0,1],0 < 6 < 1/2, se tiene que:

o [ Fo Py dvan(V) < 9350) <0 [ BBy (Ddrn(V). 46)

Demostracién. Siguiendo la demostracion de [BFF21], se escribe ~ para decir que dos ex-
presiones cumplen que su cociente esta acotado inferior y superiormente por constantes
positivas independientes de x, 6, 0.

Ahora, dividiendo en casos (dados por la definicén del 433,9(3()), se puede ver que:

59
() = 50° | i (xDu Vi -+ 800 o)
)

de modo que, por Fubini,
S0
[ #5021 (V) = [ |38 [ (P DVt
)

+ 55(1_9)7([0,56](!Pv(x)!)] (V)
(56
e 555 Ju(s‘Fl) [fX[O,M](’PV(x>)d,)/nrm(v>:| du
)

+ 05079 JX[o,zs@] (IPv (x)[)dyn,m (V).

Pero entonces, por el resultado 2.5.22 se obtiene que

(59
[ Bro(Po (V) = 56° [ 00 du 800 (1
o
1 ] . . (|x] < 9)
== () - (1)) + () (¢ <Ix| < %)

mis|x|—m(59(m—s)+s _ (Sm) + |x|—m(50(m—s)+s (59 < |x|)

~ ¢5p (%).
donde las constantes no dependen de x € R",0 € (0,1],6 € (0,1/2).
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Lema 4.2.18. Sean E compacto, 6 € (0,1], 6 € (0,1), 0 < s < n, tales que existen una
i€ M(E) yun F < E Borel, tales que:

| Botx—y)anw) <7, vxer.
Entonces, u(F)&*y~! < S5 o(E).

Demostracién. Por hipétesis, se tiene que, para x € Fy 6 < r < 6%

72 o= in() = (ubln))

Por lo tanto, sea { U; } un cubrimiento de F con ¢ < |U;| < 6°. Si se toma para cada i un
x; € F n Uj; (se puede suponer que la interseccion no es vacia), vale que U; < B(x;, |Uj]),
por lo que:

u(F) < T u(U) < p(B(x, |Ui)) < 675y Y] U,

Entonces, por la definicién de S} ,(E), se tiene:

Y '8 u(F) < S54(F) < S54(E).

Demostracion. (Del Teorema 4.2.15)

Para demostrar este resultado basta con ver lo siguiente:

(Version débil) Sea E < R” un Borel acotado. Entonces, para todo V € G(n,m) se
tienen las desigualdades:

dimg(Py (E)) < dimg'(E) , dimy(Py (E)) < dimg (E), V0 € (0, 1]

y para todo 6 > 0 valen las igualdades para 7y, ,-casi todo V.

Esto se debe a que, si vale esto ltimo, se puede aplicar el resultado a cada 6 racional,
de modo que (como los racionales son numerables) para 7, ,-casi todo V valen las
igualdades para todo racional, y como las funciones de dimensién son continuas, se
deduce el Teorema 4.2.15 a partir de la versién débil.

Ademés, sin pérdida de generalidad se puede suponer que E es compacto, y que
me{1,...,n—1} (el caso n se deduce por el Teorema 4.2.12). Ademas, el caso 6 =1 ya
se describié en una seccién previa, por lo que también se puede suponer que 6 € (0, 1).

Se demostrara la desigualdad para dimg(E), ya que la desigualdad para dim,(E) se
demuestra andlogamente. Para esto, se utiliza la observacién 4.2.14 con las proyecciones
PV (E )1

Sea V € G(n,m). Como la proyeccién a V es una contraccion, se tiene que, para todos
0<s<m,e(0,1),6€(0,1):

$5p (Pv(x) = Pr(y)) = ¢35 (x —y) , ¥x,y € R".

Por el resultado 4.2.3, sea y € M(E) la medida de ese lema, por lo que para todo
x € E vale:

G < | R ) < [0y B



Por lo comentado en el segundo capitulo, Pyypu € M(Py(E)). En resumen, para todo

z € Py(E):
1
7z —w)dP > -

Entonces, se puede aplicar la observacién 4.2.14 con Py(E) < V y la medida Pyyyu para
obtener:
S50(Pv(E)) < am [log2(|E|/6) +116°Ciy'(E),

para J suficientemente chico. Por lo tanto:

limsuplog(sg’e(PV(E))) < —s +limsupw
550 —log(s) ot —log(s)

de donde se deduce por el resultado 3.5.2 que dimg(Py (E)) < dimy (E).
Falta entonces ver que se da la igualdad (con 6 fijo) para casi todo V:
Sean 0 < s < m y {J; } una sucesién convergente a cero, tal que 0 < &; < 2% y que:

lim supw =i M
50 ~log (k) 50 —log(9)

Para cada k € N, sea 4 la medida de equilibrio en E asociada al nticleo gbz;'fg, y sea:

Tk = Csm ffqb (x = y)dp* (x)dp*(y).
Por el Lema 4.2.17 (y con a la constante que aparece en el lema), se tiene:

fff‘?’fsk,e(l)v(x) — Py (y))dvnm(V)du* (x)du* (y) <a vy,

por lo que, para todo € > 0, se tiene:

JJJ 055 o (Py(x) = Py (y))dynm(V)dp* (x)dp* (y) < a5}

Ahora, notando que & < 27, se tiene por Fubini que:

|

keIN

(JJ ¢ 0,0 (Py (x) = (y))duk(x)duk(y)> dyum(V) < a 'y 6 < oo,

kelN

Pero como esta integral es finita, se obtiene entonces que para v, ,-casi todo V existe
una constante My > 0 tal que, para todo k:

JJ o655, o (t — u)dPyyp® (£)dPyyp* (1) < My < oo,

de modo que, para casi todo V, vale que para todo k:

JJ(P& u)dPyyp* (£)dPyap* (u) < Myl .

Por la desigualdad de Markov, se tiene entonces que para los V donde vale lo dltimo,
se tiene que para todo k existe un Fy < Py (E) tal que Pysp*(F) = 1/2, y:

f%fsk,e(t — w)dPyy(t) < 2My 18, ©, Vu € Fy.
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Por el Lema 4.2.18, de deduce entonces que:

(2Myyx) 1ot

N[ =

S5.0(Pv(E)) =

de donde se obtiene:

log 55,4 (Pv(E))
—log 6k

log 0y *C3" (E)

log C;;%(E)
— log & '

1/
m sup — log 5k

k—ao0

> lim sup
k—c0

= —(s+e¢) + limsup

k—o0

Por la eleccién de los d, y el hecho de ser valida la desigualdad anterior para todo & > 0,
se tiene entonces que, para todo s € [0,m),

log S5 ,(Py (E log C7 (E
ltm sup g 5,9( v(E)) > _s+ limsup g 5,9( )
50 —logd 6—0 —logd

(4.7)

pero, por lo dicho anteriormente se tiene que las expresiones que aparecen en (4.7)
son ambas continuas para s € [0,m]|, por lo que la desigualdad (4.7) también vale para
s = m, y de esta desigualdad se obtiene entonces que dimg(Py(E)) > dimy (E), demos-
trando por lo tanto la versién débil, y por esto el Teorema 4.2.15.

O

Continuidad y proyecciones

Estos resultados permiten estudiar la continuidad de las funciones de dimensién
para las proyecciones de subconjuntos con funciones de dimensién continuas:

Corolario 4.2.19. Sea E = R" acotado tal que dim,(E) (MNE)) es continua en 0. Si V €
G(n,m) cumple que dimy (Py (E)) = min { m,dimpy(E) } entonces la funcién de dimensién de
Py(E), dimy(Py(E)) <EQ(PV(E))) es continua en 0. En particular, esta funcion es continua
en 0 para 7y y,-casi todo V € G(n, m).

Demostracion. En primer lugar, se puede suponer que m > dimg (E), ya que de lo contra-
rio se tendria por hipétesis que dimp (Py(E)) = m y su funcién de dimensién intermedia
serfa constante. Entonces, para 6 € (0,1), vale que:

dimp (E) = dimp (Py(E)) < dimy(Py(E)) < dimg'(E) < dimg (E) = dim,(E).

Pero, como dim,(E) es continua en 0, esto altimo tiende a dimy(E) para 6 — 0, por
lo que dimy(Py(E)) es continua en 0. Lo dltimo se deduce del Teorema 2.5.30. O

4.2.5. Dimensiones intermedias III

La teoria desarrollada en las secciones anteriores tiene dos consecuencias interesan-
tes sobre dimensiones intermedias:

Corolario 4.2.20. Sea E < R" acotado tal que dimg(E) = n. Entonces:
dimy(E) = dimp(E) = nV 0 & (0,1].

Andlogamente, si dimg(E) = n entonces dimy(E) = n para todo 6 € (0, 1].
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Demostracién. Por lo comentado en el Lema 4.2.8, se concluye entonces que:

. log(Cyy (E))
Iiminf——————_"~

om0 —log(d) dimp (E) = n.

Por la definicién 4.2.9 y el Teorema 4.2.12, se obtiene entonces que:
dimy(E) > dimy(E) = dimy (E) = dimg(E) = n.
La version para dimensiones superiores se demuestra de forma similar. O

Corolario 4.2.21. Sea E = IR" acotado tal que 6 — dim,(E) es continua en 0. Son equivalentes:
» dimg(Py(E)) = m para ynm,-casi todo V € G(n, m).
= dimy(E) = m.
y se tiene un resultado andlogo para las dimensiones superiores.

Demostracion. Para demostrar la ida, supéngase por absurdo que se cumple lo primero
pero dimy(E) < m. Aplicando el corolario anterior a los subespacios V € G(n,m), se
deduce que dimy(Py(E)) = m para 7, »-casi todo V, y todo 6 > 0. Pero, por el Teorema
2.5.30 se deduce que dimp(Py(E)) < m para casi todo V, de modo que la funcién de
dimensién dim,(Py (E)) es discontinua en 0 para v, ,-casi todo V. Pero esto es absurdo
por el Corolario 4.2.19.

La ida se demuestra de forma directa sin la hip6tesis de conitnuidad, ya que:

m = dImB(Pv(E)) = dlmH(Pv(E)) = m.
El resultado para dimensiones superiores se demuestra de la misma forma. O

Este altimo corolario muestra que es posible responder cuestiones donde sélo apare-
cen las dimensiones Hausdorff y Minkowski usando técnicas de dimensiones interme-
dias, y muestra también la importancia de determinar la continuidad de las funciones
de dimensién.
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