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Capitulo 1

Introduccion

En estos tltimos anos hubo un gran crecimiento en el estudio del analisis de datos.
Esta disciplina se basa en muchos casos y a grandes rasgos, en estudiar conjuntos
de puntos en RP con D generalmente grande, pero que yacen en una variedad de
dimensién mucho menor. Muchos de los métodos usados en esta area (como clasificacién,
recomendacion, clustering y reduccién de dimension) necesitan una nocién de distancia
entre los puntos de la variedad. La primera distancia que uno se le viene a la cabeza
es la norma dos de toda la vida, que puede funcionar bien en dimensiones bajas, pero
cuando uno esta en altas dimensiones empieza a ver fendmenos que antes no estaban
(o no se percibian).

Por estas razones surgen otro tipo de métricas, como por ejemplo la distancia de
Fermat definida por Groisman, Jonckheere y Sapienza en [5]; y por Hwang, Damelin y
Hero en [8]. En esta tesis nos basaremos principalmente en el primero de estos trabajos
donde, dada una variedad M C R” de dimensién d, o > 1, una densidad f : M — R
y un conjunto X,, de n puntos sorteados independientes con la densidad f, definen el
estimador empirico de la distancia de Fermat x,y € X,, como

k—1
Dy, (z,y) = min Z @ — qira]|”
(9150591 €XF =5
con ¢ =y q =y. Como o > 1 notemos que | - |* toma grandes valores cuando el
argumento es grande y toma valores pequenos cuando es pequeno, luego el camino que
minimiza Dx, (z,y) va a preferenciar los caminos en X,, cuyos saltos sean pequenos.
Macroscopicamente, este camino va a ir por lugares donde la densidad f tome valores
grandes. En [5] prueban la convergencia de este estimador (bajo condiciones razonables

y rescalando adecuadamente) a una distancia sobre la variedad M.

En [14, ejemplo 2.3] podemos encontrar una aplicacién a un conjunto de datos con
ruido gaussiano donde el uso de distintos algoritmos utilizando la distancia de Fermat
tiene un buen funcionamiento. Si bien estos algoritmos funcionan bien, no existe un
modelo que tenga en consideracién el ruido. Uno de los objetivos de esta tesis es ese:
dar un primer modelo de la distancia de Fermat donde se tenga en consideracion las
perturbaciones que existen en el mundo real. Mas atin, probamos que si las perturbacio-
nes no convergen a cero lo suficientemente rapido entonces el estimador de la distancia



de Fermat no puede converger a la misma distancia que cuando no hay ruido. Mientras
que si la convergencia a cero es lo suficientemente rapida, el estimador se comporta
adecuadamente.

Para obtener estos resultados, durante la elaboracién de esta tesis transitamos pri-
mero por el caso de percolacion euclidea donde estudiamos un modelo de percolacion
en R” con una medida de la forma AL ® 1 con \ una constante positiva, £ la medida
de Lebesgue en R? y 1 una medida de probabilidad en RP~4. Allf pudimos probar la
convergencia del tiempo de pasada una constante temporal y probar un teorema de
continuidad sobre las mismas.

La tesis estd estructurada de la siguiente manera: en el segundo capitulo damos los
antecedentes y requisitos preliminares para entender los resultados posteriores. En el
tercer capitulo estudiamos el modelo en R” mencionado en el parrafo anterior. En el
cuarto extendemos estos resultados a variedades dando también un resultado éptimo
en el caso de que la variedad sea un abierto, conexo y acotado de dimensién menor. En
el quinto y ultimo capitulo esta la conclusion y posible trabajo futuro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Percolacién de primera pasada

Nuestro camino comienza con la percolacién de primera pasada (o FPP por sus
siglas en inglés) que es necesaria para el entendimiento del porqué de algunos teoremas
posteriores. Este modelo fue introducido en [6] por Hammersley y Welsh en 1965 como
modelo para describir el flujo de un liquido en un medio poroso. La percolacion de
primera pasada ha llamado la atencion de varias ramas de la ciencia incluida la mis-
ma matematica ya que dio lugar a teoremas centrales alli, como el teorema ergddico
subaditivo (enunciado aqui como el teorema 3.1.4).

El modelo es el siguiente: se toma la grilla en Z¢ (esto es el grafo con vertices Z% y
aristas {7y : [t—y| = 1}) y a cada arista e se le asigna una variable aleatoria no negativa
T, llamada tiempo de pasada de la arista e. La coleccién (7.) se supone independiente
e idénticamente distribuida.

Un camino I" (posiblemente infinito) es una sucesion e, ..., e, de aristas orientadas
donde para todo ¢ € N el punto final de e; es el punto inicial de e;;;. Para cualquier
camino I' definimos el tiempo de pasada de I' como

TI) =) .

ecl’
Dados z,y € Z% definimos

T(z,y) = if T(T),

donde el infimo esta tomado sobre todos los caminos [' que empiezan en x y terminan
en .

Es facil de ver que (Z4, T') es un pseudo-espacio métrico aleatorio, la tinica propiedad
que falla es T'(z,y) = 0 entonces z = y, pues esto solo ocurre cuando P(7 = 0) = 0. De
este modelo surgen varias preguntas (muchas ain sin responder), pero dos que seréan
de interés para este trabajo son las siguientes:



1. ;Cémo se comporta T'(z,y) cuando |x — y| — oo? jConverge?

2. (Cudl es el papel de 7 en T'?7 ;Qué tan regular es T' con respecto a la distribucién
de 77

Estas son preguntas que llevaremos al objeto de estudio de esta tesis. En FPP
tenemos algunas respuestas: si llamamos e; al primer vector canénico entonces 1'(0, ney)
es de orden n. Més formalmente, como podemos ver en el teorema 2.1. de [1],

Teorema 2.1.1. Supongamos que
Emin|r, 7o, ..., Toq] < 00,

donde T; son copias independientes del tiempo de pasada. Entonces existe una constante
p(er) € [0,400) llamada la constante temporal tal que

T(0, ,
lim (0, ner) = u(er) casi sequramente y en L.
n—oo n

Por otro lado para la segunda pregunta tenemos una respuesta en [4]:

Teorema 2.1.2. Sea (7,,)nen y T variables aleatorias tales que para todo n se cumplen
las hipotesis del teorema 2.1.1 y 1, — T en distribucion, si llamamos p, y p a las
constantes temporales de T, y T respectivamente entonces,

fin = ft.

Ahora, teniendo en consideracién las constantes temporales uno se podria preguntar
sobre como las relaciones entre distribuciones implican relaciones en las constantes. Por
ejemplo es facil de ver a simple vista la monotonia de u, es decir, si 7 < 7/ casi segura-
mente entonces . < p,r. Pero jCuando es esta desigualdad estricta? La respuesta la
podemos encontrar en [2], omitimos el enunciado pues necesitariamos definir cantidades
que no son de importancia para este trabajo, pero dejamos la referencia para el lector
interesado y remarcamos que las pruebas estan lejos de ser triviales.

2.2. Procesos de Poisson

En esta seccion discutiremos uno de los objetos que nos acompanaran durante la
extension de este trabajo: los procesos de Poisson. Presentaremos su definicion y algunas
propiedades importantes que nos seran de utilidad.

Recordemos que es imposible construir una variable aleatoria uniforme en R%. El
objetivo del proceso de Poisson es contruir un conjunto aleatorio X C R con infinitos
puntos sorteados con la “intensidad” que uno quiera. Aunque la intuicién la manten-
dremos en R o en subconjuntos del mismo, vamos a definir los objetos en espacios un
poco més generales. La siguiente definicién pertenece a [9].



Definicién 2.2.1 (Proceso de Poisson). Sea (S, F) un espacio medible, donde {x} € F
para todo x € S. Decimos que X es un proceso de Poisson en S si X es un conjunto
aleatorio contable que cumple:

1. 8i Ay, ..., A, € S son disjuntos y medibles entonces N(Ay),...,N(A,) son inde-
pendientes, donde N(A) := # (ANX).

2. N(A) es una variable aleatoria con distribucion Poisson de parametro v(A), donde
v:F = Rsg es una funcion de conjuntos.

Observemos que si (A, )nen son disjuntos y medibles entonces

N(U An> :#<(U An)mX> :#<U AnmX> =3 #(A4,NX)=> N(4,).

neN neN neN

Tomando esperanza en ambos lados obtenemos

v (U An) =F (Z N(An)> =Y E(N(A,) = > _v(Ay).

neN n=1

Donde el segundo igual se debe a que las variables aleatorias N(A,,) son positivas,
luego la esperanza y la serie conmutan. Esto nos dice que v es una medida en Sy
la llamaremos la medida de intesidad del proceso X. Una pregunta que se desprende
directamente de esto es si toda medida v puede ser la medida de un proceso de Poisson.
La respuesta en principio es no: si tomamos una medida que asigne medida positiva a
conjuntos de un elemento, o sea v({z}) > 0 para algin x € S entonces

P(N({z})>2)=1-¢e"® —p(z)e "™ >0,

y esto no puede ser pues N({z}) < 1 casi seguramente. Entonces toda medida pro-
veniente de un proceso X tiene que ser no atémica (i.e. v({z}) = 0Vz € 5). Si v es
o—finita esta condicién sera también suficiente como afirma el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 (Existencia, [9]). Sea (S, F,v) un espacio de medida o— finito y v una
medida no atomica. Entonces existe un proceso de Poisson sobre S que tiene a v como
medida de intensidad.

En el caso particular en el que v estd dada por una densidad A : RY — R (que
no tiene que integrar uno necesariamente) decimos que A es la intensidad del proceso.
Si A es constante decimos que es un proceso de Poisson uniforme u homogéneo. En
cualquiera de estos casos notamos X ~ PPP(\).

A continuacién damos dos propiedades importantes de los procesos de Poisson:
la primera indica que la superposiciéon de procesos de Poisson independientes es un
proceso de Poisson, mientras que la segunda indica que la restriccién de un proceso a
un subconjunto deterministico también es un proceso de Poisson.



Teorema 2.2.3 (Teorema de superposicién). Sean (X, ),en procesos de Poisson inde-
pendientes en S de medidas (Vp)nen Tespectivamente. Entonces su superposicion

X=X,
neN

es un proceso de Poisson de medida
o0
=2t
n=1

Teorema 2.2.4 (Teorema de restriccién, [9]). Sea X un proceso de Poisson de medida
vy sea T C S medible, entonces XN'T es un proceso de Poisson en S de medida

vr(A)=v(ANT),

o equivalentemente, un proceso de Poisson en T' con la medida vr restringida a T

Ahora bien, si nuestro proceso tiene medida v finita, entonces podemos pensar qué
pasa sobre el evento {N(S) = n}. Que N(S) = n debe ser (al menos intuitivamente)
como sortear n puntos independientes con medida de probabilidad v/v(S), luego si
tomamos A C S medible el evento {N(A) = k} condicionado a {N(S) = n} debe ser
como sortear n variables aleatorias de medida v/v(S) y contar cudntas caen en A, esto
deberia ser una variable aleatoria Bi(n,p) con p = v(A)/v(S). En efecto

P({N(A) = k} N {N(S) = n}) = B((N(4) = K} N {N(S\ 4) =n — })
= P(N(A) = k) B(N(S\ A) = n — )
() D (1(5 \ A))H

k! (n—k)!
_ e—u(A)V(A)k u(S)—u(A)(V(S) _ V(A))n—k
il (n k)
_ s YA W(S) — v(A)™
kl(n — k')
—V n (1 -
=" u(s) Zl?c!(n—]lz:))!
e VO (SY (n
O (-

O sea que
n
BV() = IN(S) =) = ()0 -
lo que indica que es una distribucién binomial de parametros n y p.

Ahora que entendemos como funcionan los procesos de Poisson, intentemos ver qué
les pasa cuando les aplicamos una funciéon medible. Sea f : .S — T una funcién medible

8



y B C T tal que f restringida a BNX es inyectiva entonces # (BN f(X)) = N(f~1(B)),
o sea que si llamamos v* al pull-forward de v por f tenemos que

P(# (BN f(X)) = k) =P(N(f(B)) = k) =

O sea que f(X) es un proceso de Poisson en 7' de medida v*, es decir que v* tiene
que ser no atémica. Notemos que esto se deduce de la inyectividad de f sobre B N X.
Pero jserd esto suficiente para que f(X) sea un proceso de medida v* 7 La respuesta es
afirmativa como lo indica el siguiente teorema,

Teorema 2.2.5 (Teorema del mapeo, [9]). Sea X un proceso de Poisson en S con una
medida de intensidad o-finita v, sea f : S — T una funcion medible tal que la medida
en T inducida por v y f, dada por v*(B) := v(f~1(B)), es no atomica. Entonces f(X)
es un proceso de Poisson en T sujeto a la medida v*.

Un corolario importante es el siguiente.

Corolario 2.2.6. Sea X ~ PPP()\) en R? y sea r > 0, entonces rX ~ PPP(\/r?)

Demostracion.

V*(B) = v (13) = AVol (EB) ~ Avo(B).

r r rd
]

Teorema 2.2.7 (Teorema de Slivnyak-Mecke, [10]). Sea X un proceso de Poisson que
admite una densidad o, entonces para una funcién h : S x Ny — [0,400) tenemos que

]EZh(q,X\q) = /SEh(s,X)Q(s) ds.

Donde Niy es la familia de subconjuntos de S localmente finitos.

Ahora pondremos nuestra atencién en los procesos de Poisson marcados, que por
conveniencia nos restringiremos a marcas independientes, que no son mas que procesos
de Poisson en espacios producto con la medida producto.

Definicién 2.2.8. Sean S y T espacios de medida, v una medida en S y n una me-
dida de probabilidad en T'. Diremos que X es un proceso marcado en S con marcas
independientes en T st la medida de intensidad de X es v @ n.

Si n es una distribucion Bernoulli, entonces tendremos un proceso de Poisson en
S donde a cada punto se le asignara un 0 o un 1 de manera independiente. Esto nos
separara a nuestro proceso en dos cuyas medidas suman v. Es decir,

Proposicién 2.2.9 (Thining). Sea n la medida de probabilidad Bernoulli de parametro
p y sea X un proceso marcado en S con marcas 1 entonces

Xi={¢eS:(¢,t)eXyt=1},

es un proceso de Poisson en S con medida de intensidad pv.



Demostracién. Basta notar que X; = P71(X) donde P : S x {0,1} — S es la proyec-
cion a la segunda coordenada. Luego si llamamos & a la medida de intensidad de X;
obtenemos

§(A)=ven (P (A) =ven(Ax{1}) =v(An{1}) = pr(A).

2.3. Modelo de Howard-Newman

El siguiente modelo es un modelo que mezcla lo visto en las primeras dos secciones:
percolacién y procesos de Poisson. Introducido por Howard y Newman en [7], es un
modelo de percolacion de primera pasada donde los nodos del grafo vienen dados por
un proceso de Poisson y los tiempos de pasada son en funcién de la distancia entre sus
puntos.

Empecemos con algunas definiciones en el caso deterministico. Sea X un conjunto
no vacfo y localmente finito en R%. Si z € R? denotaremos ¢(z) al elemento mas cercano
de = en X. Llamaremos a ¢, ..., ¢z € X un X-camino de x a y si ¢(z) = ¢1 v q(y) = qx,
o sea es un X-camino si es un camino en el grafo completo.

Definicién 2.3.1. Sea X ~ PPP(\) en RY, z,y € R y o > 1 definimos

k—1

Th(z,y) = fnf{ D gy — gl k> 2y

Jj=0

(q1, -, qx) un X-camino de x a y}

Notaremos T3 (0,z) = T}, ». Si A = 1 y no hay lugar a confusién entonces denotaremos
T, = T,. Tambien usaremos 7T,, y para Ty, .

Notemos que si a = 1 esta definicién no tiene mucho sentido pues T'(z,y) = |q(z) —
q(y)| quitandole interés a nuestro modelo. Al forzar o > 1 lo que hacemos es que deje
de importar tanto la longitud del camino y empiece a importar mas que sus saltos sean
chicos. Mientras mas grande a més tendra en cuenta que los saltos sean cortos.

Aligual que hicimos en el caso FPP, podemos hacernos la siguiente pregunta: ; Como
es el comportamiento de T'(z,y) cuando |z —y| — oo 7 Al igual que en FPP T'(z,y) ~
|z — y| como afirma el siguiente teorema probado en [7].

Teorema 2.3.2. Existe una constante positiva u = u(c, d) tal que

Tn,l n—00
—

C.S.

En el mismo articulo Howard y Newman prueban los siguientes resultados que nos
seran de utilidad luego,
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Teorema 2.3.3. Ezxisten constantes positivas ¢i,co,c3 y k > 0 que depende solo de a y
d tales que
P (T(z,y) > cilr —y|) < crexp(—ecslz —yl*).

Teorema 2.3.4. Casi sequramente

Tx,l |x|—o00

|z]

Observemos que

, o |y lyl a
Tx,l :lan|Qi _Qi+1’ = (m) fZ]( | | C]z’+1‘ .

Entonces como %X ~ PPP <(%)d> tenemos que 7} ; tiene la misma distribucion

)T () En particular si |z| > |y| obtenemos que

ki ) ( || ) *
T, = T . T,1.
(Iyl w(5) = \Jl) T
Con la misma demostracién que la del teorema 2,3,2 se puede probar que para todo
A > 0 existe py tal que T, x/n — py. Ahora veremos como varfa py en funcién de A.

||

que (g

Proposicion 2.3.5.
1

'LL)\ = )\adl lu’1

Demostracion. Sea X, un proceso de Poisson de intensidad A, por el corolario 2.2.6
tenemos que A\/?X, es un proceso de Poisson de intensidad 1. Luego realizando una
cuenta analoga a la de recién

n/\— mf Z|Qz Qz+1‘

q1=q(0
qk= Q(e1
q; €X\

1 o
_ W . I_I}]f Z |/\1/d )\l/d |

ar=q(e1)
¢ €X )

1
= — inf E A
A/ g \1/dg(0) 4= G
a,=X4g(er)
q;E)\l/dX)\

Notemos que el infimo sobre X, se toma sobre todos los caminos validos de 0 a ne;.
Luego si (qi,...,qr,) es un camino de 0 a ne;, tenemos que (A%, ..., A\ ) es un
camino valido de 0 a A\'/?e;. Luego

1

T)\l/dn 1

11



Dividiendo por n y tomando limite

. Ton 1 Thjap, 1/dT>\1/dn1 1/d 1
pa = lim == = lim 27— w M A, wﬂ = i

]

Ahora veremos que la cantidad de puntos que tiene el camino que minimiza a T’
sera asintoticamente proporcional a 1. Para eso definimos

Definicién 2.3.6. Llamamos k= a la cantidad de puntos que contiene la geodésica que
empieza en 0 y termina en x en X. Si X ~ PPP(1) notamos kX = k,.

Teorema 2.3.7. Sea (ay)nen una sucesion de numeros positivos, entonces 34, ¢y, ¢y >

0 tales que
ka
P <Ta: ) < ¢ e 2,

Mds aiun, si *= — 1 entonces obtenemos que

ka
limsup — < /.

n—00 an

Demostracion. La siguiente demostracion es una adaptacién de la hecha en [7, Lema
3]. Consideremos el cubrimiento ¢ de R por cubos cerrados C' con vértices en € Z? (la
eleccion de € la haremos luego). Decimos que dos cubos (celdas) C'y C son adyacentes si
comparten una cara v lo denotamos como C' ~ C. Llamamos a (Cy,...,Cy,) un camino
de celdas de longitud m si C; ~ Cj4; para todo j = 1,...,m — 1. Si 7, es la geodésica
poligonal entre 0 y xe; definimos m, como la cantidad de celdas que atravieza 7, o sea

= #{Ce?/CNT, £0}.

También definimos el evento £™ como

E™ = {Existe un camino (C1, ..., C},) tal que # U C;iNnX> ZZ
i=1

Dadas m celdas (71, ..., C,, tenemos que
#(Uq-mg) > (#CNX).
i=1 i=1

Luego estd estocdsticamente acotada por una variable aleatoria V,,, ~ Poi(me?). Usando
cotas de Chernoff obtenemos para todo € positivo



exp (m <—% +e(ef — 1))) .

La cantidad total de caminos de celdas de longitud m tal que 0 € C (o sea que
empiezan en 0) estd acotada por (2d)™. Luego,

(2d)™

P(E™) < Y exp (m (—%—I—ed (6‘9—1))) = <2dexp (—%+5d (66—1)))m.

J=1

Eligiendo 6 > 0 tal que 2de 21 < % y 0 < e <1 tal que =€) < 9 obtenemos
que P(E™) <e™™.

Notemos que cualquier camino que empiece en 0 y termine en a,e; debe intersecar
al menos ca,, celdas, o dicho de otra forma m,, > ca,. Notemos también que podemos
tomar ¢ < 1/4 (achicando ¢ lo suficiente). Sea

m
F, o= {— <k, }
94 = an

Notemos que si w € F,,, la geodésica r,, (w) pasard por m,, (w) celdas, o sea

Manp, (w)

# | X2k, W) > mz—g")

j=1
es decir w € E™an (@) Como m,, (w) > ca, para todo w obtenemos que

F, C U E™ ¥neN.

m>can

Entonces conseguimos la siguiente cota para la probabilidad de F,

echanJ ef(canfl) e

:1—6_1 — 1—el :1—6_1

—can

o oo
P(F)< Y PE™M< > e
m=|can | m=|can]

En el evento F hay al menos ";‘ji" indices 7 para los cuales d divide 7,i+d—1 < m,,
yC;NX =0 i<j<i+d. Paracada uno de estos indices, existe una recta que pasa
en su totalidad por d celdas adyacentes y consecuentemente cruza d + 1 hiperplanos
distintos de la grilla € Z¢ . Usando el principio del palomar concluimos que la recta pasa
por dos hiperplanos paralelos separados por una distancia de ¢, luego cada recta que
pasa por d hiperplanos sin puntos en X aporta al menos ¢* a T, . En otras palabras,
T, > %5-c“. Entonces

m 3
ko < —2 < T,, en F:

" Sod T 2
Eligiendo
(> i o < _° ca=c
— 2e@’ (1—e1) ’
obtenemos el resultado deseado. O
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Corolario 2.3.8. Sea (a,)nen tal que a,/n — 1. Entonces eziste C > 0 tal que

ka
lim sup — < C.

n—00 an

Demostracion. Se deduce del teorema 2.3.4 y del teorema 2.3.7. O]

2.4. Percolacion en variedades

En el transcurso de esta seccion hablaremos de variedades riemannianas. En general
una variedad riemanniana (M, g) es una variedad diferenciable equipada con un tensor
métrico. En este trabajo todas nuestras variedades estardn embebidas en R” con el
tensor métrico inducido por la inclusion.

Notemos que las definiciones de la seccién anterior el papel de R? no jugaba ningun
papel fundamental, por lo que podemos definir los objetos en contextos mas generales

Definicién 2.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico equipado con una medida v no atémica
sobre los borelianos. Sea X un proceso de Poisson sobre X con medida de intensidad v,
dado o > 1 y x,y € X definimos

o
—_

T(z,y) = inf{ d(qi, qiv1)" k> 2y

J

Il
=)

(q1, -, qx) un X-camino de x a y}.

Al igual que en la seccién anterior, mientras mayor sea el a, el camino éptimo
preferira tener saltos mas pequenos y le dard menor importancia a su longitud euclidea.
Si la medida de intensidad de v esta dada por una densidad f, entonces la geodésica
pasara por los lugares con mayor densidad; como podemos observar en la siguiente
figura.

2 Qo

Figura 2.4.1: Aqui 2; y €5 son dos regiones tales que la densidad en 2; es mayor que
la de €25. En rojo podemos ver la geodesica con , =3y a=06. Tomada de
[13].
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Nuestro objeto de estudio serda cuando X sea una variedad riemanniana, y d sea
la distancia geodésica o bien la distancia euclidea si X C R para algin D > 1.
Pero jcémo estudiamos el comportamiento asintético de estos objetos? A diferencia del
modelo de Howard-Newman donde dejabamos fija la intensidad del proceso y moviamos
|z — y|, en estos modelos dejaremos fijos = e y y estudiaremos el comportamiento de T
cuando la medida del proceso sea de la forma nv donde v es una medida de probabilidad
absolutamente continua con respecto a la medida de volumen de la variedad y n tiende a
infinito. Imitando las cuentas de la proposicion 2.3.5 podemos ver que estas dos formas
son equivalentes en el espacio euclideo. El caso geodésico es el estudiado en [8] mientras
quecaso euclideo lo podemos encontrar en [5].

Como mas adelante usaremos ambas, les pondremos nombres distintos para poder
diferenciarlas. Para el caso donde X = M, X ~ PPP(nf) conn € Ny f: M — R
densidad sobre M y d sea la distancia geodésica usaremos T'(x, y) = L(x,y; X) mientras
que si usamos la distancia euclidea notaremos T'(z,y) = Dx(z,y). Ahora presentaremos
algunos teoremas anslogos al caso X = R? que nos serdn de utilidad luego. Para eso
vamos a definir el siguiente objeto deterministico que serd a donde converjan nuestras
distancias.

Definicién 2.4.2. Sea M una variedad Riemanniana y f : M — R una funcion
continua y positiva , definimos el costo de un camino rectificable v como

T(v) = /7#

y definimos la distancia de Fermat entre x,y € M como
df,f{(x7 y) - ing(V)a

donde el infimo es sobre todas las curvas rectificables v en M que unen x e y.

Observemos que T'(y) va a ser menor cuando la curva pase por lugares de densidad
alta de f y viceversa, donde « juega el papel de mediar la importancia de la longitud de
la curva y la densidad de f, mientras mayor sea el £ més importara pasar por lugares de
alta densidad. Ahora enunciaremos los teoremas de convergencia tanto para la distancia
euclidea y la distancia geodésica. Para los siguiente teoremas definiremos X ~ PPP(n f)

en My f=(a—1)/d

Teorema 2.4.3. [14] Sea M cerrada y f suave. Para todoa > 1y X € ((p—1)/pd, 1/d),
dado € > 0 existen p, 0 tales que

P (SupmﬁDxn (#,y) — pdyp(z,y)| > 5) < exp (—On )

w?y
Obteniendo como resultado el siguiente corolario.
Corolario 2.4.4. Sea M cerrada y f suave, entonces
n’ Dy, (z,y) — pdss(z,y).
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Mientras que el resultado para el caso geodésico es el siguiente. Notar que no es
necesaria la hipdtesis de que la variedad sea cerrada.

Teorema 2.4.5. [§] Sea M una variedad compacta de dimension d, f : M — R una
densidad de probabilidad continua tal que f(z) > 0 para todo z € M y a > 0 Entonces

n’L(z,y; X,) — pdys(z,y),

casi sequramente.

Pero jpor qué este 57; Por qué aparece el ;7 La respuesta es clara en el caso en que
M =1[0,1]¢ y f = 1: si multiplicamos por n'/4 a X,, obtenemos un proceso de Poisson
de intensidad 1 en [0,n'/9]?. Esto es como sortear n puntos de manera uniforme en
[0,1]? que a su vez es similar a un proceso de Poisson de intensidad 1 en R?. Por lo que
si llamamos e; al primer vector de la base canonica de R¢ obtenemos que

mf Z Int/4q; — nMig; > =

D,(0,e1) mf Z’% Giv1|” =

q1=q(0 na/d q1=q(0
qK= q(e1 qk= q(el)
qi€Xp qi€Xp

1 , o [z —yl Tnvap—y
no/d q,lféf(o Z’% Gipa|” ~ a/d Torrajp—y = ne=D/d pl/dg — |

4, =q (n'/%ey)
qgenl/an
Luego
T 1a
nﬂDn(O, 61) 17d|x|m Y | | |

Tomando limite obtenemos

lim 7D, (0,e1) ~ plz —y| = pdyg(x,y).

n—oo

Otro elemento clave en esta tesis serd la cantidad de puntos que tiene la geodésica
en X,,. Los resultados existentes hasta el momento son para abiertos conexos o para el
caso euclideo como enunciamos a continuacién.

Lema 2.4.6. Sea S C R? un conjunto abierto, conexo, acotado y con frontera C?.
Sean x,y € M, X,, como antes y k, la cantidad de puntos que contiene el camino que
minimiza Dx, (x,y). Entonces existe C' > 0 tal que

La demostracion de este lema la podemos encontrar como parte de la demostracién
del teorema 2.13 de [5].

En [8] podemos encontrar el siguiente lema sobre la cantidad de puntos del camino
optimo con la distancia geodésica,
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Lema 2.4.7. Sea M =R%. Sea z € RY, Ry > Ry > 0. Supongamos que f es uniforme
sobre Br,(z), es decir, f(u) > f(z) para todo u € Bg,(z). Entonces existe una constante
C > 0, dependiendo solo de d y o que cumple lo siguiente.

Para x,y € Bg,(2) conx # vy, sea #L(z,y; X, N Bg,(2)) la cantidad de vértices que
posee el camino dptimo , y sea Gy (x,y) el evento

#L(x,y; X, N Bg,(2))
(nf(2)|z —y|

Para cualquier b € (0,2Ry) existe 0 > 0 y ng > 0 tal que si |t —y| > b yn > ng
entonces

<C.

1 —P(Gu(z,y)) < exp (—Onl/(dJrQO"l)) )

2.5. Algunos resultados de utilidad.

En lo que sigue de este trabajo vamos a tratar mucho con variedades, para eso vamos
a enunciar y probar los siguientes resultados que seran de utilidad a lo largo de la tesis.

Lema 2.5.1 ([11, lema 7.2]). Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea G un
cubrimiento por abiertos de X. Entonces existe 6 > 0 tal que para todo x € X existe
G € G tal que Bs(x) C G. A 6 se lo llama el numero de Lebesque del cubrimiento G.

Lema 2.5.2. Sea M una variedad riemanniana compacta embebida en RP, entonces
existen { (Ui, i) }r_, cartas tal que

1. p(U;) = Bi1/2(0).
2. U; sea geodésicamente conveza .
3. Eziste C > 0 tal que ||[(D,)!Do.l|loo < C para todo x € (0,1)¢, en consecuencia
det ((Dp,)!Dy,) tambien estara acotado para todo x € (0,1)<.
Demostracion. La prueba se sigue de tomar U; como bolas con la distancia geodésicas
suficientemente chicas y ¢; como el mapa exponencial. O]

Proposicién 2.5.3. Sea M una variedad riemanniana compacta embebida en RP,
entonces existe C' > 0 tal que

[z —y| < dmlz,y) < Clo—yl,
con dnq la distancia geodésica en M.

Proposiciéon 2.5.4. Sea M wuna variedad riemanniana de dimension d y x € M
entonces existe ¢ = c(x) tal que 0 < ¢ < 00 ¥

donde ng(x) es la bola de centro x y radio r con la distancia geodésica de M.
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Demostracion. Ver A O

Proposicién 2.5.5. Sea X ~ Poi(\), entonces para todo § > 0 tenemos que

E(e’Y) = exp (A(e’ — 1)) .

Demostracion. Sea 6 > 0,

o0 Mk 0 (o—0)\\F
E(efX) = Z < k'/\ = Z (e k'>\> = e Yexp(e ) = exp (M’ — 1)).
! pa !

O

Proposicién 2.5.6. Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias con la misma
distribucion y E(X;) < co. Entonces

— =0,
n

cast seqguramente.

Demostracion. Ver A O
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Capitulo 3

Perturbaciones en percolacion
euclidea

3.1. Modelo euclideo bajo perturbaciones

El objetivo de esta tesis es probar la convergencia de un estimador de la distancia
de Fermat en variedades en presencia de ruido. Si bien no es necesario pasar por el caso
euclideo, lo necesitaremos para poder afirmar que el orden de convergencia a 0 del ruido
es Optimo.

El modelo a estudiar es el siguiente: consideraremos un proceso de Poisson X en R?
de intensidad \. Llamando i : R — R” a la inclusién de las primeras d coordenadas,
definiremos v como la medida inducida por el proceso i(X). Dado un ruido(i.e. un vector
aleatorio) Z € RP con distribucién 7, consideramos el proceso de Poisson marcado X*
en R?P dado por v®mn. Si consideramos la funcién s : RP? x RP — RP dada por la suma,
llamaremos X := s (X*). Intuitivamente lo que estamos haciendo es sortear un proceso
de Poisson en R? y a cada punto sumarle una copia independiente de Z. El objetivo
de esta seccién es estudiar el comportamiento de 7% (0,n) en X, cuando Z, — 0. Lo
primero para notar es que Xz también es un proceso de Poisson.

Proposicion 3.1.1. Sea X como antes, entonces tiene medida de intensidad dada por
§(Ax B) = v(A)n(x(B)),

donde m : RP — RP~1 es la proyeccion a las ultimas D — d coordenadas.

Demostracion. Sea Xz = s(X*) con las definiciones de antes. Calculemos la medida de
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Xz. Sean ACR?y BCRP~4y C:= A x B entonces
§(C) = (v@n) (s~ (0))
= / ]15*1(0) (I7 y)d(V ® 7])
RQD

= [ tee+ v e

- [, ten@dwen)

- [, [, 1e-s@is@int)

= [, e = winty).

Ahora calculemos v(C' — y) usando que C'= A x B.

vV(AxB—-y)=v(A—y X B—1ys)
= \Vol(A)1p(y2).

Volviendo a la igualdad de antes obtenemos,

£(C) = AVol(A) / 15(n(y))di(y)

= A\Vol(A) /RD Lr—13)dn(y)
= A\Vol(A)n(z~'(B)).
L]

Observacion 3.1.2. Notemos que £ contiene sdlo informacion sobre w(Z), es decir que
no importa como sean las primeras d coordenadas Z, por lo que de ahora en adelante
pensaremos que las primeras d coordenadas de Z son 0, o equivalentemente que Z es
ortogonal al subespacio RY.

Empecemos con la siguiente definicion que generaliza la dada en 2.3.1.

Definicién 3.1.3. Llamando X = w(Xz) definimos

T\ = fnf{ S g+ Zoy) = (G50 + Zoyn) 1k > 2y (g1, oo 1)

un camino de puntos en X de 0 a xel}.

Como es comun en este tipo de modelos, para probar la convergencia de nuestro
estimador tendremos que usar el siguiente teorema que podemos encontrar en [1] como
el teorema 2.2.
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Teorema 3.1.4 (teorema ergédico subaditivo). Sean (X, ,)o<m<n variables aleatorias
que satisfacen

1. Xopn < Xom + Xon para todo 0 < m < n.

2. La distribucion de la sucesion (X mik)i>1 Y (Xt 1,mik+1)6>1 €8 la misma para
todo m > 0.

3. Para todo k > 1 la sucesion (Xnk,(nﬂ)k) es estacionaria.

4. E(Xo1) < o0 y E(Xon) > —cn para alguna constante finita c.

Entonces

’ XO,n
lim
n—oco N,

emiste casi sequramente y en L'.

Mads atn, sila sucesion en 3 es tambien ergédica, entonces el limite es una constante
y la convergencia es casi sequra e igual a

E (X
i =Xon) _ ]E(XOn).

n—00 n neN N

A continuacién veremos un lema para probar que nuestro modelo también tiene una
constante temporal asociada.

Lema 3.1.5. Sea X ~ PPP(\) en R?, x € RP y (Z,)nen una sucesion de vectores
aleatorios en RP y M, m > 0 tales que P(] n| < M) > m, entonces

p<|qzn<>—x|a>t<exp< (2 td/a>,

para t suficientemente grande. En particular la sucesion E(|qz, (x) — xz|*) estd unifor-
memente acotada en n € N.

Demostracion. Sea z € RP entonces
P(lgz,(z) — z|* > t) =P (N(Bu/a(x)) = 0).

Sea C el cubo en R” centrado en z y de lado 2t'/¢/ VD. Por la equivalencia entre la
2-norma y la co-norma, tenemos que Bj/o(x) C C. Podemos escribir C = C; x Cy con
C1 v Cq los respectivos cubos de dimensiones d y D — d respectivamente. Por otro lado
si t es lo suficientemnete grande tal que [—M, M]P C C, entonces

P(n(Z,) € Cy) =P(Z, € R x Cy) > P(Z, €C) > P(|Z,| < M) >m
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Luego

I
©]
%
3
0
>
8
)
<

P (w(Z,) € Cy))

< exp (—A (\/%)dtd/am>
= exp (—A (%)dmtd/a> :

por lo que obtenemos el primer resultado. Para la segunda parte basta notar que

E gz, (z) — o) = / P(lqz, (z) — 2] > t)dt

9 \¢
< [exp|-MN—=) mtY"|dt < .
—/R p( (w) )

O

Notemos aqui el primer fenémeno interesante del modelo: si en el lema anterior
tomamos Z,, = Z y x = 0 obtenemos que E(|¢z(z)|*) < oo sin importar qué tan pesada
sea la cola Z. El siguiente teorema es la convergencia de nuestro estimador perturbado,

que puede verse como un analogo a los teoremas 2.1.1 y 2.3.2.

Teorema 3.1.6. Sea Z un wvector aleatorio en RP | entonces ewiste una constante

positiva iy tal que

TZ
n N—00
— —— Uz, C.S.

Demostracion. Para probar esto usaremos el teorema ergddico subaditivo, definimos

para 0 <m <n

Xm,n - inf{ | (QJ + Z‘lj) - (QJ+1 + Zq]-+1) |a K > 2y(q17 aqk)

B
—_

i
=)

un camino de puntos en X de me; a nel}.

Es claro que X, = TZ. Veamos que (Xomn)o<m<n cumple las hipétesis del teorema
3.1.4. Sea (qi, ..., qr) un camino de 0 a mey, y sea (pi,...,p;) un camino de me; a ney,

entonces (qi, ..., @k, P1, ---, 1) €s un camino de 0 a ne; por lo que

e
—

k-1

XO,” < | (qj + Z‘Ij) B (qj+1 + qu'+1) ’a + Zl (pj + ij) B (pj+1 + ij+1> |a‘

<
Il
o

J=0
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Luego tomando infimo sobre los dos caminos obtenemos

Xon < Xom + X para todo 0 <m < n.

Los items 2, 3 y la ergodicidad se desprenden de que el modelo es invariante por
movimientos rigidos de R,

Para ver el punto 4. debemos ver que la esperanza de E(Xq;) = E(T7),) es finita.
Notemos que

Ty < laz(0) — qz(er)|”
<2271 (gz(0) — ex|* + ler — gz(e1)|?)
<2071 (27 (|gz(0)|* + lea]*) + lex — gz(e1)[*)
= 27072 4 229721,(0) — 0| + 2 gz (er) — er|™,

Luego nos basta ver que |gz(0) — 0|* y |gz(e1) — e1]* tienen esperanza finita, y esto es
cierto por el lema anterior tomando 7, = Z para todo n € N.

Concluimos por el teorema ergddico subaditivo que existe uz tal que % — py. O

Teorema 3.1.7. Sea (Z,)nen una sucesion de vectores aleatorios en RP tal que Z,, — 0
en distribucion cuando n — oco. Entonces

Zn
n,A n—o0
— L, C.S.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, por lo visto en la observacion 3.1.2 podemos
suponer que los vectores Z,, son ortogonales a R?. Primero veamos que el limite inferior
de Trf}/n es mayor que ji. Para eso consideremos (q1 + Zy,, g2 + Zgy, -5 Gj,, + qum) el
camino que minimiza TnZ”/{. Notemos que por la ortogonalidad de los ruidos para ¢, ¢ € X
tenemos que ¢ — ¢'| < |(¢+ Z,) — (¢ + Z,)|. Luego

kn—1
T < 1q(0) — @1|* + Z 6 — @i1|™ + lgz, — a(ned)|
=0
En—1
<g(0) = @l + D g + Zg) = (@141 — Zgo )™ + lgz, — q(ne)|®
i=0
= 1q(0) — @1 |* + T2 + laz,, — q(ner)|”.

Dividiendo por n y tomando limite inferior obtenemos que

0) —qlo T . —q(nep)|”
n—o00 n n n
T%n 0) — gq]@ ~ —q(nep)|®
< lim inf nA + lim sup —|q( ) — + lim sup |an alnes) .
n—oo M n—00 n n—00 n
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Veamos que el segundo término es igual a 0, el tercero se deduce de forma andaloga.
Notemos que esta afirmacién no es trivial pues ¢; depende de n. Por un lado,

19(0) — qu|* <227 (|g(0)]* + [@]*)
<227 (|q|* + @ |*)
< 2%q|*
< QQ‘QI + Zq1|a
= 2%qz,(0)[".

Por el lema 3.1.5, podemos ver que |qz, (0)|” tiene esperanza finita y esta uniforme-
mente acotada a partir de un n para todo v > 1, luego

P (\q(o) —q > 6) <P (QQM S 5)

< P (2%gz,(0)|* > (en)?)
E (jgz, (0)*])

S 22@
g2n?

Como esto es sumable para todo £ > 0 tenemos que

O _ «

o 1O ="

n—o00 n

por lo que
Z'IL
@ < liminf Ly
n—o0 n
Veamos ahora la otra desigualdad. Fijemos un vector aleatorio Z y sea (qo, - - -, Gk, )

el camino 6ptimo de 7}, » en X. Acotando obtenemos,

1
(TnZ,/\) «

Q=

IN

[4(0) = gz(0)|* + Z_ (@i + Zg) = (i1 + Zgi )1 + lg(ner) — qz(n61)|a)

1=0

Q=

kn—1
= Z |(QZ - Qi+1) + (Zqz' - Zqz‘+1>|a + |Q(O) - QZ(0)|a + |q(nel) - QZ(n61)|a)

kn—1 % kn—1 é
< Z (qi — Qz'—i-l)la) + <Z |ZQi - Zqz'+1|a)
1=0

1
o

+ (19(0) — qz(0)* + |g(ne1) — gz(ne1)|”)

= (Tu2)" + (Z | Z4; = Zqi+1|a> + (12(0) — qz(0)|* + |g(ner) — gz(nes)|”)

Q=

Con esta desigualdad obtengamos la convergencia deseada. Veamos ahora que
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Fijado r > 0, definimos

XZn = {(q,Z) € XZn : |Z’ S 7’},
yo={q:(q,2) € Xz, }.

Notemos que X, ~ PPP(\,) con A\, :=P(|Z,| < r) pues es un thining de X. Luego
Zn

TENE (F2\"
(7)< () <
n n

@

Q

X/
kn2n 1
n «@

|+ (500 - 0 O + ane) ~ gz, e ) <

!/

1
T\ « 1
_n 21— 7
(n) w2131

1
1 X/ o i
T\ % o 1 o1 e
(—) +2 ( ) r+ (—|Q(0) —qz,(0)|* + —|q(ner) — qz,(ne1)| ) ;
n n n

n

donde la primera desigualdad vale porque 77" < Tn " (ya que TZ" es un infimo sobre
un conjunto més grande). De aqui obtenemos la desigualdad

1

TZNE (TN (ke \T (1 | 3

() g(—") +2< ) r+(—\q<o>—qzn<o>|a+—rq<nel>—qzn<nel>\“) |
n n n n n

(3.1.1)

Como T, =T,.,, = T/\é en distribucién, por la proposicion 2.3.4 tenemos que

n,1

T/
lim sup — < p.

n—oo N

X/ .,
Analogamente k,”" =k en distribucion, luego por el teorema 2.3.3 y el teorema

1
Adn
2.3.7 obtenemos que
Xy,
limsup — < C < o0 cs.
n—o0 n

Para el tercer término tenemos que
|g(ne1) — gz, (nex)|* < 2°7g(ner) — ner|* + [ner — gz, (ner)|* <

20"1\q(n61) + Zg(ner) — ne1|” + [ner — qz, (neq)|* < 2% ney — qz, (neq)|”.
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Dividiendo por n y tomando limite superior obtenemos que

1 1
limsup Hg(ner) — gz, (ney)|* < 2*limsup ey — gz, (ner)|* = 0.
n—o00 n—oo N

donde el iltimo igual viene del lema 3.1.5 y de la proposicién 2.5.6. El término n~!|q(0)—
qz,(0)|* tiende a 0 de manera andloga. Tomando limite en (3.1.1) obtenemos

X

1
1 1 / =
TZ” o T/ o k,nZn o
lim sup ( - ) < lim sup (—”) +2 ( ) r<pus+Cr.
n—+00 n n—»00 n n

Tn é 1
lim sup < L ) = lo.
n—00 n

Zn
n

Luego

Y por lo tanto

lim
n—oo N

= /i C.S.

O

De una manera totalmente analoga podemos probar el siguiente teorema que es un
resultado de continuidad en las constantes temporales con respecto a las distribuciones
de los ruidos en 0, lo que da una versién anédloga del teorema 2.1.2. Notar que pz, — i
es un limite iterado mientras que el anterior no.

Teorema 3.1.8. Sea (Z,)nen una sucesion de vectores aleatorios en RP tal que Z, — 0
en distribucion. Entonces

Kz, = [

3.2. Perturbaciones no triviales.

Al comienzo del capitulo probamos que cada vector aleatorio Z induce una constante
temporal py € R tal que gz > p, pero no es claro que haya una desigualdad estricta.
Maés atn, esta no vale siempre como vemos en el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. Sea Z una variable aleatoria constante entonces py = .
Demostracion. Se deduce directamente de la definicién ya que
T7 = fan’%‘ +7Z = (i1 — 2)|* = fan|Qi = @i+1|" =Ty
Dividiendo por n y tomando limite obtenemos que pz = p [

La finalidad de esta seccién es probar que existe un vector aleatorio Z tal que
Wz > . Méas atin podemos tomar Z con soporte compacto.
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Teorema 3.2.2. FExiste Z variable aleatoria de soporte compacto tal que pz > p.

Si bien daremos un criterio para decidir si un vector aleatorio tiene constante tem-
poral no nula, conjeturamos que vale el siguiente resultado mas fuerte.

Conjetura 3.2.3. Sea Z vector aleatorio en RP~¢ tal que Var(Z) > 0, entonces

Lz > .

Ahora veamos el siguiente lema.

Lema 3.2.4. Sea Z un vector en RP~¢ que admite una densidad f : R©P=9 — [0, M]

acotada y r > 0 tal que
RA D/a-1
r > Mf % 3
I

Demostracion. Sea X ~ PPP(A) y r > 0 entonces X452 es un proceso de Poisson con
intensidad gy;z (z,y) = Ar~f(y/r). En particular si g es la intensidad de X"Z tenemos

d
entonces % > pk.

que g(v,y) = f(y/r). Luego podemos construir un proceso de Poisson Xj;, C R de
intensidad M; tal que X'% C X, Luego

z RP M
/’L: 2 /’LMf = a—1 "

Es esperable que si buscamos Z tal que u? > pq en un proceso de intensidad 1, ten-
ga sentido empezar buscando tal Z para un proceso con alguna intensidad r. Luego
queremos que

RDP
H1 R? L a
a—1 > ILLT = a—1 /’l‘ .
7\ 1fD T d

Despejando r

d a—1
a uR
r > MfD <W> .

. . e d
Entonces si 7 cumple esta condicién obtenemos que p'? > pX*. Llevemos este resultado
a un proceso de intensidad 1.

A Rd 1 Rd
e >y = =y -
rd
Por otro lado
rZ 1 T%Z
/’Lr - a—l:ul )
r-d



donde la igualdad vale pues p™ = A\*~!* para cualquier proceso de Poisson homogeneo
X en algin R¥. Luego

Llamando r = r4 obtenemos que,
d a—1
, a b & p®

:u1Z > /L]F para rd > MfD (W) .

O equivalentemente,
Re D/a-1
S M]Fd para r > My (%) .
m

La demostracion del teorema 3.2.2 se sigue de tomar » = 1 por lo que obtenemos
d Rd a—1
pZ > MI{W para 1 > Mp <ZW> .

Despejando My tenemos que

D D1
RD\ @
i

Luego tomando d = 2, D = 3 y Z una variable aleatoria uniforme de densidad
3y 2t
% %) " obtenemos el resultado deseado.
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Capitulo 4

Perturbaciones en variedades

El objetivo de este capitulo es poder definir un modelo de percolacién como en [5]
pero que tenga en cuenta el ruido y luego probar que el estimador de dicho modelo
converge a un objeto macroscépico. Para eso, en la primera seccién estudiaremos el
orden de la cantidad de puntos que tiene la geodésica del modelo sin ruido, que nos sera
de utilidad luego para poder deducir el orden de su versién con ruido. En la segunda
seccién definiremos el objeto principal de este trabajo y probaremos la convergencia
del estimador bajo hipoétesis razonables sobre el ruido. En la tercer y ultima seccion,
mediante técnicas clasicas, haremos el paso de tener una cantidad Poisson de puntos
a una cantidad deterministica de puntos.

4.1. Puntos en el camino 6ptimo

En esta seccién probaremos que el orden de la cantidad de puntos del camino éptimo
en X, y con n ')\, — 1, que llamaremos k,, es a lo sumo nB/d+e Esto nos ayudard
a probar la convergencia del estimador perturbado. Notemos que si (g1, ..., qx,) es el
camino 6ptimo en X, ; de x a y entonces

0<i<kn q,q’GXxnyf

kn
Ds,, s (2,y) = ZMZ —¢i—1|" = kn min g —qi1|" > kn min  |qg— ¢|
=0
a#q’

Multiplicando por n?,

«

«
B B . _ —1/d 1/d ;
n’Dx, (z,y) >n’k, <q,q}?>§?n,f g — CJ’!> = (n"Yk,) | nV/ o0 g — ']
q#q

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.1.1 (spacing). Sea (X,d) un espacio métrico que a su vez es un espacio
medible (X,X). Sea X un proceso de Poisson en X. Definimos el spacing de X como

SPx,d — qlgl,f& d(q, C],)'
éﬁfq’
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St es claro quién es X y d notaremos spy 4 = sp.

Con esta definicién podemos reescribir lo anterior como
n’ Dy, (x,y) > (n7"k,) (n'/Isp)”. (4.1.1)

Esto nos dice que una cota superior para el estimador y una cota inferior mayor estricta
que 0 para nfsp para algin & correspondiente nos da una cota para el orden de k, pues
multiplicando y dividiendo por n*¢ obtenemos que

n’ Dy, ,(z,y) > (nCHYD7¢L,) (n/9Hsp)”,

y si pasamos dividiendo el término del spacing para el lado izquierdo y tomamos limite
superior obtenemos

1
< lim sup n’BDXAmf (z,y)

lim sup m su —(n(l/d)+fsp)a

n
TSP (d) tag

1
<li p { (n(/d)+esp)®
< ]_lgl_)sc};.p n DX/\mf (ZL’, y) hfbn_)sogp (n(l/d)+§sp)a

< lim n’BDXAn}f(x,y) (h’m inf n(l/d)+§sp>_ .

n—o0 n—o0

Veamos que ambos limites son finitos. Ver que el limite superior de nfBDXM ; (z,y)
es finito no es complicado pues sabemos que n” Dy, ;(w,y) converge y Xy, r es casi igual
a X,, . La siguiente proposicién formaliza lo recién dicho.

Proposicién 4.1.2. Sea X, un proceso de Poisson en M de intensidad \,f tal que
’\7" — 1, entonces

n’BDXM (x,y) = pdrs(z,y).

Demostracion. Consideramos Xy, | v X[z, procesos de Poisson sobre M de intensidad
| A\n]f ¥ [An]f respectivamente tales que

X € Xy, € X,

luego
DX[)\”'\ (x,y) < DXAn(xay) < DXL)\nJ (‘T?y)a y

n’Dx,, . (z,y) <n’Dx, (z,y) <n’Dy, (z,y).

Por otro lado por el corolario 2.4.4 tenemos que

B
n
nﬁDX[Am (z,y) = (D\_"‘) D‘TL]BDXMM (z,y) — Mdf,a(% Y),

B8
n
n Dy, () = (m) MJ? D (225) = pdgale ),

Concluyendo que
nDx, (,y) = pdsa(z,y).
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Ahora probaremos que el lfmite inferior de n®/ ‘”espxA A estd acotado inferiormente
nyJ?

(més ain tiende a infinito), por lo que tomaremos { = 2/d+-¢. La estrategia para probar
esto sera reducir el caso de Poisson en la variedad al caso de Poisson en una carta, luego
al Poisson en un abierto de R, que si tomamos bien las cartas podemos pensar al abierto
como (0,1)%, que allf la prueba serd méas facil. Empecemos por esto tltimo.

Teorema 4.1.3. Sean r, A\ > 0, X un proceso de Poisson de intensidad X en [0,1]¢,
entonces existe C' = C(d) tal que

P(sp <7) < CA*r

Demostracion. 1 Definimos h(gq, X) = 1{d(q, X \ {¢}) < r}. Llamemos N, a la cantidad
de puntos en X tales que el punto mas cercano en X\ {¢} estd a distancia menor estricta
que 7, 0 sea

Ny = h(g,;X\{q}).

qeX

Tomando esperanza y usando el teorema 2.2.7

EN, =E> h(q.X\ {q})

qeX

_ / E(h(z, X))\ dz
[0,1]4

_ )\/ P(B,(z) N X # 0) dz
[0,1]¢

= )\/ (1 — e ") dy
[0,1)¢

< waArd\

= wy\2r,

Notemos ahora que {sp < r} C {N, > 1}, luego
P(sp <7) <P(N, > 1) <E(N,) < wg\*r?.
[l

Proposiciéon 4.1.4. Sea X,, un proceso de Poisson sobre M de intensidad M\, f con
An/n— 1y sea M > 0. Entonces para todo € > 0, P (n(3/d)+espn < M) es sumable. En

particular
lfim nG/d+e
n—oo

Spp = +00.

Demostracion. Sea M > 0. Sea {(U;, p;)}™, un cubrimiento por cartas (luego las to-
maremos explicitamente). Sea § > 0 el nimero de Lebesgue del cubrimiento dado por
2.5.1. Luego si n es lo suficientemente grande tal que Mn®/9+¢ < § entonces en el
evento {n®/d*+esp < M} existen 2,y € X N M tal que |z —y| < Mnl®/d+] <5, Tuego
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y € Bs(z) C U; para algtin i = 1,...,m. O sea que x,y € U;. Esto nos dice que para n
suficientemente grande,

P(n(B/d)+asp <M)<P (U{n(3/d)+£SanHUi < M}) < Zp(n(?»/d)ﬁspxnmw < M).
i=1

i=1

Luego basta ver que P(n®@*¢sp, . < M) es sumable. Para esto tomemos las cartas
dadas en el lema 2.5.2, y esto sumado a la equivalencia en la proposicién 2.5.3 nos da
que

P(n<3/d)+aspxnnUi,|-\ <M)< SPx,,"Us,dg a1 < CM)
n(g/d)JrEsPXnﬂUi,dg,Ui < CM)

+e
P (Knr W), 1y, = OM)

n(3/d)+asp%(XnmUi)7‘.| < éM)

Notemos que ¢;(X,NU;) es un proceso de Poisson en By /5(0). Veamos cémo se comporta
su intensidad, para eso tomemos A C B o(x),

A) = — o -1 —1\t -1 ]
() /@i_l(A)Anf M [ 1o det(Dg ) D)

Por el tercer item de 2.5.2 tenemos que este determinante esté acotado, luego
n(A) < CMpAa|Al.

Entonces podemos acoplar a este proceso en la bola con otro con intensidad C'MyA,,, es
decir existe un proceso X en B/ (x) tal que ¢;(X, NU;) € X, que a su vez lo podemos
acoplar por un proceso de la misma intensidad pero en [—1/2,1/2]% por lo que

P(n(S/d)—i_Espgpi(XnﬂUi)J-\ S OM) S P(n(?’/d)ﬁst"_l S CM)
Por el teorema 4.1.3 tenemos que

~ d
~ ~ CM =\ 1
3/d)+e 2 _ n
]P’(n( /d)+ spx, < CM) < CON, <—n(3/d)+£> =C (—) —

Esto ultimo es sumable. O

Luego tenemos probado el teorema principal de esta seccion que es el siguiente,

Teorema 4.1.5. Sea € > 0 entonces,

. kn
lim —— =0
+e
n—oo n-d

De manera totalmente andloga estos resultados valen para el caso geodésico.
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4.2. Convergencia del estimador

Durante el transcurso de esta seccion M sera una subvariedad riemanniana emebibi-
da en R” de dimensién d, mientras que f : M — R sera una densidad de probabilidad
suave en M. Empecemos definiendo el objeto principal de estudio de este trabajo.

Definicién 4.2.1. Sea Z € RP un vector aleatorio con medida de probabilidad 1, sea
Y C M x RP un proceso de Poisson con medida de intensidad v @ 1 con v la medida
de probabilidad inducida por f, entonces definimos

X2, = {q+2: (0. 2) € Y}

Si llamamos Ty : M x RP — M como la proyeccion a la variedad y X,, = 7aq (Xf’f),
dados z,y € M definimos

k—1
Dyz (x,y) = fnf{ D g+ Zyy) = (G501 + Zoga) 1" k> 2y (a1, )
j=0

un camino de puntos valido en X,, de x a y}
Antes de enunciar los resultados principales, presentaremos dos lemas que nos seran
de utilidad luego

Lema 4.2.2. Sea M C RP yx € M, sea X, r como antes, entonces para todo € > 0
existe C. > 0 tal que
P(n’|q(z) — 2|* > ¢) < e G

En particular
lim n”|q(x) — z|* = 0.
n—oo

Demostracion. Llamemos r,, = (e/nﬁ)l/a, luego

P(nlg(x) — 2l > &) =P (lafw) — 2] > (¢/n)""") = P(la(z) — 2] > r2)

<P(dy(q(z),z) > Cry,) =P(N(Bey, (z)) =0) = exp (‘n/B ( )f>

< exp (—mnVol (Becy,(x))) = exp (—mfnCrnCLVOZ (Ber, (:c))) :
Tn

Notemos que nr, = £/*n'/* mientras que por el lema 2.5.4 Vol (Bcy, (z)) estd
acotado inferiormente por cierta constante ¢, luego

P(nP|q(z) — 2| > €) < exp (—Cnl/o‘) :
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El siguiente lema, que serd fundamental en la demostracién de nuestro teorema
principal, compara la distancia del modelo con ruido del modelo sin ruido.

Lema 4.2.3. Sea (qi, ..., qr) un camino de puntos en X C RP un proceso de Poisson con
k posiblemente aleatorio, y sea XZ el proceso X con marcas de distribucidn Z, entonces

1/ k 1/«
(Dyz(z,y))"* < (ZW Gir1]® ) +2 <Z|Zia> +
=1

1/a

(lg” () = (@1 + Zag) 1* + gk + Zg, — 7 (9)|*)

Demostracion.
(Dxz(a,y)"* <

1/
(!qz(fﬂ) — (0 +2Z,) " + Z!ql + Zgy = (@1 + Zgupt) 1" + e + Zg, — qz(y)|a> <

1/
<Z|Qz — Qiv1 + Z, i Zqz'+1|a + |Q1 + ZQ1 - qu|a + ‘Qk + ZQk - qu|a> :

Notemos que si definimos

X = (QI — 42, Qk—1 — Qkao 0)
Y = (Zyy — Zggs s Zag, — Za,0,0),

dk—1

V= (07 "'70>qZ(x) - (Q1 + qu) y Qe + qu - qZ(y))’

podemos reescribir la ecuacién de arriba como || X +Y + V||, v aplicando desigualdad
triangular obtenemos que

1/a 1/
(DXZ x y <Z|QZ QZ+1| > <Z|Zqz - qz+1|a>

+ (|qZ(ZE)—(‘J1+Z )|a+|Qk+Z _qZ(y)|a)1/a

1/a
_ (Dgsle.g) + (D |)

+ (|q (ZE) - (CJ1+Z )| + |q1<:+qu _qZ(y)|a)1/a

1/a
< (Dx(w,y) + (Z |zi|“)
+ (|qZ(x) — (1 + Zg) |* + |ar + Zg, — qZ(y)|0‘)1/a'

]

Proposicién 4.2.4. Sea X, un proceso de Poisson en M de intensidad \,f tal que
’\7" — 1, entonces

n’ Lz, y; Xn,.r) = pdg sz, y).
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Demostracion. La demostracion es analoga a la proposicién 4.1.2 usando el teorema
2.4.5. ]

Nuestro objetivo en esta tesis es, bajo hipdtesis razonables, probar que n” Dyz, (x,y)
n.f

converge a udsg(x,y). A continuacién probaremos el limite superior.

Proposicién 4.2.5. Sea (Z,)nen una sucesion de vectores aleatorios en RY tal que
nG/drez 0 en distribucion entonces,

lim sup nﬁDin (z,y) < pdsg(z,y),

n—oo

para todo x,y € M

Demostracion. Sean z,y € M. Como los puntos con grandes perturbaciones no “ayu-
dan” a minimizar la distancia, los podemos “ignorar”. Formalmente definimos

-
Py :={q:(q,2) € X7, ]2 < EETL
T, ={(q.2) €XJ" 1 q € P}
Notemos por un lado que 7" C X% por lo que Dyz.(x,y) < Dry(x,y). Por otro
lado notemos que P, es un thining de X, f, luego P, es un proceso de Poisson de
parametro \,f con A, = nP(n®/9+¢Z, < r) por lo que lo notaremos P, = X,, .

Ahora consideramos (gi, ..., qx,) €l camino 6ptimo de = a y en X, s con la distancia
geodésica de M. Usando el lema 4.2.3 obtenemos que

(Do (r.9)) " < (D)) ™

kxx . s oSV

(X la—aal) 2| 312

+ (107(2) = (@ + Zg) 1"+ lase,, + 2

1/a

~Zw))"

quz\n,f
Multiplicando en ambos lados por n®/® obtenemos que
kX)\n ; 1/ kX/\n,f 1/a
(0 Dyza (w,)) " < | Z =l | 20" Y 12,

1/a
+ (P10 (@) = (@ + Z) 1"+ 0\, + Zay —d*WI°)

Veamos cémo se comporta cada término del lado derecho. Empecemos por el primero,

1/ 1/

SV SV

n Y g — gl < |0’ dy(giginn)” = (0" L(w,y; X5, )V
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Por el lema 4.2.4 el miembro derecho converge a udsg(x,y). Mientras que el segundo
término podemos acotarlo por

1/ 1/a

kp,, kp,

8 3 r “
Zn |24, < Z” (n(3/d)+a>
=1 1

= (]{;Pn)l/a ngi(%Jrs)T

(kp,)"”
@A) +(1/da)te

1/a
— kPn r
nZQJ»l +ae :

Tomando limite superior y usando el teorema 4.1.5 obtenemos que
1/a

| = 0.

Para el tercer término basta ver que n’|¢?(z) — (q1 + Z,, ) |* — 0. Pero acotando obte-
nemos

|07 (x) = (@ + Z1,) [* <227 g7 (@) — 2[* + 277 o — (@ + Zg) |*
<227+ Zg) — 2"+ 227w — (@1 + Zg)
=2%r —q — Zg, "
<292 (lo — @™ + [ Z4,|*)

2« _ «a r ¢
<2 (je—al*+ (@) )

2« « r @
<2 (le—al*+ (7))

Multiplicando por n?,

(0%
Wl @) = o+ Z) P <2 (el 4 )
Luego basta ver que n”|z —q|* — 0. Recordemos que ¢ es el punto més cercano a g; en
P, con la distancia geodésica. Como la distancia geodésica es equivalente a la distancia
euclidea en variedades compactas, por el lema 4.2.2 obtenemos lo deseado. Finalmente,
juntando todo obtenemos que

lim sup nﬁDXz,} (z,y) < pdsg(z,y) +Cr, Vr >0,

n—oo

lim sup nBDXz,}(x,y) < pdsg(z,y),

n—oo

que es lo que queriamos ver. O
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2a+1
Notemos que fue relevante saber que n®/#*¢Z, — 0 para usar que kp, /n-a *¢

converge a 0. Si conseguimos un orden mejor en el camino 6ptimo sin ruido podre-
mos obtener un decaimiento del ruido mas lento. Notemos que bajo las hipdtesis del
lema 2.4.6 tenemos que k,/n'/? estd acotado casi seguramente, luego con este orden e
imitando la demostracion de la proposicién 4.2.5 obtenemos,

3/d)

Proposicién 4.2.6. Sead C R un abierto, conexo, acotado y con frontera C', y R¢ C
RP wia la inclusion en las primeras D — d coordenadas, si n'/?Z, — 0 en distribucion,
entonces,

lim sup nﬁsznf(m, y) < pdysp(z,y),

n—oo

para todo x,y € U.

Acabamos de probar el comportamiento del limite superior de szf. Cuando lo

hicimos comparamos DXZf con su truncamiento Dyr gracias a que T C XZ - Para el
n, ’

limite inferior no podremos proceder de la misma manera, el siguiente lema nos da una

forma alternativa de comparar estas dos distancias

Lema 4.2.7. Sea T un thining de Xf,f de pardmetro p y sea € > 0 entonces
P (|Dxz, (2.y) = Dr(x,y)| > ) < (1-p)n.

Demostracion. Notemos que como 1" es un thining de parametro p entonces Xf f \T es
un proceso de Poisson de intensidad (1 — p)nf. Luego

P (Ing’f(x,y) — Dr(z,y)| > s) <P(XZN\T#0) =

P(NM)>1)=1-P(NM)=0)) =

1—exp (—/M(l — p)nf(x)dx) =1—e 0P < (1—p)n.
O

En la demostraciéon de la proposicion 4.2.5 usamos los conjuntos 1) y P,, estos
conjuntos seguiran siendo de utilidad asi que recordamos su definicion.

r
Pn = {q : (q, Z) c Xgn, ’Z’ S W},

Ty :={(q,2) €X/": q € P.}.

A continuaciéon veremos un lema que afirma que el camino de puntos en el proceso
con ruido tiene orden a lo sumo ne+1/d,

Proposicion 4.2.8. Sean x,y € M y sea k] el nimero de puntos que tiene el camino
optimo de x ay enI). Entonces
,

, n o
lim sup m =
n—ro0 n d
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Demostracion. Al igual que hicimos en 4.1.1 tenemos que

nﬁDTg (z,y) > nﬁanPTg = 14 (”UdSPTg) = “Zayi_, (”(3/d)+85PT;) :
n n d

Entonces nos resta ver que el limite inferior de spr; estd acotado inferiormente.

spry = min [t — |

tt' €Ty
= qg}é%n g+ Zy — (4 + Zy)|
= q}(lr,lé/%n{|q —d| =2y — Zy1}
> min {lg—¢| - 2W}
r

= SpP" — ZW

Multiplicando ambos lados por n(3/d+e

3/d)+e

n spyr < nG/D+esp, — .

Por la proposicion 4.1.4 tenemos que el limite del miembro derecho es infinito, luego
n(S/d)“spTg — 00, por lo que

k?“

lm —— =

n—o0 n d +e

A continuacién el teorema principal de esta seccién y de toda la tesis.

Teorema 4.2.9. Sea M una variedad cerrada, (Z,)nen una sucesion de vectores alea-
torios tal que nP (|Zn|n(3/d)JrE > 7’) es sumable para algin ¢ > 0 y para todo r > 0,
entonces

lim nﬁDXz,}(a:,y) = pudsg(z,y),

n—oo

para todo x,y € M.

Demostracion. Por la proposicion 4.2.5 basta ver que

pdsg(z,y) < liminf nBDXz,} (x,y).

n—oo

Como hicimos alli, trunquemos nuevamente a X? s ¥ consideremos
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(¢14Zgy, -y @i, + Zg,, ) €] camino minimizante en T con la distancia euclidea. Entonces
K 1/a
(Dp, (z, y))l/a (‘Q(l’) —al* +lay) — @ |* + Z g — Qi+1\a>

1/a

IN
=

(la(x) = aal* + la(y) — au]*) "™ + (Z @i — qia|” )

« 1/
= (la(@) — a1l + la(w) — @y |*) "
k7,
+ |Qi + th‘ - <Qi+1 + Zqz'+1> + (Z(Ii+1 - ZQi) a>
=0

1/

1/
< (lg(@) = au]® + la(y) — gy )"

+ (Z ‘Qz + Z(Iz Q1+1 + Zf]z+1)’ )
(DTT T ?/ 1/0¢ (Z |Zqz+1 T Ay

+ (lg(x) — al* + laly) — ai; 1)

1/a 1/a

<Z ’ qit1 ZQi

1/

)

)

Multiplicando por n®/®,

(nﬁDpn(x,y))l/a < (nﬁDTr (x, y))l/a

(Z nﬂ|Zqz+1 T A

Tomando limite inferior y acotando obtenemos que

1/a

@ @ 1/a
) + (n°lq(z) — @™ +n"laly) — @z |*)

lim inf (nBDpn (x, y))l/CY < lim inf (nﬂDTﬁ(x,y))l/a

n—oo n—0o0

(113; Sogpzn | Zgiin = )

1/a
+ (h’msup nﬂlq(x) —q|*+ nﬁ\q(y) - Qk2|a> :

n—oo

1/a

Veamos como se comporta cada término. El lado izquierdo de la desigualdad converge
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a pudsp por la proposicién 4.1.2. Para el término con la sumatoria acotamos

k?"
n ,r.Ot
lim sup E n®|Z. — Zg|* <limsupk e —
n—oo T4 ’ i ql’ N—500 M nBa/d)tas

32 _qe

= rlimsup k,n’ "4
n—oo

—QaE

, 2a—1
=rlimsupk,n 4
n—oo

’ n
= rlimsup —7—

n—oo n-a TOE

=0.

Donde el tltimo igual se deduce del lema 4.2.8. En cuanto al tltimo término basta ver
que n°|q(z) — ¢1|* — 0. Acotando,

q(x) — @] < |g(x) — 2| + |z — @] < 2q(x) — 2.

Por el lema 4.2.2 n®|q(z) — z|* — 0, por lo que n’|q(x) — ¢;|* — 0. Esto nos da el
siguiente resultado
pdy g(x,y) > liminf n® Dy, (2, y).
n—oo

Notemos que usando el lema 4.2.7 con T que es un thining de parametro P(|Z,|na*s <
), tenemos que

P(|Dyz (x.y) = Drz(2.9)| > 0) < (1 =P( Zu|nd* < r))n = nP(|ZuJnd** > ).
Por hipoétesis esto es sumable por lo que obtenemos que

lim |nyzl,;(x,y) — Dy (z,y)| = 0.

n—oo

Sumado a lo que tenemos obtenemos que

pdsg(x,y) > liminf nﬁDinf(x, Y),

n—o0

que es lo que queriamos ver. O

Notemos que si tenemos en cuenta el rescalamiento, en este 1iltimo teorema tuvimos
que pedir una velocidad de convergencia del ruido a 0 méas rapida de lo esperado. Esto
se debe a dos factores: en principio no sabemos como se comporta con exactitud la
variable aleatoria &, si bien pudimos probar lo visto en la proposicién 4.2.8 suponemos
que este orden no es 6ptimo, una mejora no tan buena seria mejorar el orden del spacing
a liminf n®/#+esp, > C para todo € > 0 y para alguna constante C, que creemos que
es el orden 6ptimo de sp,. Sin embargo esto concluirfa que k,, ~ n(®TD/4+e que creemos
que sigue sin el mejor orden que podemos conseguir. Conjeturamos que el orden es el
mismo que en caso convexo y sin ruido, es decir

Conjetura 4.2.10. Sean x,y € M. Entonces



Si llegaramos a poder probar este resultado, usando las mismas demostraciones,
llegariamos a que el ruido tendria que tener una velocidad de convergencia tal que
nlP(n'/%*¢|Z,| > r) sea sumable para todo r > 0 para tener la convergencia deseada.
Es decir podriamos pedir que la convergencia sea n//9+¢Z_ — 0. Sin embargo creemos
que esto podria ser ain mejor como afirma la siguiente conjetura.

Conjetura 4.2.11. Sea (Z,,)nen una sucesion de vectores aleatorios tal que nYiz., —0
entonces

n—o0

lim nﬂDXz,} (x,y) = pdyss(,y),
para todo x,y € M.

A pesar de no tener prueba de esta afirmacion, podemos probarla para el caso en el
que la variedad esta contenida en alguna variedad lineal de dimensién menor y el ruido
sea ortogonal a la variedad.

Teorema 4.2.12. Sea U C R C RP donde la inclusion RY C RP es via las primeras d
coordenadas. Sea (Z,)nen una sucesion de vectores aleatorios ortogonales a R tal que
n'/?Z, — 0, entonces
lim nﬁDZ”( y) = pdyp.

n—o0

Demostracion. Por la proposicion 4.2.6 basta probar que
pdsg(z,y) < liminf nBDXz,} (x,y).
n—oo n,

Notemos que gracias a la ortogonalidad ahora podemos usar desigualdad triangular: si
q1,q2 € Ry 21, 20 € RV~ entonces (abusando de la notacién) ¢;+2z; = (q;, %), 0 sea que
[ +21—(get+22) > = [(q1—a2,0)+(0, 21— 2) |* = |q1 = o>+ [21—22[* > [q1—go[*. O sea que
lg1 — q2| < |q1+ 21— (g2 + 22)|. Esto nos dice (moralmente) que el camino de puntos visto
sin ruido va a tener menor costo que si lo vemos con ruido (més un error que aparecera
que es o(n”)). Procedemos de la siguiente manera. Dado (g1 + Zg,, ..., q5, + Zq,.m) el

camino minimizante en Xn s (¢(z),q1, ., (g;,),q(y)) es un camino vélido en X,,, luego

Dy, (z,y) < |q(z) — ¢:[* Z|Qz = qin|™ ) + gz, —a)|”

< lg(x) — q|* Zlqz+21 (@41 + Zg DI | + lai, — a(w)I®

= lq(z) — @] + Diﬁ,f(ma y) + g, —a)|®
= DZ" (2,9) + la(x) — a1 |* + laz,, — a(v)|*-

Multiplicando por n” y tomando limite inferior obtenemos que

lim inf n° Dy (z,y) < lim inf (nﬂDgz’f(x, y) +lg(w) — @] + gz, — Q(y>|a>

n—oo n—0o0

< lim inf n5D§: ; (x,y)

n—o0

+ limsup n°|q(z) — q|* + limsupn’glq,;n —q(y)|*.

n—o0 n—o0
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El miembro de la izquierda converge a udsg(x,y) por el corolario 2.4.4. Veamos que
n®|q(x) — q1|* — 0. Acotando,

n’lg(z) — q|* < n”lg(x) — 2|* + 0l — |
< 2°nP|q — x|®
< 2anﬁ|Q1 + 7y — x|

Donde la tultima desigualdad es por la ortogonalidad de ¢; — x con Z;. Donde ¢; + Z;
es el punto més cercano a = en Xf’} Por una cuenta andloga a lo probado en 3.1.6
obtenemos que |¢1 + Z1 — z|* — 0. Analogamente n°|q; — ¢(y)|* — 0. Luego hemos
probado que

pdsg(x,y) < liminf n/BDX??(:L', Y).

n—o0

O

Hemos mejorado la velocidad de convergencia del ruido, pero... jEs este el mejor
orden que podemos conseguir? La respuesta es afirmativa como lo afirma el siguiente
teorema

Teorema 4.2.13. Sea M = [0,1]? C R4, Eriste una sucesion de variables aleatorias
(Z)nen conn'/?Z, — Z en distribucion tal que

lim inf n® D27y (2, y) > pzds sz, y),

n—oo

con jiz > u para todo z,y € (0,1)%

Demostracion. Sea Z como en 3.2.2 | 0 sea que jz > [y sea Xz un proceso de
Poisson de intensidad 1 perturbado con esta variable aleatoria. Notemos que n~ /X%
es un proceso de Poisson en R? de intensidad n con una perturbacion ortogonal de
n~Y1Z. Luego si nos restringimos en las primeras d coordenadas al [0, 1]¢ obtendremos
un proceso de Poisson de intensidad n en [0,1]? con perturbaciones n=/?Z. O sea
n~ X7 ([0,1]Y NR) = X7 con Z, = n~"/4Z. Entonces acotamos,

Dxfﬁ (z,y) = fﬂfx) Z (@ + Zni) + (@it + Znivr) |

k
1
= —— inf nl/dl-—i—Zi— Tll/di +Z,L @
774 g =g(x) Z | q (N i1 +1)|
ae=q(y) =0
Qiexn
1 k
’ / / o
= La/d quql'&fl/dm) ; |G + Zi = (qiy1 + Ziga)|™
al=q'(nt/dy)
gent/¥X,
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Notemos que podemos acoplar a n'/4X,, a un proceso de Poisson Y de intensidad 1
en R tal que n/X, C Y, luego

1
—a lnf Z |Q’L + Z QH-l + Zi+1)’a 2

na/d I — ol (n 1)y
= =0
q, —q( l/d
qenl/dX
1 1z 2=yl Ty _ o=yl Tibmay
nefd " m el Tl /d pl/d]y —y| T nf ]z — [’
Luego
8 Tnzl/dlz Yl A
> |z — T g — |
hﬁg}lfn Din(x y) > |z y[hmmf Y p— = |z —y|p

4.3. Ensamble canonico

Hasta ahora nuestro conjunto de puntos tenia un tamano aleatorio dado por una
variable Poisson de parametro de orden n. En esta secciéon nos vamos a dedicar a
traducir nuestro teorema al caso donde hay exactamente n puntos. Para esto vamos a
usar la demostracién dada en [12]. La prueba es esencialmente igual a la dada en dicha
tesis pero para facilidad del lector vamos a replicarla a continuacion.

Teorema 4.3.1. Sean X,...,X,,Z", ..Z" € RP wvectores aleatorios independientes
tales que X; tiene densidad f y los {Z!'}1<i<n tienen la misma distribucion y cumplen
que nP (\Zﬂn<3/d)+5 > r) sea sumable en n para todo r > 0 para algiun € > 0 y para
algin (o equivalentemente para todo) i € N. Entonces si definimos XZ» = {X; +
Z7, ., Xn + Z7'} obtenemos que

nﬂDXn (I’, y) — [,Ldf’ﬁ(l', y)’

para todo x,y € M.

Demostraciéon. Definamos X,, = {Xi,..., X,,}. Sea ¢ > 0 y consideremos X' X dos
procesos puuntuales de Poisson sobre M con intensidades n(1 + ¢) f(x), n(1 — ) f(x)
respectivamente. Llamemos M = #(X), M~ = #(X). Luego

+ —

lim —— =1+4¢, Iim ——=1-—¢,
n—oo N n—oo MN

casi seguramente. Sea el evento Q, = {M,; < n < M;}. Usando cotas de Chernoff
obtenemos que existe una constante C' > 0 tal que P(2¢) < e~“" y por lo tanto P(Q¢)
es sumable para toda eleccion de € > 0. A partir del Lema de Borel-Cantelli obtenemos
que existe Ny aleatorio tal que para todo n > N; vale {2,,, o equivalentemente
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Por otro lado, para cada n € N podemos construir X, X de manera tal que sobre el
evento 2, se tenga (X )% C X, C (X)),

nﬂD(Xﬁ)Zn (ZE, y) S DXn (17, y) S nﬁD(Xﬁ)Zna (‘Ta y) cn Qn

Usando el teorema 4.2.9 y tomando limite inferior y superior obtenemos

n—00 ’ l—l—g /f,B’

lim inf n° Dx, (2,y) >

1 1
’ B - =
limsupn” Dx, (z,y) < i—: ,B'uullf/fﬂ‘

n—oo

sobre ;o2 ©, Si llamamos por A, al evento definido por las desigualdades ante-
riores, tenemos que P(A.) = 1. Finalmente

P(limnﬂDxn(m‘,y) pdy g, xy) ﬂA

n—oo

?r\»—‘

de donde concluimos la prueba. O]
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Como vimos en los capitulos 3 y 4, logramos (en cierta medida) probar los objetivos
mencionados en la introducciéon. Como primera mejora uno podria probar que el orden
del ruido necesario para la convergencia deseada es el enunciado en la conjetura 4.2.11.
Yendo por la misma linea para probar resultados sobre la homologia de la variedad,
como en [14], es necesario tener resultados sobre la convergencia uniforme del estimador
a la distancia de Fermat.

Si bien este modelo sirve para hacer cuentas, en la practica el ruido esta fijo, entonces
seria bueno obtener cotas sobre la diferencia entre el estimador con y sin ruido. Otro
tipo de cotas que seria bueno obtener es sobre |z — p|. Creemos que se puede llegar a
estos resultados usando técnicas similares a las usadas en la demostracién del teorema
3.2.2, obteniendo asi informacién de como se comporta p en funcién de la dimension.
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Apéndice A
Apéndice

Proposiciéon A.0.1. Sea M una variedad riemanniana de dimension d y x € M
entonces existe ¢ = c(z) tal que 0 < ¢ < 00 y

B
lim Vol(B,* (z))

=C
r—0 Td ’

donde Bf«lg(a:) es la bola de centro x y radio r con la distancia geodésica de M.

Demostracion. Sea © € M consideremos T, M, el plano tangente de z en M, que
podemos identificarlo isometricamente con R¢. Consideramos exp, : R — M el mapa
exponencial que es un difeomorfismo para cierta bola B.(0) C R% En esta bola, las
rectas que pasan por el 0 van a parar a geodésicas minimizantes [3, proposicién 3.6,
por lo que las bolas euclideas (centradas en 0) van a parar a bolas geodesicas (centradas
en x) del mismo radio. Tomando e suficientemente pequeno, podemos asumir que la
diferencial de exp, esta tanto superiormente como inferiormente por una constante
¢ > 0; entonces tenemos que exp, es un difeomorfismo Lipschitz sobre B.(0). Luego

parar < e
Vol(B%(x)) ~ Vol(B,(z)) ~ 1.

]

Proposiciéon A.0.2. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias con la misma
distribucion y E(X;) < oo. Entonces

Xn
— =0,
n

casi sequramente.

Demostracion. Sea € > 0. Notemos que

X =1 1
P(—= >¢) =Y P(-|X;| >n) < -E|X
YR >0 =2 P> ) < B

i=1
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donde la segunda igualdad viene dada por aplicar esperanza a la desigualdad Y~ | 1{|Y] >
n} < Y] con Y = X;. Por nuestra hipétesis la serie converge, entonces por Borel-
Cantelli P(limsup{|X,,| > ne}) = 0, lo que significa que P(iminf{|X,| < ne}) = L.
Entonces

X
lim sup X <e.
n—00 n

Como € > 0 era arbitrario podemos tomar ¢, = 1/m para concluir que

lim sup M =0.
n—00 n
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