UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matematica

Tesis de Licenciatura

Estabilidad y oscilaciones en la red ERK: un paseo por la matematica
para estudiar la regulacion celular

Raigorodsky Pedro

Directora: Mercedes Pérez Millan

Marzo de 2023






III

Gracias a mis viejos por bancarme en todo. A mis hermanos, Katu, Vicky y Simén. A mis
abuelos, tios, primos y toda mi familia que siempre estidn para mi.

Gracias a Lucas, Chano, Julidn, Huanca, Rodri. No tengo palabras para decir los buenos
amigos que son, y también fueron parte de este proceso. Ustedes también me llevaron hasta
aca.

Gracias a Dante y Cami. Mi carrera no hubiera sido lo mismo sin ustedes para hablar,
colaborar, discutir, y divertirnos. Lo mismo con Juli, Manu, Sol, Juja, Sol, Martin, Guido,
amigos y compaiieros con los que he aprendido una barbaridad, muchas veces mds que en las
clases. Flashearla es, creo, la mejor parte de estudiar esta carrera. También incluyo al equipo
del remando, a compaiieros de otras carreras, y mucha otra gente que me ha dado mucha alegria
durante estos afos.

Gracias a todos los increibles docentes que tuve a lo largo de la carrera, desde el CBC hasta
el altimo afo de cursada, no los nombro porque seria mds largo que mi tesis. Muchos estuvieron
ahi en los momentos mds duros, listos para ayudar con lo que pudieran. Ustedes son los que
hacen que la carrera y el departamento sea lo que sea, y me alegra poder haber sido colega y
participar del ciclo docente; y espero poder seguir siéndolo a lo largo de mi vida.

Gracias a Mercedes por dirigirme. Me ayudaste muchisimo y me tuviste muchisima pacien-
cia. Siempre senti que estuviste presente a lo largo de todo el proceso, dispuesta a ayudarme
con lo que sea. Me alegra mucho haber compartido este momento y me llevo muchas en-
seflanzas. Sin ninguna duda, este trabajo también es fruto de todo el esfuerzo, dedicacion y
acompafiamiento que le pusiste. Realmente, muchas gracias.

Gracias a Alicia y Tico por aceptar ser jurados y dedicarle su tiempo a mi trabajo.

Por dltimo, gracias a la UBA por darme la oportunidad de cursar esta carrera.



Iv



Indice general

L1 Tuccion 1
[I.I. Redes de reacciones quimicas| . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 2
(LL1.1. Estados Estacionarios|. . . . . ... ... .. ... ... L. 6

(1.2. LareddelaprotetnaERK| . . . . .. ... ... ... ... ..., 9
1.2.1. L nalizacionde ERKI . . . ... ... ... ... .. .. 9

(.22, Modeladode ERKI . . . . ... ... ... o oo 11

2. Herramientas Teori 19
[2.1. Herramientas para estudiar estabilidad| . . . . . .. ... ... ... ...... 19
[2.1.1.  Multiestacionariedad y Funciones Criticas|. . . . . . . .. .. .. ... 19

[2.2. Bifurcacionesde Hopf] . . . . . ... ... .. ... o L 29
[2.3. Introduccion a los politopos|. . . . . . ... ... 41
[2.3.1. Politoposde Newton| . . . . . . ... ... .. ... ... ....... 44

24 Resultantes] . . . . ... ... 46

3. Estudio de la Dinamica de ERK.| 49
1. Bi iidadl . .. 49

[3.2.  Bifurcaciones de Hopf y Oscilaciones.| . . . . . . ... ... ... ... .... 51
[3.3. Maxima Cantidad de Estados Estacionarios| . . . . ... ... ... ...... 54
[3.3.1. Método por Resultantes| . . . .. .. ... ... ... ......... 56

4. Programas| 59
4.1. M¢étodo de Politopos de Newton.| . . . . . . .. ... .. ... ... ...... 59
@.1.1. TImplementacion|. . . . . . .. ... ... oo 61

4.1.2. Otra Aplicacion|. . . . . . ... .. ... ... .. 62

4.2, Otros programas|. . . . . . v . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e 63

65
[A.1. Cddigo del Algoritmo de Politopo de Newton| . . . . . . ... ... ... ... 65
[A.1.1. Primera Version del Algoritmo|. . . . . . . . ... ... ... ..... 67

[A.1.2. Segunda Version del Algoritmo| . . . . . . ... ..o 69

[A.1.3. Aplicacion a Otro Sistemal . . . . . . . .. ... ... ... ...... 75

[A.2. Codigo de Otros Programas|. . . . . . . . ... ... .. ... ... ...... 78




VI

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es estudiar la dindmica de la red de la proteina ERK (extracellu-
lar signal-regulated kinase, que se traduce como quinasa regulada por sefial extracelular) por
medio de distintas herramientas matematicas. Estas proteinas abundan en las células y estdn
involucradas en varias funciones como por ejemplo la regulacion de la division celular, y su
camino se activa por muchos estimulos diferentes como infecciones virales, factores de creci-
miento, carcindgenos, etc.

Nos basaremos mayormente en los trabajos de Conradi et al. [5] y Obatake et al. [20].
Estudiaremos distintos modelos matemaéticos de la red que pueden dar lugar a oscilaciones o
biestabilidad.

En el Capitulo [I]introduciremos los conceptos basicos de redes de reacciones bioquimicas
bajo cinética de accion de masas a partir de un modelo sencillo de interacciones entre proteinas.
Hablaremos de estados estacionarios de las mismas, la estabilidad de estos estados, y la nocion
de multiestacionariedad y biestabilidad de una red. En la segunda seccion introduciremos la
red ERK, que serd el objeto de estudio central de este trabajo. Daremos su contexto bioldgi-
co, y presentaremos el modelo matemaético que estudiaremos. También presentaremos subredes
importantes, que son mds simples que la red completa y son de interés. Mostraremos parame-
trizaciones de sus estados estacionarios y probaremos que no tienen estados estacionarios en el
borde del ortante positivo.

En el Capitulo |2 presentaremos las herramientas matemdticas que utilizaremos para estu-
diar el modelo dado en el capitulo anterior. Usando teoria de grado [23]], daremos un criterio
para estudiar la multiestacionariedad de una red y un criterio util para llevar propiedades de
una subred a la red completa. Introduciremos la nocién de Bifurcacion de Hopf [[17], un tipo
de cambio de estabilidad en un sistema, que nos interesera estudiar en el contexto de la red de
ERK por sus consecuencias bioldgicas. Para esto presentaremos el criterio de Routh-Hurwitz.
Luego, daremos una introduccién elemental a la teoria de los politopos (basada en [26]]) que nos
serd de utilidad para la seccién computacional. Introducimos también las nociones de politopo
de Newton y volumen mixto de un politopo. Finalmente, introducimos nociones de resultantes,
que serviran para acotar el nimero de estados de una red.

En el Capitulo |3} usaremos las herramientas del capitulo anterior para estudiar la dindmica
de la red ERK. Mostramos que para ciertas subredes de ERK tenemos biestabilidad y, con un
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resultado previo podemos levantar la biestabilidad y multiestacionariedad a la red completa.
También probaremos la existencia de multiestacionariedad para distintos niveles de procesati-
vidad de la red, la existencia de bifurcaciones de Hopf y la posibilidad de coexistencia de bifur-
caciones y biestabilidad dentro de una misma clase de compatibilidad. Acabamos el capitulo
usando herramientas de volumen mixto y resultantes para acotar la maxima cantidad de estados
estacionarios de una red.

El Capitulo 4| nos centraremos en los aspectos computacionales del trabajo. Hacemos una
implementacién completa del algoritmo presente en el Apéndice de Obatake et al. [20] en
Python. Explicaremos el Algoritmo de Politopo de Newton, demostraremos su correctitud, y
haremos comentarios sobre la implementacién del mismo. Ademads, usamos parte del algoritmo
para mostrar la existencia de bifurcaciones de Hopf para una red minima de [2]]. Finalmente,
presentaremos otros programas varios relacionados al Capitulo

Por tltimo, incluimos un Apéndice con el cddigo realizado a lo largo de la tesis. Por motivos
de formato, no todas las indentaciones son correctas para Python, en caso que se desee correr
el cddigo recomendamos abrir los archivos correspondientes en los cuadernos (formato .ipynb)
adjuntos a esta tesis.

1.1. Redes de reacciones quimicas

Nos centraremos en reacciones que se dan entre proteinas adentro de la célula, aunque la
teoria que desarrollamos en esta seccion es mas general. El ejemplo que usaremos para ilustrar
considera la interaccion entre dos proteinas: una enzima (F) y un sustrato (5). La enzima se
une al sustrato, produciendo una especie intermediaria (£.5) y asi se cataliza la reaccion que
transfroma a S en el producto P. Podemos pensar en un proceso de fosforilacién, donde E es
una quinasa que agrega un grupo fosfato a la proteina S. La proteina P es, entonces, la forma
fosforilada de la proteina S [1, Capitulo 3].

® o o @

E E E

Las redes de reacciones quimicas consisten en especies, complejos 'y reacciones. En nuestro
ejemplo tenemos que las especies son { £, S, ES, P} (que representan los compuestos quimi-
cos), los complejos son {E + S, ES, E + P} y las reacciones son {E + S — ES, ES —
E+S,ES — E+ P}. Es decir, que nuestras redes de reacciones quimicas consisten en grafos
dirigidos donde los vértices son los complejos y las aristas son las reacciones. El grafo que le
corresponde a nuestro ejemplo es:

E+S=FES—FE+P

Mas en general:

Definicion 1.1.1 (Red de reacciones quimicas). Sea X = {Xj, ..., X} un conjunto de espe-
cies. Una red de reacciones quimicas G = (C,R) es un grafo dirigido donde:
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= Los complejos ¢ € C consisten en combinaciones lineales enteras no negativas de ele-
mentos de X (es decir, ¢ = Zle o; X; donde «; € Np).

= El conjunto de reacciones R C C x C es tal que no contiene pares de la forma (¢, ¢), y
para todo complejo ¢; € C, existe ¢o € C de modo que (¢, ¢2) € Ro (¢, 1) € R.

Utilizaremos 1, . . ., x5 para denotar las concentraciones de las especies X7, . . . X, respec-
tivamente. Esto se suele notar z; = [X;],i =1,...,s.

Las concentraciones de las escpecies varian con el tiempo y modelaremos la dindmica de
la red de reacciones quimicas a través de la ley de cinética de acciéon de masas. Esta nos dice
que la velocidad de reaccidn es proporcional al producto de las concentraciones de las especies
reactivas. Por ejemplo, si nuestra red solo consiste en la reaccion:

X1+X2—>X3

Entonces i5(t) = %2 (t) = ka1 (t)z2(t) paraalgin £ > 0 (y de hecho @1 () = —kzy (t)x2(t)

y @2(t) = —ka1(t)xo(t)). A este k se lo denomina constante de reaccion. Etiquetaremos las
aristas del grafo con las constantes de reaccion, obteniendo asi una nocién de la velocidad de
las reacciones.

En lo que sigue generalizaremos este concepto a redes de varias especies y reacciones.

Definicion 1.1.2 (Cinética). Sea G = (C,R) una red de reacciones quimicas con m € N
reacciones 11, 7's, . . . , 'y,. A cada r; le asignaremos ; > 0 denominada constante de reaccion.

Cada reaccion r; se escribe de la forma:

.
Oélel + ...+ Oésts —J> ﬁlel + ...+ ﬁsts

donde «;, f;; € Ny. Si denotamos a; = (ayj,...,0;) Y B; = (Bij, - - ., Bs;), se suele notar a

la reaccion q; = Bj-

Definimos N;; = f;;—a;; y tomamos ala matriz N = (N;;); ; € Z°*™, que se conoce como
la matriz de estequiometria. Luego, por la ley de accion de masas, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales auténomo:

Ryx]™ . xdet

i=f(z)=N : , (1.1)

KXt .. adem

donde z = (x1,...,x5).
. ., » . . a4 Qgq oy
A partir de la notacion estdndar, definimos x% = z; Y ... x5, podemos reescribir lo ante-
rior de la siguiente manera:
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Notemos que al definir f como & = f(x), obtenemos que cada f; es un polinomio en
Q[k][x], parai =1,...,s.

Ejemplo 1.1.1. Apliquemos estas definiciones a la red con la que comenzamos:

E+S_>ES E+P

K2

Denotemos =1 = [E], 22 = [S],z3 = [ES], x4 = [P)]. El sistema queda:

j/’l = —RK1T1X2 + (:‘12 + lig)l’g
Tg = —K1T1%2 + Kol'3

Ztg = R1T1T2 — (HQ + /€3>ZE3

ii‘4 — K3T3
O escrito como en (L.)):
-1 1 1
-1 1 o | (M
S (R B
0 0 1 s

Una propiedad importante de los sistemas dindmicos bajo la ley de accion de masas es que
tanto el ortante positivo, R< ;, como su clausura, R, son positivamente invariantes. Es decir,
que si x(0) € R, (respectivamente z(0) € R%), entonces z(0) € RZ, (respectivamente
z(0) € R%,) para todo ¢ > 0 donde x esté definida. Adaptamos una prueba de [18].

En primer lugar, observemos que en nuestro modelo, fijando una cordenada f;, todos los
coeficientes negativos provienen de reacciones que salen de un nodo con la especie X;, y de
hecho es un si y solo si. Por ende, cada ecuacién f; se puede escribir de la forma p;, — x;q;,
donde p;, ¢; son polinomios con coeficientes no negativos. Esta caracterizacion de los sistemas
que provienen de cinética de accién de masas se denomina el lema Hiingaro.

Lema 1.1.1 (Lema Hungaro). Dado f = (f1,..., fs) con f; € R[xq, ..., x|, luego & = f(x)
es un sistema asociado a una red de reacciones bioquimicas modelado bajo cinética de accion
de masas si 'y solo si f; = p; — x;q; con p;, q; polinomios reales y con coeficientes no negativos.

Usamos esta caracterizacion para demostrar que los sistemas son positivamente invariantes.

Proposicion 1.1.1. El sistema asociado a una red modelada bajo cinética de accion de masas
es positivamente invariante.

Demostracion. Para cada 1 < i < s, sabemos que &; = p;(z(t)) — x;(t)q;(x(t)). Supongamos
que z(0) € RZ, pero que existe 7" > 0 y un i para el cual z;(7") < 0. Por Bolzano, deben
existir para cada una de estas coordenadas un 7; > 0 tal que x;(7;) = 0y z;(¢t) > 0sit < 7.
Sea 7 el menor de estos valores e 7 el indice correspondiente.
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En tal caso, como todas las coordenadas son positivas, es claro que p;(t) > 0sit < 7, por
lo que &;(t) > —x;(t)q;(x(t)) para todo t € [0, 7). Ademds, por un argumento de compacidad
sabemos que existe C' > 0 tal que ¢;(z(t)) < C paratodo ¢t € [0, 7] y tenemos

=-

i(1)
- ¢

)
/oﬂfz'(t)dtZ ¢

log(zi(77)) — log(:(0)) = =C7

8

Lo que implica que

como z;(7~) = 0, del lado izquierdo tenemos — oo, claramente llegando a un absurdo. L]

La invariancia positiva del ortante no negativo es inmediata del resultado anterior (ver, por
ejemplo [3,/16]).

Ademds de la dindmica dada por la ley de accién de masas, las condiciones del sistema
estan limitadas por lo que se denominan las leyes de conservacion.

Definicion 1.1.3 (Subespacio estequiométrico. Matriz de conservacion). Sea (G una red de reac-
ciones quimicas, con matriz de estequiometria N € Z**™. Sea d = s — rango(N). Definimos
S, el subespacio estequiométrico de (G, como el subespacio generado por las columnas de N.
Diremos que W € R%*® es una matriz de conservacién de G si vale lo siguiente:

= |V estd triangulada.

= El subespacio generado por las filas de W es el subespacio ortogonal de S.

Si existe una eleccién de W de modo que sus coeficientes sean no negativos y que cada
columna tenga una entrada positiva (es decir, que cada especie aparezca en al menos una ley de
conservacion), diremos que G es conservativa. (O, equivalentemente, si existe una eleccién de
W donde la primera fila tenga todas sus entradas positivas.)

Volviendo al Ejemplo [I.1.1} notemos que rango(N) = 2, por lo que tendremos dos leyes
de conservacion independientes. Una matriz posible es:

1010
W‘<0111)

La idea es que Wz(t) se mandentra constante para todo tiempo ¢ donde x esté definida.
Reinterpretando, esto nos dirfa que z + x3 = [E] + [ES]y 2 + x5 + x4 = [S| + [ES] + [P]
se mantienen constantes (solo dependen de las condiciones iniciales).

Recordamos que dada una funcién f : R — R™ la matriz Jacobiana es la matriz que posee
las derivadas parciales de f, es decir, si f = (f1,..., f), entonces Jac(f);; = 0; f;.
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Definicion 1.1.4 (Clase de compatibilidad estequiométrica - Sistema ampliado). Sea zy € R,
Sea ¢ = Wxy. Definimos:
Sc={reRyy: Wz =c} (1.2)

como la clase de compatibilidad estequiométrica de x( en G.

Sea I = {i; < iy < ... < i4} el conjunto de los primeros indices no nulos de cada fila de
W. Definimos la funcién ampliada f. . : R%, — R® de la siguiente manera

(W{L‘—C)k si l:Zk

Jer(T)i = (1.3)

) ¢
Cada fila del sistema Wz = c es luego de la forma ) =1 Wik, Th; = Ci. A cada una de estas
ecuaciones se la denomina ley de conservacion asociada al sistema.

Los sistemas conservativos son aquellos en los que se preservan las proteinas a lo largo del
proceso. Es decir, si bien estas se pueden “unir” o fosforilar, la cantidad total de proteinas es la
misma. En particular, las concentraciones totales de las mismas son constantes. Y por ende, las
orbitas del sistema son acotadas, ya que cada coordenada lo esta. En efecto,

Proposicion 1.1.2. Sea G una red conservativa. Entonces las clases de compatibilidad S, son
compactos. En particular, como las soluciones viven dentro de alguna clase de compatibilidad
estequiométrica, estas deben ser acotadas.

Demostracion. Son cerradas por ser interseccion de cerrados: RS, y {Wz = c}. Para ver que
cada S, es acotada, recordamos que cada variable x; aparece en alguna ley de conservacion
¢(x) = c. Como los coeficientes de ¢ son positivos, tenemos que cada coordenada luego debe
ser acotada por lo que el conjunto también lo es. U

Retomando el ejemplo|1.1.1] dados ¢y, co > 0, nuestra funcién quedaria

fc,,.g(l’> = <$1 + T3 —C1, Tg + T3 -+ Ty —Cy, K1T1T9 — (/ig + /€3>I3 s l€3$3)
Queda entonces definida la matriz Jacobiana de f,, con respecto a x como:

sz(x) si 1 ¢ I,

Jacfc,n(x)i = W: si 1€ 171

(1.4)

donde W; es la i-ésima fila de WW. Es decir, es la matriz Jacobiana de f con respecto a x, donde
la 7-ésima fila, para k = 1, ..., d, se reemplaza por la k-ésima fila de V.

1.1.1. Estados Estacionarios

Como es natural, serd de gran interés estudiar los equilibrios (no negativos) de nuestro
sistema dindmico. Estos claramente provienen de la ecuacion = = 0.
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Definicion 1.1.5 (Estado estacionario - Variedad de estados estacionarios). Un estado estacio-
nario del sistema (1.1) es un vector de concentraciones no negativo z* € R, para el cual

f(z*) = 0. Llamaremos V; = {z € R, : f(z) = 0} a la variedad no negativa de estados
estacionarios del sistema.

Veamos primero formas alternativas de referirse a los estados estacionarios dentro de una
misma clase de compatibilidad estequiométrica.

Proposicion 1.1.3. Sea G una red de reacciones quimicas conservativa, con matriz de reaccion
N € Z5*™, Sean d = s — rango(N), W € R una matriz de conservacion de G, g € RS
fijoy ¢ = Wxy. Sea la funcion ampliada f. . que surge de Gy W como en (I.3) y S. la clase
de compatibilidad estequiométrica como en (1.2). Son equivalentes:

1. fer(z)=0

2. N(kix®, ... kpz®m)l =0yz € 8.

Demostracion. Es evidente que (2 = 1). Para ver la otra implicacién, que x € S, es también

inmediato. Veamos entonces que N (k12, ..., kpx®™)T = 0. Nos falta ver que para cada i €
I ={iy,...,i4}, valeque f;(x) = 0. Primero notemos que W N = 0y por lo tanto W f(x) = 0.
Ademds, por construccion, la i-ésima fila de W es de la forma (0,0, ...,0, w;, w1, ..., ws)
con w; # 0 para cada i € . De esta forma obtenemos ) 37 _; w; f;(z) = 0. Mirando la ltima
de estas filas, tenemos que f;,(z) = wlid (>_j—i 41 fi(x)), pero como f. .(x) = 0, todas estos
sumandos son 0 por lo que f;, da 0. Repitiendo este argumento, agregando que ademads f;, = 0,
obtenemos que f;, , = 0y asi sucesivamente. [

Notemos que el sistema f, () = 0 es un sistema de s ecuaciones en s incdgnitas. Seria
esperable que tenga finitas soluciones. ;Pero cudntas? ;Una, més de una? Para esto definimos
el concepto de multiestacionariedad.

Definicion 1.1.6 (Multiestacionariedad). Diremos que una red G es multiestacionaria si exis-
ten constantes de reaccién x y una clase de compatibilidad estequiométrica S, de modo que
#(VyNRL,N'S,) > 2. Es decir, si existe una eleccion de constantes de reaccién tal que
en alguna clase de compatibilidad estequiométrica nuestro sistema tiene al menos dos estados
estacionarios positivos.

X . .
2 Estados estacionarios

Clase de
comp. esteq.

Clasificaremos también a los puntos de equilibrio mediante su estabilidad como es usual.
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Definicion 1.1.7. Sea G una red de reacciones quimicas con V; la variedad no negativa de
estados estacionarios de la mismay z* € V.

» Siz* € R, (es decir, ;7 > 0 paral < i < s) diremos que z* es un estado estacionario
positivo. Caso contrario, diremos que es un estado estacionario en el borde.

» Silm(Jacf(z*)|s) = S, diremos que z* es no degenerado.

= Si z* es no degenerado y los autovalores no nulos de Jacf(x*) tienen parte real negativa,
diremos que es exponencialmente estable.

= Diremos que G es biestable si existe & € RZ|, para el cual existe una clase S. de com-
patibilidad estequiométrica donde f,., tiene dos o mds estados estacionarios positivos
exponencialmente estables.

Observemos que biestabilidad implica multiestacionariedad. Veremos méas adelante un cri-
terio para detectar multiestacionalidad, pero en general es dificil determinar la biestabilidad.

Definicion 1.1.8 (Parametrizacion de estados estacionarios - Funcion critica). Dada GG una
red de reacciones quimicas con s especies, m reacciones y W matriz de conservacion. Una
. .7 . . . ., / /
parametrizacion de estados estacionarios consiste en una funcién ¢ : R7; x R, — RZ, x
$o-dondem’ <my s < s, que verifica:
= ¢(R, ) extiende a (&, ) en las coordenadas correspondientes. Mds precisamente, la pro-

yeccién natural 7 : R™ x R® — R™ x R¥ verifica que 7 0 ¢ = idp,

Sl .
Tox R

= Laimagen de ¢ estd dada por

Im(¢) = {(k*,2") € RT, x R, : " es un estado estacionario del sistema

definido por Gy k = K"}

Dada una parametrizacion de estados estacionarios ¢, definimos la funcion critica C' :
R™ x R* — R via:
C(r, &) = (det(Jacfe,))| (x,0)=p(5.3)- (1.5)

Apliquemos estas ideas al Ejemplo [I.1.1] Supongamos que ¢y, c2 > 0 (lo que es razonable
por la no negatividad de las concentraciones). Igualando f, .(x) = 0 se puede ver que podemos
despejar vy = —x3+c1y r4 = —x3—2x2+co. Y de la ultima ecuacidn obtenemos que k3r3 = 0
asi que x3 = 0y x; = ¢;. Usando la tercera ecuacion, tenemos que x5 = 0y asi obtenemos
que (c1, 0,0, c9) es el tnico estado estacionario del sistema en la clase de compatibilidad este-
quiométrica definida por c; y co, independientemente de los valores de k1, ko, k3.

E+S—ES p4+p

K2

Recordando de donde proviene nuestro sistema, este es un resultado esperable. Eventual-
mente, la reaccién ird de izquierda a derecha, las especies S'y E.S desaparecerdn hasta que solo
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queden E' y P, en las concentraciones apropiadas para respetar las leyes de conservacion, y
este comportamiento es independiente del valor de las constantes de reaccion.

Estudiemos la estabilidad en (cq, 0,0, ¢o) de nuestra red. En este caso, tenemos que

0 —K1c1 Ko+ky O
0 —rqcC K 0
Jacf<cl70>0762) = 0 Iilill —Ko 2_ K3 0
0 0 K3 0

Recordemos que S = ((—1,—1,1,0),(1,1,—1,0),(1,0,—1,1)), y es sencillo ver que
Im(Jacf) C Sy que Jac(f)|s es monomorfismo por lo que nuestro estado es no degenerado.
Para estudiar la estabilidad, miramos los autovalores no nulos de la matriz. Observar que

p(A) = det(A — Jacf(cy,0,0,¢2)) = /\2(/\2 + (K1c1 + ko + K3)A + k1kscy)
Nos interesa la parte real de las raices de g(\) = A? + (ki1 + ko + K3)\ + kiksep =

a)? + b\ + c. Primero veremos que son reales.

b2 — dac = mfc% + /ig + /ﬁg 4 2K1K9C1 4 2K1K3C1 + 2K9K3 — dK1K3C1
2.2 2 2 2 2 2
= KIC] t K3 + K3 + 2K1KoC1 — 2K1K3C1 + 2KoK3

= (/ﬁcl — KJ3)2 + 2K 1kKac1 + 2k9k3 > 0

Por ende las raices son reales. Por otro lado, observar que a > 0, ¢ > 0y que —b/2a < 0,
por lo que necesariamente ambas raices deben ser negativas, por lo que el equilibrio es siempre
estable (lo cual es intuitivo si uno recuerda la estructura de la red).

Observar que si bien pudimos verificar la estabilidad para todo ¢y, co, incluso en una red
sencilla, no fue obvio. Esto se reflejarda mds en general cuando veamos que la biestabilidad
es mas dificil de verificar como otras propiedades como la multiestacionariedad, entre otros
motivos por la elevada dificultad computacional. Aun asi, en la Seccién [2.2|introduciremos un
criterio util.

1.2. Lared de la proteina ERK

En esta seccién presentaremos la red en la que nos enfocaremos en el resto de la tesis:
Quinasa Regulada por Senal Extracelular (ERK por sus siglas en inglés).
1.2.1. La cascada de senalizacion de ERK

A pesar de que las células tienen una membrana, son capaces de reaccionar a estimulos
exteriores (‘“‘sefiales”). Esto se logra mediante receptores que se encuentran en la membrana y
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que desencadenan una serie de reacciones mediante una compleja red de moléculas que les per-
miten realizar acciones de crecimiento y regulacion, entre otras. Para una explicacion detallada
de la sefalizacion celular, ver [ 1, Cap.15].

El objetivo de este trabajo es estudiar un modelo matematico de lared ERK. Esta red cumple
un rol importante en el ciclo celular. Dicho de manera muy simplificada, luego de la divisién
celular (mitosis), la célula recibe una sefal exterior que a través de una cadena de reacciones
llega de la membrana celular al nuicleo y luego se procede a producir una proteina que es la que
hace que la célula crezca.

Plasmg m,
CMbra
e

Ees,

—
Target genes

>-(-0{-0

Mucleus

Figura 1.1: Version simplificada del camino de la sefial desde la membrana celular hasta el
nucleo. Los factores de crecimiento (representados por el circulo celeste) se unen a los recep-
tores transmembrana, quienes pasan la sefial a la proteina Ras. Luego esta activa la principal
cascada de fosforilacion desde la quinasa Raf a la quinasa MEK, y esta dltima a la quinasa
regulada por sefial extracelular ERK. La quinasa ERK luego se transloca al nicleo, donde in-
teractia con factores de transcripcion para regular la expresion de genes objetivo [21]].

La ultima de estas reacciones antes de llegar al nicleo es la que estudiaremos con mds de-
talle. En esta participan tres enzimas: la enzima ERK (tiene el mismo nombre que la red), y las
enzimas MEK y MPK3 que tienen la funcion de fosforilar y desfosforilar a ERK, respectiva-
mente (fosforilar se refiere a agregar un grupo fosfato a la enzima). La fosforilacién produce un
cambio en la distribucion de los niveles de energia de la enzima, cambiando sus propiedades
biologicas [12].

Trabajaremos con un modelo de doble-fosforilacion, es decir, que a nuestra enzima ERK se
le pueden colocar a lo sumo dos grupos fosfatos. Entonces denotamos Syy a ERK si no posee
ninguin grupo fosfato adicionado, Sy; 0 Sy cuando tiene exactamente uno (consideramos que
cada indice es un sitio donde se puede colocar el grupo fosfato) y Sy; si la proteina esta comple-
tamente fosforilada. Cuando ambas fosforilaciones pueden darse sucesivas sin que la enzima
se separe del sustrato, se dice que la fosforilacion es procesativa. Si, en cambio, la enzima debe
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separarse del sustrato para que se dé la segunda fosforilacion se dice que la fosforilacion es
distributiva.

Luego, si denotamos a la enzima MEK como £ y a la enzima MPK3 como F' tenemos la
red de reacciones quimicas que se puede ver en la Figura|l.2,

1.2.2. Modelado de ERK

Detallaremos aqui dos modelos de la red de ERK, como se presentan en [5]]. El primero
de ellos lo representamos en la Figura[[.2] Lo que interesa estudiar en esta red es la pregunta
planteada por primera vez en [22]:

Pregunta 1.2.1. ;Es verdad que para todos los valores py = kear/(kcar + Korf) ¥y e =
Ceat/(Leat + Lopp) cercanos a 1 vale que la red de ERK de la Figura es biestable y osci-
latoria?

Cuando pj y p, se acercan a 1, la red “tiende” a una completamente procesativa que se
sabe no tiene biestabilidad ni oscilaciones [6]. Como la biestabilidad y las oscilaciones son
fendmenos dindmicos que permiten que la célula realice funciones biol6gicamente significa-
tivas, es interesante saber “hasta qué punto” la red mantiene la capacidad de presentar estas
caracteristicas dindmicas importantes.

En la Seccién [3.1 mostramos (a partir de [20]) que la biestabilidad si se preserva cuando
ko =my =¥y =ny =0y, 0bienk,, =0y, # 0,0bienk,, # 0y {,, =0, 0ambas son
no nulas. De esta forma, se define la minima red ERK biestable (que esté representada en la
Figura(l.2|al eliminar las reacciones con constantes pintadas de azul en negrita) y esto da lugar
a la siguiente pregunta:

Pregunta 1.2.2. Para valores de p; y p, cercanos a 1, ;es biestable la minima red ERK bies-
table?

Por resultados que levantan la biestabilidad desde una subred a una red que la contiene (ver
Teorema|2.1.4)), sabremos entonces que si la minima red ERK biestable es realmente biestable,
entonces la red ERK también lo sera.

Establezcamos ahora algunas definiciones que nos seran de utilidad més adelante.
Definicion 1.2.1. Para la red ERK definida a partir de la Figura[1.2}

= Diremos que una red es una subred de ERK si proviene de quitar algunas reacciones de
la misma, o lo que es lo mismo, de fijar alguna constante de reaccion igual a 0.

= Decimos que una subred de ERK es irreversible si alguna constante ks, k., m1, 2, o, o
es 0 (en la Figura[[.2] estan marcadas con azul). Decimos que es completamente irrever-
sible si todas son 0.

kcat gcat

kcat+koff Y= gcat+€off.

Cuanto mds cercanos a uno, las reacciones verticales k¢ y {,¢s son mds despreciables
y por ende “la sefial avanza mas comodamente hacia el final de la red”.

= Definimos los niveles de procesatividad como p; =
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ke k'3 kcat
SOO + E: SO(]E I—— SOlE I—— Sll + FE

ko
kon T \L koff " T

So1 +F SioE

mNm

Sio+ FE

gl €3 ecat
811 + F:SHFHSNFHSOO + F

Lo
eonTlEO.ff n3T

Sio + F So1F'

S()l—I—F

Figura 1.2: La red de ERK. Consiste en la regulacion de ERK por medio de fosforilaciones en
dos sitios por medio de la quinasa MEK (denotada por E) y defosforilaciones por la fosfatasa
MKP3 (F). Cada S;; denota una fosfoforma de ERK, donde los subindices indican en cudl de
los dos sitios se adiciond el grupo fosfato. Al borrar de esta red las reacciones etiquetadas con
ko, my, la, Lon, no (en azul y negrita) se obtiene la minima red ERK biestable.

= Definimos la red minima biestable estableciendo ky = my =l = {,,, = ny = 0.

Ahora consideraremos las ecuaciones asociadas a la red ERK definida en la Figura|l.2]
Denotamos las siguientes variables para las concentraciones de las especies:

Soo | E | F | Sul' | SioF | S F | S E | SioE | So1 | S0 | SeoE | S
Ty | T2 | T3 L4 L5 L6 L7 ] Tg | L10 | T11 | L12
Luego obtenemos el sistema completo mediante las siguientes ecuaciones:
(.
T = —/{3151511’2 + /{3211311 + gcath + n3xg
Ty = —k171T2 — KopToZg — MaxoT10 + ka1 + Kear®7 + Koppr + miazg + maag
i’g = —511‘31‘12 — gonl‘3$10 — N1T3Tg + €2$4 + Ecatxg) + foff$5 + NoXg + N3

&y = lwstiz — laxy — L34

jj5 — gonx3x10 + 631‘4 - gcatx5 - goff‘r5

T = N1T3Tg — Nale — N3Te

7 = kon®a®y + k311 — Kear®7 — kofpy

Ty = MaTaT19 — M1 Tg — M3Ts

Tg = —konTaTo — M1T3Tg + Kofpx7 + NoZe
T19 = —Lon®3T10 — MaZaT10 + Lof L5 + M1ty

11 = k1129 — koyy — k’3$11

T1g = 123212 + Kear®7 + Loxg + Maxg
(1.6)
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Subrayamos en azul los términos correspondientes a reacciones que no estan en la minima red
ERK biestable. Al borrarlos obtenemos las ecuaciones de esta red mas chica.

Tenemos ademads tres leyes de conservacion, que se corresponden con la concentracion total
de ERK (.9), de la quinasa MEK (F) y de la fosfatasa MPK3 (F):

1+ Ty + 25+ 26 + T7 + g + Tg + T10 + T11 + X1z = St =1 C1
To+ X7+ a3+ 211 = Eror =: o (1.7)
T3+ T4+ x5+ 26 = Fiot

. C3

Como la matriz de conservacion que surge de considerar los coeficientes del sistema li-
neal tiene entradas no negativas y cada columna tiene al menos una entrada positiva,
deducimos que la red ERK es conservativa. Ademads, como la dimensién de S+ es 3, tenemos
que dim(S) =12 -3 =0.

Notemos que al borrar los términos que estdn subrayados en azul obtenemos las mismas
relaciones de conservacion y por lo tanto la minima red ERK biestable (y cualquier subred de
ERK irreversible) es conservativa. Mas aun, los subespacios estequiométricos de la red ERK y
sus subredes irreversibles coinciden.

Daremos entonces una parametrizacion de estados estacionarios para la ERK completa y
sus subredes irreversibles.

Proposicion 1.2.1. Sea G la red ERK completa o una subred irreversible como en la Defini-
cion Dada una constante de reaccion, k, definimos x,, = 1 si k estd en la red y 0 si no.
Luego tenemos sistema de ecuaciones polinomiales para los estados estacionarios dentro de la
clase de compatibilidad estequiométrica dado por h., : RY% — R12:

4
hea1 = 1 + T4 + x5 + 26 + T7 + g + T9 + T10 + T11 + T12 — €1,

hea2 = To + T7 + T8 + T11 — C2,
heas = T3+ T4 + T5 + 26 — C3,
hc,a,4 = (1273712 — X4,

hc,a,5 = a3y — Ts — A2Tg,

hc,a,6 = A1373T9 — T, (1.8)
hea7 = asT11 — A4 — T, .
hc,a,s = (11T2X10 — T8,

hc,a,g = A9T7 — Xkon,A8T2T9 — Tg,

hc,a,w = A7T5 — Xl,, A6 T3L10 — T8,

hc,a,ll = a10X1T2 — T11,

\hc,a,IQ = T7 — a1Ts.

Mas aiin, si a = (a9, a4, ag, ag) si kop ¥ Lon ambas estdn, a = (az, ay, ag) Si estd k,, pero
no Loy y a = (az, aq, ag) si by, estd y ko, no, y a = (ag, ay) si ninguna estd. Luego tenemos la
siguiente parametrizacion de estados estacionarios positivos:



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

¢(a,x1, Ce ,$12> = (Gl, e, 13,1y . ,.7:'12) (19)
con
Ty 2% + Ts a4Te + T7
a; :’=— (3= —— Q5 = ———
Ts Ty T11
Xton @6T3T10 + T8 s T11
a7 ‘= a1 = a1 =
Zs T2X10 12
Xkon @8T2L9 + Tg Ty Te
Qg ‘= 19 ‘= a13 =
X7 T3T12 T3Tg

Los polinomios h., que no se obtienen de las relaciones de conservacion del sistema se
consiguen operando linealmente con los polinomios fi, ..., fi2, con f(z) = &. La parametri-
zacion se obtiene luego despejando.

Para la minima red ERK biestable (es decir, cuando ko = my = €y = {,, = ny = 0)
daremos otra parametrizacion de estados estacionarios que también usaremos. Efectivamente,
si denotamos por k = (ki, ks, Keats Kons koff, 01, 03, Leat, Lof £, M2, M3, N1, N3), tenemos:

¢:RE xR ) — RE x R (1.10)
(KJ; 5171,1’2,23'3) — (/iv l’l,ﬂfg,...,fﬂlg),
donde
I Fikeat(Ceat + Logs)(KonTo + n123) 7172 I k1keat(Kona + n173) 2129
4 — ) 5 — )
€3£cat(kcatkonx2 + kcatnlxi’) + koffnlx?)) gcat(kcatkonl? + kcatnlxi’) + koffnlx?))
e — nlklkoffl’ll’gxg o — kl(konl’g + nlxg)xlazg
6 — T = ’
n3(kcatkonx2 + kcatnlx3 + koffn1x3)’ kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffnl'rii
e — k1kcatloff(Kon®a + nizs) 129 S kikop 1o
8 — ) 9 — )
Kcath(kcatkoan + kcatnlx?) + koffnlx?)) kcatkonl? + kcatnlxi’» + koffn1x3
S k1keatloff(Kon®a + nizs)xy S k1xoxs
10 — 11 —

gcath(kcatkonlﬁ + kcatnlmi’) + koffnlx?))’ k3 ’
klkcat<£cat + goff)<konx2 + nle)x1$2

gcatgl(kcatkonxQ + kcatn1$3 + koffnlz3)x3 ‘

T12 =

Serd importante para estudiar multiestacionariedad y biestabilidad (Seccién [3.1) verificar
que nuestras redes no poseen estados estacionarios en el borde IR%,.

Proposicion 1.2.2. La red ERK completa, las subredes irreversibles y la red reducida no poseen
estados estacionarios con alguna coordenada nula, es decir, si f. . (x) = 0, entonces x € RZ,,.

Demostracion. Lo probaremos para la red completa, el resto son argumentos similares. Re-
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agrupamos las ecuaciones de la siguiente manera:

(

fi = =k + (kow1s + Lears + nats)

fo = —(k1z1 + kono + mazi0) 2 + (ka11 + kearr + kopprr + mizs + maws)
f3 = = (Oix12 + LonTro + nazg) 3 + (loy + LegrTs + Lop s + N + N3 )
J1=liv3219 — (& + 53)1'4

fs = Lon®sw10 + ls1s — (Coar + Logy) w5

Jo = n1w3Ty — (@ + n3)x6

f1 = konamg + ksz11 — (Keat + kogs) 27

fs = moxoxy — (@ + m3)$8

fo = = (Konta + n123) o + (Kog 7 + noe)

fio = = (bons + mow2) @10 + (Cogsrs + m12s)

Ju = kixixe — (@ + k‘3)$11

kle = —l1z3719 + (kcat:E? + loxy + mzflfs)

Y recordemos las leyes de conservacion en (1.7)).

= Sizy = 0, por fy, como todos las variables son no negativas, y iy = fo(z) = 0 por
hipoétesis, tenemos que 11, 7, rg son 0. Pero recordemos que ¢; > 0, por lo que Fy,; no
se cumple y tenemos un absurdo.

= Similarmente, si z3 = 0. por f3 tenemos que x4, 5, g son 0, pero entonces no se respeta
la ley asociada a Fj,;

= Siz; =0, por fi, x11, x5, x6 son 0. Pero entonces por f5, x4 y 19 = 0 (ya sabemos que
x3 # 0). Por fy, x12 = 0,y pod fg, x9 = 0. Asi contradecimos la ley asociada a Sy;.

= Luego podemos suponer que x1, To, r3 son no nulos. Por fi;, x1; debe ser no nula (ya que
debe compensar el signo). Por f7, fo y fi2 podemos deducir que x7 # 0, por lo que xg9 # 0
y x12 # 0. Usando f4, f1 podemos deducir que x4, z¢ son no nulos respectivamente.
Usando f5, deducimos que x5 es no nulo, usando fiy que x1¢ es no nulo y usando fg que
g es no nulo.

Presentamos ahora otra red ERK més chica, a la que llamaremos la red reducida de ERK
[20] (ver Figura|[I.3).
Para esta red planteamos la siguiente pregunta:

Pregunta 1.2.3. Para valores de py y py; cercanos a 1, ;es oscilatoria la red reducida de ERK?
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k k3 kcat
SOO + FE— SO(]E E—— SOlE E—— Sll + F

o

SO1+E 510+E

gl €3 ecat
511 + F*)SHFHSNFHSOO + F

o

S+ F So1 + F

Figura 1.3: La red reducida de ERK. [20]

Las ecuaciones de esta red son

( .
1 = —k17179 + nwexs + Leario

j?g = —k’lxlﬂfz + k‘cata:4 + k‘off334
j)g = k’ll’ll'g — kgil'g
Ty = k3ws — keqiTa — koff=754

T5 = mox7 — 17578 + Kear T4

. (1.11)
Te = —NTeTs + kof T4

T = —maxax7 + LoffT10

:t8 = —€1x51‘8 + goffxlo + gcatwlo

jfg = €1$5JZ8 — £3$9

190 = —Lofs10 + €379 — Learro

Tiene ademas tres leyes de conservacion:

T+ X3+ Ty + T5 + X6 + T7 + Tg + T10 = St =: €1
To+ X3+ x4 = Eior =: Co (1.12)

T8 + Ty + T10 = Fior =: C3

Andlogamente, tenemos una parametrizacion para la red reducida.

Proposicion 1.2.3. Para la red ERK reducida (ver Figura[l.3)), se tiene un sistema de ecua-
ciones polinomiales para los estados estacionarios dentro de la clase de compatibilidad este-
quiométrica dado por h., : RY, — R:
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hea1 = 1 + T3 + T4 + 25 + T + X7 + T9 + T19 — C1,
hea2 = T2 + T3 + T4 — C2,

heas = —(Keat + Kopp)lear®r0 + kikearz122,

heaa = ksxs — (Koot + Kogg)2a,

hc,a,5 = goffxl() — MaXoT7

heas = Cixsxs — (bear + Lof [0

hear = 329 — (Lear + Lof f)a10

heas = T8 + Tg + 10 — 3

hc,a,g = kcar®a — Learr0,

hc,a,lO = kofffcatxlo - kcatnxﬁx&

Despejando de h., = 0 se obtiene la siguiente parametrizacion positiva de los estados esta-

cionarios:
¢: RO — RIGHC (1.13)

(kcatvkoffugoffa 151,1’2,...,3310) — (KJ17"€37kcatakoff7m7€17637)\C&t760ff7n7 x1,x2,...7I10) )
dada por
ko — (kcat + k:off)x4 ko — (kcat + koff)xél mo— goffxlo / _ goff-rll) + kcatx4

b T1X2 S T3 . ToZ7 ' T5Tg

goffxl() + kcatx4 kcatxél koffxél
63 = gcat = n = ——.
Ty T10 Tels

En particular, la imagen de ¢ es el siguiente conjunto de pares de estados estacionarios posi-
tivos y constantes de reaccion:

{(k*;2*) € RIHY | 2* es un estado estacionario de (LT1)) cuando k = k*} .
Donde k denota el vector (ky, ks, keat, kog g, M, 01, U3, Coat, Cof g, 10).

Los polinomios h., que no se obtienen de las relaciones de conservacion del sistema se
consiguen operando linealmente con los polinomios fi, ..., fig, con f(x) = &.

Desarrollaremos en el Capitulo |3{1os resultados que han surgido al intentar responder estas
preguntas. Primero presentaremos en el Capitulo [2|1a teoria necesaria para abordar los proble-
mas.
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Capitulo 2

Herramientas Teoricas

El objetivo de este capitulo es presentar distintas herramientas tedricas que nos serdn de
utilidad a la hora de estudiar la dindmica de la red ERK.

2.1. Herramientas para estudiar estabilidad

En esta seccidn presentaremos dos herramientas que se utilizan para estudiar los estados
estacionarios de las redes de reacciones quimicas. La primera herramienta la introducimos
en el Teorema [2.1.1] (adaptada de [, Proposicion 2.2]) y determina condiciones suficientes
y necesarias para que un sistema sea multiestacionario. Su demostracion se basa en Teoria
de Grado. Y la segunda herramienta, que presentamos en el Teorema (ver [19]) es una
generalizacion del criterio de Routh-Hurwitz, que se utiliza para detectar bifurcaciones de Hopf
simples.

2.1.1. Multiestacionariedad y Funciones Criticas

El siguiente teorema nos permite determinar si el sistema de reacciones quimicas dado por
una red GG conservativa y sin estados estados estacionarios en el borde es multiestacionario o
no, a través del anélisis del signo de la funcién critica definida en (1.5)). Mds atin, en caso de
confirmar multiestacionariedad, nos permite construir un testigo de dicha condicion.

Teorema 2.1.1. Sea G una red de reacciones quimicas conservativa con matriz de estequio-
metria N y matriz de conservacion W. Sean ¢ una parametrizacion de estados estacionarios
y C la funcion critica como en la Definicion[I.1.8] Si todos los estados estacionarios de G son
positivos (es decir, no tiene estados estacionarios con alguna coordenada nula) entonces:

1. G es multiestacionaria si y solo si existe (K*,2*) de modo que signo(C(<k*,z%)) =
(_1)rango(N)+1'

2. Si (k*, x*) verifica lo anterior y (k*,2*) = ¢(k*,x*), entonces si ¢* = Wx*, el sistema
ampliado via f.~ .~ tiene al menos dos estados estacionarios positivos. Es decir, a partir

de un punto que verifica la condicion del item anterior, se pueden obtener constantes de

19
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reaccion y una clase de compatibilidad estequiométrica para las cuales verificamos la
multiestacionariedad.

La demostracion de este teorema esta basada en el Teorema 4.1 de la Informacion Comple-
mentaria de [4]. Probaremos aqui una version de ese teorema, adaptada a nuestro contexto.

Teorema 2.1.2. Sea G una red de reacciones quimicas y @ = f,(x) el sistema de cinética de
accion de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios en el
borde del ortante positivo R . Sea N la matriz de estequiometria de la red y S. una clase de
compatibilidad estequiométrica tal que S. N RS, # 0, y consideramos Jacf., como en (L4).
Entonces vale lo siguiente:

A) Unicidad de equilibrio: Si signo(det(Jacf. .(z)) = (—1)22°WM) para todo estado esta-
q g : p
cionario x € S, N R<, entonces existe exactamente un estado estacionario positivo en
S.. Mds atin, este equilibirio es no degenerado.

(B) Miiltiples equilibrios: Si signo(det(Jacf. (7)) = (—1)& M+ para algiin estado es-
tacionario v € S, N R<, entonces hay al menos dos estados estacionarios positivos en
S., al menos uno de ellos es no degenerado. Si todos los posibles estados estacionarios
en S, son no degenerados, entonces hay al menos tres y siempre una cantidad impar.

Veamos c6mo, a partir de este resultado, podemos deducir el Teorema [2.1.1] Consideremos
W, 1a matriz de conservacién de Gy para (k*, *) como en el item[I|del Teorema [2.1.1]llame-
mos (k*, %) = ¢(k*,2%), ¢* = Wa*y fer .+ como en (I.3). Como ¢ es una parametrizacion
de estados estacionarios, tenemos que z* es estado estacionario para el sistema definido por G
para las constantes de reaccidon «*, y entonces los items y del Teorema nos dan
las dos implicaciones para multiestacionariedad. El item [2] del Teorema [2.1.1] es inmediato de
lo anterior.

Veamos ahora la prueba del Teorema [2.1.2] Para esto necesitamos introducir algunos con-
ceptos y resultados de Teoria de Grado [4}23]] adaptados a nuestro contexto.

Sean B C R*® un conjunto abierto y acotado, y f € C'(B,RR?*) una funcién continua y
derivable, con derivada continua, de la clausura de B, B, en R*. Notamos con 9B a B \ B,el
borde de B. Diremos que y € R*\ f(9B) es un valor regular de f si det(Jacf(z)) # 0 para
todo = € B tal que f(x) = y.

Lema 2.1.1. Si B C R® es abierto y acotado, f € C*(B,R*) ey € R*\ f(OB) es un valor
regular de f, entonces el conjunto {x € B|f(x) =y} es finito.

Demostracion. Supongamos que no fuera asi, es decir, f~'(y) es infinito. Como B C R® es
acotado, sabemos que f~!(y) tiene punto de acumulacién en B. Sea luego {z,} C f~*(y)
sucesion de elementos distintos que converge a = € B.

En primer lugar, z ¢ OB. En efecto, de ser asi, por continuidad de f tendriamos que
f(z) = lim f(x,) = y, pero y ¢ f(OB). Ahora, como y es un valor regular, tenemos que
det(Jacf(z)) # 0. Por el Teorema de la Funcion Inversa, debe existir un entorno U C B de «
para la cual f|; : U — R® es inyectiva. Pero esto es absurdo ya que limz,, =z y f(z,) = vy
para todo n € N. O
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Si B C R® es abierto y acotado, f € C*(B,R*) ey € R*\ f(0B) es un valor regular de f,
definimos su grado de Brouwer como

deg(f, B,y) := Z signo(det(Jacf(x))). (2.1)

{zeB|f(z)=y}

Observacion 2.1.1. Si deg(f, B,y) = %1, entonces la ecuacién f(z) = y tiene al menos una
solucién = € By la cantidad de soluciones en B es impar (porque si llamamos s, = #{z €

B|f(x) = y,signo(det(Jacf(x))) = 1} y s- = #{x € B|f(z) = y,signo(det(Jacf(x))) =
—1}, tenemos s, — s_ = +1 y entonces s, +s_ = 2s_ + 1).

Ahora veamos que el grado de Brouwer se preserva por pequefas variaciones.

Lema 2.1.2. Sea f : B C R®* — R* de clase C*(B,R®) donde B es acotado. Si y es un valor
regular de |y existe § > 0 de modo que si || f—g||c1 < d entonces deg(f, B,y) = deg(g, B, y).

Demostracion. Como det es una funcion continua 'y f~'(y) es finito, existen entornos U, que
podemos tomar disjuntos tales que

signo(det(Jacf(x))) = signo(det(Jacf(z))) paratodo z € U,

Podemos tomar §; de modo que signo(det(Jacg(z))) = signo(det(Jacf(x))) para todo
z € U, paratoda g € C*(B,R?) con ||f — g||c1 < d;. En particular, el Teorema de la Funcién
Inversa vale para g y f en todo punto de U,.

Ahora debemos demostrar que el si g esta suficientemente cerca de f, entonces existe un
tinico 2z, € U, de modo que g(z,) = y. Para esto, damos una versién general del Teorema de
Lagrange o Valor Medio. Si f; : R® — R de clase C", definiendo U;(t) = f(tz + (1 — t)x)
tenemos que:

Ji(@) = fi(2) = UA(0) = Ui(1) = — / Ul(t) = / (V Ltz + (1= 1)), (z - 2))

Podemos reescribir esto para el caso f = (fi, ..., f,) de la siguiente manera

Fla) — f(z) = (/01 Jacf((1— t)z + tz)dt) (x — 2),

donde ( fol Jacf((1 —t)z + tz)dt> corresponde a integrar cada coordenada de la matriz
jacobiana.

Con esto presente, realizamos un cambio de variable para centrar nuestro problema en el
origen. Sean h = z — x y D = y — g(z). Definimos las funciones

R(h) = g(z +h) — g(z) — Jacg(z)h 'y T(h) = (Jacg(x))” (D — R(h))
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Notar que si 7'(h) = h, entonces Jacg(z)h = (D — R(h)) = g(z) —y— (g(x+h) —g(z) —
Jacg(x)h). Asi obtenemos que y = g(z + h) = g(z). Luego, nuestro problema se reduce a
demostrar que 7 tiene un tnico punto fijo en un entorno Bs(0). Pero en efecto,

R(h) — R(W) = g(z+ h) —g(z+ 1) — Jacg(x)(h — h') =
</01 Jacg((x +th+ (1 —t)h')(h — h’)dt) — Jacg(z)(h — h') =

(/0 (Jacg((z +th+ (1 — t)h')) — Jacg(x))(h — h’)dt)

Notemos que ademas:
|Jacg((z+th+(1—t)h))—Jacg(x)|| < ||Jacg((z+th+(1—t)h'))—Jacf(x+th+(1—t)h"))||+

[|Jacf(z +th+ (1 —t)h")) — Jacf(z)|| + ||Jacf(x) — Jacg(z)||

Asi que tomando un entorno suficientemente cercano de 0 para h y una funcién suficientemente
cercana g, podemos acotar

[|Jacg((z 4+ th+ (1 —t)h")) — Jacg(z)|| < u

Sea M = méx{||Jacg(z)||"'} y M; = max{||Jacf(z)||~'}, luego tenemos que |T'(h) —
T(h)| < ||Jacg(x)||"Y||R(h) — R(R)|| < Mu||h—h'||. Tomando, g suficientemente cercana a
f, podemos hacer que M < M+ 1. Mds atin, tomando un enotrno del 0 suficientemente chico
y una g suficientemente cercana a f, podemos hacer que p < %(M ¢+ 1). Asi, T es una con-
traccion y por Teorema de Banach admite un tnico punto fijo. Tomando un J suficientemente
chico, Bs(x) C U, para cada x € f~!(y) como queriamos probar. O

Una propiedad importante del grado de Brouwer es la invariancia por homotopia. Nosotros
probaremos la invariancia cuando la homotopia es suave, pero vale también para el caso en el
que sea solamente continua.

Lema 2.1.3. Sean B C R® abierto y acotado, f,q : B — R® dos funciones C* homotdpica-

mente equivalentes por una homotopia suave H : B x [0,1] — R® tal que H(x,0) = f(x)y
H(z,1) =g(x). Siy ¢ H(OB x [0, 1]), entonces

deg(f, B,y) = deg(g, B,y).

Demostracion. Supongamos que deg(f, B,y) # deg(g, B, y). Definimos:
A =inf{t € [0,1] : deg(f, B,y) # deg(H;, B,y)}.

Como H, es C' e y ¢ H,(0B), existe un ¢ > 0 de modo que si ||G — Hy||c1 < &, entonces
deg(G, B,y) = deg(H,, B, y). Pero por lo dicho antes, existe un § de modo que si |\ — s| < 9
entonces deg(Hy, B,y) = deg(H), B, y). En particular, si A\ # 0, podemos tomar s = A — §/2
y obtenemos que deg(f, B,y) # deg(Hs, B,y) y s < A. Pero esto es absurdo. El absurdo
provino de suponer que los grados de f y g en y eran distintos. Si A = 0, tomando s = A+ /2,
parat < s vale que deg(f, B,y) = deg(H;, B, y) contradiciendo que 0 es infimo. O
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Aunque los resultados que siguen en esta seccion valen para un conjunto 5. C R¢ ) abierto,
acotado y compacto mds general, por conveniencia definiremos el siguiente conjunto B..

Lema 2.1.4. Sea G una red de reacciones quimicas y © = f.(x) el sistema de cinética de
accion de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios en el
borde de R%,,. Sean W una matriz de conservacion de G reducida por filas, S. como en (1.2))
tal que S, RS, # Oy w € RS, ¢ > 0 tales que wx" = ¢ para todo x € S.. Se define el
conjunto

B, ={z e R, : wz" < 2¢}. (2.2)

Vale que
1. B, es abierto, acotado y convexo;
2. B.={z e Ry, : wa” < 2¢};
3. B.NS.=8.NRL;yIB.NS. =8, NIRE;

4. para todo x € S. N ORL, vale que v +cf(x) € B, para todo ¢ suficientemente chico.

Demostracion. 1. Es evidente que B, es abierto y convexo (es interseccion de abiertos y con-
vexos). Para observar que es acotado, notar que tanto w como x deben tener sus coordenadas
positivas, luego estard contenido en una bola suficientemente grande.

2. La contencién B, C {z € RS, : wa? < 2¢} es clara. Para la otra contencién, su-
pongamos que wz” = 2c. Notar que el punto z. = z — <1 estd arbitrariamente cerca de z y
estd contenido en B.. Por dltimo, supongamos sin perder generalidad que z = (0, 2, .. ., 2)
con z; # 0 tal que wz? < 2¢. Como las coordenadas de w son positivas, podemos achicar la
segunda coordenada y aumentar la primera para tener un punto sin coordenadas nulas que siga
cumpliendo w2zT < 2c. Repitiendo el argumento anterior, obtenemos un punto arbitrariamente
cerca de z dentro de B..

3. La primera igualdad es inmediata. Para la segunda, observar que el borde de B, esta
compuesto por puntos donde alguna coordenada es nula y puntos que verifican 1wz? = 2¢. Pero
es claro que estos dltimos no pertenecen a S... La otra contencién es inmediata.

4. Efectivamente, basta tomar ¢ < ¢/(wf(x)”), donde observamos que si wf(z) = 0,
entonces para cualqueir € vale la contencidn. [

Teorema 2.1.3. Sea G una red de reacciones quimicas y © = f,.(x) el sistema de cinética
de accion de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios
en el borde del ortante R . Sean, N la matriz de estequiometria de G y W una matriz de
conservacion de G reducida por filas de rango d = s — rango(N). Sea ¢ € R?, S, como
en (1.2) tal que S. N RS, # 0, B, como en 2.2), y fe, como en (L3)), entonces

deg(fer, Be,0) = (_l)rango(N).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que W se puede escribir en blo-
ques como

—~

W=(1; W),
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donde /W € R¥*(=d) ¢ [, es la matriz identidad de tamafio d. Notemos que si Wz = Wy,
tenemos (z1,...,24)L + W(xar1, - 2s)T = (Y1, Ya)T + W (yar1, - -, ys)!. Llamemos
es la proyeccion a las dltimas s — d coordenadas de R®. De esta forma, si Wx = Wy vale que

x=y siysolosi 7(x)=mn(y) (2.3)

Elegimos ahora un punto arbitrario z € S, N R y consideramos la funcién continua
G : B. — R? definida por

G(z) = (Wzx — ¢, (T —2)) € R? x RraneeV) >~ Rs,

La matriz jacobiana de G tiene la forma

Jacc;(x):<fél W )

_[rango(N)

Y entonces det(JacG(z)) = (—1)""¢°) para todo x. En particular, 0 es un valor regular de
G. Mas ain, si G(z) = 0, entonces = € S,, porque Wz = ¢,y m(Z) = 7(z). Como Wz = c,
de concluimos que z = . Como = ¢ 0B,, se sigue que G no se anula en el borde de B..
De esta forma,

deg(G, B,,0) = signo(det(JacG(z))) = (—1)re™),
Consideremos ahora la siguiente homotopia entre las funciones f. . y G:

H:B.x[0,1] — R®
(,t) = tfes(z) + (1 —t)G(2).

Claramente H es continua. Para poder aplicar el Lema para hallar el grado de f. ., debe-
mos mostrar que H (0B, x [0, 1]) # 0. Pero

H(z,t) = Wz —c,tn(fer(z)) + (1 — t)7(T — 2)),

y entonces H (z,t) = 0 implica Wx = cy por lo tanto = € S,. De esta forma, lo que debemos
mostrar es que

tr(fex()) + (1 —t)m(Z — ) # 0 paratodo x € S, N IR, (2.4)

Parat = 1, (2.4) se sigue de (2.3)) usando que W f, .(z) =0y fe.(z) # 0 para x € IR, por
hipétesis. Para ¢ = 0, ya mostramos que G no se anula en 0B, y en particular no se anula en
S.NIRL,. Supongamos ahora que (2.4) no vale parat € (0, 1). Es decir, existe 2’ € S.N IR,

tal que .
T(fon(a)) = t%ﬂ(x ey

Como 2’ € S, tenemos Wz’ = Wz y por lo tanto W(Z — 2’) = 0, y también W f.. .(2z) = 0.
A partir de (2.3) deducimos que
t—1

fer(@) = ; (z —a'). (2.5)
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Por el Lematenemos que para ¢ suficientemente chico, 2’ +¢ f. .(z') € B., y en particular
v’ +e2 (2 —a') € RY,. Peroparai € {1..., s} tal que z; = 0 tenemos (2' + e (z—a')); =
5%@- < 0 porque % < 0y Z; > 0y esto es una contradiccién. Luego, H(z,t) # 0 para todo
x € 0B,y t € [0,1]. Como consecuancia, la invariancia por homotopia del grado de Brouwer
nos da el resultado deseado

deg(fc"i’ BC’ 0) = deg(G7 BC; 0) = (_1)rango(]v)'

Ahora podemos demostrar el Teorema|2.1.2

Demostracion (Teorema[2.1.2)). Las hipétesis aseguran que podemos usar el Teorema Si
tomamos B. como en (2.2)), todos los estados estacionarios positivos se encuentran alli porque
B.NS. =S8 NR, (ver Lema2.1.4), y vale que

deg(fc,;.;7 B., O) — (_1)rango(N)‘

Sea V. el conjunto de estacionarios positivos en la clase de compatibilidad estequiométrica S..
Notemos que
Ve.=A{zx € B.: fex(x) =0}.

(A)| Como signo(det(Jacf(z)) = (—1)2&°(N) =£ () para todo estado estacionario en S,, 0 es
un valor regular para f. .. Podemos entonces aplicar el Teorema y obtenemos

(—1)rmee™) =3 “signo(det(Jacf (x)) = (—1)"& N (#V,),

€V,

donde #V, es el cardinal de V.. Concluimos entonces que #V, = 1 y por lo tanto existe
un dnico estado estacionario en la clase de compatibilidad estequiométrica. Mas atin, como
signo(det(Jacf(z)) # 0 para todo estado estacionario, el estado estacionario que obtenemos
es no degenerado.

Sea z* € V, tal que signo(det(Jacf(x)) = (—1)"&°)+1 Sj ( es un valor regular para
fe.r» entonces la igualdad

(—1)raneeN) — Zsigno(det(Jacf(x)) — (—1)rengoN)+1 4 Z signo(det(Jacf(x))

zeVe eV, xFc*

implica que debe existir al menos otros dos puntos z’, 2" € V, tales que
signo(det(Jacf(2')) = signo(det(Jacf(z")) = (—1)r2need),

es decir, que hay al menos tres estados estacionarios positivos en S, todos no degenerados. En
este caso, por la Observacion hay un numero impar de estados estacionarios y son todos
no degenerados.

Si 0 no es un valor regular para f, ,, entonces debe existir otro estado estacionario positivo
x’ en S, para el cual la matriz jacobiana de f. ,(z’) es singular. Esto implica que hay al menos
dos estados estacionarios positivos en S., z* y 2/, uno de los cuales es no degenerado. U
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Ahora que contamos con estas herramientas de Teoria de Grado, vamos a presentar un
resultado que relaciona Jacf con Jacf., (del sistema ampliado). Introducimos primero un
lema de Algebra Lineal.

Lema 2.1.5. Sea M una matriz de n xn. Dado I C {1, ... ,n}, denotamos M; 1 a la submatriz
formada por los elementos M;j con i,5 € 1. Sip = A" + ... + p1A + py es el polinomio
caracteristico de M entonces:

Pn—s = (—1)8 Z det(M]’[)

IC1,...n,#I=s

Demostracion. Sea q(x) = det(zl + M), notar que p(z) = (—1)"q(—z), por lo que basta
probar que:

Gn—s = Z det<MI,1)
IC1,...n,#I=s

q"(0)
(n—s)!

Por Taylor sabemos que ¢,,_s =
= go = ¢(0) = det(M).

det(M I) — det(M
et(M + ) et( ),SeaMllamatrizM—i—a:En(esdecir,su—

" g = QI(O) = lim, o "
mamos un z a la primera coordenada). Entonces, si notamos con M i, 7] a la submatriz de
M que se obtiene al eliminar las i-ésimas fila y columna, vemos que det(M;)—det(M) =
x det(M|[1, 1]) por multilinealidad y desarrollar por primera columna. Si consideramos
My = My + xEsq, vale que det(My) — det(M;) = xdet(M[2,2]), y asi sucesivamente.
Luego:

det(M + xI) — det
x

(M) _ Z det(M,,_;) — det(M, ;1) = Z det(M[i, )

que es lo que queriamos ver.

= Notamos que con el razonamiento anterior podemos obtener ¢'(z) = Y ., det((M +
xI)[i,i]). Derivando luego la expresion y repitiendo el mismo argumento para las sub-
matrices (M + xI)[i,], y evaluando en z = 0 tenemos la férmula para ¢”(0), donde
notemos que cada término aparece dos veces (pues M][i, j|[k,{] = M|k, ][, j]). Por en-
de ¢"(0) = 2!3 ;) . 41— Mr1. Se puede ver que el caso general proviene de repetir
este argumento.
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Dada M una matriz de n X n, sea S el espacio generado por sus columnas. Sea s = dim(.5)
y d = n — s. Notar que podemos colocar mediante un cambio de filas, s filas linealmente
independientes en la parte inferior de la matriz.

Construimos una base de S+ de la forma {ws, ..., wq} de modo que (w;); = &;; si 1 <
i, < d, donde ¢;; es la delta de Kronecker. Definimos A como la matriz que posee en las
primeras filas a los vectores w;, y las ultimas s filas coinciden con las ultimas filas de M. Es
decir

w1y
Wa
A= : (2.6)

Wq
Luego tenemos el siguiente resultado de [25, Prop. 5.3]:

Proposicion 2.1.1. Sean A, M matrices definidas como arriba. Entonces tenemos que:

det(A) = Z det(Mj )

IC{1,...,n},#I=s

Demostracion. Por el lema anterior, basta probar que det(A) es (—1)%p, donde py es el d-ésimo
coeficiente del caracteristico.

Definimos P como la matriz cuyas primeras d-filas coinciden con A y cuyas ultimas filas
coinciden con la identidad. Notar que det(P) = 1, por lo que:

p=det(A] — M) = det(AP — PM)

Observemos que las primeras d filas de PM son nulas (ya que las primeras filas de P son
elementos del ortogonal del espacio columna de M ). Las dltimas filas de PM coinciden con
M (pues las ultimas filas de P son los candnicos). Entonces:

)\wl
)\’LUQ

AP — MP = _
)\wd
)\[sxs - M{d+1 ..... n}{1,...,n}

Usando multilinealidad para las primeras d filas, tenemos que p = det(AP — MP) =
A det(P}), donde

P)l\ = >\]s><s - M{d—‘rl ..... d}

Notar que luego necesitamos el término de grado 0 de det(P%), que ya sabemos que es
(—1)® det(F}) pero es claro que det(F})) = det(A) por lo que demostramos lo buscado. O
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Notar que este resultado permite conectar Jac(f) con Jac(f.,), ya que este proviene de
agregar las leyes de conservacion a Jac(f), que es el espacio ortogonal al subespaico este-
quiométrico.

Por ultimo, agregaremos un resultado que nos permita ver como preservar la biestabilidad y
cantidad de estados estacionarios al cambiar la red agregando reacciones. Para esto enunciamos
el siguiente lema [[10]:

Lema 2.1.6. Sea Q@ C R® un dominio acotado y gy : Q — R® una familia de funciones
suaves que varian suavemente con respecto a A (de hecho, basta con pedir que la variacion
sea continua). Supongamos que:

n det(Jac(go))|o=er # 0 # det(Jac(g1))|z=ar para todo x* € R®

= gy no posee ceros en 0.

Entonces gy y g tienen la misma cantidad de ceros en ().

Demostracion. Sea a(x*) = det(Jac(go)|z=«+ ). Por hipétesis, a no posee raices, por lo que su
signo es constante. Por lo tanto, el grado de Brouwer deg(g, 0, €2) coincide en médulo con la
cantidad de ceros de gy. Andlogamente vale para g;. Como ya habiamos demostrado la inva-
rianza del grado de Brouwer, tenemos que gy y ¢; tienen la misma cantidad de ceros. [

Enunciamos ahora un teorema que nos permite preservar la cantidad de estados estaciona-
rios y su estabilidad al agregar reacciones [15]:

Teorema 2.1.4. Sea N una subred de una red dada G de modo que el subespacio estequiométri-
co de ambas coinciden. Si k corresponde a las constantes de reaccion de G entonces:

» Si N admite miiltiples estados estacionarios en una clase de compatibilidad estequiométri-
ca, entonces GG también. De hecho, si N tiene finitos estados estacionarios, la cantidad
de estados de G es mayor igual a la cantidad de estados de N.

» Si N es biestable, es decir que admite miiltiples estados estacionarios estables en una
clase de compatibilidad estequiométrica, entonces G también. Andlogamente si N tiene
finitos estados estacionarios exponencialmente estables, la cantidad de estados estacio-
narios exponencialmente estables de G es mayor o igual a la de N.

Demostracion. Sea S el espacio estequiométrico de N y G. Sean fy y fg los sistemas asocia-
dos a las redes N y G respectivamente. Luego notar que podemos separar los términos de fg
entre los que corresponden con reacciones que aparecen en /N y los que no. Mds precisamente:

fa(z) = fn(x) + Z (8 — a)rx”

a—8¢RN

donde R son las reacciones que estdn en N. Definimos entonces:

(@) == fn(z) + A Z (B — a)rx®

a—"B¢RYy
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Sea z* un estado estacionario no degenerado de NV, es decir, para ciertas constantes de
reaccion (7q,...,7;) (que corresponden a las reacciones que aparecen en V), tenemos que
fn.-(2*) = 0. Sabemos por continuidad que existe una bola 2 = B, (z*) de modo que Jac(fn)
sea inversible para todo punto en la bola. Més atin, tomando un radio suficientemente chico, po-
demos asegurar que z* es el Unico estado estacionario no degenerado en B,.(z*). En particular
tenemos que fx(y) # 0 para todo y € 0S.

Ahora, notar que podemos interpretar g,(x) = T'(z, A, k') donde k = (kq, ..., K,,) corres-
ponden a las reacciones en G pero no en N , y asi vemos que es una funcién continua con
respecto a k' y que T'(z, A, (0,...,0)) es no nula en 952 x [0, 1]. Como este conjunto es com-
pacto, existe ¢ > 0 de modo que para cualquier eleccién de constantes k' = (kq,...,kp) €
B.(0,...,0), tenemos que T'(z, A\, k') # 0. Y observemos que siempre podemos tomar una
eleccion donde sean todas positivas. Asi verificariamos que g, () no posee ceros en Jf) para
todo A € [0, 1].

Usando un argumento analogo, observando que Jac(gy) = R(z, A\, k'), podemos tomar una
eleccion de constantes no nulas de modo que la matriz jacobiana sea no degenerada para todo
y € Qytodo A € [0, 1]. Luego aplicando el lema anterior, tenemos que g; = f¢ posee un cero
xy, € Q) estado estacionario para constantes de reaccion (7, ..., Tj, K1, ..., Km)-

Para acabar la primera parte de la prueba, si N tiene finitos estados estacionarios, pode-
mos luego tomar radios suficientemente chicos de modo que las bolas sean disjuntas y k’ sea
suficientemente chico de modo que el argumento anterior valga para cada uno de los dominios.

Finalmente, para verificar que se preserva la estabilidad exponencial, realizamos un argu-
mento idéntico en el que observamos que los autovalores varian continuamente con respecto
a Ay K/, y por ende al partir de un estado estable, podemos tomar un radio y variables k' de
modo que podamos preservar el signo de la parte real de los mismos. [

2.2. Bifurcaciones de Hopf

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales que depende de un paramétro, nos interesa
encontrar valores del paramétro para los cuales algin punto de equilibrio cambia su condicion
de estabilidad. Desarrollemos algo de teoria de bifurcaciones a partir de [[17]].

Consideremos un sistema auténomo definido por

i= f(z), z € R, 2.7)

donde f es suave (es decir, f es de clase C*(R?)). Sea x un equilibrio del sistema (i.e., f (o) =
0) y sea Jac(f)(zo) la matriz jacobiana de f evaluada en x = x,. Se dice que un equilibrio es
hiperbdlico si no hay autovalores de Jac(f)(z) sobre el eje imaginario.

La Figura [2.1) muestra resultados clasicos. Hay tres clases topolégicas de equilibrios hi-
perbdlicos en el plano: los nodos (focos) estables, los puntos silla, y los nodos (focos) inesta-
bles. Los nodos y los focos (con la correspondiente estabilidad) son topolégicamente equiva-
lentes pero se pueden identificar al mirar los autovalores.
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(ny,n_) | Autovalores | Diagrama de fases | Estabilidad

nodo

(0,2) estable

o %

foco

!

#
o
N

(1,1) silla | inestable

nodo

(2,0) inestable

|
9

foco

Figura 2.1: Clasificacion topoldgica de los equilibrios en el plano [17, Figura 2.5]

Consideremos ahora el siguiente sistema auténomo que depende de un parametro:

T = fu(z) = flz,pn), 2 € R, peR, (2.8)

donde f es suave con respecto a 'y a u. La aparicion de un diagrama de fases topoldgicamente
no equivalente cuando p varia se llama una bifurcacion.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el siguiente sistema en el plano:

(2.9)

T = pxy — T9 — 1 (23 + 23),
By = @1+ pag — x2(2 + 23).

Evidentemente, en 1 = x2 = 0, tenemos un equilibrio. Se verifica ademds que la matriz
Jacobiana de f, en (0, 0) es:

Jac(f)0,0) = (lf _Ml)

por lo que el caracteriistico es p(\) = (A — u)? + 1, o sea que los autovalores son p + 4y
1 — t. Observemos entonces que:

= sip > 0,en (0,0) tenemos un equilibrio inestable. En un diagrama de fases, esto se veria
como que las trayectorias se alejan del punto.

= sip < 0,en (0,0) tenemos un equilibrio estable. En un diagrama de fases, esto se veria
como que las trayectorias apuntan hacia el punto.

Asi vemos que en 1 = 0 tenemos una bifurcacion.
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Definicion 2.2.1. Consideremos el sistema auténomo que depende de un parametro:

x:fu(x) :f(l’,ﬂ), r€R’ peR,

donde f es suave con respecto a x y a . Sea x( un equilibrio de f,,. La aparicion de una
bifurcacion para p = p por la presencia de dos autovalores tiw, de Jac(f,,)(zo) conwy > 0
se llama una bifurcacion de Hopf.

Si Jac(f,,)(xo) tiene un dnico par de autovalores imaginarios puros y los demads tienen
parte real negativa, entonces hay una curva suave de equilibrios x (i) con x(ug) = o y los
autovalores A(u), A(u) de Jac(f,)(x(u)) que son puramente imaginarios en yu = i varfan
suavemente con x. Si ademads d(Re(\))/dp|,=,, 7 0, entonces hay una bifurcacion de Hopf
simple. Es decir, una bifurcacion de Hopf simple se da cuando un solo par de autovalores de la
matriz jacobiana cruza el eje imaginario mientras todos los demds permanecen con parte real

negativa.

Fundamentalmente, esto nos habla de un cambio de tipo de estabilidad en z,, lo que a su
vez implica que el sistema presenta comportamiento oscilatorio en alguno de los dos “lados”
de la bifurcacion. Esto es relevante para nosotros ya que la aparicion de soluciones periddicas
tiene interpretaciones bioldgicas.

Ejemplo 2.2.2. Retomando el Ejemplo [2.2.1] observemos que en ;2 = 0, los autovalores son 7
y —i. Ademds, 0,Re(A(p)) = 1 # 0, asi que podemos decir que tenemos una bifurcacién de
Hopf simple.

En ;o = 0, es conocido que tenemos soluciones oscilatorias (linealizando, obtenemos 6rbi-
tas circulares). Pero nos interesa entender esto para otros valores de p. Con esto en mente,
consideramos la variable compleja z = x; + iz y usando que 2z’ = x| + iz}, tenemos que el
sistema [2.9]es equivalente a:

Z=(p+i)z— z|z)?

Usando la representacién polar, z = re’? tenemos que por regla del producto, 2’ = r'e’ +
re*iy’. Remplazando a ambos lados de la igualdad y despejando obtenemos la versién polar
del sistema:

r = r(p—1?)

2.10
o (2.10)

De aqui podemos tener una mejor intuicién geométrica. Si p < 0, el sistema no tiene
soluciones fuera de ' = 0, es decir, de P = (0,0), lo cual se puede explicar con el hecho de
que las trayectorias en este sistema vienen del infinito y llegan hasta el origen.

Pero en el caso p > 0, notar que si r = ,/j, tenemos que 7’ = 0 por lo que tenemos una
solucién que se mueve (con velocidad angular constante) por esa circunferencia, es decir, una
solucion periddica del sistema. Mads aun, el radio de esa circunferencia varia continuamente con
respecto a y, por lo que si bien hay una pérdida de la estabilidad, para valores de y positivos y
cercanos al 0, las soluciones se mantienen cerca del origen. Este comportamiento se puede ver

en la Figura
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Figura 2.2: La figura de la izquierda muestra el caso p < 0, donde el equilbrio es estable.
Cuando p = 0 tenemos un diagrama como el del centro. Si ¢ > 0, tenemos un equilibrio
inestable y una solucién ciclica. [|17]

En este caso, decimos que la bifurcacion es supercritica.

Afortunadamente, este ejemplo es representativo de cualquier bifurcacion de Hopf en el
siguiente sentido.

Teorema 2.2.1. Para dimension n = 2, si & = f,(x) admite una bifurcacion de Hopf su-
percritica para |1 = iy en un cierto equilibrio x = x, entonces localemente el diagrama de
fases es topolégicamente equivalente al de (2.9). En particular, tomando un valor de y cercano
a pp y del lado correcto de la bifurcacion, tenemos una solucion oscilatoria al sistema.

La demostracion de este teorema consiste en demostrar en primer lugar que la existencia
de bifurcaciones de Hopf implica que el sistema es equivalente al sistema[2.9| mds términos de
orden 4 o méas. Luego se puede demostrar que estos términos se pueden despreciar.

Ahora presentaremos un criterio que nos sirve para detectar bifurcaciones de Hopf simples
sin tener que calcular autovalores. Primero definimos:
Definicion 2.2.2 (Matriz de Hurwitz). Sea el polinomio
p=X"+0 X"+ .. +b,1X +b, €R[z] (2.11)

(consideramos by = 1). Definimos la matriz de Hurwitz H = (H,;);; donde H;; = by;_;, con
b, =0sik <0osik > n.Esdecir,

b1 bo 0 0 0 0
b b b b 0 ... 0

=1 7 > ! (2.12)
b2n71 621172 b2n73 b2n74 b2n75 e bn

Definimos ademas [); como el determinante del menor principal j-€simo de la matriz H.
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Definicion 2.2.3. Dado un sistema auténomo como en (2.7)), si todos los autovalores del poli-
nomio caracteristico de su matriz jacobiana en el equilibrio g,

p(A\) = det(As — Jacf(xp)) (2.13)
tienen parte real negativa, entonces xg es estable y se dice que el polinomio es estable.

Criterio 2.2.1 (Routh-Hurwitz). El polinomio p en (2.13) es estable si y solo si todos los
determinantes de los menores principales de su matriz de Hurwitz son positivos:

Dy >0, Dy>0,...,D, = det(H) =b,D,_1>0.
O, lo que es equivalente,
bn>0, D; > 0, Do >0,...,Dn_1 > 0.
Ejemplo 2.2.3. Consideremos p(\) = A% + by A\ + by. La matriz de Hurwitz de p es:
(b 1
(5 )

El criterio nos dice que p es estable si y solosi by > 0y Dy = b; > 0.

En efecto, si las dos raices de p son reales, serdn ambas negativas si y solo si by > 0y
b2 > 0:

—b/2

N

Si o + i es raiz de p con S # 0, entonces

p(N) =N —a—iB) A —a+if) =\ —2a\ + (a® + B?).
Necesariamente b, > 0y vale que o < 0 siy solo si b; > 0.

Presentamos aqui una idea de la demostracién del Criterio de Routh-Hurwitz, basada en [7]].

Consideremos el argumento de un niimero complejo en el intervalo (—7, 37”] Sean a, B, w € R.
El argumento de wi — (o + i) = —a + (w — ()i va a variar
mde—Talsia<0o
2473
N

| |
| |
I I
l l
-de%’ragsia>0 | o —o
| |
| |
| |
| |

cuando movemos w de —oo a +oo. Dicho de otra forma, el argumento de wi — (« + 1)
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m aumentaenmTsia <00
= disminuye en 7 si o > 0

cuando w va de —oo a 4-00.

Si p no tiene raices imaginarias puras y llamamos n., y n_ a la cantidad de raices con parte
real positiva y negativa respectivamente (contadas con multiplicidad), entonces n = gr(p) =
ny +n_.Siog + Bii, ..., + Byt son las n raices de p, tenemos

p(iw) = (iw — a3 — p1i) ... (iw — a — Ppi),
y el aumento en el argumento de p(iw) cuando w varia entre —co y +oc estd dado por
A= (n_—ny)m. (2.14)

Como n, = n — n_, podemos despejar

1 A
_ == —). 2.15
n 2(n - 7T) (2.15)
Escribamos ahora
i"p(—iX) = po(X) +ip1 (X), (2.16)

donde py y p; son polinomios en R[X| univocamente determinados, py tiene grado n y es
monico, y el grado de p; es menor o igual a n — 1. Por ejemplo, cuando n = 3 tenemos

p(X) = X? 4+ b1 X% 4 by X + by,

PPp(—iX) = —i(iX® — b1 X2 —iby X + bs) = po(X) + ipy(X),

con po(X) = X% = by X = X(X? = bp) y pi(X) = b1 X? — bs.

Notemos que si p no tiene raices imaginarias puras, entonces py y p; ho tienen raices reales
en comun. Entonces A es igual a la disminucién neta del argumento de i"p(—iw) cuando w
varia entre —oo y +00 que, a su vez, es la disminucion neta de arctan(p; (w)/po(w)) cuando w
varia entre —oco y 4-00.
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Sean 77 < zo < --- < x,, los ceros reales distintos de pg, y sea Ay el decrecimiento de
arctan(p; (w)/po(w)) cuando w aumenta de zy a 41 (k = 0,1,...,m; g = —00, Tpyy1 =
+00). Como pg y p; no se anulan simultinemente en valores reales:

Ak:lﬂ' signo | lim pi) —signo | lim 21(2)
2 ez Po(T) Ty, po(z)

parak =1,...,m — 1. Ademads, como p; /p, tiende a cero cuando = — oo,

Ao+ A, = 17‘(‘ signo ( lim pl(x)) —signo [ lim pi@) .
2 v—ah, Do(T) e—zy Po(T)

De esta forma,

A= ZAk = —ﬂz [Slgno < hm b (a:)) — signo ( lim pl(x)>] .

r—z;) po() Ty po()

Introducimos el concepto de indice de una funcidn racional R(x) en un intervalo abierto
(a,b), y denotado por I°(R) como la diferencia entre la cantidad de veces que R salta de —co
a +o00 y la cantidad de veces que salta de —oo a +00 a medida que = aumenta de a a b.

Es facil ver que si ¢ € (a, b) es tal que R no da un salto en ¢, entonces
I,(R) = I;(R) + I(R).

Volviendo a nuestro razonamiento, consideremos g, y1, - . - , Ym tales que yp < 1 < y; <
To <+ < Typ—1 <ym—1 <xm<ym-

Yo U1 ce Ym—-1 Ym

Iy T v Tl Ty

Tenemos que

I (p1/po) = si p1/po salta de +00 a —oo en xy,

si Hmm%x: pl(ﬂU)/pO(fB) = meﬁxg p1($)/p0(37)
pi() —signo | lim pi(z)
(“gm <““ e >> : (1 M)) |

= Z I (p1/po) = TI2™ (p1 /po),

{ si p1/po salta de —oo a +oco en xy,
1
2

Y por lo tanto

lo que nos da, a partir de (Z.13)) y del hecho de que I (p1/po) = 173 (p1/po):

1
n_ 2(n+l+ (p1/po))- (2.17)
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Ahora, si f posee raices imaginarias puras, denotemosla 7wy, . . . , iw;. Denotamos d(z) =
(z+wi)...(2+w;). Luego f(z) = d(iz)g(z), por lo que g no posee raices imaginarias puras.
Luego

" f(=iz) = (po(2) + ipr(2))/d(2)

Por lo visto, tenemos luego que f posee 3 (n—j—1+3(p1/po)) ceros con parte real negativa,
por lo que para tener estabilidad necesitamos que j = 0y que 112 (py/py) = £n. La vuelta

también vale.
Veamos entoces cémo calcular 1722 (py /po).

Consideramos la siguiente sucesion de polinomios de forma recursiva:

= Po, p1 como ya definidos.

s Para 1 < k < n, escribimos mediante Euclides, p,_1 = ¢gp, + . Definimos en tal caso
Dikt1 = —T7 = —Dr—1 + qPk- S1 pp—1 — qpr = 0 en su lugar definimos py,1 = pi (notar
que en tal caso el algoritmo se estabiliza).

Notar que esto verifica que:

= po(c) = 0 entonces p;(c) # 0 ya que p no tiene raices imaginarias puras.

» Sid = (po : p1), entonces d|p; para todo 0 < j < n. Mas atin, de manera idéntica al
algoritmo de Euclides, si —py_1 + ¢pr = 0, podemos ir para atras y demostrar que p|po

ypk|p1. Asi, pp, = (Po 3171)-

= Como deg(pr) < det(px_1) si px # prs1, debe suceder que deg(p,,) = deg(p,_1) y por
lo anterior p, = (po : p1). En particular p,, no posee raices reales ya que p no posee raices
imaginarias puras.

= Si pi(c) = 0, entonces pi_1(c)prr1(c) < 0. Observar que uno es el opuesto del otro. Lo
que habria que ver es que no son 0. En caso de serlo, tendriamos que c es raiz comuin de
los tres polinomios. En particular, ¢ es raiz real de (py : pr_1). Pero es sencillo verificar
que, analogamente al algoritmo de Euclides, (px : pr+1) = (po : p1) que ya dijimos que
no tenia raices reales.

Denotamos a esta sucesion una serie de Sturm asociada a {po, p1 }. Denotaremos v(c) a la
cantidad de cambios de signos dentro de la secuencia {po(c)...p,(c)}. Afirmamos que v es
una funcion localmente constante en todo un intervalo (a, b) salvo para finitos puntos.

Proposicion 2.2.1. Sea py, p1 y v como ya definidas. Si ¢ no es cero con multiplicidad impar de
po, entonces v(ct) = v(c™). En particular si py no posee ceros en un intervalo (a,b), entonces
V' es constante en ese intervalo.
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Demostracion. Si c no es cero de ningun polinomio, entonces es evidente. Si c es cero de py
notar que £ # n (ya que sino py, p; tendrian raiz real comiin). Supogamos que k£ # 0. Por lo
visto antes, pr_1(c), pry1(c) tienen signos distintos y son no nulos. Por ende en un intervalo,
V{pi(z),...,ps(x)}] se mantiene.

Veamos el caso k = 0, es decir, que c es un cero de multiplicidad par de py. Claramente el
signo de py se preserva en un intervalo. Pero por lo ya mencionado, p;(c) # 0, asi que en un
intervalo también se preserva el signo. Luego v(c) se preserva. [

Veamos ahora como esto se conecta con el indice de p; /py:

Proposicion 2.2.2. Si ¢ es un cero de multiplicidad impar de p, entonces existe € > 0 tal que:

v(e") = v(e”) = =L (p1/po)

Demostracion. Elegimos ¢ > 0 de modo que py no tenga otras raices en (¢ — ¢,¢ + €). Si
el indice es +1, es decir, se mueve de —oo a 400, entonces es porque de un lado py y p;
tienen signos distintos y del otro lado tienen el mismo signo. Observar que “perdemos” un
cambio de signo en la secuencia de Strum. Como antes, achicando € si es necesario, no tenemos
variaciones en la cantidad de cambios de signos de p; en adelante. En particular, v(ct) =
v(c™) — 1. El caso en el que el indice es negativo es analogo. ]

Teorema 2.2.2 (Strum). Para pg, p1,v como ya definidas, vale que:

v(b) = v(a) = I;(p1/po)

Demostracion. Como v es una funcion localmente constante salvo para fintitos puntos, tene-
mos que:

o) —v@) = S (e —vle) = S I /po = Lo /po

c discontinuidad de v

ya que si c no es raiz de p, o es raiz de indice par, entonces el indice no varia. [

Por tltimo, veamos qué pasa cuando a = —oo y b = +00. Si ¢z es el monomio de
mayor grado de py, evidentemente el signo de py en —oo serd el signo de ¢, (—1)"*, y en +o0
serd el signo de c.

Debido a que el indice racional no varia al extender el intervalo sin agregar raices de py,
consideramos un valor de a y b suficientemente grande para los cuales las raices estén en ese
intervalo. En tal caso tenemos por Strum que v(a) — v(b) = I°pipy = 71 /po. Tomando a
y b suficientemente grande, tenemos que:
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I*p1/po = VI[(=1)"cq, ... (=1)"c,.] — Vco, - - -, ¢
donde V[Aq, ..., \s] es la cantidad de cambios de signos en la secuencia (A, ..., As).

Finalmente, lo que conseguimos es que p es estable, es decir tiene n_ = n, si y solo si
I*2(p1/po) = n. Equivalentemente, p es estable si y solo si

VI(=1)"¢co,...,(=1)"cs] — Vlco, ..., cs] =n.
Sins = n, esto solo pasa si V[(—1)"cy,...,(—1)"cs] =ny Vlc,...,cs] = 0.Es decir:
Teorema 2.2.3. El polinomio p es estable si y solo si

(X)) = X" . (e #0;k=0,1,...,n)
y los coeficientes principales ci, (k = 0,1, ..., n) todos tienen el mismo signo.

Para vincular esta cuenta con los determinantes de la matriz de Hurwitz que presenta el
Criterio de Routh-Hurwitz, lo veremos para el caso n = 3. Tenemos p(X) = X* + b X? +
bo X +b3 y suponemos b3 # 0 (si b3 = 0, sabremos que X = 0 es raiz y nos reducimos al estudio
de un polinomio de grado 2). Notemos también que b; es menos la suma de las raices de p y
deberé ser positivo en caso de que todas las raices de p tengan parte real negativa. Como vimos
antes, p(—iX) = po(X)+ip1(X) conpg(X) = X3—bX = X(X?—by), p1(X) = by X?*—b3.
Calculemos ahora los polinomios ps, . . .. Como asumimos by # 0, po(X) = iX p1(X)—(ba—
%li)X y por lo tanto ps(X) = (be — %)X

= si by = %, entonces p(X) = X + 01 X%+ BX + by = X2(X +by) + 2(X +by) =
(X2 4 %)(X + by). Pero las raices de X* + % o bien estdn sobre el eje imaginario, o
b3

bien son una positiva y una negativa. Para que p sea estable, necesariamente by # ;2.

bo—
c1 = by, g = by — Z—i’ y ¢3 = bs. Y por lo tanto, por el Teoremay comocy=1>0,
p es estable si y solo si

m siby # Zil, p1(X) = —Yps(X) — b3 y entonces ps(X) = bs. Tenemos asi ¢g = 1,
b1

b
b1 > 0, b2+—3>0,yb3>0.

b1
La matriz de Hurwitz de p es:
by 1 0
H=|bs by b
0 0 b

y por lo tanto Dy = by, Dy = biby — b3 y D3 = b3(b1by — b3) = b3 Ds. El criterio de Routh-
Hurwitz nos dice entonces que p es estable si y solo si

b
by > 0, bg—b—3>0ybg>0.
1
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Nosotros lo que vamos a usar para estudiar la dindmica de la red ERK es un criterio que pre-
sentamos en el siguiente teorema. Esta relacionado con el criterio de Routh-Hurwitz y permite
detectar bifurcaciones de Hopf simples a partir de los coeficientes del polinomio caracteristico
de la matriz jacobiana del sistema en el equilibrio correspondiente [19].

Teorema 2.2.4. Sea @ = f,(x) un sistema como en 2.8), y 110 € R. Sea x un estado estacio-
nario de & = f,,(x). Sea

p=X"+b X"+, . +b,1 X+, €R[7
el polinomio caracteristico de Jacf,,(xo), y H la matriz de Hurwitz de p. Son equivalentes:
L bn > 0, D1 > 07 .. .,Dn_g > 0, Dn—l = Oy dDTL—l/dMLu:uO % 0.

» & = f,(x) tiene una bifurcacion de Hopf simple en x para |1 = fig.

Antes de demostrar el resultado, demostraremos unos lemas previos.

Lema 2.2.1. Sea A, = A(u) una familia de matrices de rango n — 1 que varia continuamente
con respecto a . Definimos p(p, x) = p,(x) = det(zl — A,,). Supongamos que v = x (1) es
una funcion suave con respecto a p tal que x(jo) = 0. Luego existe C' # 0 tal que:

0up(po, 2(po)) = COp (o)

Demostracion. Como A tiene rango n — 1, notar que p(u, z(n)) = z(u)q(p, z(n)), donde ¢
tiene gradon—1enz(u) y ¢(0,2(0)) # 0. Tomando C' = ¢(0, 1(0)) llegamos a lo buscado. [J

Lema 2.2.2. Sean {A,} y x = x(p) igual que en lema anterior. Consideremos B(j) = B,
familia de matrices de n x n inversibles para todo 'y que varia suavemente con respecto a |i.
Definimos:

f(p) = det(z(p) B(p) + A(p))-
Entonces existe C' # 0 tal que 0, f (1) = COpx(p1o).

Demostracion. Usando que B, es inversible, notar que:

f(p) = det(B(p))(x(p) I — (=B~ (1) A(1))).

Si E(u) := —B~(u)A(u), notar que estamos en las hipétesis del resultado anterior, y que
f(uo) = det(0.1+B~(10)A(po)) = 0. Luego usando C’ como en el lema anterior para (1),
tenemos que C' = C’ det(B(u)) cumple lo pedido. O

Ahora si, estamos en condiciones de demostrar el teorema.
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Demostracion del Teorema Primero demostraremos que si tenemos una bifurcacién sim-
ple, entonces se verifica la condicion de los menores.

Usando que tenemos una Bifurcacién de Hopf en p = 1o y la suavidad de los autovalores,
sabemos que en un entorno de i, existen funciones «, 3(1) suaves de modo que:

Pu(A) = (W + a()A + B(1)qu(N) (2.18)

donde B(u) > 0, a*(u) — 48(p) < 0. Y més ain a(pug) = 0y 9, (o) # 0.

Por otro lado, las raices de g, tienen todas parte real negativa. Por ende, verifican la condi-
cion de Routh-Hurwitz. Es decir, los determinantes (); de los menores de la matriz de Hurwitz
son positivos.

Ahora escribimos p = po(p) + pr(p)A + ... + (WA y ¢ = qo(1) + - + Gn2(p)\.
Entonces, por (2.18)), tenemos que:

pi = Baqi +agi—1 + Gi—a

parai = 0,...,n (recordar que en caso de tener un indice invalido, definimos estos coeficientes
como (). De aqui notar que

Lyp-1(p) = My—1 (1) + a(p) Ny (1) (2.19)
pi(p)  poln) 0 0 0 o0
| ops) () () po(p) o ... 0
Ln—l(/vb) = : :
Pon-3(1) Don—a(t) Pon—s(it) Don—6(t) Pon—7(pt) ... DPn-1(p)
qo(1t) 0 0 0 0 .0
Nn—l(,u) _ QQ(N) Q1 (M) O 0 0 ce 0
Gn-a(lt) Gn-s(it) Gn-6(it) Gn-7(1t) Gon—s(pt) ... Gn-2(p)
Blu)q(p) B(1)qo(w) e 0
Blp)as(p) + qi(p) B(1)ga(p) + qo(p) .. 0
Mn—l(ﬂ) =
B(1)gen—3(1t) + @en—s5(1)  B(1)g2n—a(pt) + qon—6(pt) - B()gn—1(1) + gn-s(1t)

Observamos que det(N,_1(p)) = qo(1)@Qn—2 que es distinto de cero al ser ambos distintos de
cero (recordar que g, no tiene a 0 como raiz), por lo que V,,_; es inversible.

Ahora, denotando M; a la submatriz principal de ¢ x¢ de M,,_1, al calcularle el determinante,
podemos sacar el 5 en la primera fila y simplifcar la segunda. Luego sacar el 3 en la segunda y
simplificar la tercera. Asi:

w det(Mq(p)) = B(u)qr (1) = B(1)Q1 (). Por el criterio de Hurwitz, (1 debe ser positivo,
asi el determinante queda positivo.
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w det(My(p)) = B2Q2(u) que es positivo por los mismos argumentos.
= En general, si k # n — 1 det(M, (1)) = S*Qy que siempre es positivo.

= Pero para k = n — 1, observar que ¢o,,_; = 0si 3 < i < n — 1 por lo que al realizar este
proceso, la ultima fila nos queda 0, asi que det(M,,_1()) = 0.

Es un resultado clasico de dlgebra lineal luego que M,,_1(u) tiene rango exactamente n — 2.
Por ende, debido al lema y usando que 0 # 0, Re(A(po)) = —1/20,a(a), verificamos que la
derivada del determinante del ultimo menor no se anula.

Usando que a(p1g) = 0, tenemos que D; = det(L;(po) = det(M;(po) =0si0 <i <n—2,
y que D,y = det(L,_1(10)) = 0.

Supongamos ahora que valen las condiciones sobre D); y la derivada de o. Queremos ver
que el sistema tiene una bifurcacién de Hopf simple en . = .

Como la derivada de D,,_;(p) no se anulaen o = po y Dy,—1(140) = 0, en algin de los dos
lados de 1, este determinante debe ser positivo, y del otro lado debe ser negativo. Sin pérdida
de generalidad, asumimos que D,,_1(u) < 0si g — 6 < u < po. Entonces para tales valores
de p, el polinomio p, () tiene todas sus raices con parte real negativa por el criterio de Hurwitz
(tomando un entorno en el cual los otros detemrinantes sigan siendo negativos, claro estd). Méas
aun, del otro lado, es decir si g < p < g + 9, esta propiedad no puede valer, es decir que
existe al menos una raiz con parte real positiva.

Pero notar que po(p) > 0 paratodo pu € (u — 6, 0+ 9), asi que en . = g las raices deben
cruzar el eje imaginario con parte real distinta de 0. De aqui podemos deducir que estas raices
deben ser complejas no reales (y que por ende son al menos dos). Veamos que son exactamente
dos. Para esto, usamos que tenemos una factorizacion como (2.18). ;Podria ¢ tener raices con
parte real positiva en (po, 4o + 0)? En tal caso, tendriamos que algtin (); no podria ser positivo,
y por exactamente los argumentos ya hechos, D; tampoco lo seria.

Lo dltimo que queda probar es la condicion sobre la derivada de la parte real. En efecto, el
polinomio ¢ tiene todas sus raices con parte real negativa por lo que usando exactamente los

mismos argumentos con las matrices, llegamos a que J,,Re(\(i)) = —1/20, () # 0 por
el Lema U

2.3. Introduccion a los politopos

En esta seccién introduciremos nociones elementales de politopos y programacion lineal
que serdn de utilidad en la seccién computacional. Nos basaremos en el texto de Ziegler [26].

Definicion 2.3.1. Dado un conjunto finito {z1,...,z;} C R", definimos su cdpsula convexa
como Conv(zy,...,x;) = { @1 + ... Az 0 Ay >0, Zle A; = 1}. Diremos que P C R" es
un politopo si es la cdpsula convexa de un conjunto finito.

Definimos el cono poliedral de la siguiente manera: Cono(xy,...,xx) = {Mx; + ... +
Arxg o Ay > 0}. A veces consideramos el cono trasladado, que se define para un dado ¢ € R™
como Cono.(x1, ..., xr) = {\x1+ ...+ Mexp +c: N > 0}
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Observemos que tanto la capsula convexa como el cono poliedral de un conjunto de puntos
son conjuntos son convexos. De hecho, se puede ver facilmente que Conv({xy,...,z:}) es el
conjunto convexo mas chico que contiene a {x1, . . ., 2 }. Por otro lado, un politopo siempre es
compacto, ya que es imagen de una funcion continua sobre el compacto {\ : A\;+...+ A, = 1},
pero los conos claramente no.

Ahora enunciamos una caracterizacion de estos conjuntos, es decir que pueden ser identifi-
cados como intersecciones de semi-hiperplanos en R".

Definicion 2.3.2. Sean x,y € R™. Decimos que x < y siy solo si x; < y; paratodo 1 <7 < n.
Teorema 2.3.1 (Teorema Principal). Sea P C R". Luego:

= Si P es acotado, entonces P es la cdpsula de un conjunto convexo finito si y solo si existe
una matriz A € R™" y z € R" de modo que P = {x : Ax < z}.

» P es un cono siy solo si existe una matriz A € R™*" de modo que P = {x : Az < 0}.

De aqui tenemos varios corolarios. Se puede ver que intersecar politopos da un politopo,
y que intersecar un politopo con un subespacio afin da un politopo, ya que en ambos casos
estamos agregando “mads filas” al sistema de desigualdades.

Definicion 2.3.3. (Caras y Vértices) Sea P C R". Si una inecuacion cx < ¢g es valida para
todo = € P, entonces decimos que F' = P N {cx = ¢} es una cara de P. En caso de F' ser un
solo punto, decimos que F' es un vértice.

Proposicion 2.3.1. Sea P C R" un politopo y V' su conjunto de vértices. Luego:
= P = Conv(V)
» Si P = Conv(X) para algiin conjunto finito X, entonces V. C X.

La demostracion de este resultado utiliza Lemas de Farkas para caracterizar los puntos de la
capsula convexa. Fundamentalmente, este resultado nos dice que siempre podemos obtener un
sistema minimal de generadores (los vértices) a partir de cualquier generador de la cdpsula con-
vexa. Pero la inclusion del segundo item efectivamente puede ser estricta, es sencillo verificar
que Conv((1,0)(0,0)(3,0)) nos devuelve el segmento de vértices (0,0) y (1,0).

Definicion 2.3.4. Sea P C R"™ un politopo y ¢ € R"™. Definimos el cono normal de P en c
como:
N.(P)={y € R" : y(¢c — z) < O paratodo x € P}

Geométricamente, el cono normal devuelve todos los vectores que forman un dngulo obtuso
o recto con el vector ¢ — x para todo z € P. A nosotros nos interesara el caso en el que c es
un vértice del cono. El problema de la definicién es que podria incluir infinitas desigualdades.
Pero veremos que se puede pasar facilmente al caso finito.

Proposicion 2.3.2. Sea P C R" un politopo y V' sus vértices. Luego

N.(P)={y € R":y(c—v) < 0paratodov € V}
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Demostracion. Una de las inclusiones es evidente. Tomemos y de modo que y(c —v) < 0 para
todo v € V. Sea x € P, ya sabemos luego que como P = Conv(V'), existen A, ..., A\x no
negativos de modo que = = A\jv; + ...+ M\yvp y que Y, \; = 1. Entonces:

ylc—x) =y(c— Z Aiv;) = Z y(hic — \v;) = Z Aiy(c—v;) <0
i=1 i=1 i=1
y asi se verifica que y € N.(P). O

Esto nos da el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1. Si P es un politopo, P = Conv(X) con X C R" finito. Entonces N.(P) es
convexo y cerrado.

Demostracion. Como P = Conv(V') y V es finito (ya que X es finitoy V C X), N.(P) es
cerrado al ser preimagen de un cerrado por una funcién continua. Para ver que es convexo,
basta con notar que es un cono. U

Veamos ahora cdmo podemos calcular los interiores de conos. El siguiente resultado tam-
bién tiene un andlogo para politopos.

Proposicion 2.3.3. Sea P C R" un cono que pasa por el origen. Luego P = {x : Ax < 0}.
Entonces el interior de P es P° = {x : Ax < 0}.

Demostracion. Si Ax < 0, usando que () = {y : (Ay); = 0 para alguna coordenada i} es un
cerrado, sabemos que existe ¢ positivo de modo que B.(z) NQ = (). En particular, B.(x) C P,
ya que si no para alguna coordenada (Az); > 0y por Bolzano algtin punto del segmento de x
a z tendria dicha coordenada nula.

Finalmente, notar que si (Ax); = 0 para alguna coordenada, tomando vectores de la forma
x + signo(a;; )eeq, tenemos que A(x + signo(a;1)ee;) > 0, pero ||z — x — eey|| = ¢, asi que
toda bola se sale de P. O

Finalizamos esta seccion dando una introduccion a la programacion lineal.

Definicion 2.3.5. Sea p € (R")* (es decir, un funcional lineal de R"), A € R™*" y b € R™.
Un problema II de programacion lineal consiste en hallar z € R" que verifica:

m Az < b (es decir, z verifica las restricciones dadas).

= Si Aw < bentonces p(w) < (z) (es decir, z maximiza ¢ respecto a las restricciones
dadas).

En caso de existir tal z, diremos que el problema es factible.

Estos problemas son extremadamente comunes y muchisimo se ha estudiado al respecto
[14]. Multiples algoritmos existen que resuelven este problema (el método Simplex el mas
conocido). El problema de factibilidad, es decir que Az < b sea no vacio, es el que a nosotros
nos interesa. No obstante, como nos interesa el interior de los conos, tendremos que trabajar
con desigualdades estrictas. Pero lo que podemos hacer es lo siguiente:
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Proposicion 2.3.4. Sea x € P°, y P = {z : Az < b}. Entonces existe ¢ para el cual Ax <
b—e(1,...,1). En particular, P° es no vacio si y solo Ax < b es no vacio y existe un € positivo
tal que Ax < b—¢e(1,...,1) es no vacio.

Por ende, lo que podemos hacer para determinar si el interior de un cono es vacio, es primero
verificar que Ax < b sea no vacio via algun resolvente de programacion lineal (esto no es
estrictamente necesario, pero servird sacarnos de encima los casos que no estdn en el borde), y
luego exhibir un ¢ para el cual Ax < b— ¢ sea factible. Optimizando cualquier funcional lineal,
obtendremos asi un punto en el interior del cono. No obstante, vamos a probar una version mas
fuerte para conos, mostrando que podemos tomar € = 1.

Proposicion 2.3.5. Sea el cono C = {z : Az < 0}. Entonces C° # () si y solo si existe y € R™
tal que Ay < (—1,...,—1)

Demostracion. La vuelta es inmediata de la proposicion anterior. Sea entonces x € C°. Por lo
visto antes, existe ¢ > 0 tal que Az < —¢(1,...,1). Notar que Az € C para todo A > 0, por lo
que escogiendo A = 1/e, obtenemos y = Az que cumple que Ay = AAx < (—1,...,—1). O

2.3.1. Politopos de Newton

En esta seccion, presentaremos una herramienta util para acotar la cantidad de ceros aislados
de un sistema polinomial.

Definicion 2.3.6 (Politopo de Newton asociado a un polinomio.). Sea f € R[zy, ..., x| escrito
delaforma f = ayx7' +. . .4+a,x%, donde o; € Z° son distintos y a; # 0. Definimos el politopo
de Netwon asociado a f, Newt(f), como la cdpsula convexa generada por {0y, ...,0,} C R*.

Por ejemplo, si f(z,y) = x%y + xy* + xy, el politopo de Netwon asociado a f serd la
capsula convexa de {(2,1)(1,2)(1,1)}, es decir el tridngulo con esos vértices.

Definicion 2.3.7 (Volumen de Minkowski. Volumen Mixto.). Sean P, ..., P, C R® politopos.
El volumen del conjunto A\ P +. . .4+, P es polinomial y homogéneo de grado sen Ay, ..., A,.
Definimos el volumen mixto de { Py, . . ., P;} como el coeficiente asociado al monomio ;... \;.

Trataremos de dar una idea de por qué este conjunto es un polinomio homégeneo basando-
nos en [9]. Notar que al trabajar con politopos de Newton, nuestras coordenadas son enteras.
La idea es notar que para el caso en que s = 1 es sencillo al estar trabajando con intervalos en
R y que el volumen de un politopo se puede relacionar con el volumen de sus caras maximales

mediante ) Vol(F)
0
Vol(P) = — ap——>
n ; vyl
donde vy € Z° es la normal interior entera primitiva (que se puede demostrar que existe y es
tinica) y ar de modo tal que {z : zv; = —ay} es el hiperplano que contiene a F'. La prueba

luego restringe los valores de \; a valores positivos para verificar que la suma de Minkowski
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siempre tiene la misma normal interior de modo que puede usar la férmula de arriba y bajar la
dimension.

Enunciaremos ahora una férmula para computar el volumen mixto.

Proposicion 2.3.6. Si MV (P, ..., P;) es el volumen mixto de Py, ..., Ps entonces:
MV(Py,....P) =) _(-)"* > Vol (Z g).
k=1 IC{1,...n} #I=k iel

Por ejemplo, si tenemos tres politopos Py, P, P; el volumen mixto es:

MV(PlaPQaP3) =
V01<P1)+V01(P2)+V01(P3) —V01<P1 +P2) —V01<P1 +P3) —V01<P2+P3)—|—V01<P1 +P2+P3)

Nuestra idea es usar la nocién de volumen mixto para dar una generalizacion del Teorema
de Bezout. Notar que, por ejemplo, dados dos polinomios de grado 5, sabemos el teorema de
Bezout nos da una cota de 25 intersecciones en plano proyectivo complejo. Se puede verificar
que en el caso en el que f1, ..., fs sean polinomios completos de grados d, . . ., d, respectiva-
mente (es decir, todos los coeficientes de grado total j de f; sean no nulos para todo j < d;)

vale que
MV (Newt(f1),...,Newt(fs)) =di...ds.

Por ende, el volumen mixto da igual a la cota del teorema de Bezout.

No obstante, este nimero podria dar menor si no pedimos que los polinomios sean comple-
tos, es decir, que los politopos tengan menos vértices. Y esto efectivamente sigue siendo una
cota para la cantidad de ceros no aislados de un sistema polinomial. Es decir

Teorema 2.3.2 (Teorema de Bernstein.). Sean g1,...,9s € Clzy,...,x4|. Luego la cantidad
de soluciones aisladas en C* contadas con multiplicidad de g,(x) = ... = gs(x) = 0 es menor
o igual al volumen mixto de {Newt(g,), ..., Newt(gs)}.

Otra aplicaciodn ttil de los politopos de Newton es para encontrar puntos donde el polinomio
tenga un signo. Efectivamente, llevamos el problema a una variable buscando puntos de la
forma t* = (t*1,...,t*) donde f(t*) sea positivo o negativo. La idea es buscar coeficientes
positivos o negativos de la funcion y buscar exponentes o« de modo que ese monomio domine a
la expresion. Primero incorporamos algunas definiciones.

Definicion 2.3.8. Sea f € R[xy,...,z4].

w Sif=>" b € Rlz], decimos que o; es un vértice positivo (respectivamente nega-
tivo) de Newt(f) si b; > 0 (resp. b; < 0).

= Sea o un vértice de Newt(f), definimos el cono normal exterior a Newt(f) en o como
el cono generado por los vectores normales exteriores a los hiperplanos correspondientes
a las caras maximales que contienen a o, y lo denotamos Ny (o).
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01

P

02 03

Figura 2.3: Si f(x) = bya3x3 + byx?wy + b3xixe, tenemos o1 = (3,2), 09 = (2,1), 03 = (4,1)
y representamos Newt( f) junto con N (o) (en rojo).

Notemos que N¢(o) = {y € R* : y(o — 7) > Oparatodo ™ € Newt(f)}, es decir, es
andlogo a la nocién de cono normal salvo por un signo. Ver, por ejemplo la Figura[2.3|

Proposicion 2.3.7. Sea [ € R[xy,...,xs] y 0; un vértice positivo (respectivamente negativo)
de Newt(f). Luego existe un x* € R, tal que f(x*) > 0 (resp. f(z*) < 0).

Demostracion. Sea w = (wy,...,ws) en N¢(0;)°, es decir, en el interior del cono normal
exterior a Newt(f) con vértice o;.

Consideramos (v) = (v, w). Por definicién de cono normal exterior, sabemos que (o;) >
¢(o;) si o; # 0. Luego, si consideramos la funcién para ¢ > 0:

FEOr, 1) = byt P

tenemos que el signo de f coincide con el signo de b; si ¢ es suficientemente grande. Luego
basta tomar z* = ("', ... t"). O

2.4. Resultantes

En esta seccion introducimos la nocién de resultante entre dos polinomios, que serd de
utilidad para acotar la cantidad de estados estacionarios de ERK. Nos basaremos en el libro []].

Supongamos que f,g € C[z] comparten un factor comun. Luego f = hfi, g = hg
entonces tenemos que (—g;1)f + fig = 0. Es decir, tenemos dos polinomios A, B de grado
menor que g, f respectivamente de modo que Af + Bg = 0.

Si f, g no comparten factores en comun, por Bezout, existen C, D tales que C'f + gD =
1. Supongamos que existieran A, B de grados menores a g, f respectivamente de modo que
Af 4+ Bg = 0. En tal caso, como Bg = —Af vale que

B =B(Cf+ Dg) = CBf + DBg = (CB — AD)f

lo que contradice que el grado de B sea menor que el de f. Por ende tenemos una caracteriza-
cién para cuando dos polinomios comparten un factor comun:
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Proposicion 2.4.1. Sean f,g € Clz|. Luego f, g tienen un factor comiin no trivial si y solo si
existen A, B € C[x] de grados menores que g, f respectivamente de modo que Ag + Bf = 0.

Buscamos ahora A, B. Si A = upz™ ' 4+ ... FUp_1 y B = vt 4+ ...+ v,y
f=cxt+...+cp,g=dox™...+d,,,y Af + Bg = 0, entonces obtenemos un sistema lineal
a partir de la matriz de Sylvester de tamafo (m + ¢) x (m + {):

Co do
C1
do
Co dm -1
Syl(f g, L ) -

1 dm

Cy
Cy dm

m columnas £ columnas

Observar que el sistema tiene solucién no trivial si y solo si el determinante de Syl(f, g, x)
da 0. Definimos entonces Res(f, g)(z) = det(Syl(f, g,x)) y tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. Dados f,g € C[z]| no nulos, f, g tienen un factor comiin no trivial si y solo si
Res(f,g,z) = 0.

Una propiedad util es que podemos escribir a la resultante como combinacion lineal entera
de los polinomios. Es decir,

Proposicion 2.4.2. Dados f,g € C|x] no constantes. Entonces Res(f,g) = Af + Bg con
A, B € C[z] o equivalentemente, Res(f,g) € (f, g). Mds aiin, A, B son enteros en los coefi-
cientes de f, g (es decir, si f, g € A[x] con A C C anillo entonces A, B € A[z]).

La demostracion del resultado se basa en la regla de Cramer, notando que el caso en el
que f, g comparten un factor comun es trivial, por lo que basta estudiar el caso en el que son
coprimos. Para esto, se estudia el sistema A f+ l%g = 1 que también utiliza la matriz de
Sylvester pero buscando solucién para b = (0,...,0,1).

Recordando la regla de Cramer, obtenemos una férmula de la forma t; = g 7zydet(M)
donde M proviene de remplazar la columna correspondiente de la matriz con b. Asi tenemos
que cada u; es el cociente de de un polinomio entero en los elementos de la matriz de Sylvester
y la resultante Res(f, g). Luego A = ARes(f, g) y B = BRes(f, g) cumplen lo pedido.

Acabamos esta seccion dando una introduccién muy elemental a la teoria de eliminacién
basandonos en [8]].

Definicion 2.4.1. Sea I = (fy,..., fs) el ideal generado por los polinomios fi,...,fs €
k‘[[ﬁl, N ,IS].

= Definimos el primer ideal de eliminacién de [; = I N k[xzy, ..., z4.
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» La variedad asociada a [ consisteen V(1) = {z € C": f;(z) =0si 1 <i < s}.

» El ideal asociado a un conjunto S C C”" se define como I(S) = {f € Clzy,...,x,] :
f(s) =0 paratodo s € S}.

= Definimos la clausura Zariski de un conjunto .S C C” como

5= () 0.
)

fel(s

Este es el conjunto mas chico que contiene a .S y que es anulado por un conjunto de poli-
nomios, es decir, la variedad afin mas chica que contiene a S. En particular V' (1(S)) = S.

Finalizamos la seccién con un teorema que nos permite relacionar la proyeccién de una
variedad con el primer ideal de eliminacion.

Teorema 2.4.2 (Teorema de la Clausura). Sea 7 : C* — C"! la proyeccion a las iltimas
n — 1 coordenadas. Entonces w(V') = V (1;).

Demostracion. Veamos que V(1) = V(I(w(V))). Que V(1) 2 V(I(w(V))) es evidente.

Sea f € I(n(V)), es decir, f(as,...,a,) = 0 para todo (as,...,a,) € w(V). Clara-
mente tenemos que f(ay,...,a,) = 0 para todo (aq,...,a,) al pensar a f como elemento
de C[zy,...,x,]. Por el Nullstellensatz, f~ € (fi,..., fs). Como f no depende de z;, fV
tampoco. En particular fV € \/I,. Finalmente, V (I;) = V(v/I;) C V(I(7(V))). O



Capitulo 3

Estudio de la Dinamica de ERK.

En este capitulo estudiaremos la dindmica de la red ERK a partir de los resultados princi-
pales de los trabajos Conradi et al. (2021) [5]] y Obatake et al.(2019) [20]].

3.1. Biestabilidad

Recordemos las Preguntas y que hacian referencia a la biestabilidad de la red
ERK y de la minima red ERK biestable. El siguiente resultado nos dird que, efectivamente,
la minima red ERK biestable es biestable y luego, por el Teorema [2.1.4] podremos concluir
que la red ERK es biestable. Cabe notar que esto nos indica que van a existir constantes de
reaccion y alguna clase de compatibilidad estequiométrica (para cada sistema) donde hayan
dos estados estacionarios exponencialmente estables. Las preguntas apuntan a si es posible que
las constantes de reaccion que permiten biestabilidad en alguna clase cumplen tener py y p, tan
cercanos a 1 como se desee.

Teorema 3.1.1. Sea G una subred de ERK irreversible (ver Definicion . Luego son
equivalentes:

1. G es multiestacionaria.
2. G es biestable.

3. G contiene alguna de las reacciones con constantes ko, y {op,.

Demostracion. Es claro que 2 = 1, asi que probaremos 1 = 3 = 2.

Veamos 1 = 3. Supongamos que GG no contiene ninguna de las reacciones asociadas a k,,
Y Lon. Consideramos la funcion critica C'(k, z) hallada para esta red como en (1.5]), pero to-
mando k,, = {,, = 0. Hicimos la cuenta (ver 4.2)) como los autores y obtuvimos el siguiente
denominador: (keqileqiT1T10T1222232529) El denominador es positivo (recordemos que siem-
pre asumimos que nuestras constantes de reaccion son positivas), por lo que basta con estudiar
el signo del numerador. También podemos ver que este es un polinomio de grado 5 y que todos

49
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sus coeficientes son negativos. Debido a que asumimos que z > 0, deducimos que el signo es
negativo, es decir, para todo x > 0,

signo(C(k,z)) = —1 = (—1)°

que, como 9 = dim(S), usando que GG no presenta estados estacionarios en el borde y que es
conservativa, tenemos que nuestro sistema es monoestacionario.

Veamos ahora 3 = 2. En primer lugar, por un argumento de simetria (cambiando £ <> F'
y Soo > S11y So1 <> Sp1) podemos suponer que k., # 0. Sea G’ la red que se obtie-
ne de remover todas las otras reacciones “azules” (ver Figura [I.2). En tal caso, en la clase
(¢1,¢9,c3) = (46, 13,13) y vector de reacciones:

(kh k37 kcmh kon7 koffa gla 637 gcata goffa mg, M3, Ny, n3) = (27 1717 17 57 157 27 1717 17 107 207 107 207 10)

los autores encuentran dos estados estables, que nosotros verificamos computacionalmente (ver
el capitulo de programas, seccién {.2)). Por el resultado anterior, como G proviene de hacer
reversibles algunas de las reacciones de G’ y este es biestable, por el resultado 2.1.4} tenemos
que G es biestable. O

Ademds, por el Teorema [2.1.4] deducimos el siguiente resultado.
Teorema 3.1.2. La red ERK completa es biestable.

Con esto tenemos un estudio bastante completo acerca de la biestabilidad al estudiar rever-
sibilidad. ;Qué sucede luego al estudiar distintos niveles de procesatividad? Veremos que la red
minima biestable de ERK es multiestacionaria para cualquier nivel de procesatividad.

Teorema 3.1.3. Consideremos la red ERK minima biestable de la Figura Para cualesquie-
rapi € (0,1) y pe € (0,1) existe un vector de constantes de reaccion

* * * * * * % % % * * * * *
K _(kla 37 eatr ono offagla 37 “eaty off7m27m37n1>n3)

de modo que:
k*

cal

kZat + k:ff

g*

cat

" Dk = o
Kcat + goff

Y De
» el sistema asociado es multiestacionario, es decir, presenta mds de un estado estaciona-
rio positivo en alguna clase de compatibilidad estequiométrica.

Demostracion. Para la parametrizacion que mostramos en (1.10), consideramos la funcién
critica C'(k, 1,12, 23) = C(k,1). Tomemos (;,, = k};; = 1y dejemos (7, k7, positi-

vos libres, asi obtendriamos todos los posibles valores de pg,p, € (0,1) (pues la imagen de
f(z) =x/(x+ 1) cuando = > O es (0, 1)).

Como vimos en §1.2.2] dim(S) = rango(N) = 9 (con 3 leyes de conservacion), luego
(—1)raneeN+1 = 1. Los autores calcularon para k,r; = 1 = {,;; y obtuvieron entonces el
denominador de nuestra funcion critica:

2
(kcatk:on‘TQ + kcatnle + nlx?)) gcatm?)
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que es siempre positivo. Por ende, basta buscar constantes de modo que el numerador sea
positivo. Dejamos libres kg, £eq; y tomamos parat > 0,2y = 29 = t, k) = k3 = 3 =t 1 yel
resto de las constantes igualadas a 1. El numerador, por otro lado, es de la forma:

(chatg?:at + 2kiutgc:at)t5 +p(1),

donde p(t) es un polinomio de grado a lo sumo 4. Como el coeficiente principal es positivo
(recordar que asumimos /.,; > 0), tomando ¢ suficientemente grande, encontramos un valor
para el cual la funcién critica es positiva, como queriamos. O]

Para encontrar la parametrizacion en la demostracion, la idea es usar la propiedad de polito-
pos de Newton para encontrar un vector de exponentes sobre el cual la funcién critica co-
mo polinomios con coeficientes en k,,, kcqr Y Lcar €5 €ventualmente positiva. Una idea similar
estd en el capitulo 4| pero mas general, y una aplicacion de estas ideas en la subseccion 4.1.2)
del mismo capitulo.

De aqui surge la pregunta, ;para todos niveles procesativos la red presenta biestabilidad?
Esta pregunta se encuentra abierta.

Conjetura 3.1.1. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, para cualesquiera p, € (0,1),
cat

pe € (0,1) existe un vector de constantes de reaccion k* para el cual pp = EREER
cat + off

%
Ecat

D= — y el sistema asociado es biestable.

cat + g:ﬁ‘

Veremos que el resultado es cierto para algunos valores de procesatividad. En el trabajo [3]]
también se realiza el mismo andlisis para niveles de procesatividad encontrados al azar.

Proposicion 3.1.1 (Biestabilidad para varios niveles de procesatividad). Dados

pr=pe €1{0,1;0,2;...;0,9;0,91;...;0,99}

Existe un vector k* para el cual el sistema de la red minima biestable tiene miiltiples estados
estacionarios exponencialmente estables en alguna clase de compatibilidad y que ademds p;, =
k:at — gzat
Ry Tl + Gy
Para esta demostracion recordemos la del Teorema|3.1.3| en la que la funcion critica, al eva-
luar en x; obtenemos un polinomio de grado 5 en ¢ con coeficiente principal positivo. Por ende,
lo que se hace numéricamente es encontrar un valor de ¢ para el cual dicho polinomio resulte

positivo y luego analizar el signo de la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana.

3.2. Bifurcaciones de Hopf y Oscilaciones.

En la siguiente seccion buscaremos estudiar la existencia de bifurcaciones de Hopf y osci-
laciones para la red ERK reducida. Estudiamos esta en lugar de la red completa o la minima
biestable por cuestiones de complejidad computacional.
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Un primer resultado de [5]] nos indica que para niveles de procesatividad cercanos a 1,
podemos tener bifurcaciones de Hopf. De hecho, el resultado lo demuestra para casi todos los
posibles valores de procesatividad.

Teorema 3.2.1. Sea ¢ tal que 0,002295 < ¢ < 1. Entonces la red ERK reducida presenta bi-
furcaciones de Hopf para cualesquiera niveles de procesatividad py, pe > €. Mds formalmente,
existe un vector k = (ky, ks, kcat, Ko, M, U1, U3, Leat, Lor). De modo que:

kcat g cat

— > £ = — >¢;
kcat"'k()ﬁ' e

" Dk = gcat n é()ﬁ s

= el sistema asociado tiene una bifurcacion de Hopf con respecto a k.q.

Demostracion. En primer lugar vamos a tomar las siguientes restricciones para el vector de
constantes x:

¢ 0,002295
" ke ’ ~ 0,0023.
©Z T2 7 To 0002295 0%

n kot = Logr = 1.
m Seat > 1, gcat = tchat-

kcat ‘gcat
kcat + koff gcat + goff.

Verificaremos la existencia de bifurcaciones estudiando hy, hs, hg. Los autores verifican
simbdlicamente que 4 es suma de términos positivos para & = (keat, koff, Kon)-

Sea (4;x) = (keat, 1, 1;1, 1,82, 1,82, 1/t,1,¢%,1). Es decir, 23 = x5 = 13 = 1%, 16 =
1/t y keq libre (lo que es natural pues buscamos estudiar bifurcaciones con respecto a keq).
Utilizando Mathematica, los autores verifican que si k., > 0,0023, entonces hs(~;z) > 0.
Evaluando en ¢ = 1, se puede ver que tenemos un polinomio positivo si k.,; > 0. Pero, si
t — oo, entonces hg(k; x) — —oo. Por Bolzano, existe ¢y, > 1 para el cual h(&, x) = 0, donde
r = (1,1,t3,1,43,1/ty, 1,3, 1). Verificamos numéricamente que la derivada es no nula y asi
estamos en condiciones de aplicar el criterio de Routh-Hurwitz [2.2.1] ]

De esta manera, tenemos que e <

Andlogamente a las demostraciones anteriores, la parametrizacion hallada en la demostra-
cion se basa en la Proposicién Exploraremos la misma pregunta y daremos un algoritmo
general para este problema en el capitulo

En la Figura podemos observar la existencia de oscilaciones en la red ERK reducida a
partir de simulaciones numéricas. El programa utilizado estd presentado capitulo

Una pregunta razonable luego es, ;puede el sistema ser biestable y presentar bifurcaciones
de Hopf en una misma clase de compatibilidad estequiométrica? Veamos una respuesta parcial
a esta pregunta.

Teorema 3.2.2. Sea (G, k) un sistema de reacciones quimicas conservativo 'y S. una clase de
compatibilidad estequiométrica tal que tiene a lo sumo tres estados estacionarios, entonces S,
no presenta bifurcaciones de Hopf'y dos estados estacionarios estables simultdneamente.
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200 4

175 A

150 A

125 1

100 4

075 4

0.50 1
0.25 4

0.00 4

Figura 3.1: Observamos el comportamiento oscilatorio para la evaluacién k..; = 3y
t = 28,7459 de acuerdo con la demostracién del Teorema [3.2.1] para las variables
x1, Xy, T3, Ts, L7, T10. Tomamos como valor inicial x* ligeramente modificado para observar
las oscilaciones

W valor inicial
+ walor final

1004 -
1002 -
1000 -
Eo
0.995
0.996

0.994 4

Figura 3.2: Vemos la oscilacion en el plano z;x3, bajo las mismas condiciones que en la Figu-

ra3.1l
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Demostracion. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que las especies estan ordenadas de
forma tal que podemos considerar una matriz de conservacion de G, W, que se puede escribir
en bloques como W = (I, /W), donde W € R¥*(==d) ¢ 1, es la matriz identidad de tamafio
d. Sea f., el sistema ampliado como en (I.3). Sea 2* € S., y consideremos p(\) = det(Al —
Jacf)|z=.~ el polinomio caracteristico de Jacf evaluado en = z*. Como hay d relaciones
de conservacién, A = 0 es una raiz de p de multiplicidad d. Consideremos entonces b, 4 el
coeficiente de \? del polinomio p. Entonces:

= si en z* se presenta una bifurcacién de Hopf, por el Teorema aplicado a q(\) =
s7P(A), tenemos que by_q > 0;

= si z* es un estado estacionario estable, por el criterio de Routh-Hurwitz [2.2.1} tenemos
bs—d > 07

= sabemos que b,_4 = (—1)57¢ > 1y1=s—a det(Jacflo=z+) .7, es decir, salvo signo, la suma
sobre los conjuntos de indices de cardinal s — d del determinante de la matriz Jacobiana
de f restringida a x = z* Pero por la Proposicion 5.3 de [25], tenemos entonces
que by_g = (—1)*"%det Jacf, x|pms=.

Si el sistema tuviera una bifurcacién de Hopf en z(!) y dos estados estacionarios estables z(?) y
) en S, (y no mds estados estacionarios en S, por hipétesis), entonces el grado de Brouwer

de f. . conrespecto a S, es, por (2.1):

3
ZSigHO(det Jacfclpmem) = 3(_1)(S—d)7

i=1

pero esto es una contradiccion porque vimos en el Teorema [2.1.3] que este nimero deberia ser
+1.
[

En la préxima seccion estudiaremos la méxima cantidad de estados estacionarios positivos
que puede tener nuestro sistema en una misma clase de compatibilidad, lo cual evidentemente
nos puede servir para responder la pregunta anterior.

Otra pregunta que puede surgir es si en ERK pueden coexistir bifurcaciones de Hopf y
biestabilidad pero no necesariamente en la misma clase de compatibilidad estequiométrica (en
la original o en la minima biestable, ya que la irreversible no presenta biestabilidad). En [20]
se realizaron investigaciones numéricas pero no se encontro este suceso.

3.3. Maxima Cantidad de Estados Estacionarios

Tanto [5] como [20] presentan métodos para acotar la méxima cantidad de estados estacio-
narios.
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Definicion 3.3.1. Sea G una red conservativa con s especies, m reacciones y W € R matriz
de conservacion. Decimos que G admite £ estados estacionarios si existe k € RZ}, constantes
de reaccion tales que (G, k) tiene k soluciones en algtina clase de compatibilidad estequiométri-
ca.

Al mayor nimero que verifique esta propiedad lo denominamos la maxima cantidad de
estados estacionarios de G.

En primer lugar, utilizaremos politopos de Newton como en § 2.3.1]

Definicion 3.3.2. Sea GG una red conservativa con s especies y matriz de conservaciéon W.
Sea c € R, y x* genérico. Definimos el volumen mixto de G’ como el volumen mixto de

{Newt(fc 1), Newt(fer2) - ., Newt(fe . s)}-

Luego, por el Teorema[2.3.2] tenemos que:

Proposicion 3.3.1. Sea G una red conservativa. La cantidad de estados estacionarios de G es
menor o igual que el volumen mixto de G.

Aplicamos este resultado a ERK.

Proposicion 3.3.2. Para las siguientes versiones de ERK (ver §[1.2), tenemos las siguientes
cotas para la mdxima cantidad de estados estacionarios.

Red ERK Mdx estados positivos | Mdx estados sobre C* | Volumen Mixto
Red Completa >3 7 7
Red con k,, =0 >3 5 5
Irreversible 1 3 3
Reducida 1 3 3

Demostracion. Los resultados computacionales para calcular el volumen mixto se encuentran
en [20]. Como el volumen mixto da una cota, basta probar las otras desigualdades. Para esto,
para cada una de las redes, buscaremos vectores x para los cuales encontramos esa cantidad de
estados estacionarios.

Para ERK completa, [|11] proporciona 7 estados estacionarios. Para el caso k,,, = 0, consi-
deramos ¢ = (1,2, 3) y el vector:

(klu kQa k37 kcat; koff7 kona 617 627 637 gcah Em’u goff: my, Mg, M3, Ny, N2, n3) =
(3,25,1,5,0,6,5,23, 11,13,43,41,12,7,8,12, 31, 21).

Se obtienen cinco estados estacionarios, 3 de los cuales son reales. Para la red ERK reducida,
tomamos el vector:

(kly k37 kcaty koff7 m,n, gl; £37 gcata goff) = (37 47 17 57 67 87 77 117 127 5)
y se obtienen 3 estados estacionarios sobre C*, todos reales. Y para ERK irreducible tenemos:
(klu k37 kcatu koff7 gla 637 ecat; goff7 ma,ms, Ny, 77,2) = (37 17 57 67 57 117 137 417 77 87 127 21)7

donde se obtienen 3 estados sobre C*, todos reales. O
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3.3.1. Meétodo por Resultantes

Acabamos la seccidn utilizando argumentos estdndar de resultantes para acotar la cantidad
de estados estacionarios de la subred minima biestable, siguiendo el razonamiento de [5].

En primer lugar, a partir de la parametrizacién de la Proposicién [I.2.1] podemos hacer un
despeje de la siguiente manera:

= Despejamos x4, . .., T2 en funcién de x1, o, 3 y las constantes a;.

= Remplazamos lo obtenido en las leyes de conservacion, excepto en la primera en la que
hacemos la primera ecuaciéon menos la segunda y la tercera.

Asi obtenemos las siguientes expresiones:

Cl—Cy—C3 =21 — Ty — T3+ 59107112 + (31)
agTz + a13%3 + 409041373
asara101(asrs + a13x;3)
arair(asxs + ai13x3 + asa9a1373)
50107122 (A8Ty + (2070872 + 1373 + Axa701373)
010361125153(@8552 + a3 + a4a9a13x3)
asa10%122(asTe + a1323) asara10%1 (as®s + ai3xs)

)

Co = Tg + + (32)
asTs + a13T3 + As09a13T3  a1a11(AsTa + A13T3 + A4A9a13T3)
+ a10T122,
a5a10T1T2(asTs + azarasTs + a13%3 + Aaa7a13%3)
C3 = T3+ (33)

a1a301273(asT2 + a13T3 + A4G9a13T3)
a5a10$1$2(a8$2 + CL13903) a5a9A10A13L1L2T3
a1(agrs + 1373 + aga9a13x3)  agTo + A13T3 + A4G9a13T3

y de aqui tenemos que la maxima cantidad de estados estacionarios de la red ERK minima
biestable coincide con la mdxima cantidad de soluciones positivas de este sistema racional.
Multiplicando por los denominadores, obtenemos un sistema polinomial.

Simplificaremos nuestro problema para reducirlo a un problema de una variable. Primero,
observamos que z; es lineal en las tres ecuaciones, por lo que podemos sacar factor comun y
obtener 1 = 7y (x2,23), 11 = Vo2, x3),x1 = 7Y3(x2,23). Luego tomando g1 = 3 — Y2 y
go = 71 — 72, POT esta construccién tenemos que:

Proposicion 3.3.3. Definiendo ¢, g2, 71 como arriba, la mdxima cantidad de soluciones del
sistema g1 = go = 0 con 1 (x2,x3) > 0 coincide con la mdxima cantidad de estados estacio-
narios de la minima subred biestable; donde g,, g2, 71 € Q|ay, ..., a1, c1, 2, c3)[T2, x3].

Sea R la resultante de g;, go con respecto a la variable x5. Tenemos luego el siguiente
resultado:

Proposicién 3.3.4. Sea R como ya definido. Fijemos (a,c) € RS, Supongamos que R
tiene a lo sumo tres raices en el intervalo (0, min{c, c3}) y para cada x3 > 0 fijo la ecuacion
G1(2,%3)|(a,c) = O tiene a lo sumo una iinica solucion positiva. Entonces, el sistema dado
por (3.1), (3:2), (3.3) admite a lo sumo tres soluciones positivas (1, xs, T3).
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Demostracion. Por la Proposicion|2.4.2 sabemos que R € (g1, go)N Q[ay, . .., a13, ¢1, Ca, c3, T3]

Pero a su vez, por el Teorema vale que si 7, : C'® — C!7 dada por:

7T$2(CL1, cee ,a13701,62703,x27$3) - (ala <., 13, C1, C, C37l’3)

Entonces:

T, (V) = V(<91792>x2) =V ((91,92) N Qlas,. .., a3, c1,ca, 3, 23]
(Evidentemente, el orden de las variables es irrelevante en el Teorema [2.4.2)).

Luego 7(V (g1, 92)) € V(R). Supongamos ahora que tenemos (a, ¢) fijo como en el enun-
ciado. Como R|(q,c) tiene a lo sumo tres soluciones en el intervalo (0, min{cy, c3}), claramente
las soluciones de g; = g» = 0 tienen a lo sumo tres posibles valores para x3 en ese intervalo.
Para cada uno de estos valores de x3, g; (22, x3) tiene una tnica solucién como mucho, por lo
que hay a lo sumo tres soluciones (z2, z3) con 3 < min{cy, c3}.

Pero recordando que todas nuestras variables son positivas y por la leyes de conservacion,
cualquier solucion necesariamente debe verificar que x3 < c3 y por construccion de g;, g2 se
puede verificar que z3 < c;. [

Luego, enunciamos dos criterios para los cuales se puede verificar que implican la condicién
de esta proposicion.

Corolario 3.3.1. Cualquiera de las siguientes condiciones sobre los paramétros son suficientes
para garantizar que el sistema (3.1)),(3.2),(3.3) tiene a lo sumo tres soluciones positivas:

» q; = 1 para todo i # 9 (¢, ¢, c3, ag libres).

= a9 Yy cy son suficientemente grandes, el resto de los valores de a; son suficientemente
grandes yb > c1/cg > 1ycy > c3+ 1.

Ambos criterios se basan en el calculo simbdlico de R y la regla de signos de Descartes
para acotar la cantidad de raices positivas.
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Capitulo 4

Programas

4.1. Meétodo de Politopos de Newton.

Enunciamos ahora el algoritmo de politopo de Newton, un algoritmo tedricamente muy
simple que permite hallar la raiz de un polinomio donde otro polinomio es positivo.

Proposicion 4.1.1 (Método de Politopos de Newton). Sean f, g € R[z1, ..., x,]. Supongamos
que « es un vértice positivo de Newt(f) y que 51 y [ son vértices positivos y negativos de
Newt(g) respectivamente.

Sean Ny(a), Ny(B+), Ng(B-) los conos normales a los vértices como en la Definicion|2.3.8]
Si tenemos que (Nf( ))° N (Ng(B4))° # 0 # (Np(a))® N (Ny(B-))°, entonces existe un
z* € RY, de modo que f(z*) >0y g(z*) = 0.

Demostracion. Nuestra demostracion serd constructiva, daremos un algoritmo para hallar z*.
Dado un vector w = (wy, ..., ws), denotamos f,,(t) = f(t",... t*).

PROC: Método_de_politopo_de_Newton
INPUT: f, g, «, B+, B_ como en el enunciado
OUTPUT: z* € R, de modo que f(z*) > 0y g(z*) = 0.

L. Obtener = € (N7())° N (N,(85))° y w € (Ny(@))° N (N,(B-))°
2. Construir f., 9.V Guw, fu-

3. Obtener 7, = f{t* > 0: f.(t) > 0y g.(t) > 0sit > t*} y 7o = mf{t* > 0: fu(t) >
0y gu(t) <0sit>t*}. Definir T = max{r,, 7, } + 1.

4. Definir (1) = froqq—ryw(T).
5. mientras min{A(r) : r € [0, 1]} < 0 hacer:
6. Definir 7" = 27

7. Definir h(r) = frta—rw(T)

59
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8. Definir r* = argmin{|g,.+ -y (T)| : 7 € [0,1]}.

9. Retornar 7" #+(1-")w)

En primer lugar, veamos que el algoritmo termina. Escribimos a f de la siguiente manera:

f=ayz®+ (@127 + ... + aqz’?)
donde evidentemente a; > 0. Por el lema anterior, 7,, 7, existen. El minimo de & en [0, 1]
alcanza al ser continua en un compacto. En primer lugar, para todo r € [0, 1], por convexidad
del cono exterior, 7z + (1 — r)w € Ny(a)°. Por lo tanto, tenemos que vale que:

(rz+(1—-r)w,a—o;) >0

Luego, por continuidad en un compacto, existe 6 > 0 de modo que:

d = mi L 1 - — 0;
Jnin, 11;1&{(7’2 + (1 =rw,a—o0;)}

Por otro lado, sea 3 = inf,c(o1) (rz + (1 — r)w, ). Entonces tenemos que para todo ¢ > 0
yr e [0,1]:

d

f’/‘z—i—(l—r)w(t) =a, t(rz+(1 r)w,a) + Zatr2+(1 r)w,o;) > a+t6 Z |CL tﬁ 5
1=1

y como 0 > 0, tenemos que a partir de un ¢, la expresion serd positiva.

emm————
Z w
N

Figura 4.1: El cono azul representa el cono asociado a «, el verde y el naranja a 8, y 5_
respectivamente. z, w son las intersecciones correspondientes.

Veamos ahora que el algoritmo es correcto. Para esto debemos verificar que al acabar el
ciclo el valor retornado verifique que f(z*) > 0y g(z*) = 0. Lo primero se deduce de que
estamos considerando 7" > 7 por lo que f,.(1—ryw)(7") > 0 para todo r € [0, 1] debido a que
z,w € N,(a) que es convexo.

Similarmente, debido a que T" > 7, ¢.(T) < 0y g,(T) > 0 asi que por Bolzano existe
r € (0,1) de modo que |g,.+(1—ryw(T)| = 0. Luego el 7* que realiza el minimo del médulo es
el que nos sirve. O]
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Es importante notar que la elecciéon de o, 5, B_ deben ser vértices del politopo, y no sola-
mente exponentes de monomios no nulos de los polinomios. Por ejemplo,

g(z,y) = 22 + y*> — 22y = (z — y)? nunca es negativo, a pesar de que el coeficiente del
término (1, 1) es negativo. Esto se refleja en que (1, 1) es combinacién afin de (2,0) y (0,2),
por lo que no es vértice del politopo de Newton asociado.

A priori este argumento no es suficiente para el criterio de Routh-Hurwitz del Teorema[2.2.4]
que necesita que H,, = 0y que H; > O para 1 < ¢ < n — 1. Para esto, como hacen en [20],
hacemos:

= Reducimos nuestro polinomio a uno de 5 variables fijando K,y = Copy = 1y las va-
riables x3 = x4 = ¢ = 7 = X9 = x19 = 1, asi obtieniendo polinomios h; €
Qlkeat: Y1, Y2, Y5, Ys].

= hy, hy, hg > 0 que verifican numéricamente los autores de [20].

Luego, debemos encontrar un punto P = (kear, Y1, Y2, Y5, Ys) € R2, de modo que hy(P) >
0,h;(P) > 0y hg(P) = 0. Para esto generalizamos el algoritmo anterior de la siguiente
manera: buscamos vertices positivos a; en Newt(hy), ap en Newt(hs)y S y f— como antes
para g = hg de modo que existan

2 € Np, (1) N Npg(aa)® N Nig (84)°

w € Ny, (1)° 0 Ny (02)° N Ny (B-)°

Por precisamente los mismos argumentos, existe 7 a partir del cual si 7' > 7 en tonces
(ha)rs+a—ryw(T) > 0y (hs5)rzta—ryw(T) > 0 parar € [0,1], y que ademds (hg).(T) >
y (hs)w(T) < 0. Por Bolzano, existe r € [0,1] para el cual (hg),.4(1-rw(T) = 0. Luego
Tr=+0=1)v cumple todo lo pedido.

4.1.1. Implementacion

Implementamos el algoritmo en Python (ver cuadernos adjuntos a la tesis). Adicionalmen-
te, el codigo se encuentra en el Apéndice (ver [A.T)). Usamos el paquete NumPy [13]] a lo
largo del cddigo. Para esto construiremos una clase ’Polinomios’. Los polinomios se inicia-
lizan con una lista vacia y término independiente 0. Los métodos agregar_ monomios y ele-
gir_termino_independiente que afiaden monomios no constantes y fijan término independiente
respectivamente.

Los monomios del polinomio forman un diccionario que nombramos f.variables_y_coeficientes,
donde la llave es una tupla de duplas, donde la primera coordenada se refiere a la variable
y la segunda la potencia a la que estd elevada. Colocamos solamente potencias mayores a
0 (caso contrario, no colocamos la dupla con la variable). El valor al que accede la llave
es el coeficiente que multiplica al monomio. A modo de ejemplo: si nuestro polinomio es
f(z,y,2) = xy + 323 — x2, tendriamos que f.variables_y _coeficientes = {((z, 1), (y,1)) :

1,((2,3),) : 3, ((x,1),(2,1)) : —1}.
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Finalmente tenemos el método evaluar_polinomio, que simplemente evalia el polinomio en
un punto dado.

A partir de los polinomios obtenidos en [20]], calculamos el polinomio caracteristico. Usa-
mos la libreria Sympy [12] para operar, construir la matriz de Hurwitz y obtener las funciones
ha4, hs, hg. Para calcular determinantes, usamos Intertools para generar permutaciones. Notar
que en un principio estas expresiones poseen denominadores ¢35, pero como estamos traba-
jando con variables positivas, esto no afecta el signo de hy, hs, hg por lo que lo quitamos. El

c6digo de estos cdlculos estd en

Obtenido hy, hs, hg lo guardamos en formato .txt y lo importamos a Python. Usando una
funcién que transofrma strings en polinomios en nuestra clase personalizada, podemos aplicar
el algoritmo.

Con respecto al algoritmo propiamente dicho, usamos la libreria SciPy [24]] para la funcién
Convexhull (que extrae un subconjunto de vertices de un politopo) y para programacion lineal.

Para encontrar la raiz de g,,(1-r)z, habiendo fijado el 7', usamos el método regula-falsi.
No obstante, debido al tamafo de h6 (que en formato .txt ocupa 2 megabytes), no tenemos
la suficiente precision para hallar la raiz. A modo expositivo, usamos polinomios mas simples
como ejemplo, aunque cabe mencionar que escogimos polinomios con grado maximo similar
a los de los polinomios reales.

Damos dos versiones del algoritmo. La primera es una version como la de la Proposi-
cién mientras que la segunda es mds general y permite pedir que tanto hs como hs5 sean
positivos. Estas se encuentran en las secciones y del Apéndice, respectivamente.

4.1.2. Otra Aplicacion

A modo ilustrativo, daremos otra aplicacion de las ideas del algoritmo de politopo de New-
ton a un trabajo mas reciente. Analizamos la existencia de bifurcaciones de Hopf para el sistema
de la seccion 6.1 de [2] en busca redes chicas que presenten bifurcaciones de Hopf. De aqui
obtenemos el siguiente sistema:

T =ki — kox — kyxz
Y = kox — k3yz “4.1)

Z = k3yz — kyxz

En este caso, en lugar de usar el algoritmo completo, usaremos algunos de sus principios
para encontrar el punto de bifurcacion. En efecto, se puede ver que al estudiar la matriz de
Hurwitz, el primer término es siempre positivo, luego basta estudiar hy y h3. Notablemente, al
calcular hy obtenemos:

h2 = kQ - k3y+k32+k4x+/€42

El dnico término negativo es —ksy, por lo que evaluando en k3 = y = 1, si el resto de las
otras variables son suficientemente grandes, tenemos que es positivo. Por lo que en este caso
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no es necesario buscar «, simplemente podemos escoger un valor razonablemente grande de T’
y luego verificar que (h2),-+1—r)w(T) > 0 que es suficiente.

Para buscar una raiz de hj3 repetimos la idea del algoritmo, buscando un vértice positivo y
uno negativo, w, z respectivamente, y evaluando en puntos de la forma 7" +(!="* ya que para
T suficientemente grande, en = 0 da positivo y = 1 da negativo.

Asi obtenemos aproximadamente el punto
(x,y,2) = (0,41782816885715746, 1, 0,15692696166791112)

y también constantes de reaccion k; = 0,15974007245560917, k; = 16384,0, k3 = 1,ky =
14858,68000093848 para los cuales tenemos una bifurcaciéon de Hopf con respecto a k. Efec-
tivamente, se verifica que hs(k,x) = 0, ha(k,x) > 0y que Ok, hs(k,z) # 0. El codigo se
encuentra en §

En ambos problemas vemos que “evaluar correctamente” puede ser muy importante, sobre
todo por la complejidad computacional inherente al algoritmo (ver la demostracion de Teore-
ma [3.2.1)). Aun asi, combinando ambos enfoques (es decir, usando las técnicas del algoritmo
y evaluando inteligentemente para reducir variables), obtenemos herramientas no sélo para de-
mostrar la existencia de bifurcaciones sino que para hallarlas. Esperamos que el trabajo hecho
en Python pueda servir para estos propositos.

4.2. Otros programas

Realizamos los siguientes programas para verificar numéricamente algunos de los resulta-
dos del capitulo |3 El cédigo de estos programas se encuentra presente en el Apéndice en la
Seccién|[A.2]y también adjuntos a esta tesis.

= Cdlculamos la funcién critica para la demostracién de para calcular su numerador
y denominador y estudiar su signo.

= Verificamos la estabilidad de los puntos de equilibrio de la demostracion [3.1.3| mirando
el signo de los autovalores de la matriz Jacobiana.

= Simulamos numéricamente de acuerdo con el resultado y observamos la presencia
de oscilaciones.

= Calculamos los polinomios necesarios para poder aplicar el criterio de Routh-Hurwitz a

lared de §
= El célculo de hy, hs, hg para la red ERK reducida de acuerdo con la Seccién
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Apéndice A
Codigos

En este apéndice se encuentra el cdigo desarrollado a lo largo de la tesis.

A.1. Cédigo del Algoritmo de Politopo de Newton

Introducimos ahora el codigo referido al algoritmo del politopo de Newton (4.1.1]).

Polinomios y politopos asociados.

import scipy

from scipy import optimize

from scipy.spatial import ConvexHull
import numpy as np

class Variables:

def __init__(self ,name):
self .name = name
self.simbolos = []

def agregar_variable (self ,variable):
self.simbolos.append(variable)

#ubica posicion de la variable en la lista de variables
def numero_de_variable (self ,variable ):
return self.simbolos.index (variable)

class Polinomio:
def __init__(self, name):
self .name = name
self.variables_y_coeficientes = {}
self.constante = 0

def agregar_monomios(self ,lista_.de_monomios):
self.variables_y_coeficientes .update(lista_.de_monomios)

def evaluar(self ,punto):

temp = list(self.variables_y_coeficientes.keys())
coefs = list(self.variables_y_coeficientes.values())

65



66 APENDICE A. CODIGOS

sum = 0
for i in range(len(temp)):
prod = coefs[i]
for dupla in temp[i]:
j = V.numero_de_variable (dupla[0])
prod = prod * np.power(punto[j],dupla[1])
sum += prod
return sum + self.constante

def clegir_termino_independiente (self , valor):
self.constante = valor

#definimos las variables
V = Variables(’V’)

.agregar_variable (k")

.agregar_variable(’yl’)
.agregar_variable (’y2’)
.agregar_variable (’y5’)
.agregar_variable (’y8’)

<< <<<

dimension = len(V.simbolos)

def evaluar_monomio (monomio, punto):

variables = list (monomio.keys ())
coeficiente = monomio. values ()
sum = coeficiente

for dupla in variables:

j = V.numero_de_variable (dupla[0])

prod = prod * np.power(punto[j],duplaf1l])
sum += prod
return sum

#definimos la mantisa sobre la cual buscaremos el r
mantisa = np.linspace(0,1,10000)

tol = le-10

#construimos el politopo de Newton asociado a un polinomio

def vertice_asociado (monomio):
punto = np.zeros(dimension)
for dupla in monomio:
variable = dupla[0]
k = V.numero_de_variable(variable)
punto[k] = dupla[1]
return punto

def politopo_asociado (polinomio):
temp = polinomio. variables_y_coeficientes.keys ()
exponentes = []
vertices_politopo= []
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for mon in temp:
punto = vertice_asociado (mon)
exponentes .append (punto)

hull = ConvexHull(exponentes)
indices = hull.vertices
for i in indices:
vertices_politopo .append(exponentes[i])
return vertices_politopo

#construimos el cono normal de un politopo asociado a un vértice

def matriz_cono_normal (politopo , vertice ):
M= []
v = np.zeros(dimension)
for punto in politopo:
fila = np.subtract(punto, vertice)
if not( np.array_equal(fila, v) ):
#agregamos esta condicion para no tener filas nulas en la matriz
M. append (fila)
return M

#Usamos programacion lineal para determinar si el interior de dos conos se intersecan,
#usamos un optimizador cualquiera

def interseccion_conos(politopo_f, politopo_g, vertice_f, vertice_g):

cono_normal_f = matriz_cono_normal (politopo_f , vertice_f)
cono_normal_g = matriz_cono_normal (politopo_g , vertice_g)
M = np.concatenate ((cono_normal_f, cono_normal_g))

n = len(M)

optimizador = —np.ones(dimension)

vector_tolerancia = np.zeros(n)

for i in range(n):
vector_tolerancial[i] = -0.2

res = scipy.optimize.linprog (optimizador, A_ub=M,
b_ub=vector_tolerancia , bounds = [-2,2])
return res

A.1.1. Primera Version del Algoritmo

def algoritmo_de_politopo_de_newton(f,g):
politopo_f = politopo_asociado (f)
politopo_g = politopo_asociado(g)

#debemos clasificar los vertices de f y g entre positivos y negativos,
#para esto debemos recuperar el monomio que corresponde al vértice
#y mirar el signo del coeficiente.
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vertices_positivos_f = []

for vertice in politopo_f:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[1i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio . append (dupla)

monomio = tuple (monomio)
if f.variables_y_coeficientes[monomio] > O:
vertices_positivos_f.append(vertice)

vertices_positivos_g
vertices_negativos_g = [

|
—_
—

for vertice in politopo_g:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[1i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio . append (dupla)
monomio = tuple (monomio)
if g.variables_y_coeficientes [monomio] > O:
vertices_positivos_g.append(vertice)
else:
vertices_negativos_g.append(vertice)

APENDICE A. CODIGOS

#buscamos vertices de modo que los conos correspondientes se intersequen

for alfa in vertices_positivos_f:
for beta_mas in vertices_positivos_g:
for beta_menos in vertices_negativos_g:

if (interseccion_conos(f,g,alfa, beta_mas).success and
interseccion_conos (f,g, alfa, beta_menos).success):

puntol = interseccion_conos(f,g,alfa,beta_mas).x
punto2 = interseccion_conos(f,g,alfa ,beta_menos).x

return buscar_punto( puntol, punto2,

return “No_hay.interseccion_entre.el_interior._.de_los._conos”

#funciones auxiliares:

def es_positivo (f, mon):
coeficiente = f.variables_y_coeficientes [mon]
return(coeficiente > 0)

>

#”eleva’

T a r = puntol + (I—-r)+«punto2 y evalua el polinomio en estos puntos

def exponenciar_el_segmento (puntol ,punto2, polinomio ,T):
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i=0
temp = 0
for r in mantisa:
tau=exponenciar_valor( T, np.multiply (puntol ,r) + np.multiply (punto2,(l-1)) )
temp = polinomio.evaluar(tau)
if temp < 0.1:
return False
return True

#construimos un punto donde cada coordenada proviene de hacer T vector_exponente[i]
def exponenciar_valor (T, vector_exponente ):
punto = np.zeros(dimension)
for i in range(dimension):
punto[i] = np.power(T, vector_exponente[i])
return punto

def buscar_punto(puntol, punto2, f,g):
T =2
while g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol)) < 0 or
g.evaluar(exponenciar_valor (T, punto2))> 0 or
np.amin(exponenciar_el_segmento (puntol ,punto2 ,f, T) , None) < 0.1:

T = 2%T

#hacemos biseccion para obtener r necesario

a=20
b =1
r_final =1

while abs.(g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol=sr_final+punto2*(1-r_final))))>tol:

r_final = ( a + b) / 2
if g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol=r_final+punto2«(l—-r_final)))<O0:

a = r_final
else:
b = r_final

#realizamos este paso para obtener el r con el que tenemos la raiz de g
punto_final = np.zeros(dimension)
for i in range(dimension):

punto_final[i] = np.power(T, r_final * puntol[i] + (1-r_final) =% punto2[i])

return punto_final

A.1.2. Segunda Version del Algoritmo

#version generalizada del algoritmo de netwon

def interseccion_conos_generalizada(politopo_fl ,politopo_f2 ,politopo_g,
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vertice_fl ,vertice_f2 , vertice_g):

cono_normal_fl = matriz_cono_normal (politopo_fl ,vertice_fl)
cono_normal_f2 = matriz_cono_normal (politopo_f2 ,vertice_f2)
cono_normal_g = matriz_cono_normal (politopo_g , vertice_g)

M = np.concatenate ((cono_normal_fl , cono_normal_f2, cono_normal_g))

n = len(M)
optimizador = np.ones(dimension)
vector_tolerancia = np.zeros(n)

for i in range(n):
vector_tolerancial[i] = -1

res = scipy.optimize.linprog (optimizador ,

A_ub=M, b_ub=vector_tolerancia , bounds = [-2,2])
return res

def algoritmo_de_politopo_de_netwon_genrealizado (fl,f2,g):
politopo_fl = politopo_asociado (fl)
politopo_f2 = politopo_asociado (f2)
politopo_g = politopo_asociado(g)

#debemos clasificar los vertices de fl, f2 y g entre positivos y negativos,

#para esto debemos recuperar el monomio que corresponde al vértice y
#mirar el signo del coeficiente.

vertices_positivos_fl = []

for vertice in politopo_fl:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio . append (dupla)
monomio = tuple (monomio)
if fl.variables_y_coeficientes [monomio] > O:
vertices_positivos_fl .append(vertice)

vertices_positivos_f2 = []

for vertice in politopo_f2:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[1i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio . append (dupla)
monomio = tuple (monomio)
if f2.variables_y_coeficientes [monomio] > O:
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vertices_positivos_f2 .append(vertice)

vertices_positivos_g []
vertices_negativos_.g = []

for vertice in politopo_g:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[1i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio. append (dupla)
monomio = tuple (monomio)
if g.variables_y_coeficientes[monomio] > O0:
vertices_positivos_g .append(vertice)
else:
vertices_negativos_g.append(vertice)

#buscamos vertices de modo que los conos correspondientes se intersequen
for alfal in vertices_positivos_fl:
for alfa2 in vertices_positivos_f2:
if interseccion_conos (politopo_fl ,politopo_f2 ,alfal ,alfa2).success:
for beta_mas in vertices_positivos_g:
if interseccion_conos_generalizada(politopo_fl ,politopo_f2,
politopo_g ,alfal ,alfa2 , beta_mas).success:
for beta_menos in vertices_negativos_g:
if interseccion_conos_generalizada(politopo_fl ,politopo_f2,
politopo_g , alfal, alfa2, beta_menos).success:

print(’alfal=", alfal)

print(’alfa2=", alfa2)

print(’beta_mas=’, beta_mas)

print(’beta_menos=’,beta_menos)

puntol = interseccion_conos_generalizada(politopo_fl , politopo_f2
politopo_g ,alfal , alfa2, beta_mas).x

punto2 = interseccion_conos_generalizada (politopo_fl ,politopo_f2

politopo_g ,alfal , alfa2 , beta_menos).x
return buscar_punto_generalizada( puntol, punto2, fl, f2, g)

return “No.hay.interseccion._entre.el.interior.de_.los.conos”

def buscar_punto_generalizada (puntol, punto2, fl, f2, g):
T =2

while g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol)) < 0 or
g.evaluar(exponenciar_valor (T, punto2))> 0 or

np.amin(exponenciar_el_segmento (puntol ,punto2 ,fl, T) , None) < 0.1 or

np.amin(exponenciar_el_segmento (puntol ,punto2 ,f2, T) , None) < 0.1:
T = 2«T

a =0

b =1

r_final =1

while abs(g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntolsr_final+punto2«(l—-r_final))))>tol:
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fa = g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol % a + punto2 = (l-a)))

fb = g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol * b + punto2 % (1-b)))

r_final = (axfb-bxfa)/(fb—-fa)

if g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol % r_final + punto2 * (Il-r_final))) =
g.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol % a + punto2 = (l-a))) < O:

b = r_final
else:
a = r_final
punto_final = np.zeros(dimension)

for i in range(dimension):
punto_final[i] = np.power(T, r_final % puntol[i] + (1-r_final) = punto2[i])

print (’El_punto_obtenido.es’, punto_final )
print(’Al_evaluar_h6_en_el_punto._obtenemos’, g.evaluar(punto_final))
print(’Al_evaluar_h4_obtenemos’, fl.evaluar(punto_final))

print(’Al_evaluar_h5_.obtenemos.’, f2.evaluar(punto_final))

return punto_final

#corremos el algoritmo para polinomios mds simples
#(Pero notar que los grados son similares)

h4_str = 796xksx19%yl +Tsy2##45yS+44xy8 +_128xkus19%yl #xTsy2xx4syS##3xy8##2 +_88xk#+19x*)
hS5_str =7320%k#x22%yl #x7sy2245ySx5%xy8 4768 xk##22xyl wxTsy2wsdsySssdsny8s%2 4+_.640xk#x22:
h6_str = 72333462222xk#x13xylxx5+y2sx7xyS5+:6xy8 +.6493784xkxx0xylxx52y2sxdsySxx3xy8x+8 .-

@title Transformar string en polinomio

def transformar_monomio (signo, string):

num_begin = 0

num_end = len(string)

hay_potencia = False

potencia = 1

if string[0] == "y’ or string[0] == "k’:
coeficiente = 1

elif ’y’ in string and 'k’ in string:
num_end = min(string.find(’y’),string.find(’k’)) - 1
coeficiente = float(string [:num_end])

elif 'y’ in string:
num_end = string.find(’y’) - 1
coeficiente = float(string [:num_end])

elif 'k’ in string:
num_end = string.find(’k’) - 1
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coeficiente = float(string [:num_end])

#en este caso obtenemos el termino independiente
else:
if 10"’ in string:
num_end = string.find(’10"7) - 1

coeficiente = float(string [:num_end])
potencia = 10 %% (int(string[num_end + 4 :]))
coeficiente = signo * coeficiente * potencia

return coeficiente
return float(string [:num_end])

if 710"’ in string:
num_end = string.find(’107") - 1
hay_potencia = True

if hay_potencia:

final _exponente = string[num_end+1:].find( %) + num_end + 1
potencia = 10 =#% (int(string[num_end + 4 : final_exponente]))
coeficiente = signo % coeficiente * potencia
exponentes = []

for variable in V.simbolos:
if variable in string:
j = string.find (variable)
1 = len(variable)
if j+1 < len(string) — 1 and string[j+1] == """
exp.end = j + 1 + 1
while string[exp_end].isdigit() and exp_end < len(string)—1:
exp-end += 1

if exp.end == j + 1 + 1:
exponentes.append (( variable , int(string[j+1+1])))
else:

exponentes .append (( variable , int(string[j+l+1:exp_end])))

else:
exponentes.append (( variable , 1))

Ilave = tuple(exponentes)
return { llave : coeficiente }

def transformar_en_polinomio (string):
Res = Polinomio(’Res’)
m = len(string)
temp = string
end = 0
begin = 0
signo = 1
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glo =1

if temp[0] == " :
temp = temp[1:]
signo -1
begin 1

)

if ’+’ in temp and -’ in temp:
end =
elif '+’ in temp:

end temp. find (’+’)
elif -’ in temp:
end = temp.find(’-")
signo = -1
else:

end = m+l

finalizado = False
monomio = string[ begin : end]

min(temp . find(’+’), temp.find(’-"))
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if isinstance (transformar_monomio (signo, monomio), float):
Res.elegir_termino_independiente (transformar_monomio (signo, monomio))

else:

Res.agregar_monomios (transformar_monomio (signo, monomio ))

while not finalizado:
signo = 1

if '+’ in temp and -’ in temp:

begin = min(temp.find(’+’), temp.find(’-))+1

’ ) .

if temp[begin — 1] == ’—

signo = -1

elif '+’ in temp:

begin = temp.find(’+’) + 1
elif '-° in temp:

begin = temp.find(’-") + 1

signo = -1
else:

begin = 0

temp = temp[begin:]

if '+ in temp and -’ in temp:
end =
elif °+° in temp:

end temp. find (’+’)
elif -’ in temp:

end = temp.find(’-")
else:

end = m+l
finalizado = True

min(temp . find (’+’), temp.find(’-"))
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monomio = temp[ : end]
if isinstance (transformar_-monomio (signo, monomio), float):
Res.elegir_termino_independiente (transformar_monomio (signo, monomio))
else:
Res.agregar_monomios (transformar_monomio (signo, monomio))

return Res

h4 _str = h4_str.replace(”.”, 77)

h4 _str = h4_str.replace(7sx", 7"7)
h4 = transformar_en_polinomio (h4_str)
h5_str.replace(”.”, 77)

hS5_str = h5_str.replace(7*x”, 7"”)
h5 = transformar_en_polinomio (hS5_str)

ELEENEE) 9993 )

h6_str.replace (7.7,
h6,StI' = h6istr_rep1ace(”**n’ ”A”)

h6 = transformar_en_polinomio(h6_str)
t0 = time.perf_counter ()
res = algoritmo_de_politopo_de_netwon_genrealizado (h4,h5,h6)

tf =time.perf_counter ()
print (" El_tiempo.de.ejecucién_fue’, tf— t0)
h6_pol = Poly(h6_str)
h6_derivado = h6_pol.diff (’k’)
#lo escribimos como diccionario para poder evaluarlo, de acuerdo a ’.eval()’ de Sympy
punto_dict = {}
for variable in V.simbolos:
j = V.numero_de_variable (variable)

punto_dict.update({ variable : res[]j]})

print(’La_derivada._de_h6_en_el_punto_es’, h6_derivado.eval(punto_dict))

A.1.3. Aplicacion a Otro Sistema

#Aplicamos las ideas del algoritmo a otro sistema
V = Variables(’V’)

X, y, Z, w = symbols("x_y_.z.w”
k1, k2, k3, k4 = symbols(’kl_k2_k3_k4”)

DI = k2 - k3xy + k3#%z + kdsx + kd=xz
D2 = DIl#(-k2xk3xy +k2%k3%z+k2xk4sxx+k3xkdsxxxz—k3+kdxy*xz + k3xkdxzxx2)-2xk2xk3xkdxx=z
D2 = expand(D2)
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# Por Liu, queremos DI>0, D2=0
#(y la derivada de D2 respecto del pardmetro correspondiente no nula)

#Por inspeccion, notamos que y=1, k3 = 1 es una buena sustitucion,
#ya que los términos de DI quedan positivos y por ende para variables
#suficientemente grandes de x,y,z tenemos que DI>0

Cl = DIl.subs ([(y,1),(k3,1)])

C2 = D2.subs ([(y,1),(k3,1)])

C2 = expand(C2)

C2 = C2.subs ([(x,y1l),(z,y2)])
C2_str = str(C2)

C2_str = C2_str.replace(”.”, 77)
C2_str = C2_str.replace (7%x”, ”77)

lista_variables = [’yl’,’y2’,°k2’,’k3’,°k4’]
for variable in lista_variables:
V.agregar_variable (variable)

dimension = len(V.simbolos)
C2_pol = transformar_en_polinomio (C2_str)

#calculamos el politopo asociado, debemos modificar la funcidén debido a que
# ' pocos terminos’ y que conexhull necesita que el politopo
#tenga dimension = a la cantidad de variables

def politopo_asociado_modificado (polinomio):
temp = polinomio. variables_y_coeficientes.keys ()
exponentes = []
vertices_politopo= []
for mon in temp:
punto = vertice_asociado (mon)
exponentes .append(punto)
exponentes_guardados = exponentes

exponentes = np.delete (exponentes, 3, axis=l)

hull = ConvexHull(exponentes)
indices = hull.vertices
for i in indices:
vertices_politopo .append(exponentes_guardados[i])
return vertices_politopo

politopo = politopo_asociado_modificado (C2_pol)
#separamos los vertices de C2 en positivos y negativos.

#Como para T suficientemente grandes Cl es positivo ,
#directamente realizamos la optimizacion

vertices_positivos_C2 []
vertices_negativos_C2 = []

tiene
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for vertice in politopo:
monomio = []
for i in range(dimension):
variable = V.simbolos[1i]
if vertice[i] > O:
dupla = ( variable , int(vertice[i]))
monomio . append (dupla)
monomio = tuple (monomio)
if C2_pol.variables_y_coeficientes [monomio] > O0:
vertices_positivos_C2 .append(vertice)
else:
vertices_negativos_C2 .append(vertice)

#escojemos un vertice de cada uno

beta_.mas = vertices_positivos_C2[0]
beta.menos = vertices_negativos_C2[1]
politopo_trivial = []

vertice_trivial = np.zeros(dimension)

#buscamos un punto interior a cada uno, podemos repetir el argumento de
#programacion dindmica con el politopo nulo

puntol = interseccion_conos (politopo ,politopo ,beta_mas,h6 beta_mas).x
punto2 = interseccion_conos (politopo ,politopo ,beta_menos,beta_menos).Xx
#con un valor razonablemente grande de T, podemos anular el '—1° que
#es la unica parte negativa de CIl. Probamos T=2

T =2

#usamos biseccion
while C2_pol.evaluar(exponenciar_valor (T, beta_mas)) < 0 or
C2_pol.evaluar(exponenciar_valor (T, punto2))> O0:

T = 2«T
a=20
b =1
r_final =1
tol = 1e-08

while abs(C2_pol.evaluar(exponenciar_valor (T, puntol=r_final+punto2*(1—r_final))))>tol:
r_final = (a+b)/2
if C2_pol.evaluar(exponenciar_valor (T, puntolsr_final+punto2*(l-r_final))) > O:

b = r_final
else:
a = r_final
punto_final = np.zeros(dimension)

for i in range(dimension):
punto_final[i] = np.power(T, r_final % puntol[i] + (I-r_final) % punto2[i])

#evaluamos en Cl y verificamos que da positivo
#derivamos D2 y verificamos que no da 0



78 APENDICE A. CODIGOS

D2 _derivado = diff (D2,kl)

Cl_en_punto = Cl.subs ([(x,punto_final [0]),(y,1),(z,punto_final[1]),(k3,1),
(kl1,punto_final[2]),(k2, punto_final[3]),(k4, punto_final[4])])

D2 _derivado_en_punto = D2.subs ([(x,punto_final [0]),(y,1),(z,punto_final[1]),(k3,1),
(kl1, punto_final[2]),(k2, punto_final[3]),(k4, punto_final[4])])

print ("El_punto_obtenido._es.x=.", punto_final[0], ’,.y.=_-1,.z.=.", punto_final[l], ’,
con.constantes .de_reaccién_.kl.=.", punto_final[2], ’,.k2.=.", punto_final [3], °,
k3.=.1,_.kd4.=.", punto_final[4] )

print (’Al_.evaluar._D2_en_.el_punto._obtenemos’, C2_pol.evaluar(punto_final))
print(’Al_evaluar_Dl_en_el_punto_obtenemos’, Cl_en_punto)
print(’La_derivada._de_D2_con._respecto_a_kl_en_el_punto_da’, D2_derivado_en_punto )

A.2. Codigo de Otros Programas

Introducimos el codigo escrito para la seccién 4.2

Funcion critica

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from sympy import =

# from sympy import Matrix

# from sympy.abc import xI, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, xII, xI2

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, xI1, x12 = symbols(”x1.x2_.x3_.x4_x5_.x6_x7_x8_x9.
al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al0O, all, al2, al3 = symbols(”al_a2_.a3_ad4_a5_a6._a7._:
cl, c2, ¢3 = symbols(”cl.c2.c3”)

k1, k3, koff, kcat, m2, m3, 11, 13, loff, Icat, nl, n3 = symbols(”kl_k3_koff_kcat.m2.m3.

# Asumimos k_on=I1_on=0

hl = x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 - cl

h2 = x2 + x7 + x8 + x11 — ¢2
h3 = x3 + x4 + x5 + x6 — ¢3
h4 = al2%x3xx12 - x4

h5 = a3%x4 — x5 - a2=xx8

h6 = al3#x3%x9 - x6

h7 = aS5xx11 - a4xx6 — x7

h8 = allxx2%xx10 — x8

h9 = a9xx7 - x6
h10 = a7%x5 - x8
hll1 alOxx1*xx2 — x11
h12 = x7 - al=*x5

# Calculamos la matriz jacobiana respecto de xI,...,6xI2

H = Matrix ([hl, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8, h9, hl10, hll, hl2])
X = Matrix ([x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12])
J = H.jacobian (X)

o
I

J.det()
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# Sustituimos con la parametrizacion (a2,a4,x1,...,x12) —>

#(al,a3,a5,a7,a9,al0,all ,al2,al3,xI,...,xI2)

Ds = D.subs ([(al, x7/x5), (a3, (a2=x8+x5)/x4), (a5, (ad4*x6+x7)/x11), (a7,x8/x5),
(a9,x6/x7), (al0,x11/(x1%x2)), (all,x8/(x2*x10)), (al2,x4/(x3*x12)), (al3,x6/(x3%xx9))])

# Sustituimos a2=m3/l_cat, a4=n3/k_cat
Dss = Ds.subs ([(a2,m3/1cat),(a4,n3/kcat)])

Dsst = together (Dss)
print (Dsst)

#Observamos que el numerador es negativo y el denominador es positivo
#ya que todas las variables son no negativas

Verificacion de estabilidad

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from sympy import =

# from sympy import Matrix

# from sympy.abc import xI, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, xII1, xI2

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, xI1, x12 = symbols(”x1.x2_.x3_.x4_x5_.x6_x7_.x8_x9.
al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, al0, all, al2, al3 = symbols(”’al_a2_.a3_ad4_a5_a6_a7._:
cl, c2, ¢3 = symbols(”cl.c2.c3”)

k1, k3, koff, kcat, m2, m3, 11, 13, loff, Icat, nl, n3, kon = symbols(”kl_k3_koff_kcat.r

hl = x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + xI1 + x12 - cl

h2 = x2 + x7 + x8 + x11 - ¢2

h3 = x3 + x4 + x5 + x6 - ¢3

h4 = al2#x3%x12 - x4

h5 = a3%x4 — x5 - a2=*x8

h6 = al3%x3%x9 - x6

h7 = aS5xx11 - a4xx6 — x7

h8 = all*x2xx10 — x8

h9 = a9%x7 - x6 — a8xx2%x9

h10 = a7%x5 - x8

h1l = alO*xx1%x2 — x11

h12 = x7 - al=*x5

# Calculamos la matriz jacobiana respecto de xI,...,xI2

H = Matrix ([hl, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8, h9, hl10, hll, hl12])
X = Matrix ([x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12])
J = H.jacobian (X)

#fijamos las constantes de reaccion como en la demostracion

Js = J.subs([(al, x7/x5), (a3, (a2«x8+x5)/x4), (a5, (adxx6+x7)/x11), (a7,x8/x5),

(a9 ,(a8*x2+%x9+x6)/x7), (al0,x11/(x1%x2)), (all,x8/(x2*x10)), (al2,x4/(x3*x12)), (al3,h6x6,
Jss = Js.subs ([(a2,m3/1cat),(a4,n3/kcat),(a8,kon/n3)])

Jsss = Jss.subs ([(cl,46),(c2,13),(c3,13),(k1,2),(k3,1.1),(kcat,1),(kon,5),(koff,15),
(11,2),(13,1.1) ,(lcat ,1),(loff ,10),(m2,20),(m3,10),(nl1,20),(n3,10)])

#evaluamos ahora la matriz jacobiana en los distintos puntos de equilibrio
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Jsssl = Jsss.subs([(x1, 20.72107755),(x2, 0.2956877203),(x3,3.248789181),
(x4,7.821850626),(x5,0.7821850626), (x6,1.147175131), (x7,0.7821850626),

(x8,0.7821850626),(x9,0.1765542587), (x10,1.322653950), (x11,11.13994215),
(x12,1.324191138)])

#print(Jsssl)

e = np.linalg.eig(np.array(Jsssl).astype(np.float64))
print(e[0])

Hurwitz Aplicado al Otro Sistema

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from sympy import =

# from sympy import Matrix

# from sympy.abc import xI, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, xII1, xI2
X, ¥y, z, w = symbols(”x_.y_.z.w")

kl, k2, k3, k4 = symbols(”kl._k2.k3.k4”)

# Red

fl = k1l - k2%x —-kdsxx*z
f2 = k2+x-k3*y=*z

f3 = k3xyxz — kdsx=xz

# Calculamos la matriz jacobiana respecto de x,y,z

H = Matrix ([f1, f2, f3])

X = Matrix ([x, y, z])

J = H.jacobian (X)

p = J.charpoly(w)

print(p)

DI = k2 — k3xy + k3xz + kd4=xx + kd=xz

D2 = DI#(-k2+k3xy+k2+k3+z+k2+xk4+x+k3xkdsxxz-k3xkdxy+xz + k3xkdsz+x2)-2+k2xk3xkdsxx*z

Simulaciones de Oscilaciones de ERK reducido

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import solve_ivp

def f ERK(t,x,kl,k3,kcat,koff ,m,11,13 ,1cat ,loff ,n):
x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10 = x
dx1l = —-klxx1%x24+n*x6*x8+1cat*x10
dx2 = —-klsx1*x2+kcatxx4+koffxx4
dx3 kl#x1xx2-k3*x3
dx4 k3xx3—-kcatxx4—-koffxx4
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dx5 = m#xx2%x7-11*x5%xx8+kcat*x4

dx6 = —n*x6xx8+koff*x4
dx7 = —-mxx2xx7+1off*x10
dx8 = —11#x5%*x8+1loffxx10+1cat*x10

dx9 = 11#%x5%x8—13%x9
dx10 = —loff*x10+13%x9—-1cat*x10
return [dx1,dx2,dx3,dx4,dx5,dx6,dx7,dx8,dx9,dx10]

kcat = 3
a = 28.7459

argumentos = (kcat+1)+xa=*2,(kcat+1)*a=*%2,kcat,l,a,kcatxax+2+1,
(kcatsxax*x2+1)/a*+2,kcatxa==x2,1,1

print(argumentos)

t0 =0
tF =5

x0 = [1,1,1,a*%%2,1+0.05,ax%x2-0.05,1/a,1,a=*%2,1]
sol = solve_ivp (f.ERK, [tO, tF], x0, args=(argumentos),

dense_output=True, method="BDF’)

t = np.linspace(t0O, tF, 300)

z = sol.sol(t)

plt.plot(t, z[0].T,label="x1")
plt.plot(t, z[1].T,label="x2")
plt.plot(t, z[2].T,label="x3")
plt.plot(t, z[4].T,label="%x5")
plt.plot(t, z[6].T,label="x7")
plt.plot(t, z[7].T,label="x8")
plt.plot(t, z[9].T,label="x10")
plt.legend ()

plt.show ()

plt.plot(x0[0],x0[2], «g’,label="valor.inicial’, markersize=15)
plt.plot(z[0].T,z[2].T)

plt.plot(z[O].T[-1],z[2].T[-1], *m’ ,label="valor_final’, markersize=15)

plt.xlabel (’x17)
plt.ylabel (’x37)
plt.legend ()
plt.show ()
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Calculo de hy, hs, hg.

import sympy as sp
from sympy import =
from sympy.abc import k,a,b,c,d
from itertools import permutations
import time
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y2, y5, y8 = symbols( k.yl_.y2.y5.y8")

def matriz_de_hurwitz(lista_polinomio ):

n = len(lista_polinomio)
M = np.zeros([n,n])
M = sp.Matrix (M)
for i in range(n):
for j in range(n):
if 2%xi-j<0 or 2%i—j > n-1:
M[i,j] =0
else:
M[i,j] = lista_polinomio[2%i+—j]
return M

def subdeterminante (M,k):

S =
for

Matrix (np.zeros ([k,k]))
i in range(k):

for j in range(k):

S =
sum
for

S[i,jl =Mi,j]

S.applyfunc (lambda p: p.as_expr())
=0

perm in permutations (range(0,k)):

prod = perm_parity (perm)
for i in range(k):

prod = prod % S[i,perm[i]]

sum += prod
return sum

def perm_parity(lst):
for i in range(O,len(1st)-1):

if Ist[i] != i:
signo #= -1
mn = min(range(i,len(lst)), key=1lst.__getitem__)
Ist = list(lst)
Ist[i],1lst[mn] = Ist[mn],lst[i]
Ist = tuple(lst)

return signo

7
6 =
5 =
4 =
3 =
2
1
0

poly (1, [k])

poly (((y2 + (k + 1)xyl=y2)/y2 + (y8 + (k + 1)*yS5*y8)/y8 + (k + 1)*xy8 + (k + 1)xy2
poly (((k + D)yl + ((y8 + (k + 1)*ySxy8)*(y2 + (k + 1)xyl*y2)/y8 + (y2/yl + (k +
poly ((((y8 + (k + 1)+y5+y8)/y8 + (k + 1)xy8 + 4%k + 4)x(k + 1)xyl + ((k + 1)xy5=()
poly ((((k + 1)=y5 + ((y8/y5 + 4xk + 4)x(k + 1)*xy5+y8 + y8x(4xk + 4))/y8 + (4xk + -
poly ((((k + 1)xyS5=(4xk + 4) + (((4=k + 4)*y8/y5 + (3«xk + 3)x(k + 1) + (2xk + 1)=(}

poly ((1/ylsy2)s((4%(k + 1)*%3%yS=y8xk + ((k=(2xk + 2)%(1/y5 + 1)xy8 + kx(k + 1))

caracteristico = [p.O,p_-1,p2.,p3,p4.p5,p-6,p-7]
caracteristico_simplificado = []
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for pol in caracteristico:
pol = expand(pol.as_expr())
pol = simplify (pol.as_expr())
caracteristico_simplificado .append(pol)

H = matriz_de_hurwitz (caracteristico_simplificado)

def determinante (M,n):
if n == 1:
return M. col (0)[0]
sum = 0
print (M)
for i in range(n):
N = M. col_del (0)
N = M.row_del (i)
sum += paridad(i) %= M.col(0)[i] * determinante (N,n-1)

return sum

def paridad(n):
if n %2 ==
return 1
return -1

h4 = subdeterminante (H,4)
h5 = subdeterminante (H,5)
h6 = subdeterminante (H,6)

h4 = yl * yl=*%3 x h4
h5 = yl#%3 = hS
h6 = yl#%3 =% hé6
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