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Capı́tulo 1

Introducción

El objetivo de este trabajo es estudiar la dinámica de la red de la proteı́na ERK (extracellu-
lar signal-regulated kinase, que se traduce como quinasa regulada por señal extracelular) por
medio de distintas herramientas matemáticas. Estas proteı́nas abundan en las células y están
involucradas en varias funciones como por ejemplo la regulación de la división celular, y su
camino se activa por muchos estı́mulos diferentes como infecciones virales, factores de creci-
miento, carcinógenos, etc.

Nos basaremos mayormente en los trabajos de Conradi et al. [5] y Obatake et al. [20].
Estudiaremos distintos modelos matemáticos de la red que pueden dar lugar a oscilaciones o
biestabilidad.

En el Capı́tulo 1 introduciremos los conceptos básicos de redes de reacciones bioquı́micas
bajo cinética de acción de masas a partir de un modelo sencillo de interacciones entre proteı́nas.
Hablaremos de estados estacionarios de las mismas, la estabilidad de estos estados, y la noción
de multiestacionariedad y biestabilidad de una red. En la segunda sección introduciremos la
red ERK, que será el objeto de estudio central de este trabajo. Daremos su contexto biológi-
co, y presentaremos el modelo matemático que estudiaremos. También presentaremos subredes
importantes, que son más simples que la red completa y son de interés. Mostraremos parame-
trizaciones de sus estados estacionarios y probaremos que no tienen estados estacionarios en el
borde del ortante positivo.

En el Capı́tulo 2, presentaremos las herramientas matemáticas que utilizaremos para estu-
diar el modelo dado en el capı́tulo anterior. Usando teorı́a de grado [23], daremos un criterio
para estudiar la multiestacionariedad de una red y un criterio útil para llevar propiedades de
una subred a la red completa. Introduciremos la noción de Bifurcación de Hopf [17], un tipo
de cambio de estabilidad en un sistema, que nos intereserá estudiar en el contexto de la red de
ERK por sus consecuencias biológicas. Para esto presentaremos el criterio de Routh-Hurwitz.
Luego, daremos una introducción elemental a la teorı́a de los polı́topos (basada en [26]) que nos
será de utilidad para la sección computacional. Introducimos también las nociones de polı́topo
de Newton y volumen mixto de un polı́topo. Finalmente, introducimos nociones de resultantes,
que servirán para acotar el número de estados de una red.

En el Capı́tulo 3, usaremos las herramientas del capı́tulo anterior para estudiar la dinámica
de la red ERK. Mostramos que para ciertas subredes de ERK tenemos biestabilidad y, con un
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

resultado previo podemos levantar la biestabilidad y multiestacionariedad a la red completa.
También probaremos la existencia de multiestacionariedad para distintos niveles de procesati-
vidad de la red, la existencia de bifurcaciones de Hopf y la posibilidad de coexistencia de bifur-
caciones y biestabilidad dentro de una misma clase de compatibilidad. Acabamos el capı́tulo
usando herramientas de volumen mixto y resultantes para acotar la máxima cantidad de estados
estacionarios de una red.

El Capı́tulo 4 nos centraremos en los aspectos computacionales del trabajo. Hacemos una
implementación completa del algoritmo presente en el Apéndice de Obatake et al. [20] en
Python. Explicaremos el Algoritmo de Polı́topo de Newton, demostraremos su correctitud, y
haremos comentarios sobre la implementación del mismo. Además, usamos parte del algoritmo
para mostrar la existencia de bifurcaciones de Hopf para una red mı́nima de [2]. Finalmente,
presentaremos otros programas varios relacionados al Capı́tulo 3.

Por último, incluimos un Apéndice con el código realizado a lo largo de la tesis. Por motivos
de formato, no todas las indentaciones son correctas para Python, en caso que se desee correr
el código recomendamos abrir los archivos correspondientes en los cuadernos (formato .ipynb)
adjuntos a esta tesis.

1.1. Redes de reacciones quı́micas

Nos centraremos en reacciones que se dan entre proteı́nas adentro de la célula, aunque la
teorı́a que desarrollamos en esta sección es más general. El ejemplo que usaremos para ilustrar
considera la interacción entre dos proteı́nas: una enzima (E) y un sustrato (S). La enzima se
une al sustrato, produciendo una especie intermediaria (ES) y ası́ se cataliza la reacción que
transfroma a S en el producto P . Podemos pensar en un proceso de fosforilación, donde E es
una quinasa que agrega un grupo fosfato a la proteı́na S. La proteı́na P es, entonces, la forma
fosforilada de la proteı́na S [1, Capı́tulo 3].

E E E E

S
S S

P

Las redes de reacciones quı́micas consisten en especies, complejos y reacciones. En nuestro
ejemplo tenemos que las especies son {E, S,ES, P} (que representan los compuestos quı́mi-
cos), los complejos son {E + S,ES,E + P} y las reacciones son {E + S → ES,ES →
E+S,ES → E+P}. Es decir, que nuestras redes de reacciones quı́micas consisten en grafos
dirigidos donde los vértices son los complejos y las aristas son las reacciones. El grafo que le
corresponde a nuestro ejemplo es:

E + S ⇄ ES −→ E + P

Más en general:

Definición 1.1.1 (Red de reacciones quı́micas). Sea X = {X1, . . . , Xs} un conjunto de espe-
cies. Una red de reacciones quı́micas G = (C,R) es un grafo dirigido donde:
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Los complejos c ∈ C consisten en combinaciones lineales enteras no negativas de ele-
mentos de X (es decir, c =

∑s
i=1 αiXi donde αi ∈ N0).

El conjunto de reacciones R ⊆ C × C es tal que no contiene pares de la forma (c, c), y
para todo complejo c1 ∈ C, existe c2 ∈ C de modo que (c1, c2) ∈ R o (c2, c1) ∈ R.

Utilizaremos x1, . . . , xs para denotar las concentraciones de las especies X1, . . . Xs respec-
tivamente. Esto se suele notar xi = [Xi], i = 1, . . . , s.

Las concentraciones de las escpecies varı́an con el tiempo y modelaremos la dinámica de
la red de reacciones quı́micas a través de la ley de cinética de acción de masas. Esta nos dice
que la velocidad de reacción es proporcional al producto de las concentraciones de las especies
reactivas. Por ejemplo, si nuestra red solo consiste en la reacción:

X1 +X2 → X3

Entonces ẋ3(t) =
dx3

dt
(t) = κx1(t)x2(t) para algún κ > 0 (y de hecho ẋ1(t) = −κx1(t)x2(t)

y ẋ2(t) = −κx1(t)x2(t)). A este κ se lo denomina constante de reacción. Etiquetaremos las
aristas del grafo con las constantes de reacción, obteniendo ası́ una noción de la velocidad de
las reacciones.

En lo que sigue generalizaremos este concepto a redes de varias especies y reacciones.

Definición 1.1.2 (Cinética). Sea G = (C,R) una red de reacciones quı́micas con m ∈ N
reacciones r1, r2, . . . , rm. A cada rj le asignaremos κj > 0 denominada constante de reacción.

Cada reacción rj se escribe de la forma:

α1jX1 + . . .+ αsjXs
κj−→ β1jX1 + . . .+ βsjXs

donde αij, βij ∈ N0. Si denotamos αj = (α1j, . . . , αsj) y βj = (β1j, . . . , βsj), se suele notar a
la reacción αj

κj−→ βj.

Definimos Nij = βij−αij y tomamos a la matriz N = (Nij)i,j ∈ Zs×m, que se conoce como
la matriz de estequiometrı́a. Luego, por la ley de acción de masas, obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales autónomo:

ẋ = f(x) = N

 κ1x
α11
1 . . . xαs1

s
...

κmx
α1m
1 . . . xαsm

s

 , (1.1)

donde x = (x1, . . . , xs).
A partir de la notación estándar, definimos xαj = x

α1j

1 . . . x
αsj
s , podemos reescribir lo ante-

rior de la siguiente manera:

ẋ = N

 κ1x
α1

...
κmx

αm


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Notemos que al definir f como ẋ = f(x), obtenemos que cada fi es un polinomio en
Q[κ][x], para i = 1, . . . , s.

Ejemplo 1.1.1. Apliquemos estas definiciones a la red con la que comenzamos:

E + S
κ1

⇄
κ2

ES
κ3−→ E + P

Denotemos x1 = [E], x2 = [S], x3 = [ES], x4 = [P ]. El sistema queda:
ẋ1 = −κ1x1x2 + (κ2 + κ3)x3

ẋ2 = −κ1x1x2 + κ2x3

ẋ3 = κ1x1x2 − (κ2 + κ3)x3

ẋ4 = κ3x3

.

O escrito como en (1.1):

ẋ =


−1 1 1
−1 1 0
1 −1 −1
0 0 1


κ1x1x2

κ2x3

κ3x3

 .

Una propiedad importante de los sistemas dinámicos bajo la ley de acción de masas es que
tanto el ortante positivo, Rs

>0, como su clausura, R≥0, son positivamente invariantes. Es decir,
que si x(0) ∈ Rs

>0 (respectivamente x(0) ∈ Rs
≥0), entonces x(0) ∈ Rs

>0 (respectivamente
x(0) ∈ Rs

≥0) para todo t ≥ 0 donde x esté definida. Adaptamos una prueba de [18].

En primer lugar, observemos que en nuestro modelo, fijando una cordenada fi, todos los
coeficientes negativos provienen de reacciones que salen de un nodo con la especie Xi, y de
hecho es un si y solo si. Por ende, cada ecuación fi se puede escribir de la forma pi − xiqi,
donde pi, qi son polinomios con coeficientes no negativos. Esta caracterización de los sistemas
que provienen de cinética de acción de masas se denomina el lema Húngaro.

Lema 1.1.1 (Lema Húngaro). Dado f = (f1, . . . , fs) con fi ∈ R[x1, . . . , xs], luego ẋ = f(x)
es un sistema asociado a una red de reacciones bioquı́micas modelado bajo cinética de acción
de masas si y solo si fi = pi−xiqi con pi, qi polinomios reales y con coeficientes no negativos.

Usamos esta caracterización para demostrar que los sistemas son positivamente invariantes.

Proposición 1.1.1. El sistema asociado a una red modelada bajo cinética de acción de masas
es positivamente invariante.

Demostración. Para cada 1 ≤ i ≤ s, sabemos que ẋi = pi(x(t))− xi(t)qi(x(t)). Supongamos
que x(0) ∈ Rn

>0 pero que existe T > 0 y un i para el cual xi(T ) < 0. Por Bolzano, deben
existir para cada una de estas coordenadas un τi > 0 tal que xi(τi) = 0 y xi(t) > 0 si t < τi.
Sea τ el menor de estos valores e i el ı́ndice correspondiente.
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En tal caso, como todas las coordenadas son positivas, es claro que pi(t) ≥ 0 si t < τ , por
lo que ẋi(t) ≥ −xi(t)qi(x(t)) para todo t ∈ [0, τ). Además, por un argumento de compacidad
sabemos que existe C > 0 tal que qi(x(t)) ≤ C para todo t ∈ [0, τ ] y tenemos

ẋi(t)

xi(t)
≥ −C.

Lo que implica que ∫ τ

0

ẋi(t)

xi(t)
dt ≥ −Cτ

log(xi(τ
−))− log(xi(0)) ≥ −Cτ

como xi(τ
−) = 0, del lado izquierdo tenemos −∞, claramente llegando a un absurdo.

La invariancia positiva del ortante no negativo es inmediata del resultado anterior (ver, por
ejemplo [3, 16]).

Además de la dinámica dada por la ley de acción de masas, las condiciones del sistema
están limitadas por lo que se denominan las leyes de conservación.

Definición 1.1.3 (Subespacio estequiométrico. Matriz de conservación). Sea G una red de reac-
ciones quı́micas, con matriz de estequiometrı́a N ∈ Zs×m. Sea d = s− rango(N). Definimos
S, el subespacio estequiométrico de G, como el subespacio generado por las columnas de N .
Diremos que W ∈ Rd×s es una matriz de conservación de G si vale lo siguiente:

W está triangulada.

El subespacio generado por las filas de W es el subespacio ortogonal de S.

Si existe una elección de W de modo que sus coeficientes sean no negativos y que cada
columna tenga una entrada positiva (es decir, que cada especie aparezca en al menos una ley de
conservación), diremos que G es conservativa. (O, equivalentemente, si existe una elección de
W donde la primera fila tenga todas sus entradas positivas.)

Volviendo al Ejemplo 1.1.1, notemos que rango(N) = 2, por lo que tendremos dos leyes
de conservación independientes. Una matriz posible es:

W =

(
1 0 1 0
0 1 1 1

)
La idea es que Wx(t) se mandentrá constante para todo tiempo t donde x esté definida.

Reinterpretando, esto nos dirı́a que x1 + x3 = [E] + [ES] y x2 + x3 + x4 = [S] + [ES] + [P ]
se mantienen constantes (solo dependen de las condiciones iniciales).

Recordamos que dada una función f : Rn → Rm la matriz Jacobiana es la matriz que posee
las derivadas parciales de f , es decir, si f = (f1, . . . , fm), entonces Jac(f)ij = ∂jfi.
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Definición 1.1.4 (Clase de compatibilidad estequiométrica - Sistema ampliado). Sea x0 ∈ Rs
≥0.

Sea c = Wx0. Definimos:
Sc = {x ∈ Rs

≥0 : Wx = c} (1.2)

como la clase de compatibilidad estequiométrica de x0 en G.

Sea I = {i1 < i2 < . . . < id} el conjunto de los primeros ı́ndices no nulos de cada fila de
W . Definimos la función ampliada fc,κ : Rs

≥0 → Rs de la siguiente manera

fc,κ(x)i =

{
fi(x) si i /∈ I

(Wx− c)k si i = ik
. (1.3)

Cada fila del sistema Wx = c es luego de la forma
∑ℓ

j=1wikjxkj = ci. A cada una de estas
ecuaciones se la denomina ley de conservación asociada al sistema.

Los sistemas conservativos son aquellos en los que se preservan las proteı́nas a lo largo del
proceso. Es decir, si bien estas se pueden “unir” o fosforilar, la cantidad total de proteı́nas es la
misma. En particular, las concentraciones totales de las mismas son constantes. Y por ende, las
órbitas del sistema son acotadas, ya que cada coordenada lo está. En efecto,

Proposición 1.1.2. Sea G una red conservativa. Entonces las clases de compatibilidad Sc son
compactos. En particular, como las soluciones viven dentro de alguna clase de compatibilidad
estequiométrica, estas deben ser acotadas.

Demostración. Son cerradas por ser intersección de cerrados: Rs
≥0 y {Wx = c}. Para ver que

cada Sc es acotada, recordamos que cada variable xi aparece en alguna ley de conservación
ϕ(x) = c. Como los coeficientes de ϕ son positivos, tenemos que cada coordenada luego debe
ser acotada por lo que el conjunto también lo es.

Retomando el ejemplo 1.1.1, dados c1, c2 > 0, nuestra función quedarı́a

fc,κ(x) = (x1 + x3 − c1 , x2 + x3 + x4 − c2 , κ1x1x2 − (κ2 + κ3)x3 , κ3x3)

Queda entonces definida la matriz Jacobiana de fc,κ con respecto a x como:

Jacfc,κ(x)i =

{
Jfi(x) si i /∈ I,

Wi si i ∈ I,
(1.4)

donde Wi es la i-ésima fila de W . Es decir, es la matriz Jacobiana de f con respecto a x, donde
la ik-ésima fila, para k = 1, . . . , d, se reemplaza por la k-ésima fila de W .

1.1.1. Estados Estacionarios

Como es natural, será de gran interés estudiar los equilibrios (no negativos) de nuestro
sistema dinámico. Estos claramente provienen de la ecuación ẋ = 0.
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Definición 1.1.5 (Estado estacionario - Variedad de estados estacionarios). Un estado estacio-
nario del sistema (1.1) es un vector de concentraciones no negativo x∗ ∈ Rs

≥0 para el cual
f(x∗) = 0. Llamaremos Vf = {x ∈ Rs

≥0 : f(x) = 0} a la variedad no negativa de estados
estacionarios del sistema.

Veamos primero formas alternativas de referirse a los estados estacionarios dentro de una
misma clase de compatibilidad estequiométrica.

Proposición 1.1.3. Sea G una red de reacciones quı́micas conservativa, con matriz de reacción
N ∈ Zs×m. Sean d = s − rango(N), W ∈ Rd×s una matriz de conservación de G, x0 ∈ Rs

≥0

fijo y c = Wx0. Sea la función ampliada fc,κ que surge de G y W como en (1.3) y Sc la clase
de compatibilidad estequiométrica como en (1.2). Son equivalentes:

1. fc,κ(x) = 0

2. N(κ1x
α1 , . . . , κmx

αm)T = 0 y x ∈ Sc

Demostración. Es evidente que (2 ⇒ 1). Para ver la otra implicación, que x ∈ Sc es también
inmediato. Veamos entonces que N(κ1x

α1 , . . . , κmx
αm)T = 0. Nos falta ver que para cada i ∈

I = {i1, . . . , id}, vale que fi(x) = 0. Primero notemos que WN = 0 y por lo tanto Wf(x) = 0.
Además, por construcción, la i-ésima fila de W es de la forma (0, 0, . . . , 0, wi, wi+1, . . . , ws)
con wi ̸= 0 para cada i ∈ I . De esta forma obtenemos

∑s
j=i wjfj(x) = 0. Mirando la última

de estas filas, tenemos que fid(x) =
1

wid
(
∑n

j=id+1 fj(x)), pero como fc,κ(x) = 0, todas estos
sumandos son 0 por lo que fid da 0. Repitiendo este argumento, agregando que además fid = 0,
obtenemos que fid−1

= 0 y ası́ sucesivamente.

Notemos que el sistema fc,κ(x) = 0 es un sistema de s ecuaciones en s incógnitas. Serı́a
esperable que tenga finitas soluciones. ¿Pero cuántas? ¿Una, más de una? Para esto definimos
el concepto de multiestacionariedad.

Definición 1.1.6 (Multiestacionariedad). Diremos que una red G es multiestacionaria si exis-
ten constantes de reacción κ y una clase de compatibilidad estequiométrica Sc de modo que
#(Vf ∩ Rs

>0 ∩ Sc) ≥ 2. Es decir, si existe una elección de constantes de reacción tal que
en alguna clase de compatibilidad estequiométrica nuestro sistema tiene al menos dos estados
estacionarios positivos.

x1

x2

Clase de
comp. esteq.

Estados estacionarios

S

Clasificaremos también a los puntos de equilibrio mediante su estabilidad como es usual.
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Definición 1.1.7. Sea G una red de reacciones quı́micas con Vf la variedad no negativa de
estados estacionarios de la misma y x∗ ∈ Vf .

Si x∗ ∈ Rs
>0 (es decir, x∗

i > 0 para 1 ≤ i ≤ s) diremos que x∗ es un estado estacionario
positivo. Caso contrario, diremos que es un estado estacionario en el borde.

Si Im(Jacf(x∗)|S) = S, diremos que x∗ es no degenerado.

Si x∗ es no degenerado y los autovalores no nulos de Jacf(x∗) tienen parte real negativa,
diremos que es exponencialmente estable.

Diremos que G es biestable si existe κ ∈ Rm
>0 para el cual existe una clase Sc de com-

patibilidad estequiométrica donde fc,κ tiene dos o más estados estacionarios positivos
exponencialmente estables.

Observemos que biestabilidad implica multiestacionariedad. Veremos más adelante un cri-
terio para detectar multiestacionalidad, pero en general es difı́cil determinar la biestabilidad.

Definición 1.1.8 (Parametrización de estados estacionarios - Función crı́tica). Dada G una
red de reacciones quı́micas con s especies, m reacciones y W matriz de conservación. Una
parametrización de estados estacionarios consiste en una función ϕ : Rm′

>0 × Rs′
>0 → Rm

>0 ×
Rs

>0, donde m′ ≤ m y s′ ≤ s, que verifica:

ϕ(κ̂, x̂) extiende a (κ̂, x̂) en las coordenadas correspondientes. Más precisamente, la pro-
yección natural π : Rm × Rs → Rm′ × Rs′ verifica que π ◦ ϕ = idRm′

>0×Rs′
>0

.

La imagen de ϕ está dada por

Im(ϕ) = {(κ∗, x∗) ∈ Rm
>0 × Rs

>0 : x
∗ es un estado estacionario del sistema

definido por G y κ = κ∗}

Dada una parametrización de estados estacionarios ϕ, definimos la función crı́tica C :
Rm′ × Rs′ → R vı́a:

C(κ̂, x̂) = (det(Jacfc,κ))|(κ,x)=ϕ(κ̂,x̂). (1.5)

Apliquemos estas ideas al Ejemplo 1.1.1. Supongamos que c1, c2 > 0 (lo que es razonable
por la no negatividad de las concentraciones). Igualando fc,κ(x) = 0 se puede ver que podemos
despejar x1 = −x3+c1 y x4 = −x3−x2+c2. Y de la última ecuación obtenemos que κ3x3 = 0
ası́ que x3 = 0 y x1 = c1. Usando la tercera ecuación, tenemos que x2 = 0 y ası́ obtenemos
que (c1, 0, 0, c2) es el único estado estacionario del sistema en la clase de compatibilidad este-
quiométrica definida por c1 y c2, independientemente de los valores de κ1, κ2, κ3.

E + S
κ1

⇄
κ2

ES
k3−→ E + P

Recordando de dónde proviene nuestro sistema, este es un resultado esperable. Eventual-
mente, la reacción irá de izquierda a derecha, las especies S y ES desaparecerán hasta que solo
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queden E y P , en las concentraciones apropiadas para respetar las leyes de conservación, y
este comportamiento es independiente del valor de las constantes de reacción.

Estudiemos la estabilidad en (c1, 0, 0, c2) de nuestra red. En este caso, tenemos que

Jacf(c1, 0, 0, c2) =


0 −κ1c1 κ2 + κ3 0
0 −κ1c1 κ2 0
0 κ1c1 −κ2 − κ3 0
0 0 κ3 0


Recordemos que S = ⟨(−1,−1, 1, 0), (1, 1,−1, 0), (1, 0,−1, 1)⟩, y es sencillo ver que

Im(Jacf) ⊆ S y que Jac(f)|S es monomorfismo por lo que nuestro estado es no degenerado.
Para estudiar la estabilidad, miramos los autovalores no nulos de la matriz. Observar que

p(λ) = det(λI − Jacf(c1, 0, 0, c2)) = λ2(λ2 + (κ1c1 + k2 + κ3)λ+ k1k3c1)

Nos interesa la parte real de las raı́ces de q(λ) = λ2 + (κ1c1 + k2 + κ3)λ + k1k3c1 =
aλ2 + bλ+ c. Primero veremos que son reales.

b2 − 4ac = κ2
1c

2
1 + κ2

2 + κ2
3 + 2κ1κ2c1 + 2κ1κ3c1 + 2κ2κ3 − 4κ1κ3c1

= κ2
1c

2
1 + κ2

2 + κ2
3 + 2κ1κ2c1 − 2κ1κ3c1 + 2κ2κ3

= (κ1c1 − κ3)
2 + 2κ1κ2c1 + 2κ2κ3 > 0

Por ende las raı́ces son reales. Por otro lado, observar que a > 0, c > 0 y que −b/2a < 0,
por lo que necesariamente ambas raı́ces deben ser negativas, por lo que el equilibrio es siempre
estable (lo cual es intuitivo si uno recuerda la estructura de la red).

Observar que si bien pudimos verificar la estabilidad para todo c1, c2, incluso en una red
sencilla, no fue obvio. Esto se reflejará más en general cuando veamos que la biestabilidad
es más dı́ficil de verificar como otras propiedades como la multiestacionariedad, entre otros
motivos por la elevada dificultad computacional. Aun ası́, en la Sección 2.2 introduciremos un
criterio útil.

1.2. La red de la proteı́na ERK

En esta sección presentaremos la red en la que nos enfocaremos en el resto de la tesis:
Quinasa Regulada por Señal Extracelular (ERK por sus siglas en inglés).

1.2.1. La cascada de señalización de ERK

A pesar de que las células tienen una membrana, son capaces de reaccionar a estı́mulos
exteriores (“señales”). Esto se logra mediante receptores que se encuentran en la membrana y
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que desencadenan una serie de reacciones mediante una compleja red de moléculas que les per-
miten realizar acciones de crecimiento y regulación, entre otras. Para una explicación detallada
de la señalización celular, ver [1, Cap.15].

El objetivo de este trabajo es estudiar un modelo matemático de la red ERK. Esta red cumple
un rol importante en el ciclo celular. Dicho de manera muy simplificada, luego de la división
celular (mitosis), la célula recibe una señal exterior que a través de una cadena de reacciones
llega de la membrana celular al núcleo y luego se procede a producir una proteı́na que es la que
hace que la célula crezca.

Figura 1.1: Versión simplificada del camino de la señal desde la membrana celular hasta el
núcleo. Los factores de crecimiento (representados por el cı́rculo celeste) se unen a los recep-
tores transmembrana, quienes pasan la señal a la proteı́na Ras. Luego esta activa la principal
cascada de fosforilación desde la quinasa Raf a la quinasa MEK, y esta última a la quinasa
regulada por señal extracelular ERK. La quinasa ERK luego se transloca al núcleo, donde in-
teractúa con factores de transcripción para regular la expresión de genes objetivo [21].

La última de estas reacciones antes de llegar al núcleo es la que estudiaremos con más de-
talle. En esta participan tres enzimas: la enzima ERK (tiene el mismo nombre que la red), y las
enzimas MEK y MPK3 que tienen la función de fosforilar y desfosforilar a ERK, respectiva-
mente (fosforilar se refiere a agregar un grupo fosfato a la enzima). La fosforilación produce un
cambio en la distribución de los niveles de energı́a de la enzima, cambiando sus propiedades
biológicas [12].

Trabajaremos con un modelo de doble-fosforilación, es decir, que a nuestra enzima ERK se
le pueden colocar a lo sumo dos grupos fosfatos. Entonces denotamos S00 a ERK si no posee
ningún grupo fosfato adicionado, S01 o S10 cuando tiene exactamente uno (consideramos que
cada ı́ndice es un sitio donde se puede colocar el grupo fosfato) y S11 si la proteı́na está comple-
tamente fosforilada. Cuando ambas fosforilaciones pueden darse sucesivas sin que la enzima
se separe del sustrato, se dice que la fosforilación es procesativa. Si, en cambio, la enzima debe
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separarse del sustrato para que se dé la segunda fosforilación se dice que la fosforilación es
distributiva.

Luego, si denotamos a la enzima MEK como E y a la enzima MPK3 como F tenemos la
red de reacciones quı́micas que se puede ver en la Figura 1.2.

1.2.2. Modelado de ERK

Detallaremos aquı́ dos modelos de la red de ERK, como se presentan en [5]. El primero
de ellos lo representamos en la Figura 1.2. Lo que interesa estudiar en esta red es la pregunta
planteada por primera vez en [22]:

Pregunta 1.2.1. ¿Es verdad que para todos los valores pk := kcat/(kcat + koff ) y pℓ =
ℓcat/(ℓcat + ℓoff ) cercanos a 1 vale que la red de ERK de la Figura 1.2 es biestable y osci-
latoria?

Cuando pk y pℓ se acercan a 1, la red “tiende” a una completamente procesativa que se
sabe no tiene biestabilidad ni oscilaciones [6]. Como la biestabilidad y las oscilaciones son
fenómenos dinámicos que permiten que la célula realice funciones biológicamente significa-
tivas, es interesante saber “hasta qué punto” la red mantiene la capacidad de presentar estas
caracterı́sticas dinámicas importantes.

En la Sección 3.1 mostramos (a partir de [20]) que la biestabilidad sı́ se preserva cuando
k2 = m1 = ℓ2 = n2 = 0 y, o bien kon = 0 y ℓon ̸= 0, o bien kon ̸= 0 y ℓon = 0, o ambas son
no nulas. De esta forma, se define la mı́nima red ERK biestable (que está representada en la
Figura 1.2 al eliminar las reacciones con constantes pintadas de azul en negrita) y esto da lugar
a la siguiente pregunta:

Pregunta 1.2.2. Para valores de pk y pℓ cercanos a 1, ¿es biestable la mı́nima red ERK bies-
table?

Por resultados que levantan la biestabilidad desde una subred a una red que la contiene (ver
Teorema 2.1.4), sabremos entonces que si la mı́nima red ERK biestable es realmente biestable,
entonces la red ERK también lo será.

Establezcamos ahora algunas definiciones que nos serán de utilidad más adelante.

Definición 1.2.1. Para la red ERK definida a partir de la Figura 1.2:

Diremos que una red es una subred de ERK si proviene de quitar algunas reacciones de
la misma, o lo que es lo mismo, de fijar alguna constante de reacción igual a 0.

Decimos que una subred de ERK es irreversible si alguna constante k2, kon,m1, ℓ2, ℓon, n2

es 0 (en la Figura 1.2 están marcadas con azul). Decimos que es completamente irrever-
sible si todas son 0.

Definimos los niveles de procesatividad como pk =
kcat

kcat + koff
y pℓ =

ℓcat
ℓcat + ℓoff

.

Cuanto más cercanos a uno, las reacciones verticales koff y ℓoff son más despreciables
y por ende “la señal avanza más cómodamente hacia el final de la red”.
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S00 + E
k1 // S00E
k2

oo
k3 // S01E

kcat //

koff
��

S11 + E

S01 + E

kon

OO

S10E

m3

OO

m1

��
S10 + E

m2

OO

S11 + F
ℓ1 // S11F
ℓ2
oo

ℓ3 // S10F
ℓcat //

ℓoff
��

S00 + F

S10 + F

ℓon

OO

S01F

n3

OO

n2

��
S01 + F

n1

OO

Figura 1.2: La red de ERK. Consiste en la regulación de ERK por medio de fosforilaciones en
dos sitios por medio de la quinasa MEK (denotada por E) y defosforilaciones por la fosfatasa
MKP3 (F ). Cada Sij denota una fosfoforma de ERK, donde los subı́ndices indican en cuál de
los dos sitios se adicionó el grupo fosfato. Al borrar de esta red las reacciones etiquetadas con
k2, m1, ℓ2, ℓon, n2 (en azul y negrita) se obtiene la mı́nima red ERK biestable.

Definimos la red mı́nima biestable estableciendo k2 = m1 = ℓ2 = ℓon = n2 = 0.

Ahora consideraremos las ecuaciones asociadas a la red ERK definida en la Figura 1.2.
Denotamos las siguientes variables para las concentraciones de las especies:

S00 E F S11F S10F S01F S01E S10E S01 S10 S00E S11

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12

Luego obtenemos el sistema completo mediante las siguientes ecuaciones:

ẋ1 = −k1x1x2 + k2x11 + ℓcatx5 + n3x6

ẋ2 = −k1x1x2 − konx2x9 −m2x2x10 + k2x11 + kcatx7 + koffx7 +m1x8 +m3x8

ẋ3 = −ℓ1x3x12 − ℓonx3x10 − n1x3x9 + ℓ2x4 + ℓcatx5 + ℓoffx5 + n2x6 + n3x6

ẋ4 = ℓ1x3x12 − ℓ2x4 − ℓ3x4

ẋ5 = ℓonx3x10 + ℓ3x4 − ℓcatx5 − ℓoffx5

ẋ6 = n1x3x9 − n2x6 − n3x6

ẋ7 = konx2x9 + k3x11 − kcatx7 − koffx7

ẋ8 = m2x2x10 −m1x8 −m3x8

ẋ9 = −konx2x9 − n1x3x9 + koffx7 + n2x6

ẋ10 = −ℓonx3x10 −m2x2x10 + ℓoffx5 +m1x8

ẋ11 = k1x1x2 − k2x11 − k3x11

ẋ12 = −ℓ1x3x12 + kcatx7 + ℓ2x4 +m3x8

(1.6)
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Subrayamos en azul los términos correspondientes a reacciones que no están en la mı́nima red
ERK biestable. Al borrarlos obtenemos las ecuaciones de esta red más chica.

Tenemos además tres leyes de conservación, que se corresponden con la concentración total
de ERK (S), de la quinasa MEK (E) y de la fosfatasa MPK3 (F ):

x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 = Stot =: c1

x2 + x7 + x8 + x11 = Etot =: c2 (1.7)
x3 + x4 + x5 + x6 = Ftot =: c3

Como la matriz de conservación que surge de considerar los coeficientes del sistema li-
neal (1.7) tiene entradas no negativas y cada columna tiene al menos una entrada positiva,
deducimos que la red ERK es conservativa. Además, como la dimensión de S⊥ es 3, tenemos
que dim(S) = 12− 3 = 9.

Notemos que al borrar los términos que están subrayados en azul obtenemos las mismas
relaciones de conservación y por lo tanto la mı́nima red ERK biestable (y cualquier subred de
ERK irreversible) es conservativa. Más aún, los subespacios estequiométricos de la red ERK y
sus subredes irreversibles coinciden.

Daremos entonces una parametrización de estados estacionarios para la ERK completa y
sus subredes irreversibles.

Proposición 1.2.1. Sea G la red ERK completa o una subred irreversible como en la Defini-
ción 1.2.1. Dada una constante de reacción, κ, definimos χκ = 1 si κ está en la red y 0 si no.
Luego tenemos sistema de ecuaciones polinomiales para los estados estacionarios dentro de la
clase de compatibilidad estequiométrica dado por hc,a : R12

>0 → R12:

hc,a,1 = x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 − c1,

hc,a,2 = x2 + x7 + x8 + x11 − c2,

hc,a,3 = x3 + x4 + x5 + x6 − c3,

hc,a,4 = a12x3x12 − x4,

hc,a,5 = a3x4 − x5 − a2x8,

hc,a,6 = a13x3x9 − x6,

hc,a,7 = a5x11 − a4x6 − x7,

hc,a,8 = a11x2x10 − x8,

hc,a,9 = a9x7 − χkona8x2x9 − x6,

hc,a,10 = a7x5 − χℓona6x3x10 − x8,

hc,a,11 = a10x1x2 − x11,

hc,a,12 = x7 − a1x5.

(1.8)

Más aún, si â = (a2, a4, a6, a8) si kon y ℓon ambas están, â = (a2, a4, a6) si está kon pero
no ℓon y â = (a2, a4, a8) si ℓon está y kon no, y â = (a2, a4) si ninguna está. Luego tenemos la
siguiente parametrización de estados estacionarios positivos:
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ϕ(â, x1, . . . , x12) = (a1, . . . , a13, x1, . . . , x12) (1.9)

con

a1 :=
x7

x5

a3 :=
a2x8 + x5

x4

a5 :=
a4x6 + x7

x11

a7 :=
χℓona6x3x10 + x8

x5

a11 :=
x8

x2x10

a10 :=
x11

x1x2

a9 :=
χkona8x2x9 + x6

x7

a12 :=
x4

x3x12

a13 :=
x6

x3x9

Los polinomios hc,a que no se obtienen de las relaciones de conservación del sistema se
consiguen operando linealmente con los polinomios f1, . . . , f12, con f(x) = ẋ. La parametri-
zación se obtiene luego despejando.

Para la mı́nima red ERK biestable (es decir, cuando k2 = m1 = ℓ2 = ℓon = n2 = 0)
daremos otra parametrización de estados estacionarios que también usaremos. Efectivamente,
si denotamos por κ := (k1, k3, kcat, kon, koff , ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff ,m2,m3, n1, n3), tenemos:

ϕ : R13
>0 × R3

>0 → R13
>0 × R12

>0 (1.10)
(κ; x1, x2, x3) 7→ (κ; x1, x2, . . . , x12),

donde

x4 =
k1kcat(ℓcat + ℓoff )(konx2 + n1x3)x1x2

ℓ3ℓcat(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)
, x5 =

k1kcat(konx2 + n1x3)x1x2

ℓcat(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)
,

x6 =
n1k1koffx1x2x3

n3(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)
, x7 =

k1(konx2 + n1x3)x1x2

kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3

,

x8 =
k1kcatℓoff (konx2 + n1x3)x1x2

ℓcatm3(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)
, x9 =

k1koffx1x2

kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3

,

x10 =
k1kcatℓoff (konx2 + n1x3)x1

ℓcatm2(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)
, x11 =

k1x2x2

k3
,

x12 =
k1kcat(ℓcat + ℓoff )(konx2 + n1x3)x1x2

ℓcatℓ1(kcatkonx2 + kcatn1x3 + koffn1x3)x3

.

Será importante para estudiar multiestacionariedad y biestabilidad (Sección 3.1) verificar
que nuestras redes no poseen estados estacionarios en el borde ∂Rn

≥0.

Proposición 1.2.2. La red ERK completa, las subredes irreversibles y la red reducida no poseen
estados estacionarios con alguna coordenada nula, es decir, si fc,κ(x) = 0, entonces x ∈ Rn

>0.

Demostración. Lo probaremos para la red completa, el resto son argumentos similares. Re-
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agrupamos las ecuaciones de la siguiente manera:

f1 = −k1x1x2 +
(
k2x11 + ℓcatx5 + n3x6

)
f2 = −

(
k1x1 + konx9 +m2x10

)
x2 +

(
k2x11 + kcatx7 + koffx7 +m1x8 +m3x8

)
f3 = −

(
ℓ1x12 + ℓonx10 + n1x9

)
x3 +

(
ℓ2x4 + ℓcatx5 + ℓoffx5 + n2x6 + n3x6

)
f4 = ℓ1x3x12 −

(
ℓ2 + ℓ3

)
x4

f5 = ℓonx3x10 + ℓ3x4 −
(
ℓcat + ℓoff

)
x5

f6 = n1x3x9 −
(
n2 + n3

)
x6

f7 = konx2x9 + k3x11 −
(
kcat + koff

)
x7

f8 = m2x2x10 −
(
m1 +m3

)
x8

f9 = −
(
konx2 + n1x3

)
x9 +

(
koffx7 + n2x6

)
f10 = −

(
ℓonx3 +m2x2

)
x10 +

(
ℓoffx5 +m1x8

)
f11 = k1x1x2 −

(
k2 + k3

)
x11

f12 = −ℓ1x3x12 +
(
kcatx7 + ℓ2x4 +m3x8

)
Y recordemos las leyes de conservación en (1.7).

Si x2 = 0, por f2, como todos las variables son no negativas, y ẋ2 = f2(x) = 0 por
hipótesis, tenemos que x11, x7, x8 son 0. Pero recordemos que c1 > 0, por lo que Etot no
se cumple y tenemos un absurdo.

Similarmente, si x3 = 0. por f3 tenemos que x4, x5, x6 son 0, pero entonces no se respeta
la ley asociada a Ftot

Si x1 = 0, por f1, x11, x5, x6 son 0. Pero entonces por f5, x4 y x10 = 0 (ya sabemos que
x3 ̸= 0). Por f4, x12 = 0, y po4 f6, x9 = 0. Ası́ contradecimos la ley asociada a Stot.

Luego podemos suponer que x1, x2, x3 son no nulos. Por f11, x11 debe ser no nula (ya que
debe compensar el signo). Por f7, f9 y f12 podemos deducir que x7 ̸= 0, por lo que x9 ̸= 0
y x12 ̸= 0. Usando f6, f4 podemos deducir que x4, x6 son no nulos respectivamente.
Usando f5, deducimos que x5 es no nulo, usando f10 que x10 es no nulo y usando f8 que
x8 es no nulo.

Presentamos ahora otra red ERK más chica, a la que llamaremos la red reducida de ERK
[20] (ver Figura 1.3).

Para esta red planteamos la siguiente pregunta:

Pregunta 1.2.3. Para valores de pk y pℓ cercanos a 1, ¿es oscilatoria la red reducida de ERK?
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S00 + E
k1 // S00E

k3 // S01E
kcat //

koff
��

S11 + E

S01 + E S10 + E

m

OO

S11 + F
ℓ1 // S11F

ℓ3 // S10F
ℓcat //

ℓoff
��

S00 + F

S10 + F S01 + F

n

OO

Figura 1.3: La red reducida de ERK. [20]

Las ecuaciones de esta red son



ẋ1 = −k1x1x2 + nx6x8 + ℓcatx10

ẋ2 = −k1x1x2 + kcatx4 + koffx4

ẋ3 = k1x1x2 − k3x3

ẋ4 = k3x3 − kcatx4 − koffx4

ẋ5 = mx2x7 − ℓ1x5x8 + kcatx4

ẋ6 = −nx6x8 + koffx4

ẋ7 = −mx2x7 + ℓoffx10

ẋ8 = −ℓ1x5x8 + ℓoffx10 + ℓcatx10

ẋ9 = ℓ1x5x8 − ℓ3x9

ẋ10 = −ℓoffx10 + ℓ3x9 − ℓcatx10

(1.11)

Tiene además tres leyes de conservación:

x1 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x9 + x10 = Stot =: c1

x2 + x3 + x4 = Etot =: c2 (1.12)
x8 + x9 + x10 = Ftot =: c3

Análogamente, tenemos una parametrización para la red reducida.

Proposición 1.2.3. Para la red ERK reducida (ver Figura 1.3), se tiene un sistema de ecua-
ciones polinomiales para los estados estacionarios dentro de la clase de compatibilidad este-
quiométrica dado por hc,a : R10

>0 → R10:
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hc,a,1 = x1 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x9 + x10 − c1,

hc,a,2 = x2 + x3 + x4 − c2,

hc,a,3 = −(kcat + koff )ℓcatx10 + k1kcatx1x2,

hc,a,4 = k3x3 − (kcat + koff )x4,

hc,a,5 = ℓoffx10 −m2x2x7

hc,a,6 = ℓ1x5x8 − (ℓcat + ℓoff)x10

hc,a,7 = ℓ3x9 − (ℓcat + ℓoff)x10

hc,a,8 = x8 + x9 + x10 − c3

hc,a,9 = kcatx4 − ℓcatx10,

hc,a,10 = koffℓcatx10 − kcatnx6x8.

Despejando de hc,a = 0 se obtiene la siguiente parametrización positiva de los estados esta-
cionarios:

ϕ : R3+10
>0 → R10+10

>0 (1.13)
(kcat, koff , ℓoff , x1, x2, . . . , x10) 7→ (κ1, κ3, kcat, koff ,m, ℓ1, ℓ3, λcat, ℓoff , n, x1, x2, . . . , x10) ,

dada por

k1 :=
(kcat + koff )x4

x1x2

k3 :=
(kcat + koff )x4

x3

m :=
ℓoffx10

x2x7

ℓ1 :=
ℓoffx10 + kcatx4

x5x8

ℓ3 :=
ℓoffx10 + kcatx4

x9

ℓcat :=
kcatx4

x10

n :=
koffx4

x6x8

.

En particular, la imagen de ϕ es el siguiente conjunto de pares de estados estacionarios posi-
tivos y constantes de reacción:

{(k∗;x∗) ∈ R10+10
>0 | x∗ es un estado estacionario de (1.11) cuando k = k∗} .

Donde k denota el vector (k1, k3, kcat, koff ,m, ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff , n).

Los polinomios hc,a que no se obtienen de las relaciones de conservación del sistema se
consiguen operando linealmente con los polinomios f1, . . . , f10, con f(x) = ẋ.

Desarrollaremos en el Capı́tulo 3 los resultados que han surgido al intentar responder estas
preguntas. Primero presentaremos en el Capı́tulo 2 la teorı́a necesaria para abordar los proble-
mas.
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Capı́tulo 2

Herramientas Teóricas

El objetivo de este capı́tulo es presentar distintas herramientas teóricas que nos serán de
utilidad a la hora de estudiar la dinámica de la red ERK.

2.1. Herramientas para estudiar estabilidad

En esta sección presentaremos dos herramientas que se utilizan para estudiar los estados
estacionarios de las redes de reacciones quı́micas. La primera herramienta la introducimos
en el Teorema 2.1.1 (adaptada de [5, Proposición 2.2]) y determina condiciones suficientes
y necesarias para que un sistema sea multiestacionario. Su demostración se basa en Teorı́a
de Grado. Y la segunda herramienta, que presentamos en el Teorema 2.2.4 (ver [19]) es una
generalización del criterio de Routh-Hurwitz, que se utiliza para detectar bifurcaciones de Hopf
simples.

2.1.1. Multiestacionariedad y Funciones Crı́ticas

El siguiente teorema nos permite determinar si el sistema de reacciones quı́micas dado por
una red G conservativa y sin estados estados estacionarios en el borde es multiestacionario o
no, a través del análisis del signo de la función crı́tica definida en (1.5). Más aún, en caso de
confirmar multiestacionariedad, nos permite construir un testigo de dicha condición.

Teorema 2.1.1. Sea G una red de reacciones quı́micas conservativa con matriz de estequio-
metrı́a N y matriz de conservación W . Sean ϕ una parametrización de estados estacionarios
y C la función crı́tica como en la Definición 1.1.8. Si todos los estados estacionarios de G son
positivos (es decir, no tiene estados estacionarios con alguna coordenada nula) entonces:

1. G es multiestacionaria si y solo si existe (κ̂∗, x̂∗) de modo que signo(C(κ̂∗, x̂∗)) =
(−1)rango(N)+1.

2. Si (κ̂∗, x̂∗) verifica lo anterior y (κ∗, x∗) = ϕ(κ̂∗, x̂∗), entonces si c∗ = Wx∗, el sistema
ampliado vı́a fc∗,κ∗ tiene al menos dos estados estacionarios positivos. Es decir, a partir
de un punto que verifica la condición del ı́tem anterior, se pueden obtener constantes de

19
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reacción y una clase de compatibilidad estequiométrica para las cuales verificamos la
multiestacionariedad.

La demostración de este teorema está basada en el Teorema 4.1 de la Información Comple-
mentaria de [4]. Probaremos aquı́ una versión de ese teorema, adaptada a nuestro contexto.

Teorema 2.1.2. Sea G una red de reacciones quı́micas y ẋ = fκ(x) el sistema de cinética de
acción de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios en el
borde del ortante positivo Rs

>0. Sea N la matriz de estequiometrı́a de la red y Sc una clase de
compatibilidad estequiométrica tal que Sc ∩ Rs

>0 ̸= ∅, y consideramos Jacfc,κ como en (1.4).
Entonces vale lo siguiente:

(A) Unicidad de equilibrio: Si signo(det(Jacfc,κ(x)) = (−1)rango(N) para todo estado esta-
cionario x ∈ Sc ∩ Rs

>0, entonces existe exactamente un estado estacionario positivo en
Sc. Más aún, este equilibirio es no degenerado.

(B) Múltiples equilibrios: Si signo(det(Jacfc,κ(x)) = (−1)rango(N)+1 para algún estado es-
tacionario x ∈ Sc ∩ Rs

>0, entonces hay al menos dos estados estacionarios positivos en
Sc, al menos uno de ellos es no degenerado. Si todos los posibles estados estacionarios
en Sc son no degenerados, entonces hay al menos tres y siempre una cantidad impar.

Veamos cómo, a partir de este resultado, podemos deducir el Teorema 2.1.1. Consideremos
W , la matriz de conservación de G y para (κ̂∗, x̂∗) como en el ı́tem 1 del Teorema 2.1.1 llame-
mos (κ∗, x∗) = ϕ(κ̂∗, x̂∗), c∗ = Wx∗ y fc∗,κ∗ como en (1.3). Como ϕ es una parametrización
de estados estacionarios, tenemos que x∗ es estado estacionario para el sistema definido por G
para las constantes de reacción κ∗, y entonces los ı́tems (A) y (B) del Teorema 2.1.2 nos dan
las dos implicaciones para multiestacionariedad. El ı́tem 2 del Teorema 2.1.1 es inmediato de
lo anterior.

Veamos ahora la prueba del Teorema 2.1.2. Para esto necesitamos introducir algunos con-
ceptos y resultados de Teorı́a de Grado [4, 23] adaptados a nuestro contexto.

Sean B ⊂ Rs un conjunto abierto y acotado, y f ∈ C1(B,Rs) una función continua y
derivable, con derivada continua, de la clausura de B, B, en Rs. Notamos con ∂B a B \ B, el
borde de B. Diremos que y ∈ Rs \ f(∂B) es un valor regular de f si det(Jacf(x)) ̸= 0 para
todo x ∈ B tal que f(x) = y.

Lema 2.1.1. Si B ⊂ Rs es abierto y acotado, f ∈ C1(B,Rs) e y ∈ Rs \ f(∂B) es un valor
regular de f , entonces el conjunto {x ∈ B|f(x) = y} es finito.

Demostración. Supongamos que no fuera ası́, es decir, f−1(y) es infinito. Como B ⊆ Rs es
acotado, sabemos que f−1(y) tiene punto de acumulación en B. Sea luego {xn} ⊆ f−1(y)
sucesión de elementos distintos que converge a x ∈ B.

En primer lugar, x /∈ ∂B. En efecto, de ser ası́, por continuidad de f tendrı́amos que
f(x) = ĺım f(xn) = y, pero y /∈ f(∂B). Ahora, como y es un valor regular, tenemos que
det(Jacf(x)) ̸= 0. Por el Teorema de la Función Inversa, debe existir un entorno U ⊆ B de x
para la cual f |U : U → Rs es inyectiva. Pero esto es absurdo ya que ĺım xn = x y f(xn) = y
para todo n ∈ N.
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Si B ⊂ Rs es abierto y acotado, f ∈ C1(B,Rs) e y ∈ Rs \ f(∂B) es un valor regular de f ,
definimos su grado de Brouwer como

deg(f,B, y) :=
∑

{x∈B|f(x)=y}

signo(det(Jacf(x))). (2.1)

Observación 2.1.1. Si deg(f,B, y) = ±1, entonces la ecuación f(x) = y tiene al menos una
solución x ∈ B y la cantidad de soluciones en B es impar (porque si llamamos s+ = #{x ∈
B|f(x) = y, signo(det(Jacf(x))) = 1} y s− = #{x ∈ B|f(x) = y, signo(det(Jacf(x))) =
−1}, tenemos s+ − s− = ±1 y entonces s+ + s− = 2s− ± 1).

Ahora veamos que el grado de Brouwer se preserva por pequeñas variaciones.

Lema 2.1.2. Sea f : B ⊆ Rs → Rs de clase C1(B,Rs) donde B es acotado. Si y es un valor
regular de f y existe δ > 0 de modo que si ||f−g||C1 < δ entonces deg(f,B, y) = deg(g,B, y).

Demostración. Como det es una función continua y f−1(y) es finito, existen entornos Ux que
podemos tomar disjuntos tales que

signo(det(Jacf(x))) = signo(det(Jacf(z))) para todo z ∈ Ux

Podemos tomar δ1 de modo que signo(det(Jacg(z))) = signo(det(Jacf(x))) para todo
z ∈ Ux para toda g ∈ C1(B,Rs) con ||f − g||C1 < δ1. En particular, el Teorema de la Función
Inversa vale para g y f en todo punto de Ux.

Ahora debemos demostrar que el si g esta suficientemente cerca de f , entonces existe un
único zy ∈ Ux de modo que g(zy) = y. Para esto, damos una versión general del Teorema de
Lagrange o Valor Medio. Si fi : Rn → R de clase C1, definiendo Ui(t) = f(tz + (1 − t)x)
tenemos que:

fi(x)− fi(z) = Ui(0)− Ui(1) = −
∫ 1

0

U ′
i(t) =

∫ 1

0

⟨∇fi(tz + (1− t)x), (x− z)⟩

Podemos reescribir esto para el caso f = (f1, . . . , fn) de la siguiente manera

f(x)− f(z) =

(∫ 1

0

Jacf((1− t)x+ tz)dt

)
(x− z),

donde
(∫ 1

0
Jacf((1− t)x+ tz)dt

)
corresponde a integrar cada coordenada de la matriz

jacobiana.

Con esto presente, realizamos un cambio de variable para centrar nuestro problema en el
orı́gen. Sean h = z − x y D = y − g(x). Definimos las funciones

R(h) = g(x+ h)− g(x)− Jacg(x)h y T (h) = (Jacg(x))−1(D −R(h))
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Notar que si T (h) = h, entonces Jacg(x)h = (D−R(h)) = g(x)−y− (g(x+h)−g(x)−
Jacg(x)h). Ası́ obtenemos que y = g(x + h) = g(z). Luego, nuestro problema se reduce a
demostrar que T tiene un único punto fijo en un entorno Bδ(0). Pero en efecto,

R(h)−R(h′) = g(x+ h)− g(x+ h′)− Jacg(x)(h− h′) =(∫ 1

0

Jacg((x+ th+ (1− t)h′)(h− h′)dt

)
− Jacg(x)(h− h′) =(∫ 1

0

(Jacg((x+ th+ (1− t)h′))− Jacg(x))(h− h′)dt

)
Notemos que además:

||Jacg((x+th+(1−t)h′))−Jacg(x)|| ≤ ||Jacg((x+th+(1−t)h′))−Jacf(x+th+(1−t)h′))||+

||Jacf(x+ th+ (1− t)h′))− Jacf(x)||+ ||Jacf(x)− Jacg(x)||

Ası́ que tomando un entorno suficientemente cercano de 0 para h y una función suficientemente
cercana g, podemos acotar

||Jacg((x+ th+ (1− t)h′))− Jacg(x)|| ≤ µ

Sea M = máx{||Jacg(x)||−1} y Mf = máx{||Jacf(x)||−1}, luego tenemos que |T (h) −
T (h′)| ≤ ||Jacg(x)||−1||R(h)−R(h′)|| ≤ Mµ||h−h′||. Tomando, g suficientemente cercana a
f , podemos hacer que M ≤ Mf +1. Más aún, tomando un enotrno del 0 suficientemente chico
y una g suficientemente cercana a f , podemos hacer que µ ≤ 1

2
(Mf + 1). Ası́, T es una con-

tracción y por Teorema de Banach admite un único punto fijo. Tomando un δ suficientemente
chico, Bδ(x) ⊆ Ux para cada x ∈ f−1(y) como querı́amos probar.

Una propiedad importante del grado de Brouwer es la invariancia por homotopı́a. Nosotros
probaremos la invariancia cuando la homotopı́a es suave, pero vale también para el caso en el
que sea solamente continua.

Lema 2.1.3. Sean B ⊂ Rs abierto y acotado, f, g : B → Rs dos funciones C1 homotópica-
mente equivalentes por una homotopı́a suave H : B × [0, 1] → Rs tal que H(x, 0) = f(x) y
H(x, 1) = g(x). Si y /∈ H(∂B × [0, 1]), entonces

deg(f,B, y) = deg(g,B, y).

Demostración. Supongamos que deg(f,B, y) ̸= deg(g,B, y). Definimos:

λ = ı́nf{t ∈ [0, 1] : deg(f,B, y) ̸= deg(Ht, B, y)}.

Como Hλ es C1 e y /∈ Hλ(∂B), existe un ε > 0 de modo que si ||G − Hλ||C1 < ε, entonces
deg(G,B, y) = deg(Ht, B, y). Pero por lo dicho antes, existe un δ de modo que si |λ− s| < δ
entonces deg(Hs, B, y) = deg(Hλ, B, y). En particular, si λ ̸= 0, podemos tomar s = λ− δ/2
y obtenemos que deg(f,B, y) ̸= deg(Hs, B, y) y s < λ. Pero esto es absurdo. El absurdo
provino de suponer que los grados de f y g en y eran distintos. Si λ = 0, tomando s = λ+ δ/2,
para t ≤ s vale que deg(f,B, y) = deg(Ht, B, y) contradiciendo que 0 es ı́nfimo.
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Aunque los resultados que siguen en esta sección valen para un conjunto Bc ⊂ Rs
>0 abierto,

acotado y compacto más general, por conveniencia definiremos el siguiente conjunto Bc.

Lema 2.1.4. Sea G una red de reacciones quı́micas y ẋ = fκ(x) el sistema de cinética de
acción de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios en el
borde de Rs

≥0. Sean W una matriz de conservación de G reducida por filas, Sc como en (1.2)
tal que Sc ∩ Rs

>0 ̸= ∅ y w̃ ∈ Rs
>0, c̃ > 0 tales que w̃xT = c̃ para todo x ∈ Sc. Se define el

conjunto
Bc = {x ∈ Rs

>0 : w̃xT < 2c̃}. (2.2)

Vale que

1. Bc es abierto, acotado y convexo;

2. Bc = {x ∈ Rs
≥0 : w̃xT ≤ 2c̃};

3. Bc ∩ Sc = Sc ∩ Rs
>0 y ∂Bc ∩ Sc = Sc ∩ ∂Rs

≥0;

4. para todo x ∈ Sc ∩ ∂Rs
≥0, vale que x+ εf(x) ∈ Bc para todo ε suficientemente chico.

Demostración. 1. Es evidente que Bc es abierto y convexo (es intersección de abiertos y con-
vexos). Para observar que es acotado, notar que tanto w̃ como x deben tener sus coordenadas
positivas, luego estará contenido en una bola suficientemente grande.

2. La contención Bc ⊆ {x ∈ Rs
≥0 : w̃xT ≤ 2c̃} es clara. Para la otra contención, su-

pongamos que w̃zT = 2c. Notar que el punto zε = z − εw̃ está arbitrariamente cerca de z y
está contenido en Bc. Por último, supongamos sin perder generalidad que z = (0, z2, . . . , zs)
con zi ̸= 0 tal que w̃zT ≤ 2c. Como las coordenadas de w son positivas, podemos achicar la
segunda coordenada y aumentar la primera para tener un punto sin coordenadas nulas que siga
cumpliendo w̃zT ≤ 2c. Repitiendo el argumento anterior, obtenemos un punto arbitrariamente
cerca de z dentro de Bc.

3. La primera igualdad es inmediata. Para la segunda, observar que el borde de Bc esta
compuesto por puntos donde alguna coordenada es nula y puntos que verifican w̃zT = 2c. Pero
es claro que estos últimos no pertenecen a Sc. La otra contención es inmediata.

4. Efectivamente, basta tomar ε < c/(w̃f(x)T ), donde observamos que si w̃f(x) = 0,
entonces para cualqueir ε vale la contención.

Teorema 2.1.3. Sea G una red de reacciones quı́micas y ẋ = fκ(x) el sistema de cinética
de acción de masas resultante. Asumimos que G es conservativa y sin estados estacionarios
en el borde del ortante Rs

≥0. Sean, N la matriz de estequiometrı́a de G y W una matriz de
conservación de G reducida por filas de rango d = s − rango(N). Sea c ∈ Rd, Sc como
en (1.2) tal que Sc ∩ Rs

>0 ̸= ∅, Bc como en (2.2), y fc,κ como en (1.3), entonces

deg(fc,κ, Bc, 0) = (−1)rango(N).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que W se puede escribir en blo-
ques como

W = (Id Ŵ ),
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donde Ŵ ∈ Rd×(s−d) e Id es la matriz identidad de tamaño d. Notemos que si Wx = Wy,
tenemos (x1, . . . , xd)

T + Ŵ (xd+1, . . . , xs)
T = (y1, . . . , yd)

T + Ŵ (yd+1, . . . , ys)
T . Llamemos π

es la proyección a las últimas s− d coordenadas de Rs. De esta forma, si Wx = Wy vale que

x = y si y solo si π(x) = π(y) (2.3)

Elegimos ahora un punto arbitrario x̄ ∈ Sc ∩ Rs
>0 y consideramos la función continua

G : Bc → Rs definida por

G(x) = (Wx− c, π(x̄− x)) ∈ Rd × Rrango(N) ∼= Rs.

La matriz jacobiana de G tiene la forma

JacG(x) =

(
Id Ŵ
0 −Irango(N)

)
.

Y entonces det(JacG(x)) = (−1)rango(N) para todo x. En particular, 0 es un valor regular de
G. Más aún, si G(x) = 0, entonces x ∈ Sc, porque Wx = c, y π(x̄) = π(x). Como Wx̄ = c,
de (2.3) concluimos que x = x̄. Como x̄ /∈ ∂Bc, se sigue que G no se anula en el borde de Bc.
De esta forma,

deg(G,Bc, 0) := signo(det(JacG(x̄))) = (−1)rango(N).

Consideremos ahora la siguiente homotopı́a entre las funciones fc,κ y G:

H : Bc × [0, 1] → Rs

(x, t) 7→ tfc,κ(x) + (1− t)G(x).

Claramente H es continua. Para poder aplicar el Lema 2.1.3 para hallar el grado de fc,κ, debe-
mos mostrar que H(∂Bc × [0, 1]) ̸= 0. Pero

H(x, t) = (Wx− c, tπ(fc,κ(x)) + (1− t)π(x̄− x)),

y entonces H(x, t) = 0 implica Wx = c y por lo tanto x ∈ Sc. De esta forma, lo que debemos
mostrar es que

tπ(fc,κ(x)) + (1− t)π(x̄− x) ̸= 0 para todo x ∈ Sc ∩ ∂Rs
≥0. (2.4)

Para t = 1, (2.4) se sigue de (2.3) usando que Wfc,κ(x) = 0 y fc,κ(x) ̸= 0 para x ∈ ∂Rs
≥0 por

hipótesis. Para t = 0, ya mostramos que G no se anula en ∂Bc y en particular no se anula en
Sc∩∂Rs

≥0. Supongamos ahora que (2.4) no vale para t ∈ (0, 1). Es decir, existe x′ ∈ Sc∩∂Rs
≥0

tal que

π(fc,κ(x
′)) =

t− 1

t
π(x̄− x′).

Como x′ ∈ Sc, tenemos Wx′ = Wx̄ y por lo tanto W (x̄− x′) = 0, y también Wfc,κ(x
′) = 0.

A partir de (2.3) deducimos que

fc,κ(x
′) =

t− 1

t
(x̄− x′). (2.5)
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Por el Lema 2.1.4 tenemos que para ε suficientemente chico, x′+εfc,κ(x
′) ∈ Bc, y en particular

x′+ε t−1
t
(x̄−x′) ∈ Rs

≥0. Pero para i ∈ {1 . . . , s} tal que x′
i = 0 tenemos (x′+ε t−1

t
(x̄−x′))i =

ε t−1
t
x̄i < 0 porque t−1

t
< 0 y x̄i > 0 y esto es una contradicción. Luego, H(x, t) ̸= 0 para todo

x ∈ ∂Bc y t ∈ [0, 1]. Como consecuancia, la invariancia por homotopı́a del grado de Brouwer
nos da el resultado deseado

deg(fc,κ, Bc, 0) = deg(G,Bc, 0) = (−1)rango(N).

Ahora podemos demostrar el Teorema 2.1.2.

Demostración (Teorema 2.1.2). Las hipótesis aseguran que podemos usar el Teorema 2.1.3. Si
tomamos Bc como en (2.2), todos los estados estacionarios positivos se encuentran allı́ porque
Bc ∩ Sc = Sc ∩ Rs

>0 (ver Lema 2.1.4), y vale que

deg(fc,κ, Bc, 0) = (−1)rango(N).

Sea Vc el conjunto de estacionarios positivos en la clase de compatibilidad estequiométrica Sc.
Notemos que

Vc = {x ∈ Bc : fc,κ(x) = 0}.

(A) Como signo(det(Jacf(x)) = (−1)rango(N) ̸= 0 para todo estado estacionario en Sc, 0 es
un valor regular para fc,κ. Podemos entonces aplicar el Teorema 2.1.3 y obtenemos

(−1)rango(N) =
∑
x∈Vc

signo(det(Jacf(x)) = (−1)rango(N)(#Vc),

donde #Vc es el cardinal de Vc. Concluimos entonces que #Vc = 1 y por lo tanto existe
un único estado estacionario en la clase de compatibilidad estequiométrica. Más aún, como
signo(det(Jacf(x)) ̸= 0 para todo estado estacionario, el estado estacionario que obtenemos
es no degenerado.

(B) Sea x∗ ∈ Vc tal que signo(det(Jacf(x)) = (−1)rango(N)+1. Si 0 es un valor regular para
fc,κ, entonces la igualdad

(−1)rango(N) =
∑
x∈Vc

signo(det(Jacf(x)) = (−1)rango(N)+1 +
∑

x∈Vc,x ̸=x∗

signo(det(Jacf(x))

implica que debe existir al menos otros dos puntos x′, x′′ ∈ Vc tales que

signo(det(Jacf(x′)) = signo(det(Jacf(x′′)) = (−1)rango(N),

es decir, que hay al menos tres estados estacionarios positivos en Sc, todos no degenerados. En
este caso, por la Observación 2.1.1, hay un número impar de estados estacionarios y son todos
no degenerados.

Si 0 no es un valor regular para fc,κ, entonces debe existir otro estado estacionario positivo
x′ en Sc para el cual la matriz jacobiana de fc,κ(x

′) es singular. Esto implica que hay al menos
dos estados estacionarios positivos en Sc, x∗ y x′, uno de los cuales es no degenerado.
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Ahora que contamos con estas herramientas de Teorı́a de Grado, vamos a presentar un
resultado que relaciona Jacf con Jacfc,κ (del sistema ampliado). Introducimos primero un
lema de Álgebra Lineal.

Lema 2.1.5. Sea M una matriz de n×n. Dado I ⊆ {1, . . . , n}, denotamos MI,I a la submatriz
formada por los elementos Mij con i, j ∈ I . Si p = λn + . . . + p1λ + p0 es el polinomio
caracterı́stico de M entonces:

pn−s = (−1)s
∑

I⊆1,...,n,#I=s

det(MI,I)

Demostración. Sea q(x) = det(xI + M), notar que p(x) = (−1)nq(−x), por lo que basta
probar que:

qn−s =
∑

I⊆1,...,n,#I=s

det(MI,I)

Por Taylor sabemos que qn−s =
q(n−s)(0)

(n− s)!
.

q0 = q(0) = det(M).

q1 = q′(0) = ĺımx→0
det(M + xI)− det(M)

x
. Sea M1 la matriz M +xE11 (es decir, su-

mamos un x a la primera coordenada). Entonces, si notamos con M [i, i] a la submatriz de
M que se obtiene al eliminar las i-ésimas fila y columna, vemos que det(M1)−det(M) =
x det(M [1, 1]) por multilinealidad y desarrollar por primera columna. Si consideramos
M2 = M1 + xE22, vale que det(M2)− det(M1) = x det(M [2, 2]), y ası́ sucesivamente.
Luego:

det(M + xI)− det(M)

x
=

n∑
i=1

det(Mn−i)− det(Mn−i−1) =
n∑

i=1

det(M [i, i])

que es lo que querı́amos ver.

Notamos que con el razonamiento anterior podemos obtener q′(x) =
∑n

i=1 det((M +
xI)[i, i]). Derivando luego la expresión y repitiendo el mismo argumento para las sub-
matrices (M + xI)[i, i], y evaluando en x = 0 tenemos la fórmula para q′′(0), donde
notemos que cada término aparece dos veces (pues M [i, j][k, l] = M [k, l][i, j]). Por en-
de q′′(0) = 2!

∑
I⊆1,...,n,#I=sMI,I . Se puede ver que el caso general proviene de repetir

este argumento.
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Dada M una matriz de n×n, sea S el espacio generado por sus columnas. Sea s = dim(S)
y d = n − s. Notar que podemos colocar mediante un cambio de filas, s filas linealmente
independientes en la parte inferior de la matriz.

Construimos una base de S⊥ de la forma {w1, . . . , wd} de modo que (wi)j = δij si 1 ≤
i, j ≤ d, donde δij es la delta de Kronecker. Definimos A como la matriz que posee en las
primeras filas a los vectores wi, y las últimas s filas coinciden con las últimas filas de M . Es
decir

A =


w1

w2
...
wd

M{d+1,...,n}{1,...,n}

 (2.6)

Luego tenemos el siguiente resultado de [25, Prop. 5.3]:

Proposición 2.1.1. Sean A,M matrices definidas como arriba. Entonces tenemos que:

det(A) =
∑

I⊆{1,...,n},#I=s

det(MI,I)

Demostración. Por el lema anterior, basta probar que det(A) es (−1)dpd donde pd es el d-ésimo
coeficiente del caracterı́stico.

Definimos P como la matriz cuyas primeras d-filas coinciden con A y cuyas últimas filas
coinciden con la identidad. Notar que det(P ) = 1, por lo que:

p = det(λI −M) = det(λP − PM)

Observemos que las primeras d filas de PM son nulas (ya que las primeras filas de P son
elementos del ortogonal del espacio columna de M ). Las últimas filas de PM coinciden con
M (pues las últimas filas de P son los canónicos). Entonces:

λP −MP =


λw1

λw2
...

λwd

λIs×s −M{d+1,...,n}{1,...,n}


Usando multilinealidad para las primeras d filas, tenemos que p = det(λP − MP ) =

λd det(P ′
λ), donde

P ′
λ = λIs×s −M{d+1,...,d}

Notar que luego necesitamos el término de grado 0 de det(P ′
λ), que ya sabemos que es

(−1)s det(P ′
0) pero es claro que det(P ′

0) = det(A) por lo que demostramos lo buscado.
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Notar que este resultado permite conectar Jac(f) con Jac(fc,κ), ya que este proviene de
agregar las leyes de conservación a Jac(f), que es el espacio ortogonal al subespaico este-
quiométrico.

Por último, agregaremos un resultado que nos permita ver cómo preservar la biestabilidad y
cantidad de estados estacionarios al cambiar la red agregando reacciones. Para esto enunciamos
el siguiente lema [10]:

Lema 2.1.6. Sea Ω ⊆ Rs un dominio acotado y gλ : Ω → Rs una familia de funciones
suaves que varı́an suavemente con respecto a λ (de hecho, basta con pedir que la variación
sea continua). Supongamos que:

det(Jac(g0))|x=x∗ ̸= 0 ̸= det(Jac(g1))|x=x∗ para todo x∗ ∈ Rs

gλ no posee ceros en ∂Ω.

Entonces g0 y g1 tienen la misma cantidad de ceros en Ω.

Demostración. Sea a(x∗) = det(Jac(g0)|x=x∗). Por hipótesis, a no posee raı́ces, por lo que su
signo es constante. Por lo tanto, el grado de Brouwer deg(g, 0,Ω) coincide en módulo con la
cantidad de ceros de g0. Análogamente vale para g1. Como ya habı́amos demostrado la inva-
rianza del grado de Brouwer, tenemos que g0 y g1 tienen la misma cantidad de ceros.

Enunciamos ahora un teorema que nos permite preservar la cantidad de estados estaciona-
rios y su estabilidad al agregar reacciones [15]:

Teorema 2.1.4. Sea N una subred de una red dada G de modo que el subespacio estequiométri-
co de ambas coinciden. Si κ corresponde a las constantes de reacción de G entonces:

Si N admite múltiples estados estacionarios en una clase de compatibilidad estequiométri-
ca, entonces G también. De hecho, si N tiene finitos estados estacionarios, la cantidad
de estados de G es mayor igual a la cantidad de estados de N .

Si N es biestable, es decir que admite múltiples estados estacionarios estables en una
clase de compatibilidad estequiométrica, entonces G también. Análogamente si N tiene
finitos estados estacionarios exponencialmente estables, la cantidad de estados estacio-
narios exponencialmente estables de G es mayor o igual a la de N .

Demostración. Sea S el espacio estequiométrico de N y G. Sean fN y fG los sistemas asocia-
dos a las redes N y G respectivamente. Luego notar que podemos separar los términos de fG
entre los que corresponden con reacciones que aparecen en N y los que no. Más precisamente:

fG(x) = fN(x) +
∑

α
κ−→β /∈RN

(β − α)κxα

donde RN son las reacciones que están en N . Definimos entonces:

gλ(x) := fN(x) + λ
∑

α
κ−→β /∈RN

(β − α)κxα
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Sea x∗ un estado estacionario no degenerado de N , es decir, para ciertas constantes de
reaccion (τ1, . . . , τj) (que corresponden a las reacciones que aparecen en N ), tenemos que
fN,τ (x

∗) = 0. Sabemos por continuidad que existe una bola Ω = Br(x
∗) de modo que Jac(fN)

sea inversible para todo punto en la bola. Más aún, tomando un radio suficientemente chico, po-
demos asegurar que x∗ es el único estado estacionario no degenerado en Br(x∗). En particular
tenemos que fN(y) ̸= 0 para todo y ∈ ∂Ω.

Ahora, notar que podemos interpretar gλ(x) = T (x, λ,k′) donde k = (κ1, . . . , κm) corres-
ponden a las reacciones en G pero no en N , y ası́ vemos que es una función continua con
respecto a k′ y que T (x, λ, (0, . . . , 0)) es no nula en ∂Ω × [0, 1]. Como este conjunto es com-
pacto, existe ε > 0 de modo que para cualquier elección de constantes k′ = (κ1, . . . , κm) ∈
Bε(0, . . . , 0), tenemos que T (x, λ,k′) ̸= 0. Y observemos que siempre podemos tomar una
elección donde sean todas positivas. Ası́ verificarı́amos que gλ(x) no posee ceros en ∂Ω para
todo λ ∈ [0, 1].

Usando un argumento análogo, observando que Jac(gλ) = R(x, λ,k′), podemos tomar una
elección de constantes no nulas de modo que la matriz jacobiana sea no degenerada para todo
y ∈ Ω y todo λ ∈ [0, 1]. Luego aplicando el lema anterior, tenemos que g1 = fG posee un cero
x∗
G ∈ Ω estado estacionario para constantes de reacción (τ1, . . . , τj, κ1, . . . , κm).

Para acabar la primera parte de la prueba, si N tiene finitos estados estacionarios, pode-
mos luego tomar radios suficientemente chicos de modo que las bolas sean disjuntas y k′ sea
suficientemente chico de modo que el argumento anterior valga para cada uno de los dominios.

Finalmente, para verificar que se preserva la estabilidad exponencial, realizamos un argu-
mento idéntico en el que observamos que los autovalores varı́an continuamente con respecto
a λ y k′, y por ende al partir de un estado estable, podemos tomar un radio y variables k′ de
modo que podamos preservar el signo de la parte real de los mismos.

2.2. Bifurcaciones de Hopf

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales que depende de un paramétro, nos interesa
encontrar valores del paramétro para los cuales algún punto de equilibrio cambia su condición
de estabilidad. Desarrollemos algo de teorı́a de bifurcaciones a partir de [17].

Consideremos un sistema autónomo definido por

ẋ = f(x), x ∈ Rs, (2.7)

donde f es suave (es decir, f es de clase C1(Rs)). Sea x0 un equilibrio del sistema (i.e., f(x0) =
0) y sea Jac(f)(x0) la matriz jacobiana de f evaluada en x = x0. Se dice que un equilibrio es
hiperbólico si no hay autovalores de Jac(f)(x0) sobre el eje imaginario.

La Figura 2.1 muestra resultados clásicos. Hay tres clases topológicas de equilibrios hi-
perbólicos en el plano: los nodos (focos) estables, los puntos silla, y los nodos (focos) inesta-
bles. Los nodos y los focos (con la correspondiente estabilidad) son topológicamente equiva-
lentes pero se pueden identificar al mirar los autovalores.
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(n+, n−) Autovalores Diagrama de fases Estabilidad

(0, 2)
nodo

estable

foco

(1, 1) silla inestable

(2, 0)
nodo

inestable

foco

Figura 2.1: Clasificación topológica de los equilibrios en el plano [17, Figura 2.5]

Consideremos ahora el siguiente sistema autónomo que depende de un parámetro:

ẋ = fµ(x) = f(x, µ), x ∈ Rs, µ ∈ R, (2.8)

donde f es suave con respecto a x y a µ. La aparición de un diagrama de fases topológicamente
no equivalente cuando µ varı́a se llama una bifurcación.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el siguiente sistema en el plano:{
ẋ1 = µx1 − x2 − x1(x

2
1 + x2

2),

ẋ2 = x1 + µx2 − x2(x
2
1 + x2

2).
(2.9)

Evidentemente, en x1 = x2 = 0, tenemos un equilibrio. Se verifica además que la matriz
Jacobiana de fµ en (0, 0) es:

Jac(f)|(0,0) =
(
µ −1
1 µ

)
por lo que el caracteriı́stico es p(λ) = (λ − µ)2 + 1, o sea que los autovalores son µ + i y

µ− i. Observemos entonces que:

si µ > 0, en (0, 0) tenemos un equilibrio inestable. En un diagrama de fases, esto se verı́a
como que las trayectorias se alejan del punto.

si µ < 0, en (0, 0) tenemos un equilibrio estable. En un diagrama de fases, esto se verı́a
como que las trayectorias apuntan hacia el punto.

Ası́ vemos que en µ = 0 tenemos una bifurcación.
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Definición 2.2.1. Consideremos el sistema autónomo que depende de un parámetro:

ẋ = fµ(x) = f(x, µ), x ∈ Rs, µ ∈ R,

donde f es suave con respecto a x y a µ. Sea x0 un equilibrio de fµ0 . La aparición de una
bifurcación para µ = µ0 por la presencia de dos autovalores ±iω0 de Jac(fµ0)(x0) con ω0 > 0
se llama una bifurcación de Hopf.

Si Jac(fµ0)(x0) tiene un único par de autovalores imaginarios puros y los demás tienen
parte real negativa, entonces hay una curva suave de equilibrios x(µ) con x(µ0) = x0 y los
autovalores λ(µ), λ̄(µ) de Jac(fµ)(x(µ)) que son puramente imaginarios en µ = µ0 varı́an
suavemente con µ. Si además d(Re(λ))/dµ|µ=µ0 ̸= 0, entonces hay una bifurcación de Hopf
simple. Es decir, una bifurcación de Hopf simple se da cuando un solo par de autovalores de la
matriz jacobiana cruza el eje imaginario mientras todos los demás permanecen con parte real
negativa.

Fundamentalmente, esto nos habla de un cambio de tipo de estabilidad en xµ, lo que a su
vez implica que el sistema presenta comportamiento oscilatorio en alguno de los dos “lados”
de la bifurcación. Esto es relevante para nosotros ya que la aparición de soluciones periódicas
tiene interpretaciones biológicas.

Ejemplo 2.2.2. Retomando el Ejemplo 2.2.1, observemos que en µ = 0, los autovalores son i
y −i. Además, ∂µRe(λ(µ)) = 1 ̸= 0, ası́ que podemos decir que tenemos una bifurcación de
Hopf simple.

En µ = 0, es conocido que tenemos soluciones oscilatorias (linealizando, obtenemos órbi-
tas circulares). Pero nos interesa entender esto para otros valores de µ. Con esto en mente,
consideramos la variable compleja z = x1 + ix2 y usando que z′ = x′

1 + ix′
2 tenemos que el

sistema 2.9 es equivalente a:

z′ = (µ+ i)z − z|z|2

Usando la representación polar, z = reiφ tenemos que por regla del producto, z′ = r′eiφ +
reiφiφ′. Remplazando a ambos lados de la igualdad y despejando obtenemos la versión polar
del sistema: {

r′ = r(µ− r2)

φ′ = 1
(2.10)

De aquı́ podemos tener una mejor intuición geométrica. Si µ < 0, el sistema no tiene
soluciones fuera de r′ = 0, es decir, de P = (0, 0), lo cual se puede explicar con el hecho de
que las trayectorias en este sistema vienen del infinito y llegan hasta el origen.

Pero en el caso µ > 0, notar que si r =
√
µ, tenemos que r′ = 0 por lo que tenemos una

solución que se mueve (con velocidad angular constante) por esa circunferencia, es decir, una
solución periódica del sistema. Más aún, el radio de esa circunferencia varı́a continuamente con
respecto a µ, por lo que si bien hay una pérdida de la estabilidad, para valores de µ positivos y
cercanos al 0, las soluciones se mantienen cerca del origen. Este comportamiento se puede ver
en la Figura 2.2.2.
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Figura 2.2: La figura de la izquierda muestra el caso µ < 0, donde el equilbrio es estable.
Cuando µ = 0 tenemos un diagrama como el del centro. Si µ > 0, tenemos un equilibrio
inestable y una solución cı́clica. [17]

En este caso, decimos que la bifurcación es supercrı́tica.

Afortunadamente, este ejemplo es representativo de cualquier bifurcación de Hopf en el
siguiente sentido.

Teorema 2.2.1. Para dimensión n = 2, si ẋ = fµ(x) admite una bifurcación de Hopf su-
percrı́tica para µ = µ0 en un cierto equilibrio x = x0, entonces localemente el diagrama de
fases es topológicamente equivalente al de (2.9). En particular, tomando un valor de µ cercano
a µ0 y del lado correcto de la bifurcación, tenemos una solución oscilatoria al sistema.

La demostración de este teorema consiste en demostrar en primer lugar que la existencia
de bifurcaciones de Hopf implica que el sistema es equivalente al sistema 2.9 más términos de
orden 4 o más. Luego se puede demostrar que estos términos se pueden despreciar.

Ahora presentaremos un criterio que nos sirve para detectar bifurcaciones de Hopf simples
sin tener que calcular autovalores. Primero definimos:

Definición 2.2.2 (Matriz de Hurwitz). Sea el polinomio

p = Xn + b1X
n−1 + . . .+ bn−1X + bn ∈ R[x] (2.11)

(consideramos b0 = 1). Definimos la matriz de Hurwitz H = (Hij)ij donde Hij = b2i−j , con
bk = 0 si k < 0 o si k > n. Es decir,

H =


b1 b0 0 0 0 . . . 0
b3 b2 b1 b0 0 . . . 0

...
...

b2n−1 b2n−2 b2n−3 b2n−4 b2n−5 . . . bn

 (2.12)

Definimos además Dj como el determinante del menor principal j-ésimo de la matriz H .
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Definición 2.2.3. Dado un sistema autónomo como en (2.7), si todos los autovalores del poli-
nomio caracterı́stico de su matriz jacobiana en el equilibrio x0,

p(λ) = det(λIs − Jacf(x0)) (2.13)

tienen parte real negativa, entonces x0 es estable y se dice que el polinomio es estable.

Criterio 2.2.1 (Routh-Hurwitz). El polinomio p en (2.13) es estable si y solo si todos los
determinantes de los menores principales de su matriz de Hurwitz son positivos:

D1 > 0, D2 > 0, . . . , Dn = det(H) = bnDn−1 > 0.

O, lo que es equivalente,

bn > 0, D1 > 0, D2 > 0, . . . , Dn−1 > 0.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos p(λ) = λ2 + b1λ+ b2. La matriz de Hurwitz de p es:

H =

(
b1 1
0 b2

)
El criterio nos dice que p es estable si y solo si b2 > 0 y D1 = b1 > 0.

En efecto, si las dos raı́ces de p son reales, serán ambas negativas si y solo si b1 > 0 y
b2 > 0:

b2

−b1/2

Si α + iβ es raı́z de p con β ̸= 0, entonces

p(λ) = (λ− α− iβ)(λ− α + iβ) = λ2 − 2αλ+ (α2 + β2).

Necesariamente b2 > 0 y vale que α < 0 si y solo si b1 > 0.

Presentamos aquı́ una idea de la demostración del Criterio de Routh-Hurwitz, basada en [7].
Consideremos el argumento de un número complejo en el intervalo (−π

2
, 3π

2
]. Sean α, β, ω ∈ R.

El argumento de ωi− (α + βi) = −α + (ω − β)i va a variar

de −π
2

a π
2

si α < 0 o

de 3π
2

a π
2

si α > 0 −α −α

cuando movemos ω de −∞ a +∞. Dicho de otra forma, el argumento de ωi− (α + βi)
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aumenta en π si α < 0 o

disminuye en π si α > 0

cuando ω va de −∞ a +∞.
Si p no tiene raı́ces imaginarias puras y llamamos n+ y n− a la cantidad de raı́ces con parte

real positiva y negativa respectivamente (contadas con multiplicidad), entonces n = gr(p) =
n+ + n−. Si α1 + β1i, . . . , αn + βni son las n raı́ces de p, tenemos

p(iω) = (iω − α1 − β1i) . . . (iω − αn − βni),

y el aumento en el argumento de p(iω) cuando ω varı́a entre −∞ y +∞ está dado por

∆ = (n− − n+)π. (2.14)

Como n+ = n− n−, podemos despejar

n− =
1

2
(n+

∆

π
). (2.15)

Escribamos ahora
inp(−iX) = p0(X) + ip1(X), (2.16)

donde p0 y p1 son polinomios en R[X] unı́vocamente determinados, p0 tiene grado n y es
mónico, y el grado de p1 es menor o igual a n− 1. Por ejemplo, cuando n = 3 tenemos

p(X) = X3 + b1X
2 + b2X + b3,

i3p(−iX) = −i(iX3 − b1X
2 − ib2X + b3) = p0(X) + ip1(X),

con p0(X) = X3 − b2X = X(X2 − b2) y p1(X) = b1X
2 − b3.

Notemos que si p no tiene raı́ces imaginarias puras, entonces p0 y p1 no tienen raı́ces reales
en común. Entonces ∆ es igual a la disminución neta del argumento de inp(−iω) cuando ω
varı́a entre −∞ y +∞ que, a su vez, es la disminución neta de arctan(p1(ω)/p0(ω)) cuando ω
varı́a entre −∞ y +∞.

p1(x)

p0(x)

arctan(x)

−π/2

π/2
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Sean x1 < x2 < · · · < xm los ceros reales distintos de p0, y sea ∆k el decrecimiento de
arctan(p1(ω)/p0(ω)) cuando ω aumenta de xk a xk+1 (k = 0, 1, . . . ,m; x0 = −∞, xm+1 =
+∞). Como p0 y p1 no se anulan simultánemente en valores reales:

∆k =
1

2
π

[
signo

(
ĺım
x→x+

k

p1(x)

p0(x)

)
− signo

(
ĺım

x→x−
k+1

p1(x)

p0(x)

)]

para k = 1, . . . ,m− 1. Además, como p1/p0 tiende a cero cuando x → ±∞,

∆0 +∆m =
1

2
π

[
signo

(
ĺım

x→x+
m

p1(x)

p0(x)

)
− signo

(
ĺım

x→x−
1

p1(x)

p0(x)

)]
.

De esta forma,

∆ =
m∑
k=0

∆k =
1

2
π

m∑
k=1

[
signo

(
ĺım
x→x+

k

p1(x)

p0(x)

)
− signo

(
ĺım

x→x−
k

p1(x)

p0(x)

)]
.

Introducimos el concepto de ı́ndice de una función racional R(x) en un intervalo abierto
(a, b), y denotado por Iba(R) como la diferencia entre la cantidad de veces que R salta de −∞
a +∞ y la cantidad de veces que salta de −∞ a +∞ a medida que x aumenta de a a b.

Es fácil ver que si c ∈ (a, b) es tal que R no da un salto en c, entonces

Iba(R) = Ica(R) + Ibc (R).

Volviendo a nuestro razonamiento, consideremos y0, y1, . . . , ym tales que y0 < x1 < y1 <
x2 < · · · < xm−1 < ym−1 < xm < ym.

y0

x1

y1

x2
. . .

. . .

xm−1

ym−1

xm

ym

Tenemos que

Iykyk−1
(p1/p0) =


1 si p1/p0 salta de −∞ a +∞ en xk

−1 si p1/p0 salta de +∞ a −∞ en xk

0 si ĺımx→x+
k
p1(x)/p0(x) = ĺımx→x−

k
p1(x)/p0(x)

=
1

2

(
signo

(
ĺım
x→x+

k

p1(x)

p0(x)

)
− signo

(
ĺım

x→x−
k

p1(x)

p0(x)

))
.

Y por lo tanto

∆ = π
m∑
k=1

Iykyk−1
(p1/p0) = πIymy0 (p1/p0),

lo que nos da, a partir de (2.15) y del hecho de que Iymy0 (p1/p0) = I+∞
−∞ (p1/p0):

n− =
1

2
(n+ I+∞

−∞ (p1/p0)). (2.17)
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Ahora, si f posee raı́ces imaginarias puras, denotemosla iw1, . . . , iwj . Denotamos d(z) =
(z+w1) . . . (z+wj). Luego f(z) = d(iz)g(z), por lo que g no posee raı́ces imaginarias puras.
Luego

inf(−iz) = (p0(z) + ip1(z))/d(z)

Por lo visto, tenemos luego que f posee 1
2
(n−j−I+∞

−∞ (p1/p0)) ceros con parte real negativa,
por lo que para tener estabilidad necesitamos que j = 0 y que I+∞

−∞ (p1/p0) = ±n. La vuelta
también vale.

Veamos entoces cómo calcular I+∞
−∞ (p1/p0).

Consideramos la siguiente sucesión de polinomios de forma recursiva:

p0, p1 como ya definidos.

Para 1 ≤ k ≤ n, escribimos mediante Euclides, pk−1 = qpk + r. Definimos en tal caso
pk+1 := −r = −pk−1 + qpk. Si pk−1 − qpk = 0 en su lugar definimos pk+1 = pk (notar
que en tal caso el algoritmo se estabiliza).

Notar que esto verifica que:

p0(c) = 0 entonces p1(c) ̸= 0 ya que p no tiene raı́ces imaginarias puras.

Si d = (p0 : p1), entonces d|pj para todo 0 ≤ j ≤ n. Más aún, de manera idéntica al
algoritmo de Euclides, si −pk−1 + qpk = 0, podemos ir para atrás y demostrar que pk|p0
y pk|p1. Ası́, pk = (p0 : p1).

Como deg(pk) < det(pk−1) si pk ̸= pk+1, debe suceder que deg(pn) = deg(pn−1) y por
lo anterior pn = (p0 : p1). En particular pn no posee raı́ces reales ya que p no posee raı́ces
imaginarias puras.

Si pk(c) = 0, entonces pk−1(c)pk+1(c) < 0. Observar que uno es el opuesto del otro. Lo
que habrı́a que ver es que no son 0. En caso de serlo, tendrı́amos que c es raı́z común de
los tres polinomios. En particular, c es raı́z real de (pk : pk−1). Pero es sencillo verificar
que, análogamente al algoritmo de Euclides, (pk : pk+1) = (p0 : p1) que ya dijimos que
no tenı́a raı́ces reales.

Denotamos a esta sucesión una serie de Sturm asociada a {p0, p1}. Denotaremos v(c) a la
cantidad de cambios de signos dentro de la secuencia {p0(c) . . . pn(c)}. Afirmamos que v es
una función localmente constante en todo un intervalo (a, b) salvo para finitos puntos.

Proposición 2.2.1. Sea p0, p1 y v como ya definidas. Si c no es cero con multiplicidad impar de
p0, entonces v(c+) = v(c−). En particular si p0 no posee ceros en un intervalo (a, b), entonces
V es constante en ese intervalo.
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Demostración. Si c no es cero de ningún polinomio, entonces es evidente. Si c es cero de pk
notar que k ̸= n (ya que sino p0, p1 tendrı́an raı́z real común). Supogamos que k ̸= 0. Por lo
visto antes, pk−1(c), pk+1(c) tienen signos distintos y son no nulos. Por ende en un intervalo,
V [{p1(x), . . . , pn(x)}] se mantiene.

Veamos el caso k = 0, es decir, que c es un cero de multiplicidad par de p0. Claramente el
signo de p0 se preserva en un intervalo. Pero por lo ya mencionado, p1(c) ̸= 0, ası́ que en un
intervalo también se preserva el signo. Luego v(c) se preserva.

Veamos ahora como esto se conecta con el ı́ndice de p1/p0:

Proposición 2.2.2. Si c es un cero de multiplicidad impar de p0 entonces existe ε > 0 tal que:

v(c+)− v(c−) = −Ic+ε
c−ε (p1/p0)

Demostración. Elegimos ε > 0 de modo que p0 no tenga otras raı́ces en (c − ε, c + ε). Si
el ı́ndice es +1, es decir, se mueve de −∞ a +∞, entonces es porque de un lado p0 y p1
tienen signos distintos y del otro lado tienen el mismo signo. Observar que “perdemos” un
cambio de signo en la secuencia de Strum. Como antes, achicando ε si es necesario, no tenemos
variaciones en la cantidad de cambios de signos de p1 en adelante. En particular, v(c+) =
v(c−)− 1. El caso en el que el ı́ndice es negativo es análogo.

Teorema 2.2.2 (Strum). Para p0, p1, v como ya definidas, vale que:

v(b)− v(a) = Iba(p1/p0)

Demostración. Como v es una función localmente constante salvo para fintitos puntos, tene-
mos que:

v(b)− v(a) =
∑

c discontinuidad de v

v(c+)− v(c−) =
∑
c

Ic+ε
c−εp1/p0 = Ibap1/p0

ya que si c no es raı́z de p0 o es raı́z de ı́ndice par, entonces el ı́ndice no varı́a.

Por último, veamos qué pasa cuando a = −∞ y b = +∞. Si ckxnk es el monomio de
mayor grado de pk, evidentemente el signo de pk en −∞ será el signo de ck(−1)nk , y en +∞
será el signo de ck.

Debido a que el ı́ndice racional no varı́a al extender el intervalo sin agregar raı́ces de p0,
consideramos un valor de a y b suficientemente grande para los cuales las raı́ces estén en ese
intervalo. En tal caso tenemos por Strum que v(a) − v(b) = Ibap1p0 = I+∞

−∞p1/p0. Tomando a
y b suficientemente grande, tenemos que:
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I+∞
−∞p1/p0 = V [(−1)n0c0, . . . (−1)nscns ]− V [c0, . . . , cs]

donde V [λ1, . . . , λs] es la cantidad de cambios de signos en la secuencia (λ1, . . . , λs).

Finalmente, lo que conseguimos es que p es estable, es decir tiene n− = n, si y solo si
I+∞
−∞ (p1/p0) = n. Equivalentemente, p es estable si y solo si

V [(−1)n0c0, . . . , (−1)nscs]− V [c0, . . . , cs] = n.

Si ns = n, esto solo pasa si V [(−1)n0c0, . . . , (−1)nscs] = n y V [c0, . . . , cs] = 0. Es decir:

Teorema 2.2.3. El polinomio p es estable si y solo si

pk(X) = ckX
n−k + . . . (ck ̸= 0; k = 0, 1, . . . , n)

y los coeficientes principales ck (k = 0, 1, . . . , n) todos tienen el mismo signo.

Para vincular esta cuenta con los determinantes de la matriz de Hurwitz que presenta el
Criterio de Routh-Hurwitz, lo veremos para el caso n = 3. Tenemos p(X) = X3 + b1X

2 +
b2X+b3 y suponemos b3 ̸= 0 (si b3 = 0, sabremos que X = 0 es raı́z y nos reducimos al estudio
de un polinomio de grado 2). Notemos también que b1 es menos la suma de las raı́ces de p y
deberá ser positivo en caso de que todas las raı́ces de p tengan parte real negativa. Como vimos
antes, i3p(−iX) = p0(X)+ip1(X) con p0(X) = X3−b2X = X(X2−b2), p1(X) = b1X

2−b3.
Calculemos ahora los polinomios p2, . . . . Como asumimos b1 ̸= 0, p0(X) = 1

b1
Xp1(X)−(b2−

b3
b1
)X y por lo tanto p2(X) = (b2 − b3

b1
)X .

si b2 = b3
b1

, entonces p(X) = X3 + b1X
2 + b3

b1
X + b3 = X2(X + b1) +

b3
b1
(X + b1) =

(X2 + b3
b1
)(X + b1). Pero las raı́ces de X2 + b3

b1
o bien están sobre el eje imaginario, o

bien son una positiva y una negativa. Para que p sea estable, necesariamente b2 ̸= b3
b1

.

si b2 ̸= b3
b1

, p1(X) = b1
b2− b3

b1

p2(X) − b3 y entonces p3(X) = b3. Tenemos ası́ c0 = 1,

c1 = b1, c2 = b2 − b3
b1

y c3 = b3. Y por lo tanto, por el Teorema 2.2.3 y como c0 = 1 > 0,
p es estable si y solo si

b1 > 0, b2 +
b3
b1

> 0, y b3 > 0.

La matriz de Hurwitz de p es:

H =

b1 1 0
b3 b2 b1
0 0 b3


y por lo tanto D1 = b1, D2 = b1b2 − b3 y D3 = b3(b1b2 − b3) = b3D2. El criterio de Routh-
Hurwitz nos dice entonces que p es estable si y solo si

b1 > 0, b2 −
b3
b1

> 0 y b3 > 0.
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Nosotros lo que vamos a usar para estudiar la dinámica de la red ERK es un criterio que pre-
sentamos en el siguiente teorema. Está relacionado con el criterio de Routh-Hurwitz y permite
detectar bifurcaciones de Hopf simples a partir de los coeficientes del polinomio caracterı́stico
de la matriz jacobiana del sistema en el equilibrio correspondiente [19].

Teorema 2.2.4. Sea ẋ = fµ(x) un sistema como en (2.8), y µ0 ∈ R. Sea x0 un estado estacio-
nario de ẋ = fµ0(x). Sea

p = Xn + b1X
n−1 + . . .+ bn−1X + bn ∈ R[x]

el polinomio caracterı́stico de Jacfµ0(x0), y H la matriz de Hurwitz de p. Son equivalentes:

bn > 0, D1 > 0, . . . , Dn−2 > 0, Dn−1 = 0 y dDn−1/dµ|µ=µ0 ̸= 0.

ẋ = fµ(x) tiene una bifurcación de Hopf simple en x0 para µ = µ0.

Antes de demostrar el resultado, demostraremos unos lemas previos.

Lema 2.2.1. Sea Aµ = A(µ) una familia de matrices de rango n− 1 que varı́a continuamente
con respecto a µ. Definimos p(µ, x) = pµ(x) = det(xI − Aµ). Supongamos que x = x(µ) es
una función suave con respecto a µ tal que x(µ0) = 0. Luego existe C ̸= 0 tal que:

∂µp(µ0, x(µ0)) = C∂µx(µ0).

Demostración. Como A tiene rango n − 1, notar que p(µ, x(µ)) = x(µ)q(µ, x(µ)), donde q
tiene grado n−1 en x(µ) y q(0, x(0)) ̸= 0. Tomando C = q(0, µ(0)) llegamos a lo buscado.

Lema 2.2.2. Sean {Aµ} y x = x(µ) igual que en lema anterior. Consideremos B(µ) = Bµ

familia de matrices de n× n inversibles para todo µ y que varı́a suavemente con respecto a µ.
Definimos:

f(µ) = det(x(µ)B(µ) + A(µ)).

Entonces existe C ̸= 0 tal que ∂µf(µ0) = C∂µx(µ0).

Demostración. Usando que Bµ es inversible, notar que:

f(µ) = det(B(µ))(x(µ)I − (−B−1(µ)A(µ))).

Si E(µ) := −B−1(µ)A(µ), notar que estamos en las hipótesis del resultado anterior, y que
f(µ0) = det(0.I+B−1(µ0)A(µ0)) = 0. Luego usando C ′ como en el lema anterior para E(µ),
tenemos que C = C ′ det(B(µ)) cumple lo pedido.

Ahora sı́, estamos en condiciones de demostrar el teorema.
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Demostración del Teorema 2.2.4. Primero demostraremos que si tenemos una bifurcación sim-
ple, entonces se verifica la condición de los menores.

Usando que tenemos una Bifurcación de Hopf en µ = µ0 y la suavidad de los autovalores,
sabemos que en un entorno de µ0, existen funciones α, β(µ) suaves de modo que:

pµ(λ) = (λ2 + α(µ)λ+ β(µ))qµ(λ) (2.18)

donde β(µ) > 0, α2(µ)− 4β(µ) < 0. Y más aún α(µ0) = 0 y ∂µα(µ0) ̸= 0.
Por otro lado, las raı́ces de qµ tienen todas parte real negativa. Por ende, verifican la condi-

cion de Routh-Hurwitz. Es decir, los determinantes Qi de los menores de la matriz de Hurwitz
son positivos.

Ahora escribimos p = p0(µ) + p1(µ)λ + . . . + pn(µ)λ
n y q = q0(µ) + . . . + qn−2(µ)λ.

Entonces, por (2.18), tenemos que:

pi = βqi + αqi−1 + qi−2

para i = 0, . . . , n (recordar que en caso de tener un ı́ndice inválido, definimos estos coeficientes
como 0). De aquı́ notar que

Ln−1(µ) = Mn−1(µ) + α(µ)Nn−1(µ) (2.19)

con

Ln−1(µ) =


p1(µ) p0(µ) 0 0 0 . . . 0
p3(µ) p2(µ) p1(µ) p0(µ) 0 . . . 0

...
...

p2n−3(µ) p2n−4(µ) p2n−5(µ) p2n−6(µ) p2n−7(µ) . . . pn−1(µ)



Nn−1(µ) =


q0(µ) 0 0 0 0 . . . 0
q2(µ) q1(µ) 0 0 0 . . . 0

...
...

q2n−4(µ) q2n−5(µ) q2n−6(µ) q2n−7(µ) q2n−8(µ) . . . qn−2(µ)



Mn−1(µ) =


β(µ)q1(µ) β(µ)q0(µ) . . . 0

β(µ)q3(µ) + q1(µ) β(µ)q2(µ) + q0(µ) . . . 0
...

β(µ)q2n−3(µ) + q2n−5(µ) β(µ)q2n−4(µ) + q2n−6(µ) . . . β(µ)qn−1(µ) + qn−3(µ)


Observamos que det(Nn−1(µ)) = q0(µ)Qn−2 que es distinto de cero al ser ambos distintos de
cero (recordar que qµ no tiene a 0 como raı́z), por lo que Nn−1 es inversible.

Ahora, denotando Mi a la submatriz principal de i×i de Mn−1, al calcularle el determinante,
podemos sacar el β en la primera fila y simplifcar la segunda. Luego sacar el β en la segunda y
simplificar la tercera. Ası́:

det(M1(µ)) = β(µ)q1(µ) = β(µ)Q1(µ). Por el criterio de Hurwitz, Q1 debe ser positivo,
ası́ el determinante queda positivo.
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det(M2(µ)) = β2Q2(µ) que es positivo por los mismos argumentos.

En general, si k ̸= n− 1 det(Mk(µ)) = βkQk que siempre es positivo.

Pero para k = n− 1, observar que q2n−i = 0 si 3 ≤ i ≤ n− 1 por lo que al realizar este
proceso, la última fila nos queda 0, ası́ que det(Mn−1(µ)) = 0.

Es un resultado clásico de álgebra lineal luego que Mn−1(µ) tiene rango exactamente n − 2.
Por ende, debido al lema y usando que 0 ̸= ∂µRe(λ(µ0)) = −1/2∂µα(α0), verificamos que la
derivada del determinante del último menor no se anula.

Usando que α(µ0) = 0, tenemos que Di = det(Li(µ0) = det(Mi(µ0) = 0 si 0 ≤ i ≤ n−2,
y que Dn−1 = det(Ln−1(µ0)) = 0.

Supongamos ahora que valen las condiciones sobre Di y la derivada de α. Queremos ver
que el sistema tiene una bifurcación de Hopf simple en µ = µ0.

Como la derivada de Dn−1(µ) no se anula en µ = µ0 y Dn−1(µ0) = 0, en algún de los dos
lados de µ0, este determinante debe ser positivo, y del otro lado debe ser negativo. Sin pérdida
de generalidad, asumimos que Dn−1(µ) < 0 si µ0 − δ ≤ µ ≤ µ0. Entonces para tales valores
de µ, el polinomio pλ(µ) tiene todas sus raı́ces con parte real negativa por el criterio de Hurwitz
(tomando un entorno en el cual los otros detemrinantes sigan siendo negativos, claro está). Más
aún, del otro lado, es decir si µ0 ≤ µ ≤ µ0 + δ, esta propiedad no puede valer, es decir que
existe al menos una raı́z con parte real positiva.

Pero notar que p0(µ) > 0 para todo µ ∈ (µ− δ, µ+ δ), ası́ que en µ = µ0 las raı́ces deben
cruzar el eje imaginario con parte real distinta de 0. De aquı́ podemos deducir que estas raı́ces
deben ser complejas no reales (y que por ende son al menos dos). Veamos que son exactamente
dos. Para esto, usamos que tenemos una factorización como (2.18). ¿Podrı́a q tener raı́ces con
parte real positiva en (µ0, µ0 + δ)? En tal caso, tendrı́amos que algún Qi no podrı́a ser positivo,
y por exactamente los argumentos ya hechos, Di tampoco lo serı́a.

Lo último que queda probar es la condición sobre la derivada de la parte real. En efecto, el
polinomio q tiene todas sus raı́ces con parte real negativa por lo que usando exactamente los
mismos argumentos con las matrices, llegamos a que ∂µRe(λ(µ0)) = −1/2∂µα(α0) ̸= 0 por
el Lema 2.2.2.

2.3. Introducción a los polı́topos

En esta sección introduciremos nociones elementales de polı́topos y programación lineal
que serán de utilidad en la sección computacional. Nos basaremos en el texto de Ziegler [26].

Definición 2.3.1. Dado un conjunto finito {x1, . . . , xk} ⊆ Rn, definimos su cápsula convexa
como Conv(x1, . . . , xk) = {λ1x1 + . . . λkxk : λi ≥ 0,

∑k
i=1 λi = 1}. Diremos que P ⊆ Rn es

un polı́topo si es la cápsula convexa de un conjunto finito.

Definimos el cono poliedral de la siguiente manera: Cono(x1, . . . , xk) = {λ1x1 + . . . +
λkxk : λi ≥ 0}. A veces consideramos el cono trasladado, que se define para un dado c ∈ Rn

como Conoc(x1, . . . , xk) = {λ1x1 + . . .+ λkxk + c : λi ≥ 0}.
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Observemos que tanto la cápsula convexa como el cono poliedral de un conjunto de puntos
son conjuntos son convexos. De hecho, se puede ver fácilmente que Conv({x1, . . . , xk}) es el
conjunto convexo más chico que contiene a {x1, . . . , xk}. Por otro lado, un polı́topo siempre es
compacto, ya que es imagen de una función continua sobre el compacto {λ : λ1+. . .+λn = 1},
pero los conos claramente no.

Ahora enunciamos una caracterización de estos conjuntos, es decir que pueden ser identifi-
cados como intersecciones de semi-hiperplanos en Rn.

Definición 2.3.2. Sean x, y ∈ Rn. Decimos que x ≤ y si y solo si xi ≤ yi para todo 1 ≤ i ≤ n.

Teorema 2.3.1 (Teorema Principal). Sea P ⊆ Rn. Luego:

Si P es acotado, entonces P es la cápsula de un conjunto convexo finito si y solo si existe
una matriz A ∈ Rm×n y z ∈ Rm de modo que P = {x : Ax ≤ z}.

P es un cono si y solo si existe una matriz A ∈ Rm×n de modo que P = {x : Ax ≤ 0}.

De aquı́ tenemos varios corolarios. Se puede ver que intersecar polı́topos da un polı́topo,
y que intersecar un polı́topo con un subespacio afı́n da un polı́topo, ya que en ambos casos
estamos agregando “más filas” al sistema de desigualdades.

Definición 2.3.3. (Caras y Vértices) Sea P ⊆ Rn. Si una inecuación cx ≤ c0 es válida para
todo x ∈ P , entonces decimos que F = P ∩ {cx = c0} es una cara de P . En caso de F ser un
solo punto, decimos que F es un vértice.

Proposición 2.3.1. Sea P ⊆ Rn un polı́topo y V su conjunto de vértices. Luego:

P = Conv(V )

Si P = Conv(X) para algún conjunto finito X , entonces V ⊆ X .

La demostración de este resultado utiliza Lemas de Farkas para caracterizar los puntos de la
cápsula convexa. Fundamentalmente, este resultado nos dice que siempre podemos obtener un
sistema minimal de generadores (los vértices) a partir de cualquier generador de la cápsula con-
vexa. Pero la inclusión del segundo ı́tem efectivamente puede ser estricta, es sencillo verificar
que Conv((1, 0)(0, 0)(1

2
, 0)) nos devuelve el segmento de vértices (0, 0) y (1, 0).

Definición 2.3.4. Sea P ⊆ Rn un polı́topo y c ∈ Rn. Definimos el cono normal de P en c
como:

Nc(P ) = {y ∈ Rn : y(c− x) ≤ 0 para todo x ∈ P}

Geométricamente, el cono normal devuelve todos los vectores que forman un ángulo obtuso
o recto con el vector c − x para todo x ∈ P . A nosotros nos interesará el caso en el que c es
un vértice del cono. El problema de la definición es que podrı́a incluir infinitas desigualdades.
Pero veremos que se puede pasar fácilmente al caso finito.

Proposición 2.3.2. Sea P ⊆ Rn un polı́topo y V sus vértices. Luego

Nc(P ) = {y ∈ Rn : y(c− v) ≤ 0 para todo v ∈ V }
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Demostración. Una de las inclusiones es evidente. Tomemos y de modo que y(c− v) ≤ 0 para
todo v ∈ V . Sea x ∈ P , ya sabemos luego que como P = Conv(V ), existen λ1, . . . , λk no
negativos de modo que x = λ1v1 + . . .+ λkvk y que

∑n
i=1 λi = 1. Entonces:

y(c− x) = y(c−
n∑

i=1

λivi) =
n∑

i=1

y(λic− λivi) =
n∑

i=1

λiy(c− vi) ≤ 0

y ası́ se verifica que y ∈ Nc(P ).

Esto nos da el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1. Si P es un polı́topo, P = Conv(X) con X ⊆ Rn finito. Entonces Nc(P ) es
convexo y cerrado.

Demostración. Como P = Conv(V ) y V es finito (ya que X es finito y V ⊆ X), Nc(P ) es
cerrado al ser preimagen de un cerrado por una función continua. Para ver que es convexo,
basta con notar que es un cono.

Veamos ahora cómo podemos calcular los interiores de conos. El siguiente resultado tam-
bién tiene un análogo para polı́topos.

Proposición 2.3.3. Sea P ⊆ Rn un cono que pasa por el origen. Luego P = {x : Ax ≤ 0}.
Entonces el interior de P es P ◦ = {x : Ax < 0}.

Demostración. Si Ax < 0, usando que Q = {y : (Ay)i = 0 para alguna coordenada i} es un
cerrado, sabemos que existe ε positivo de modo que Bε(x)∩Q = ∅. En particular, Bε(x) ⊆ P ,
ya que si no para alguna coordenada (Az)i > 0 y por Bolzano algún punto del segmento de x
a z tendrı́a dicha coordenada nula.

Finalmente, notar que si (Ax)i = 0 para alguna coordenada, tomando vectores de la forma
x + signo(ai1)εe1, tenemos que A(x + signo(ai1)εei) > 0, pero ||x − x − εe1|| = ε, ası́ que
toda bola se sale de P .

Finalizamos esta sección dando una introducción a la programación lineal.

Definición 2.3.5. Sea φ ∈ (Rn)∗ (es decir, un funcional lineal de Rn), A ∈ Rm×n y b ∈ Rm.
Un problema Π de programación lineal consiste en hallar z ∈ Rn que verifica:

Az ≤ b (es decir, z verifica las restricciones dadas).

Si Aw ≤ b entonces φ(w) ≤ φ(z) (es decir, z maximiza φ respecto a las restricciones
dadas).

En caso de existir tal z, diremos que el problema es factible.

Estos problemas son extremadamente comunes y muchı́simo se ha estudiado al respecto
[14]. Múltiples algoritmos existen que resuelven este problema (el método Simplex el más
conocido). El problema de factibilidad, es decir que Az ≤ b sea no vacı́o, es el que a nosotros
nos interesa. No obstante, como nos interesa el interior de los conos, tendremos que trabajar
con desigualdades estrictas. Pero lo que podemos hacer es lo siguiente:
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Proposición 2.3.4. Sea x ∈ P ◦, y P = {z : Az ≤ b}. Entonces existe ε para el cual Ax ≤
b−ε(1, . . . , 1). En particular, P ◦ es no vacı́o si y solo Ax ≤ b es no vacı́o y existe un ε positivo
tal que Ax ≤ b− ε(1, . . . , 1) es no vacı́o.

Por ende, lo que podemos hacer para determinar si el interior de un cono es vacı́o, es primero
verificar que Ax ≤ b sea no vacı́o vı́a algún resolvente de programación lineal (esto no es
estrictamente necesario, pero servirá sacarnos de encima los casos que no están en el borde), y
luego exhibir un ε para el cual Ax ≤ b−ε sea factible. Optimizando cualquier funcional lineal,
obtendremos ası́ un punto en el interior del cono. No obstante, vamos a probar una versión más
fuerte para conos, mostrando que podemos tomar ε = 1.

Proposición 2.3.5. Sea el cono C = {z : Az ≤ 0}. Entonces C◦ ̸= ∅ si y solo si existe y ∈ Rn

tal que Ay ≤ (−1, . . . ,−1)

Demostración. La vuelta es inmediata de la proposición anterior. Sea entonces x ∈ C◦. Por lo
visto antes, existe ε > 0 tal que Ax ≤ −ε(1, . . . , 1). Notar que λx ∈ C para todo λ > 0, por lo
que escogiendo λ = 1/ε, obtenemos y = λx que cumple que Ay = λAx ≤ (−1, . . . ,−1).

2.3.1. Polı́topos de Newton

En esta sección, presentaremos una herramienta útil para acotar la cantidad de ceros aislados
de un sistema polinomial.

Definición 2.3.6 (Polı́topo de Newton asociado a un polinomio.). Sea f ∈ R[x1, . . . , xs] escrito
de la forma f = a1x

σ1+. . .+aℓx
σℓ , donde σi ∈ Zs son distintos y ai ̸= 0. Definimos el polı́topo

de Netwon asociado a f , Newt(f), como la cápsula convexa generada por {σ1, . . . , σℓ} ⊆ Rs.

Por ejemplo, si f(x, y) = x2y + xy2 + xy, el polı́topo de Netwon asociado a f será la
cápsula convexa de {(2, 1)(1, 2)(1, 1)}, es decir el triángulo con esos vértices.

Definición 2.3.7 (Volumen de Minkowski. Volumen Mixto.). Sean P1, . . . , Ps ⊆ Rs polı́topos.
El volumen del conjunto λ1P1+. . .+λsPs es polinomial y homogéneo de grado s en λ1, . . . , λs.
Definimos el volumen mixto de {P1, . . . , Ps} como el coeficiente asociado al monomio λ1...λs.

Trataremos de dar una idea de por qué este conjunto es un polinomio homógeneo basándo-
nos en [9]. Notar que al trabajar con polı́topos de Newton, nuestras coordenadas son enteras.
La idea es notar que para el caso en que s = 1 es sencillo al estar trabajando con intervalos en
R y que el volumen de un polı́topo se puede relacionar con el volumen de sus caras maximales
mediante

Vol(P ) =
1

n

∑
F

aF
Vol(F )

||vf ||

donde vf ∈ Zs es la normal interior entera primitiva (que se puede demostrar que existe y es
única) y aF de modo tal que {z : zvf = −af} es el hiperplano que contiene a F . La prueba
luego restringe los valores de λi a valores positivos para verificar que la suma de Minkowski
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siempre tiene la misma normal interior de modo que puede usar la fórmula de arriba y bajar la
dimensión.

Enunciaremos ahora una fórmula para computar el volumen mixto.

Proposición 2.3.6. Si MV (P1, . . . , Ps) es el volumen mixto de P1, . . . , Ps entonces:

MV (P1, . . . , Ps) =
n∑

k=1

(−1)n−k
∑

I⊆{1,...,n},#I=k

Vol

(∑
i∈I

Pi

)
.

Por ejemplo, si tenemos tres polı́topos P1, P2, P3 el volumen mixto es:

MV (P1, P2, P3) =

Vol(P1)+Vol(P2)+Vol(P3)−Vol(P1+P2)−Vol(P1+P3)−Vol(P2+P3)+Vol(P1+P2+P3)

Nuestra idea es usar la noción de volumen mixto para dar una generalización del Teorema
de Bezout. Notar que, por ejemplo, dados dos polinomios de grado 5, sabemos el teorema de
Bezout nos da una cota de 25 intersecciones en plano proyectivo complejo. Se puede verificar
que en el caso en el que f1, . . . , fs sean polinomios completos de grados d1, . . . , ds respectiva-
mente (es decir, todos los coeficientes de grado total j de fi sean no nulos para todo j ≤ di)
vale que

MV (Newt(f1), . . . ,Newt(fs)) = d1 . . . ds.

Por ende, el volumen mixto da igual a la cota del teorema de Bezout.

No obstante, este número podrı́a dar menor si no pedimos que los polinomios sean comple-
tos, es decir, que los polı́topos tengan menos vértices. Y esto efectivamente sigue siendo una
cota para la cantidad de ceros no aislados de un sistema polinomial. Es decir

Teorema 2.3.2 (Teorema de Bernstein.). Sean g1, . . . , gs ∈ C[x1, . . . , xs]. Luego la cantidad
de soluciones aisladas en C∗ contadas con multiplicidad de g1(x) = . . . = gs(x) = 0 es menor
o igual al volumen mixto de {Newt(g1), . . . ,Newt(gs)}.

Otra aplicación útil de los polı́topos de Newton es para encontrar puntos donde el polinomio
tenga un signo. Efectivamente, llevamos el problema a una variable buscando puntos de la
forma tα = (tα1 , . . . , tαn) donde f(tα) sea positivo o negativo. La idea es buscar coeficientes
positivos o negativos de la función y buscar exponentes α de modo que ese monomio domine a
la expresión. Primero incorporamos algunas definiciones.

Definición 2.3.8. Sea f ∈ R[x1, . . . , xs].

Si f =
∑s

i=1 bix
σi ∈ R[x], decimos que σi es un vértice positivo (respectivamente nega-

tivo) de Newt(f) si bi > 0 (resp. bi < 0).

Sea σ un vértice de Newt(f), definimos el cono normal exterior a Newt(f) en σ como
el cono generado por los vectores normales exteriores a los hiperplanos correspondientes
a las caras maximales que contienen a σ, y lo denotamos Nf (σ).
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σ1

σ2 σ3

Figura 2.3: Si f(x) = b1x
3
1x

2
2 + b2x

2
1x2 + b3x

4
1x2, tenemos σ1 = (3, 2), σ2 = (2, 1), σ3 = (4, 1)

y representamos Newt(f) junto con Nf (σ1) (en rojo).

Notemos que Nf (σ) = {y ∈ Rn : y(σ − τ) ≥ 0 para todo τ ∈ Newt(f)}, es decir, es
análogo a la noción de cono normal salvo por un signo. Ver, por ejemplo la Figura 2.3

Proposición 2.3.7. Sea f ∈ R[x1, . . . , xs] y σi un vértice positivo (respectivamente negativo)
de Newt(f). Luego existe un x∗ ∈ Rs

>0 tal que f(x∗) > 0 (resp. f(x∗) < 0).

Demostración. Sea w = (w1, . . . , ws) en Nf (σi)
◦, es decir, en el interior del cono normal

exterior a Newt(f) con vértice σi.

Consideramos φ(v) = ⟨v, w⟩. Por definición de cono normal exterior, sabemos que φ(σi) >
φ(σj) si σi ̸= σj . Luego, si consideramos la función para t > 0:

f(tw1 , . . . , tws) = b1t
φ(σ1) + . . .+ bst

φ(σs),

tenemos que el signo de f coincide con el signo de bi si t es suficientemente grande. Luego
basta tomar x∗ = (tw1 , . . . , tws).

2.4. Resultantes

En esta sección introducimos la noción de resultante entre dos polinomios, que será de
utilidad para acotar la cantidad de estados estacionarios de ERK. Nos basaremos en el libro [8].

Supongamos que f, g ∈ C[x] comparten un factor común. Luego f = hf1, g = hg1
entonces tenemos que (−g1)f + f1g = 0. Es decir, tenemos dos polinomios A,B de grado
menor que g, f respectivamente de modo que Af +Bg = 0.

Si f, g no comparten factores en común, por Bezout, existen C,D tales que Cf + gD =
1. Supongamos que existieran A,B de grados menores a g, f respectivamente de modo que
Af +Bg = 0. En tal caso, como Bg = −Af vale que

B = B(Cf +Dg) = CBf +DBg = (CB − AD)f

lo que contradice que el grado de B sea menor que el de f . Por ende tenemos una caracteriza-
ción para cuándo dos polinomios comparten un factor común:
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Proposición 2.4.1. Sean f, g ∈ C[x]. Luego f, g tienen un factor común no trivial si y solo si
existen A,B ∈ C[x] de grados menores que g, f respectivamente de modo que Ag +Bf = 0.

Buscamos ahora A,B. Si A = u0x
m−1 + . . . + um−1 y B = v0x

ℓ−1 + . . . + vℓ−1, y
f = c0x

ℓ+ . . .+ cℓ, g = d0x
m . . .+dm, y Af +Bg = 0, entonces obtenemos un sistema lineal

a partir de la matriz de Sylvester de tamaño (m+ ℓ)× (m+ ℓ):

Syl(f, g, x) =



c0 d0

c1
. . . ... . . .

... d0
c0 dm−1

... c1 dm

cℓ
... . . .

. . .

︸ ︷︷ ︸
m columnas

cℓ ︸ ︷︷ ︸
ℓ columnas

dm


Observar que el sistema tiene solución no trivial si y solo si el determinante de Syl(f, g, x)

da 0. Definimos entonces Res(f, g)(x) = det(Syl(f, g, x)) y tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. Dados f, g ∈ C[x] no nulos, f, g tienen un factor común no trivial si y solo si
Res(f, g, x) = 0.

Una propiedad útil es que podemos escribir a la resultante como combinación lineal entera
de los polinomios. Es decir,

Proposición 2.4.2. Dados f, g ∈ C[x] no constantes. Entonces Res(f, g) = Af + Bg con
A,B ∈ C[x] o equivalentemente, Res(f, g) ∈ ⟨f, g⟩. Más aún, A,B son enteros en los coefi-
cientes de f, g (es decir, si f, g ∈ A[x] con A ⊆ C anillo entonces A,B ∈ A[x]).

La demostración del resultado se basa en la regla de Crámer, notando que el caso en el
que f, g comparten un factor común es trivial, por lo que basta estudiar el caso en el que son
coprimos. Para esto, se estudia el sistema Âf + B̂g = 1 que también utiliza la matriz de
Sylvester pero buscando solución para b = (0, . . . , 0, 1).

Recordando la regla de Cramer, obtenemos una fórmula de la forma ûi =
1

det(Syl)(f,g)
det(M)

donde M proviene de remplazar la columna correspondiente de la matriz con b. Ası́ tenemos
que cada ûi es el cociente de de un polinomio entero en los elementos de la matriz de Sylvester
y la resultante Res(f, g). Luego A = ÂRes(f, g) y B = B̂Res(f, g) cumplen lo pedido.

Acabamos esta sección dando una introducción muy elemental a la teorı́a de eliminación
basandonos en [8].

Definición 2.4.1. Sea I = ⟨f1, . . . , fs⟩ el ideal generado por los polinomios f1, . . . , fs ∈
k[x1, . . . , xs].

Definimos el primer ideal de eliminación de I1 = I ∩ k[x2, . . . , xs].
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La variedad asociada a I consiste en V (I) = {x ∈ Cn : fi(x) = 0 si 1 ≤ i ≤ s}.

El ideal asociado a un conjunto S ⊆ Cn se define como I(S) = {f ∈ C[x1, . . . , xn] :
f(s) = 0 para todo s ∈ S}.

Definimos la clausura Zariski de un conjunto S ⊆ Cn como

S =
⋂

f∈I(S)

f−1(0).

Este es el conjunto más chico que contiene a S y que es anulado por un conjunto de poli-
nomios, es decir, la variedad afı́n más chica que contiene a S. En particular V (I(S)) = S.

Finalizamos la sección con un teorema que nos permite relacionar la proyección de una
variedad con el primer ideal de eliminación.

Teorema 2.4.2 (Teorema de la Clausura). Sea π : Cn → Cn−1 la proyección a las últimas
n− 1 coordenadas. Entonces π(V ) = V (I1).

Demostración. Veamos que V (I1) = V (I(π(V ))). Que V (I1) ⊇ V (I(π(V ))) es evidente.

Sea f ∈ I(π(V )), es decir, f(a2, . . . , an) = 0 para todo (a2, . . . , an) ∈ π(V ). Clara-
mente tenemos que f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) al pensar a f como elemento
de C[x1, . . . , xn]. Por el Nullstellensatz, fN ∈ ⟨f1, . . . , fs⟩. Como f no depende de x1, fN

tampoco. En particular fN ∈
√
I1. Finalmente, V (I1) = V (

√
I1) ⊆ V (I(π(V ))).



Capı́tulo 3

Estudio de la Dinámica de ERK.

En este capı́tulo estudiaremos la dinámica de la red ERK a partir de los resultados princi-
pales de los trabajos Conradi et al. (2021) [5] y Obatake et al.(2019) [20].

3.1. Biestabilidad

Recordemos las Preguntas 1.2.1 y 1.2.2, que hacı́an referencia a la biestabilidad de la red
ERK y de la mı́nima red ERK biestable. El siguiente resultado nos dirá que, efectivamente,
la mı́nima red ERK biestable es biestable y luego, por el Teorema 2.1.4 podremos concluir
que la red ERK es biestable. Cabe notar que esto nos indica que van a existir constantes de
reacción y alguna clase de compatibilidad estequiométrica (para cada sistema) donde hayan
dos estados estacionarios exponencialmente estables. Las preguntas apuntan a si es posible que
las constantes de reacción que permiten biestabilidad en alguna clase cumplen tener pk y pℓ tan
cercanos a 1 como se desee.

Teorema 3.1.1. Sea G una subred de ERK irreversible (ver Definición 1.2.1). Luego son
equivalentes:

1. G es multiestacionaria.

2. G es biestable.

3. G contiene alguna de las reacciones con constantes kon y ℓon.

Demostración. Es claro que 2 ⇒ 1, ası́ que probaremos 1 ⇒ 3 ⇒ 2.
Veamos 1 ⇒ 3. Supongamos que G no contiene ninguna de las reacciones asociadas a kon

y ℓon. Consideramos la función crı́tica C(κ, x) hallada para esta red como en (1.5), pero to-
mando kon = ℓon = 0. Hicimos la cuenta (ver 4.2) como los autores y obtuvimos el siguiente
denominador: (kcatℓcatx1x10x12x2x3x5x9) El denominador es positivo (recordemos que siem-
pre asumimos que nuestras constantes de reacción son positivas), por lo que basta con estudiar
el signo del numerador. También podemos ver que este es un polinomio de grado 5 y que todos

49
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sus coeficientes son negativos. Debido a que asumimos que x ≥ 0, deducimos que el signo es
negativo, es decir, para todo x ≥ 0,

signo(C(κ, x)) = −1 = (−1)9

que, como 9 = dim(S), usando que G no presenta estados estacionarios en el borde y que es
conservativa, tenemos que nuestro sistema es monoestacionario.

Veamos ahora 3 ⇒ 2. En primer lugar, por un argumento de simetrı́a (cambiando E ↔ F
y S00 ↔ S11 y S01 ↔ S01) podemos suponer que kon ̸= 0. Sea G′ la red que se obtie-
ne de remover todas las otras reacciones “azules” (ver Figura 1.2). En tal caso, en la clase
(c1, c2, c3) = (46, 13, 13) y vector de reacciones:

(k1, k3, kcat, kon, koff , ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff ,m2,m3, n1, n3) = (2, 1,1, 1, 5, 15, 2, 1,1, 1, 10, 20, 10, 20, 10)

los autores encuentran dos estados estables, que nosotros verificamos computacionalmente (ver
el capı́tulo de programas, sección 4.2). Por el resultado anterior, como G proviene de hacer
reversibles algunas de las reacciones de G′ y este es biestable, por el resultado 2.1.4, tenemos
que G es biestable.

Además, por el Teorema 2.1.4, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.2. La red ERK completa es biestable.

Con esto tenemos un estudio bastante completo acerca de la biestabilidad al estudiar rever-
sibilidad. ¿Qué sucede luego al estudiar distintos niveles de procesatividad? Veremos que la red
mı́nima biestable de ERK es multiestacionaria para cualquier nivel de procesatividad.

Teorema 3.1.3. Consideremos la red ERK mı́nima biestable de la Figura 1.2. Para cualesquie-
ra pk ∈ (0, 1) y pℓ ∈ (0, 1) existe un vector de constantes de reacción

κ∗ = (k∗
1, k

∗
3, k

∗
cat, k

∗
on, k

∗
off , ℓ

∗
1, ℓ

∗
3, ℓ

∗
cat, ℓ

∗
off ,m

∗
2,m

∗
3, n

∗
1, n

∗
3)

de modo que:

pk =
k∗
cat

k∗
cat + k∗

off

y pℓ =
ℓ∗cat

ℓ∗cat + ℓ∗off

el sistema asociado es multiestacionario, es decir, presenta más de un estado estaciona-
rio positivo en alguna clase de compatibilidad estequiométrica.

Demostración. Para la parametrización que mostramos en (1.10), consideramos la función
crı́tica C(κ, x1, x2, x3) = C(κ, x̂). Tomemos ℓ∗off = k∗

off = 1 y dejemos ℓ∗cat, k
∗
cat positi-

vos libres, ası́ obtendrı́amos todos los posibles valores de pk, pℓ ∈ (0, 1) (pues la imagen de
f(x) = x/(x+ 1) cuando x > 0 es (0, 1)).

Como vimos en §1.2.2, dim(S) = rango(N) = 9 (con 3 leyes de conservación), luego
(−1)rango(N)+1 = 1. Los autores calcularon para koff = 1 = ℓoff y obtuvieron entonces el
denominador de nuestra función crı́tica:

(kcatkonx2 + kcatn1x3 + n1x3)
2ℓcatx3
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que es siempre positivo. Por ende, basta buscar constantes de modo que el numerador sea
positivo. Dejamos libres kcat, ℓcat y tomamos para t > 0, x1 = x2 = t, k1 = k3 = ℓ3 = t−1 y el
resto de las constantes igualadas a 1. El numerador, por otro lado, es de la forma:

(2kcatℓ
2
cat + 2k2

catℓcat)t
5 + p(t),

donde p(t) es un polinomio de grado a lo sumo 4. Como el coeficiente principal es positivo
(recordar que asumimos ℓcat > 0), tomando t suficientemente grande, encontramos un valor
para el cual la función crı́tica es positiva, como querı́amos.

Para encontrar la parametrización en la demostración, la idea es usar la propiedad de polı́to-
pos de Newton 2.3.7 para encontrar un vector de exponentes sobre el cual la función crı́tica co-
mo polinomios con coeficientes en kon, kcat y ℓcat es eventualmente positiva. Una idea similar
está en el capı́tulo 4 pero más general, y una aplicación de estas ideas en la subsección 4.1.2
del mismo capı́tulo.

De aquı́ surge la pregunta, ¿para todos niveles procesativos la red presenta biestabilidad?
Esta pregunta se encuentra abierta.

Conjetura 3.1.1. Bajo las hipótesis del teorema anterior, para cualesquiera pk ∈ (0, 1),

pℓ ∈ (0, 1) existe un vector de constantes de reacción κ∗ para el cual pk =
k∗
cat

k∗
cat + k∗

off
,

pℓ =
ℓ∗cat

ℓ∗cat + ℓ∗off
y el sistema asociado es biestable.

Veremos que el resultado es cierto para algunos valores de procesatividad. En el trabajo [5]
también se realiza el mismo análisis para niveles de procesatividad encontrados al azar.

Proposición 3.1.1 (Biestabilidad para varios niveles de procesatividad). Dados

pk = pℓ ∈ {0,1; 0,2; . . . ; 0,9; 0,91; . . . ; 0,99}
Existe un vector κ∗ para el cual el sistema de la red mı́nima biestable tiene múltiples estados
estacionarios exponencialmente estables en alguna clase de compatibilidad y que además pk =

k∗
cat

k∗
cat + k∗

off
y pℓ =

ℓ∗cat
ℓ∗cat + ℓ∗off

.

Para esta demostración recordemos la del Teorema 3.1.3, en la que la función crı́tica, al eva-
luar en κt obtenemos un polinomio de grado 5 en t con coeficiente principal positivo. Por ende,
lo que se hace numéricamente es encontrar un valor de t para el cual dicho polinomio resulte
positivo y luego analizar el signo de la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana.

3.2. Bifurcaciones de Hopf y Oscilaciones.

En la siguiente sección buscaremos estudiar la existencia de bifurcaciones de Hopf y osci-
laciones para la red ERK reducida. Estudiamos esta en lugar de la red completa o la mı́nima
biestable por cuestiones de complejidad computacional.
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Un primer resultado de [5] nos indica que para niveles de procesatividad cercanos a 1,
podemos tener bifurcaciones de Hopf. De hecho, el resultado lo demuestra para casi todos los
posibles valores de procesatividad.

Teorema 3.2.1. Sea ε tal que 0,002295 < ε < 1. Entonces la red ERK reducida presenta bi-
furcaciones de Hopf para cualesquiera niveles de procesatividad pk, pℓ > ε. Más formalmente,
existe un vector κ = (k1, k3, kcat, koff,m, ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff). De modo que:

pk =
kcat

kcat + koff
> ε y pℓ =

ℓcat
ℓcat + ℓoff

> ε;

el sistema asociado tiene una bifurcación de Hopf con respecto a kcat.

Demostración. En primer lugar vamos a tomar las siguientes restricciones para el vector de
constantes κ:

kcat >
ε

1− ε
>

0,002295

1− 0,002295
≈ 0,0023.

koff = ℓoff = 1.

Sea t > 1, ℓcat = t2kcat.

De esta manera, tenemos que ε <
kcat

kcat + koff
<

ℓcat
ℓcat + ℓoff

.

Verificaremos la existencia de bifurcaciones estudiando h4, h5, h6. Los autores verifican
simbólicamente que h4 es suma de términos positivos para κ̂ = (kcat, koff , kon).

Sea (κ̂;x) = (kcat, 1, 1; 1, 1, t
2, 1, t2, 1/t, 1, t2, 1). Es decir, x3 = x5 = x8 = t2, x6 =

1/t y kcat libre (lo que es natural pues buscamos estudiar bifurcaciones con respecto a kcat).
Utilizando Mathematica, los autores verifican que si kcat > 0,0023, entonces h5(κ̂;x) > 0.
Evaluando en t = 1, se puede ver que tenemos un polinomio positivo si kcat > 0. Pero, si
t → ∞, entonces h6(κ̂;x) → −∞. Por Bolzano, existe t0 > 1 para el cual h(κ̂, x) = 0, donde
x = (1, 1, t20, 1, t

2
0, 1/t0, 1, t

2
0, 1). Verificamos numéricamente que la derivada es no nula y ası́

estamos en condiciones de aplicar el criterio de Routh-Hurwitz 2.2.1.

Análogamente a las demostraciones anteriores, la parametrización hallada en la demostra-
ción se basa en la Proposición 2.3.7. Exploraremos la misma pregunta y daremos un algoritmo
general para este problema en el capı́tulo 4.

En la Figura 3.1 podemos observar la existencia de oscilaciones en la red ERK reducida a
partir de simulaciones numéricas. El programa utilizado está presentado capı́tulo 4.

Una pregunta razonable luego es, ¿puede el sistema ser biestable y presentar bifurcaciones
de Hopf en una misma clase de compatibilidad estequiométrica? Veamos una respuesta parcial
a esta pregunta.

Teorema 3.2.2. Sea (G, κ) un sistema de reacciones quı́micas conservativo y Sc una clase de
compatibilidad estequiométrica tal que tiene a lo sumo tres estados estacionarios, entonces Sc

no presenta bifurcaciones de Hopf y dos estados estacionarios estables simultáneamente.
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Figura 3.1: Observamos el comportamiento oscilatorio para la evaluación kcat = 3 y
t = 28,7459 de acuerdo con la demostración del Teorema 3.2.1 para las variables
x1, x2, x3, x5, x7, x10. Tomamos como valor inicial x∗ ligeramente modificado para observar
las oscilaciones

.

Figura 3.2: Vemos la oscilación en el plano x1x3, bajo las mismas condiciones que en la Figu-
ra 3.1.
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Demostración. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que las especies están ordenadas de
forma tal que podemos considerar una matriz de conservación de G, W , que se puede escribir
en bloques como W = (Id Ŵ ), donde Ŵ ∈ Rd×(s−d) e Id es la matriz identidad de tamaño
d. Sea fc,κ el sistema ampliado como en (1.3). Sea x∗ ∈ Sc, y consideremos p(λ) = det(λI −
Jacf)|x=x∗ el polinomio caracterı́stico de Jacf evaluado en x = x∗. Como hay d relaciones
de conservación, λ = 0 es una raı́z de p de multiplicidad d. Consideremos entonces bs−d el
coeficiente de λd del polinomio p. Entonces:

si en x∗ se presenta una bifurcación de Hopf, por el Teorema 2.2.4 aplicado a q(λ) =
1
λdp(λ), tenemos que bs−d > 0;

si x∗ es un estado estacionario estable, por el criterio de Routh-Hurwitz 2.2.1, tenemos
bs−d > 0;

sabemos que bs−d = (−1)s−d
∑

|J |=s−d det(Jacf |x=x∗)J,J , es decir, salvo signo, la suma
sobre los conjuntos de ı́ndices de cardinal s− d del determinante de la matriz Jacobiana
de f restringida a x = x∗ 2.1.5. Pero por la Proposición 5.3 de [25], tenemos entonces
que bs−d = (−1)s−d det Jacfc,κ|x=x∗ .

Si el sistema tuviera una bifurcación de Hopf en x(1) y dos estados estacionarios estables x(2) y
x(3) en Sc (y no más estados estacionarios en Sc por hipótesis), entonces el grado de Brouwer
de fc,κ con respecto a Sc es, por (2.1):

3∑
i=1

signo(det Jacfc,κ|x=x(i)) = 3(−1)(s−d),

pero esto es una contradicción porque vimos en el Teorema 2.1.3 que este número deberı́a ser
±1.

En la próxima sección estudiaremos la máxima cantidad de estados estacionarios positivos
que puede tener nuestro sistema en una misma clase de compatibilidad, lo cual evidentemente
nos puede servir para responder la pregunta anterior.

Otra pregunta que puede surgir es si en ERK pueden coexistir bifurcaciones de Hopf y
biestabilidad pero no necesariamente en la misma clase de compatibilidad estequiométrica (en
la original o en la mı́nima biestable, ya que la irreversible no presenta biestabilidad). En [20]
se realizaron investigaciones numéricas pero no se encontró este suceso.

3.3. Máxima Cantidad de Estados Estacionarios

Tanto [5] como [20] presentan métodos para acotar la máxima cantidad de estados estacio-
narios.
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Definición 3.3.1. Sea G una red conservativa con s especies, m reacciones y W ∈ Rd×s matriz
de conservación. Decimos que G admite k estados estacionarios si existe κ ∈ Rm

>0 constantes
de reacción tales que (G, κ) tiene k soluciones en algúna clase de compatibilidad estequiométri-
ca.

Al mayor número que verifique esta propiedad lo denominamos la máxima cantidad de
estados estacionarios de G.

En primer lugar, utilizaremos polı́topos de Newton como en § 2.3.1.

Definición 3.3.2. Sea G una red conservativa con s especies y matriz de conservación W .
Sea c ∈ Rm

>0 y κ∗ genérico. Definimos el volumen mixto de G como el volumen mixto de
{Newt(fc,κ,1),Newt(fc,κ,2) . . . ,Newt(fc,κ,s)}.

Luego, por el Teorema 2.3.2, tenemos que:

Proposición 3.3.1. Sea G una red conservativa. La cantidad de estados estacionarios de G es
menor o igual que el volumen mixto de G.

Aplicamos este resultado a ERK.

Proposición 3.3.2. Para las siguientes versiones de ERK (ver § 1.2), tenemos las siguientes
cotas para la máxima cantidad de estados estacionarios.

Red ERK Máx estados positivos Máx estados sobre C∗ Volumen Mixto
Red Completa ≥ 3 7 7

Red con kon = 0 ≥ 3 5 5
Irreversible 1 3 3
Reducida 1 3 3

Demostración. Los resultados computacionales para calcular el volumen mixto se encuentran
en [20]. Como el volumen mixto da una cota, basta probar las otras desigualdades. Para esto,
para cada una de las redes, buscaremos vectores κ para los cuales encontramos esa cantidad de
estados estacionarios.

Para ERK completa, [11] proporciona 7 estados estacionarios. Para el caso kon = 0, consi-
deramos c = (1, 2, 3) y el vector:

(k1, k2, k3, kcat, koff , kon, ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓcat, ℓon, ℓoff ,m1,m2,m3, n1, n2, n3) =

(3, 25, 1, 5, 0, 6, 5, 23, 11, 13, 43, 41, 12, 7, 8, 12, 31, 21).

Se obtienen cinco estados estacionarios, 3 de los cuales son reales. Para la red ERK reducida,
tomamos el vector:

(k1, k3, kcat, koff ,m, n, ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff ) = (3, 4, 1, 5, 6, 8, 7, 11, 12, 5)

y se obtienen 3 estados estacionarios sobre C∗, todos reales. Y para ERK irreducible tenemos:

(k1, k3, kcat, koff , ℓ1, ℓ3, ℓcat, ℓoff ,m2,m3, n1, n2) = (3, 1, 5, 6, 5, 11, 13, 41, 7, 8, 12, 21),

donde se obtienen 3 estados sobre C∗, todos reales.
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3.3.1. Método por Resultantes

Acabamos la sección utilizando argumentos estándar de resultantes para acotar la cantidad
de estados estacionarios de la subred mı́nima biestable, siguiendo el razonamiento de [5].

En primer lugar, a partir de la parametrización de la Proposición 1.2.1, podemos hacer un
despeje de la siguiente manera:

Despejamos x4, . . . , x12 en función de x1, x2, x3 y las constantes ai.

Remplazamos lo obtenido en las leyes de conservación, excepto en la primera en la que
hacemos la primera ecuación menos la segunda y la tercera.

Ası́ obtenemos las siguientes expresiones:

c1 − c2 − c3 = x1 − x2 − x3 +
a5a9a10x1x2

a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3

+ (3.1)

+
a5a7a10x1(a8x2 + a13x3)

a1a11(a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3)
+

+
a5a10x1x2(a8x2 + a2a7a8x2 + a13x3 + a2a7a13x3)

a1a3a12x3(a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3)
,

c2 = x2 +
a5a10x1x2(a8x2 + a13x3)

a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3

+
a5a7a10x1(a8x2 + a13x3)

a1a11(a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3)
+ (3.2)

+ a10x1x2,

c3 = x3 +
a5a10x1x2(a8x2 + a2a7a8x2 + a13x3 + a2a7a13x3)

a1a3a12x3(a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3)
+ (3.3)

+
a5a10x1x2(a8x2 + a13x3)

a1(a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3)
+

a5a9a10a13x1x2x3

a8x2 + a13x3 + a4a9a13x3

,

y de aquı́ tenemos que la máxima cantidad de estados estacionarios de la red ERK mı́nima
biestable coincide con la máxima cantidad de soluciones positivas de este sistema racional.
Multiplicando por los denominadores, obtenemos un sistema polinomial.

Simplificaremos nuestro problema para reducirlo a un problema de una variable. Primero,
observamos que x1 es lineal en las tres ecuaciones, por lo que podemos sacar factor común y
obtener x1 = γ1(x2, x3), x1 = γ2(x2, x3), x1 = γ3(x2, x3). Luego tomando g1 = γ3 − γ2 y
g2 = γ1 − γ2, por esta construcción tenemos que:

Proposición 3.3.3. Definiendo g1, g2, γ1 como arriba, la máxima cantidad de soluciones del
sistema g1 = g2 = 0 con γ1(x2, x3) > 0 coincide con la máxima cantidad de estados estacio-
narios de la mı́nima subred biestable; donde g1, g2, γ1 ∈ Q[a1, . . . , a13, c1, c2, c3][x2, x3].

Sea R la resultante de g1, g2 con respecto a la variable x2. Tenemos luego el siguiente
resultado:

Proposición 3.3.4. Sea R como ya definido. Fijemos (a, c) ∈ R16
>0. Supongamos que R|(a,c)

tiene a lo sumo tres raı́ces en el intervalo (0,mı́n{c1, c3}) y para cada x3 > 0 fijo la ecuación
g1(x2, x3)|(a,c) = 0 tiene a lo sumo una única solución positiva. Entonces, el sistema dado
por (3.1), (3.2), (3.3) admite a lo sumo tres soluciones positivas (x1, x2, x3).
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Demostración. Por la Proposición 2.4.2, sabemos que R ∈ ⟨g1, g2⟩∩Q[a1, . . . , a13, c1, c2, c3, x3].

Pero a su vez, por el Teorema 2.4.2 vale que si πx2 : C18 → C17 dada por:

πx2(a1, . . . , a13, c1, c2, c3, x2, x3) = (a1, . . . , a13, c1, c2, c3, x3)

Entonces:

πx2(V ) = V (⟨g1, g2⟩x2
) = V (⟨g1, g2⟩ ∩ Q[a1, . . . , a13, c1, c2, c3, x3].

(Evidentemente, el orden de las variables es irrelevante en el Teorema 2.4.2).

Luego π(V (g1, g2)) ⊆ V (R). Supongamos ahora que tenemos (a, c) fijo como en el enun-
ciado. Como R|(a,c) tiene a lo sumo tres soluciones en el intervalo (0,mı́n{c1, c3}), claramente
las soluciones de g1 = g2 = 0 tienen a lo sumo tres posibles valores para x3 en ese intervalo.
Para cada uno de estos valores de x3, g1(x2, x3) tiene una única solución como mucho, por lo
que hay a lo sumo tres soluciones (x2, x3) con x3 < mı́n{c1, c3}.

Pero recordando que todas nuestras variables son positivas y por la leyes de conservación,
cualquier solución necesariamente debe verificar que x3 < c3 y por construcción de g1, g2 se
puede verificar que x3 < c1.

Luego, enunciamos dos criterios para los cuales se puede verificar que implican la condición
de esta proposición.

Corolario 3.3.1. Cualquiera de las siguientes condiciones sobre los paramétros son suficientes
para garantizar que el sistema (3.1),(3.2),(3.3) tiene a lo sumo tres soluciones positivas:

ai = 1 para todo i ̸= 9 (c1, c2, c3, a9 libres).

a9 y c2 son suficientemente grandes, el resto de los valores de ai son suficientemente
grandes y b > c1/c3 > 1 y c2 > c3 + 1.

Ambos criterios se basan en el cálculo simbólico de R y la regla de signos de Descartes
para acotar la cantidad de raı́ces positivas.
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Capı́tulo 4

Programas

4.1. Método de Polı́topos de Newton.

Enunciamos ahora el algoritmo de polı́topo de Newton, un algoritmo teóricamente muy
simple que permite hallar la raı́z de un polinomio donde otro polinomio es positivo.

Proposición 4.1.1 (Método de Polı́topos de Newton). Sean f, g ∈ R[x1, . . . , xs]. Supongamos
que α es un vértice positivo de Newt(f) y que β+ y β− son vértices positivos y negativos de
Newt(g) respectivamente.

Sean Nf (α), Ng(β+), Ng(β−) los conos normales a los vértices como en la Definición 2.3.8.
Si tenemos que (Nf (α))

◦ ∩ (Ng(β+))
◦ ̸= ∅ ≠ (Nf (α))

◦ ∩ (Ng(β−))
◦, entonces existe un

x∗ ∈ Rs
>0 de modo que f(x∗) > 0 y g(x∗) = 0.

Demostración. Nuestra demostración será constructiva, daremos un algoritmo para hallar x∗.
Dado un vector w = (w1, . . . , ws), denotamos fw(t) = f(tw1 , . . . , tws).

PROC: Método de polı́topo de Newton
INPUT: f, g, α, β+, β− como en el enunciado
OUTPUT: x∗ ∈ Rs

>0 de modo que f(x∗) > 0 y g(x∗) = 0.

1. Obtener z ∈ (Nf (α))
◦ ∩ (Ng(β+))

◦ y w ∈ (Nf (α))
◦ ∩ (Ng(β−))

◦

2. Construir fz, gz y gw, fw.

3. Obtener τz = ı́nf{t∗ > 0 : fz(t) > 0 y gz(t) > 0 si t > t∗} y τw = ı́nf{t∗ > 0 : fw(t) >
0 y gw(t) < 0 si t > t∗} . Definir T = máx{τz, τw}+ 1.

4. Definir h(r) = frz+(1−r)w(T ).

5. mientras mı́n{h(r) : r ∈ [0, 1]} ≤ 0 hacer:

6. Definir T = 2T .

7. Definir h(r) = frz+(1−r)w(T )

59
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8. Definir r∗ = argmin{|grz+(1−r)w(T )| : r ∈ [0, 1]}.

9. Retornar T (r∗z+(1−r∗)w)

En primer lugar, veamos que el algoritmo termina. Escribimos a f de la siguiente manera:

f = a+x
α + (a1x

σ1 + . . .+ adx
σd)

donde evidentemente a+ > 0. Por el lema anterior, τz, τw existen. El mı́nimo de h en [0, 1]
alcanza al ser continua en un compacto. En primer lugar, para todo r ∈ [0, 1], por convexidad
del cono exterior, rz + (1− r)w ∈ Nf (α)

◦. Por lo tanto, tenemos que vale que:

⟨rz + (1− r)w, α− σi⟩ > 0

Luego, por continuidad en un compacto, existe δ > 0 de modo que:

δ = mı́n
r∈[0,1]

mı́n
1≤i≤d

{⟨rz + (1− r)w, α− σi⟩}

Por otro lado, sea β = ı́nfr∈[0,1] ⟨rz + (1− r)w, α⟩. Entonces tenemos que para todo t > 0
y r ∈ [0, 1]:

frz+(1−r)w(t) = a+t
⟨rz+(1−r)w,α⟩ +

d∑
i=1

ait
⟨rz+(1−r)w,σi⟩ > a+t

β − (
d∑

i=1

|ai|)tβ−δ

y como δ > 0, tenemos que a partir de un t0, la expresión será positiva.

z w

Figura 4.1: El cono azul representa el cono asociado a α, el verde y el naranja a β+ y β−
respectivamente. z, w son las intersecciones correspondientes.

Veamos ahora que el algoritmo es correcto. Para esto debemos verificar que al acabar el
ciclo el valor retornado verifique que f(x∗) > 0 y g(x∗) = 0. Lo primero se deduce de que
estamos considerando T ≥ τ por lo que frz+(1−r)w)(T ) > 0 para todo r ∈ [0, 1] debido a que
z, w ∈ Nσ(α) que es convexo.

Similarmente, debido a que T ≥ τ , gz(T ) < 0 y gw(T ) > 0 ası́ que por Bolzano existe
r ∈ (0, 1) de modo que |grz+(1−r)w(T )| = 0. Luego el r∗ que realiza el mı́nimo del módulo es
el que nos sirve.
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Es importante notar que la elección de α, β+, β− deben ser vértices del polı́topo, y no sola-
mente exponentes de monomios no nulos de los polinomios. Por ejemplo,

g(x, y) = x2 + y2 − 2xy = (x − y)2 nunca es negativo, a pesar de que el coeficiente del
término (1, 1) es negativo. Esto se refleja en que (1, 1) es combinación afı́n de (2, 0) y (0, 2),
por lo que no es vértice del polı́topo de Newton asociado.

A priori este argumento no es suficiente para el criterio de Routh-Hurwitz del Teorema 2.2.4
que necesita que Hn = 0 y que Hi > 0 para 1 ≤ i ≤ n − 1. Para esto, como hacen en [20],
hacemos:

Reducimos nuestro polinomio a uno de 5 variables fijando koff = ℓoff = 1 y las va-
riables x3 = x4 = x6 = x7 = x9 = x10 = 1, ası́ obtieniendo polinomios hi ∈
Q[kcat, y1, y2, y5, y8].

h1, h2, h3 > 0 que verifican numéricamente los autores de [20].

Luego, debemos encontrar un punto P = (kcat, y1, y2, y5, y8) ∈ R5
>0 de modo que h4(P ) >

0, h5(P ) > 0 y h6(P ) = 0. Para esto generalizamos el algoritmo anterior de la siguiente
manera: buscamos vertices positivos α1 en Newt(h4), α2 en Newt(h5)y β+ y β− como antes
para g = h6 de modo que existan

z ∈ Nh4(α1)
◦ ∩Nh5(α2)

◦ ∩Nh6(β+)
◦

w ∈ Nh4(α1)
◦ ∩Nh5(α2)

◦ ∩Nh6(β−)
◦

Por precisamente los mismos argumentos, existe τ a partir del cual si T ≥ τ entonces
(h4)rz+(1−r)w(T ) > 0 y (h5)rz+(1−r)w(T ) > 0 para r ∈ [0, 1], y que además (h6)z(T ) > 0
y (h6)w(T ) < 0. Por Bolzano, existe r ∈ [0, 1] para el cual (h6)rz+(1−r)w(T ) = 0. Luego
T rz+(1−r)w cumple todo lo pedido.

4.1.1. Implementación

Implementamos el algoritmo en Python (ver cuadernos adjuntos a la tesis). Adicionalmen-
te, el código se encuentra en el Apéndice (ver A.1). Usamos el paquete NumPy [13] a lo
largo del código. Para esto construiremos una clase ’Polinomios’. Los polinomios se inicia-
lizan con una lista vacı́a y término independiente 0. Los métodos agregar monomios y ele-
gir termino independiente que añaden monomios no constantes y fijan término independiente
respectivamente.

Los monomios del polinomio forman un diccionario que nombramos f.variables y coeficientes,
donde la llave es una tupla de duplas, donde la primera coordenada se refiere a la variable
y la segunda la potencia a la que está elevada. Colocamos solamente potencias mayores a
0 (caso contrario, no colocamos la dupla con la variable). El valor al que accede la llave
es el coeficiente que multiplica al monomio. A modo de ejemplo: si nuestro polinomio es
f(x, y, z) = xy + 3z3 − xz, tendriamos que f.variables y coeficientes = {((x, 1), (y, 1)) :
1, ((z, 3), ) : 3, ((x, 1), (z, 1)) : −1}.
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Finalmente tenemos el método evaluar polinomio, que simplemente evalúa el polinomio en
un punto dado.

A partir de los polinomios obtenidos en [20], calculamos el polinomio caracterı́stico. Usa-
mos la librerı́a Sympy [12] para operar, construir la matriz de Hurwitz y obtener las funciones
h4, h5, h6. Para calcular determinantes, usamos Intertools para generar permutaciones. Notar
que en un principio estas expresiones poseen denominadores y1y

3
2 , pero como estamos traba-

jando con variables positivas, esto no afecta el signo de h4, h5, h6 por lo que lo quitamos. El
código de estos cálculos está en §A.2.

Obtenido h4, h5, h6 lo guardamos en formato .txt y lo importamos a Python. Usando una
función que transofrma strings en polinomios en nuestra clase personalizada, podemos aplicar
el algoritmo.

Con respecto al algoritmo propiamente dicho, usamos la librerı́a SciPy [24] para la función
Convexhull (que extrae un subconjunto de vertices de un polı́topo) y para programación lineal.

Para encontrar la raı́z de grw+(1−r)z, habiendo fijado el T , usamos el método regula-falsi.
No obstante, debido al tamaño de h6 (que en formato .txt ocupa 2 megabytes), no tenemos
la suficiente precisión para hallar la raı́z. A modo expositivo, usamos polinomios más simples
como ejemplo, aunque cabe mencionar que escogimos polinomios con grado máximo similar
a los de los polinomios reales.

Damos dos versiones del algoritmo. La primera es una versión como la de la Proposi-
ción 4.1.1, mientras que la segunda es más general y permite pedir que tanto h4 como h5 sean
positivos. Estas se encuentran en las secciones A.1.1 y A.1.2 del Apéndice, respectivamente.

4.1.2. Otra Aplicación

A modo ilustrativo, daremos otra aplicación de las ideas del algoritmo de polı́topo de New-
ton a un trabajo más reciente. Analizamos la existencia de bifurcaciones de Hopf para el sistema
de la sección 6.1 de [2] en busca redes chicas que presenten bifurcaciones de Hopf. De aquı́
obtenemos el siguiente sistema: 

ẋ = k1 − k2x− k4xz

ẏ = k2x− k3yz

ż = k3yz − k4xz

(4.1)

En este caso, en lugar de usar el algoritmo completo, usaremos algunos de sus principios
para encontrar el punto de bifurcación. En efecto, se puede ver que al estudiar la matriz de
Hurwitz, el primer término es siempre positivo, luego basta estudiar h2 y h3. Notablemente, al
calcular h2 obtenemos:

h2 = k2 − k3y + k3z + k4x+ k4z

El único término negativo es −k3y, por lo que evaluando en k3 = y = 1, si el resto de las
otras variables son suficientemente grandes, tenemos que es positivo. Por lo que en este caso
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no es necesario buscar α, simplemente podemos escoger un valor razonablemente grande de T
y luego verificar que (h2)rz+(1−r)w(T ) > 0 que es suficiente.

Para buscar una raı́z de h3 repetimos la idea del algoritmo, buscando un vértice positivo y
uno negativo, w, z respectivamente, y evaluando en puntos de la forma T zr+(1−r)w, ya que para
T suficientemente grande, en r = 0 da positivo y r = 1 da negativo.

Ası́ obtenemos aproximadamente el punto

(x, y, z) = (0,41782816885715746, 1, 0,15692696166791112)

y también constantes de reacción k1 = 0,15974007245560917, k2 = 16384,0, k3 = 1, k4 =
14858,68000093848 para los cuales tenemos una bifurcación de Hopf con respecto a k1. Efec-
tivamente, se verifica que h3(k, x) = 0, h2(k, x) > 0 y que ∂k1h3(k, x) ̸= 0. El código se
encuentra en § A.1.3.

En ambos problemas vemos que “evaluar correctamente” puede ser muy importante, sobre
todo por la complejidad computacional inherente al algoritmo (ver la demostración de Teore-
ma 3.2.1). Aun ası́, combinando ambos enfoques (es decir, usando las técnicas del algoritmo
y evaluando inteligentemente para reducir variables), obtenemos herramientas no sólo para de-
mostrar la existencia de bifurcaciones sino que para hallarlas. Esperamos que el trabajo hecho
en Python pueda servir para estos propósitos.

4.2. Otros programas

Realizamos los siguientes programas para verificar numéricamente algunos de los resulta-
dos del capı́tulo 3. El código de estos programas se encuentra presente en el Apéndice en la
Sección A.2 y también adjuntos a esta tesis.

Cálculamos la función crı́tica para la demostración de 3.1.1 para calcular su numerador
y denominador y estudiar su signo.

Verificamos la estabilidad de los puntos de equilibrio de la demostración 3.1.3 mirando
el signo de los autovalores de la matriz Jacobiana.

Simulamos numéricamente de acuerdo con el resultado 3.2.1 y observamos la presencia
de oscilaciones.

Calculamos los polinomios necesarios para poder aplicar el criterio de Routh-Hurwitz a
la red de § 4.1.2.

El cálculo de h4, h5, h6 para la red ERK reducida de acuerdo con la Sección 4.1.1.
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Apéndice A

Códigos

En este apéndice se encuentra el código desarrollado a lo largo de la tesis.

A.1. Código del Algoritmo de Polı́topo de Newton

Introducimos ahora el código referido al algoritmo del polı́topo de Newton (4.1.1).

Polinomios y polı́topos asociados.

import s c i p y
from s c i p y import o p t i m i z e
from s c i p y . s p a t i a l import ConvexHull
import numpy as np

c l a s s V a r i a b l e s :
def i n i t ( s e l f , name ) :

s e l f . name = name
s e l f . s i m b o l o s = [ ]

def a g r e g a r v a r i a b l e ( s e l f , v a r i a b l e ) :
s e l f . s i m b o l o s . append ( v a r i a b l e )

# u b i c a p o s i c i ón de l a v a r i a b l e en l a l i s t a de v a r i a b l e s
def n u m e r o d e v a r i a b l e ( s e l f , v a r i a b l e ) :

re turn s e l f . s i m b o l o s . i n d e x ( v a r i a b l e )

c l a s s Po l inomio :
def i n i t ( s e l f , name ) :

s e l f . name = name
s e l f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s = {}
s e l f . c o n s t a n t e = 0

def agrega r monomios ( s e l f , l i s t a d e m o n o m i o s ) :
s e l f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s . u p d a t e ( l i s t a d e m o n o m i o s )

def e v a l u a r ( s e l f , pun to ) :
temp = l i s t ( s e l f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s . keys ( ) )
c o e f s = l i s t ( s e l f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s . v a l u e s ( ) )

65
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sum = 0
f o r i in range ( l e n ( temp ) ) :

p rod = c o e f s [ i ]
f o r d u p l a in temp [ i ] :

j = V. n u m e r o d e v a r i a b l e ( d u p l a [ 0 ] )
prod = prod * np . power ( pun to [ j ] , d u p l a [ 1 ] )

sum += prod
re turn sum + s e l f . c o n s t a n t e

def e l e g i r t e r m i n o i n d e p e n d i e n t e ( s e l f , v a l o r ) :
s e l f . c o n s t a n t e = v a l o r

# d e f i n i m o s l a s v a r i a b l e s

V = V a r i a b l e s ( ’V’ )

V. a g r e g a r v a r i a b l e ( ’ k ’ )
V. a g r e g a r v a r i a b l e ( ’ y1 ’ )
V. a g r e g a r v a r i a b l e ( ’ y2 ’ )
V. a g r e g a r v a r i a b l e ( ’ y5 ’ )
V. a g r e g a r v a r i a b l e ( ’ y8 ’ )

d imens ion = l e n (V. s i m b o l o s )

def eva lua r monomio ( monomio , pun to ) :
v a r i a b l e s = l i s t ( monomio . keys ( ) )
c o e f i c i e n t e = monomio . v a l u e s ( )
sum = c o e f i c i e n t e
f o r d u p l a in v a r i a b l e s :

j = V. n u m e r o d e v a r i a b l e ( d u p l a [ 0 ] )
prod = prod * np . power ( pun to [ j ] , d u p l a [ 1 ] )

sum += prod
re turn sum

# d e f i n i m o s l a m a n t i s a s o b r e l a c u a l buscaremos e l r

m a n t i s a = np . l i n s p a c e ( 0 , 1 , 1 0 0 0 0 )

t o l = 1e −10

# c o n s t r u i m o s e l p o l ı́ t opo de Newton a s o c i a d o a un p o l i n o m i o

def v e r t i c e a s o c i a d o ( monomio ) :
pun to = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r d u p l a in monomio :

v a r i a b l e = d u p l a [ 0 ]
k = V. n u m e r o d e v a r i a b l e ( v a r i a b l e )
pun to [ k ] = d u p l a [ 1 ]

re turn pun to

def p o l i t o p o a s o c i a d o ( p o l i n o m i o ) :
temp = p o l i n o m i o . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s . keys ( )
e x p o n e n t e s = [ ]
v e r t i c e s p o l i t o p o = [ ]
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f o r mon in temp :
pun to = v e r t i c e a s o c i a d o ( mon )
e x p o n e n t e s . append ( pun to )

h u l l = ConvexHull ( e x p o n e n t e s )
i n d i c e s = h u l l . v e r t i c e s
f o r i in i n d i c e s :

v e r t i c e s p o l i t o p o . append ( e x p o n e n t e s [ i ] )
re turn v e r t i c e s p o l i t o p o

# c o n s t r u i m o s e l cono normal de un p o l ı́ t opo a s o c i a d o a un v é r t i c e

def m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o , v e r t i c e ) :
M = [ ]
v = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r pun to in p o l i t o p o :

f i l a = np . s u b t r a c t ( punto , v e r t i c e )
i f not ( np . a r r a y e q u a l ( f i l a , v ) ) :
# agregamos e s t a c o n d i c i ón para no t e n e r f i l a s n u l a s en l a m a t r i z

M. append ( f i l a )
re turn M

#Usamos programaci ón l i n e a l para d e t e r m i n a r s i e l i n t e r i o r de dos conos se i n t e r s e c a n ,
# usamos un o p t i m i z a d o r c u a l q u i e r a

def i n t e r s e c c i o n c o n o s ( p o l i t o p o f , p o l i t o p o g , v e r t i c e f , v e r t i c e g ) :
c o n o n o r m a l f = m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o f , v e r t i c e f )
c o n o n o r m a l g = m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o g , v e r t i c e g )

M = np . c o n c a t e n a t e ( ( c o n o n o r m a l f , c o n o n o r m a l g ) )
n = l e n (M)

o p t i m i z a d o r = −np . ones ( d imens ion )

v e c t o r t o l e r a n c i a = np . z e r o s ( n )

f o r i in range ( n ) :
v e c t o r t o l e r a n c i a [ i ] = −0.2

r e s = s c i p y . o p t i m i z e . l i n p r o g ( o p t i m i z a d o r , A ub=M,
b ub = v e c t o r t o l e r a n c i a , bounds = [ − 2 , 2 ] )

re turn r e s

A.1.1. Primera Versión del Algoritmo

def a l g o r i t m o d e p o l i t o p o d e n e w t o n ( f , g ) :
p o l i t o p o f = p o l i t o p o a s o c i a d o ( f )
p o l i t o p o g = p o l i t o p o a s o c i a d o ( g )

# debemos c l a s i f i c a r l o s v e r t i c e s de f y g e n t r e p o s i t i v o s y n e g a t i v o s ,
# para e s t o debemos r e c u p e r a r e l monomio que c o r r e s p o n d e a l v é r t i c e
# y mirar e l s i g n o d e l c o e f i c i e n t e .
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v e r t i c e s p o s i t i v o s f = [ ]

f o r v e r t i c e in p o l i t o p o f :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :

v e r t i c e s p o s i t i v o s f . append ( v e r t i c e )

v e r t i c e s p o s i t i v o s g = [ ]
v e r t i c e s n e g a t i v o s g = [ ]

f o r v e r t i c e in p o l i t o p o g :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f g . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :

v e r t i c e s p o s i t i v o s g . append ( v e r t i c e )
e l s e :

v e r t i c e s n e g a t i v o s g . append ( v e r t i c e )

# buscamos v e r t i c e s de modo que l o s conos c o r r e s p o n d i e n t e s se i n t e r s e q u e n
f o r a l f a in v e r t i c e s p o s i t i v o s f :

f o r b e t a m a s in v e r t i c e s p o s i t i v o s g :
f o r be t a menos in v e r t i c e s n e g a t i v o s g :

i f ( i n t e r s e c c i o n c o n o s ( f , g , a l f a , b e t a m a s ) . s u c c e s s and
i n t e r s e c c i o n c o n o s ( f , g , a l f a , be t a menos ) . s u c c e s s ) :

pun to1 = i n t e r s e c c i o n c o n o s ( f , g , a l f a , b e t a m a s ) . x
pun to2 = i n t e r s e c c i o n c o n o s ( f , g , a l f a , be t a menos ) . x

re turn b u s c a r p u n t o ( punto1 , punto2 , f , g )

re turn ”No hay i n t e r s e c c i o n e n t r e e l i n t e r i o r de l o s conos ”

# f u n c i o n e s a u x i l i a r e s :

def e s p o s i t i v o ( f , mon ) :
c o e f i c i e n t e = f . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ mon ]
re turn ( c o e f i c i e n t e > 0)

#” e l e v a ” T a r * pun to1 + (1− r )* pun to2 y e v a l u a e l p o l i n o m i o en e s t o s p u n t o s

def e x p o n e n c i a r e l s e g m e n t o ( punto1 , punto2 , po l inomio , T ) :
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i =0
temp = 0
f o r r in m a n t i s a :

t a u = e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , np . m u l t i p l y ( punto1 , r ) + np . m u l t i p l y ( punto2 , ( 1 − r ) ) )
temp = p o l i n o m i o . e v a l u a r ( t a u )
i f temp < 0 . 1 :

re turn F a l s e
re turn True

# c o n s t r u i m o s un pun to donde cada coordenada p r o v i e n e de hacer T ˆ v e c t o r e x p o n e n t e [ i ]
def e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , v e c t o r e x p o n e n t e ) :

pun to = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r i in range ( d imens ion ) :

pun to [ i ] = np . power ( T , v e c t o r e x p o n e n t e [ i ] )
re turn pun to

def b u s c a r p u n t o ( punto1 , punto2 , f , g ) :

T = 2

whi le g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 ) ) < 0 or
g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to2 ))> 0 or
np . amin ( e x p o n e n c i a r e l s e g m e n t o ( punto1 , punto2 , f , T ) , None ) < 0 . 1 :

T = 2*T

# hacemos b i s e c c i o n para o b t e n e r r n e c e s a r i o
a = 0
b = 1
r f i n a l = 1

whi le abs . ( g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 *(1 − r f i n a l ) ) ) ) > t o l :

r f i n a l = ( a + b ) / 2
i f g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 *(1 − r f i n a l ) ) ) <0 :

a = r f i n a l
e l s e :

b = r f i n a l

# r e a l i z a m o s e s t e paso para o b t e n e r e l r con e l que tenemos l a r a i z de g
p u n t o f i n a l = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r i in range ( d imens ion ) :

p u n t o f i n a l [ i ] = np . power ( T , r f i n a l * pun to1 [ i ] + (1 − r f i n a l ) * pun to2 [ i ] )

re turn p u n t o f i n a l

A.1.2. Segunda Versión del Algoritmo

# v e r s i o n g e n e r a l i z a d a d e l a l g o r i t m o de netwon

def i n t e r s e c c i o n c o n o s g e n e r a l i z a d a ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 , p o l i t o p o g ,
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v e r t i c e f 1 , v e r t i c e f 2 , v e r t i c e g ) :

c o n o n o r m a l f 1 = m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o f 1 , v e r t i c e f 1 )
c o n o n o r m a l f 2 = m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o f 2 , v e r t i c e f 2 )
c o n o n o r m a l g = m a t r i z c o n o n o r m a l ( p o l i t o p o g , v e r t i c e g )

M = np . c o n c a t e n a t e ( ( c o n o n o r m a l f 1 , c o n o n o r m a l f 2 , c o n o n o r m a l g ) )
n = l e n (M)

o p t i m i z a d o r = np . ones ( d imens ion )

v e c t o r t o l e r a n c i a = np . z e r o s ( n )

f o r i in range ( n ) :
v e c t o r t o l e r a n c i a [ i ] = −1

r e s = s c i p y . o p t i m i z e . l i n p r o g ( o p t i m i z a d o r ,
A ub=M, b ub = v e c t o r t o l e r a n c i a , bounds = [ − 2 , 2 ] )

re turn r e s

def a l g o r i t m o d e p o l i t o p o d e n e t w o n g e n r e a l i z a d o ( f1 , f2 , g ) :
p o l i t o p o f 1 = p o l i t o p o a s o c i a d o ( f1 )
p o l i t o p o f 2 = p o l i t o p o a s o c i a d o ( f2 )
p o l i t o p o g = p o l i t o p o a s o c i a d o ( g )

# debemos c l a s i f i c a r l o s v e r t i c e s de f1 , f 2 y g e n t r e p o s i t i v o s y n e g a t i v o s ,
# para e s t o debemos r e c u p e r a r e l monomio que c o r r e s p o n d e a l v é r t i c e y
# mirar e l s i g n o d e l c o e f i c i e n t e .

v e r t i c e s p o s i t i v o s f 1 = [ ]

f o r v e r t i c e in p o l i t o p o f 1 :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f f1 . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :

v e r t i c e s p o s i t i v o s f 1 . append ( v e r t i c e )

v e r t i c e s p o s i t i v o s f 2 = [ ]

f o r v e r t i c e in p o l i t o p o f 2 :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f f2 . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :
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v e r t i c e s p o s i t i v o s f 2 . append ( v e r t i c e )

v e r t i c e s p o s i t i v o s g = [ ]
v e r t i c e s n e g a t i v o s g = [ ]

f o r v e r t i c e in p o l i t o p o g :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f g . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :

v e r t i c e s p o s i t i v o s g . append ( v e r t i c e )
e l s e :

v e r t i c e s n e g a t i v o s g . append ( v e r t i c e )

# buscamos v e r t i c e s de modo que l o s conos c o r r e s p o n d i e n t e s se i n t e r s e q u e n
f o r a l f a 1 in v e r t i c e s p o s i t i v o s f 1 :

f o r a l f a 2 in v e r t i c e s p o s i t i v o s f 2 :
i f i n t e r s e c c i o n c o n o s ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 , a l f a 1 , a l f a 2 ) . s u c c e s s :

f o r b e t a m a s in v e r t i c e s p o s i t i v o s g :
i f i n t e r s e c c i o n c o n o s g e n e r a l i z a d a ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 ,
p o l i t o p o g , a l f a 1 , a l f a 2 , b e t a m a s ) . s u c c e s s :

f o r be t a menos in v e r t i c e s n e g a t i v o s g :
i f i n t e r s e c c i o n c o n o s g e n e r a l i z a d a ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 ,
p o l i t o p o g , a l f a 1 , a l f a 2 , be t a menos ) . s u c c e s s :

p r i n t ( ’ a l f a 1 = ’ , a l f a 1 )
p r i n t ( ’ a l f a 2 = ’ , a l f a 2 )
p r i n t ( ’ b e t a m a s = ’ , b e t a m a s )
p r i n t ( ’ be t a menos = ’ , be t a menos )
pun to1 = i n t e r s e c c i o n c o n o s g e n e r a l i z a d a ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 ,
p o l i t o p o g , a l f a 1 , a l f a 2 , b e t a m a s ) . x
pun to2 = i n t e r s e c c i o n c o n o s g e n e r a l i z a d a ( p o l i t o p o f 1 , p o l i t o p o f 2 ,
p o l i t o p o g , a l f a 1 , a l f a 2 , be t a menos ) . x
re turn b u s c a r p u n t o g e n e r a l i z a d a ( punto1 , punto2 , f1 , f2 , g )

re turn ”No hay i n t e r s e c c i o n e n t r e e l i n t e r i o r de l o s conos ”

def b u s c a r p u n t o g e n e r a l i z a d a ( punto1 , punto2 , f1 , f2 , g ) :
T = 2

whi le g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 ) ) < 0 or
g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to2 ))> 0 or
np . amin ( e x p o n e n c i a r e l s e g m e n t o ( punto1 , punto2 , f1 , T ) , None ) < 0 . 1 or
np . amin ( e x p o n e n c i a r e l s e g m e n t o ( punto1 , punto2 , f2 , T ) , None ) < 0 . 1 :

T = 2*T

a = 0
b = 1
r f i n a l = 1
whi le abs ( g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 *(1 − r f i n a l ) ) ) ) > t o l :
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f a = g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * a + pun to2 * (1 − a ) ) )
fb = g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * b + pun to2 * (1 − b ) ) )
r f i n a l = ( a * fb −b* f a ) / ( fb − f a )
i f g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 * (1 − r f i n a l ) ) ) *
g . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * a + pun to2 * (1 − a ) ) ) < 0 :

b = r f i n a l
e l s e :

a = r f i n a l

p u n t o f i n a l = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r i in range ( d imens ion ) :

p u n t o f i n a l [ i ] = np . power ( T , r f i n a l * pun to1 [ i ] + (1 − r f i n a l ) * pun to2 [ i ] )

p r i n t ( ’ El pun to o b t e n i d o es ’ , p u n t o f i n a l )
p r i n t ( ’ Al e v a l u a r h6 en e l pun to obtenemos ’ , g . e v a l u a r ( p u n t o f i n a l ) )
p r i n t ( ’ Al e v a l u a r h4 obtenemos ’ , f1 . e v a l u a r ( p u n t o f i n a l ) )
p r i n t ( ’ Al e v a l u a r h5 obtenemos ’ , f2 . e v a l u a r ( p u n t o f i n a l ) )

re turn p u n t o f i n a l

# corremos e l a l g o r i t m o para p o l i n o m i o s má s s i m p l e s
# ( Pero n o t a r que l o s grados son s i m i l a r e s )

h 4 s t r = ” 96* k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **4* y8 + 128* k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **3* y8 **2 + 88*k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **3* y8 + 40* k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 **3 + 52* k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 **2 + 16* k **19* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 + 192* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **4* y8 **2 + 768* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **4* y8 + 256* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 **3 + 1488* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 **2 + 848* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 + 80* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **4 + 808* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **3 + 904* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **2 + 260* k **19* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 + 120* k **19* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **4 + 216* k **19* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **3 + 126* k **19* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **2 + 24* k **19* y1 **7* y2 **3* y5*y8 + 96*k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 **3 + 768* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 **2 + 1440* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 + 128* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **3* y8 **4 + 1400* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **3* y8 **3 + 3824* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **3* y8 **2 + 1848* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **3* y8 + 40* k **19* y1 **7* y2 **2* y5 **2* y8 **5 + 6384573* k **8* y1 **7* y2 **2* y8 − 3696* k **8* y1 **6* y2 **8* y5 **4* y8 **4 − 7392* k **8* y1 **6* y2 **7* y5 **4* y8 **5 ”

h 5 s t r =” 320* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **5* y8 + 768* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **4* y8 **2 + 640* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **4* y8 + 592* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **3* y8 **3 + 1024* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **3* y8 **2 + 460* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **3* y8 + 144* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 **4 + 368* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 **3 + 308* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 **2 + 80* k **22* y1 **7* y2 **4* y5 **2* y8 + 640* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **5* y8 **2 + 2560* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **5* y8 + 1536* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **4* y8 **3 + 8384* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **4* y8 **2 + 5600* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **4* y8 + 1184* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 **4 + 9088* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 **3 + 12184* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 **2 + 4640* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **3* y8 + 288* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **5 + 3664* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **4 + 7520* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **3 + 5540* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 **2 + 1330* k **22* y1 **7* y2 **3* y5 **2* y8 + 432* k **22* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **5 + 1320* k **22* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **4 + 1476* k **22* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **3 + 702* k **22* y1 **7* y2 **3* y5*y8 **2 + 120* k **22* y1 **7* y2 **3* y5*y8 + 320* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **5* y8 **3 + 2560* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **5* y8 **2 + 4800* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **5* y8 + 768* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 **4 + 7744* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 **3 + 20640* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 **2 + 11360* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **4* y8 + 592* k **22* y1 **7* y2 **2* y5 **3* y8 **5 + 6953336* k **12* y1 **3* y2 **2* y8 − 274560* k **12* y1 **2* y2 **11* y5 **5* y8 **3 − 549120* k **12* y1 **2* y2 **11* y5 **4* y8 **4 − 2676960* k **12* y1 **2* y2 **11* y5 **4* y8 **3 ”

h 6 s t r = ” 2333462222* k **13* y1 **5* y2 **7* y5 **6* y8 + 6493784* k **6* y1 **5* y2 **4* y5 **3* y8 **8 − 840742814* k **6* y1 **5* y2 **4* y5 **3* y8 **7 − 177784* k*y1 **3* y2 **6* y5 **4* y8 **4 + 6431121* k*y1 **3* y2 **6* y5 **4* y8 **3 + 15968386* k*y1 **3* y2 **6* y5 **4* y8 **2 + 9837960* k*y1 **3* y2 **6* y5 **4* y8 + 36540* k*y1 **3* y2 **6* y5 **3* y8 **5 + 6449202* k*y1 **3* y2 **6* y5 **3* y8 **4 − 15336013* k **3* y1 **2* y2 **5* y5 **5* y8 **4 − 79606141* k **3* y1 **2* y2 **5* y5 **5* y8 **3 + 272133971* k **3* y1 **2* y2 **5* y5 **5* y8 **2 + 345957656* k **3* y1 **2* y2 **5* y5 **5* y8 ”

@ t i t l e T r a n s f o r m a r s t r i n g en p o l i n o m i o

def t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , s t r i n g ) :
num begin = 0
num end = l e n ( s t r i n g )
h a y p o t e n c i a = F a l s e
p o t e n c i a = 1

i f s t r i n g [ 0 ] == ’ y ’ or s t r i n g [ 0 ] == ’ k ’ :
c o e f i c i e n t e = 1

e l i f ’ y ’ in s t r i n g and ’ k ’ in s t r i n g :
num end = min ( s t r i n g . f i n d ( ’ y ’ ) , s t r i n g . f i n d ( ’ k ’ ) ) − 1
c o e f i c i e n t e = f l o a t ( s t r i n g [ : num end ] )

e l i f ’ y ’ in s t r i n g :
num end = s t r i n g . f i n d ( ’ y ’ ) − 1
c o e f i c i e n t e = f l o a t ( s t r i n g [ : num end ] )

e l i f ’ k ’ in s t r i n g :
num end = s t r i n g . f i n d ( ’ k ’ ) − 1
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c o e f i c i e n t e = f l o a t ( s t r i n g [ : num end ] )

# en e s t e caso obtenemos e l t e r m i n o i n d e p e n d i e n t e
e l s e :

i f ’ 10ˆ ’ in s t r i n g :
num end = s t r i n g . f i n d ( ’ 10ˆ ’ ) − 1
c o e f i c i e n t e = f l o a t ( s t r i n g [ : num end ] )
p o t e n c i a = 10 ** ( i n t ( s t r i n g [ num end + 4 : ] ) )
c o e f i c i e n t e = s i g n o * c o e f i c i e n t e * p o t e n c i a
re turn c o e f i c i e n t e

re turn f l o a t ( s t r i n g [ : num end ] )

i f ’ 10ˆ ’ in s t r i n g :
num end = s t r i n g . f i n d ( ’ 10ˆ ’ ) − 1
h a y p o t e n c i a = True

i f h a y p o t e n c i a :
f i n a l e x p o n e n t e = s t r i n g [ num end + 1 : ] . f i n d ( ’ * ’ ) + num end + 1
p o t e n c i a = 10 ** ( i n t ( s t r i n g [ num end + 4 : f i n a l e x p o n e n t e ] ) )

c o e f i c i e n t e = s i g n o * c o e f i c i e n t e * p o t e n c i a

e x p o n e n t e s = [ ]
f o r v a r i a b l e in V. s i m b o l o s :

i f v a r i a b l e in s t r i n g :
j = s t r i n g . f i n d ( v a r i a b l e )
l = l e n ( v a r i a b l e )
i f j + l < l e n ( s t r i n g ) − 1 and s t r i n g [ j + l ] == ’ ˆ ’ :

exp end = j + l + 1
whi le s t r i n g [ exp end ] . i s d i g i t ( ) and exp end < l e n ( s t r i n g ) −1 :

exp end += 1
i f exp end == j + l + 1 :

e x p o n e n t e s . append ( ( v a r i a b l e , i n t ( s t r i n g [ j + l + 1 ] ) ) )
e l s e :

e x p o n e n t e s . append ( ( v a r i a b l e , i n t ( s t r i n g [ j + l +1 : exp end ] ) ) )

e l s e :
e x p o n e n t e s . append ( ( v a r i a b l e , 1 ) )

l l a v e = t u p l e ( e x p o n e n t e s )
re turn { l l a v e : c o e f i c i e n t e }

def t r a n s f o r m a r e n p o l i n o m i o ( s t r i n g ) :
Res = Po l inomio ( ’ Res ’ )
m = l e n ( s t r i n g )
temp = s t r i n g
end = 0
b e g i n = 0
s i g n o = 1
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g l o = 1

i f temp [ 0 ] == ’− ’ :
temp = temp [ 1 : ]
s i g n o = −1
b e g i n = 1

i f ’+ ’ in temp and ’− ’ in temp :
end = min ( temp . f i n d ( ’+ ’ ) , temp . f i n d ( ’− ’ ) )

e l i f ’+ ’ in temp :
end = temp . f i n d ( ’+ ’ )

e l i f ’− ’ in temp :
end = temp . f i n d ( ’− ’ )
s i g n o = −1

e l s e :
end = m+1

f i n a l i z a d o = F a l s e
monomio = s t r i n g [ b e g i n : end ]

i f i s i n s t a n c e ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) , f l o a t ) :
Res . e l e g i r t e r m i n o i n d e p e n d i e n t e ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) )

e l s e :
Res . ag rega r monomios ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) )

whi le not f i n a l i z a d o :
s i g n o = 1

i f ’+ ’ in temp and ’− ’ in temp :
b e g i n = min ( temp . f i n d ( ’+ ’ ) , temp . f i n d ( ’− ’ ) ) + 1
i f temp [ b e g i n − 1] == ’− ’ :

s i g n o = −1
e l i f ’+ ’ in temp :

b e g i n = temp . f i n d ( ’+ ’ ) + 1
e l i f ’− ’ in temp :

b e g i n = temp . f i n d ( ’− ’ ) + 1
s i g n o = −1

e l s e :
b e g i n = 0

temp = temp [ b e g i n : ]

i f ’+ ’ in temp and ’− ’ in temp :
end = min ( temp . f i n d ( ’+ ’ ) , temp . f i n d ( ’− ’ ) )

e l i f ’+ ’ in temp :
end = temp . f i n d ( ’+ ’ )

e l i f ’− ’ in temp :
end = temp . f i n d ( ’− ’ )

e l s e :
end = m+1
f i n a l i z a d o = True
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monomio = temp [ : end ]
i f i s i n s t a n c e ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) , f l o a t ) :

Res . e l e g i r t e r m i n o i n d e p e n d i e n t e ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) )
e l s e :

Res . ag rega r monomios ( t r a n s f o r m a r m o n o m i o ( s igno , monomio ) )

re turn Res

h 4 s t r = h 4 s t r . r e p l a c e ( ” ” , ” ” )
h 4 s t r = h 4 s t r . r e p l a c e ( ” ** ” , ” ˆ ” )
h4 = t r a n s f o r m a r e n p o l i n o m i o ( h 4 s t r )
h 5 s t r . r e p l a c e ( ” ” , ” ” )
h 5 s t r = h 5 s t r . r e p l a c e ( ” ** ” , ” ˆ ” )
h5 = t r a n s f o r m a r e n p o l i n o m i o ( h 5 s t r )
h 6 s t r . r e p l a c e ( ” ” , ” ” )
h 6 s t r = h 6 s t r . r e p l a c e ( ” ** ” , ” ˆ ” )
h6 = t r a n s f o r m a r e n p o l i n o m i o ( h 6 s t r )

t 0 = t ime . p e r f c o u n t e r ( )
r e s = a l g o r i t m o d e p o l i t o p o d e n e t w o n g e n r e a l i z a d o ( h4 , h5 , h6 )
t f = t ime . p e r f c o u n t e r ( )

p r i n t ( ’ El t i empo de e j e c u c i ón f u e ’ , t f − t 0 )

h 6 p o l = Poly ( h 6 s t r )

h 6 d e r i v a d o = h 6 p o l . d i f f ( ’ k ’ )

# l o e s c r i b i m o s como d i c c i o n a r i o para poder e v a l u a r l o , de acuerdo a ’ . e v a l ( ) ’ de Sympy

p u n t o d i c t = {}

f o r v a r i a b l e in V. s i m b o l o s :
j = V. n u m e r o d e v a r i a b l e ( v a r i a b l e )
p u n t o d i c t . u p d a t e ({ v a r i a b l e : r e s [ j ] } )

p r i n t ( ’ La d e r i v a d a de h6 en e l pun to es ’ , h 6 d e r i v a d o . e v a l ( p u n t o d i c t ) )

A.1.3. Aplicación a Otro Sistema

# Apl i camos l a s i d e a s d e l a l g o r i t m o a o t r o s i s t e m a

V = V a r i a b l e s ( ’V’ )

x , y , z , w = symbols ( ” x y z w” )
k1 , k2 , k3 , k4 = symbols ( ” k1 k2 k3 k4 ” )

D1 = k2 − k3*y + k3* z + k4*x + k4* z
D2 = D1*( − k2*k3*y +k2*k3* z+k2*k4*x+k3*k4*x*z−k3*k4*y* z + k3*k4* z **2) −2* k2*k3*k4*x* z
D2 = expand ( D2 )
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# Por Liu , queremos D1>0, D2=0
# ( y l a d e r i v a d a de D2 r e s p e c t o d e l par á metro c o r r e s p o n d i e n t e no nu la )

#Por i n s p e c c i ón , notamos que y =1 , k3 = 1 es una buena s u s t i t u c i ón ,
# ya que l o s t é rminos de D1 quedan p o s i t i v o s y por ende para v a r i a b l e s
# s u f i c i e n t e m e n t e grandes de x , y , z t enemos que D1>0

C1 = D1 . subs ( [ ( y , 1 ) , ( k3 , 1 ) ] )
C2 = D2 . subs ( [ ( y , 1 ) , ( k3 , 1 ) ] )

C2 = expand ( C2 )
C2 = C2 . subs ( [ ( x , y1 ) , ( z , y2 ) ] )
C 2 s t r = s t r ( C2 )
C 2 s t r = C 2 s t r . r e p l a c e ( ” ” , ” ” )
C 2 s t r = C 2 s t r . r e p l a c e ( ” ** ” , ” ˆ ” )

l i s t a v a r i a b l e s = [ ’ y1 ’ , ’ y2 ’ , ’ k2 ’ , ’ k3 ’ , ’ k4 ’ ]
f o r v a r i a b l e in l i s t a v a r i a b l e s :

V. a g r e g a r v a r i a b l e ( v a r i a b l e )

d imens ion = l e n (V. s i m b o l o s )
C2 pol = t r a n s f o r m a r e n p o l i n o m i o ( C 2 s t r )

# c a l c u l a m o s e l p o l ı́ t opo asoc iado , debemos m o d i f i c a r l a f u n c i ón d eb id o a que t i e n e
# ’ pocos t e r m i n o s ’ y que c o n e x h u l l n e c e s i t a que e l p o l ı́ t opo
# t e n g a d i m e n s i ón = a l a c a n t i d a d de v a r i a b l e s

def p o l i t o p o a s o c i a d o m o d i f i c a d o ( p o l i n o m i o ) :
temp = p o l i n o m i o . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s . keys ( )
e x p o n e n t e s = [ ]
v e r t i c e s p o l i t o p o = [ ]
f o r mon in temp :

pun to = v e r t i c e a s o c i a d o ( mon )
e x p o n e n t e s . append ( pun to )

e x p o n e n t e s g u a r d a d o s = e x p o n e n t e s

e x p o n e n t e s = np . d e l e t e ( exponen t e s , 3 , a x i s =1)

h u l l = ConvexHull ( e x p o n e n t e s )
i n d i c e s = h u l l . v e r t i c e s
f o r i in i n d i c e s :

v e r t i c e s p o l i t o p o . append ( e x p o n e n t e s g u a r d a d o s [ i ] )
re turn v e r t i c e s p o l i t o p o

p o l i t o p o = p o l i t o p o a s o c i a d o m o d i f i c a d o ( C2 pol )

# separamos l o s v e r t i c e s de C2 en p o s i t i v o s y n e g a t i v o s .
#Como para T s u f i c i e n t e m e n t e grandes C1 es p o s i t i v o ,
# d i r e c t a m e n t e r e a l i z a m o s l a o p t i m i z a c i ón

v e r t i c e s p o s i t i v o s C 2 = [ ]
v e r t i c e s n e g a t i v o s C 2 = [ ]
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f o r v e r t i c e in p o l i t o p o :
monomio = [ ]
f o r i in range ( d imens ion ) :

v a r i a b l e = V. s i m b o l o s [ i ]
i f v e r t i c e [ i ] > 0 :

d u p l a = ( v a r i a b l e , i n t ( v e r t i c e [ i ] ) )
monomio . append ( d u p l a )

monomio = t u p l e ( monomio )
i f C2 pol . v a r i a b l e s y c o e f i c i e n t e s [ monomio ] > 0 :

v e r t i c e s p o s i t i v o s C 2 . append ( v e r t i c e )
e l s e :

v e r t i c e s n e g a t i v o s C 2 . append ( v e r t i c e )

# e s c o j e m o s un v e r t i c e de cada uno

b e t a m a s = v e r t i c e s p o s i t i v o s C 2 [ 0 ]
be t a menos = v e r t i c e s n e g a t i v o s C 2 [ 1 ]
p o l i t o p o t r i v i a l = [ ]
v e r t i c e t r i v i a l = np . z e r o s ( d imens ion )

# buscamos un pun to i n t e r i o r a cada uno , podemos r e p e t i r e l argumento de
# programaci ón d i n á mica con e l p o l ı́ t opo nu lo

pun to1 = i n t e r s e c c i o n c o n o s ( p o l i t o p o , p o l i t o p o , be ta mas , b e t a m a s ) . x
pun to2 = i n t e r s e c c i o n c o n o s ( p o l i t o p o , p o l i t o p o , be ta menos , be t a menos ) . x

# con un v a l o r r a z o n a b l e m e n t e grande de T , podemos a n u l a r e l ’ −1 ’ que
# es l a u n i c a p a r t e n e g a t i v a de C1 . Probamos T=2
T = 2

# usamos b i s e c c i ón
whi le C2 pol . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , b e t a m a s ) ) < 0 or
C2 pol . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to2 ))> 0 :

T = 2*T
a = 0
b = 1
r f i n a l = 1
t o l = 1e −08
whi le abs ( C2 pol . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 *(1 − r f i n a l ) ) ) ) > t o l :

r f i n a l = ( a+b ) / 2
i f C2 pol . e v a l u a r ( e x p o n e n c i a r v a l o r ( T , pun to1 * r f i n a l + pun to2 *(1 − r f i n a l ) ) ) > 0 :

b = r f i n a l
e l s e :

a = r f i n a l

p u n t o f i n a l = np . z e r o s ( d imens ion )
f o r i in range ( d imens ion ) :

p u n t o f i n a l [ i ] = np . power ( T , r f i n a l * pun to1 [ i ] + (1 − r f i n a l ) * pun to2 [ i ] )

# evaluamos en C1 y v e r i f i c a m o s que da p o s i t i v o
# der i vamos D2 y v e r i f i c a m o s que no da 0
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D 2 d e r i v a d o = d i f f ( D2 , k1 )

C1 en pun to = C1 . subs ( [ ( x , p u n t o f i n a l [ 0 ] ) , ( y , 1 ) , ( z , p u n t o f i n a l [ 1 ] ) , ( k3 , 1 ) ,
( k1 , p u n t o f i n a l [ 2 ] ) , ( k2 , p u n t o f i n a l [ 3 ] ) , ( k4 , p u n t o f i n a l [ 4 ] ) ] )
D 2 d e r i v a d o e n p u n t o = D2 . subs ( [ ( x , p u n t o f i n a l [ 0 ] ) , ( y , 1 ) , ( z , p u n t o f i n a l [ 1 ] ) , ( k3 , 1 ) ,
( k1 , p u n t o f i n a l [ 2 ] ) , ( k2 , p u n t o f i n a l [ 3 ] ) , ( k4 , p u n t o f i n a l [ 4 ] ) ] )
p r i n t ( ’ El pun to o b t e n i d o es x= ’ , p u n t o f i n a l [ 0 ] , ’ , y = 1 , z = ’ , p u n t o f i n a l [ 1 ] , ’ ,
con c o n s t a n t e s de r e a c c i ón k1 = ’ , p u n t o f i n a l [ 2 ] , ’ , k2 = ’ , p u n t o f i n a l [ 3 ] , ’ ,
k3 = 1 , k4 = ’ , p u n t o f i n a l [ 4 ] )
p r i n t ( ’ Al e v a l u a r D2 en e l pun to obtenemos ’ , C2 pol . e v a l u a r ( p u n t o f i n a l ) )
p r i n t ( ’ Al e v a l u a r D1 en e l pun to obtenemos ’ , C1 en pun to )
p r i n t ( ’ La d e r i v a d a de D2 con r e s p e c t o a k1 en e l pun to da ’ , D 2 d e r i v a d o e n p u n t o )

A.2. Código de Otros Programas

Introducimos el código escrito para la sección 4.2.

Función crı́tica

import numpy as np
import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

from sympy import *
# from sympy i m p o r t Ma t r i x
# from sympy . abc i m p o r t x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12
x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12 = symbols ( ” x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 ” )
a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , a6 , a7 , a8 , a9 , a10 , a11 , a12 , a13 = symbols ( ” a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 ” )
c1 , c2 , c3 = symbols ( ” c1 c2 c3 ” )
k1 , k3 , ko f f , kca t , m2 , m3 , l1 , l3 , l o f f , l c a t , n1 , n3 = symbols ( ” k1 k3 k o f f k c a t m2 m3 l 1 l 3 l o f f l c a t n1 n3 ” )

# Asumimos k on=l o n =0

h1 = x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 − c1
h2 = x2 + x7 + x8 + x11 − c2
h3 = x3 + x4 + x5 + x6 − c3
h4 = a12 *x3* x12 − x4
h5 = a3 *x4 − x5 − a2 *x8
h6 = a13 *x3*x9 − x6
h7 = a5 *x11 − a4 *x6 − x7
h8 = a11 *x2* x10 − x8
h9 = a9 *x7 − x6
h10 = a7 *x5 − x8
h11 = a10 *x1*x2 − x11
h12 = x7 − a1 *x5

# Calcu lamos l a m a t r i z j a c o b i a n a r e s p e c t o de x1 , . . . , x12

H = M at r i x ( [ h1 , h2 , h3 , h4 , h5 , h6 , h7 , h8 , h9 , h10 , h11 , h12 ] )
X = M at r i x ( [ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12 ] )
J = H. j a c o b i a n (X)

D = J . d e t ( )
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# S u s t i t u i m o s con l a p a r a m e t r i z a c i ón ( a2 , a4 , x1 , . . . , x12 ) −>
# ( a1 , a3 , a5 , a7 , a9 , a10 , a11 , a12 , a13 , x1 , . . . , x12 )
Ds = D. subs ( [ ( a1 , x7 / x5 ) , ( a3 , ( a2 *x8+x5 ) / x4 ) , ( a5 , ( a4 *x6+x7 ) / x11 ) , ( a7 , x8 / x5 ) ,
( a9 , x6 / x7 ) , ( a10 , x11 / ( x1*x2 ) ) , ( a11 , x8 / ( x2* x10 ) ) , ( a12 , x4 / ( x3* x12 ) ) , ( a13 , x6 / ( x3*x9 ) ) ] )

# S u s t i t u i m o s a2=m3 / l c a t , a4=n3 / k c a t
Dss = Ds . subs ( [ ( a2 , m3 / l c a t ) , ( a4 , n3 / k c a t ) ] )

Dss t = t o g e t h e r ( Dss )

p r i n t ( Dss t )
# Observamos que e l numerador es n e g a t i v o y e l denominador es p o s i t i v o
# ya que t o d a s l a s v a r i a b l e s son no n e g a t i v a s

Verificación de estabilidad

import numpy as np
import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

from sympy import *
# from sympy i m p o r t Ma t r i x
# from sympy . abc i m p o r t x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12
x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12 = symbols ( ” x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 ” )
a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , a6 , a7 , a8 , a9 , a10 , a11 , a12 , a13 = symbols ( ” a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 ” )
c1 , c2 , c3 = symbols ( ” c1 c2 c3 ” )
k1 , k3 , ko f f , kca t , m2 , m3 , l1 , l3 , l o f f , l c a t , n1 , n3 , kon = symbols ( ” k1 k3 k o f f k c a t m2 m3 l 1 l 3 l o f f l c a t n1 n kon ” )

h1 = x1 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 − c1
h2 = x2 + x7 + x8 + x11 − c2
h3 = x3 + x4 + x5 + x6 − c3
h4 = a12 *x3* x12 − x4
h5 = a3 *x4 − x5 − a2 *x8
h6 = a13 *x3*x9 − x6
h7 = a5 *x11 − a4 *x6 − x7
h8 = a11 *x2* x10 − x8
h9 = a9 *x7 − x6 − a8 *x2*x9
h10 = a7 *x5 − x8
h11 = a10 *x1*x2 − x11
h12 = x7 − a1 *x5

# Calculamos l a m a t r i z j a c o b i a n a r e s p e c t o de x1 , . . . , x12

H = M at r i x ( [ h1 , h2 , h3 , h4 , h5 , h6 , h7 , h8 , h9 , h10 , h11 , h12 ] )
X = M at r i x ( [ x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12 ] )
J = H. j a c o b i a n (X)

# f i j a m o s l a s c o n s t a n t e s de r e a c c i o n como en l a d e m o s t r a c i o n
J s = J . subs ( [ ( a1 , x7 / x5 ) , ( a3 , ( a2 *x8+x5 ) / x4 ) , ( a5 , ( a4 *x6+x7 ) / x11 ) , ( a7 , x8 / x5 ) ,
( a9 , ( a8 *x2*x9+x6 ) / x7 ) , ( a10 , x11 / ( x1*x2 ) ) , ( a11 , x8 / ( x2* x10 ) ) , ( a12 , x4 / ( x3* x12 ) ) , ( a13 , x6 / ( x3*x9 ) ) ] )
J s s = J s . subs ( [ ( a2 , m3 / l c a t ) , ( a4 , n3 / k c a t ) , ( a8 , kon / n3 ) ] )
J s s s = J s s . subs ( [ ( c1 , 4 6 ) , ( c2 , 1 3 ) , ( c3 , 1 3 ) , ( k1 , 2 ) , ( k3 , 1 . 1 ) , ( kca t , 1 ) , ( kon , 5 ) , ( ko f f , 1 5 ) ,
( l1 , 2 ) , ( l3 , 1 . 1 ) , ( l c a t , 1 ) , ( l o f f , 1 0 ) , ( m2 , 2 0 ) , ( m3 , 1 0 ) , ( n1 , 2 0 ) , ( n3 , 1 0 ) ] )

# evaluamos ahora l a m a t r i z j a c o b i a n a en l o s d i s t i n t o s p u n t o s de e q u i l i b r i o
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J s s s 1 = J s s s . subs ( [ ( x1 , 2 0 . 7 2 1 0 7 7 5 5 ) , ( x2 , 0 . 2 9 5 6 8 7 7 2 0 3 ) , ( x3 , 3 . 2 4 8 7 8 9 1 8 1 ) ,
( x4 , 7 . 8 2 1 8 5 0 6 2 6 ) , ( x5 , 0 . 7 8 2 1 8 5 0 6 2 6 ) , ( x6 , 1 . 1 4 7 1 7 5 1 3 1 ) , ( x7 , 0 . 7 8 2 1 8 5 0 6 2 6 ) ,
( x8 , 0 . 7 8 2 1 8 5 0 6 2 6 ) , ( x9 , 0 . 1 7 6 5 5 4 2 5 8 7 ) , ( x10 , 1 . 3 2 2 6 5 3 9 5 0 ) , ( x11 , 1 1 . 1 3 9 9 4 2 1 5 ) ,
( x12 , 1 . 3 2 4 1 9 1 1 3 8 ) ] )

# p r i n t ( J s s s 1 )

e = np . l i n a l g . e i g ( np . a r r a y ( J s s s 1 ) . a s t y p e ( np . f l o a t 6 4 ) )
p r i n t ( e [ 0 ] )

Hurwitz Aplicado al Otro Sistema

import numpy as np
import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

from sympy import *
# from sympy i m p o r t Ma t r i x
# from sympy . abc i m p o r t x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 , x11 , x12
x , y , z , w = symbols ( ” x y z w” )
k1 , k2 , k3 , k4 = symbols ( ” k1 k2 k3 k4 ” )

# Red

f1 = k1 − k2*x −k4*x* z
f2 = k2*x−k3*y* z
f3 = k3*y* z − k4*x* z

# Calculamos l a m a t r i z j a c o b i a n a r e s p e c t o de x , y , z

H = Mat r i x ( [ f1 , f2 , f3 ] )
X = Mat r i x ( [ x , y , z ] )
J = H. j a c o b i a n (X)

p = J . c h a r p o l y (w)

p r i n t ( p )

D1 = k2 − k3*y + k3* z + k4*x + k4* z
D2 = D1*( − k2*k3*y+k2*k3* z+k2*k4*x+k3*k4*x*z−k3*k4*y* z + k3*k4* z **2) −2* k2*k3*k4*x* z

Simulaciones de Oscilaciones de ERK reducido

import numpy as np
import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
from s c i p y . i n t e g r a t e import s o l v e i v p

def f ERK ( t , x , k1 , k3 , kca t , ko f f ,m, l1 , l3 , l c a t , l o f f , n ) :
x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 , x8 , x9 , x10 = x
dx1 = −k1*x1*x2+n*x6*x8+ l c a t * x10
dx2 = −k1*x1*x2+ k c a t *x4+ k o f f *x4
dx3 = k1*x1*x2−k3*x3
dx4 = k3*x3− k c a t *x4− k o f f *x4
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dx5 = m*x2*x7− l 1 *x5*x8+ k c a t *x4
dx6 = −n*x6*x8+ k o f f *x4
dx7 = −m*x2*x7+ l o f f * x10
dx8 = − l 1 *x5*x8+ l o f f *x10+ l c a t * x10
dx9 = l 1 *x5*x8− l 3 *x9
dx10 = − l o f f * x10+ l 3 *x9− l c a t * x10
re turn [ dx1 , dx2 , dx3 , dx4 , dx5 , dx6 , dx7 , dx8 , dx9 , dx10 ]

k c a t = 3
a = 28 .7459

a rgumen tos = ( k c a t +1)* a * * 2 , ( k c a t +1)* a **2 , kca t , 1 , a , k c a t * a **2+1 ,
( k c a t * a * * 2 + 1 ) / a **2 , k c a t * a **2 ,1 ,1

p r i n t ( a rgumen tos )

t 0 =0
tF = 5

x0 = [ 1 , 1 , 1 , a * * 2 , 1 + 0 . 0 5 , a * * 2 − 0 . 05 ,1 / a , 1 , a * * 2 , 1 ]

s o l = s o l v e i v p ( f ERK , [ t0 , tF ] , x0 , a r g s =( a rgumen tos ) ,

d e n s e o u t p u t =True , method= ’BDF ’ )

t = np . l i n s p a c e ( t0 , tF , 300)

z = s o l . s o l ( t )

p l t . p l o t ( t , z [ 0 ] . T , l a b e l = ’ x1 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 1 ] . T , l a b e l = ’ x2 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 2 ] . T , l a b e l = ’ x3 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 4 ] . T , l a b e l = ’ x5 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 6 ] . T , l a b e l = ’ x7 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 7 ] . T , l a b e l = ’ x8 ’ )
p l t . p l o t ( t , z [ 9 ] . T , l a b e l = ’ x10 ’ )
p l t . l e g e n d ( )
p l t . show ( )

p l t . p l o t ( x0 [ 0 ] , x0 [ 2 ] , ’ *g ’ , l a b e l = ’ v a l o r i n i c i a l ’ , m a r k e r s i z e =15)
p l t . p l o t ( z [ 0 ] . T , z [ 2 ] . T )
p l t . p l o t ( z [ 0 ] . T [ − 1 ] , z [ 2 ] . T [ − 1 ] , ’ *m’ , l a b e l = ’ v a l o r f i n a l ’ , m a r k e r s i z e =15)
p l t . x l a b e l ( ’ x1 ’ )
p l t . y l a b e l ( ’ x3 ’ )
p l t . l e g e n d ( )
p l t . show ( )

Cálculo de h4, h5, h6.

import sympy as sp
from sympy import *
from sympy . abc import k , a , b , c , d
from i t e r t o o l s import p e r m u t a t i o n s
import t ime
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k , y1 , y2 , y5 , y8 = symbols ( ’ k y1 y2 y5 y8 ’ )

def m a t r i z d e h u r w i t z ( l i s t a p o l i n o m i o ) :
n = l e n ( l i s t a p o l i n o m i o )
M = np . z e r o s ( [ n , n ] )
M = sp . Ma t r i x (M)
f o r i in range ( n ) :

f o r j in range ( n ) :
i f 2* i − j <0 or 2* i − j > n −1:

M[ i , j ] = 0
e l s e :

M[ i , j ] = l i s t a p o l i n o m i o [2* i +− j ]
re turn M

def s u b d e t e r m i n a n t e (M, k ) :
S = M at r i x ( np . z e r o s ( [ k , k ] ) )
f o r i in range ( k ) :

f o r j in range ( k ) :
S [ i , j ] = M[ i , j ]

S = S . a p p l y f u n c ( lambda p : p . a s e x p r ( ) )
sum = 0
f o r perm in p e r m u t a t i o n s ( range ( 0 , k ) ) :

p rod = p e r m p a r i t y ( perm )
f o r i in range ( k ) :

p rod = prod * S [ i , perm [ i ] ]
sum += prod

re turn sum

def p e r m p a r i t y ( l s t ) :
f o r i in range ( 0 , l e n ( l s t ) − 1 ) :

i f l s t [ i ] != i :
s i g n o *= −1
mn = min ( range ( i , l e n ( l s t ) ) , key= l s t . g e t i t e m )
l s t = l i s t ( l s t )
l s t [ i ] , l s t [mn] = l s t [mn ] , l s t [ i ]
l s t = t u p l e ( l s t )

re turn s i g n o

p 7 = po ly ( 1 , [ k ] )
p 6 = po ly ( ( ( y2 + ( k + 1)* y1*y2 ) / y2 + ( y8 + ( k + 1)* y5*y8 ) / y8 + ( k + 1)* y8 + ( k + 1)* y2 + 4*k + 4) )
p 5 = po ly ( ( ( k + 1)* y1 + ( ( y8 + ( k + 1)* y5*y8 ) * ( y2 + ( k + 1)* y1*y2 ) / y8 + ( y2 / y1 + ( k + 1)* y8 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 * ( ( k + 1)* y8 + 4*k + 4 ) ) / y2 + ( k + 1)* y5 + ( ( y8 + ( k + 1)* y5*y8 ) * ( k + 1)* y2 + ( y8 / y5 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *(4* k + 4 ) ) / y8 + ( ( k + 1)* y8 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y2 + (4* k + 4 ) * ( k + 1)* y8 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) )
p 4 = po ly ( ( ( ( y8 + ( k + 1)* y5*y8 ) / y8 + ( k + 1)* y8 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y1 + ( ( k + 1)* y5 *( y2 + ( k + 1)* y1*y2 ) + ( ( ( y2 / y1 + y8 / y5 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *( y2 / y1 + 4*k + 4 ) ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 * ( ( y8 / y5 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *(4* k + 4 ) ) ) / y8 + ( ( y2 / y1 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y8 + (4* k + 4)* y2 / y1 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y1*y2 + ( ( 4 * k + 4 ) * ( k + 1)* y8 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * y2 ) / y2 + ( k + 1)* y5 * ( ( k + 1)* y2 + 4*k + 4) + ( ( ( y8 / y5 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *(4* k + 4 ) ) * ( k + 1)* y2 + ( ( 4 * k + 4)* y8 / y5 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) ) / y8 + ( ( 4 * k + 4 ) * ( k + 1)* y8 + 2*(2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y2 + ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y8 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) )
p 3 = po ly ( ( ( ( k + 1)* y5 + ( ( y8 / y5 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *(4* k + 4 ) ) / y8 + (4* k + 4 ) * ( k + 1)* y8 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y1 + ( ( k + 1)* y5 * ( ( y2 / y1 + 4*k + 4 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 *(4* k + 4 ) ) + ( ( ( ( ( 1 / ( y1*y5 ) − 1)* y8 + (4* k + 4 ) / y1 )* y2 + (4* k + 4)* y8 / y5 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + ( ( 4 * k + 4)* y2 / y1 + (3* k + 2 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * y8 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 * ( ( ( 4 * k + 4)* y8 / y5 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) ) ) / y8 + ( ( ( 4 * k + 4)* y2 / y1 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y8 + ( 2 * ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * y2 / y1 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * ( k + 1)* y1*y2 + ( ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y8 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * y2 ) / y2 + ( k + 1)* y5 * ( ( 4 * k + 4 ) * ( k + 1)* y2 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) + ( ( ( ( 4 * k + 4)* y8 / y5 + 2*(2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( 2 * ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) ) * ( k + 1)* y2 + ( ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * y8 / y5 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) ) / y8 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y2 + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y8 + ( k + 1 ) * * 2 ) ) )
p 2 = po ly ( ( ( ( k + 1)* y5 *(4* k + 4) + ( ( ( 4 * k + 4)* y8 / y5 + (3* k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( 3 * k + 2 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) ) / y8 + ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y8 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * ( k + 1)* y1 + ( ( k + 1)* y5 * ( ( ( 4 * k + 4)* y2 / y1 + (3* k + 2 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 * ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) ) + ( ( ( ( ( 4 * k + 4 ) * ( 1 / ( y1*y5 ) − 1)* y8 + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) / y1 + ( k / y1 + (1 + 1 / y1 )* k + 1 / y1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 / y1 )* y2 + ( ( 2 * ( k + 1 ) / y5 + ( 1 / y5 + 1)* k ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) / y5 )* y8 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * ( k + 1)* y5*y8 + ( ( 2 * ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * y2 / y1 + ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * y8 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 * ( ( ( ( 3 * k + 3 ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) ) * y8 / y5 + ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) ) ) / y8 + ( ( ( 2 * k + 2)* y2 / y1 + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2 *( k + 1 ) * * 2 ) * ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y8 + ( k + 1 ) * * 2 ) ) / y2 + ( ( k + 1)* y5*y8 * ( ( 2 * ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y2 + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y2 + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( ( ( 2 * k + 2)* y8 / y5 + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *( k + 1 ) * * 2 ) ) / y8 ) )
p 1 = po ly ( ( k + 1)* y1 * ( ( k + 1)* y5 * ( ( 3 * k + 2 ) * ( k + 1) + (2* k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) + ( ( ( ( 2 * ( k + 1 ) / y5 + ( 1 / y5 + 1)* k ) * ( k + 1) + (2* k + 2 ) * ( k + 1 ) / y5 )* y8 + ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) ) / y8 + ( k + 1 ) * * 2 * ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y8 + ( k + 1 ) * * 2 ) ) + ( ( k + 1)* y5*y8 * ( ( ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1 ) / y1 + ( k / y1 + (1 + 1 / y1 )* k + 1 / y1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 / y1 )* y2 + ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 3 ) * ( k + 1)* y1*y2 + ( ( ( 2 * k + 1 ) * ( k + 1) + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1) + k *( k + 1 ) * * 2 ) * y2 ) + ( ( ( ( 2 * k + 2 ) * ( 1 / ( y1*y5 ) − 1)* y8 + k *( k + 1 ) * ( 1 + 1 / y1 ) ) * ( 2 * k + 2)* y2 + ( k + 1 ) * ( k *(2* k + 2 ) * ( 1 / y5 + 1)* y8 + (2* k + 1 ) * ( k + 1 ) ) ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 * ( ( 2 * k + 2)* y2 / y1 + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)* y1*y2 + ( ( ( 2 * k + 2)* y8 / y5 + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y5*y8 + y8 *( k + 1 ) * * 2 ) * y2 *( k + 1 ) * * 2 ) / ( y8*y2 ) + ( ( 2 * k + 2 ) * ( k + 1)* y2 + ( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)**3* y5 )
p 0 = po ly ( ( 1 / y1*y2 ) * ( ( 4 * ( k + 1)**3* y5*y8*k + ( ( k *(2* k + 2 ) * ( 1 / y5 + 1)* y8 + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y5*y8 + k*y8 *( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1 ) ) * y2 *( k + 1)* y1 + ( ( k *(2* k + 2 ) * ( 1 + 1 / y1 )* y2 + k *( k + 1 ) ) * ( k + 1)* y1*y2 + y2*k *( k + 1 ) * * 2 ) * ( k + 1)**2* y5*y8 ) )

c a r a c t e r i s t i c o = [ p 0 , p 1 , p 2 , p 3 , p 4 , p 5 , p 6 , p 7 ]
c a r a c t e r i s t i c o s i m p l i f i c a d o = [ ]



A.2. CÓDIGO DE OTROS PROGRAMAS 83

f o r p o l in c a r a c t e r i s t i c o :
p o l = expand ( p o l . a s e x p r ( ) )
p o l = s i m p l i f y ( p o l . a s e x p r ( ) )
c a r a c t e r i s t i c o s i m p l i f i c a d o . append ( p o l )

H = m a t r i z d e h u r w i t z ( c a r a c t e r i s t i c o s i m p l i f i c a d o )

def d e t e r m i n a n t e (M, n ) :
i f n == 1 :

re turn M. c o l ( 0 ) [ 0 ]
sum = 0
p r i n t (M)
f o r i in range ( n ) :

N = M. c o l d e l ( 0 )
N = M. r o w d e l ( i )
sum += p a r i d a d ( i ) * M. c o l ( 0 ) [ i ] * d e t e r m i n a n t e (N, n −1)

re turn sum

def p a r i d a d ( n ) :
i f n % 2 == 0 :

re turn 1
re turn −1

h4 = s u b d e t e r m i n a n t e (H, 4 )
h5 = s u b d e t e r m i n a n t e (H, 5 )
h6 = s u b d e t e r m i n a n t e (H, 6 )

h4 = y1 * y1 **3 * h4
h5 = y1 **3 * h5
h6 = y1 **3 * h6
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