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Abstract

En ésta tesis exponemos un método de descomposicién temporal de cuarto orden para la Ecua-
cién de Gross-Pitaevski, un caso particular de la Ecuacién de Schrodinger. Pretendemos aportar
cierta claridad y formalidad a algunas ideas que ya han aparecido en el area para abordar ésta y
otras ecuaciones en derivadas parciales. Presentamos también algunas implementaciones usadas para
testear éstos métodos.

Palabras clave: Schrodinger, Gross-Pitaevski, Splitting, descomposicion temporal, ecuaciones en
derivadas parciales.






Agradecimientos

"Gracias por la razon, que no cesard de sonar con un plano del laberinto...”— Jorge Luis Borges,
Otro poema de los dones

A Anita Aguilar y a Ignacio Martin Gémez Florenciano, quienes con capacidad y modestia me
ayudaron a que existan este texto y sus programas.

A Diego Rial, quien me dié el gusto de poder hablar bien de mi director de tesis.

A Natalia Martinez, quien me ensené a darle voz a mi voz. ”Gracias por la musica, misteriosa
forma del tiempo.”

Al Team Alvarez, que me ensena a atar con tripa mi corazon y, sin més que eso, salir a la cancha.

A Juan Gutman, por tanto de todo. Por las tardes de estudio en Patapizza (gracias a pizzeria
Patapizza de Balvanera).

A Juliana Gutman por “un acontecimiento capital de la historia de las naciones occidentales: el
descubrimiento del Oriente.”

A Manu Ranelli y Bruno Restelli, italianos que hablan en espanol y me ayudan, cuando la noche
es mas oscura, a esperar el dia en mi corazon.

A Borges por el misterio esencial y por mostrarme unos agradecimientos mejores. (“Gracias por
el algebra, palacio de precisos cristales”).

A Carlos Solari, Carlos Gardel y Carlos Jiménez por cuidar mi estado de d&nimo. A Ricardo Iorio,
el Payador Perseguido, por ser galopiador contra el viento. A Evaristo Paramos, por resistir ahora y

siempre al invasor con una pociéon magica que nos hace invencibles: el cerebro.

A Florencia Lang, companiera de vida y, por lo tanto, presente en todos los agradecimientos.
“Gracias quiero dar por el amor, que nos deja ver a los otros como los ve la divinidad.”

A la Universidad de Buenos Aires, por la educacion publica, gratuita y de calidad. Al pais que la
hizo y hace posible.

Al Gran Pueblo Argentino, salud.






Indice
I Introducciéon

II Preliminares Tedricos

1. Espacios de Sobolev
1.1. Definiciones generales . . . . . . . . . .. L
1.2. Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg . . . . . . . . . .. ... . L.

2. Polinomios ortogonales
2.1. Generalidades . . . . . . . .
2.2. Cuadraturas de Gauss-Hermite y Gauss-Laguerre . . . . . . . ... ... ... ... ..

3. Métodos Espectrales

IIT Especificidades tedricas de éste estudio

4. Ecuacion de Schrodinger y Ecuacion de Gross-Pitaevskii
4.1. Generalidades . . . . . . . . L
4.2. Existencia y unicidad de solucién en la Ecuacién de Gross-Pitaevskii. . . . . . . . ..

5. Métodos de Descomposiciéon Temporal

6. Hamiltoniano

IV  Desarrollo del Método de Descomposicion Temporal

6.1. Planteo inicial . . . . . . . . . L

6.2. Reduccién dimensional . . . . . . ...
6.2.1. Caso 1: condensado en forma de disco (v, = 1;9, ~ 139, >>1) . . ... ...
6.2.2. Caso 2: condensado en forma de cigarro (v, >> 1;v, >> 1;7, =1) . ... ..
6.2.3. Forma unificada de escritura (3D, 2Dy 1D) . . .. .. ... ... ..

6.3. Método de Laguerre-Hermite de cuarto orden con splitting temporal 1D . . . . . . ..
6.3.1. Presentacion del método . . . . . . . ..
6.3.2. Soluciéon del subproblema con el Operador A . . . . . . .. ... ... .. ...

6.4. Método pseudoespectral de Hermite parala GPE 1D . . .. ... ... ... .. ...
6.4.1. Desarrollo del Método 1D . . . . . . . . .. oL
6.4.2. Estabilidad del método de splitting pseudoespectral de Hermite para 1D
6.4.3. Convergencia del método de splitting pseudoespectral de Hermite para 1D . .

6.5. Método pseudoespectral de Laguerre para la GPE 2D con simetria radial . . . . . . .

10

11

11
11
13

14
14
15

16

18

18
18
19

23

25

26
26
28
28
29
30
30
30
32
33
33
40
42



6.6. Método pseudoespectral de Laguerre-Hermite para la GPE 3D con simetria cilindrica

V Implementacion

7. Resultados

7.1. Generalidades . . . . . . . . ... ... ...
7.1.1. Estado fundamental . . . . . ... ... ...
7.1.2. Testeo directo del Método para la GPE . . . .

7.1.3. Testeo a través del Multiplicador de Lagrange

VI Conclusiones

8. Conclusiones

46

49

49
49
49
o8
61

69

69






Parte 1
Introduccion

Este es un trabajo sobre matematica y un poco de fisica, sobre conceptos abstractos y sus apli-
caciones, sobre una zona de encuentro. Es un trabajo sobre ecuaciones diferenciales, area de la
matematica conocida por haber surgido en el abordaje y resolucion de ciertos problemas aplicados,
principalmente de la fisica. Surgié en un momento donde la ciencia occidental daba uno de sus ma-
yores saltos, especialmente en la capacidad de modelizacion matematica y en la transformacion de
la realidad, de la mano de algunas las mayores mentes y publicaciones de toda su historia. Con un
optimismo no exento de picardia, quisimos ser parte de ese camino.

Abordamos en este trabajo una ecuacién diferencial en derivadas parciales que surge en el contexto
de la fisica cudntica, una de las més famosas (y atractivas) dreas de la fisica. Esta ecuacién es un caso
particular de la Ecuacién de Schrodinger, uno de los nombres méas conocidos de la ciencia moderna,
aunque mas no sea por un famoso felino.

Como es sabido, las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son objetos hostiles, dificil-
mente de solucién analitica y raramente de facil aproximacién numérica. La ecuacién de nuestro
trabajo no es la excepcion, de ahi nuestro interés en abordarla con herramientas teéricas no tan usa-
das (la descomposicién temporal) y la expectativa por ver si esa propuesta, relativamente novedosa,
efectivamente pasa la prueba numeérica.

Esta publicacién comienza, como es usual, con una presentacion de los conceptos mas generales
pertinentes para el abordaje. Vamos avanzando luego en especificidad con teoria propia del area de
estudio y, con ese bagaje, hacemos el abordaje completo de la ecuacién que nos convoca. Construi-
mos luego propuestas de resolucion y, finalmente, presentamos la implementacién numérica y sus
resultados.
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Parte 11
Preliminares Teodricos

1. Espacios de Sobolev

1.1. Definiciones generales

En esta seccion usaremos €2 para referirnos a un subconjunto abierto de R™. En las definciones
siguientes pensaremos en funciones definidas f : 2 — R.

Definicién 1.1 (Espacio de Banach). un FEspacio de Banach es un espacio vectorial, dotado de
norma y completo.

Definicién 1.2 (Espacio de Hilbert). un Espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un
producto interno y que es completo con la norma inducida por ese producto interno.
Notar que, entonces, un Espacio de Hilbert es un Espacio de Banach.

Definicién 1.3 (Espacios L?). Llamamos Espacio LP(£2) al conjunto de funciones que elevadas a la
potencia p integran finito en € (considerando la integral usual de Lebesgue), es decir

Q) =1{f:0 —>R/J9|f!p <o), donde 1 <p <ot

Notar que en este espacio las funciones estan defnidas salvo un conjunto de medida cero. Para pensarlo
como un espacio vectorial, pensaremos al conjunto como un conjunto de clases de equivalencias de
funciones que son iguales, salvo por un conjunto de medida cero.

Consideraremos en estos espacios la norma usual dada por

1
Al = (| 17>
Q
para el caso p < oo, mientras que para el caso p = o0 consideramos, como es usual

fllze) = nffa € R/u({z € Q/[f(2)] = a}) = 0}

Asi, éstos espacios resultan ser, ademas de espacios vectoriales, espacios de Banach. En el caso
Y ) 7
particular de p = 2, si pensamos a éste espacio con el producto interno dado por

<fg>= Lfg,

L*(Q) resulta ser ademds un espacio de Hilbert. Este es efectivamente el producto interno canénico
con el que lo trabajaremos, el usual.
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Definicién 1.4 (Espacios L%). Llamamos Espacio L5(€2) al conjunto de funciones f € L” tales que
22f e LY. Es decir:

@) = {f e L/ | (@117 <o}

Constituye también un espacio vectorial al que si le asignamos la norma

lullez) = llo*ulloe)

resulta también ser un espacio de Banach.
Vale observar que como en principio estamos en n dimensiones, estamos entendiendo por z? al
producto interno de un vector de variables por si mismo.

Definicién 1.5 (Derivada débil). Sea u € LP(€2), decimos que v € LP(2) es su derivada débil respecto

de z; si Vo € CL(Q) vale que:
Jowe ]
umz—=—| vo
Q 0% Q
En general, decimos que v, € LP(Q2) es la derivada débil de orden o de u si Yo € CF(Q) vale que:

L ub¢ = (-1 L Ve

Donde « es un vector de N coordenadas enteras no negativas que indica cantidad de derivaciones en
cada una de las N variables espaciales (lo que se llama un multiindice), || es la suma simple de los
valores de esas coordenadas y D representa derivar a una funciéon cuanto indica este vector.

Definicién 1.6 (Espacio de Sobolev). Definimos el Espacio de Sobolev:
WEP(Q) = {u e IP(Q)/Va € NI/|a| < k, existe D*u en el sentido débil y D*u e LP(Q)}

Este espacio es claramente un espacio vectorial (en el sentido en que lo era también LP(£2), es decir,
salvo conjuntos de medida cero).
Podemos ademds, en W12(Q), definir el producto interno

N ou  ov

< U,V >wi2)=< U,V >12(Q) —|—Z < a—, a— > 12(Q)
i=1 Li 0%

Con éste producto interno, WH2(Q) resulta un espacio de Hilbert, al que notaremos H'(2). Andloga-
mente notaremos H*() al espacio de Hilbert W*2(Q) y el producto interno serd la natural extensién
de ésta idea, sumando ademés los productos internos en L?*(€2) de las derivadas que existan.

Vale mencionar también un resultado conocido de los espacios de Sobolev que usaremos, para {2 < R"

UeW?*(Q) « UeL*Q) A AU € L*(Q) (1.1)

Definicién 1.7 (Espacios interseccién). Para problemas como el que abordaremos, hace falta pedir
condiciones de existencia e integrabilidad para las derivadas débiles de una funcién, pero también
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puede hacer falta pedir integrabilidad para la funcién al multiplicar por polinomios. Surge entonces
la necesidad de considerar espacios de la forma:

X(Q) = HYQ) n LE(Q)
Resultara natural en estos espacios considerar la norma:

lullx@) = [lullrr@) + [lullge) (1.2)

Esto es claramente una norma, heredando la condicién de tal de las propiedades de norma de los
espacios implicados.
En este trabajo, nos interesara concretamente el espacio para k = 2 = p es decir

X(Q) = H*(Q) n L3(Q)
Vale mencionar, antes de terminar esta seccién, otro resultado conocido que nos sera practico y es
que en H?*(Q), la norma ||u|] g2(q) es equivalente a usar en su lugar

Hu‘ |H2(Q):||AUHL2(Q)

Es decir, que la norma estdndar de H?(€2) tal como la definimos arriba se puede reemplazar por la
norma en L*(€) del Laplaciano de la funcién (por supuesto, en el sentido débil). Lo usaremos por
practicidad para ’acortar’ la norma con la que hagamos cuentas.

1.2. Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg

Establecidas las definiciones anteriores podemos enunciar una desigualdad fundamental, cono-
cida en el analisis funcional, que usaremos para probar que el problema a abordar cumple ciertas
condiciones tedricas muy deseables.

Sea 1 < g < o0, sean j y m enteros no negativos tales que j < m. Sea también 1 <r < oo, p>1
(éste ntimero representa el p de los espacios LP) y 6 € [0,1] el nimero que haga falta para que la
igualdad

1 j 1 1-6 '
_:l+9(__@>+—, para - <0 < 1 (1.3)
p n r.on q m

sea cierta. Entonces se tiene que Vu € LI(R") tal que D™u € L"(R™) vale que:

1Dul| oy < CHD™ ul 4o gl e (14)

En algunos casos particulares como j = 0, = +0yrm <noenelcasodequel <ry (m—j—=2)
sea un entero no negativo, hacen falta algunas hipotesis adicionales, pero como no nos sucederan esos
especificos casos las omitiremos. Lo importante es que en todos los casos C' = C(j,m,n,q,r,p) y no
depende de la funcién u que es, por supuesto, lo importante.

Esta cota sera de utilidad més adelante para relacionar entre si las normas de las diferentes
derivadas de una funcién.
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2. Polinomios ortogonales

2.1. Generalidades

En general, dado un subconjunto en la recta real, un espacio de funciones definidas alli y un
cierto producto interno, se puede construir una familia de polinomios que sean todos ortogonales
entre si, lo que tiene variadas utilidades. Nos centraremos en dos familias posibles de polinomios,
con definiciones muy similares, que son numerables y ortogonales dos a dos dado un cierto producto
interno de funciones (que consistird en ambos casos en la integral con peso en un cierto intervalo de
la recta).

Definicién 2.1 (Polinomios de Hermite). Si consideramos 2 = R, dentro de L?(f2) estd contenida
una familia numerable de funciones llamada Funciones de Hermite. Estas, son autofunciones de un
operador que mencionaremos mas adelante y estan definidas como

Uj(z) = e ™ ?H;(z); jeNy, zeR (2.1)

donde a su vez H;(z) son los Polinomios de Hermite, polinomios definidos (entre muchas formas
posibles) por ser las soluciones a la siguiente ecuacién diferencial:

"

H{(z) — 2zH(z) + 2jH;(z) =0, zeR, jeN, (2.2)

Asf, si consideramos Q = R, w = e y el espacio de funciones L?*(€2,w), es decir el mencionado
espacio L?(€2) munido del producto interno dado por la integral con peso

<%mp:L%%€*

entonces los Polinomios de Hermite constituyen una base de éste espacio y son ortogonales dos a
dos. Méas aun, para cada polinomio de la familia tenemos una férmula cerrada para el cuadrado de
la norma inducida por el producto interno. Esto se expresa como:

< HZ,HJ' >= f Hl(l’)Hj(.%)Bidel' = \/EZZ l! 5lj l,j =0 (23)
Q

Usaremos intensamente estas Funciones de Hermite por ser autofunciones de un operador que apa-
recera en un subproblema que abordaremos.

Definicién 2.2 (Polinomios de Laguerre). Si consideramos 2 = [0; +0), w = e~ * y, tal como hicimos
en el caso de Hermite, el espacio de funciones con producto interno L?(Q,w), dado éste iltimo por

<%mp:L%%ex

entonces los Polinomios de Laguerre, dados por ser las soluciones, para m € Ny, de la ecuacién
diferencial:

"

zL, (¥) + (1 —2)L, (z) + mLn(z) =0, € [0;+o0) (2.4)
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resultan ser una familia de funciones ortogonales dos a dos. Incluso, con este producto interno, esta
misma familia de polinomios ya esta normalizada, es decir tienen norma uno::

L L&) Ln(z)e—"dz = S (2.5)

Estas funciones nos interesaran por a su vez ser autofunciones de otro de los operadores que aparecera
en un subproblema.

2.2. Cuadraturas de Gauss-Hermite y Gauss-Laguerre

Usaremos las generalidades conocidas del calculo numérico sobre cuadraturas de Gauss para el

caso mencionado de los Polinomios ortogonales de Hermite y los de Laguerre.
Recordemos que las cuadraturas son herramientas que nos permiten integrar numéricamente una
funciéon en algin subintervalo de la recta a partir de hacer una suma ponderada de evaluaciones
de ella en ese subintervalo. La forma de conseguir los puntos en los que hacer esas evaluaciones es
considerar una familia de polinomios y considerar los ceros de cada uno de los elementos de la familia
para las susodichas evaluaciones.

Concretamente esto quiere decir, para cada n € Ny considerar el polinomio de la familia (en
nuestro caso seran los de Hermite o los de Laguerre, como se ha dicho) de grado n + 1, y considerar
{xg, ..., x,} sus n+1 raices distintas (recordemos que por ser ortogonales esos polinomios tienen tantas
raices distintas como su grado y estan todas dentro del intervalo donde esta definida la integral del
producto interno correspondiente). Evaluar una funcién en esos puntos multiplicados por ciertos
coeficientes de ponderacién permite aproximar la integral de esa funcién en el intervalo, siempre
que esa integral que queremos aproximar sea con el peso correspondiente a cada familia y producto
interno.

Por ejemplo en el caso de Hermite, los usariamos si quisiéramos calcular aproximadamente la
integral con el peso de una funcién f(t) de la siguiente forma:

+o0 +o0
f F)e dt ~ Z A;f(z;) donde ponderamos con A; = J tie " dt
-0 =0 -0
A su vez, el caso de Laguerre seria:
+00 n +00
J ft)etdt ~ 2 A;f(z;) donde ponderamos con A; = J te'dt
0 =0 0

Es importante mencionar también que en el caso de que f sea un polinomio de hasta grado n+1,
ésta formula de cuadratura es exacta por construccion.

Hacemos notar finalmente que si queremos aproximar una integral multiple podemos usar estos
mismos métodos de cuadratura que expusimos para el caso de una integral en una sola variable. Esto
es en virtud del Teorema de Fubini (cuando la suavidad de las funciones lo permite), ya que podemos
descomponer la integral de varias variables en la productoria de varias integrales de una sola variable
y esas resolverla con cuadraturas, con los métodos recién mencionados.
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3. Meétodos Espectrales

En adelante hablaremos de varios resultados y conceptos que se definen de forma general para
muchos Espacios de Banach o Hilbert, pero nos interesaran particularmente aplicados al espacio
de funciones H?*(Q2) (mds atin mayoritariamente los pensaremos en la recta real), salvo aclaracién
en caso contrario. Son ideas ampliamente conocidas, las enunciamos principalmente con la idea de
concordar una notacion y las escribimos en su expresion més estandar que es la de Fourier aunque,
como mencionaremos, otras son posibles.

Definicién 3.1 (Sistema Ortonormal). Decimos que un conjunto de funciones {¢y}72; contenidas
en un espacio de Hilbert H?(2) es un sistema ortonormal si Ym,n € N:

< ¢n>¢m >= (Smn

donde 4,,,,, es la usual Delta de Kroenecker.

Es muy importante notar que entonces los antes mencionados Polinomios de Lagrange son un
Sistema Ortonormal en el espacio donde los definimos y que los Polinomios de Hermite basta con
hacer un reescalado de normalizacién (dividir a cada uno por la raiz cuadrada de lo que da el producto
interno consigo mismo) para que también lo sean. Usaremos repetidas veces que ambas familia tienen
esta 1til propiedad

Definicién 3.2 (Serie de Fourier). Dado un sistema de funciones ortonormal {¢x}; contenido en

H?(Q) definimos Vf € H(Q) la Serie de Fourier de f como:

0

Z crpr, donde ¢ =< f, ¢ >

k=1

Usaremos las propiedades usuales y conocidas de convergencia y completitud para la Serie de Fourier
en sistemas ortonormales en espacios de Banach, aplicandolas, como se ha dicho, al Banach H?(f2).

~

Definicién 3.3 (Transformada de Fourier). Dado Q = Ry f € H*(Q), notaremos por F(f) o por f
a la Transformada de Fourier de f. Es decir:

FIf](y) = j f(tyedt =

Y notaremos con F[g] o con § a la antitransformada de Fourier usual, a saber:

+00

Fla)(x) = f g(y)evdy = g

—00

Definicién 3.4 (Transformada Discreta). Sea primero una grilla 0, z1, ...,z de N+1 puntos equi-
distantes una distancia h , en el intervalo de la recta real [0, 27] (por convencién supondremos este
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intervalo ya que cualquier intervalo finito es equivalente via una transformacién lineal). Dadas unas
evaluaciones de una funcién f (podemos por ejemplo pensar como hasta ahora f € H?(2)) en los
puntos de la grilla v; = f(z;) se define su Transformada de Fourier Discreta como:

N
Uy = h Z e~ iy, (3.1)

J=1
Y su Transformada de Fourier Discreta Inversa como:

1 N

2 =

v; ki, (3.2)

Estas son de gran importancia para el trabajo numérico que justamente se desarrolla en una
grilla discreta. Las exponenciales que se usan cumplen la funcion de ser lo que podriamos llamar un
sistema ortogonal finito en el sentido de que si consideramos el vector u, = [e™**1, ..., e*2N]T se tiene:

U%ul = Nékl

Debemos observar ahora si que éstas definiciones, las de Transformada de Fourier “continua” (la
primera que dimos, con la integral) y la Discreta, fueron dadas con las bases de Fourier usuales, con
funciones trigonométricas. Sin embargo, mientras tengamos un Sistema Ortonormal de funciones infi-
nito o finito (el finito deberia serlo en el sentido recién mencionado para la Discreta), podemos definir
de la misma forma la Transformada “continua” y la Discreta respectivamente para ese otro conjunto
de funciones. Haremos justamente eso mas adelante considerando una Transformada Discreta con
conjuntos Funciones de Polinomios de Hermite escalados y mencionaremos el caso de hacerlo con
Laguerre también.
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Parte I1I
Especificidades tedricas de éste estudio

Nos adentramos ahora en temas menos generales, mas propios de éste trabajo, exponiendo concep-
tos mas especificos del area de estudio, en principio desde la matematica, pero sin dudas con puntos
de contacto con la fisica. Presentaremos, por ejemplo, la ecuacién que titula a nuestra publicacion.

4. Ecuacion de Schrodinger y Ecuacién de Gross-Pitaevskii

4.1. Generalidades

La Ecuacién de Schrodinger es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, una de las
mas famosas de la fisica y la ciencia en general. Recordemos que en cuantica, uno de los hechos
méas famosos es la imposibilidad de determinar de forma exacta la posicién de una particula (asi
como tampoco la velocidad, en virtud del Principio de Incertidumbre de Heisenberg). Por lo tanto,
la pretension principal no es encontrar la posicién de la particula en funcién del tiempo, como en la
Mecanica Clasica, sino encontrar la llamada Funcién de Onda, que no es otra cosa que una densidad
de probabilidad. La notaremos 1 (x, t) y por definicién integrar esta funcién en una regién del espacio
nos dara la probabilidad de encontrar a la particula en esa regiéon. Notar que entonces, por ser una
densidad de probabilidad, tendremos de forma natural la normalizacion:

| wetax =1 ()

que vale para cualquier instante de tiempo.

La Ecuacion de Schrodinger es la ecuacién diferencial que cumple esta Funcion de onda y resolverla
nos permite encontrarla. Por eso, poder integrar esta ecuacion es un problema tipico de la cuantica.
En una de sus expresiones estandar méas sencillas, la ecuacién tiene la forma:
oY(x,1) h?

5 —%V%(x, t) + V(x,t)(x,1) (4.2)

donde m es la masa atémica, i es una constante fisica (la constante de Planck reducida) y V'(x,t)
es un potencial externo, dependiente del tiempo y la posicion, que expresa las interacciones con el
entorno en el que las particulas se encuentran (electromagnéticas,nucleares etc.).

g

La Ecuacion de Gross-Pitaevskii, nuestro objeto particular de estudio, es la ecuacion que
cumple la Funciéon de Onda de un sistema fisico cuantico especifico llamado Condensado de Bose-
Einstein. Es un subcaso de Ecuaciéon de Schrodinger de tipo no lineal, donde la no linealidad esta
dada por una parte que depende ctibicamente de la Funciéon de Onda. Abordaremos la ecuacién en
la forma siguiente:

0i(x, 1) n?

ih Fraal —%v%(x, t) + V(x)U(x,t) + NUp|lp(x, t)|*2p(x, t) (4.3)
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donde N es la cantidad de atomos presentes en el BEC, Uy = % es una constante relacionada
con la interaccion de los dtomos con el instrumento de medicién y V(x) es un potencial que sélo
depende de la posicion, llamado trampa de potencial externa. Este, representa la interaccion de las
particulas con algin tipo de “fuerza” externa al sistema que restringe el movimiento posible de éstas
a una cierta region del espacio (de ahi el nombre de “trampa”, a que las encierra en un determinado
lugar). En nuestro abordaje del problema tomaremos trampas de potencial arménicas, es decir de
la forma V(x) = 3 (wiz® + wiy® + wiz®) donde w,, wy, y w, son las frecuencias de trampa en las
respectivas direcciones, en una formulacién anédloga al Oscilador Armoénico cldsico. Mas aun, al igual
que en muchos de los experimentos fisicos, las que abordaremos seran trampas de potencial de tipo
cilindricas, esto es w, = w, (simetrfa cilindrica). Analizaremos més adelante en nuestro problema los
casos en forma de “disco”, es decir movimientos cilindricos muy restringidos en el eje z y en forma

de “cigarro” es decir muy restringidos en el plano xy pero con mas libertad en el eje z.

4.2. Existencia y unicidad de solucién en la Ecuaciéon de Gross-Pitaevskii

Siendo una ecuacion diferencial en derivadas parciales, una de las primeras cosas que hay que
discutir es la existencia y unicidad de solucién.
Recurrimos, para responder a esta pregunta, en primer lugar a la bibliografia clésica del area

[1] v luego a otros trabajos relacionados como [2]. Allf se expone que si tenemos una Ecuacién de
Schrodinger no lineal, expresada como

L oY(x,t

n D _ o 1) + Pl ) (1.4

donde O : H'(2) — H'(Q) es el operador lineal conocido como ”del Oscilador Arménico”
1
O¢(Xa t) = _éAw(Xa t) + J]Q@Z)(X, t) (45)

(que, salvo por escalares, es tal como en la ecuacién de nuestro caso de estudio), donde F(¢(x,t))
es una inhomogeneidad no lineal de tipo Lipschitz en conjuntos acotados y donde tenemos una
condicién inicial (0, x) = 1y(x) € H'(2). Se tiene garantizada existencia y unicidad de solucién en
ese mismo espacio H*(£2). En nuestro caso, por ejemplo, el de la GPE, la inhomogeneidad consiste
en la nolinealidad cubica.

Veamos entonces (con una notacién simplificada, escribiendo nuestras funciones como f y g
en pos de la brevedad) que cumplimos los anteriores requisitos de existencia y unicidad, es decir
mostremos que esa inhomogeneidad no lineal ctibica, definida como el operador Ff = |f]*f en
X(Q) = H*(Q) n LE(Q) es un operador F' : X —> X localmente Lipschitz. Esto equivale a ver que
si tenemos f, g € X vale

|Ff—Fgllx <C||f —gllx, C=C(f9) (4.6)
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Vemos que:
[fPf =99 = f*F - g°g
= ff =9+ 59— 97
= (-9 +3(f* -9
= (f=9) +3(f - 9(f +9)
En este ultimo renglén, nos damos cuenta de que si tuviéramos alguna constante que nos per-

mitiera acotar la norma del producto de dos funciones por el producto de las normas, facilmente
obtendriamos la cota deseada. Mas exactamente, si valiera que

If9llx < Kl[flIxllgllx, K = K(f,9) (4.8)

podriamos usarlo en la reescritura que acabamos de hacer y obtener, con la desigualdad triangular

(4.7)

12 = 1gPgllx < 1P2(F = 9)llx + lg(f — 9)(f + 9)llx
< K2FIENCS = 9)llx + K2|[gllx]1(f = 9l + 9)llx
< K2 FIENC = 9)llx + K2|[gllx 1 (F = o)l x (f]x + gllx) (4.9)
< K2(|IF15 + 1A xgllx + gl 5?1 (f = 9)llx
<CL 9IS = 9llx

Se obtendria entonces la condiciéon de Lipschitz local que queriamos, en virtud de que en el
ultimo paso podriamos efectivamente acotar por alguna constante que fuera funcién de la norma de
las funciones f y g.

De mas esta decir, ésto hay que probarlo, que podemoss acotar la norma del producto de dos
funciones por una constante y el producto de las normas. Esto lo vamos a probar con la norma para
el espacio interseccién que propusimos en la definicién (1.2), en la expresién compactada, de la norma
en H?(Q) dada por la norma del Laplaciano. Es decir

1l 2@nrz@) = 1Afllz2@) + 2% fll22(0) (4.10)

Trabajemos entonces para mostrar que
1 fallm2@)nrze) = AU 2@ + [12°f9ll 2@ (4.11)
se puede acotar por una constante (que solo depende de los espacios) multiplicando al producto de

las normas. Antes un resultado que usaremos.

Lema. H?*(Q) n L3(Q) = L®(Q).
En efecto, si f € H*(Q2), via transformada de Fourier, tenemos que f(y)(1 + |y?) € L*(Q) y por lo
tanto f e L'(Q).
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Demostracion.
(1+yl*) )4
fy)|dy = J fly dy
J v TR

(f sora=w?)” ([ tyer)

La integral de la izquierda converge porque, como se dijo, esa funcién es integrable al cuadrado y

la integral de la derecha converge como convergen en general las funciones de la forma lféj 5 cuando

(4.12)

£ > n. Eso en nuestro caso sucede pues n sera 3, ya que estamos trabajando en el espacio fisico
tridimensional. .
Obtuvimos por lo tanto que f € L'(Q) y entonces, aplicindole el Lema de Riemann-Lebesgue,

su antitransformada f = f € Cy(R2), es decir, obtenemos que f debe ser una funcién continua que
tiende a cero en el infinito y por lo tanto f € L*(€2) que es lo que queriamos probar. n

Lema.

1 fllzz) < Kllfllmz@llgllm@, K= K(f,9), con |[ullmzq) = [[Aullr2@) + l[ullrz@

Demostracion. Empezamos con la cota para el término Laplaciano de la norma. Sabemos que

A(fg) =Af.g+VfVg+ fAg

Veamos el primer y el tercer término, que son andlogos. Usando, como se probé, que H%(Q) n L5 (Q) <
L*(£2) tenemos

1AL gll2@ < [IAfll2@llglle @
y, por supuesto,
1Ag-fll2@) < [[Agll2@llflle @)
Ademsds, en virtud de la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg mencionada en 1.4

A fl] L2 N 1 fllz2@
43 4

3/4 1/4
1l < CUAF 1711 < ( ’) < Ctel [ la@mzze)

Donde en el paso del medio usamos la Desigualdad de Cauchy-Schwarz para niimeros reales. Llegamos
entonces a que

17 gllz2@) < 1Az (Clellgllimm@nrze) < dellfllm@omollollmenne — (413)

Y analogamente

HAQ-fHLZ(Q) < ||A9||L2(Q) (Ct€||f||Hk(Q)mL§(Q)> < Ci€||f‘|H2(Q)mL§(Q)||g||H2(Q)mL§(Q) (4.14)

Ya tenemos entonces acotados el primer y el tercer término, solo queda acotar el segundo término,
la norma L?*(€2) del producto de los gradientes. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz es inme-
diato obtener que

VIVl < [V Flla@lI Vel e
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Usaremos nuevamente la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg, ya que nos interesa, al igual que en
lo anterior, poder acotar la norma de los gradientes en términos de la norma L?*(2) de las funciones
o de sus laplacianos ya que ahi la podemos acotar con la norma del espacio. Usando la Desigualdad
se obtiene que

1
1/2 1/2
1V les@ < A 115y < €5 (1A i@ + 11fl]2200)

Donde en el iltimo paso usamos la forma mas basica de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Obtene-
mos entonces que

IV1-Vgllez@) < (ctellfllm@nize ) (ctellgllimonrzm ) (4.15)

Hemos acotado entonces los tres términos que componen A(fg), cada uno en términos de cons-
tantes por el producto de las normas. Juntamos los tres entonces obteniendo

A D|z2@) < C1 [ fll2@)nrz) 19llm2@)nL2(0) (4.16)

Cota para el término de x°:
El otro término a acotar de los dos que componen la norma del producto de funciones escrita en
4.11 es mas breve.

(il ol = | lall#PloPds
< gl 10l 1220y (4.17)
< (ctellgl Bropmrzn ) 102D F1 320y
< cte ||g||§{2(ﬂ)mL§(Q) ||f||%12(ﬂ)ﬁL§(Q)

Conseguimos entonces

()2 fgll2) < Ca Ngllmz@)nrz@) 1m0~z (4.18)

Juntando entonces éste resultado con el anterior que habiamos conseguido para el Laplaciano en 4.16
obtenemos

f9llzz@nrzi) < K l9llm2@)nrz@) 12220 (4.19)

tal como queriamos.
m

Por lo tanto, en la primera cuenta que hicimos, cuando tuvimos la necesidad, vemos que valia
acotar la norma del producto de funciones por una constante y el producto de las normas. Obtuvi-
mos entonces que vale la condicion de Lipschitz local que habiamos probado para el operador F', que
dependia de ésta posibilidad de cota para el producto. Concluye la demostracién de la condicién de
Lipschitz local para el operador ctibico.
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Hemos mostrado entonces que todo el término de inhomogeneidad de la Ecuacion de Gross-
Pitaevski es un término localmente Lipschitz. Esta es la tnica hipétesis no inmediata de ver de las que
pide el Teorema de Existencia y Unicidad mencionado en [!] (puesto que siempre trabajaremos con
una condicién inicial con la regularidad pedida, de hecho tipicamente mas). Por lo tanto, el Teorema
nos garantiza ambas cosas y podemos quedarnos satisfechos de que tiene sentido la busqueda de
soluciones que llevaremos a cabo.

5. Meétodos de Descomposicion Temporal

Habiendo clarificado la existencia y unicidad de soluciéon para nuestra ecuacién diferencial, nos
explayaremos respecto a con qué métodos buscaremos la solucién que, como es usual, no seréd analitica.
Llegamos entonces al sustento tedrico mas inmediato del trabajo, los llamados métodos de Particion
Temporal o Splitting. Estos métodos son propios de problemas de la forma

ov(x,t)

Era Ap(x,t) + By(x,t) (5.1)

donde A y B son operadores, no necesariamente lineales y no necesariamente conmutativos, definidos
en un principio de H'(Q) en H'(Q).

El método apunta a poder solucionar el problema entero a partir de “combinar” las soluciones de
wa)t( ) — = A(x,t) y de 8¢ Xt = Bi(x,t). La intencién es que estos dos problemas auxiliares surgidos
de dividir (split) el problema original, tengan solucién numérica mas sencilla o, en el mejor de los
casos, incluso solucién analitica. Apuntaremos a hacer esta division con 4.3, la GPE. Las preguntas
que surgen naturalmente son c6mo se combinarian estas soluciones (es decir cémo es la construccién
de la solucién al problema general a partir de estas soluciones a los subproblemas) y, sobre todo, por
qué esto aproximaria bien a una solucion de la verdadera ecuacion.

Lamentablemente la demostracion rigurosa de por qué ésta combinacién de soluciones de proble-
mas mas simples funciona como solucién del problema original y de como “tienden” a la solucién
verdadera, no esta en ningun lado. Consultamos toda la bibliografia citada en nuestro paper de es-
tudio y, a su vez, todas las referencias de esa bibliografia. En ningin caso hay una demostracién que
cubra un caso suficientemente general. Exponemos a continuacién lo encontrado.

Encontramos en [3] bien detallada la cuenta correspondiente a la demostracién de la validez de
los métodos de Splitting para el caso en que A y B son operadores lineales no conmutativos.
Notar que en estos casos, ambos subproblemas al ser lineales tienen una solucién analitica sencilla,
que expresamos como (x,t) = exp(TA) y ¥(x,t) = exp (7B) respectivamente. El problema de
demostrar la validez de hacer un método de Splitting y de la construccion de la solucién general a
partir de la de los subproblemas esta planteado en la forma:

Dado un entero positivo n, llamado ‘orden de integracion’ encontrar un conjunto de niumeros
reales ¢y, ...,cx Yy dy, ..., dy tales que:

exp (T(A+ B)) = H exp (¢;7A) exp (d;7B) + o(7" 1) (5.2)

=1

23



Estamos usando la definicién usual de exponencial de un operador como serie de potencias, es
decir: exp(Ct) = I +tC + t2—2!C’2.... Se trata entonces de desarrollar las series de potencias de ambos
lados de la igualdad e imponer que queden los mismos coeficientes en cada monomio, garantizando asi
la igualdad. Esto es lo que justifica la combinacién de soluciones de los subproblemas para conseguir
una solucion del problema original. También nos muestra exactamente cémo hacerlo. Por ejemplo,
para n = 4 (que usaremos en nuestro abordaje), serfa plantear la igualdad entre los productos de
series de potencias siguientes:

€(A+B)t _ €d4Btec4At€d3Bt603AtedtheCQAtedlBteqAt + 0(7_5) (53)

Igualando se obtiene entonces para el caso n = 4:

1 (1—21%)

509 _ o1/3) =C3= oo = ds = 2¢;; _ 943, . _
22—218) 2T ST o2y dy =dy =2c;; dp=-2"cy; dy=0

€L =C =

Es importante notar que teniendo d4 = 0 el método tiene un paso menos que los que se plantean
originalmente en la definicién del Splitting para n = 4 dada en (5.3), es decir nos alcanza con 7
pasos para tener la convergencia de orden deseado (cabe mencionar también que, como se ve, hay
coeficientes que valen lo mismo. Mas adelante, cuando lo necesitemos, resumiremos estos pares de
coeficientes repetidos en una sola notacion).

Esto ejemplifica concretamente como relacionar (en este caso de operadores lineales aunque no
necesariamente conmutativos) las soluciones de los problemas auxiliares con la solucién del problema
que nos interesa: basta aplicar en el orden escrito los operadores en un tiempo At escalado por los
coeficientes a una dada condicién inicial ¥ (x,0).

Lo que estamos haciendo asi es evolucionar ese intervalo de tiempo dado con el operador e
primero y eso nos da una ¢ (x, fl). Obtenida esa funcion, usandola como condicién inicial, aplicamos el
operador e B2 para evolucionar otro intervalo temporal , obteniendo 1(x, £5). Asf consecutivamente.
El paso de avance temporal con el operador “solucién” entonces estara compuesto de ocho subpasos
de evolucién (que pueden ser hacia atras en el tiempo, pues como se ve en este caso, los coeficientes
pueden ser negativos) con estos operadores solucién de los subproblemas.

La cuenta anterior es muy clara pero, como dijimos, no esta cubierta para el caso en que A y
B son no lineales y por lo tanto las soluciones no estan dadas por exponenciales, por lo que esto
en principio no se extiende al caso general. Podria argumentarse la posibilidad de linealizar los
operadores no lineales que a uno le aparecieran en un problema y reducir entonces a este caso, pero
linealizar operadores arbitrarios puede también traer complicaciones de definicion.

c1 AAL

Por otro lado, en [1] a primera vista si encontramos la cuenta que relaciona las soluciones de los
subproblemas con la solucién del problema completo, cubriendo el caso donde los operadores son no
conmutativos cualesquiera (es decir, pueden ser no lineales), pero la encontramos planteada usando
composiciones arbitrarias de conmutadores de la forma

[A,B] = AB — BA

Estos conmutadores consisten en componer en un orden y en el otro los operadores que uno esta
usando y luego restarlos. El problema es que, suponer que podemos componer una cantidad arbitraria
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de veces los conmutadores es suponer, a su vez, que puedo componer una cantidad arbitraria de
veces los operadores A y B (que en nuestro caso implican, por ejemplo, tomar Laplaciano de la
funcién) y por lo tanto asumir que la solucién es infinitamente diferenciable, atin cuando se trate de
diferenciacion en el sentido de derivadas débiles. Esto implica, claramente, trabajar con un conjunto
sumamente reducido y poco aplicable de funciones.

Concluye asi nuestra mencién de lo encontrado para justificar y ejemplificar los métodos de
Splitting. Son métodos usados para resolver este tipos de ecuaciones en derivadas parciales y de
efectividad evidente en la practica.

6. Hamiltoniano

Antes de terminar con ésta seccion y abordar concretamente las cuentas del método que motiva
éste trabajo, debemos enunciar una magnitud muy utilizada en la fisica y muy frecuente en el antes
mencionado ambito mixto, de encuentro en el que estamos: el Hamiltoniano. En mecéanica cuantica
se llama asi a un operador que representa la “energia” (en un sentido amplio, generalizado) total de
un sistema fisico. Se define como la suma de los operadores asociados a la energia cinética y potencial.
Es decir

H-T+V (6.1)

Por ejemplo, para el caso de tener una particula sola, usando que

T= fh—QVQ (6.2)
 2m '
y que X
V =V (x,t) (6.3)
vemos que
. R, v
H=-—— t 6.4
SV V() (6.4)

y vemos, por lo tanto, que la ecuaciéon de Schrodinger, en la expresion simple con que la presentamos,
no es mMas que
oY(x,1)

ih——"= = Hi(x, 1) (6.5)

Vale decir, que las auto funciones y autovalores del operador Hamiltoniano tienen una interpretacién
fisica. Estos resultan ser los unicos valores que puede adoptar la energia del sistema fisico.
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Parte 1V
Desarrollo del Método de
Descomposicion Temporal

Exponemos ahora el desarrollo del Método que motiva nuestro trabajo, exponiendolo en pleno
detalle.

6.1. Planteo inicial

Ataquemos primero el problema, haciendo como se estila: facilitando el planteo del problema
mediante el pulido de la forma de la ecuacién. Nos libramos de algunas constantes a través una serie
de cambios de variable. Tal como se dijo en la ecuacién (4.3) la GPE es:

O (x, h?
PG I
ot 2m

Los cambios de variable son:

V2 (x, 1) + V(X)¥(x, 1) + NUolth(x, 1)[*(x, t)

~ X ~ ~
f=wnt, ==, (&) =a v(x?)
Qo
donde ag = +/h/mwy, y W, = min{w,, w,, w,}. Si despejamos las variables y funciones originales en
funcion de las tildadas vamos obteniendo por partes lo que reproducimos a continuacion. Al final en

toda la ecuacion multiplicamo por ﬁ En el momento en que multipliquemos en cada una de
muwg, ag

las partes de la ecuacion lo notaremos con =:
Empecemos con el término del Laplaciano:

h2 k2 D%, T
o V(1) = - VQ( <X/))

2m
R? rmw \34 .y [~ .
3 () V(9 ) (6.6)
h?  /maw,\34 rmaw,y, e a(l]/2v2 kT .
g () (55) 7 (960) 2 v (V)
1 (o -
- V2 (d(x.9)
Luego el término asociado al potencial:
5 h(x, T
V)(x,1) = V(%ao) (”’(3/2 )>
g
Mm99 22 ooy (BN oo (wn 3 (6.7)
=5 (wiz? + wg? + w2z?) (mwm> w(x,t)< ; )
m - - ~ . x 1 - ~ o~
= 5 (W2 4w + wl2) af D%, 1) = 5 (7 + 7+ 22) (D)



El término de no linealidad ctbica:

b(x,1)

3/2
)

- | (R |

m
N4h259/4?r{4 T~ 5 T~ 7 + Ndma, m T~ T e
- e | (Gen) e | 2 S0 | (5x.0) i)
m-0

- | (5 0) x|

Qo

Narh?a,

NU|v(x, 1) [2(x, 1) =

(6.8)

El lado izquierdo de la ecuacion, que corresponde a la derivada temporal de la funcién de onda

oP(x,1) :ma&(i,a 1
ot ot a)?
ih (X, wpt)
al? ot
i wll oY (R, £) « BV m ) 0 (%, 1) (6.9)
R34 ot w2,mapl/2 ot
iay? 0U(x, 1)
a2 ot
_0u(x, 1)

ot

ih

Habiendo hecho esto, al juntarlos llegamos efectivamente a una expresion simplificada de cons-
tantes fisicas de la ecuacién (4.3). Por simplicidad quitamos todos los tildados, tomando como nuevas
variables y funciones a las que antes eran las tildadas. Queda entonces, uniendo todos los items en
que desarmamos la ecuacién :

(D e 1)+ V(1) + B )P, 1 (6.10)
donde 8 = % = % y donde

V(x) = = (722 + 7oy* +122°)

DN | —

—_ w ] _w
CON Yy = &, Yy = Ly Y, = o=
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6.2. Reduccion dimensional

Hecha esta operacion de pulido de la ecuacién para mayor comodidad, se avanza con el planteo
conceptual. Nuestro objetivo sera naturalmente resolver la GPE en todo el espacio tridimensional. Sin
embargo, concentraremos nuestro andlisis primero en dos situaciones fisicas concretas de interés, que
son dos problemas en menos dimensiones, con la intencién de luego usarlos para construir la solucién
al problema tridimensional. Estas dos situaciones fisicas claramente diferenciadas estan dadas por la
relacion entre los posibles coeficientes gamma que aparecen en el término del potencial de la GPE
en (6.10).

La primera situacién es que 7, = 1 (lo tomamos como unidad de referencia), v, ~ 1 (es decir
en el mismo orden de magnitud) y -, » 1. Este tipo de relacién entre los coeficientes es llamado
“condensado con forma de disco” porque al ser mucho mayor la frecuencia de la trampa de potencial
en z, tendremos en esa variable un movimiento muy restringido. En cambio, la libertad de movimiento
estard mayoritariamente en las dos dimensiones xy. De ahi el nombre.

La segunda situacién que abordaremos se da cuando v, » 1y «, » 1 pero ., = 1. En este caso,
al ser grandes las frecuencias de trampa en las variables x e y, el movimiento en esas direcciones sera
muy restringido y se desarrollard mayoritariamente en el eje z. LLamaremos a esta configuracion
“condensado en forma de cigarro”. Naturalmente, como las formas geométricas sugieren, el primer
caso se puede reducir a un movimiento en dos dimensiones (en adelante 2D) y el segundo caso a un
movimiento en una sola dimensién (en adelante 1D).

6.2.1. Caso 1: condensado en forma de disco (v, = 1;y, ~ 1;7, » 1)

Este es el caso donde asumimos que el movimiento en el eje z tiene una trampa de alta energia,
es decir que estd muy restringido, situacion representada por los gammas y su relacion cuantitativa
antes mencionada. Podemos por lo tanto asumir que la funciéon de onda en el eje z esté descripta por
el oscilador armoénico del estado fundamental dado por

Ono() = () Vo715 (6.11)

Notemos que el escalar que acompana la exponencial es el que hace falta para que al cuadrado
integre 1 a lo largo de todo el eje z. Esto es, cumple la normalizacién que mencionamos inicialmente
en la condicién de (4.1). Vale la pena mencionar también que debemos pedir que esa normalizacién
se cumpla en cada una de las variables, ademéds de imponer que en todo el espacio a la vez integre
1. Podemos imponérselo a cada variable por separado ya que a la Funcién de Onda, si no integrara
1 en cada variable espacial por separado, podriamos multiplicarla por escalares adecuados de forma
que si lo haga.

De esta forma, siguiendo con la suposicién de que el movimiento en z estd dado por el oscilador
armonico del estado fundamental, podemos asumir ¥ = ¥y (z, y,t)dpo(z). Tomando esto, reemplaza-
mos en la ecuacién de (6.10).

Notemos que, a la hora de derivar 1 respecto del tiempo, ¢p,(z) es una constante y que 1
se escribe como producto de dos funciones de variables separadas, por lo tanto el laplaciano del
producto sigue la regla simple sin términos cruzados. Multiplicando toda la ecuacion por el conjugado
del oscilador arménico ¢p,(2)* (aunque en este caso se trate de una funcién real, el procedimiento
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servirfa para casos complejos) aparece en toda la ecuacién el médulo al cuadrado del oscilador (salvo
en el componente cibico donde naturalmente queda el médulo a la cuarta) e integrando por tultimo
en z a lo largo de toda la recta en toda la ecuacién para sacarnos los componentes asociados al
oscilador y la dependencia en z, obtenemos:

8w2 (X, t)

== —%Vwa(x, t) + % (V222 + 72y% + 7.) Ua(x, 1) + Baltha(x, 8)*a(x, t) (6.12)

donde [y = ﬁ\/% , escalar que sale de la integral del ultimo término, donde integramos el oscilador
armoénico elevado a la 4. Advertimos que ahora con x estamos notando al vector de dos coordenadas
(x,y) ya que justamente, como dijimos, el movimiento de interés en este caso sucede en esas coor-
denadas y ademas matemdticamente, como ya integramos en z, toda dependencia funcional de esa
variable ha sido eliminada

Notemos también que como la ecuacion tiene invariancia ante traslaciones temporales, podemos
reemplazar Y, —> we*i%t, con la intencién de eliminar el término %1, en el término que corresponde
al potencial. En efecto, este reemplazo afecta de forma directa solo el término de la izquierda, que
tiene una derivada temporal, donde al hacer la regla del producto nos aparecera %1/126_"% que es
justamente lo que queremos simplificar. Después, notando que en todos los términos que quedan
hay un e y notando que el médulo al cuadrado de esta exponencial compleja es 1, podemos
simplificarlo de toda la ecuacién. Obtenemos entonces una buena version simplificada, la ecuacion
efectiva para la GPE 2D:

o (x,t)

T T —%W(X’ b+ % (V22? +320%) D, 1) + Bl (x, 1) P4 (x, 1) (6.13)

6.2.2. Caso 2: condensado en forma de cigarro (7, » 1,79, » 1;7, = 1)

En este caso, encontraremos analogias con el caso anterior. Recordemos el planteo inicial de este
caso. Aqui pensamos al movimiento fuertemente restringido en el plano zy, pero con mas libertad
en el eje z. Asi, tal como hicimos en el caso anterior, proponemos

¢(X= t) = ¢h0(m7 y)¢2(27 t)

Donde ¢p,(x,y) es el oscilador arménico del estado fundamental (asi como antes tuvimos en el eje
z) en cada una de las dos variables. Aqui también se cumple la normalizacién en cada una de ellas
como se mencion6 en 6.11 y los escalares que acompanan son los necesarios para que eso suceda. Es

decir: » » , ,
brolw,y) = () () e (6.14)
m m

Procedemos de forma andloga al caso anterior, escribiendo v = ¢p,(z, y)1b2 v reemplazandolo en
la ecuacién (6.10). Luego, tal como antes, multiplicamos por el conjugado ¢p.(x,y)* e integramos
en todo el plano zy, quedandonos entonces una Funcién de Onda de una sola variable espacial. De
las constantes que quedan en el potencial nos libramos aprovechando nuevamente la invariancia ante

traslaciones temporales (tal como explicamos en el caso anterior) y obtenemos entonces la ecuacién
efectiva de la GPE 1D:

’i—aw;’ i _ —%wzz(z,t) + % (7222) (2, t) + Bul(z, ) P (2, t) (6.15)
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donde 1 = B\/7.7y/27.

6.2.3. Forma unificada de escritura (3D, 2D y 1D)

Solamente para sintetizar, notemos que los tres casos, es decir el original 3D de la ecuacién (6.10),
el caso disco de (6.12) y el caso cigarro de (6.15) se pueden resumir en:

0 1
S0 e, 1) 4 Vil ) + A e P 1), (6.16)
xeRY 4h(x,0) = 1o(x)
Donde:
m/?w; d=1
fa=B§ V/2m =2 (610
1;  d=3
y donde:
V22%/2;  d=1
Va(x) =9 (e® +y%)/2;  d=2 (6.18)

(vir® + vy +472°/2)/2 d=3;

Recordamos, simplemente para exponer toda la informacién junta, que las v, ., son constantes
) 7 ) Yy
positivas y que nuestra Funcién de Onda debe cumplir siempre la condicién de normalizacién:

o= 0IF = [ lwbcfax = | oxPax =1

6.3. Meétodo de Laguerre-Hermite de cuarto orden con splitting tempo-
ral 1D

6.3.1. Presentacién del método

Luego de haber hecho el trabajo de simplificar la GPE, tanto para el caso 3D como para los casos
especificos de menor dimensién que nos interesaban, expondremos a continuacion cémo queda el
metédo para cada una de esas dimensiones y cémo resolver los subproblemas heredados del Splitting
en cada caso. Iremos abordando en orden de dimensién creciente los casos. Comenzaremos exponiendo
la expresién mas sencilla, el caso 1D resuelto con lo que se llama el método pseudoespectral de Hermite.
Luego el caso 2D con simetria radial resuelto con el método pseudoespectral de Laguerre y finalmente
el caso 3D con simetria cilindrica combinando ambos, el de 2D y el 1D. Nosotros exponemos en pleno
detalle el Método Pseudoespectral de Hermite, en los otros iremos mas rapido pues son totalmente
analogos en procedimiento matematico e implementacion.

Antes que nada, tal como se explicé en detalle a la hora de las generalidades en la seccién
correspondiente (5.1), el splitting lo pensaremos, a partir de la ecuacién (6.16) como

iug = f(u) = Au + Bu
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con A y B dados por:
A¢ = /BdW)(Xv t)|2¢(X7 t) (619)
y por
1
B?/f = _EVZw(XJ t) + Vd(X)w(X7 t) (620)
De esta forma, la solucion se construird, tal como se explicd, antes que nada consiguiendo las

soluciones a esos dos subproblemas. Es decir, las obtendremos resolviendo las distintas ecuaciones
diferenciales:
oY(x,1)

= = Ab(x 1) = Bald(x, Oy (x,t) (6.21)
y
zw = ByY(x,t) = —%V%ﬂ(x,t) + Va(x)(x,t) (6.22)

Suponiendo obtenidas estas soluciones, y en virtud de lo mencionado en la exposicion del método
general de Splitting en 5.2, usando los coeficientes que hacen falta cuando el método que se busca
es de cuarto orden (los que figuran en 5.3) nuestro método construye los siguientes 7 pasos para
combinar los subproblemas en nuestra solucién del problema general

—i2w1 AAL, n.,
)

uV =e u
u® = o=2waBAL, ().

uW® = €—i2w3AAtu(2);
u® = e—i2w4BAtu(3); (6.23)
W = e—i2w3AAtu(4);
u® — efingBAtu(S);

n+l _ 6712101 AAtu(6) :

Aqui, como se anticip6 en su momento, en virtud de que los 7 coeficientes usados tienen valores
repetidos estamos juntando en wy,ws, w3 v wy a los pares que tienen el mismo valor, pero, por
supuesto, seguimos respetando a rajatabla el orden en que se aplican. Todo esto sucede en un intervalo
de tiempo [0, T] al que discretizamos con una grilla dada por un At > 0, y por t, = nAt con n =
0,1,2,.... Entonces, suponiendo conocido u™ que es la aproximacion de u(t,) (la solucién verdadera,
que desconocemos, evaluada en el tiempo t,), los pasos del método nos permiten obtener nuestra
aproximacién numérica para u™*! que, por todo lo antedicho, es de cuarto orden. Las siguientes
subsecciones, entonces, expondran cémo resolver ambos subproblemas antes de combinarlos.

Surge aqui una pregunta tedrica, que también podria haberse pensado cuando expusimos qué es
un método de descomposiciéon temporal en la seccién de Splitting (5.1): jAcaso no es necesario que
los operadores que pretendemos aplicar sucesivamente caigan uno dentro del dominio del otro? De
no suceder ésto con los operadores que proponemos, no podemos hacer splitting en esta ecuacion.
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Debemos ver entonces que eso no sucede, que los operadores mandan al espacio X = H2(Q) n L3(Q)
en si mismo, y que entonces esa composicion sucesiva es correcta. Para mostrar que son el mismo
espacio, en tanto estan definidos como el mismo conjunto de funciones, basta con mostrar que la
norma del espacio interseccién, mencionada en la definicién de (4.10) dada por:

12 @ynrz) = I = Afll2@) + 122 fll2@

es equivalente a
111 == NO(F)llr2) = Il = AF + 2* fll 20y

es decir, la norma inducida por el Operador B, el que llamamos “del Oscilador Armoénico”. De tener
esto, estariamos hablando efectivamente de que uno parte del espacio X, aplica uno de los operadores
y cae en un espacio que esta planteado con otra norma pero que es equivalente por lo que es el mismo.
Y en ese caso, podemos sin problemas aplicar sucesivamente los operadores.

El lector ansioso por resolver éste pendiente debera esperar hasta que hayamos desarrollado
ambos operadores y algunas funciones relacionadas con ellos para poder hacer ésta demostracion
comodamente. Procedamos entonces con la presentacion de los operadores.

6.3.2. Solucion del subproblema con el Operador A

Afortunadamente esta ecuacién se puede resolver de forma exacta. Asi que eso haremos y usaremos
esa solucién exacta en todas las formas del problema (3D, 2D y 1D), sélo ird variando cémo resolvemos
la otra ecuacién.

Veamos entonces cémo seria esa solucién exacta. Si multiplicamos la ecuacién (6.21) por ¥ (x,t)* (el
conjugado de la funcién de onda) encontramos:

W (%, 1) P (x, 1) = Balo(x, 1) P (x, )3h(x, )" = Baly(x, ) [*
Si ademas notamos que la derivada temporal del médulo cuadrado de una funciéon cumple
(IUP), = U*U; + U}U = 2Re(U*Uy)

entonces nuestra ecuacién multiplicada por el conjugado muestra que, si pasamos el ¢ del lado iz-
quierdo al lado derecho, queda

W = —iBalb(x, )|

Pero entonces, si ambas cosas son iguales, sus partes reales son iguales. Como el de la derecha
es un numero imaginario puro (porque son nimeros positivos multiplicados por menos la unidad
imaginaria), entonces debe ser

2Re(v™ ) = 0 = ([f),

Obtuvimos entonces que el médulo al cuadrado de la 1) en este subproblema es una constante respecto
del tiempo. Es decir [¢|* = |1)]? y entonces la ecuacién se reduce simplemente a

S0 o) P, ) (6.24)
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Esto es una EDO trivial, donde la derivada temporal de la funcién buscada es un multiplo por
constantes de la funcion buscada. Por lo tanto la solucién es

Pa(x, 1) = lx, t,)e PBOLIPO) s g e RY

Hemos obtenido la solucién a 6.21 y, como se mencioné en todas las dimensiones la solucion serd la
misma, asi que pasamos a analizar el otro subproblema.

6.4. Meétodo pseudoespectral de Hermite para la GPE 1D
6.4.1. Desarrollo del Método 1D

En este caso, en virtud de lo analizado en la ecuacién 1D de (6.15) la ecuacién (6.22) queda
reducida a su forma unidimensional:

0
i ¢E3?t) = Bozt) = _%wzz(zﬁ + % (722%) ¥(2.1) (6.25)

Antes que ninguna cosa, observemos que, visto como un operador B : X — X con X(Q) =
H?(Q) n L3(€), es un operador muy conocido (el que ya mencionamos como “del Oscilador Arméni-
co”), que es autoadjunto y, por lo tanto, admitird una base de autofunciones con autovalores reales.
Esto se puede comprobar en los casos en 2D y 3D donde también sucede.

En este caso 2 = R, es decir la ecuacién esta planteada en toda la recta real. Mas ain, si ahora
no pensamos en el lado derecho como un operador sino en la ecuacion en si misma, la que nos aparece
es una leve modificacién de una también conocida ecuacién (que se obtiene en otro contexto, el de
buscar qué funciones de L*(€2) son autofunciones del operador “aplicar dos veces Transformada de
Fourier”), cuya solucién son Polinomios de Hermite mutiplicados por una gaussiana, es decir las
Funciones de Hermite.

Maés exactamente, el resultado conocido es que, si H;(z) es el j-ésimo Polinomio de Hermite (de
los que ya hemos definido en (2.2), entonces

Uj(z) = e H;()

cumple la ecuacion diferencial

1. 1
—5U; (2) + 52°Uj(x) = AUj(x)

Veamos primero que efectivamente esto sucede. Es facil ver que

"

Ul (z) = e/ [H;(x) — 2xH; (z) + (2% — 1)Hj(:c)]

J

resulta entonces

—%U;(x) + %szj(x) _ o2 [__ <H< (z) — 22H(z) + (2* — 1) + —$2Hj($>>]



Usando la equivalencia para H. J”(x) dada por (2.2) obtenemos:

—%U; (z) + %xQUj (z) — =12 [—% <2xH; () — 2H, () — 20H (x) + (4> — 1) + %xmj @;))]
_ P (;’Hj () — S Hy () + 3 Hj (o) + %xmj(x))
= R+ ) Hy ()
= (j + 3)Ui(e)

(6.26)

Hemos mostrado entonces que las Funciones de Hermite son autofunciones de un operador casi
igual al que tenemos en la ecuacién (6.25) (salvo por algunos escalares). Mostramos esto porque,
como se estila en este tipo de abordajes, trataremos de escribir la soluciéon a nuestro problema en
términos de una base de autofunciones del operador (abordaje que de entrada es natural al ver que
se tiene un operador autoadjunto) y esa base serd muy parecida a la de las Funciones de Hermite,
solo cambiaremos lo que hace falta para cumplir con los escalares. En este caso, esa base es la BON
dada por las que llamaremos Funciones de Hermite escaladas, dadas por:

hi(z) = e = 2 Hy(\ra2) /v 21 (10 )v.) VA (6.27)

Veamos primero que estas funciones cumplen ser autofunciones de exactamente el operador que te-
nemos, el expresado en (6.25). Por simplicidad para hacer la cuenta llamemos k = v/2U!(7/~,)"%.
Después de todo estas constantes tienen mas que ver con que después las Funciones cumplan una
normalizaciéon y no con el cumplimiento de la ecuacién diferencial, que esta claro sucedera si multi-
plicamos por un escalar. Asi, quedan:

h(z) = e =" P Hy(\7.2)/k

B (2) = =k (922 = ) Hi(y/22) — 2922yl (VA22) + 1= H] (y:2))

y usando la ecuacién que cumple H”(zx) tal como estd en 2.2 reducimos a

hy(2) = €2 k(022 = 7z = 20 Hily/22) )

Entonces en efecto se cumple la ecuacién de autovalores pues

1 " 22,’2 1 222
=Sh(2) + Eh(z) = IR < (022 5. = 2R By a2) + - h2)
20+1
= e | (A (6.28)
20+1
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Por comodidad, notaremos (21—;1)% = pf vy entonces la ecuacién de autovalores nos queda:

1., ”)/222

—ghu(2) + 5hi(z) = pilu(z) (6.29)

Hemos mostrado entonces que son autofunciones del operador B para este caso de GPE 1D.
Veamos también que son una BON para un producto interno dado por la integral sin peso. Mas
exactamente:

0 a0 1 1 9
hi(2)hn(2)dz = Hy(v.2)H, (v.2)e 727 /2
f_w ) = [ s ) ()
00 1 9
— - /7. H 2 Hy (Vy.2)e” 7 dz
). \/2ll!7r2”nlﬁ ((V7=2) Hal722) (6.30)
00 1 9
——H,(t)H,(t)e " dt
o V22 (B Hn (1)

|
S,

In

Donde la tdltima igualdad es inmediata a la luz del producto interno con el que presentamos a los
Polinomios de Hermite en (2.3). Recapitulando, tenemos que estas Funciones Escaladas de Hermite
son una BON de L?(Q) y son autofunciones del operador B.

Dada esta BON y un N fijo, llamemos Xy = (hg, hq, ..., hx) al subespacio generado por esas
funciones. Entonces, presentamos el Método Espectral de Hermite 1D que consiste en encontrar

Un(z,1) = D i) (z) (6.31)

de forma tal que ¥n(z,t) cumpla la ecuacién del operador B en 1D que venimos trabajando.

Es decir, fijado un N, pretendemos encontrar &l(t) para construir una funcién que pertenezca
a ese subespacio, que cumpla la ecuacién (6.25), pero que también sea lo més “parecida” posible
a la funcién que pretendamos representar (sabemos que de por si, por el hecho de ser una base
finita, no podemos representar sin error nada que no sean polinomios). Pretenderiamos entonces
proyectar ortogonalmente la funciéon de interés sobre el subespacio para maximizar el parecido. Pero
el producto interno que implicaria hacer de verdad esa proyeccion es claramente una cuenta que no
podemos hacer en la practica, asi que lo que haremos no es exactamente eso, sino que las z/}l(t) son
una aproximacién de los coeficientes de proyeccion ortogonal sobre Xy. Se trata entonces de una
aproximacién con dos complejidades, la finitud de la base en un espacio de dimension infinita y la
aproximacién del producto interno.

Lo que hacemos es definir como dijimos a la 1y (z.t) y primero le imponemos a esta propuesta
que cumpla esta ecuacién mencionada. Al hacerlo y usando la linealidad de la suma finita junto con
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la ecuacién de autovalor (6.29) obtenemos, igualando a cero,:

Zﬁ%\r(z»t) _ ZZ hl(z)d%(t)

ot £ dt
1y - dBhy(z) 2y -
- —élz_(:)?/ﬁ( ) ()2 5 ;}%(t)hl(z)
- - (6.32)

Usando que las Funciones de Hermite Escaladas, como ya dijimos, son BON;, si restamos los lados
derechos del primer y tltimo rengléon obtenemos

oYty s
i %E ) =i (t), 1=0,1..,N (6.33)
de donde sale R . R
Py(t) = e Mty (2, t >t (6.34)
y por lo tanto
N ~
Un(z,t) = e By (2 t,) = Z e~ M)y (t ) hy(2) (6.35)

1=0

En este punto, notemos que obtuvimos la expresién general para la soluciéon numérica de este
subproblema, y que afortunadamente solo requiere que sepamos z/zl(ts), es decir la proyeccion del
dato inicial (o sea la funcién de interés en el tiempo inicial), sobre el espacio Xy = (hq, hq, ..., hy).
Como ya dijimos, eso requeriria hacer el producto interno

it = [ one iz

y claramente no haremos estas integrales. Entonces, acd si aproximamos esas proyecciones con la
Transformada Discreta de Hermite que nos permitird obtener cada coeficiente (es importante notar
que esto serfa una Transformada Discreta en el sentido que desarrollamos en (3.1)).

Mas precisamente, dada una funcién U su coeficiente de proyeccién sobre el 1-ésimo elemento de
la base es:

N
Ul = szU(Zk)hl(Zk), [l = O,l,...,N (636)
k=0
Donde zj y wj son los puntos y los pesos escalados de Gauss-Hermite, dados por
@geéi 2k
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donde a su vez{Z;}2_, son los usuales puntos de cuadratura de Gauss-Hermite (es decir, las N + 1
raices de Hy1(z) ) y donde {@;}Y_, son los pesos usuales de la cuadratura de Gauss-Hermite. Por
lo que éstos cumplen

N ~ A
N HiZ) _Hn(%) In=0,1,.,N

w = Oin,
= * /a2 /A /2] :

Notar que con estas definiciones efectivamente pasa que

D wihi(z)hi(2) = > fe™ [yl ) i (/A=)

L H(5) Hu(%) (6.37)
i NG ml/44/2nn]
= dln7 0< la n<N

y por lo tanto se ve que los wf y los 2, tal como los estamos considerando, sirven para hacer una
transformada discreta de Hermite, pues efectivamente resuelven de manera exacta los productos
internos entre los elementos de la base y, por construccion de las cuadraturas, aproximan como se
espera la integral de una funcién contra las Funciones Escaladas de Hermite.

Ahora que tenemos construida la propuesta de solucién para la ecuacién (6.25) mediante funcio-
nes pertenecientes al subespacio generado por las Funciones de Hermite escaladas y aproximaciones
numeéricas para las proyecciones sobre esas funciones generadoras, podemos escribir el método de des-
composicion temporal completo, es decir los pasos alternados del splitting especificando lo planteado

n (6.23). Teniendo ambas, el método queda:

%(fl) _ e—i2w1Atﬂl|¢g|2wZ
N ' e
v = D e AL () by (24)
=0
, (2)
1/]1(;’)) _ e—zngAtﬁkaz |2,¢)](€2)
N _ S
1/1124) — Z eI AL (1,3)), hy (2,), k=0,1,..N (6.38)
=0
w](:)) _ efingAtBﬂw(zl) ¢(4)

N
v = D e B A (@) hy (24)

=0

ntl _  —i2ui AtB 82 (6)
" —e 1 1| 77Z)k

B
|

Donde w;, i =1,2,3,4 son los ya dados en (6.23). A su vez 9} es la aproximacion de ¢ (zy, t,,), ¥™ el

vector solucién entero (que tiene coordenadas) ¢ y (1(2)); el 1-ésimo coeficiente de la Transformada
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discreta de Hermite de la funcién del paso anterior del splitting ().

Habiendo presentado los operadores y explicitado el método de descomposicién temporal, respon-
demos ahora la pregunta de si los operadores pueden aplicarse sucesivamente. Veamos entonces que
ambos espacios son el mismo viendo que las normas de los espacios son equivalentes.

Una de las dos desigualdades para probar ésta esquivalencia es inmediata. Usando la desigualdad
triangular tenemos:

102 < Il = Afllez + l12* fllza) < Ifllaz@nrz@ + 1 llr2@)nrz0) = 21 lm2@)nLz0)

Esto ya nos dié una de las cotas que queriamos para la equivalencia. La otra desigualdad requiere
algunos pasos mas. Querriamos ver que

2 @)nrz@) = I = Al + 122 fll2@) < ctellO(f)| 2@

y para eso necesitamos algunos resultados auxiliares.
Notemos primero que

< =Af+2Pf; [ SPECSVEVS >+ <afiof >= [V f[ae + 1220

donde el producto escalar es el usual del espacio, la integral del producto, y por eso se usé integracion
por partes. Mds atn, se us6 que el término de borde es igual a cero. Se pueden dar varios argumentos
para la validez del uso de partes y que el término de borde se anula, el mas directo es que ésto vale
para las funciones del Espacio de Schwarz, que estdn contenidas dentro de nuestro espacio y que,
como éstas son densas, se extiende la propiedad a todas las funciones del espacio.

En segundo lugar, por la Desigualdad de Schwarz, sabemos que

10Nzl fllzzie) = | < —Af +2°f; f > |

Por lo que, juntando ambas cosas obtenemos

vaH%Q(Q) < | OO 2@l fll 2

2 fl1Z2) < IOWNz2@ |12

Si ahora pudiéramos acotar ||f|[z2(0) en funcién de la norma del Operador, tendriamos que la
norma del gradiente y del término x f estarian completamente dominadas por la norma del Operador,
lo que nos seria de fuerte ayuda para la cota que buscamos.

Para eso usamos un argumento espectral. Si a la funcién f la escribimos como su descomposicién
espectral en la base de las Funciones de Hermite, es decir

f=> feon
k=0
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Entonces, usando que las Funciones de Hermite son autofunciones del operador O ,tenemos

por lo que la norma quedaria
e}
HO(NIIZ2(0 Z Pl

Y ya vemos que acota a la norma de la funcién pues
© © 1 o
11720y = Z |fel? =2 Z |fk|2§ <2 Z felPIMl? = 2110|720
k=0 k=0 k=0

Reemplazando en la cota del gradiente y de x f tenemos entonces que

||Vf||%2(sz) < \@HO(JC)H%Q(Q)

H-ffH%?(Q) < \/EHO(JC)H%Q(Q)

Ahora si, podemos usar estos resultados auxiliares para probar la desigualdad que buscamos.
Empecemos por

< —Afra?fi =Af >=[|=Afl[F )+ < 2 f; =Af >= ||[=Af|[aq)+ <2V V >+ <22f; V>
(6.39)
donde en el producto escalar entre entre z?f y el Laplaciano usamos nuevamente integracién por
partes.
Usando entonces en la ultima igualdad que < x?V f;Vf > es no negativo (pues es la integral
de un argumento no negativo, un producto de cuadrados) y usando la desigualdad de Schwarz para
acotar el producto escalar por debajo obtenemos

< -Af+a?fi=Af > = || = Aflli2) — 2|z fllz2@l IV fll2@
Juntando,
0Nzl = Afllzz@) = | < =Af + 2 f; =Af > [ = || = Afl[f2) = 2ll2fll 2@ IV fll2(0)

De donde
10Nzl = Afll2@) + 2llefll @V iz = (| = Aflliz0

Usando la desigualdad de Young (en su forma mads bésica) en la mutliplicacién del primer término,
y la cota que obtuvimos para ambos factores del producto en el segundo término tenemos

1
5 (10N 2@ + 11— AfliEa@)) + 2 (V2IOWDIEeey) = | = AfliEzcey
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De donde concluimos 1 ]
(5 + 2V2NO) xy > 51l = Aflaey

Que ya nos da la cota que necesitabamos, pues, habiendo acotado uno de los dos términos que
queriamos por una constante y la norma del operador, el otro es inmediato ya que

|2 fllr2@) = || = AF + 2 f + Afll2@) < || = Af + 2% fll2) + || = Afll 20 (6.40)

Y ambos términos de la derecha los tenemos dominados por la norma del Operador.

Tenemos entonces dominados ambos términos de la norma del espacio interseccién por la norma
del Operador y, por la tanto, dominada la norma del espacio interseccion por la norma del Operador.
Concluimos entonces la demostracién de la equivalencia de las normas y, por lo tanto, obtenemos
que ambos espacios son iguales y es teéricamente vélido aplicar sucesivamente los operadores (vale
mencionar que, dada la generalidad dimensional de ésta demostracion, vale también en dimensiones
mayores y por lo tanto se extiende su validez a los métodos en 2D y 3D). Termina entonces la
presentacion del método 1D. Efectivamente esta bien definido, pasemos a exponer los argumentos de
estabilidad y convergencia de éste método.

6.4.2. Estabilidad del método de splitting pseudoespectral de Hermite para 1D

Veamos que el método propuesto es incondicionalmente estable, es decir en todos los pasos con-
serva la norma del dato inicial. Més exactamente:

™% = [lvollz n=0,1,... (6.41)
donde
N
"7 = wilrl?
k=0
y

N
1ol [ = ) wilto(z)l”
k=0

Para empezar, tenemos ||["||% = Sr_ wi|yr|?, veamos qué le pasa en cada paso de la iteracién
a los |[¢}|* para ver que la suma no se altera.
Vemos que en los pasos impares del método, v} es multiplicado por una exponencial de la forma
e x e R es decir una rotacién, un nimero complejo de médulo 1, que no afecta para nada el valor
de [¢7]? y por lo tanto tampoco de la suma final que da la norma cuadrada del vector.

Por otro lado, en los pasos pares del método por definicién tenemos lo siguiente(dejamos de forma
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ilustrativa el paso 4)

N
Z wk|¢(4)

2

=0

N RN ) (Ze%mw@» nlz >>

=0

I
o~
L=
&
ENE
-~

N N

- Z Z e TIZOAUT AL (4))(3)) giPwaum AL ¢(3) (Z wihi(zx)h )) (6.42)
=0 m=0
N N . -

— Z Z e—i2w4ulzm(w(3))lenww;mw(g))m £ Oy
I=0m=0
N —_—

= D 1@’
1=0

= [(¥®)*

= ()P

Donde la §;,,, la obtuvimos usando (6.37) y el ltimo paso vale en virtud del conocido Teorema de
Plancherel para sistemas ortonormales, sobre la igualdad entre la norma de una funcién y de su
transformada.

Hemos llegado entonces a que el paso par preserva la norma del paso impar (pues llega a ella) y
como a su vez el paso impar ya vimos que mantenia la norma también, vemos que el método preserva
todo el tiempo la norma y que, por lo tanto, en cada paso tiene la norma [? del dato inicial, probando
la estabilidad que queriamos.

Vale la pena hacer una observacién sobre el método en 2D y 3D. Notemos que la estabilidad de los
pasos impares, que como dijimos sale de la exponencial, se debe mantener en mayores dimensiones ya
que el splitting se plantea hecho de forma anéloga y el que llamamos operador A, como mencionamos,
se mantiene igual y con la misma solucién. Es decir, ya podemos ver que el método en mayores
dimensiones tiene el mismo subproblema A y entonces el método de splitting tiene los mismos pasos
impares, construidos de la misma forma, y que por lo tanto ya vimos que mantienen la norma.
Por otro lado, en mayores dimensiones, el operador B si serd distinto, pero el subproblema B se
soluciona también mediante una propuesta espectral para diferentes bases ortonormales de funciones
tal como en este caso. Como los argumentos que dimos para la estabilidad de los pasos pares fueron
generalidades de éstos sistemas junto con la Identidad de Pérseval (que vale para cualquier sistema
ortonormal), es evidente que éstos argumentos valdran también para las GPE en 2D y 3D y que se
podria descontar la estabilidad también en los pasos pares y, por lo tanto, concluir entonces que el
método que presentamos es también estable en dimensiones mayores.

41



6.4.3. Convergencia del método de splitting pseudoespectral de Hermite para 1D

Una pregunta tan importante como la estabilidad es la de la convergencia del método que estamos
proponiendo. Para la demostracién, remitimos a ([5]) que, en la seccién 4, discute casos generales de
un problema como éste. Es decir, problemas donde, ademas de tener que probar la convergencia del
splitting, en el sentido de probar que aplicaciones sucesivas de flujos de subproblemas sea una buena
aproximacién del flujo original del problema (prueba cuyas inconvenientes ya mencionamos), tenemos
que, en realidad, ni siquiera estamos usando la solucién exacta del subproblema B sino que estamos
haciendo una proyeccién (no ortogonal) sobre el subespacio generado por finitas autofunciones que
tomamos de la base de autofunciones del operador. Veamos que efectivamente caemos en las hipdtesis
del Teorema 4.1, mencionado en la publicacion, que justifica la convergencia necesitada en nuestro
método. Lo haremos viendo que el problema descripto en el caso general abarca nuestro caso. Vamos
a ir analogando la terminologia de la publicacion con la de nuestro problema, para ver cémo todo lo
que se requiere para el problema estd en nuestro caso.

Nuestro espacio de trabajo, primer punto que especifica el Teorema, el espacio en el que buscamos
la solucién, es X = H?(2) n LZ(Q). La base ortonormal de funciones que se necesita como hipétesis
es por supuesto la base de autofunciones h(z) del operador B. Respecto de los autovalores de estas
autofunciones, el teorema pide que tengan parte real acotada. Esto ultimo los autovalores u; que
obtuvimos, tal como formulamos el problema, no parecen cumplirlo, pero es porque tenemos la
ecuaciéon diferencial en derivadas parciales expresada como la unidad imaginaria por la derivada
temporal igualado al operador B. Si despejamos la derivada temporal pasando la unidad imaginaria
queda un operador que tiene autovalores imaginarios puros y, por lo tanto, cumple la hipdtesis.
Dicho ésto, seguimos adelante con la terminologia, debemos considerar también el espacio

X ={ue X : ) ml* < hyu> [ < o} (6.43)
leN

que es un espacio més chico dentro de nuestro espacio de trabajo X, integrado por las funciones de
nuestro espacio que ademas de poder ser descompuestas en la base, la serie de los coeficientes de esa
descomposicion en modulo cuadrado va a converger incluso aumentada por los autovalores elevadas a
potencias crecientes. Es claramente un espacio mas chico, contenido en el original, de condiciéon mas
restrictiva. A continuacién debemos considerar ademds la proyeccién PM sobre el espacio generado
por nuestras primeras M funciones de la base que estamos usando para construir nuestra solucién
finita. Ahi es importante prestar atencién al Remarcado 4.2 de la publicacion. Este sefiala que si
tomamos esas funciones y consideramos la proyeccién de una funciéon v dada por

M
PMUZZ <,ul;u>hl (644)
=1

donde p; son los elementos de la base dual asociada a esas hq, ...hy; autofunciones de la base, entonces
PMy, es también una proyeccién que nos sirve para caer bajo las hipétesis del teorema (aunque no sea
una proyeccién ortogonal). En nuestro caso, esos funcionales que componen la base dual de nuestra
base serian los ya mencionados funcionales ’aplicar la transformada discreta’ dados por:

< pu >i=py(u) = Z P (2 )u(zr)wy (6.45)
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(notar que entonces estamos usando '<>’ como la notacién usual para bases duales, de aplicar el
funcional que esta primero en la funcién que estd después). Recapitulando, entonces esta proyeccion,
que es la que nosotros usamos para construir el método y nuestra propuesta de solucién al subpro-
blema B en (6.36), sirve como proyeccién a los fines del Teorema 4.1. Mds ain, el Remarcado 4.2
nos dice que la solucién discreta que se propone para el subproblema del operador B se obtendra
multiplicando a las funciones de la base por unos coeficientes temporales que solucionan una ecuacién
diferencial ordinaria. Esta ecuacién es tener, tal como nos pasé en nuestro caso particular en (6.33),
la derivada respecto del tiempo del 1-ésimo coeficiente igualada al 1-ésimo coeficiente de la solucién
discreta propuesta (coeficientes multiplicados por elementos de la base) luego de ser evaluada en el
operador B.

El Teorema 4.2 nos dice entonces que, dada una ecuacién iu; = Au + Bu como la que tenemos,
donde A : X — X sea un mapeo localmente Lipschitz (cosa que en nuestro caso sucede, como ya
probamos con anterioridad) y B un operador autoadjunto que cumple las condiciones que menciona-
mos arriba, si tenemos XM = PM X, v Uy € XM con M suficientemente grande tal que la diferencia
|Up — uo||x, entre Uy y el verdadero dato inicial sea chica, entonces la diferencia

1Un = unllx,

serd tan chica como se quiera (importante notar que entonces ||U,, — u,||x, también sera tan chica
como se quiere) . Es decir, agrandando el M (tomando mds funciones para la base de nuestro subes-
pacio finito) podemos hacer que la diferencia entre la proyeccién del dato inicial y el dato inicial sea
realmente chica y eso hara que la diferencia entre nuestra solucion construida y la verdadera solucién
sea arbitrariamente chica, para un tiempo deseado. Esto es tener garantizada la convergencia del
método, que es lo que queriamos.

Concluye esto la exposicion del Método pseudoespectral de Hermite en 1D, su estabilidad y
convergencia.

6.5. Meétodo pseudoespectral de Laguerre para la GPE 2D con simetria
radial

Siguiendo con el orden ascendente en dimension, habiendo presentado el método en 1D, pasamos
ahora a exponer brevemente el Método pseudoespectreal de Laguerre en 2D. En este caso de GPE 2D
recordemos que vy, = ,, de ahf la simetrfa radial. Por ende, el dato inicial se reduce a vy (z,y) = 1o(r)
con la definicién usual de r = /22 + y2. Mds en general, reemplazando las dos variables espaciales
en la funciéon de onda y usando la expresién canodnica del laplaciano radial en polares, la ecuacién
6.22 queda en este caso:

ja 2,.2

O equivalentemente

20 Lo, R ap LAV

ot 2r or or? 2
_Lavnt)  10%(rt) y
2r  Or 2 Or? 2

(6.47)

(1)
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Analogamente al caso 1D, considerando que la ecuacién estd planteada para r en los reales no
negativos y considerando también la forma del operador de la ecuacién diferencial, que es también
un operador muy conocido, resulto propicio el uso de los Polinomios y Funciones de Laguerre. Ob-
servemos que por definicién son autofunciones de un operador que no es exactamente el B que nos
quedd pero tampoco es tan distinto. Proponiendo, como hicimos en el caso 1D, funciones escaladas
a partir de los polinomios, podemos encontrar autofunciones del operador que si tenemos. En efecto,
sabiendo que los Polinomios de Laguerre cumplen las ecuaciones (2.4) y (2.5) (donde reemplazamos
la = de la variable por r, con los mismos valores de dominio), definimos las Funciones Escaladas de
Laguerre como

me=¢%ﬂﬁﬁawﬁ 0<r<w (6.43)

donde notamos con L a los polinomios usuales de Laguerre. Veamos que efectivamente estas funciones
propuestas cumplen ser autofunciones del operador de nuestro problema. Tenemos, dada la definicién
de L,,(r) que

L'm(r):ﬁ%e—wrm [_Wzm(% 2) 4 2L (o )] (6.49)

Yy que
Lo, (r) = o) 22 [ (4202 = 30 Lo (07) + (29 = 9%7%) Ly () + 492025 | (6.50)
™

Usando la ecuacién que define a los Polinomios de Laguerre (2.4) podemos despejar esa segunda
derivada solamente en términos de L,, y su primera derivada, obteniendo

LMﬂ=J¥ﬂ”ﬂnr—% 49m) Ln(37) + (=23,) Ly (32| (6.51)

Ahora que tenemos escritas la Funcion Escalada de Laguerre y sus derivadas podemos reemplazar
en el lado derecho de la ecuacion 6.46 y efectivamente obtenemos que
1 1 4 ’)/27”2

——L —L
or ™ 2 m 2

s

Obtuvimos entonces que efectivamente las funciones propuestas son autofunciones del operador que
tenemos en (6.46) con autovalor p,, = 7,(2m + 1). Notar que ademds, con el siguiente producto
interno, usando la propiedad (2.5), resultan ser ademads estas funciones una base ortonormal:

27Tf L (r) Ly (1) rdr = 27Tf 4/% 2L (e )4/% — 2L (e rdr =
0

- [ @ L Lt
= JOO Ly (2) Ly (x)e " da

0

(6.53)

6mn
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Mostramos, por lo tanto, lo que necesitabamos.

Sea entonces M € N, sea Y), el subespacio generado por las primeras M + 1 funciones de la base
ortonormal antes presentada. El método espectral de Laguerre consiste en encontrar, como antes en
1D, ¥ (r,t) € Yy dado por

- f () Li(r), 0<r <o (6.54)

Tal como en el caso 1D, esas funciones del tiempo serdn los coeficientes de la proyeccién (no
ortogonal, por el mismo motivo) de nuestra funcién dato inicial sobre ese subespacio Y),. Insertamos
entonces esta propuesta de solucién en nuestra ecuacion, la 6.46. Imponiendo que la cumpla y usando
que las Funciones Escaladas de Laguerre son, como probamos, una base ortonormal, obtenemos

(D) _

o I wm( ) =v.(2m + 1Wm( ), m=0,1,... M (6.55)
La solucién que obtenemos entonces para el operador B en este caso es:
M
Yar(r t) = e BTy (r b)) = Y e T (£,) Ly (r) (6.56)
m=0

Ahora que tenemos la solucién a este subproblema, recordemos que la solucién al otro subproblema(el
subrpoblema del operador que llamamos operador A) es literalmente la misma. Por lo tanto, ya
estamos en condiciones de escribir como queda el método de Splitting temporal de cuarto orden
pseudoespectral de Laguerre para la GPE 2D con simetria radial:

¢(1) _ e—i2w1Atﬂ1|w;’l‘2wn

(2) Z 6712w2ul At )) Ll (rj>

(3) —i2wsAtB ij 12,,(2)
wj - 3 1 ¢j
N ' e
Pl =3 e A (@) Ly (ry), j=0,1,..N (6.57)

1=0
, (4)
¢(5) R N \2¢§4)
N .
6 —12wou?
W = D e A (6)), Ly (r))
1=0

n+l _ —i2wi AtB 962 (6)
yit =e e

Donde estamos notando 97 a la aproximacion de Y(rj,t,) y ¢™ al vector solucién con coordenadas
Y7, Siguiendo las analogias con el caso 1D, los puntos r; que usamos estan definidos respecto de los
puntos usuales de cuadratura de Gauss-Laguerre #; mediante:

ro— | (6.58)



En base a estos mismos puntos y a los pesos estandar de la cuadratura w?

7 es que también definimos
los pesos para nuestra transformada discreta de Laguerre

™ AT T
w; = —we' (6.59)
Ve

y entonces la Transformada Discreta queda

M
Ui = Y wiU(r)Lu(ry),  1=0,1,..., M (6.60)

7=0

Esta definicién efectivamente funciona puesto que

d KT 7 7
D WL (1) Lo(ry) = > — e Ly, < —J) L, ( —J)
j=0 =

(6.61)

Donde se ve mas claro por qué la eleccién de estos puntos y pesos escalados, ya que tanto la com-
posicién, como la fraccion V’T—T y la exponencial cumplen la funcién de simplemente cancelar lo que le
agregamos a las Funciones Escaladas para que queden “limpios”los Polinomios de Laguerre con sus
pesos, para obtener la Delta

La demostracién de que éste método es incondicionalmente estable es completamente igual a la
del caso de Hermite en 1D porque, como ya mencionamos en esa seccién, valen todos los mismos
argumentos para pasos pares e impares del método. Esto mismo sucede con la demostracién de
convergencia, que es totalmente analoga. Concluimos entonces con la presentaciéon, estabilidad y
convergencia del Método en 2D.

6.6. Meétodo pseudoespectral de Laguerre-Hermite para la GPE 3D con
simetria cilindrica

Concluimos el gradual ascenso en dimensién exponiendo el Método pseudoespectral de Laguerre-
Hermite en 3D. Este caso es una combinacién de los dos anteriores y como tal lo abordaremos.
Combinaremos la solucién de Hermite 1D en la recta z y la solucién radial 2D en el plano xy
aprovechando su simetria. Mds exactamente, estamos tomando d = 3 y 7, = 7, y por lo tanto, como
antes, Yo (x,y, z) = o(r, z) y también la solucién serd ¢ (x,y, z,t) = ¥(r, z,t). Como ya hemos dicho,
si pensamos toda nuestra ecuacién como iu; = f(u) = Au + Bu el operador A es exactamente el
mismo en este caso que en los anteriores. Lo que cambia es el operador B que, usando la expresion
del laplaciano en cilindricas, queda:

iﬁl/)(g,tZ,t) — Bo(r, 1) = _% l%&_i (r§1/1(;;2,t>> n 82¢é7;2z,t)] n % (%?Tz n 7322) W(r, 2, 1);
(6.62)
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—o<z<w; O<r<o; t20, convy =79="7

Presentamos entonces para esta ecuacion el método pseudoespectral de Laguerre-Hermite. Pro-
ponemos como autofunciones de este operador unas funciones que sean simplemente el producto de
las Funciones Escaladas de Hermite que usamos en el problema 1D multiplicadas por las Funciones
Escaladas de Laguerre que usamos en el problema 2D. Es decir

Cona(r, 2) = Lon(r)lu(2) (6.63)
v en efecto
BC,y(r,z) = —% [%a— ( (7le (r,2 ) + 62022(;7 z)} + (7% +722%) Cu(r, 2)
_ ! [%?( 5L0r > (%772,7”2) Lm(r)] hl(z)+l 2{’;!2 ?) +; 7222 (2 )]L (r)
= M L (1) (2) + 117 hu(2) L (1)

= (tt + 17)Cou(r, 2)
(6.64)

Donde en el ultimo paso usamos que cada tipo de Funciones Escaladas eran autofunciones de cada
uno de los operadores respectivos. Obtuvimos entonces que nuestra propuesta de funciéon producto
Cou(r, 2) es autofuncién del operador B de la ecuacién GPE 3D con simetria cilindrica, de autovalor
(uh, + p). Dados M, N enteros no negativos fijos sea Xy el subespacio generado

Xun = gen{Ly(r)h(z)/m =0,1,.... M;1=0,1,.., N} (6.65)

Entonces el método espectral de Laguerre-Hermite consiste en encontrar ¢ y(r, z,t) € Xy que
cumpla la ecuacién del operador, es decir buscamos una propuesta de la forma

M

Yarn(r 2, t) = 0 () L (r)hu(2) (6.66)

que cumpla la ecuacién (6.62). Insertando esta propuesta de solucién en la ecuacién e imponiéndole
que la cumpla, usando que son variables separadas y por lo tanto que las Funciones Escaladas de
otras variables salen de la derivacion, obtenemos la siguiente EDO para los coeficientes temporales
del método pseudoespectral

dﬁm t T AW
2O (i (6.67)
Y por lo tanto la solucién propuesta para el operador B queda
M N
Yun(r, z,t) = e By v (r, 2, t,) e~ i) (t=ts) ), ((ts) L (r)hy(2); t=ts (6.68)
m=01=0
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Si llamamos 97 a nuestra aproximacion de Y(rj, 2k, tn) y Y™ al vector solucién de coordenadas Vs
el método completo de Splitting pseudoespectral de Laguerre-Hermite para la GPE 3D con simetria
cilindrica queda:

w(l) o201 Atﬁallﬂﬁ?wﬂ

i = Z Ze 2ua ()AL (Y T () By ()

m=01[=0

¢(3) _ —z2w3At53|¢§i)\2w](i)
Z Z —i2ws ()AL () (3)), ) L (75 (28, j=0,1,.M, k=0,1,..N (6.69)
m=01=0

w“’) —zngAtmwﬁ)Pw@)

(6) Z 2 —i2wa (uf +py, ) At (¢(5))mle (Tj)hl<zk)

m=01=0

n+l _ —12w1At53|¢<b|2 (6)

ik =€ M

donde con U,,; estamos diciendo los coeficientes de la transformada discreta escalada de Laguerre-

Hermite. Esta, en total analogia con el caso 1D y 2D y aprovechando también las variables separadas,
esta dada por

M N
= Z Z wiwpU(rj, 21) Lin(r5)hi(21),  m=0,1,...,M;k=0,1,..,N (6.70)
=0 k=0

Donde los w} y wj son los pesos escalados de Laguerre y de Hermite respectivamente, que ya han
sido presentados en las secciones anteriores. La validez de esta transformada se deduce de la misma
forma que las anteriores. Usando que cada peso sirve para hacer que cada transformada valga la ¢
correspondiente cuando hago el producto entre los de cada base ortonormal, puedo conseguir la delta
primero entre unas funciones y luego entre las otras consiguiendo por lo tanto una delta general de la
base de Laguerre-Hermite. En cuanto a la estabilidad, como ya sucedié en el caso 2D, es literalmente
la misma que estd hecha en detalle en el caso 1D. Los pasos impares preservan la norma porque
simplemente multiplican por una exponencial de moédulo 1 y los pasos pares lo hacen en virtud de
las cuentas y de la Identidad de Parseval ya mencionadas. Lo mismo sucede con la convergencia.

Con ésto concluimos la exposicién de los tres métodos, uno para cada dimensiéon espacial posible
del espacio fisico, su garantia de estabilidad y de convergencia.
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Parte V
Implementacion

7. Resultados

7.1. Generalidades

En ésta seccidén discutiremos la implementacion hecha para testear el método numérico objeto
de éste trabajo. Por facilidad y dada la muchas veces mencionada analogia en la construccién de
los diferentes casos, implementamos el caso 1D. El codigo fue escrito en Python, donde usamos las
librerias de matematica usuales. Usamos, en particular, la libreria “scipy.special.hermite”que tiene
incorporados los Polinomios de Hermite como una forma préctica para construir de forma eficiente
las Funciones de Hermite. Sin embargo usamos también el software Mathemathica para obtener tanto
las raices como los pesos correspondientes a los Polinomios que trabajamos porque obteniéndolos a
partir de pedir las raices a la libreria de Scipy daba un resultado erréneo. En lineas generales la imple-
mentacién ha sido una directa escritura de las funciones, métodos y valores que fuimos exponiendo,
usando vectores para los diferentes valores de las funciones y matrices para las tranformaciones que
se le aplican a esos vectores (como la Transformada de Hermite y su Transformada Inversa)

En todos los casos que abordamos con el fin de contrastar los resultados que daba el paper en el
cual nos basamos, su autor, Bao, comparaba la solucion que le dan éstos métodos con la evolucién
temporal del estado fundamental que él obtuvo en otras publicaciones, usando diferentes métodos
numéricos, para éstas mismas ecuaciones, (GPE en las diferentes dimensiones).

7.1.1. Estado fundamental

Empezamos queriendo comparar con el primer ejemplo que el mencionado Bao, propone, que es
el de la ecuacién 1D tal como la reexpresamos en (6.15) tomando N = 129, 8 = 50,v, = 2 y toman-
do como dato inicial Wy(z) igual al estado fundamental de la GPE 1D con los mismos coeficientes.
Sin embargo, acd debemos deternos. Recordemos primero que el estado fundamental de un sistema
cuantico es un estado de minima energia. Pero ademéds, hay que mencionar que su obtencién no es
nada trivial dado un sistema arbitrario. Para obtenerlo, recurrimos a otras publicaciones de Bao que
el autor autorreferencia. Encontramos en ([7]) un método numérico para calcularlo.

El método consiste, antes que nada, en formalizar qué es estado fundamental. Recordemos que
cumple
(2, t) = e Mahy(2) (7.1)
Es decir, que al evolucionar temporalmente solo le suceden rotaciones en el plano complejo. Luego,
yendo a lo que més nos interesa, escribimos el funcional Hamiltoniano, que como mencionamos es
una forma generalizada de energia. Queda como en esta ecuacion

H) = [ S1907 + VabloP + Dlw’ (7.2
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Conectemos ambas cosas. Como el estado fundamental es, por definiciéon, un minimo de éste funcional
de energia y cumple una restriccion, la normalizacién que le impusimos desde el principio (que integre
1), es natural buscarlo, en tanto minimo sujeto a restriccién, con el método de los multiplicadores de
Lagrange. Este punto es clave, conceptualmente simple y numéricamente también. En la publicacién
mencionada se detalla la busqueda numérica de ese minimo con el método descenso por gradiente
que nosotros tomaremos como punto de comparacién. Vale mencionar que corrimos la propuesta del
autor tal como esta.

Implementamos entonces ése método y obtuvimos los siguientes graficos. Podemos ver en ellos la
forma que va tomando la funcién, conforme vamos descendiendo en la direccién opuesta al gradien-
te, hasta estabilizarse en una buena aproximacion del estado fundamental. En la primera figura a
continuacion, graficamos los valores del Hamiltoniano para la funcion que se tiene en cada iteracion
del método y, como se ve, nos muestra varios tramos de bajadas. Lo interesante es observar cémo
la funcién resultante, en cada una de las bajadas, va teniendo menos cantidad de ceros, acorde a un
resultado tedrico de que el estado fundamental no puede tenerlos, y a que a medida que va descen-
diendo el valor del Hamiltoniano se va pareciendo cada vez mas al estado buscado (un buen indicio).
En el segundo grafico marcamos qué momentos entre las bajadas tomamos como referencia.

Evolucién del método de blasqueda

Hamilteniano (Energia)
H
=
1

6 x 107 1

T T T T T T
0 10 20 30 40 50
Pasos del método
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Evolucién del método con tiempos

Hamiltoniano (Energia)

lDl _

I
0 10 20 30 40 50
Pasos del método

Los siguientes son los gréaficos de la funcion que obtiene el método en cada uno en los momentos
que estan marcados. En ellos se ve esto que senalamos antes, como los descensos en el valor del
Hamiltoniano corresponden a haber encontrado una funcién con menos energia/menos ceros, méas
cercana al verdadero estado fundamental (notar la segunda y tercera tienen diferente forma pero
misma cantidad de ceros, las mostramos porque, pese a eso, pertenecen a bajadas distintas):
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f(x)
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Funcién en el tiempo tf
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Este tltimo grafico es con el que nos quedamos como aproximacion, es al que llegamos cuando el
Hamiltoniano, como se ve en los dos primeros gréficos, se ameseta. En cuanto a la ”calidad” de este
estado fundamental que obtuvimos, si bien es una aproximacion a un objeto que no es encontrable
analiticamente y, por lo tanto, nunca esperariamos encontrarlo de forma exacta, tenemos varios
indicadores de haber ido por buen camino.

En lo numérico, el gran amesetamiento en el Hamiltoniano luego de varias bajadas muestra,
tanto que hemos descendido una cantidad considerable como que en un principio no parece posible
descender mas.

Por otro lado, vale mencionar que los graficos anteriores se obtuvieron luego de correr el programa
usando como dato inicial una combinacion convexa de tres Funciones de Hermite, combinando funcio-
nes pares e impares. Esta eleccién nos llevé a valores de minimo més chicos (y por lo tanto mejores)
que cuando tomamos solo impares. Esto es razonable ya que los operadores A y B que tenemos en
nuestro problema (los que ya mencionamos en anteriores capitulos) y que aplicamos sucesivamente,
mantienen la paridad de la funciéon en la que se aplican. Por lo tanto, si iniciamos la evolucién con
una funcién dentro del subespacio de las Funciones de Hermite impares, nunca saldremos de éste
subespacio. Es decir el método sélo nos podria dar en ese caso funciones impares. Pero esto seria un

95



problema, dado el antes mencionado resultado teérico de que el estado fundamental que buscamos,
minimo del funcional Hamiltoniano, no puede tener ceros. Es decir, que no puede ser una funcién
impar. Por lo tanto empezar el método con una combinacién de funciones de Hermite impares jamas
nos dejaria llegar a buen puerto (o no al mejor posible al menos). Eso ya deja claro por qué fue
mejor el resultado, es decir por qué dié un valor de Hamiltoniano mas chico, cuando iniciamos el
método con una combinacion de pares e impares. Es decir las corridas que hicimos, respaldaron este
resultado tedrico.

Efectivamente si iniciamos el método de minimizacién solamente con funciones impares obtenemos
el siguiente Hamiltoniano:

Evolucién del método de blGsqueda (impar)

101 m

g x 107 1

Hamiltoniano(Energia)

8x 107 -

7 % 107 1

6 x 107 -

5x 107 -

)
0 10 20 30 40 50
FPasos del método

Como puede verse, hay una sola bajada y rapidamente el método se .*meseta.®® el sentido de que,
como vemos, el grafico se ameseta, deja de haber cambio en el Hamiltoniano. Graficamos entonces
el dato inicial (con tres ceros) y después el minimo que se obtiene, con uno solo. Nétese que por lo
dicho de funciones impares, la funcién que graficamos ”salta” de tener 3 ceros a uno solo, ya que no
puede tener dos y en uno se queda:
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Funcién impar en el tiempo tl
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El valor de Hamiltoniano que se obtiene en este minimo, restringido al subespacio de funciones
impares es 5.079230208781636, mientras que el minimo de Hamiltoniano que se obtuvo con dato
inicial mixto (combinacién de pares e impares) es de 4.301357412921119, coherentemente con lo que
mencionabamos.

7.1.2. Testeo directo del Método para la GPE

Hechas éstas corridas que coinciden con lo que esperabamos desde la teoria y razonablemente
satisfechos entonces con la bondad del estado fundamental que obtuvimos con el dato inicial de
paridad mixta, procedimos a usarlo como dato inicial de nuestro método de cuarto orden, el objeto
de ésta publicacién. Recordemos que nuestra busqueda de este estado fundamental respondia a que
lo queremos usar para probar el método de resolucién de nuestra ecuacién. Esto es porque, por
definicién, al aplicarsele la ecuacion pensada como un funcional (la GPE) no sufre modificaciones,
como se menciond, teéricamente solo rota en el plano complejo. Por supuesto, no esperamos observar
exactamente eso. Sucede por un lado que el que estamos usando como estado fundamental en realidad
es una aproximacion y, por otro, que en nuestro método de cuarto orden, por ser como ya se explico
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un método de Splitting, ni siquiera estamos evolucionando temporalmente con la ecuacién completa
sino, justamente, de a partes y el estado fundamental (que es estado fundamental de la ecuacién
entera), incluso si fuera el tedrico, no deberia ser invariante temporalmente ante una de las dos por
separado.

Con éstas esperables fuentes de error y modificacién en mente, graficamos ambos, nuestro estado
fundamental aproximado y su evoluciéon temporal. Observamos efectivamente unas diferencias, aun-
que bastante sutiles en médulo y en parte real. Se pueden ver en los graficos a continuacién, primero
ambas partes reales, luego las imaginarias y finalmente ambos mddulos (en negro el estado funda-
mental, dato inicial de la corrida para el método de cuarto orden). En médulo son, afortunadamente,
tan parecidas que a una escala razonable se superponen ambos graficos:

Evolucién del método vs Estado Fundamental (real)
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Evolucién del método vs Estado Fundamental (imag)
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Evolucién del método vs Estado Fundamental (abs)
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Notese que nuestra aproximacion del estado fundamental tiene parte imaginaria igual a cero pero,
naturalmente, el método se corre y genera una solucién con parte imaginaria no nula, ahi esta, quizas,
la principal diferencia, ya que como vemos la parte real y sobre todo el médulo son similares.

7.1.3. Testeo a través del Multiplicador de Lagrange

Algo que nos interesé profundizar es el hecho de que, como se dijo, éstos puntos criticos que
encuentra el algoritmo de minimizacién para buscar el estado fundamental son puntos de Lagrange.
Por lo tanto, por definicién, evaluados en la derivada del Hamiltoniano, tiene que dar la misma funcién
multiplicada por un escalar. Ese escalar es justamente el Multiplicador de Lagrange. Sabiendo que
el estado fundamental, como ya se dijo, al evolucionar temporalmente con la GPE sélo puede sufrir
rotaciones (multiplicacién por un complejo de médulo uno), podemos definir la funcién

w(t) = <to(z); (2, 1)> (7.3)
y resultaria, desarmando la rotaciéon en parte real e imaginaria
w(t) = cos(At)<tho(2); 1o(2)> — isen(At)<to(2); o(2)> = cos(At) — isen(At) (7.4)
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A partir de ésto, pensamos que si podiamos aproximar numéricamente w, es decir aproximar con
cuadratura la integral implicada en el producto interno que la define , tomandole parte real y parte
imaginaria deberfamos ver sinusoides con ese lambda, ese multiplicador, como velocidad angular (la
parte real un coseno, la parte imaginaria un seno). Efectivamente, aproximando esa integral como
producto de un vector conjugado por el otro sin conjugar y multiplicados por los pesos (es decir la
cuadratura usual que usamos en este trabajo) obtenemos los siguientes graficos para sendas partes,
confirmando el caracter perfectamente sinusoidal. El primero es la parte imaginaria con el menos
adelante, tal como sale de la cuenta, y el segundo es la parte real:
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Parte real de Omega
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Por otro lado, para seguir analizando, ese Multiplicador A\ también puede ser obtenido de otra
forma. Pensando que, si las funciones que encontramos en la busqueda del estado fundamental son
puntos criticos que salen del método de Lagrange, notando que la GPE es justamente la derivada de
ese Hamiltoniano tal como lo escribimos arriba (la cuenta es inmediata), las funciones-puntos criticos
son autofunciones de la GPE (porque debe cumplirse la mencionada ecuacién de Multiplicadores de
Lagrange). Dicho de otra manera, el estado fundamental, evaluado en la ecuacién tiene que dar un
multiplo de si mismo, siendo ese niimero que multiplica el Multiplicador. Matematicamente decimos

que:

2
~ 3% + T20(z) + Blo(2)Pdo(2) = M(2) (7.5
Y, por lo tanto
2
<Uu(z); ¥y 2) + 2 2n(z) + Bl Pen(z)> = A<un(2ivn(2)> = A (16)

Entonces, estimar ese producto interno (nuevamente con cuadraturas), deberia darnos un valor es-
timado para ese Multiplicador A. Mas ain, usando ese A que obtengamos como velocidad angular
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de un coseno y un seno esperamos obtener un grafico parecido a los dos obtenidos arriba (por ser
el mismo A al menos en la teorfa). Esa cuenta es muy similar a nuestra aproximacién numérica del
Hamiltoniano tal como lo definimos, pues el lado izquierdo si se desarrolla queda (usando integracién
por partes en el primer término):

2
S <Ua(2)ig(2)> + L) o(2)> + AU v (2)> = A (77)

Eso hicimos y obtuvimos entonces un A\ aproximado estimando ese producto. A continuacion grafi-
camos sen(At) y también cos(At)
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Coseno de lambda
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Para comparar entonces los sinusoides obtenidos de las dos formas distintas los graficamos juntos,
con la intencién de ver si efectivamente lo que debia coincidir teéricamente lo hacia de forma numérica
también. Graficamos primero el —sen(At) que obtuvimos con el primer razonamiento y el sen(At)
que obtuvimos tal como contamos arriba, para que no se superpongan de entrada y se pueda ver
claramente que estan espejados, cosa que uno esperaria si fueran la misma funcién cambiada de signo.
Luego si, graficamos ambos —sen(At) y cos(At) en un mismo gréfico:
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Ambos senos de lambda (signo natural)
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Ambos cosenos de lambda (signo natural)
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Notese que los graficos se superponen perfectamente. Es decir, nuestra aproximacion numérica del
Multiplicador A es buena: de ambas formas obtenemos los mismos sinusoides, ya sea obteniéndolos
a partir de la funcién w (que es basicamente una medida de cémo rota el estado fundamental con el
paso del tiempo) o a partir de obtenerlos evaluando el A que sale de la ecuacién de puntos criticos
de Lagrange (que el estado fundamental cumple).

Satisfechos entonces con la buena concordancia entre teoria y aplicacion de nuestros métodos
numéricos, damos por concluida esta seccién, habiendo obtenido entonces buenos resultados.
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Parte V1
Conclusiones

8. Conclusiones

En éste trabajo abordamos una notable ecuacién diferencial en derivadas parciales, primero de
forma tedrica y luego en su implementacién numérica. Nos dedicamos a estudiar la propuesta de
resolverla mediante un método de descomposicion temporal, lo que nos llevé primero a resolver
separadamente dos subproblemas derivados, uno de forma analitica y el otro con descomposicién
espectral en funciones de Hermite. Luego, debimos componer esas subsoluciones para obtener la
solucion general. Estos pasos sucesivos relatan el desarrollo tedrico que hicimos pero, también el
orden en que fue pensada y hecha la implementacion computacional.

Como expusimos, los resultados numéricos son satisfactorios. La forma en que nuestro operador
evoluciona se acerca bastante a la que esperariamos obtener mediante el verdadero operador. Vale
resaltar también, a juzgar por los resultados obtenidos con el pardmetro A (el multiplicador de
Lagrange), que nuestras cuadraturas numéricas funcionan correctamente, porque todos los productos
escalares que debian dar resultados iguales en la teoria, nos lo daban.

Concluimos que, por lo que pudimos ver en esta aplicacién, el método funciona, es estable y
converge correctamente. Su, quizds Unica, contra es una que en un problema de las dimensiones que
implementamos no afecta, pero para problemas mas grandes podria hacerlo. El lector avezado puede
haber ya advertido: a diferencia del caso de Fourier, no hay una ” Transformada Rapida de Hermite”.
Eso hace que ésta forma de resolucion no sea eficiente para problemas grandes. Sin embargo, por lo
dicho, para problemas no muy grandes, es comoda y tiene probadas ventajas.
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