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Abstract en Castellano

En esta tesis se investigan métodos robustos de clustering y técnicas de preprocesamiento de
series de tiempo con valores atipicos y/o datos faltantes. Ademads, se analizan técnicas de
extraccién de caracteristicas (feature extraction) de series temporales.

La motivacién del desarrollo de esta metodologia es la identificacion del area sembrada con
distintos cultivos en Argentina, utilizando series de imdgenes satelitales que proporcionan
series de tiempo del indice de vegetacién NDVI en el territorio agricola. La metodologia
propuesta incluye el tratamiento de valores atipicos en multiples series de tiempo del indice
NDVI, la extraccién de caracteristicas y el uso de aprendizaje no supervisado robusto para
la deteccion de patrones en las series temporales. Se estudian, en particular, el filtro de
Hampel basado en el estimador MAD, y el algoritmo TCLUST como método de clustering
robusto. El trabajo presenta los diferentes aspectos metodoldogicos junto con ejemplos con
datos simulados.

Finalmente, se aplica la metodologia para realizar una predicciéon de la proporciéon de trigo
cultivado en Argentina a escala departamental, para el ano 2021. En el andlisis realizado
sobre un total de 220 departamentos, el error cuadratico ponderado por superficie obtenido
con clustering no robusto para estimar las proporciones, comparado con las proporciones
reales, fue de 7.2% rms . En contraste, al aplicar clustering robusto, este error se redujo
a 5.9% rms, evidenciando una mejora sustancial en la precisiéon de las estimaciones. Como
trabajo futuro, se propone extender esta metodologia para predecir de manera mas eficiente
y viable las proporciones de otros cultivos de relevancia econémica y alimentaria en el pafis,
como la soja y el maiz.






Abstract in English

This thesis investigates robust clustering methods and techniques for preprocessing time series
with outliers and/or missing data. Additionally, it analyzes feature extraction techniques for
time series.

The motivation behind developing this methodology is to identify the area planted with differ-
ent crops in Argentina, using time series of the NDVT vegetation index obtained from satellite
images of the agricultural territory. The proposed methodology includes outlier treatment in
multiple NDVI time series, feature extraction, and the use of robust unsupervised learning for
pattern detection in time series. In particular, the Hampel filter based on the MAD estimator
and the TCLUST algorithm as a robust clustering method are studied. The work presents
various methodological aspects along with examples using simulated data.

Finally, the methodology is applied to predict the proportion of wheat cultivated in Argentina
at the departmental level for the year 2021. In the analysis conducted across a total of 220
departments, the surface-weighted mean square error obtained using non-robust clustering to
estimate the proportions, compared to the actual proportions, was 7.2% rms. In contrast,
applying robust clustering reduced this error to 5.9% rms, demonstrating a substantial im-
provement in the accuracy of the estimates. As future work, it is proposed to extend this
methodology to predict more efficiently and viably the proportions of other crops of economic
and food relevance in the country, such as soybeans and corn.
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1 Introduccidn

En la era digital actual, estamos inmersos en un mar de datos generados constantemente por
una variedad de fuentes, desde dispositivos méviles y sensores hasta redes sociales y sistemas
empresariales. Este crecimiento exponencial de datos ha creado una necesidad urgente de
herramientas y técnicas que nos permitan extraer conocimientos significativos y tomar deci-
siones informadas a partir de estos datos. En este contexto, las técnicas estadisticas clasicas,
pueden (y deben) ser combinadas con el poder de computo disponible en la actualidad para
lograr aprovechar la informacién contenida en grandes volimenes de datos.

Una de las fuentes de datos de mayor volimen son los datos producidos por los sitemas
orbitales de observacién terrestre. Las imagenes satelitdles obtenidas permiten extraer in-
formacion sobre caracteristicas quimicas, fisicas y biologicas del planeta, algunas de ellas
dificilmente visibles desde el suelo o a baja altura. Sin embargo, los datos efectivamente
medidos (reflectancias en distintas longitudes de onda) no necesariamente se corresponden
de manera directa con las variables de interés (como el impacto de la sequia en una zona
agricola determinada). Para poder convertir la informacién medida en variables de interés
para un usuario final, es necesario construir un complejo sistema de inferencia, que incluye
desde modelos fisicos, pasando por métodos estadisticos clasicos, y, durante los ultimos afos,
se han ido sumando numerosas técnicas de estadistica computacional o machine learning.

Una de las caracteristicas que presentan los datos observados es la presencia de datos atipicos.
Dichos fenémenos pueden volver inaplicables a muchas técnicas. Por ejemplo, en el caso de los
datos satelitales, al observar una serie de tiempo de reflectancias de un cultivo, la misma serie
puede verse contaminada por dias con presencia de nubes que no han logrado ser corregidas
con procedimientos especificos, u otros fenémenos que pueden causar errores de medicion.
Para lidiar con estas caracteristicas de los datos, existe la llamada estadistica robusta, cuyo
objetivo es producir estimadores que no sean afectados por una cantidad de datos que presenta
grandes variaciones respecto a las hip6tesis de los modelos.

Otro problema recurrente, que puede sonar paraddjico en la era actual de gran abundancia
de datos, es el problema de los datos faltantes. En muchas aplicaciones, como en el estudio
de series de tiempo, una de las hipdtesis béasicas suele ser la disponibilidad de datos para un
intervalo de tiempo fijo dado. En un marco donde no se satisfaga esta hipdtesis se requirera
imputar ese dato faltante o recurrir a redefinir el problema en uno distinto.

Finalmente, podemos mencionar el problema de la extracciéon de parametros. Muchos modelos,
por ejemplo los modelos de clasificacion, requieren que estén definidos una serie de pardmetros
los cuales extraen la naturaleza de los datos y pueden también reducir la dimensionalidad de
los mismos.

En esta tesis abordaremos algunos métodos robustos para el problema de la clasificacion de
series de tiempo. Se consideraran todos los aspectos necesarios para su aplicaciéon a datos
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reales: desde el técnicas de pre-procesamiento para identificar y eliminar datos atipicos, técni-
cas para extraer pardmetros en presencia de datos faltantes, y, finalmente, métodos robustos
para el problema de clasificacién no-supervisada o clistering.

Finalmente, presentaremos una aplicacién a la detecciéon de cultivos sembrados con trigo en
Argentina, mediante un conjunto de datos satelitales de alta resoluciéon. Los datos consid-
erados, fueron medidos por el sistema Sentinel-2, y tienen una resolucién de 10m?. El &rea
considerada es, a su vez, un total de 220 departamentos en 9 provincias del pais, alcanzando
un poco méas de 1200000Km?. Esto nos da un dataset del orden de los 40G B, cuya manip-
ulacién nos obliga a tener en cuenta ciertos aspectos de la eficiencia computacional de los
métodos escogidos.

1.1 Especificacion del Problema

La utilizacién de datos satelitales en Latinoamérica reviste una gran importancia, dado que
muchos paises, entre ellos la Argentina, poseen un extenso territorio muy poco monitoreado
por medios tradicionales, como estaciones meteoroldgicas u otros tipos de sensores en el ter-
reno. En el caso de Argentina, uno de los problemas mas importantes a abordar mediante
informacién satelital a gran escala es la alerta temprana de sequias (Salvia et al. 2021).

Por medio de imagenes satelitdles y del aprendizaje automético predeciremos y agruparemos
tendencias en los cultivos para los anos desde el 2017 hasta el 2022 en el territorio agricola
Argentino, el cual contiene vastas, fértiles y escasamente monitoreadas tierras de cultivo,
responsables de una parte importante de la produccién alimentaria mundial (Rodriguez et
al. 2024). El andlisis de datos satelitales junto con distintas técnicas de aprendizaje de
Méquina son necesarios para la eficiencia en los andlisis de grandes areas de terreno, en las
que se involucren una gran cantidad de datos. Se emplearan métodos de Aprendizaje No
supervisado para el analisis y estudio de los cultivos.

Para la especificacién del problema que queremos abordar queremos hacer clustering para un
enorme conjunto de datos cuyas observaciones corresponden a series de tiempo del Indice de
Vegetacién de Diferencia Normalizada (NDVI por sus siglas en inglés) de la regién considerada.
Se busca encontrar patrones entre agrupaciones de series de tiempo que nos permitan entender
los distintos tipos de cultivos y en particular la proporcién cultivada de trigo por departamento
usando algoritmos de Aprendizaje no Supervizado.

El NDV I es un indicador simple de biomasa fotosintéticamente activa o, en términos simples,
un calculo de la salud de la vegetacion. E1 NDV I ayuda a diferenciar la vegetacion de otros
tipos de cobertura del suelo (artificial) y determinar su estado general. También permite
definir y visualizar areas con vegetacion en el mapa, asi como detectar cambios anormales en
el proceso de crecimiento. Se calcula con la siguiente expresion:

NIR — Red

NDV] = ————
v NIR + Red

Donde NIR es luz infrarroja cercana y Red es luz roja visible. Como se puede apreciar en
esta formula los valores del NDVI varian de —1 a 1.

Los valores negativos indican nubes y agua, los valores positivos cercanos a cero indican
suelo desnudo y los valores positivos méas altos del NDVI varian desde vegetacién escasa con:
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0.1 < NDVI < 0.5 hasta vegetacién verde densa 0.6 < NDVI < 1. En general, cuando los
valores del NDVI comienzan a aumentar, corresponde al inicio de la temporada de crecimiento
y el periodo de NDVI méximo corresponde aproximadamente al final del desarrollo vegetativo

o al comienzo de la etapa de floracién para la mayoria de las regiones climéticas (KRIEGLER
1969).

Se dispone de datos de 291 departamentos agricolas de la Argentina para los anos desde el
2017 hasta el 2022, cada departamento tiene asociado una tabla de datos cuyas filas son series
de tiempo del indice NDVI y sus columnas son fechas. Cada columna representa una fecha,
es decir: ‘2021-06-02°, ‘2021-06-16°, ‘2021-07-01°, ‘2021-07-15" ... ‘2021-12-29’, las filas
corresponden a la observacion de cada serie de tiempo en un punto geografico determinado.
Las columnas por departamento y por afio no tienen porque necesariamente ser las mismas.
Argentina estd entre los 10 pafses mas grandes del mundo, con esto podemos suponer que
la cantidad de observaciones para cada departamento puede ser considerable. Uno de los
departamentos que mas datos almacena del pais es Rio Cuarto de la provincia de Cordoba
con 1335533 filas y 535 columnas, esto lo anotamos como ejemplo para evidenciar la gran
cantidad de datos que se tienen que pre-procesar y analizar teniendo en cuenta que son 291
departamentos.

La aplicacién de métodos de clustering en la agrupacién de cultivos en una regién especifica es
esencial para comprender y optimizar la gestién agricola. Un algoritmo de clustering robusto
permite identificar patrones y relaciones entre diferentes tipos de cultivos, lo que facilita la
toma de decisiones informadas en la planificacion agricola y la asignacién de recursos. Al
categorizar los cultivos segtin similitudes en condiciones climéticas, suelo y otros factores
relevantes, se puede mejorar la eficiencia en la asignacién de insumos como agua, fertilizantes
y pesticidas. Ademés, estos algoritmos proporcionan una base sélida para la prediccién de
rendimientos, plagas o enfermedades especificas en funcion de los patrones identificados.

1.2 Procesamiento Geoespacial en la Nube.

El Cloud Computing, o computacién en la nube, es un modelo de prestacién de servicios
tecnolégicos que permite el acceso a recursos informéticos a través de Internet. En lugar de
depender de una infraestructura fisica local, como servidores y dispositivos de almacenamiento,
los usuarios pueden utilizar servicios ofrecidos por proveedores de nube, que mantienen y
gestionan estos recursos en centros de datos distribuidos globalmente. Existen varias empresas
que prestan estos servicios de la nube como lo son: AWS (Amazon Web Services), GCP
(Google Cloud Platform), Microsoft Azure, entre otras.

Existen importantes ventajas para los usuarios que hagan uso de la computacion en la Nube
(Cloud Computing), podemos destacar las siguientes:

Flexibilidad: Debido a la arquitectura de la computacién en la nube, las empresas y sus
usuarios pueden acceder a los servicios de la nube desde cualquier lugar con una conexién a
Internet para escalar servicios o reducir la escala verticalmente segtin sea necesario.

Eficacia: Las empresas pueden desarrollar nuevas aplicaciones y ponerlas a producir rapida-
mente sin preocuparse por la infraestructura subyacente, en algunos casos la adquisicién de
tecnologia como servidores por ejemplo, puede ser méas dispendioso dado que si la necesidad
de procesar datos crece se debera adquirir mas servidores, si disminuye los servidores pueden
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quedar obsoletos. En el caso de la nube, el consumo es a demanda haciendo maés eficiente el
desarrollo y produccion.

Ofrece valor estratégico: Debido a que los proveedores de servicios en la nube se mantienen
al tanto de las innovaciones més recientes y las ofrecen como servicios a los clientes, las
empresas pueden obtener ventajas mas competitivas y un retorno de la inversién mas alto que
si se hubiesen invertido en tecnologias que pronto seran obsoletas.

Sequridad: Las empresas suelen preguntarse cudles son los riesgos de seguridad de la com-
putaciéon en la nube. Estas se consideran relativamente bajas. En general, la seguridad de
la computacién en la nube se reconoce como mas sélida en comparacién con los centros de
datos empresariales, debido a la profundidad y amplitud de los mecanismos de seguridad que
implementan los proveedores de servicios en la nube. Ademas, los equipos de seguridad de los
proveedores de servicios en la nube son conocidos como los mejores expertos en el campo.

Rentabilidad: Cualquiera sea el modelo de servicio de computacién en la nube que se use, las
empresas solo pagan por los recursos de computacién que utilicen. No necesitan sobredimen-
sionar la capacidad del centro de datos para hacer frente a los aumentos inesperados en la
demanda o al crecimiento empresarial, y pueden implementar al personal de TI para trabajar
en iniciativas mas estratégicas.

Computacion en la Nube para el Procesamiento Geoespacial.

El procesamiento geoespacial, que implica la gestién y analisis de grandes voltimenes de datos
geograficos, se ha venido migrando hacia el Cloud Computing debido a varias razones clave
que aprovechan las ventajas tnicas que ofrece la nube. A continuacién, se explica cémo y por
qué se estd realizando esta migracion:

1. Gestion de Grandes Voltimenes de Datos.

Almacenamiento Escalable: Los servicios en la nube ofrecen almacenamiento escalable que
puede crecer segun las necesidades. Esto es crucial para el procesamiento geoespacial, donde
los volimenes de datos pueden alcanzar petabytes. Los proveedores de nube, como AWS,
Azure y Google Cloud, ofrecen servicios de almacenamiento masivo como Amazon S3, Azure
Blob Storage y Google Cloud Storage, que permiten almacenar grandes cantidades de datos
de forma eficiente y econémica.

2. Costos Reducidos (si se usa el servicio eficientemente).

El almacenamiento en la nube utiliza un modelo de pago por uso, lo que significa que las
organizaciones solo pagan por el almacenamiento que realmente utilizan, sin necesidad de
grandes inversiones iniciales en infraestructura. Es importante remarcar que debe existir
personal capacitado para el uso de los servicios de la nube, pues el uso inadecuado y poco
eficiente de sus servicios puede derivar en costos que por el contrario pueden ser excesivos.

3. Capacidad de Procesamiento Potente.

Infraestructura de Alta Capacidad: Los proveedores de nube ofrecen recursos de computacién
de alta capacidad que pueden manejar el procesamiento intensivo de datos geoespaciales.
Esto incluye el uso de méquinas virtuales (VMs) y servicios de computacién como Amazon
EC2, Azure Virtual Machines y Google Compute Engine. Asi como el uso de tecnologias de
procesamiento distribuido, como Apache Hadoop y Apache Spark, en la nube permite dividir
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y procesar grandes conjuntos de datos en paralelo, lo que acelera significativamente el tiempo
de anélisis.

4. Acceso a Herramientas y Servicios Especializados.

Plataformas GIS en la Nube: Servicios especializados como Google Earth Engine, AWS
Ground Station y Azure Maps proporcionan herramientas y plataformas especificas para el
procesamiento y andlisis geoespacial. Estas plataformas ofrecen capacidades avanzadas, como
la visualizacién de datos geoespaciales, analisis de imagenes de satélite y integracion de datos
de sensores IoT.

5. APIs y Servicios de Machine Learning.

La integracion con servicios de machine learning en la nube permite aplicar técnicas avanzadas
de analisis y prediccion a los datos geoespaciales. Por ejemplo, los servicios de aprendizaje
automatico en la nube pueden utilizarse para la clasificacién de imagenes, deteccion de cambios
y analisis predictivo.

6. Colaboracion y Acceso Global.

Colaboraciéon Remota: Los datos y resultados del andlisis geoespacial pueden ser compar-
tidos facilmente entre equipos distribuidos globalmente a través de la nube. Esto facilita la
colaboracién en tiempo real y la toma de decisiones basada en datos.

7. Seguridad y Cumplimiento

Los proveedores de nube implementan robustas medidas de seguridad para proteger los datos,
incluyendo cifrado, autenticaciéon y control de acceso. Esto es vital para datos geoespaciales
sensibles, como informacién topografica y de infraestructura.

8. Flexibilidad y Agilidad

La infraestructura y servicios en la nube pueden ser provisionados rapidamente, lo que permite
a las organizaciones implementar y escalar proyectos geoespaciales sin retrasos. La nube
permite experimentar y ajustar rapidamente las configuraciones y recursos utilizados para
el procesamiento geoespacial, adaptandose a cambios en los requisitos y en el volumen de
datos.

Como ejemplo de muchas aplicaciones que puedan llevarse a cabo con el (Cloud Computing)
se pueden destacar las siguientes:

Monitoreo Ambiental: Anélisis de grandes volimenes de datos de satélite para monitorear el
cambio climatico, la deforestacién y la calidad del aire.

Gestion de Desastres: Procesamiento en tiempo real de datos geoespaciales para la respuesta
rapida a desastres naturales, como terremotos, inundaciones y huracanes.

Agricultura de Precision: Uso de datos geoespaciales y analisis predictivo para optimizar el uso
de recursos agricolas, mejorar el rendimiento de los cultivos y gestionar los recursos hidricos.

La migracién del procesamiento geoespacial a la nube estd permitiendo a las organizaciones
manejar mejor los enormes volimenes de datos, aprovechar capacidades avanzadas de proce-
samiento y analisis, y mejorar la eficiencia y efectividad de sus operaciones geoespaciales.

11






2 Preprocesamiento y Extraccion de
Parametros

En el ambito del aprendizaje automatico, el preprocesamiento de datos desempena un papel
fundamental al garantizar la calidad y la idoneidad de los datos para su analisis. Este paso
crucial implica la limpieza y transformacién de los datos crudos, permitiendo asi que los
algoritmos de machine learning puedan interpretar patrones de manera mas efectiva. La
calidad de los resultados obtenidos estd directamente vinculada a la calidad de los datos
procesados, ya que problemas como valores atipicos, datos faltantes o escalas inconsistentes
pueden afectar negativamente el rendimiento de los modelos. Ademads, el preprocesamiento
facilita la interpretacién y generalizacién de los modelos, contribuyendo a la creacién de
sistemas mas precisos y robustos. Por lo tanto, el preprocesamiento de datos no solo es
necesario, sino esencial para maximizar el rendimiento y la eficacia de los modelos de machine
learning.

Por lo general en el inicio de este preprocesamiento se recurre a técnicas de reduccion de la
dimensionalidad cuyo empleo es imperativo en el machine learning pues la presencia de un
gran nimero de caracteristicas o variables puede generar una complejidad abrumadora en los
modelos, al reducir la dimensionalidad se busca simplificar la representacion de los datos sin
perder informacién esencial, lo que conduce a modelos mas eficientes y generalizables.

2.1 Valores atipicos

La presencia de valores atipicos en los datos representa un desafio significativo en el campo
del aprendizaje automatico, ya que puede distorsionar la interpretacion y el rendimiento de
los modelos. Estos valores extremos pueden afectar adversamente la precisién y la robustez
de los algoritmos, ya que pueden ejercer una influencia desproporcionada en la formulacion
de patrones y decisiones del modelo.

La deteccion y gestion de valores atipicos son cruciales durante el preprocesamiento de datos,
ya que estos pueden introducir sesgos y errores en la fase de entrenamiento. Los modelos
pueden ser particularmente sensibles a valores atipicos, lo que puede resultar en la generacion
de patrones no representativos y, por ende, en predicciones menos precisas.

La deteccion de valores atipicos puede empezar con un simple vistazo de los datos en algunas
instancias o variables, para de esta manera hacerse una idea de la problemética presente en
como los datos atipicos se estan manifestando.

A continuacién veremos en un contexto de series de tiempo como pueden detectarse y tratarsen
los valores atipicos. Estudiaremos dos propuestas robustas para estimar la media y el desvio
estandar poblacionales y luego expondremos el filtro Hampel para la detecciéon de valores
atipicos en series de tiempo.
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros
2.1.1 Filtro Hampel

En el marco de series de tiempo de datos de satélite se pueden presentar errores de medicion
y datos que parecen estar contaminados, esto genera un sesgo nocivo para detectar patrones
intrinsecos en los datos. Quiza una manera eficaz para detectar estos valores atipicos y
eliminarlos es el filtro de Hampel, cuya finalidad es la reduccién de ruido la cual es un paso
tipico de preprocesamiento para mejorar los resultados.

Antes de la presentacién formal del filtro Hampel debemos remarcar que en el contexto de
la estadistica robusta (Rey 2012) la mediana de una cierta muestra es una estimacién mas
robusta que la media muestral tradicional, este Ultimo estadistico padece la presencia de
valores atipicos en datos con gran cantidad de ruido. Asi mismo existen versiones robustas
para la desviacion estandar o, presentaremos en este trabajo estadisticos robustos para la
desviacion estandar poblacional uno que se construye precisamente usando la mediana de la
muestra y otro que se basa en el concepto de trimming.

Las definiciones de los estadisticos de la Media, los estadisticos de orden, la mediana y el desvio
estandar muestrales si bien son ampliamente conocidas las damos a continuacién, junto con
el estadisticos robustos que se estudian en esta tesis para estimar la media y la desviacion
estandar poblacionales i y o respectivamente.

Para una muestra aleatoria X7, X9, X3,..., X, definimos:

¢ Media muestral:

n
> X
i=1

n

Y:

(2.1)

 Estadisticos de Orden: Definimos X ;) como el estadistico de orden k— ésimo de una
muestra. Es decir, el k— ésimo valor mas pequeno de la muestra. De esta manera por
ejemplo:

X(l) = min{Xl,Xg,Xg,...,Xn} (22)

X(n) :maX{Xl,XQ,X3,...,Xn} (23)

Por lo tanto, el estadistico definido en ecuacion 2.2 es el minimo de la muestra y ecuacion 2.3
representa el maximo de la muestra.

¢ Mediana muestral: Definimos la mediana de la muestra como la mitad de los datos.
Maés precisamente:

X(L-H) si n es impar
mediana(X) = (2.4)

si n es par
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2.1 Valores atipicos

¢ Desvio estandar muestral:

o Desviacién Absoluta Mediana: Definimos la desviacion Absoluta Mediana (M AD
por sus siglas en inglés) de la siguiente manera:

MAD = medianalX; — mediana(X)| (2.6)

La ecuacién 2.6 se presenta como una versién robusta de la desviacién en una muestra que
pueda estar contaminada con valores atipicos.

En la estadistica descriptiva (Ferndndez et al. 2002), los estadisticos mostrados en la
ecuacién 2.1 y la ecuaciéon 2.4 son los ejemplos mas comunes de las llamadas medidas de
tendencia central, pues estas pretenden medir el centro de los datos estimando de esta forma
la media de la poblacién, asi mismo los estimadores de la ecuacién 2.5 y la ecuacién 2.6
indican que tanto se dispersan los datos respecto del promedio de los mismos, es decir mide la
variabilidad de la poblacién. En la construccién de modelos probabilisticos son de preferencia
estimadores cuyas medidas de dispersién sean bajas, dado que variabilidades altas de los
estimadores pueden contaminar nocivamente los modelos y las predicciones (Gutmann and
Hyvérinen 2010).

A modo de visualizaciéon del comportamiento de los estimadores robustos propuestos en la
ecuaciéon 2.4 y la ecuacién 2.6, y los no robustos definidos en la ecuacién 2.1 y la ecuacién 2.5
para estimar pardmetros poblacionales u y o, simulamos datos contaminados y no contami-
nados para observar la adaptacién de los estimadores en los dos marcos distintos figura 2.1,
interesa ver si en un contexto de datos sin valores atipicos los estimadores robustos son sim-
ilares a los convencionales (no robustos) y asi mismo es de interés observar si en datos con
outliers los estimadores robustos logran mantener la compostura mientras sus pares no robus-
tos pueden verse muy afectados por los datos corruptos.

Se observa en figura 2.1 para datos sin valores atipicos (gréfico izquierdo) un comportamiento
similar de los estimadores robustos (en negro) y convencionales no robustos (en rojo) para
la estimacion de los pardmetros poblacionales p y o, parece que para un marco de datos sin
presencia de outliers podemos optar por usar cualquier pareja de estimadores. Para el caso
de datos contaminados se presencia una clara corrupcién en el estimador de la media X no
robusto (grafico de la derecha) pues esta estimacién se corre muy hacia la derecha creyéndole
a los outliers, asi mismo para el estimador convencional de ¢ se obtiene un valor muy elevado
en la dispersién de los datos, mientras que el M AD se adapta mejor a la verdadera naturaleza
de los datos y tolera mas aceptablemente los valores atipicos de la muestra.

Otra versién de estadisticos robustos para los parametros poblacionales de interés ampliamente
usadas y conocidas en la literatura son los estadisticos robustos basados en Trimming (Ruppert
and Carroll 1980) (recorte en inglés) los cuales se contruyen ordenando los datos y eliminando
un porcentaje determinado de los datos mas pequenos y mas grandes antes de calcular los
estimadores convenciones X y s. Los estadisticos obtenidos a partir del conjunto de datos
reducido (trimeado) son més robustos frente a los outliers. Existen esfuerzos en la literatura
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

Datos sin valores atipicos

Datos con valores atfpicos
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Fig 2.1: Comportamiento de los estimadores Robustos y no robustos propuestos en datos

contaminados y no contaminados.

Datos con valores atipicos
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Fig 2.2: Comportamiento de los estimadores de la mediana y el MAD para datos contamina-

dos.
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2.1 Valores atipicos

para establecer cotas de error y estudiar propiedades de estadisticos trimeados para p en
(Lugosi and Mendelson 2021) y (Bickel 1965).

Por lo tanto eliminamos un porcentaje a de los datos mas bajos y mas altos, siendo n el
tamaifio de la muestra, los datos recortados seran k = [an], por lo que los estimadores robustos
propuestos seran.

¢ Media muestral Podada:

Se recortan k/2 observaciones més pequenas, y la misma cantidad de las observaciones mas
altas:

n—k/2
> X
i=1+k/2
n—=k

Xirim = (27)

¢ Desvio estandar muestral Podada:

Se recortan k/2 observaciones més pequenas, y la misma cantidad de las observaciones més
altas:

n—k/2
Z (Xz - Xtrim)2
i=1+k/2
rim — 2.
5t n—k—1 (2.8)

Se observa un comportamiento erratico de los estimadores convencionales (en rojo), mientras
que los estadisticos trimeados logran adaptarse més a los datos (en negro).

Volviendo a la explicacion del filtro de Hampel, este primero fija una ventana mévil para cada
punto z de la muestra compuesta de K vecinos y calcula el M AD de esa ventana, si existe
una observacién x* talque el M AD de esta y de sus K vecinos es mayor una cierta cantidad
de desvios, entonces este valor z* se considera atipico y se elimina, o se hace lo que se llama
en la literatura imputacidn (Donders et al. 2006) que consiste reemplazar este valor por el
vecino mas cercano o alguna funcién que dependa de sus k vecinos mas cercanos, desechando
de esta forma datos impuros, daremos mas enfoque a este método en la secciéon 2.2.1.

Para datos normalmente distribuidos X ~ N (u, 02), un estimador robusto del desvio estandar
poblacional o méas razonable serd & = kM AD, donde k ~ 1.4826. Para demostrar esto primero
tomamos:

Y = X — mediana(X) (2.9)

debemos tener en cuenta que: |Y| = |X — mediana(X)| = | X — p| para X cuya distribucién
es simétrica, pues la mediana coincide con la esperanza pu, por definiciéon de la Desviacion
Absoluta Mediana (M AD), por ecuacién 2.9 y recordando una vez més que X se distribuye
simétricamente tenemos:

MAD = mediana|X — p| = medianalY |
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

Comparacion de Estadisticas Clasicas vs Trimeadas

Outliers
® Datos originales
200 - [® Mediay desviacién clasica
@ Mediay desviacién trimeada
150 A
> —_
100 A
1 . ]
I 1
] Iy 8a E
>0 ° )—.w-v{—v——|
[ [ 7S
°q [
0 - T T T T
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Fig 2.3: Comportamiento de los estimadores no robustos y basados en Trimming para datos
contaminados, se realiz6 un trimming del 15 porciento.

Al calcular la mediana de | X — p|, el M AD al ser en esencia la mediana de la variable aleatoria
|Y'|, debe cumplir que el 50% de los datos estan por debajo del M AD, méas precisamente:

0.5 = P([Y| < medianalY|) = P(|X — pu| < MAD) (2.10)

Dividiendo por ¢ tenemos que:

X - MAD
P( H o ):0.5

g g

Obteniendo de esta forma el valor absoluto de una distribucién normal estandar Z = Xf;‘i,
Z ~N(0,1), pues o > 0:

X —pul  MAD MAD MAD MAD
P(’ m >:P<|Z|<>:P<Z< )—P(Z<— )
g g g g g

Denotamos ® como la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria Normal
estdndar (®(x) = P(Z < z)), hemos obtenido:

o (MAD) 3 <_MAD> 05

o g
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2.1 Valores atipicos

Por simetria de la distribucién normal: ®(—MAD /o) = 1—®(MAD/0o), con lo cual resulta:
MAD
29 () =1.5
o

Multiplicando por 0.5 y aplicando la inversa de la funcién ® se obtiene:

MAD

g

®71(0.75)

Despejando o se obtiene una estimacién del mismo:

. MAD
7= 3-1(0.75)
Hemos demostrado que el factor k es:
k= L 1.4826
T e1(0.75)

Asi que el estimador de o robusto y corregido con un valor de escala bajo la hipétesis de
Normalidad de los datos es:

& = 1.4826M AD (2.11)

con M AD definida la en ecuacién 2.6. El estimador no es insesgado pero si es asintéticamente
insesgado, esto es que su sesgo tiende a cero a medida que aumenta el tamano de la muestra.
Para alcanzar la insesgadez para todo n existen modificaciones en la literatura para disminuir
el sesgo para muestras finitas (Akinshin 2022).

Presentamos un c6digo en el lenguaje de programacién Pyhton en el que llevamos a cabo el
filtro Hampel, se pueden evidenciar los pasos que hemos expuesto anteriormente. En este
c6digo se opta por eliminar el valor atipico y dejarlo como un dato faltante, no se hace ningin
tipo de imputacién.

def hampel_filter(data, window_size, threshold):
n = len(data)
filtered_data = data.copy()
for i in range(n):
if i < window_size // 2 or i >= n - window_size // 2:
continue
window = datal[i - window_size // 2:i + window_size // 2 + 1]
median = np.median(window)
mad= 1.4826*np.median(np.abs(window - median))
if np.abs(datal[i] - median) > threshold * mad:
filtered_datali] = np.nan
return filtered_data
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

Aplicamos la funcién del filtro hampel a un ejemplo con datos simulados y vemos que realiza
lo esperado figura 2.4. La serie de tiempo que se ha creado es una superposiciéon de una
funcién trigonométrica y una funciéon normal. Se han agregado outliers intencionalmente con
el objetivo de mostrar como el filtro hampel es capaz de detectarlos y eliminarlos.

window_size = 5

threshold = 2.5
serie_filtrada = hampel_filter(serie_tiempo, window_size, threshold)

Filtro de Hampel en Serie de Tiempo

¢

2.0 A1 . ¢+ Original
Filtrada
1.5
1.0 1

0.5 1

Valor

0.0 A

—0.5 A

_1.0 .

0 20 40 60 80 100
Tiempo

Fig 2.4: Vemos como el filtro Hampel detecta los saltos abruptos de la serie de tiempo que
parecen ser valores atipicos.

Vemos como a pesar de detectar valores atipicos figura 2.4 también se eliminan datos que
parecen no serlo, el filtro Hampel puede considerar valores no atipicos como atipicos.

2.2 Tratamiento de valores faltantes y Feature Extraction

En machine learning, los valores faltantes en los datos pueden generar problemas graves, como
modelos sesgados, disminucién en la precisién y dificultades en el andlisis. Este problema
ocurre cuando ciertas entradas de datos no estan registradas, lo que impide que los algoritmos
aprendan correctamente. Existen varias técnicas para tratar este problema:

1. Eliminacién de filas o columnas incompletas, lo cual es sencillo pero puede llevar a la
pérdida de informacién valiosa.

2. Imputacién de valores faltantes, donde se sustituyen los datos perdidos por la media, me-

diana, moda o valores generados por modelos més avanzados como vecinos mas cercanos
0 regresiones.
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2.2 Tratamiento de valores faltantes y Feature Extraction

3. Uso de modelos que manejan valores faltantes de forma nativa, como algunos arboles
de decisién (Khosravi et al. 2020), que pueden tratar los datos incompletos de forma
mas robusta, existen multiples esfuerzos en la literatura que manejan estos problemas
en distintos modelos de aprendizaje (Sued and Yohai 2013), (Danilov, Yohai, and Zamar
2012), (Sued, Valdora, and Yohai 2020).

4. Extraer de los datos un cojunto de parametros y llevar el problema de aprendizaje a
esos pardametros, en lo que se conoce como Feature Extraction. Alternativa que optamos
llevar a cabo en esta tesis.

2.2.1 Imputacién y Suavizado

Imputacién

En un conjunto de datos que contiene valores faltantes, es razonable considerar reemplazar
estos valores faltantes por valores numéricos teniendo en cuenta las relaciones posibles entre
las observaciones vecinas (Donders et al. 2006). Esto implica hacer estimaciones de los
valores perdidos y sustituirlos en los lugares donde faltan. A continuacién, se describen varios
métodos comunes para la imputaciéon de datos:

e Imputacion por el vecino mds cercano:

Esta técnica reemplaza el valor faltante con el valor mas cercano disponible en el conjunto
de datos. El vecino més cercano se determina generalmente por la distancia en el espacio de
caracteristicas, y se asume que valores similares estdn mas cerca entre si. Este método puede
ser efectivo cuando los datos presentan alta redundancia y similitud local.

e Imputacion por la media de los valores vecinos:

Este método simple consiste en calcular la media de los valores numéricos disponibles que
rodean al valor faltante y usar esta media como estimacién para el valor perdido. Este
enfoque asume que los valores vecinos son representativos del valor faltante y que la media es
una buena estimacion.

o Imputacion mediante regresion:

En este método, se utiliza una regresién basada en los valores numéricos disponibles para
estimar los valores faltantes. Primero, se desarrolla un modelo de regresién utilizando los
datos completos. Luego, se aplican las férmulas de regresién calculadas para imputar los
valores faltantes. Este enfoque puede ser mas preciso que la imputacién por la media si la
relacion entre las variables estd bien definida.

Es importante destacar que estos métodos de imputacién requieren una eliminacién previa
de valores atipicos adecuada. Los valores atipicos pueden distorsionar las imputaciones si no
se manejan correctamente, ya que la confianza en los datos vecinos implica que los valores
cercanos sean representativos y no estén influenciados por outliers. Si bien la imputacion
de valores faltantes puede resolver el problema de los datos incompletos, no tratar adecuada-
mente los valores atipicos puede introducir nuevos problemas y sesgos en el analisis posterior.
Por lo tanto, es crucial realizar una limpieza de datos exhaustiva antes de proceder con la
imputacién.
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

La imputacién en general mas aun la creada por el método de regresion lineal para una gran
cantidad de valores faltantes puede ser un proceso computacionalmente muy costoso tanto
en tiempo como en memoria requerida, ademas de esto no reduce la dimensionalidad, por lo
que si bien ha sido explorado como alternativa escogemos no llevarlo a cabo para la soluciéon
del problema, debido a que la eficiencia también juega un factor fundamental en este asunto
debido a la gigantesca cantidad de series de tiempo a analizar.

Suavizado

La herramienta Suavizado de serie temporal suaviza una variable numérica de una o varias
series temporales mediante promedios méviles centrados, hacia delante y hacia atras, asi como
un método adaptable basado en regresién lineal local.

Las técnicas de suavizado de series temporales se utilizan ampliamente en multiples campos
como por ejemplo en, procesamiento de sefiales y otros campos que manejan datos recopilados
a lo largo del tiempo. El suavizado de datos temporales a menudo revela tendencias o ciclos
a largo plazo mientras suaviza el ruido y las fluctuaciones a corto plazo.

El suavizado de series temporales es aplicable a cualquier serie temporal que se sepa que con-
tienen ruido o fluctuaciones a corto plazo. Por ejemplo, en nuestro caso el indice NDVI puede
tener fluctuaciones abruptas de una observacién a otras en corto tiempo debido a cualquier
inconveniente como errores del satélite, alguna nube que interfiera o cualquier fenémeno que
no podemos controlar. A continuacion aplicamos el método de suavizado usando el filtro de

Savitzky—Golay (Savitzky and Golay 1964)

Imputacién, Suavizado y Valores Atipicos en una Serie de Tiempo
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Fig 2.5: Vemos como los outliers en verde sesgan nocivamente la imputacién, generando un
suavizado defectuoso.
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2.2 Tratamiento de valores faltantes y Feature Extraction

El filtro de Savitzky—Golay se basa en el calculo de una regresion polinomial local de grado &
para cada ventana que se va tomando. Los valores de k y el ancho de ventana son parametros
del modelo que para el grafico generado en figura 2.5 tomamos igual como 3 y L = 11, donde
L es el ancho de ventana. No pretendemos en este trabajo hacer un estudio exhaustivo del
método de suavizado del filtro de Savitzky—Golay, pero si lo presentamos porque se considerd
como una opcién a seguir para suavizar las series de tiempo e intentar robustecerlas, aunque no
se terminé optando por este camino debido a que no existe una reduccion de la dimensionalidad
en este procedimiento y un posterior proceso de clustering podria ser computacionalmente
demasiado costoso, para conjuntos de datos voluminosos, y para mas de 200 departamentos.
Adicionalmente vemos en figura 2.5 una pobre adaptacién a valores atipicos groseros, dandonos
poca robustez, si bien el previo tratamiento del filtro Hampel elimina gran parte de los valores
atipicos en series de tiempo no se garantiza la perfeccién en la limpieza para las multiples
series de tiempo analizadas.

2.2.2 Extraccion de Features

Extraccién de Features se define como un conjunto de métodos con los que se busca transfor-
mar los datos originales a un espacio de menor dimensionalidad, intentando extraer la mayor
cantidad de informacién y almacenando la esencia del conjunto de datos original sin perder
informacién relevante del mismo. Es como destilar los elementos esenciales de un conjunto
de datos, ayudando a simplificar y resaltar los aspectos clave mientras se filtran los detalles
menos significativos. Es una forma de centrarse en lo que realmente importa de los datos.

Existen varios métodos conocidos como el Andlisis de Componentes Principales (PCA) que
se enmarca en un contexto de reduccién de la dimensionalidad. En andlisis de imagenes,
decodificacién de texto la extraccién de features es de gran relevancia (Daffertshofer et al.
2004).

En este estudio extraeremos de cada serie de tiempo un conjunto de 8 parametros que al-
macenaran la esencia de la misma, esto nos permite reducir la dimensionalidad extrayendo
informacién importante del dataframe como lo definimos en Extraccion de Features. La can-
tidad de pardmetros (igual a 8) se toma manualmente, se pretende tomar de cada serie de
tiempo (que suele tener 13 columnas o més) un conjunto de pardmetros menor a 13 (pues
procuramos reducir la dimensionalidad, idealmente la cantidad de pardmetros que extraemos
debe ser menor al niimero de columnas). Aunque también buscamos explicar y describir la
serie de tiempo (por lo que escoger una cantidad pequena de pardmetros, puede arrojarnos
descripciones deficientes). Para este estudio daremos especial importancia a fiteos que logren
ser resistentes al fuerte ruido que pueda presentarse.

Se plantean dos métodos de extracién de parametros, que presentamos a continuacién.

2.2.3 Smooth Splines

Este problema se enmarca dentro de los problemas de interpolaciéon. La tarea es construir
una curva suave, g(x), que se aproxima a los datos de entrada sin la necesidad de pasar
exactamente por cada punto.

Se busca encontrar una funcién spline g que satisface:
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

N
>_[wilg(ws) =yl < s, (2.12)

J=1

donde los datos estan fijos y dados por los pares (xj,y;), N es la cantidad de datos que se
quieren interpolar, las ponderaciones w; para cada observacién (x;,y;) son proporcionados
por el usuario. Para ello, scipy.interpolate permite construir los smoothing splines, basados
en la biblioteca Fortran FITPACK de P. Dierckx. (Dierckx 1975).

El pardmetro que controla el grado de suavidad de la curva resultante g(x) y que tan aprox-
imada se encuentra la curva de los datos es s. Es decir para s = 0 corresponde al problema
de interpolacién donde g(z;) = y;, aumentar s creard curvas spline mas suaves, pues mayor
es la tolerancia que existe en la diferencia g(z;) — y;.

Encontrar la mejor estimacién del pardmetro de suavizado s es un intento de prueba y error,
si todos los pesos w; son iguales a 1, una opcién razonable podria ser s ~ mé?2, donde & es
un estimador del desvio estandar (Dierckx 1975).

Se proporciona el cédigo en Python que crea el Smooth Spline para un conjunto de datos, es
importante notar que se consideran sélamente los datos cuya imagen, (es decir su segunda
coordenada) no es un valor faltante, pues como hipédtesis fundamental los datos reales a
interpolar (z;,y;) deben estar bien definidos. También se debe tener en cuenta que se usa la

estimacién de la desviacién estandar recomendada: § = mé?2.

def fit_smooth_spline_s_std_robust (row):
x = np.arange(len(row))
y = row.values
mask = pd.notnull(y)
¥_no_nan = x[mask]
y_no_nan = y[mask]
sd_robust = len(x_no_nan)*robust_std(y_no_nan)**2
tck = splrep(x_no_nan, y_no_nan, s = sd_robust)
spline_smooth = BSpline(*tck, extrapolate=False)
return spline_smooth(x)

A modo de ilustracién veremos como se comporta el fiteo Smooth Splines para una serie de
tiempo con datos espurios figura 2.6 y para datos limpios figura 2.7. Haciendo uso de distintos
valores para el parametro de suavizado s.

Presentamos una serie de tiempo que corresponde a datos reales del indice NDVI para el
departamento Adolfo Alsina de la provincia de Buenos Aires, esta serie de tiempo como
observamos no presenta un tratamiento de valores atipicos previo, por lo que se observan
cambios abruptos del indice NDVI que parecen ser errores de medicién o algin otro problema
figura 2.6. Para los distintos valores de s vemos los resultados obtenidos, para s chico el fiteo
padece la presencia de valores atipicos, y para el pardmetro recomendado s = né? la suavidad
es mayor pero no se logra explicar la naturaleza de la serie de tiempo muy satisfactoriamente
como se presencia en la figura 2.6, por lo que esta presente siempre este trade-off entre tener
una sobre-explicacién de la serie de tiempo arriesgdndose a sufrir el ruido nocivo que pueda
manifestarse o solventar este problema aumentando el valor de s dando una explicacion quiza
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Smoothing Splines Datos Originales

I " 5_,’:\ e Serie de Tiempo
"R l“\'w -—-5=0
1 I'l \y
1 1 “'l “\I -=—- s5s=0.5
0.8 U T
TR I = --- 5=0.75
e A
o :*,c‘p}'x\ /
N e
S 0.6 ] 1 Y~
3 i1 | K2
= A 1
) l": [
O 1, 1
o 1, 1
£ 0.4 H .
! H /
] ~
H ! e
x
g Nhv i
0.2 1 ! § ~J
I y
'i !
0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
R T PR IRE I o RS R g Ve PIRC TR DL, SR VI I ‘e JRE SRA WKL B A TS 5 Yk FIRa N
QINTAV QNN QN VNNV QO NV Q VD QN V)
FFELN VN F X P P A DI NVY SV

Fig 2.6: Fiteos Smooth Splines para una serie de tiempo con valores atipicos y distintos

parametros de suavizado.

parametros usados.

No se observa un fiteo aceptable para ninguno de los
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

mas pobre de la serie de tiempo. El estimador usado para el desvio estdndar poblacional es
el presentado en la ecuacién 2.11.

Smoothing Splines Datos Filtrados
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Fig 2.7: Fiteos Smooth Splines para una serie de tiempo Filtrada mediante Hampel y distintos
pardmetros de suavizado.

Vemos como para s = 0 se obtiene un fiteo perfecto figura 2.7, para datos previamente filtrados
parecer ser conveniente usar el fiteo de smooth splines con s = 0 (o valores cercanos a cero)
pues bajo este panorama de datos fiables podemos tener alta o perfecta confianza, almacenar la
informacién del fiteo en 8 pardmetros reduciendo de esta forma la dimensionalidad y proseguir
con el estudio, pero la calidad de este proceso depende fuertemente de que tan buena sea la
performance del tratamiento de datos faltantes, es decir requerimos que el filtro Hampel y
otros tratamientos previamente hechos tengan una efectividad del 100% en el proceso lo cual
no se puede garantizar, si se escapan valores atipicos no detectados por el filtro Hampel por
ejemplo obteniendo series de tiempo defectuosas, al realizar el fiteo con s = 0 se pueden
obtener una gran cantidad de fiteos contaminados propagando un error nocivo en futuros
algoritmos de parendizaje, recordando que debemos tratar millones de series de tiempo no
consideramos conveniente arriesgarnos a crear series de tiempo que propaguen ruido en el
futuro estudio de aprendizaje no supervizado. Asi mismo Smooth Splines no necesariamente
tiene en cuenta las restricciones de f y siendo este un problema con condiciones de contorno
0 < NDVI < 1 (por lo expuesto en la secciéon 1.1, s6lo nos interesard los indices NDVI
mayores o iguales a cero dado que los valores negativos indican nubes y agua), pueden crearse
fiteos que no respeten estas condiciones y no expliquen los datos satisfactoriamente.
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2.2 Tratamiento de valores faltantes y Feature Extraction

2.2.4 Ajuste Splines mediante optimizacién con restricciones.

En este secciéon proponemos un método alternativo que se basa en ajustar un Spline ciibico
mediante técnicas de minimizacién con restricciones. Usando el método TRF explicado en
Chapter 5 (Trust Region reflective) pretendemos encontrar:

argmin g(P). (2.13)
PcR8

Donde g : R® — R esta definida por:

9(P) = S(P)[t;] — yj.

Donde S es un spline ciibico definido en R (los splines ctibicos son funciones suaves, cumpliendo
asi una hipétesis fundamental del método TRF), t; es la variable temporal sobre la cual estd
definida el Spline, y; representa los datos reales del indice NDVL. Y P es el vector de 8
parametros sobre el cual estamos minimizando, la restriccion es que cada coordenada del
vector P estd entre cero y uno.

Se proporciona un c6digo en lenguaje Python donde se puede evidenciar la propuesta de extrac-
cién de parametros de esta seccién, a este método lo apodamos: Splines-TRF. Es importante
notar que se consideran sélamente los datos cuya imagen, (es decir su segunda coordenada)
no es un valor faltante, pues como hipétesis fundamental los datos reales a interpolar (z;,y;)
deben estar bien definidos.

def spline_n_params(x, pl, p2, p3, p4, pb, p6, p7, p8):
t = np.linspace(0, 70, 8)
p = CubicSpline(t, [pl, p2, p3, p4, p5, p6, p7, pdl,
bc_type="natural")
return p(x)

def fit_spline_trf(row):
x = np.arange(len(row))
y = row.values
mask = pd.notnull(y)
x_no_nan = x[mask]
y_no_nan = y[mask]
pO = [0.5] * 8
bounds = (0, [1.] * 8)
try:
popt, pcov = curve_fit(spline_n_params, x_no_nan,
y_no_nan, pO=p0, bounds=bounds,
method="trf")
return popt
except:
return np.nan * np.ones(len(p0))

Como podemos observar se crea primero un Spline cibico y después se minimiza sobre la
variable P = (p1,p2...,p7,ps). Dela funcién curve_fit se usa el método trf, pues es el método
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2 Preprocesamiento y Extraccién de Parametros

que hemos escogido como se especificd en ecuacién 2.13. Las restricciones estan dadas por:

0<p;<1lconiéc€{l,...,8} como se habia definido en ecuacién 2.13. Inicializamos todos
los pardmetros p; en 0.5.

Ahora observemos el comportamiento de este procedimiento en una serie de tiempo de datos
reales. Se muestra una aceptable tolerancia bajo valores atipicos del fiteo Splines-TRF repre-
sentado en rojo, para los datos filtrados se ve una satisfactoria descripcién de la naturaleza
de la serie de tiempo figura 2.8.

Fiteos Splines-TRF
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Fig 2.8: Splines-TRF para datos filtrados con Hampel y datos Originales con outliers.

Es importante notar que claramente Splines-TRF es méas robusto que Smooth Splines, ademés
el tinico parametro libre de Splines-TRF es la cantidad de nodos que pretendemos extraer,
en nuestro caso es igual a 8. En comparacién al utilizar Smooth splines como método de
extraccion de parametros también tendremos que tomar la decisién sobre cuantos parametros
extraer, ademés de tener que escoger el pardametro de suavidad s, El método presentado
(Splines-TRF) no requiere este pardmetro.
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3.1 Definicion

Clustering es un algoritmo de Machine Learning cuya finalidad principal es lograr el agru-
pamiento de conjuntos de objetos no etiquetados (lo que lo hace un algoritmo no supervisado),
para asi construir subconjuntos de los datos conocidos como clusters. Cada cluster esta for-
mado por una colecciéon de elementos que a términos de andlisis resultan similares entre si,
pero que poseen caracteristicas diferenciales con respecto a objetos de otros clusters.

Cabe diferenciar antes de hacer un desarrollo tedrico formal, entre los problemas de clasifi-
cacion y de clusterizacion. Ambos algoritmos moralmente presentan ciertas similitudes prac-
ticas pero su diferencia esencial radica en que la clasificacién se sirve de clases predefinidas,
de las que ya a priori conocemos la respuesta, por el contrario la clusterizacién identifica
similitudes entre objetos que agrupa segin esas caracteristicas en comun y que les diferencian
de los otros grupos de objetos. Por esta razon enmarcamos el problema de clasificaciéon como
un algoritmo Supervisado, y la clusterizacién como un problema No Supervisado, hecha esta
aclaracion conceptual prosigamos con la exposicion del clustering.

En primer lugar se debe definir el nimero de agrupaciones que se desea hacer en el conjunto de
datos, esto se puede llevar a cabo por el conocimiento previo del problema que deseamos abor-
dar, si se dispone de una experiencia del comportamiento de los fenémenos podemos establecer
una cantidad de agrupaciones apropiada. En caso contrario de no tener un entendimiento
anticipado de la naturaleza del problema real podemos usar método del codo (que es una
heuristica muy usada) varios métodos matematicos (Masud et al. 2018) para encontrar un
numero 6ptimo de clusters, algunos con mas formalidad que otros pero siempre buscando el
objetivo de establecer que cantidad de agrupaciones es la méas apropiada. De ahora en mas,
supondremos que la cantidad de clusters es un pardmetro fijo en los modelos de clustering
que se presentaran en este trabajo, y no abordaremos el problema particular de encontrar el
numero 6ptimo de agrupaciones.

Existen varios métodos de clustering como lo pueden ser: k-means, Gaussian Mixture Model,
hierarchical clustering, spectral clustering, DBSCAN entre otros. Haremos enfoque en los
dos primeros métodos y como estdn relacionados entre si. Asi como expondremos métodos
de clustering robustos mas adelante. Los métodos difieren por como definimos los valores
iniciales, que distribuciones subyacentes usamos, y que teoria matematica desplegamos para
clusterizar.

3.2 Métodos de Clusterizacion

Estudiaremos y presentaremos dos métodos de clusterizacién muy importantes k-means y
Gaussian Mixture Model (GMM), veremos la relacién entre estos dos métodos y observaremos
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3 Clustering

su comportamiento en datos simulados primero sin valores atipicos y con valores atipicos.

Comenzaremos con el método quizd més elemental de la teoria de clusterizacién. K-means es
el método que menor desarrollo matemaéatico exige, pero ain asi se presenta como una buena
introduccién a la clusterizacién en general.

3.2.1 K-Means

Tenemos un conjunto de elementos {x1, 9, ....,xx}, consistente de N observaciones de una
variable euclidiana aleatoria D-dimensional z. particionaremos los datos en K clusters, donde
supondremos por ahora que K es un valor dado. Definamos un conjunto D-dimensional de
vectores p (centroides), donde: k = 1,..., K, en los cuales uy seréd el representante asociado
para el k— ésimo cluster. Mas adelante veremos que estos ux representan los centros de cada
grupo, nuestro objetivo sera asignar cada dato a una agrupacion, asi como también encontrar
un conjunto de vectores {uy}, tal que la suma de los cuadrados de las distancias de cada
punto de datos a su vector mas cercano i, sea un minimo.

Para cada punto z,, definimos variables r,; € {0, 1} de la siguiente manera:

1 siz, es asignado al cluster k
0 en caso contrario.

Definimos la funcién objetivo como:

N K
=3 rakllen — el (3.2)
n=1k=1

que representa la suma de las distancias de todos los puntos a su representante asignado, asi
que nuestra tarea consiste en encontrar los valores r,; v g que minimicen J.

Esto lo llevamos a cabo iterativamente con los siguientes pasos:

1. Inicializamos pg: Se inicializan los centroides aleatoriamente.

2. Minimizamos J con respecto de 1,5 manteniendo pp fijo.: Asignar las observaciones a
los centroides mas cercanos segun la distancia L.

3. Minimizamos J con respecto a pp manteniendo T, fijo.: Se calculan los centroides
promediando los puntos asignados a cada cluster.

4. Repetimos los pasos 2 y 3: Hasta alcanzar la convergencia o alcanzar un maximo nimero
de iteraciones

Minimizar con respecto de r,; (Paso 2) es simplemente asignar a cada z,, el yu; mas cercano,
con lo que podemos expresarlo de la siguiente manera:

1 sik=argmin;||z, — u|?
o gminglan — | .
0 en caso contrario.
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Ahora para optimizar con respecto de i con las asignaciones fijas, derivamos J respecto de
los centroides e igualamos a cero, obteniendo:

N
2> k(0 — ) = 0.
n=1

Despejando py (paso 3) tenemos:

N
Z TnkTn
n=1
N
> Tk
n=1

[k = , (3.4)

donde podemos interpretar el denominador como el niimero de puntos x,, asignados al cluster
k. Asi que py no es nada menos que la media de todos los puntos x,, asignados al cluster k.

Estos dos pasos iterativos se repiten hasta que no existan reasignasiones nuevas o hasta el
maximo numero de iteraciones. La convergencia esta asegurada pues en cada fase se va
reduciendo el valor de la funcién objetivo. Mas adelante veremos en que caso este método
puede darnos resultados no deseados.

from scipy.spatial.distance import cdist
def kmeans(data,K, no_of_iterations):
idx = np.random.choice(len(data), K, replace=False)
centroids = data.iloc[idx]
distances = cdist(data, centroids ,'euclidean')
points = np.array([np.argmin(i) for i in distances])
for _ in range(no_of_iterations):
centroids = []
for idx in range(K):
temp_cent = data[points==idx] .mean(axis=0)
centroids.append (temp_cent)

centroids = np.vstack(centroids)
distances cdist(data, centroids ,'euclidean')
points = np.array([np.argmin(i) for i in distances])

return points

Vemos como en figura 3.1 K-means agrupa razonablemente los datos en tres clusters, esto ha
sido usando el cédigo proporcionado arriba.

3.2.1.1 Cuando K-means puede fallar?

Veremos en que casos este algoritmo que parece ser bastante razonable puede darnos aglomera-
ciones incorrectas. Como se puede apreciar en el método K-means solo estamos estimando los
centroides de cada aglomeracién, es decir no se estima la matriz de covarianzas de cada cluster.
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Fig 3.1: K-means, usando el cédigo proporcionado arriba.

Por lo que aglomeraciones con varianza muy distinta, agrupaciones deformes o datos irreg-
ulares puede darnos predicciones erréneas. Veremos usando datos simulados las situaciones
mencionadas anteriormente.

K-means Varianza Distinta
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—2.5 1
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-12.5

Fig 3.2: K-means con tres clusters para varianzas muy distintas.

Se ha logrado agrupar un cluster satisfactoriamente, pero la aglomeracién de puntos demasiado
concentrados no es identificada como cluster, pues el algoritmo no tiene en consideracién estos
comportamientos figura 3.2.

Vemos como K-means no logra distinguir la forma de los clusters y simplemente tiene a
consideracion la distancia entre los datos figura 3.3. Existen patrones que el algoritmo no
puede detectar y serd necesario para un modelo mas adecuado tener en cuenta la covarianza
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K-means Datos Anisotrépicos

Fig 3.3: K-means con tres clusters para datos anisotrépicos.

de las agrupaciones. Se observa en figura 3.4 como K-means no logra solucionar este problema
de datos irregulares.

K-means Datos Irregulares

-1 0 1 2

Fig 3.4: K-means no logra detectar patrones irregulares.

Presentaremos un modelo ampliamente usado para clusterizar que generaliza K-means, y
soluciona varios problemas que tienen que ver con la forma de los clusters.

3.2.2 Gaussian Mixture Model

Para introducir este modelo que de ahora en méas llamaremos GMM es ideal introducir algunos
conceptos y definiciones. Para lo cual seguiremos escencialmente el (Bishop 2006).

33



3 Clustering

o Definicién: (Variable Latente)

Una variable latente es una variable para la cual no hay realizacién de muestra para al menos
algunas observaciones en una muestra dada (Bollen 2002). En nuestro marco de clusterizacién
esta variable latente seria la asignaciéon de conglomerados z. Esta variable de asignaciéon no
es observada en el modelo. Si por el contrario se observa x, que son los datos en si.

o Definicién: (Modelo de variable Latente)

Es un modelo de probabilidad para el cual ciertas variables son latentes. Por ejemplo El
GMM es un modelo de variable latente, pues en este modelo la asignacién de conglomerados
z es una variable que se observa.

o Definicién (Mizture Distribution)

Una densidad p(x) representa una mizture distribution o un mixture model, si podemos escribir
su densidad como una combinacién convexa de otras densidades. Esto es,

k
p(z) => wipi(z),
=1

donde w; > 0. Zle w; = 1, y cada p; es una densidad de probabilidad.

En nuestro GMM se supone como hipdtesis fundamental que los datos x tienen una Mixture
distribution cuyas densidades son normales. Es decir:

K
p(z) = Z TN (2| g, Xk )- (3.5)

k=1

La optimizacion de la funcién de verosimilitud se lleva a cabo por el algoritmo de Expectation-
Maximization (EM). Daremos las siguientes definiciones que nos permitirdn formalizar el
problema.

Introduzcamos una variable aleatoria binaria z de K dimensiones: z = (z1, 29, .., 2,), talque:
p(ek = 1) = 7,
K

Donde los pardmetros 7 deben satisfacer: 0 < 7 < 1, y ademas Z m =1
k=1

7, representa la probabilidad de que una cierta observacién pertenezca a una agrupacioén k-
ésima. Dado que z usa una representacion vectorial, podemos escribir esta distribucién de la
siguiente manera:

K
p(z) =[] =~
k=1

La distribucién condicional de z dado un z es una distribucién Gaussiana.

p(x|zr = 1) = N (x|pk, Bx),
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con lo cual tenemos:

N(x | pr, i) **

p(x|2z)=

||::]N

Una cantidad que juega un papel fundamental es la probabilidad condicional de z dado z. La
cual podemos encontrar usando el Teorema de Bayes.

v(zk) = plz, = 1x) = p(zk =Upxlze =1 _ ;kN(x’Mk’zk) (3.6)
Zp z=Dpxlz;=1) Y mN (x|, Z;)
j=1

El problema de aprendizaje lo podemos formular de la siguiente manera:

Disponemos de un conjunto x1, za, ...., , extraido de un GMM. nuestro objetivo serd estimar
los siguientes parametros:

o Probabilidades de los cluster: © = (1, ..., 7k)
o Centroides de los cluster: p = (u1, ..., )

o Las matrices de covarianza de cada cluster: 3 = (X1, ..., 3x)

Expectation Maximization para Mezclas Gaussianas

Un método elegante y poderoso para encontrar soluciones de méxima verosimilitud para
modelos con variables latentes es el algoritmo de Expetation-Maximization, o algoritmo EM
ampliamente usado en diferentes modelos. En particular, lo vamos a tratar para este caso de
mezclas gaussianas. A partir de la ecuacién 3.5, el logaritmo de la funciéon de verosimilitud
esta dado por:

N K
Inp(X|m, 1, X) =Y _In {Z TN (Xn | e, zk)} (3.7)
n=1 k=1

Establezcamos las condiciones que deben satisfacerse en el maximo de una funcién de verosimil-
itud. Obteniendo las derivadas de Inp(X|m, u, ¥) con respecto de las medias py e igualandolas
a cero, obtenemos.

0= _ i\f: TN (zn |1k, Zi)

Ek(x - Mk)v
= 0 N (el By) T

es decir usando que:

TN (Xn| ik, Xk
SN (xXn |y, )’

V(an)

obtenemos:
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1 N
N 3.8
1225 Nk nz::l V(an)xny ( )

donde hemos definido: N = 27]:[:1 Y(znk). Podemos interpretar N como la cantidad de
observaciones asignadas al cluster k.

Asi mismo si derivamos In(X|m, u, ¥) con respecto de ¥ y lo igualamos a cero obtenemos:

Finalmente, maximizamos la funcién definida en ecuacién 3.7 con respecto de my, teniendo
en cuenta la restriccion de que Y 7, = 1. Esto lo llevamos a cabo usando multiplicadores de
Lagrange y maximizando la siguiente cantidad:

K
Inp(X|m, 1, 3) + A (Z T — 1)
k=1

Llegando a:

= i\[: N(xn‘ﬂkv Ek)

+ A
25 TN (Xnlp;, Zj)

n=1

Donde una vez mas aparecen las responsabilidades, multiplicando ambos lados de la ecuacion
por 7 v sumando sobre k£ haciendo uso de la restricciéon > mp = 1. Obtenemos A = —N. Por

lo cual obtenemos:

~ (3.9)

Tk

Presentemos resumidamente el algoritmo de EM para mezclas Gaussianas, donde se pueden
ver mas detalladamente los pasos E y M, expectation y mazximization respectivamente. Dada
una Mezcla de distribucién Gaussiana, el objetivo es maximizar la funcién de Verosimilitud
con respecto de los pardmetros py, 3y, Tk.

1. Inicializar las medias py, covarianzas 3y y los coeficientes m, y evaluar el valor inicial
del logaritmo de la funcién de verosimilitud.

2. Paso E: Evaluar las responsabilidades usando los parametros actuales.

TN (Xn |k, Xk)

7 (znk) = 225 N (Xnp5, 2j)

3. Paso M: Re-estimar los parametros usando las actuales responsabilidades.
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donde Ny = SN y(znk)

4. Evaluar el logaritmo de la funcién de verosimilitud definida en ecuacién 3.7 y chequear
para la convergencia de los pardmetros. Si la convergencia no se satisface, regresar al
paso 2.

A modo explicativo veremos como se comportan los pasos E - expectation y M - maximization
en la estimacién de distribuciones gaussianas para datos simulados en una la recta real.

Simularemos datos de tres grupos de distribuciones normales con los siguientes parametros,
con n = 600 observaciones para cada agrupacién y los pardmetros poblacionales u y o dados
por:

1= (-10.5,10.5,0) y o= (2.5,1.8,3.6) (3.10)

n ,mu, sigma = 600, [-10.5, 10.5, 0], [2.5, 1.8, 3.6]

x1 = np.random.normal (mu[0], np.sqrt(sigmal0]), n)
x2 = np.random.normal(mul[1], np.sqrt(sigmal1]), n)
x3 = np.random.normal (mu[2], np.sqrt(sigmal[2]), n)

X = np.array(list(xl) + 1list(x2) + list(x3))
np.random. shuffle (X)

def pdf(data, mean: float, variance: float):
s1 = 1/(np.sqrt(2*np.pi*variance))
s2 = np.exp(-(np.square(data - mean)/(2xvariance)))
return sl * s2

Inicializamos los parametros a aprender del modelo, medias, varianzas, y proporciones e iter-
aremos en 6 pasos, mostratremos a modo ilustrativo como las distribuciones gaussianas van
realmente aproximandose a las distribuciones originales figura 3.6.

En cuanto a la convergencia del modelo GMM, el modelo no necesariamente converge. A pesar
de esto, se demuestra formalmente en (Zhao, Li, and Sun 2020) un estudio para la convergencia
del algoritmo EM aplicado en GMM con un niimero arbitrario de componentes y distintos
pesos. Se muestra que ha medida que los centroides de los componentes estén separados por
lo menos por una cierta constante que depende de la cantidad de aglomeraciones y de la
dimension del espacio, el algoritmo EM converge localmente al 6ptimo global del logaritmo
de la verosimilitud. También se muestra que la razén de convergencia es lineal.
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Fig 3.5: Distribucién real de los datos simulados en una dimension.

Ahora veremos como GMM soluciona algunos de los problemas que tiene K-means, esto ex-
plicdindose porque GMM pretende estimar la matriz de covarianzas de cada agrupaciéon dando
asi una nocién de forma de cada cluster, recreamos el clustering usando GMM para las figuras
figura 3.2, figura 3.4, figura 3.3.

GMM logra identificar correctamente los 3 clusters, solucionando el problema de varianzas
distintas, al estimar la matriz de covarianzas para cada agrupaciéon detecta la particularidad
de cada agrupacién figura 3.8. Se reconocen agrupaciones muy condensadas y agrupaciones
dispersas, mas alla de que comparten un espacio, o en este caso incluso un cluster esta adentro
de otro. Para datos anisotrépicos, GMM reconoce la forma de los 3 clusters, detectando la
naturaleza de los datos figura 3.9 y agrupandolos adecuadamente. Adun asi GMM tampoco
logra solucionar esta clase de datos irregulares figura 3.10. Existen en la literatura algoritmos
ampliamente conocidos que resuelven esta problematica bastente bien pero no son analizados
en esta tesis, quiza el mas renombrado es DBSCAN por sus siglas en inglés (Density-Based
Spatial Clustering of Applications with Noise) (Schubert et al. 2017), este algoritmo tiene una
complejidad temporal de O(nlog(n)) mientras que GMM tiene una complejidad de O(nkd?),
donde k es la cantidad de aglomeraciones y d es la dimension del espacio. Ademas de ser de
mayor complejidad existe una gran cantidad de parametros que el algoritmo DBSCAN necesita
y la estimacién de estos parametros puede ser compleja si se debe aplicar para multiples
datasets (como es nuestro caso), la alternativa de ir retocando manualmente pardmetros, o
tratar de estimarlos como un problema aparte para luego usar DBSCAN, no lo consideramos
una posibilidad viable.

Relacién entre K-means y GMM
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Fig 3.8: GMM para varianzas distintas.

GMM Datos Anisotropicos

Fig 3.9: GMM para datos anisotrépicos.
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Fig 3.10: GMM Datos Irregulares

K-means se puede pensar como una particularidad de GMM pues es aplicar GMM con-
siderando que cada grupo es una esfera uniforme, mientras que en GMM cada grupo puede
tener formas esféricas arbitrarias siempre que sean esferas de distribuciones normales.

Matematicamente no es complicado probar que si consideramos un modelo de mezclas Gaussi-
nas en el que las matrices de covarianza de los componentes estdn dadas por al (pues se
consideran formas esféricas) y donde a es un pardmetro compartido por todos los grupos e I
es la matriz identidad, entonces obtenemos:

1 1
p(x|pg, i) = WGXP {—2a||33 - ,uk||2}

Ahora aplicamos el método EM para maximizar la verosimilitud en una mezcla de K distribu-
ciones normales con a pardmetro fijo (no debe ser re-estimado por el modelo). Usando la
ecuacion 3.6 obtenemos:

Y (znk) = T exp{ — ||z, — Nk”2/2a}
" > mjexp{—|lzn — pll?/2a}

Si consideramos el limite a — 0 podemos observar que en el denominador el término para el
cual ||z, — p1]|* es el mas pequefio va a tender a cero més lentamente y de esta manera las
responsabilidades v(z,x) para la observacién z,, tenderan todos a cero excepto para el término
j-ésimo, en el cual vy(z,x) — 1. Observemos que esto se cumple independientemente de los
valores de 7 siempre que ninguno de los 7 sea cero. Por lo tanto, en este limite, obtenemos
una asignacién estricta de puntos de datos a grupos, tal como en el algoritmo K-means, de
modo que y(znk) — Thk, donde 7, estd definido en la ecuacién 3.1. Cada punto por lo tanto
es asignado al cluster cuyo centroide se encuentra mas proximo.
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De esta manera en el paso M al re-estimar el pardmetro uj dado por ecuacién 3.8 se obtiene
ecuacion 3.4. Tenga en cuenta que la férmula de re-estimacion de los coeficientes de mezcla
ecuacion 3.9 simplemente restablece el valor de m; para que sea igual a la fraccion de puntos
de datos asignados al grupo k, aunque estos parametros ya no juegan un papel activo en el
algoritmo.

Finalmente tomando el limite a — 0 el logaritmo de la verosimilitud esta dado por:

K
Inp(X|p, S, Z TokllTn — pkl|? + const

l\DM—l
||M2

Que como observamos es el equivalente al problema de miniminizacién en K-means, pues para
maximizar el logaritmo de la verosimilitud se debe minimizar la funcién J ecuacién 3.2.

Ahora veremos como los algoritmos presentados no arrojan resultados deseados para conjuntos
de datos con ruido y valores atipicos. Presentaremos algoritmos que pretenden solucionar estos
problemas.

3.3 Clustering Robusto

Hasta ahora hemos hecho clustering para datos que no presentan ruido. Ahora veremos como
podriamos abordar el problema en el caso de que los datos estén contaminados. Existen
en la literatura multiples enfoques de como podria solucionarse este problema, estos pueden
enmarcarse varias categorias principales:

1. Enfoque paramétrico: Se usan distribuciones con colas mas pesadas, como lo puede ser
por ejemplo la distribucién t-student multivariada (Peel and McLachlan 2000). Par-
tiendo de este enfoque existen multiples mejoras en la literatura, en la que se puede
agregar un componente asociado con una distribucién paramétrica (posiblemente inade-
cuada), para capturar valores atipicos (Banfield and Raftery 1993) (Coretto and Hennig
2016) (Farcomeni and Punzo 2020). Este enfoque no sera tratado en esta tesis y puede
ser tratado como alternativa en un trabajo futuro.

2. Enfoque de Poda o Trimming: Consiste en podar un cierto porcentaje de datos que
se encuentran alejados, de tal forma que estos posibles valores atipicos pueden llegar a
tener un peso despreciable en las estimaciones (Luis A. Garcia-Escudero et al. 2008),
(Luis Angel Garcia-Escudero et al. 2010). Este sera el enfoque que se usard en este
trabajo para robustecer.

3. Enfoque de Minimizacion de la Escala Tau: Desarrollado en (Gonzalez 2019). Se propo-
nen alternativas robustas: K-TAU, RMBC, basadas en minimizar una escala robusta de
tipo tau de las distancias entre los puntos y los centros de los grupos a los que pertenecen.
La escala Tau definida por Victor Yohai y Ruben H. Zamar (Yohai and Zamar 1988),
cumple con ser una escala robusta y eficiente cuando los datos son normales. La idea de
alcance general de procedimientos robustos via la minimizacion de la escala tau ya fue
aplicada a diversos problemas de la estadistica, por ejemplo Yohai y Zamar (Yohai and
Zamar 1988) la utilizaron en modelos de regresién. Esta alternativa (K-TAU y RMBC)
la intentamos llevar a cabo en nuestro trabajo para un departamento particular de la
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provincia de Cérdoba, en el que como se comenta en el capitulo 4 existieron problemas
en el uso de memoria, la implementacién del paquete de R no optimiza el uso de memoria
para el volumen de datos que estamos utilizando.

Se presentaran a continuacion distintos casos de datos simulados en los que existen proble-
mas de valores atipicos y veremos como se comportan los modelos vistos hasta el momento.
Mais adelante observaremos una heuristica que puede solucionar parcialmente el problema y
veremos dos métodos de intento de robustificacién de Clustering, uno basado en estimadores
de Mediana y otro basado en Podas o Trimming.

Primero simulamos una instancia en la que solo se observa un outlier presente y observemos
como los algortimos presentados se comportan. Observaremos nuestro primer ejemplo que son
los datos de la figura 3.11 en el que se ven 3 agrupaciones bien definidas y una observacion
que parece ser un outlier. Llevamos a cabo K-means con K =3, K =4y GMM con K =3
y K = 4 vemos que en el caso de K-means con ambos valores de K el algoritmo no identifica
la naturaleza de los datos, pues se agruparon 2 clusters en una sola agrupacién dandonos a
entender que ni siquiera en este caso K-means puede ser una posibilidad ni aiin considerando
un cluster mas y esperando que el outlier se deposite en una agrupacién. Por el contrario en
GMM con los K = 3, K = 4 se obtienen mejores resultados pues se identifican adecuadamente
los tres clusters, en el caso de K = 3 se tomo el outlier como parte de la agrupaciéon 2, y por
ultimo para este ejemplo considerando 4 clusters se tomo el outlier como el tinico elemento
del cluster 4, dando un resultado quizd mas favorable.

Mostramos como se implementa K-means con K = 3, en el software estadistico R-Studio.
kmeans 3 <- kmeans(data, centers = 3)

K-Means un outlier K =3 K-Means un outlier K = 4

15 15

Cluster
10 Cluster 10

0 d
"5". ~ g, e,

Fig 3.11: K-means, K = 3, con un outlier. Fig 3.12: K-means, K = 4, con un outlier.
En ambos casos K-means no reconoce el patréon presente, GMM solucioné razonablemente

el incoveniente del valor atipico usando la heuristica de considerar un cluster mas y de esta
manera el outlier se aparte en un cluster.

Mostramos como se implementa GMM con K = 3, en el software estadistico R-Studio.

gmm_model_3 <- Mclust(data, G = 3)
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Fig 3.13: GMM K = 3, con un outlier. Fig 3.14: GMM K = 4, con un outlier.

En la figura 3.13 se detectan los clusters adecuadamente, considerando el valor atipico parte
de una agrupacién. En la figura 3.14 se detectan correctamente las tres agrupaciones y se
considera el outlier una agrupacién por si misma, lo cual es una mejora a K-means. Agregando
un cluster mas como se observa en la figura 3.14 se obtiene el outlier apartado en un solo cluster,
lo cual es ideal.

Vemos como al inconveniente del rudio agregarle un cluster mas y esperar que la agrupacién
adicional aparte en si estos datos espurios puede ser considerada como una posibilidad. Quiza
en algunos escenarios no sea lo méas adecuado y sea necesario buscar otra estrategia, en un
marco de datos mas abstractos como observaciones definidas en dimensiones mayores a 3 o
en escenarios en los que el ruido pueda no ser representado como un sélo dato si no como una
nube de puntos probleméaticos, esta heuristica puede fallar. Evidentemente se presentarin
algunos contextos en los que esta heuristica serd fallida cuando se clusterize usando GMM.
Como habiamos observado en la seccién seccion 3.2.2, GMM es una generalizacion de K-means
por lo que evidentemente GMM arroje mejores resultados que K-means.

3.3.1 Clustering Robusto basado en la Mediana (PAM)

Resulta natural como intento para hacer clustering robusto usar estimadores basados en la
mediana por lo visto en figura 2.2. Dado que el método k-means se define a través de un criterio
de minimos cuadrados (Norma Ls), del cual hereda la falta de robustez, nos podriamos sentir
tentados a tratar de robustecerlo utilizando los mismos argumentos que llevan a obtener la
mediana de la muestra como una alternativa robusta, por lo visto en K-means se minimiza
sobre m la expresién 3 (x; —m)? (Norma Ls), mientras que utilizando la mediana se minimiza
la expresién > |z; — m| (Norma L;), por lo que se apoda en la literatura como K-medioides
o k-medianas. Llegando al siguiente problema de minimizacién:

n

argminz min |z; — myj||
mi,.mE sy j=1,..k

El enfoque L; dio origen al método Partitioning Around Medoids (PAM), que fue uno de los
primeros intentos de realizar un andlisis de conglomerados robusto. Otro enfoque L; tam-
bién fue considerado en (Estivill-Castro and Yang 2000), en el que igualmente se proponen
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medianas como estimadores de los centros. Desafortunadamente, el método PAM solo pro-
porciona una robustez bastante timida, se han intentado agregar a este método una cierta
funcién de penalizaciéon pero se ha probado en la literatura que no se gana mucha robustez
(Garcia-Escudero and Gordaliza 1999). El algoritmo PAM esta disponible en la liberfa cluster
del software estadistico R-Studio.

Existen versiones de clustering robusto también basado en medianas que esta vez se piensa
como una réplica de GMM adaptando EM (Godichon-Baggioni and Robin 2024), més especifi-
camente el paso M pero reemplazando las estimaciones de la media y la varianza por versiones
robustas basadas en la mediana y la matriz de covariaciéon de la mediana. Todos los métodos
propuestos estan disponibles en el paquete R RGMM accesible en CRAN. El algoritmo es bas-
tante reciente, publicado en el afio 2024 por lo que no lo probamos a fecha de escritura de esta
tesis pero se puede analizar como trabajo futuro. Este enfoque tiene algunas similitudes con
el propuesto en (Gonzélez 2019) pues en el trabajo citado de Juan D. Gonzéles, se modifica
el algoritmo EM de modo que la estimacion de parametros sea robusta y consistente.

A continuacién mostramos el resultado aplicando el clustering robusto TCLUST que for-
malizaremos y expondremos mas adelante, se consideran para el aprendizaje K = 3, el mod-
elo considera el cluster 0 como los valores raros y aparta estos datos como se observa en
figura 3.15. Se usa la funcién tclust del software estadistico R, los parametros de esta funcién
seran explicados mas adelante.

trim_clust <- tclust(data, k = 3, alpha = 0.01)

TCLUSTK =3
15
10 Cluster
0
> 8, 8 . © !
5 e ..-.:\o .
3

X

Fig 3.15: Clusters generados por TCLUST K = 3

Una vez echa una comparaciéon sencilla con datos simulados de PAM y de TCLUST, for-
malizaremos el método de clustering robusto basado en Trimming y ademas experimentare-
mos con varios escenarios para analizar la capacidad de los modelos de clustering no robusto,
la heuristica presentada en figura 3.15 y el clustering robusto de aprender la naturaleza de los
datos y lidiar con valores atipicos.
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3.3.2 Método Robusto basados en Poda (Trimming)

Para la formalizacién matematica del problema consideraremos un conjunto de datos z1, .., T,
en RP. La densidad de la distribucién p-variada con esperanza p y matriz de covarianzas 3,
v k entero que denota la cantidad de grupos.

Bajo el modelo con valores atipicos, la funciéon de varosimilitud estd dada por:

k
IT IT mf (@i, 2) I 9i(=i) (3.11)

7j=1 iER]’ iiR
Con:
k
R=|JR; y #R=n—[na] (3.12)
j=1

Adicionalmente para las restricciones de las matrices de covarianzas E;s definimos una con-
stante ¢, mayor o igual a 1 tal que:

£

—<c (3.13)
Donde:

My = max max A(3;) y ma= min min A(%) (3.14)

Siendo A\;(X;) los autovalores de las matrices ¥;, [ =1,...,py j =1,...,k. Notemos que ¢ =1
produce la restriccion mas fuerte posible, es decir las agrupaciones deben tener la misma
forma.

Un mejor entendimiento de nuestro problema es obtenido introduciendo las funciones de
asignacion zj, j = 0,1...,k. Para toda observacién z en RP, definimos z;j(z) = 1 si x es
asignado a la clase Rj, j = 1,...,k, 0 z9(z) = 1 si el dato es recortado, a través de estas
funciones. Por lo probado en (Gallegos and Ritter 2005) podemos evitar la contribucién de
las g; (contribucién espuria) cuando las g;’s satisfacen la siguiente condicién:

k
arg max max H H 7 f(xi; pj, X5) C arg max H 9i(x;) (3.15)
R w25 . ] R . .
J=lieR; U5 Ry
Donde R es el conjunto de todas las posibles particiones en el conjunto de indices {1,...,n} en

k grupos de observaciones regulares. Notese que el lado derecho en la condicién ecuacién 3.15
sblo involucra las observaciones no regulares y no depende de la particién de las regulares.
Por lo tanto, simplemente significa que cualquier conjunto de observaciones no regulares en
cada particién 6ptima que maximice ecuacién 3.11 también podria obtenerse como un sub-
conjunto de [na| elementos de la muestra que maximiza la probabilidad correspondiente al
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ruido. Esta condicién se cumple facilmente bajo supuestos razonables para las g; siempre que
las observaciones no regulares puedan verse como meramente ruido.

Suponiendo que g;’s satisfacen ecuacion 3.15 y por ende se pueden omitir, podemos plantear
nuevamente el problema de maximizacion en ecuacion 3.7.

n k
H H 7.‘_;](1'2 x“ 14 . )Zj(xl)
i=175=1
k
Donde z; son funciones binarias tales que Zz](xz) =1y Zzo(x,;) = [na]. Tomando
§=0 i=1

logaritmos llegamos a la siguiente formulacién de maximizacién bajo las restricciones dadas
en ecuacién 3.13 y ecuaciéon 3.14:

k
B { 35 5500 + Inf iy )

En términos de las funciones de asignacién:

k
zj : RP — {0,1} tal que sz =1y Ez(.) =
§=0
k
Y los pardmetros 6 = (71, ..., T, fi1, .-, [k, 21, .-, 2k) con los pesos 7; € [0,1], con Zﬂ’j =1,
j=1

p; € RP y matrices definidas positiva y simétricas ¥, j = 1,..., k.

Ahora pasaremos a simplificar notablemente nuestro problema por medio de una adecuada
reformulacion que nos lleva a expresar las funciones de asignacién z}s sOlo en términos de 6.
Dado 8 € © | consideramos las funciones discriminantes como:

Dj(z;0) =7 f(x;15,25) v D(x;0) = max{Di(x;0),... Di(x;0)} (3.16)

Estas funciones pretenden medir que tan atipica es una observacién.

Utilizando definiciones anteriores ecuacion 3.16, para un # dado y una medida de probabilidad
P, consideramos la funcién de distribucién de D( - ;6) y su a-cuantil correspondiente:

G(w;0,P):=P(D(-;0)<u) y R(,P):= iI&fG(u;G,P) >«

Con esta notacién y escritura podemos caracterizar las funciones de asignacion y llegar a la
siguiente simplificacién del problema de clustering robusto.

Buscamos maximizar sobre 6 la funciéon L(6, P). que definimos como:

L0, P) = zk: 0)logD;( - ,0) (3.17)
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Donde las funciones de asignacién se obtienen a partir de # como:

M=

zj(x;0) = I{z : {D(x;0) = Dj(z;0)} N {Dj(x;0) > R(O,P)}} y =z20(z;0)=1—>) z(x;0)

=1

Es decir, asignamos « a la clase j con el mayor valor de funcién discriminante D;(x;6) o
se elimina cuando todos los Dj(z;#) (y, en consecuencia, D(z;6)) son menores que R(6, P).
(Para desempatar en los valores de la funcién discriminante, se podria aplicar el orden lex-
icografico). Los resultados mateméticos relevantes a considerar estdan probados en (Luis A.
Garcla-Escudero et al. 2008).

El Algoritmo TCLUST se puede ver como:

1. Seleccionar aleatoriamente los centroides m?’s7 las matrices de covarianza Sjo’s y los
pesos de los grupos pg-)’s para j =1,... k.

2. De los pardmetros 0! = (pll, ..,pﬁﬁ, mll, v mfﬁ, S{, . S’,lc) obtenidos anteriormente.

(Poda) Obtener las distancias d; = D(x;,6') para las observaciones z1, ...,z y
mantener el conjunto H con [n(1 — )] observaciones.

o Separar H en Hy, ..., Hy, con H; = {z; € H : D;(x;,0") = D(z;,0")}.

« Obtener el nimero de puntos n; en H; y su media muestral y covarianza muestral,
m;y Sj, j = 1,..,](3.

o Considerar la descomposicién en valores singulares de S; = U;DjUj donde U;
es una matriz ortogonal y D; la matriz diagonal de autovalores. Si el vector de
autovalores no satisface la condiciones ecuacién 3.13 y ecuacién 3.14, obtenemos
usando por ejemplo el Algoritmo de Dykstra’s un nuevo vector que si satisfaga esa
condicion.

e Actualizar #"t! usando:

=y /(1 - )]

I+1
- mj+ — my
— S]H_l — U;D]U] y ﬁj = diag(Aj)_l.

3. Realizar F' iteraciones del proceso descrito en el paso 2 (valores moderados para F
suelen ser suficientes) y calcule la funcién de evaluacién L(0; P,) utilizando la expresién
ecuacion 3.17.

4. Comenzar desde el paso 1 varias veces, manteniendo las soluciones que conducen a
valores minimos de L(0, P,) para elegir la mejor.

48



3.3 Clustering Robusto

Este algoritmo nos lleva a una asignacién 6ptima, por lo probado en (Luis A. Garcia-Escudero
et al. 2008). Como se explicé anteriormente el término « representa la proporcién de poda.

En TCLUST, como se mencioné busca eliminar observaciones que a juicio del modelo sean
atipicos, esto lo llevamos a cabo esencialmente con el concepto de trimm (en inglés), escen-
cialmente podamos los datos, analizamos un subconjunto de los datos originales. Una vez
formalizado el algoritmo TCLUST, comparémoslo con PAM para datos simulados figura 3.16.
Vemos un mejor comportamiento del algoritmo TCLUST para este panorama sencillo de datos
simulados.

Clustering con PAM Clustering con TCLUST
L e
s — O
o™ (&
= >
M B
o _| @ Cluster1 o _| @ Cluster1
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Fig 3.16: Comparacién entre PAM y TCLUST, vemos como PAM no puede solucionar este
problema con pocos valores atipicos. TCLUST funciona correctamente.

Mas simulaciones. K-Means, GMM, TCLUST

Veremos como se comporta K-means, GMM y el método TCLUST. Las simulaciones son
llevadas a cabo usando R-Studio, se agrega en algunos casos para K-means y GMM un cluster
mas, para ver en que instancias aplicar esta heuristica, puede apartar el ruido en un grupo.

Outliers Dispersos

A modo de observaciéon simulamos unos datos que tienen 2 aglomeraciones marcadas
figura 3.17 y una nube de puntos que parecen representar ruido y mediciones fallidas.

Aplicando K-means K = 3 intentando que K-means detecte esos valores corruptos nos en-
contramos con un mal comportamiento figura 3.18. Evidentemente el algoritmo para K = 2
figura 3.17 y K = 3 no presiente outliers, y considera todos los datos confiables, en ambos ca-
sos K-means no arroja resultados satisfactorios. Ahora haciendo GMM con K = 2 figura 3.19
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3 Clustering

se observa que como esperamos GMM si detecta un cluster efectivamente, la segunda agru-
pacioén la toma como con el ruido incluido. Para GMM K = 3 figura 3.20 se toma el ruido
como una sola agrupacién, y los otros dos clusters se reconocen apropiadamente, con lo cual
para este caso la heuristica de tomar un cluster mas esperando que este reconozca el ruido si
funciono.

K-means, outliers dispersos K = 2 K-means, outliers dispersos K = 3
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Fig 3.17: K-means K=2. Para datos con out¥ig 3.18: K-means K=3. Para datos con out-
liers dispersos. liers dispersos.

GMM Cluster, outliers dispersos K = 2 GMM Cluster, outliers dispersos K = 3
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Fig 3.19: GMM K=2. Para datos con outliersFig 3.20: GMM K=3. Para datos con outliers
dispersos. dispersos.

Vemos que el cluster 0 es el que usa el método TCLUST para agrupar los outliers figura 3.21,
los demés cluster corresponden a las agrupaciones correctamente identificadas. En la libreria
de R llamada tclust se asocia al cero con los valores atipicos figura 3.29, como es explicado en
(Fritz, Garcia-Escudero, and Mayo-Iscar 2012).

Subespacios con ruido

Veremos como se comporta el modelo para subespacios de una determinada forma, en un
ejemplo muy interesante donde es de interés ver si se reconocen los patrones que subyacen
en los datos. K-means con 3 clusters no detecta ningun cluster, figura 3.22. Si se detecté
un cluster correctamente usando GMM como se ve en figura 3.23, con un cluster mas K =4
usando GMM no se reconocen satisfactoriamente los grupos como vemos en la figura 3.24. Si
se logré usando clustering robusto TCLUST, detectar el ruido representado por el cluster rojo
y las tres otras agrupaciones, observando la figura 3.25. En la libreria de R llamada tclust
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3.3 Clustering Robusto

TCLUST, outliers dispersos K = 2

20

Cluster
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Fig 3.21: TCLUST K=2, para datos con outliers dispersos.

se asocia al cero con los valores atipicos, como es explicado en (Fritz, Garcia-Escudero, and
Mayo-Iscar 2012).
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Fig 3.22: K-means para subespacios K=3. Fig 3.23: GMM para subespacios K=3.

Simulacién Mb5data

El conjunto de datos que vemos en la figura 3.26 son datos generados por el conjunto de
datos Mbdata del software estadistico R-Studio. Se observan 3 agrupaciones marcadas y
un ruido en todos los datos. Cuando hacemos K-means con K = 3 se identifica sélo un
grupo correctamente figura 3.26, usando GMM K = 3 se identifican satisfactoriamente 3
grupos, pero no reconoce el ruido presente y lo agrupa dentro del cluster mas razonable
figura 3.27. Usando GMM con 4 grupos el modelo no logra agrupar el ruido presente en un
cluster figura 3.28, pues en el marco del problema el modelo no se dedica a buscar valores
atipicos. Con TCLUST vemos que efectivamente si aprende la matriz de covarianzas y se
reconocen los outliers. En la libreria de R llamada tclust se asocia al cero con los valores
atipicos figura 3.29, como es explicado en (Fritz, Garcia-Escudero, and Mayo-Iscar 2012).

Por lo visto en los ejemplos y panoramas presentados concluimos que el método TCLUST lo-
gra aprender los centros y la forma de las agrupaciones estimando las matrices de covarianzas
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GMM, subespacios K = 4
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Fig 3.24: GMM para subespacios K=4.
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Fig 3.26: K-means K=3.
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Fig 3.25: TCLUST para subespacios K=3.
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3.3 Clustering Robusto

GMM K=4. M5data

Fig 3.28: GMM K=4 para datos con ruido
TCLUST K=3. M5data

Fig 3.29: TCLUST K=3 para datos con ruido
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3 Clustering

de los grupos, ademas de reconocer los datos atipicos robustesiendo el algoritmo de clustering.
Se presencia la necesidad con datos simulados de emplear alternativas robustas para obtener
resultados mas precisos y se evidencia como no emplear clustering robusto puede sesgar no-
civamente los resultados. Ahora en més y habiendo justificado con varias simulaciones de la
necesidad y capacidad del algoritmo TCLUST optaremos por usar este algoritmo en los datos
reales.
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4 Aplicacion a Datos Reales

4.1 Filtro Hampel y tratamiento de Series de Tiempo.

Existen datos faltantes y outliers en cada serie de tiempo, esto requiere un tratamiento para
limpiar estos datos, pulirlos de tal forma de crear objetos que almacenen en si la esencia de cada
serie de tiempo asi como también sean sencillos de manejar para hacer clustering, este trabajo
implica probablemente el proceso mas tedioso del trabajo total, pues se pretende reducir
moralmente la dimensionalidad del problema obteniendo series de tiempo las cuales podamos
analizar facilmente y después de esto a cada serie de tiempo aplicarle un feature extraction,
para solucionar el problema de datos faltantes y facilitar el aprendizaje no supervizado. Con
el objetivo de comprimir se comprimieron, almacenaron y se leyeron archivos con extension
.gzip. Un archivo con extensiéon “.gzip” es un archivo comprimido usando el algoritmo de
compresion Gzip (GNU zip). Gzip es un formato y un software de compresién que se utiliza
comuUnmente en sistemas Unix y Linux para reducir el tamano de los archivos, en nuestro
caso el sistema operativo usado fue Windows, existe en la libreria pandas del software Python
usada para el manejo de bases de datos en Python, la forma de especificar que los archivos son
de esta extensién para su lectura. No estudiaremos como funciona Gzip pero si destacamos
que hemos usado esta compresion en los archivos analizados y que la reduccion del peso en
memoria es sustancial.

Se tienen un aproximado de 349.200.000 de series de tiempo considerando los 291 departamen-
tos agricolas y los 6 anos distintos que analizamos. Se dispone de una cantidad abrumadora
de datos, por lo que por primera manipulacién se eliminan manualmente las filas (es decir
las series de tiempo) con una cantidad de valores no disponibles o missing values mayor al
80%, después por cada fila de cada departamento-ano filtramos y eliminamos valores atipi-
cos usando el método hampel secciéon 2.1.1, este filtro como se explicé pretende eliminar la
mayor cantidad de los outliers del NDVI y reemplazan los valores atipicos detectados por un
valor no disponible. Se intenté hacer imputacién mediante regresion lineal para lidiar con
valores faltantes en las series de tiempo, pero por razones de alta eficiencia temporal (siem-
pre considerando la gigantesca cantidad de series de tiempo a tratar), la no reduccién de la
dimensionalidad y el riesgo de generar imputaciones defectuosas dada posibilidad de que se
escapen valores atipicos que el filtro Hampel no pueda detectar no terminamos optando por
esta alternativa.

A continuacién presentamos dos series de tiempo que representan la problemética de tener
observaciones con pocos datos (enorme cantidad de valores atipicos) figura 4.1 e instancias
ruidosas figura 4.2.

Por distintas pruebas realizadas con el filtro Hampel para series de tiempo de datos reales los
parametros escogidos como tamafio de ventana y umbral son 3 y 2.5 respectivamente, no se
puede garantizar que la efectividad del filtro Hampel sea perfecta dada la excesiva cantidad
de series de tiempo, pero su uso se hace imperativo para limpiar el ruido y generar series de
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4 Aplicacién a Datos Reales

Serie de tiempo problematica del Partido de Gonzales Chaves Provincia de Buenos Aires
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Fig 4.1: Serie de tiempo con muchos valores faltantes, partido de Gonzales Chaves de la Provin-
cia de Buenos Aires.

Serie de tiempo problematica del Partido de Adolfo Alsina
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Fig 4.2: Serie de tiempo con ruido considerable, partido de Adolfo Alsina de la Provincia de
Buenos Aires.
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4.1 Filtro Hampel y tratamiento de Series de Tiempo.

tiempo mas confiables. Las series de tiempo filtradas forman otro dataset por departamento-
ano, estas nuevos datasets se conforman con series de tiempo que al ser filtradas usando
Hampel pueden tener una cantidad de valores faltantes mayor al 80% (pues se reemplazé el
valor atipico por un valor faltante), por lo que una vez mas desechamos manualmente series
de tiempo con un porcentaje de valores no disponibles mayor al 80% obteniendo de esta
forma series de tiempo filtradas con Hampel y con filas en las que tengamos por lo menos un
porcentaje mayor al 20% de valores numéricos del indice NDVI con series de tiempo realmente
representativas para un posterior proceso de aprendizaje.

Notemos que se han eliminado filas antes y después de aplicar el filtro Hampel pues estas
pueden contener en ambos casos pocos valores del indice NDVI y al intentar aplicar feature
extraction y hacer clustering los modelos pueden sufrir innecesariamente, ademaés las series
de tiempo desechadas son poco representativas, obteniendo asi por cada departamento-afio
datasets mucho maés livianos en términos de memoria, haciendo de esta forma una primera
reduccién de la complejidad espacio-temporal del problema y llegando a series de tiempo mas
convenientes para extraer conclusiones.

Una vez obtenidas las series de tiempo aceptables se intentard solucionar el problema de los
datos faltantes y ademas se reducira la dimensionalidad de cada base de datos asociando cada
fila es decir, cada serie de tiempo, con una funcién de fiteo cuyos parametros almacenaremos
en tuplas de 8 niumeros reales, estas tuplas definen una funcién de una sola variable que fitea
la serie de tiempo, todo esto siempre con el propédsito de que el clustering que se realiza al
final se lleve a cabo de una manera mucho mas eficiente y se propague el menor error posible.
Obteniéndose de esta manera por departamento-ano su base de datos representantiva de
parametros, existen departamentos para los cuales no se requiri6 llevar a cabo la extraccion
de pardmetros pues para estos la cantidad de filas era bastante insignificante para considerar
hacer clustering, la mayoria de estos datasets corresponden al afio 2017 por ejemplo el partido
de Villa Gesell de la provincia de Buenos Aires, el departamento de General Donovan de la
provincia del Chaco, el departamento Catrilé de la provincia del Chaco, entre otros. Para el
ano 2021 el partido al que no se aplicé extraccién de pardmetros fue el partido de la Costa de
la Provincia de Buenos Aires.

Se llevan a cabo GMM (clustering no robusto) y TCLUST (clustering Robusto). Para cada
departamento y cada afio se obtienen los centroides con K = 6, cada centroide es el represen-
tante mas natural de cada aglomeracién y de estos centroides detectamos cual de ellos es el
trigo, segun la informacién de campo.

Se clasifica el trigo en los centroides creados con las series de tiempo que alcanzan el pico de
indice NDVI dentro de los meses de finales de Agosto, Septiembre, Ocutubre, y comienzos
de Noviembre, los minimos deben estar en los meses de Junio, julio y finales de la primavera.
Segun los datos historicos del comportamiento de la siembra, cosecha y cultivo del trigo se
planta la semilla en los meses de junio y julio y se alcanza el pico a finales de invierno y
durante la primavera (Molfese and Fritz 2020) . Por conocimientos de campo se establece una
cantidad fija de agrupaciones K = 6 para todos los departamentos finalmente clusterizados.

La metodologia a seguir es la siguiente:
1. Recopilacion de Datos: Extraccion de los datos satelitdles por afio y por departamento

de la Pampa Argentina con el uso de la Nube AWS, asi como la obtencion de los datos
histoéricos de superficies de trigo cultivadas por departamento-ano.
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2. Limpieza de Datos: Filtracion de valores atipicos en series de tiempo usando el filtro
Hampel y el descarte de series de tiempo con una cantidad de valores faltantes mayor
al 80%, tanto antes como después de aplicar el filtro Hampel.

3. Feature Extraction: Extraccion de pardmetros con el fiteo Splines-TRF, para cada
departamento-ano se realiza el fiteo Splines-TRF. Es decir, para cada observacién (serie
de tiempo) se obtienen los 8 parametros por Splines-TRF que representan la serie de
tiempo.

4. Clustering de Series de Tiempo k = 6: Clusterizacion tanto robusta como no robusta.
Para cada departamento y cada afio se obtienen los centroides de cada cluster, es decir
el representante de la serie de tiempo asociada a cada aglomeracién.

5. Clasificacion del Trigo: Cada centroide obtenido del clustering es una curva representada
por una tupla de 8 pardametros, se tomardn las curvas que cumplan con el requisito de
ser trigo, esto es que tengan picos mayores a un indice de 0.6 en los meses de agosto
hasta finales de octubre y ademés tengan valores menores a 0.4 en los otros meses. Se
almacena la agrupacion de esas curvas para después consultar la proporcién. En el caso
de no existir una curva que cumpla con los requisitos de ser trigo la proporcién estimada
de Trigo cultivada en ese departamento-afio sera nula.

6. Estimacion de Proporciones: Una vez obtenida la agrupacién correspondiente al trigo
(en caso de no exitir la proporcién estimada serd nula) se calculard la proporcién de
observaciones que pertenecen a ese cluster, haciendo el promedio aritmético entre la
cantidad de series de tiempo que estan en ese cluster dividido sobre la cantidad de
observaciones totales.

El algoritmo de clustering robusto aplicado en esta tesis es el TCLUST pues es el que fun-
cion6 mejor de datos simulados entre los algoritmos de clustering robusto revisados (PAM
y TCLUST) y ademas porque la eliminacién de observaciones en el proceso de aprendizaje
(Trimming) es una gran ventaja en cuanto a la eficiencia y purificacién obteniendo asi las series
de tiempo realmente representativas, que son los centroides de cada aglomeracion, la expli-
cacién del funcionamiento de la funcién tclust del software estadistico R-Studio, se encuentra
disponible en (Fritz, Garcia-Escudero, and Mayo-Iscar 2012) . Escoger un adecuado valor de
podado « es un proceso de prueba y error y en nuestro caso es un problema de profunda
dificultad pues se lleva a cabo esta clusterizacion para mas de doscientas bases de datos y se
hace necesario fijar un valor tinico de podado para todos los departamentos, evidentemente
no se tiene control de cual es el pardmetro de podado méas adecuado para cada departamento
particular, porque no se tiene nocién del ruido en cada departamento por la complejidad
misma del problema., existen esfuerzos en la literatura donde se intenta determinar el valor
més apropiado de valor de podado (Fritz, Garcia-Escudero, and Mayo-Iscar 2012).

Existe una importante reducciéon de la dimensionalidad en cada paso a modo de ilustracién se
muestra el siguiente diagrama figura 4.3. En cada paso del proceso se ha llevado a cabo una
importante reducciéon de memoria y de los datos, reduciendo asi el tiempo de ejecucién.

Por tdltimo es de importancia mencionar que no se tienen conocimientos de campo para varios
departamentos, es decir no se disponen datos reales de la superficie cultivada de trigo para
algunos departamentos del pais, y para estos no fue posible establecer una comparacioén entre lo
que predijo el modelo y la proporcién real. Se pudo por lo tanto comparar 220 departamentos
del pais, lo cual sigue siendo una cantidad de superficie bastante considerable.
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4.1 Filtro Hampel y tratamiento de Series de Tiempo.

<Datos Crudos: Imagenes satelitales 3 TB>

l

(Series de Tiempo: Por cada imagen se obtiene un indice NDVI 35 GB)

l

(Series de Tiempo Filtradas: Filtro Hampel 25 GB)

<Extracc1’c’m de parametros 19 GB)

Clustering
‘ No Robusto GMM ] { Robusto TCLUST }
{ Estimacion Proporciones del Trigo J { Estimacion Proporciones del Trigo J

Fig 4.3: Diagrama del Procedimiento general, junto con la reduccién de la memoria que se
lleva a cabo en el proceso, 1'TB = 1000GB.
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4.2 Fiteos y Extracciéon de Parametros.

Conociendo los métodos de fiteo presentados en esta tesis para hacer feature extraction de la
considerable cantidad de series de tiempo, mostraremos en esta seccién el comportamiento de
los métodos en algunas series de tiempo de datos reales y se mostrara cual ha sido escogido,
dependiendo de su capacidad explicativa considerando de primordial importancia la robustez
asi como también la complejidad de los métodos. Daremos graficos de series de tiempo con
sus respectivos fiteos, usando Smoothing Splines y Splines-TREF.

Es importante recordar que el fiteo Smooth Splines precisa un parametro de suavizado s,
que como se explicé en secciéon 2.2.3 encontrar el mas adecuado es un proceso de prueba y
error, un “buen” valor de s es esperable que se encuentre entre m — v/2m y m + v/2m, donde
m es el nimero de datos. Si todos los pesos son iguales a uno, una opcién razonable serd
estimar s ~ m&2, donde & es un estimado de la desviacién estandar de los datos. En nuestro
caso escogeremos ¢ = 1.4826 M AD. La desviacién estandar robusta definida en el capitulo 2
seccion 2.2.3. Establecer un correcto valor de s desmotiva a seguir la alternativa de Smooth
Splines pues es necesario dada la complejidad del problema mantener este parametro uniforme
en las millones series temporales que se presentan, si bien en algunos casos se pueden generar
fiteos aceptables, en otros casos se pueden tener representaciones poco confiables, y este riesgo
no estamos dispuestos a asumirlo. Notar que hemos usado como pardmetro s en Smoothing
splines la estimacién recomendada s ~ mM AD?.

Observaremos en figura 4.4 una mejor adaptacion del fiteo Splines-TRF asi como la ingente
necesidad de aplicar el filtro hampel pues como se observa como la existencia de dos valores
atipicos sesga los fiteos en ambos métodos, el escenario ideal es en el que se observa un
filtrado previo (serie de tiempo filtrada con Hampel) y usando el fiteo Splines-TRF, optar por
la otra alternativa puede propagar un error nocivo para el andlisis cluster y de esta manera
crear predicciones del trigo bastante erradas. Se observan los dos fiteos, aplicados a series de
tiempo con datos reales y datos filtrados con el Método Hampel, y se ve una mejor capacidad
de Splines-TRF para descibir la serie de tiempo. Asi como una mejor tolerancia a los valores
atipicos que puedan llegar a presentarse, figura 4.4.

Para datos previamente filtrados con hampel analizaremos la figura 4.5 para una serie de
tiempo del departamento Adolfo Alsina de la provincia de Buenos Aires ano 2021 como se com-
portan los fiteos para Splines-TRF y Smooth Splines con dos distintos valores de parametro
de suavizado s, es importante remarcar que no se logré detectar un valor que parece ser
atipico en la serie de tiempo y para este panomara un fiteo robusto es lo mas ideal, vemos
que Splines-TRF es efectivamente mejor.

Observamos la mayor capacidad del Método Splines-TRF para describir la serie de tiempo y
también para lidiar con el ruido perjudicial (color verde), el fiteo Smooth Splines no genera
resultados muy convincentes tanto para un parametro de suavizado muy chico s = 0, como
para el recomendado en la seccién 2.2.3 definido como s = mé&?, para un parametro de
suavizado igual a cero se obtiene un fiteo que ni siquiera cumple con las condiciones de borde
(pues 0 < NDVI < 1) en color rojo, y para el pardmetro de suavizado recomendado no se
describe adecuadamente la serie de tiempo (en color azul). El indice NDVI lo analizamos
entre cero y uno pues para valores negativos tenemos nubes y agua como se mencioné en el
la introduccion de este trabajo seccion 1.1.
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Fiteos TRF vs Smoothing Splines afo 2021
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Fig 4.4: Fiteos Smooth Splines y TRF para datos de la serie de tiempo del indice NDVI
del partido Adolfo Alsina provincia de Buenos Aires y datos filtrados con el método
Hampel.
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Fiteos TRF vs Smoothing Splines

10 i
1
P
P
Pl
[
o
084 | |
| ]
i 1
] I
i i
| i
1 i
064 | 1
P
P
[
P
P
oo
[
0.4 4 1 I
[
| 1
1
]
02 _,','r"'r *  Serie de Tlempo
-l Fiteo TRF - \
ILI‘ ——- Fiteo Smooth Splines s=ng? Y
1, %
I === Fiteo Smooth Splines s=0 Y
0.0 !
- 1 1 1 1

I I 1 1 1 1 1 1 1 I I I I I 1 I 1 1 I
" ‘?:I Bl "'L.- e "‘:u ‘Q:l ey o ‘i:I- AT R <':| 1A
SIS %$%¥%ﬁ$lﬂﬂwﬁﬁﬁﬁﬁh¢h?

‘\- "I}' ‘\- ‘\- "L .-L"*v
B S S S S S

Fig 4.5: Fiteos de Smooth Splines y Splines-TRF para una serie de tiempo del indice NDVI
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del departamento Adolfo Alsina de la Provincia de Buenos Aires. Se presencia una
serie de tiempo representativa del trigo.



4.3 Resultados con Clustering Robusto y No Robusto

El grafico de la serie de tiempo con los fiteos estudiados figura 4.5 parece ser del cultivo del
trigo pues su pico se manifiesta en los meses de invierno. Esta serie de tiempo fue tomada del
departamento de Adolfo Alsina de la provincia de Buenos Aires en el afio 2021.

4.3 Resultados con Clustering Robusto y No Robusto

Llevaremos a cabo TCLUST con parametros fijos de K = 6 y a = 0.10, el parametro c¢ lo
tomamos igual a 10 las matrices de covarianzas se asumen por supuesto también distintas, por
supesto que consideramos que cada cluster no tiene porque tener la misma cantidad de obser-
vaciones, ademaés la cantidad méaxima de iteraciones la tomamos igual a 150. Como se explico
en seccién 3.3.2 el parametro « representa la proporcién de observaciones que podaremos y
son consideradas parte del ruido. La cantidad de clusters estd fijada por conocimientos de
campo como se menciond anteriormente seccién 4.1. El parametro ¢ determinaba el cociente
entre el autovalor més grande y el autovalor mas pequefio de las matrices de covarianzas, con
lo que mide que tan diferentes pueden ser las formas de los clusters. Salvo la cantidad de agru-
paciones los parametros de la funcién tclust fueron tomados manualmente. Se lleva a cabo el
clustering para departamentos con mas de 100 filas pues para menos observaciones no consid-
eramos que se tenga una region representativa del espacio geogrifico, existen departamentos
a los cuales se les aplicé todo el proceso de limpieza (Filtro Hampel, eliminacién manual de
filas con méas de un 80% ) y despues extracciéon de pardmetros y terminaron con menos de 100
observaciones, esto puede ser explicado porque son departamentos cuya superficie territorial
no es muy considerable (y por lo tanto son bases de datos livianas con pocas filas) o porque
los datos de indice NDVI en esos sitios son demasiado problemaéticos (por errores de medicién
del satélite, nubes que bajan el indice NDVTI o cualquier otro problema que no podamos con-
trolar) o por las dos causas a la vez. La idea es ejecutar el aprendizaje en zonas donde existan
datos confiables y no se gaste innecesariamente tiempo de corrida estimando resultados que
no puedan ser del todo fiables.

Se presentaran las proporciones estimadas y las reales para el ano 2021 en todos los depar-
tamentos analizados de este ano. Analizando la figura 4.6 se ve una marcada mejora en las
predicciones de la proporcién cultivada de trigo usando el clustering robusto, es importante
notar que en algunos partidos el modelo no robusto incluso ni siquiera logré identificar la pres-
encia del Trigo para departamentos en los que evidentemente la proporciéon de este cultivo es
considerable (con proporciones mayores al 15%).

Como datos de verdad de campo usamos los datos encontrados en:
https://datosestimaciones.magyp.gob.ar/reportes.php?reporte=Estimaciones

Para la lectura y carga de los datos de verdad de campo, asi como en el cilculo de las
superficies territoriales por departamento y el area sembrada de Trigo se recurre a la libreria
de Python GeoPandas que se usa ampliamente para el manejo de datos geograficos. El
archivo descargado es de tipo shapefile. Esta base de datos contiene como columnas el afio, la
Provincia, el departamento y el cultivo. Para hacer el estudio y encontar los datos concisos
fue necesario filtrar los datos para obtener sintetizada la informaciéon y poder comparar las
proporciones estimadas con las de campo.

El clustering No robusto (GMM) se lleva a cabo usando la librerfa de Scikit-Learn de Python,
mientras que el Clustering robusto se lleva a cabo usando el software estadistico de acceso
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4 Aplicacién a Datos Reales
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Fig 4.6: Proporciones predichas y observadas del Trigo usando GMM y TCLUST

libre R-Studio, més precisamente haciendo uso del paquete tclust, no encontramos una im-
plementacion en Python del algoritmo TCLUST. Como dato en tiempo de ejecucién cuando
aplicamos el algoritmo TCLUST con los pardmetros especificados al departamento San Justo
de la provincia de Cérdoba (cuya superficie es de 15559 /Km?, més grande que un pafs como
Montenegro cuya superficie es de un poco menos de 14000Km?) el tiempo de ejecucién fue
de 107 minutos, la precision con TCLUST fue de: 0.00525 lo que nos da un resultado por lo
menos para este departamento bastante preciso, a modo de prueba y como interés particular
se intentaron llevar a cabo los algoritmos K-TAU centers y RMBC, basados en el concepto
de escalas Tau introducido por Victor Yohai y Ruben H. Zamar (Yohai and Zamar 1988) e
implementados en (Gonzélez 2019) para este mismo departamento y se presentaron inconve-
nientes en la memoria, las implementaciones actuales no estdan optimizadas en cuanto al uso
de memoria y por lo tanto no es aplicable en su forma actual a nuestro dataset. El algoritmo
K-TAU centers esta implementado en R-Studio se usa la funcion improvedktaucenters de la
libreria ktaucenters. Asi mismo el algoritmo RMBC estd implementado también en R-studio
se usa la funcion RMBC de la libreria RMBC.

No se detecta una clara presencia del Trigo usando GMM, pues no se observan picos mayores
a 0.6 del NDVI figura 4.7 en el departamento General San Martin de la Provincia de Cérdoba
el cual por datos de campo tiene una proporcién de un poco mas del 20% en el ano 2021,
concluyendo que GMM no logré captar el trigo para este departamento, por el contrario, si
se detecta una clara presencia del Trigo figura 4.8 (cluster 2, color azul) usando el clustering
robusto, también se manifiestan dos clusters (el 1 y el 6, colores rojo y magenta respectiva-
mente) que parecen ser cultivos de verano pues parece que alcanzan picos de NDVI en los
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4.4 Posibles mejoras y proximos pasos
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meses de diciembre, enero y febrero todo esto en el mismo departamento General San Martin
de la Provincia de Cérdoba para el ano 2021, como vemos TCLUST ha logrado reconocer
patrones méas precisos, la proporcién estimada es del 18.57% que si bien difiere al porcentage
real en un 3% aproximadamente representa una evidente mejora en la fiabilidad de los resul-
tados para la predicciéon de proporciones cultivadas para afios futuros sin un respaldo de los
datos de campo. El ruido presente en el modelo sesga claramente el resultado final y se debe
recurrir necesariamente a multiples tratamientos de robustez antes y durante el aprendizaje
de clusterizacion. Calculamos el RMSE ponderado por superficie:

220
RMSE = | > wi(P; — P;)2,
=1

donde, b = Proporcion estimada y P; = Proporcién Real. Los pesos w; estan dados por:

Superficie del i-ésimo departamento
w; =

Superficie total

Para un total de 220 departamentos analizados se obtiene usando clustering No robusto un
error cuadratico medio poderado por superficie de 0.072 rms y para clustering robusto el error
es de 0.059 rms mostrando una sustancial mejoria en el aprendizaje.

4.4 Posibles mejoras y proximos pasos

Para los departamentos con la mayor cantidad de error cuadratico medio se puede hacer un
estudio particular y observar que pudo haber ocasionado esta predicciéon sesgada, proponer
alternativas para estos partidos patolégicos y observar si existen similitudes tanto geogréficas,
climaticas o de otra indole entre estas regiones que puedan generar esta diferencia elevada
entre la proporcion estimada de trigo en esta tesis y la proporcién real de trigo cultivada. Se
puede llevar a cabo este estudio tomando una region de superficie mas acotada y hacer foco
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4 Aplicacién a Datos Reales

en una provincia (por ejemplo) hay que enfatizar que se analizan un aproximado total de
1.200.000 kilémetros cuadrados de superficie.

Una alternativa posible para la cual no habriamos eliminado observaciones atipicas del indice
NDVI en las series de tiempo, podria haber sido detectarlos usando el filtro Hampel y posteri-
ormente haber usado Smoothing Splines dandole a estas observaciones un peso muy bajo asi
de esta forma el fiteo no lo tendrd muy en cuenta, usando de esta forma Smoothing Splines
que es una alternativa temporalmente mas eficiente y no desechando valores del NDVI.

Las predicciones cultivadas realizadas para el trigo (cultivo de invierno) se pueden replicar
para otros cultivos como lo pueden ser la soja (cultivo de verano) su relevancia radica dado
que Argentina es el tercer productor mundial para datos tomados en el ano 2022 (Lenz et
al. 2022) con un estimado total de 43.86 millones de toneladas al afio por detris de Brasil y
Estados Unidos, primero y segundo lugar respectivamente, también es importante remarcar
que el complejo sojero argentino representé en 2021 el 30.6% de las exportaciones nacionales,
por un monto de 23.841 millones de délares (Schmidt 2022) y (Colussi et al. 2023). Asi mismo
se puede replicar el mismo estudio para un cultivo central como el maiz y otros mas como la
cebada.
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5 Apendice A (Método de minimizacién de
region de confianza)

El método de minimizaciéon con restricciones TRF (Trust region reflective) es un método
iterativo de optimizacién numérica empleado para resolver problemas de programacién no
lineal, ampliamente usado en modelos de Machine Learning, especialmente para modelos de
Deep Learning (Li et al. 2022) y (Hagn and Grau 2022). El objetivo en éste apéndice no es
estudiar el método en profundidad, pero si presentar en general las ideas principales en las
que se basa este método, y este enfoque de minimizacién basado en regiones de confianza. Se
busca solucionar el siguiente problema:

f(@):a< fz)<b

reR™

Donde f debe ser una funcién suave (admite derivadas de cualquier orden en R), con codominio
igual a R. Es decir, f: R" — R.

El método en cada iteracion define un vecindario alrededor de la solucién actual, es decir
creamos una region de confianza en cada paso, para la cual calculamos una aproximacion de
la funcién original, en general de orden cuadratico, a la que le encontramos el 6ptimo local
sobre esa region. (Le et al. 2016)

La region de confianza la definimos como: L = {z € R" : ||z — ¢||2 < d}

Los métodos de regiéon de confianza de alguna manera se pueden asemejar con los métodos de
buisqueda lineal, los cuales escogen una direccién de paso y el tamaiio del paso, por el contrario
en métodos de regién de confianza escogemos una regién y un punto de mejora dentro de esa
regién previamente tomada. Para encontrar la solucién éptima, los principales pasos a seguir
son los siguientes.

Definicion de region de confianza: Se define una regién de confianza alrededor de la iteracién
actual donde se espera que el modelo cuadratico sea preciso. En general, el tamano de la region
de confianza depende del radio de la zona de confianza, que es modificado adecuadamente
durante el proceso de optimizacién. La region de confianza actiia como un tamafio de paso y
garantiza que el algoritmo no se desvie demasiado de la iteracién actual.

Formulacion del subproblema: En la regién de confianza, se formula un subproblema para
encontrar la direcciéon del paso que minimiza el modelo cuadratico bajo la restriccién del do-
minio de confianza. Este subproblema se puede formular como un problema con optimizacion
mejorada o un problema sin restricciones con penalizacion. Se pueden utilizar diferentes méto-
dos para resolver el subproblema, como el método del gradiente conjugado o El método de
Newton, existen esfuerzos en la literatura para resolver este problema (Yuan 2000).
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5 Apendice A (Método de minimizacion de regién de confianza)

Actualizacion de direccion de paso: Una vez que se obtiene la direccién del paso de la solucién
del subproblema, esta se utiliza para actualizar la iteracién actual. El tamafio del paso se
determina minimizando la funcién objetivo en el dominio de confianza y el acuerdo entre el
modelo y los valores funcionales reales.

Proceso iterativo: Se repite la construccién de un modelo cuadrético, la definicién de una
regién de confianza, la formulaciéon de un subproblema. se iteran hasta que se cumplan los
criterios de parada. Los criterios de parada pueden basarse en lograr un cierto nivel de
tolerancia o niimero de iteraciones.

Los pasos se pueden escribir de la siguiente manera:

1. Inicializamos el umbral de tamafio: 4, la solucién inicial z§, y n = 0, n se refiere al
nimero de iteracion del algoritmo.

2. Resolvemos z} = arg min m(x) sujeto a: ||z — 2z} || <0
x

Donde: m(z) ~ f(z), m esta dado por el polinomio de Taylor de segundo orden:

m(x) = f(¢) + Vf(e)(x —¢) + %(93 ~ ol H(c)(z ~¢)

Vf(c) es el vector gradiente y H es la matriz Hessiana.

3. Actualizacion de la region de confianza: Ajustamos el radio de la zona de confianza
segun el éxito del paso. Mads precisamente calculamos la relacién p entre reducciones
reales y reducciones previstas de la siguiente manera:

f(ax) = f(zr + Ax)
m(xy) — m(zg + Ax)

p:

Donde: f(zx) — f(zr + Az) es la reduccién real de la funcién objetivo.

Donde: m(xy) — m(xp + Az) es la reduccién aproximada en la funcién objetivo segin el
modelo cuadratico

La region de confianza puede aumentar cuando la relacién p es cercana a 1, es decir se acepta
el paso, por lo tanto iteramos y actualizamos. Si p es mucho menor que 1 entonces se omite
el paso y el area de confianza debe reducirse para centrarse en el area local.

4. Verificamos la convergencia en funcion de criterios de terminacién, como alcanzar cierto
nivel de tolerancia o cierta cantidad de iteraciones.

Durante los anos, el enfoque para aproximar la zona de confianza ha sido estudiado y modifi-
cado derivando en distintos variaciones, las més conocidas son el método Dogleg y El método
de regién reflectiva de confianza, para este trabajo usaremos la segunda opcién, pues resulta
ser la mas apropiada para problemas con restricciones, el algoritmo actualiza la iteracion
para satisfacer la restriccién aceptando primero un paso en el dominio de confianza y luego
proyectandolo en el conjunto factible, en caso de ser necesario.
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6 Apendice B (Quarto)

Quarto es un sistema de publicacién cientifica y técnica de cddigo abierto en el cual se
puede crear contenido utilizando cuadernos Jupyter o con Markdown de texto sin formato en
cualquier editor, Esta tesis fue escrita en el entorno Quarto y particularmente usamos Visual
Studio Code como editor de texto, Quarto se presenta en gran medida como la continuacién
del entorno R-Markdown también muy ampliamente usado en R-Studio, sus similitudes son
evidentes.

Se puede crear contenido dindmico con lenguajes de programacién y sofwares estadisticos
usados en la ciencia de datos y en la investigacion cientifica como lo son: Python, R y Julia.
Se permite en este entorno compilar cédigo LaTex para la redaccién de textos mateméaticos
y asi mismo usar codigo Python, R o Julia combinados, lo que lo hace de particular interés y
utilidad.

Quarto nos permitié generar simulaciones en cédigo R y en c¢6digo Python dentro del mismo
entorno permitiendo usar funcionalidades compartidas, como se mencioné anteriormente en los
capitulos 3 y 4 la libreria que lleva a cabo el clustering robusto TCLUST no estd implementada
en Python, por lo que se debi6 recurrir al uso de los dos lenguajes (R y Python) necesariamente.
Para la formalizacién matematica se uso el leguaje LaTex.

El tratamiento de la abundante cantidad de datos con el filtro Hampel, los fiteos llevados a
cabo como lo son Smooth Splines y TRF asi como el aprendizaje No supervisado robusto y no
sobusto se llevaron a cabo en archivos .py y ,ipynb en el entorno de Jupyter notebook y con
el uso de instancias en la nube de Amazon AWS, Las imagenes y resultados fundamentales
de la tesis como lo son la nube de Puntos de las proporciones estimadas por los dos modelos
se almacen en Quarto y se presentan en la tesis, para simulaciones béasicas y la escritura de
este documento se uso el propio entorno de Quarto.
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