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Introducción

Desde mayo de 1935 hasta julio de 1941, un grupo de matemáticos en
la (entonces) ciudad polaca de Lwów, se reuńıa frecuentemente en el Café
Escocés, a veces con visitas, y registró una serie de problemas en un gran
cuaderno iniciado por Stefan Banach. Luego de la segunda guerra mundial
una copia del cuaderno llegó a Estados Unidos, donde Stanislaw Ulam, uno de
los participantes originales, publicó la colección con un total de 193 problemas
bajo el t́ıtulo El Libro Escocés. Una edición comentada, editada por Daniel
Mauldin, apareció como [21].

El 4 de julio de 1937 John von Neumann introduce el problema número 163,
en el cual pregunta si la condición de la cadena contable y la distribu-
tividad débil son suficientes para que un álgebra de Boole completa
admita una medida (y ofrece premio a aquel que pueda resolverlo: una
botella de whisky de medida mayor a 0).

Esta tesis se basa en el trabajo [4] de Bohuslav Balcar y Thomas Jech,Weak
Distributivity, a Problem of Von Neumann and the Mystery of Measurability,
del año 2006, dedicado por sus autores a Dorothy Maharam, quien hizo valiosos
aportes a la resolución del problema.

En la primera sección, Preliminares, enunciamos definiciones y resulta-
dos básicos sobre álgebras de Boole y algunas leyes distributivas, entre las
cuales se encuentra la distributividad débil, fundamental en el problema de
von Neumann.

En la segunda sección, El método de Maharam , introducimos la forma
con la cual Maharam estudió el problema de von Neumann. Notó, entre otras
cosas, que tal problema pod́ıa ser dividido en dos, y damos respuesta a uno de
ellos.

En la tercera y en la cuarta sección, El Problema de la medida de con-
trol y El problema de la consistencia (primera parte) respectivamente,
surgidos a partir del de von Neumann, presentamos resultados vinculados con
ellos, aśı como herramientas que permiten resolverlos.

En la quinta sección, Distributividad débil , vemos varias equivalencias
de tal propiedad, entre ellas, la Propiedad diagonal, útiles en particular para
las próximas dos secciones.

En la sexta sección, El Teorema de descomposición , estudiamos la
topoloǵıa secuencial en álgebras de Boole completas, débilmente distributivas
y que satisfacen la condición de la cadena contable, con el objetivo de describir
bajo qué condiciones tales álgebras admiten una submedida de Maharam.

En la séptima sección, Álgebras de Maharam , analizamos condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de submedidas continuas.

En la octava sección, El problema de la consistencia (segunda par-
te), terminamos de resolver tal problema.

En la novena y última sección, Trabajo a futuro, enunciamos tres pro-
blemas a resolver relacionados con el contenido de la tesis.
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1. Preliminares

Un álgebra de Boole es un conjunto parcialmente ordenado (B,≤) que
resulta ser un reticulado (para todos x, y ∈ B existen el ı́nfimo x ∧ y y
el supremo x ∨ y del conjunto {x, y}) distributivo (para todos x, y, z ∈ B
resulta x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)), acotado (B tiene primer elemento 0
y último elemento 1) y complementado (para todo x ∈ B existe y ∈ B tal
que x ∧ y = 0 y x ∨ y = 1). Para cada x ∈ B resulta haber un único y ∈ B
tal que x ∧ y = 0 y x ∨ y = 1, al cual denotamos −x y llamamos negación o
complemento de x.

Si todo subconjunto A de B tiene supremo
∨
A, B se dice álgebra de Boole

completa (equivalente a que todo subconjunto A de B tenga ı́nfimo
∧
A).

Un subconjunto A de B se denomina anticadena si todo par de elementos
distintos a y b de A son disjuntos , es decir, a ∧ b = 0. B satisface la condi-
ción de la cadena contable , y en ese caso decimos que B es ccc, si toda
anticadena es contable, y tal condición es equivalente a que todo subconjunto
S de B tenga un subconjunto D contable tal que S y D tengan las mismas
cotas superiores (y por lo tanto el mismo supremo en caso de existir). Si todo
subconjunto contable A de B tiene supremo decimos que B es una σ-álgebra
de Boole (equivalente a que todo subconjunto contable A de B tenga ı́nfimo).
Toda σ-álgebra de Boole ccc es completa.

Un elemento no nulo a de B es un átomo si para todo b en B tal que
0 ≤ b ≤ a resulta b = 0 o b = a (equivalente a que el único elemento menor
que a sea 0).

Un subconjunto S de B se dice subálgebra si 0 ∈ S, x∧ y ∈ S para todos
x, y ∈ S y −x ∈ S para todo x ∈ S.

Si B1 y B2 son álgebras de Boole, una función h : B1 → B2 se dice homo-
morfismo de álgebras de Boole si h(0) = 0, h(x ∧ y) = h(x) ∧ h(y) para
todos x, y ∈ B1 y h(−x) = −h(x) para todo x ∈ B1. Un isomorfismo de
álgebras de Boole es un homomorfismo de álgebras de Boole biyectivo. Dos
álgebras de Boole se dicen isomorfas si existe un isomorfismo de álgebras de
Boole entre ellas.

El subconjunto de todos los elementos no nulos de un álgebra de Boole B
es denotado B+. Un subconjunto D de B+ es denso en B si para cada b ∈ B+

existe d ∈ D tal que d ≤ b. B se dice separable si admite un conjunto denso
y contable. Si B es separable, toda anticadena es contable, y por lo tanto B es
ccc. Para toda álgebra de Boole A existe una única (salvo isomorfismo) álgebra
de Boole completa B tal que A es subálgebra de B y A+ es denso en B. El
álgebra de Boole completa B es llamada la completación de A.

Si B es un álgebra de Boole, una medida finitamente aditiva (estric-
tamente positiva normalizada) sobre B es una función m : B → R tal que
m(0) = 0, m(a) > 0 para todo a > 0, m(1) = 1 y m(a ∨ b) = m(a) + m(b)
para todos a y b disjuntos.

Si B es una σ-álgebra de Boole, una medida (σ-aditiva estrictamente
positiva normalizada) sobre B es una función m : B → R tal que m(0) = 0,
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m(a) > 0 para todo a > 0, m(1) = 1 y m
(∨

n∈ω an
)
=
∑

n∈ω m(an) para toda
anticadena {an : n ∈ ω}. El par (B,m) se denomina álgebra de medida .
Notar que si m(a) = 1, entonces

1 = m(1) = m(a ∨ −a) = m(a) +m(−a) = 1 +m(−a)

⇒ m(−a) = 0 ⇒ −a = 0 ⇒ a = 1.

Si A es una anticadena en un álgebra de medida, entonces para todo n sólo
un número finito de elementos a ∈ A tiene medida mayor o igual que 1/n, y A
es necesariamente contable, pues A \ {0} =

⋃
n∈ω {a ∈ A : m(a) ≥ 1/n}. Por

eso toda álgebra de medida es ccc y completa.
Para estos y otros hechos básicos sobre álgebras de Boole se pueden con-

sultar [18] y [23].

En sus lecturas de 1936-37, [33] y [34], von Neumann consideró dos álgebras
de Boole particulares, las álgebras C y M:

• Sea A el álgebra de Boole contable sin átomos (que es única salvo iso-
morfismo e infinita, pues toda álgebra de Boole finita tiene al menos un áto-
mo), y sea C la completación de A. La representación estándar de A es el
álgebra de Cantor, el álgebra de todos los conjuntos abiertos y cerrados del
espacio de Cantor (es decir, del espacio 2ω, con 2 := {0, 1} dotado de la to-
poloǵıa discreta). Otra representación de A es el álgebra de Lindenbaum de la
lógica proposicional. El álgebra C es llamada el álgebra de Cohen.

La descripción clásica de C es el álgebra cociente B(R)/M, donde B(R) es
el conjunto de los borelianos de números reales y M el de los conjuntos magros
(dos borelianos son equivalentes si su diferencia simétrica es un conjunto ma-
gro). Como M es un σ-ideal de R (es decir, M ⊆ P(R), X ⊆ Y ∈ M implica
X ∈ M y (Xn)n∈ω ⊆ M implica

⋃
n∈ω Xn ∈ M), C es una σ-álgebra. Como todo

conjunto de Borel es equivalente a un conjunto abierto, los intervalos abiertos
con extremos racionales forman un conjunto contable denso. Como C tiene un
conjunto contable denso, toda anticadena en C es necesariamente contable, y
por lo tanto C es ccc. De este modo C es un álgebra de Boole completa, y sin
átomos.

C admite una medida finitamente aditiva pero no una medida. Probemos
esta última afirmación razonando por el absurdo.

Supongamos que m es una medida sobre C. Sea D := {dn : n ∈ ω} un
conjunto denso en C. Veamos que para cada n existe 0 < xn ≤ dn con

m(xn) <
1

2n+2
.

Sea n ∈ ω. Como C no tiene átomos, existen a1, b1 ∈ C no nulos y disjuntos
tales que dn = a1 ∨ b1. Por el mismo motivo, existen a2, b2 ∈ C no nulos y
disjuntos tales que b1 = a2 ∨ b2, y por lo tanto dn = a1 ∨ a2 ∨ b2. Siguiendo aśı,

existen a1, ..., a2n+3 ∈ C no nulos y disjuntos dos a dos tales que dn =
∨2n+3

k=1 ak,
lo que implica que existe 1 ≤ k ≤ 2n+3 tal que

m(ak) ≤
m(dn)

2n+3
≤ 1

2n+3
<

1

2n+2
,
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y se toma xn := ak.
Luego, si x :=

∨
n xn e y := −x, resulta y > 0 pues

m(x) ≤
∑
n≥0

1

2n+2
=

1

2
⇒ x < 1,

pero ningún dn está debajo de y, pues

dn ≤ y ⇒ 0 < xn ≤ x ∧ dn ≤ x ∧ y = 0,

lo que contradice la densidad de D.

• M es el álgebra cociente de conjuntos de Borel en el intervalo [0, 1]
módulo conjuntos nulos, es decir, conjuntos de medida de Lebesgue 0. M es
una σ-álgebra de Boole sin átomos que admite una medida, por lo tanto es ccc
y completa.

Más allá de ser C y M álgebras de Boole completas, ccc y sin átomos, son
diferentes (no son isomorfas), ya que C no admite una medida.

Entre otros, von Neumann introdujo la ley de distributividad débil, una
propiedad algebraica que distingue a las álgebras C y M.

En toda álgebra de Boole completa vale la ley de distributividad

a ∧
∨
x∈X

bx =
∨
x∈X

(a ∧ bx)

donde X es un conjunto arbitrario de ı́ndices.
Toda álgebra de Boole completa satisface la siguiente generalización de la

ley de distributividad∨
x∈X

ax ∧
∨
y∈Y

by =
∨

x∈X, y∈Y

(ax ∧ by)

donde X e Y son conjuntos arbitrarios de ı́ndices.
Una ley distributiva general∧

x∈X

∨
y∈Y

axy =
∨

f∈Y X

∧
x∈X

axf(x) (1.1)

vale sólo cuando el álgebra es atómica. De hecho, C y M no satisfacen el caso
simple de distributividad infinita∧

n∈ω

(an0 ∨ an1 ) =
∨

f∈{0,1}ω

∧
n∈ω

anf(n). (1.2)

Para caracterizar a las álgebras de medida, von Neumann formuló la si-
guiente ley de distributividad débil :

Si (ank)k∈ω es creciente para cada n ∈ ω, entonces (1.3)
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∧
n∈ω

∨
k∈ω

ank =
∨

f∈ωω

∧
n∈ω

anf(n).

Notemos que el lado izquierdo de (1.3) es siempre mayor o igual que el lado
derecho en toda álgebra de Boole completa, pues∨

k

ank ≥ anf(n) ∀ n y f ⇒
∧
n

∨
k

ank ≥
∧
n

anf(n) ∀ f

⇒
∧
n

∨
k

ank ≥
∨
f

∧
n

anf(n),

y de manera similar se prueba que el lado izquierdo de (1.1) es siempre mayor
o igual que el lado derecho en toda álgebra de Boole completa.

Veamos que toda álgebra de medida satisface (1.3):
Sea m una medida sobre B y sea (ank)k∈ω en B creciente para cada n.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
∨

k a
n
k = 1 para todo n

(afirmación que se probará en el Teorema 5.1). Para verificar (1.3) es suficiente
encontrar para cada ε > 0 alguna f tal que m(

∧
n a

n
f(n)) ≥ 1− ε.

Sea ε > 0. Como
∨

k a
n
k = 1 resulta ĺımk m(ank) = 1. Luego, existe f(n) ∈ ω

tal que m(anf(n)) ≥ 1− ε
2n+2 . Como (

∧k
n=1 a

n
f(n))k∈ω es decreciente,

ĺım
k

m

(
k∧

n=1

anf(n)

)
= m

(∧
n

anf(n)

)
.

Veamos que m(
∧k

n=1 a
n
f(n)) ≥ 1 − ε para todo k (que implica m(

∧
n a

n
f(n)) ≥

1− ε). Tenemos que

m

(
k∧

n=1

anf(n)

)
≥

k∑
n=1

m(anf(n)) + 1− k

≥
k∑

n=1

(
1− ε

2n+2

)
+ 1− k

= 1− ε

k∑
n=1

1

2n+2
≥ 1− ε,

donde usamos que la primera desiguadad vale pues, por ser m una medida,
m(
∨k

n=1 bn) ≤
∑k

n=1m(bn) para todo {b1, ..., bk} ⊆ B, y por lo tanto,

m

(
k∨

n=1

bn

)
≤

k∑
n=1

m(bn) ⇔ 1−m

(
k∨

n=1

bn

)
≥ 1−

k∑
n=1

m(bn)

⇔ m

(
k∧

n=1

−bn

)
≥ 1−

k∑
n=1

(1−m(−bn))

=
k∑

n=1

m(−bn) + 1− k. ■
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A diferencia de M, el álgebra C no es débilmente distributiva. Para probar
esa afirmación tomemos un conjunto {dn : n ∈ ω} denso en C. Para cada n
podemos encontrar una sucesión estrictamente creciente (ank)k∈ω con

∨
k a

n
k = 1

tal que dn ≰ ank para todo k pues, como C no tiene átomos, existe b0 ∈ C+ tal
que b0 < dn. Luego,

0 < b0 = dn ∧ b0 ⇒ dn ̸≤ −b0 =: an0 .

Por el mismo motivo, existe b1 ∈ C+ tal que b1 < b0. Luego,

0 < b1 = dn ∧ b1 ⇒ dn ̸≤ −b1 =: an1 .

Siguiendo aśı se define (ank)k∈ω estrictamente creciente con dn ̸≤ ank para todo
k usando recursión.

Ahora, si f ∈ ωω es arbitraria, tenemos af :=
∧

n a
n
f(n) = 0 pues sino

existiŕıa algún dn ≤ af , lo que es imposible, y por lo tanto el lado izquierdo de
(1.3) es 1 y el derecho es 0. ■

Finalizamos esta sección recordando que toda álgebra de medida es comple-
ta, débilmente distributiva y ccc (y por lo tanto el problema de von Neumann
consiste en saber si vale la afirmación rećıproca).
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2. El método de Maharam

La primera observación de Maharam en [20] fue que para probar la dis-
tributividad débil y la ccc no se necesita la existencia de una medida sobre
B, basta una propiedad más débil, la existencia de una submedida continua.
Luego, como toda medida es una submedida continua y toda submedida con-
tinua implica la distributividad débil y la ccc, el problema de von Neumann
se divide naturalmente en dos. Por otro lado, una submedida continua induce
una distancia y ésta a su vez, por supuesto, una topoloǵıa. Es posible definir
en toda σ-álgebra de Boole una topoloǵıa de manera puramente algebraica, es
decir, valiéndose únicamente de las operaciones inducidas por el orden parcial
del álgebra, la denominada topoloǵıa secuencial. Tal topoloǵıa coincide con la
inducida por una submedida continua (en caso de existir) y la metrizabilidad
del espacio topológico dado por la topoloǵıa secuencial implica la existencia de
una submedida continua.

Para motivar la técnica introducida por Maharam, consideremos un álgebra
de medida B con medida m. Para cualesquiera a, b ∈ B, sea

d(a, b) := m(a △ b),

donde a △ b es la diferencia simétrica (a−b)∨(b−a) (con a−b := a∧−b).
Veamos que d resulta ser una distancia sobre B.
• d(a, b) ≥ 0: Vale pues m es no negativa.
• d(a, a) = 0: Vale pues a △ a = 0.
• a ̸= b ⇒ d(a, b) > 0: Basta ver que a △ b > 0. Supongamos que a △ b = 0.

Luego,

a △ b = 0 ⇒ (a ∧ −b) ∨ (−a ∧ b) = 0 ⇒ a ∧ −b = 0 y− a ∧ b = 0.

a ∧ −b = 0 ⇒ (a ∧ −b) ∨ b = 0 ∨ b = b ⇒ (a ∨ b) ∧ (−b ∨ b) = b

⇒ a ∨ b = b ⇒ a ≤ b,

y de manera similar se prueba que −a ∧ b = 0 ⇒ b ≤ a. Por lo tanto a = b, lo
que es absurdo.

• d(a, b) = d(b, a) : Vale pues a △ b = b △ a.
• d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) : Basta ver que a △ c ≤ (a △ b) ∨ (b △ c), pues

en ese caso

m(a △ c) ≤ m((a △ b) ∨ (b △ c)) ≤ m(a △ b) +m(b △ c).

Tenemos que

a △ c ≤ (a △ c) ∨ (b ∧ −(a ∨ c)) ∨ (−b ∧ a ∧ c) = (a △ b) ∨ (b △ c)

(donde la última igualdad se puede deducir a partir de un diagrama de Venn).
■
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Vamos ahora a la primera observación de Maharam. Si B es una σ-álgebra
de Boole, una función m : B → R es una submedida continua si:
(a) m(0) = 0, m(a) > 0 para a > 0 y m(1) = 1,
(b) m(a) ≤ m(b) si a ≤ b,
(c) m(a ∨ b) ≤ m(a) +m(b) y
(d) ĺımn m(an) = 0 para toda sucesión decreciente (an)n∈ω con

∧
n an = 0.

Siguiendo a Balcar y a Jech [4], llamaremos a una submedida continua
una submedida de Maharam , y a una σ-álgebra de Boole un álgebra de
Maharam si tiene una submedida de Maharam.

Proposición 2.1. Toda álgebra de Maharam satisface la ccc y es débil-
mente distributiva.

Demostración. Para la ccc, afirmamos que para todo ε > 0, existen sólo
finitos elementos disjuntos dos a dos cuya medida es mayor o igual a ε. Su-
pongamos que eso no sucede. Luego, existe una anticadena infinita (an)n∈ω tal
que m(an) ≥ ε para todo n. Sea bn :=

∨
k≥n ak para cada n. Entonces, (bn)n∈ω

es una sucesión decreciente. Veamos que (bn)n∈ω tiene ı́nfimo nulo.
Sea x ∈ B tal que x ≤ bn para todo n. Luego,

x ∧ an ≤ bn+1 ∧ an =

( ∨
k≥n+1

ak

)
∧ an = 0 ∀ n ⇒ x ∧ an = 0 ∀ n

⇒ x ≤ −an ∀ n ⇒ x ≤
∧
k≥n

−ak = −
∨
k≥n

ak = −bn ∀ n

⇒ x ≤ b0 ∧ −b0 = 0 ⇒
∧
n

bn = 0.

Por lo tanto, (bn)n∈ω es una sucesión decreciente con ı́nfimo nulo tal que
m(bn) ≥ m(an) ≥ ε para todo n, lo que contradice la continuidad de m.

En cuanto a la distributividad débil, la prueba es la misma que para una
medida. ■

Queda entonces dividido en dos el problema de von Neumann:

Problema 1. ¿Toda álgebra de Maharam es un álgebra de medida?

Problema 2. ¿Toda álgebra de Boole completa, débilmente distributiva y
ccc es un álgebra de Maharam?

El primer problema fue estudiado en el Análisis Funcional y es conoci-
do como problema de la medida de control , ver [7] o [15], volumen 3 (lo
abordaremos en la siguiente sección). El segundo problema, el problema de
von Neumann-Maharam , dará lugar a un nuevo problema por determina-
do motivo tratado a continuación y, el nuevo problema surgido, el problema
3 o problema de la consistencia , será analizado en las secciones cuarta y
octava.
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Antes de pasar al método de Maharam, presentamos otra de sus observa-
ciones de [20], que aparece para responder (y modificar) el segundo problema.

El orden de la recta real es el único orden total, salvo isomorfismo, que es
completo (satisface el axioma de completitud o del supremo), denso (si x < y
existe z tal que x < z < y), sin extremos (no hay ni primer ni último elemento)
y separable (tiene un subconjunto denso contable). Como consecuencia, satis-
face la condición de la cadena contable (ccc), es decir, toda colección disjunta
de intervalos abiertos es contable. Un problema de Suslin de 1920 ([27]) pre-
gunta si todo orden total completo, denso, sin extremos y ccc es separable (y
por lo tanto si es isomorfo a la recta real). El problema no se resolvió hasta la
década de 1960, cuando se estableció que es indecidible: es a la vez consistente
e independiente de los axiomas ZFC de la teoŕıa de conjuntos. Ver [11], [26] y
[29].

Una ĺınea o recta de Suslin es un orden total completo, denso, sin extremos
y ccc que no tiene un subconjunto contable denso (un contraejemplo al pro-
blema de Suslin). Un árbol de Suslin es un ω1-árbol (o árbol de altura ω1) sin
cadenas y anticadenas no contables. Un álgebra de Suslin es un álgebra de
Boole completa, sin átomos y ccc que satisface la (ω, ω)-ley de distributividad
(es decir, la ley de distributividad (1.1) con X = Y = ω), y por lo tanto la ley
de distributividad débil.

Una recta de Suslin, un árbol de Suslin y un álgebra de Suslin se pueden
construir uno a partir del otro (ver [13], [19] o [22] para detalles).

Maharam mostró que un álgebra de Suslin no admite una submedida conti-
nua. Para ver esto, sea B un álgebra de Suslin y sea m una submedida continua
sobre B. Primero afirmamos que para todo ε > 0, el conjunto

B+
ε := {a ∈ B+ : m(a) < ε}

es denso en B. De lo contrario, uno podŕıa encontrar una sucesión decreciente
(an)n∈ω con

∧
n an = 0 y m(an) ≥ ε (contradiciendo la continuidad de m) de

la siguiente manera.
Si B+

ε no es denso en B, existe ã1 ∈ B+ tal que a ̸≤ ã1 para todo a ∈ B+
ε .

En particular, ã1 /∈ Bε (es decir, m(ã1) ≥ ε). Como B no tiene átomos, existe
ã2 ∈ B+ tal que ã2 < ã1. Luego, ã2 /∈ B+

ε . Siguiendo aśı se construye una
sucesión estrictamente decreciente (ãn)n∈ω ⊆ B+ tal que m(ãn) ≥ ε. Sean
x := −

∧
n ãn y an := ãn ∧ x para cada n. Como ãn+1 < ãn, resulta

an+1 = ãn+1 ∧ x ≤ ãn ∧ x = an,

aśı que (an)n∈ω es decreciente. Por otro lado,

0 = an = ãn ∧ x = ãn ∧ −
∧
k

ãk

= ãn ∧
∨
k

−ãk =
∨
k

(ãn ∧ −ãk)

⇒ 0 = ãn ∧ −ãk ∀ k,

lo que es absurdo, pues

0 = ãn ∧ −ãn+1 ⇔ ãn ≤ ãn+1,
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y se sabe que ãn+1 < ãn. Luego, an > 0 para todo n. Entonces,

0 < an = ãn ∧ x ≤ ãn ⇒ an /∈ B+
ε ⇒ m(an) ≥ ε.

Por último,

∧
n

an =
∧
n

(ãn ∧ x) =

(∧
n

ãn

)
∧ x =

(∧
n

ãn

)
∧

(
−
∧
n

ãn

)
= 0

(notar que si ya se teńıa
∧

n ãn = 0, resulta x = 1, y por lo tanto an = ãn).
Entonces, para cada n existe una anticadena maximal An en B tal que

m(a) < 1/n para todo a ∈ An (donde se utiliza el Lema de Zorn). Afirmamos
que, por la (ω, ω)-ley de distributividad, existe algún b > 0 tal que para todo
n, b ≤ a para algún a ∈ An.

Como B es ccc, An es contable. Luego, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que An = {anm : m ∈ ω}. Entonces, por la (ω, ω)-distributividad,
resulta

∧
n

∨
m anm =

∨
f

∧
n a

n
f(n). Luego, si fuera 0 <

∧
n

∨
m anm, tendŕıamos

0 <
∨

f

∧
n a

n
f(n), equivalente a que exista f ∈ ωω tal que 0 <

∧
n a

n
f(n), y

llamando b :=
∧

n a
n
f(n), se tendŕıa b ∈ B+ tal que b ≤ anf(n) ∈ An para todo n.

Veamos que 0 <
∧

n

∨
m anm. Afirmamos que

∨
m anm =

∨
An = 1 para

todo n. Sea n ∈ ω. Si bn := −
∨
An, resulta bn ∧ a = 0 para todo a ∈ An.

Entonces, por la maximalidad de An, resulta bn = 0 o m(bn) ≥ 1/n, pero lo
segundo es imposible, pues en ese caso, como B no tiene átomos, existiŕıan
cn1 , ..., c

n
n+1 ∈ B+ disjuntos dos a dos tales que bn =

∨n+1
k=1 c

n
k , y por lo tanto

habŕıa un k tal que

m(cnk) ≤
m(bn)

n+ 1
≤ 1

n+ 1
<

1

n
,

que implicaŕıa que An ∪ {cnk} fuera una anticadena de elementos de medida
menor que 1/n tal que An ⊊ An ∪ {cnk}, lo que es absurdo.

Se sigue que 0 < m(b) < 1/n para todo n, una contradicción. ■

De este modo un álgebra de Suslin es un contraejemplo al problema de von
Neumann-Maharam, y se modifica tal problema de la siguiente manera:

Problema 3. ¿Es consistente que toda álgebra de Boole completa, débil-
mente distributiva y ccc es un álgebra de Maharam?

Ahora introduciremos el método de Maharam. Sea B una σ-álgebra de
Boole que tiene una submedida de Maharam m. Luego, d(x, y) := m(x △ y)
es una métrica sobre B (hecho que se prueba como en el caso en el cual B es
un álgebra de medida), para cada a ∈ B la función T a(x) := a △ x es una
isometŕıa (pues d(x △ a, y △ a) = d(x, y)), (B,△,0) es un grupo abeliano y d
es una métrica invariante sobre este grupo, es decir, d(x, y) = d(x △ y,0).

Veamos algunas propiedades que verifica el espacio topológico inducido por
d.
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• La topoloǵıa métrica sobre B está determinada por los entornos de 0 y
es invariante bajo las traslaciones T a:

Basta ver que B(a, r) = T a(B(0, r)). Como

d(x,0) = d(T a(x), T a(0)) = d(T a(x), a)

y (T a)−1 = T a (pues a △ a △ x = x), tenemos que

B(0, r) = {x ∈ B : d(x,0) < r}
= {x ∈ B : T a(x) ∈ B(a, r)}
= {x ∈ B : x ∈ T a(B(a, r))}
= T a(B(a, r)),

y por lo tanto B(a, r) = T a(B(0, r)). ■

• Las operaciones ∨, ∧ y △ son continuas:
Continuidad de ∨:
En B ×B consideramos

d((a1, b1), (a2, b2)) := d(a1, a2) + d(b1, b2) = m(a1 △ a2) +m(b1 △ b2).

Sean ((xn, yn))n∈ω en B ×B y (x, y) ∈ B ×B tales que

ĺım
n

d((xn, yn), (x, y)) = 0.

Queremos ver que ĺımn d(xn ∨ yn, x ∨ y) = 0. Tenemos que

ĺım
n

d((xn, yn), (x, y)) = 0 ⇔ ĺım
n

m(xn △ x) = ĺım
n

m(yn △ y) = 0.

Luego,

d(xn ∨ yn, x ∨ y) = m((xn ∨ yn) △ (x ∨ y))

= m(((xn ∨ yn) ∧ (−x ∧ −y)) ∨ ((x ∨ y) ∧ (−xn ∧ −yn)))

= m((xn ∧ −x ∧ −y) ∨ (yn ∧ −x ∧ −y)∨
∨ (x ∧ −xn ∧ −yn) ∨ (y ∧ −xn ∧ −yn))

≤ m((xn ∧ −x) ∨ (yn ∧ −y) ∨ (x ∧ −xn) ∨ (y ∧ −yn))

= m((xn △ x) ∨ (yn △ y))

≤ m(xn △ x) +m(yn △ y) → 0 (n → +∞).

Continuidad de ∧:
Veamos primero que − : B → B dada por −(x) = −x es continua.
Sean (xn)n∈ω en B y x ∈ B tales que ĺımn d(xn, x) = 0. Luego,

d(−xn,−x) = m(−xn △ −x) = m((−xn ∧ x) ∨ (−x ∧ xn))

= m(xn △ x) = d(xn, x) → 0 (n → +∞).

Luego, x ∧ y = −(−x ∨ −y) es continua (∧ = − ◦ ∨ ◦ (−×−)).
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Continuidad de △:
Resulta △= ∨ ◦ ((∧ ◦ (id×−)), (∧ ◦ (−× id))). ■

• (B,△,0) es un grupo topológico:
Resta ver que x 7→ x−1 es continua, donde x−1 = x pues x △ x = 0, pero

claramente la identidad lo es. ■

Resulta ser posible definir algebraicamente una topoloǵıa en cualquier σ-
álgebra de Boole B, y la existencia de una submedida de Maharam sobre B
está relacionada con propiedades del espacio topológico aśı obtenido.

Sea B una σ-álgebra de Boole. Decimos que una sucesión (an)n∈ω en B
converge algebraicamente a a ∈ B, y en ese caso escribimos ĺımn an = a,
si

ĺım sup
n

an = ĺım inf
n

an = a,

donde
ĺım sup

n
an :=

∧
n

∨
k≥n

ak, ĺım inf
n

an :=
∨
n

∧
k≥n

ak

(notar que ĺım infn an ≤ ĺım supn an pues, para cada n y cada m,
∧

k≥n ak ≤
an+m ≤

∨
k≥m ak). Equivalentemente, definimos ĺımn an = 0 si existe una suce-

sión decreciente (bn)n∈ω con
∧

n bn = 0 tal que an ≤ bn para todo n. Entonces,
ĺımn an = a si ĺımn (an △ a) = 0.

Antes de probar tal equivalencia, enunciamos y demostramos algunas pro-
piedades básicas de la convergencia algebraica (más detalles en [20] y [32]).

(a) Si an = a para todo n entonces ĺımn an = a.

(b) Si (an)n∈ω converge algebraicamente a a y π es una permutación de ω
entonces (aπ(n))n∈ω también converge algebraicamente a a:

Basta ver que ĺım supn aπ(n) ≤ ĺım supn an y ĺım infn an ≤ ĺım infn aπ(n),
pues en ese caso resulta

ĺım sup
n

aπ(n) ≤ ĺım sup
n

an = a = ĺım inf
n

an ≤ ĺım inf
n

aπ(n),

y como ĺım infn aπ(n) ≤ ĺım supn aπ(n) obtenemos

ĺım sup
n

aπ(n) = ĺım inf
n

aπ(n) = a.

Tenemos que

ĺım sup
n

aπ(n) ≤ ĺım sup
n

an ⇔
∧
n

∨
k≥n

aπ(k) ≤
∧
m

∨
j≥m

aj

⇔
∧
n

∨
k≥n

aπ(k) ≤
∨
j≥m

aj ∀ m.

Sea m ∈ ω. Sea n0 tal que k ≥ n0 ⇒ π(k) ≥ m (existe tal n0 por ser π una
biyección). Luego, ∧

n

∨
k≥n

aπ(k) ≤
∨
k≥n0

aπ(k) ≤
∨
j≥m

aj.
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Por otro lado,

ĺım inf
n

an ≤ ĺım inf
n

aπ(n) ⇔
∨
m

∧
j≥m

aj ≤
∨
n

∧
k≥n

aπ(k)

⇔
∧
j≥m

aj ≤
∨
n

∧
k≥n

aπ(k) ∀ m.

Sea m ∈ ω. Sea n0 tal que k ≥ n0 ⇒ π(k) ≥ m. Luego,∧
j≥m

aj ≤
∧
k≥n0

aπ(k) ≤
∨
n

∧
k≥n

aπ(k).

■

(c) ĺımn an = 0 si y sólo si ĺım supn an = 0.

(d) Si los an son disjuntos dos a dos entonces ĺımn an = 0:
Usamos la propiedad (c). Sea b ∈ B tal que b ≤

∨
k≥n ak para todo n.

Luego,

b ∧ an ≤

( ∨
k≥n+1

ak

)
∧ an = 0 ⇒ b ∧ an = 0 ⇒ b ≤ −an

para todo n. Entonces,

b ≤

(∨
k

ak

)
∧

(∧
k

−ak

)
= 0.

■

(e) ĺım supn −an = − ĺım infn an :

ĺım sup
n

−an =
∧
n

∨
k≥n

−ak =
∧
n

−
∧
k≥n

ak

= −
∨
n

∧
k≥n

ak = − ĺım inf
n

an.

■

(f) ĺım infn −an = − ĺım supn an :
Vale por (e) aplicado a la sucesión (−an)n∈ω. ■
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(g) ĺım supn (an ∨ bn) = ĺım supn an ∨ ĺım supn bn:

ĺım sup
n

(an ∨ bn) =
∧
n

∨
k≥n

(ak ∨ bk)

=
∧
n

((∨
k≥n

ak

)
∨

(∨
k≥n

bk

))

=

(∧
n

∨
k≥n

ak

)
∨

(∧
n

∨
k≥n

bk

)
= ĺım sup

n
an ∨ ĺım sup

n
bn.

■

(h) ĺım infn (an ∧ bn) = ĺım infn an ∧ ĺım infn bn:
Por (g) sabemos que

ĺım sup
n

(−an ∨ −bn) = ĺım sup
n

−an ∨ ĺım sup
n

−bn.

Luego,

ĺım sup
n

(−an ∨ −bn) = ĺım sup
n

−an ∨ ĺım sup
n

−bn

− ĺım sup
n

(−an ∨ −bn) = −
(
ĺım sup

n
−an ∨ ĺım sup

n
−bn

)
ĺım inf

n
−(−an ∨ −bn) =

(
− ĺım sup

n
−an

)
∧
(
− ĺım sup

n
−bn

)
ĺım inf

n
(an ∧ bn) = ĺım inf

n
an ∧ ĺım inf

n
bn

■

(i) ĺım supn (an ∧ bn) = ĺım supn an ∧ ĺım supn bn:

ĺım sup
n

(an ∧ bn) =
∧
n

∨
k≥n

(ak ∧ bk)

=
∧
n

((∨
k≥n

ak

)
∧

(∨
k≥n

bk

))

=

(∧
n

∨
k≥n

ak

)
∧

(∧
n

∨
k≥n

bk

)
= ĺım sup

n
an ∧ ĺım sup

n
bn.

■

(j) ĺım infn (an ∨ bn) = ĺım infn an ∨ ĺım infn bn:
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Por (i) sabemos que

ĺım sup
n

(−an ∧ −bn) = ĺım sup
n

−an ∧ ĺım sup
n

−bn.

Luego,

ĺım sup
n

(−an ∧ −bn) = ĺım sup
n

−an ∧ ĺım sup
n

−bn

− ĺım sup
n

(−an ∧ −bn) = −
(
ĺım sup

n
−an ∧ ĺım sup

n
−bn

)
ĺım inf

n
−(−an ∧ −bn) =

(
− ĺım sup

n
−an

)
∨
(
− ĺım sup

n
−bn

)
ĺım inf

n
(an ∨ bn) = ĺım inf

n
an ∨ ĺım inf

n
bn

■

(k) Si ĺımn an = a y ĺımn bn = b entonces ĺımn−an = −a, ĺımn (an ∨ bn) =
a ∨ b, ĺımn (an ∧ bn) = a ∧ b y ĺımn (an △ bn) = a △ b:

• ĺımn −an = −a :

ĺım sup
n

an = ĺım inf
n

an = a ⇒ − ĺım sup
n

an = − ĺım inf
n

an = −a

ĺım inf
n

−an = ĺım sup
n

−an = −a.

• ĺımn (an ∨ bn) = a ∨ b :

ĺım sup
n

an ∨ ĺım sup
n

bn = a ∨ b = ĺım inf
n

an ∨ ĺım inf
n

bn

ĺım sup
n

(an ∨ bn) = a ∨ b = ĺım inf
n

(an ∨ bn).

• ĺımn (an ∧ bn) = a ∧ b :

ĺım sup
n

an ∧ ĺım sup
n

bn = a ∧ b = ĺım inf
n

an ∧ ĺım inf
n

bn

ĺım sup
n

(an ∧ bn) = a ∧ b = ĺım inf
n

(an ∧ bn).

• ĺımn (an △ bn) = a △ b :

ĺım sup
n

(an △ bn) = ĺım sup
n

((an − bn) ∨ (bn − an))

= ĺım sup
n

(an − bn) ∨ ĺım sup
n

(bn − an)

= ĺım sup
n

(an ∧ −bn) ∨ ĺım sup
n

(bn ∧ −an)

=

(
ĺım sup

n
an ∧ ĺım sup

n
−bn

)
∨
(
ĺım sup

n
bn ∧ ĺım sup

n
−an

)
= (a ∧ −b) ∨ (b ∧ −a)

= a △ b,
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y de manera similar se prueba que ĺım infn (an △ bn) = a △ b. ■

Ahora śı, veamos que las nociones de convergencia son equivalentes. Para
eso introducimos las siguientes notaciones:

• Notamos an → a si ĺımn an = a.
• Notamos an ↠ a si existe (bn)n∈ω decreciente con

∧
n bn = 0 tal que

an △ a ≤ bn para todo n.
Queremos ver que an → a ⇔ an ↠ a.
Caso a = 0 :
⇒) Si 0 = ĺım supn an, existe (bn)n∈ω decreciente con

∧
n bn tal que an ≤ bn

para todo n (basta tomar bn :=
∨

k≥n ak).
⇐) Sea (bn)n∈ω decreciente con

∧
n bn = 0 tal que an ≤ bn para todo n.

Luego,

ĺım sup
n

an =
∧
n

∨
k≥n

ak ≤
∧
n

∨
k≥n

bk =
∧
n

bn = 0,

entonces ĺım supn an = ĺım infn an = 0.
Caso general:
Notemos que an → a ⇔ an △ a → 0 (basta aplicar en ambos casos la

diferencia simétrica con a). Luego,

an → a ⇔ an △ a → 0 ⇔ an △ a ↠ 0 ⇔ an ↠ a,

donde la segunda equivalencia vale por el caso anterior. ■

Decimos que un conjunto F ⊆ B es cerrado si ĺımn an ∈ F para toda su-
cesión (an)n∈ω en F que converja algebraicamente. La topoloǵıa secuencial
sobre B es la topoloǵıa τ aśı obtenida. Una sucesión (an)n∈ω converge en τ
a un elemento a si y sólo si toda subsucesión (ank

)k∈ω de (an)n∈ω tiene una
subsucesión (ankj

)j∈ω que converge algebraicamente a a. El espacio (B, τ) es

T1 (todo subconjunto con un solo elemento es cerrado) y si A ⊆ B, la clausura
cl(A) de A se obtiene de la siguiente manera:

Sea

u(A) := {x ∈ B : x es ĺımite en τ de una sucesión de A}.

Luego,

cl(A) =
⋃

α<ω1

u(α)(A),

donde u(α+1) := u(u(α)(A)) y, si α es un ordinal ĺımite, u(α) :=
⋃

β<α u
(β)(A)

(detalles en [3]). Maharam señaló que, si B es ccc y débilmente distributiva,
cl(A) es el conjunto de todos los ĺımites de las sucesiones de A (volveremos
sobre esto más adelante).

Las operaciones ∨, ∧ y △ no son necesariamente continuas como funcio-
nes de dos variables, pero śı lo son por separado en cada variable por las
propiedades vistas de la convergencia algebraica (fácilmente se prueba que la
preimagen de un subconjunto cerrado es cerrada). Como cada T a es una tras-
lación continua, (B, τ) es un espacio homogéneo (para todos a, b ∈ B existe un
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homeomorfismo de B en B que manda a en b, T b◦T a) y τ está determinada por
los entornos de 0 (pues si U es un entorno de a, T a(U) lo es de 0, y viceversa).

Si B es un álgebra de Maharam y (B, d) es el espacio métrico con distancia
d(a, b) := m(a △ b), entonces la topoloǵıa métrica y la topoloǵıa secuencial τ
coinciden. Probemos tal afirmación.

Sea F ⊆ B. Queremos ver que F es cerrado en (B, d) si y sólo si F es
cerrado en (B, τ).

⇒) Sean (an)n∈ω en F y a ∈ B tales que ĺımn an = a. Luego, existe (bn)n∈ω
decreciente con ı́nfimo nulo tal que an △ a ≤ bn para todo n, y entonces
d(an, a) = m(an △ a) ≤ m(bn) → 0 (n → +∞) por la continuidad de m, de
donde se obtiene a ∈ F pues F es cerrado en (B, d).

⇐) Sean (an)n∈ω en F y a ∈ B tales que ĺımn d(an, a) = 0. Luego,

m(an △ a) = d(an, a) → 0 ⇒ ∃ (ank
)k∈ω / m(ank

△ a) <
1

2k
∀ k

⇒ m

(
ĺım sup

k
(ank

△ a)

)
= m

(∧
k

∨
j≥k

(anj
△ a)

)

≤ m

(∨
j≥k

(anj
△ a)

)
≤
∑
j≥k

m(anj
△ a)

≤
∑
j≥k

1

2j
∀ k

⇒ m

(
ĺım sup

k
(ank

△ a)

)
= 0

⇒ ĺım sup
k

(ank
△ a) = 0

⇒ ĺım
k

ank
= a ⇒ a ∈ F,

pues F es cerrado en (B, τ). ■

Maharam demostró que, a la inversa, la metrizabilidad de τ es en śı misma
suficiente para la existencia de una submedida de Maharam.

Teorema 2.2 (Maharam [20]). Un álgebra de Boole completa B es un
álgebra de Maharam si y sólo si la topoloǵıa secuencial sobre B es metrizable.

Para la demostración del teorema necesitamos un resultado de metrización
de Kakutani. Un espacio topológico X es primero contable si todo a ∈ X
tiene una familia contable de entornos abiertos {Un}n∈ω tal que para todo
entorno abierto V de a existe n ∈ ω tal que Un ⊆ V .

Teorema 2.3 (Kakutani [14]). Si (G,+,0) es un grupo abeliano topológi-
co primero contable, entonces éste es metrizable y tiene una métrica invariante.

Demostración del Teorema 2.2. Sea τ la topoloǵıa secuencial sobre B
y asumamos que es metrizable. Sea d una métrica en B tal que su topoloǵıa
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coincida con τ . Es fácil ver que si ĺımn an = 0 entonces ĺımn d(an,0) = 0 y si
ĺımn d(an,0) = 0 entonces existe una subsucesión (ank

)k∈ω tal que ĺımk ank
= 0

(ver la demostración de la coincidencia de las topoloǵıas más arriba).
Afirmamos que △ es continua (donde en B × B consideramos la métrica

d((x0, y0), (x1, y1)) := d(x0, x1) + d(y0, y1), que induce la topoloǵıa producto).
Veamos en primer lugar que △ es continua en (0,0). Si △ no es conti-

nua en (0,0), existen una sucesión ((xn, yn))n∈ω y algún ε > 0 tales que
ĺımn d((xn, yn), (0,0)) = 0 y d(xn △ yn,0) ≥ ε para todo n. Luego, existe
una subsucesión ((xnk

, ynk
))k∈ω tal que ĺımk xnk

= ĺımk ynk
= 0, y por lo tanto

ĺımk (xnk
△ ynk

) = 0, lo que es absurdo.
Sea ahora (a, b) ∈ B × B y veamos que △ es continua en (a, b). Sea

((an, bn))n∈ω en B ×B tal que ĺımn d((an, bn), (a, b)) = 0. Tenemos que

T a y T b continuas ⇒ T a × T b continua

⇒ ĺım
n

d((T a(an), T
b(bn)), (T

a(a), T b(b))) = 0

⇒ ĺım
n

d((T a(an), T
b(bn)), (0,0)) = 0

⇒ ĺım
n

(T a(an) △ T b(bn)) = 0 (por el caso anterior)

⇒ ĺım
n

((a △ an) △ (b △ bn)) = 0

⇒ ĺım
n

((an △ bn) △ (a △ b)) = 0

⇒ ĺım
n

(an △ bn) = a △ b,

y por lo tanto △ es continua en (a, b).
De este modo (B,△,0) es un grupo abeliano topológico primero conta-

ble (esto último por ser metrizable), y por el Teorema de Kakutani 2.3, τ es
metrizable por una métrica invariante ρ, es decir, ρ(x, y) = ρ(x △ y,0).

Definimos a continuación tres funciones de B en R que nos permitirán
definir una submedida continua sobre B:

ν(x) := ρ(x,0),

µ(x) := mı́n(ν(x), 1) y

m̃(a) := sup{µ(x) : x ≤ a}.

La función ν satisface

ν(x △ y) ≤ ν(x) + ν(y),

pues por la desigualdad triangular para ρ resulta

ν(x △ y) = ρ(x △ y,0) = ρ(x, y) ≤ ρ(x,0) + ρ(0, y) = ν(x) + ν(y).

La función m̃ satisface las siguientes propiedades:
• m̃(0) = 0 :

m̃(0) = sup{µ(x) : x ≤ 0} = µ(0) = mı́n(ν(0),1) = mı́n(ρ(0,0),1) = 0.
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• m̃(a) > 0 para todo a > 0:

a > 0 ⇒ ρ(a,0) > 0 ⇒ ν(a) > 0 ⇒ µ(a) > 0 ⇒ m̃(a) > 0.

• a ≤ b ⇒ m̃(a) ≤ m̃(b):

{µ(x) : x ≤ a} ⊆ {µ(x) : x ≤ b} ⇒ sup{µ(x) : x ≤ a} ⊆ sup{µ(x) : x ≤ b}
⇒ m̃(a) ≤ m̃(b).

• m̃(a ∨ b) ≤ m̃(a) + m̃(b):
Sea x ≤ a ∨ b. Veamos que µ(x) ≤ m̃(a) + m̃(b) (luego se tendrá que

m̃(a ∨ b) = sup{µ(x) : x ≤ a ∨ b} ≤ m̃(a) + m̃(b)).

Caso a ∧ b = 0:

x ≤ a ∨ b ⇒ x = x ∧ (a ∨ b) = (x ∧ a) ∨ (x ∧ b) = (x ∧ a) △ (x ∧ b)

⇒ ν(x) ≤ ν(x ∧ a) + ν(x ∧ b) ⇒ µ(x) ≤ ν(x ∧ a) + ν(x ∧ b).

Ahora hay dos posibilidades:
(i) ν(x ∧ a), ν(x ∧ b) ≤ 1:
µ(x) ≤ ν(x ∧ a) + ν(x ∧ b) = µ(x ∧ a) + µ(x ∧ b) ≤ m̃(a) + m̃(b).
(ii) ν(x ∧ a) > 1 o ν(x ∧ b) > 1:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ν(x ∧ a) > 1. Luego,

µ(x) ≤ 1 = µ(x ∧ a) ≤ m̃(a) ≤ m̃(a) + m̃(b).
Caso general:

x ≤ a ∨ b = a ∨ (b− a) ⇒ µ(x) ≤ m̃(a) + m̃(b− a) ≤ m̃(a) + m̃(b),

donde usamos el caso anterior pues a ∧ (b− a) = 0.
• Continuidad de m̃:
Sea (an)n∈ω en B decreciente con

∧
n an = 0. Razonamos por el absurdo:

m̃(an) ̸→ 0 (n → +∞) ⇒ ∃ (ank
)k∈ω y ε > 0 / m̃(ank

) ≥ ε ∀ k,

y como para todo k existe xk ≤ ank
tal que m̃(ank

)− ε
2
< µ(xk), resulta

ε

2
< µ(xk) ≤ ν(xk) ≤ ν(ank

− xk) + ν(ank
) ∀ k,

donde usamos que xk = (xk △ ank
) △ ank

= (ank
− xk) △ ank

.
Veamos ahora que ĺımk ν(ank

− xk) = ĺımk ν(ank
) = 0 (lo que contradice

que ε
2
< ν(ank

− xk) + ν(ank
) para todo k). Tenemos que

(an)n∈ω decreciente con
∧
n

an = 0 ⇒ (ank
)k∈ω decreciente con

∧
k

ank
= 0

⇒ ĺım
k

ank
= 0

⇒ ĺım
k

ρ(ank
,0) = 0

⇒ ĺım
k

ν(ank
) = 0,
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y de manera similar se prueba que ĺımk ν(ank
− xk) = 0, donde la sucesión que

prueba que ĺımk (ank
− xk) = 0 es (ank

)k∈ω.
Finalmente, si definimos m : B → R como m(x) := 1

m̃(1)
m̃(x), se prueba

fácilmente que m es una submedida continua sobre B. Luego, B es un álgebra
de Maharam. ■

Investigando la topoloǵıa secuencial sobre B, Maharam fue capaz de for-
mular otra condición suficiente para la existencia de una submedida continua.

Teorema 2.4 (Maharam [20]). Un álgebra de Boole completa B ccc es
un álgebra de Maharam si y sólo si
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) el espacio (B, τ) es primero contable.

Maharam probó el Teorema 2.4 usando las hipótesis para mostrar que △
es continua, y luego aplicó el Teorema de Kakutani. Más adelante introduci-
remos una condición más débil que ser primero contable (la propiedad Gδ) y
probaremos su suficiencia.
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3. El problema de la medida de control

Horn y Tarski encontraron un problema relativo a ciertas condiciones de
cadena, introducidas por ellos, vinculado al problema 1, resuelto por Thümmel
varios años más tarde.

Por su parte, Kelley enunció una equivalencia para la existencia de medidas
σ-aditivas que involucra medidas finitamente aditivas, y una condición alge-
braica equivalente a la existencia de éstas últimas, relacionada con el número
de intersección, definido por él.

Kalton y Roberts dieron un problema equivalente al de la medida de con-
trol, en el cual aparecen las submedidas exhaustivas y las uniformemente
exhaustivas, que resultó ser resuelto por Talagrand.

En [10], Horn y Tarski investigaron sistemáticamente medidas en álgebras
de Boole, tanto σ-aditivas como finitamente aditivas. Presentaron en detalle el
trabajo de von Neumann sobre álgebras de Boole e introdujeron la terminoloǵıa
que se utiliza (con algunas modificaciones) en la actualidad. Entre otras, las
siguientes condiciones de cadena:

cc σ-acotada: (3.1)
Existe una descomposición B+ =

⋃
n∈ω Sn tal que para todo n, Sn no

contiene anticadenas de tamaño n+ 2.

cc σ-finita: (3.2)
Existe una descomposición B+ =

⋃
n∈ω Sn tal que para todo n, Sn no

contiene anticadenas infinitas.

Si B tiene una medida finitamente aditiva m entonces satisface (3.1) (basta
tomar Sn := {a ∈ B : m(a) ≥ 1

n+1
}). En particular (3.1) es una condición

necesaria para que B sea un álgebra de medida. Toda álgebra de Maharam
debe satisfacer la condición más débil (3.2) pues B+ =

⋃
n∈ω Sn, donde Sn :=

{a ∈ B : m(a) ≥ 1/n}, ya que si (ak)k∈ω en Sn es una anticadena infinita,
la sucesión (bj)j∈ω definida por bj :=

∨
k≥j ak es decreciente y tiene ı́nfimo

nulo, lo que implica que ĺımj m(bj) = 0, pero m(bj) ≥ m(aj) ≥ 1/n para todo
j ∈ ω. Horn y Tarski se preguntaron si (3.1) es equivalente (3.2), problema
relacionado al de la medida de control. En 2012 Thümmel probó que no lo son
([30]).

En [17], Kelley investigó las álgebras de Boole que tienen una medida fi-
nitamente aditiva, aśı como las álgebras de Boole completas con una medida
σ-aditiva. Mostró que estas dos propiedades están relacionadas, y dio un ca-
racterización algebraica de ambas. El Teorema 3.1 hab́ıa sido conocido previa-
mente por Pinsker.

Teorema 3.1 (Pinsker [16]; Kelley [17]). Un álgebra de Boole comple-
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ta B admite una medida σ-aditiva si y sólo si
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) B admite una medida finitamente aditiva.

El principal resultado de Kelley es la siguiente caracterización de (ii):
Para cada sucesión finita s = (a1, ..., an) de elementos no necesariamen-

te distintos de B+, sea k(s) el máximo tamaño de un subconjunto E de

{1, ..., n} tal que
∧

j∈E aj > 0, y sea i(s) := k(s)
n
. Para ∅ ̸= X ⊆ B+, el

número de intersección de X es

ı́nf{i(s) : s es una sucesión finita de X}.

Si m es una medida finitamente aditiva sobre B y

Sn :=

{
a ∈ B : m(a) ≥ 1

n+ 1

}
,

se tiene que el número de intersección de Sn es mayor o igual que 1
n+1

(pues
por la Proposición 1 de [17] resulta que el número de intersección de Sn es
mayor o igual que ı́nf{m(a) : a ∈ Sn}).

Teorema 3.2 (Kelley [17]). Una condición necesaria y suficiente para
que un álgebra de Boole admita una medida finitamente aditiva es que exista
una descomposición B+ =

⋃
n∈ω Sn tal que cada Sn tenga número de intersec-

ción positivo.

Como consecuencia, un álgebra de Boole completa B es un álgebra de
medida si y sólo si B es débilmente distributiva y B+ =

⋃
n∈ω Sn, de manera

tal que cada Sn tenga número de intersección positivo.

Sean ahora V un espacio vectorial topológico metrizable y B una σ-álgebra
de Boole. Una función µ : B → V es una medida vectorial si

ĺım
n

n∑
k=0

µ(ak) = µ

(∨
n

an

)

para toda sucesión (an)n∈ω de elementos disjuntos dos a dos. Una medida σ-
aditiva m sobre B es una medida de control para µ si µ(a) = 0 si y sólo si
m(a) = 0 (ver [7]).

El problema de la medida de control equivale a la pregunta de si cada
medida vectorial tiene una medida de control (dice Fremlin en [7], volumen
3, página 588: The phrase ‘control measure’ derives, in fact, from none of the
formulations above; it belongs to the theory of vector measures, as follows...).

En [15], Kalton y Roberts encontraron una reformulación importante del
problema de la medida de control. Una submedida en un álgebra de Boole B
es una función m : B → R que satisface:
(a) m(0) = 0, m(a) > 0 para a > 0 y m(1) = 1,
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(b) m(a) ≤ m(b) si a ≤ b, y
(c) m(a ∨ b) ≤ m(a) +m(b).

Una submedida m en B es exhaustiva si ĺımnm(an) = 0 para toda
sucesión (an)n∈ω de elementos disjuntos dos a dos, y es uniformemente
exhaustiva si para todo ε > 0 existe n ∈ ω tal que no existen n elemen-
tos disjuntos a1, ..., an ∈ B con m(ai) ≥ ε para todo i = 1, ..., n.

Toda submedida de Maharam es exhaustiva (ver la demostración de la
Proposición 2.1) y toda medida es uniformemente exhaustiva. El resultado
principal de [15] es el siguiente. Dos submedidas m y µ son equivalentes si
ĺımn m(an) = 0 si y sólo si ĺımn µ(an) = 0.

Teorema 3.3 (Kalton-Roberts [15]). Toda submedida uniformemente
exhaustiva en un álgebra de Boole es equivalente a una medida finitamente
aditiva.

Corolario 3.4. El problema de la medida de control es equivalente al si-
guiente enunciado:
Toda submedida exhaustiva en un álgebra de Boole es (3.3)
uniformemente exhaustiva.

Demostración.
⇒) Supongamos que toda álgebra de Maharam es un álgebra de medida.

Seam una submedida exhaustiva en un álgebra de Boole B. B puede integrarse
a un álgebra de Boole completa C de modo quem se extienda a una submedida
de Maharam µ en C (ver [6]); C es la completación métrica de B. Por lo tanto
C es un álgebra de Maharam, y por lo que asumimos tiene una medida λ. Como
µ y λ son equivalentes (ver [7]), µ es uniformemente exhaustiva. Entonces lo
es su restricción a B, y por lo tanto m es uniformemente exhaustiva.

⇐) Si B es un álgebra de Maharam con submedida de Maharam m, luego
m es exhaustiva, y por lo tanto uniformemente exhaustiva por (3.3). Por el
Teorema de Kalton-Roberts, B admite una medida finitamente aditiva, y por
el Teorema (3.1) de Kelley, B es un álgebra de medida. ■

En [28], Talagrand construye una submedida del álgebra de Cantor que es
exhaustiva pero no uniformemente exhaustiva (y por lo tanto no es equivalente
a una medida). Entonces, el problema 1 tiene una respuesta negativa: existe
un álgebra Maharam que no es un álgebra de medida.
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4. El problema de la consistencia (primera par-

te)

La ĺınea de razonamiento iniciada por Maharam fue continuada en [3], lo
que lleva a la siguiente modificación del Teorema 2.2 de Maharam:

Teorema 4.1 (Balcar-Glówczyński-Jech [3]). Si B es un álgebra de
Boole completa y ccc, B es un álgebra de Maharam si y sólo si (B, τ) es un
espacio de Hausdorff.

El espacio (B, τ) tiene la propiedad Gδ si {0} es un conjunto Gδ, es decir,
si existe una familia contable {Un}n∈ω de entornos abiertos de 0 tales que⋂

n∈ω Un = {0}.

Teorema 4.2 (Balcar-Jech-Pazák [5]). Un álgebra de Boole completa
B ccc es un álgebra de Maharam si y sólo si
(i) B es débilmente distributiva y
(ii) (B, τ) tiene la propiedad Gδ.

La propiedad Gδ es más débil que ser primero contable por ser (B, τ) un
espacio T1, y por lo tanto el Teorema 4.2 implica el Teorema de Maharam
2.4. Remarcamos que la distributividad débil se sigue del ser (B, τ) primero
contable, pero es necesaria en el Teorema 4.2, ya que el álgebra de Cohen
también tiene la propiedad Gδ y no es débilmente distributiva.

El Teorema 4.1 combinado con un resultado de consistencia de Todorcevic
([29]) responde la pregunta del problema 3:

Teorema 4.3 (Balcar-Jech-Pazák [5]). Es consistente que toda álgebra
de Boole completa, ccc y débilmente distributiva es un álgebra de Maharam.

Todorcevic modificó el Teorema 4.2 como sigue.

Teorema 4.4 (Todorcevic [31]). Un álgebra de Boole completa B es un
algebra de Maharam si y sólo si
(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) B satisface la condición de la cadena σ-finita.

Demostraremos los Teoremas 4.1 a 4.4 en las secciones 6 a 8.
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5. Distributividad débil

En la presente sección damos varias descripciones equivalentes de la distri-
butividad débil, algunas de las cuales serán utilizadas en las próximas secciones.

Para X, Y ⊆ B y a ∈ B, definimos

X ∨ Y := {x ∨ y : x ∈ X, y ∈ Y },
a ∨ Y := {a ∨ y : y ∈ Y },

X △ Y := {x △ y : x ∈ X, y ∈ Y } y

a △ Y := {a △ y : y ∈ Y }.

Teorema 5.1. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.
(ii) Sean an0 ≤ an1 ≤ ... tales que

∨
k a

n
k = 1 para cada n ∈ ω. Entonces,∨

f

∧
n

anf(n) = 1.

(iii) Sean an0 ≤ an1 ≤ ... tales que
∨

k a
n
k = 1 para cada n ∈ ω. Entonces,

existen funciones fk ∈ ωω, k ∈ ω, tales que∨
k

∧
n

anfk(n) = 1.

(iv) Sean an0 ≤ an1 ≤ ... tales que
∨

k a
n
k = 1 para cada n ∈ ω. Entonces,

existe una función f ∈ ωω tal que

ĺım
n

anf(n) = 1.

Demostración.
(i) ⇒ (ii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (ii). Luego,

B débilmente distributiva ⇒
∧
n

∨
k

ank =
∨
f

∧
n

anf(n)

⇒
∧
n

1 =
∨
f

∧
n

anf(n)

⇒ 1 =
∨
f

∧
n

anf(n).

(ii) ⇒ (i) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω con (ank)k∈ω creciente para cada n. Definimos
bn :=

∨
k a

n
k para cada n. Luego, ((ank ∨ −bn)k∈ω)n∈ω es tal que ank ∨ −bn ≤

ank+1 ∨−bn para todos k y n, y
∨

k (a
n
k ∨ −bn) = 1. Entonces, por (ii), vale que

1 =
∨
f

∧
n

(anf(n) ∨ −bn). (∗)
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Resta ver que
∧

n

∨
k a

n
k ≤

∨
f

∧
n a

n
f(n), pues la otra desigualdad vale siem-

pre en toda álgebra de Boole completa.
Supongamos que

∧
n

∨
k a

n
k ̸≤

∨
f

∧
n a

n
f(n) y lleguemos a una contradicción.

∧
n

∨
k

ank ̸≤
∨
f

∧
n

anf(n) ⇔ 0 <

(∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

)

⇔ 1 > −

((∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

))
.

Entonces, por (∗), existe g ∈ ωω tal que

∧
n

(ang(n) ∨ −bn) ̸≤ −

((∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

))
.

Luego,

∧
n

(ang(n) ∨ −bn) ̸≤ −

((∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

))
⇔

0 <

(∧
n

(ang(n) ∨ −bn)

)
∧

((∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

))
⇔

0 <

(∧
n

(ang(n) ∨ −bn)

)
∧

(∧
n

∨
k

ank

)
∧ −

(∨
f

∧
n

anf(n)

)

=

(∧
n

(ang(n) ∨ −bn)

)
∧

(∧
n

bn

)
∧

(∧
f

(
−
∧
n

anf(n)

))

≤

(∧
n

(ang(n) ∨ −bn)

)
∧

(∧
n

bn

)
∧

(
−
∧
n

ang(n)

)

=

(∧
n

(
(ang(n) ∨ −bn) ∧

∧
m

bm

))
∧

(
−
∧
n

ang(n)

)

=

(∧
n

(
ang(n) ∧

∧
m

bm

))
∧

(
−
∧
n

ang(n)

)

≤

(∧
n

ang(n)

)
∧

(
−
∧
n

ang(n)

)
= 0,

lo que es absurdo.

(ii) ⇒ (iii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (iii). Por (ii),
∨

f

∧
n a

n
f(n) = 1. Enton-

ces, existen funciones fk ∈ ωω, k ∈ ω, tales que
∨

f

∧
n a

n
f(n) =

∨
k

∧
n a

n
fk(n)

(se
sigue de una propiedad general de las álgebras que satisfacen la ccc: para todo
X ⊆ B hay un subconjunto contable Y ⊆ X tal que

∨
x∈X ax =

∨
x∈Y ax), y

por lo tanto
∨

k

∧
n a

n
fk(n)

= 1.
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(iii) ⇒ (ii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (ii). Por (iii), existen funciones fk ∈
ωω, k ∈ ω, tales que

∨
k

∧
n a

n
fk(n)

= 1, y como
∨

k

∧
n a

n
fk(n)

≤
∨

f

∧
n a

n
f(n),

resulta
∨

f

∧
n a

n
f(n) = 1.

(iii) ⇒ (iv) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (iv). Por (iii), existen funciones fk ∈
ωω, k ∈ ω, tales que

∨
k

∧
n a

n
fk(n)

= 1.

Para cada n definimos f(n) := máx {fk(n) : 0 ≤ k ≤ n}. Luego,

n ≥ k ⇒ f(n) ≥ fk(n) ∀ 0 ≤ k ≤ n

⇒ anf(n) ≥ anfk(n) ∀ 0 ≤ k ≤ n

⇒
∧
n≥k

anf(n) ≥
∧
n≥k

anfk(n) ≥
∧
n

anfk(n)

⇒
∨
k

∧
n≥k

anf(n) ≥
∨
k

∧
n

anfk(n) = 1

⇒ ĺım inf
n

anf(n) = 1

⇒ ĺım
n

anf(n) = 1.

(iv) ⇒ (iii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (iii). Por (iv), existe f ∈ ωω tal que∨
k

∧
n≥k a

n
f(n) = 1. Sea (fk)k∈ω la sucesión de todas las modificaciones finitas

de f . Sea x ∈ B tal que
∧

n a
n
fk(n)

≤ x para todo k. Sea j ∈ ω.
Si j = 0, existe k ∈ ω tal que fk = f . Luego,

x ≥
∧
n

anfk(n) =
∧
n

anf(n).

Si j = 1, para cada k ∈ ω tal que fk(n) = f(n) para todo n ≥ 1 se tiene
que

x ≥
∧
n

anfk(n) = a0fk(0) ∧

(∧
n≥1

anfk(n)

)

= a0fk(0) ∧

(∧
n≥1

anf(n)

)
.

Luego, como para cada m ∈ ω existe k ∈ ω tal que fk(0) = m y fk(n) =
f(n) para todo n ≥ 1, resulta

x ≥ a0m ∧

(∧
n≥1

anf(n)

)
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para todo m ∈ ω. Entonces,

x ≥
∨
m

(
a0m ∧

(∧
n≥1

anf(n)

))
=

(∨
m

a0m

)
∧

(∧
n≥1

anf(n)

)

= 1 ∧

(∧
n≥1

anf(n)

)
=
∧
n≥1

anf(n).

De manera similar se prueba que x ≥
∧

n≥j a
n
f(n) para j arbitrario, lo que

implica que x = 1. ■

Las sucesiones crecientes que convergen algebraicamente a 1 corresponden
a anticadenas maximales. Afirmamos que si (an)n∈ω es una sucesión creciente
con a0 = 0 y

∨
n an = 1, entonces {an+1 − an : n ∈ ω} es una anticadena

maximal. Sean k, n ∈ ω tales que k < n. Luego,

(ak+1 − ak) ∧ (an+1 − an) = (ak+1 ∧ −ak) ∧ (an+1 ∧ −an)

= (ak+1 ∧ an+1) ∧ (−an ∧ −ak)

= ak+1 ∧ −an = 0

⇔ ak+1 ≤ an,

que vale pues k + 1 ≤ n. Sea x ∈ B tal que x ∧ (an+1 − an) = 0 para todo
n ∈ ω. Veamos que x = 0 (lo que implica la maximalidad de la anticadena).
Tenemos que

0 = x ∧ (an+1 − an) = (x ∧ an+1) ∧ −an

⇒ x ∧ an+1 ≤ an

⇒ x ∧ an+1 ≤ x ∧ an

⇒ x ∧ an+1 = x ∧ an ∀ n.

Luego,
0 = x ∧ 0 = x ∧ a0 = x ∧ an ∀ n.

Entonces,

x = x ∧ 1 = x ∧
∨
n

an =
∨
n

(x ∧ an) = 0.

Por otro lado, si {an : n ∈ ω} es una anticadena maximal, entonces
(
∨n

k=1 ak)n∈ω es una sucesión creciente con supremo 1, pues∨
n

n∨
k=1

ak =
∨
n

an < 1 ⇒ x := −
∨
n

an > 0

⇒ am ∧ x = am ∧ −
∨
n

an

= am ∧
∧
n

−an =
∧
n

(am ∧ −an)

= 0
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para todo m, lo que es absurdo pues {an : n ∈ ω} es anticadena maximal.
Podemos formular entonces la distributividad débil en términos de antica-

denas maximales.

Teorema 5.2. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.
(ii) Sean An = {ank : k ∈ ω}, n ∈ ω, anticadenas maximales. Entonces,∨

f

∧
n

∨
k≤f(n)

ank = 1.

(iii) Si A0, A1, A2, ... son anticadenas maximales entonces existe un conjunto
denso D tal que cada d ∈ D interseca sólo finitos elementos de cada An.

(iv) Si A0, A1, A2, ... son anticadenas maximales entonces cada An tiene un
subconjunto finito En tal que

ĺım
n

∨
En = 1.

Demostración. La propiedad (ii) es una reformulación de (ii) del Teorema
5.1 y la propiedad (iv) es una reformulación de (iv) del Teorema 5.1. Veamos
que (ii) y (iii) son equivalentes.

(ii)⇒ (iii) Para cada n ∈ ω sea An = {ank : k ∈ ω} una anticadena maximal.
Para cada f ∈ ωω sea cf :=

∧
n

∨
k≤f(n) a

n
k . Por (ii) resulta

∨
f cf = 1. Entonces,∨

f

cf = 1 ⇔
∧
f

−cf = 0 ⇔ ∀ b ∈ B+ ∃ f ∈ ωω / b ̸≤ −cf

⇔ ∀ b ∈ B+ ∃ f ∈ ωω / 0 < b ∧ cf .

Sea D := {b ∧ cf : b ∈ B+ y f ∈ ωω}. Luego, D es denso en B. Además, si
f ∈ ωω, b ∈ B+ y n ∈ ω,

(b ∧ cf ) ∧ anj = b ∧

∧
m

∨
k≤f(m)

(amk ∧ anj )

 ≤ b ∧

 ∨
k≤f(n)

(ank ∧ anj )

 = 0

para todo j > f(n), y por lo tanto cada elemento de D interseca sólo finitos
elementos de cada An.

(iii) ⇒ (ii) Para cada n ∈ ω sea An = {ank : k ∈ ω} una anticadena
maximal. Para cada f ∈ ωω sea cf :=

∧
n

∨
k≤f(n) a

n
k . Sea x ∈ B tal que x ≥ cf

para toda f ∈ ωω. Luego,
x = 1 ⇔ −x = 0.

Supongamos −x > 0. Por (iii) existe un conjunto denso D tal que cada
d ∈ D interseca sólo finitos elementos de cada An. Sea d ∈ D tal que d ≤ −x.
Luego, para todo n ∈ ω existe f ∈ ωω tal que d ∧ ank = 0 para todo k ≥ f(n)
(y d ∧ ank = 0 es equivalente a d ≤ −ank).
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Por otro lado, si f ∈ ωω,

x ≥ cf ⇔ −x ≤ −cf ⇒ d ≤ −cf ⇔ 0 = d ∧ cf =
∧
n

∨
k≤f(n)

(d ∧ ank)

⇒ ∃ n ∈ ω / d ̸≤
∨

k≤f(n)

(d ∧ ank)

⇔ ∃ n ∈ ω / 0 < d ∧

 ∧
k≤f(n)

(−d ∨ −ank)

 =
∧

k≤f(n)

(d ∧ −ank) =: d̃.

Entonces, 0 < d̃ ≤ −ank para todo k ≤ f(n) y d̃ ≤ d ≤ −ank para todo
k ≥ f(n), lo que es absurdo, pues como An es anticadena maximal resulta∨

An = 1, y por lo tanto
∧

−An = 0. ■

La propiedad 5.1 (iv) puede reformularse aún más para dar las siguientes
equivalencias.

Teorema 5.3. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.
(ii) (Propiedad diagonal) Si ĺımk a

n
k = 0 para todo n, entonces existe

una función creciente f ∈ ωω tal que ĺımn a
n
f(n) = 0.

(iii) Si ĺımn an = a y para cada n, ĺımk a
n
k = an, entonces existe una función

creciente f ∈ ωω tal que ĺımn a
n
f(n) = a.

Notación. Escribimos xn ↘ x si (xn)n∈ω es decreciente y ĺımn xn = x, y
escribimos xn ↗ x si (xn)n∈ω es creciente y ĺımn xn = x.

Demostración.
5.1 (iv) ⇒ 5.3 (ii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (5.3)(ii).
Caso ank ↘ 0: Como ank ↘ 0 resulta −ank ↗ 1, pues

ank ≥ ank+1 ⇒ −ank ≤ −ank+1,

y
ĺım inf

k
−ank = − ĺım sup

k
ank = −0 = 1.

Luego,
∨

k −ank = 1, ya que

1 = ĺım inf
k

−ank =
∨
k

∧
j≥k

−anj =
∨
k

−ank

porque (−ank)k∈ω es creciente. Entonces, por (5.1)(iv), existe g ∈ ωω tal que
ĺımn −ang(n) = 1, lo que implica que ĺımn a

n
g(n) = 0. Definimos f(0) := g(0) y

f(n + 1) := máx{f(n), g(n + 1)} para todo n. Luego, f ∈ ωω es creciente y
ĺımn a

n
f(n) = 0, pues

0 = ĺım sup
n

ang(n) =
∧
n

∨
k≥n

akg(k) ≥
∧
n

∨
k≥n

akf(k) = ĺım sup
n

anf(n),
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donde la desigualdad vale porque (akj )j∈ω es decreciente y g(k) ≤ f(k).
Caso general: Como ĺımn a

n
k = 0, existe (bnk)k∈ω decreciente tal que ank ≤ bnk

para todos n y k y
∧

k b
n
k = 0 para todo n (que implica bnk ↘ 0). Por el caso

anterior, existe f ∈ ωω creciente tal que ĺımn b
n
f(n) = 0. Luego,

ĺım sup
n

anf(n) =
∧
n

∨
k≥n

akf(k) ≤
∧
n

∨
k≥n

bkf(k) = ĺım sup
n

bnf(n) = 0,

y por lo tanto ĺımn a
n
f(n) = 0.

5.3 (ii)⇒ 5.1 (iv) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (5.1)(iv). Como ank ↗ 1, resulta
−ank ↘ 0. Por hipótesis, existe f ∈ ωω creciente tal que ĺımn−anf(n) = 0, y por
lo tanto ĺımn a

n
f(n) = 1.

5.3 (ii) ⇒ 5.3 (iii) Sean ((ank)k∈ω)n∈ω, (an)n∈ω y a como en (5.3)(iii). Tene-
mos que

ĺım
k

ank = an ∀ n ⇒ ĺım
k

(ank △ an) = 0 ∀ n

⇒ ∃ f ∈ ωω creciente / ĺım
n

(anf(n) △ an) = 0

⇒ ĺım
n

(anf(n) △ an △ a) = a.

Entonces,

ĺım
n

anf(n) = ĺım
n

((anf(n) △ an △ a) △ (an △ a)) = a △ 0 = a

(por hipótesis, ĺımn an = a, lo que implica que ĺımn (an △ a) = 0).

5.3 (iii) ⇒ 5.3 (ii) Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en (5.3)(ii). Tomando an = 0
para todo n, resulta ĺımk a

n
k = an y ĺımn an = 0 =: a. Luego, por hipótesis,

existe f ∈ ωω creciente tal que ĺımn a
n
f(n) = a = 0. ■

Una consecuencia inmediata de 5.3 (iii) es que la clausura de un conjunto
X ⊆ B en la topoloǵıa secuencial τ es el conjunto de todos los ĺımites en τ de
sucesiones convergentes de X (ver el Teorema 6.5).

Sea ahora X un subconjunto infinito contable de B+. Si ĺımn an = 0 para
alguna enumeración (an)n∈ω de X, entonces sucede lo mismo para toda enu-
meración de X por una de las propiedades de la convergencia algebraica. De
este modo podemos escribir ĺımX = 0 sin ambigüedad y hablar de conjuntos
convergentes a 0 .

Definición 5.4. El ideal de convergencia I es la colección de conjuntos
X ⊆ B que convergen a 0.

I es un ideal en [B+]ω := {X ⊆ B+ : #(X) = ℵ0}, es decir, una colección
de elementos de [B+]ω tal que siX es un subconjunto infinito de algún elemento
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de I resulta X ∈ I y si X, Y ∈ I entonces X ∪ Y ∈ I. Si B es ccc, I contiene
todas las anticadenas infinitas por una de las propiedades de la convergencia
algebraica.

El ideal de convergencia fue considerado por primera vez (para un álgebra
de Suslin) por Abraham y Todorcevic en [1], e introducido en general en [2]
por Balcar, Franek y Hruška, y en [25] por Quickert.

Definición 5.5. Un ideal I en algún [S]ω es un P-ideal si para toda
sucesión (Xn)n∈ω de I existe X ∈ I tal que Xn −X es finito para todo n.

En [25], Quickert muestra que I es un P-ideal para toda álgebra de Boole
completa, ccc y débilmente distributiva. Resulta que esta propiedad es otra
equivalencia de la distributividad débil:

Teorema 5.6 (Quickert). Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. B
es débilmente distributiva si y sólo si el ideal de convergencia I en B es un
P-ideal.

Demostración.
⇒) Veamos que si B tiene la propiedad diagonal entonces I es un P-ideal.
Sea (Xn)n∈ω en I, y supongamos Xn = (xn

k)k∈ω para cada n. Luego, sea
(ynk )k∈ω la sucesión definida por ynk = x0

k ∨ x1
k ∨ ... ∨ xn

k para cada n. Como las
sucesiones (ynk )k∈ω convergen a 0, existe una función creciente f ∈ ωω tal que
ĺımn y

n
f(n) = 0, por la propiedad diagonal.

Sea X := {xn
k : k, n ∈ ω y k ≥ f(n)}. Claramente, Xn −X es finito para

cada n, y afirmamos que ĺımX = 0. Para cada n, sea En el conjunto finito
{xi

k : i ≤ n y f(i) ≤ k ≤ f(n)}. Como
∨
(X − En) =

∨
m≥n+1 y

m
f(m), tenemos

que

ĺım sup
n

X =
∧
n

∨
(X − En) =

∧
n

∨
m≥n+1

ymf(m)

≤
∧
n

∨
m≥n

ymf(m) = ĺım sup
n

ynf(n) = 0.

⇐) Veamos que si I es un P-ideal entonces B tiene la propiedad diagonal.
Sea ((ank)k∈ω)n∈ω como en 5.3 (ii). Queremos ver que existe f ∈ ωω creciente

tal que ĺımn a
n
f(n) = 0. Sea Xn := {ank : k ∈ ω}. Por hipótesis, existe X ∈ I tal

que Xn −X es finito para todo n. Definimos f ∈ ωω por recurrencia:
• X0 −X finito ⇒ existe f(0) ∈ ω tal que a0f(0) ∈ X.

• Para n ∈ ω, Xn+1−X finito⇒ existe f(n+1) ∈ ω tal que f(n+1) > f(n)
y an+1

f(n+1) ∈ X.

Luego, ĺımn a
n
f(n) = 0 pues {anf(n) : n ∈ ω} ⊆ X (recordar que I es un ideal

en [B+]ω). ■

La próxima equivalencia de la distributividad débil recuerda al Teorema de
la categoŕıa de Baire.
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Definición 5.7. Un conjunto X ⊆ B es cerrado hacia abajo si

a ≤ b ∈ X ⇒ a ∈ X.

Para a > 0, B ↾ a es el álgebra {x ∈ B : x ≤ a}, y B ↾ 0 = {0}.

Notar que B ↾ a es un subespacio cerrado de (B, τ).

Teorema 5.8. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es débilmente distributiva.
(ii) Si U0, U1, U2, ... son cerrados hacia abajo y cl(Un) = B para todo n,

entonces
⋂

n Un es denso en B.
(iii) Si U0, U1, U2, ... son cerrados hacia abajo y

⋂
n Un = {0} entonces⋂

n cl(Un) = {0}.

Demostración.
(i) ⇒ (iii) Sea (Un)n∈ω como en (iii). Supongamos en primer lugar que

Un ⊇ Un+1 para todo n, y procedamos por el absurdo. Sea a ∈
⋂

n cl(Un) no
nulo. Luego, para cada n existe una sucesión (ank)k∈ω en Un con ĺımite a por
ser B débilmente distributiva. Usando la propiedad diagonal obtenemos una
sucesión (bn)n∈ω tal que bn ∈ Un y ĺımn bn = a, pues

ĺım
k

ank = a ∀ n ⇒ ĺım
k

(ank △ a) = 0 ∀ n

⇒ ∃ f ∈ ωω creciente / ĺım
n

(anf(n) △ a) = 0

⇒ ĺım
n

anf(n) = a,

y definimos bn := anf(n). Como ĺım inf bn > 0, existen b > 0 y n0 tales que para
todo n ≥ n0 resulta bn ≥ b, pues

0 < ĺım inf
n

bn =
∨
n

∧
k≥n

bk ⇒ ∃ n0 / 0 <
∧
k≥n0

bk =: b,

que implica b ∈ Un para todo n ≥ n0 por ser Un cerrado hacia abajo, y por lo
tanto b ∈ Un para todo n por ser (Un)n∈ω decreciente. Luego, b ∈

⋂
n Un = {0},

lo que es absurdo.
Si (Un)n∈ω no es necesariamente decreciente, definimos Vn :=

⋂
k≤n Uk para

todo n, resultanto ser (Vn)n∈ω una sucesión decreciente de cerrados hacia abajo
con

⋂
n Vn = {0}. Por el caso anterior se tiene que

⋂
n cl(Vn) = {0}, y por lo

tanto
⋂

n cl(Un) = {0} pues
⋂

n cl(Vn) =
⋂

n cl(Un) (si x ∈
⋂

n cl(Un) y m ∈ ω,
para cada n ≤ m existe (xn

k)k∈ω en Un convergiendo algebraicamente a x, y
por lo tanto ((

∧
n≤m xn

k)k∈ω), que está contenida en Un para cada n ≤ m por
ser Un cerrado hacia abajo, también converge algebraicamente a x, aśı que
x ∈ cl(Vm)).

(iii) ⇒ (ii) Sea (Un)n∈ω como en (ii) y supongamos que
⋂

n Un no es denso
en B. Sea a > 0 tal que

⋂
n Un ∩ (B ↾ a) = {0}.
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Para cada n, sea Vn := {a ∧ x : x ∈ Un}. Como los Un son cerrados hacia
abajo, tenemos que Vn = Un ∩ (B ↾ a), los Vn son cerrados hacia abajo y⋂

n Vn = {0}. Por (ii),
⋂

n cl(Vn) = {0}.
Luego, como para cada n tenemos a ∈ cl(Un), resulta

a = a ∧ a ∈ a ∧ cl(Un) = cl(a ∧ Un) = cl(Vn),

lo que es absurdo pues
⋂

n cl(Vn) = {0}.

(ii) ⇒ (i) Sea (An)n∈ω una sucesión de anticadenas maximales. Para cada
n, sea Un el conjunto de todos los x que intersecan sólo finitos elementos de
An. Luego, Un es cerrado hacia abajo. Veamos que cl(Un) = B. Sea x ∈ B. Si
x ∈ Un, x ∈ cl(Un). Si x /∈ Un, existe (ak)k∈ω en An con ak ̸= aj si k ̸= j tal
que x ∧ ak > 0 para todo k y x ∧ a = 0 si a ∈ An − {ak : k ∈ ω}. Luego,

x = x ∧ 1 = x ∧
∨

An =
∨

a∈An

(x ∧ a)

=
∨
k

(x ∧ ak) =
∨
k

k∨
m=1

(x ∧ am)

(notar que
∨

An = 1 pues sino An ∪ {−
∨

An} resulta ser una anticadena que
contiene estrictamente a An). Entonces, si bk :=

∨k
m=1 (x ∧ am), (bk)k∈ω es una

sucesión creciente contenida en Un cuyo ĺımite es x (recordar que el ĺımite de
una sucesión creciente es su supremo), y por lo tanto x ∈ cl(Un). Entonces,
por hipótesis resulta

⋂
n Un denso en B, probando 5.2 (iii). ■
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6. El Teorema de descomposición

El trabajo sobre topoloǵıa secuencial desarrollado en [3] y [5] condujo al
siguiente teorema, el Teorema de descomposición, que usaremos en la siguiente
sección para analizar las álgebras de Maharam.

Teorema 6.1 (Balcar-Jech-Pazák [5]). Sea B un álgebra de Boole com-
pleta y ccc. Entonces, existe m ∈ B tal que, si d := −m, valen las siguientes
afirmaciones:

(i) El álgebra B ↾ m admite una submedida de Maharam.
(ii) En B ↾ d todo conjunto abierto no vaćıo es topológicamente denso.

La propiedad (ii) significa que el álgebra B ↾ d es nunca Hausdorff : dos
conjuntos abiertos no vaćıos cualesquiera tienen intersección no vaćıa. Como
consecuencia, si (B, τ) es un espacio de Hausdorff entonces B es un álgebra
de Maharam (Teorema 4.1). Ahora demostraremos el siguiente teorema, que
implica los Teoremas 4.1, 4.2 y 2.4.

Teorema 6.2. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc.
(a) Si (B, τ) es un espacio de Hausdorff, entonces:

(i) B es débilmente distributiva, y
(ii) (B, τ) tiene la propiedad Gδ.

(b) Si B es débilmente distributiva y (B, τ) tiene la propiedad Gδ, entonces:
(i) ∨ es continua, y
(ii) (B, τ) es primero contable.

(c) (Maharam) Si ∨ es continua y (B, τ) es primero contable, entonces B
es una álgebra de Maharam.

Para demostrar el Teorema 6.2, comenzamos con la siguiente observación:

Lema 6.3. Sea B un álgebra de Boole completa. Si (B, τ) es una espacio
de Hausdorff, entonces B es débilmente distributiva.

Demostración. Sea an0 ≤ an1 ≤ ... para cada n tal que
∨

k a
n
k = 1. Veamos

que para cada a > 0 existe una función f ∈ ωω tal que a ∧
∧

n a
n
f(n) > 0.

Sea a > 0. Por ser (B, τ) un espacio de Hausdorff, existe un entorno abierto
U de a tal que 0 /∈ cl(U). Como ĺımk a

0
k = 1 resulta ĺımk (a ∧ a0k) = a, y por lo

tanto existe f(0) ∈ ω tal que b0 := a ∧ a0f(0) ∈ U . Inductivamente, asumamos

que bn := a ∧ a0f(0) ∧ ... ∧ anf(n) ∈ U , y como ĺımk (bn ∧ an+1
f(n+1)) = bn, existe

f(n+1) ∈ ω tal que bn+1 := bn∧an+1
k ∈ U . Tenemos a∧

∧
n a

n
f(n) = ĺımn bn > 0,

porque 0 /∈ cl(U).
Luego,

∨
g

∧
n a

n
g(n) < 1 implica −

∨
g

∧
n a

n
g(n) > 0. Entonces, existe f ∈ ωω

tal que (
−
∨
g

∧
n

ang(n)

)
∧

(∧
n

anf(n)

)
> 0,
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lo que es absurdo. Por lo tanto
∨

g

∧
n a

n
g(n) = 1, aśı que vale 5.1 (ii). ■

Decimos que B es nunca débilmente distributiva si B ↾ a no es débil-
mente distributiva para cada a > 0. El mismo argumento que en el Lema 6.3
prueba que si B es nunca débilmente distributiva, entonces 0 ∈ cl(U) para
todo conjunto abierto no vaćıo U . Luego, a ∈ cl(U) para todo a ∈ B (porque
a ∈ cl(U) si y sólo si 0 ∈ cl(U △ a)), y tenemos el siguiente:

Corolario 6.4. Si B es un álgebra de Boole completa, ccc y nunca débil-
mente distributiva, entonces cl(U) = B para todo conjunto abierto no vaćıo
U .

El siguiente lema resume propiedades adicionales de la topoloǵıa secuencial
bajo la distributividad débil. Notar que si A es cerrado hacia abajo entonces
A ∨ A = A △ A, pues:

⊆) Si x, y ∈ A,

x ∨ y = x ∨ (y − x) = (x− (x− y)) ∨ ((y − x)− x)

= x △ (y − x) ∈ A △ A,

pues como A es cerrado hacia abajo, y ∈ A implica y − x ∈ A.
⊇) Si x, y ∈ A,

x △ y = (x− y) ∨ (y − x) ∈ A ∨ A,

pues como A es cerrado hacia abajo, x ∈ A implica x− y ∈ A, e y ∈ A implica
y − x ∈ A.

Lema 6.5. Sea B un álgebra de Boole completa, ccc y débilmente distri-
butiva.

(a) Para todo A ⊆ B se tiene que la clausura de A es el conjunto de los
ĺımites de las suceciones convergentes en τ de A, es decir, cl(A) = u(A). En
particular, si x ∈ cl(A) existe una sucesión de A que converge algebraicamente
a x.

(b) Para todo entorno abierto V de 0 existe un abierto no vaćıo U ⊆ V
que es cerrado hacia abajo. Luego,

N := {U ⊆ B : U es no vaćıo, abierto y cerrado hacia abajo}

es una base de entornos de 0.
(c) Si U ∈ N , entonces cl(U) =

⋂
{U ∨ V : V ∈ N} ⊆ U ∨ U y cl(U) es

cerrado hacia abajo.
(d) Si U ∈ N , entonces U ∨ U es abierto y cerrado hacia abajo.

Demostración.
(a) Como cl(A) =

⋃
α<ω1

u(α)(A), resta ver que cl(A) ⊆ u(A). Basta ver que
u(u(A)) ⊆ u(A). Sea entonces x ∈ u(u(A)). Luego, existe una sucesión (xn)n∈ω
en u(A) que converge a x en τ , y por lo tanto, para toda subsucesión (xnk

)k∈ω
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de ella, existe una subsucesión (xnkj
)j∈ω que converge algebraicamente a x. En

particular, existe una subsucesión (xnk
)k∈ω que converge algebraicamente a x

(pues (xn)n∈ω es subsucesión de ella misma). Entonces, para cada k ∈ ω, por
ser xnk

elemento de u(A), existe una sucesión (ykm)m∈ω en A que converge en
τ a xnk

, y por lo tanto existe una subsucesión (ykmj
)j∈ω que converge algebrai-

camente a xnk
. Entonces, como ĺımk xnk

= x y ĺımj y
k
mj

= xnk
para cada k,

por 5.3 (iii) existe una función f ∈ ωω creciente tal que ĺımk y
k
mf(k)

= x, lo que

implica x ∈ u(A).

(b) Si V es un entorno abierto de 0, definimos U := B − cl(A), donde
A := {a ∈ B : (∃ b ≤ a) b /∈ V }. Veamos que 0 ∈ U .

0 ∈ cl(A) ⇒ ∃ (an)n∈ω en A / ĺım
n

an = 0

⇒ ∃ (bn)n∈ω en V c / bn ≤ an ∀ n

⇒ ĺım
n

bn = 0

⇒ ∃ n0 / bn ∈ V ∀ n ≥ n0,

lo que es absurdo.
Veamos ahora que U es cerrado hacia abajo. Sean x ∈ U e y ∈ B tales que

y ≤ x.

y /∈ U ⇒ ∃ (an)n∈ω en A / ĺım
n

an = y

⇒ ∃ (bn)n∈ω en V c / bn ≤ an ∀ n

⇒ bn ≤ an ∨ x ∀ n

⇒ (an ∨ x)n∈ω en A

⇒ x = y ∨ x = ĺım
n

(an ∨ x) ∈ cl(A),

lo que es absurdo.

(c) Sea U ∈ N . Veamos en primer lugar que U △ V = U ∨ V para todo
V ∈ N . Si V ∈ N , x ∈ U e y ∈ V ,

x △ y = (x− y) ∨ (y − x) ∈ U ∨ V

pues x− y ≤ x e y − x ≤ y, mientras que

x ∨ y = x ∨ (y − x)

= (x− (y − x)) ∨ ((y − x)− x)

= x △ (y − x) ∈ U △ V

pues y − x ≤ y.
Ahora veamos que cl(U) =

⋂
{U ∨ V : V ∈ N}.

⊆) Sea V ∈ N .

x ∈ cl(U) ⇒ ∃ (xn)n∈ω en U / ĺım
n

xn = x

⇒ ĺım
n
(xn △ x) = 0

⇒ ∃ n0 / xn △ x ∈ U ∩ V ∀ n ≥ n0

⇒ x = xn0 △ (xn0 △ x) ∈ U △ V.
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⊇) Sea x ∈
⋂
{U ∨ V : V ∈ N}. Sea W ⊆ B entorno abierto de x. Luego,

x △ W es entorno abierto de 0. Entonces, existe V ∈ N tal que V ⊆ x △ W ,
y por lo tanto x △ V ⊆ W . Por otro lado, como x ∈ U ∨ V = U △ V , existen
xU ∈ U y xV ∈ V tales que x = xU △ xV , lo que implica que x △ xV = xU , y
por lo tanto W ∩ U ⊇ (x △ V ) ∩ U ̸= ∅.

Veamos ahora que cl(U) es cerrado hacia abajo. Sean x e y tales que y ≤
x ∈ cl(U). Sea V ∈ N . Luego,

x ∈ cl(U) ⇒ x ∈ U ∨ V ⇒ ∃ xU ∈ U, xV ∈ V / x = xU ∨ xV

⇒ y = y ∧ x = y ∧ (xU ∨ xV )

= (y ∧ xU) ∨ (y ∧ xV ) ∈ U ∨ V,

pues y ∧ xU ≤ xU e y ∧ xV ≤ xV .

(d) Sea U ∈ N . Luego, U ∨ U es abierto pues

U ∨ U = U △ U =
⋃
x∈U

(x △ U) =
⋃
x∈U

T x(U),

que es abierto pues U lo es y T x es un homeomorfismo (la primer igualdad vale
pues U es cerrado hacia abajo).

Por otro lado, U ∨ U es cerrado hacia abajo pues

y ≤ x = x1 ∨ x2 ∈ U ∨ U

⇒ y = y ∧ x = y ∧ (x1 ∨ x2)

= (y ∧ x1) ∨ (y ∧ x2) ∈ U ∨ U

pues y ∧ xi ≤ xi. ■

El principal lema técnico es el siguiente.

Lema 6.6 (Balcar-Glówczyński-Jech [3]). Sea B un álgebra de Boole
completa, ccc y débilmente distributiva. Entonces, para todo U ∈ N existe
V ∈ N tal que V ∨ V ∨ V ⊆ U ∨ U .

Demostración. Supongamos que existe U ∈ N tal que

V ∨ V ∨ V ̸⊆ U ∨ U

para todo V ∈ N . Sea V0 := U . Luego, existen x0, y0, z0 ∈ U0 tales que
x0∨y0∨ z0 /∈ U ∨U . Supongamos ahora que para n ∈ ω existen xn, yn, zn ∈ Vn

tales que xn ∨ yn ∨ zn /∈ U ∨ U , y veamos que existe Vn+1 ∈ N tal que

Vn+1 ⊆ Vn, xn ∨ Vn+1 ⊆ Vn, yn ∨ Vn+1 ⊆ Vn y zn ∨ Vn+1 ⊆ Vn.

Sea f : B → B tal que f(b) = xn ∨ b. Como f es continua, f−1(Vn) es
abierto. Luego, 0 ∈ f−1(Vn) pues f(0) = xn ∨ 0 = xn ∈ Vn. Como 0 ∈
f−1(Vn) ∩ Vn, existe V ′

n+1 ∈ N tal que

0 ∈ V ′
n+1 ⊆ f−1(Vn) ∩ Vn.
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Luego,
V ′
n+1 ⊆ Vn y f(V ′

n+1) = xn ∨ V ′
n+1 ⊆ Vn.

Procediendo de manera similar para yn y zn, se obtienen V ′′
n+1, V

′′′
n+1 ∈ N

tales que

V ′′
n+1, V

′′′
n+1 ⊆ Vn, yn ∨ V ′′

n+1 ⊆ Vn y zn ∨ V ′′′
n+1 ⊆ Vn.

Luego, se toma Vn+1 ∈ N tal que

0 ∈ Vn+1 ⊆ V ′
n+1 ∩ V ′′

n+1 ∩ V ′′′
n+1.

Sean X :=
⋂

n cl(Vn), x := ĺım supn xn, y := ĺım supn yn y z := ĺım supn zn.
Resulta que X es cerrado, cerrado hacia abajo y X ⊆ cl(U) ⊆ U ∨ U . Para
cada n y cada k tenemos

xn ∨ xn+1 ∨ ... ∨ xn+k ∈ Vn.

Luego,
∨

i≥n xi ∈ cl(Vn) y por lo tanto x ∈ cl(Vn). Se sigue que x ∈ X, y
de forma similar se prueba que y, z ∈ X.

Un argumento parecido prueba que para cada n y cada k,

xn ∨ xn+1 ∨ ... ∨ xn+k ∨X ⊆ cl(Vn),

y entonces
∨

i≥n xi ∨ X ⊆ cl(Vn). Como cl(Vn) es cerrado hacia abajo y x ≤∨
i≥n xi, tenemos x ∨ X ⊆ cl(Vn). Se sigue que x ∨ X ⊆ X, y similarmente

y ∨X, z ∨X ⊆ X.
Luego, x ∨ y ∨ z ∈ X, pues

z ∨X ⊆ X y 0 ∈ X ⇒ z = z ∨ 0 ∈ X

⇒ y ∨ z ∈ X pues y ∨X ⊆ X

⇒ x ∨ y ∨ z ∈ X pues x ∨X ⊆ X,

y por lo tanto en U ∨ U . Como U ∨ U es abierto y

x ∨ y ∨ z = ĺım sup
n

(xn ∨ yn ∨ zn),

existe n0 ∈ ω tal que
∨

k≥n (xk ∨ yk ∨ zk) ∈ U ∨ U para todo n ≥ n0, pero
entonces, por ser U ∨ U cerrado hacia abajo, resulta xn0 ∨ yn0 ∨ zn0 ∈ U ∨ U ,
lo que es absurdo. ■

Notar que, para U y V como en el lema anterior, resulta U ∩ V ∈ N ,
U ∩ V ⊆ U y (U ∩ V ) ∨ (U ∩ V ) ∨ (U ∩ V ) ⊆ V ∨ V ∨ V ⊆ U ∨ U .

Demostración del Teorema 6.2 (a). Veamos en primer lugar que para
todo b > 0 existen c ≤ b no nulo y una sucesión (Vn)n∈ω en N tales que
c ∧
∨

(
⋂

n Vn) = 0.
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Como el espacio es Hausdorff, existe V0 ∈ N tal que b /∈ V0 ∨ V0, pues

B Hausdorff, b > 0 ⇒ ∃ U ∈ N / b /∈ cl(U)

⇒ ∃ V ∈ N / b /∈ U ∨ V

⇒ b /∈ (U ∩ V ) ∨ (U ∩ V ) ∈ N ,

y definimos V0 := U ∩ V (notar que podemos usar el Lema 6.5 pues B es
débilmente distributiva por el Lema 6.3).

Para cada n sea Vn+1 ∈ N tal que Vn+1 ⊆ Vn y Vn+1∨Vn+1∨Vn+1 ⊆ Vn∨Vn

(donde usamos el Lema 6.6). Sean A :=
⋂

n Vn y a :=
∨
A.

Para cada n tenemos V2 ∨ V2 ⊇ Vn+2 ∨ .... ∨ Vn+2 (n+ 2 veces), pues

V2 ∨ V2 ⊇ V3 ∨ V3 ∨ V3 ⊇ V4 ∨ V4 ∨ V4 ∨ V3

⊇ V4 ∨ V4 ∨ V4 ∨ V4 ⊇ V5 ∨ V5 ∨ V5 ∨ V4 ∨ V4

⊇ V5 ∨ V5 ∨ V5 ∨ V5 ∨ V5

y aśı siguiendo, y por eso V2 ∨ V2 ⊇ A ∨ .... ∨ A (n veces). Como a =
ĺımn (a1 ∨ ... ∨ an) para alguna sucesión (an)n∈ω en A (pues existe D ⊆ A con-
table tal queA yD tienen las mismas cotas superiores, por lo tanto

∨
A =

∨
D,

y si suponemos D = {an : n ∈ ω} resulta a =
∨

n an = ĺımn (a1 ∨ ... ∨ an)),
tenemos a ∈ cl(V2 ∨ V2). Por lo tanto,

a ∈ V2 ∨ V2 ∨ V2 ∨ V2 ⊆ V0 ∨ V0,

y como V0 ∨ V0 es cerrado hacia abajo resulta b ̸≤ a, que implica

0 < b ∧ −a = b− a.

Entonces c ∧
∨

A = 0, donde c := b− a.
Sea C una anticadena maximal tal que para cada c ∈ C exista (Vc,n)n∈ω en

N tal que c ∧
∨

(
⋂

n Vc,n) = 0.
Luego, {Vc,n : c ∈ C, n ∈ ω} es un conjunto contable de entornos abiertos

de 0 y
⋂

c

⋂
n Vc,n = {0}, pues

x ∈
⋂
c

⋂
n

Vc,n ⇒ c ∧ x ≤ c ∧
∨(⋂

n

Vc,n

)
= 0 ∀ c ∈ C

⇒ x ∧ c = 0 ∀ c ∈ C ⇒ x = 0,

pues C es anticadena maximal. Entonces, (B, τ) tiene la propiedad Gδ. ■

Demostración del Teorema 6.2 (b). Por tener (B, τ) la propiedad Gδ,
existe una sucesión (Wn)n∈ω de entornos abiertos de 0 tal que

⋂
nWn = {0}.

Como B es débilmente distributiva, por el Lema 6.5 (b), para cada n existe
Un ∈ N tal que Un ⊆ Wn, y por lo tanto

⋂
n Un = {0}. Luego, por el Teorema

5.8 (iii), resulta
⋂

n cl(Un) = 0.
Veamos primero que la operación ∨ es continua (basta probarlo para (0,0)

pues τ está determinada por los entornos de 0). Supongamos que ∨ no es
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continua en (0,0). Luego, existe U ∈ N tal que para todo V ∈ N existen
x, y ∈ V con x ∨ y /∈ U , pues ∨ no continua en (0,0) implica que existe
W ⊆ B entorno abierto de 0 tal que ∨(W̃ ) ̸⊆ W para todo W̃ ⊆ B × B
entorno abierto de (0,0). En particular, ∨(V × V ) ̸⊆ W para todo V ∈ N .
Luego, se toma U ∈ N tal que U ⊆ W .

Definimos ahora sucesiones (Vn)n∈ω, (xn)n∈ω e (yn)n∈ω. Sea V0 := U0 ∩ U .
Para cada n, sean xn, yn ∈ Vn tales que xn ∨ yn /∈ U . Por la continuidad a un
lado de ∨ existe Vn+1 ⊆ Un+1 tal que

xn ∨ Vn+1 ⊆ Vn e yn ∨ Vn+1 ⊆ Vn

(se usó una idea similar en la demostración del Lema 6.6). Sean

x := ĺım sup
n

xn e y := ĺım sup
n

yn.

Para cada n y cada k tenemos

xn ∨ xn+1 ∨ ... ∨ xn+k ∈ Vn.

Luego,
∨

k≥n xk ∈ cl(Vn), y por lo tanto x ∈ cl(Vn). Se sigue que x = 0.
Similarmente, y = 0 y entonces x ∨ y = 0.

Entonces, ĺım supn (xn ∨ yn) = x∨ y = 0 ∈ U implica que existe n0 ∈ ω tal
que

∨
k≥n (xk ∨ yk) ∈ U para todo n ≥ n0, y como U es cerrado hacia abajo

resulta xn0 ∨ yn0 ∈ U , lo que es absurdo.
Probemos ahora que (B, τ) es primero contable (también basta probar-

lo para 0 por la misma razón que antes). Por la continuidad de ∨ y por la
propiedad Gδ existe (Un)n∈ω ⊆ N tal que⋂

n

cl(Un) = {0} y Un+1 ∨ Un+1 ⊆ Un

para todo n. Afirmamos que (Un)n∈ω es una base de entornos de 0. Supongamos
que no. Luego, existe V ∈ N tal que Un ̸⊆ V para todo n. Sea xn ∈ Un − V
para cada n. Se sigue por inducción sobre k que para cada n y cada k

xn+1 ∨ xn+2 ∨ ... ∨ xn+k ∈ Un.

Entonces,
∨

k xn+k ∈ cl(Un) y por lo tanto ĺım supn xn ∈ cl(Un) para todo n.
Luego, ĺımn xn = 0. Esto es una contradicción pues V es un entorno abierto
de 0. ■

Demostración del Teorema 6.2 (c). (B,△,0) es un grupo topológico y
un espacio primero contable. Por el Teorema de Kakutani, (B,△,0) tiene una
métrica invariante, y por lo tanto B es un álgebra de Maharam, como en la
demostrión del Teorema 3.2. ■

Observación. En [3] se prueba que la contiuidad de ∨ es en śı misma
suficiente para que B sea un álgebra de Maharam. La condición se puede
expresar de la siguiente manera: para todo U ∈ N existe V ∈ N tal que
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V ∨ V ⊆ U . Comparar esto con la condición del Lema 6.6 que se cumple para
toda B débilmente distributiva.

Demostración del Teorema 6.1. Debido al Corolario 6.4 es suficiente
probar el teorema bajo la suposición de que B es débilmente distributiva.

Sean D :=
⋂

U∈N cl(U), d :=
∨
D y m := −d. Luego, D es cerrado, cerrado

hacia abajo (por el Lema 6.5 resulta cl(U) cerrado hacia abajo para todo
U ∈ N ) y D =

⋂
U∈N (U ∨ U), pues:

⊆) Vale porque, por el Lema 6.5, cl(U) ⊆ U ∨ U para todo U ∈ N .
⊇) Sea x ∈

⋂
U∈N (U ∨ U). Sea V ∈ N . Por el Lema 6.5 se tiene que

cl(V ) =
⋂

W∈N (V ∨W ). Sea W ∈ N . Luego, x ∈ (V ∩W )∨(V ∩W ) ⊆ V ∨W
pues V ∩W ∈ N .

Si a /∈ D, en particular si 0 < a ≤ m (pues si 0 < a ≤ m y a ∈ D, entonces
a ≤ d, y por lo tanto a ≤ d ∧m = 0), resulta a /∈ U ∨ U para algún U ∈ N .
Entonces, U y a △ U son disjuntos, pues si x, y ∈ U son tales que x = a △ y,
se tiene a = x △ y ∈ U △ U = U ∨ U pues U es cerrado hacia abajo. Por lo
tanto (B ↾ m, τ) es un espacio de Hausdorff (ver la sección 7), aśı que B ↾ m
es un álgebra de Maharam (por el Teorema 6.2).

Veamos ahora que en B ↾ d, todo conjunto abierto no vaćıo es topológica-
mente denso.

Probemos en primer lugar que D =
⋂

V ∈N (V ∨ V ∨ V ∨ V ).
⊆) Si V ∈ N , V ∨ V ∈ N , y por lo tanto

{V ∨ V ∨ V ∨ V : V ∈ N} ⊆ {U ∨ U : U ∈ N}.

Luego, D =
⋂

U∈N (U ∨ U) ⊆
⋂

V ∈N (V ∨ V ∨ V ∨ V ).
⊇) Sea x ∈ V ∨ V ∨ V ∨ V para todo V ∈ N . Sea U ∈ N . Por el Lema 6.6

existe W ∈ N tal que W ∨W ∨W ⊆ U ∨U . Por el mismo lema, existe V ∈ N
tal que V ⊆ W y V ∨ V ∨ V ⊆ W ∨W . Luego,

V ∨ V ∨ V ∨ V ⊆ W ∨W ∨ V ⊆ W ∨W ∨W ⊆ U ∨ U,

aśı que x ∈ U ∨ U .
Probemos en segundo lugar que D ∨D = D.
⊆) Si z ∈ D ∨ D, existen x, y ∈ D =

⋂
U∈N (U ∨ U) tales que z = x ∨ y.

Luego, z = x ∨ y ∈ (V ∨ V ) ∨ (V ∨ V ) = V ∨ V ∨ V ∨ V para todo V ∈ N .
Entonces, z ∈ D =

⋂
V ∈N (V ∨ V ∨ V ∨ V ).

⊇) Si x ∈ D, x = x ∨ 0 ∈ D ∨D.
Sea ahora (an)n∈ω en D tal que d = ĺımn (a0 ∨ ... ∨ an). Como D ∨D = D

(que implica
∨

k≤n D = D para todo n) y D es cerrado, resulta d ∈ D. Como
además D es cerrado hacia abajo, se sigue que B ↾ d = D.

Probemos finalmente que cl(G) ⊇ D para todo conjunto abierto no vaćıo
G en B ↾ d. Sea entonces G abierto no vaćıo en B ↾ d. Luego, si a ∈ G, existe
U ∈ N tal que G ⊇ (a △ U) ∩ D (pues τ está determinada por los entornos
de 0). Como cl(U) ⊇ D, tenemos cl(a △ U) ⊇ a △ D (pues cl(U) ⊇ D implica
cl(a △ U) = a △ cl(U) ⊇ a △ D), y además a △ D = D, pues:

⊆) a △ D ⊆ D △ D = D ∨D = D, donde la primer igualdad vale por ser
D cerrado hacia abajo.
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⊇) Si x ∈ D, x = a △ (a △ x) ∈ a △ D, donde a △ x ∈ D porque
D △ D = D.

Sea ahora x ∈ D, y veamos que x ∈ cl(G). Como D = a △ D, existe
y ∈ D tal que x = a △ y. Como a △ D ⊆ cl(a △ U), existe una sucesión
(yn)n∈ω ⊆ U tal que ĺımn (a △ yn) = a △ y, y por lo tanto ĺımn yn = y. Luego, la
sucesión (yn∧y)n∈ω está contenida en U y D por ser ambos conjuntos cerrados
hacia abajo, y ĺımn (yn ∧ y) = y. Entonces, la sucesión (a △ (yn ∧ y))n∈ω está
contenida en a △ U y en a △ D = D, y ĺımn (a △ (yn ∧ y)) = a △ y = x, lo
que implica que x ∈ cl((a △ U) ∩D) ⊆ cl(G).

Por lo tanto, cl(G) ⊇ D. ■
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7. Álgebras de Maharam

En esta sección presentaremos un número adicional de condiciones nece-
sarias y suficientes para que un álgebra de Boole completa y ccc admita una
submedida de Maharam. Resulta que algunas de las propiedades son gene-
ralizaciones naturales de las condiciones de distributividad débil vistas en la
sección 5.

Por los resultados de las secciones 2 y 6, cada uno de los siguientes enun-
ciados equivale a ser Maharam:

(B, τ) es metrizable (Maharam [20]), (7.1)
(B, τ) es Hausdorff (Balcar-Glówczyński-Jech [3]), (7.2)
B es débilmente distributiva y (B, τ) es primero contable (7.3)

(Maharam [20]),
B es débilmente distributiva y (B, τ) tiene la propiedad Gδ (7.4)

(Balcar-Jech-Pazák [5]).
Remarcamos que la suposición de la distributividad débil en (7.3) no es

necesaria (pero śı lo es en (7.4)). El paper de Todorcevic [32] presenta (7.3) y
(7.4) desde un punto de vista diferente.

La existencia de una familia S como la del siguiente resultado se conoce
como Propiedad diagonal fuerte .

Teorema 7.1. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. B es un álgebra
de Maharam si y sólo si existe una familia S de sucesiones algebraicamen-
te convergentes a 0 tal que toda sucesión con ĺımite algebraico 0 tiene una
subsucesión en S, y si ((ank)k∈ω)n∈ω está en S, entonces ĺımn a

n
n = 0.

Demostración.
⇒) Si m es una submedida de Maharam, definimos

S :=

{
(an)n∈ω en B : m(an) <

1

2n
∀ n

}
.

Veamos en primer lugar que si (an)n∈ω ∈ S entonces ĺımn an = 0. Tenemos
que

ĺım
n

an = 0 ⇔ ĺım sup
n

an = 0 ⇔
∧
n

∨
k≥n

ak = 0

⇔

(
x ≤

∨
k≥n

ak ∀ n ⇒ x = 0

)
.

Sea entonces x tal que x ≤
∨

k≥n ak para todo n. Luego,

m(x) ≤ m

(∨
k≥n

ak

)
≤
∑
k≥n

m(ak) ≤
∑
k≥n

1

2k
∀ n ⇒ m(x) = 0 ⇒ x = 0.
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Veamos en segundo lugar que si (an)n∈ω es una sucesión que converge a 0,
entonces existe una subsucesión (ank

)k∈ω ∈ S. Tenemos que

ĺım
n

an = 0 ⇒ ĺım sup
n

an = 0 ⇒
∧
n

∨
k≥n

ak = 0

⇒ ĺım
n

m

(∨
k≥n

ak

)
= 0, pues

(∨
k≥n

ak

)
n∈ω

es decreciente

⇒ ∀ ε > 0 ∃ n0 / m

(∨
k≥n

ak

)
< ε ∀ n ≥ n0

⇒ ∀ ε > 0 ∃ n0 / m(an) < ε ∀ n ≥ n0

⇒ ∃ (ank
)k∈ω / m(ank

) <
1

2k
∀ k

⇒ (ank
)k∈ω ∈ S.

Veamos en tercer lugar que si ((ank)k∈ω)n∈ω en S entonces ĺımn a
n
n = 0.

Tenemos que

ĺım
n

ann = 0 ⇔ ĺım sup
n

ann = 0 ⇔
∧
n

∨
k≥n

akk = 0

⇔

(
x ≤

∨
k≥n

akk ∀ n ⇒ x = 0

)
.

Sea entonces x tal que x ≤
∨

k≥n a
k
k para todo n. Luego,

m(x) ≤ m

(∨
k≥n

akk

)
≤
∑
k≥n

m(akk) ≤
∑
k≥n

1

2k
∀ n ⇒ m(x) = 0 ⇒ x = 0.

⇐) Veamos en primer lugar que B tiene la propiedad diagonal. Para eso,
sea (ank)k∈ω en B tal que ĺımk a

n
k = 0 para cada n. Luego, para cada n existe

una sucesión (bnk)k∈ω en B decreciente con ı́nfimo (y por lo tanto ĺımite) 0 tal
que ank ≤ bnk para todo k. Entonces,

ĺım
k

bnk = 0 ∀ n ⇒ ∀ n ∃ (bnknj )j∈ω ∈ S ⇒ ĺım
n

bnknn = 0,

y por lo tanto podemos definir f(0) := k0
0 y f(n + 1) := máx{kn

n + 1, kn+1
n+1}

para cada n. Por lo tanto,

anf(n) ≤ bnf(n) ≤ bnknn

para todo n, que implica que ĺımn a
n
f(n) = 0. Luego, por el Teorema 5.3 (ii), B

es débilmente distributiva.
Veamos ahora que (B, τ) tiene la propiedad Gδ. Para cada n definamos

Un := {x ∈ B : ∃ (ak)k∈ω ∈ S / x ≤ an},
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y veamos que 0 es un punto interior de cada Un y que
⋂

n Un = {0}.
Supongamos que 0 /∈ U o

n. Luego, 0 ∈ cl(U c
n). Entonces, por el Lema 6.5 (a),

existe (xk)k∈ω en U c
n tal que ĺımk xk = 0. Luego, xk ̸≤ an para todo k y toda

(ak)k∈ω ∈ S. Por hipótesis, existe una subsucesión (xkj)j∈ω ∈ S, y por lo tanto,
xkj ̸≤ xkn para todo j, lo que es absurdo pues xkn ≤ xkn . Luego, 0 ∈ U o

n.
Por otro lado,

x ∈
⋂
n

Un ⇒ ∀ n ∃ (ank)k∈ω ∈ S / x ≤ ann

⇒ m(x) ≤ m(ann) <
1

2n
∀ n ⇒ x = 0.

Luego, (B, τ) tiene la propiedad Gδ. Entonces, por el Teorema 4.2, B es un
álgebra de Maharam. ■

Consideramos a continuación tres propiedades relacionadas con el espacio
(B, τ) que resultan equivalentes a la existencia de una submedida de Maharam.
La primera es una reformulación del ser un espacio de Hausdorff: si (B, τ) es
un espacio de Hausdorff, es claro que todo a > 0 tiene un entorno abierto G
tal que 0 /∈ cl(G), y si vale tal propiedad, para a, b ∈ B no nulos y distintos
entre śı, tenemos que

a ̸= b ⇒ a △ b > 0 ⇒ ∃ G entorno abierto de a △ b / 0 /∈ cl(G)

⇒ G △ b entorno abierto de a / b /∈ cl(G △ b),

y por lo tanto (B, τ) es un espacio de Hausdorff.

Teorema 7.2. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Son equivalentes:
(i) B es un álgebra de Maharam.
(ii) Todo a > 0 tiene un entorno abierto G tal que 0 /∈ cl(G).
(iii) Todo a > 0 tiene un entorno abierto G tal que G ∩ X es finito para

todo X con ĺımite 0 (es decir, X ∈ I).
(iv) Todo a > 0 tiene un entorno abierto G tal que toda anticadena A ⊆ G

es finita.

Demostración. Por lo dicho anteriormente ya sabemos que (i) y (ii) son
equivalentes. Probemos lo que resta.

(ii) ⇒ (iii) Sea a > 0. Sea G un entorno abierto de a tal que 0 /∈ cl(G).
Supongamos que existe X ∈ I tal que G∩X es infinito. Luego, existe (an)n∈ω
en G tal que ĺımn an = 0, lo que es absurdo.

(iii) ⇒ (iv) Sea a > 0. Sea G un entorno abierto de a tal que G ∩ X es
finito para todo X ∈ I. Luego, toda anticadena A ⊆ G es finita pues toda
anticadena es elemento de I.

(iv) ⇒ (ii) Supongamos que el espacio no es de Hausdorff. Por el Teorema
de descomposición 6.1, existe d > 0 tal que en B ↾ d, dos conjuntos abiertos
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no vaćıos cualesquiera se intersecan. Afirmamos que todo entorno abierto de d
incluye una anticadena infinita.

Sea G un entorno abierto de d. Por ser {0} cerrado, G−{0} es un entorno
abierto de d. Afirmamos que los conjuntos

{x ∈ B : x ≤ d y x ∈ G− {0}} y {x ∈ B : x ≤ d y d− x ∈ G− {0}}

son abiertos no vaćıos de B ↾ d (notar que en el primero está d y en el segundo
está 0).

En primer lugar,

{x ∈ B : x ≤ d y x ∈ G− {0}} = (G− {0}) ∩ (B ↾ d).

En segundo lugar,

{x ∈ B : x ≤ d y d− x ∈ G− {0}} = {x ∈ B : d− x /∈ G− {0}}c ∩ (B ↾ d),

y {x ∈ B : d − x /∈ G − {0}} es cerrado pues si (xn)n∈ω y x son tales que
d− xn /∈ G− {0} para todo n y ĺımn xn = x, por ser G− {0} abierto, si fuera
d − x ∈ G − {0}, existiŕıa n0 tal que d − xn ∈ G − {0} para todo n ≥ n0, lo
que es absurdo.

Luego,

{x ∈ B : x ≤ d y x ∈ G− {0}} ∩ {x ∈ B : x ≤ d y d− x ∈ G− {0}} ≠ ∅,

y si a1 está en tal intersección y definimos a2 := d−a1, resultan a1, a2 ∈ G−{0}
disjuntos con a1 < d y a2 < d. Continuando esto, producimos una anticadena
infinita en G. ■

El siguiente resultado contiene tres propiedades que involucran una des-
composición de B+ en un número contable de partes (fragmentaciones) y
están relacionadas con las condiciones del teorema anterior: (ii) es una refor-
mulación de la propiedad Gδ, mientras que (iv) es la condición de la cadena
σ-finita de Horn y Tarski (entonces el Teorema 7.3 (iv) prueba el Teorema de
Todorcevic 4.4).

Teorema 7.3. Sea B un álgebra de Boole completa, ccc y débilmente dis-
tributiva. Son equivalentes:

(i) B es un álgebra de Maharam.
(ii) B+ =

⋃
n Sn tal que para cada n, Sn es cerrado.

(iii) B+ =
⋃

n Sn tal que para cada n, Sn ∩X es finito para todo X ∈ I.
(iv) B+ =

⋃
n Sn tal que para cada n, Sn∩A es finito para toda anticadena

A.

Demostración. Como es claro que (ii) implica (iii) y que (iii) implica (iv),
basta ver que (i) implica (ii) y que (iv) implica 7.2 (iv).

(i) ⇒ (ii) Definimos para cada n el conjunto Sn := {a ∈ B : m(a) ≥ 1
n
}.

Es claro que B+ =
⋃

n Sn. Veamos que cada Sn es cerrado.
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Sea (ak)k∈ω ⊆ Sn tal que ĺımk ak = a. Como ĺımk ak = a, existe (bk)k∈ω
decreciente con

∧
k∈ω bk = 0 tal que ak △ a ≤ bk. Luego, ĺımk m(ak △ a) = 0.

Como ak = (ak ∧ a) ∨ ((ak △ a)− a),

m(ak) ≤ m(ak ∧ a) +m((ak △ a)− a) ≤ m(a) +m(ak △ a)

⇒ m(a) ≥ m(ak)−m(ak △ a) ≥ 1

n
−m(ak △ a) ∀ k

⇒ m(a) ≥ 1

n
⇒ a ∈ Sn.

(iv) ⇒ 7.2 (iv) Sea (Sn)n∈ω como en (iv). Veamos que existe (S̃n)n∈ω cum-
pliendo (iv) con S̃n cerrado hacia arriba para todo n. Definimos

S̃n := {x ∈ B : ∃ y ∈ Sn con y ≤ x}.

Luego, B+ =
⋃

n S̃n, Sn ⊆ S̃n y S̃n es cerrado hacia arriba para todo n. Por
otro lado, si A es una anticadena y x1, x2 ∈ S̃n ∩ A son distintos, existen
y1, y2 ∈ Sn tales que y1 ≤ x1 e y2 ≤ x2. Entonces,

y1 ∧ y2 ≤ x1 ∧ x2 = 0 ⇒ y1 ∧ y2 = 0

(y1 ̸= y2 pues Sn no contiene a 0 y x1 y x2 son disjuntos). Entonces, si S̃n ∩A
fuera infinito, Sn contendŕıa una anticadena infinita, lo que es absurdo.

Entonces, definiendo Un := B − S̃n para cada n, vale que
⋂

n Un = {0},
y como Un es cerrado hacia abajo por ser S̃n cerrado hacia arriba y B es
débilmente distributiva, resulta

⋂
n cl(Un) = {0} por 5.8 (iv). Se sigue que

todo a > 0 es un punto interior de algún S̃n, porque

a > 0 ⇒ ∃ n / a /∈ cl(Un) ⇒ a ∈ B − cl(Un),

que es un abierto contenido en S̃n. Luego, como S̃n ∩ A es finito para toda
anticadena A, toda anticadena contenida en B − cl(Un) es finita. ■

Finalmente, mostramos que las versiones estratégicas de distributividad
débil equivalen a admitir una submedida de Maharam. Consideramos dos jue-
gos, uno para cada una de las propiedades 5.2 (iv) y 5.3 (ii) de la sección 5.
El juego de distributividad débil es la modificación de Fremlin de un juego
introducido por Jech en 1980 (ver [12]) y por Gray en [9]. El juego diagonal es
una reformulación de Balcar y Jech. En diciembre de 2004, Fremlin demostró
el Teorema 7.4 enunciado a continuación para el juego de distributividad débil
(ver [8]).

Cada uno de los juegos siguientes es un juego infinito de dos jugadores. Los
jugadores I y II se turnan para producir sucesivamente dos sucesiones infinitas
de movimientos. Consideramos las propiedades de B expresadas en términos
de estrategias ganadoras.

Juego de distributividad débil. I juega anticadenas maximales An para
cada n, y II juega subconjuntos finitos En ⊆ An. II gana si y sólo si ĺımn

∨
En =

1.
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Juego diagonal. I juega sucesiones (ank)k∈ω para cada n, cada una con-
vergiendo algebraicamente a 0, y II juega elementos k(n) ∈ ω. II gana si y sólo
si ĺımn a

n
k(n) = 0.

Estos juegos corresponden a las propiedades en los Teoremas 5.2 (iv) y 5.3
(ii), y para álgebras de Boole completas y ccc son mutuamente equivalentes,
es decir, I (respectivamente II) tiene una estrategia ganadora en un juego si y
sólo si I (respectivamente II) tiene una estrategia ganadora en otro juego. Se
puede demostrar que si B es un álgebra de Boole completa y ccc entonces B
es débilmente distributiva si y sólo si I no tiene estrategia ganadora (ver [12]).

Teorema 7.4 (Fremlin [8]). Sea B un álgebra de Boole completa y ccc.
B es un álgebra de Maharam si y sólo si el jugador II tiene una estrategia
ganadora en cualquiera de los dos juegos.

Demostración.
⇒) Consideremos el juego diagonal. Si m es una submedida de Maharam,

entonces II tiene la siguiente estrategia ganadora: en el movimiento n, II juega
k(n) tal que m(ank(n)) <

1
2n
. En ese caso resulta

m

(
ĺım sup

n
ank(n)

)
≤ m

(∨
j≥n

ajk(j)

)
≤
∑
j≥n

m(ajk(j))

≤
∑
j≥n

1

2j
∀ n

⇒ m(ĺım sup
n

ank(n)) = 0

⇒ ĺım sup
n

ank(n) = 0

⇒ ĺım
n

ank(n) = 0.

⇐) Veamos primero que si II tiene una estrategia ganadora, entonces B
tiene la propiedad diagonal (y por lo tanto será débilmente distributiva).

Sea ((ank)k∈ω)n∈ω tal que ĺımk a
n
k = 0 para todo n. Veamos que existe una

función f ∈ ωω creciente tal que ĺımn a
n
f(n) = 0. Como ĺımk a

n
k = 0, para

cada n existe una sucesión (bnk)k∈ω decreciente con
∧

k b
n
k = 0 tal que ank ≤ bnk .

Por hipótesis, existe k ∈ ωω tal que ĺımn b
n
k(n) = 0. Definimos f ∈ ωω por

recurrencia: f(0) := k(0) y f(n+ 1) := máx{f(n) + 1, k(n+ 1)} para cada n.
Entonces,

f(n) ≥ k(n) ∀ n ⇒ bnf(n) ≤ bnk(n) ∀ n

⇒
∨
j≥n

bjf(j) ≤
∨
j≥n

bjk(j) ∀ n

⇒
∧
n

∨
j≥n

bjf(j) ≤
∧
n

∨
j≥n

bjk(j) = 0

⇒ ĺım
n

bnf(n) = 0.
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Además,

anf(n) ≤ bnf(n) ∀ n ⇒
∨
j≥n

ajf(j) ≤
∨
j≥n

bjf(j) ∀ n

⇒
∧
n

∨
j≥n

ajf(j) ≤
∧
n

∨
j≥n

bjf(j) = 0

⇒ ĺım
n

anf(n) = 0.

Veamos ahora que (B, τ) es un espacio de Hausdorff. Si no lo es, por el
Teorema de descomposición 6.1 existe algún d > 0 tal que en B ↾ d, dos con-
juntos abiertos no vaćıos cualesquiera se intersecan. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que d = 1 porque II tiene una estrategia ganadora en B ↾ d
(como II tiene una estrategia ganadora en B, si ĺımk a

n
k = 0 para todo n, existe

(k(n))n∈ω tal que ĺımn a
n
k(n) = 0, y en particular vale si ank ≤ d para todos n y

k).
Sea σ0 una estrategia ganadora para el jugador II en el juego diagonal, y

sea σ1 una estrategia ganadora para II en un juego relacionado donde I juega
sucesiones convergiendo a 1 y II intenta construir una sucesión diagonal con
ĺımite 1. Sean X0 e Y0 los conjuntos de todos los elementos de B dados por los
primeros movimientos del jugador II usando σ0 y σ1 respectivamente, es decir,

X0 := {xk(0) : k(0) = σ0((xj)j∈ω) donde ĺım
j

xj = 0},

Y0 := {yk(0) : k(0) = σ1((yj)j∈ω) donde ĺım
j

yj = 1}.

Afirmamos que 0 es un punto interior de X0. Si no lo es, existe una sucesión
(an)n∈ω en Xc

0 que converge a 0, pues 0 /∈ X◦
0 si y sólo si 0 ∈ cl(Xc

0) (donde
usamos que B es débilmente distributiva; recordar el Lema 6.5 (a)). Pero si
k(0) = σ0((an)n∈ω), entonces ak(0) ∈ X0, una contradicción. De manera similar
se prueba que 1 es un punto interior de Y0.

Luego, como dos conjuntos abiertos no vaćıos cualesquiera se intersecan, se
tiene que X◦

0 ∩ Y ◦
0 ̸= ∅, y por lo tanto X0 ∩ Y0 ̸= ∅. Sea a0 ∈ X0 ∩ Y0.

Existen sucesiones (x0
n)n∈ω e (y0n)n∈ω tales que a0 = x0

k(0) = y0l(0), donde

k(0) = σ0((x
0
n)n∈ω) y l(0) = σ1((y

0
n)n∈ω). Sean X1 e Y1, respectivamente,

los conjuntos de todos los elementos de B dados por los segundos movimien-
tos del jugador II usando σ0 y σ1 respectivamente, con el primer movimien-
to de I dado por (x0

n)n∈ω e (y0n)n∈ω, respectivamente. Otra vez, 0 y 1 son,
respectivamente, puntos interiores de X1 e Y1; por lo tanto X1 ∩ Y1 ̸= ∅
y existen sucesiones (x1

n)n∈ω e (y1n)n∈ω tales que a1 = x1
k(1) = y1l(1), donde

k(1) = σ0((x
0
n)n∈ω, (x

1
n)n∈ω) y l(1) = σ1((y

0
n)n∈ω, (y

1
n)n∈ω). Siguiendo de esta

manera, se obtiene una sucesión (an)n∈ω. Como σ0 y σ1 son estrategias gana-
doras, tenemos que ĺımn an = 0 y ĺımn an = 1, lo que es absurdo.

Entonces, (B, τ) es un espacio de Hausdorff y por lo tanto B es un álgebra
de Maharam. ■
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8. El problema de la consistencia (segunda par-

te)

Probamos el Teorema 4.3, y por lo tanto damos la respuesta al problema
3, utilizando un resultado de consistencia general de Todorcevic y una de las
equivalencias presentadas en la sección 7.

Dicotomı́a P-ideal (Todorcevic). Sea S un conjunto infinito. Entonces,
para todo P-ideal I ⊆ [S]ω,

(i) ∃ Y ⊆ S no contable tal que [Y ]ω ⊆ I, o
(ii) S =

⋃
n∈ω Sn tal que para cada n, Sn ∩X es finito para todo X ∈ I.

Teorema 8.1 (Todorcevic [31]). La dicotomı́a P-ideal es consistente con
ZFC.

El Teorema 4.3 es ahora una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 8.2 (Balcar-Jech-Pazák [5]). Suponiendo válida la dicotomı́a
P-ideal, toda álgebra de Boole completa, ccc y débilmente distributiva admite
una submedida de Maharam.

Demostración. Sea B un álgebra de Boole completa débilmente distribu-
tiva ccc, y sea I el ideal de convergencia de B. Por el Teorema 5.6, I es un
P-ideal. Notar que la condición (ii) para I en la dicotomı́a P-ideal es exacta-
mente la condición (iii) en el Teorema 7.3, que implica que B es un álgebra de
Maharam.

Por lo tanto basta demostrar que la condición (i) en la dicotomı́a P-ideal
falla para I. Esto se prueba en el siguiente lema, completando la demostración
del Teorema 8.2 (si valiera (i) de la dicotomı́a P-ideal, existiŕıa Y ⊆ B+ no
contable tal que [Y ]ω ⊆ I. Luego, por el Lema 8.3, existiŕıa X ⊆ Y contable
tal que ĺım supX > 0, pero eso es absurdo, pues X ⊆ Y contable ⇒ X ∈ I ⇒
ĺım supX = 0). ■

Lema 8.3. Sea B un álgebra de Boole completa y ccc. Para todo Y ⊆ B+

no contable existe X ⊆ Y contable tal que ĺım supX > 0.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Y tiene
cardinal ℵ1. Sea Y = {aα : α < ω1}. Para cada α < ω1, sea bα :=

∨
ξ≥α aξ.

Luego, (bα)α<ω1 es decreciente. Veamos que existe α0 < ω1 tal que bα = bα0

para todo α0 ≤ α < ω1. Para cada α < ω1 notaremos α′ al ordinal sucesor de
α, y α∗ al primer ordinal ĺımite mayor que α (que existe por ser α < ω1).

Sean

T := {α < ω1 : bα > bα′} y T ′ := {bα ∧ −bα′ : α ∈ T}.

Afirmamos que T ′ es una anticadena de T . Sean α, β ∈ T con α ̸= β. Suponga-
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mos que α < β. Luego, α′ ≤ β, y por lo tanto bα′ ≥ bβ. Entonces −bα′ ∧bβ = 0,
que implica (bα ∧ −bα′) ∧ (bβ ∧ −bβ′) = 0.

Como B es ccc, T resulta ser contable. Sea α1 :=
∨

T . Luego, α1 < ω1

pues es unión contable de ordinales menores que ω1 (los elementos de T ). Por
construcción se sigue que si α2 := α′

1, entonces bα = bα′ para todo α2 ≤ α < ω1.
Sean

U := {α < ω1 : α ∈ L y bα > bα∗} y U ′ := {bα ∧ −bα∗ : α ∈ U},

donde L es la colección de los ordinales ĺımite. Notar que si α < ω1 entonces
α∗ < ω1 por ser α∗ contable. Razonando de manera similar a la anterior se
prueba que U ′ es contable, y tomando un ordinal α0 tal que

máx{α2,
∨

U} < α0 < ω1,

se sigue por inducción transfinita que bα = bα0 para todo α0 ≤ α < ω1.
Sea b := bα0 . Veamos que para cada α0 ≤ α < ω1 existe α < f(α) < ω1 tal

que

bα =
∨

α≤ξ<f(α)

aξ.

Sea α0 ≤ α < ω1. Para cada α < β < ω1 definimos cβ :=
∨

α≤ξ<β aξ. Luego,
(cβ)α<β<ω1 es creciente. Usando un argumento similar al de arriba se prueba
que existe α < f(α) < ω1 tal que cβ = cf(α) para todo f(α) ≤ β < ω1.
Afirmamos que bα =

∨
α≤ξ<f(α) aξ. Para eso basta ver que aξ ≤

∨
α≤ξ<f(α) aξ

para todo f(α) ≤ ξ < ω1. Luego, si f(α) ≤ ξ < ω1, resulta

aξ ≤
∨

α≤γ<ξ′

aγ = cξ′ = cf(α) =
∨

α≤γ<f(α)

aγ.

Si αn+1 := f(αn) para cada n ∈ ω y αω := ĺımn αn, definiendo

X := {aξ : α0 ≤ ξ < αω}

resulta X contable, y por lo tanto podemos escribir X = {ank
: k ∈ ω}. Luego,

como b = bα = cf(α) para todo α0 ≤ α < ω1, resulta que para cada j ∈ ω,∨
k≥j ank

= b, que implica que ĺım supX = b. ■
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9. Trabajo a futuro

Aśı como el concepto de medida en álgebras de Boole es una abstracción
del concepto de medida utilizada en Análisis, podemos del mismo modo definir
el concepto de medida exterior en álgebras de Boole como sigue.

Sea B un álgebra de Boole. Una medida exterior finitamente subadi-
tiva en B es una función µ∗ : B → R≥0 que verifica las siguientes condiciones:

(i) µ∗(0) = 0.
(ii) Si a, b ∈ B, entonces µ∗(a) ≤ µ∗(b).
(iii) Si a, b ∈ B, entonces µ∗(a ∨ b) ≤ µ∗(a) + µ∗(b).

Si B es una σ-álgebra de Boole, una medida exterior contablemente
subaditiva en B es una función µ∗ : B → R≥0 que verifica las condiciones (i)
y (ii) anteriores y (iv), donde

(iv) Si (an)n∈ω es una sucesión de elementos de B, entonces

µ∗

(∨
n

an

)
≤
∑
n

µ∗(an).

Es claro que toda medida exterior contablemente subaditiva definida en
una σ-álgebra de Boole es también finitamente subaditiva. Es importante des-
tacar que en la Teoŕıa de la Medida las álgebras de Boole que se consideran son
σ-álgebras de conjuntos y las medidas exteriores son siempre contablemente
subaditivas. Sin embargo, uno puede a través de la definición anterior debilitar
dichos conceptos y trabajar con medidas exteriores que sean solamente finita-
mente subaditivas. Notar tambien que toda submedida continua en el sentido
de Maharam es una medida exterior.

Sea B un álgebra de Boole (respectivamente σ-álgebra de Boole) y sea
µ∗ : B → R≥0 una medida exterior finitamente subaditiva (respectivamente
contablemente subaditiva). Un elemento a ∈ B se dice µ∗ medible si

µ∗(x) = µ∗(x ∧ a) + µ∗(x ∧ −a)

para todo x ∈ B.
Notaremos con Med(B) al conjunto de los elementos de B que son µ∗

medibles. Notar que a ∈ Med(B) si y sólo si µ∗(x ∧ a) + µ∗(x ∧ −a) ≤ µ∗(x)
para todo x ∈ B, ya que la otra desigualdad vale siempre.

Se puede demostrar la versión abstracta del hecho que los elementos medi-
bles determinan una subálgebra (ver [24]).

La siguiente lista es una serie de problemas a investigar en el futuro que
está en directa relación con el contenido de la tesis.

56



Problema I: Si B es un álgebra de Boole y S es una subálgebra de B,
determinar condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una
medida exterior finitamente subaditiva en B tal que Med(B) = S.

Problema II: Si B es un álgebra de Boole y S es una subálgebra de B,
determinar condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una
submedida continua en B tal que Med(B) = S.

Problema III: Dada una σ-álgebra de Boole B y una σ-subálgebra S
de B (es decir, una subálgebra cerrada por supremos contables), determinar
condiciones necesarias y suficientes sobre S para que exista una medida exterior
contablemente subaditiva en B tal que Med(B) = S.
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