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Introduccion

La teoria de nudos es una rama de la topologia dedicada al estudio y la clasificacién
de los nudos en el espacio tridimensional. Un nudo se forma al tomar una cuerda con dos
extremos, anudarla de alguna manera y luego unir esos extremos. Dos de estos nudos son
equivalentes, si es posible deformar el anudamiento de uno para que se vea igual que el
otro.

El propésito de esta teoria es clasificar los distintos tipos de nudos no equivalentes.
Para ello, se recurre a la basqueda de invariantes: herramientas matematicas disefiadas
para distinguir entre nudos que no son equivalentes y para demostrar propiedades sobre
ellos.

La teorfa de nudos tiene aplicaciones practicas en diversos campos de estudio. Por
ejemplo, en biologia molecular, los cientificos utilizan la teoria de nudos para compren-
der y modelar la estructura del ADN vy las proteinas. La capacidad de clasificar diferen-
tes formas de nudos es crucial para entender cémo se empaqueta y se replica el material
genético en las células. En fisica tedrica, los nudos se utilizan como modelos para des-
cribir fendmenos en la teoria de cuerdas y la teoria cuantica de campos. La clasificacion
de nudos proporciona una herramienta poderosa para identificar y estudiar las simetrias
fundamentales en el universo. Ademas, en la criptografia y la computacién cudntica, los
invariantes de nudos se utilizan como herramientas para el disefio de algoritmos y proto-
colos de seguridad. La capacidad de distinguir entre diferentes tipos de nudos es esencial
para garantizar la seguridad y la integridad de los sistemas de comunicacién y cifrado
en un entorno digital cada vez mas complejo.

Mucha de esta teoria se generaliza a links, que son uniones finitas de nudos que pue-
den entrelazarse entre si.

En esta tesis, abordaremos la teorfa mediante invariantes algebraicos de links, en-
focandonos particularmente en invariantes basados en estructuras algebraicas conocidas
como quandles, racks y biracks. Estas estructuras emergen del estudio de los diagramas
de links, una representacion grafica en el plano que permite trabajar con los links de
manera més tangible y accesible.

En el primer capitulo, veremos las nociones basicas y formales de nudos y links, co-
noceremos el invariante mas famoso, ademas de introducir los quandles y su relacién con
los diagramas de links.
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En el segundo capitulo, profundizaremos en los quandles definiendo los 2-cociclos, y
construiremos con ellos la funcién de particion, herramienta relacionada con la fisica que
involucra varias areas de la matemaética.

En el tercer capitulo, hablaremos de nudos enmarcados, una variaciéon del concepto
de nudos usando cintas en vez de sogas. Desarrollaremos también la teoria de racks y bi-
racks, estructuras algebraicas que permiten construir invariantes para links enmarcados.
Luego de eso, veremos como nos conducen al concepto de grupo universal de 2-cociclo,
un resultado fundamental desarrollado por M. Farinati y J. Galofre en [FG16].

En el cuarto capitulo, proporcionamos una guia basica del lenguaje de programacién
GAP y presentamos los cédigos desarrollados para esta tesis, con el fin de calcular los
invariantes discutidos en los capitulos anteriores.

Finalmente, en el anexo, se encuentran los c6digos listos para ser utilizados en GAP,
facilitando la implementacién préctica de los conceptos y algoritmos presentados hasta
el momento.

A través de esta tesis, esperamos proporcionar una introduccién accesible y practica
a algunos de los conceptos algebraicos que subyacen en el estudio de la teoria de nudos.
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Figura 1: Tabla de clasificacion de nudos elaborada por P.G.Tait



CAPITULO

Conceptos basicos

1.1. Nudos

Definicion 1.1. Un nudo (en R?) es una funcién inyectiva y continua « : S' — R?, donde
la circunferencia unitaria estad dada por S* = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1}.

Diremos que los nudos dados por las funciones o y 3 son equivalentes si y sélo si
existe una isotopia entre ellas, es decir, si existe una funcién continua H: S! x [0,1] — R3
tal que la funcién H;: z — H(z,t) esunnudo para todo t € [0,1], Hy = ay H; = .

Definicién 1.2. Un enlace (o link), es una unién de n nudos en el espacio que pueden
estar anudados entre si, es decir, es una funcién inyectiva y continua y : .S Ly ust 5 r3
donde n es la cantidad de circunferencias del dominio. Cada uno de estos nudos es una
componente del link. Dos links serdn equivalentes si existe una isotopia entre ellos.

Nos referiremos indistintamente a un nudo/link como la funcién inyectiva y conti-
nua, su imagen o su clase de equivalencia de tales funciones. Aseguramos que esto no
causara confusion alguna.

Una orientacién se define eligiendo una direccién para viajar alrededor del nudo.
Para orientar links, tomamos una orientacion de cada componente. Dos links orientados
serdn equivalentes si existe una isotopia H entre ellos que sea compatible con las orien-

taciones.

Para evitar casos molestos, como puede ser un nudo que se anude sobre si infinita-
mente, consideraremos tinicamente nudos equivalentes a nudos dados por poligonales,
0 sea por unién de segmentos. Estos nudos se llaman nudos mansos, y los que no sean
mansos se llamardn nudos salvajes. En la figura 1.1 mostramos un ejemplo de nudo sal-

vaje.
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Figura 1.1: Un ejemplo de nudo salvaje.

De aqui en adelante, nuestros nudos siempre seran mansos, y trabajaremos con links
que tengan como componentes nudos mansos.

En la practica, nuestros nudos poligonales tendrdn tantos segmentos que sera casi
imposible diferenciar a nuestra curva de una curva suave.

Sea K un link. Consideremos la proyeccién de K en el plano dada por

w: (z,y,2) = (z,9).

Un punto p € 7(K) es un punto multiple si 7—!(p) contiene mas de un punto de K. La
multiplicidad de p se define como el cardinal del conjunto 7~ (p) N K. Una proyecciéon
de K en el plano se dice genérica si tiene las siguientes propiedades: 1) hay una cantidad
finita de puntos de multiplicidad mayor a uno, 2) no hay puntos de multiplicidad mayor
que dos, y 3) no hay puntos dobles donde uno de los puntos es un vértice. La figura 1.2
muestra algunos ejemplos de cruces no admitidos en una proyeccioén genérica, el de la
izquierda por ser un punto triple y los otros dos por presentar vértices.

Con deformaciones continuas del nudo en el espacio, se puede ver que todo nudo
(manso) es equivalente a uno que admite una proyeccion genérica. Esto puede consultar-
se en [BZH14] por ejemplo.

Figura 1.2: Cruces no admitidos en el diagrama de un link dado por una poligonal.

Definicién 1.3. Un diagrama de un link K es una proyeccién genérica de K en el plano
donde en cada cruce (punto de multiplicidad dos) se puede distinguir qué segmento pa-
sa por arriba y qué segmento pasa por debajo. Para ilustrar esta situacion, el segmento
que pasa por debajo se dibuja cortado. Las componentes conexas del diagrama se lla-
man arcos. Para diagramas de links orientados, agregaremos una flecha al diagrama que
indique la orientacién.

Definicion 1.4. Cualquier nudo equivalente a S = {(z,y,0) € R? : 2% + ¢y? = 1} serd
considerado como el nudo trivial. En la préctica, no siempre es facil reconocer la triviali-
dad de un nudo. En la figura 1.3 vemos dos proyecciones distintas del nudo trivial. Una
proyeccién atin més curiosa del nudo trivial puede verse en la figura 1.4.
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Figura 1.3: Dos diagramas del nudo tri- Figura 1.4: Diagrama de Thistlethwaite
vial. del nudo trivial.

Ejemplo 1.1. Posiblemente el més reconocido ejemplo no trivial es el nudo trébol, deno-
tado por 31. Dos formas de representarlo se pueden ver en la figura 1.5, donde la primera
es una poligonal y la segunda es la curva en el espacio dada por :

{(z,y) € (C/$2 +1y2=0A \x|2 + |y\2 = ec 7}

/_7@

Figura 1.5: Dos proyecciones del nudo trébol

Ejemplo 1.2. El link no trivial més sencillo es el dado por dos nudos triviales enlazados
de la forma més simple. Este se puede apreciar en la figura 1.6 y se conoce como enlace
de Hopf. también tenemos otro link famoso con el mismo concepto, anudando tres nudos
triviales, como se puede ver en la figura 1.7, llamado anillos de Borromeo.

0 &

Figura 1.6: Enlace de Hopf Figura 1.7: Anillos de Borromeo

Operaciones con Nudos

Definicién 1.5. La imagen especular de un nudo se obtiene al aplicarle al nudo la trans-
formacion (x,y, z) — (z,y, —z). En la figura 1.8 vemos el nudo 3; y su imagen especular
m(31). Méas adelante, demostraremos que los nudos 3; y m(31) no son equivalentes.
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Figura 1.8: El nudo 3; (derecha) y su imagen especular m(3;) (izquierda).

Definicion 1.6. Si K es un nudo orientado, el reverso r(K) de K es K como conjunto

pero con la orientacién opuesta.
Ejemplo 1.3. El nudo 3; es equivalente al nudo 7(3;).

Ejemplo 1.4. El nudo 4;, comunmente llamado nudo 8 (ver figura 1.9) es totalmente
simétrico, es decir: los nudos 41, m(4;), r(41) y rm(41) son todos equivalentes.

Figura 1.9: El nudo 4;.

Ejemplo 1.5. El nudo 93, de la figura 1.10 es totalmente asimétrico, es decir: los nudos
932, m(932), r(932) y rm(932) son todos no equivalentes.

AN
@\D/

Figura 1.10: El nudo 93, es totalmente asimétrico.

Definicion 1.7. Dados dos nudos orientados K y L podemos obtener un nuevo nudo con
el siguiente procedimiento: quitamos un pedacito de arco de cada una de las proyecciones
de nuestros nudos y luego unimos los cuatro puntos finales obtenidos con dos nuevos
arcos (es importante que hagamos esto sin agregar nuevos cruces) tal como muestra la
figura 1.11. Esta operaciéon se denomina composiciéon de nudos. La composiciéon de los
nudos K y L se denota por K#L.

DD

Figura 1.11: Composicién de nudos.

No es dificil demostrar que la composicién de nudos es una operacién asociativa y

conmutativa y que el nudo trivial es el neutro de esta operacién.
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Definicién 1.8. Un nudo no trivial es primo si no puede descomponerse como la compo-
sicién de otros nudos no triviales. Un nudo es compuesto si no es primo.

El problema de determinar si un nudo dado es primo es extremadamente dificil. La
figura 1.12 contiene las proyecciones de los primeros nudos primos (salvo reverso e ima-
gen especular) donde cada nudo tiene a lo sumo siete cruces.

£ KN 2N oy K
S & &P o

Figura 1.12: Algunos nudos primos.

Ejemplo 1.6. Consideremos el nudo que se forma al componer dos nudos 3;. Este nudo
se conoce como el nudo de la abuela (o granny knot, en inglés), se denota por 31#31, y se
muestra a la izquierda en la figura 1.13.

Ejemplo 1.7. El nudo compuesto formado por 3; y su imagen especular m(3;) se conoce
como el nudo cuadrado (o square knot, en inglés), se denota por 31#m(31), y se muestra
a la derecha en la figura 1.13.

CESIREES

Figura 1.13: El nudo de la abuela (izquierda) y el nudo cuadrado (derecha) no son equi-
valentes.

Movimientos de Reidemeister

En 1926 Reidemeister vislumbré una forma combinatoria de verificar si dos nudos son
equivalentes. Basicamente, dos diagramas representardn al mismo nudo si y sélo si puede
pasarse de un diagrama al otro mediante una sucesién finita de ciertas transformaciones,
R1, R2 y R3, llamadas movimientos de Reidemeister. Hay tres de estos movimientos:
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H=0  RP=X VL

Figura 1.14: R4 Figura 1.15: R» Figura 1.16: R3

el primero se muestra en la figura 1.14, el segundo en la figura 1.15 y el tercero en la
tigura 1.16.

Teorema 1.1. (de Reidemeister) Dos nudos son equivalentes si y sélo si sus diagramas
estdn conectados por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en [Liv94].

Ejemplo 1.8. En la figura 1.17 se muestran las movidas realizadas para transformar el
diagrama del nudo trivial de la derecha de la figura 1.3 en el de la izquierda.

Figura 1.17: Sucesién de movimientos de Reidemeister

Observacion 1.1. El mismo desarrollo vale para links, ya que la invarianza es con respec-
to a la configuracion de cruces, independiente de lo que esté afuera de ese cruce.

Luego, dos links son equivalentes si y s6lo si sus diagramas estdn conectados por una
sucesion finita de movimientos de Reidemeister.

Grupo fundamental

Definicién 1.9. El grupo fundamental de un link K es el grupo de homotopia
™ (R%\ K)
Lo notamos 71 (K), recordando que trabajamos con su complemento.

Veamos cémo calcular el grupo fundamental de un link. Supongamos que K es un
link con n cruces. Dotamos a cada componente del link con una orientacién, y etiqueta-
mos los arcos de la proyeccién del link con las variables a;, as,as . ..
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Como se ve en la figura 1.18, el diagrama tendrd dos tipos de cruce: cruces positivos
y cruces negativos. Por cada cruce x del diagrama como el que vemos en la figura 1.18,
consideramos la relacién de Wirtinger r, = 1, donde r, = a;a;a; 'a; . Como nos in-
dica el siguiente teorema, el grupo fundamental de K es isomorfo al grupo dado por
los generadores ai,as,as3... y las relaciones de Wirtinger. Esta presentacion del grupo
fundamental se conoce como la presentacién de Wirtinger.

a; ap a; a;

7N
s X

a; a; a; ag

cruce negativo cruce positivo

Figura 1.18: Una orientacién da dos tipos de cruce. En ambos casos, la relacién de Wirtin-

ger es aiajai_l = ag.

Observacion 1.2. Le asociamos a cada componente del link una orientacion, pero esta no
influye en las relaciones que quedan al final. Asi que con cualquier orientacién, tendre-
mos la misma presentacién de Wirtinger.

Teorema 1.2. (de Wirtinger) Sea K un link y supongamos que K tiene una proyeccion
con n arcos y m cruces. Entonces

m(K) ~ (a1,a2,...,0n : 71,72, ..., Tm) (1.1)

donde las relaciones ry, . . ., , estdn dadas por las férmulas de Wirtinger. La ecuacién (1.1)
simboliza el cociente del grupo libre en a4, ..., a, por el menor subgrupo normal que
contiene a los elementos r1,. .., 7m.

Una demostracion de este teorema se puede ver en [BZH14].

Tietze fue el primero en calcular el grupo fundamental del nudo 3; en 1908. Ese mis-
mo afio conjeturé que dos nudos son equivalentes si y s6lo si sus complementos en R3
son homeomorfos.

En 1915 Dehn demostré que el grupo fundamental permite detectar la trivialidad
de un nudo. Més precisamente, el teorema de Dehn establece que un nudo es trivial si
y s6lo si el grupo fundamental del nudo es isomorfo a Z. Es importante remarcar que,
en general, es muy dificil determinar si un grupo finitamente presentado es isomorfo al
grupo trivial.

Muchos afios después, en 1989, Gordon y Luecke demostraron la veracidad de la
conjetura. Con lo cual, este invariante distingue entre nudos no equivalentes.
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Ejemplo 1.9. Vamos a calcular el grupo fundamental del nudo 3; que vemos en la figu-
ra 1.19. Las relaciones de Wirtinger son

1 1 —1
aiaa; = az, 203Gy =ai, 3410z = a2, (1.2)
y entonces,

-1 1 1
m1(31) ~ (a1,a2,a3 : ajaza; = as, a2a3a, = ai, A3aiG; = a2).

Figura 1.19: Etiquetas en los arcos de 3;

Vamos a utilizar el grupo 7 (3;) para demostrar la no trivialidad de 3;. Como existe
un morfismo sobreyectivo de grupos 7 (31) — S3 tal que

a; — (12), as — (23), ag — (13),

y el grupo simétrico S3 no es abeliano, se sigue que 71(31) es un grupo no abeliano. En
particular 7 (31) % Z y entonces el nudo 3; no es equivalente al nudo trivial.

Observacion 1.3. Notamos que para cualquier link, la imagen especular es un homeo-
morfismo entre los complementos de los respectivos links, por lo que los grupos funda-
mentales de esos espacios son isomorfos y por lo tanto el 7;(—) nunca puede distinguir
a K de m(K). Tampoco es posible distinguir con esta herramienta a K de r(K), debido a
que la orientacién de la curva en el espacio no interviene en el célculo del 71 (—).

Observacion 1.4. También es importante aclarar que el grupo fundamental es un inva-
riante que no distingue links, y un ejemplo de esto son los links K7 y K> de la figura 1.20.
Ambos tienen mismo grupo fundamental (puede verse en [Rol04]), pero no son equiva-
lentes como links. Esto lo veremos més adelante, cuando trabajemos con invariantes en
GAP.

S

N

Figura 1.20: Links K; y K>
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1.2. Quandles

La idea de quandle fue introducida de manera formal por David Joyce en 1982, quien
propuso esta estructura algebraica inspirado por los trabajos de Alexander, Conway y
Wraith, acerca de conjugacion de grupos. Joyce desarroll6 los quandles como herramien-
tas para producir invariantes de nudos, por las propiedades que estos tienen, y su rela-
cién con los diagramas.

Definicion 1.10. Un quandle es un par (X, <), donde X es un conjunto no vacio con una
operacion binaria X x X — X, (z,y) — x <y, tal que

w2 X = X, y— y<x es biyectiva, para todo z € X, (1.3)
(ray)<z=(x<z2)<(y<2) para todo z,y,z € X, (1.4)
rdxr ==z paratodoz € X. (1.5)

1

Notaremos — <~ z a la inversa de ;.

Definicion 1.11. Sean X e Y dos quandles. Una funcién f: X — Y es un morfismo de
quandles si f(z < 2) = f(x) < f(2') para todo z, 2" € X.

Ejemplo 1.10. Sea X un conjunto no vacio. Entonces X es un quandle con z <y = x para
todo z,y € X. Este quandle se denomina quandle trivial sobre X.

Ejemplo 1.11. Sean G un grupo y X una clase de conjugacién de G. Entonces X es un

quandle con z 1y =y~

xy para todo z,y € X.
Un grupo G con la operacion x <y = y~"zy" es llamado quandle de n-conjugacién.
El quandle asociado a la clase de conjugacién de g en G se llama quandle de conju-

gacién asociado a (la clase de) gen G.

Ejemplo 1.12. Sea M un Z[t, ¢t !]-médulo a izquierda. Definimos el quandle de Alexan-
der sobre M como el quandle dado por

xay=tr+ (1—1t)y para todo x,y € M. (1.6)

Veamos un caso particular de la contruccién del quandle de Alexander. Sea IF,, el cuer-
po de ¢ elementos, donde ¢ es una potencia de un niimero primo. Para cada ¢t € I, \ {0}
definimos el quandle de Alexander de tipo (¢,f) como el quandle sobre F, dado por
rx<ay =tx+ (1 —t)y paratodo z,y € F,,.

Ejemplo 1.13. Dado S C V con V un F-espacio vectorial, que es no degenerado con

respecto a la forma bilineal simétrica (—, —) : V' xV — F, S es un quandle con la operacién
dada por
Ty = y—2<$’y>x
(z, )

A esta estructura la llamamos quandle de Coxeter.
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Figura 1.21: Movimientos de Reidemeister orientados

1

Definicion 1.12. Una coloracién del diagrama de un link orientado K con el quandle X
es una asignacién C : {Arcos de K} — X que cumple la relacién a; < a; = ay, para cada
cruce negativo o positivo como muestra la Figura 1.18.

Notamos Colx (K) a la cantidad de coloraciones de K por X.

Observemos que siempre existirdn al menos |X| coloraciones del link orientado K
con el quandle X (las coloraciones triviales).

Por qué colorear? Ahora los quandles tienen color? Esto se dice asi ya que es una
generalizacion de un invariante de links llamado coloreos de Fox, que consiste en asignar
colores como etiquetas a cada arco.

Teorema 1.3. Colx(K) es invariante de links orientados.

Demostracién. Sean D1 y D2 dos diagramas de un link K. Luego estan conectados por
un nimero finito de movidas de Reidemeister. Considerando las posibles orientaciones
de los cruces, vemos que tenemos 8 configuraciones con los arcos etiquetados, como se
muestra en la figura 1.21. Para cada movimiento, tenemos que comprobar que hay una
biyeccién en los etiquetados, es decir, que la cantidad de coloraciones es la misma para
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ambos casos. Por ejemplo, al considerar el primer movimiento (esquina superior izquier-
da), tenemos un arco entrante a;, y uno saliente as. Pero el saliente debe cumplir la re-
lacién a <a; = ap con lo cual a; = ay por propiedades de quandle. Entonces vamos a
tener una sola etiqueta, al igual que en el diagrama recto de la derecha. Por lo tanto es
invariante por este movimiento.

Para el segundo movimiento de Reidemeister, tomamos los diagramas de la parte
izquierda de la figura 1.21. Para cualquier orientacién del arco izquierdo, tenemos que
ay =a;<d b y eso implica que az = a2 <4b = a1 a4 1bab=a;.Los diagramas de la derecha
son andlogos, con el signo de los cruces invertido.

En cuanto al tercer movimiento, haremos s6lo uno de los posibles casos, y dejaremos
el resto como ejercicio para el lector, ya que todos usan la misma idea. Tomemos el primer
Rs3 de la figura 1.21, que aparece del lado izquierdo. Nuevamente, para ambas orienta-
ciones posibles, vamos a tener que las relaciones son las mismas. Por la parte izquierda,
obtenemos que:

as = ay < by, by = by <ac, a3:a2<lc:(a1<1_1b1)<1c
Mientras que para el diagrama del lado derecho obtenemos:
as = a1 <c, by = by <c, a3:a2<_lbgz(a1<lc)<l_1(b1<lc)
Como nos interesan las expresiones finales de los arcos, y en ambos diagramas las expre-
siones de by coinciden, nos resta ver que las de a3 son la misma.
Aplicando — < (b; < ¢) obtenemos por un lado:
(a1 <c) <t (by<ac)a(bi<c)=ai<c

Mientras que por el otro lado tenemos:

(a1 <o) <e)a(byac) =

(a1 <71 by) aby)ac=

a1 dc
Con lo cual coinciden y por ello la cantidad de coloraciones es invariante. O

Ejemplo 1.14. Veamos que el nudo 4; puede colorearse de forma no trivial con un quand-
le de Alexander (tomando cualquier orientacién, ya que es totalmente simétrico). Consi-
deremos el cuerpo

Fy =Folt)/(t* +t+1) = {0,1,t,t + 1},

y sea X el quandle de Alexander de tipo (4,t). Las coloraciones con X del diagrama de
la figura 1.22 son las soluciones (a, b, ¢, d) € Fy4 del sistema de ecuaciones

(I1-tha+tc=d, (1—-t)b+ta=d, w7
(1—t)c+ta=b, (1—t)d+tc=0. '

Como (a,b,c,d) = (0,1,t,¢t + 1) es una solucién de (1.7), el nudo 4; admite entonces
al menos una coloracién con X no trivial. Asi demostramos la no trivialidad del nudo 4;.
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Figura 1.22: Una coloracién del nudo 4;.
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CAPITULO

State sum: suma de estados

2.1. Cohomologia de quandles

Sean A un grupo abeliano (escrito multiplicativamente), X un quandle,y f: X x X —
A una funcién. Sobre el conjunto A x X definimos la operaciéon

(a,z)<(b,y) = (af(z,y),x<y) paratodo (z,a),(y,b) € Ax X. (2.1)

Es facil demostrar que la operacion (2.1) define una estructura de quandle sobre A x X
si y solo si:

flz,z) =1, paratodo x € X, (2.2)
flz,2)f(x<az,y<z) = f(z,y)f(x <y, 2) paratodo z,y,z € X. (2.3)

Como ejemplo, demostremos la distributividad. Sean z,y,2 € X y a,b,c € A. Un
célculo directo nos muestra que

((a,z) < (byy)) < (e, 2) = (af (z,y),z<y) < (c, 2)
= (af(z,y)f(z 1y, 2), (x<1y) 22),

y por otro lado,

((a,z) < (e, 2)) a((b,y) <(c, 2)) = (af (z,2), 2 292) < (bf (y,2),y < 2)
= (af(z,2)f(x<z,y<z),(x<z)<(y<z))

Como X es un quandle, tenemos entonces que la condicién (2.3) es equivalente a la
distributividad de la operacién binaria en X x A.

19
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Definicién 2.1. Una funcién f : X x X — A que satisface las condiciones (2.2) y (2.3) se
llama 2-cociclo del quandle X con coeficientes en A.

Ejemplo 2.1. Para el quandle trivial z <y = =, cualquier funcién que cumpla
flz,z) =1 Ve e X
es un 2-cociclo.

Ejemplo 2.2. Sea X el quandle de conjugacion asociado a la clase de (1234) en S, y sea
A= (o) ={1,0,0?, 03} el grupo ciclico de orden cuatro (escrito multiplicativamente). La
funcién f: X x X — A dada por el cuadro 2.1, donde las filas son los z y las columnas
son las y:

Foo|(1234) (1432) (1342) (1243) (1324) (1423)
(1234) 1 o o? o? o o3
(1432) o 1 o? 1 o3 o3
(1342) o? o 1 o o? o3
(1243) od o? o 1 1 o3
(1324) o o o o 1 o
(1423) | 1 1 1 1 o 1

Cuadro 2.1: 2-cociclo f

es un 2-cociclo de X con coeficientes en A.

Definicién 2.2. El quandle sobre X x A definido por (2.1) se llama extensién abeliana de
X por el grupo abeliano A y el 2-cociclo f, y se denota por X xf A.

Ejemplo 2.3. Veremos que el nudo de la abuela 3;#3; y el nudo cuadrado 3;#m(3;) de
la figura 2.1 no son equivalentes. Sean X el quandle de conjugacién asociado a la clase
de (1234) en Sy y f el 2-cociclo de X del cuadro 2.1. Consideremos la extension X x ¢ A
dada por

(z,0%) 4 (y,0?) = (x<ay,d’ f(x,y)) paratodox,y € X, i,5 € {0,...3}.

TR

Figura 2.1: El nudo de la abuela 3;#3; (izquierda) y el nudo cuadrado 31#m(3;) (dere-
cha)

La extension abeliana X x y A nos permite distinguir el nudo de la abuela del nudo
cuadrado. Con ayuda computacional (que veremos en el capitulo 4), se puede chequear
que la cantidad de coloreos para el nudo de la abuela con este quandle es:

Colxx,;4(31#31) = 24, (2.4)
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mientras que para el nudo cuadrado, tenemos:
COIXXfA(Sl #m(31)) = 408. (2.5)

Con lo cual tenemos que son nudos no triviales y no equivalentes.

Cada 2-cociclo de un quandle X nos permite definir una extensién abeliana de X.
Estos 2-cociclos son en realidad 2-cociclos en una teoria de cohomologia de quandles. Tal
como pasa en la teorfa de grupos, las clases de equivalencia de extensiones abelianas del
quandle X por el grupo abeliano A estdn en correspondencia biyectiva con las clases de
equivalencia de 2-cociclos de X con coeficientes en A.

2.2. Invariante por 2-cociclos

La funcién de particiéon es un concepto que proviene de la mecanica estadistica y
fisica matematica, asociada con la teoria de campos topolédgica llamada teoria de Chern-
Simons. Esta misma es una cantidad que resume toda la informacién sobre los estados
cudnticos del sistema.

Definicién 2.3. Fijemos un grupo abeliano A (escrito multiplicativamente) y un link
orientado K. Sean X un quandle finito, f: X x X — A un 2-cociclo de X con coefi-
cientes en Ay C: {Arcos de K} — X una coloracién de K. En cada cruce como el que
vemos en la figura 2.2 se define el peso de Boltzmann w(C, x) (con respecto al 2-cociclo
f,alacoloracién C y al cruce x ) como el elemento de A dado por la expresion:

€.x) f(aj,a;)~" siel cruce es negativo
wrll, X) =
f(bj,b:) si el cruce es positivo

a; /ak bj\ b
¥ X

3 @i b; bi
cruce negativo cruce positivo

flaj a;)? f(bj,b;)

Figura 2.2: Pesos asociados a cada cruce
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Definicion 2.4. La funcién de particién (o state-sum) Zy ((K) del link orientado K,
asociada al quandle X y al 2-cociclo f, es la expresion

Zx p(K) =Y _JJwrC.x), (2.6)
C x

donde el producto se toma sobre todos los cruces x que tiene el diagrama del link K y
la suma se toma sobre todos las coloraciones C de K dadas por el quandle X. La férmu-
la (2.6) define un elemento de Z[A], el anillo de grupo de A.

Ejemplo 2.4. Consideramos el nudo trébol K = 3; representado con el diagrama de
trenza de la Figura (2.3). Sea X = Zs[t]/(t*> + t + 1) el quandle de Alexander con z <
y =tz + (1 — t)y. Se puede comprobar facilmente que etiquetando con cualquier par de
elementos de X los arcos superiores del primer cruce del nudo, queda determinado un
coloreo del nudo por X (ver Figura 2.4). Entonces Col x (K) = 42.

Figura 2.3: Nudo trébol trenzado K

Sea A el grupo abeliano (en forma aditiva) dado por X pero con la operaciéon del
modulo. Consideramos la funciéon ¢ : X x X — A dada por ¢(z,y) = (z — y)*y. Veamos
que es un 2-cociclo (escrito de forma aditiva):

Primero vemos que ¢(z,r) = (x — x)*r = 0, asi que cumple (2.2). Para chequear que
cumple (2.3), uso las propiedades de A, como que t* = 1, (x < y)? = (tz)? + ty* o que
(@ +y)?=2"+y%

Con esto obtenemos que

o(z,y) + d(zay,2) = (z — y)’y + sz <y, tz + (1 — )y, 2)
= (@ + ")y + ((tr + 1+ t)y)* + 2%)z (2.7)
=2y + P + (tr)?2 + ty*z + 2P

Por otro lado,
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Figura 2.4: Coloraciones del nudo trenzado 3,
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d(x,2)+ Pz az,yaz) =222+ 22+ [(z92)? + (y<2)%(y<a2)

=222+ 2% + [((tx)* + t22) + ((ty)? + t22)](ty + 2 + t2)
= 2% 2+ [(Baty + (2)%) + (t9)° + (82)%)
+[((t)%2 + t2%) + ((ty)?2 + t2°)] + [(£P2?2 + 1223) + (ByP2 + 1223))
= 2?24+ 2+ 2%y + P + (L)% + (ty) %2 + 222 4+ %2
=22 4+ 2%y + o° + (tx)%2 + ty?2
= 2%y + > + (tr)’z +ty?2 + 28

(2.8)

asi que coinciden y cumplen las condiciones de ser 2-cociclo.
Para calcular los pesos de Boltzmann, conseguimos los valores de ¢(x,y), donde las
filas son los z y las columnas son las y:

o |0 1 t t+1
0 |0 1 1 1
1 [0 0 t+1 ¢
t |0 ¢ 0 t+1
t+1/0 t+1 ¢ 0

Ahora, podemos considerar los pesos de Boltzmann en cada cruce y armarnos la fun-
cién de particién. Solo que el grupo A estd escrito en forma aditiva. Pero esto lo solucio-
namos facilmente con un cambio de notacién:

e’ ="t Va,be A

Esta nueva escritura, nos permite considerar a (A4, -) con este producto, y cada sumando
de la funcién serd un elemento de Z[A], dado por alguna de estas coloraciones:

[ ws(Cr.x) = 6(0,0).6(0,0).6(0,0) = €. €. ¢ = ¢°
]iwﬂ@&)=¢mﬂ)ﬂLt+D¢@+L0%:&ﬁﬁ£:eHl
thw%w:¢mw¢@n¢uny=éeﬁézd“
thm%m:¢m¢+n¢@+Lw¢@m=m¥aﬁ0:&“
]?[cuf(c5,xj = ¢(1,1).4(1,1).0(1,1) = €. €. ¥ = &Y

X

[ ws(Cox) = 6(1,0).0(0,1).0(t, 1) = €% €' " = €'
X
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wa(@, X) = o(1,1).0(t, t +1).0(t +1,1) = e!TL et FL = (i1
wa Cs,X) = d(1,t +1).0(t+1,0).0(0,1) = e'. . &' = !
wa Co,x) = o(t,1).0(t,1).0(t,t) = €. °. ¥ = "

wa C10,X) = 6(£,0).6(0,t + 1).¢(t + 1, 1) = €. el &' = !

wa Ci1,X) = (£, 1).0(1,0).0(0,1) = e'. V. ! = et}

wa (Cra, X) = d(t, t +1).0(t +1,1).0(1,1) = et et L el = et
wa Ciz, X) = ¢t + 1,t +1).¢(t + 1, +1).0(t + 1,t + 1) = e’ . ¥ = ¢°
wa Cia,x) = d(t +1,0).6(0,1).6(1,t + 1) = €. e!. et = /!

wa (Cis,X) = bt +1,1).0(1,1).0(t, t + 1) = et L et = (tHl
wa Ci6,X) = (t + 1,).6(£,0).6(0,t + 1) = e'. V. e = '™

y entonces la funcién de particién de 3; y ¢, elemento de Z[A], es

Zx5(31) = 4e” 4 12¢'!

Probemos ahora que realmente esta definicion es invariante.
Teorema 2.1. La funcién de particion Zx  es un invariante de links orientados.

Demostracién. Tenemos que demostrar que el producto de los pesos de Boltzmann es
invariante bajo las versiones orientadas de los movimientos de Reidemeister.

Consideremos el primer movimiento de Reidemeister. Tal como muestra la parte su-
perior de la Figura 1.21, hay dos orientaciones posibles para tener en cuenta.

En ambos casos, si suponemos que el arco superior tiene etiqueta a; € X, entonces
en el tnico cruce y que tiene el diagrama tendremos el valor f(ay,a;)* "), Como f
es un 2-cociclo, f(aj,a;) = 1, asi que como factor multiplicativo, aporta lo mismo que
el arco recto sin cruces. Luego, el primer movimiento de Reidemeister deja invariante al
producto de los pesos de Boltzmann.

Consideremos ahora el segundo movimiento. Aqui tenemos cuatro posibles diagra-
mas orientados. Por ejemplo, en el de la figura 2.5, si etiquetamos el arco que pasa por
arriba con a; € X y el arco entrante que pasa por debajo con az € X entonces, como para
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ambos diagramas tenemos un cruce positivo y uno negativo, el producto de los pesos de
Boltzmann es f(az,a1)f(az,a1)~! = 1. Luego, el segundo movimiento de Reidemeister
también deja invariante al producto de los pesos de Boltzmann.

a2
ay )CL2 day a2 a
‘GQ

Figura 2.5: Configuracién posible para el segundo movimiento de Reidemeister.

Para finalizar, tenemos que demostrar que el tercer movimiento de Reidemeister deja
invariante al producto de los pesos de Boltzmann. Hay ocho casos para verificar, pero
hagamos como ejemplo el caso que se corresponde con la figura 2.6 y dejemos el resto
como ejercicio. Una cuenta detallada de estos casos, un poco mas general (sirve para el
capitulo siguiente también), se puede ver en [FG16].

25

Figura 2.6: Otra de las configuraciones posibles para el tercer movimiento de Reidemeis-
ter.

Si calculamos el producto de los pesos de Boltzmann sobre los tres cruces que tie-
nen los diagramas de la figura 2.6 vemos que este producto es invariante por el tercer
movimiento de Reidemeister si y s6lo si

fla<b,c)f(b,c)f(a,b) = f(b,c)fla<c,bac)f(a,c).

Como A es un grupo abeliano, al cancelar f(b, ¢c) en ambos miembros obtenemos el resul-
tado deseado, debido a que f es un 2-cociclo. O

Observacion 2.1. La ecuacién anterior es otra posible motivaciéon de la definiciéon de 2-
cociclo, de forma independiente de la teoria de extensiones:

Se puede definir un 2-cociclo como una funcién tal que si se la utiliza como
peso, entonces resulte invariante por los movimientos de Reidemeister.

Notablemente esta definicién resulta equivalente al punto de vista de la construccién de
extensiones.

Ejemplo 2.5. Vamos a dar otra prueba de que el nudo de la abuela no es equivalente al
nudo cuadrado. Vamos a utilizar los mismos quandle X y 2-cociclo f que vimos cuando
mostramos que no son equivalentes en el Ejemplo 2.3 (el quandle de conjugacién y el
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2-cociclo del Cuadro 2.1). El invariante dado por X y el 2-cociclo f para el nudo de la
abuela nos da un elemento de Z[A] que es:

Zx 1(31#31) = 6 + 480 + 9607,
mientras que para el nudo cuadrado es:
Zx 1 (31#m(31)) = 102 + 240 + 240°.
Esto nos muestra que el nudo de la abuela no es equivalente al nudo cuadrado.

Ejemplo 2.6. En este ejemplo vamos a distinguir el nudo 3; de su imagen especular
m(31), que podemos ver en la figura 2.7. Volvemos a considerar el quandle X y el 2-
cociclo f de X que vimos en el ejemplo anterior. Computacionalmente, obtenemos que:

Zx;(31) =6+ 240,  Zx ;(m(31)) = 6+ 24o0.

Esto nos dice que los nudos 3; y m(3;) no son equivalentes.

&b &

Figura 2.7: El nudo 3; (derecha) y su imagen especular m(3;) (izquierda).



CAPITULO

Generalizaciones

Nuestro siguiente paso es generalizar las ideas de invariantes de links por 2-cociclos
de quandles para links enmarcados, usando racks y posteriormente biracks, generaliza-
ciones de los quandles.

3.1. Nudos enmarcados

Definicion 3.1. Unnudo enmarcado (framed knot) es un par (X, V') donde K es un nudo,
y V es un campo vectorial nunca nulo, normal a K, llamado enmarcacién (ver Figura 3.1).
La longitud de los vectores es irrelevante (asi que la asumimos uniforme).

Un nudo enmarcado puede verse como una cinta que fue anudada en el espacio,
permitiendo hacer un niimero par de medios giros, y pegando finalmente los extremos
(ver Figuras 3.2 y 3.3).

Observemos que el niimero de medios giros es par para asegurar la continuidad del
campo vectorial.

Figura 3.1: Nudo enmarcado Figura 3.2: Cinta Anudada

Un link enmarcado es un link cuyas componentes son nudos enmarcados.

Definicién 3.2. Dos links enmarcados son equivalentes si existe una isotopia entre ellos.

28
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Figura 3.3: Equivalencia entre nudos enmarcados y cintas

Observacion 3.1. Podemos plantear los movimientos de Reidemeister para links enmar-
cados, pero tendriamos que cambiar el primero, ya que hacer el movimiento R; para una
cinta, es girar la cinta 360 grados, como muestra la Figura 3.4. A estos giros, los llama-
mos twists, y una idea visual de estos aparece en la misma figura, como una parte de la
estructura de hélice del ADN.

Entonces, vamos a considerar un movimiento R;" que sea una equivalencia entre la
cinta recta y la cinta con dos giros opuestos consecutivos, como vemos en la figura 3.5

ey M/Cl‘\
-2
.Au"‘/{l.'

Figura 3.4: Equivalencias del twist en la cinta, y el twist, con sus diagramas planares (a
izquierda)

Observacion 3.2. Podemos ademds, mediante movimientos de tipo Ry, llevar un diagra-
ma dado de K (con posibles giros en la cinta) a un diagrama planar, donde podemos
pensarlo como una cinta plasmada sobre una hoja, con estos twists.

Esto nos da una mejor idea de como es el diagrama general, ya que podemos agru-
par todos estos twists como una sucesion de giros, de los cuales puede llegar a haber
simplificaciones mediante el movimiento R;’".

Finalmente a la cantidad de twists restantes luego de simplificar, se la conoce como
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Figura 3.5: Nuevo movimiento R+’

nimero de twist del nudo enmarcado, es decir, la cantidad de giros de 360° que presenta
su campo vectorial.

Ejemplo 3.1. En la figura 3.6 podemos ver un link enmarcado y su diagrama planar
correspondiente

o

Figura 3.6: Un link enmarcado y su diagrama planar

3.2. Racks

Definicion 3.3. Un rack es un par (X, <), donde X es un conjunto no vacio con una
operacion binaria X x X — X, (z,y) — x <y, tal que

vzt X = X, y— y<x esbiyectiva, paratodoz € X, (3.1)
(x<y)<az=(x<z)d(y<z) para todo z,y,z € X. (3.2)

Observemos que un quandle es un rack que cumple x <z = z para todo z € X.

Ejemplo 3.2. Un conjunto X con la biyeccién ¢ : X — X es un rack con la operacién
x <y = o(x). Este se llama rack de accién constante.
Notar que si ¢ # Id, entonces X no serd un quandle.
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Ejemplo 3.3. Dados un grupo Gy un elemento fijo u € G, podemos darle estructura de

rack con la operacién z <y := y~ tuyz.

Efectivamente, por un lado tenemos:
(xay)<z= (yuy 'x) <z = zuz yuy 'z

y por otro tenemos que vale:

1

(x<az)<(y<z) = (zuz"tz) < (zuz"'y)

1

= (zuz ) u(zuz"ty) L (zuz" )

-1 1

= (zuz ) u(y tzu 27 (zuz )
= zuz_lyuy_lm

Ademds, es claro que este rack es quandle si y sélo si u es el neutro del grupo (y
en este caso la operacion es la identidad en z). También, podemos observar que si G es
abeliano, nos queda un rack de permutacién.

Ejemplo 3.4. Consideramos A = Z[t,t~!,s]/(s> — (1 — t)s). Luego, cualquier M que sea
un A-médulo, es un rack bajo la operacién

Ty =tx + sy

A este tipo de racks se los llama (¢, s)-racks. Por ejemplo, podemos tomar M = Z, y
t,s € M tal que med(n,t) = 1y s? = (1 —t)s.

Observemos que esta construccion generaliza los quandles de Alexander, ya que estos
sonel casoenel que s = (1 —t).

Ejemplo 3.5. Un ejemplo donde un (¢, s)-rack no es un quandle, es X = Z4 = {1,2,3,4}
cont=1ys=4.Estoyaquex <z =3z # x.

A continuacién, veremos un resultado técnico que nos serd de utilidad un poco mas
adelante.

Definicion 3.4. Sean X e Y dos racks. Una funcién f: X — Y es un morfismo de racks
si f(x<a') = f(x) < f(2') para todo z, 2" € X.

Definicién 3.5. Dado un rack X se define la funcién ¢ : X — X como ¢(z) = z < z.
Teorema 3.1. Sea X un rack, entonces

p(x) ay = p(xay)

rAp(y) =y

en particular, ¢ es morfismo de racks.
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Demostracion. Para la primera igualdad tenemos:
p(r)ay = (z42) 9y = (z<y) < (z 9y) = p(r <y)
Para la segunda, como — <y es un morfismo de racks, — <~ ! y también lo es, y luego

rap(y) =xdy

equivale a
(zapy)<y=(@zay<'y==z
Pero
(zapy)<ty=@ay ale@) < y) =@y <(yay)<y) =@y ay==z
N

Pero ademads, ¢ pertenece a una familia de morfismos que tienen muy buenas propie-
dades, y eso nos permitira concluir que es un automorfismo.
Empecemos definiendo esta familia:

Definicién 3.6. Un morfismo de racks f : X — X que verifica

flxay) = f(z) <y

se llamard un morfismo lineal a derecha. En particular, si es automorfismo de racks, esto
implica z <y = = < f(y).

Proposicion 3.1. Si X esunracky f : X — X un automorfismo de racks que es lineal a
derecha, entonces (X, <) con la operacion

rapy = f(z)y = f(xay) = f(x) < f(y)

es un rack. Ademas, f resulta un automorfismo de racks lineal a derecha para esta nueva
estructura.

Demostracion.
(zapy) 4y z = (flx) ay) 9 2 = f(f(2) ay) a2 = (f*(x) ay) <2
A suvez,
(w<p 2) <5 (y<p 2) = (f(@) 92) ¢ (f(y) 02) = (F*(2) 92) < (f(y) <)

y usando la ecuacién de rack

= (fA(2) 2 f(y) 0z = (f*(z) ay) a2

Esto muestra que es un rack. Para ver que f sea lineal a derecha con la estructura <y,
usamos su definicion:

flzapy) = f(f(z)ay) = fA(z) ay
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y asuvez

fx)apy = f(f(x)) <y

U
Lema 3.1. Si (X, <) es un rack, entonces (X, <~ 1) también.
Demostracién. Es claro que — alyes biyectiva, ahora de la ecuacién de rack,
(r<ay)<z=(x<z2)<(y<z2)
vemos que — < z es un morfismo de racks, por lo tanto — <~! z también:
(zay)<atz=(zal2)a(y<t2)
y si hacemos el cambio de variable
(2,,2) > (',9,2) = (@99, 2)
tenemos = = 2/ <~ ! y, y la ecuacion anterior se escribe como
(zay)<stz=(zat)aya )=/ lz=(a y)atz)ayalz)
Si aplicamos <! (y <! 2) en ambos lados de la igualdad, obtenemos
(a2t yat)=(@' a7ty <tz
O

Observacién 3.3. Si f : X — X es un morfismo de rack para <, lo es para <! ya que,

f@)=f((z<a y)ay) = fla<y) 2 f(y)

y aplicando <! f(y) en ambos miembros obtenemos

fla)< ' fly) = flz<y)

Similarmente, si f ademas es lineal a derecha, entonces

f@)=f(@<yay) = flaay)
y por lo tanto
fl@)<ty=fla"y)

Es decir, f es lineal a derecha para la estructura <~ 1. Lo mismo ocurre si es lineal a iz-
quierda.
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Corolario: La funciéni: X — X dada pori(z) := x <~

x es un morfismo de racks que
es lineal a derecha y que es inverso de ¢(x) = < 2. En consecuencia, tanto i como ¢ son

automorfismos.

Demostracion. Llamemos i4 para indicar la dependecia de la estructura de rack. Notamos
que iq = -1, por lo tanto i, es morfismo lineal a derecha tanto para < como para <™.

Ahora calculamos

Anélogamente

Observacion 3.4. Podemos desarrollar con los racks, una teoria andloga a quandles apli-
cados a links, pero ahora para links enmarcados.

Definicién 3.7. Una coloracién del diagrama de un link enmarcado orientado K con
el rack X es una asignacién C : {Semi-arcos de K} — X que cumple en cada cruce la
relacion a; < a; = ay, para cada cruce negativo o positivo como muestra la Figura 1.18.
Notamos RColx (K') a la cantidad de coloraciones de K por X.

Teorema 3.2. RColy (K) es invariante de links enmarcados orientados.

Demostracion. Para demostrar esto, basta chequearlo para el movimiento R+, ya que los
demads, son iguales al caso de quandle.

Hagamoslo para el primer caso de la Figura 3.5, el otro es andlogo. Consideramos
etiquetas en cada arco, y usando la relacién de rack que se impone en cada cruce, tenemos
un etiquetado como el de la Figura 3.7. Esto ya que el cruce superior me indica que el
arco del centro es a <! a = i(a). Y en el siguiente cruce, este arco central me brinda la
informacién de que b = i(a) < b, y por ser un automorfismo lineal a derecha, vale que
b = i(a < b) y aplicandole la inversa de ¢ obtenemos que b <b = ¢(i(a <b)) = a <b.
Finalmente, usamos que — <z : X — X,z — x < 2 es biyectivo para concluir que a = b.

Ul

Definicién 3.8. Dados A un grupo abeliano (escrito multiplicativamente) y X un rack,
una funcién f : X x X — A que cumple

flz,2)f(x<az,y<z) = f(x,y)f(x<y,z) paratodoz,y,z € X.

se llama 2-cociclo del rack X con coeficientes en A.
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a<ta ! )
b p ‘ Q .

Figura 3.7: Invarianza por el R+’

Definicién 3.9. Fijemos un grupo abeliano A (escrito multiplicativamente) y un nudo
enmarcado orientado K. Sean X un rack finito, C: R(K) — X una coloracién de K y
f: X xX — Aun 2-cociclo de X con coeficientes en A. En cada cruce como el que vemos
en la figura 2.2 (igual que el caso quandle) se define el peso de Boltzmann Rw((C, x) (con
respecto a la coloracién C, al 2-cociclo f y al cruce x ) como el elemento de A dado por la
expresion

a;i,a;)"! siel cruce es negativo
Ruwy (€, x) = .o . >
f(bj,b;) si el cruce es positivo

Definicién 3.10. La funcién de particion RZx ;(K') del link enmarcado orientado K
(asociada al rack X y al 2-cociclo f) es la expresién

RZx ;(K) =Y ] Rws(C.x), (3.3)
C x

donde el producto se toma sobre todos los cruces x que tiene el diagrama del link enmar-
cado K y la suma se toma sobre todos las coloraciones C de K dadas por el rack X. La
formula (3.3) define un elemento de Z[A], el anillo de grupo de A.

Teorema 3.3. La funcién de particion RZx ¢ es un invariante de link enmarcados orien-
tados.

La demostracién es andloga al caso de quandles, solo que esta vez tenemos R;’. Pero
este diagrama consiste en dos giros opuestos consecutivos, e igual que en el caso de R,
esto da pesos de Boltzmann inversos, que se cancelan entre si.

3.3. Ecuacion de trenzas y biracks

La ecuacién de trenzas (ver figura 3.8), es una condicién de composicion de opera-
ciones de conjuntos, que graficamente es similar a nuestro movimiento de Reidemeister
R3. Ademas, tiene una estrecha relacién con la llamada ecuacién de Yang-Baxter, que
proviene de la fisica. Esta tiltima no es la misma ecuacién, pero se puede demostrar que
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(0 x Id) \/\ \/\ (Id % o)
i [ S et
(a><o Id) \/\ X (Idox o)

Figura 3.8: Ecuacién de trenzas

es equivalente encontrar soluciones para cualquiera de las dos ecuaciones. Para més in-
formacién, se puede consultar [ESS99].

Por esta razon, nos referiremos a la ecuacion de trenzas y a la ecuaciéon de Yang-Baxter
indistintamente.

Definicién 3.11. Una solucién conjuntista de la ecuacién de Yang-Baxter es un par
(X,0) donde X es un conjuntoy ¢ : X x X — X x X es una funcién biyectiva que
satisface:

(Id x o)(o x Id)(Id x o) = (0 x Id)(Id x 0)(c x Id)

Notamos o(z,y) = (o1(z,y), o2(z,y)).

Definicién 3.12. Una solucién (X, o) se dice birack si satisface:
1. Para todo z, z € X existe un tnico y € X tal que o1(x,y) = 2
2. Para todo y,t € X existe un tinico = € X tal que oz(x,y) =1t

A estas dos condiciones las llamamos condiciones de no degeneracién. Observemos que
pedir la no degeneracién es equivalente a pedir que se cumpla:

= Existe una tinica funcién inversible S : X x X — X x X que cumple
S(‘Taal(x7y)) = (y,UQ(l',y)) V.I,yEX (34)

Por comodidad en algunas cuentas, usaremos también o1 (z,y) = g,(y) y o2(z,y) =
fy(z), para enfatizar que se trata de funciones biyectivas.

Definicién 3.13. Un birack se dice biquandle si dado zy € X existe un tnico yp € X tal
que o(zo,yo) = (x0, Yo)- Es decir, si existe una funcién biyectiva s : X — X tal que

{(z,y) e X x X : o(z,y) = (z,y)} ={(z,s(x)) e X x X : z€ X}
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También observamos que los biquandles y biracks generalizan a los quandles y los
racks yaque o : X x X — X x X de la forma o(z,y) = (v, f(x,y)) es un birack si y
solosi z <y := f(x,y) brinda a X estructura de rack; y es biquandle si y solo si, brinda
estructura de quandle.

Definicion 3.14. Un birack (X, o) se dice diagonalmente biyectivo si la funcién S defini-
da en la ecuacién 3.4 y su inversa S~!, cumplen que las composiciones Si' o Ay S¥' o A
son biyectivas, donde A : X — X x X es la funcién diagonal, dada por A(z) = (z, x).

Veremos mds adelante que si X es finito, la propiedad de ser diagonalmente biyectivo
se sigue de la definicion de birack. Pero primero, veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.6. Dado X un conjunto arbitrario con la operacién o(z,y) = (y, ), obtenemos
un birack llamado Flip. Ademas es un biquandle con s = Id.

Ejemplo 3.7. Sea X = {z, y} con la operacién o tal que

o(x,z) = (z,z), olz,y)=z), oyz)=y2x), ooyy =y

Este es un birack (un biquandle de hecho), que no es de la forma o(z,y) = (y, z <y) para
< una estructura de rack.

Ejemplo 3.8. Sea M un k[r*!, t¥!]-médulo, entonces

o(z,y) = (ra,tz + (1 — rt)y)
es un birack, llamado bialexander. Ademés es un biquandle con la funcién s(x) = r~ 'z,

y generaliza el quandle de Alexander, que se obtiene tomando r = 1.

Ejemplo 3.9. Si G es un grupo, el birack de Wada de G es el dado por la operacion:

o(z,y) = (zy 'zt zy?)

De hecho, este birack es un biquandle con s(z) = x~!. La condicién de no degeneracién
es evidente, y que satisface Y-B se sigue de los siguientes diagramas:

:Ey_lx_l \ny\/Z
xy 1(%.71 nyZ 1y Qxfl a:.yZZQ
= |
(zy~ ™) (ay?zy 22 ) (ayz ™) A T wy?2?
1 1 2,2 1 2,2

rYyzy x xyz Yy cxT TY°z
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y por el otro lado:
w y V ’
‘L Z_l » \ Z2
\ Y=y Y
A/\ \L
TYZY Lp—1 xyz_Qy_l yz2

wyzy ta! (wy="2y~ )22y Hy2Py e (zyz"2y~Hy2Pyz
syzy~le~! cyz2y~2z1 2y22?
Notar que en caso de que G sea abeliano, da un bialexander conr = -1yt =1

Como en casos anteriores con quandles y racks, queremos etiquetar a los diagramas
con esta nueva estructura de birack. Tenemos una funcién que toma pares de X y devuel-
ve pares de X, asi que en este caso vamos a poder asignar elementos a cada semi-arco
que se forma con un cruce del diagrama (separando la linea contigua superior en dos
semi-arcos).

Definicion 3.15. Dado X unbirack y un diagrama planar de un link enmarcado orientado
K, definimos una coloracién de K por X como una asignacién C : {Semi-arcos de K} —
X que cumple en cada cruce las condiciones de la Figura 3.9

Notamos Colx (K') a la cantidad de coloraciones de K por el birack X.

VAN
J/ \

O-l_l(wvy) Ugl(xvy) Ul(mvy) 0'2(113,y)

cruce negativo cruce positivo

Figura 3.9: Regla de coloreos por biracks

Observacion 3.5. La condiciéon de no degeneracién del birack, nos brinda una muy util
interpretacion grafica a la hora de pintar los arcos de un cruce, como se puede ver en las
siguientes figuras:
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5'3\ Ny El!a:\ y
NV \= 0/ X\ |

Figura 3.10: Condicién 1 Figura 3.11: Condicién 2

» La Figura 3.10 se podria interpretar en palabras como: z es el resultado de pasar
con el semiarco y, sobre z; es decir, aplicarle la funcién “pasar por arriba de z” a
y. Precisamente, z = g.(y) con lo cual g; !(2) = y por ser biyeccién esta funcién.
Finalmente completamos el recuadro faltante cont = f - ) (z).

= Andlogamente, la Figura 3.11 seria: ¢ es el resultado de pasar = por abajo de y; es
decir, aplicarle la funcién “pasar por debajo de y a x”. Esto es t = f,(z), o sea
x = f;(t). Finalmente completamos el recuadro faltante con z = g ) (y).

Observacion 3.6. La propiedad de que un birack sea diagonalmente biyectivo, también
se puede interpretar graficamente pintando los semiarcos de un cruce, como se puede
ver en las siguientes figuras:

315\ 3!3;\
|z \\ 9|z \\

Figura 3.12: Dado y Figura 3.13: Dado ¢

$\ = \ =L
\\aly \ary

Figura 3.14: Dado Figura 3.15: Dado 2

» La Figura 3.12 nos muestra que (S; o A)(z) = y, con lo cual z = (S} o A)~!(y) por
la biyeccion diagonal.
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» La Figura 3.13 nos muestra que (S2 o A)(x) =t, con lo cual x = (S5 0 A)~L(¢).
» La Figura 3.14 nos muestra que (S; ' o A)(y) =, conlo cual y = (S;* o A) ().

» La Figura 3.15 nos muestra que (S, ' 0 A)(y) = 2, conlo cual y = (S5 0 A)71(2).

Teorema 3.4. Dado X un birack finito, Colx (K) es un invariante de links enmarcados
orientados.

Demostraciéon. Como X es soluciéon de la ecuacién de trenzas, colorear los arcos es por
definicién invariante por Rs.

Consideremos los diagramas de R2 que vemos en la Figura 3.16. Para ambos, usamos
solamente la definicién de coloreo junto con la biyectividad de o.

Para las orientaciones de la Figura 3.17 usamos la condicién de ser no degenerado. En
el diagrama de la izquierda, conseguimos ver que ¢t = zy z = f,(z). En el diagrama de
la derecha, conseguimos t = ¢, (y) y z = =.

Vo gay) —~ — Is(@)

T Y
v g€ Pty ()
Figura 3.16
> t
=
9z (y) T
fo(a) =" S—

Figura 3.17

Finalmente, para ver que es invariante por R;’, usaremos que X finito es diagonal-
mente biyectivo (lo demostraremos en la siguiente seccién). Consideremos los posibles
diagramas:

= Comenzando por arriba en el diagrama de la Figura 3.18, tenemos un y arriba a
la derecha, y usando la biyeccién (S; o A)~!, obtenemos quién es la etiqueta del
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twist. Para el siguiente semiarco, tenemos la etiqueta dada por ¢(y), donde ¢ =
Sy 0 Ao (S1 o A)~t. Usando ahora la biyeccién diagonal (para cruces negativos
ahora), obtenemos que w = z, y de eso podemos concluir que t = y.

» En la Figura 3.19, tenemos la misma situacién, pero con los cruces invertidos, con

lo cual, tenemos que z = p~1(y).

= Con respecto a la Figura 3.20, empezamos con y arriba a la izquierda. Por la bi-
yeccion (S;! o A)~!, obtenemos la etiqueta del primer twist. De ahi, obtenemos el
siguiente semiarco con z = 7(y), donde 7 = S; ' o Ao (S; ' o A)~L. Por biyeccién
diagonal, obtenemos que w = z y concluyo que ¢t = y.

» En la Figura 3.21, tenemos nuevamente la figura anterior, pero con los cruces inver-
tidos, asf que la tinica diferencia es que z = 71 (y).

Con todo esto concluimos que si arrancamos con y, terminamos con y, pasando por se-
miarcos univocamente determinados. Tenemos entonces que la cantidad de coloreos es
invariante por R’. O

! w

z = o(y) z=¢ Y(y)
! x

4!
w t \y

Figura 3.18 Figura 3.19

Observacion 3.7. En la demostracién anterior, mostramos que el semiarco intermedio del
movimiento R;’, lo podemos etiquetar con z = ¢(y), con z = 7w(y), y con sus inversas.
Podemos incluso probar que estas funciones son iguales:

Nos enfocamos en el diagrama de la figura 3.22, comenzando desde arriba, etiquetan-
do por y, pasamos por el twist derecho positivo aplicando 7 y luego por el twist izquierdo
negativo aplicando ¢ 1.

Pero lo que podemos hacer, es usar el movimiento R, para pasar el semiarco superior
del twist izquierdo por encima del twist derecho, y asi obtener un diagrama que podemos
llevar a una linea recta mediante R3.

Con lo cual concluimos que ¢ = .
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dl

Hw =
t / Yy

Figura 3.20 Figura 3.21

Q

Yy

T
y | p ()
Figura 3.22: Podemos llevar un diagrama a otro con Ro y R3

Definicién 3.16. Dado X un birack, podemos construir su rack asociado: Tenemos una
biyeccién dada por @ : X x X — X x X donde ®(z,y) = (x,92(y)), y se la aplicamos
al diagrama de coloreo por birack, como muestra la Figura 3.23. Luego obtenemos en la

parte inferior:
®(92(y), fy()) = (92(): 9g. () (fy (%))

Notemos en el diagrama, que una vez aplicada ®, las etiquetas de los extremos del arco
continuo son ambas g,(y), lo que nos lleva a querer tener una operacién z < g,(y) en el
recuadro faltante, que cumpla la condicién de rack.

Pero si queremos que el diagrama conmute, necesitamos que

TGz (y) = Y99 (y) (fy(li))
Para ello observamos que

99.(y) (fy(x)) = Yg.(y) (fg;1 (9:(v))(x))

Entonces, si definimos en X la estructura (X, <) con u <5 v = gu(f,-1(v(u)), entonces el
diagrama entre estructuras mediante la biyecciéon ® conmuta.
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T Yy P Z Gz (y)

N
N R

9 () (z) 92(y) [ 1

/V

N

Figura 3.23: Construccién del rack asociado

Notar que <, depende de f, y g., y por ello a (X, <) lo llamamos el rack asociado de
(X, o). Dejamos como ejercicio corroborar que efectivamente <, cumple las propiedades
de rack.

Ejemplo 3.10. Tomemos el biquandle de Wada, y encontremos su rack asociado. La bi-
yeccién la podemos ver en la Figura 3.24, y queremos encontrar la operacién <.

$\ y (1) x\ .Ey 1;5*_1
\ LN \
oy e sy’ oy e my_]afl(scyQ)_lxyx_l

Figura 3.24: Rack asociado al biquandle de Wada

Tenemos la siguiente escritura:

xy_lx_l(:nyQ)_lxy:L‘_l — xy_lx_ly_lx_l — (:Uy_lm_l)x_l(my_lx_l)

Con lo cual podemos pensar a esta operacién como a <, b = ba~!b.

3.4. Diagonalidad biyectiva

El concepto de la diagonalidad biyectiva, lo introdujo S. Nelson en [Nel14] como con-
dicion extra del birack, para poder colorear correctamente los links enmarcados. Luego,
M. Farinati prob6 en [Far24] que para el caso finito, todo birack cumple esta propiedad,
pasando por una descripcion universal del birack a partir de las operaciones que lo com-
ponen. Desarrollaremos esa idea en esta seccion.
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No degeneracion a izquierda

Sea o(z,y) = (g2y, fyx) una solucién no degenerada a izquierda de la ecuacién de
Y-B, notamos

La condicién de no degeneracién a izquierda dice que, fijado z, la férmula x * y depende
biyectivamente de y. Notamos - la operacién inversa, o sea,

T-z=y = Txy=2
Recordemos que tenemos la operacién del rack asociado = < g,y = gg,y(fy), con lo cual
T (2% Y) = Gory(fyx) = (25 y) * (fy)

0 equivalentemente
fyz = (zxy) - (xa(z*y))

Con esto concluimos que

o(2,9) = (g0, fy2) = (2, (@5 9) - (w2 (@ +y)))
Teorema 3.5. Sea < operacion binaria y sea x - — una biyeccion, que satisfacen:

1. Laidentidad dada por:
(y-(x<y) -(y-2)=(r-y) (z-2) Vr,y,z € X
2. x - — es un morfismo con respecto a la operacién <, es decir:
z-(y<z)=(x-y)<(x-2) Va,y,z € X

3. (X, <) es autodistributiva:

(x<y)<z)=(x<2)<a(y<z) Va,y,z € X
Entonces,
o(w,y) = (2y, (@) - @a(wsy))
es una solucién no degenerada a izquierda de la ecuaciéon de Y-B, donde 2+ — = (x-—)~1.

Reciprocamente, si tenemos o(z,y) = (gzy, fyx) solucién de la ecuaciéon de Y-B con
z % — = g,(—) unabiyeccién y z - — = g, }(—) su inversa; y notamos x <y := 9y(fyo1,2) =
y * (fzyx), entonces las operaciones -, *, < cumplen las condiciones 1, 2 y 3 enunciadas
arriba.
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Demostraciéon. Empezamos con (X, <, -) donde - es una operacién arbitraria que satisface
la condicién de no degeneracién a izquierda, —<z y - — son biyecciones de X; y notamos
x * — alainversa de z - —. Consideramos la funcién o : X x X — X x X definida como

o(ey) = (v4y. (@xy) (@a(zxy)

Vamos a probar que o es soluciéon de la ecuacion de Y-B si y solo si cumple 1, 2 y 3. En
vez de chequear Y-B con (z, y, z), lo haremos con elementos de la forma

(x,aylvzl) = (.Z',CL' Y, (x : y) ’ (QZ ' Z))

Y como la funcién (z,y, 2) — (2,2 -y, (z - y) - (z - 2)) es biyectiva, esto serd equivalente.
Notemos LHS el resultado en X x X x X de esta parte del diagrama:

x Ty (z-y)-(z-2)

T~

y y-(zay)
| <

/

y [y - (zay)]x2" = A A-([y (xay)]<A)
\
=
yxA=:B B (y<B) A ([y-(xay)]<A)

Y notemos RHS el resultado de esta otra parte:

" £y (&9 (@)
l \

\F\T<< )a(z-2)
x Tz z-z)-(x-y)<(z-2

>

z z-(x<z) C
l \/

\
z [z-(x<2)]*xC:=D D-([z-(x<2)]<D)

La primer condicién (extremos izquierdos) es:

2

B=yxA=yx(y-(way)+2) Lz

que es equivalente a decir
/

2=y (z<y)) (y-2)

Y como 2’ = (z - y) - (z - z), entonces tenemos la condicién 1:

(-y) - (x-2)=(y (xy)) (y-2)
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Los términos del medio dan
B-(y<aB)=[z-(z2)]*C
ComoB =2y C = (z-2) ((z-y)<(z-2))entonces
z-(y<z) =z (@az)]x[(x-2) - (z-y) a(z - 2))]
0 equivalentemente
[z-(zaz)]-[z-(yaz)] = (z-2) ((z-y) < (z-2))

Pero usando
(b-a)-(b-c)=(a-(b<a))-(a-c)

cona =z b=2xyc=(y<z)tenemos que la segunda condicién es equivalente a

(x-2)-(z-(y<z)) =(z-2) - ((z-y)<(z-2))
y cancelando (z - z) obtenemos la identidad 2:

r-(y<az) = (x-y)a(z-2)
Finalmente, la tercera condiciéon (la del extremo derecho) es:
A-(ly-(z<y)]ad) = D-([z- (z<2)] < D)
Recordando que
A=y (ray)+2 =y - (@ay]*((z-y) (z-2)]

y usando la primer condicién, podemos remplazar (x - y) - (x - z) para obtener

A=ly-(@ay)l*y-(z<y)-(y-2)] =y-=z

Luego, la tercera condicién de LHS

(y-2) ([y-(way)<a(y-2)=(y-2) (y-[(xay)<z])

46

donde usamos que y - (—) es un morfismo para la operacién <. Para RHS tenemos que

D =z -(x<z)]*C,donde

C=(x-2)-((z-y)a(x-2)=(x-2)-(x-(y<2)) = (- (£42) - (2- (y 92))

Luego D = [z (z<2)]*C =z - (y<z). Conlo cual,
RHS =D -([z-(z<z)]<D)

=(z-(y<2)-([z- (x<12)] < (z- (y<92)))
=(z-(y<z2)) - (z-[(z<2) a(y<2)])
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y usando nuevamente que
(b-a)-(b-c) = (a- (haa))-(a-c)
paraa=1z,b=yyc=[(xr<%)<(y<z)] obtenemos
RHS = (y-2)- (y - [(w<2) a(y<2)
Asi que concluimos que LHS = RHS siy sélo si
(y-2) - (y-[(ay)az])=(y-2)- (y-[(z<2)a(y<2)])
lo que es equivalente a pedir

(r<ay)<dz=(x<2)<(y<2)

No degeneracion a derecha

Recordemos que, si (X, <) un rack y - es una operacion binaria tal que satisface que
(Vz € X) z-— esun automorfismo de (X, <) y (y-(z<y))-(y-2) = (z-y)-(x-2) Vz,y,2 € X,
entonces

o(x,y) = (w*y, (xxy)-(xa (:L‘*y))

es una solucién no degenerada a izquierda de la ecuacion de Y-B, donde z x — = (x-—) 1.
Pero esto no nos dice que la solucién sea no degenerada a derecha.

Lema 3.2. Sea o : X x X — X x X una solucién biyectiva no degenerada a izquierda de
la ecuacién de Y-B, dada por o(z,y) = (9,y, fyz), entonces (X, <) es un rack, donde < es
la operacion descripta en el Teorema 3.5.

Demostracién. Sean x,y € X, notamos o~ (y,y-z) =: (a,b). Como a * — es una biyeccion,
podemos escribir b = a - ¢ para algtn c y obtenemos

(y,y-z)=o0(a,b) =0c(a,a-c)=(c,c-(a<c))
Entonces necesariamente y = ¢y como y - — es biyectiva,
y-(a<y) =y -z = a<y==zx
con lo cual — <y es suryectiva. Pero también, si a <y = a’ <y entonces
ola,a-y) = (y,y-(a<y)) = (y,y-(a'ay)) = o(d,a - y)

y como o es biyectiva, concluimos que a = d’. Es decir, — < y es también inyectiva. O
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Proposicion 3.2. Sea (X, -, <) un conjunto con dos operaciones que satisfacen 1,2,3 del
Teorema 3.5. Si (X, <) es un rack y la funcién z — z -z =: z% es una biyeccién en X,
entonces para cada y, la funcién « — (z * y) - (z < (z * y)) es una biyeccién en X.

O sea que la correspondiente solucién de la ecuaciéon de Y-B, es también no degenera-
da a derecha.

Demostracion. Usando la condicion 1 del Teorema 3.5
(b-(aab)-(b-c)=(a-b)-(a-c)

paraa =z ,b=x*xyyc=a<b, obtenemos de cada lado de la igualdad, que

@ @ew)- (o ann) = (wrn)- @alory)
y - (zay) =

Observemos que z — y - (2<y) es una biyeccién (con inversa w — (y*w)<~'y). Como
asumimos z — 2 biyectiva, se sigue que

=y (2% ay)
es biyectiva, y esto es suficiente para decir que la siguiente funcién es biyectiva
x (xxy) - (xa(xzxy))
O

Proposicion 3.3. Sea o : X x X — X x X una solucién biyectiva y no degenerada a
izquierda de la ecuacion de Y-B. Supongamos ademads que es no degenerada a derecha,
es decir que para todo y fijo, la funcién = — (z * y) - (x < (z * y)) es una biyeccién en X,
con inversa o. O sea que

yoz=u < z=(zxy)- (z<4(zxy))

Entonces
20 §(a%) =

donde ¢(z) = z <z. En particular, la funcién = — 22 es injectiva, y si X es finito entonces
también es bijectiva.

Demostracién. Podemos usar que vale
yoz=x <= z=(rx*xy)  (x<a(z*xy))
cony = z?y 2 = ¢(x?), dando como resultado
2o g(x?) =2 = o(2?) = (x*2?) - (z<a(z*2?))

2

Claramente z * z° = = * (z - ©) = x, con lo cual

trogp(r?) =2 = (P =x-(rax)
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Ahora usamos que vale la condicién 2 del Teorema 3.5, para decir que
a-Pp(x)=a-(x<x)=(a<x)-  (a<dz)=¢(a-x) Va € X

y luego obtenemos
7 (292) = - 6(x) = Bla - ) = H(o?)

Lo que nos dice que el término del lado derecho se cumple, con lo cual tenemos que vale
que 22 o ¢p(2?) = z. Y esto implica que si 7% = z? entonces T = z, es decir que z — z2 es
inyectiva. [

Resumiendo, tenemos estos dos resultados:
» Toda solucién no degenerada a izquierda de la ecuacién de Y-B es de la forma
o(v.y) = (v 5y, (2 y) - (@a(wxy))
donde las operaciones cumplen las condiciones del Teorema 3.5.

» Una solucién no degenerada a izquierda de la ecuaciéon de Y-B, con X finito, es
también no degenerada a derecha si y solo si  — x - x es biyectiva.

Con esto, ya estamos listos para probar el resultado que comentamos en la seccién
anterior. Recordemos que un birack es diagonalmente biyectivo si (Sf' o A) y (S3! o A)

son biyectivas, donde S es la biyeccion lateral del birack definida por la ecuacién 3.4 y
Ax) = (z, z).

Teorema 3.6. Todo birack finito es diagonalmente biyectivo.

Demostracién. Consideremos (X, o) un birack finito. Luego,
(S10A)(z) =y < oi(z,y) ==
Sabemos que 01 (z,y) = x * y, y como x — x - x es biyectiva, tenemos que
TrxYy=0 <= Y=o

Con lo cual, y depende biyectivamente de x. Es decir que (S10A)(x) = y es una biyeccién.
Analogamente, podemos ver que (S;! o A) y (S5 o A) son biyectivas. O

3.5. 2-cociclos universales

Por mds de que la funcién de particiéon sea un potente invariante, histéricamente ha si-
do dificil hallar 2-cociclos. Estos generalmente provenian de la teoria de algebras de Hopf
trenzadas, como las construcciones de Yetter-Drinfeld que se pueden ver en [AG04], o
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posteriormente en trabajos de cohomologias de quandles en [Car+04]. Buscando una ma-
nera de fabricarlos, M.Farinati y ].Galofre construyeron en [FG16] un grupo no conmuta-
tivo a partir de un birack, que codifica las relaciones necesarias para obtener 2-cociclos.
Reproduciremos e implementaremos esta construccion en el caso abeliano.

Definicién 3.17. Dado X un birack y A un grupo abeliano, una funcién f : X x X — A
se dice un 2-cociclo de biracks si V z1, x2, 23 € X, se satisface que:

f(l‘l, 132)f(0'2($1,$2), $3)f(0’1($1,$2), 01(02(ZE1,$2),$3))

f(x1,01(22,23)) f(02(21, 01(22, 23)), 02(22, 23)) f (22, 3)

Fijemos un grupo abeliano A (escrito multiplicativamente) y un link enmarcado orien-
tado K. Sean X un birack finito, C: R(K) — X una coloracionde Ky f: X x X — Aun
2-cociclo de X con coeficientes en A.

Definicién 3.18. En cada cruce x como el que vemos en la figura 3.9 se define el peso de
Boltzmann BRw;(C, x) (con respecto a la coloracion C, al 2-cociclo f y al cruce x) como
el elemento de A dado por la expresion

f(z,y) si el cruce es positivo

BRw¢(C,x) = )

flo7 ,y), 05 (x,y))"" siel cruce es negativo

Definicion 3.19. La funcién de particiéon BRZx ;(K) del link enmarcado orientado K
(asociada al birack X y al 2-cociclo f) es la expresion

BRZx j(K) =Y _ [ Rws(C. %), (3.5)
C X

donde el producto se toma sobre todos los cruces x que tiene el diagrama del link enmar-
cado K y la suma se toma sobre todos las coloraciones C de K dadas por el birack X. La
féormula (3.5) define un elemento de Z[A], el anillo de grupo de A.

Teorema 3.7. La funcién de particion BRZx ; es un invariante de links enmarcados
orientados.

ion. Tenemos que ver que los pesos son invariantes por los movimientos R1’,
Demostracion. Tk 1 t 1 tos R1’
RQ y Rg.
El caso de R3, cumple por las condiciones de 2-cociclo, sumadas a las propiedades
del birack, al igual que cuando trabajamos con la funcién de particién usando quandles.
En el caso de R, se cumple por definicién de peso de Boltzann, ya que estos se anulan
en los cruces consecutivos de distinto signo.
En cuanto a Ry’, sucede lo mismo, ya que las etiquetas puestas mediante la coloracién,
generan pesos en los dos cruces, que son inversos entre si. O



CAPITULO 3. GENERALIZACIONES 51

Definicion 3.20. Definimos el grupo universal de 2-cociclos del birack (X, o), como el
grupo libre generado por (z,y) € X x X cocientado por las relaciones:

(:C,y)(ag(x,y), z)<01(x7y)’ 0’1(0’2(1‘, y>7 Z))

(.%', g1 (y> z))(dg(ﬁ, Ul(yv Z)), GQ(ya Z))(y7 Z)
Notamos a este grupo U = U (X, o).

Definicién 3.21. Definimos el grupo universal abeliano de 2-cociclos del birack como
el abelianizado del grupo anteriormente definido, es decir Uy, = U/[U, U].

La siguiente proposicion se sigue inmediatamente de las definiciones:
Proposicion 3.4. Sea X un birack:

= Notemos [z, y] ala clase de (z,y) en Ug. Luego la funcién

T: X xX —=>Uyp
(z,y) — [z, 9]

es un 2-cociclo de biracks.

= Sea H un grupo abelianoy f : X x X — H un 2-cociclo, entonces existe un tinico
homomorfismo de grupos f : Uy, — H talque f = for

XxXL oH

Uab

En particular, dado un birack (X, o), existen 2-cociclos no triviales si y s6lo si Uy, es
un grupo no trivial.

Ejemplo 3.11. Veamos un célculo explicito del grupo U,, para un ejemplo particular,
el biquandle de Wada que toma de base al grupo abeliano G = Z/3Z y la operacién
o(z,y) = (—y,x —y) = (2y, z + 2y) (que también es bialexander con s = —1,¢ = 1).

Las relaciones del grupo Uy, nos indican que Vz,y, z € G:

(x,y) + (x + 2y, 2) + (2y,22) = (2,22) + (x + 2,y + 22) + (y, 2)

Esto da un total de 27 ecuaciones que describirdn al grupo abeliano generado por los
(a,b) € X x X.Las mismas son:
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Por supuesto, hay muchas cancelaciones y repeticiones de relaciones, pero finalmente las
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que definen el cociente serdn:

(0,0) = (2,1)

(0,1) = 2% (2,1) +(2,2)
(0,2) +(1,1) =2x%(2,1)

(1,0) = (2,1)

(1,2) = (2,1)

(2,0) =(2,1)

Y con esto, podemos concluir que Uy, ~ Z G Z @ Z.

Proposicion 3.5. Uy, es funtorial, es decir que si ¢ : (X,0) — (Y, 7) es un morfismo de
soluciones tedricas de la ecuaciéon de Yang-Baxter, o sea que satisface que (¢ x ¢)o(z,2’) =
7(¢(z), p(x')), entonces ¢ induce un tinico homomorfismo de grupos Ug,(X) — Ugp(Y

que satisface [z, 2] — [¢p(x), d(2)].

Demostracién. Lo que hay que probar es que la asignacion (z,z") — (¢(x), ¢(2')) es com-
patible con las relaciones definidas por U (X) y Uay(Y'), respectivamente, y esto es evi-
dente ya que (¢ X ¢) oo =70 (¢ X @). O

Observacion 3.8. Dado X, siempre tenemos la proyeccion m : X x X — Uy, con lo
cual, cualquier 2-cociclo f que quisieramos usar para calcular la funcién de particion, va
a estar factorizado por el universal. Por ello, basta solamente conocer las coloraciones y
7 para poder obtener la informacién que nos brindan las funciones de particién.

Entonces, si fijamos un link y el 2-cociclo dado por 7 : X x X — Uy, podemos
obtener los pesos de Boltzmann BRw,(C, x), que serdn elementos de Uy, escrito multi-
plicativamente. El problema notacional, es que estos elementos son clases del cociente, y
nosotros queremos identificar facilmente cuando dos de estos son el mismo, asi luego los
sumamos en Z[Ugy).

Observacion 3.9. Recordemos que por el teorema de estructura de grupos abelianos,
Uwp ~Z® ... 0 Z T donde tenemos tantos sumandos de Z como el rango de Uy, y T es
la parte de torsion del grupo.

Sir es el rango, lo que queremos obtener con la funcién de particién, es un polinomio
de Laurent en r variables, olviddndonos de la parte de torsién. Para construirlo necesi-
tamos tener una forma de identificar los elementos del cociente U, con la parte libre de
este isomorfismo.

Sea X = {z1,...,2z,} el birack y sea G el grupo libre abeliano generado por
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(z,y) € X x X.Supongamos que tenemos las relaciones del 2-cociclo dadas como:

(@) = 3 aff, ek

cpeC

.’L‘l, .%'2 E a (z1 m)ck

cpeC

(l’n,l'nfl) = Z al(::lzn,xn_ﬂck

cpeC
(Ensn) = D 0, 00
cpeC
donde C' = {c1,...,¢} C X x X esun conjunto minimal de generadores, producto de

simplificar las relac1ones de 2-cociclo, y a7 ) € Qson los coeficientes de la escritura de

(:p x;
(xz-,:rj) en C.

Observamos que en este caso de que (z;,z;) € C entonces 3 m/(z;, ;) = cm.

Definicién 3.22. Definimos el 2-cociclo universal abeliano como 9 : X x X — Q%"

’19((5517 iE])) = (a?;:iwj)’ Y af;i7xj))

O si lo queremos ver como la suma de antes, tenemos

ﬁ((xi’xj)) = Z a((:;i,xj)ck
cpeC

Definicion 3.23. A la funcién de particion BRZx y(K), la llamaremos funcién de parti-
cién universal.

Para llegar a tener relaciones como las de antes, necesitamos poder despejar algu-
nos elementos en funcién de otros. Asi, podemos tomar C como los elementos que son
generados por un solo término.

Para hacer esto creamos una matriz E donde cada fila representa una ecuacion: las en-
tradas son los elementos de X x X, con un valor igual a la cantidad de veces que aparecen
en esa ecuacion, con un signo positivo si estan del lado izquierdo y negativo si estan del
lado derecho.

Luego, lo que haremos sera triangular esa matriz de forma racional, para obtener
el valor de un elemento, en funcién de los que generan. El problema con esto, es que
podemos perder informacion, por ejemplo al llevar

3x (x4, 25) =3 (zp, 1) —  (z5,25) = (zg, 1)

donde evidentemente la primer ecuacién no es equivalente a la segunda. Pero esto afecta
solamente a la parte de torsién asi que nos centraremos sélo en hallar los generadores de
la parte libre, y dejaremos la torsioén de lado.
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Ejemplo 3.12. En el Ejemplo 3.11 calculamos las ecuaciones, y luego obtuvimos relacio-
nes triangulando racionalmente, pero los coeficientes que obtuvimos fueron coeficientes
enteros.

Si tomamos el birack X = {x;, 22,23} dado por:

g ‘ I T2 T3

x1 | (v2,22) (21,72) (23,%2)
x| (z1,23) (23,23) (22,23)
xzg | (z3,21) (z2,21) (21,21)

entonces obtenemos las relaciones:

(x1,21) + (22, 22) = —6 * (3, 22) + 4 * (T3, T3)
(x1,22) = =2 % (23, x2) + (3, 23)
1 5
(z1,23) + 3 % (xe,x9) = —4 % (x3,22) + 5 * (z3,x3)
1 1
(w2, 21) — 5(962,962) = —1x% (x3,22) + 3* (x3,23)
(xg,xg) = —2x% (xg,xg) + (Ig,xg)
(w3, 21) = =2 * (w3, 22) + (v3,23)

Si cocientamos al grupo libre abeliano generado por X x X, por estas relaciones, lo que
obtenemos es Z & Z & Z @ Z/27, que no es lo que queremos, ya que podriamos haber
perdido informacién. Lo que si podemos concluir, es que Uy, /T ~Z & Z & Z.

En este ejemplo C' = {c; := (z2,22), ¢2 := (3, x2), c3 := (3, x3)}. Luego:

9 ‘ X1 i) T3

T1 | —c1 — 6cg +4c3 —2co +c3 —%Cl —4co + %Cg
Ty | 2o — o+ 3es 1 —2¢y +c3

x3 —2co + c3 Cc2 c3

son los valores del 2-cociclo universal abeliano, donde cada elemento pertenece a Q @

Qe Q.

Ejemplo 3.13. En el ejemplo 4.11 mostramos un caso donde los sumandos de la funciéon
de particiéon universal son elementos racionales.
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GAP

GAP quiere decir Groups, Algorithms and Programming [24]. Lo cual en espafiol seria:
Grupos, Algoritmos y Programacion. GAP es un sistema algebraico del argot compu-
tacional (CAS), disefiado para situaciones donde se use teoria de grupos (o similares,
como haremos nosotros). Es un lenguaje de programacién, una biblioteca con miles de
funciones que implementan algoritmos algebraicos y grandes librerias de datos de obje-
tos algebraicos. Este software fue programado entre los afios 1986 y 1997 para la catedra
matemadtica de una Universidad en Alemania, la Universidad Técnica de Aquisgran.

4.1. Definiciones basicas

Definiciéon 4.1. Una orden es una instruccién que se introduce como cédigo, para que
GAP la interprete. Toda orden debe terminar con el simbolo ; (punto y coma). Si una
orden termina con ;; (doble punto y coma), no producird texto en la pantalla. Los comen-
tarios en GAP comienzan con el simbolo #. Si lo que queremos ingresar en la linea de
comandos ocupa mucho lugar, el uso del simbolo \ aumenta la legibilidad.

Definicién 4.2. Para GAP, un objeto es algo que puede asignarse a una variable. Un
objeto puede ser un ntimero, una cadena de caracteres, un cuerpo, un grupo, un elemento
o un subgrupo de un grupo, un morfismo entre dos grupos, un anillo, una matriz, un
espacio vectorial, etc. Asignar un objeto a una variable se hard mediante el operador :=
tal como muestra el ejemplo siguiente:

gap > p :=32;
gap > p;

32

gap > p =32;
true

gap >p:=p+1;

56
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g&ap > p;

33

gap > p =32;

false
Definicién 4.3. Podemos representar expresiones logicas, usando >, <, =, y larespuesta
tendrd un valor de true o false, dependiendo de la veracidad de la expresién representa-

da. Ademads tenemos la expresion x<>y , que tendrd un valor de true si las variables x e
y son distintas, y false en caso contrario.

Definicion 4.4. En GAP existen dos formas de definir funciones. La mas sencilla es definir
la funcién, mediante x — > f(x) como vemos a continuacion:

gap > cubo:=x — >x"3;

function( x) ... end;

gap > cubo(4);

64

Otra forma es definirla asi:

gap > cubo := function(x)

> return x  3;

> end;

function( x ) ... end;

gap > cubo(4);

64
Definicién 4.5. En GAP una lista es simplemente una sucesién ordenada de objetos,
separados con comas, adentro de dos corchetes. La lista pueden tener objetos diferentes
y ademads tener lugares vacios.

gap > lista :=[1 .. 10];

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

gap > pares :=[2, 4, 6, 8, 10];

[2,4,6,8,10]
Podemos agregar un elemento con el comando Add o unirle una lista con el comando
Append:

gap > Add(pares,12);

gap > pares;

[2,4,6,8,10,12]
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gap > Append(pares,[14, 16]);
gap > pares;
[2,4,6,8,10,12,14,16 ]
Podemos obtener informacioén sobre la longitud de la lista, obtener o redefinir el valor de

una o varias coordenadas, u obtener la posiciéon de algtin elemento o de varios elementos
en concreto:

gap > Length(pares);

8

gap > pares[3];

6

gap > pares[2] :=8;

gap > pares;
[2,8,6,810,12,14,16 ]
gap > pares[5,6] := [11,13] ;;
gap > pares;
[2,8,6,811,13,14,16]
gap > Position(pares, 13);
6

gap > Position(pares, 5);
fail

gap > Positions(pares, 8);
[2,4]

Definicién 4.6. Si se quiere hacer una copia de una lista, para poder alterarla sin alterar
la lista original, se utilizard el comando StructuralCopy:

gap>a:==[1,2,3,4];

gap >b:=a;;

gap > c := StructuralCopy( a );;
gap > Add(a, 5);

gap >a;

[1,2,3,4,5]

gap >b;

[1,2,3,4,5]

gap >c¢;

[1,2,3,4]
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Definicién 4.7. Para conocer la cantidad de elementos de una lista que cumplen deter-
minada propiedad, usamos el comando Number. Este toma una lista y una funcién (que
devuelva true o false) y como resultado obtenemos un nimero.

gap > Number( [1..20], IsPrime );

8
Definicién 4.8. También podemos aplicarle funciones a cada lugar de la lista, como ve-
mos en este ejemplo:

gap > cubo :=x->x" 3;

gap > List([2..10] , cubo);

[ 8,27, 64,125,216, 343,512,729, 1000 ]
Definicion 4.9. El comando Cartesian, tiene como entrada una cantidad finita de listas,
y genera una lista con listas de las posibles combinaciones ordenadas de elementos de
cada una de las entradas:

gap > A:=[1,2,3];B:=[6,7,8];;

gap > Cartesian(A,B);

[[1,6][1,7][1,8]126][27]128][361[37][38]]

gap > Cartesian(A,B,A);

[[1/6/1]/[1/6/2]/[1/6/3]/[1/71111[1/7/2]/[1/7/3]/[1/8/111[1/8/2]/

[1/8/311[2/611]1[2/6/2]r[2r6/3]/[2/7/1]/[2/7/2]/[2/7/311[218/1]/

[2,8,2]1283]10361]1[362]1363]1[371]1372]1[373],

[3,81]13382]13383]]
Definicién 4.10. Un registro es un tipo de dato de fundamental importancia ya que per-
mite empaquetar objetos dentro de una misma estructura. Luego, para usar estos objetos,
los llamamos desde el registro desde donde estdn almacenados:

gap > numeros := rec( pares := [2,4,6] , impares :=[1,3,5,7] );;

gap > numeros.pares;

[2,4,6]

gap > numeros.impares|[2];

3
Definicién 4.11. Un bucle es un cédigo que repite una accién, a la cual le ponemos con-
diciones para controlar desde donde empieza y hasta donde llega. Una forma de hacerlo

es con los comandos for...do...od. for establece que es lo qué estoy recorriendo; do ejecuta
la accién que viene a continuacién; y od lo corta finalmente.
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gap >s:=0

gap > foriin [1..100] do

>s:=8+1;

> od;

gap >s;

5050
Una idea similar, es usar while...do...od. Lo que hace while es ejecutar la accién, siempre
y cuando se cumpla la condicién que le sigue a continuacion.

gap >s:=0;

gap > k:=1;;

gap > while k <= 100 do

> s:=s+k;

> k= k+1;

> od;

gap >s;

5050

O también podemos construir un bucle usando repeat...until:

gap >s:=0;;

gap > k:=1;

gap > repeat

>s:i=s+k;

>k:i=k+1;

> until k > 100;

gap >s;

5050
Definicion 4.12. Para funciones en las que necesitemos almacenar algtin dato durante el
proceso, utilizamos lo que se conoce como variables locales. Estas se definen como en el
siguiente ejemplo:

gap > mcd := function(a,b)

> local ¢;

> whileb <> 0do

>c:=b;
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> b :=amodb;

>a=g¢

> od;

> return ¢;

> end;

function(a, b) ... end

gap > mcd(30,63);

3
Definicién 4.13. Para dividir el accionar del c6digo, usamos condicionales, que permiten
contemplar varias posibilidades a la vez. fi se usa para abrir el condicional, y elif para
seguir describiendo posibles casos. Estos dos van acompafiados de then al final de su
condicién, para determinar como se acttia en esas situaciones. else se usa para englobar
a los casos restantes, y finalmente se cierra la condicién con fi. Vedmoslo a continuacién:

gap > signo := function(n)

> ifn < 0 then

> return -1;

> elif n = 0 then

> return 0;

> else

> return 1;

> fi;

> end;

function(n) ... end

gap > signo(0); signo(-99); signo(11);

0

-1

1
Si queremos que la condicién no genere ninguna accién, usamos el c6digo continue. Co-
mo ejemplo, hagamos una funcién que sume hasta N, los pares solamente:

gap > sumapar := function(N)

> local k,i;

>k:=0;

> foriin [1..N] do
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> if i mod 2 = 0 then
>ki=k+1i;

> else continue;

> fi;

> od;

> return k;

> end;

gap > sumapar(8);
20

4.2. Backtracking

En ésta seccién, usaremos un paquete adicional para GAP llamado YAGS que significa
Yet Another Ghaph System [Ced+19] . Este es un paquete que tiene un lenguaje muy ttil a
la hora de trabajar con grafos y lo que usaremos es un c6digo que sirve para considerar
subfamilias de grafos o aplicar coloraciones a estos.

Lo que queremos usar es un backtracking, una estrategia algoritmica que busca todas
las posibles soluciones dado un conjunto de variables inicial y unas condiciones impues-
tas, para encontrar el resultado definido por el problema. Esta técnica se apoya en el uso
de la recursividad para la buisqueda exhaustiva de todas las combinaciones posibles. Para
esto, se genera un arbol combinatorio implicito que incluye todas las posibles soluciones,
y el algoritmo lo que hace es recorrerlo en orden creciente (como en la figura 4.1), “podan-
do” las ramas que no cumplan las condiciones impuestas, es decir, cortando su trayecto
cuando la rama que se va a recorrer no cumple lo pedido. En caso de que la rama si lo
cumple, la recorre hasta llegar al final, y almacena su resultado final, para luego volver
al paso anterior y seguir con la siguiente rama.

Las ventajas de este algoritmo son:

» De existir una solucidn, la calcula.

= Es un esquema sencillo de implementar.

= Es adaptable a las caracteristicas especificas de cada problema.
Aunque como deventaja tiene:

= Coste exponencial en la mayoria de los casos.

= Por término medio consume mucha memoria al tener que almacenar las llamadas
recursivas.
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Figura 4.1: Recorrido del algoritmo de backtracking

Ejemplo 4.1. En la figura 4.2 podemos ver una aplicacion del backtracking al problema
de las N reinas:

Supongamos que tenemos un tablero de ajedrez de N x N y queremos encontrar todas
las formas de ubicar N reinas en ese tablero sin que se ataquen mutuamente (recordemos
que las reinas atacan en linea recta o en diagonales). Para ello, se ubica la primer reina en
algtn sitio (primera rama de eleccién), y luego se consideran donde ubicar la segunda,
eliminando las posibilidades en donde se produzca un ataque con la primer reina (podan-
do las subramas no deseadas). Repitiendo este proceso, llegaremos (de haber solucién) al
resultado que queremos.

Ejercicio 4.1. Invitamos al lector a realizar un programa para calcular la solucién del
problema de las NV reinas, en GAP, utilizando las herramientas brindadas anteriormente
y el siguiente c6digo de backtracking.

Definicion 4.14. Con el paquete YAGS, tenemos disponible el c6digo

BacktrackBag(Opts,Check,Done, Extra) para almacenar las listas que cumplan esas
propiedades que queremos.

La entrada de Opts, serd la lista que contenga los elementos con los cuales llenaremos
nuestra lista BacktrackBag.

Check(L,Extra), serd una funcién que toma el elemento L del proceso de backtrac-
king (y puede tomar también elementos externos de Extra), y nos devuelve true o false,
dependiendo de si este proceso debe seguir o si detenemos esa rama del backtracking.

La entrada de Done, seré la longitud de cada lista de nuestra BacktrackBag.

Finalmente en Extra tendremos la informacién adicional que queremos utilizar en la
funcién check.

Ejemplo 4.2. Aca nuestra funcién check es ReturnTrue, o sea que no descarta ningtn
caso:

gap > BacktrackBag([0,1], ReturnTrue,3,[]);
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Figura 4.2: Problema de las N reinas para N = 4

[[0,0,0],[0,0,1],[0,1,0],[0,1,1],[1,0,0],

[1,0,1],[1,1,0],[1,1,1]]
Ejemplo 4.3. Un ejemplo mas interesante es si planteamos una funcién que nos deje sélo
los casos en los que vamos agregando cosas mayores que N y que sean pares. Vemos
aqui, como en cada paso voy utilizando el elemento L parcial del backtracking, ademas
de observar que no uso el elemento Extra. Si por ejemplo N = 3, tengo:

gap > N =3;;

gap > parmayorN := function(L,Extra)

> local 1,n;

> 1 :=Size(L);

>n:=L[l];

> ifn > N then

> return n mod 2 = 0;

> else

> return false;
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> fi;

> end;

>

gap > BacktrackBag([1,2,3,4,5,6], parmayorN,5,[]);

[[4,4,4,4,4],[4,4,4,4,6],[4,4,4,6,4],[4,4,4,6,6],[4,4,6,4,4],[4,4,
6,4,6]1,[4,4,6,6,4],[4,4,6,6,6],[4,6,4,4,4],[4,6,4,4,6],[4,6,4,6,4],
[4,6,4,6,6],[4,6,6,4,4],[4,6,6,4,6],[4,6,6,6,4],[4,6,6,6,6],[6,4,4,
4,41,16,4,4,4,6],[6,4,4,6,4],[6,4,4,6,6],[6,4,6,4,4],[6,4,6,4,6],[
6,4,6,6,4],[6,4,6,6,6],[6,6,4,4,4],[6,6,4,4,6],[6,6,4,6,4],[6,6,4,
6,6],[66,6,4,4],[6,6,6,4,6],[6,6,6,6,4],[6,6,6,6,6]]

4.3. Algoritmos de nudos

Estructuras algebraicas

Definicion 4.15. Para definir la solucion de la ecuacion de Y-B (X, o), consideramos el
conjunto finito X y trabajamos con funciones de X a X, identificando los elementos
{z1,..., 2} con {1,...,k}. Usamos dos listas, donde los elementos serdn esas funcio-
nes, llamadas Ifunc y rfunc. Tomamos o(n, m) = (gn(m), fn(m)), donde g, es la funcién
ubicada en el lugar n-ésimo de lfunc y f,, es la funcién ubicada en el lugar m-ésimo de
rfunc, y a cada una la valuamos en los puntos m y n respectivamente.

Esto lo hacemos de la siguiente manera. Si X es un conjunto de n elementos, defini-
mos la estructura como:

SolYB :=rec(lfunc:=[g1,92,...,9n ], rfunc:=[ f1, fo, ..., fnl)

Donde cada g; es [gi(1), ..., gi(n)], o sea una lista de ntimeros, que podemos interpretar
como funcién. Luego, definimos la funcién o(z, y) como:

gap > sigma := function(SolYB, x, y)

> return [bi.lfunc[x][y], bi.rfunc[y][x]];

> end;
Y esto lo que hace es tomar los elementos x e y; primero devuelve lo que vale la lista
lIfunc[x] en el lugar y, o sea que da el valor de ¢,(y); y luego devuelve lo que vale la lista
rfunc[y] en el lugar x, o sea que me el valor de f,(x).

Para ver que sea un soluciéon de la ecuacién de Y-B, habria que chequear que para
todon,m,l € X:

(Id x 0)(o x Id)(Id x o)(n,m,l) = (o x Id)(Id x o)(c x Id)(n,m,l)

Esto dependerd solamente de las funciones que estdn en cada lista, con lo cual, cuando
queremos trabajar con (X, o), nos basta saber cémo son Ifunc y rfunc.
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Como nos interesa trabajar con biracks, chequearemos que vale Y-B para nuestros
candidatos a biracks directamente. Pero primero veamos como traducir las condiciones
de estos.

Definicién 4.16. Para definir un birack (X, o), tomamos las listas de funciones de una
solucién de Y-B, y vemos que condiciones le debemos pedir para obtener la no degenera-
cion:
= Esta condicién nos dice que para todo n,l € X, existe un tinico m € X tal que
gn(m) = l. Es decir que todas las funciones de Ifunc son permutaciones.
= Esta condicién nos dice que para todo n,l € X, existe un tinico m € X tal que

fn(m) = 1. Es decir que todas las funciones de rfunc son permutaciones.

Entonces, en cada lista los elementos serdn permutaciones de n elementos, y por ello
renombramos a lfunc y rfunct como lperms y rperms, respectivamente.

La siguiente funcién chequea si se cumplen las condiciones de birack:
gap > checkYB := function(bi)
> local x,y,z, N,V;
>V = true;
> N := Size(bi.rperms);
> for x in [1..N] do;
> for y in [1..N] do;
> for z in [1..N] do;
> if [sigma(bi,sigmal(bi,x,y)[1],sigma(bi,sigma(bi,x,y)[2],z)[1])[1],
> sigma(bi,sigma(bi,x,y)[1],sigma(bi,sigma(bi,x,y)[2],2)[1])[2],
> sigma(bi,sigma(bi,x,y)[2],z)[2]]
> =
> [sigma(bi,x,sigma(bi,y,z)[1])[1],
> sigma(bi,sigma(bi,x,sigma(bi,y,z)[1])[2],sigma(bi,y,z)[2])[1],
> sigma(bi,sigma(bi,x,sigma(bi,y,z)[1])[2] sigma(bi,y,z)[2])[2]] then

> continue;

> else

>V := false;
>z:=Nx:=N;y:=N;
> fi;

> od;od;od;
> return V;

> end;
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[se, [AB,C,D]]

Figura 4.3: PD-code de un cruce

Codigo de Links

¢Coémo llevamos los links a algo algebraico? Hay varias maneras. La que usamos en
este trabajo, es una llamada PD-Code, que codifica el link en base a la informacién de
cada cruce.

Primero, tomamos un punto base de una componente del link, y etiquetamos el se-
miarco en el que se encuentra con el nimero 1. Siguiendo la orientacién, lo recorremos
hasta llegar al primer cruce y luego, etiquetamos el semiarco que sigue al primero a tra-
vez del cruce, con el nimero 2. Y asi continuamos etiquetando hasta llegar al nuevamente
al semiarco inicial.

En caso de tener un link, etiquetamos la primer componente, y luego tomamos un
nuevo punto base para la nueva componente, repitiendo el proceso anterior.

Ahora codifiquemos los cruces:

En cada cruce tomamos una lista con dos lugares. En el primero tenemos el signo del
cruce, y en el segundo, una lista de cuatro elementos, donde el primero corresponde al
semiarco superior izquierdo entrante, el segundo al semiarco superior derecho entrante,
el tercero al semiarco inferior izquierdo saliente, y el cuarto al semiarco inferior derecho
saliente.

Esto se puede ver en la figura 4.3.

Para obtener finalmente el PD-code, creamos una lista, donde en cada lugar tengamos
un cruce, ordenados como van apareciendo a lo largo del etiquetado del link.

Ejemplo 4.4. En la figura 4.4 se puede ver el etiquetado del nudo 4:
Finalmente el PD-code de este diagrama es:

k:=[[1,[4,1,2,5]],[-1,[7,2,3,8]],[-1,[3,6,7,4]1,[1,[8,5,6,1]1] |;

Ejercicio 4.2. Construir una funcién que tenga de entrada un PD-code de un link L y que
devuelva el link m(L).
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Figura 4.4: Etiquetado del nudo 4,

Ejercicio 4.3. Construir una funcién que tenga de entrada un PD-code de un link L y que
devuelva el link r(L).

Ejercicio 4.4. Construir una funciéon que tenga de entrada al par (K,n) donde K es el
PD-code de un nudo, n es un entero, y devuelva el PD-code del nudo K luego de hacerle
n twists.

Ejercicio 4.5. (Mas dificil) Construir una funcién que tenga de entrada al par (L, V) don-
de L es el PD-code de un link de  componentes, N = (n1, ..., n,) es una lista de r enteros,
y devuelva el PD-code del link L luego de hacerle n; twist a la i-ésima componente.

Coloreos

La idea del algoritmo serd armar una lista que contenga las coloraciones del nudo,
dénde cada coloracién serd una lista de C elementos (uno por cada semiarco), con ele-
mentos de nuestro birack X. Si reemplazamos los C semiarcos ordenados de nuestro dia-
grama con los elementos de una coloracién, lugar a lugar, lo que obtenemos es un nudo
etiquetado con elementos de X que cumple las relaciones de coloreo.

Estas coloraciones las armaremos mediante backtracking, asignandole un elemento
de X al primer semiarco del diagrama y arrancando asi un arbol de posibles listas de
coloraciones. Para el segundo semiarco tenemos | X | ramas posibles para seguir e igual-
mente para la tercera eleccién, y asi seguimos. Lo que iremos haciendo paso a paso, es
ir podando las ramas que me generen alguna relacién de coloreo incompatible en el dia-
grama, y las que sobreviven son las coloraciones que cumplen las relaciones de coloreo,
y éstas se guardan en mi lista de coloraciones.

Dado un PD-code de un link, quieremos obtener el ntimero de semiarcos de esa escri-
tura. Para ello tenemos la siguiente funcién:

gap > Cantarcos := function(k)

> local ¢ i;
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>c:=1;

> foriin [1..Size(k)] do
> if ¢ < Kk[i][2][1] then
> ¢ = K[i][2][1];

> elif ¢ < k[i][2][2] then
> ¢ = K[i][2][2];

> else continue;

> fi;

> od;

> return ¢;

> end;

function(k) ... end

Luego, nos enfrentamos a un problema de notacién, ya que tenemos numerados los
semiarcos del diagrama, del 1 al C; y tenemos numerados los elementos de X, de 1 a N.
Para poder cambiar los nombres de los arcos diferenciando cuando son elementos de X
y cuando todavia no les asignamos un elemento, lo que hacemos es mover el nudo N
lugares, y asi, si el diagrama tiene un semiarco con etiqueta menor que N+1, sabremos
que ese semiarco ya estd etiquetado con un elemento de X. El link original seguira siendo
k, mientras que nuestro link desplazado se llamara mk.

gap > Move := function(bi k)

> local ck,i,S,N;

> N := Size(bi.lperms[1]);

> S := Size(k);

> ck := StructuralCopy(k);

> foriin [1..5] do

> ck[i][2] := List (ck[i][2] , x -> x+N);
> od;

> return ck;

> end;

function(bi, k) ... end

La siguiente funcién toma el diagrama, un arco (del N+1 al N+C) y un elemento de
X. Lo que hace es buscar en cada cruce del diagrama, las posiciones en las que aparece
ese arco. Luego reemplaza ese arco en cada una de esas posiciones, por la etiqueta del
elemento de X.
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gap > Etiquetado := function(k,r,x)

> local P, R/i,S;

> S :=Size(k);

> foriin [1..S] do

> if Position(k[i][2],r) <> fail then

> P := Positions(k[i][2],1);

> R := List([1..Size(P)], i -> x);

> K[i][2]P := R;

> else

> continue;

> fi;

> od;

> return k;

> end;

function(k, r, x) ... end

La siguiente funcién toma un PD-code movido por N, y chequea si sus arcos etique-

tados cumplen las relaciones de coloreo, devolviendo true (si se cumple todo) o false (si
al menos un cruce falla). Lo hace cruce a cruce, identificando cuantos arcos etiquetados
tiene y cudl es el signo de ese cruce. En caso de tener 4 arcos etiquetados, chequea que
dos sean sigma de los otros (dependiendo el signo). En caso de que sean tres, identifica
la posicién de los tres y en cada caso chequea que esos tres cumplan la relacién, ya que
como vimos en el capitulo anterior, dados dos arcos, tenemos determinados los otros dos.
En caso de que tengan menos de tres arcos etiquetados, lo considera como verdadero pa-

ra seguir con el backtracking. Luego de considerar cada cruce, toma la lista de respuestas
en cada uno, y si hay algtn false, devuelve false el chequeo.

gap > checkX := function(bi,mk)

> local 1,i,S,N;

> N := Size(bi.lperms[1]);

> S := Size(mk);

>1=1I;

> foriin [1..S] do

> if Number(mk[i][2], n -> n < N+1)=4 then

> if (mk[i][1])=1 then

> 1[i] := sigma(bi, mk[i][2][1] , mk[i][2][2] )=[ mk[i][2][3] , mKk[i][2][4] ];
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> else

> 1[i] := sigma(bi, mk[i][2][3] , mk[i][2][4] )=[ mk[i][2][1] , mk[i][2][2] ];
> fi;

> elif Number(mk[i][2], n -> n < N+1)=3 then

> if (mk[i][1])=1 then

> if mk[i][2][1] > N then

> 1[i] := mk[i][2][3] = sigma(bi, Position(bi.rperms[mk[i][2][2]] , mk[i][2][4] ),
mk[i][2][2] )[1];

> elif mk[i][2][2] > N then

> 1[i] := mk[i][2][4] = sigma(bi, (mk][i][2][1]), Position(bi.lperms[ mk][i][2][1] ],
mk[i][2][3] ) )[2];

> elif mk[i][2][3] > N then

> 1[i] := mk([i][2][4] = sigma(bi, mk[i][2][1],mk[i][2][2])[2];
> else

> 1[i] := mk([i][2][3] = sigma(bi, mk[i][2][1],mk[i][2][2])[1];
> fi;

> else

> if mk[i][2][1] > N then

> 1[i] := mk[i][2][2] = sigma(bi, mk[i][2][3] , mk[i][2][4] )[2];
> elif mk[i][2][2] > N then

> 1[i] := mk[i][2][1] = sigma(bi, mk[i][2][3] , mk[i][2][4] )[1];
> elif mk[i][2][3] > N then

> 1[i] := mk[i][2][1] = sigma(bi, Position(bi.rperms[ mk[i][2][4] ], mk][i][2][2] ),
mk[i][2][4] )[1];

> else

> 1[i] := mk[i][2][2] = sigma(bi, mk][i][2][3], Position(bi.lperms[ mk[i][2][3] ],
mk[i][2][1] ) )[2];

> fi;

> fi;

> else

> 1[i] := true;

> fi;

> od;

> if false in I then

71
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> return false;
> else

> return true;
> fi;

> end;

function( mk, bi) ... end

A continuacién tenemos la funcién chequeo del backtracking, que toma nuestra lista
de backtrack parcial L y nuestro Extra que es k, el diagrama del nudo. Lo que hace es
generar una copia cmk de mk que se pueda modificar, para poder aplicarle el etiquetado
segiin L, lugar a lugar. Finalmente aplica a ck la funcién checkX para ver si su coloraciéon
parcial por L es correcta. En base a eso devuelve true o false.

gap > check := function(L,Extra)

> local cmk,i,S,N;

> N := Extra[1];

> S := Size(Extra[2]);

> cmk := StructuralCopy(Extra[2]);
> foriin [1..Size(L)] do

> cmk = Etiquetado(cmk,N+i,L[i]);
> od;

> return checkX(Extra[3],cmk);

> cmk := Extra[2];

> end;

function( L, mk) ... end

Nuestro paso final es hacer la funcién con backtracking que devuelva la lista de colo-

reos, dandole como entrada el nudo y el birack.

gap > colorlist := function(bi k)

> local C,mk, N, ext ;

> N := Size(bi.lperms[1]);

> C := Cantarcos(k);

> mk := Move(bi,k);

> ext := [N,mk,bi];

> return BacktrackBag([1..N],check,C,ext);
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> end;
function(bi, k) ... end

Ejemplo 4.5. Si consideramos el trébol trenzado k visto en el ejemplo 2.4 , tenemos que
su escritura en PD-code es:

k:=[[1,[1452]11,[1[523611,[1[3614]]]

En ese ejemplo, habiamos considerado el quandle de Alexander con X = Zo[t]/(t*+t+1).
Ahora, consideramos el bialexander con r = 1y ¢t = t (ahora como elemento en X). Su
c6digo en permutaciones serd el siguiente:
bi:=rec(lperms :=[[1,2,3,4],[1,2,3,4],[1,2,3,4] ,[1,2,3,4] ],
rperms := [ [1,3,4,2],[4,2,1,3],[24,3,1],[3,1,24] ])
Observamos que mirar las coloraciones del diagrama por el quandle, es lo mismo que
mirar las coloraciones del diagrama por este birack, dada la estructura que le dimos.
Finalmente:
gap > A := colorlist(bi, k))
[[1,1,1,1,1,1],[1,2,2,3,3,1],[1,3,3,4,4,1],
[1,4,4,2,2,1],[2,1,1,4,4,2],[2,2,2,2,2,2],
[2,3,31,1,2],[2,44,3,3,2],[3,1,1,2,2,3],
[3,2,2,4,4,31,[3,3,33,3,31,[3,441,1,3],
[41,1,33,41,[4221,1,4],[4,3,3,2,2,4],
[4,4,4,4,4,4]]
gap > Length(A);
16

Mismo resultado que obtuvimos en ese mismo ejemplo, coloreando a mano.

Ejemplo 4.6. Veamos que efectivamente el grupo fundamental no distingue links. Recor-
demos los links de la observacién 1.4, ellos tienen los mismos grupos fundamentales. Los
escribimos con PD-code:

L1 ::[['11[10/1/2/7]]r[_1/[2/7/8/3]]/[1/[6/3/411]]/['11[9/4/5/1011/[
-1 s [5/8/916] ] ]
L2:=[[-1,[91210]],[-1,[289311,[-1,[313,14411]1,[-1,[144,15]]
,01,[105611]],[1,[611,12,7]],[1,[12,7,813]1]

Y luego, coloredndolos con el bialexander del ejemplo anterior, tengo:



CAPITULO 4. GAP 74

gap > colorlist(bi,L1);
[r1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]1,[1,2,2,2,3,3,4,1,4,4],[1,3,3,3,4,4,2,1,2,2],
[1,4,4,4,2,2,3,1,3,3],[12,1,1,1,4,4,3,2,3,3],12,2,2,2,2,2,2,2,2,2],
[2,3,33,1,1,4,2,4,4],[2,4,4,4,3,3,1,2,1,1],[3,1,1,1,2,2,4,3,4,4],
[3,22,2,441,31,1],133,3,3,3,3,3,3,3,3],[3,4441,1,2,3,2,2],
[41,1,1,33,2,422],1422,2,1,1,3,43,3],143,3,3,2,2,1,4,1,1],
[4,4,4,4,4,4,4,4,4,4]]
gap > colorlist(bi,L2);
[r1,1,1,1,1111,1,1,1,1,1,11,[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2],
[3,333,33,3,3,3,3,3,3,33],[4444,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4]]

Y como sus cantidades de coloreos son diferentes, concluyo que son links diferentes.

Ejemplo 4.7. Coloreando, podemos construir una funcién que nos indique la cantidad
de componentes del link. Para ello, usamos al biquandle Flip, dado por:

bi:=rec(lperms :=[[1,2],[1,2] ], rperms :=[[1,2],[1,2] ])

Laregla de coloreo por el Flip, colorea con el mismo elemento, a los semiarcos diagonales,
es decir, que colorea igual al semiarco entrante y a su semiarco saliente opuesto (que
es su continuacién en el diagrama). Luego, las coloraciones por el Flip, serdn elegir un
elemento para cada componente conexa, es decir, que tendremos 2" coloraciones, donde
r = #componentes conexas del link.

gap > CompConexas := function(k)
> local bi, N ;
> bi :=rec(lperms:=[[1,2],[1,2] ], rperms :=[[1,2],[1,2] ] );
>N:=2;
> return LoglInt( Size(colorlist(bi k)), 2 );
> end;
function(k) ... end
Por ejemplo, si lo aplicamos al enlace de Hopf y a los anillos de Borromeo, obtenemos:
gap > HopfLink :=[[-1,[4123]1],[1,[2341]]1;
gap > CompConexas(HopfLink);
2
gap > Borromeo:=[[1,[8,1,25]],[-1,[11,23,12]],[-1,[3,6,7411,
>[1,[491011]1],[1,[125691]1],[-1,[7,1011,8]11;;
gap > CompConexas(Borromeo);

3
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Funcion de particion

Para contruir la funcién de particiéon, necesitamos tener un 2-cociclo y un link. La
construccién de 2-cociclos para que cumplan las condiciones necesarias, la abordaremos
en la siguiente seccion.

Por el momento, supongamos que tenemos una funcién f : X x X — A que es 2-
cociclo de biracks con A un grupo abeliano, que por conveniencia, escribimos en términos
de permutaciones. Veamos como obtener su funcién de particién.

La siguiente funcién tiene como entrada un nudo y una lista de coloreos, y lo que

hace es devolver un lista de nudos coloreados, uno por cada coloreo de la lista.

gap > Cols := function(bi,k,colorlist)

> local Col, mk, cmk, i,j ,N ;

> N := Size(bi.lperms[1]);

>Col:=[];

> mk := Move(bi,k);

> foriin [1..Size(colorlist)] do

> cmk := StructuralCopy(mk);

> for j in [1..Size(colorlist[1])] do

> cmk := Etiquetado(cmk,N+j, colorlist[i][j]);

> od;

> Add(Col, cmk);

> od;

> return Col;

> end;

function(bi , k , colorlist) ... end

La siguiente funcién tiene como entrada un nudo, una funcién que sea 2-cociclo de
biracks, una lista de coloreos, y lo que devuelve es una lista de pares. El segundo elemen-
to de cada par, es un elemento del grupo al que llega el 2-cociclo, y el primer elemento
es la cantidad de veces que aparece en la sumatoria. Es decir, que en la funcién estan
realizadas las productorias y sumatorias de la funcién de particion:

gap > Statesum := function(bi,k,f,colorlist)
> local S,col,bolt,ss,i,j ;
> S := Size(k);

>ss:=[];
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> col := Cols(bi, k,colorlist);

>bolt:=[];

> for iin [1..Size(colorlist)] do

> if col[i][1][1] = 1 then

> bolt[i] := f(col[i][1][2][1], col[i][1][2][2]) ;

> else

> bolt[i] := f(col[i][1][2][3], col[i][1][2][4]) ;

> fi;

> od;

> for iin [1..Size(colorlist)] do

> forjin [2..5] do

> if col[i][j][1] = 1 then

> bolt[i] := bolt[i] * f(col[i][jl[2][1], col[i][jI[2][2]);
> else

> bolt[i] := bolt[i] * f(col[i][jI[2][3], col[i][jI[2][4]);
> fi;

> od;

> od;

> foriin [1..Size(colorlist)] do

> Add(ss, [ Size(Positions(bolt, bolt[i])), bolt[i] ] );;
> od;

> ss := Set(ss);;

> return ss;

> end;

function(bi , k, f, colorlist) ... end

Ejemplo 4.8. Recordemos el bialexander X = Zy[t]/(t* +t+ 1) dadoporr =1yt =t,
expresado en cédigo como:

bi :=rec(lperms :=[[1,2,3,4],[1,2,3,4],[1,2,3,4] ,[1,23,4] ],
rperms = [ [1/3/4/2] s [4/2/1/3] 7 [2/4/3/1] 7 [3/1/2/4] ] )

Tenemos que la siguiente funcién f : X x X — A es un 2-cociclo, con A = (7) el ciclico
de orden 2, dada por:

1 siz=yozxz=1o0y=1,
f(x,y){
7 en otro caso.

Y su c6digo es:
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gap > cocicle := function(x,y)

> if x=2 or y=2 or x=y then

> return ();

> else return (1,2);

> fi;

> end;

function(x,y) ...end
Para el nudo trébol del Ejemplo 2.4, el 2-cociclo f y sus coloreos dados por el bialexander,
tengo:

gap > Statesum(bi,k,cocicle,colorlist);

[[4 01112 12)]]

Lo que interpretamos como BRZx ¢(k) = 4 + 127 € Z[A]

2-Cociclo universal abeliano

Lo que construimos primero, son dos funciones que generen los términos que hay de
cada lado de la igualdad de nuestra ecuacién, escrita como lista de pares de elementos.
gap > Eql := function(bi, x, y, z)
> local L ;
> L:=[[x,y] [sigma(bi,x,y)[2],z], [sigma(bi,x,y)[1], sigma(bi,sigma(bi,x,y)[2],z)[1]]
I;
> return L;
> end;
function(bi, x,y,z) ... end
> Eq2 := function(bi, X, y, z)
>local L;
> L :=[ [x, sigma(bi,y,z)[1]], [sigma(bi,x,sigma(bi,y,z)[1])[2], sigma(bi,y,z)[2]],
[y.z] I;
> return L;
> end;
function(bi, x,y,z) ... end
El siguiente paso es considerar estas dos listas, y en caso de tener un mismo término
de ambos lados, lo eliminamos. A continuacién procedemos a generar una lista de NxN,

donde en cada lugar (i j) estd la cantidad de veces que aparece (i,j) en la ecuacién, con
signo positivo si aparece del lado izquierdo, y signo negativo si aparece del otro lado.
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gap > EqList := function(bi,x,y,z)

> local C,L,Leq,i,N;

> N := Size(bi.lperms[1]);

> C := Cartesian( [1..N], [1..N] ),

> L :=[ Eql(bixyz), Eq2(bix,yz) ];

>Leq:=[];

> foriin [1.N*N] do

> while C[i] in L[1] and C[i] in L[2] do

> Remove(L[1], Position(L[1] ,C[i] ) );

> Remove(L[2], Position(L[2], C[i] ) );

> od;

> od;

> foriin [1..N*N] do

> if C[i] in L[1] then

> Leq([i] := Size(Positions(L[1] , C[i]);

> elif C[i] in L[2] then

> Leq[i] := -Size(Positions(L[2] , C[i]));

> else

> Leq[i] :=0;

> fi;

> od;

> return Leq;

> end; function(x, y,z) ... end

Ahora que podemos construir una lista que codifique sencillamente a la ecuacién, lo

siguiente es ir armando una lista que registre todas las ecuaciones posibles para (x,y,z) y
elimine las repetidas, para obtener finalmente una matriz con filas distintas que podamos
triangular racionalmente y asi quedarnos con las relaciones buscadas.

gap > RelX := function(bi)

>local L, i,j, k,N;

> N := Size(bi.lperms[1]);

>L:=[]

> foriin [1..N] do

> forjin [1..N] do
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> for kin [1..N] do
> Add(L, EqList(i,j,k) );
> od;
> od;
> od;
> L := Set(L);
> TriangulizeMat(L);
> L := L[1..RankMat(L)];
> return L;
> end;
function(bi) ... end
La siguiente funcién sera el 2-cociclo universal. Toma un birack, y en base a la matriz
triangulada de relaciones, genera una lista de NxN elementos, donde en el lugar (i-1)*N+j
(que es correspondiente al par (i,j)-esimo), tiene una lista de los coeficientes (af;wj))r.
gap > vartheta := function(bi)
>local M,N,R, P, V,W, L, jijt;
> N := Size(bi.lperms[1]) ;
>L:=[];
> R := RelX(bi) ;
>V := Size(R);
>P:=N*N-V;
> W := Position(R[V],1);
> M := List([1..(N*N)] , i -> List([1..(P)],i->0) ) ;
>t:=0;
> foriin [1..W] do
> if R[i-t][i] = 1 then
> continue ;
> else
> Add(L, i) ;
>ti=t+1;
> fi;
> od;
> Append(L, [(W+1)..(N*N)] ) ;
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>t:=0;

> forjin [1..(N*N)] do

> ifj in L then

> M[j][Position(L, j)] :=1;

>ti=t+1;

> else

> M[j] := -1*R[j-t]L ;

> fi;

> od;

> return M;

> end;

function(bi) ... end

Finalmente, la funcién de particién con el 2-cociclo universal abeliano, se conseguira

asigndndole el correspondiente peso de Boltzmann de ¥ para cada cruce, y luego suman-
do entre todos los coloreos. Como resultado, obtenemos una lista con dos términos: el
segundo sera una lista con los valores de los coeficientes de los generadores del grupo
universal abeliano sin torsién, y el primero seréd la cantidad de veces que estos coeficien-
tes aparecen al recorrer todos los coloreos.

gap > Universalstatesum := function(bi k)

> local S,col,bolt,ss,i,j,N,M,C;

> S := Size(k);

> N := Size(bi.lperms[1]);

> M := vartheta(bi) ;

> C := colorlist(bi, k) ;

>ss:=[];
> col := Cols(bi,k,C);
> bolt:=[];

> foriin [1..Size(C)] do

> if col[i][1][1] = 1 then

> bolt[i] := M[ (col[i][1][2][1] - 1)*N + col[i][1][2][2] ] ;
> else

> bolt[i] := M[ (col[i][1][2][3] - 1)*N + col[i][1][2][4] ] ;
> fi;

> od;
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> foriin [1..Size(C)] do

> forjin [2..S] do

> if col[i][j][1] = 1 then

> bolt[i] := bolt[i] + M[ (col[i][jI[2][1] - 1)*N + col[il[jl[2][2] ] ;

> else

> bolt[i] := bolt[i] + M[ (col[i][jI[2][3] - 1)*N + col[i][j1[2][4] ];

> fi;

> od;

> od;

> foriin [1..Size(C)] do

> Add(ss, [ Size(Positions(bolt, bolt[i])), bolt[i] ] );;

> od;

> ss := Set(ss);;

> return ss;

> end;

function(bi, k) ... end
Ejemplo 4.9. En este ejemplo, vamos a probar que los nudos primos de 5, 6 y 7 cruces,
son todos no equivalentes. Para ello, vamos a usar los PD-codes elaborados a partir de la

Figura 4.5, donde empezamos en el punto rojo del nudo, etiquetando con 1, y seguimos
la orientacion hacia donde esta el ntimero 2:

51:=[[-1,[6127]1],[-1,[2783]1],[-1,[83491]1,[-1,[49,10,5]1],1
-1,[105611]111];
52::[['11[1/6/712]]/['1/[7/2/318]]/['1/[3r10/1/4]]/['1/[9/4—/5/10]]/[
-1 ’ [51819r6] ] ]/
61:=[[-1,[1982]1],[-1,[2783]],[-1,[3,1214]],[-1,[1145,12]],
[-1,[51011,6]],[-1,[96,710]111;
62::[[1,[1,6,7,2]],[—1,[2,11,12,3]],[-1,[8,3,4,9]],[-1,[4,9,10,5]],
['1 ’ [ 10/5/6/11 ] ] ’ [ 1 ’ [ 7/12/1/8 ] ] ]/
63:=[[-1,[1,1011,2]],[1,[256311,[1,[834911,[1,[49,10511,1
-1,[1,6,71211,[-1,[7121,8]111;

71:= [ [ -1 s [ 8/1/2/9 ] ] ’ [ -1 s [ 2/9/10/3 ] ] ’ [ -1 s [ 10/3/4/11 ] ] s [ -1 s [4/11112/5 ]
] ’ [ -1 ’ [ 1215/6/13 ] ] 7 [ -1 ’ [ 6/13/1417] ] ’ [ -1 ’ [ 1417/8/1 ] ] ]/
72:=[[-1,[1,1213211,[-1,[11,23,1211,[-1,[3,10,11,41]1,[-1,[9,4,5,10
11,[-1,1589611,[-1,[136,714]1],[-1,[714118]]];
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73:=[11,[8129]1,[1,[29103]1,[1,[10,3411]],[1,[411125]],
[1,[145611]1]1,[1,[61314,7]1]1,[1,[12,7813]]];
74:=[[1,[11011,2]],[1,[92310]1,[1,[389,41],[1,[11,45,12]],
[1,[51416]],[1,[13,6,7,14]1],[1,[7,12,13,8]11];

75:= [ [ -1 ’ [ 8/112/9 ] ] ’ [ -1 s [ 2/13/1413 ] ] s [ -1 s [ 12/314/13 ] ] s [ -1 ’ [4/9/10/5 ]
] ’ [ -1 s [ 10/5/6/11 ] ] s [ -1 ’ [ 6/11/12/7] ] ’ [ -1 s [ 14/7/8/1 ] ] ]/
76:=[[1,[112132]],[1,[11,23,12]1],[-1,[8,349]11,[-1,[4910,5]]
,-1,[14561]1]1,[-1,[6,13,14,71],[-1,[10,7811]111];
77:=[[1,[189211,11,17238]11,[1,[312,13,411,[1,[11,4512]],1
-1 ’ [ 14/5/611 ] ] ’ [ -1 7 [ 6/9/10/7] ] ’ [ -1 ’ [ 10/13/14111 ] ] ]/

BEIDE
@@@@@@@

Figura 4.5: Nudos primos de 5, 6 y 7 cruces

Y los biracks serdn los siguientes:

= Los biquandles de Wada no triviales hasta orden 7:

WadaZ3 :=rec(lperms :=[[1,2,3],[1,2,3],[1,2,3]],rperms := [[1,2,3],[3,1,2],[2,3,1]]);
WadaZ4 := rec(Iperms := [[1,4,3,2],[1,4,3,2],[1,4,3,2],[1,4,3,2]],

rperms := [[1,2,3,4],13,4,1,2],[1,2,3,41,[3,4,1,2]]);

WadaZ5 :=rec(lperms :=[[1,54,3,2],[1,5,4,3,2],[1,5/4,3,2],[1,5,4,3,2],[1,5,4,3,2]],
rperms :=[[1,2,3,4,5],[3,4,5,1,2],[5,1,2,3,4],12,3,4,5,1],[4,5,1,2,3] ]);

WadaZ6 := rec(lperms :=[[1,6,5,4,3,2],[1,6,5,4,3,2],[1,6,54,3,2],[1,6,5,4,3,2],
[1,6,54,3,2],[1,6,54,3,2]] rperms :=[[1,2,3,4,5,6],[3,4,5,6,1,2],[5,6,1,2,3,4],
[1,2,3,4,5,6],[3/4,5,6,1,2],[5,6,1,2,34]]);

WadaS3 := rec(lperms :=[[1,3,2,4,5,6],[1,3,2,5,6,4],[1,3,2,6,4,5],[1,2,3,4,6,5],
[1,2,3,6,54],[1,2,3,54,6]] rperms :=[[1,2,3,4,5,6],[3,1,2,6,4,5],[2,3,1,5,6,4],
[1,2,3,4,5,6],[1,2,34,5,6],[1,2,34,5,6]]);
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WadaZ7 :=rec(lperms:=[[1,7,6,54,3,2],[1,7,6,5,4,3,2],[1,7,6,5,4,3,2],[1,7,6,5,4,3,2],
[1,7,6,54,3,2],[1,7,6,54,3,2],[1,7,6,54,3,2] |, rperms :=[[1,2,3/4,5,6,7],[3,4,5,6,7,1,2],
[5,6,7,1,2,3,4],17,1,2,3,4,5,6],12,3,4,5,6,7,11,14,5,6,7,1,2,3],[6,7,1,2,3,4,5] ] );

= Birack que no son biquandles:

bi_1:=rec(Ilperms:=[[1,2,3],[1,3,2],[1,3,2]],rperms := [[1,3,2],[1,2,3],[1,2,3]]);
bi_2 :=rec(lperms := [[1,3,4,2],[1,4,2,3],[1,4,2,3],[1,4,2,3]],
rperms :=[[1,2,3,4],[1,4,2,3],[1,4,2,3],[1,4,2,3]]);

Comenzemos analizando la Tabla 4.1. Algo que observamos rdpidamente, es que aun-
que haya biracks que me den la misma cantidad de coloreos para todos los nudos (como
el WadaZ4 por ejemplo), los coeficientes de sus funciones de particion universales los
distinguen segtin su cantidad de cruces. Asi que enfoquémosnos en distinguir aquellos
que tienen la misma cantidad de cruces.

Los biracks de Wada distinguen 6_1 de 6_2 y 6_3, pero no distingue a estos dos tiltimos.
A 74y 7.5 los distingo entre si y los distingo del resto mediante coloreos de WadaZ3.
También distingo a 7_7 con WadaZ6 o WadaS3.

En esta, observamos que hay nudos que podemos distinguir con coloreos, como los
nudos 74y 7.5 con el WadaZ3. También distingo al 7_7 de los demds con coloreos por
WadaZ3 o WadaS3.

Y no podemos obtener mds informacién con esta tabla, asi que observamos la ta-
bla 4.2. Con bi_1 puedo distinguir a 6_2 de 6_3. También distingo a 72 de los deméds con
bi_1.

Para finalizar, Colyyqdaz7(7-1) = 49 # 7 = Colwadaz7(7-3), con lo cual probamos que
todos los nudos primos de la figura 4.5 son no equivalentes.

Ejemplo 4.10. Ahora, probemos que podemos distinguir entre nudos enmarcados. Para
ello, consideramos varios Hopf links donde una de las componentes tiene un twist, como
se ve en la figura 4.6.

Para ello vemos la tabla 4.3, donde observamos algo que ya sabiamos: los coloreos por
biquandles no distinguen los twist en los links. Pero con la funcién de particién universal,
podemos distinguir si tiene o no un twist. Lo que no distingue es si ese twist es positivo
o negativo, asi que necesitamos biracks que no sean biquandles.

Con bi_1 podemos distinguir a HLF1 de HLF_1 y a HLF3 de HLF_3. Finalmente con
bi_2 podemos identificar a HLF2 de HLF_2.

En la tabla 4.4 podemos ver que bi_1 distingue a todos salvo a HLF2 de HLF 2.

Ejemplo 4.11. Para terminar, podemos observar que es posible obtener funciones de par-
ticién con valores racionales, como es el caso para:

bi_3 := rec(lperms := [[3,1,2,4],[3,1,2,4],[3,1,2,4],[3,1,2,4]],
rperms := [[3,2,1,4],[2,1,3,4],[1,3,2,4],[2,3,1,4]])
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| K\ X || WadaZ3 | WadaZ4 | WadaZ5 | WadaZ6 WadaS3
51 e 2¢3 + 2¢3 25¢5 3¢ + 3c3 3¢3 + 3c3
592 e 23 + 2¢3 5¢5 3¢g + 3c3 3¢3 + 3¢5
5
e +
6 o 2 S 4§ § + 38
1 ety ot | 6T 2 2 8
62 3cb 2¢§ + 2§ 5¢5 3c§ + 365 3¢S + 3§
63 3ch 2c8 + 2¢5 5¢5 3¢ + 365 3¢S + 365
71 c 2¢] + 2] 5¢h 3¢k + 3c] 3cg + 3]
72 c 2¢] + 25 5¢ch 3¢t + 3¢} 3¢k + 3]
73 c 2¢] + 2] 5¢h 3¢k + 3] 3¢k + 3¢k
74 3¢’ 2¢] +2¢h | 25¢h 9¢ct + 9¢c§ 9ct +9ch
75 97 2ci +2c5 | 5c3 3¢t +3ch 3¢k + 3¢k
76 c 2¢] + 2] 5¢h 3¢k + 3] 3cg + 3]
201_20(7508 + _9
202090 =20=3 0y (3 2¢; "¢ +
€1 “Cycq "y T egCres+ 2 ted =29
9 —2 C5 CeCr Cy +
2cg¢3 tlo2.-2-29
77 c 2] + 2ch 5ch 9 -9 9 5 2c5c “er ey +
20537 + 20166 + | 5 243 0.9,-2
2343 -1 -3 —1 C5Cq  CrCgt2CaC3 +
20163C305¢5 C77°Cg | 5 2 3 2 4 3¢T 4 3T
3¢f + 3¢ 16263 8 2

Cuadro 4.1: Funciones de particién universales con biracks de Wada

L K\X bi_1 bi 2
51 it gt
59 c? c?
61 &§ +2cick c§
62 § + 2cic? §
65 || §+chcE+ciet | cAcleg? + cic + Setegt +
N o o
T2 el + cjcd + cicd cied + cied + ]
73 cf cf
T4 c{ c{
75 CZ CI
76 g Adicy ! + dicdy + ks +
77 CI cI

Cuadro 4.2: Mas funciones de particion universales

Aplicando la funcién de particién universal, a los nudos 51, 6_1 y 7_1, obtenemos:

gap > Universalstatesum( bi_3,5_1);

[[1,10,0,0,0,0,5]1,[3,[5,0,10/3,10/3,-20/3,0]11
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HLFO

gap > Universalstatesum( bi_3 ,6_1);

Cuadro 4.4: Identificando los twist con biracks que no son biquandles

[[1,[0,0,0,0,0,6]],[3,[6,0,4,4,-8,0]]]

HLF_1 HLF_2 HLF_3
Figura 4.6: Hopf links twisteados
| KNX || WadaZ6 WadaS3
HLFO 3¢ + 3c3 + 6cacscocy | 32 + %+ 18cyckeg tereg
HLF1 30% + 30405c§c§1 + 3020465cécg_1 + 3c§ 30% + c% + 904c§c6_107 + 96204c§cglc7cg1
HLF2 || 3¢} + 3cacsciegt + 3c3eacsciegt + 33 | 3¢3 + ¢ + 9cackeg L eres + 9cdeackeg Lereg !
HLF3 302 + 304656810;1 + 30§C4C5Cécgl + 303 302 + cg + 9040%0&%70% + 96%040%06716705?1
HLF_1 || 3¢} + 3cacscdeg ! + 3cacacschegt +3¢3 | 3¢k + ¢ + 9eackeg 'er + Yeacacteg P ereg !
HLEF2 30%1 + 3C4C5C%C§l + 36%64C5Cé6§1 + 363 36% + c% + 9646%0&16768 + 96%04c§cglc7c§1
HLE.3 30% + 3C4C5Cgc§1 + 3020405cécg1 + 363 302 + cg + QC4c§cglcw§ + 9C%C4C§CE167C§1
Cuadro 4.3: Identificando los twist con biquandles
KX bi_1 bi_2
HLFO a3 c
HLF1 || cocs3es + ch;;cicgl + c:f coc3cs + CQCgCngl + 02030305cg2 + c:f
HLF2 ci ci
HLF3 || cacscqcs + cacsci + 3 3
HLF 1 3 + 2cacseq c
HLF_2 ci ct + 3eacsceseg !
HLF_3 ¢} + 2cacscics e
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gap > Universalstatesum(bi_3 ,7_1);
[[1,[0,0,0,0,0,7]1,[3,[7,0,14/3,14/3,-28/3,0]1]]
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Anexo

Cddigos para copiar y pegar

Cadigo de coloreos
sigma := function(bi, X, y)
return [bilperms[x][y], bi.rperms[y][x]];
end;
Cantarcos := function(k)
local ¢,i;
c:=1;
foriin [1..Size(k)] do
if ¢ < k[i][2][1] then
c := K[i][2][1];
elif ¢ < k[i][2][2] then
c = K[il[2][2];
else continue;
fi;
od;
return ¢;
end;
Move := function(bi, k)
local ck,i,S,N;
N := Size(bi.lperms|[1]);
S := Size(k);
ck := StructuralCopy(k);
foriin [1..S] do
ck[i][2] := List (ck[i][2] , x -> x+N);
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od;

return ck;

end;

Etiquetado := function(k,1,x)

local P, R,i,S;

S := Size(k);

foriin[1..S5] do

if Position(k[i][2],r) <> fail then

P := Positions(k[i][2],r);

R := List([1..Size(P)], i -> x);

K[i][2]P :=R;

else

continue;

fi;

od;

return k;

end;

checkX := function(bi,mk)

local 1,i,S,N;

N := Size(bi.lperms|[1]);

S := Size(mk);

L=l

foriin [1..S] do

if Number(mk[i][2], n -> n < N+1)=4 then
if (mk[i][1])=1 then

I[i] := sigma(bi, mk[i][2][1] , mKk[i][2][2] )=[ mKk[i][2][3] , mk[i][2][4] I;
else

1[i] := sigma(bi, mk[i][2][3] , mk([i][2][4] )=[ mk[i][2][1] , mk[i][2][2] |;
fi;

elif Number(mk[i][2], n -> n < N+1)=3 then
if (mk[i][1])=1 then

if mk[i][2][1]> N then
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I[i] := mk[i][2][3] = sigma(bi, Position(bi.rperms[mk[i][2][2]] , mk][i][2][4] ),
mK[i][2][2] )[1];

elif mk[i][2][2]> N then

I[i] := mk[i][2][4] = sigma(bi, (mk[i][2][1]), Position(bi.lperms[ mk[i][2][1] ],
mk[i][2][3] ) )[2];

elif mk[i][2][3]> N then

1[i] := mk[i][2][4] = sigma(bi, mk[i][2][1],mk[i][2][2])[2];
else

I[i] := mk[i][2][3] = sigma(bi, mk[i][2][1],mk[i][2][2])[1];
fi;

else

if mk[i][2][1]> N then

1[i] := mk([i][2][2] = sigma(bi, mk[i][2][3] , mk[i][2][4] )[2];
elif mk[i][2][2]> N then

I[i] := mk[i][2][1] = sigma(bi, mk[i][2][3] , mk[i][2][4] )[1];
elif mk[i][2][3]> N then

I[i] := mk[i][2][1] = sigma(bi, Position(bi.rperms[ mk[i][2][4] ], mk[i][2][2] ),
mk[i][2][4] )[1];

else

I[i] := mk[i][2][2] = sigma(bi, mk[i][2][3], Position(bi.lperms[ mk[i][2][3] ], mk[i][2][1]
)21

fi;

fi;

else

1[i] := true;

fi;

od;

if false in 1 then
return false;
else

return true;

fi;

end;

check := function(L,Extra)
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local cmk,i,S,N;

N := Extra[1];

S := Size(Extra[2]);

cmk := StructuralCopy(Extra[2]);
foriin [1..Size(L)] do

cmk := Etiquetado(cmk, N+i,L[i]);
od;

return checkX(Extra[3],cmk);
cmk := Extra[2];

end;

colorlist := function(bi, k)

local C,mk, N, ext ;

N := Size(bi.lperms|[1]);

C := Cantarcos(k);

mk := Move(bi,k);

ext := [N,mk,bi];

return BacktrackBag([1..N],check,C, ext);

end;

Funcion de particion para un 2-cociclo de permutaciones

Cols := function(k,colorlist)
local Col, mk, cmk, i,j;
Col:=[1];

mk := Move(k);

for iin [1..Size(colorlist)] do
cmk := StructuralCopy(mk);
for j in [1..Size(colorlist[1])] do
cmk := Etiquetado(cmk,N+j, colorlist[i][j]);
od;

Add(Col, cmk);

od;

return Col;

end;
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Statesum := function(k,f,colorlist)

local S,col,bolt,ss,ij ;

S := Size(k);

ss:=[];

col := Cols(k,colorlist);

bolt:=[];

foriin [1..Size(colorlist)] do

if col[i][1][1] = 1 then

bolt[i] := f(col[i][1][2][1], col[i][1][2][2]) ;

else

bolt[i] := f(col[i][1][2][3], col[i][1][2][4]) ;

fi;

od;

foriin [1..Size(colorlist)] do

forjin [2..S] do

if col[i][jl[1] = 1 then

bolt[i] := bolt[i] * f(col[i][j][2][1], col[i]j][2][2]);
else

bolt[i] := bolt[i] * f(col[i][j1[2][3], col[il[j1[2][4]);
fi;

od;

od;

for iin [1..Size(colorlist)] do

Add(ss, [ Size(Positions(bolt, bolt[i])), bolt[i] ] );;
od;

ss := Set(ss);;

return ss;

end;

Funcion de particion universal
Cols := function(bi,k,colorlist)
local Col, mk, cmk, i,j ,N ;

N := Size(bi.lperms|[1]);
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Col:=[1];

mk := Move(bi,k);

foriin [1..Size(colorlist)] do

cmk := StructuralCopy(mk);

for j in [1..Size(colorlist[1])] do

cmk := Etiquetado(cmk,N+j, colorlist[i][j]);
od;

Add(Col, cmk);

od;

return Col;

end;

Eq1 := function(bi,x, y, z)

local L ;

L:=[[xy], [sigma(bixy)[2], z], [sigma(bix,y)[1] , sigma(bi, sigma(bi,x,y)[2]
;)T

return L;

end;

Eq2 := function(bi,x, y, z)

local L ;

L = [ [x ,sigma(bi y ,z)[1] ], [sigma(bi x ,sigma(bi ,y ,z)[1]) [2] ,sigma(bi ,y
2211, 1y 2zl I;

return L;

end;

EqList := function(bi,x,y,z)

local C,L,Leq,i,N;

N := Size(bi.lperms[1]);

C := Cartesian( [1..N], [1..N] );

L :=[ Eql(bixyz), Eq2(bix,yz) |;
Leq:=[];

foriin [1..N*N] do

while CJi] in L[1] and C[i] in L[2] do
Remove(L[1], Position(L[1] ,C[i] ) );
Remove(L[2], Position(L[2], C[i] ) );
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od;

od;

foriin [1..N*N] do

if C[i] in L[1] then

Leq[i] := Size(Positions(L[1] , C[i]));
elif C[i] in L[2] then

Leq[i] := -Size(Positions(L[2] , C[i]))

else

Leql[i] :=0;

fi;

od;

return Leq;

end;

RelX := function(bi)
localL,i,j, k,N;

N := Size(bi.lperms|[1]);
L:=[];

foriin [1..N] do

forjin [1..N] do

for kin [1..N] do
Add(L, EqList(bi,ijk) );
od;

od;

od;

L :=Set(L);
TriangulizeMat(L);

L :=L[1..RankMat(L)];
return L;

end;

vartheta := function(bi)
localM, N, R, P, V,W,L,i,jt;
N := Size(bi.lperms|[1]) ;
L=[];

4
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R := RelX(bi) ;

V :=Size(R);

P:=N*N-V,

W := Position(R[V],1);

M := List([1..(N*N)] , i -> List([1..(P)],i->0) ) ;
t:=0;

foriin [1..W] do

if R[i-t][i] = 1 then
continue ;

else

Add(L, i) ;

ti=t+1;

fi;

od;

Append(L, [(W+1)..(N*N)] ) ;
t:=0;

forjin [1..(N*N)] do

ifjin L then
MIj][Position(L, j)] := 1 ;
ti=t+1;

else

MIj] := -I*R[j-t]L ;

fi;

od;

return M;

end;

Universalstatesum := function(bi, k)
local S,col,bolt,ss,i,j,N,M,C;
S := Size(k);

N := Size(bi.lperms|[1]);

M := vartheta(bi) ;

C := colorlist(bi k) ;

ss:=[];
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col := Cols(bi k,C);

bolt:=[];

foriin [1..Size(C)] do

if col[i][1][1] = 1 then

bolt[i] := M[ (col[i][1][2][1] - 1)*N + col[i][1][2][2] ] ;
else

bolt[i] := M[ (col[i][1][2][3] - 1)*N + col[i][1][2][4] ] ;
fi;

od;

foriin [1..Size(C)] do

forjin [2..5] do

if col[i][j][1] = 1 then

bolt[i] := bolt[i] + M (col[i][j][2][1] - 1)*N + col[iI[I[21[2] 1 ;

else

bolt[i] := bolt[i] + M[ (col[i][jl[2][3] - 1)*N + col[i][j1[2][4] ] ;

fi;

od;

od;

foriin [1..Size(C)] do

Add(ss, [ Size(Positions(bolt, bolt[i])), bolt[i] ] );;
od;

ss := Set(ss);;

return ss;

end;
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