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Introducción

Uno de los teoremas más famosos de la historia es el Último Teorema de Fermat
(UTF). Desde que el abogado-matemático Pierre de Fermat lo enunció en el margen de
una hoja en el año 1637 con la leyenda “he encontrado una demostración verdadera-
mente maravillosa de esta proposición, pero este margen es demasiado estrecho para
contenerla”, el mismo despertó una cantidad desmedida de emociones muy diversas
en los matemáticos durante siglos.

La historia del UTF es alucinante por donde se la mire y gira alrededor de una su-
puesta demostración no exhibida. Sin embargo, el UTF representó un verdadero cisma
en la Matemática. El poder de una demostración radica en que una vez probado el
valor de verdad de una proposición a partir de una serie de axiomas y de un proce-
so lógico-deductivo, tal valor de verdad durará hasta el final de los tiempos. Fue por
eso que numerosos matemáticos intentaron demostrar la entonces Conjetura de Fermat
durante tantos años, convencidos de que la misma era cierta. Sin embargo, y pese a
los muchos avances obtenidos en ello, los esfuerzos nunca eran suficientes para probar
todos los casos.

En el afán de demostrar el teorema, diversos matemáticos dieron pruebas para ca-
sos particulares del mismo. Entre ellos se pueden mencionar a Leonhard Euler, Sophie
Germain, Adrien-Marie Legendre, Gabriel Lamé, Ernst Kummer y Lejeune Dirichlet.
No obstante, sería el matemático inglés Andrew Wiles quien pondría fin al misterio al
presentar una demostración irrefutable del UTF en 1995.

A lo largo de los diversos intentos por demostrarlo, el matemático Gabriel Lamé
creyó haberlo logrado hasta que Ernst Kummer notó un error fatal en la supuesta prue-
ba de Lamé: el uso de la unicidad de factorización en irreducibles en anillos numéricos.
El error de Lamé se debió al hecho de asumir que cualquier anillo numérico tiene pro-
piedades análogas a las de los números enteros.

Actualmente, en cualquier curso donde se aborde el estudio de estructuras algebrai-
cas, se estudian las nociones de factorización en irreducibles, máximo común divisor de
dos elementos no nulos y la existencia de algoritmos que permitan su cálculo.

Siguiendo esta línea de estudio y previo a abordar la demostración de dos casos
particulares del UTF, en una materia optativa me presentaron un ejemplo de un llama-
do Dominio Principal que no es un Dominio Euclídeo. El UTF y su impacto en el desarrollo
moderno de la Teoría de Números me parecieron fascinantes desde un primer momen-
to, pero las demostraciones vinculadas a ese ejemplo me resultaron poco naturales en
comparación a los otros ejemplos y contraejemplos estudiados previamente en ese mis-
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mo eje temático.
Luego de un tiempo encontré un ejemplo distinto en internet pero sin referencia al-

guna a una prueba, por lo que su veracidad era incluso incierta. Finalmente encontré
una publicación en [mat14] con un esbozo de demostración que aún no me resulta-
ba del todo satisfactoria, por lo que me propuse desarrollar una demostración por mi
cuenta y abordarla conjuntamente con algunas de las ideas presentes en tal publicación
y con ideas propias. Para ello recurrí a la teoría de resultantes y a los conocimientos
adquiridos en materias como Álgebra II y Álgebra III.

Esta tesis busca organizar los conceptos conocidos pero imprescindibles para que
todo sea autocontenido y también apunta a presentar algunos resultados necesarios
menos conocidos para finalmente exhibir este ejemplo de Otro Dominio Principal que no
es un Dominio Euclídeo y dar una prueba de ello.

Damos a continuación un breve detalle acerca de cómo está organizada esta tesis.
El enfoque con el que abordaremos los primeros cuatro capítulos de este trabajo

corresponde en parte al que generalmente se sigue en cualquier curso de estructuras
algebraicas (cf. [DF04], [Lan02], [Rot23], [SK90], [ST01], entre otros).

En el Capítulo 1 se podrán encontrar resultados preliminares acerca de la teoría de
anillos conmutativos, dominios íntegros y elementos irreducibles y primos. La idea es
que el lector tenga presentes todas las definiciones y resultados que figuran allí ya que
serán utilizados a lo largo de todo este trabajo.

En el Capítulo 2 abordaremos como tema central la factorización de elementos en
un dominio íntegro como producto de irreducibles y las propiedades que resultan aná-
logas a las conocidas para los anillos Z y K[X] con K cuerpo. Aquí veremos ejemplos de
dominios donde la factorización en irreducibles no es única, o incluso no es posible. A
su vez, estudiaremos resultados que permitan garantizar la existencia de factorización
y su unicidad. Además, analizaremos cuándo es posible asegurar la existencia de un
máximo común divisor dados dos elementos no ambos nulos en un dominio íntegro y,
en tal caso, qué propiedades tiene en contraste con las que se conocen en los dos anillos
mencionados anteriormente.

En el Capítulo 3 daremos las definiciones de Dominio Principal y Dominio Euclí-
deo, las cuales resultan muy naturales cuando se busca generalizar dos propiedades
fundamentales del máximo común divisor a anillos que no sean necesariamente el de
los números enteros Z: la escritura del máximo común divisor entre dos elementos no
ambos nulos como combinación de los mismos (con coeficientes en el anillo) y la exis-
tencia de un algoritmo que permita calcularlo de forma similar al de Euclides conocido
para Z. Aquí introduciremos el problema que motiva esta tesis: la relación entre los
conceptos de Dominio Euclídeo, Dominio Principal y la existencia y unicidad de facto-
rización.

En el Capítulo 4 trabajaremos con anillos de polinomios, sus propiedades y la exis-
tencia y unicidad de factorización como producto de polinomios irreducibles. En este
capítulo recordaremos definiciones y resultados básicos sin demostración, pero tam-
bién enunciaremos y probaremos otros resultados menos clásicos que serán necesarios
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en el último capítulo de esta tesis. Aquí exhibiremos también algunos ejemplos que
ayudarán a responder algunas de las preguntas abordadas en los capítulos anteriores.
Finalizaremos este capítulo introduciendo el concepto de Resultante de dos polinomios
univariados y sus propiedades más relevantes.

Finalmente, en el Capítulo 5 exhibiremos el ejemplo que motiva este trabajo y pro-
cederemos a enunciar y probar los resultados necesarios con algunas demostraciones
de autoría propia para concluir que efectivamente se trata de Otro Dominio Principal que
no es un Dominio Euclídeo.
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Capítulo 1

Preliminares

En esta sección fijaremos algunas nociones generales que usaremos en el trabajo.
Siempre que utilicemos K nos referiremos a un cuerpo arbitrario y siempre que

consideremos un anillo A será con elemento neutro para el producto 1 ̸= 0. Además,
asumiremos como ejemplos conocidos el anillo de números enteros Z y al anillo de
polinomios K[X].

En esta tesis se trabajará principalmente con el anillo de polinomios R[X,Y ] y uno
de sus cocientes.

1.1. Anillos

Definición 1.1.1. SeaA un anillo conmutativo. Un ideal I deA es un subconjunto I ⊆ A
que cumple simultáneamente:

0 ∈ I ,

x, y ∈ I =⇒ x+ y ∈ I ,

x ∈ I y a ∈ A =⇒ a · x ∈ I .

Si I es un ideal de A se denota I ⊴ A.

Definición 1.1.2. Sean A un anillo conmutativo y un subconjunto X ⊆ A. El ideal de
A generado por X es el menor ideal (con respecto a la inclusión) que contiene a X y se

denota ⟨X ⟩. Esto es: ⟨X ⟩ =
⋂

X⊆I⊴A

I =

{
r∑

i=1

ai · xi : r ∈ N, ai ∈ A, xi ∈ X

}
.

Definición 1.1.3. Sea A un anillo conmutativo. Decimos que el ideal I ⊴ A es finita-
mente generado si existe un conjunto finito X = {x1, . . . , xk} ⊆ A tal que I = ⟨X ⟩ y se
suele denotar I = ⟨x1, . . . , xk⟩.

Si existe un elemento x ∈ A tal que I = ⟨x⟩ decimos que el ideal I es principal.
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Definición 1.1.4. Sea A un anillo conmutativo y sean I, J ⊴ A. Se definen:

1. I ∩ J = {x ∈ A : x ∈ I , x ∈ J} ⊴ A,

2. I + J = {x+ y : x ∈ I , y ∈ J} ⊴ A,

3. IJ = ⟨x · y : x ∈ I , y ∈ J⟩ ⊴ A,

y se tiene que IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I, J ⊆ I + J .

Definición 1.1.5. Sea A un anillo conmutativo y sea I ⊊ A un ideal propio de A.

1. El ideal I se dice primo si ∀ a, b ∈ A, a · b ∈ I =⇒ a ∈ I ó b ∈ I .

2. El ideal I se dice maximal si ∀ J ⊴ A, I ⊊ J =⇒ J = A.

Definición 1.1.6. Un anillo A se dice un dominio íntegro (o simplemente un dominio)
si es conmutativo y dados a, b ∈ A, a · b = 0 =⇒ a = 0 ó b = 0.

Definición 1.1.7. Sea A un dominio íntegro.

1. Un elemento u ∈ A se dice una unidad si existe s ∈ A tal que u · s = 1. En tal caso,
decimos que u es inversible y s, que es único, se denomina inverso multiplicativo
de u, al cual denotamos s = u−1.
Al conjunto de todas las unidades de A lo denotamos U(A) (o también A×) y
resulta que

(
U(A), ·

)
es un grupo abeliano.

2. Dados a, b ∈ A decimos que a divide a b (o que b es divisible por a) si existe c ∈ A
tal que b = a · c y en tal caso se denota a | b.

3. Un elemento ã ∈ A se dice asociado a a ∈ A si existe u ∈ U(A) tal que ã = u · a y
en tal caso se denota ã ∼ a.

Notar que:

Si a, b ∈ A tales que a | b y b | a, entonces a ∼ b,
Si a, b, c ∈ A tales que a | b y b ∼ c, entonces a | c,
∼ es una relación de equivalencia.

4. Si u ∈ U(A) y a ∈ A satisfacen que a | u, entonces a ∈ U(A).

5. Un elemento q ∈ A \ {0} se dice irreducible si satisface a la vez:

q /∈ U(A),
∀ a ∈ A, a | q =⇒ a ∈ U(A) ó a ∼ q.

6. Un elemento r ∈ A \ U(A), r ̸= 0, se dice reducible si no es irreducible, es decir,
si existen a, b ∈ A \ U(A) tales que r = a · b, y decimos que esta escritura es una
factorización propia de r.
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7. Un elemento p ∈ A \ {0} se dice primo si satisface a la vez:

p /∈ U(A),
∀ a, b ∈ A, p | a · b =⇒ p | a ó p | b.

Definición 1.1.8. SeaA un dominio íntegro. Definimos enA×(A\{0}) la relación dada
por: (a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ a · d = b · c, que resulta una relación de equivalencia.

Definimos el cuerpo de fracciones Frac(A) como el conjunto de clases de equivalen-
cia inducidas por la relación anterior:

Frac(A) = A× (A \ {0})
/
∼

Con las operaciones (a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd) y (a, b) · (c, d) = (ac, bd), Frac(A)
resulta un cuerpo.

Denotamos a los elementos de Frac(A) por
a

b
:= (a, b) y, en particular, a := (a, 1)

por lo que tenemos una inclusión natural A ↪−→ Frac(A).

Recordamos por último algunos resultados sobre morfismos de anillos, anillos co-
cientes y su relación con ideales maximales e ideales primos:

Definición 1.1.9. Sean A,B anillos conmutativos. Una función f : A −→ B se dice un
morfismo de anillos si satisface simultáneamente las siguientes condiciones para todos
x, y ∈ A:

f(x+A y) = f(x) +B f(y),

f(x ·A y) = f(x) ·B f(y),

f(1A) = 1B.

Para f : A −→ B morfismo de anillos se definen:

1. Ker(f) = {x ∈ A : f(x) = 0} ⊆ A el núcleo de f , que resulta un ideal de A.

2. Im(f) = {f(a) : a ∈ A} ⊆ B la imagen de f , que resulta un subanillo de B.

3. Si J ⊴ B, f−1(J) = {x ∈ A : f(x) ∈ J} es la preimagen por f de J , y resulta un
ideal de A.

4. Si I ⊴ A, f(I) = {f(x) : x ∈ I} es la imagen por f de I , y resulta un ideal de
Im(f).

Definición 1.1.10. Sean A,B anillos conmutativos y sea f : A −→ B un morfismo de
anillos. Entonces,

1. f se dice un monomorfismo si Ker(f) = 0.

2. f se dice un epimorfismo si Im(f) = B.

3. f se dice un isomorfismo si es monomorfismo y epimorfismo. En tal caso, los
anillos A y B se dicen isomorfos y se denota A ≃ B.
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Proposición 1.1.11. Sean A,B anillos conmutativos y sea f : A −→ B un morfismo de
anillos. Entonces, se tiene la correspondencia:{

I ⊴ A : Ker(f) ⊆ I
}
←→

{
J ⊴ Im(f)

}
I −→ f(I)

f−1(J)←− J

Definición 1.1.12. Sea A un anillo conmutativo y sea I ⊴ A. Definimos en A la relación
dada por: a ∼ b⇐⇒ a− b ∈ I , que resulta una relación de equivalencia.

Definimos el anillo cociente A
/
I como el conjunto de clases de equivalencia induci-

das por la relación anterior:
A
/
I = A

/
∼

Con las operaciones a + b = a+ b y a · b = ab , A
/
I resulta un anillo conmutativo

con unidad 1. Se tiene además la proyección al cociente πI : A −→ A
/
I definida por

πI(a) = a que resulta un epimorfismo de anillos con Ker(πI) = I .

Teorema 1.1.13 (Primer teorema de isomorfismo de Noether). Sean A,B anillos conmu-
tativos y sea f : A −→ B un morfismo de anillos. Entonces, A

/
Ker(f) ≃ Im(f).

Proposición 1.1.14. SeanA un anillo conmutativo e I ⊴ A y consideremos la proyección al co-
ciente πI : A −→ A

/
I. En virtud de la proposición 1.1.11 y del primer teorema de isomorfismo

1.1.13 se tiene que la función

ϕ :
{
J ⊴ A : I ⊆ J

}
−→

{
J ⊴ A

/
I

}
J −→ πI(J) =: J

/
I

es biyectiva. En particular, todo ideal de A
/
I es de la forma J

/
I para algún J ⊴ A con

I ⊆ J . Además, esta correspondencia preserva ideales primos y maximales (que contienen a I).

Teorema 1.1.15 (Segundo teorema de isomorfismo de Noether). Sea A un anillo conmu-
tativo. Si I, J ⊴ A con I ⊆ J , entonces A/I

/
J/I ≃ A

/
J .

Proposición 1.1.16. Sea A un anillo conmutativo y sea I ⊊ A un ideal propio de A. Entonces,

1. I es primo⇐⇒ A
/
I es un dominio íntegro.

2. I es maximal⇐⇒ A
/
I es un cuerpo.

3. I maximal⇒ I primo.
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Definición 1.1.17. Sea (X ,⪯) un conjunto parcialmente ordenado.

1. Si A ⊆ X , un elemento t ∈ X se dice una cota superior de A si ∀ a ∈ A, a ⪯ t.

2. Un elemento x ∈ X se dice maximal si ∀ y ∈ X , x ⪯ y ⇒ x = y.

3. Un conjunto C ⊆ X se dice una cadena si C resulta un conjunto totalmente orde-
nado con respecto al orden inducido de (X ,⪯).

Lema 1.1.18 (Lema de Zorn). Sea (X ,⪯) un conjunto no vacío parcialmente ordenado tal que
toda cadena C ⊆ X tiene una cota superior. Entonces, X posee un elemento maximal. (El Lema
de Zorn es equivalente al Axioma de Elección, el cual asumiremos como válido).

Teorema 1.1.19 (Krull). Sea A un anillo conmutativo. Si I es un ideal propio de A, entonces
existeM ideal maximal de A tal que I ⊆M.

1.2. Cuerpos

Recordamos a continuación algunos conceptos y resultados clásicos de la teoría de
cuerpos.

Definición 1.2.1. Sean K y F cuerpos. Si K es un subcuerpo de F decimos que F es una
extensión de K y lo notamos F/K.

Observación 1.2.2. Sea F/K una extensión de cuerpos. Entonces F es un K-espacio vec-
torial.

Definición 1.2.3. Sea F/K una extensión de cuerpos.

1. Decimos que el elemento α ∈ F es algebraico sobre K si existe un polinomio
f ∈ K[X] \ {0} tal que f(α) = 0.

2. La extensión F/K se dice algebraica si todo elemento α ∈ F es algebraico sobre K.

Definición 1.2.4. Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio f ∈
K[X] de grado positivo tiene alguna raíz en K.

Definición 1.2.5. Sea F/K una extensión de cuerpos. Decimos que F es una clausura
algebraica de K si F es algebraicamente cerrado y la extensión F/K es algebraica.

Teorema 1.2.6. Sea K un cuerpo. Entonces,

1. Existe una clausura algebraica de K.

2. Dos clausuras algebraicas de K son K-isomorfas.

En consecuencia, dado un cuerpo K denotaremos K a alguna clausura algebraica
del mismo. Por último, recordamos que R ≃ C = R[i], por lo que su dimensión como
R-espacio vectorial es 2.
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Capítulo 2

Factorización en Dominios

En este capítulo extenderemos la idea de factorización en irreducibles a dominios más
generales que Z y K[X]. Veremos cómo generalizar esto al igual que la noción de má-
ximo común divisor, como así también estudiaremos ciertas condiciones que nos per-
mitan asegurar la existencia de factorización y la unicidad de la misma (con ciertos
cuidados). Procederemos a estudiar ciertas propiedades análogas a las conocidas para
los dos anillos mencionados anteriormente, y además exhibiremos contraejemplos para
ciertos resultados que no son válidos en anillos más generales.

2.1. Dominios de Factorización

Definición 2.1.1. Sea A un anillo. Decimos que A es un Dominio de Factorización (DF)
si es un dominio íntegro que además satisface que para todo a ∈ A, a ̸= 0, a /∈ U(A),

existen r ∈ N y q1, . . . , qr ∈ A irreducibles tales que a =

r∏
j=1

qj . En tal caso, decimos que

esa escritura es una factorización en irreducibles de a.

Ejemplo 2.1.2. K, Z y K[X] con K un cuerpo son todos DF.

Observación 2.1.3. No todo dominio íntegro es un DF.

Ejemplo 2.1.4. El anillo A =
⋃

n∈N0

C
[
X

1
2n

]
es un dominio íntegro que no es un DF.

Demostración.
Empecemos observando que

C[X] ⊆ C
[
X

1
2

]
⊆ C

[
X

1
4

]
⊆ · · · ⊆ C

[
X

1
2n

]
⊆ C

[
X

1
2n+1

]
⊆ . . .

Luego dados f, g ∈ A existe m ∈ N0 tal que f, g ∈ C
[
X

1
2m

]
y allí tiene sentido

calcular f + g y f · g de la forma usual, y además se tiene que f · g = 0 si y solo si f = 0
ó g = 0. Así, A resulta un dominio íntegro.
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Por otro lado, veamos que U(A) = C \ {0}. Es claro que C \ {0} ⊆ U(A) por lo que
solo resta ver la otra inclusión.

Si f ∈ U(A), existe g ∈ A tal que f · g = 1. Sea m ∈ N0 tal que f, g ∈ C
[
X

1
2m

]
.

Entonces, existen d, e ∈ N0 tales que f =

d∑
k=0

ak

(
X

1
2m

)k
y g =

e∑
j=0

bj

(
X

1
2m

)j
.

Vía un cambio de variable T = X
1

2m y considerando F (T ) = f
(
T 2m

)
y G(T ) =

g
(
T 2m

)
se sigue que 1 = F (T ) · G(T ) igualdad en C[T ], por lo que F y G deben ser

constantes. Así, ak = 0 y bj = 0 para todos j, k ≥ 1, por lo que f y g originalmente eran
constantes.

Por último, probemos que A no es un DF. Para ello, vamos a mostrar que X ∈ A no
se puede escribir como producto de irreducibles en A.

Dado f ∈ A \ {0}, escribámoslo como f =
d∑

k=0

ak

(
X

1
2m

)k
=

d∑
k=0

akX
k

2m para ciertos

m ∈ N0 y d ∈ N0. Veamos que si a0 = 0 entonces f es reducible (notar que si a0 = 0,
como f ̸= 0, debe ser d ≥ 1). En efecto:

Si d = 1, f = a1 X
1

2m = a1 X
1

2m+1︸ ︷︷ ︸
/∈ U(A)

· X
1

2m+1︸ ︷︷ ︸
/∈ U(A)

.

Si d > 1, f = X
1

2m︸ ︷︷ ︸
/∈ U(A)

·
d∑

k=1

akX
k−1
2m

︸ ︷︷ ︸
/∈ U(A)

.

Supongamos entonces que X se factoriza en irreducibles en A:

X =

r∏
i=1

qi con qi irreducible en A.

Para cada i ∈ {1, . . . , r}, escribamos qi =
di∑
k=0

a
(i)
k

(
X

1
2mi

)k
. Luego como qi es irredu-

cible, a partir de lo hecho anteriormente, debe ser a(i)0 ̸= 0. Pero así, el término indepen-

diente del producto
r∏

i=1

qi es
r∏

i=1

a
(i)
0 ̸= 0, lo cual es absurdo ya que el mismo debe ser 0

por ser el término independiente de X =

r∏
i=1

qi.

Luego X no se factoriza en irreducibles en A.

Daremos a la brevedad una condición suficiente (que veremos en el Capítulo 4 que
no es necesaria) para que un dominio íntegro sea un DF.

Previo a ello, vamos a recordar la condición de noetherianidad en un anillo conmu-
tativo y algunos resultados elementales sobre anillos noetherianos.
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Definición 2.1.5. Sea A un anillo conmutativo. Decimos que A es noetheriano si todo
ideal de A es finitamente generado.

Teorema 2.1.6. Sea A un anillo conmutativo. Son equivalentes:

(1) A es noetheriano.

(2) Toda sucesión ascendente de ideales de A se estaciona, es decir, si (In)n∈N es una sucesión
de ideales de A tal que In ⊆ In+1 para todo n ∈ N, entonces existe N ∈ N tal que
In = IN para todo n ≥ N .

(3) Todo conjunto no vacío de ideales propios de A tiene un elemento maximal con respecto a
la inclusión, es decir, hay algún ideal del conjunto que no está incluido estrictamente en
ningún otro del mismo.

Demostración.

(1)⇒ (2): sea (In)n∈N una sucesión ascendente de ideales de A. Definimos I =
⋃
n∈N

In,

que resulta un ideal deA debido a que la sucesión de ideales considerada es ascendente.
Por hipótesis, como A es noetheriano, el ideal I es finitamente generado, o sea, exis-

ten a1, . . . , ar ∈ A tales que I = ⟨a1, . . . , ar⟩.
Para cada i ∈ {1, . . . , r} existe ni ∈ N tal que ai ∈ Ini . Sea N = máx{ni : 1 ≤ i ≤ r}.

Luego ai ∈ IN , ∀ 1 ≤ i ≤ r y entonces I = ⟨a1, . . . , ar⟩ ⊆ IN ⊆ I , por lo que I = IN . Así,
se tiene que In = IN para todo n ≥ N .

(2)⇒ (3): sea F ̸= ∅ un conjunto no vacío de ideales propios de A y supongamos que
F no tiene un elemento maximal.

Sea I1 ∈ F . Como I1 no es maximal, existe I2 ∈ F tal que I1 ⊊ I2. A su vez, como I2
no es maximal, existe I3 ∈ F tal que I2 ⊊ I3. Inductivamente, dado n ∈ N y teniendo
I1 ⊊ I2 ⊊ · · · ⊊ In, como In no es maximal, existe In+1 ∈ F tal que In ⊊ In+1, y
conseguimos así una cadena ascendente de ideales de A que no se estaciona, lo cual
contradice nuestra hipótesis.

(3)⇒ (1): sea I un ideal de A y consideremos el conjunto de ideales F =
{
J ⊆ A :

J es un ideal de A finitamente generado, J ⊆ I
}

.
Claramente F ̸= ∅ ya que J = ⟨0⟩ ∈ F . Luego por hipótesis, existe J ∈ F que es

maximal con respecto a la inclusión, J = ⟨a1, . . . , ar⟩ ⊆ I .
Si fuese J ⊊ I , entonces existiría a0 ∈ I \ J , y en consecuencia se tendría que

J ⊊ ⟨a0, a1, . . . , ar⟩ ⊆ I , lo cual contradice la maximalidad de J . Debe ser entonces
I = J = ⟨a1, . . . , ar⟩, por lo que I es finitamente generado.

Veamos ahora un resultado importante sobre factorización en dominios noetheria-
nos.
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Teorema 2.1.7. Sea A un dominio íntegro que es noetheriano. Entonces, A es un DF.

Demostración.
Supongamos que A no es un DF y sea entonces a0 ∈ A \ {0}, a0 /∈ U(A), tal que a0

no se puede escribir como producto de irreducibles en A.
Consideremos el conjunto de ideales F =

{
⟨a⟩ : a ̸= 0, a /∈ U(A), a no se puede

escribir como producto de irreducibles en A
}
. Se tiene que F ≠ ∅ ya que ⟨a0⟩ ∈ F , y

entonces, como A es noetheriano, por el teorema 2.1.6, F tiene un elemento maximal
⟨a⟩.

Como a no se puede escribir como producto de irreducibles en A, en particular a
no es irreducible. Luego existen b, c ∈ A \ {0} y b, c /∈ U(A) tales que a = b · c. Se tiene
entonces que ⟨a⟩ ⊊ ⟨b⟩ ya que a y b no son asociados y b | a. Análogamente, ⟨a⟩ ⊊ ⟨c⟩.

Pero así, por la maximalidad de ⟨a⟩, como b, c ∈ A \ {0} y b, c /∈ U(A), debe ser
⟨b⟩, ⟨c⟩ /∈ F , y entonces b y c se pueden escribir como producto de irreducibles en A:

b =
n∏

i=1

qi y c =
m∏
j=1

q′j con qi , q′j irreducibles en A,

y entonces a = b · c =
n∏

i=1

qi ·
m∏
j=1

q′j se escribe como producto de irreducibles en A, lo

cual es absurdo.

Por úlitmo, exhibimos a continuación la relación entre el concepto de elemento pri-
mo y elemento irreducible en un dominio íntegro.

Teorema 2.1.8. Sea A un dominio íntegro. Si p ∈ A es primo, entonces p es irreducible en A.

Demostración.
Sean p ∈ A primo y a ∈ A tal que a | p. Debemos ver que a ∈ U(A) o bien a ∼ p.
Como a | p, existe b ∈ A tal que p = a · b, y entonces p | a · b. Luego dado que p es

primo, debe ser p | a o bien p | b.
Si p | a, como también a | p, resulta que a ∼ p.
Análogamente, si p | b, se sigue que b ∼ p y entonces existe u ∈ U(A) tal que p = u·b.

Se tiene así que a · b = p = u · b, y entonces b · (a−u) = 0. ComoA es un dominio íntegro
y b ̸= 0 ya que p ̸= 0, se concluye que a = u ∈ U(A).

Observación 2.1.9. El enunciado recíproco al teorema 2.1.8 no es cierto en un dominio
íntegro arbitrario, es decir, si A es un dominio íntegro y q ∈ A es irreducible en A, no
necesariamente q es primo.

Proposición 2.1.10. En el dominio íntegroA = Z[i
√
5] =

{
a+b
√
5 i
/
a, b ∈ Z

}
, el elemento

q = 2 es irreducible en A pero no es primo.
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Demostración.

2 es irreducible en A:

Sea z = a + b
√
5 i ∈ A tal que z | 2. Luego existe w = c + d

√
5 i en A tal que

2 = z · w, y entonces al tomar módulo complejo en ambos miembros y elevar al
cuadrado tenemos la igualdad en N0

|2|2 = |a+ b
√
5 i|2 · |c+ d

√
5 i|2 ⇐⇒ 4 = (a2 + 5b2) · (c2 + 5d2),

de donde se concluye que a2 + 5b2 = 2 y c2 + 5d2 = 2, o bien a2 + 5b2 = 1 y
c2 + 5d2 = 4 (o al revés).

Sin embargo, como a, b, c, d ∈ Z, la ecuación a2 + 5b2 = 2 no tiene soluciones
enteras. En efecto, si b = 0 debería ser que a2 = 2 en Z, mientras que si b ̸= 0, se
tendría que a2 + 5b2 ≥ 5.

Luego debe ser a2 + 5b2 = 1 y c2 + 5d2 = 4 (o al revés).

Si a2 + 5b2 = 1, nuevamente si fuese b ̸= 0 tendríamos que a2 + 5b2 ≥ 5, por lo
cual debe ser b = 0 y entonces a = ±1. Concluimos así que z = ±1 ∈ U(A).
Del mismo modo, si c2 + 5d2 = 1 se concluye que w = ±1 y entonces 2 ∼ z.

2 no es primo en A:

En A podemos escribir 6 = (1 +
√
5 i) · (1 −

√
5 i) y entonces, como 2 | 6, resulta

que 2 | (1 +
√
5 i) · (1−

√
5 i). Sin embargo, veamos que 2 ∤ 1±

√
5 i.

Si suponemos que existe a+ b
√
5 i ∈ A tal que 1+

√
5 i = 2 · (a+ b

√
5 i), entonces

al igualar parte real en ambos miembros tendríamos que 2a = 1 con a ∈ Z, lo
cual es absurdo. Análogamente, suponer que 2 | 1 −

√
5 i nos lleva a la misma

contradicción.

2.2. Dominios de Factorización Única

Definición 2.2.1. SeaA un anillo. Decimos queA es un Dominio de Factorización Única

(DFU) si A es un DF y además cada vez que
n∏

i=1

qi =

m∏
j=1

q′j , con qi, q′j irreducibles en A

se cumple simultáneamente:

n = m,

Existe una permutación f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} tal que para todo i ∈ {1, . . . , n},
qi ∼ q′f(i).

19



Observación 2.2.2. La definición de DFU esencialmente nos dice que debemos poder fac-
torizar en irreducibles (así tenemos un DF) y que si se consideran dos escrituras como
producto de irreducibles de un mismo elemento, entonces ocurra que los irreducibles
en ambas factorizaciones sean “los mismos” salvo asociados y el orden en que aparecen.

Luego dos factorizaciones en irreducibles de un mismo elemento no nulo ni unidad
en un DFU difieren solo en un factor inversible.

En un DFU, los elementos irreducibles siempre son primos. Más aún, esta condición
es la que proporciona en algún sentido la unicidad de factorización.

Teorema 2.2.3. Sea A un DF. Entonces, A es un DFU si y solo si todo elemento q ∈ A irredu-
cible también es primo.

Demostración.
(⇒) Sea q ∈ A irreducible y sean a, b ∈ A tales que q | a · b. Debemos probar que

q | a ó q | b.
Si a = 0 ó b = 0 es inmediato. Supongamos entonces que a, b ̸= 0, y así, como q | a ·b,

existe c ∈ A \ {0} tal que a · b = q · c.
Como A es DFU, existen r, s, t ∈ N0 y q1, . . . , qr, p1, . . . , ps, g1, . . . , gt irreducibles en

A tales que

a =
r∏

i=1

qi , b =
s∏

j=1

pj y c =
t∏

k=1

gk ,

y entonces

a · b = q · c ⇐⇒
r∏

i=1

qi ·
s∏

j=1

pj = q ·
t∏

k=1

gk .

Por unicidad de factorización, como q es irreducible enA, debe ser q ∼ qi para algún
i ∈ {1, . . . , r} o bien q ∼ pj para algún j ∈ {1, . . . , s}, de donde se sigue que q | a o bien
q | b respectivamente.

(⇐) Lo probamos por inducción en el número n de factores irreducibles que apa-
recen en alguna descomposición como producto de irreducibles en A de un elemento
a ∈ A \ {0}, a /∈ U(A).

Si n = 1, a admite una factorización con un irreducible y supongamos que admite
otra factorización con m factores irreducibles:

a = p =

m∏
i=1

qi, con p, q1, . . . , qm irreducibles en A.

Supongamos m ≥ 2. Como p | a =
m∏
i=1

qi con p irreducible en A y luego primo

por hipótesis, entonces existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que p | qi. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer i = m (si no, basta reordenar el producto), y entonces tenemos que
p | qm con p, qm irreducibles en A, por lo cual deben ser asociados: qm = u · p con
u ∈ U(A).
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Así, a partir de las escrituras de a como producto de irreducibles tenemos:

p = u · p ·
m−1∏
i=1

qi,

y como A es un dominio íntegro y p ̸= 0, resulta que

1 = u ·
m−1∏
i=1

qi.

Pero entonces no puede haber factores irreducibles en el miembro derecho (ya que
si no tendríamos que un irreducible divide a 1 y luego debería ser una unidad), lo cual
es un absurdo ya que asumimos m ≥ 2. Así, si n = 1, y consideramos otra factorización
de m factores irreducibles, resulta m = 1 y entonces qm = a = u · p con u ∈ U(A), de
donde qm ∼ p.

Supongamos ahora que el enunciado es cierto para todo elemento a ∈ A \ {0},
a /∈ U(A) que admite alguna descomposición como producto de n irreducibles en A
y veamos que vale para aquellos elementos no nulos ni unidades que admiten alguna
factorización con n+ 1 irreducibles en A.

Sea a ∈ A \ {0}, a /∈ U(A) tal que a se factoriza como producto de n+ 1 irreducibles
en A y supongamos que a admite otra factorización con m factores irreducibles en A:

a =
n+1∏
i=1

qi =
m∏
j=1

pj , con q1, . . . , qn+1, p1, . . . , pm irreducibles en A.

Notar que debe ser m ≥ 2 ya que si no tendríamos un solo factor irreducible en
el miembro derecho, y por el caso base ya probado, debería ser n + 1 = 1 con n ∈ N.

Análogo a lo hecho anteriormente, como qn+1 | a =

m∏
j=1

pj con qn+1 irreducible en A y

luego primo por hipótesis, entonces existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que qn+1 | pj . Sin pérdida
de generalidad podemos suponer j = m (si no, basta reordenar el producto), y entonces
tenemos que qn+1 | pm con qn+1, pm irreducibles en A, por lo cual deben ser asociados:
pm = u · qn+1 con u ∈ U(A).

A partir de las escrituras de a como producto de irreducibles en A que es dominio
íntegro concluimos que:

qn+1 ·
n∏

i=1

qi = u · qn+1 ·
m−1∏
j=1

pj ⇐⇒
qn+1 ̸=0

n∏
i=1

qi = u ·
m−1∏
j=1

pj

Por hipótesis inductiva, resulta que n = m − 1 (y por ende n + 1 = m) y que cada
irreducible en el miembro izquierdo es asociado a un único irreducible del miembro
derecho. Reordenando los factores de ser necesario, podemos asumir sin pérdida de
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generalidad que qi ∼ pi, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Así, volviendo a la factorización
original, teníamos:

a =
n+1∏
i=1

qi =
m∏
j=1

pj ,

y probamos que n+ 1 = m y que, reordenando los factores de ser necesario,
q1 ∼ p1 , . . . , qn ∼ pn y qn+1 ∼ pn+1.

Surge aquí una pregunta natural: ¿es necesario verificar la condición “primo = irre-
ducible” en un DF? Esto es: ¿puede efectivamente un DF no ser un DFU?

Daremos respuesta a esta pregunta en el Capítulo 4 al probar que el dominio Z[i
√
5]

es efectivamente un DF.

2.3. Máximo Común Divisor y Mínimo Común Múltiplo

Veremos a continuación que en un DFU arbitrario siempre existe el máximo común
divisor (mcd), y que la definición es análoga a la conocida para Z.

Definición 2.3.1. Sea A un dominio íntegro y sean a, b ∈ A no ambos nulos. Decimos
que un elemento d ∈ A es un máximo común divisor (mcd) de a y b si satisface a la vez
las siguientes condiciones:

d | a y d | b,

Si c ∈ A tal que c | a y c | b, entonces c | d.

Observación 2.3.2. Sea A un dominio íntegro y sean a, b ∈ A no ambos nulos. Si existe
un mcd de a y b entonces es único salvo asociados y se nota mcd(a, b) (que está bien
definido salvo asociados).

Veremos ahora que si A es un DFU entonces el mcd de dos elementos no ambos
nulos siempre existe. Más aún, es posible hallarlo a partir de las factorizaciones en
irreducibles de los dos elementos en cuestión.

Para ello, en virtud de la observación 2.2.2, siA es un DFU podemos fijar un sistema
de representantes P de irreducibles (= primos) en A, es decir, un irreducible por cada
clase de asociados (dado p ∈ A irreducible, existe un único p0 ∈ P tal que p ∼ p0).

Bajo esta misma idea, fijamos al 1 ∈ A como representante de U(A).

Observación 2.3.3. Sea A un DFU y sean a, b ∈ A no ambos nulos. Fijemos P un sistema
de representantes por clase de asociados de los irreducibles en A y al 1 ∈ A como
representante de U(A).

(1) Si a ∈ U(A) o b ∈ U(A), entonces mcd(a, b) = 1.
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(2) Si a, b /∈ U(A) y b = 0, entonces a ̸= 0 y podemos considerar su factorización en
irreducibles en A a partir del sistema de representantes de irreducibles P .

Luego podemos escribir a = u·
r∏

i=1

pmi
i con u ∈ U(A) ymi ∈ N para todo 1 ≤ i ≤ r,

y en consecuencia mcd(a, 0) =
r∏

i=1

pmi
i .

Si a = 0 pero b ̸= 0 es análogo.

(3) Si a, b /∈ U(A) son ambos no nulos, consideramos sus factorizaciones en irredu-
cibles en A a partir del sistema de representantes de irreducibles P y tomamos
p1, . . . , pr ∈ P todos los irreducibles que aparecen en alguna de las factorizacio-
nes.

Luego podemos escribir a = ua ·
r∏

i=1

pmi
i y b = ub ·

r∏
j=1

p
nj

j , con ua, ub ∈ U(A) y

mi, nj ∈ N0 para todos 1 ≤ i, j ≤ r, y entonces:

mcd(a, b) =

r∏
k=1

p
mı́n{mk ; nk}
k

Por lo tanto, si A es un DFU y a, b ∈ A no son ambos nulos entonces siempre existe
mcd(a, b), y eligiendo un sistema de representantes de irreducibles mcd(a, b) se puede
definir de forma unívoca. En particular, en tal caso resulta inmediato que mcd(a, b) =
mcd(b, a).

Definición 2.3.4. Sea A un DFU y fijemos un sistema de representantes P de irredu-
cibles en A y al 1 ∈ A como representante de U(A). Dados a, b ∈ A no ambos nulos,
decimos que a y b son coprimos si mcd(a, b) = 1.

Observación 2.3.5. Si A es un DFU, la coprimalidad induce las siguientes propiedades
(que son análogas a las conocidas para Z): si a, b, c ∈ A con a y b no ambos nulos,
entonces

(1) Los elementos
a

mcd(a, b)
,

b

mcd(a, b)
∈ A son coprimos.

(2) Si a | b · c y mcd(a, b) = 1, entonces a | c.

(3) Si a | c , b | c y mcd(a, b) = 1, entonces a · b | c.

Por último, si bien no será objeto de estudio en este trabajo, damos a continuación
la definición de mínimo común múltiplo de dos elementos no nulos en A un DFU.

Definición 2.3.6. Sea A un dominio íntegro y sean a, b ∈ A no nulos. Decimos que un
elemento m ∈ A es un mínimo común múltiplo (mcm) de a y b si satisface a la vez las
siguientes condiciones:
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a | m y b | m,

Si c ∈ A tal que a | c y b | c, entonces m | c.

Observación 2.3.7. Sea A un dominio íntegro y sean a, b ∈ A no nulos. Si existe un mcm
de a y b entonces es único salvo asociados y se nota mcm(a, b) (que está bien definido
salvo asociados).

Damos a continuación una caracterización (análoga a la vista para mcd) para el mcm
de dos elementos no nulos en un DFU a partir de las factorizaciones en irreducibles de
los dos elementos en cuestión.

Observación 2.3.8. Sea A un DFU y sean a, b ∈ A no nulos. Fijemos P un sistema de
representantes por clase de asociados de los irreducibles en A y al 1 ∈ A como repre-
sentante de U(A).

(1) Si a, b ∈ U(A), entonces mcm(a, b) = 1.

(2) Si a /∈ U(A) o b /∈ U(A), consideramos sus factorizaciones en irreducibles en A a
partir del sistema de representantes de irreducibles P y tomamos p1, . . . , pr ∈ P
todos los irreducibles que aparecen en alguna de las factorizaciones.

Luego podemos escribir a = ua ·
r∏

i=1

pmi
i y b = ub ·

r∏
j=1

p
nj

j , con ua, ub ∈ U(A) y

mi, nj ∈ N0 para todos 1 ≤ i, j ≤ r, y entonces:

mcm(a, b) =

r∏
k=1

p
máx{mk ; nk}
k

Por lo tanto, si A es un DFU y a, b ∈ A son ambos no nulos entonces siempre existe
mcm(a, b), y eligiendo un sistema de representantes de irreducibles mcm(a, b) se puede
definir de forma unívoca. En particular, en tal caso resulta inmediato que mcm(a, b) =
mcm(b, a), y también que mcd(a, b) ·mcm(a, b) ∼ a · b en A.

Es importante tener presente que dado un dominio íntegro arbitrario (incluso si es
un DF) el mcd de dos elementos no ambos nulos podría no existir.

Ejemplo 2.3.9. Sea el dominio íntegro A = Z[i
√
5]. Si consideramos los elementos z = 6

y w = 2 · (1 +
√
5 i) de A, entonces no existe un máximo común divisor de z y w.

Demostración.
Tengamos presente que en virtud de lo que probamos en 2.1.10 concluimos que A

no es un DFU.
Supongamos que d = a + b

√
5 i ∈ A satisface la definición de mcd de z y w y

observemos que z = 6 = 2 · 3 = (1 +
√
5 i) · (1−

√
5 i) y w = 2 · (1 +

√
5 i).

Por un lado, como d | z y d | w enA se sigue que |d|2 | |z|2 y |d|2 | |w|2 en Z, es decir,
a2+5b2 | 36 y a2+5b2 | 24 en Z. Concluimos entonces que a2+5b2 | mcdZ(24, 36) = 12.

Por otro lado, tenemos que:
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1 +
√
5 i | z y 1 +

√
5 i | w en A =⇒ 1 +

√
5 i | d en A =⇒ |1 +

√
5 i|2 | |d|2 en Z.

Luego 6 | a2 + 5b2.

2 | z y 2 | w en A =⇒ 2 | d en A =⇒ |2|2 | |d|2 en Z.

Así 4 | a2 + 5b2.

Se tiene entonces que mcmZ(6, 4) = 12 | a2 + 5b2. En consecuencia, resulta que
a2 + 5b2 = 12, pero

|b| ≥ 2 =⇒ 5b2 ≥ 20 =⇒ 12 = a2 + 5b2 ≥ 20,

|b| = 1 =⇒ a2 = 7 con a ∈ Z,

|b| = 0 =⇒ a2 = 12 con a ∈ Z,

por lo que llegamos a un absurdo en cualquier caso.

Terminamos este capítulo dos observaciones que abordaremos en capítulos poste-
riores de este trabajo.

Observación 2.3.10.

(1) Queda pendiente justificar que el dominio íntegro A = Z[i
√
5] es un DF.

(2) Dado A un DFU intentamos generalizar la noción de mcd a partir de la de Z.
¿Qué podemos decir de las propiedades del mcd conocidas en Z para A un DFU
arbitrario? En especial, ¿qué ocurre con el algoritmo de Euclides y con la escritura
del mcd(a, b) como combinación de a y b?
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Capítulo 3

Dominios Principales y Dominios
Euclídeos

En este capítulo estudiaremos las dos propiedades que quedaron pendientes del
mcd: la escritura del mcd entre dos elementos no ambos nulos como combinación de
los mismos (con coeficientes en el anillo) y la existencia de un algoritmo que permita
calcularlo de forma similar al de Euclides conocido para Z. Veremos además que pese
a tener existencia de factorización y unicidad de la misma (salvo asociados) tales pro-
piedades no siempre pueden asegurarse, pero que en algún sentido contar con esas dos
propiedades permite garantizar ambas condiciones con respecto a la factorización en
irreducibles.

3.1. Dominios Principales

Definición 3.1.1. Sea A un anillo. Decimos que A es un Dominio Principal (DP) si A es
un dominio íntegro y además todo ideal I de A es principal.

Ejemplo 3.1.2.

(1) Todo cuerpo K es un DP ya que sus únicos ideales son {0} = ⟨0⟩ y K = ⟨1⟩ que
son ambos principales.

(2) Z es un DP ya que sus ideales son todos de la forma nZ = ⟨n⟩ con n ∈ N0.

(3) Si K es un cuerpo, K[X] es un DP.

Proposición 3.1.3. Sea A un dominio íntegro y sean a, b ∈ A no ambos nulos tales que existe
d ∈ A con ⟨a, b⟩ = ⟨d⟩. Entonces, d es un mcd entre a y b que, además, satisface la identidad de
Bézout: existen s, t ∈ A tales que d = s · a + t · b. En particular, si A es un DP entonces para
todos a, b ∈ A no ambos nulos existe d = mcd(a, b) y es combinación lineal con coeficientes en
A de a y b.
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Demostración.
Debemos probar que el elemento d satisface las dos condiciones de la definición

2.3.1 de mcd y la identidad de Bézout sabiendo que ⟨a, b⟩ = ⟨d⟩.
Por un lado resulta que a, b ∈ ⟨d⟩ y entonces d | a y d | b. A su vez, d ∈ ⟨a, b⟩ y

entonces existen s, t ∈ A tales que d = s · a + t · b. Así, si c ∈ A cumple que c | a y c | b
entonces c | s · a+ t · b = d.

Daremos a continuación un resultado que es una consecuencia del Lema de Zorn y
que permite reducir la definición de DP solo a sus ideales primos.

Teorema 3.1.4. Sea A un dominio íntegro. Entonces, A es un DP si y solo si todo ideal primo
de A es principal.

Demostración.
(⇒) Es evidente ya que A es un DP.
(⇐) Supongamos queA no es un DP. Luego el conjuntoX =

{
I ⊴ A : I no es principal

}
es no vacío.

En X definimos la relación ⪯ dada por la inclusión: I1 ⪯ I2 ⇔ I1 ⊆ I2.

Así (X ,⪯) resulta un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C = (Ij)j∈Λ ⊆ X una cadena, es decir, un conjunto que es totalmente ordena-
do con respecto a ⪯ y sea J =

⋃
j∈Λ

Ij .

J resulta un ideal de A pues C es totalmente ordenado y es claro que es una cota
superior de C con respecto a ⪯. Veamos que J ∈ X .

Supongamos que no. Luego J ⊴ A es principal y existe α ∈ A tal que J = ⟨α⟩.
Así, α ∈ J =

⋃
j∈Λ

Ij por lo que existe j0 ∈ Λ tal que α ∈ Ij0 , y entonces:

⟨α⟩ ⊆ Ij0 ⊆ J = ⟨α⟩ =⇒ Ij0 = ⟨α⟩ con Ij0 ∈ X ,

lo cual es absurdo. Luego debe ser J ∈ X .

Concluimos de este modo que toda cadena en X tiene una cota superior en X y
entonces, por el Lema de Zorn 1.1.18, existe M ∈ X elemento maximal. Notar que
M ≠ {0} ya que no es principal.

Veamos que M ⊴ A debe ser primo. Supongamos que no lo es y entonces deben
existir a, b ∈ A tales que a · b ∈ M pero a /∈ M y b /∈ M. Así, K =M+ ⟨a⟩ es un ideal
de A que cumpleM ⊊ K, por lo que K /∈ X y entonces debe ser principal: existe c ∈ A
tal que K = ⟨c⟩. Consideremos el transportador de a enM:(

M : a
)
= {t ∈ A : t · a ∈M} ⊴ A.
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Se tiene entonces que M ⊆
(
M : a

)
, y como b ∈

(
M : a

)
pero b /∈ M, resulta

M ⊊
(
M : a

)
. Debe ser entonces

(
M : a

)
/∈ X y por ende

(
M : a

)
debe ser principal:(

M : a
)
= ⟨d⟩ para cierto d ∈ A.

Veamos que en estas condiciones se tiene entonces queM = ⟨c · d⟩.
(⊇) Basta ver que c · d ∈M. Como d ∈ ⟨d⟩ =

(
M : a

)
, entonces d · a ∈M.

A su vez, c ∈ ⟨c⟩ =M+⟨a⟩, por lo que existenm ∈M y r ∈ A tales que c = m+r·a.
Luego c · d = m︸︷︷︸

∈M

· d+ r · (d · a︸︷︷︸
∈M

) ∈M.

(⊆) Sea m ∈M. Como ⟨c⟩ =M+ ⟨a⟩ existen entonces s, t ∈ A tales que m = s · c y
a = t · c. Luego s · a = t ·m ∈M y entonces s ∈

(
M : a

)
= ⟨d⟩, por lo que s = h · d para

algún h ∈ A. Así, m = s · c = (h · d) · c = h · (c · d) ∈ ⟨c · d⟩.
Concluimos entonces que efectivamenteM = ⟨c · d⟩, lo cual contradice el hecho de

queM ∈ X por lo que no puede ser principal. El absurdo provino de suponer queM
no es un ideal primo, y en consecuencia sí debe serlo. Sin embargo, esto también nos
lleva a una contradicción ya que por hipótesis todo ideal primo de A es principal.

Luego X debe ser vacío.

3.2. Dominios Euclídeos

Definición 3.2.1. Sea A un anillo. Decimos que A es un Dominio Euclídeo (DE) si A
es un dominio íntegro y además existe una función f : A \ {0} −→ N0 que satisface
simultáneamente:

(I) Para todos a, b ∈ A \ {0} se tiene f(a · b) ≥ f(a),

(II) Si a, b ∈ A, b ̸= 0, existen q, r ∈ A tales que a = b · q + r con r = 0 ó f(r) < f(b).

En tal caso, la función f de la definición anterior se dice una función euclídea en A.

Ejemplo 3.2.2.

(1) Z es un DE con función euclídea f : Z \ {0} −→ N0, f(m) = |m|.

(2) Todo cuerpo K es un DE con función euclídea f : K \ {0} −→ N0, f(x) = 1.

(3) Si K es un cuerpo, K[X] es un DE con función euclídea f : K[X] \ {0} −→ N0,
f(p) = deg(p).

Observación 3.2.3. En un DE arbitrario A, los elementos q, r ∈ A del inciso (II) de la
definición de función euclídea no son necesariamente únicos.

Proposición 3.2.4. Sea A un DE. La condición (II) de la definición de función euclídea da
lugar a un algoritmo (análogo al de Euclides en Z) para el cálculo del mcd entre dos elementos
a, b ∈ A \ {0} por medio de divisiones sucesivas.

En particular, si A es un DE entonces para todos a, b ∈ A no nulos existe el mcd(a, b) y
es combinación lineal con coeficientes en A de a y b. Además, una escritura así del mcd(a, b)
puede obtenerse del algoritmo de Euclides inducido por la función euclídea en A.
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Demostración.
Sean a, b ∈ A \ {0}.

a = b · q0 + r0 con
(
r0 = 0 ó f(r0) < f(b)

)
(0)

Si r0 ̸= 0:
b = r0 · q1 + r1 con

(
r1 = 0 ó f(r1) < f(r0)

)
(1)

Si r1 ̸= 0:
r0 = r1 · q2 + r2 con

(
r2 = 0 ó f(r2) < f(r1)

)
(2)

...
Si rk ̸= 0:

rk−1 = rk · qk+1 + rk+1 con
(
rk+1 = 0 ó f(rk+1) < f(rk)

)
(k+1)

...
Si rn−1 ̸= 0:

rn−2 = rn−1 · qn + rn con
(
rn = 0 ó f(rn) < f(rn−1)

)
(n)

Si rn ̸= 0:
rn−1 = rn · qn+1 (n+1)

Aquí rn es el último resto no nulo, el cual existe ya que para todo a ∈ A \ {0} se
tiene f(a) ∈ N0, y a partir de las divisiones anteriores

f(b) > f(r0) > f(r1) > . . . > f(rk) > · · · ≥ 0,

por lo que en a lo sumo f(b) pasos termina.
Veamos que rn satisface la definición 2.3.1 de mcd(a, b). De la última igualdad (n+1)

resulta que rn | rn−1. Luego de la igualdad (n):
rn−1 = rn−1︸︷︷︸

rn |

· qn + rn︸︷︷︸
rn |

=⇒ rn | rn−2 .

Inductivamente, si rn | rk+1 y rn | rk , como rk−1 = rk ·qk+1+rk+1 resulta rn | rk−1.
Luego se tiene que rn | ri para todo i ∈ {0, . . . , n}. Así,

A partir de la igualdad (1): b = r0︸︷︷︸
rn |

· q1 + r1︸︷︷︸
rn |

=⇒ rn | b.

Luego a partir de la igualdad (0): a = b︸︷︷︸
rn |

· q0 + r0︸︷︷︸
rn |

=⇒ rn | a.

Si c ∈ A satisface que c | a y c | b, entonces c | r0 = a− b · q0.

Luego c | r1 = b− r0 · q1, y entonces también c | r2 = r0 − r1 · q2.

Inductivamente, sabiendo que c | rk−1 y c | rk resulta c | rk+1 = rk−1 − rk · qk+1.

Repitiendo este proceso obtenemos de la igualdad (n) que c | rn = rn−2−rn−1 ·qn.
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Daremos a continuación un resultado para DE no triviales que será muy útil en el
último capítulo de este trabajo.

Proposición 3.2.5. SeaA un DE que no es un cuerpo con función euclídea f : A\{0} −→ N0.
Entonces, existe p ∈ A primo tal que al considerar la proyección al cociente π : A −→ A

/
⟨p⟩ se

tiene que π
(
U(A)

)
= U

(
A
/
⟨p⟩
)

.

Demostración.
Sea S =

{
f(a) : a ∈ A \ {0}, a /∈ U(A)

}
⊆ N0. Entonces, S ̸= ∅ ya que A no es

un cuerpo, y entonces tiene mínimo. Sea p ∈ A \ {0}, p /∈ U(A) tal que f(p) es mínimo.
Veamos que p es primo en A. Supongamos que no lo es, por lo que existen a, b ∈ A tales
que p | a · b pero p ∤ a y p ∤ b.

Como A es un DE y p ̸= 0, existen qa, ra ∈ A tales que a = qa · p + ra con ra = 0 ó
f(ra) < f(p). Como p ∤ a, debe ser ra ̸= 0 y entonces f(ra) < f(p), por lo que ra ∈ U(A)
debido a la minimalidad de f(p). Análogamente existen qb, rb ∈ A tales que b = qb ·p+rb
con rb ∈ U(A).

Luego:
a · b︸︷︷︸
p |

= (qa · p+ ra) · (qb · p+ rb) =
[
qa · (qb · p+ rb) + ra · qb

]
· p︸ ︷︷ ︸

p |

+ra · rb ,

y entonces p | ra · rb. Pero ra, rb ∈ U(A), por lo que ra · rb ∈ U(A) y resulta así p ∈ U(A),
lo cual contradice la elección de p. Concluimos así que p es primo.

Sea π : A −→ A
/
⟨p⟩ la proyección al cociente y veamos que π

(
U(A)

)
= U

(
A
/
⟨p⟩
)

.

(⊆) Sean ȳ ∈ π
(
U(A)

)
y u ∈ U(A) tal que ȳ = π(u).

Como π es morfismo de anillos, se tiene: 1̄ = π(1) = π(u · u−1) = π(u) · π(u)−1, y
resulta entonces que ȳ = π(u) ∈ U

(
A
/
⟨p⟩
)

.

(⊇) Sean x̄ ∈ U
(
A
/
⟨p⟩
)

y x ∈ A tal que x̄ = π(x). Notar que x̄ ̸= 0 en A
/
⟨p⟩ ya que

es una unidad. Como A es un DE y p ∈ A \ {0}, existen q, r ∈ A tales que x = q · p + r
con r = 0 ó f(r) < f(p). Sin embargo, si fuese r = 0 se tendría que x = q · p ∈ ⟨p⟩,
y en consecuencia x̄ = 0 en A

/
⟨p⟩. Luego debe ser r ̸= 0 con f(r) < f(p), por lo que

r ∈ U(A) por la minimalidad de f(p), y entonces π(r) ∈ π
(
U(A)

)
.

Finalmente, x̄ = π(x) = π(q · p+ r) = π(r) ∈ π
(
U(A)

)
.

3.3. DE⇒ DP⇒ DFU⇒ DF

Terminamos este capítulo con un teorema que será el que motiva el objeto de estudio
de esta tesis: la relación entre los dominios considerados (DF, DFU, DP y DE).

Teorema 3.3.1. Sea A un dominio íntegro. Entonces,

A es DE =⇒
(1)

A es DP =⇒
(2)

A es DFU =⇒
(3)

A es DF.
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Demostración.
Veamos cada implicación.

(1) Sea A un DE con función euclídea f : A \ {0} −→ N0 y sea I ⊴ A.

Si I = {0} = ⟨0⟩ es claramente principal. Supongamos entonces I ̸= {0}, por lo
que existe a ∈ I \ {0}. Luego el conjunto M =

{
f(a) : a ∈ I \ {0}

}
⊆ N0 es no

vacío y entonces tiene mínimo.

Sea x ∈ I \ {0} tal que f(x) es mínimo. Veamos que I = ⟨x⟩.
(⊇) Es inmediato ya que x ∈ I \ {0}.
(⊆) Sea y ∈ I y veamos que y ∈ ⟨x⟩. Como x ̸= 0, por la definición de función
euclídea existen q, r ∈ A tales que y = x · q + r con

(
r = 0 ó f(r) < f(x)

)
.

Luego como x, y ∈ I resulta entonces que r = y−x·q ∈ I , y por ende si fuese r ̸= 0
tendríamos que r ∈ I \ {0} con f(r) < f(x), lo cual contradice la minimalidad de
f(x).

Concluimos así que debe ser r = 0, y entonces y = x · q ∈ ⟨x⟩.

Así, I = ⟨x⟩ es principal.

(2) Si A es un DP, en particular todo ideal de A es finitamente generado, por lo que A
es un dominio íntegro noetheriano. Luego por el teorema 2.1.7, A es un DF.

Así, para ver que A es un DFU, en virtud del teorema 2.2.3, basta ver que todo
elemento irreducible en A es también primo.

Sea q ∈ A irreducible y sean a, b ∈ A tales que q | a · b.
Si q | a no hay nada que probar, así que supongamos q ∤ a. En consecuencia,
a /∈ ⟨q⟩ y por consiguiente ⟨q⟩ ⊊ ⟨q, a⟩. Como A es un DP, existe c ∈ A tal que
⟨q, a⟩ = ⟨c⟩, y por ende ⟨q⟩ ⊊ ⟨c⟩. De esto último resulta que c | q pero q ∤ c con q
irreducible en A, por lo que c ∈ U(A) y entonces ⟨q, a⟩ = ⟨c⟩ = A.

Luego como 1 ∈ A = ⟨q, a⟩, existen s, t ∈ A tales que 1 = s · q + t · a, y entonces
b = s · (q · b)︸ ︷︷ ︸

q |

+t · (a · b)︸ ︷︷ ︸
q |

, por lo que q | b.

(3) Es inmediata de las definiciones de DFU y DF respectivamente.

Observación 3.3.2. Como consecuencia de las implicaciones probadas se tiene que tanto
Z como K[X] son efectivamente DF, DFU y DP porque son DE.

A su vez, hemos probado en el teorema anterior que en todo DE y en todo DP es
posible factorizar en irreducibles y de forma única salvo asociados y el orden de los
factores. Más aún, las construcciones de DE y DP surgieron naturalmente al querer
“recuperar” en algún sentido las propiedades más relevantes del mcd conocidas para
Z: la identidad de Bézout y el algoritmo de Euclides.

Eso nos conduce a una pregunta que responderemos a lo largo de los capítulos
restantes de este trabajo: ¿qué ocurre con las implicaciones recíprocas del teorema 3.3.1?
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Capítulo 4

Polinomios en A[X ] con A un DFU

El objetivo del presente capítulo es obtener una condición necesaria y suficiente para
que la factorización en irreducibles en A[X] sea posible y única, donde A será en prin-
cipio un dominio íntegro. Más precisamente, probaremos que el anillo A[X] es un DFU
si y solo si A es un DFU. Procederemos luego a enunciar criterios clásicos para estudiar
irreducibilidad en A[X], y daremos también contraejemplos para las implicaciones re-
cíprocas del teorema 3.3.1. Finalmente, introduciremos el concepto de resultante de dos
polinomios en A[X] junto a algunas de sus propiedades que serán fundamentales en el
último capítulo de esta tesis.

4.1. Generalidades en A[X], con A un anillo conmutativo y un
dominio íntegro

Fijamos a continuación la notación que usaremos a lo largo de este capítulo.

Notación 4.1.1. Sea A un anillo conmutativo. Dada X una indeterminada sobre A, de-
notamos A[X] al anillo de polinomios en la variable X con coeficientes en A.

Escribiremos cp(f) para indicar el coeficiente principal y deg(f) el grado de un po-
linomio f ∈ A[X] \ {0}.

Notación 4.1.2. Sea m ∈ N. Notaremos α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm
0 al vector formado por

α1, . . . , αm, y su longitud es |α| =
m∑
i=1

αi.

Notación 4.1.3. Sea A un anillo conmutativo. Dadas X1, . . . , Xn indeterminadas sobre
A, el monomio de multiíndice α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm

0 es Xα := Xα1
1 . . . Xαn

n .

Notación 4.1.4. Sea A un anillo conmutativo. Dadas X1, . . . , Xn indeterminadas sobre
A, denotamos A[X] = A[X1, . . . , Xn] al anillo de polinomios en n variables con coefi-
cientes en A:

A[X1, . . . , Xn] =

{ ∑
|α|≤d

cα X
α : d ∈ N0 , α ∈ Nn

0 , cα ∈ A

}
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Escribiremos deg(f) para referirnos al grado total de un polinomio f ∈ A[X] \ {0},
es decir, deg(f) = máx

{
|α| : cα ̸= 0 coeficiente de f

}
, y para i ∈ {1, . . . , n} usaremos

degXi
(f) para indicar su grado como polinomio en la variable Xi, es decir, pensando

f ∈ (A[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn])[Xi].

Procedemos ahora a recordar resultados preliminares sobre anillos de polinomios
con coeficientes en un dominio íntegro.

Proposición 4.1.5. Sea A un dominio íntegro y sean f, g ∈ A[X]. Entonces,

(1) si f + g ̸= 0, deg(f + g) ≤ max{deg(f); deg(g)},

(2) si f, g ̸= 0, entonces f ·g ̸= 0, deg(f ·g) = deg(f)+deg(g) y cp(f ·g) = cp(f) cp(g),

(3) U(A[X]) = U(A),

(4) A[X] es un dominio íntegro.

Observación 4.1.6. Dado A un dominio íntegro, consideremos K = Frac(A) y entonces
A[X] ⊆ K[X]. Luego dado f ∈ A[X] ⊆ K[X], existen q1, . . . , qr ∈ K[X] irreducibles

tales que f =
r∏

i=1

qi, y esta escritura es única salvo asociados ya que K[X] es un DFU.

¿Bajo qué condiciones podemos “recuperar” una factorización de f enA[X] a partir
de la obtenida en K[X] y que sea única salvo asociados?

Empecemos por observar que si A[X] es un DFU y consideramos f ∈ A[X] no nulo
con deg(f) = 0, f /∈ U(A), entonces deben existir q1, . . . , qr ∈ A[X] irreducibles tales que

f =

r∏
i=1

qi, y como deg(f) = 0 debe ser deg(qi) = 0, o sea, qi ∈ A para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Esto muestra que para que A[X] pueda ser un DFU es condición necesaria que A
sea un DFU.

4.2. Contenido de un polinomio y polinomio primitivo

Observación 4.2.1. Sean A un dominio íntegro, a ∈ A \ {0} y f =
d∑

i=0

aiX
i ∈ A[X].

Entonces, a | f en A[X] si y solo si a | ai en A para todo i ∈ {0, . . . , d}.

Dado A un DFU fijamos un sistema de representantes P de irreducibles (= primos)
en A por cada clase de asociados y fijamos al 1 ∈ A como representante de U(A). Así,
podemos calcular de forma unívoca el mcd de dos elementos en A no ambos nulos
como vimos en la observación 2.3.3.
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Definición 4.2.2. Sea A un DFU y sea f =
d∑

i=0

aiX
i ∈ A[X] \ {0}. Entonces,

1. El contenido de f es cont(f) = mcd(ad, . . . , a0) ∈ A.

2. f se dice primitivo si cont(f) = 1.

Observación 4.2.3. Sea A un DFU y sean a ∈ A \ {0} y f ∈ A[X] \ {0}. Entonces,

(1) cont(a) ∼ a,

(2) cont(af) ∼ a · cont(f),

(3)
f

cont(f)
∈ A[X] es primitivo y por ende f = cont(f) · f̃ con f̃ ∈ A[X] primitivo,

(4) a | f en A[X]⇔ a | cont(f) en A.

Teorema 4.2.4 (Lema de Gauss). Sea A un DFU y sean f, g ∈ A[X] \ {0}. Entonces,

(1) Si f, g son primitivos, f · g es primitivo.

(2) cont(f · g) = cont(f) · cont(g).

Demostración.

(1) Sean f =

d∑
i=0

aiX
i, g =

e∑
j=0

bjX
j en A[X] ambos primitivos.

Consideremos f ·g =

d+e∑
k=0

ckX
k, donde ck =

∑
i+j=k

ai ·bj , y veamos que es primitivo.

Sea q ∈ A irreducible. Como f y g son ambos primitivos, sean i0 = mı́n{i / q ∤ ai}
y j0 = mı́n{j / q ∤ bj} y definamos k0 = i0 + j0. Veamos que q ∤ ck0 .

Escribamos ck0 =
∑

i+j=k0

ai · bj = ai0 · bj0 +
∑

i+j=k0,
i ̸=i0, j ̸=j0

ai · bj .

Como q es irreducible en A DFU, entonces q es primo, y por lo tanto como q ∤ ai0
y q ∤ bj0 resulta que q ∤ ai0 · bj0 .

A su vez, dados i, j tales que i ̸= i0, j ̸= j0 y i + j = k0, como i0 + j0 = k0, debe
ser i < i0 o j < j0. Por otro lado, por la minimalidad en la definición de i0 y j0 se
tiene que si i < i0 entonces q | ai , y si j < j0 entonces q | bj .
Luego si i+ j = k0 con i ̸= i0 y j ̸= j0 entonces q | ai · bj , y así:

ck0 = ai0 · bj0︸ ︷︷ ︸
q ∤

+
∑

i+j=k0,
i ̸=i0, j ̸=j0

ai · bj︸ ︷︷ ︸
q |︸ ︷︷ ︸

q |

=⇒ q ∤ ck0
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Probamos entonces que dado cualquier elemento irreducible en A siempre hay
algún coeficiente de f · g al que no divide, y por consiguiente cont(f · g) ∈ A \ {0}
no es divisible por ningún irreducible.

Así, cont(f · g) debe ser una unidad de A y, por cómo fijamos los representantes
por clases de asociados para el mcd, resulta entonces cont(f · g) = 1.

(2) Escribamos f = cont(f) · f̃ y g = cont(g) · g̃ con f̃ , g̃ ∈ A[X] ambos primitivos.
Luego:

cont(f · g) = cont
(
cont(f) · cont(g)︸ ︷︷ ︸

∈A

·f̃ · g̃
)

= cont(f) · cont(g) · cont(f̃ · g̃)︸ ︷︷ ︸
= 1

= cont(f) · cont(g).

Corolario 4.2.5. Sean A un DFU y q ∈ A. Entonces, q es irreducible (= primo) en A si y solo
si q es primo en A[X]. En particular, todo q irreducible (= primo) en A es también irreducible
en A[X].

Demostración.
(⇒) Sean f, g ∈ A[X] tales que q | f · g en A[X]. Luego, q | cont(f · g) = cont(f) ·

cont(g) en A y en consecuencia como q es primo en A resulta q | cont(f) o bien q |
cont(g) en A, de donde q | f ó q | g en A[X] respectivamente.

(⇐) Sean a, b ∈ A tales que q | ab en A. Luego q | ab en A[X], y como q es primo allí
se sigue que q | a o bien q | b en A[X], y por ende q | a ó q | b en A respectivamente.

Teorema 4.2.6 (Lema de Gauss II). Sean A un DFU y K = Frac(A) y sea f ∈ A[X] tal
que existen g, h ∈ K[X] no constantes de manera que f = g · h en K[X]. Entonces, existen
G,H ∈ A[X] tales que f = G ·H en A[X] con G asociado a g y H asociado a h en K[X]. En
particular, deg(G) = deg(g) y deg(H) = deg(h).

Demostración.
Tenemos f = g · h en K[X] con deg(g), deg(h) > 0, g, h ∈ K[X].
Multiplicando por denominadores comunes a, b ∈ A \ {0} de los coeficientes de g y

h respectivamente obtenemos que ag ∈ A[X] y bh ∈ A[X].
Luego abf = (ag) · (bh) en A[X], y entonces cont(abf) = cont

(
(ag) · (bh)

)
. Así,

ab cont(f) ∼ cont(ag) · cont(bh) en A
⇒ ab | cont(ag) · cont(bh) en A

⇒
cont(ag) · cont(bh)

ab
∈ A.
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En consecuencia, si escribimos ag = cont(ag)· ãg y bh = cont(bh)· b̃h, donde ãg, b̃h ∈
A[X] son ambos primitivos, se tiene que:

f =
(ag) · (bh)

ab
=

cont(ag) · cont(bh)
ab︸ ︷︷ ︸
∈A

· ãg︸︷︷︸
∈A[X]

· b̃h︸︷︷︸
∈A[X]

en A[X].

Así, si definimos G =
cont(ag) · cont(bh)

ab
· ãg y H = b̃h, entonces

G,H ∈ A[X],

f = G ·H ,

H ∼ h en K[X] ya que H = b̃h =
b

cont(bh)︸ ︷︷ ︸
∈K

· h,

G ∼ g en K[X] ya que G =
cont(ag) · cont(bh)

ab
· ãg =

cont(bh)

b︸ ︷︷ ︸
∈K

· g,

y por lo tanto deg(H) = deg(h) y deg(G) = deg(g).

Corolario 4.2.7. Si A es un DFU, K = Frac(A) y f ∈ A[X] con deg(f) > 0 es reducible en
K[X], entonces f también es reducible en A[X].

Observación 4.2.8. La implicación recíproca del corolario 4.2.7 no es cierta. Por ejemplo,
el polinomio f = 2X + 2 = 2 · (X + 1) es reducible en Z[X] ya que 2 /∈ U(Z) = {±1}
pero es irreducible en Q[X] por ser un polinomio de grado 1.

Sin embargo, si el polinomio es primitivo sí es cierto.

Teorema 4.2.9. Sean A un DFU, K = Frac(A) y f ∈ A[X] primitivo con deg(f) > 0.
Entonces, f es irreducible en A[X] si y solo si f es irreducible en K[X].

Demostración.
(⇒) Si f es irreducible en A[X], como deg(f) > 0, por el corolario 4.2.7 f resulta

irreducible en K[X].
(⇐) Supongamos que f es reducible enA[X]. Luego existen g, h ∈ A[X]\U(A) tales

que f = g · h, y como f es primitivo debe ser deg(g),deg(h) > 0.
Así f = g · h es también una factorización propia de f en K[X] y f resulta reducible

en K[X].

Proposición 4.2.10. Si A es un DFU, K = Frac(A), f, g ∈ A[X] con g primitivo y g | f en
K[X], entonces g | f en A[X].
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Demostración.
Como g | f en K[X], existe h ∈ K[X] tal que f = g · h, siendo g primitivo en A[X].

Veamos que en realidad h ∈ A[X].
Dado que f ∈ A[X], por el Lema de Gauss II 4.2.6 existen G,H ∈ A[X] tales que

f = G ·H y G ∼ g en K[X].
Escribamos G = a

b · g con a, b ∈ A y, como A es un DFU, podemos tomar a y b con
mcd(a, b) = 1. Luego tenemos bG = ag en A[X], y como g es primitivo y mcd(a, b) = 1
resulta entonces que a | cont(G) y que b ∈ U(A) pues b | cont(g) = 1. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir b = 1, y así G = ag.

Luego, f = G · H = (aH) · g en A[X], y como también f = g · h se concluye que
h = aH ∈ A[X].

4.3. Factorización en A[X]

Comenzaremos esta sección dando una caracterización de los irreducibles en A[X]
con A un DFU.

Teorema 4.3.1. Sea A un DFU con K = Frac(A) y sea f ∈ A[X]. Entonces, f es irreducible
en A[X] si y solo si f satisface alguna de las siguientes condiciones:

(I) f ∈ A \ {0} (o sea, deg(f) = 0) y f es irreducible en A.

(II) deg(f) > 0, f es primitivo y f es irreducible como polinomio en K[X].

Demostración.
(⇐) Los polinomios que satisfacen (I) son irreducibles enA[X] por el corolario 4.2.5,

mientras que aquellos que satisfacen (II) son irreducibles en A[X] por el teorema 4.2.9.
(⇒) Sea f ∈ A[X] irreducible. Veamos que f satisface (I) ó (II).
Como f es irreducible en A[X] entonces f /∈ U(A), f ̸= 0.
Si deg(f) = 0 tenemos que f ∈ A. Supongamos que f es reducible en A.
Como A es un DFU, sea q ∈ A irreducible tal que q ̸∼ f y q | f en A. En particular,

tendríamos que q | f enA[X] con q ̸∼ f y, además, por el corolario 4.2.5 q sería irreduci-
ble en A[X], lo cual es absurdo. Luego f debe ser irreducible en A y entonces satisface
(I).

Si deg(f) > 0, como f es irreducible en A[X] debe ser entonces f primitivo (ya que
si no tendríamos una factorización propia f = cont(f) · f̃ con f̃ ∈ A[X] primitivo) y
Luego por el teorema 4.2.9, f resulta irreducible en K[X]. Así, f satisface (II).

Teorema 4.3.2. Sean A un DFU y f ∈ A[X]. Si f es irreducible en A[X], entonces f es primo
en A[X].

Demostración.
Si f es irreducible en A[X], por el teorema 4.3.1, hay dos casos posibles:
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Si f ∈ A \ {0} (o sea, deg(f) = 0) y f es irreducible en A:

Por el corolario 4.2.5, f es primo en A[X].

Si deg(f) > 0, f es primitivo y f es irreducible como polinomio en K[X]:

Sean g, h ∈ A[X] tales que f | g ·h en A[X]. En particular, f | g ·h en K[X], y como
f es irreducible en K[X] DFU, f es primo allí.

Así, f | g · h =⇒
f primo
en K[X]

f | g ó f | h en K[X].

Si f | g en K[X], como f, g ∈ A[X] y f es primitivo, entonces por la proposición
4.2.10, f | g en A[X]. Análogamente, si f | h en K[X] resulta f | h en A[X].

Luego f es primo en A[X].

Procedemos ahora a enunciar el teorema principal de esta sección.

Teorema 4.3.3. Sea A un dominio íntegro. Entonces, A[X] es un DFU si y solo si A es un
DFU.

Demostración.
(⇒) Sea a ∈ A \ {0}, a /∈ U(A). Pensemos a ∈ A[X] como un polinomio de grado 0,

donde se factoriza:

a =
r∏

i=1

qi con qi irreducible en A[X] para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Como deg(a) = 0, debe ser deg(qi) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , r}. En virtud del
teorema 4.3.1, todos los qi son irreducibles en A y obtenemos una factorización de a
como producto de irreducibles en A. Esto prueba que A es un DF.

Para la unicidad, si en A tuviésemos dos factorizaciones como producto de irredu-
cibles del elemento a, entonces también tendríamos dos factorizaciones enA[X], lo cual
contradice que A[X] sea un DFU.

(⇐) Por el teorema 4.3.2 ya sabemos que como A es un DFU entonces en A[X] se
cumple que todo elemento irreducible es también primo. Luego por el teorema 2.2.3,
basta ver que A[X] es un DF.

Sea f ∈ A[X] \ {0}, f /∈ U(A[X]) = U(A). Veamos que f se puede escribir como
producto de irreducibles en A[X], los cuales sabemos cómo son en virtud de la caracte-
rización dada en el teorema 4.3.1.

Escribamos f = cont(f) · f̃ con f̃ ∈ A[X] primitivo.
Como cont(f) ∈ A que es un DFU, factorizamos como producto de irreducibles:

cont(f) =
r∏

i=1

qi con qi irreducible en A y por ende en A[X] para todo i ∈ {1, . . . , r}.

38



A su vez, consideremos K = Frac(A) y pensemos f̃ ∈ K[X]. Como K[X] es un DFU,
factorizamos f̃ allí como producto de irreducibles:

f̃ =
s∏

j=1

pj con pj irreducible en K[X] para todo j ∈ {1, . . . , s}.

Por el Lema de Gauss II 4.2.6, para cada j ∈ {1, . . . , s} existe Pj ∈ A[X] tal que

pj ∼ Pj en K[X], por lo que Pj es irreducible en K[X], y además f̃ =
s∏

j=1

Pj . Así, dado

j ∈ {1, . . . , s}, como Pj | f̃ en A[X] y f̃ es primitivo, Pj resulta primitivo. Luego Pj es
irreducible en A[X] y se tiene entonces una escritura

f = cont(f) · f̃ =

r∏
i=1

qi ·
s∏

j=1

Pj

como producto de irreducibles en A[X].

Corolario 4.3.4.

(1) Sabemos por el Teorema Fundamental de la Aritmética que Z es un DFU, con lo cual Z[X]
resulta un DFU.

(2) Si A es un DFU, inductivamente A[X1, . . . , Xn] resulta un DFU. En particular, para
cualquier cuerpo K se tiene que K[X1, . . . , Xn] es un DFU.

Observación 4.3.5. En virtud del teorema anterior y del corolario 2.3.3 se tiene que si A
es un DFU entonces dados dos polinomios f, g ∈ A[X] no ambos nulos siempre existe
mcd(f, g) ∈ A[X].

Damos por último un resultado importante sobre la existencia de factorización en
A[X] cuando A no es necesariamente un DFU.

Teorema 4.3.6 (Teorema de la Base de Hilbert). Sea A un anillo conmutativo. Entonces, A
es noetheriano si y solo si A[X] es noetheriano.

Demostración.
(⇒) Sea I ⊴ A[X] y veamos que es finitamente generado.
Si I = {0} no hay nada que probar. Consideremos entonces I ̸= {0} y supongamos

que no es finitamente generado. Sea f1 ∈ I de grado mínimo y sea a1 = cp(f1) ∈ A.
Como I no es finitamente generado, consideremos f2 ∈ I \ ⟨f1⟩ de grado mínimo y sea
a2 = cp(f2) ∈ A. Notar que por las definiciones de f1 y f2 resulta deg(f1) ≤ deg(f2). A
su vez, como I no es finitamente generado, podemos tomar f3 ∈ I \ ⟨f1, f2⟩ de grado
mínimo y considerar a3 = cp(f3) ∈ A, y resulta entonces deg(f1) ≤ deg(f2) ≤ deg(f3).

Inductivamente obtenemos:
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Una sucesión (In)n∈N de ideales deA[X] que es ascendente, donde In = ⟨f1, . . . , fn⟩ ⊆
I y fn+1 ∈ I \ In es de grado mínimo para todo n ∈ N.

Además, si llamamos dn = deg(fn) resulta que dn ≤ dn+1 para todo n ∈ N.

Una sucesión (Jn)n∈N de ideales deA que es ascendente, donde Jn = ⟨a1, . . . , an⟩,
siendo an = cp(fn).

Como A es noetheriano, por el teorema 2.1.6, la sucesión ascendente (Jn)n∈N se
estaciona: existe N ∈ N tal que Jn = JN = ⟨a1, . . . , aN ⟩ para todo n ≥ N .

Luego como JN+1 = JN , existen b1, . . . , bN ∈ A tales que aN+1 =
N∑
j=1

bj · aj .

Por otro lado, escribamos fN+1 = aN+1X
dN+1 + “términos de menor grado”, y defina-

mos para cada j ≤ N el polinomio gj = bjX
dN+1−dj · fj .

Así, deg(gj) = dN+1 = deg(fN+1) y cp(gj) = bj · aj para todo j ≤ N , por lo cual

N∑
j=1

gj =
N∑
j=1

(aj · bj)XdN+1 + términos de menor grado

= aN+1X
dN+1 + términos de menor grado

Como
N∑
j=1

gj =

N∑
j=1

(bjX
dN+1−dj ) · fj ∈ IN ⊆ I pero fN+1 ∈ I \ IN , resulta entonces

que fN+1−
N∑
j=1

gj ∈ I\IN y tiene grado menor estricto al de fN+1 (ya que se cancelan los

monomios de grado dN+1). Esto es absurdo ya que el polinomio fN+1 era un polinomio
de grado mínimo en I \ IN . Luego I debe ser finitamente generado.

(⇐) Sea J ⊴ A. Veamos que J es finitamente generado.

Consideremos I =

{
d∑

i=0

aiX
i : d ∈ N0 , ai ∈ J , 0 ≤ i ≤ d

}
, que resulta un ideal

de A[X].
Como A[X] es noetheriano, existen f1, . . . , fs ∈ I tales que I = ⟨f1, . . . , fs⟩.
Veamos que J = ⟨f1(0), . . . , fs(0)⟩.
(⊇) Como f1, . . . , fs ∈ I , es claro que f1(0), . . . , fs(0) ∈ J pues son sus términos

independientes.
(⊆) Sea a ∈ J y pensémoslo como un polinomio constante en A[X]. Luego a ∈ I y

entonces existen polinomios g1, . . . , gs ∈ A[X] tales que a =

s∑
j=1

gj · fj

⇒ a =

s∑
j=1

gj(0) · fj(0) ∈ ⟨f1(0), . . . , fs(0)⟩.
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Corolario 4.3.7.

1 SiA es un DP entonces es un dominio íntegro noetheriano, y por lo tantoA[X] también es
un dominio íntegro noetheriano. En particular, Z[X] es un dominio íntegro noetheriano.

2 Si A es un dominio íntegro noetheriano, inductivamente A[X1, . . . , Xn] es también un
dominio íntegro noetheriano y entonces, por el teorema 2.1.7, es un DF. En particular,
dado K un cuerpo arbitrario, como K es un DP, K[X1, . . . , Xn] resulta un dominio íntegro
noetheriano.

4.4. Criterios de irreducibilidad en A[X]

Daremos a continuación algunas propiedades y resultados sobre irreducibilidad en
A[X] con A un DFU.

Teorema 4.4.1 (Gauss). Sean A un DFU con K = Frac(A) y f =
d∑

i=0

aiX
i ∈ A[X] de grado

positivo con a0 ̸= 0. Si
α

β
∈ K con α, β ∈ A,mcd(α, β) = 1 es una raíz de f , entonces α | a0

y β | ad. En particular, si ad = cp(f) ∈ U(A), entonces las raíces de f en K pertenecen a A.

Demostración.

Como 0 = f

(
α

β

)
=

d∑
i=0

ai ·
αi

βi
en K, multiplicando por βd obtenemos la igualdad

d∑
i=0

aiα
iβd−i = 0 enA. Así, como β | aiαiβd−i para todo 0 ≤ i < d y β | 0 =

d∑
i=0

aiα
iβd−i

resulta entonces que β | adαd, y por lo tanto β | ad ya que mcd(α, β) = 1.

Análogamente, como α | aiαiβd−i para todo 0 < i ≤ d y α | 0 =

d∑
i=0

aiα
iβd−i con

mcd(α, β) = 1, se concluye que α | a0.

Observación 4.4.2. Si A es un DFU con K = Frac(A) y f ∈ A[X] \ {0} es primitivo y de
grado positivo, por el teorema 4.2.9, sabemos que f es irreducible en A[X] si y solo si f
es irreducible en K[X].

Por otro lado, sabemos que f ∈ K[X] admite un factor de grado 1 en su factorización
en irreducibles si y solo si f tiene alguna raíz en K.

Así, la propiedad anterior junto al Lema de Gauss II 4.2.6 nos muestra cómo saber si
f ∈ A[X] \ {0} primitivo y de grado positivo admite un factor de grado 1 o no en A[X].

Teorema 4.4.3 (Eisenstein). SeaA un DFU y sea f =

d∑
k=0

akX
k ∈ A[X] primitivo y de grado

positivo. Si existe p ∈ A irreducible ( = primo) que satisface simultáneamente que
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p | ai , ∀ 0 ≤ k ≤ d− 1

p ∤ ad

p2 ∤ a0

entonces f es irreducible en A[X].

Demostración.
Supongamos que f es reducible en A[X] teniendo presente que f no puede tener

factores constantes ya que es primitivo. Escribamos entonces f = g · h con g, h ∈ A[X],
con 0 < deg(g), deg(h) < deg(f).

Así, si g =
r∑

i=0

biX
i y h =

s∑
j=0

cjX
j donde r = deg(g) y s = deg(h), entonces para

todo k ∈ {0, . . . , d} se tiene que ak =
∑

i+j=k

bicj .

Como p | a0 = b0 · c0 y p es primo, debe ser p | b0 ó p | c0 pero no a ambos ya que
p2 ∤ a0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p | b0 y p ∤ c0.

Si fuese que p | bi para todo 0 ≤ i ≤ r, por la observación 4.2.1 tendríamos que p | g
en A[X] y entonces p | f siendo p ∈ A irreducible y f primitivo, lo cual es absurdo.
Luego algún coeficiente de g no debe ser divisible por p.

Sea ℓ = mı́n{i : p ∤ bi}. Como p | b0 debe ser ℓ > 0, y entonces:

aℓ =
∑

i+j= ℓ

bicj =

ℓ∑
i=0

bicℓ−i = bℓ︸︷︷︸
p∤

· c0︸︷︷︸
p∤︸ ︷︷ ︸

p∤

+

ℓ−1∑
i=0

bi︸︷︷︸
p|

· cℓ−i

︸ ︷︷ ︸
p|

=⇒ p ∤ aℓ

Esto es absurdo pues ℓ ≤ deg(g) < deg(f) = d y por hipótesis entonces p | aℓ.

Observación 4.4.4. Si f no es primitivo pero satisface las demás hipótesis del criterio de
Eisenstein, el teorema permite concluir que f es irreducible en K[X] (ya que podemos
escribir f = cont(f) · f̃ con f̃ ∈ A[X] primitivo y usar Eisenstein con f̃ ).

Proposición 4.4.5. Sean A un DFU y p ∈ A[X] de grado positivo. Sea f ∈ A[X] y defina-
mos F ∈ A[X] como F (X) = f

(
p(X)

)
. Si F es irreducible en A[X], entonces f también es

irreducible en A[X].

Demostración.
Supongamos que f es reducible en A[X] y escribamos f = g · h con g, h ∈ A[X] \

U(A). Luego especializando en p(X) obtenemos que

F (X) = f
(
p(X)

)
= g

(
p(X)

)︸ ︷︷ ︸
∈A[X]\U(A)

· h
(
p(X)

)︸ ︷︷ ︸
∈A[X]\U(A)

,
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de donde concluimos que F es reducible en A[X].

Damos a continuación un criterio que involucra el uso de ideales y la proyección al
cociente.

Proposición 4.4.6. Sean A un DFU, I un ideal primo de A y πI : A −→ A
/
I , a 7→ a =

πI(a), la proyección al cociente. Sea f =
d∑

i=0

aiX
i ∈ A[X] primitivo y de grado positivo con

cp(f) = ad /∈ I y consideremos f̄ =

d∑
i=0

aiX
i ∈
(
A
/
I

)
[X]. Si f̄ es irreducible en

(
A
/
I

)
[X],

entonces f es irreducible en A[X].

Demostración.
Como I ⊴ A es primo, entonces A

/
I es un dominio íntegro. Supongamos que f es

reducible en A[X], teniendo presente que f no tiene factores constantes por ser primiti-
vo:

f = g · h con g, h ∈ A[X], 0 < deg(g),deg(h) < deg(f).

Así, si g =
r∑

i=0

biX
i y h =

s∑
j=0

cjX
j donde r = deg(g) y s = deg(h), se tiene:

br · cs = cp(g) · cp(h) = cp(f) = ad /∈ I,

por lo que br · cs = ad ̸= 0 en A
/
I, y entonces br ̸= 0 y cs ̸= 0. En consecuencia, si

definimos ḡ =
r∑

i=0

biX
i y h̄ =

s∑
j=0

cjX
j entonces deg(ḡ) = deg g y deg(h̄) = deg(h), y

luego f̄ = ḡ · h̄ es una factorización propia de f̄ en
(
A
/
I

)
[X].

Recordamos por último un resultado sobre cocientes de un anillo noetheriano que
usaremos a continuación.

Proposición 4.4.7. Sean A un anillo conmutativo e I un ideal de A. Si A es noetheriano,
entonces A

/
I es noetheriano.
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Demostración.
Sea πI : A −→ A

/
I la proyección al cociente, a 7→ a = πI(a). A partir de la proposi-

ción 1.1.14, se tiene la correspondencia:{
J ⊴ A : I ⊆ J

}
←→

{
J ⊴ A

/
I

}
J −→ πI(J) =: J

/
I

π−1
I

(
J
)
←− J

Sea J ⊴ A
/
I y tomemos J ⊴ A con I ⊆ J tal que J = J

/
I . ComoA es noetheriano,

el ideal es finitamente generado: existen a1, . . . , an ∈ A tales que J = ⟨a1, . . . , an⟩.
Veamos que J = ⟨a1, . . . , an⟩.

(⊇) Vale ya que ai ∈ J pues ai ∈ J para todo i ∈ {1, . . . , n}.
(⊆) Sea x ∈ J y tomemos x ∈ J representante de clase. Como J = ⟨a1, . . . , an⟩,

existen r1, . . . , rn ∈ A tales que x =
n∑

i=1

riai , y entonces x =
n∑

i=1

ri︸︷︷︸
∈ A

/
I

· ai ∈ ⟨a1, . . . , an⟩.

Luego J = ⟨a1, . . . , an⟩ es finitamente generado.

4.5. Contraejemplos: DF ̸⇒ DFU ̸⇒ DP ̸⇒ DE

Nos proponemos ahora exhibir contraejemplos de las implicaciones recíprocas del
teorema 3.3.1.

Ejemplo 4.5.1. El dominio íntegro Z[i
√
5] es un DF que no es DFU.

Demostración.
En virtud de lo probado en proposición 2.1.10, como exhibimos un elemento irre-

ducible que no es primo, por el teorema 2.2.3, Z[i
√
5] no puede ser un DFU.

Para ver que sí es un DF, por el teorema 2.1.7 basta probar que Z[i
√
5] es noetheriano.

Sea φ : Z[X] −→ Z[i
√
5] el morfismo de anillos φ(g) = g(i

√
5), que es claramente un

epimorfismo. Veamos que Ker(φ) = ⟨X2 + 5⟩. En efecto, φ(X2 + 5) = 0 y si g ∈ Z[X]
con φ(g) = 0 resulta entonces que i

√
5 es una raíz de g, por lo que X2 + 5 | g en Z[X].

Por el primer teorema de isomorfismo de Noether 1.1.13 se tiene que Z[i
√
5] ≃

Z[X]
/
⟨X2 + 5⟩, que resulta noetheriano por la proposición 4.4.7 ya que Z[X] lo es por lo

visto en el corolario 4.3.7.

Ejemplo 4.5.2. El dominio íntegro Z[X] es un DFU que no es DP.
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Demostración.
Ya vimos en el corolario 4.3.4 que Z[X] es un DFU.
Para ver que no es un DP basta ver que el ideal I = ⟨2, X⟩ no es principal. Notar

que mcd(2, X) = 1 ya que ambos son irreducibles no asociados en Z[X].
Supongamos que I sí es principal. Luego existe f ∈ Z[X] tal que ⟨2, X⟩ = ⟨f⟩. Por

un lado, existen entonces g, h ∈ Z[X] tales que f = g · 2 + h · X . Por otro lado, debe
ocurrir que f | 2 y f | X en Z[X], con lo cual f | mcd(2, X) = 1 y por ende f = ±1.

Así, ±1 = g · 2 + h ·X y entonces se tiene que

±1 = g(0) · 2 + h(0) · 0 ⇐⇒ ±1 = g(0)︸︷︷︸
∈Z

· 2 ,

lo cual es absurdo.

Observación 4.5.3. El ejemplo anterior nos muestra que un DFU arbitrario el mcd de dos
elementos no ambos nulos no siempre se puede escribir como combinación de tales
elementos con coeficientes en el DFU considerado.

Concluimos entonces que en un DFU el mcd siempre existe pero no siempre satisfa-
ce la identidad de Bézout.

Con respecto a la última de las implicaciones mencionadas al comienzo de este capí-
tulo, es sabido que un DP no siempre es un DE. Presentamos a continuación el conocido
ejemplo de este hecho.

Ejemplo 4.5.4. El dominio íntegro Z

[
1 + i

√
19

2

]
es un DP que no es DE.

Luego de trabajos precursores de Richard Dedekind y Helmut Hasse, el matemático
Theodore Motzkin da una prueba en [Motz49] de la afirmación anterior sin mayores de-
talles y de manera no elemental. Demostraciones meticulosas pueden verse en [Wil73]
y [Cam88]. Aquí no trataremos ese ejemplo. En su lugar exhibiremos en el Capítulo 5,
como resultado principal de esta tesis, otro ejemplo de DP que no es un DE .

Finalizamos esta sección con un ejemplo que muestra que la condición de noethe-
rianidad no es necesaria para que haya factorización en irreducibles.

Ejemplo 4.5.5. El dominio íntegroA = C[Xn : n ∈ N] =
⋃
n∈N

C[X1, . . . , Xn] es un DF que

no es noetheriano.

Demostración.

A no es noetheriano:

Supongamos que sí lo es y consideremos la sucesión ascendente (In)n∈N de idea-
les deA definida por In = ⟨X1, . . . , Xn⟩. Luego como supusimos queA es noethe-
riano, por el teorema 2.1.6, la sucesión se estaciona: existe N ∈ N tal que In = IN
para todo n ≥ N . En particular, IN+1 = IN y entoncesXN+1 ∈ IN = ⟨X1, . . . , XN ⟩.
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Así, existen g1, . . . , gN ∈ A tales que XN+1 =

N∑
i=1

gi ·Xi.

Como cada gi tiene finitas variables, si listamos todas las que aparecen en la igual-
dad anterior {X1, . . . , XN , XN+1, . . . , Xd} obtenemos una igualdad en C[X1, . . . , Xd].

Luego si evaluamos en eN+1 = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
N+1

, 0, . . . , 0) ∈ Cd obtenemos que:

1 =
N∑
i=1

gi(eN+1) · 0 = 0,

que es claramente absurdo.

A es un DF:

Es inmediato que U(A) = C \ {0}.
Sea f ∈ A \ C. Luego existe k ∈ N tal que f ∈ C[X1, . . . , Xk] que es un DFU,
y como f /∈ C, f se factoriza en irreducibles allí. Basta ver entonces que si g ∈
C[X1, . . . , Xk] es irreducible, entonces g es también irreducible en A.

Sea g ∈ C[X1, . . . , Xk] irreducible y supongamos que h ∈ A satisface h | g. Luego
podemos escribir g = h · p con p ∈ A.

Consideremos cualquier variable Y ∈ {Xn : n > k}, y entonces 0 = degY (g) =
degY (h) + degY (p) igualdad en N0, de donde concluimos que 0 = degY (h) =
degY (p). Así, debe ser h | g en C[X1, . . . , Xk], y como g es irreducible allí resulta
que h ∼ g ó h ∈ C \ {0}.

4.6. La Resultante

El objetivo de esta sección es introducir el concepto de resultante de dos polinomios
univariados con coeficientes en un DFU y algunas de sus propiedades fundamentales,
las cuales serán usadas en capítulos posteriores. La resultante se remonta a trabajos de
G.W. Leibniz, L. Euler, E. Bézout y C.G.J. Jacobi, pero su formulación moderna se debe
a J.J. Sylvester en [Syl53].

La resultante es una herramienta esencial que surge muy naturalmente en muchas
áreas de la Matemática, además de tener una importancia algorítmica muy reconoci-
da en la actualidad. Es un elemento clave de la Teoría de Eliminación que estuvo muy
presente hasta mediados del siglo XX dada su utilidad para producir ejemplos y enun-
ciados en el período pre-“haces y esquemas”de la Geometría Algebraica, y renació a
partir del desarrollo masivo de la computación a fines de los años 60, cuando se pudo
empezar a calcular cosas inimaginables previamente.

La noción de resultante se extiende dando lugar a las subresultantes, las cuales per-
mitieron hacia fines de los 60 dar un algoritmo eficiente para el cálculo del máximo
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común divisor de dos polinomios ([Col67], [BT71]), y más recientemente son también
utilizadas en computación simbólica-numérica.

Observación 4.6.1. Si K es un cuerpo y fijamos K alguna clausura algebraica de K, al
considerar f, g ∈ K[X] no nulos es un hecho conocido que f y g tienen alguna raíz
en común en K si y solo si su máximo común divisor mcd(f, g) ∈ K[X] tiene grado
positivo, el cual es a su vez un factor común de f y g.

¿Qué ocurre si f y g son polinomios en A[X] con A un DFU?
Una estrategia posible es considerar K = Frac(A) y recurrir al hecho mencionado

anteriormente pensando a f y g como polinomios en K[X]. Sin embargo, en diversos
contextos, esta idea podría resultar problemática ya que no tiene en cuenta el llamado
coefficient growth de los polinomios (cf. [vzGJ13]).

Queremos abordar el problema de saber si f, g ∈ A[X] tienen un factor común de
grado positivo en A[X] sin pasar al cuerpo de fracciones de A.

Proposición 4.6.2. Sean A un DFU y f, g ∈ A[X] \ {0} de grados positivos. Entonces, f y
g tienen un factor común de grado positivo en A[X] si y solo si existen s, t ∈ A[X] \ {0} tales
que deg(s) < deg(g), deg(t) < deg(f) y s · f = t · g.

Demostración.
(⇒) Sea h ∈ A[X] factor común entre f y g de grado positivo. Entonces, existen

s, t ∈ A[X] \ {0} tales que f = t · h y g = s · h con deg(s) < deg(g) y deg(t) < deg(f), y
se cumple s · f = s · (t · h) = t · (s · h) = t · g.

(⇐) Supongamos que s · f = t · g con deg(s) < deg(g) y deg(t) < deg(f) pero que f
y g no tienen un factor común de grado positivo en A[X]. Luego mcd(f, g) = 1 y como
f | t · g y g | s · f resulta entonces que f | t y g | s, lo cual contradice la hipótesis sobre
los grados de s y t.

Corolario 4.6.3. Si A es un DFU y f, g ∈ A[X] \ {0} con grados n,m ≥ 1 respectivamente,
entonces el problema de decidir si f y g tienen un factor común de grado positivo es equivalente
al de decidir si existen s, t ∈ A[X] \ {0} tales que s · f + t · g = 0 con deg(s) ≤ m − 1 y
deg(t) ≤ n− 1.

Introducimos a continuación el concepto de resultante de dos polinomios univaria-
dos, que dará una condición necesaria y suficiente para decidir lo anterior.

Definición 4.6.4. SeaA un DFU y sean f, g ∈ A[X] de grados n,m ≥ 1 respectivamente,

es decir, f =

n∑
i=0

aiX
i, g =

m∑
j=0

bjX
j con an, bm ̸= 0. Se definen:

(1) Syl(f, g) ∈ A(n+m)×(n+m) la matriz de Sylvester de f y g:
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Syl(f, g) =



an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · · · · · · · 0
0 an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · · · · 0
0 0 an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 an an−1 · · · · · · · · · a0
bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0 0 · · · · · · 0
0 bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0




m


n

︸ ︷︷ ︸
n+m

(2) Res(f, g) = det
(
Syl(f, g)

)
∈ A la resultante de f y g.

Notación 4.6.5. En el caso de polinomios f, g ∈ K[X1, . . . , Xn] con n ≥ 2, para i ∈
{1, . . . , n} sabemos por el corolario 4.3.4 que A = K[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn] es un
DFU, por lo que podemos considerar la resultante de f y g como polinomios en A[Xi],
a la cual denotaremos como R(f, g,Xi) ∈ K[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn].

Teorema 4.6.6. Sea A un DFU con cuerpo de fracciones K y fijemos K alguna clausura alge-
braica de K. Sean f, g ∈ A[X] de grados n,m ≥ 1 respectivamente. Son equivalentes:

(1) Res(f, g) = 0,

(2) Existe h ∈ A[X] \ {0} de grado positivo factor común de f y g,

(3) Existe α ∈ K tal que f(α) = g(α) = 0.

Demostración.
La equivalencia (2)⇔ (3) es conocida, por lo que nos dedicaremos a probar la equi-

valencia (1)⇔ (2).
Sean s, t ∈ A[X] tales que s · f + t · g = 0 con

(
s = 0 ó deg(s) ≤ m − 1

)
y(

t = 0 ó deg(t) ≤ n−1
)
. Claramente esto es posible tomando s = t = 0, pero queremos

ver cuándo podemos elegirlos a ambos no nulos. Notar que si alguno de los dos entre
s y t es no nulo, como f, g ̸= 0, el otro resulta también no nulo.

Por las condiciones en los grados, escribamos

s =

m−1∑
k=0

ckX
k y t =

n−1∑
ℓ=0

dℓX
ℓ,
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pensando a los coeficientes c0, . . . , cm−1, d0, . . . , dn−1 ∈ A como incógnitas. Luego s ·f+
t · g es el polinomio nulo o bien un polinomio de grado ≤ n+m− 1 para cada posible
elección de los coeficientes de s y de t, y entonces queremos:

0 = s · f + t · g
= (ancm−1 + bmdn−1)X

n+m−1 + (an−1cm−1 + ancm−2 + bmdn−2 + bm−1dn−1)X
n+m−2 + . . .

· · ·+ (a0c0 + b0d0)

igualdad en A[X]. Así, al igualar entonces cada coeficiente a cero obtenemos el sistema
lineal homogéneo de n+m ecuaciones y n+m incógnitas



an 0 · · · · · · · · · 0 bm 0 · · · · · · 0

an−1 an 0 · · · · · · 0 bm−1 bm
. . .

...
... an−1 an

. . .
...

... bm−1
. . . . . .

...
...

... an−1
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

...
. . . . . . 0

...
...

. . . bm

a0
...

...
. . . an

...
... bm−1

0 a0
... an−1 b0

...
...

... 0 a0
... 0 b0

...
...

... 0
. . .

...
... 0

. . .
...

...
...

...
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 0 · · · 0 a0 0 0 · · · 0 b0



·



cm−1

cm−2

...

...

...

c0

dn−1

dn−2

...

...

d0



=



0

...

...

...

...

...

...

...

...

...

0


cuya matriz de coeficientes es [Syl(f, g)]t.

Sabemos que el hecho de que el sistema anterior tenga alguna solución no trivial
en Kn+m es equivalente a det

(
[Syl(f, g)]t

)
= 0, y que dada una solución no trivial

en Kn+m del sistema, al multiplicar por un denominador común de las coordenadas
obtenemos una solución no trivial en An+m.

Así, por el corolario 4.6.3, concluimos que f y g tienen un factor común de grado
positivo en A[X] si y solo si el sistema homogéneo [Syl(f, g)]t · x⃗ = 0⃗ tiene solución no
trivial, y esto último es equivalente a que Res(f, g) = det

(
[Syl(f, g)]t

)
= 0.
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Damos a continuación una propiedad fundamental de la resultante que usaremos
en el último capítulo de este trabajo: dados f, g ∈ A[X], la resultante Res(f, g) satisface
la identidad de Bézout ya que es una combinación polinomial de f y g.

Teorema 4.6.7. SeanA un DFU y f, g ∈ A[X] de grados n,m ≥ 1 respectivamente. Entonces,
existen s, t ∈ A[X] no ambos nulos con deg(s) ≤ m − 1 y deg(t) ≤ n − 1 tales que
Res(f, g) = s · f + t · g.

Demostración.
Si Res(f, g) = 0 es inmediato en virtud del teorema 4.6.6 y del corolario 4.6.3.

Supongamos entonces que Res(f, g) ̸= 0 y escribamos f =
n∑

i=0

aiX
i y g =

m∑
j=0

bjX
j ,

con an, bm ̸= 0. Para 0 ≤ k ≤ m− 1 y 0 ≤ ℓ ≤ n− 1 tenemos que

Xk · f = anX
n+k + an−1X

n+k−1 + · · ·+ a1X
k+1 + a0X

k

Xℓ · g = bmX
m+ℓ + bm−1X

m+ℓ−1 + · · ·+ b1X
ℓ+1 + a0X

ℓ

y podemos escribir entonces de forma matricial:



Xm−1 · f

Xm−2 · f
...
...

X · f

f

Xn−1 · g

Xn−2 · g
...

X · g

g



=



an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · · · · · · · 0

0 an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · · · · 0

0 0 an an−1 · · · · · · · · · a0 0 · · · 0

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 an an−1 · · · · · · · · · a0

bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0 0 · · · · · · 0

0 bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0 0 · · · 0

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 bm bm−1 · · · · · · · · · · · · b0


︸ ︷︷ ︸

Syl(f, g)

·



Xn+m−1

Xn+m−2

...

...

...

Xm−1

...

...

...

X

1



En consecuencia, al multiplicar ambos miembros por la matriz adjunta de Syl(f, g)
obtenemos:
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Adj
(
Syl(f, g)

)
·



Xm−1 · f
...

X · f

f

Xn−1 · g
...

X · g

g



= Res(f, g) In+m·



Xn+m−1

Xn+m−2

...

...

...

...

X

1



(*)

Como Res(f, g) = det
(
Syl(f, g)

)
̸= 0, la matriz Adj

(
Syl(f, g)

)
es inversible y por

consiguiente su última fila (cm−1, . . . , c1, c0, dn−1, . . . , d1, d0) ∈ An+m no es el vector
nulo. Así, al considerar la última fila de cada miembro en la igualdad (*) obtenemos:

[
cm−1 . . . c1 c0 dn−1 . . . d1 d0

]
·



Xm−1 · f
...

X · f

f

Xn−1 · g
...

X · g

g



= Res(f, g),

de donde finalmente se concluye que(
m−1∑
k=0

ckX
k

)
· f +

(
n−1∑
ℓ=0

dℓX
ℓ

)
· g = Res(f, g).

Terminamos este capítulo con algunos comentarios y propiedades adicionales vin-
culados a la resultante cuyas demostraciones pueden hallarse en [CLO15], [vzGJ13]
y [Kri15]. Para más propiedades y resultados se puede consultar [Bou03], [Wal78] y
[GKZ09].

Observación 4.6.8. SeaA un DFU con cuerpo de fracciones K y fijemos K alguna clausura
algebraica de K. Sean f, g ∈ A[X] de grados n,m ≥ 1 respectivamente, y escribamos
f = an(X − α1) · · · (X − αn), g = bm(X − β1) · · · (X − βm) en K[X].
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1. La fórmula de Poisson:

Se tienen las siguientes fórmulas para la resultante en función de las raíces de f y
g:

Res(f, g) = amn ·
n∏

i=1

g(αi) = amn · bnm ·
∏

1≤i≤n
1≤j≤m

(αi − βj)

La demostración clásica de estas fórmulas exhibida en [vzGJ13] se prueba para el
caso en que f y g tienen todas sus raíces simples y se deduce el caso general por
continuidad. Sin embargo, en [Kri15] (como un caso particular del Teorema 2.2
en [DKS05]) se demuestra directamente para el caso en que solo f no tiene raíces
múltiples utilizando para ello matrices de Vandermonde, y se generaliza al caso
de raíces con multiplicidad utilizando las llamadas matrices de Vandermonde
generalizadas (vinculadas a la interpolación de Hermite).

2. El discriminante:

Se define ∆(f) el discriminante de f como ∆(f) =
(−1)

n(n−1)
2

an
Res(f, f ′), cuya

propiedad fundamental es que el polinomio f tiene alguna raíz múltiple en K si
y solo si ∆(f) = 0.

A partir de la fórmula de Poisson y de la identidad f ′ = an

n∑
k=1

∏
1≤ℓ≤n
ℓ ̸=k

(X − αi) se

tiene que ∆(f) = a2n−2
n

∏
1≤i<j≤m

(αi − αj)
2.

3. La Resultante Generalizada:

La resultante se generaliza al caso de n+1 polinomios homogéneos en n+1 varia-
bles, y se la llama usualmente resultante de Macaulay ya que fue introducida por
el matemático Francis Macaulay en [Mac02] y [Mac16]. Si bien existe una cons-
trucción matricial para esta resultante, la misma es mucho más compleja que la
vinculada a dos polinomios homogéneos en dos variables que se sigue de homo-
geneizar a f y g.
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Capítulo 5

Otro dominio principal que no es
euclídeo

El objetivo de este capítulo es demostrar que el anillo R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es un

ejemplo de dominio principal (DP) que no es dominio euclídeo (DE).

Proposición 5.0.1. El anillo A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es un dominio íntegro.

Demostración.
Basta ver que el polinomio g = X2 + Y 2 + 1 ∈ R[X,Y ] es primo (= irreducible ya

que R[X,Y ] es un DFU). Como g es primitivo en
(
R[Y ]

)
[X] por ser mónico, tomando

p = Y 2 +1 ∈ R[Y ] que es irreducible allí por ser de grado 2 y sin raíces en R y por ende
primo pues R[Y ] es un DFU, por el criterio de Eisenstein 4.4.3 g resulta irreducible en(
R[Y ]

)
[X] = R[X,Y ].

Daremos a continuación una caracterización de las unidades del dominio íntegro
estudiado. Tener presente que el morfismo R ↪→ R[X,Y ]

/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es claramente

inyectivo, por lo que notaremos directamente α a la clase en el cociente de un elemento
α ∈ R .

Proposición 5.0.2. Sea A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩. Entonces, U(A) = R \ {0}.

Demostración.
Veamos que vale la doble inclusión:
(⊇) Es inmediato ya que todo α ∈ R \ {0} es inversible en R.
(⊆) Sea f ∈ U(A). Entonces existe g ∈ A tal que f · g = 1 en A.
Como X2 + Y 2 + 1 ∈ R[X,Y ] =

(
R[Y ]

)
[X] es mónico, podemos escribir

f = q1(Y ) ·X + p1(Y ) y g = q2(Y ) ·X + p2(Y ).

Queremos probar que q1 = 0 y que p1 ∈ R \ {0}.
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Tenemos que f · g = 1

⇔ (q1q2)(Y ) ·X2 + (q1p2 + q2p1)(Y ) ·X + (p1p2)(Y )− 1︸ ︷︷ ︸
=: h(X,Y )

∈ ⟨X2 + Y 2 + 1⟩,

lo cual a su vez equivale a que h(X,Y ) = p(Y ) · (X2 + Y 2 + 1) ya que degX(h) ≤ 2, y
por lo tanto obtenemos el sistema en R[Y ]:

q1 · q2 = p
q1 · p2 + q2 · p1 = 0

p1 · p2 = p · (Y 2 + 1) + 1
(1)

Caso p ̸= 0:

En este caso, de la primera y de la tercera ecuación resulta que p1, p2, q1, q2 ̸= 0. A
su vez, de la segunda ecuación obtenemos que q1 · p2 = −q2 · p1. Luego, al multiplicar
por q1 la tercera ecuación, tenemos que

q1 · p1 · p2 = q1 · p · (Y 2 + 1) + q1 ⇔ −p21 · q2 = q21 · q2 · (Y 2 + 1) + q1

⇔ q2 ·
(
− p21 − q21 · (Y 2 + 1)

)
= q1,

y concluimos de este modo que q2 | q1 en R[Y ]. Análogamente, al multiplicar la tercera
ecuación del sistema (1) por q2, obtenemos que q1 | q2. Por consiguiente resulta que
q1 ∼ q2 en R[Y ], y entonces existe λ ∈ R \ {0} tal que q2 = λq1 y p2 = −λp1.

Pero así de la tercera ecuación del sistema obtenemos que−λp21 = λq21 · (Y 2+1)+1,
lo cual es absurdo ya que los coeficientes principales de cada miembro de la igualdad
tienen distinto signo.

Caso p = 0:

El sistema (1) queda 
q1 · q2 = 0

q1 · p2 + q2 · p1 = 0
p1 · p2 = 1

De la tercera ecuación del sistema resulta que p1, p2 ∈ R \ {0}, y a partir de esto y de
las dos ecuaciones restantes se obtiene que q1 = q2 = 0, como queríamos probar.

Para probar que el dominio A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es un DP daremos a conti-

nuación una caracterización de los ideales primos no nulos del anillo (y que de hecho
resultarán maximales), la cual también será útil para concluir luego que no es un DE.

Teorema 5.0.3. Sea A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ y sea J ⊴ A un ideal no nulo. Entonces, J es

un ideal primo si y solo si existen a, b ∈ R tales que J =
〈
X + aY + b

〉
o J =

〈
Y + aX + b

〉
.

Más aún, todo ideal primo J ⊴ A no nulo es maximal.
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Demostración.
Llamemos I = ⟨X2 + Y 2 + 1⟩ ⊴ R[X,Y ] y consideremos πI : R[X,Y ] −→ R[X,Y ]

/
I

la proyección al cociente.
(⇐) Basta ver que los ideales de la forma J =

〈
X + aY + b

〉
con a, b ∈ R son

maximales ya que el otro caso es análogo.
En virtud de la correspondencia dada por la proposición 1.1.14 tomemos J =

〈
X +

aY + b,X2 + Y 2 +1
〉
⊴ R[X,Y ] y así I ⊆ J y J = J

/
I . De este modo, por el segundo

teorema de isomorfismo 1.1.15 se tiene que

A
/
J ≃ R[X,Y ]

/
J,

y en consecuencia alcanza con ver que el anillo R[X,Y ]
/
J es un cuerpo. En este

cociente tenemos que X = −
(
aY + b

)
y entonces X2

= a2Y
2
+ 2abY + b2, de donde se

sigue que
0 = X

2
+ Y

2
+ 1

= (a2 + 1)Y
2
+ 2abY + (b2 + 1).

Así, si consideramos el polinomio p(Y ) = (a2+1)Y 2+2abY +(b2+1) ∈ R[Y ] resulta
que p ∈ J . Notemos que p tiene grado 2 y su discriminante es ∆(p) = −4

(
a2 + b2 + 1

)
<

0, por lo que p tiene dos raíces en C \ R y son conjugadas. Si fijamos z ∈ C \ R
raíz de p y definimos el morfismo de anillos φ : R[X,Y ] → C dado por la evalua-
ción φ(f) = f (−az − b, z) resulta inmediato que φ es un epimorfismo. Veamos que
Ker(φ) = J .

(⊇) Es inmediato ya que φ(X + aY + b) = 0 y además φ(X2 + Y 2 + 1) = p(z) = 0
pues z es raíz de p.

(⊆) Sea f ∈ Ker(φ), es decir, f ∈ R[X,Y ] con f (−az − b, z) = 0.
Pensando a f y a X + aY + b como polinomios en (R[Y ]) [X] podemos escribir vía

algoritmo de división

f = q(X,Y ) · (X + aY + b) + r̃(Y ),

y a su vez dividamos a r̃ por p en R[Y ] para obtener la escritura

f = q(X,Y ) · (X + aY + b) + p(Y ) · s(Y ) + r(Y ),

donde r = 0 o bien deg(r) < 2.
Luego 0 = φ(f) = φ(r) = r(z), por lo que debe ser r = 0 por la condición en el grado

de r ya que z ∈ C \ R. De este modo concluimos que f = q(X,Y ) · (X + aY + b) +
p(Y ) · s(Y ) ∈ J , y por el primer teorema de isomorfismo 1.1.13 resulta entonces que
R[X,Y ]

/
J ≃ C que es un cuerpo, como queríamos ver.

(⇒) Asumamos que el ideal no nulo J ⊴ A es primo y en vista de la corresponden-
cia 1.1.14 tomemos J ⊴ R[X,Y ] primo con I ⊊ J tal que J = J

/
I ya que J ̸= 0.
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A partir de lo probado en la otra implicación tenemos que los ideales en A de la
forma

〈
aX + bY + c

〉
con (a, b) ̸= (0, 0) son maximales, por lo que si probamos que

existe q = aX + bY + c ∈ R[X,Y ] con (a, b) ̸= (0, 0) tal que q ∈ J será entonces J =
〈
q
〉

de donde se concluye lo deseado.
Si X ∈ J o Y ∈ J es inmediato. Supongamos entonces que X,Y /∈ J , por lo que

X,Y ̸= 0 en R[X,Y ]
/
J . Sea f ∈ J \ I y llamemos g = X2 + Y 2 + 1 ∈ I . Luego

f
(
X,Y

)
= 0 y g

(
X,Y

)
= 0 en R[X,Y ]

/
J .

Como J es un ideal primo en R[X,Y ], por la proposición 1.1.16 sabemos que R[X,Y ]
/
J

es un dominio íntegro y en consecuencia podemos considerar K = Frac
(
R[X,Y ]

/
J

)
.

Tenemos entonces la extensión de cuerpos K/R y además R ⊆ R[X,Y ]
/
J ⊆ K, por lo

que si consideramos el sistema polinomial{
f(X,Y ) = 0
g(X,Y ) = 0

(*)

resulta que
(
X,Y

)
es una solución de (*) en K2.

Como f /∈ I = ⟨g⟩ se sigue que g ∤ f en R[X,Y ], y como vimos en la proposición
5.0.1 que g es irreducible concluimos entonces que f y g no tienen factores comunes de
grado positivo en R[X,Y ].

Si degX(f) = 0 entonces tenemos que f ∈ R[Y ] y degY (f) > 0. Aquí resulta f(Y )
= 0 en K, de donde se sigue que Y es algebraico sobre R. Por otro lado, si pensamos
f, g ∈ (R[X])[Y ], como R[X] es un DFU y en virtud del teorema 4.6.6, se tiene que la
resultante RY = Res(f, g, Y ) ∈ R[X] no es el polinomio nulo. A su vez, por el teorema
4.6.7 sabemos que existen s, t ∈ R[X,Y ] tales que RY = s · f + t · g, por lo que al evaluar
en
(
X,Y

)
obtenemos que RY (X) = 0 en K ya que f

(
Y
)
= g

(
X,Y

)
= 0. Concluimos

así que el elemento X ∈ K es algebraico sobre R. El caso degY (f) = 0 es análogo.
Si degX(f), degY (f) > 0, considerando ambas resultantes RY = Res(f, g, Y ) ∈ R[X]

y RX = Res(f, g,X) ∈ R[Y ] concluimos también que X y Y son ambos algebraicos
sobre R.

Así, la extensión de cuerpos R
(
X,Y

)
/R es algebraica, y en consecuencia tenemos la

torre de extensiones de cuerpos R/R
(
X,Y

)
/R, donde sabemos que R ≃ C. Por consi-

guiente, la dimensión de R
(
X,Y

)
como R-espacio vectorial es a lo sumo 2, y entonces

el conjunto
{
X,Y , 1

}
resulta linealmente dependiente sobre R. De este modo conclui-

mos que existen a, b, c ∈ R no todos nulos tales que aX+bY +c = 0. Notar que debe ser
(a, b) ̸= (0, 0) ya que si no resultaría también c = 0. Así, aX + bY + c = 0 en R[X,Y ]

/
J,

de donde concluimos que aX + bY + c ∈ J .

Teniendo presente esta caracterización de los ideales primos no nulos de el dominio
estudiado procedemos a demostrar que efectivamente es un DP.

Teorema 5.0.4. El anillo A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es un DP.
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Demostración.
Sabemos por la proposición 5.0.1 queA es un dominio íntegro, y en virtud de lo que

probamos recién en el teorema 5.0.3 se sigue que todo ideal primo de A es principal.
Así, por el teorema 3.1.4, A resulta un DP.

Observación 5.0.5. Como ya sabemos que A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ es un DP y que sus

ideales primos no nulos son todos de la forma ⟨aX+bY +c⟩ con (a, b) ̸= (0, 0), entonces
dado p ∈ A \ {0} se tiene que p es primo si y solo si existen a, b, c ∈ R con (a, b) ̸= (0, 0)
tales que p = aX + bY + c.

Para finalizar este trabajo procedemos a probar que efectivamente el dominio ínte-
gro estudiado no es un DE.

Teorema 5.0.6. El anillo A = R[X,Y ]
/
⟨X2 + Y 2 + 1⟩ no es un DE.

Demostración.
Supongamos que A es un dominio euclídeo. Claramente A no es un cuerpo ya que

vimos en la proposición 5.0.2 que sus unidades son R \ {0}.
Así, en virtud de la proposición 3.2.5 y de la observación 5.0.5, sabemos que existe

p = aX + bY + c ∈ A primo (con (a, b) ̸= (0, 0)) tal que si consideramos la proyección
al cociente π : A −→ A

/
⟨p⟩ resulta que π

(
U(A)

)
= U

(
A
/
⟨p⟩
)

.
Por la proposición 5.0.2 tenemos que U(A) = R \ {0}. En particular, esto implica

que dados α, β ∈ U(A) con α ̸= β entonces α − β ∈ U(A). Luego podemos considerar
el morfismo de grupos ψ : U(A) −→ U

(
A
/
⟨p⟩
)

dado por ψ(α) = π(α), que está bien

definido ya que π
(
U(A)

)
= U

(
A
/
⟨p⟩
)

, y que por el mismo motivo resulta un epimor-
fismo. Veamos que ψ es también un monomorfismo: sean α, β ∈ U(A) con α ̸= β y
supongamos que ψ(α) = ψ(β). Se tiene así:

ψ(α) = ψ(β) ⇔ π(α) = π(β)

⇔ p | α− β en A,

pero esto último es absurdo ya que p ∈ A es primo y como α ̸= β entonces α − β ∈
U(A). Luego ψ debe ser inyectiva. Así, ψ resulta un isomorfismo de grupos y entonces
U(A) ≃ U

(
A
/
⟨p⟩
)

.
A su vez, a partir de la demostración del teorema 5.0.3 sabemos que el ideal ⟨p⟩ ⊴ A

es un ideal maximal y que A
/〈
p
〉 ≃ C, de donde se sigue que U

(
A
/〈
p
〉) ≃ C \ {0}

como grupos.
A partir de todo lo anterior obtenemos que R \ {0} ≃ U

(
A
/
⟨p⟩
)
≃ C \ {0} como

grupos, y en particular esto implica que existe ϕ : C \ {0} −→ R \ {0} isomorfismo de
grupos. Como ϕ(1) = 1 por ser morfismo, debe ser entonces ϕ(−1) ̸= 1, y como además

57



1 = ϕ(1) = ϕ
(
(−1)2

)
= ϕ(−1)2 en R, concluimos que necesariamente ϕ(−1) = −1.

Sin embargo, de este modo llegamos a que −1 = ϕ(−1) = ϕ
(
i2
)
= ϕ(i)2 en R, que es

claramente absurdo.
Así, A no puede ser un DE.
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