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Introduccion

Las redes booleanas modelan la dindmica de un nimero finito de componentes
que pueden tomar los posibles valores “si” y “no”, o 1 y 0. Pueden ser vistas como
funciones sobre un conjunto de cadenas binarias de una longitud dada, descriptas
por reglas logicas. Se introdujeron como modelos dindmicos en biologia, en particular
como modelos logicos de redes reguladoras intracelulares que involucran genes, pro-
teinas y metabolitos y han sido usadas extensamente en ciencias de la computacién,
ingenieria y fisica. Fueron introducidas en la biologia por Stuart Kauffman [10],
como una clase modelo para redes reguladoras intracelulares, vistas como redes de
conmutacion logica mas que como redes de reacciones bioquimicas. Esto fue proba-
do que es muy util, en parte porque su especificacién es intuitiva desde el punto de
vista biolégico y hay numerosas publicaciones de modelos de redes booleanas. Para
modelos con un pequeno numero de variables, es posible realizar una simulacion
exhaustiva del modelo, mientras que para modelos mas grandes, un método comun
es el muestreo del espacio de estados del modelo. Una caracteristica interesante a
entender es como las dindmicas de una red booleana pueden tener alta complejidad,
incluso estando compuestas de simples unidades elementales [15].

El cientifico belga René Thomas realizd contribuciones clave en genética, biologia
matematica y sistemas dinamicos. Hay mucho trabajo en redes booleanas atribuido
a Thomas, quien argumentd que la intuicién de los investigadores no era suficiente
para entender las intrincadas redes regulatorias biologicas, y por ende propuso for-
malizar los modelos con las operaciones del algebra booleana, donde las variables
estaban prendidas o apagadas, y se usaban los operadores booleanos AND, OR y
NOT [21]. Thomas también argumenté que el caso binario puede resultar demasiado
simple para describir muchos sistemas biolégicos, pues en muchos casos variables con
multiples acciones requieren diferentes niveles para producir efectos distintos [22].
Sin embargo, existen pocos estudios que aborden modelos multivaluados.

El andlisis de estados estables (o puntos fijos) de redes booleanas es computacio-
nalmente complejo, y aumentar el niimero de valores de las variables mas alla de 2
aumenta en general sustancialmente esta complejidad. Sin embargo, en las aplica-
ciones de este marco de modelado en biologia, a menudo resulta util poder suponer
que ciertas variables tienen mas de dos valores posibles. Para la regulacion génica,
por ejemplo, un gen determinado puede tener varios modelos de acciéon, dependiendo
de sus niveles de expresion. Para captar esta complejidad, una variable podria tener
que adoptar varios valores diferentes, como “0 (desactivado), 1 (expresién media),
2 (expresion alta)”. Las funciones que gobiernan dichas redes se pueden expresar en
términos de logica multivaluada, y las denominamos redes multivaluadas.

En [17] los autores estudian funciones multilineales representando funciones de
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red f: X" — X,, en redes multivaluadas pero el abordaje no es general. En [18] se
estudia el abordaje de redes multivaluadas mediante diagramas de decision logicos,
que usualmente requieren mucho espacio para expresarlos. La principal contribucién
de esta tesis, basada en el trabajo conjunto [14], es proporcionar un algoritmo pa-
ra calcular los estados estables de una red multivaluada, usando operaciones de la
légica multivaluada [7, 9], que proporcionan una representacion intuitiva de una red
biolégica. Mas ain, usamos herramientas para computar puntos enteros en polito-
pos racionales, aprovechando el drea de la combinatoria algebraica como fuente de
algoritmos combinatorios para el andlisis de las redes. Asimismo, proporcionamos
una implementacion del algoritmo para llevar a cabo dicho anélisis de una manera
computacionalmente eficiente.

Primero, hagamos el problema mas preciso. Dadas n especies biologicas que inter-
actuan, cuyos valores pueden describirse mediante m+1 estados, podemos establecer
una biyeccion entre el conjunto de valores y el conjunto

X, = {0;”217"11}
En particular, si m = 1, tenemos una red booleana. Nuestro objetivo es estudiar la
dindmica de una funcion f : X' — X con actualizacion sincrénica de las variables.

Cualquier funcién de n variables definida sobre un conjunto finito X de cardinal
una potencia de un nimero primo (por ejemplo, en el caso booleano) puede ser pen-
sado como una funcién sobre un cuerpo finito. Més atn, puede ser expresado como
una funcién polinomial con coeficientes en un cuerpo, y esto abre el uso de herra-
mientas de la geometria algebraica computacional como las bases de Grébner [26].
La ventaja es que no es necesario expresar la funcion a través de una tabla completa.

Vamos a mostrar que, con las operaciones de la l6gica multivaluada, que son ex-
presadas en términos de desigualdades lineales, podemos recuperar la mayoria de las
propiedades interesantes de las redes booleanas. Mas atun, el computo de puntos fijos
puede ser realizado algoritmicamente para cualquier m usando herramientas para
encontrar puntos enteros en politopos racionales y, en muchos casos, la compleji-
dad para encontrar estos puntos fijos es esencialmente la misma que en el contexto
booleano. Esto es una alternativa a traducir redes multivaluadas en redes boolea-
nas donde aumenta el niimero de nodos y donde las funciones estan definidas solo
parcialmente (por ejemplo, ver [21]).

En la seccién 2.1 introducimos los operadores logicos ¢, ®,neg junto con sus
propiedades principales y damos, en el Teorema 2.12, una forma constructiva de
transformar datos de una tabla en una expresién de funcién en términos de ®, neg
y funciones constantes. Cuando modelamos redes bioldgicas es 1til tener en mente
el comportamiento de distintas pequenas redes que aparecen frecuentemente como
subredes de las mas grandes, llamados motifs. También mostramos en esta seccion
el comportamiento de algunos pequenos motifs.

En la seccion 2.2, mostramos como traducir algoritmicamente cualquier red en
una red ®-neg y mostramos en el Teorema 2.28 cémo recuperar sus puntos fijos.
Incluso si trabajamos con actualizaciones sincrénicas de los nodos (es decir, si con-
sideramos la dinamica dada por una funciéon que describe simultaneamente las ac-
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tualizaciones de todos los nodos), mostramos en el ejemplo 2.29 una pequena red
extraida del libro fundacional [23], donde el entorno multivaluado sincrénico puede
modelar las caracteristicas de un modelo asincrénico, ya que las redes se vuelven
mas expresivas. Notar que el orden en la cual las variables individualmente son ac-
tualizadas, ya sea sincronico o asincronicamente, no cambia los estados estables del
sistema.

En la seccién 3.2 proponemos muchas posibles reducciones del ntimero de varia-
bles (inspiradas en [27] del contexto booleano) sin incrementar el indegree, es decir,
sin incrementar la maxima cantidad de variables de las que depende cada variable
(ver 3.5). Presentamos en la seccién 3.2.1 un ejemplo, que es la traduccién a nuestro
contexto de una interesante red extraida de [35], donde el nimero de nodos even-
tualmente decrece. En los casos mas interesantes, el computo es muy pesado para
realizar manualmente y usamos nuestra implementacion, disponible puiblicamente y
descripta en este trabajo [11].

En la seccién 3.3, nos concentramos en el calculo de puntos fijos para redes ®-neg.
Como mencionamos, esto nos da los puntos fijos de cualquier red F': X, — X por
el Teorema 2.28. Un hecho crucial algoritmico para redes ©®-neg es el Teorema 3.6
que nos permite automatizar los computos sin simulaciones, que serian muy caros
en general. Presentamos nuestro pseudo-cédigo en 2 y discutimos el costo de su
computo. Cuando las hipdtesis del Teorema 3.11 se cumplen, hay solucién tnica;
cuando no se cumplen, es necesario contar la cantidad de puntos de coordenadas
enteras en un politopo racional, esto es, todas las soluciones enteras de un sistema
de desigualdades dado por las formas lineales con coeficientes enteros definidos por
una regién acotada. Barvinok propuso en [3] un algoritmo que cuenta estos puntos
en tiempo polinomial cuando la dimension del politopo esta fija. La base tedrica fue
dada por Brion en el trabajo de [5], donde usa la relacién de politopos racionales
con la K-teoria equivariante de las variedades toricas asociadas.

Ejemplificamos el uso de nuestra aplicacion para el computo de puntos fijos en
nuestra red introducida en la seccion 3.2.1.

En la seccién 4.1 presentamos un modelo multivaluado para la red de denitrifica-
cion en Pseudomonas aeruginosa basado en tiempo discreto y el modelo multivalua-
do deterministico introducido en [1]. P. aeruginosa puede hacer una denitrificacién
completa, un proceso respiratorio que eventualmente produce Ny atmosférico. Los
parametros externos en el modelo y algunas variables son tratadas como booleanas
(en estado bajo o alto), y otras como ternarias (bajo, medio, o alto). Las reglas
de actualizacién son formuladas en [!] en términos de MIN, MAX y NOT (que
corresponden a AND, OR y NOT en el contexto booleano). De todas formas, las
regulaciones de unas pocas variables que no se pueden expresar en términos de estos
operadores (marcados con * en la columna de “Reglas de actualizacién” de su Ta-
bla 3). Como enunciado en el Teorema 2.12, cualquier funciéon puede ser escrita en
términos de constantes y los operadores légicos &, ®, neg que proponemos usar en
este trabajo, por lo que representamos sus reglas de actualizacion de esta manera,
y encontramos los puntos fijos en este trabajo, como ya fue mostrado en [14].

Ademaés de hacer una breve mencion de las herramientas disponibles, hablando
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de programas como LattE y Barvinok, y notaciones estandar de poliedros, también
presentamos en este trabajo, en el Capitulo 5, una breve experimentacion en el
espacio de funciones. Sobre el final de este capitulo mostraremos en el Teorema
5.15 la cantidad exacta de funciones ® — neg para cada eleccion de m y n.

Al final de la tesis, incluimos en el Capitulo 6 conclusiones y algunas propuestas
de trabajo futuro.



1 Motivacion: Redes Booleanas

Motoyosi Sugita [20], fisico japonés, introdujo en 1963 el andlisis funcional de sis-
temas quimicos in vivo usando circuitos logicos, explorando el concepto de autématas
moleculares. De manera similar, el cientifico estadounidense Stuart Kauffman [10]
utilizo redes genéticas aleatorias para estudiar la estabilidad metabdlica y la epigéne-
sis, contribuyendo significativamente a la biologia tedrica. René Thomas, en su
articulo de 1973 [21] sobre formalizacion booleana de circuitos de control genéti-
co, impulsé el uso del dlgebra booleana para modelar las complejidades de las redes
biolégicas, que representan de forma efectiva las dinamicas genéticas.

El dlgebra booleana, que emplea variables binarias (0/APAGADO o 1/ENCEN-
DIDO) y operadores 16gicos simples como AND, OR y NOT, result6 especialmente
adecuada para formalizar el proceso de razonamiento genético. Asi, se podian formu-
lar facilmente afirmaciones como “este gen estara activado sélo si el factor regulador
(activador) estéd presente y el otro factor (inhibidor) estd ausente”. La modelizacién
logica de redes reguladoras, introducida por Thomas y sus colaboradores, tuvo un
impacto significativo en el estudio de redes que controlan procesos biolégicos varia-
dos, como la segmentacion del embrién de Drosophila, el ciclo celular en eucariotas
y la activacion y diferenciacion de linfocitos T. Investigaciones como las de Bardet,
Faugere, Salvy y Spaenlehauer [2] han logrado complejidades en el caso booleano con
n nodos de O(2°841) bajo ciertas hipétesis, en contraste con la buisqueda exhaustiva
que tiene una complejidad de O(2"log(n)).

En el caso de modelos booleanos sincronicos, autores como Laubenbacher, Mu-
rrugarra y Veliz-Cuba (por ejemplo, en [20], [27], [28]) interpretaron funciones
f :{0,1}" — {0,1}" en términos de polinomios en Fy[xy,...,x,], es decir con
coeficientes en el cuerpo con dos elementos, y emplearon bases de Grobner para
calcular los puntos fijos de f mediante la soluciéon del sistema polinomial cuadrado
f(z) — 2 = 0. Para modelos con variables de més de dos valores, existen trabajos
de Laubenbacher y colaboradores que usan polinomios sobre el campo F},, 1, cuan-
do m + 1 es primo. Sin embargo, estas operaciones polinomiales carecen de una
interpretacion biolégica natural y presentan detalles aritméticos innecesarios.

1.1. Operaciones basicas
En la légica booleana tenemos los operadores de
» Conjuncién: z Ay =1six =y =1, z Ay =0 en caso contrario.

» Disyuncién: zVy=0siz =y =0, zVy =1 en caso contrario.
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= Negacion: -z =0 si x = 1, = = 1 en caso contrario.

Estos operadores tendran sus operadores correspondientes en nuestra propuesta
de modelo de redes multivaluadas, y coincidira con estas definiciones en el caso que
estemos utilizando nuestro modelo multivaluado en una red booleana.

Proposicion 1.1. Las operaciones booleanas cumplen las siguientes propiedades:

(i) Asociatividad de V :
zV(yVz)=(xVy)Vz.

(ii) Asociatividad de A:
zA(YAz)=(xAy)A -z

(iii) Conmutatividad de V:
tVy=yVuax.

(v) Conmutatividad de N:
TANYy=yNx.

(v) Distributividad de N\ sobre V:

zA(yVz)=(xAy)V(xAz).

(vi) Identidad para V:

rV0=ux.
(vit) Identidad para A:

TNl =uz.
(viii) Anulador para A:

xAN0=0.

Las siguientes leyes se cumplen en el dalgebra booleana, pero mo en el dlgebra
ordinaria:

(i) Anulador para V:

rV1=1
(ii) Idempotencia de V:

rVr=uw.
(1ii) Idempotencia de A:

TANT =1

(iv) Absorcion 1:
zA(zVy) =z
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(v) Absorcion 2:
zV(zxAy) =z

(vi) Distributividad de V' sobre N:

zV(yNz)=(xVy A(xzVz).

Muchas de estas propiedades se extenderan a nuestra propuesta de modelo de
redes multivaluadas en el Capitulo 2, aunque no todas.

Otra propiedad que también podremos extender en nuestro caso multivaluado
son las leyes de De Morgan: Si z e y son dos variables booleanas, valen las siguientes
igualdades:

~(xVy) =z Ay,

—(x Ay) =z V y.

Las extensiones que haremos, coincidiran en el caso en el que estemos usando
nuestro modelo multivaluado para una red booleana.

1.2. Las funciones AND-NOT

En el trabajo sobre redes booleanas de Veliz-Cuba [28] se transforman todas las
funciones booleanas a las funciones AND-NOT de la Definicién 1.3. El objetivo es
poder representar de modo biyectivo la funcién booleana y el diagrama de conexiones
(wiring diagram), que es un grafo dirigido naturalmente asociado a una funcién
AND-NOQOT. Para esto, es necesario reemplazar las operaciones OR mediante el uso
de las leyes de De Morgan y la eventual introduccion de nuevas variables.

Definicién 1.2. Para un grafo dirigido G = (Vg, Eg) con signos +, —, denotamos
L' ={j:(4,i,8) € Eg}, I, ={j: (j,i,—s) € Eg}. Es decir, I; es el conjunto de
todos los ejes incidentes al nodo i, I es el subconjunto de ejes con signo positivo e
17 el subconjunto de ejes con signo negativo.

Vamos a representar grdficamente:

= {——j cuando i es un activador de j (es decir, el eje es positivo para j),

» {——j cuando i es un represor de j (es decir, el eje es negativo para j).

Definicién 1.3. Una funcion AND-NOT es una funcién Booleana, h : {0,1}" —
{0,1}, tal que h puede escribirse en la forma
My, ...,xn) = N\ a; ANy, (1.2.1)
jeP jEN

donde PONN = (. Si P =N =), entonces h es la funcién constante 1. Sii € P (o
i € N, respectivamente) decimos que i o x; es un requlador positivo (negativo) de h
0 que es un activador (represor).

Una red AND-NOT es una red Booleana (BN), f = (fi,...,fn) : {0,1}" —
{0,1}", tal que f; es una funcion AND-NOT para todos i = 1,...,n. Las redes
AND-NOT también se llaman redes conjuntivas con signos.
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Definicién 1.4. El diagrama de conexiones (o wiring diagram) de una red AND-
NOT estd definido por un grafo G = (Vg, Eg) con vértices Vg = {1,...,n} (o
{z1,...,2,}) y ejes Eg dados como sigue: (i,j,+) € Eq ((i,5,—) € Eq, respectiva-
mente) si x; es un requlador positivo (negativo, respectivamente) de f;.

Notese que los nodos correspondientes a funciones constantes tienen grado de
entrada cero. Ademads, el diagrama de conexiones de una red AND-NOT contiene
toda la informacion sobre la red; es decir, solo necesitamos especificar el diagrama
de conexiones para definir una red AND-NOT.

Ejemplo 1.5. Consideremos la red Booleana f = (fi,..., f¢) : {0,1}° — {0,1}° dada
por

f(z) = (xg A Xy A x5, 20 A 6 A 23 A 25, 1, ,re A g, 1), (1.2.2)

Es facil ver que f es una red AND-NOT. Su diagrama de conexiones se muestra en

la Figura 1.2.
1 ‘iﬂ 3
j\5%6

Figura 1.1: Diagrama de conexiones de la red AND-NOT en el Ejemplo 1.5.

Hay una buena cantidad de reducciones definidas en [27], con el objetivo de elimi-
nar redundancia en redes booleanas en la biisqueda de puntos fijos. Por ejemplo, la
primera reduccién que propone [27] consiste en eliminar nodos sin aristas salientes,
ya que dichos nodos no contribuyen a la cantidad de puntos fijos. En [27], podemos
ver ejemplos de uso del modelado en redes booleanas. Trabajan sobre la diferen-
ciacion de Th-linfocitos, definiendo una funcién con 26 variables. Mencionan que el
tamano del espacio trabajado es exponencial, y muestran que con las reducciones
propuestas logran llegar a una funcién con solo 4 estados, 3 de los cuales son estables.

En la seccién 2.2 extendemos la definicion de funciones AND-NOT a las funciones
que llamamos ®-neg.

1.3. Cuestiones que motivaron este trabajo

Si bien existe una extensa literatura sobre redes booleanas dindmicas (tanto
sincrénicas como asincrénicas), los estudios sobre redes multivaluadas son escasos.

,Como podemos representar funciones de manera que sean mas cercanas a in-
terpretaciones bioldgicas y que permitan calculos sin recurrir a btisquedas exhausti-
vas? Ademas, buscamos condiciones que garanticen una complejidad computacional
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comparable a la de las redes booleanas. Incluso para quienes buscan descripciones
légicas, es evidente que un enfoque puramente binario es, en muchos casos, insufi-
ciente. ; Cuando es necesario emplear variables con mas de dos valores? La respuesta
surge al considerar que cuando una accién genera multiples efectos, es probable que
se necesiten diferentes niveles de activacion para capturarlos. Por ejemplo, en un
sistema donde un represor tiene efectos distintos como reprimir otros genes y acti-
var su propia sintesis, puede requerirse una variable de tres niveles para representar
adecuadamente estos umbrales de activacion. En general, si una variable tiene n
acciones distintas, se le pueden asignar n umbrales y tratarla como una variable de
n—+ 1 niveles, permitiendo una modelizacién més precisa y rica en el andlisis de redes
reguladoras biologicas.






2 Propuesta de modelo multivaluado

En este capitulo introducimos las definiciones necesarias para el resto del trabajo.
En particular, las operaciones basicas de 16gica multivaluada, la forma de usarlas
para representar las funciones en modelos biol6gicos. Mostraremos cémo traducir al-
goritmicamente cualquier red en una red ® —neg y mostraremos c6mo recuperar sus
puntos fijos. Cuando modelamos redes bioldgicas es 1til tener en mente el compor-
tamiento de distintas pequenas redes que aparecen frecuentemente como subredes
de las mas grandes, llamados motifs. También mostraremos el comportamiento de
algunos pequenos motifs.

2.1. Operaciones basicas

Fijado un niimero natural m, consideramos redes con m+1 valores en el conjunto

1 2 m—1
Xm_{O,m,m,..., — 1} c[o,1]. (2.1.1)
Las redes Booleanas son un caso particular cuando m = 1. Como X, es un sub-
conjunto de R, podemos considerar las operaciones estandar de suma/resta (+/—)
y multiplicacion (.) en la recta real. Sin embargo, introducimos las operaciones @,
@ que vienen de la légica multivaluada [7, 9], la cual es mas intuitiva y cercana a

las interpretaciones bioldgicas.

2.1.1. Operaciones multivaluadas

Las 3 operaciones basicas en légica multivaluada que usamos para construir todas
las funciones que vamos a considerar son las siguientes:

Definicion 2.1. Consideramos las siguientes operaciones en X,,:

neg : X,, = Xy, donde neg(z) =1 — x, (2.1.2)
@ Xy X X = X, donde x @y = min{l,x + y}, (2.1.3)
© X X X = X, donde x ©® y = maz{0,z +y — 1}. (2.1.4)

Ejemplo 2.2. Cuando m = 2, las operaciones (2.1.3) y (2.1.4) tienen la siguiente
representacion en la tabla:

ofofz[t  efols|
0051 0/0[0]0
35|11 30005
L1]1]1 1 !

11



2 Propuesta de modelo multivaluado

FEjemplo 2.3. Cuando m =1, se cumple que z @y =x Ay, c Oy =z Vy.

Observacion 2.4. Las siguientes relaciones entre & y ©, son formalmente iguales a
las leyes de De Morgan entre AND y OR en el caso Booleano:

z ©y = neg(neg(x) ® neg(y)),
r @y = neg(neg(r) © neg(y)).

La siguiente proposicion lista otras propiedades ttiles, cuya demostracion es di-
recta

Demostracion de (2.1.5). Notar que, para todo z,y € X,,

z ©y = neg(neg(x) ® neg(y)) &
neg(z © y) = neg(z) & neg(y) <
1 —mix{0,z+y—1} =min{l,2 — (x +y)} (2.1.7)

Consideramos dos casos:

» Siz+y <1, entonces en (2.1.7), tenemos 1 — 0 = 1.

» Siz+y>1, entonces en (2.1.7), tenemos 1 — (z +y — 1) =2 — (v + y).

0
Demostracion de (2.1.6). Notar que, para todo x,y € X,,
r ©y = neg(neg(r) © neg(y)) <
neg(x @ y) = neg(x) © neg(y) <
1 —min{l,z+y} =max{0,1 — (x +y)} (2.1.8)
Consideramos dos casos:
» Sixz+y <1, entonces en (2.1.8), tenemos 1 — (z+y) =1— (x +y).
» Siz+y > 1, entonces en (2.1.8), tenemos 1 — 1 = 0.
[

Proposiciéon 2.5. Dado m y X,, como en (2.1.1), considerando las operaciones
definidas en la Definicion 2.1. Se siguen las siguientes propiedades:

(i) neg(0) =1 y neg(1) = 0.

(ii) El producto de varias variables puede ser expresado como

1O Or, =max{0,z; + -+ 1z, — (n —1)}.

12



2.1 Operaciones basicas
(1ii) Analogamente,
@ B, =min{l,xy + -+ x,}.
(iv) El producto ® es asociativo y conmutativo.
(v) 00z =0y1Ox=ux para todo x € X,,.
(vi) Para todo conjunto finito de indices I, neg(@;cr a;) = O;crneg(a;).
(vit) méx{x,y} = (z ©neg(y)) & y.
(viti) min{z,y} = (z ® neg(y)) © y.
(ix) © <y siy sélo si x®neg(y) = 0.

(x) x©y =0 siysolosiz+y<1. Mdsen general, xt; ®--- Oz, =0 si y solo si
T+, < (n—1).

Demostracion.

(i) neg(0)=1—-0=1,
neg(l)=1—-1=0.

(ii) and (iii) Se demuestran por induccién.
(iv) De ii) es inmediato que valen la asociatividad y conmutatividad.

(v) Por definicion 0 ® 2 = max{0,z — 1} = 0 dado que 0 < z < 1.
Por definiciéon 102 = max{0,1+z—1} = max{0,2} = x dado que 0 < z < 1.

(vi) Conn e 1, si|I] > 2

neg(EB a;) = @ neg(a;)

i€l el
neg | a, & @ a; | = ap, © @ neg(a;)
i€litn i€litn

Y esto vale por (2.1.6) y iv).

(vii) Para todo z,y € [0, 1], queremos ver que

méx{z,y} = (z O neg(y)) Dy
= min{1l, méx{0,z — y} + y}

Consideramos dos casos:

13



2 Propuesta de modelo multivaluado

» Si z >y, entonces la ecuacién de arriba es equivalente a © = min{1, x},
con z € [0, 1], que siempre es cierto.

» Si z < y, entonces la ecuacién es equivalente a y = min{1,y}, con y €
[0, 1], que siempre es cierto.

(viii)
min{z,y} = (z ® neg(y)) © y
= méx{0,min{l, 1 +z —y} +y — 1}
Consideramos dos casos:
» Six >y, entonces tenemos y = max{0,1+y — 1}, con y € [0, 1]
» Six <y, entonces tenemos © = max{0,1 +x —y+y — 1}, con x € [0, 1]
(ix)
T <y <=
r—y <0<
max{0,x —y} =0 <~
z ® neg(y) = 0.

TOYy =0
max{0,x +y—1} =0 <
r+y—1<0<<=

r+y <1

10Oz, =0
max{0, 21+ -+ z,—(n—1)} =0 <
v+ +r,—(n—-1)} <0<
T+ +x, < (n—1).
[

Observacion 2.6. La asociatividad nos permite obviar escribir paréntesis en algunos
casos. Es decir, escribimos:

81(1’1) ® 82(1’2) ® 83<l’3) = sl(xl) ® (SQ(l‘Q) ® 83(333))
= (sl(xl) O] 52(:152)) © s3(z3)

donde s;(x;) = z; o s;(x;) = neg(x;).

14



2.1 Operaciones basicas

Observacion 2.7. Las operaciones que definimos no satisfacen distributividad. En

general, (t D y)©z # (z©2) @ (y® z). Por ejemplo, si m =5,z = %,y = %,z = %,

1
(x@y)@z:g
(zo2) @ (y©2)=0.

Definicién 2.8. También definimos la resta, exponenciacion y multiplicacion por
un entero k € N como:

r Oy =2z ©neg(y) (2.1.9)
= max{0,z — y} (2.1.10)

) x—y siz—y=>0
N { 0 en caso contrario (2.1.11)

k e “ e — 3 — —
=g GZ ®z =max{0,kx — (k — 1)} (2.1.12)
times
kx =z ®- - @®x=min{l, kz}. (2.1.13)
k ti

Observacion 2.9. Notar que z ©®y < x para todo z,y € X,,, y se cumple la igualdad
solo cuando y =10 x = 0.
En particular, ¥ < x para todo € X,,, y todo k € N, con igualdad solo cuando
r=0,1l0k=1
Observacion 2.10. Es interesante notar que neg(kx) = neg(z)¥, en efecto:
pr— ... P DY pu— k
neg(kz) = neg(x @ - - - @& x) = neg(neg(neg(z) ® --- ©® neg(x))) = neg(x)".

k times k times

2.1.2. Representabilidad de las funciones

Mostramos como representar la funcién f : X — X,,, en términos de los ope-
radores ® y neg de una manera constructiva. Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea m = 2, tal que X,,, = X5 = {0, 1, 1}. Definimos la siguiente red

fo(z) = neg(z)?
fi ($) = 12’

£1(@) = neg(folx)) © neg(fi(a)).
Entonces,

2| fol@) | £o(@) | i)

0 1 0 0

% 0 1 0

1 0 0 1

Esto significa que fo, f% , f1 son interpoladores y esto nos permite escribir cual-
quier f : Xo — X5 en términos de @, ®, neg y constantes. Mas aun, deducimos de
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2 Propuesta de modelo multivaluado

las identidades en la observacion 2.4 que podemos traducir cualquier operador & en
operadores que sélo involucren operaciones ® y neg.

En el siguiente resultado, daremos una prueba basada en interpolacién de fun-
ciones como en el ejemplo 2.11.

Teorema 2.12. Dado X, = {0, %, ce m7—1’ 1} yn € N. Toda funcion f: X! —
X, con variables x1,...,x,, se puede expresar en términos de ®,neg y funciones
constantes.

Demostracion. Toda funcién f: X' — X,, puede ser representada como

flze, . x,) = D flrig, i) O Ly (21) O O L, (T0),

(i17i27---7in)EX%

donde las funciones ¢, son definidas de la siguiente manera.

Sea ly(x) = (neg(xw)l)m y li(x) = a™.
Para 1 < 57 <m — 1, definimos

40 = () @ ) = {

i
De esto se deduce que

0 s (@) F ()
&1<J;1)@.,,@€m(1}n>—{ 1 si (371,---755n>:(i17~--7in)
Ahora simplemente iteramos aplicando las igualdades de la observacién 2.4 para

deshacernos del operador &. O

De hecho, podemos expresar cualquier funciéon en términos de @, neg y funciones

constantes.
Por ejemplo, los interpoladores del ejemplo 2.11 son

fo(x) = neg(x ® x)
fi(z) = neg(neg(x) @ neg(x))
fy(2) = neg( @) @ fi(x).

Pero en general vamos a usar la versién sin ¢ para imitar la eleccién estandar en
los casos booleanos. Por otro lado,

Es importante notar que si no permitimos funciones constantes en el teorema 2.12,
el resultado no es cierto. Por ejemplo, con m = 2, la funcién constante % no puede
ser expresada en términos de &, ® y neg.
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2.1 Operaciones basicas

Observacion 2.13. Diferentes funciones sobre R pueden coincidir en X, y puede
existir mas de una expresion ®-neg para la misma funcion.

(i) Por ejemplo,
= Con s € N,

z® = max{0,sz — (s — 1)}

Entonces para todo s > m si x € X, vale que

1 siz=1
2t =a" = _ (2.1.14)
0 en caso contrario

Pero son distintas en R: si x €

-1

S,—i—oo) — {1}, x®* £ 2" Vs, t :m <
s

s <t (ver Figura 2.1)

4 y=7Tr—06
y=4r —3
R z |0 13]3)1
| 2 10[0/0]0]1
| 100001
1

12 3
4 4 4

Figura 2.1: Comparando 2* y 27 cuando m = 4. Como funcién con valores reales,

max{0, 7z —6} y max{0,4x — 3} son diferentes pero coinciden en X,, =
{0 1 2 3 1}

Y40 40 40

= Andlogamente, para todo s > m si x € X,, vale que

1 siz=0
neg(:c)sz{ siz =0,

0 en caso contrario.
Demostracion. Para demostrar (2.1.14), comenzamos observando que:

z® = max{0, sz — (s — 1)}.

En particular si 1 + s(z — 1) > 0, entonces:

_—<:r;—1,
s

17



2 Propuesta de modelo multivaluado

y asi,
1
rz>1—-.
s
Por lo tanto,
s—1
x> . (2.1.15)
s
Ahora analizamos los casos:
= Six =1, entonces 1° = 1.
» Si z < 1, entonces z < mT’l Reemplazando en la expresion (2.1.15),
obtenemos:
s—1 m-—1
< .
5 m
De aqui se sigue que
1 1
N < -,
m S

lo cual implica que m > s.
Por lo tanto si s > m no se cumple que 1 + s(z — 1) > 0 por lo que
r® =méx{0,sz — (s — 1)} =0siz < 1.

]

(ii) Para m = 3, la igualdad 22 ® % =r0 % vale para todo x € X.

1 Lsiz=1
r?Pe=-=4{3
3 0 en caso contrario

Mas en general, dado m € N, para cada 2 < p < m la igualdad x ® % =
O] % = % vale para todo = € X.

Este tipo de funciones nos da una forma mas intuitiva de ver lo que sucede
biol6gicamente.

FEjemplo 2.14. En la figura 2.2, que presenta un ejemplo de dos nodos que interactiian
entre si, con tres valores cada uno, donde la segunda variable actiia como represora
de la primera. La funcién de actualizacién del primer nodo, f;, se representa tanto
como un polinomio sobre el cuerpo con 3 elementos, lo que no da ninguna pista sobre
su comportamiento, como en términos de las operaciones légicas, cuya interpretacion
es transparente.
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2.1 Operaciones basicas

v \z 012 z\z||0]L]1
0 0 0 0100
1 1 : s10fo0
2 211]0 1 1[50
(a) fu: F2 — Ty (b) f1: {0,1/2,1}2 = {0,1/2,1}
fi(zy, o) = T1 + 22129 + 2379 + 1173 + 2323 fi(xy, 9) = 21 © 9.

Figura 2.2: (a) Los nodos toman valores {0,1,2} y el polinomio f; € Fs[zy,xs]
resume los valores de la tabla.
(b) Los nodos toman valores {0,1/2,1} y la tabla es la traduccién de la
primera; la funcién f; = z; © x5 tiene en cuenta la represion mostrada
en la tabla.

Vamos a describir como podemos construir una funciéon suavizada sin alterar sus
puntos fijos. Los puntos fijos van a ser relevantes en nuestro trabajo, y empezaremos
a entrar mas en detalle sobre ellos en la seccién 3.1.

Siguiendo las ideas en [(], introducimos una funcién para preservar continuidad,
lo que significa que cada nodo va a cambiar a lo sumo % en cada paso temporal. Para
esto vamos a tener en cuenta el estado previo del nodo correspondiente, y vamos
a agregar un ciclo de autorregulacion a cada nodo de la red. El valor futuro de la
variable regulada bajo continuidad se computa como sigue:

Definicién 2.15. Dado X, = {0,X,... 1} definimos la funcion h : X% — X,
como
x D % Sty >1x
h(z,y) =<z siy=ux (2.1.16)
! % sty <x

Dada F = (f1,..., fn) : X2 — X" la version continua de cada funcion coordenada
fi: X7t — X, es escrita como ficont Y €5 definida como

fi,cont(x) == h(flfl, fl(l')), (2117)
para i =1,...,n. Denotamos Front = (f1conts---» [ncont)-

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de la definiciéon previa:

Lema 2.16. Una funcion F : X' — X y su funcion asociada Fo.ne en la defini-
cion 2.15 tienen los mismos puntos fijos.

Para todo m, la versién continua de todas las potencias z* es la misma funcién,
independientemente de k.

Lema 2.17. Dado k € N>o, entonces

i x@% six <1
1 six =1
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2 Propuesta de modelo multivaluado

Demostracion. Es directo chequear que z > z* para todo x € X y que la igualdad
se alcanza solosizx =00z = 1. O]

2.1.3. Motifs

Representamos en esta seccion cuatro simples motifs. Estas son pequenas redes
que aparecen con frecuencia como subredes de otras mas grandes. Son construidas
usando operaciones de logica multivaluada para redes con n > 3 interacciones de
especies bioldgicas las cuales pueden ser descriptas con m + 1 valores en X,, =

{o, L, ..., =11}

Motif 1: Son mecanismos, donde el nodo 1 es moderadamente activado por el nodo
2. Mostramos ejemplos de funciones resultantes que describen esta situacion.

1. Una opcién es considerar.
fi = 73 = max{0, 2z, — 1}

Por ejemplo, si m = 5, tenemos

T J1
0 0
1/5 0
2/5 0
3/511/5
4/5 1 3/5
1 1

2. Ahora presentamos la versién suavizada del ejemplo anterior, que describe
como el nodo 1 es moderadamente activado por el nodo 2:

fl = (mg)cont

Por ejemplo, si m = 5, podemos comparar con el ejemplo anterior y ver en
ambos casos como a medida que incrementa el valor del nodo 2 el valor del
nodo 1 incrementa. En el caso continuo el incremento es de manera més suave.

Lo | @3] A
0 0] 0
/5] 0 0
2/5( 01/5
3/51/52/5
4/5(3/5|3/5
1 1] 1

3. Otra alternativa es cuando el nodo 1 es moderadamente activado por el nodo
2 pero a la vez tiene en cuenta el valor de 1. Dos ejemplos de esto param = 3
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2.1 Operaciones basicas

Motif la: fi = 21 @ (22 © =)  Motif 1b:f; = z; @ 23
i) i)

2
3 1 1 1 1 1 1 1
1 l [ ] g [ ] [ ] 1 l [ ] 2 [ ] [ ]
213 3 1 1 513 3 1 1
g [ ] l [ ] Z [ ] g [ ] l [ ] 2 [ ]
110 3 3 1 110 3 3 1
= [ ] 1 [ ] 2 [ ] = [ ] 1 [ ] 2 [ ]
’ 5 03 1 ’ 5 05 1

1 " 1 0

12 L2
3 3 3 3

Motif 2: Nodo 2 activa al nodo 1, y el nodo 1 se degrada.

m—1 1
flza:g@(@xl):xg@(:cl())
m m

Cuando m = 5, tenemos

X2
1 1 1 1 1 1
1 4 @4 @ [ ] [ ] [ ]
4 15 5 1 1 1 1
g [ J .é. [ J [ J
1 3 5 1 1 1
flz.ZTQ@(l'l@g)g”% g. .§.1.1
Ze1e1020 0 0
115 5 5 5 1
5 Vorol g. .4
0.0.5 . 5, 5
——————
1] T

Motif 3: En este motif el nodo 1 es dependiente de su estado previo, el nodo 2
acttiia como activador y el nodo 3 actia como activador débil.

fi=21 Q2@ x%
= min{1, z; + xo + max{0, 2x3 — 1}}.
= neg(neg(z1) © neg(rs) © neg(rs © x3)).

Motif 4: En este motif la funciéon de actualizacion del nodo 1 es dependiente de si
mismo, un nodo activador 2 y un nodo represor 3.

fi=22® (21 ©x3)
= 29 ® (21 © neg(x3))

= min{1, o + méx{0,z; — z3}}.

Asumiendo m = 3, entonces:
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2 Propuesta de modelo multivaluado

T2 T3 T fi T2 T3 | I1 fi
0 0 1/3 1] 1/3 0 0 1 1
1/3 0 1/3 2/3 1/3 0 1 1
2/3 0 1/3 1 2/3 0 1 1
1 0 1/3 1 1 0 1 1
0 0 2/3 2/3 0 1/3 1 2/3
1/3 0 2/3 1 1/3 1/3 1 1
2/3 0 2/3 1 2/311/3| 1 1
1 0 2/3 1 1 /3] 1 1
0 1/312/3 | 1/3 0 2/3 |1 1/3
1/3 1/3 2/3 2/3 1/3 2/3 | 1 2/3
2/3 1/3 2/3 1 2/3 2/3 1 1
1 1/3 2/3 1 1 2/3 1 1

Motif 5: Finalmente introducimos un mecanismo que considera el resultado de
muchos activadores e inhibidores actuando simultaneamente en un nodo. Propone-
mos el siguiente motif que describe el efecto total sobre el nodo ¢ producido por
los activadores i € A y los inhibidores j € B, con A,B C {1,...,n}, AN B = {:
fo = ®icaz; © (Bjepr;), 0, més generalmente, dados pesos positivos wy, € N:

fo = i?Awiwi ) (jg}Bwjxj> = max{0, min{1, Zwlxz} — min{1, ijxj}}.

i€A jEB
Observacion 2.18. Si el efecto de los inhibidores es suficientemente grande, es decir
Ywiz; > 1, fr=0

jEB
Observacion 2.19. Si Y wx; <1y Y wjx; <1, fp > 0siysolosi Y wx; > Y wix;
i€A jE€B i€A jEB

Esto imita las funciones de cotas booleanas (boolean threshold functions, o fun-
ciones indicadoras de X > c¢). Por ejemplo, mostramos 3 de estas funciones para
m = 3:

fo=1210 2 fo =2z, O x4 fo =110 229
T2 ) Y
0O 0 0 O 0O 0 0 O
1 [ ] [ ] .l 1 [ ] .l .l
5 |0 0 0 3 5 |0 0 3 3
3 ‘1 %2 3 1°%2 %2
1 (].3 N 1 3 .3 .3
1 °2 2
’ 503 1 ’ 5101
12 1 N 12 1 N
3 3 3 3

2.2. Traduccion a funciones ®-neg

En las siguientes secciones nos vamos a enfocar en sistemas dinamicos sobre el
conjunto X,,. Consideremos n € N y una funcién F : X} — X, F = (f1,..., fn)
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2.2 Traduccion a funciones ®-neg

que describe la actualizacion sincrénica de un sistema biolégico con n nodos con
valores en el conjunto finito X,,, como en (2.1.1).

Inspirados por la estructura en [28], proponemos nuestro propio método para
computar los puntos fijos de la red. Las ecuaciones se pueden simplificar previamente
usando las consideraciones de la seccion 3.2.

Vamos a imitar el procedimiento que es ttil en el contexto de redes booleanas
y que mencionamos en el Capitulo 1. Recordemos que toda funciéon booleana f se
puede escribir en forma conjuntiva normal como

f =wy N ANw,
donde
w; = 81Ty V-V Sn;Tip,
for j € {1,...,7}, {i1,...,in,} ©{1,...,n} y sx € {id,neg}. Esto nos da la idea de
una funcién AND-NOT: una funcién vectorial F' = (fy,..., fn) : X], — X tal que
para todo f; : X,, — X,, es una funcién AND-NOT, tiene la misma informacion
que su diagrama de conexiones (wiring diagram) [28, 27].

Para obtener propiedades similares en nuestro contexto definimos lo que llamamos
funciones ®-neg.

Definicién 2.20. Una funcion f: X' — X,, es llamada una funcion ®-neg si se
puede escribir como

flonan) = Qaf © Qnegla)” e

jEA jeB
conc€ X, AUBC{l,...,n}, ANB=0y{pj,q;} CN.
Una funcion vectorial F' = (f1,..., fn) : XJt — X es llamada una funcion de
red ®-neg si f; es una funcion ®-neg para todo i € {1,...,n}.

La caracteristica mas importante de las redes ®-neg es que hay una correspon-
dencia directa entre su diagrama de conexiones y las funciones de red. Toda la
informacion sobre la dindmica de la red se puede leer del diagrama de conexiones y
viceversa, lo que es definido por el grafo etiquetado G = (V, Eg) con vértices

VG:{I,...,n,C}

({1,...,n} también se puede denotar {zi,...,x,}) y aristas Eg como sigue. Si
F = (fh"'afﬂ) y
filxy, ... ) = @ xfli ® @ neg(x;)% Q cr,
iEAl jEBl

entonces existen aristas etiquetadas de la forma

. a; c
iLlsipli>O; jiilsiqu>0; C—=1. (2.2.1)

No toda funciéon es una funciéon ®-neg. Un ejemplo de esto es la funciéon f; =
x; @ x; para cualquier ¢, j. Pero podemos traducirla a una funcién ©-neg usando la
igualdad (2.1.6). Daremos la traduccion general en el Teorema 2.28.
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2 Propuesta de modelo multivaluado

Ejemplo 2.21. Dada F(xy,z2,73) = (23 @ neg(x3)?, 11,
nexiones asociado es como sigue:

> ©al), el diagrama de co-

C

1 | N\ 1

2
/1 \\

g ¥ 2 ¥

T3 —A1T1 ¢ T2

e\

p

(Dado que multiplicar por 1 es no hacer nada, las flechas punteadas se pueden
saltear.)

Proposiciéon 2.22. Dada f # 0 una funcion ©-neg en f : X' — X, escrita
como en la definicion 2.20, los conjuntos A, B se pueden elegir de manera tal que
ANB=0,c#0y1<pjq <m.

Demostracién. Primero notemos que si A N B # () entonces f = 0 porque = ®
neg(xz) = 0 para todo x por (2.1.9). La tltima parte de esta afirmacién sigue de la
observacion 2.13. O

Antes de demostrar que cualquier funcién de red F': X! — X se puede trans-
formar en una funciéon de red ®-neg donde podemos rastrear los puntos fijos de F,
introducimos una medida de complejidad que va a estimar el tamano de la nueva
red ®-neg.

Definicién 2.23. Definimos por el algoritmo 1 una medida de complejidad de la
funcion f: X" — X,, llamada profundidad, denotada por u(f). También definimos
la funcién asociada f dependiendo de p(f) nuevas variables.

Algorithm 1 Como construir x4y f
Input: f: X — X,,.
Output: x(f) una funcién red (f, f,,,..., f

Uu(f)
p(f) <0
fos f
kE+1
while hay una expresién neg(h), con h una funcién ©-neg con dos o més
factores, en fy_; do
agregar una nueva variable wuy
fr ¢+ la funcién resultante de reemplazar h en f, , con la nueva variable uy
Fup
u(f) < p(f)+1
k< k+1
end while

I

) Xrknlf) o xLen(f),

Dada una funcion red F = (f1,..., fn) : X — X aplicamos el algoritmo a
todo fi, y definimos p(F) = 7 p(fi).
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2.2 Traduccion a funciones ®-neg

pu(F) da una cota superior al total de nuevas variables que se necesitan agregar
para poder escribir a cada F; como una funcion ®-neg como en la definicion 2.20.

Observacion 2.24. FEl algoritmo 1 puede ser mejorado, por ejemplo, haciendo una
lista de sustituciones. Se agrega una nueva variable solo si la nueva sustitucién no
estd en la lista.

Observacion 2.25. Para f : X — X, v 1 < k < u(f), notemos que ?uk So-
lo depende de variables previamente definidas: 7u1 = ful(atl, R I ?uk =
Fu @1, .. @, ur, . up—), para 2 < k.

FEjemplo 2.26. Si recordamos los motifs 3,4 y 5 de 2.1.3, podemos transformar cada
funcién en una funcién ®-neg reproduciendo los pasos del algoritmo 1.

Motif 3: _
fi=z1 & 72 & 23 f1 =neg(u2)
=min{1,z; + x5 + max{0,2z3 — 1}} = Ju, =130 13
=neg(neg(z1) © neg(rz) ® neg(xz © x3))  f,, = neg(r1) © neg(r2) © neg(u1)

Motif 4:
fi=12@ (z1 O x3) jl = neg(us)
=min{l, zo + max{0,z; — x3}} = fu, = T1 ©neg(xs)
= neg(neg(z2) ® neg(z, © neg(zs))) fu, = neg(z2) © neg(us)
Motif 5:
Jo=Bicawir; © (@jeB wjxj) fo = neg(u1) © uy
= méX{O,min{l,igwixi} - min{l,j;?wjxj}} = fu, = Oicaneg(z;)"
= neg(Ojea neg(z:)"") © (O;cp neg(z;)") Juy = Ojepneg(x;)™

En los 3 casos el valor correspondiente de i es 2 y podemos ver que esto esta
relacionado a la cantidad de cambios entre maximos y minimos que ocurre en las
funciones.

Observacion 2.27. Notemos que por los items (ii) y (iii) en la proposiciéon 2.5, ope-
raciones @ consecutivas (respectivamente @) pueden sen reemplazadas por un solo
minimo (respectivamente méximo). Entonces, dada cualquier funciéon f : X — X,,,
w(f) mide la cantidad de cambios entre operaciones @& y ® en la expresién de f.
Podriamos haber escrito cualquier funcién en términos de @, neg y funciones
constantes, y propuesto un algoritmo similar a agregar una variable nueva para cada
negacién de una suma. Elegimos funciones ®-neg en vez @-neg para generalizar [28].

Los diagramas de conexién de redes ®-neg codifican toda la informacion de la
red. Los puntos fijos del sistema dindmico obtenido por la iteracién de F' estan en
biyeccién con los puntos fijos de F.

Dada F : X — X™ vy su correspondiente F' : X2 — X" construida acorde
a la definicion 2.23, llamamos © = (z1,...,Z,,), y definimos la funciéon U : X'} —
XJ'2=™ de manera recursiva (ver la observacion 2.25):

{Ul(l“) = fu (),

4 (2.2.2)
Ur(z) = f, (2, Ui(2),...,Up_1(x)), para 2 <k <ny —ny.
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2 Propuesta de modelo multivaluado

Teorema 2.28. Dada F : X't — X'\, el algoritmo de la definicion 2.23 construye

F: X™ — X™ que consiste de funciones ®-neg y la funcién U : X™ — Xn2—m
como en 2.2.2, donde ny —ny < p(F). Mds ain, el siguiente diagrama conmuta:

xm ) e, (2.2.3)

m m

3l |7

D Eopm—

Ma(z,y)=z ™

y los puntos fijos de F estdn en biyeccion con los puntos fijos de F' a través de la
proyeccion en la primeras ny coordenadas.

Previo a la demostracion exponemos un ejemplo:

Ejemplo 2.29. Este ejemplo estd basado en Thomas y D’ari [23, Capitulo 4,§I1].
Consideremos 3 genes X, ), Z con sus respectivos productos denotados z,y, z. El
gen X estd expresado constitutivamente (no regulado), el gen ) estd expresado solo
en la ausencia del producto z, y el gen Z esta expresado segin estén el producto y
0 Z presentes.

Las relaciones 16gicas booleanas propuestas en [23] son

(z,y,2) = (1,~z,y V 2),

con 2 estados estables: (1,0,0) y (1,0,1).

Los autores argumentan que empezar del estado inicial (0,0,0) si el gen X’ esta
prendido (por ejemplo inmediatamente después de una infeccién por un virus) enton-
ces el gen Y va a ser expresado hasta que el producto = aparezca, entonces apagando-
lo. El gen Z se va a prender solo si y aparece antes de que x apague al gen Y. Este mo-
delo es asincrénico con 3 retrasos temporales (time delay) ¢,,t,,t,. Si actualizamos
primero a x antes que a y (es decir ¢, < t,), entonces (0,0,0) — (1,0,0) y el sistema
se mantiene en ese estado como el caso sincréonico booleano. Cuando ¢, > t, entonces
(0,0,0) — (0,1,0). Si ademés t,, > t, +t., entonces (0,1,0) — (1,1,1) — (1,0,1) y
el sistema permanece en (1,0, 1).

Proponemos, en cambio, el siguiente modelado sincrénico con m = 3. Suponemos
que X apaga ) completamente solo si x estd a nivel 1 (completamente activado).
Consideramos entonces la siguiente funcion de red F' = (f, fy, f»):

1
F:XEL%X%, F(z,y,z) = (:v@g,neg(m),y@z).

La 6rbita de (0,0,0) sobre F es: (0,0,0) — (5,1,0) — (3,3,1) — (1,3,1) —
(1,0,1) — (1,0,1). Entonces, (1,0,1) es un punto fijo y, mientras X es activado
en 3 pasos, Z se puede prender incluso si Y es eventualmente apagado. Notar que
(1,0, 29) es un punto fijo para cualquier valor de zy en z.

Para traducir F' a una funcién ® —neg F necesitamos agregar 2 variables uy, us.
Entonces, tenemos que F' = (f,, f,, [.. fu,s fu,) 1 X2 — X esté definido por
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2.2 Traduccion a funciones ®-neg

fo = neg(u)

fy neg(x)

f. = neg(us)

fu, = meg(z) ©3

fu, = meg(y) © neg(z)

Sus puntos fijos estan en biyeccién con los de F proyectando en las primeras 3
coordenadas. En efecto, si (z*,y*, 2*, u}, u3) es un punto fijo de F' entonces
v = neg(uf) = neg(neg(s”) © 3) = 2" & 5 = fule’, 5", 2,
y" =neg(z") = fy(z",y", 27),
" = neg(u3) = neg(neg(y*) © neg(2")) =y* @ 2" = f.(a",y", 2"),

y (z*,y*, 2*) es punto fijo de F.

Reciprocamente, si (z*,y*, z*) es un punto fijo de F, definimos u} = neg(z*) ® 2
y uy = neg(y*) ® neg(z*) y es directo chequear que (z*,y*, z*, u},u3) es un punto
fijo de F.

Demostracion del teorema 2.28. Del algoritmo 1 y la definicién 2.23 es directo che-
quear que ny —ny < p(F).

También es inmediato de la definicién de F' y U que 7(F(z,U(x))) = F(z) para
cualquier x € X™ y que el diagrama (2.2.3) conmuta.

Consideremos un punto fijo z* de F' y definamos u* = U(z*). Entonces,
fila*w) = fi(a*,U(a")) = fi(a*) = af para 1 < i < ny, y fi(a",u") = u pa-
ra 1 <i < mny —ny por la definicién de u*. Luego, (2*,u*) es punto fijo de F.

Anélogamente, si (z*,u*) es un punto fijo de F, por la definicién recursiva 2.2.2

de U tenemos que v* = U(x*). Entonces, F(z*) = n(F(z*,U(z*))) = n(F(2*,u*)) =
m(x*, u*) = z*.
Concluimos entonces que x* es un punto fijo de F'. n
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

Proponemos en esta seccion algunas reducciones que pueden ser aplicadas a una
red multivaluada F': X" — X" vy su correspondiente red ®-neg F, que eventual-
mente producen una red ®-neg G : X,’}; — X]j{ cuyos puntos fijos nos permiten
reconstruir inmediatamente los puntos fijos de F'. Usualmente n’ << n, por ejemplo
321 (n=19,n"=4) o 4.1 (n=15,n" =5 en el peor caso).

Primero simplificamos las ecuaciones con la ayuda de algunas reducciones que
pueden ser facilmente vistas desde sus expresiones algebraicas.

Después transformamos la red reducida en una red ®-neg, en la que nuevas
variables son agregadas para ganar simplicidad al trabajo con los maximos y minimos
impuestos por las estructuras logicas.

Después aplicamos mas reducciones de red a la red ®-neg antes de lidiar con las
(usualmente pocas) ecuaciones de punto fijo.

3.1. Puntos fijos

Al estudiar las dinamicas de sistemas biolégicos, un aspecto importante a con-
siderar es el efecto a largo plazo del comportamiento del sistema, especialmente el
equilibro del sistema dinamico.

En el caso de sistemas bioldgicos de tiempo continuo, es comun estudiar los
estados estables del sistema. En el contexto de tiempo discreto, los estados estables
(o atractores) son llamados puntos fijos del sistema.

Maés ain, si hay una cantidad finita de estados para cada nodo y el sistema
dindmico estda dado por F': X! — X los puntos fijos son los los puntos x € X/
tal que F(x) = x (i.e. fi(x) = x; para todoi € {1,...,n}).

Estos puntos van a ser nuestro foco principal en las siguientes secciones.

Es sensible preguntarse cuales son los puntos fijos de la funcién F': X! — X con
X,» un conjunto finito, dado que la mayoria de estas funciones tienen al menos uno.
Al contar la cantidad de estas funciones sin puntos fijos surge el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.1. Sea q = (m + 1)*, donde #X,, = m + 1. La proporcion de
F: X — X con al menos un punto fijo equivale a

¢ — (=" _, (q—1>q
g q

Entonces, cuando n — 400 0 m — +00 esta proporcion estd cerca de 1 — % ~ %
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

Demostracion. Como #X,, = m + 1 entonces #X} = ¢ Entonces #{F : X} —
X"} = ¢7 pues para cada elemento del dominio tengo ¢ opciones para la imagen y
son ¢ elementos en el dominio.

Ahora contemos cuantas funciones F': X — X' no tienen ningtn punto fijo.
Para cada elemento del dominio tengo ¢ — 1 opciones para la imagen, pues no
puede valer lo mismo que si mismo ya que sino seria un punto fijo. Como hay ¢
elementos en el dominio, entonces el cardinal del conjunto de funciones {F : X" —
X" sin puntos fijos} es igual a (¢ — 1)9. Por lo tanto,

#{funciones con al menos un punto fijo}

= #{funciones totales} — #{funciones sin punto fijo}
=q'—(¢—1)"

3.2. Reducciones de red

Muchas reducciones de red son propuestas en [27] para redes booleanas AND-
NOT. En nuestro contexto multivaluado algunas de estas reducciones atin son vali-

das.

Proveemos aqui una lista de reducciones con el objetivo de reducir la complejidad
de la red. Cuando usamos estas reducciones la red cambia pero los puntos fijos se
mantienen.

(i) Si f; = ccon c € X,,, entonces x; puede ser separado, es decir ignorado respecto
a las ecuaciones de punto fijo dado que no cambia el resultado.

(ii) Si f; = xp o f; = neg(xy) entonces x; puede ser separado y podemos reemplazar
x; = o}, 0 x; = neg(xy) respectivamente en cada funcion.

(iii) Si f; = f;, entonces podemos reemplazar f; = z; y separamos x;.
(iv) Si z; no aparece en ningin f;, entonces x; puede ser separado.

(v) Para todo z tenemos la identidad = ® neg(z) = 0 por (2.1.9).

Maés precisamente, si f; = x; ® neg(zy) © w, donde w es una funcién multiva-
luada, entonces podemos reemplazar x; = 0, y x; puede ser separado.

(vi) Si fi = 2; @ 2 @ w, y f; = neg(zy) ® w', entonces, en un punto fijo, f; =
z @ neg(xy) © w” =0, donde w,w’ y w” son funciones multivaluadas.

Entonces, en un punto fijo, x; = 0 y x; puede ser separado.

(vii) Por la observacion 2.13, podemos reemplazar cualquier potencia s > m por m.
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3.2 Reducciones de red

Decimos que separamos una variable, cuando reemplazamos x; por su correspon-
diente expresion de f; en toda funciéon f; donde aparece z;. Por ejemplo, si f; = xi,
i # k, reemplazamos x; = x, en toda f; para j # ¢. En consecuencia, tanto z; como
fi no estan mas involucrados en el nuevo sistema de ecuaciones a ser considerado.
Guardamos afuera del sistema la ecuacion x; = f; para obtener el valor de z; como
punto fijo después de obtener los valores de las otras variables involucradas en f;
(ver el ejemplo 3.2.1).

Recordemos que hay una correspondencia directa entre el diagrama de conexiones
de una red ®-neg y la funcion red. Presentamos en la siguiente proposicién una nueva
reduccion que puede ser facilmente detectada en el diagrama de conexiones de dicha
red, generalizando la observacién (v).

Observacion 3.2. Sea F': X — X' una red ®-neg, y sea x un punto fijo.
Consideremos el siguiente diagrama de conexiones de F'y miremos una reduccién
posible:

0——k

a
/ X
j oo
\ /
b
Como z es un punto fijo, tenemos que f, = 21 © 2} = xy, fo = TP =2,y fo =

neg(z;)" = xp. Entonces, por el item (ii), 7, = (25)?© (neg(z;)")". Notemos que esto
es de la forma x; ® neg(z;) ® w. Usando la reduccién (v), entonces, xj = 0.

Ahora veamos una generalizacién de dicha reduccion:

Observacion 3.3. Sea F': X — X' una red ®-neg, y sea x un punto fijo.
Consideremos el siguiente diagrama de conexiones de F'y miremos una reduccién
posible:

Esto es, dos de los caminos que llegan a xy,

Vienen de un mismo nodo x;

Uno de los caminos consiste de todos los nodos como activadores (es decir, se
multiplica (con la operaciéon ®) por potencias de las variables).

El otro camino consiste de z; actuando como neg(z;)" en la primera flecha, y
los nodos subsiguientes como activadores.
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

Entonces, reemplazando los valores de las distintas coordenadas en un punto fijo x,
tenemos que x, = fi = x; ©® neg(z;) ©®w = 0.

Sea F' = (f1,..., fn) : X — X una funcién red ®-neg representada por un
digrafo, con n + 1 nodos {x1,...,x,,C'} como en (2.2.1).

Definicién 3.4. Sea F = (f1,..., fn) : X — X una funcion red ®-neg repre-
sentada por su digrafo asociado. Definimos indeg(f;) = #{flechas que llegan a x;}
y indeg(F') = max{indeg(f;)}.

Entonces el grado de entrada mide el médximo ntiimero de variables de la que cada
funcién coordenadaf; de F' depende. En el caso Booleano, la mayoria de las reduc-
ciones descriptas en [27] no generan un incremento del grado de entrada. Aplicando
cualquier secuencia de las reducciones que introducimos antes en esta seccién, po-
demos transformar el computo de los puntos fijos de una funcién red ®-neg F en el
cémputo de los puntos fijos de otra red reducida, con menor cantidad de variables,
que denotamos Fj.q.

Proposicion 3.5. Cualquier secuencia de reducciones descriptas para una funcion
red ®-neg F' a una funcion red F,.q no incrementa el grado de entrada.

La prueba de la proposiciéon 3.5 es inmediata.

3.2.1. Ciclo celular de los mamiferos

Vamos a analizar el ejemplo de Cell Collective que esta descripto en [31].

Generalicemos la red Booleana descripta. Esta red modela la red de interaccion
de la tirosina quinasa transmembrana ERBB2. La sobreexpresion de esta proteina
es un marcador pronostico adverso en el cancer de mama y se presenta en casi el
30 % de las pacientes. Usando las reducciones, pudimos reducir de las 19 variables
originales a 4 variables y una constante. Aun asi, en uno de los casos, el cémputo
es muy largo para hacer a mano y usamos nuestra implementacién [ 1], que nos da
una respuesta inmediata en este caso.

Definimos el siguiente conjunto de variables:

c = EGF, xr7 = cMYC, T14 = P27,
xr1 = ErbB1, xg = Aktl, 15 = pRB,
ro = ERa, r9 = ErbB2, xr16 = ErbB2_3,
x3 = CycEl, xr19 = p21, x17 = CDKG6,
x4 = CycDl1, x11 = ErbB1.2, x18 = CDK2,
x5 = CDKA4, 12 = ErbB1.3, r19 = MEKI1.
x¢ = ErbB3, xr13 = IGF1R,

Traducimos la red booleana a nuestra configuracién cambiando V ~» @, A ~» ®
y = ~» neg para todo valor de m:
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3.2 Reducciones de red

fi=c fii=z1 O x9

fo=x8 @ w19 fi2=z1 O z¢

f3=x7 f13=(7s © neg(z16)) ® (z2 © neg(z16))

fa=(z19 @22 © x7) B (28 © T2 © X7) f14=x2 ® neg(x18) ® neg(rs) © neg(r7) © neg(xs)
fs=4 ®neg(x19) © neg(x14) fis=(218 © x5 ©® 217) ® (x5 © 217)

Jfe=c fi6=129 © 6

fr=x19 ® 22 D 138 fir=m4

fs=712 ® 113 ® 71 D 711 D T16 fis=m3 © neg(z10) © neg(z14)

fo=c flo=z1® 213 B 212 D T16 B 211

fio=m2 ® neg(zs) ©® neg(x7) ® neg(xs)

Siguiendo las reducciones de 3.2, empezamos reemplazando xy = x5 = x9 = c,
r3 = x7, T17 = x4 y eliminando f1, f3, fe, fo ¥ fi7.

Como 15 no estd involucrada en ninguna ecuacién, definimos z15 = (213 ©® o5 ®
117) @ (x5 © 217) y eliminamos f15. Luego reemplazamos zy; = @19 = x5 = 2,
19 = xg y eliminamos fi1, fi2, fie ¥ fio. Méds ain, como x1p = x9 © neg(rs) ©
neg(x7) ®neg(zs) podemos reemplazar esta expresion en fi4. El resultado de aplicar
estas reducciones es:

fo=x8 @ w19 fo=x8 @ 38

fa=(z19 @22 O 27) B (28 © T2 © T7) fa=(z2 O x7 © 28) B (22 © 27 © xg)
fs=24 ® neg(x19) © neg(x14) fs=x4 © neg(x10) © neg(x14)

fr=719 ® 12 D w8 Jfr=22® w3 D w38

fa=212®T13 D c® 11 D T16 ~ fa=r13Dcd Dt PP

fro=x2 © neg(xs) © neg(a7) © neg(z5)  fio=v2 © neg(xs) © neg(x7) © neg(ws)
fii=c? fi3= (23 ® neg(c?)) @ (w2 © neg(c?))
fra=¢? fia=z10 © neg(z1g)

f13=(r8 ® neg(z16)) ® (r2 © neg(r16)) fie=z7 © neg(x19) © neg(x14)
f1a=z10 ® neg(x1s)

fie=c?

fis=x7 ©® neg(z19) © neg(xi4)

flo=c® 213 D 212 D T16 © T11

Tenemos la siguiente funcién red ®-neg, donde llamamos ¢ = ¢ @ ¢ ® 2 & 2,
" = neg(c?):

fo=neg(u1) Sy =neg(zs)?
fa=neg(u3) Jup =72 © 17 © 28
f5=x4 © neg(z10) © neg(z14) Fus =10g(u2)”
fr=neg(us) Suyg=u1 © neg(z2)
fs=neg(us) Jus =neg(x13) © neg(c')
Fro=2 © neg(ws) @ neg(wr) @ neg(as) oy =as © ¢
f13=neg(us) Jup =220
fla=2100© neg(wlg) fug :neg(uﬁ) © neg(“?)

fis=27 © neg(x10) © neg(r14)

Nuevamente, siguiendo las reducciones de 3.2, reemplazamos o = neg(u),r4 =

Llamamos g; a las funciones obtenidas después de aplicar las reducciones a f;.
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

g5 = neg(z10) © neg(z14) © neg(us) /—\
ch

g10 = neg(xs) ©® neg(uy) ® ug © us uz ug C
g14 = 10 © neg(x1g) \ /
g18 = neg(r10) © neg(z14) © neg(uy) A

2 neg(c’)
Gu; = Uj \
guy = neg(as) O egu) O nes(us) b N
Jus = neg(uz)
Guy = u% 9
Gus = Us © neg(c)
Gus = neg(us) © " 218N Uy (g
Gur = neg(U1) © / 2
Gug = neg<u6) O] neg(u7) 1

T14 1 5 | us

Para poder reducir ain méas las ecuaciones de punto fijo, con la ayuda de la
observacion 3.3 y las flechas pintadas con rojo y azul en el digrafo de red de la
derecha, tenemos que xyy = 0 y, al reemplazar esta informacion en g4 también
tenemos x14 = 0. Hacemos los reemplazos correspondientes y entonces elimina-
mos gip ¥ g14- Luego proseguimos al reemplazar z5 = neg(us) y x5 = neg(uy), y
eliminamos g5 y ¢1s. Como u3 no estd involucrado en ninguna de las ecuaciones
restantes, definimos uz = neg(uy)? y eliminamos g,,. Con el mismo razonamiento,
reemplazamos u; = neg(u;) © neg(uy) © neg(us) y eliminamos gy,, y ug = u? y
eliminamos g,,. Méds ain reemplazamos ug = neg(ug) © neg(uy), y eliminamos g,,.
Llamamos h; a las funciones obtenidas luego de aplicar las reducciones propuestas:

Cll

hu, = ug P

hy; = neg(ug) ® neg(uy) ® neg(c) (3.2.1) ur ug ™ C
N2
hy, = neg(u) © ¢ ur "5

Nos vamos a referir al sistema (3.2.1) como el sistema reducido.
Hasta ahora tenemos:

I1 = Tg = L9 = G

xo = neg(uy),

x4 = x5 = w17 = neg(ug),
xr3 = T7 = T18 = neg(uy),
Ty = 19 = neg(us),

r10 = x14 = 0,

2
T11 = T12 = T16 = C,
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3.2 Reducciones de red

r13 = neg(usg),
T15 = (X158 © 5 © 217) B (5 © 217),

up = neg(uy) © neg(uy) © neg(us),
us = neg(u2)2,
Uy = u%,

us = neg(ug) © neg(ur).

Notar que ¢ = max{0, 2c — 1}. Entonces,

m Sic< %, entonces ¢ =0y ¢ = ¢, ¢’ = 1. Obtenemos entonces ug = neg(us),
uy = neg(u;) y podemos eliminar h,, y h,, y obtener h,, = uZ, hy, = us ®
u; ® neg(c). Yendo un paso mas y reemplazando u; = uZ nos queda una sola
ecuaciéon de punto fijo:

us = us © neg(c).

e Siug < %, entonces ui = 0 y entonces necesariamente uz = 0. Esto da el
siguiente punto fijo:
1 = Tg = L9 = C,

10 = X113 = T12 = T14 = T16 = 0,
Tg =XT3 =14 =1T5 =27 =2Tg = T13 = T15 = T17 = T18 = T19 = 1.
* Sius > 2 entonces us = max{0,3us + (1 —¢) =3} =3us + (1 —¢) — 3
& 2us =2+c¢ & us =1+ 5. Esto solo puede suceder si us = 1y

¢ =0, y entonces, ¢ = 0, ¢’ = 1, y por substitucién obtenemos x; = 0
para i € {1,---,19}.

s Sic> %, entonces ¢ = 2c — 1 y ¢ = min{1, 7c — 3}.

e Mas atin, si ¢ > %, entonces ¢ = 1, neg(c’) = 0y esto da us = 0.

Deducimos entonces u; = 0, ug = uy = ¢’ = neg(c?) =2—2cy ug = c' =
max{0,4c — 3}.

Reemplazando estos valores obtenemos el inico punto fijo:
1 = Tg = Tg9g = C,

Tl = T2 = T16 = 2¢ — 1,
4
r13 = neg(c”),
10 = 214 = 0,

Tog = T3 =Ty =Ts =Ty =Tg = T15 = T17 = T18 = T19 = L.
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

e Sice(3,2), entonces 0 < 2 =2c—1< 1y =neg(?) =2(1-c).

Es facil chequear que u; = us = 0, ug = uy = 2(1 — ¢) es un punto fijo
del sistema reducido y, reemplazando, obtenemos:

1 = Tg = L9 = C,

T = T2 = X1 = 2¢ — 1,
r10 = r14 = 0,
Tg =1T3 =Ty =I5 =Ty =Tg = T13 = T15 = T17 = T18 = T19 = 1.
En efecto, chequeamos que es el tinico punto fijo en 2 casos. Con m = 9 y

¢ =5/9 (y entonces ¢ = ¢ =8/9), yconm =13y c=T7/13 (y ¢ =
10/13, " = 12/13), chequeado usando nuestra implementacién [11].

Por ejemplo para el caso de m = 9,¢ = g la matriz que utilizamos para el
programa para representar las ecuaciones de (3.2.1) es

(@) )
|

— (@]
|

@] —
|

(] —

©loo =

El punto fijo que obtenemos es

Ty | T2 | XT3 | T4 | T5 | Te | T7 | TS | T9 | T10 | L11 | T12 | P13 | L14 | T15 | T16 | L17 | L18 | T19

oot
—
—
—
—
oot
—
—
©o|ot
o
o~
©l=
—
o
—
©ol=
—_
—
—

Mas detalles al respecto podran verse en los siguientes capitulos.

En este pequeno ejemplo e incluso con todas estas reducciones, estos computos
ya son grandes para hacerlos manualmente.

En la siguiente seccién vamos a explicar como computar los puntos fijos sistemati-
camente.

3.3. Algoritmo de puntos fijos
Dados X,, = {0, %, ceey m?_l, 1} con m > 1 arbitrario, y una red multivaluada

F sobre X,,. Nos vamos a enfocar en encontrar efectivamente los puntos fijos del
sistema.
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3.3 Algoritmo de puntos fijos

Teorema 3.6. Dada una funcion F = (fi,...,fn) de una red (® — neg), toda
funcion

fi = @xflj @ @ (neg(xj))qij @ Ci, Aia BZ g {17 LI an}a AZ N Bz = @7

JEA; JjEDB;

con pij, Gij enteros en [1,m], se puede escribir como

fi = max{0,0;(x)}, (3.3.1)
donde
@)= (@) +c, o€ (anl) N Qu, (3.3.2)
Gi(x) = Y pigti — Y QT Y ¢ =c¢i— Y Dije
JEA; jEB; JEA;

Demostracion. Notemos que, por lo mencionado en (ii) de la Proposicién 2.5,

T @xy @ x, =mar{0,x;+ - +x,—(n—1)}
2" = max{0,nx — (n —1)}.

Por lo tanto
O 237 =maz{0, Y pyz; — > pi; + 1} (3.3.3)
JEA; JEA; JEA:

De manera similar,
(neg(x))" = max{0, —nz + 1}.
Por lo tanto

(O (neg(z;))% = maz{0,— > gjz; + 1} (3.3.4)

JjEB; JEB;

usando (3.3.3) y (3.3.4) y multiplicando por ¢; obtenemos:

O 277 O (neg(x))™ © i = max{0, 3 pyx; — Y qyw; — Y piy+1+¢—1}

JEA; JEB; JEA; JEB; JEA;
= maz{0, Y pixj — Y @ijv; — Y pij+Cis }
JEA; JEB; JEA;
con lo que

li(z) = Z DijT; — Z QijTj + Ci — Z Dij-

JEA; JEB; JEA;

Como ¢; € [0,1] N Z.2- y 3jea, pij € Z>o deducimos ¢} € (Z-)NQ<, que es lo que
queriamos demostrar.

]
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

Lema 3.7. Toda funcion lineal de la forma { = Y ;c 4 pjT;—>jep G2+ (=X ;e D)),
donde A, B C N son conjuntos finitos disjuntos, p;j,q; < m, p;,q; € N yce X,
define una funcion ® — neg.

Demostracion. La funcién definida por f = Oz}’ ® O (neg(z;))%¥ ®c¢ verifica todas
€A j€B

las hipdtesis. Cualquier otra funciéon que verifique todas las hipotesis va a coincidir
con f en todo punto. O

Observacion 3.8. Ya vimos en la Observacion 2.13 que la expresion de una funcion
®-neg puede no ser unica. En el Lema 5.7 y la Proposicion 5.14 demostraremos que
para toda funciéon ®-neg

f=Q o Quegr;)” O
jEA jEB

la constante ¢ es Unica y f puede expresarse de manera tnica con todos los expo-
nentes p;, g; entre 1y c.

3.3.1. Algoritmo para calcular los estados estables

Proponemos el siguiente algoritmo para computar los estados estables de una red
(® — neg). El input del algoritmo va a ser una red (® — neg) F : X" — X™. El
output es una lista con los estados estables de F'.

La idea del algoritmo sera mirar todos los posibles casos en donde [; > 0 o [; < 0.
Como hay n funciones [;, hay 2" posibles casos. Cada uno de estos casos es un sistema
de ecuaciones distinto, al cual le vamos a buscar sus soluciones en X™:

3.3.5

donde I ={i € {1,...,n}: l;(x) > 0}
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3.3 Algoritmo de puntos fijos

Algorithm 2 Computamos los puntos fijos de una red ®-neg con al menos una
operaciéon ® en cada f;.

Input: Una red ®-neg F = (f1,..., fn) : X — X2, con f; = max{0,¢;(x)} como
en (3.3.1).

Output: Los puntos fijos de F'.

Paso 1: Para cada I C {1,...,n} consideremos la regién
_{ li(z)>0i¢el }
R = . .
li(x) <0j¢1
O=wmz; j&l
En el caso en el que haya una tnica solucién racional, chequeemos si
x € X, y verifiquemos si £;(x) < 0 para todo j ¢ I. Si esto se satisface, entonces
x es un punto fijo de F' en R;.
Paso 3: En el caso en el que el sistema lineal tenga infinitas soluciones
racionales, cambiemos las variables por y; = mx;, traduzcamos las formas
lineales ¢; — x; a formas lineales enteras /;(y) — v; y encontremos los puntos de
reticulado en el politopo racional

Paso 2: Resolvamos el sistema lineal {

Pr={li(y)—yi=0ic€ly=0j¢1,0<y <micl{y)<0j¢Il}

Traduzcamos de vuelta las soluciones a soluciones z € X

Observacion 3.9. El Paso 2 y el 3 no son necesarios cuando la red es Booleana
(m = 1) sino que se restringe a una argumentacién sobre los indices que toman los
valores 0 o 1.

Deducimos del Teorema 3.6 la validez del Algoritmo 2 debajo para computar los
puntos fijos de cualquier funcién de red (® —neg) F: X — X].

Primero, sea J el conjunto de indices i para los cuales f; = ¢; consiste de una
constante, una sola variable o su negaciéon. Por supuesto, para cada una de estas
funciones lineales podemos escribirlas como max{0, ¢;(z)}, pero esto introduciria
ramas innecesarias en los computos.

Cuando J es no vacio, podemos aplicar reducciones (i) y (ii) en 3.2 y dejar
de lado las variables con indices en J. Notar que si empezamos con una funciéon
®-neg, obtenemos una funcién reducida f,oq : X» I — X"~ que también es de
esta forma. Entonces, la cantidad de regiones a considerar en el Paso 1 del siguiente
Algoritmo 2 es 2" VI, El sistema lineal a resolver en el Paso 2 del Algoritmo también
tiene a lo sumo n — |J| variables. En el Paso 3, también agregamos los valores de las
variables con indices en J como salida de los puntos fijos. Para alivianar la notacion
asumimos que J = () pero el input del Algoritmo 2 deberia ser la funcién reducida
fred y 1no f

Ahora, como hace uno para algoritmicamente encontrar todos los puntos de reti-
culado en politopos racionales? Una buena implementacion del algoritmo de Barvi-
nok mencionado en la introduccién fue provista por el software gratuito Latte [12],
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

explicado en el paper [3] (ahora disponible en SageMath). Usamos la implementa-
cién de [10], explicada en el reporte [30] que cuenta los puntos de reticulado y los
provee explicitamente.

Notar que para cualquier m > 1 hay a lo sumo 2" regiones R; (independien-
temente de m), mientras la busqueda exhaustiva de puntos fijos requiere (m + 1)"
estados iniciales.

Mas atn, los computos son paralelizables para distintos I y mayores simplificacio-
nes y mejoras en el arbol de computos se pueden realizar para instancias particulares.

El mejor caso posible es cuando el sistema linear cuadrado del Paso 2 tiene
solucién tnica, necesariamente racional. En este caso, resolver cada sistema tiene
complejidad de orden O(|I]?) y entonces chequeamos si su solucién cae en X".

Damos en el teorema 3.11 debajo un simple condicién general bajo la que esto
sucede. Notemos igual que cuando el rango no es maximo, la complejidad de Paso 2
puede crecer, hasta el orden de (m + 1)".

Definicion 3.10. Consideremos un funcion de red ®-neg F = (f1,..., fn) con al
menos una operacion @ en cada f;. Dado I C {1,...,n} de cardinalidad s denotemos
M7y la matriz s X s con filas y columnas indicadas por I y con valores:

Teorema 3.11. Dada una red (©® — neg) definida por ¢; i € {1,...,n}. Sea J C
{1,...,n} denotemos el conjunto de indices i en el cual f; no tiene operaciones @.

Sipara I C {1,...,n} con I C J° la matriz M; definida en (3.3.6) satisface
det(My) # 0, entonces hay a lo sumo un punto fijo en la region R.

La demostracién del Teorema 3.11 es inmediata, ya que M; es la matriz del
()= icl
sistema lineal tilw) =z rel
El siguiente corolario también es inmediato.
Corolario 3.12. Sea L' € Z™™ la matriz de coeficientes de las formas lineales
..., 0, como en el Teorema 5.6 y Id, sea la matriz identidad n x n.

Si det(L' — Id,) # 0 entonces existe a lo sumo un punto fijo con todas sus
coordenadas no nulas.

Terminamos esta seccion mostrando cémo computar los puntos fijos utilizando
nuestra aplicacion [11].

Ejemplo 3.13. Consideremos nuevamente el ejemplo biologico en 3.2.1, en el ca-
som =9, c=5/9 = = 8/9. El sistema reducido (3.2.1) tiene 4 variables
(ordenadas wy, us, ug, u7). Se puede escribir como:

hy, = max{0,2u; — 1}

hys = max{0, —ug — uy + 1/9}
hyy = max{0, —us + 8/9}

hy, = max{0, —u; + 8/9}

40



3.3 Algoritmo de puntos fijos

Después de instalar nuestra aplicacion Puntos fijos de redes MV del repositorio
de GitHub [I1], introducimos los coeficientes de las formas lineales en cada funcién,
para conseguir el output como en la Figura 3.1. Por supuesto, hay mucho que se
puede mejorar en esta implementacion.

Nuestra implementacién del algoritmo 2 2, de la cual hablaremos en detalle mas
adelante, se ve de la siguiente manera para este ejemplo:

Fixed points of MV networks - o x
Enter Integer m:
9
Enter number of rows
4
Matrix:
1 2 3 4 5
1 0 2 0 0 -1
2 0 0 -1 1 1/9
3 0 -1 0 0 8/9
4 0 0 0 8/9
Submit

There is 1 solution: (0, 0, 8/9, 8/9)

Help

Figura 3.1: Screenshot de la aplicacién [11]
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3.4. Algoritmo de Barvinok

Comenzamos recordando algunas definiciones bésicas.

Definicién 3.14. Liamamos standard integer lattice Z¢ C R® al conjunto de puntos
de coordenadas enteras.

Definicién 3.15. Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita. Llamamos po-
liedro P C V' al conjunto de puntos que satisfacen un conjunto finito de inecuaciones
lineales, es decir

P={zeV :lic)<a,iel} (3.4.1)

para un conjunto finito I, dondel; : V — R son funciones lineales con coeficientes
reales y o; € R. Cuando los coeficientes de las formas lineales l; y las constantes «;
son numeros racionales, el poliedro se llama racional.

Notemos que un poliedro racional siempre puede definirse con formas lineales con
coeficientes enteros.

Definicién 3.16. Un politopo es un poliedro acotado. Sea P C 'V wun poliedro y
sea v € P un punto. El punto v es un vértice de P si cada vez que v = % con
v1, V9 € P entonces v = v; = vs.

3.4.1. Representaciones compactas de los puntos enteros

En 1994 Barvinok [30][] dio un algoritmo que cuenta los puntos de coordenadas
enteras de un politopo racional convexo en tiempo polinomial cuando la dimensién
del politopo es fija. La primera implementacién de dicho algoritmo fue hecha por
De Loera y coautores [8] y estd actualmente también disponible en el software libre
SageMath [13].

Dado un politopo racional P = {u € R? : Au < b}, la idea es representar los
puntos enteros de P como los exponentes del polinomio de Laurent:

f(Pyz)= > aftas?... o

acPNZ4

Dada esta representacion, la cantidad de puntos enteros en P se obtiene como la

evaluacion f(P;(1,...,1)) = #PNZ%, aunque por la forma de obtener el polinomio
f(P,x) no es inmediata.
Esta idea tiene sus origenes en el trabajo de Michel Brion [5], a partir del cual se

pueden representar las funciones generadoras de los puntos de coordenadas enteras
de un politopo racional como la suma formal de funciones racionales asociadas a los
vértices del politopo, que tienen un significado geométrico.

Para cada vértice v de un poliedro racional P, se considera la funcién racional
f(K(P,v); x) que tiene como exponentes los puntos enteros del menor cono poliedral
racional K (P,v) que contiene a P con vértice en v:

K(P,v) =v+{u € R*:v+du € P, para todo 6 > 0 suficientemente chico}.
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Cuando K(P,v) es simplicial (es decir que de v emanan tantos ejes como la
dimension de P), la expresion de esta funcién es conocida [19, Cap. 4] y es particu-
larmente sencilla cuando v es regular, es decir cuando K (P, v) es simplicial y ademés
los vectores uq, ..., u, que generan los conos sobre los ejes desde v sobre Z forman
una base de Z". En este caso

:EU

(1—am).. . (1—aun)

f(Pv) =
Observacion 3.17. La clave para generar estas series formales es recordar que

1
= > 2™, para |z| <1
-z 5

Notar que son todas series formales con distintos dominios de convergencia. Sin
embargo al sumar todas, se obtiene la suma finita f(P).

Cuando Kp, es simplicial, esta funcién fue también descripta en [19] y tiene el
mismo denominador y aparecen otros monomios en el numerador (tantos como del
determinante det(uq,...,u,)). Algo a destacar aqui es que todo cono en dimensién
2 es simplicial. A partir de dimension 3 esto ya no es cierto. En dimension 3 existen
conos con mas de 3 generadores. En estos casos, la descomposicién necesita subdi-
vidir el cono, pero deben luego restarse adecuadamente los puntos enteros de caras
comunes a mas de un cono.

Sea {uq,us,...,ur} un conjunto de vectores enteros linealmente independientes
de R?, donde k < d. Sea K el cono generado por {uy,us, ..., ux }, en otras palabras,
K = {\u; + Xug + ... + A\guy, donde \; > 0 e i = 1,2,....,k}. Consideremos el
paralelepipedo S = {Ajuy + Agug + ... + Mg, 0 < A\, < 1,4 = 1,2, ..., k}. Entonces,
la funciéon generadora de los puntos de coordenadas enteras de K es la siguiente
funcién racional:

> (= ( > CT) 1 . _1@1_ (3.4.2)

BEKNZ4 TeSNZ =1

Para poder llegar a una formula general para conos poliedrales racionales con vértice,
es preciso subdividir el dato en conos simpliciales. Barvinok propuso una descom-
posicion simplicial y una suma de estas funciones racionales con signos apropiados.

En el ejemplo 3.18 que sigue, damos a modo ilustrativo estas funciones y cémo a
partir de ellas se obtiene el polinomio f(P;x).

FEjemplo 3.18. Consideremos el cuadrilatero de la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Cuadrilatero del ejemplo: 3.18

Sus vértices son Vi = (0,0), Vo = (5,0), V3 = (4,2) y V4 = (0,2). En este caso,
obtenemos cuatro funciones racionales (una por cada vértice de P) y sumando sus
desarrollos formales en serie se obtiene el polinomio buscado:

f(P7$7y) = f(Kquvy) _I_f(Kvmx?y) +f(Kv37x,y) +f(KU4,$,y)

f(Kv;x,y) = = x)l(l = m%gxmy”, lz| <1, |yl < 1.
fFvsay) = fj)zxjy;le) - mZIZmZO Py o] > 1, [P < 1.
f(Ky,;2,y) = a _(g;yl;;fiyig_z) = m>%>lx4_m(yx)”_l, 2] > 1, |zy 2| < 1

f(Kvy;2,y) = v = > 2™y |zl <1yl > 1

1=y (1 —2) m>0,n>2

Como mencionamos, la forma de conseguir estas funciones racionales consiste en
tomar cada uno de los vértices y observar el cono generado a partir de ese vértice. Por
ejemplo, en V; = (0,0), tenemos las direcciones generadas sobre Z por u; = (1,0) y
uy = (0,1) generando el cono Kvy,, que forman una base de Z? (y similarmente en
el vértice V). Como el determinante de la matriz generada por estas direcciones es
1, entonces la funcién generadora es f(Ky,;x,y) = (l_mul’lyule)gimumyum).

Si el determinante de la matriz (uy, us) no hubiera sido 1 o —1, tendriamos que
haber agregado monomios correspondiente a los puntos enteros del paralelogramo
abierto desde el vértice. En el caso de V5, los generadores del cono desde ese vértice
son los vectores (—1,0) y (—1,2). Consideramos el paralelogramo v 4+ {\(—1,0) +
Ao(—1,2), 0 < A, Ay < 1}, que tiene el punto (4,1) entero interior, por lo que
debemos agregarlo como se ve en el numerador de f(Ky,;z,y).

En este ejemplo, el resultado de sumar los desarrollos en serie formales de estas
funciones racionales es igual al polinomio f(P;z,y):

x5+x4y+x4+x4y2+yx3+x3+x3y2+yx2+x2+x2y2+xy+x+xy2+y2+y+1.
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Notar que cada uno de los monomios de este polinomio representa en sus exponentes
cada uno de los puntos de coordenadas enteras dentro de nuestro cuadrilatero. Y, co-
mo es esperado, f(P;(1,1)) = 16, ya que nos quedan 16 monomios correspondientes
con los 16 puntos de coordenadas enteras.

Se pueden leer mas detalles sobre esta descomposicién en [30]. A continuacién
resenamos la implementaciones disponibles.

3.5. Implementaciones disponibles

3.5.1. LattE

El nombre del programa, LattE, es una abreviacion de Lattice point
Enumeration, que significa enumeracién de puntos de coordenadas enteras.

Latte fue desarrollado en 2001 con el objetivo de contar puntos de coordenadas
enteras en un poliedro convexo definido por ecuaciones e inecuaciones lineales con
coeficientes enteros. El poliedro puede ser de cualquier dimensién.

La implementaciéon de LattE de Barvinok se centra en dos ideas: el uso de fun-
ciones racionales como una estructura de datos eficiente y en la descomposicion
signada de conos en conos unimodulares. Notar que como P es un politopo (es decir,
un poliedro acotado), los monomios de f(P) estan en biyeccion con los puntos de
coordenadas enteras y f(P) es un polinomio de Laurent. Para contar los puntos de
coordenadas enteras, LattE usa las funciones racionales de Barvinok.

La funcién que usaremos de Latte es count, que hace precisamente lo antes men-
cionado.

Observacion 3.19. Sea P un politopo descripto por un sistema de inecuaciones Az <
bdonde A € Z™™ A= (a;) ybeZ™.
Con P = {z : Az < b}, el archivo de input para LattE es:

m d+1
b -A

Ejemplo 3.20. Sea P ={(z,y) : —z+y<1,—x4+y> -1,z +y <3,z>0,y >0}

(1,2)

Reescribimos las inecuaciones para que todas queden con el mismo signo:

—x <0
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-y <0

—r+y<1

r—y<1

r+y<3.

Esto se puede ver entonces como la solucion del sistema Ax < b, donde A y b son

1 0 0
0 1 0
A= 1 -1 1, b=1]1
-1 1 1
-1 -1 3

El archivo de input de LattE correspondiente a este sistema es

5 3

0 1 0
0 0 1
1 1 -1
1 -1 1
3 -1 —1.

Ejemplo 3.21. Sea P = {(z,y) :x < 1L,y < 1l,z4+y =12 >0,y > 0}. Esto se
puede escribir como la solucion del sistema Az < b, donde A y b son

-1 0 1
0 -1 1
A=| -1 -1 1, b=1]1
1 0 0
0 1 0
Y el archivo de input de LattE seria:

5 3

1 -1 0

1 0 -1

1 -1 -1

O 1 0

o 0 1

linearity 1 3

Observacion 3.22. En general, la sintaxis para declarar cuales son las condiciones
que son lineales es:

linearity <cantidad de ecuaciones> <indices de las
filas>

Los indices de las filas arrancan en 1.
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3.5.2. Barvinok

Barvinok, al igual que LattE, es otra libreria que usa la descomposicion de Bar-
vinok. Se puede descargar y leer su manual de [33]. Con Barvinok, ademds de contar
los puntos enteros en un politopo, vamos a listarlos. La funcién que usaremos de
Barvinok es polytope_scan. El archivo que se usa como input para este programa
usa notacién Polylib. En la libreria existe un script que transforma la notaciéon de
LattE a notacion PolyLib, latte2polylib.pl. Nosotros vamos a utilizar directamente
notacion PolyLib.

Notacion PolyLib

Vamos a ilustrar nuestro uso de PolyLib con un ejemplo.

FEjemplo 3.23. La siguiente matriz como input

5

1 0 1 -1
1 -1 0 6
1 0 -1 7
1 1 0 -2
0 1 1 2

representaria las siguientes 5 ecuaciones e inecuaciones, con /4 valores por fila, el
primero representando si estamos ante una ecuaciéon o inecuacién, 2 variables y una
constante:

Significado de la primera columna Significado de la linea completa
1 = inecuacién, Oz+1ly—1>20—y>1
1 = inecuacion, —1lzx4+0y+6>0—2<6
1 = inecuacion, Oz —1ly+7>20—y <7
1 = inecuacién, lx4+0y—2>20—2>2
0 = ecuacion, le+1ly+2=0—2+y=-2

3.6. Nuestra implementacion

3.6.1. Uso del entorno grafico de nuestro programa

Para describir el uso del entorno grafico de nuestro programa, vamos a usar el
siguiente ejemplo:

Sea f nuestra red ® —neg con m = 3 escrita en términos de operadores ® y neg:

fu1 = ug
fu, = neg(uy) ® neg(ug) © neg(us)
fU3 = neg(UQ)Q

Jus = u%
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1
fus = u1 ©us ® neg(g).

Se puede ver que la red del ejemplo del ciclo celular de los mamiferos de 3.2.1
puede ser llevada a esta funciéon mediante un conjunto de reducciones distinto al
ejemplificado en dicha seccién.

En este caso, las ecuaciones de punto fijo se pueden describir como

uy = max{0,2u; — 1}

ug = maz{0, —u; — ug — us + 1})
ug = max{0, —2us + 1}

uy = max{0,2u; — 1}

4
us = mazx{0,uy + us — 5}

Sea m + 1 la cantidad de estados posibles para cada variable, usualmente represen-
tado como 0,2, 2 ... 1. En este ejemplo tenemos que poner como input m = 3 y

m’m’ "

la siguiente matriz, describiendo las ecuaciones de punto fijo, como input:

0o 0 0 0 2 -1
-1 0 0 -1 -1 1
0 -2 0 0 O 1
2 0 0 0 0 -1
1 0 0 0 1 -—4/3

Para usar esta matriz como input, tendremos que poner la cantidad de filas de la
matriz (en este caso, 5), y reemplazar los nimeros correspondientes.

El output del programa seria el siguiente:

There is one solution:

= (0, 1,0,0,0)

Esto significa que (u;) = (0,1,0,0,0) es el inico punto fijo de la red.
El entorno gréafico esta implementado en Python, usando la libreria PyQt5. Pue-
den verse los detalles de implementacién en [11].

3.6.2. Uso de las funciones del programa

Nuestro programa tiene una funciéon principal:

= compute_steady_states_barvinok(M, n, m), es la funcién que dada la fun-
cién (® — neg) — red devuelve la lista de estados estables.

El input de la funcién consiste de

» La funcién (® — neg) — red en forma de matriz M.
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3.6 Nuestra implementacion

= 1, la cantidad de nodos de nuestra red biologica, que en este caso es la cantidad
de f; que tiene F.

= m, que es la cantidad de posibles estados que puede tener cada nodo.

Ejemplo 3.24. Veamos otro ejemplo para describir el uso de las funciones del pro-
grama sin el frontend.
Supongamos que tenemos la siguiente red (® — neg)

fi = maz{0,c2 — cl)}
fo = maz{0, —2u; + 1)}

sim=3,cl=1/3y ¢2=2/3 la matriz que pondremos en el programa es:

donde la i-ésima fila de M corresponde a los coeficientes de la funcion lineal [;
Con estos datos en mente, una posible forma de ejecutar la funciéon principal del
programa seria:

import barvinok

M= ([0, O, 1/3], [-2,0,1]1]
n = 2
m = 3

barvinok.compute_steady_states_barvinok(M, n, m)
> [’1, 1°]

El resultado que devuelve esta multiplicado por m. Es decir que esta red tiene una
sola solucion que es:

Uy =
Uy =

L=

3.6.3. Descripcion de la implementacién
La funcién principal, compute_steady_states_barvinok

La funcién compute_steady_states_barvinok(M, n, m) recorre las 2" regio-
nes, y para cada una de ellas calcula el sistema al que le va a buscar los estados
estables

ss def compute_steady_states_barvinok (M, n, m, reporters=
None) :

87 # Pasol: i es un nro entre O y 2°n, es decir todos
los posibles subconjuntos de n elementos(es para
armar las regiones R_I)
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

88 res = []
89 for i in range(l << n):
90 if i % 100 == 0 and reporter is not None:

91 reporter.report (i)

92 solucion_parcial =
compute_steady_states_for_subset(M, n, m, i)

93 res += solucion_parcial

95 return res

La funcién auxiliar compute_steady states _for _subset

Esta funcién se encarga de hacer el trabajo para una de las 2" regiones: llama a
la funciéon que traduce a notacion PolyLib y corre el programa detras.

v def compute_steady_states_for_subset(M, n, m, subset):

80 ejemplo = guardar_instancia(M, n, m, subset)
81 res = correr_instancia(ejemplo)
82 return res

La funcién auxiliar guardar _instancia

Este funcién genera el archivo que es el input del programa que calcula puntos
fijos para una de 2" regiones posibles que describe el algoritmo 2.
Vamos a analizar esto en mas detalle al ver un ejemplo, en 3.25

5 def guardar_instancia(M, n, m, subset):

14 file name = ’/tmp/instancia_Y%s_Y%s.txt’ % (n, m)
15 len_subset = gmpy2.popcount (subset)
16 with open(file_name, ’w+’) as output_file:

17 output_file.write(str(2 * n + len_subset) + °’ ’
+ str(n + 2) + ’\n’)

18 A = []
19 b = []
20 c = []

21 # construyo x=0 para lo que no esta en subset
22 for j in range(n):

23 # if j not in subset:

24 if subset & (1 << j) == 0:

25 # condicion x_j=0

26 1_jo0o = [0] * n

27 l_JO[J] = -1

28 A.append(1_jO)

29 b.append ([0])

30 c.append ([0])
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3.6 Nuestra implementacion

# construyo x>=1 y x<=m para el subset
for j in range(n):
# if j in subset:
if subset & (1 << j) != 0:
# condicion x_j>0
1_jOo = [0] * n
1_joljl =1
A . append(1_jO)
1 jm = [0] * n
1_jm[j]l = -1
A.append(1_jm)
.append ([-1])
.append ([m])
.append ([1])
c.append ([1])
# construyo Mx+c<=0 para lo que no esta en el
subset
# Mx<=-c en este caso A =-M
for j in range(n):
# if j not in subset:
if subset & (1 << j) == 0:
1 j = [-M[jl[s] for s in range(n)]
A . append(1_j)
# multiplico por m para encontrar las
soluciones enteras del sistema.
# (asumimos que c* viene multiplicada
por m para evitar problemas de precision)
b.append ([int (-M[j][-11)1])
c.append ([1])

o o T

# armamos el sistema a resolver Ax +b=x <-> (A-
I)x = -b
# (M-I)x=b para los casos del subset
# en este caso A= -(M-I) = I- M
for j in range(n):
# if j in subset:
if subset & (1 << j) != O:
1 j = [-M[jl[s] if j != s else -M[jll[s]
+ 1 for s in range(n)]
A . append(1l_j)
# multiplico por m para encontrar las
soluciones enteras del sistema.
# (asumimos que c* viene multiplicada
por m para evitar problemas de precision)
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3 Puntos fijos de redes multivaluadas

68 b.append ([int (-M[j1[-11)1)
69 c.append ([0])

71 for i in range(len(A)):

72 output_file.write(str(c[i][0]) + > )

73 for j in range(n - 1):

74 output_file.write(str(A[i][jl) + 7 7)

75 output_file.write(str(A[i]J[n - 1]) + > ° +
str(b[i][0]) + ’\mn’)

76 return file name

Fjemplo 3.25. Mostramos a continuaciéon uno de los archivos generados para el ejem-

plo 3.6.1. Este archivo es el input del programa que calcula puntos fijos para una de

2™ regiones posibles que describe el algoritmo 2. La regién que describe este archivo
' ) li(u) > 014 e{1,3,5}

o Russ) = { Gu) <0 ¢ {1,3,5} [°

13 7

o 0 -1 0 0 0 O
o 0 o0 0 -1 0 O
11 0 0 0 0 -1
1 -1 0 0 0 0 3
1 0 0 1 0 0 -1
10 0 -1 0 0 3
1 0 0 0 0 1 -1
10 0 0o 0 -1 3
11 0 0 1 1 -3

Recordando notacién PolyLib, esto significa que

= La primera fila no indica cuantas filas y cuantas variables hay. En este ejemplo
tenemos 13 ecuaciones con 7 variables en total.

= En todas las siguientes filas, la primera columna indica si es una ecuacién o
una inecuacion.
e sies 0 es porque es una ecuacion
e sies 1 es porque es una inecuacion

= Las primeras 2 ecuaciones nos indican que uy, = uy = 0, es decir que no se
encuentran en nuestra region

» Las siguientes 6 filas describen, de a pares, que 1 < z; < m, para i € {1, 3,5},
es decir que estan en nuestra regién. Por ejemplo, la 3ra fila dice z; —1 >0y
la 4ta —21 +3 >0
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3.6 Nuestra implementacion
= Las siguientes 2 lineas representan a quienes no estan en la region. Por ejemplo,
vemos u; +uy+us—3 > 0. que es equivalente a que lo(u) = —ug —ug—usz+3 <0

= Las tdltimas 3 lineas representan los elementos que si estan en la regiéon por lo
que no solo I; > 0 sino que queremos que sea un punto fijo, es decir [;(u;) = u;.
Si escribimos a la funciéon F' en forma matricial F'(u) = M.u + b Entonces F’
tiene punto fijo si y solo si

Mu+b=u0=(I—-Mu-> (3.6.1)

Como en nuestro ejemplo

o 0o 0 0 2 -1
-1 0 0 -1 -1 1
M=10 -2 0 0 0 1
2 0 0 0 0 -1
1 0 0 0 1 -—4/3

recordando que b esta multiplicado por m. nos queda:

1 000 —2 3
1 101 1 -3
I-=Mu-b=|0 210 0 |u+]|-3
2001 0 3
~1 000 0 4

Por ejemplo, la tltima linea viene a representar a nuestra ultima variable de
nuestra region que es us, ((I — M)u —b)s = 0, es decir,

La funcidon auxiliar correr_instancia

Esta funcion se encarga de hacer el llamado a Barvinok, utilizando como input
el archivo en notacion PolyLib antes generado.

def correr_instancia(archivo):
6 with open(archivo, "r") as input:
7 proc = subprocess.Popen(["./barvinok/
polytope_scan"], stdin=input, stdout=subprocess.PIPE
, close fds=False)
s output = proc.stdout.read().decode("utf-8")
9 return output.split(’\n’) [:-1]
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4 Ejemplo: Denitrificacion en
Pseudomonas Aeruginosa

En este capitulo vamos a investigar la aplicacién de nuestro modelo para una red
de Denitrificacién de Pseudomonas Aeruginosa.

4.1. Aplicaciéon del modelo

En [1] los autores intentan descubrir los factores ambientales que contribuyen a
la acumulacién de gases invernadero NoO, especialmente en Lake Erie (Laurentian
Great Lakes, USA).

Su modelo predice el comportamiento de largo plazo del camino de denitrificacion,
teniendo 3 pardmetros Booleanos externos (Os, POy, NO3), 4 variables booleanas
(PhoRB, PhoPQ, PmrA,Anr), y 11 variables ternarias (Nar X L, Dnr, Nir@, nar,
nir, nor, nos, NOs, NO, N;O, Ns).

En nuestro contexto, suponemos que toman valores en X,. Las correspondientes
reglas de actualizacién en [1] son:

fPhoRB = neg(PO4), fNarXL = min{Anr, NOg}, fNO = min{NOQ, nir},

fPrhorg = PhoRB, frir  =méx{NirQ, min{Dnr, NO}}, fn,0=min{NO,nor},

frmra =1neg(PhoPQ),  foor =max{NirQ,min{Dnr, NO}}, fn, =min{N2O,nos},
fanr =neg(Os3), frnos =min{Dnr, NO}.

Como no se pueden expresar precisamente 4 variables (Dnr, NirQ@, nar y NOs)
usando solo los operadores MAX, MIN y NOT (indicados con un * en [1, Table 3]),
si bien en [1] hay una descripcién utilizando dichos operadores, esta no se comporta
como lo observado. Por ende, los autores del paper estuvieron forzados a mostrar
todos los valores posibles en tablas suplementarias.

De las tablas de transicién de cada una de las 15 variables, los autores construyen
un sistema dinamico polinomial y computan los puntos fijos del sistema, con un
software basado en computos de bases de Grobner, bajo las condiciones ambientales
de interés que emergen luego de fijar los valores de los parametros externos.

Para mostrar la fortaleza de nuestra herramienta desarrollada en [14], modelamos
su modelo con nuestra configuracién. Para eso tradujimos las funciones mostradas
arriba a operaciones con ® y @ usando la proposiciéon 2.5.

Para las funciones restantes, fpn,, fnirQs frnar ¥ fno,, consideramos las tablas
suplementarias en [1] sin el proceso de suavizacion, ya que los puntos fijos no cambian
(ver lema 2.16).
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4 Ejemplo: Denitrificacién en Pseudomonas Aeruginosa

Por ejemplo, los valores para Nir() mostrados en la figura 4.1.

Podemos ver en la cuarta transiciéon (NarXL = 1, Dnr = 0) — Nir@Q = % no
concuerda con la funcién max{NarX L, Dnr} in [1].

Sin embargo, nosotros podemos representar cualquier funcién multivaluada con
nuestra estructura. Siempre hay una alternativa estandar de hacer esto, construyen-
do la funcién interpoladora en el teorema 2.12.

En este caso hay una mejor alternativa: encontrar una expresiéon mas intuitiva y
simple donde Dnr es un activador y NarX L es un activador leve. (ver Motifs 1y
4 en 2.1.3). Ver figura 4.1.

La regla de actualizacién en [1]: * max{NarX L, Dnr}.
Este asterisco estéd dado a que el valor 1/2 en (0,1) en
la cuarta fila no es obtenido con esta expresion.

NarXL

Expresion interpoladora:

1 1 1
INirg = 3 ®neg(NarXL)? ® neg(neg(Dnr) ® 5)2 ® neg(Dnr ® 5)2
® neg(NarXL)? ® Dnr?

1
P 5 O NarXIL?® neg(Dnr)2

== O O

1 1
® NarX L? ® neg(neg(Dnr) ® 5)2 ©® neg(Dnr ® 5)2

® NarXL?® Dnr?.

Expresién mas simple: fy;.qg = (NarXL o %) @ Dnr.

Figura 4.1: Nir(@) regla de actualizacion.

La tabla de la izquierda es la versién multivaluada no suavizada de
S3 Tabla en [1].

A la derecha: la aproximaciéon de la regla de actualizacion mostrada en
[1].

La regla de actualizacién obtenida por la interpolacion de la tabla de
acuerdo al teorema 2.12; y la expresién obtenida por considerar Dnr
como activador y NarX L como un activador débil.

Las ultimas dos expresiones coinciden con los valores de la tabla.

Dado que tienen representaciones intuitivas, podemos representar

1
fNirQ = (NGTXL © 5) D Dnr

1
Jonr = (Anr © 5) @ (neg(PmrA) ® Anr © NarXL)
fN02 = NO3 ® nar

Por otro lado, para f,,, nos queda:
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4.1 Aplicacién del modelo

1\? 1\? 1\?
fnar: l(NarXL@2) @(DTLT@2) @(NO@Q) ]@

@[3 © (VarxL e (Dur* © NO?))| .

En nuestra configuracion, fijamos el valor de m para todas las funciones en la
red. En este modelo, la mayoria de las variables toman tres valores, correspondiendo
a la eleccion de m = 2.

Las variables Booleanas pueden ser reducidas a tres. En lugar de asignarles valores
arbitrarios en X, = {0,1/2,1}, por ejemplo, los valores 0 o 1, es més razonable en
nuestra configuracién considerar los 8 modelos diferentes resultantes en las restantes
variables 3-valuadas, para cada uno de los posibles valores de las variables booleanas.

Colocamos los valores para cada pardmetro externo booleano (Oy, POy, NO3) y
estudiamos el correspondiente punto fijo de cada uno de los ocho posibles sistemas
por separado.

Las dos condiciones relevantes para la denitrificaciéon con bajo O, son

= La condicién perfecta para la denitrificacion:

Oy = POy =0,NO3 =1 (4.1.1)

= La condicion de denitrificacion interrumpida por la presencia de POy:

Oy =0,POy = NO3 = 1 (4.1.2)

Hay otras dos condiciones con bajo O que los autores en [!] descartan porque
son poco probables en agua dulce: Oy = POy =NO3 =0,y O, = NO3 =0, PO, = 1.

De todas maneras computamos los puntos fijos en nuestra configuraciéon dado
que son faciles de encontrar, y los mostramos en la tabla 4.1. También abordamos
las condiciones restantes, con alto O, (las “condiciones aerébicas”). Los puntos fijos
computados en todos los casos coinciden con los encontrados en [1].
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4 Ejemplo: Denitrificacién en Pseudomonas Aeruginosa

External parameters Steady State
e
%%EE%EQH s«wONOO
< = = |, ™
0, Po,| Nos, |E|IE|&|ZE 2| AZ|8E &8l8 =2 222
0] 0 0 1[1]o[1]o]z[ z][0[z]%]0]0]0[0[O
0] 1 0 ol o]1[1]0]3]35]0]35]3]0/0]0]0]0
1[0 0 1[1[o]Jo]o[o]o]oJojoJo[O0][0[O0]O
1] 0 1 1/ 1]o0o[ojo[o]JoJo[o[o[o[0]O][O]O
1] 1 0 0foJ1[oJoJo[o[o0[0[0[0]O[O]O]O
1] 1 1 ojojJ1]ojo]Jo[of[o]o]o[0oJoO[O]O]O

Cuadro 4.1: Puntos fijos bajo las condiciones ambientales determinadas por parame-

tros externos. Las primeras dos condiciones son descartadas en [1] por
no ser biolégicamente relevante. Los tltimos cuatro casos (las “condi-
ciones aer6bicas”) coinciden con [I, Fig. 2].

Construimos el sistema ® — neg del teorema 2.28 para los 2 casos de interés,
agregando 20 nuevas variables. Aplicamos las reducciones de 3.2 y obtenemos, en
cada caso, un sistema reducido para los puntos fijos.

La condicion de denitrificacién interrumpida por la presencia de PO,

Este caso 4.1.2 genera un sistema de tres ecuaciones en tres variables que tiene
una solucion tnica y determina el punto fijo:

—

Ny

~| PhoRB
~| PhoPQ
S| PmrA
~| Anr

~| NarX
~| Dnr

—| NirQ
—| nar

S
2
1

—| nir
—| nor
~| NyO

—| nos
~| NO

La condicion perfecta para la denitrificacion

Este caso (4.1.1) da lugar a un sistema de cinco ecuaciones en cinco variables que
tiene solucion tnica y determina el punto fijo:

—

RB

o| PhoPQ
~| PmrA
~| Anr

—| NarX
~| NirQ
—| nar

S
= =
1] 1] 1

o| Pho
—| nir

—| nor
~| NO

vi— Dnr
ol NOS

IN| N2

Todos los puntos fijos obtenidos coinciden con los puntos fijos obtenidos en [1].
También implementamos el modelo usando la interpolacién de funciones en teore-
ma 2.12 para fpur, fNirQs frar ¥ fNO,, ¥ computamos los puntos fijos de cada uno
de los ocho sistemas determinados por fijar los valores de los parametros externos.

Los estados estables en la tabla 4.1 son obtenidos directamente.

Al igual que los 2 casos de interés, utilizamos nuestra herramienta mencionada
en esta tesis, y publica en [ 1], sin considerar ninguna reduccién en la red, para los
dos casos restantes.
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5 Experimentacion: El espacio de las
funciones ©®—neg

Un tema interesante a recorrer es la exploracién del espacio de funciones ® —neg.
Dado que las funciones ® — neg son un subconjunto del conjunto de funciones de
F: X! — X' y seran menos que en la proposicién 3.1, surgen muchas preguntas:
cuantas funciones ® — neg efectivamente distintas hay? Cudntas funciones © — neg
con puntos fijos hay? Nuestro trabajo enumera los puntos fijos. Hay alguna forma de
solo contarlos que sea mas eficiente, o de predecir la proporcion de funciones ® —neg
con al menos un punto fijo?

En este capitulo vamos a mostrar un breve analisis, en el que describimos 2
métodos de exploracion del espacio de funciones junto con su implementacién, y
algunas tablas mostrando cantidades de funciones con ciertos parametros fijos.

Sobre el final de este capitulo mostraremos en el Teorema 5.15 la cantidad exacta
de funciones ® — neg para cada eleccién de m y n.

5.1. Generacidon de funciones

5.1.1. Aleatoriamente

La funciéon random_function_generator(n, m, cant_variables_por_fila)
busca construir al azar una funcién de la forma descripta en el Teorema 3.6.
En el input de dicha funcién

= 1 es la cantidad de nodos de nuestra red biolégica, en este caso la cantidad de
fi que tiene F.

= m es la cantidad de posibles estados que puede tener cada nodo.

s cant_variables_por_fila limita la cantidad de variables no nulas relacionadas
a cada ;.

Esta funcion devuelve una matriz de n filas y n + 1 columnas, donde la i-ésima
fila representa a [; como en (3.3.2), queddndose sélo con los coeficientes. Es decir,
[Di1s Pizs ey Dins €|

Notar que, si bien estamos eligiendo parametros aleatorios, los elegiremos entre
—m y m, porque cualquier pardmetro de valor absoluto mayor a m sera equivalente
a utilizar m (o —m), como vimos en la Observacién 2.13, item (i).
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5 Experimentacion: El espacio de las funciones ®—neg

Entonces, se eligen los pj; € [-m,m| N Z, wusando
random.randint (low, high=None, size=None, dtype=int) de la libreria
numpy, que devuelve enteros al azar con distribucién uniforme. Ademas, pedimos
que en cada fila haya a lo sumo cant_variables_por_fila no nulas.

s def random_function_generator(n, m,
cant_variables_por_fila):

17 fun = []

18 for i in range(n):

19 c_i = np.random.randint(m + 1) / m

20 xjs = set(np.random.randint (low=0, high=n, size
=cant_variables _por_fila))

21 1 i for_xjs = np.random.randint(low=-m, high=m,

size=len(xjs)).tolist ()
22 for xj in 1_i_for_xjs:
23 if xj > 0:
24 C_i -= Xj

=[]

i in range(n):

28 if 1 in xjs:

29 1 _i.append(1l_i_for_xjs[jl)
30 j+=1

31 else:

32 1 i.append(0)

34 1 i.append(c_i)
fun.append(1_1i)
36 return fun

5.1.2. Exhaustivamente

La funcién exhaustive_1_i_generator(n,m) busca construir todas las posibles
; para un n y m dados.

o~

> def exhaustive_1_i_generator(n, m):

13 if n == 0:

14 return [[a] for a in range(m + 1)]

15 else:

16 return [x + [a] for x in
exhaustive_1_i_generator(n - 1, m) for a in range(-m
, m + 1)]

v def fix_independent_terms (functions, n, m):
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for f in functions:
add = 0
for j in range(n):
if £[j] > 0:
add += f[j]
f[n] -= add * m
return functions

20 def points_generator(n, m):

5.1 Generacién de funciones

30 if == 0:
31 return []
32 if n == 1:
return [[a]l for a in range(m + 1)]
34 else:
return

5.1.3.

[x + [a]l] for x in points_generator(n -
1, m) for a in range(m + 1)]

Cantidad de funciones total para distintos n y m

Corriendo el programa generador de funciones exhaustivo paran = m = 2 y
para m = 3,n = 2 y, posteriormente, nuestro programa que calcula puntos fijos de
funciones ® — neg, obtuvimos como resultado listas de funciones con descripcion de
sus puntos fijos, y resumimos los resultados en las siguientes tablas:

m=2y n=2
Cantidad de puntos fijos Cantidad de funciones
0 318
1 589
2 186
3 92
4 25
) 12
6 2
7 0
8 0
9 1
Total de funciones 1225
Funciones con al menos un punto fijo 907
Cuadro 5.1: Estadisticas sobre las funciones ® — neg con m = n = 2. La lista

completa puede explorarse en [31]
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5 Experimentacion: El espacio de las funciones ®—neg

m=3y n=2
Cantidad de puntos fijos Cantidad de funciones
0 1885
1 3729
2 868
3 214
4 250
5 84
6 0
7 21
8 4
9 0
10 0
11 0
12 0
13 0
14 0
15 0
16 1
Total de funciones 7056
Funciones con al menos un punto fijo 5171

Cuadro 5.2: Estadisticas sobre las funciones ® — neg con m = 3,n = 2. La lista
completa puede explorarse en [32]

Distribuciéon de Funciones por Puntos Fijos
4’000\\\\\\\\\\\\\\\

w
janl
el
o

T
|

2,000 | f

1,000 :

...

T T T T T
012345678 9101112131415
Numero de Puntos Fijos

Numero de Funciones

Figura 5.1: Histograma sobre las funciones ©® — neg con m = 3, n = 2.
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5.2 Analisis sobre la cantidad de funciones & — neg en general

5.2. Analisis sobre la cantidad de funciones ® — neg
en general

5.2.1. Cantidad de funciones © — neg

Proposicién 5.1. La cantidad de funciones ® — neg para m y n es al menos (m +
D™m+D™ “donde n' € N es tal que n > (20’ + 1)(m + 1)" +n/ — 1

Demostracion. Una cota inferior que podemos inferir nos la da nuestro interpolador:
si observamos en el Teorema 2.12, recordemos que nuestras funciones ® — neg tienen
la siguiente forma:

f(xla'--axn): @ f(zlaz%azn)@gll(xl)@®€ln('xn>7

(il,ig,...,in)EXﬂL
» Hay (m + 1)" elementos en X

= Por lo tanto, esa es la cantidad de sumandos en la interpolaciéon. Usando la
observacién 2.4 para deshacernos del operador @, esto agrega (m + 1)" — 1
variables.

» Dentro de cada sumando hay n [;;. Cada una tiene su g; y h; que tienen 1
sumando cada una. En total, al usar 2.4, agregamos 2n variables por cada
sumando del interpolador.

= Nuevamente, como hay (m + 1) sumandos en la interpolacién, los [;; agregan
2n - (m + 1) variables en total.

» Es decir que, en el interpolador traducido a una funciéon @ — neg, hay n+ (m+
D"—=142n-(m+1)"=2n+1)(m+ 1)" +n — 1 variables.

Entonces, si partimos de funciones f : X' — X,, distintas, llegamos a funciones
® —neg f/: X2n+Dm+)"+n=1 digtintas.

Por lo tanto, la cantidad de funciones ® — neg f’ : X@nDim+l)"n=1 o x
distintas son al menos tantas como la cantidad de funciones f : X! — X,, distintas,
que sabemos que son (m + 1)m+1)",

]

Proposiciéon 5.2. Dados n y m, la cantidad de funciones ©® — neg es a lo sumo
(m + 1)m+D"

Demostracion. Esto vale ya que que esa cota es la cantidad total de funciones f :
X' — X,,. El argumento para esta cuenta puede verse en la proposiciéon 3.1 O

Recordemos que
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5 Experimentacion: El espacio de las funciones ®—neg

Observacion 5.3. Toda funcion © — neg f tiene una representacién de la forma
max(0, ¢(x)), donde

U(z) = [a1, a2, ..., ap) % [21,...; 2]  + (¢ = > _a;) donde a; > 0sii € Ay  (5.2.1)
icA
a; <0site B

con a; € [—m,m].

Demostracion. La forma matricial es la representacion que venimos trabajando.
Por (i) en la Observacion 2.13, podemos pedir que ¢ cumpla —m < a; < m pa-
ra todo 7, con 1 <1 < n. O

Proposicion 5.4. Dados n y m, la cantidad de funciones ® — neg es a lo sumo
2m+1)"m+1

Demostracion. Si contamos todas las funciones posibles, usando la notacién
de (5.2.1), vamos a notar que

» Cada a; tiene 2m + 1 opciones posibles, ya que a; € [—m, m| N Z

e (2m + 1)" opciones para la tupla de a;.

= ¢ tiene m + 1 opciones, ya que ¢ € X,,

e Podemos separar c =0, yaque c=0— [ = 0.

Por lo tanto, la cantidad total de funciones con estas caracteristicas es (2m +
1)"m + 1. O

Observacion 5.5.

= Para n = m = 2, la proposicién 5.2 nos indica que la cantidad de funciones
® — neg es menor o igual a 3%° = 19683.

= En cambio, la proposicion 5.4 nos indica que la cantidad de funciones ® — neg
es menor o igual a (2-2+1)? -2+ 1 =51.

= En 5.1.3 vimos que la cantidad de funciones ® — neg en dicho caso es 35.

Buscaremos una cota méas ajustada.
Recordemos la observacion (ii). Con esto se puede generalizar a:

Proposicién 5.6.

@:Uf @neg(xj)qj ern = @xz @neg(zj) @7711

i€A  jeB

Esta observacion se puede extender de varias formas:
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5.2 Analisis sobre la cantidad de funciones & — neg en general

Lema 5.7. Sip > ¢, entonces
c c
xP O — = x€ ® —
m m
Demostracion. Six = 1, es trivial que la funcién vale <. Si x = 0 la funcién vale 0.

Supongamos = € X,,\{0,1}.
Entonces la funcién va a valer 0:

o —<0
m
plr—1)+ = <0
m
c 1
P m(x —1)
S € 1
p_m(l—x)

Como z € X,,\{0,1} entonces x = % con 1 < ¢ <m — 1. Entonces

—_

—~
—_
—
8
~—

3N

m

Slo 3o 3o
|
|

(m— )

m—c’

Es decir que, en particular, sucede si p > ¢ > —. O

m—c

Observacion 5.8. La cota en el exponente en el Lema 5.7 es tan ajustada como puede
ser, pues puede verse que, parap=c— 1, x = mT_l daria un contraejemplo.

Observacion 5.9. Si p > ¢, entonces para todo y vale que
c . C

neg(y)’ © — =neg(y)*© —,

m m

ya que basta tomar z = neg(y) en el Lema 5.7.
Esto quiere decir que

Observacion 5.10.

Oat Oneg(a) O = Qi *) eyl ™" O &

i€A  jeB

Proposiciéon 5.11. Dados n y m, la cantidad de funciones ©® — neg es a lo sumo
mo2e+1)m
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5 Experimentacion: El espacio de las funciones ®—neg

Demostracion. Usando la notacion matricial (5.2.1) y la observacién 5.10 nos queda
que para para ¢, con 0 < ¢ < m,

#{lo(x) = Qut Oneglay)® O 11} = (2e+ 1"

Por lo tanto

D =3 #1)} = 3 (20 1)
por lo que -
#{funciones ® —neg} < #{I} < Z(Qc + 1) (5.2.2)

Observacion 5.12.

= Paran = m = 2, esto nos indica que la cantidad de funciones ® —neg es menor
o igual a 3°2_,(2¢ +1)? = 12 4 3% + 52 = 35 ahora coincide con la cantidad de
funciones ® — neg calculadas exhaustivamente en 5.1.3.

» Paran =2y m = 3, esto nos indica que la cantidad de funciones ® — neg es
menor o igual a 32 (2¢ + 1)? = 12 + 32 + 5% + 49 = 84 ahora coincide con la
cantidad de funciones ® — neg calculadas exhaustivamente en 5.1.3.

Proposicion 5.13. Dados n, m, p1 < ¢1,p2 < o,

fi: X0 = X, fi(w) =2 © 2, fo: X7 — Xy, fo(w) = 272 © 2.

Si f1 = fa, entonces ¢c1 = ¢ Yy p1 = pa.
Demostracion.

Primero veamos que ¢; = cz. Con f € {f1, fo}, f(1) = 17 ® £ = <. Luego,
A=fl)=f(1)=2c=c

Para ver que p; = p,, sabiendo que ¢ = ¢; = ¢s, evaluemos en ™= a f € {fi, fo}:

1 (5) i (0.5 =0 (1-55))

= max (O, ¢ —p)
m

C_
= pues e >p
m

Luego, = = fi (m_l) = fo (%) =B op =p o

Proposiciéon 5.14. Consideremos dos funciones f1, fo de la forma
, , c
fo=Qal Onegla;)” O —,
i€cA  jeB m
donde p; < c¢,q; < cVi,j5. Entonces fi y fa son iguales si y solo si todos sus
exponentes y sus constantes son iguales.
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5.2 Analisis sobre la cantidad de funciones & — neg en general

Demostracion. Evaluando en x; = 1,7; = 04,5, fu(r) = %, por lo que f; = f;
implica que las constantes son iguales.

Si A # 0, evaluando en z; = 1,z; = 0Vi,5,1 # [, tenemos que fi(z) = 2" ©
~. Por 5.13, esto significa que f; = f, implica que los exponentes referidos a x;
son iguales. Evaluando en z; = 1,2; = 0 Vi,j,j # [, llegamos a una conclusién
similar. O

Teorema 5.15. Dados n y m, la cantidad de funciones f : X] — X,, que son
® —neg es > (2c+ 1)"

Demostracion. Se sigue de lo demostrado en las Proposiciones 5.11, 5.13 y 5.14. O
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6 Conclusiones y trabajo futuro

Modelos con tiempo y valores discretos, como las redes booleanas multivaluadas
estudiadas acd, son ampliamente aplicables en biologia y mas alla, como en inge-
nieria, ciencias de la computacion y fisica. Matematicamente, son un conjunto simple
de funciones sobre cadenas de longitud finita dada sobre un alfabeto finito. Como
tal, no hay una estructura matematica que pueda ser usada para clasificarlas o ana-
lizarlas. Su dinamica es capturada por grafos dirigidos, exponencial en el niimero
de variables en el modelo o por reglas logicas encapsuladas en diagramas dirigidos,
dependientes de la eleccién de un orden de las variables. Tradicionalmente, una si-
mulacién exhaustiva o un muestreo en el espacio de estados, para modelos grandes,
ha sido el tinico enfoque para caracterizar la dinamica del modelo.

Una estrategia para crear herramientas matematicas disponibles para este
proposito es basarse en la observacion de que toda funcién f : k™ — k puede
ser expresada como una funcién polinémica sobre un cuerpo finito k. Esto permite
usar herramientas del algebra computacional. Por ejemplo, la descomposicion pri-
maria de ideales monomiales puede ser usada para encontrar una ingenieria inversa
de redes reguladoras de genes a partir de la evoluciéon temporal de observaciones
experimentales [25, 29].

Basado en nuestro trabajo conjunto [!1] proponemos un enfoque diferente para
aplicar herramientas matematicas al problema del anélisis de modelos discretos con
cualquier nimero finito de valores. Usando las operaciones de la légica multivalua-
da, conectamos esta clase de modelos a problemas combinatorios y de geometria
enumerativa, en particular el calculo de puntos racionales en politopos. Esto, com-
binado con un método de reduccién de modelos generalmente resulta en modelos
sustancialmente mas chicos con estados de equilibrio en correspondencia uno a uno
con los estados de equilibrio del modelo original. Los pasos de reduccion son ad hoc,
y no hay teoria detras que nos permita derivar en un modelo minimal reducido o
incluso un resultado acerca de si el orden en el que se aplican las reducciones impor-
ta en términos del modelo reducido final. Creemos que en este contexto se pueden
descubrir atiin mas resultados matematicos interesantes. El proximo paso importan-
te de nuestro trabajo es utilizar estas herramientas presentadas para entender por
completo las dinamicas de los modelos.

En general, creemos que las redes multivaluadas y modelos relacionados son ricos
y fascinantes objetos matematicos que mezclan combinatoria, dlgebra y sistemas
dindmicos. Estos pueden ser estudiados desde el punto de vista aplicado o por pura
razones matematicas o ambos, como en [15].

Un camino prometedor para trabajo futuro es la implementacion del Algoritmo 1,
introduciendo la capacidad de usar variables auxiliares y transformar funciones ar-
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6 Conclusiones y trabajo futuro

bitrarias en una funciéon ® — neg.
También nos quedan preguntas interesantes sobre el espacio de funciones ®—neg,
como las nombradas en el capitulo 5:

= ; Cudntas funciones ® — neg con al menos un punto fijo hay, dados n y m?

= ; Se puede predecir, quizas en algin limite, la proporcién de funciones con al
menos un punto fijo?

= ; Coémo se pueden explicar a priori los resultados de las tablas 5.1.3 y 5.1.37

= ; Hay alguna forma de solo contar los puntos fijos de una funcién que sea mas
eficiente?
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