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Resumen

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales aparecen en el modelado
de diversas disciplinas. La teorı́a clásica asume que los términos no lineales involucrados
son de tipo potencia. Sin embargo, estas ecuaciones resultan ser insuficientes para describir
algunos fenómenos y una clase más general se está empleando para el modelado de medios
inhomogéneos y anisotrópicos. Este tipo de ecuaciones no lineales, donde la ley de crecimiento
es más general que una potencia, se conoce como ecuaciones con crecimiento no estándar.

En esta tesis nos concentramos en ecuaciones diferenciales con crecimiento no estándar
conocidas como ecuaciones con exponentes variables. Sus aplicaciones incluyen el modelado
de fluidos no Newtonianos, la reconstrucción de imágenes y el proceso de filtración de gases
en medios porosos inhomogéneos.

En primer lugar, presentamos modelos que involucran ecuaciones diferenciales no lineales
con exponentes variables, provenientes de aplicaciones, y luego presentamos las herramientas
matemáticas que se utilizan para estudiar este tipo de ecuaciones.

A continuación nos enfocamos en una familia particular de ecuaciones con crecimiento no
estándar inicialmente considerada en el trabajo de X. Fan. Desarrollamos un estudio detallado
de resultados conocidos para esta familia y además obtenemos un resultado novedoso para la
misma. Finalmente presentamos ejemplos de ecuaciones donde estos resultados se aplican.
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6.1. Hipótesis y consecuencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
6.2. Existencia de solución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.3. Principio de comparación y unicidad de solución . . . . . . . . . . . . . . . 53
6.4. Acotación de soluciones y Principio del máximo . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Capı́tulo 1

Introducción

La teorı́a moderna de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se enfoca en pro-
blemas no lineales—aquellos para los cuales no se verifica que una combinación lineal de
soluciones es solución. Estas ecuaciones aparecen en el modelado de diversas disciplinas,
entre ellas la ingenierı́a, la fı́sica, la quı́mica y la biologı́a.

La teorı́a clásica de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales asume
que los términos no lineales involucrados son del tipo potencia. Sin embargo, esta clase de
ecuaciones resulta ser insuficiente para describir algunos fenómenos fı́sicos. Hoy en dı́a se
está empleando una clase más general para el modelado de materiales inhomogéneos (con
distintas propiedades en distintos puntos), anisotrópicos (con diferente comportamiento en
distintas direcciones), procesos difusivos en medios porosos fuertemente inhomogéneos, y
en modelos que abarcan desde la ciencia de materiales moderna, hasta la meteorologı́a y la
restauración de imágenes.

Este tipo de ecuaciones en derivadas parciales no lineales, donde la ley de crecimiento es
más general que una potencia, se conoce como ecuaciones con crecimiento o estructura no
estándar—denominación introducida en [54] y [55]. Incluye una amplia clase de ecuaciones
que inspira investigaciones recientes en la comunidad matemática y requiere una variedad de
herramientas modernas para construir un entorno analı́tico funcional adecuado.

En esta tesis nos concentramos en una clase de ecuaciones diferenciales con crecimiento no
estándar conocida como ecuaciones en derivadas parciales con exponentes variables. Tienen
una vasta gama de aplicaciones, tales como el modelado de fluidos no Newtonianos (por
ejemplo fluidos electrorreológicos [63] o termorreológicos [4]). Otras áreas de aplicación
incluyen la elasticidad no lineal [70], reconstrucción de imágenes [1] y [20], el modelado de
conductores eléctricos [71], ası́ como el proceso de filtración de gases en medios porosos no
homogéneos [5].

Los espacios funcionales adecuados para el estudio del tipo de ecuaciones aquı́ consi-
deradas son los Espacios de Lebesgue con exponente variable Lp(·)(Ω) y los de Sobolev
W 1,p(·)(Ω), donde 1 < p(x) < ∞, que generalizan a los espacios clásicos de Lebesgue y
Sobolev Lp(Ω) y W 1,p(Ω) y son estudiados en detalle en [29].
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10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

En la tesis, en primer lugar, presentamos algunos modelos que involucran ecuaciones
diferenciales no lineales con exponentes variables, provenientes de distintas aplicaciones.

Luego, presentamos las herramientas matemáticas que se utilizan para estudiar este tipo
de ecuaciones.

A continuación nos enfocamos en el estudio de una familia particular de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales con crecimiento no estándar de la forma

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u) enΩ. (1.1)

Esta familia de ecuaciones viene dada por A(x, s, η) que satisface

λ0|η|p(x)−2|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, η)ξiξj ≤ Λ0|η|p(x)−2|ξ|2, ξ ∈ RN , (1.2)

donde 0 < λ0 ≤ Λ0, y tiene un miembro derecho dado por B(x, s, η) ̸≡ 0. En el caso
particular en que p(x) ≡ 2 la ecuación es uniformemente elı́ptica ya que cumple

λ0|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, η)ξiξj ≤ Λ0|ξ|2, ξ ∈ RN .

Sin embargo, p(x) es variable y cumple 1 < pmin ≤ p(x) ≤ pmax < ∞. En consecuencia
la ecuación (1.1) no es uniformemente elı́ptica. En efecto, (1.2) indica que es singular en las
regiones donde 1 < p(x) < 2

(
λ0|η|p(x)−2 → ∞ cuando |η| → 0

)
, y degenerada en aquellas

donde p(x) > 2
(
Λ0|η|p(x)−2 → 0 cuando |η| → 0

)
.

Esta familia fue inicialmente considerada en el trabajo de X. Fan [32], donde se probó la
regularidad C1,α de soluciones débiles acotadas. En [68], N. Wolanski probó una Desigualdad
de Harnack para esta familia.

En el trabajo de C. Lederman y N. Wolanski [48] (ver Sección 3 de dicho trabajo),
utilizando las hipótesis consideradas en [32], se probaron distintos resultados para estas
ecuaciones. Entre ellos, existencia de solución, unicidad y acotación de soluciones.

El método utilizado para probar existencia de solución consiste en mostrar que, dada
ϕ ∈ W 1,p(·)(Ω), existe un minimizante u del funcional de energı́a

J Ω(v) =

∫
Ω

F (x, v,∇v) dx, (1.3)

en ϕ+W
1,p(·)
0 (Ω) y en consecuencia u es solución de (1.1), con

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η),

B(x, s, η) = Fs(x, s, η).

En la tesis desarrollamos un estudio detallado de resultados conocidos para esta familia
de ecuaciones.
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Analizamos además la relación entre las distintas nociones de solución para las ecuaciones
estudiadas. A saber, débil, viscosa y clásica. Estos resultados son novedosos para esta familia.
Esta clase de resultados tiene aplicaciones en distintos contextos, por ejemplo, en el estudio
de problemas de frontera libre (ver [13], [36], [69]).

Finalmente presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se aplican los resultados
estudiados.

Un ejemplo particular en esta clase de ecuaciones viene dado por

∆p(x)u := div(|∇u(x)|p(x)−2∇u) = f(x).

El operador ∆p(x), llamado p(x)-Laplaciano, extiende el Laplaciano, que se obtiene en el caso
particular en que p(x) ≡ 2, y el p-Laplaciano, en el caso en que p(x) ≡ p. Este es un operador
prototı́pico en la clase de operadores con crecimiento no estándar.

También se encuentra en la familia considerada la ecuación de la forma (1.1), proveniente
del funcional de energı́a (1.3), para F dada por

F (x, s, η) = G(x, η) + f(x, s),

con
G(x, η) = G̃

(
|η|p(x)

)
, f(x, s) = g(x)s,

donde G̃′′ ≥ 0.

Organización de la Tesis
La tesis está organizada de la siguiente manera:
En el Capı́tulo 2 presentamos algunos modelos que involucran ecuaciones diferenciales

no lineales con exponentes variables, provenientes de distintas aplicaciones.
En los Capı́tulos 3, 4 y 5 presentamos distintas definiciones y resultados preliminares

que serán necesarios para el estudio de la familia de ecuaciones que abordamos. En parti-
cular, introducimos los Espacios de Sobolev con exponente variable W 1,p(·)(Ω) que son los
apropiados para trabajar con estas ecuaciones.

En el Capı́tulo 6 desarrollamos un estudio detallado de resultados conocidos para la familia
de ecuaciones

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u) enΩ.

Incluimos resultados de existencia de solución, Principio de comparación, unicidad de solu-
ción. También, acotación de soluciones, Principio del máximo, regularidad de soluciones y
Desigualdad de Harnack.

Analizamos además la relación entre las distintas nociones de solución para las ecuaciones
estudiadas. A saber, débil, viscosa y clásica. Estos resultados son novedosos para esta familia.

Finalmente, en el Capı́tulo 7 presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se
aplican los resultados del Capı́tulo 6. Además, incluimos un Apéndice donde comentamos
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interesantes resultados para ecuaciones diferenciales con crecimiento no estándar que en
particular incluyen ecuaciones que no hemos tratado en la tesis.



Capı́tulo 2

Algunos modelos con exponentes
variables

El estudio sistemático reciente de ecuaciones diferenciales con exponentes variables fue
motivado por la descripción de distintos modelos tales como fluidos electrorreológicos y
termorreológicos, procesamiento de imágenes, o robótica. Para una introducción a estos
temas referimos a [40] y [60].

2.1. Procesamiento de imágenes
Este ejemplo se debe a Chen, Levine, Rao [20], y concierne a aplicaciones a la restauración

de imágenes. Consideremos una entrada I—la imagen recibida—que corresponde a tonos de
gris en un dominio Ω ⊂ R2. Suponemos que I está compuesta por la imagen verdadera
corrompida por el ruido. Supongamos que el ruido es aditivo, es decir, I = T + η, donde T
es la imagen verdadera y η es el ruido. El efecto del ruido se puede eliminar suavizando la
entrada. Suavizar corresponde a minimizar la energı́a

E1(v) =

∫
Ω

(|∇v(x)|2 + |v(x)− I(x)|2) dx.

Desafortunadamente, suavizar destruye los pequeños detalles de la imagen, por lo que este
procedimiento no es satisfactorio. Un enfoque mejor es el suavizado de variación total. Dado
que un borde en la imagen da lugar a un gradiente muy grande, los conjuntos de nivel alrededor
del borde son muy distintos, por lo que este método hace un buen trabajo preservando los
bordes. El suavizado de variación total corresponde a minimizar la energı́a

E2(v) =

∫
Ω

(|∇v(x)|+ |v(x)− I(x)|2) dx.

Lamentablemente, el suavizado de variación total no solo preserva los bordes, sino que
también crea bordes donde no los habı́a en la imagen original. Al observar E1 y E2, Chen,

13



14 CAPÍTULO 2. ALGUNOS MODELOS CON EXPONENTES VARIABLES

Levine y Rao sugirieron que una energı́a apropiada es

E(v) =

∫
Ω

( |∇v(x)|p(x)

p(x)
+

1

2
|v(x)− I(x)|2

)
dx,

donde 1 ≤ p(x) ≤ 2. Esta función deberá ser cercana a 1 donde probablemente haya bordes,
y cercana a 2 donde probablemente no haya bordes. La ubicación aproximada de los bordes
se puede determinar simplemente suavizando los datos de entrada y observando dónde el
gradiente es grande.

Con técnicas similares a las desarrolladas en el Capı́tulo 6, se prueba que un minimizante
de E es solución de

∆p(x)u = u− I.

2.2. Fluidos no Newtonianos

2.2.1. Introducción
Las ecuaciones que modelan un fluido homogéneo, incompresible (ver por ejemplo [3] y

[52]) son {
ut + (u · ∇)u− div(S(x,Du)) +∇π = f,

divu = 0,

donde u es la velocidad, π la presión y f la fuerza externa.
La primera ecuación describe la conservación del momento y la segunda es la condición

de incompresibilidad.
Se denomina tensor de esfuerzo a

T = −πI + S(x,Du),

donde
Du =

1

2
(∇u+∇ut)

es la parte simétrica del gradiente de u, llamado también tensor de deformación.
En el caso en que S(x,Du) tiene la forma

S(x,Du) = νDu,

con ν una constante positiva, al fluido se lo llama Newtoniano. Un ejemplo de este tipo de
fluidos es el agua.

Si S(x,Du) depende de Du en forma no lineal, al fluido se lo llama no Newtoniano.
Ejemplos de este tipo de fluidos son pintura, sangre, ketchup, dentı́frico.
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2.2.2. Fluidos electrorreológicos
Los fluidos electrorreológicos (referimos a Ružička [63] para una monografı́a sobre este

tema) son fluidos que se caracterizan por su capacidad para experimentar cambios significati-
vos en sus propiedades mecánicas al aplicarles un campo eléctrico. Esta propiedad puede ser
aprovechada en aplicaciones tecnológicas, como embragues, amortiguadores y equipamiento
de rehabilitación, por nombrar algunas. Se atribuye a Winslow [67] la primera observación
del comportamiento de los fluidos electrorreológicos en 1949. Los primeros fluidos tenı́an
grandes impedimentos, como ser, la naturaleza abrasiva y la inestabilidad de la suspensión y
los enormes requisitos de voltaje necesarios para un cambio significativo en las propiedades
del material. Se realizaron grandes avances para superar dichos obstáculos y en la actualidad
se dispone de materiales que hacen posibles los dispositivos mencionados anteriormente.

La ecuación constitutiva para el movimiento de un fluido electrorreológico es

ut − divS(x,Du) + (u · ∇)u+∇π = f, (2.1)

donde u es la velocidad del fluido, π es la presión, f representa la fuerza externa y el tensor
de esfuerzo T tiene la forma

T = −πI + S(x,Du),

S(x,Du) = µ(x)
[
1 + |Du(x)|2

] p(x)−2
2 Du(x),

donde Du = (∇u+∇ut)/2 es la parte simétrica del gradiente de u, y µ y p(x) dependen del
campo eléctrico.

Observamos que el término diferencial de orden más alto en (2.1) es

div
(
µ(x)

[
1 + |Du(x)|2

] p(x)−2
2 Du(x)

)
.

2.2.3. Fluidos termorreológicos
En los últimos años se han propuesto distintas relaciones constitutivas no lineales para

el tensor de esfuerzos. En [61], Rajagopal y Ružička han discutido modelos matemáticos
de fluidos electrorreológicos donde, como condición de crecimiento, el exponente depende
del campo eléctrico. En el trabajo [4], los autores están interesados en el análisis de flujos
estacionarios de fluidos que están fuertemente influenciados por el campo de temperatura, en
lugar de por un campo eléctrico externo, los llamados fluidos termorreológicos. Los autores
estudian un sistema de ecuaciones que describe un flujo termoconvectivo estacionario de un
fluido no Newtoniano. Suponen que el tensor de esfuerzos T tiene la forma

T = −πI +
(
µ(θ) + τ(θ)|D(u)|p(θ)−2

)
D(u),

donde u es el vector velocidad, π es la presión, θ es la temperatura y µ, p y τ son coeficientes
dados que dependen de la temperatura. D(u) es el tensor de deformación.
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Las ecuaciones consideradas en [4] son las siguientes: Ω es un subconjunto abierto y
acotado de RN , N = 2, 3 y las funciones θ(x), u(x) = (u1, ..., uN), π(x) satisfacen las
ecuaciones

(u · ∇)b(θ) = ∆θ + g,

θ(x) = θ1(x), x ∈ ∂Ω,

(u · ∇)u = div
((

µ(θ) + τ(θ)|D(u)|p(θ)−2
)
D(u)

)
−∇π + f,

divu = 0,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

En estas ecuaciones u, π y θ son respectivamente el campo de velocidad, la presión y la
temperatura del fluido,

D(u) =
1

2
(∇u+∇ut),

es el tensor de deformación, f es la fuerza externa. Los coeficientes b, µ, p y τ dependen de
la temperatura θ.

2.3. Medios porosos no homogéneos
Las ecuaciones del tipo

ut − div(|u|γ(x,t)∇u) = f en Ω× [0, T ], (2.2)

con exponente variable γ(x, t), donde Ω ⊂ RN , N = 3, aparecen de manera natural en la
mecánica de medios continuos. Consideremos el movimiento de un gas barotrópico ideal—es
decir, su densidad depende sólo de la presión—a través de un medio poroso (por ejemplo,
arena, arcilla). Sea ρ la densidad del gas, V la velocidad y p la presión. El movimiento está
gobernado por la ley de conservación de masa

∂ρ

∂t
+ div(ρV ) = 0,

la ley de Darcy, que para un medio no homogéneo tiene la forma

V = −k(x)∇p,

donde k(x) es una matriz dada, y la ecuación de estado p = P (ρ). Generalmente se asume que
P (s) = µsα con µ y α constantes. Las condiciones anteriores llevan entonces a la ecuación
para la densidad ρ

∂ρ

∂t
=

µα

1 + α
div(k(x)∇ρ1+α).
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Si además se asume que p puede depender explı́citamente de (x, t) y tiene la forma p = µργ(x,t),
la ecuación para ρ se convierte en

∂ρ

∂t
= µ div(k(x)ρ∇ργ(x,t)),

y puede escribirse en la forma

∂ρ

∂t
= µ div

(
k(x)γ ργ∇ρ+ (ργ+1 lnρ)k(x)∇γ

)
. (2.3)

En [5] se deduce la ecuación (2.3) y se estudia la ecuación (2.2), que es una versión simplificada
de (2.3).
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Capı́tulo 3

Preliminares I

3.1. Algunos resultados de análisis real y funcional
Teorema 3.1 (Desigualdad de Chebyshev). Si f(x) ≥ 0 es una función medible en E ⊂ RN

y C > 0, entonces

|{x : x ∈ E, f(x) ≥ C}| ≤ 1

C

∫
E

f(x) dx.

Demostración. En efecto, sea E ′ = {x : x ∈ E, f(x) ≥ C}. Entonces∫
E

f(x) dx =

∫
E′
f(x) dx+

∫
E\E′

f(x) dx ≥
∫
E′
f(x) dx ≥ C|E ′|.

Teorema 3.2 (Teorema de Egorov). Sea E ⊂ RN un conjunto de medida finita. Sea {fk}∞k=1

una sucesión de funciones medibles definidas en E que converge en casi todo punto a una
función medible y finita f . Entonces, para todo δ > 0, existe un conjunto cerrado F ⊂ E tal
que

|E \ F | < δ y

fk−→f uniformemente en F.

Demostración. Ver Teorema 4.17 en [66].

Teorema 3.3 (Lema de Fatou). Sea {fk}∞k=1 una sucesión de funciones medibles no negativas
definidas en E ⊂ RN . Entonces,∫

E

(ĺım inf
k→∞

fk) dx ≤ ĺım inf
k→∞

∫
E

fk dx.

Demostración. Ver Teorema 5.17 en [66].

19
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Teorema 3.4 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea {fk}∞k=1 una sucesión
de funciones medibles no negativas definidas en E ⊂ RN que converge en casi todo punto a
cierta función medible f . Supongamos que existe una función medible ϕ, definida en E, tal
que ∫

E

ϕ dx < ∞,

0 ≤ fk(x) ≤ ϕ(x), c.t.p.x ∈ E, ∀k ≥ 1.

Entonces,

ĺım
k→∞

∫
E

fk dx =

∫
E

f dx. (3.1)

La función ϕ suele llamarse función mayorante, lo que justifica que al teorema se lo
conozca también como Teorema de convergencia mayorada.

Demostración. Ver Teorema 5.19 en [66].

Teorema 3.5 (Teorema sobre convergencia débil en espacios de Banach reflexivos). Sea B
un espacio de Banach reflexivo, y sea {xn} una sucesión acotada en B. Entonces, existe una
subsucesión {xnk

} y x ∈ B tal que xnk
⇀ x (es decir, xnk

converge débilmente a x en la
topologı́a σ(B,B′)). Más precisamente,

⟨f, xnk
⟩ → ⟨f, x⟩ ∀f ∈ B′.

Además, si ∥xn∥ ≤ C ∀n, entonces ∥x∥ ≤ C.

Demostración. Ver Teorema 3.18 y Proposición 3.5 de [14].

Teorema 3.6. SeaB un espacio de Banach yC ⊂ B un conjunto convexo y cerrado. Entonces,
C es débilmente cerrado en σ(B,B′), es decir, cerrado en la topologı́a débil σ(B,B′).

Demostración. Ver el Teorema 3.7 en [14].

El Teorema de la divergencia expresa una relación entre una integral de volumen sobre
una región y una integral de superficie tomada sobre la frontera de esa región.

Definición 3.1 (Frontera de clase C1). Sea Ω ⊂ RN un abierto acotado. Decimos que ∂Ω es
C1, si para cada punto x0 ∈ ∂Ω, existen r > 0 y una función C1 γ : RN−1 → R tales que —
reordenando las variables y reorientando los ejes coordenados, si es necesario—tenemos

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) |xn > γ(x1, . . . , xN−1)}.
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Teorema 3.7 (Teorema de la divergencia). Sea Ω ⊂ RN un abierto acotado con frontera de
clase C1. Si v : Ω̄ → RN , v = v(x) = (v1(x), . . . , vn(x)), vi ∈ C1(Ω̄), 1 ≤ i ≤ N , entonces∫

Ω

divv dx =

∫
∂Ω

v · n dS,

donde n = n(x) es el vector normal exterior unitario a ∂Ω y

divv = ∇ · v =
N∑
i=1

∂vi
∂xi

.

Demostración. La demostración en el caso de R3 puede encontrarse en el Teorema 12.6 de
[7] con hipótesis simplificadas. Para el caso de RN , ver Teorema 5.16 y Observación, en [31]
(pág 236).

Teorema 3.8 (Teorema de representación de Riesz). Sea H, ⟨·, ·⟩ un espacio de Hilbert. Sea
L : H → R un funcional lineal continuo. Entonces existe una única u ∈ H tal que

⟨u, v⟩ = L(v) ∀v ∈ H.

Además,
∥u∥H = ∥L∥H′ .

Demostración. Ver Teorema 5.5 en [14].

A continuación enunciaremos el Teorema de Lax Milgram, para lo cual necesitamos dos
definiciones previas.

Definición 3.2 (Continuidad de a(·, ·)). Sea a : H ×H → R una forma bilineal. Se dice que
a(·, ·) es continua, si existe C1 ≥ 0 tal que

|a(u, v)| ≤ C1∥u∥ ∥v∥ ∀u, v ∈ H.

Definición 3.3 (Coercividad de a(·, ·)). SeaH, ⟨·, ·⟩ un espacio de Hilbert. Sea a : H×H → R
una forma bilineal. Se dice que a(·, ·) es coerciva, si existe C2 > 0 tal que

a(v, v) ≥ C2∥v∥2 ∀v ∈ H.

Teorema 3.9 (Teorema de Lax Milgram). SeaH , ⟨·, ·⟩ un espacio de Hilbert. Sea a : H×H →
R una forma bilineal continua y coerciva. Dado L : H → R un funcional lineal continuo,
existe una única u ∈ H tal que

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H.

Además,
∥u∥H ≤ 1

C2

∥L∥H′ ,

donde C2 es la constante de coercividad de a(·, ·).
Demostración. Ver Corolario 5.8 en [14].
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3.2. Algunas desigualdades
En esta sección incluimos algunas desigualdades que serán de utilidad en el Capı́tulo 6.

Lema 3.1. Si 1 ≤ p < ∞ y a, b ≥ 0, entonces

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp). (3.2)

Demostración. Si p = 1, entonces (3.2) es una igualdad trivial. Para p > 1, la función tp es
convexa en [0,∞); es decir, su gráfica se encuentra por debajo de la lı́nea que une los puntos
(a, ap) y (b, bp). Entonces, (a+ b

2

)p

≤ ap + bp

2
,

de donde se deduce inmediatamente (3.2).

Lema 3.2. Sean η, η′ ∈ RN tales que |η′| ≥ |η| y 0 ≤ t ≤ 1
4
. Entonces, se cumple la

desigualdad

|η′ + t(η − η′)| ≥ 1

4
|η − η′|.

Demostración. Dado que |η′| ≥ |η|, obtenemos

|η − η′| ≤ |η|+ |η′| ≤ 2|η′|. (3.3)

Para 0 ≤ t ≤ 1
4
, usando (3.3) deducimos

|η′ + t(η − η′)| = |η′ − t(η′ − η)| ≥
∣∣∣|η′| − |t(η′ − η)|

∣∣∣
≥ |η′| − t|η′ − η| ≥ 1

2
|η − η′| − t|η − η′|

≥ 1

2
|η − η′| − 1

4
|η − η′| = 1

4
|η − η′|.

Teorema 3.10 (Desigualdad de Young). Sean a, b ≥ 0, ε > 0 y 1 < p, q < ∞, tales que

1

p
+

1

q
= 1.

Entonces

i)

ab ≤ ap

p
+

bq

q
. (3.4)
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ii)
ab ≤ εp

ap

p
+

1

εq
bq

q
.

iii)
a ≤ εap + C(ε, p).

Demostración. La desigualdad (3.4) es una consecuencia directa de la concavidad de la
función logaritmo en (0,∞)

log

(
1

p
ap +

1

q
bq
)

≥ 1

p
log(ap) +

1

q
log(bq) = log(ab).

Para probar ii) observemos que si ε > 0, (3.4) implica que

ab = (aε)
b

ε
≤ εp

ap

p
+

1

εq
bq

q
.

Finalmente, deducimos de ii) que

a = a1 ≤ εp
ap

p
+

1

εq
1

q
= ε̄ap + C̄(ε, p),

con ε = εp

p
. Es decir, se obtiene iii).

3.3. Continuidad Hölder
Sea x0 un punto en RN y f una función definida en un conjunto acotado D que contiene

a x0. Si 0 < α < 1, decimos que f es Hölder continua con exponente α en x0, si la cantidad

[f ]α;x0 = sup
D

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|α

, (3.5)

es finita.
Claramente, si f es Hölder continua en x0, entonces f es continua en x0. Cuando (3.5) es

finita para α = 1, se dice que es Lipschitz continua en x0.
Ejemplo. La función f en B1(0) dada por

f(x) = |x|β, 0 < β < 1,

es Hölder continua con exponente β en x = 0, y es Lipschitz continua cuando β = 1.
La noción de continuidad Hölder se extiende fácilmente a todo D (no necesariamente

acotado). Decimos que f es uniformemente Hölder continua con exponente α en D, si la
cantidad

[f ]x;D = sup
x,y∈D
x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|a

, 0 < α ≤ 1,
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es finita; y localmente Hölder continua con exponente α en D, si f es uniformemente Hölder
continua con exponente α en los subconjuntos compactos de D.

La continuidad Hölder resulta ser una medida cuantitativa de la continuidad, que es
especialmente adecuada para el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
En cierto sentido, también puede ser vista como una diferenciabilidad fraccionaria. Esto
sugiere una ampliación natural de los espacios conocidos de funciones diferenciables.

Sea Ω un conjunto abierto en RN y k un entero no negativo. Los espacios de Hölder
Ck,α(Ω̄)

(
Ck,α(Ω)

)
se definen como los subespacios de Ck(Ω̄)

(
Ck(Ω)

)
que consisten en fun-

ciones cuyas k-ésimas derivadas parciales son uniformemente Hölder continuas (localmente
Hölder continuas) con exponente α en Ω. Por simplicidad se escribe

C0,α(Ω) = Cα(Ω),

C0,α(Ω̄) = Cα(Ω̄),

sobreentendiendo que 0 < α < 1 siempre que se utilice esta notación. También estableciendo

Ck,0(Ω) = Ck(Ω),

Ck,0(Ω̄) = Ck(Ω̄),

se pueden incluir los espacios Ck(Ω), Ck(Ω̄) entre los espacios Ck,α(Ω), Ck,α(Ω̄), para 0 ≤
α ≤ 1. Notando

[u]k,0;Ω = sup
|β|=k

sup
Ω

|Dβu|, k = 0, 1, 2, ...

[u]k,α;Ω = sup
|β|=k

[Dβu]α;Ω,

se definen las normas

∥u∥Ck(Ω̄) = |u|k;Ω =
k∑

j=0

[u]j,0;Ω,

∥u∥Ck,α(Ω̄) = |u|k;Ω + [u]k,α;Ω,

en los espacios Ck(Ω̄), Ck,α(Ω̄) respectivamente. Referimos a [38] para mas detalles sobre
estos espacios.



Capı́tulo 4

Preliminares II

Antes de tratar los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente variable, vamos a
presentar una serie de definiciones y enunciados de teoremas básicos acerca de espacios de
Lebesgue y de Sobolev con p constante. Hemos recurrido en este caso a [2], [14] y [30].

4.1. Espacios de Lebesgue Lp(Ω)

Definición 4.1. Sea p ∈ R con 1 < p < ∞. Denotamos por Lp(Ω) a la clase de todas las
funciones medibles u, definidas en Ω, para las cuales∫

Ω

|u(x)|p dx < ∞. (4.1)

Es decir
Lp(Ω) = {u : Ω → R | u es medible y |u|p ∈ L1(Ω)}.

Los elementos de Lp(Ω) son ası́ clases de equivalencia de funciones medibles que satisfacen
(4.1), o sea, dos funciones son equivalentes si son iguales en casi todo punto de Ω. Por
conveniencia, escribimos u ∈ Lp(Ω) si u satisface (4.1), y u = 0 en Lp(Ω) si u(x) = 0 c.t.p.
en Ω.

Evidentemente, cu ∈ Lp(Ω) si u ∈ Lp(Ω) y c ∈ R. Para confirmar que Lp(Ω) es un
espacio vectorial, debemos mostrar que si u, v ∈ Lp(Ω), entonces u + v ∈ Lp(Ω). Esta
demostración la haremos usando el Lema 3.1.

Vamos a demostrar entonces que la suma de funciones de Lp(Ω) es una función del mismo
espacio. Si u, v ∈ Lp(Ω) entonces, integrando sobre Ω

|u(x) + v(x)|p ≤ (|u(x)|+ |v(x)|)p ≤ 2p−1(|u(x)|p + |v(x)|p),

se confirma que u+ v ∈ Lp(Ω). Vamos a definir una norma en estos espacios.

25
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Definición 4.2 (Norma en Lp(Ω)). Definimos en Lp(Ω), con 1 ≤ p < ∞

∥u∥Lp(Ω) = ∥u∥p =
(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

. (4.2)

Definición 4.3 (Norma infinito). En el caso en que p = ∞ definimos la norma infinito, por

∥u∥∞ = ess sup
x∈Ω

|u(x)|.

Vamos a demostrar que la definición dada en (4.2) constituye una norma en el espacio
Lp(Ω), con 1 ≤ p < ∞. Pero, vamos a necesitar para esa demostración, contar con la
Desigualdad de Hölder.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Hölder). Para 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por p′ al exponente
conjugado, definido como

1

p
+

1

p′
= 1.

Supongamos que u ∈ Lp(Ω) y v ∈ Lp′(Ω) con 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces uv ∈ L1(Ω) y∫
Ω

|uv|dx ≤ ∥u∥p∥v∥p′ . (4.3)

Demostración. La conclusión es obvia si p = 1 o p = ∞; por lo tanto, asumimos que
1 < p < ∞. Recordando la Desigualdad de Young (Teorema 3.10),

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′ ∀a ≥ 0,∀b ≥ 0,

tenemos,
|u(x)v(x)| ≤ 1

p
|u(x)|p + 1

p′
|v(x)|p′ c.t.p. x ∈ Ω.

Se sigue que uv ∈ L1(Ω) y ∫
Ω

|uv|dx ≤ 1

p
∥u∥pp +

1

p′
∥v∥p

′

p′ . (4.4)

Sustituyendo u por λ1/p′u (λ > 0) en (4.4), obtenemos∫
Ω

|uv|dx ≤ λp−1

p
∥u∥pp +

1

λp′
∥v∥p

′

p′ . (4.5)

Al elegir λ = ∥u∥−1
p ∥v∥p

′/p
p , para minimizar el lado derecho en (4.5), obtenemos (4.3).
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Lema 4.1 (Recı́proca de la Desigualdad de Hölder). Una función u medible pertenece a
Lp(Ω) si y solo si

sup

{∫
Ω

|u(x)|v(x) dx : u(x) ≥ 0 enΩ, ∥v∥p′ ≤ 1

}
,

es finito, y entonces ese supremo es igual a ∥u∥p.

Demostración. Ver Lema 2.7 de [2].
Teorema 4.2. La definición (4.2) es una norma en Lp(Ω), para 1 ≤ p < ∞.
Demostración. Es claro que ∥u∥p ≥ 0 y que ∥u∥p = 0, si y solo si u = 0 en Lp(Ω). Además,

∥cu∥p = |c| ∥u∥p c ∈ R.
Nos falta demostrar que la definición (4.2) verifica la desigualdad triangular conocida como
Desigualdad de Minkowski

∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p. (4.6)
La desigualdad (4.6) ciertamente se cumple si p = 1 ya que∫

Ω

|u(x) + v(x)| dx ≤
∫
Ω

|u(x)| dx+

∫
Ω

|v(x)| dx.

Para 1 < p < ∞, observemos que para w ≥ 0, ∥w∥p′ ≤ 1, tenemos, por la Desigualdad de
Hölder, ∫

Ω

(
|u(x)|+ |v(x)|

)
w(x) dx

≤
∫
Ω

|u(x)|w(x) dx+

∫
Ω

|v(x)|w(x) dx

≤ ∥u∥p + ∥v∥p,
donde ∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p se deduce aplicando el Lema 4.1.
Teorema 4.3. Lp(Ω) es un espacio de Banach, para cualquier p, 1 ≤ p ≤ ∞.
Demostración. Ver Teorema 2.16 de [2].
Teorema 4.4. Sea {fn} una sucesión en Lp(Ω) y sea f ∈ Lp(Ω) tal que ∥fn − f∥p → 0.
Entonces, existe una subsucesión {fnk

} y una función h ∈ Lp(Ω) tal que
1. fnk

(x) → f(x) c.t.p. x ∈ Ω,

2. |fnk
(x)| ≤ h(x) ∀k y c.t.p. x ∈ Ω.

Demostración. Ver Teorema 4.9 en [14]
Teorema 4.5. Lp(Ω) es separable si y solo si 1 ≤ p < ∞.
Demostración. Ver Teorema 2.21 de [2].
Teorema 4.6 (Teorema de reflexividad de Lp(Ω)). Lp(Ω) es reflexivo si y solo si 1 < p < ∞.
Demostración. Ver Teorema 2.46 de [2].
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4.2. Espacios de Sobolev W 1,p(Ω)

Vamos a presentar una serie de definiciones y teoremas básicos, que podemos encontrar
en [2], [14] y [30]. Comencemos introduciendo la noción de derivada débil.

Definición 4.4 (Derivada débil de orden 1). Sea Ω ⊆ RN abierto, 1 ≤ i ≤ N ; u, v ∈ L1
loc(Ω).

Decimos que v es la derivada de u con respecto a xi en sentido débil, si∫
Ω

u
∂φ

∂xi

= −
∫
Ω

vφ ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

Definición 4.5 (Derivada débil de orden α). Sean Ω ⊆ RN abierto y α ∈ NN
0 un multi-ı́ndice.

Decimos que una función u ∈ L1
loc(Ω) tiene derivada débil de orden α si existe v ∈ L1

loc(Ω)
tal que ∫

Ω

uDαφ = (−1)|α|
∫
Ω

vφ ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

En tal caso, se dice que v es la derivada débil de orden α de u y se nota v = Dαu.

Esta es una buena definición en el sentido que si v1 y v2 son derivadas débiles de u de
orden α, entonces v1 = v2 en casi todo punto. Además si u ∈ Ck(Ω), ∀α ∈ NN

0 con |α| ≤ k,
la derivada débil de orden α existe y coincide con la usual.

Definición 4.6. Sea Ω ⊂ RN un conjunto abierto y 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Sobolev
W 1,p(Ω) se define como

W 1,p(Ω) =

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣
∃g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tal que∫

Ω

u
∂φ

∂xi

= −
∫
Ω

giφ ∀φ ∈ C∞
0 (Ω),∀i = 1, 2, . . . , N

 .

Definición 4.7.
H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Para u ∈ W 1,p(Ω) definimos ∂u
∂xi

= gi, y escribimos

∇u = grad u =
( ∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, .....
∂u

∂xN

)
.

En el espacio W 1,p(Ω) se define la norma

∥u∥W 1,p(Ω) = ∥u∥p +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥∥
p

,

o bien, una norma equivalente∥u∥pp +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥∥p

p


1/p

(si 1 ≤ p < ∞).
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Teorema 4.7. Sea u ∈ Lp(Ω) con 1 < p ≤ ∞. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1. u ∈ W 1,p(Ω),

2. Existe una constante C tal que∣∣∣∣∣ ∫Ω u ∂φ
∂xi

∣∣∣∣∣ ≤ C∥φ∥Lp′ (Ω) ∀φ ∈ C∞
0 (Ω),∀i = 1, 2, . . . , N ,

3. Existe una constante C tal que ∀ω ⊂⊂ Ω, y ∀h ∈ RN , con |h| < dist(ω, ∂Ω), tenemos

∥τhu− u∥Lp(ω) ≤ C|h|.(
Notar que τhu(x) = u(x+ h) tiene sentido para x ∈ ω y |h| < dist(ω, ∂Ω)

)
.

Además, podemos tomar C = ∥∇u∥Lp(Ω) en (ii) y (iii).
Si Ω = RN , tenemos

∥τhu− u∥Lp(RN ) ≤ |h| ∥∇u∥Lp(RN ).

Demostración. Ver Proposición 9.3 en [14].

Definición 4.8. Sea 1 ≤ p < ∞; W 1,p
0 (Ω) denota la clausura de C∞

0 (Ω) en W 1,p(Ω).
Definimos

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

El espacio W 1,p
0 (Ω), provisto de la norma de W 1,p(Ω), es un espacio de Banach separable; es

reflexivo si 1 < p < ∞. H1
0 (Ω), con el producto escalar de H1(Ω), es un espacio de Hilbert.

Definición 4.9 (Operador lineal compacto). Dados X, Y espacios de Banach y K : X → Y
un operador lineal acotado (o continuo), se dice que K es compacto si, para toda sucesión
acotada {uk} en X , existe una subsucesión {ukj} tal que {Kukj} converge en Y .

Teorema 4.8 (Teorema de Rellich Kondrachov). Sea Ω ⊂ RN abierto y acotado, con ∂Ω de
clase C1. Supongamos que 1 ≤ p < ∞. Entonces, W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lp(Ω), es decir, W 1,p(Ω) ⊂
Lp(Ω) con inyección compacta.

Además, si p > N , W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω).

Demostración. Ver Teorema 9.16 de [14].

4.3. Espacios de Lebesgue con exponente variable Lp(·)(Ω)

Antes de introducir los Espacios de Sobolev con exponente variable, con los que traba-
jaremos para estudiar la familia de ecuaciones que nos interesa, presentaremos los Espacios
de Lebesgue con exponente variable. Referimos a [29] para un estudio detallado de estos
espacios.
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Observación 4.1. En el caso en que p es constante, definimos la norma de u ∈ Lp(Ω), según
(4.2). Pero en el caso en que tengamos p(x), es decir, un exponente p que depende de x, no
tiene sentido la expresión (∫

Ω

|u(x)|p(x) dx
) 1

p(x)

. (4.7)

Por lo tanto, no podemos definir la norma de u, ∥u∥Lp(·)(Ω), por medio de (4.7). Vamos a definir
la norma para un exponente p(x) variable, de manera tal que coincida con (4.2) en el caso en
que p(x) sea constante. Para eso conviene previamente observar algunas consecuencias de la
definición (4.2), válidas cuando p es constante. Llamando λ al número que define la norma,
en el caso p constante, obtenemos

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
) 1

p

= λ ⇐⇒
∫
Ω

|u|p dx = λp

⇐⇒
∫
Ω

|u|p

λp
= 1 ⇐⇒

∫
Ω

∣∣∣u
λ

∣∣∣p dx = 1 .

Mas aún, no es difı́cil verificar que

∥u∥Lp(Ω) = ı́nf

{
λ > 0

/∫
Ω

∣∣∣u
λ

∣∣∣pdx ≤ 1

}
. (4.8)

Definiremos la norma para el caso de un exponente p(x) variable, de la siguiente manera

∥u∥Lp(·)(Ω) = ı́nf

{
λ > 0

/∫
Ω

∣∣∣u
λ

∣∣∣p(x) dx ≤ 1

}
. (4.9)

Observamos entonces, que en el caso p igual constante, (4.8) y (4.9) coinciden.
Definiremos el espacio Lp(·)(Ω), como el conjunto de las funciones medibles u : Ω −→ R,

tales que
∫
Ω
|u|p(x) dx sea finita y definimos la norma según (4.9).

Definición 4.10. Llamamos exponente variable sobre Ω, a una función p : Ω → (1,∞)
medible y acotada.

Notación 4.1. Denotamos pmáx = ess sup p(x) y pmı́n = ess inf p(x), donde 1 < pmin ≤
pmax < +∞

Definición 4.11 (EspacioLp(·)(Ω)). Definimos el espacio de Lebesgue con exponente variable,
Lp(·)(Ω), que consiste de todas las funciones medibles u : Ω → R para las cuales el modular

ϱp(·)(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx,

es finito. Es decir,

Lp(·)(Ω) =
{
u : Ω → Rmedible / ϱp(·)(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x) dx < ∞
}
.
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Definición 4.12. Definimos la llamada norma de Luxemburgo sobre este espacio por medio
de

∥u∥Lp(·)(Ω) = ∥u∥p(·) = ı́nf{λ > 0 : ϱp(·)(u/λ) ≤ 1}. (4.10)

Proposición 4.1. La definición (4.10) es una norma en Lp(·)(Ω).

Demostración. Ver Teorema 2.1.7 en [29].

Para demostrar que esta norma hace de Lp(·)(Ω) un espacio de Banach necesitamos
resultados previos.

Proposición 4.2. Tenemos que

mı́n
{(∫

Ω

|u|p(x) dx
) 1

pmin ,
(∫

Ω

|u|p(x) dx
) 1

pmax
}
≤ ∥u∥Lp(·)(Ω)

≤ máx
{(∫

Ω

|u|p(x) dx
) 1

pmin ,
(∫

Ω

|u|p(x) dx
) 1

pmax
}
.

Demostración.

∥u∥Lp(·)(Ω) ≥ 1 =⇒ ∥u∥pmin

Lp(·)(Ω)
≤ ρp(·)(u) ≤ ∥u∥pmax

Lp(·)(Ω)
,

∥u∥Lp(·)(Ω) < 1 =⇒ ∥u∥pmax

Lp(·)(Ω)
≤ ρp(·)(u) ≤ ∥u∥pmin

Lp(·)(Ω)
.

Como consecuencia de esta proposición tenemos los siguientes resultados.

Proposición 4.3. Propiedad de la bola unitaria. Sea u ∈ Lp(·)(Ω). Entonces

∥u∥Lp(·)(Ω) ≤ 1 ⇐⇒ ϱp(·)(u) ≤ 1.

Proposición 4.4. Sean u, uk ∈ Lp(·)(Ω), k ∈ N, entonces

∥uk − u∥p(·) → 0 ⇐⇒ ϱp(·)(uk − u) → 0.

Lema 4.2. Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy enLp(·)(Ω). Existe una subsucesión {unj
}j∈N

y una función medible u en Ω tal que unj
→ u c.t.p. en Ω.

Demostración. Ver Lema 2.3.15 en [29].

Teorema 4.9. La norma ∥ · ∥p(·) hace de Lp(·)(Ω) un espacio de Banach.
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Demostración. Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en Lp(·)(Ω). Luego, por el Lema 4.2
existe u : Ω → R medible y una subsucesión {unj

}j∈N ⊂ {un}n∈N tal que unj
→ u c.t.p.

en Ω.
Tenemos entonces que

|unj
(x)− u(x)|p(x) → 0 c.t.p. enΩ.

Sean λ > 0 y 0 < ε < 1. Por ser {un}n∈N de Cauchy en Lp(·)(Ω), podemos afirmar que
existe N0 = N0(λ, ε) ∈ N tal que ||λ(um − un)||p(·) < ε para todo m,n ≥ N0.

Por la Proposición 4.2, obtenemos que

ρp(·)(λ(um − un)) ≤ ε.

Por el Lema de Fatou (Teorema 3.3) resulta

ρp(·)(λ(um − u)) =

∫
Ω

|λ(um(x)− u(x))|p(x) dx

=

∫
Ω

ĺım
j→∞

|λ(um(x)− unj
(x))|p(x) dx

≤ ĺım inf
j→∞

∫
Ω

|λ(um(x)− unj
(x))|p(x) dx

= ĺım inf
j→∞

ρp(x)(λ(um − unj
))

≤ ε.

Concluimos ası́ que ρp(·)(λ(um − u)) → 0 cuando m → ∞ para todo λ > 0.
Por la Proposición 4.4, ∥λ(um − u)∥p(·) → 0 y entonces resulta que ||um − u||p(·) → 0,

como querı́amos probar.

Teorema 4.10. El espacio Lp(·)(Ω) es separable.

Demostración. Ver Lema 3.4.4 en [29].

Teorema 4.11. Sea p′(x) tal que

1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1.

Entonces Lp′(·)(Ω) es el dual de Lp(·)(Ω). Mas aún, si pmı́n > 1, Lp(·)(Ω) es reflexivo.

Demostración. Ver Teoremas 3.2.13 y 3.4.7 en [29].

Teorema 4.12. Sean q(x) ≤ p(x). Si |Ω| tiene medida finita, entonces

∥u∥Lq(·)(Ω) ≤ C∥u∥Lp(·)(Ω),

donde la constante C depende únicamente de |Ω|, pmı́n y pmáx.
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Demostración. Ver el Teorema 3.3.1 y el Corolario 3.3.4 de [29].

Teorema 4.13 (Desigualdad de Hölder). Sea p′(x) como en el Teorema 4.11. Entonces∫
Ω

|f | |g| dx ≤ 2∥f∥p(·) ∥g∥p′(·),

para todas las f ∈ Lp(·)(Ω) y g ∈ Lp′(·)(Ω).

Demostración. Ver Lema 3.2.20 en [29].

4.4. Espacios de Sobolev con exponente variable W 1,p(·)(Ω)

Ahora estamos en condiciones de introducir los Espacios de Sobolev con exponente
variable con los que trabajaremos en el Capı́tulo 6.

Definición 4.13 (Espacio W 1,p(·)(Ω)). Sea Ω ⊂ RN abierto. Definimos W 1,p(·)(Ω) como el
espacio de funciones medibles u tales que u y la derivada distribucional ∇u están en Lp(·)(Ω).
Es decir

W 1,p(·)(Ω) = {u ∈ W 1,1
loc (Ω) : u ∈ Lp(·)(Ω) y |∇u| ∈ Lp(·)(Ω)}.

En este espacio definimos la norma como

∥u∥W 1,p(·)(Ω) = ∥u∥Lp(·)(Ω) + ∥ |∇u| ∥Lp(·)(Ω). (4.11)

Teorema 4.14. El espacio de Sobolev W 1,p(·)(Ω) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea {un}n∈N una sucesión de Cauchy en W 1,p(·)(Ω). En particular, {un}n∈N y
{∇un}n∈N son sucesiones de Cauchy en Lp(·)(Ω), que es un espacio de Banach por el Teorema
4.9. Por lo tanto, existen u, g1, . . . , gN ∈ Lp(·)(Ω) tales que un → u y ∂un

∂xj
→ gj en Lp(·)(Ω)

para j = 1, . . . , N .
Luego, si ϕ ∈ C∞

0 (Ω), entonces∫
Ω

u
∂ϕ

∂xj

dx = ĺım
n→∞

∫
Ω

un
∂ϕ

∂xj

dx

= − ĺım
n→∞

∫
Ω

∂un

∂xj

ϕ dx

= −
∫
Ω

gjϕ dx.

Por lo tanto, u ∈ W 1,p(·)(Ω) y ∂u
∂xj

= gj .
Concluimos ası́ que un → u en W 1,p(·)(Ω), como querı́amos demostrar.
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Observación 4.2. Por el Teorema 4.10, Lp(·)(Ω) es separable y, por el Teorema 4.11, es
reflexivo. Por otra parte, W 1,p(·)(Ω) ⊆ Lp(·)(Ω) × (Lp(·)(Ω))N es cerrado (la inclusión viene
dada por la aplicación u 7→ (u,∇u)). Concluimos entonces que W 1,p(·)(Ω) es también
separable y reflexivo.

Al igual que en los espacios W 1,p(Ω), en muchas aplicaciones es importante considerar
el espacio de funciones W 1,p(·)(Ω) que se anulan en ∂Ω. Si bien a priori esto puede no tener
sentido, dado que estas funciones están definidas en casi todo punto y |∂Ω| = 0, es posible
dar un sentido a este hecho de la siguiente manera

Definición 4.14. LlamamosW 1,p(·)
0 (Ω) a la clausura de las funciones deC∞

0 (Ω) enW 1,p(·)(Ω).
Notemos que, por ser cerrado en W 1,p(·)(Ω), que es Banach reflexivo, W 1,p(·)

0 (Ω) resulta del
mismo modo Banach reflexivo.

Teorema 4.15 (Desigualdad de Poincaré). Sea Ω un dominio acotado. Supongamos que
∇p ∈ L∞(Ω). Se tiene que para toda u ∈ W

1,p(·)
0 (Ω), vale la desigualdad

∥u∥Lp(·)(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(·)(Ω),

con una constante C que depende únicamente de N , diam(Ω) y ∥p∥W 1,∞(Ω).

Demostración. Ver [29], Teorema 8.2.4.



Capı́tulo 5

Preliminares III

5.1. Introducción a los métodos de energı́a
En el Capı́tulo 6 se prueba la existencia de solución de la ecuación

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

minimizando un funcional de energı́a apropiado. Los argumentos ahı́ empleados permiten
también obtener estimaciones para la solución.

Aquı́ presentamos un análisis hecho en la Sección 2.2.5 del libro de Evans [30] donde se
introducen los métodos de energı́a para estudiar la ecuación de Poisson −∆u = f .

Teorema 5.1 (Principio del máximo). Supongamos que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) es armónica en
un abierto Ω acotado, es decir,

∆u = 0 en Ω,

donde ∆ es el operador Laplaciano. Entonces

máx
Ω

u = máx
∂Ω

u.

Demostración. Ver el Teorema 4 de [30], Sección 2.2.3.

Consideremos ahora el siguiente problema de contorno{
−∆u = f en Ω,

u = g sobre ∂Ω
(5.1)

Teorema 5.2 (Unicidad 1). Supongamos que Ω es abierto acotado. Entonces, existe a lo sumo
una u ∈ C2(Ω) solución de (5.1).

Demostración. Supongamos que v es otra solución y tomemos w = u − v. Utilizando el
Principio del máximo (Teorema 5.1), obtenemos que u ≤ v en Ω. Intercambiando u y v
concluimos que u ≡ v en Ω.

35
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Por otro lado, podemos dar una demostración alternativa con un argumento de energı́a.

Teorema 5.3 (Unicidad 2). Supongamos que Ω es abierto acotado y ∂Ω es C1. Entonces,
existe a lo sumo una u ∈ C2(Ω̄) solución de (5.1).

Demostración. Supongamos que v es otra solución y tomemos w = u−v. Entonces, ∆w = 0
en Ω, y una integración por partes muestra que

0 = −
∫
Ω

w∆w dx =

∫
Ω

|∇w|2 dx.

Es decir, ∇w ≡ 0 en Ω. Además, dado que w = 0 en ∂Ω, deducimos que w = u − v ≡ 0
en Ω.

Demostraremos ahora que una solución al problema de valor de contorno (5.1), para
la Ecuación de Poisson, puede ser caracterizado como el minimizante de una funcional
apropiada. Para ello, definimos el funcional de energı́a

I(w) =

∫
Ω

1

2
|∇w|2 dx−

∫
Ω

wf dx, (5.2)

donde w pertenece al conjunto admisible

A = {w ∈ C2(Ω̄) | w = g en ∂Ω}.

Teorema 5.4 (Principio de Dirichlet). Supongamos que u ∈ C2(Ω̄) resuelve (5.1). Entonces

I(u) = mı́n
w∈A

I(w). (5.3)

Inversamente, si u ∈ A satisface (5.3), entonces u resuelve el problema de contorno (5.1).
En otras palabras, si u ∈ A, decir que u es solución de la ecuación en derivadas parciales
−∆u = f es equivalente a decir que u minimiza la energı́a I(·).

Demostración. 1. Elijamos w ∈ A. Entonces el problema (5.1) implica

0 =

∫
Ω

(−∆u− f)(u− w) dx.

Una integración por partes conduce a

0 =

∫
Ω

(
∇u · ∇(u− w)− f(u− w)

)
dx,

y allı́ no hay término de contorno, dado que u− w = g − g = 0 en ∂Ω. Por lo tanto,∫
Ω

(
|∇u|2 − fu

)
dx =

∫
Ω

(
∇u · ∇w − wf

)
dx ≤

∫
Ω

1

2
|∇u|2 dx+

∫
Ω

(
1

2
|∇w|2 − wf) dx.
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En consecuencia,
I(u) ≤ I(w) (w ∈ A).

Dado que u ∈ A, esto conduce a (5.3).
2. Ahora, en cambio, supongamos que vale (5.3). Fijemos cualquier v ∈ C∞

0 (Ω) y consi-
deremos u+ tv para t ∈ R. Dado que u+ tv ∈ A, para cada t, la función escalar

Φ(t) = I(u+ tv),

tiene un mı́nimo en t = 0. Entonces
Φ′(0) = 0,

siempre que esta derivada exista. Pero

Φ′(0) =

∫
Ω

(∇u · ∇v − vf) dx.

En consecuencia,
0 =

∫
Ω

(∇u · ∇v − vf) dx.

Esta identidad es válida para cada función v ∈ C∞
0 (Ω), y ası́ −∆u = f en Ω.

5.2. La ecuación lineal div(A(x)∇u) = f

En esta sección consideraremos ecuaciones elı́pticas lineales de segundo orden.
Haremos en primer lugar un análisis de un ejemplo sencillo para luego estudiar uno mas

general, que será abordado con otras técnicas en los Capı́tulos 6 y 7.

Ejemplo 1. (Problema de Dirichlet homogéneo para el Laplaciano).
Sea Ω ⊂ RN un conjunto abierto y acotado. Buscamos una función u : Ω → R que

satisfaga {
−∆u+ u = f enΩ
u = 0 en ∂Ω.

(5.4)

donde f ∈ C(Ω) es una función dada. La condición de frontera u = 0 en ∂Ω, se llama
condición de Dirichlet (homogénea).

Una solución clásica del problema (5.4) es una función u ∈ C2(Ω) que satisface (5.4) en
el sentido usual.

Una solución débil del problema (5.4) es una función u ∈ H1
0 (Ω) que satisface∫

Ω

∇u · ∇v +

∫
Ω

uv =

∫
Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω),

donde ∇u · ∇v =
∑N

i=1
∂u
∂xi

∂v
∂xi

.
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No es difı́cil probar que toda solución clásica de (5.4) es una solución débil.
Dada f ∈ L2(Ω), la existencia de una única solución débil de (5.4) es una consecuencia

del Teorema de representación de Riesz (Teorema 3.8).

Ejemplo 2. Veamos un nuevo ejemplo: Sea Ω ⊂ RN un conjunto abierto y acotado.
Consideremos funciones aij(x) ∈ C1(Ω̄), 1 ≤ i, j ≤ N , tales que la matriz (aij) es simétrica
y satisface la condición de elipticidad uniforme

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2, ∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ RN , con α > 0. (5.5)

Dada f ∈ C(Ω), buscamos una función u : Ω → R que satisfaga
N∑

i,j=1

∂
∂xj

(
aij

∂u
∂xi

)
= f en Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(5.6)

Una solución clásica de (5.6) es una función u ∈ C2(Ω) que satisface (5.6) en el sentido
usual. Una solución débil de (5.6) es una función u ∈ H1

0 (Ω) que satisface∫
Ω

N∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

=

∫
Ω

(−f)v ∀v ∈ H1
0 (Ω).

No es difı́cil probar (ver Sección 9.5 de [14]), que toda solución clásica de (5.6) es una
solución débil. Por otra parte, para toda f ∈ L2(Ω) existe una única solución débil u ∈ H1

0 (Ω)
de (5.6). El resultado se obtiene aplicando el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 3.9) en el
espacio H = H1

0 (Ω) con la forma bilineal continua

a(u, v) =

∫
Ω

N∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj

.

En efecto, la coercividad de a(·, ·) proviene de la hipótesis de elipticidad (5.5) y de la
Desigualdad de Poincaré (Teorema 4.15).

5.3. Soluciones viscosas de ecuaciones elı́pticas
En esta Tesis estudiamos una familia de ecuaciones diferenciales no lineales con estructura

de divergencia. Hay ecuaciones de segundo orden no lineales, que aparecen frecuentemente
en aplicaciones, llamadas ecuaciones completamente no lineales, que tienen una estructura
más general.
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Por ejemplo

máx
(
∆u,

1

2
uxx + 2uyy

)
= 0 enR2. (5.7)

También en RN

det(D2u) = f,

ecuación conocida como Monge Ampere.
En [22], M. G. Crandall y P. L. Lions, desarrollaron una teorı́a de soluciones viscosas para

ecuaciones en derivadas parciales no lineales que es muy útil para demostrar la existencia de
soluciones y otras propiedades de estas ecuaciones.

Para introducir la noción de solución viscosa de una ecuación elı́ptica de segundo orden
completamente no lineal, recurrimos al texto [16] de L. A. Caffarelli y X. Cabré.

En [16], los autores motivan la idea de la definición de solución viscosa considerando
primero el ejemplo de la ecuación uxx = 1 en una dimensión (N = 1). Claramente, si uxx = 1,
al integrar dos veces queda un polinomio de segundo grado con coeficientes a determinar.
Se puede ver que una función continua u definida en un intervalo I de R tiene la forma
u(x) = a + bx + x2/2 para algunas constantes a y b (es decir, u es una solución clásica de
u′′ = 1) si y sólo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

1) Si p(x) es una parábola (es decir, un polinomio de grado 2) y u − p tiene un máximo
local en x0 ∈ I , entonces p′′(x0) ≥ 1.

2) Si p(x) es una parábola y u− p tiene un mı́nimo local en x0 ∈ I , entonces p′′(x0) ≤ 1.

Supongamos que u es una solución clásica de u′′ = 1 y justifiquemos la primera condición. Si
u− p tiene un máximo local en x0, entonces (u− p)′′ ≤ 0, es decir, u′′ − p′′ ≤ 0, con lo cual
(siendo u′′ = 1) se obtiene que (1 − p′′(x0)) ≤ 0 y por lo tanto p′′(x0) ≥ 1. Análogamente
para la segunda condición. Es decir, si u es una solución clásica de uxx = 1, entonces u es
continua y se cumplen las condiciones 1) y 2).

Recı́procamente, si u es continua y se cumplen 1) y 2), entonces u ∈ C2 y uxx = 1.
En efecto, se puede ver que u tiene que coincidir en [x1, x2] con la parábola de la forma
a + bx + x2/2 que pasa por (x1, u(x1)) y (x2, u(x2)). En consecuencia, si u es continua, 1)
y 2) es una forma equivalente de decir que u es solución clásica de la ecuación diferencial
uxx = 1.

Un segundo ejemplo es la ecuación ∆u = 0 en más de una dimensión. Sea Ω un dominio
en RN . Se puede demostrar que u es una función armónica en Ω si y solo si u es continua y
se cumplen las siguientes dos condiciones:

a) Si u− φ tiene un máximo local en x0 ∈ Ω y φ ∈ C2(Ω), entonces ∆φ(x0) ≥ 0.

b) Si u− φ tiene un mı́nimo local en x0 ∈ Ω y φ ∈ C2(Ω), entonces ∆φ(x0) ≤ 0.
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Supongamos que u es armónica enΩ. Justifiquemos el ı́tem a). Siφ ∈ C2 es tal que u−φ tiene
un máximo local en el punto x0, entonces ∆φ(x0) ≥ 0 ¿Por qué? porque si existe un máximo
local en x0, la matriz Hessiana (matriz de las derivadas segundas) de u − φ es semidefinida
negativa en x0, con lo cual será ∆u(x0) ≤ ∆φ(x0) y por lo tanto, por ser ∆u = 0, se tiene
que ∆φ(x0) ≥ 0. Análogamente con la condición b). Es decir, si una función u es armónica,
entonces u es continua y se cumplen las condiciones a) y b). Se puede ver también que si u es
continua, a) y b) implican que u es armónica en Ω. En consecuencia, si u es continua, a) y b)
es una forma débil de decir que u es solución de la ecuación ∆u = 0 en Ω. Estas condiciones
se tomarán como definición de solución viscosa del Laplaciano en Ω.

Soluciones Viscosas
En forma similar se define la noción de solución viscosa para ecuaciones no lineales

elı́pticas de segundo orden. En efecto, consideremos ecuaciones de la forma

F
(
D2u(x)

)
= f(x), (5.8)

donde x ∈ Ω y u y f son funciones continuas definidas en un dominio acotado Ω de RN .
Aquı́ F : S → R, donde S es el espacio de matrices reales simétricas de N × N .

Supondremos que F es uniformemente elı́ptico.

Definición 5.1. F es uniformemente elı́ptico si existen dos constantes positivas λ ≤ Λ tales
que para todo M ∈ S

λ∥N∥ ≤ F (M +N)− F (M) ≤ Λ∥N∥, N ≥ 0.

Notamos N ≥ 0 cuando N es semidefinida positiva y

∥M∥ = sup
∥x∥=1

∥Mx∥.

Ejemplos
1. Si A ∈ RN×N es una matriz simétrica y existen 0 < λ0 ≤ Λ0 tales que

λ0|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

aijξiξj ≤ Λ0|ξ|2, ξ ∈ RN ,

entonces
N∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj

= 0,

es una ecuación uniformemente elı́ptica.
2. La ecuación (5.7) es uniformemente elı́ptica.
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Definición 5.2. Una función continua u en Ω es una subsolución viscosa (respectivamente
supersolución viscosa) de (5.8) en Ω, si se cumple la siguiente condición: si x0 ∈ Ω, φ ∈
C2(Ω) y u− φ tiene un máximo local en x0, entonces

F
(
D2φ(x0)

)
≥ f(x0)

(respectivamente si u− φ tiene un mı́nimo local en x0, entonces F
(
D2φ(x0)

)
≤ f(x0)).

Decimos que u es una solución viscosa de (5.8) si es una subsolución y una supersolución.
Decimos que F

(
D2u(x)

)
≥ (respectivamente ≤,=)f(x) en el sentido viscoso en Ω cada

vez que u sea una subsolución viscosa (respectivamente supersolución, solución) de (5.8) en
Ω.

El siguiente resultado caracteriza a las subsoluciones viscosas de (5.8).

Proposición 5.1. Son equivalentes

(1) u es una subsolución viscosa de (5.8) en Ω.

(2) Si x0 ∈ Ω, A es un entorno de x0, φ ∈ C2(A),

u ≤ φ enA y u(x0) = φ(x0),

entonces
F
(
D2φ(x0)

)
≥ f(x0).

(3) Si x0 ∈ Ω, A es un entorno de x0, vale el mismo resultado de (2) con φ un paraboloide
(un polinomio de grado 2).

Demostración. Ver Proposición 2.4 de [16].

La definición de subsolución viscosa es satisfactoria ya que se tiene

Proposición 5.2. Supongamos que u ∈ C2(Ω). Entonces, u es una subsolución viscosa de
(5.8) en Ω si y solo si F

(
D2u(x)

)
≥ f(x) para todo x ∈ Ω.

Demostración. Ver Corolario 2.6 de [16].

Claramente, también son válidos los resultados correspondientes para supersoluciones.
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Capı́tulo 6

La familia divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u)

En este Capı́tulo estudiamos resultados para la familia

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u).

A saber, existencia de solución, Principio de comparación, unicidad de solución, acotación
de soluciones, Principio del máximo, regularidad de soluciones y Desigualdad de Harnack.
También discutimos las distintas nociones de solución para esta ecuación.

6.1. Hipótesis y consecuencias
En esta sección detallamos las hipótesis que vamos a utilizar en el estudio de la familia

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u). Ω denotará un dominio C1 acotado en RN . Además, haremos
las siguientes suposiciones

Hipótesis sobre p(x)

Suponemos que la función p(x) es medible en Ω, y verifica

1 < pmı́n ≤ p(x) ≤ pmáx < ∞, x ∈ Ω.

Asumimos además que p(x) es Lipschitz continua en Ω y denotamos por L la constante
Lipschitz de p(x), a saber, ∥∇p∥L∞(Ω) ≤ L.

Hipótesis sobre F

Suponemos que F es medible en Ω × R × RN , y para todo x ∈ Ω, F (x, ·, ·) ∈ C1(R ×
RN) ∩ C2(R× RN \ {0}).

43
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Denotamos

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η),

B(x, s, η) = Fs(x, s, η).

Hipótesis sobre A
Suponemos que A ∈ C(Ω× R× RN ,RN) y para todo x ∈ Ω, A(x, ·, ·) ∈ C1(R× RN \

{0},RN). Más aún, existen constantes positivas λ0 y Λ0, y β ∈ (0, 1) tales que para todo
x, x1, x2 ∈ Ω, s, s1, s2 ∈ R, η ∈ RN \{0} y ξ ∈ RN , se satisfacen las siguientes condiciones

A(x, s, 0) = 0, (6.1)

N∑
i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, η)ξiξj ≥ λ0|η|p(x)−2|ξ|2, (6.2)

N∑
i,j=1

∣∣∣∂Ai

∂ηj
(x, s, η)

∣∣∣ ≤ Λ0|η|p(x)−2, (6.3)

∣∣A(x1, s, η)− A(x2, s, η)
∣∣ ≤ Λ0|x1 − x2|β

(
|η|p(x1)−1 + |η|p(x2)−1

)(
1 +

∣∣ log |η|∣∣),∣∣A(x, s1, η)− A(x, s2, η)
∣∣ ≤ Λ0|s1 − s2||η|p(x)−1.

Hipótesis sobre B
Suponemos que B es medible en Ω×R×RN y para todo x ∈ Ω, B(x, ·, ·) ∈ C(R×RN),

y para cada (x, s, η) ∈ Ω× R× RN ,∣∣B(x, s, η)
∣∣ ≤ Λ0

(
1 + |η|p(x) + |s|p(x)), (6.4)

donde Λ0 es como en las hipótesis de A.

Observación 6.1. A partir de (6.1) y (6.3) obtenemos

|Ai(x, s, η)| = |Ai(x, s, η)− Ai(x, s, 0)| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

N∑
j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, tη)ηj dt

∣∣∣∣∣
≤ ᾱ(pmı́n)Λ0|η|p(x)−1,

entonces
|A(x, s, η)| ≤ ᾱ(pmı́n)NΛ0|η|p(x)−1. (6.5)
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A partir de (6.1) y (6.2) tenemos

A(x, s, η) · η = (A(x, s, η)− A(x, s, 0)) · η =

∫ 1

0

N∑
i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, tη)ηjηi dt,

de manera tal que
A(x, s, η) · η ≥ α(pmáx)λ0|η|p(x). (6.6)

6.2. Existencia de solución
En esta Sección presentamos un resultado de existencia de solución de la ecuación

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u).

Obtendremos la solución minimizando un funcional de energı́a apropiado.
Necesitaremos usar el siguiente resultado preliminar.

Lema 6.1 (Convexidad de F ). Dadas F y A como en la Sección 6.1, se tiene

F (x, s, η)− F (x, s, η̄) ≥ A(x, s, η̄) · (η − η̄), ∀x ∈ Ω, s ∈ R, η, η̄ ∈ RN . (6.7)

Demostración. Fijamos x ∈ Ω, s ∈ R, y consideramos la función G : RN → R definida por

G(η) = F (x, s, η).

Sabemos que
G ∈ C1(RN) ∩ C2(RN \ {0}).

Veamos que ∀η, η̄ ∈ RN , η ̸= η̄,

G(η) ≥ G(η̄) +∇G(η̄) · (η − η̄). (6.8)

Como ∇G(η) = A(x, s, η) obtendremos el resultado deseado.
Observemos que (6.2) implica que

N∑
i,j=1

∂2G(η)

∂ηi∂ηj
ξiξj ≥ 0 ∀η ∈ RN\{0}, ∀ξ ∈ RN .

Fijados η y η̄, con η̄ ̸= η, sea g(t) = G(tη + (1− t)η̄), para t ∈ [0, 1].
Caso 1.

Supongamos que ∀t ∈ [0, 1], tη + (1− t)η̄ ̸= 0. Entonces,

g′(t) =
N∑
i=1

∂G

∂ηi
((tη + (1− t)η̄)(η − η̄)i,
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g′′(t) =
N∑

i,j=1

∂2G

∂ηi∂ηj
((tη + (1− t)η̄)(η − η̄)i(η − η̄)j ≥ 0,

∀t ∈ [0, 1]. Entonces ∃ξ ∈ [0, 1] tal que

g(1) = g(0) + g′(0) +
g′′(ξ)

2
≥ g(0) + g′(0),

lo cual implica que se verifica (6.8). Es decir, se obtiene (6.7).
Caso 2.

Supongamos que existe t0 ∈ [0, 1] para el cual

t0η + (1− t0)η̄ = 0.

Razonando como en el Caso 1, obtenemos que

g′′(t) ≥ 0∀t ∈ [0, t0) ∪ (t0, 1].

Por lo tanto, g′(t) es creciente en [0, t0) ∪ (t0, 1]. Entonces, por continuidad de g′, resulta g′

creciente en [0,1].
Como en el Caso 1, obtenemos

g(1) ≥ g(τ) + g′(τ)(1− τ) para τ ∈ (t0, 1],

y por continuidad de g′,
g(1) ≥ g(t0) + g′(t0)(t− t0). (6.9)

Análogamente, g(τ) ≥ g(0) + g′(0)τ para τ ∈ [0, t0], y por continuidad de g′,

g(t0) ≥ g(0) + g′(0)t0. (6.10)

Combinando (6.9) y (6.10), y usando que g′ es creciente, obtenemos

g(1) ≥ g(t0) + g′(t0)(t− t0)

≥ g(0) + g′(0)t0 + g′(t0)(t− t0)

≥ g(0) + g′(0)t0 + g′(0)(1− t0)

= g(0) + g′(0),

lo cual implica nuevamente (6.7) y concluye la demostración.

El siguiente teorema es una versión simplificada de la Proposición 3.1 de [48].
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Teorema 6.1 (Existencia de minimizante). Sean p, F,A,B como en la Sección 6.1, y sea
Ω′ ⊂ Ω un dominio C1. Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω′). Supongamos que existen µ, c1 ∈ R+, g ∈ L1(Ω)
tales que, ∀s ∈ R, y ∀η ∈ RN ,

F (x, s, η) ≥ µ|η|p(x) − c1|s| − g(x) enΩ, (6.11)

F (x, s, η) ≤ µ−1|η|p(x) + c1|s|+ g(x) enΩ. (6.12)

Entonces, existe v un minimizante en u+W
1,p(·)
0 (Ω′) de

JΩ′(w) =

∫
Ω′
F (x,w,∇w)dx. (6.13)

Además, ∥v∥W 1,p(·)(Ω′) ≤ C, para una constante C dependiendo solamente de ∥u∥W 1,p(·)(Ω′),
∥g∥L1(Ω′), |Ω′|, diam(Ω′), N , pmı́n, pmáx, L, µ, c1.

Demostración. Veamos que existe un minimizante de (6.13) en

K = {w ∈ W 1,p(·)(Ω′)/w − u ∈ W
1,p(·)
0 (Ω′)}.

Sea
−∞ ≤ I = ı́nf

w∈K
JΩ′(w) ≤

∫
Ω′
F (x, u,∇u)dx. (6.14)

Observemos que, por (6.11) y (6.12),

∣∣∣ ∫
Ω′
F (x, u,∇u)dx

∣∣∣ ≤ µ−1

∫
Ω′
|∇u|p(x)dx+ c1

∫
Ω′
|u|dx+

∫
Ω′
|g(x)|dx < +∞, (6.15)

pues u ∈ W 1,p(·)(Ω′), g ∈ L1(Ω).
Aquı́ usamos también que, por el Teorema 4.12,

∥u∥L1(Ω′) ≤ C∥u∥Lp(·)(Ω′), (6.16)

donde C depende de |Ω′|, pmı́n, pmáx. Sea {vn} ⊂ K una sucesión minimizante, es decir, tal
que

I = ĺım
n→∞

JΩ′(vn). (6.17)

Por (6.14) y (6.17) se tiene que

JΩ′(vn) ≤
∫
Ω′
F (x, u,∇u)dx+ 1, (6.18)

para n suficientemente grande. Entonces, por (6.11),

µ

∫
Ω′
|∇vn|p(x)dx ≤

∫
Ω′
F (x, u,∇u)dx+ 1 +

∫
Ω′
g(x)dx+ c1

∫
Ω′
|vn|dx. (6.19)
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Veamos que existe una constante tal que
∫
Ω′ |∇vn|p(x) dx ≤ C. Por lo tanto, podemos suponer

que
∫
Ω′ |∇vn|p(x) dx ≥ 1. Por la Desigualdad de Poincaré (Teorema 4.15),

∥vn − u∥Lp(·)(Ω′) ≤ CΩ′∥∇(vn − u)∥Lp(·)(Ω′). (6.20)

Entonces, por (6.20), el Teorema 4.12 y la Proposición 4.2, llegamos a

∥vn∥L1(Ω′) ≤ C∥vn∥Lp(·)(Ω′) ≤ C
[
∥u∥W 1,p(·)(Ω′) + ∥∇vn∥Lp(·)(Ω′)

]
(6.21)

≤ C
[
∥u∥W 1,p(·)(Ω′) +

(∫
Ω′
|∇vn|p(x)dx

)1/pmı́n
]
,

con C dependiendo de pmı́n, pmáx, N, L, |Ω′|, diam(Ω′).
Por lo tanto, para ε > 0, por la Desigualdad de Young (Teorema 3.10),

∥vn∥L1(Ω′) ≤ C̄

[
1 +

(∫
Ω′
|∇vn|p(x)dx

)1/pmı́n

]
≤ C̃ + ε

∫
Ω′
|∇vn|p(x)dx, (6.22)

donde C̄ depende de pmin, pmax, N, L, |Ω′|, diam(Ω′) y ∥u∥W 1,p(·)(Ω′) y C̃ depende de las
mismas constantes y también de ε.

De (6.19), (6.22), (6.15) y (6.16), tomando ε = µ
2c1

, obtenemos∫
Ω′
|∇vn|p(x) dx ≤ Ĉ, (6.23)

con Ĉ dependiendo de pmin, pmax, N,L, |Ω′|, diam(Ω′), ∥u∥W 1,p(·)(Ω′), µ, c1 y ∥g∥L1(Ω′).
Luego, las expresiones (6.22), (6.23) y (6.11) implican que I > −∞.
De las estimaciones (6.23) y (6.21) obtenemos que

∥vn∥W 1,p(·)(Ω′) ≤
̂̂
C, (6.24)

donde ̂̂
C depende de las mismas constantes que Ĉ. Por los Teoremas 4.4, 3.5, 4.8, 4.12, y

la Observación 4.2, existe una subsucesión que seguimos denotando {vn} y v ∈ W 1,p(·)(Ω),
tales que

vn ⇀ v débilmente en W 1,p(·)(Ω′),

vn → v en L1(Ω′),

y en casi todo punto de Ω, con v satisfaciendo también la estimación (6.24).
Además, como K es convexo y cerrado, v ∈ K por el Teorema 3.6. Por el Teorema de

Egorov (Teorema 3.2) ∀ε > 0,∃Ωε ⊂ Ω′ , tal que |Ω′ \ Ωε| < ε y vn → v uniformemente en
Ωε.

Por otra parte, dado K > 0, como v ∈ L1(Ω′) y |∇v| ∈ L1(Ω′), por el Teorema 4.12, por
la Desigualdad de Chebyshev (Teorema 3.1), denotando ΩK = {x ∈ Ω′ / |v| + |∇v| ≤ K},
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para K > 0, se tiene que |Ω′ \ ΩK | −→
K→∞

0. Si llamamos Ωε,K = Ωε ∩ ΩK . Entonces,
|Ω′ \ Ωε,K | → 0 cuando ε → 0 y K → ∞. De (6.11) obtenemos

F (x, vn,∇vn) ≥ −c1|vn| − g(x).

Entonces∫
Ω′
F (x, vn,∇vn)dx =

∫
Ω′\Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx+

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx

≥ −c1

∫
Ω′\Ωε,K

|vn|dx−
∫
Ω′\Ωε,K

g(x)dx+

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx.

Por lo tanto, usando que vn → v ∈ L1(Ω′), obtenemos

I = ĺım
n→∞

∫
Ω′
F (x, vn,∇vn)dx = ĺım sup

n→∞

∫
Ω′
F (x, vn,∇vn)dx

≥ ĺım sup
n→∞

(
− c1

∫
Ω′\Ωε,K

|vn|dx−
∫
Ω′\Ωε,K

g(x)dx+

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx
)

= ĺım
n→∞

(
− c1

∫
Ω′\Ωε,K

|vn|dx
)
−
∫
Ω′\Ωε,K

g(x)dx+ ĺım sup
n→∞

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx

= −c1

∫
Ω′\Ωε,K

|v|dx−
∫
Ω′\Ωε,K

g(x)dx+ ĺım sup
n→∞

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx.

En consecuencia,

ĺım sup
n→∞

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn) dx ≤ I + c1

∫
Ω′\Ωε,K

|v|dx+

∫
Ω′\Ωε,K

g dx. (6.25)

Veamos que ∫
Ωε,K

F (x, v,∇v)dx ≤ I + c1

∫
Ω′\Ωε,K

|v|dx+

∫
Ω′\Ωε,K

g dx. (6.26)

En efecto, ∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn) dx−
∫
Ωε,K

F (x, v,∇v) dx =

=

∫
Ωε,K

[
F (x, vn,∇vn)− F (x, vn,∇v)

]
dx+

∫
Ωε,K

[
F (x, vn,∇v)− F (x, v,∇v)

]
dx

= An +Bn.
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Por un lado Bn → 0 por Teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue (Teorema
3.4), ya que F (x, vn,∇v)− F (x, v,∇v) → 0 uniformemente en Ωε,K , y está uniformemente
acotado en Ωε,K .

Aquı́ usamos que Fs(x, s, η) = B(x, s, η) cumple que

|B(x, s, η)| ≤ CK si x ∈ Ω′, |s| ≤ 2K y |η| ≤ K,

por (6.4). Por el Lema 6.1 tenemos que

An =

∫
Ωε,K

F (x, vn,∇vn)dx−
∫
Ωε,K

F (x, vn,∇v)dx

≥
∫
Ωε,K

A(x, vn,∇v) · (∇vn −∇v)dx

=

∫
Ωε,K

(
A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)

)
· (∇vn −∇v)dx

+

∫
Ωε,K

A(x, v,∇v) · (∇vn −∇v)dx = (I)n + (II)n.

Usando la Desigualdad de Hölder (Teorema 4.13) y el Teorema 4.12 y recordando la
estimación (6.24), tenemos que∣∣∣ ∫

Ωε,K

(
A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)

)
· (∇vn −∇v)dx

∣∣∣
≤

∫
Ω′

∣∣∣(A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)
)
χΩε,K

∣∣∣|∇vn −∇v|dx

≤ 2

∥∥∥∥∥∣∣∣(A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)
)
χΩε,K

∣∣∣∥∥∥∥∥
Lp(·)(Ω′)

∥ ∇vn −∇v∥Lp(·)(Ω)

≤ 2C
∥∥∥ ∣∣∣A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)

∣∣∣ χΩε,K

∥∥∥
Lpmax (Ω′)

(
∥∇vn∥Lp(·)(Ω′) + ∥∇v∥Lp(·)(Ω′)

)
≤ ̂̂

C sup
Ωε,K

∣∣A(x, vn,∇v)− A(x, v,∇v)
∣∣.

Como A(x, vn,∇v) → A(x, v,∇v) uniformemente en Ωε,K por la continuidad de A,
deducimos que |(I)n| −→

n→∞
0. Además (II)n también tiende a 0. En efecto,∫

Ωε,K

A(x, v,∇v) · (∇vn −∇v) dx =

∫
Ω′
A(x, v,∇v)χΩε,K

· (∇vn −∇v)dx −→
n→∞

0,



6.2. EXISTENCIA DE SOLUCIÓN 51

pues
|A(x, v,∇v)χΩε,K

| ∈ L∞(Ω′) ⊂ Lp′(·)(Ω′),

y ∇vn ⇀ ∇v débilmente en Lp(·)(Ωε,K). Por lo tanto,

ĺım sup
n→∞

∫
Ωε,K

(
F (x, vn,∇vn)− F (x, v,∇v)

)
dx ≥ 0. (6.27)

De (6.25) y (6.27) deducimos (6.26). Además, por (6.12),∫
Ω′\Ωε,K

F (x, v,∇v)dx ≤ µ−1

∫
Ω′\Ωε,K

|∇v|p(x)dx+ c1

∫
Ω′\Ωε,K

|v|dx+

∫
Ω′\Ωε,K

g(x)dx.

(6.28)
Haciendo ε → 0 y K → ∞, obtenemos de (6.26) y (6.28)

JΩ′(v) =

∫
Ω′
F (x, v,∇v) dx ≤ I.

Aquı́ hemos usado que
|Ω′ \ Ωε,K | −−−−−−−→

ε→0,K→+∞
0,

la Proposición 4.2 y que

∥∇v∥Lp(·)(Ω′\Ωε,K) ≤ C∥∇v∥Lpmax (Ω′\Ωε,K),

por el Teorema 4.12. Finalmente, como v ∈ K, resulta JΩ′(v) = I .
Es decir, v es un minimizante de JΩ′(w) en K.

Como consecuencia del Teorema de existencia de minimizante (Teorema 6.1) obtenemos

Teorema 6.2 (Existencia de solución). Sean p, F , A, B, Ω′ y u como en el Teorema 6.1.
Entonces existe v ∈ u+W

1,p(·)
0 (Ω′) tal que

divA(x, v,∇v) = B(x, v,∇v) en Ω′.

Demostración. Sea v ∈ K, donde

K = {w ∈ W 1,p(·)(Ω′)/w − u ∈ W
1,p(·)
0 (Ω′)},

un minimizante de
JΩ′(w) =

∫
Ω′
F (x,w,∇w) dx.

Veamos que v satisface

divA(x, v,∇v) = B(x, v,∇v) enΩ′,
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donde

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η),

B(x, s, η) = Fs(x, s, η).

Dado φ ∈ C∞
0 (Ω′) y t ∈ R, se cumple que v + t φ ∈ K. Por lo tanto, si definimos

h(t) = JΩ′(v + t φ), se cumple que h(0) ≤ h(t) ∀t ∈ R. Veamos que

h′(0) =

∫
Ω′
A(x, v,∇v) · ∇φdx+

∫
Ω′
B(x, v,∇v)φdx.

Entonces, se tendrá que h′(0) = 0, de donde se deduce el resultado deseado. En efecto,
tomemos tn → 0 y consideremos, para |tn| ≤ 1,

h(tn)− h(0)

tn
=

∫
Ω′

(F (x, v + tnφ,∇v + tn∇φ)− F (x, v,∇v)

tn
dx

=

∫
Ω′

F (x, v + tnφ,∇v + tn∇φ)− F (x, v,∇v + tn∇φ)

tn
dx

+

∫
Ω′

F (x, v,∇v + tn∇φ)− F (x, v,∇v)

tn
dx

=

∫
Ω′
Gn(x) dx+

∫
Ω′
Hn(x) dx = Bn + An.

(6.29)

Existen |sn| ≤ |tn| ≤ 1 tales que

Gn(x) =
F (x, v + tnφ,∇v + tn∇φ)− F (x, v,∇v + tn∇φ)

tn

= Fs(x, v + snφ,∇v + tn∇φ)φ −→
n→∞

B(x, v,∇v)φ,

puntualmente parax ∈ Ω′. Además, usando la hipótesis (6.4) y la desigualdad (3.2), obtenemos∣∣Gn(x)| = |B
(
x, v + snφ,∇v + tn∇φ

)
φ
∣∣ ≤

≤ ∥φ∥L∞(Ω′)Λ0

(
1 + |v + snφ|p(x) + |∇v + tn∇φ|p(x)

)
≤ ∥φ∥L∞(Ω′)Λ0

(
1 + 2pmax

(
|v|p(x) + |φ|p(x)

)
+ 2pmax

(
|∇v|p(x) + |∇φ|p(x)

))
= g̃(x),

donde g̃(x) ∈ L1(Ω′). Aplicando el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue (Teore-
ma 3.4), deducimos que

Bn =

∫
Ω′
Gn(x) dx →

n→∞

∫
Ω′
B(x, v,∇v)φdx. (6.30)
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Por otra parte, existen |s̄n| ≤ |tn| ≤ 1 tales que

Hn(x) =
F (x, v,∇v + tn∇φ)− F (x, v,∇v)

tn

=
(
∇ηF (x, v,∇v + s̄n∇φ)

)
· ∇φ → A(x, v,∇v) · ∇φ,

puntualmente para x ∈ Ω′. Además, usando (6.5) y la desigualdad (3.2), obtenemos que

|Hn(x)| =
∣∣A(x, v,∇v + s̄n∇φ) · ∇φ|

≤ ∥∇φ∥L∞(Ω′)C|∇v + s̄n∇φ|p(x)−1

≤ ∥∇φ∥L∞(Ω′)C2pmax
(
|∇v|p(x)−1 + |∇φ|p(x)−1

)
= h̃(x),

donde h̃(x) ∈ L1(Ω′). Aplicando nuevamente el Teorema de convergencia mayorada de
Lebesgue, resulta

An =

∫
Ω′
Hn(x) dx −→

n→∞

∫
Ω′
A(x, v,∇v) · ∇φ. (6.31)

Finalmente, de (6.29), (6.30) y (6.31), se deduce el resultado deseado.

6.3. Principio de comparación y unicidad de solución
En esta Sección presentamos un Principio de comparación y un resultado de unicidad.

Comencemos dando algunas definiciones preliminares.

Definición 6.1. Sean u, v ∈ W 1,p(·)(Ω). Decimos que v ≥ u en ∂Ω, si (u− v)+ = máx(u−
v, 0) ∈ W

1,p(·)
0 (Ω).

Definición 6.2. Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω). Decimos que

divA(x, u,∇u) ≥ B(x, u,∇u) en Ω,

si se cumple que

−
∫
Ω

A(x, u,∇u) · ∇φdx ≥
∫
Ω

B(x, u,∇u)φdx,

∀φ ∈ C∞
0 (Ω) con φ ≥ 0. Análogamente para

divA(x, u,∇u) ≤ B(x, u,∇u) enΩ.

El siguiente resultado es una versión simplificada de la Proposición 3.4 de [48].
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Proposición 6.1 (Principio de comparación). Sean p, A y B como en la Sección 6.1. Supon-
gamos además que

A(x, s, η) = A(x, η), B(x, s, η) = B(x).

Sean u, v ∈ W 1,p(·)(Ω) tales que

divA(x,∇u) ≥ B(x) en Ω,

divA(x,∇v) ≤ B(x) en Ω,

u ≤ v sobre ∂Ω.

Entonces u ≤ v en Ω.

Demostración. Dado φ ∈ C∞
0 (Ω), φ ≥ 0, se cumple que

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φ ≥
∫
Ω

B(x)φ.

Como v ≥ u en ∂Ω, se tiene que

(u− v)+ ∈ W
1,p(·)
0 (Ω).

Sean φj ∈ C∞
0 (Ω) tales que

φj → (u− v)+ = w ∈ W
1,p(·)
0 (Ω),

con φj ≥ 0. Entonces

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φj ≥
∫
Ω

B(x)φj. (6.32)

Observemos por (6.5) que se tiene |A(x,∇u)| ∈ Lp′(x). En efecto, esta afirmación se deduce
de ∫

Ω

|A(x,∇u)|p′(x) ≤ C

∫
Ω

|∇u|(p(x)−1)p′(x) =

∫
Ω

|∇u|p(x).

Aquı́ hemos usado que

1

p′(x)
+

1

p(x)
= 1 =⇒ 1

p′(x)
= 1− 1

p(x)
=

p(x)− 1

p(x)
=⇒ p(x) = p′(x)(p(x)− 1).

Por la Desigualdad de Hölder (Teorema 4.13),∣∣∣ ∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φj −
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇w
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

Ω

A(x,∇u) · (∇φj −∇w)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|A(x,∇u)| |∇φj −∇w|
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≤ 2∥A(x,∇u)∥Lp′(·)(Ω)∥∇φj −∇w∥Lp(·)(Ω) −→
j→∞

0.

Es decir ∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φj −→
j→∞

∫
Ω

A(x,∇u) · ∇w.

Como supusimos que B(x, u,∇u) = B(x), la hipótesis (6.4) toma la forma

|B(x)| ≤ Λ0,

en Ω. Por lo tanto
B ∈ L∞(Ω) ⊂ Lp′(·)(Ω).

Entonces, aplicando la Desigualdad de Hölder nuevamente,∣∣∣ ∫
Ω

B(x)φj −
∫
Ω

B(x)w
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫

Ω

B(x)(φj −w)
∣∣∣ ≤ 2∥B∥Lp′(·)(Ω)∥∇φj −w∥Lp(·)(Ω) −−−→

j→∞
0.

Es decir ∫
Ω

B(x)φj −−−−→
j→∞

∫
Ω

B(x)w.

Entonces, pasando al lı́mite en (6.32), obtenemos

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇w dx ≥
∫
Ω

B(x)w dx. (6.33)

Además, como para todo φ ∈ C∞
0 (Ω), φ ≥ 0, se cumple que

−
∫
Ω

A(x,∇v) · ∇φdx ≤
∫
Ω

B(x)φdx,

el mismo razonamiento anterior implica que

−
∫
Ω

A(x,∇v) · ∇w dx ≤
∫
Ω

B(x)w dx. (6.34)

Juntando (6.33) y (6.34) y denotando

Ω+ = {x ∈ Ω/u− v > 0},

obtenemos

0 ≥
∫
Ω

(
A(x,∇u)− A(x,∇v)

)
· ∇w =

∫
Ω+

(
A(x,∇u)− A(x,∇v)

)
· ∇(u− v). (6.35)

Para 0 ≤ τ ≤ 1 llamemos uτ = v + τ(u− v) y para cada x ∈ Ω fijo denotemos

f(τ) = A(x,∇uτ ) · ∇(u− v) =
N∑
i=1

Ai(x,∇uτ )(u− v)xi
.
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Entonces,

f ′(τ) =
N∑

i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x,∇uτ )(u− v)xi

(u− v)xj
.

Como
f(1)− f(0) =

∫ 1

0

f ′(τ) dτ,

obtenemos ∫
Ω+

(
A(x,∇u)− A(x,∇v)

)
· ∇(u− v) dx =

=

∫
Ω+∩{|∇v|≥|∇u|}

(
A(x,∇u)− A(x,∇v)

)
· ∇(u− v)dx

+

∫
Ω+∩{|∇v|<|∇u|}

(
A(x,∇u)− A(x,∇v)

)
· ∇(u− v)dx

=

∫ 1

0

∫
Ω+∩{|∇v|≥|∇u|}

N∑
i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x,∇uτ )(u− v)xi

(u− v)xj
dx dτ

+

∫ 1

0

∫
Ω+∩{|∇v|<|∇u|}

N∑
i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x,∇u(1−τ))(u− v)xi

(u− v)xj
dx dτ

≥ λ0

∫ 1
4

0

∫
Ω+∩{|∇v|≥|∇u|}

|∇uτ |p(x)−2|∇(u− v)|2 dx

+λ0

∫ 1
4

0

∫
Ω+∩{|∇v|<|∇u|}

|∇u(1−τ)|p(x)−2|∇(u− v)|2 dx = (I) + (II),

la última desigualdad es debida a la hipótesis (6.2). Para acotar (I) usamos el Lema 3.2 y
obtenemos para 0 ≤ τ ≤ 1

4
, como |∇v| ≥ |∇u|,

|∇uτ | = |∇v + τ(∇u−∇v)| ≥ 1

4
|∇u−∇v|.

Además,
|∇uτ | ≤ |∇v|+ τ |∇u−∇v| ≤ 2(|∇u|+ |∇v|).

Entonces, si p(x) ≥ 2,

|∇uτ |p(x)−2 ≥ 1

4pmax−2
|∇u−∇v|p(x)−2.

Si p(x) < 2,
|∇uτ |p(x)−2 ≥ 2pmin(|∇u|+ |∇v|)p(x)−2.
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Por lo tanto
(I) ≥ α̃λ0

∫
Ω+∩{p(x)≥2}∩{|∇v|≥|∇u|}

|∇u−∇v|p(x) dx+

+α̃λ0

∫
Ω+∩{p(x)<2}∩{|∇v|≥|∇u|}

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−2|∇u−∇v|2 dx,

para α̃ = α̃(pmin, pmax).
Para acotar (II) observemos que

∇u(1−τ) = ∇v + (1− τ)(∇u−∇v) = ∇u+ τ(∇v −∇u),

con 0 ≤ τ ≤ 1
4

y |∇u| > |∇v|. En forma análoga, resulta

(II) ≥ α̃λ0

∫
Ω+∩{p(x)≥2}∩{|∇v|<|∇u|}

|∇u−∇v|p(x) dx+

+α̃λ0

∫
Ω+∩{p(x)<2}∩{|∇v|<|∇u|}

(|∇u|+ |∇v|)p(x)−2|∇u−∇v|2 dx.

Recordando (6.35), concluimos que

0 ≥ α̃λ0

(∫
Ω+∩{p(x)≥2}

|∇u−∇v|p(x) dx+
∫
Ω+∩{p(x)<2}

(
|∇u|+|∇v|

)p(x)−2

|∇u−∇v|2 dx
)
.

Finalmente, recordando la definición de Ω+, vemos que

0 ≥
∫
Ω∩{p(x)≥2}

|∇(u− v)+|p(x)dx+

∫
Ω∩{p(x)<2}

(
|∇u|+ |∇v|

)p(x)−2

|∇(u− v)+|2 dx,

lo cual implica que ∇(u − v)+ = 0 en Ω. Como (u − v)+ ∈ W
1,p(·)
0 (Ω), la Desigualdad de

Poincaré (Teorema 4.15) da (u− v)+ = 0 en Ω. Es decir que u ≤ v en Ω.

Como consecuencia inmediata del Principio de comparación obtenemos el siguiente re-
sultado de unicidad.

Corolario 6.1 (Unicidad). Sean p, A y B como en la Proposición 6.1. Sea φ ∈ W 1,p(·)(Ω) y
sean u1, u2 ∈ W 1,p(·)(Ω) tales que{

divA(x,∇ui) = B(x) en Ω,

ui = φ en ∂Ω,

para i=1,2. Entonces u1 = u2 en Ω.
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6.4. Acotación de soluciones y Principio del máximo
El siguiente resultado dice que las soluciones de la ecuación con dato de borde acotado,

son acotadas. Fue obtenido en la Proposición 3.5 de [48] bajo condiciones más generales.

Proposición 6.2. Supongamos las mismas hipótesis sobre p, F , A y B que en el Teorema 6.1,
y sea Ω′ ⊂ Ω un dominio C1. Supongamos además que

A(x, s, η) = A(x, η), B(x, s, η) = B(x).

Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω) tal que {
divA(x,∇u) = B(x) enΩ′,

|u| ≤ M en ∂Ω′,

para una constante positiva M . Entonces, existe C tal que |u| ≤ C en Ω′, donde C depende
solo de M , |Ω′|, diam(Ω′), N , λ0, Λ0, L, pmin, pmax, ∥g∥L1(Ω′), µ, c1.

Demostración. Sea v+ la solución de{
divA(x,∇v+) = B(x) enΩ′

v+ = M en ∂Ω′,

que existe y es única por los Teoremas 6.1 y 6.2 y el Corolario 6.1. Entonces, por la estimación
del Teorema 6.1, se tiene que ∥v+∥W 1,p(·)(Ω′) depende sólo de M , |Ω′|, diam(Ω′), N y las
constantes en las condiciones estructurales.

Recordando (6.4), (6.5) y (6.6), deducimos que estamos bajo las hipótesis del Teorema
4.1 en [33] y por lo tanto v+ ∈ L∞(Ω), con una cota que depende solo de M , |Ω′|, diam(Ω′),
N y las constantes en las condiciones estructurales.

Por el Principio de comparación (Proposición 6.1), tenemos u ≤ v+ en Ω′, de donde sale
la cota superior.

Procediendo en forma análoga con v−, la solución de{
divA(x,∇v−) = B(x) enΩ′

v− = −M en ∂Ω′,

obtenemos la cota inferior y esto concluye la demostración.

También se cumple un Principio del máximo para esta familia de ecuaciones, que se
deduce del Principio de comparación (Proposición 6.1).
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Proposición 6.3 (Principio del máximo). Sean p y A como en la Sección 6.1. Supongamos
además que

A(x, s, η) = A(x, η).

Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω) tal que {
divA(x,∇u) = 0 enΩ
−M1 ≤ u ≤ M2 en ∂Ω,

para M1,M2 ≥ 0. Entonces, −M1 ≤ u ≤ M2 en Ω.

Demostración. De (6.1) se deduce que si v+ = M2 y v− = −M1, entonces divA(x,∇v+) =
0 y divA(x,∇v−) = 0 en Ω. Aplicando el Principio de comparación (Proposición 6.1),
obtenemos

−M1 = v− ≤ u ≤ v+ = M2 en Ω.

6.5. Regularidad de soluciones
En [32], X. Fan estudió la ecuación

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

bajo las hipótesis sobre p(x),A yB que consideramos en la Sección 6.1. Allı́ obtuvo diferentes
resultados de regularidad para esta ecuación, considerando distintas condiciones de contorno.
En particular obtuvo (ver [32], Teorema 1.1) el siguiente resultado de regularidad local.

Teorema 6.3. Sean p, A y B como en la Sección 6.1. Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω) ∩ L∞(Ω) una
solución debil de

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u) en Ω.

Entonces, u ∈ C1,α(Ω), donde el exponente α de Hölder depende sólo de N , pmin, pmax, L,
λ0, Λ0, β y ∥u∥L∞(Ω). Además, para cada Ω′ ⊂⊂ Ω,

∥u∥C1,α(Ω
′
) ≤ C,

donde C depende sólo de N , pmin, pmax, L, λ0, Λ0, β, ∥u∥L∞(Ω) y dist(Ω′, ∂Ω).

Observación 6.2. El Teorema 6.3 se aplica a soluciones débiles de divA(x, u,∇u) =
B(x, u,∇u) que son acotadas. La Proposición 6.2 da condiciones bajo las cuales las so-
luciones son acotadas.

Por otra parte, si pmin > N , por el Teorema de Rellich Kondrachov (Teorema 4.8) y el
Teorema 4.12 obtenemos que si u ∈ W 1,p(·)(Ω), entonces u es acotada.
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6.6. Desigualdad de Harnack
Recordemos que si Ω ⊂ RN es un abierto, u es no negativa y armónica en Ω y Ω′ ⊂⊂ Ω

es abierto conexo, entonces se cumple que

sup
Ω′

u ≤ C ı́nf
Ω′

u,

donde C es una constante positiva que depende solo de N , Ω y Ω′. Este resultado se conoce
como Desigualdad de Harnack (ver Teorema 11 en [30], Sección 2.2).

En [68] (Teorema 1.1), N. Wolanski probó una Desigualdad de Harnack que se aplica
a la familia de ecuaciones que estudiamos en esta Tesis. Este resultado tiene numerosas
aplicaciones. Ver por ejemplo [47] y [48] donde se aplica para obtener estimaciones en
problemas de minimización, y en [36] y [37] donde se aplica para obtener resultados de
regularidad para un problema de frontera libre.

La Desigualdad de Harnack probada en [68] es la siguiente

Teorema 6.4 (Desigualdad de Harnack). Sea Ω ⊂ RN un abierto. Sean p, A y B como en la
Sección 6.1. Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω) ∩ L∞(Ω) una solución no negativa de

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u) en Ω.

Si B4R ⊂ Ω, existen constantes C > 0 y µ ≥ 0 tales que

sup
BR

u ≤ C
(
ı́nf
BR

u+R + µR),

donde C y µ dependen sólo de N,L, λ0,Λ0, ∥u∥L∞(B4R), pmin y pmax.

6.7. Distintas nociones de solución
En esta sección analizamos la relación entre las distintas nociones de solución para las

ecuaciones estudiadas. A saber, débil, viscosa y clásica. Los resultados de esta sección son
novedosos para el operador en estudio. Resultados de este tipo para el operador ∆p(x) fueron
obtenidos en [36], [42] y [58].

Esta clase de resultados tiene aplicaciones en distintos contextos, por ejemplo, en el estudio
de problemas de frontera libre (ver [13], [36], [69]).

En efecto, frecuentemente ocurre que la función en estudio se obtiene minimizando un
funcional de energı́a, y por lo tanto esta es solución débil de una ecuación. Saber que además
es solución de la ecuación en sentido viscoso permite probar propiedades adicionales de la
misma.

A lo largo de la sección supondremos que

A(x, s, η) = A(x, η), B(x, s, η) = B(x),
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y que p, A y B satisfacen las hipótesis de la Sección 6.1. Supondremos además que A ∈
C1(Ω× RN \ {0}) y B ∈ C(Ω).

Definición 6.3 (Subsolución débil). Decimos que u ∈ W 1,p(·)(Ω) es una subsolución débil
de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si para toda φ ∈ C∞

0 (Ω), φ ≥ 0, se cumple que

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φdx ≥
∫
Ω

φB(x) dx.

Definición 6.4 (Supersolución débil). Decimos que u ∈ W 1,p(·)(Ω) es una supersolución
débil de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si para toda φ ∈ C∞

0 (Ω), φ ≥ 0, se cumple que

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇φdx ≤
∫
Ω

φB(x) dx.

Definición 6.5 (Solución débil). Decimos que u ∈ W 1,p(·)(Ω) es una solución débil de
divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si es simultáneamente una subsolución y una supersolución débil
en Ω.

Definición 6.6. Dadas u, v ∈ C(Ω), decimos que v toca estrictamente a u por debajo (res-
pectivamente por arriba) en x0 ∈ Ω, si u(x0) = v(x0) y u(x) > v(x) (respectivamente
u(x) < v(x)) para todo x ̸= x0 en un entorno O de x0.

Definición 6.7 (Subsolución viscosa). Sea u ∈ C(Ω). Decimos que u es una subsolución
viscosa de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si para toda v ∈ C2(Ω), si v toca estrictamente a u
por arriba en x0 ∈ Ω y ∇v(x0) ̸= 0, entonces divA(x0,∇v(x0)) ≥ B(x0).

Definición 6.8 (Supersolución viscosa). Sea u ∈ C(Ω). Decimos que u es una supersolución
viscosa de divA(x,∇u) = B(x) en Ω si para toda v ∈ C2(Ω), si v toca estrictamente a u por
debajo en x0 ∈ Ω y ∇v(x0) ̸= 0, entonces divA(x0,∇v(x0)) ≤ B(x0).

Definición 6.9 (Solución viscosa). Sea u ∈ C(Ω). Decimos que u es una solución viscosa
de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si es simultáneamente una subsolución y una supersolución
viscosa en Ω.

Definición 6.10 (Subsolución clásica). Decimos que u ∈ C2(Ω) es una subsolución clásica
de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si ∇u ̸= 0 en Ω y

divA(x,∇u) ≥ B(x) ∀x ∈ Ω.

Definición 6.11 (Supersolución clásica). Decimos que u ∈ C2(Ω) es una supersolución
clásica de divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si ∇u ̸= 0 en Ω y

divA(x,∇u) ≤ B(x) ∀x ∈ Ω.
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Definición 6.12 (Solución clásica). Decimos que u ∈ C2(Ω) es una solución clásica de
divA(x,∇u) = B(x) en Ω, si es simultáneamente una subsolución y una supersolución
clásica en Ω.

Proposición 6.4. Sea Ω un dominio acotado de clase C1. Sea u ∈ C2(Ω), con ∇u ̸= 0 en Ω,
tal que

divA(x,∇u) ≤ B(x) ∀x ∈ Ω,

(es decir, u es una supersolución clásica). Entonces, u es una supersolución débil de

divA(x,∇u) = B(x) enΩ.

Análogamente para subsoluciones.

Demostración. Como u ∈ C2(Ω), entonces u,∇u ∈ C(Ω) y, por lo tanto, u ∈ W 1,p(·)(Ω).
Dada ϕ ∈ C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0, se tiene que∫
Ω

divA(x,∇u)ϕ dx ≤
∫
Ω

ϕB(x) dx. (6.36)

Por el Teorema de la divergencia (Teorema 3.7), tenemos que

0 =

∫
∂Ω

A(x,∇u)ϕ · n dS =

∫
Ω

div(A(x,∇u)ϕ) dx, (6.37)

donde n es la normal exterior unitaria a ∂Ω, porque ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Además,∫

Ω

div
(
(A(x,∇u)ϕ

)
dx =

∫
Ω

A(x,∇u) · ∇ϕ dx+

∫
Ω

divA(x,∇u)ϕ dx. (6.38)

Juntando (6.36), (6.37) y (6.38), obtenemos

−
∫
Ω

A(x,∇u) · ∇ϕ dx ≤
∫
Ω

ϕB(x) dx,

lo cual demuestra que u es una supersolución débil de divA(x,∇u) = B(x) en Ω.

Proposición 6.5. Sean A y B como en la Sección 6.1. Supongamos además que A ∈ C1(Ω×
RN \ {0}) y B ∈ C(Ω). Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω) ∩ C(Ω) una supersolución débil de

divA(x,∇u) = B(x) enΩ.

Entonces, u es una supersolución viscosa de

divA(x,∇u) = B(x) enΩ.

Análogamente para subsoluciones.
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Demostración. Sea u ∈ W 1,p(·)(Ω)∩C(Ω) una supersolución débil de divA(x,∇u) = B(x).
Queremos ver que u es una supersolución viscosa de divA(x,∇u) = B(x) en Ω.

Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces, existe x0 ∈ Ω y v ∈ C2(Ω), con
∇v(x0) ̸= 0, tal que{

u(x0) = v(x0),

u(x) > v(x) ∀x ̸= x0 en un entorno O dex0

(6.39)

y tal que divA(x0,∇v(x0)) > B(x0).
Como v ∈ C2(Ω), se tiene ∇v(x) ̸= 0 en Br(x0) y

divA(x,∇v(x)) ≥ B(x) enBr(x0), (6.40)

para algún r > 0 pequeño. Sea

m = mı́n(u− v) sobre ∂Br(x0). (6.41)

Entonces, m > 0. Consideremos ṽ(x) = v(x)+m en Ω. Entonces, ṽ ∈ W 1,p(·)(Br(x0)) y por
(6.40) y la Proposición 6.4, ṽ es una subsolución débil de divA(x,∇ṽ) = B(x) en Br(x0).

Además, por definición de m, se tiene que u ≥ ṽ en ∂Br(x0). Entonces, por el Principio
de comparación (Proposición 6.1), se tiene que u ≥ ṽ en Br(x0). Es decir,

u(x) ≥ v(x) +m ∀x ∈ Br(x0),

y en particular
v(x0) = u(x0) ≥ v(x0) +m,

lo cual contradice (6.39) y (6.41) y concluye la demostración.

Observación 6.3. En la Proposición 6.5 tenemos que

w = ṽ − u ∈ W 1,p(·)(Br(x0)) ∩ C(B̄r(x0)),

w ≤ 0 en ∂Br(x0).

Sea w+ = máx(w, 0). Entonces,

w+ ∈ W 1,p(·)(Br(x0)) ∩ C(B̄r(x0)),

w+ = 0 en ∂Br(x0).

Con los mismos argumentos empleados en la demostración del Teorema 9.17 de [14],
deducimos que

w+ ∈ W
1,p(·)
0 (Br(x0)),

lo que permite la aplicación del Principio de comparación (Proposición 6.1) en la Proposición
6.5.
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Corolario 6.2. Sea Ω un dominio acotado de clase C1. Sean A y B como en la Sección 6.1.
Supongamos además que A ∈ C1(Ω×RN \ {0}) y B ∈ C(Ω). Sea u ∈ C2(Ω̄), con ∇u ̸= 0
en Ω, tal que

divA(x,∇u) ≤ B(x) ∀x ∈ Ω,

(es decir, u es una supersolución clásica). Entonces, u es una supersolución viscosa de

divA(x,∇u) = B(x) en Ω.

Análogamente para subsoluciones.

Demostración. El resultado es consecuencia de las Proposiciones 6.4 y 6.5.



Capı́tulo 7

Ejemplos

En este capı́tulo presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se aplican los resul-
tados del Capı́tulo 6.

En particular, los resultados de la sección 6.5 resultan novedosos para varios de estos
ejemplos.

7.1. Ejemplo 1
En la Sección 5.1, estudiamos el Principio de Dirichlet para la ecuación de Poisson

(Teorema 5.4). Vamos a comprobar que, para una F apropiada, un minimizante de energı́a de
la Sección 6.1, es solución de la ecuación −∆u = f . Partimos de (5.2), es decir

I(w) =

∫
Ω

(
1

2
|∇w|2 − wf)dx,

reemplazamos JΩ por I , quedando

JΩ(w) =

∫
Ω

1

2
|∇w|2 − wf(x) dx,

donde suponemos f ∈ L∞(Ω). Tomemos entonces en la Sección 6.1

F (x, s, η) =
1

2
|η|2 − sf(x),

con lo cual
JΩ(w) =

∫
Ω

F (x,w,∇w)dx =

∫
Ω

(1
2
|∇w|2 − wf(x)

)
dx.

En este caso vemos que las condiciones que relacionan A y B con F quedan

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η) =
2

2
η = η,

65
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B(x, s, η) = Fs(x, s, η) = −f(x).

Queda entonces
A(x, u,∇u) = ∇u,

B(x, u,∇u) = −f(x).

Reemplazando ambas expresiones en la ecuación

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

obtenemos
divA(x, u,∇u) = div(∇u) = ∆u =⇒ ∆u = −f(x).

Es decir
−∆u = f(x).

Habiendo ası́ comprobado que existe un minimizante del funcional de energı́a (5.2) propuesto
en la Sección 5.1, que este es efectivamente solución de la ecuación diferencial, y que el resto
de los resultados del Capı́tulo 6 también se aplican.

7.2. Ejemplo 2
Sea Ω ⊂ RN abierto y acotado, aij(x) ∈ L∞(Ω), aij = aji, 1 ≤ i, j ≤ N , satisfaciendo

la condición de elipticidad uniforme. Es decir, existe α > 0 tal que

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2, ∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ RN .

Sea f ∈ L∞(Ω). Consideramos

F (x, s, η) =
1

2

N∑
i,j=1

aij(x)ηiηj + f(x)s =
1

2
⟨A(x)η, η⟩+ f(x)s.

Entonces, F satisface nuestras hipótesis,

Fη(x, s, η) = A(x)η, F s(x, s, η) = f(x).

La ecuación que se obtiene es
div(A(x)∇u) = f,

y todos los resultados del Capı́tulo 6 se aplican a esta ecuación. Observar que esta ecuación
fue analizada en el Capı́tulo 5 con otras técnicas (Teorema de Lax Milgram).
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7.3. Ejemplo 3
Consideremos F , A y B como en la Sección 6.1, en el caso particular en que p(x) ≡ 2.

Entonces la ecuación toma la forma

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

donde A(x, s, η) satisface

λ0|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

∂Ai

∂ηj
(x, s, η)ξiξj ≤ Λ0|ξ|2.

Es decir, se obtiene una ecuación no lineal uniformemente elı́ptica, para la cual se aplican
todos los resultados del Capı́tulo 6.

7.4. Ejemplo 4
Consideremos, para 1 < p < ∞ y f ∈ L∞(Ω),

JΩ(w) =

∫
Ω

( |∇w|p

p
+ fw

)
dx =

∫
Ω

F (x,w,∇w) dx,

F (x, s, η) =
1

p
|η|p + sf(x),

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η) = ∇η

(1
p
|η|p + sf(x)

)
=

= |η|p−2η,

B(x, s, η) = Fs(x, s, η) = f(x),

A(x, u,∇u) = |∇u|p−2∇u.

Tomando divergencia miembro a miembro

divA(x, u,∇u) = div(|∇u|p−2∇u).

Por otro lado,
B(x, u,∇u) = f(x).

Entonces, la ecuación
divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

queda
∆pu := div(|∇u|p−2∇u) = f(x).

El operador ∆p se conoce como p-Laplaciano.
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7.5. Ejemplo 5
Consideremos F , A y B como en la Sección 6.1, en el caso particular en que p(x) ≡ p y

F toma la forma
F (x, s, η) = G(s, η) + sf(x).

Entonces la ecuación resulta

divA(u,∇u) = B(x, u,∇u),

donde A(s, η) satisface

λ0|η|p−2|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

∂Ai

∂ηj
(s, η)ξiξj ≤ Λ0|η|p−2|ξ|2, ξ ∈ RN .

Es decir, se obtiene una ecuación que generaliza al p-Laplaciano, para la cual se aplican los
resultados del Capı́tulo 6.

7.6. Ejemplo 6
Consideremos, para f ∈ L∞(Ω),

JΩ(w) =

∫
Ω

( |∇w|p(x)

p(x)
+ fw

)
dx =

∫
Ω

F (x,w,∇w) dx.

F (x, s, η) =
1

p(x)
|η|p(x) + sf(x). (7.1)

A(x, s, η) = ∇ηF (x, s, η) = ∇η

( 1

p(x)
|η|p(x) + sf(x)

)
=

= ∇η

( 1

p(x)
e

p(x)
2

ln|η|2 + sf(x)
)
=

= |η|p(x)−2η,

B(x, s, η) = Fs(x, s, η) = f(x),

A(x, u,∇u) = |∇u|p(x)−2∇u.

Tomando divergencia miembro a miembro

divA(x, u,∇u) = div(|∇u|p(x)−2∇u).

Por otro lado
B(x, u,∇u) = f(x).
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Entonces, la ecuación
divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

queda
∆p(x)u := div(|∇u|p(x)−2∇u) = f(x).

El operador ∆p(x) se conoce como p(x)-Laplaciano.
En el caso particular en que p(x) ≡ 2, queda, div(∇u) = f(x), es decir, ∆u = f(x) que

es el resultado presentado en el Ejemplo 7.1.
Por otra parte, cuando p(x) ≡ p obtenemos el resultado presentado en el Ejemplo 7.4.
Observemos que en este caso particular en que F tiene la forma (7.1), el hecho que un

minimizante es solución de la ecuación, se obtiene de forma mas sencilla que en la Sección
6.2 (Teorema 6.2). De hecho, sea t > 0 y 0 ≤ ξ ∈ C∞

0 (Ω). Sea u un minimizante de JΩ.
Usando la minimalidad de u, tenemos

0 ≤ 1

t
(JΩ(u− tξ)− JΩ(u))

=
1

t

∫
Ω

|∇u− t∇ξ|p(x) 1

p(x)
− |∇u|p(x) 1

p(x)
dx−

∫
Ω

fξ dx

≤ −
∫
Ω

|∇u− t∇ξ|p(x)−2(∇u− t∇ξ) · ∇ξ dx−
∫
Ω

fξ dx.

Aquı́ hemos usado la estimación (6.7). Si hacemos t → 0, obtenemos

0 ≤ −
∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u · ∇ξ dx−
∫
Ω

fξ dx,

que da como resultado ∆p(x)u ≥ f . Análogamente obtenemos ∆p(x)u ≤ f .

7.7. Ejemplo 7
Sean aij : Ω → R, aij = aji 1 ≤ i, j ≤ N , aij ∈ C1(Ω), que satisfacen, para

0 < λ0 ≤ Λ0,

λ0|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ0|ξ|2, ∀x ∈ Ω,∀ξ ∈ RN .

Consideramos, para f ∈ L∞(Ω),

F (x, s, η) =
1

p(x)

∣∣A(x)η∣∣p(x) + f(x)s.
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Entonces F satisface nuestras hipótesis,

Fη(x, s, η) =
∣∣A(x)η∣∣p(x)−2

A2(x)η,

Fs(x, s, η) = f(x),

y la ecuación que se obtiene es

div
(∣∣A(x)∇u

∣∣p(x)−2
A2(x)∇u

)
= f(x), (7.2)

conocida como “weighted p(x) - Laplacian”.
Cuando A(x) = I , (7.2) coincide con ∆p(x).

7.8. Ejemplo 8
Un ejemplo de función F que satisface las hipótesis de la Sección 6.1 (ver Ejemplo 5.2 en

[48]) es
F (x, s, η) = G(x, η) + f(x, s),

con
G(x, η) = G̃

(
|η|p(x)

)
,

con p(x) como en la Sección 6.1, y G̃ ∈ C2
(
[0,∞)

)
una función que satisface:

c0 ≤ G̃′(t) ≤ C0,

0 ≤ G̃′′(t) ≤ C0

1 + t
c0, C0 constantes positivas,

y
f(x, s) = g(x)s, con g ∈ L∞(Ω).

7.9. Ejemplo 9
Si F1 y F2 satisfacen las hipótesis discutidas en el Capı́tulo 6, entonces

F (x, s, η) = a1(x)F1(x, s, η) + a2(x)F2(x, s, η),

también las cumplen, para cualquier elección de funciones Hölder continuas a1(x), a2(x)
acotadas superior e inferiormente por constantes positivas (ver Observación 5.1 en [48]). Ası́
obtenemos nuevas ecuaciones de la forma

divA(x, u,∇u) = B(x, u,∇u),

para las cuales los resultados del Capı́tulo 6 se aplican.



Apéndice A

Otros resultados para ecuaciones con
crecimiento no estándar

En los últimos años ha habido un interés creciente sobre las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales con crecimiento no estándar. Esto se debe a sus numerosas aplicaciones y
a los desafı́os matemáticos que este tipo de problemas plantea.

Remarcamos que es imposible dar una lista completa de referencias actualizadas sobre
este tema y remitimos al lector interesado, por ejemplo, a las referencias [39], [21], [59] y a
los trabajos allı́ citados.

En este Apéndice comentaremos algunos interesantes trabajos para este tipo de ecuaciones,
que en particular incluyen ecuaciones que no hemos tratado en la Tesis.

Comenzamos refiriendo a los trabajos [26], [27], [28] y [8] donde se desarrollan méto-
dos numéricos para aproximar soluciones débiles del problema de Dirichlet para el p(x)-
Laplaciano.

Además, en el trabajo [53] se considera el lı́mite al tomar p(x) → ∞ en una familia
de soluciones de la ecuación p(x)-Laplaciano homogénea, y se identifica la ecuación que se
obtiene en el lı́mite.

Por otra parte, en [46], [36] y [37], se obtienen resultados de regularidad para problemas
de frontera libre asociados al p(x)-Laplaciano. En [47] y [45] se estudia un problema de
perturbación singular para el p(x)-Laplaciano. En [34], [47] y [62] se estudian problemas de
minimización para el p(x)-Laplaciano y en [49] se estudia un problema de diseño óptimo
para este operador. Otros resultados para el p(x)-Laplaciano pueden encontrarse en [64], [9]
y [19].

En [50], el autor obtiene diversos resultados para el operador no lineal degenerado cono-
cido como g-Laplaciano, definido como

∆gu := div
(g(|∇u|)

|∇u|
∇u

)
,

con ciertas condiciones de crecimiento sobre la función g. Este operador extiende al p-
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Laplaciano, que se obtiene al tomar g(t) = tp−1.
Para trabajar con estas ecuaciones se definen espacios de Sobolev generalizados, conocidos

como Espacios de Orlicz-Sobolev. Estos se definen en forma análoga a los espacios de Sobolev
con exponente variable W 1,p(·)(Ω) y se denotan por W 1,G(Ω), donde G es una función tal que
G′ = g. La norma se obtiene en forma similar a (4.9) y (4.11), reemplazando en la definición
a la función |t|p(x) por G(t).

En [57] y [13] se obtienen resultados para un problema de frontera libre asociado al
g-Laplaciano. En [12], [24] y [69] se estudian problemas de minimización. En [23], [56] y
[65] se estudian problemas de optimización de forma para este operador y en [17] se obtienen
resultados de continuidad respecto a perturbaciones de dominio.

Entre otras interesantes ecuaciones con crecimiento no estándar, mencionamos el p-
Laplaciano anisotrópico, que viene dado por

N∑
i=1

(
|uxi

|pi−2uxi

)
xi
= 0, 2 ≤ p1 ≤ . . . pN ,

y es estudiada en [11] y [51].
También, ecuaciones con doble fase, de la forma

div
(
|∇u|p−2∇u+ a(x)|∇u|q−2∇u

)
= 0, 2 ≤ q < p,

y a(x) ≥ a0 > 0 que son estudiadas en [10] y [25].
Referimos además a ecuaciones totalmente no lineales con exponente variable, de la forma

|∇u|p(x)F (D2u) = f,

estudiadas en [15].
Antontsev y Shmarev estudian en [6] una familia de problemas parabólicos con crecimiento

no estándar, que incluye en particular a la ecuación

ut − div(|∇u|p(x)−2∇u) = f(x, t).

Por último, mencionamos que hay una gran atención reciente en el estudio de problemas
con “difusión anómala”, debido al interés que estos presentan en las aplicaciones a distintas
disciplinas, tales como ciencias naturales, finanzas y procesamiento de señales. En estos
casos, en lugar de considerarse operadores diferenciales, se consideran operadores integrales.
Los espacios adecuados para trabajar con estas ecuaciones se conocen como Espacios de
Orlicz-Sobolev fraccionarios.

Mientras que las ecuaciones diferenciales tienen en cuenta sólo lo que está ocurriendo en
un entorno de un punto x, y en ese sentido son “locales”, las ecuaciones integrales tienen en
cuenta lo que está ocurriendo en puntos lejanos a x y en ese sentido son “no locales”.

En los trabajos [41], [43], [35] y [18], se estudian operadores no locales que constituyen
versiones fraccionarias de los operadores p-Laplaciano, p(x)-Laplaciano, g-Laplaciano y
p-Laplaciano anisotrópico, respectivamente.



Notación

N : dimensión espacial.

|S|: medida de Lebesgue N -dimensional del conjunto S.

Br(x0): bola abierta de radio r y centro x0.

Br: bola abierta de radio r y centro 0.

χS: función caracterı́stica del conjunto S.

⟨ ξ , η ⟩ y ξ · η ambos denotan el producto escalar en RN .

Si V, U son abiertos de RN , V ⊂⊂ U denota V ⊂ V ⊂ U , con V compacto.

ess sup
x∈Ω

= ı́nf{α / f(x) ≤ α c.t.p. enΩ}.

ess inf
x∈Ω

= sup{β / f(x) ≥ β c.t.p. enΩ}.
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36 (1999), 295-318.

[34] J. Fernandez Bonder, S. Martı́nez, N. Wolanski, A free boundary problem for the
p(x)-Laplacian, Nonlinear Anal. 72 (2010), 1078-1103.

[35] J. Fernández Bonder, A. Salort, Fractional order Orlicz-Sobolev spaces, Journal of
Functional Analysis 277 (2019), 333–367.

[36] F. Ferrari, C. Lederman, Regularity of flat free boundaries for a p(x)-Laplacian problem
with right hand side, Nonlinear Anal., Theory Methods Appl., Ser. A, Theory Methods
212 (2021), Article ID 1124444, 25 p.

[37] F. Ferrari, C. Lederman, Regularity of Lipschitz free boundaries for a p(x)-Laplacian
problem with right hand side, J. Math. Pures Appl. 171 (9) (2023), 26-74.

[38] D. Gilbarg, N. S. Trudinger. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Classics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 2001.
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