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Resumen

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales aparecen en el modelado
de diversas disciplinas. La teoria cldsica asume que los términos no lineales involucrados
son de tipo potencia. Sin embargo, estas ecuaciones resultan ser insuficientes para describir
algunos fendmenos y una clase mas general se estd empleando para el modelado de medios
inhomogéneos y anisotropicos. Este tipo de ecuaciones no lineales, donde la ley de crecimiento
es mas general que una potencia, se conoce como ecuaciones con crecimiento no estandar.

En esta tesis nos concentramos en ecuaciones diferenciales con crecimiento no estidndar
conocidas como ecuaciones con exponentes variables. Sus aplicaciones incluyen el modelado
de fluidos no Newtonianos, la reconstruccion de imagenes y el proceso de filtracion de gases
en medios porosos inhomogéneos.

En primer lugar, presentamos modelos que involucran ecuaciones diferenciales no lineales
con exponentes variables, provenientes de aplicaciones, y luego presentamos las herramientas
matematicas que se utilizan para estudiar este tipo de ecuaciones.

A continuacién nos enfocamos en una familia particular de ecuaciones con crecimiento no
estandar inicialmente considerada en el trabajo de X. Fan. Desarrollamos un estudio detallado
de resultados conocidos para esta familia y ademas obtenemos un resultado novedoso para la
misma. Finalmente presentamos ejemplos de ecuaciones donde estos resultados se aplican.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria moderna de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se enfoca en pro-
blemas no lineales—aquellos para los cuales no se verifica que una combinacién lineal de
soluciones es solucion. Estas ecuaciones aparecen en el modelado de diversas disciplinas,
entre ellas la ingenieria, la fisica, la quimica y la biologia.

La teoria clédsica de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales asume
que los términos no lineales involucrados son del tipo potencia. Sin embargo, esta clase de
ecuaciones resulta ser insuficiente para describir algunos fendmenos fisicos. Hoy en dia se
estd empleando una clase mds general para el modelado de materiales inhomogéneos (con
distintas propiedades en distintos puntos), anisotrépicos (con diferente comportamiento en
distintas direcciones), procesos difusivos en medios porosos fuertemente inhomogéneos, y
en modelos que abarcan desde la ciencia de materiales moderna, hasta la meteorologia y la
restauracion de imédgenes.

Este tipo de ecuaciones en derivadas parciales no lineales, donde la ley de crecimiento es
mas general que una potencia, se conoce como ecuaciones con crecimiento o estructura no
estindar—denominacion introducida en [54] y [55]. Incluye una amplia clase de ecuaciones
que inspira investigaciones recientes en la comunidad matematica y requiere una variedad de
herramientas modernas para construir un entorno analitico funcional adecuado.

En esta tesis nos concentramos en una clase de ecuaciones diferenciales con crecimiento no
estandar conocida como ecuaciones en derivadas parciales con exponentes variables. Tienen
una vasta gama de aplicaciones, tales como el modelado de fluidos no Newtonianos (por
ejemplo fluidos electrorreoldgicos [63] o termorreoldgicos [4]). Otras areas de aplicacion
incluyen la elasticidad no lineal [70], reconstruccion de imégenes [ 1]y [20], el modelado de
conductores eléctricos [71], asi como el proceso de filtracion de gases en medios porosos no
homogéneos [5].

Los espacios funcionales adecuados para el estudio del tipo de ecuaciones aqui consi-
deradas son los Espacios de Lebesgue con exponente variable LP()(Q) y los de Sobolev
Wtr()(Q), donde 1 < p(x) < oo, que generalizan a los espacios cldsicos de Lebesgue y
Sobolev L7(Q) y WP(Q) y son estudiados en detalle en [29].

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En la tesis, en primer lugar, presentamos algunos modelos que involucran ecuaciones
diferenciales no lineales con exponentes variables, provenientes de distintas aplicaciones.

Luego, presentamos las herramientas matematicas que se utilizan para estudiar este tipo
de ecuaciones.

A continuacién nos enfocamos en el estudio de una familia particular de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales con crecimiento no estandar de la forma

divA(z,u, Vu) = B(z,u,Vu) enfQ. (1.1)

Esta familia de ecuaciones viene dada por A(z, s,7) que satisface

AlnlP? 2 ef? < Z

z]l

V&5 < NolnlP™2E)?, € e RV, (1.2)

)

donde 0 < A9 < Ay, y tiene un miembro derecho dado por B(x,s,n) # 0. En el caso
particular en que p(x) = 2 la ecuacién es uniformemente eliptica ya que cumple

Molé]? < Z

’L]l

)

)6i&j < Aolé?, € e RY.

Sin embargo, p(z) es variable y cumple 1 < pyin < p(2) < Prar < 00. En consecuencia
la ecuacion (1.1) no es uniformemente eliptica. En efecto, (1.2) indica que es singular en las
regiones donde 1 < p(z) <2 (Ao|n|P™@~2? — oo cuando ), y degenerada en aquellas
donde p(z) > 2 (Ag|n[P™~2 — 0 cuando || — 0).

Esta familia fue inicialmente considerada en el trabajo de X. Fan [32], donde se probo la
regularidad C1* de soluciones débiles acotadas. En [68], N. Wolanski prob6 una Desigualdad
de Harnack para esta familia.

En el trabajo de C. Lederman y N. Wolanski [48] (ver Seccion 3 de dicho trabajo),
utilizando las hipétesis consideradas en [32], se probaron distintos resultados para estas
ecuaciones. Entre ellos, existencia de solucion, unicidad y acotacion de soluciones.

El método utilizado para probar existencia de solucidén consiste en mostrar que, dada
¢ € WHr()(Q), existe un minimizante u del funcional de energia

Ja(v) :/F(x,qu)dx, (1.3)
Q

en ¢ + VVO1 2() (2) y en consecuencia u es solucion de (1.1), con

A(l’,s,n) = VnF<37>5777)>
B(ZE,S,T/) - Fs($>5777)'

En la tesis desarrollamos un estudio detallado de resultados conocidos para esta familia
de ecuaciones.
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Analizamos ademads la relacion entre las distintas nociones de solucidn para las ecuaciones
estudiadas. A saber, débil, viscosa y cldsica. Estos resultados son novedosos para esta familia.
Esta clase de resultados tiene aplicaciones en distintos contextos, por ejemplo, en el estudio
de problemas de frontera libre (ver [13], [36], [69]).

Finalmente presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se aplican los resultados
estudiados.

Un ejemplo particular en esta clase de ecuaciones viene dado por

Apyu = div(|Vu(z)[PD2Vu) = f(z).

El operador A,,,), llamado p(x)-Laplaciano, extiende el Laplaciano, que se obtiene en el caso
particular en que p(x) = 2, y el p-Laplaciano, en el caso en que p(x) = p. Este es un operador
prototipico en la clase de operadores con crecimiento no estandar.

También se encuentra en la familia considerada la ecuacion de la forma (1.1), proveniente
del funcional de energia (1.3), para [’ dada por

F(ZB, 8777) = G(I’n) + f(:L“, 3)7

con N
G(z,n) =G(nP™),  f(z,s) =g(x)s,
donde G > 0.

Organizacion de la Tesis

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 presentamos algunos modelos que involucran ecuaciones diferenciales
no lineales con exponentes variables, provenientes de distintas aplicaciones.

En los Capitulos 3, 4 y 5 presentamos distintas definiciones y resultados preliminares
que seran necesarios para el estudio de la familia de ecuaciones que abordamos. En parti-
cular, introducimos los Espacios de Sobolev con exponente variable W1*()(€2) que son los
apropiados para trabajar con estas ecuaciones.

En el Capitulo 6 desarrollamos un estudio detallado de resultados conocidos para la familia
de ecuaciones

divA(z,u, Vu) = B(x,u,Vu) enfl.

Incluimos resultados de existencia de solucion, Principio de comparacion, unicidad de solu-
cion. También, acotacion de soluciones, Principio del maximo, regularidad de soluciones y
Desigualdad de Harnack.
Analizamos ademads la relacion entre las distintas nociones de solucidn para las ecuaciones
estudiadas. A saber, débil, viscosa y cldsica. Estos resultados son novedosos para esta familia.
Finalmente, en el Capitulo 7 presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se
aplican los resultados del Capitulo 6. Ademads, incluimos un Apéndice donde comentamos
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interesantes resultados para ecuaciones diferenciales con crecimiento no estdndar que en
particular incluyen ecuaciones que no hemos tratado en la tesis.



Capitulo 2

Algunos modelos con exponentes
variables

El estudio sistematico reciente de ecuaciones diferenciales con exponentes variables fue
motivado por la descripcion de distintos modelos tales como fluidos electrorreolégicos y
termorreoldgicos, procesamiento de imdgenes, o robdtica. Para una introduccion a estos
temas referimos a [40] y [60].

2.1. Procesamiento de imagenes

Este ejemplo se debe a Chen, Levine, Rao [20], y concierne a aplicaciones a la restauracion
de imédgenes. Consideremos una entrada /—Ia imagen recibida—que corresponde a tonos de
gris en un dominio 2 C R? Suponemos que I estd compuesta por la imagen verdadera
corrompida por el ruido. Supongamos que el ruido es aditivo, es decir, I = T + n, donde T
es la imagen verdadera y n es el ruido. El efecto del ruido se puede eliminar suavizando la
entrada. Suavizar corresponde a minimizar la energia

Ey(v) = /Q(IW(:EM2 +u(z) — I(x)]*) dz.

Desafortunadamente, suavizar destruye los pequefios detalles de la imagen, por lo que este
procedimiento no es satisfactorio. Un enfoque mejor es el suavizado de variacion total. Dado
que un borde en la imagen da lugar a un gradiente muy grande, los conjuntos de nivel alrededor
del borde son muy distintos, por lo que este método hace un buen trabajo preservando los
bordes. El suavizado de variacion total corresponde a minimizar la energia

Esy(v) = /Q(IW(JJ)I +v(z) — I(2)]*) dz.

Lamentablemente, el suavizado de variacion total no solo preserva los bordes, sino que
también crea bordes donde no los habia en la imagen original. Al observar £ y Es, Chen,

13



14 CAPITULO 2. ALGUNOS MODELOS CON EXPONENTES VARIABLES

Levine y Rao sugirieron que una energia apropiada es

B = [ (P fow) - 1) a,

p(x)

donde 1 < p(z) < 2. Esta funcién deberd ser cercana a 1 donde probablemente haya bordes,
y cercana a 2 donde probablemente no haya bordes. La ubicacion aproximada de los bordes
se puede determinar simplemente suavizando los datos de entrada y observando dénde el
gradiente es grande.
Con técnicas similares a las desarrolladas en el Capitulo 6, se prueba que un minimizante
de £ es solucion de
A

p(x)u:u—l.

2.2. Fluidos no Newtonianos

2.2.1. Introduccion

Las ecuaciones que modelan un fluido homogéneo, incompresible (ver por ejemplo [3] y

[52]) son
u + (u- V)u —div(S(z, Du)) + Vr = f,
divu =0,
donde u es la velocidad, 7 la presion y f la fuerza externa.
La primera ecuacion describe la conservacion del momento y la segunda es la condicion

de incompresibilidad.
Se denomina tensor de esfuerzo a

T =—nl+ S(z, Du),

donde .
Du = §(Vu + Vu')

es la parte simétrica del gradiente de u, llamado también tensor de deformacion.
En el caso en que S(z, Du) tiene la forma

S(x, Du) = vDu,

con v una constante positiva, al fluido se lo llama Newtoniano. Un ejemplo de este tipo de
fluidos es el agua.

Si S(x, Du) depende de Du en forma no lineal, al fluido se lo 1lama no Newtoniano.
Ejemplos de este tipo de fluidos son pintura, sangre, ketchup, dentifrico.
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2.2.2. Fluidos electrorreoldgicos

Los fluidos electrorreoldgicos (referimos a RuZzicka [63] para una monografia sobre este
tema) son fluidos que se caracterizan por su capacidad para experimentar cambios significati-
vos en sus propiedades mecanicas al aplicarles un campo eléctrico. Esta propiedad puede ser
aprovechada en aplicaciones tecnologicas, como embragues, amortiguadores y equipamiento
de rehabilitacion, por nombrar algunas. Se atribuye a Winslow [67] la primera observacion
del comportamiento de los fluidos electrorreoldgicos en 1949. Los primeros fluidos tenian
grandes impedimentos, como ser, la naturaleza abrasiva y la inestabilidad de la suspension y
los enormes requisitos de voltaje necesarios para un cambio significativo en las propiedades
del material. Se realizaron grandes avances para superar dichos obstaculos y en la actualidad
se dispone de materiales que hacen posibles los dispositivos mencionados anteriormente.

La ecuacion constitutiva para el movimiento de un fluido electrorreoldgico es

uy — divS(xz, Du) + (u- V)u+ Vr = f, (2.1)

donde u es la velocidad del fluido, 7 es la presion, f representa la fuerza externa y el tensor
de esfuerzo 7' tiene la forma
T = —nl+ S(z, Du),
p(z)=2
S(x, Du) = p(x) [1+[Du(x)[*] > Du(z),
donde Du = (Vu + Vu')/2 es la parte simétrica del gradiente de u, y ;2 y p(x) dependen del
campo eléctrico.
Observamos que el término diferencial de orden més alto en (2.1) es

div <u(x) [1+ [Du(z)]?] Bl Du(a:))

2.2.3. Fluidos termorreolégicos

En los dltimos ainos se han propuesto distintas relaciones constitutivas no lineales para
el tensor de esfuerzos. En [61], Rajagopal y Ruzicka han discutido modelos matematicos
de fluidos electrorreoldgicos donde, como condicidn de crecimiento, el exponente depende
del campo eléctrico. En el trabajo [4], los autores estdn interesados en el andlisis de flujos
estacionarios de fluidos que estan fuertemente influenciados por el campo de temperatura, en
lugar de por un campo eléctrico externo, los llamados fluidos termorreoldgicos. Los autores
estudian un sistema de ecuaciones que describe un flujo termoconvectivo estacionario de un
fluido no Newtoniano. Suponen que el tensor de esfuerzos 7' tiene la forma

T =—nl+ (u(0) + T(9)|D(u)|p(9)_2)D(u),

donde w es el vector velocidad, 7 es la presion, 6 es la temperatura y i, p y 7 son coeficientes
dados que dependen de la temperatura. D(u) es el tensor de deformacion.
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Las ecuaciones consideradas en [4] son las siguientes: {2 es un subconjunto abierto y
acotado de RY, N = 2 3 y las funciones 6(x), u(z) = (uy,...,un), 7(x) satisfacen las
ecuaciones

(u- V)b() = AO + g,
O(x) =0:(x), =z €09,
(u- V)u = div( (1(6) + 7(O)| D) 2) D(w)) = V= + f,
divu = 0,
u(z) =0, xz € N.

En estas ecuaciones u, 7 y 6 son respectivamente el campo de velocidad, la presién y la
temperatura del fluido,

D(u) = %(VU + V'),

es el tensor de deformacion, f es la fuerza externa. Los coeficientes b, 1, p y 7 dependen de
la temperatura 6.

2.3. Maedios porosos no homogéneos
Las ecuaciones del tipo
up — div(ju|@Vu) = f en Qx[0,T], (2.2)

con exponente variable y(x,t), donde Q) C RN, N = 3, aparecen de manera natural en la
mecdnica de medios continuos. Consideremos el movimiento de un gas barotrépico ideal—es
decir, su densidad depende sélo de la presion—a través de un medio poroso (por ejemplo,
arena, arcilla). Sea p la densidad del gas, V' la velocidad y p la presion. El movimiento esta
gobernado por la ley de conservacion de masa

Jdp . -
a5 + div(pV) =0,

la ley de Darcy, que para un medio no homogéneo tiene la forma
V = —k(z)Vp,

donde k(x) es una matriz dada, y la ecuacion de estado p = P(p). Generalmente se asume que
P(s) = pus® con p 'y o constantes. Las condiciones anteriores llevan entonces a la ecuacion
para la densidad p
dp  po
ot l1+4a

div(k(z)Vp'Tt).
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Siademds se asume que p puede depender explicitamente de (x, ¢) y tiene la formap = pp7(®%),

la ecuacién para p se convierte en

P~ v (k(@)pv D),
ot
y puede escribirse en la forma
0
8—/; = pdiv (kf(:v)v p'Vp+ (" lnp)k(w)W) : (2.3)

En [5] se deduce laecuacion (2.3) y se estudia la ecuacion (2.2), que es una version simplificada
de (2.3).
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Capitulo 3

Preliminares I

3.1. Algunos resultados de analisis real y funcional

Teorema 3.1 (Desigualdad de Chebyshev). Si f(z) > 0 es una funcién medible en E C RY
y C > 0, entonces

oioe B f@) 2 OH < g [ fa)ds

Demostracion. En efecto, sea E' = {z : x € F, f(xz) > C}. Entonces
[r@ie= [ e+ [ gz [ j@de= ol
E B BE\E/ B

]

Teorema 3.2 (Teorema de Egorov). Sea E C RY un conjunto de medida finita. Sea { fi.}32,
una sucesion de funciones medibles definidas en E que converge en casi todo punto a una
funcion medible y finita f. Entonces, para todo 6 > 0, existe un conjunto cerrado F' C E tal
que

[ENF| <0 y

fx—>f uniformemente en F.

Demostracion. Ver Teorema 4.17 en [66]. O

Teorema 3.3 (Lema de Fatou). Sea { f } 72, una sucesion de funciones medibles no negativas
definidas en E C RY. Entonces,

/(hm inf fi,) de < hmmf/ frdx.
E

k—o0

Demostracion. Ver Teorema 5.17 en [60]. L]

19



20 CAPITULO 3. PRELIMINARES I

Teorema 3.4 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue). Sea { f }7° | una sucesion
de funciones medibles no negativas definidas en E C R™ que converge en casi todo punto a
cierta funcion medible f. Supongamos que existe una funcion medible ¢, definida en E, tal

que
/ pdr < oo,
E

0< fi(x) < p(x), ctp.xeE, Vk>1

Entonces,

lim/fkda::/fdx. (3.1)
k—oo | @ E

La funcién ¢ suele llamarse funcién mayorante, lo que justifica que al teorema se lo
conozca también como Teorema de convergencia mayorada.

Demostracion. Ver Teorema 5.19 en [66]. O

Teorema 3.5 (Teorema sobre convergencia débil en espacios de Banach reflexivos). Sea B
un espacio de Banach reflexivo, y sea {x, } una sucesion acotada en B. Entonces, existe una
subsucesion {x,, } y v € B tal que x,, — x (es decir, x,, converge débilmente a x en la
topologia o(B, B')). Mas precisamente,

(fyxn,) — (f,x) VfeDB.
Ademas, si ||x,|| < C  Vn, entonces ||z|| < C.
Demostracion. Ver Teorema 3.18 y Proposicion 3.5 de [14]. 0

Teorema 3.6. Sea B un espacio de Banachy C' C B un conjunto convexoy cerrado. Entonces,
C' es débilmente cerrado en o(B, B'), es decir, cerrado en la topologia débil o(B, B').

Demostracion. Ver el Teorema 3.7 en [14]. O

El Teorema de la divergencia expresa una relacion entre una integral de volumen sobre
una regién y una integral de superficie tomada sobre la frontera de esa region.

Definicién 3.1 (Frontera de clase C'). Sea 2 C R un abierto acotado. Decimos que 92 es
C1, si para cada punto 2° € 9€), existen r > 0 y una funcién C!  : RN~ — R tales que —
reordenando las variables y reorientando los ejes coordenados, si es necesario—tenemos

Qn B(:EO,T) ={z € B(xo,r) |2 > y(21,...,2n_1)}
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Teorema 3.7 (Teorema de la divergencia). Sea Q@ C RY un abierto acotado con frontera de

clase C1. Siv: Q — RN,y =v(z) = (v1(2),...,v.(2)), v; € C1(Q),1 < i < N, entonces

/divvdmz/ v-ndS,
Q 0

donde n = n(x) es el vector normal exterior unitario a 02y

N

divv:V-v:Zawi
i=1

3@- )

Demostracion. La demostracion en el caso de R? puede encontrarse en el Teorema 12.6 de
[7] con hipétesis simplificadas. Para el caso de R”, ver Teorema 5.16 y Observacién, en [31]
(pag 236). [

Teorema 3.8 (Teorema de representacion de Riesz). Sea H, (-,-) un espacio de Hilbert. Sea
L : H — R un funcional lineal continuo. Entonces existe una unica v € H tal que

(u,v) = L(v) Yv e H.
Ademas,
[ulle = [[£]a-

Demostracion. Ver Teorema 5.5 en [14]. ]

A continuacién enunciaremos el Teorema de Lax Milgram, para lo cual necesitamos dos
definiciones previas.

Definicion 3.2 (Continuidad de a(-,-)). Seaa : H x H — R una forma bilineal. Se dice que
a(-, ) es continua, si existe C'; > 0 tal que

la(u, v)| < Cilfull lo]} - Vu,v e H.

Definicion 3.3 (Coercividadde a(+, -)). Sea H, (-, -) unespacio de Hilbert. Seaa : HxH — R
una forma bilineal. Se dice que a(-, -) es coerciva, si existe Cy > 0 tal que

a(v,v) > Co||v||*> Vv € H.

Teorema 3.9 (Teorema de Lax Milgram). Sea H, (-, -) un espacio de Hilbert. Seaa : Hx H —
R una forma bilineal continua y coerciva. Dado L : H — R un funcional lineal continuo,
existe una unica v € H tal que

a(u,v) = L(v) Yve H.
Ademas, .
< —||L|| g
Jull < 5 1€l
donde Cy es la constante de coercividad de af-, -).

Demostracion. Ver Corolario 5.8 en [14]. L]
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3.2. Algunas desigualdades
En esta seccion incluimos algunas desigualdades que serdn de utilidad en el Capitulo 6.
Lema3.1. Sil<p<ooy a,b>0, entonces
(a+b)P < 2071 (aP 4 bP). (3.2)

Demostracion. Si p = 1, entonces (3.2) es una igualdad trivial. Para p > 1, la funcion ¢¥ es
convexa en [0, 00); es decir, su grafica se encuentra por debajo de la linea que une los puntos
(a,aP)y (b,0P). Entonces,

(a+b>p < ap+bf’,
2 - 2
de donde se deduce inmediatamente (3.2). ]

Lema 3.2. Sean n, ' € RY tales que |n'| > |n] y 0 < t < }l. Entonces, se cumple la
desigualdad

1
[ + ity =)l = 7ln =l
Demostracion. Dado que || > |n|, obtenemos
=0l < Inl+ 0| < 27|. (3.3)
Para 0 < ¢ < %, usando (3.3) deducimos
'+t —n) = 0" =t =n) > |In'| = t(n" —n)|
1
> 0| =t = nl = Sln—n'| —tn =
1 1 1
> Zln— ol — Zlp—p'l = |y — 2]
z gl =0l =l =nl=7ln-n]
]

Teorema 3.10 (Desigualdad de Young). Sean a,b >0, ¢ >0y 1< p,q < oo, tales que

1 1
4 =1
P q
Entonces
i)
P B
ab< L+ 2 (3.4)



3.3. CONTINUIDAD HOLDER 23

ii)

iii)
a<ea’+C(e,p).

Demostracion. La desigualdad (3.4) es una consecuencia directa de la concavidad de la
funcién logaritmo en (0, o)

1 1 1 1
log (—ap + —bq) > —log(a?) + —log(b?) = log(ab).
p q p q
Para probar i) observemos que si € > 0, (3.4) implica que

b P10
ab = (ag)- < s 2T

€ p  elq’
Finalmente, deducimos de ii) que
aP 11 -
a=al <f—+ —==2écd’ + C(e,p),
p elq
conz = %. Es decir, se obtiene 4ii). O

3.3. Continuidad Holder

Sea o un punto en RY y f una funcién definida en un conjunto acotado D que contiene
azg.Si0 < a < 1, decimos que f es Holder continua con exponente « en g, si la cantidad

_ qup ) = o)

[f]a;i[o - D ’x o xola

; 3.5)

es finita.

Claramente, si f es Holder continua en x, entonces f es continua en xy. Cuando (3.5) es
finita para o = 1, se dice que es Lipschitz continua en x.

Ejemplo. La funcién f en B;(0) dada por

flo) =1z, 0<p<1,

es Holder continua con exponente 3 en x = 0, y es Lipschitz continua cuando § = 1.
La nocién de continuidad Holder se extiende facilmente a todo D (no necesariamente
acotado). Decimos que f es uniformemente Holder continua con exponente o en D, si la

cantidad
[f ]x;D = Sup M

z,yeD |ZL‘ - y|a
TH#Y

, O0<a<l,
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es finita; y localmente Holder continua con exponente « en D), si f es uniformemente Holder
continua con exponente « en los subconjuntos compactos de D.

La continuidad Holder resulta ser una medida cuantitativa de la continuidad, que es
especialmente adecuada para el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
En cierto sentido, también puede ser vista como una diferenciabilidad fraccionaria. Esto
sugiere una ampliacion natural de los espacios conocidos de funciones diferenciables.

Sea 2 un conjunto abierto en RY y k un entero no negativo. Los espacios de Holder
Cke () (C*(€2)) se definen como los subespacios de C*(2) (C*(Q2)) que consisten en fun-
ciones cuyas k-ésimas derivadas parciales son uniformemente Holder continuas (localmente
Holder continuas) con exponente « en 2. Por simplicidad se escribe

Co(Q) = C°(Q),
CO () = €7 (9),
sobreentendiendo que 0 < v < 1 siempre que se utilice esta notacion. También estableciendo
CH(Q) = CH(9),
CHQ) = CH(9),

se pueden incluir los espacios C*(Q), C*(€) entre los espacios C*<(Q), C**((Q2), para 0 <
a < 1. Notando

[ulr0.0 = sup sup |D’ul, k=0,1,2,..
1Bl=k

se definen las normas

lullor@y = lulka =Y _[ulj00;
=0

[ullorea@y = [ulka + [Ulkao,

en los espacios C*(Q2), C*(Q) respectivamente. Referimos a [38] para mas detalles sobre
estos espacios.
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Preliminares 11

Antes de tratar los espacios de Lebesgue y Sobolev con exponente variable, vamos a
presentar una serie de definiciones y enunciados de teoremas basicos acerca de espacios de
Lebesgue y de Sobolev con p constante. Hemos recurrido en este caso a [2], [14] y [30].

4.1. Espacios de Lebesgue L7 (())

Definicion 4.1. Sea p € R con 1 < p < oo. Denotamos por LP(f2) a la clase de todas las
funciones medibles u, definidas en €2, para las cuales

/ |u(x)|P dz < oo. 4.1)
Q

Es decir
LP(Q) = {u: Q — R | wes medible y |[ul’ € L'(Q)}.

Los elementos de LP(£2) son asi clases de equivalencia de funciones medibles que satisfacen
(4.1), o sea, dos funciones son equivalentes si son iguales en casi todo punto de 2. Por
conveniencia, escribimos u € LP(€) si u satisface (4.1), y u = 0 en LP(2) si u(z) = 0 c.t.p.
en (2.

Evidentemente, cu € LP(Q2) si u € LP(Q)) y ¢ € R. Para confirmar que L”({2) es un
espacio vectorial, debemos mostrar que si u,v € LP({2), entonces u + v € LP(f)). Esta
demostracion la haremos usando el Lema 3.1.

Vamos a demostrar entonces que la suma de funciones de L”(£2) es una funcién del mismo
espacio. Si u,v € LP(£2) entonces, integrando sobre )

Ju(z) +v(@)]” < (Ju(@)] + o))" < 27 (Ju@)]” + [o(@)]),
se confirma que u + v € LP()). Vamos a definir una norma en estos espacios.

25
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Definicién 4.2 (Norma en LP(£2)). Definimos en L”(2),con 1 < p < oo

1/p
lull oy = lull, = ( [t dx) . 42)

Definicion 4.3 (Norma infinito). En el caso en que p = oo definimos la norma infinito, por

lu||oo = ess sup |u(x)|.
zeN

Vamos a demostrar que la definicion dada en (4.2) constituye una norma en el espacio
LP(Q2), con 1 < p < oo. Pero, vamos a necesitar para esa demostracion, contar con la
Desigualdad de Holder.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Holder). Para 1 < p < oo, denotamos por p' al exponente
conjugado, definido como
1 1
p D
Supongamos que u € LP(Q)y v € LP () con 1 < p < oc. Entonces uv € L'(Q) y

/Q jwvldz < [full ol 43)

Demostracion. La conclusion es obvia si p = 1 0 p = oo; por lo tanto, asumimos que
1 < p < o0. Recordando la Desigualdad de Young (Teorema 3.10),

1 1.
ab< —a” + =V Va>0,Vb >0,
p

p
tenemos,
1 1 /
lu(z)v(z)| < Z—)\u(m)]p + Eh}(x)\p ctp. z€Q.
Se sigue que uv € L'(Q) y
(I
A fuvlde < Zllelly + il (4.4)

Sustituyendo u por APy (N > 0) en (4.4), obtenemos
D TTTS ST
| tuvlde < =l -+ ool @5

Al elegir A = [|ul|,* l|v||%/?, para minimizar el lado derecho en (4.5), obtenemos (4.3). [
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Lema 4.1 (Reciproca de la Desigualdad de Holder). Una funcion u medible pertenece a
LP(QY) siy solo si

sup {/ lw(x)|v(z)de :u(z) >0 en, |v]y < 1}7
Q
es finito, y entonces ese supremo es igual a ||u||,.

Demostracion. Ver Lema 2.7 de [2]. ]

Teorema 4.2. La definicion (4.2) es una norma en LP(Q2), para 1 < p < oo.

Demostracion. Es claro que ||ul|, > 0 y que ||u|[, = 0, siy solo si u = 0 en L?({2). Ademas,
leull, = lef lull, € R.

Nos falta demostrar que la definicion (4.2) verifica la desigualdad triangular conocida como
Desigualdad de Minkowski
[u+vllp < flullp + o]l (4.6)

La desigualdad (4.6) ciertamente se cumple si p = 1 ya que

/Q|u(a:)+v($)|d:t§/Q|u(:v)|d:)3+/g|v(x)|da:

Para 1 < p < oo, observemos que para w > 0, ||w||,, < 1, tenemos, por la Desigualdad de
Holder,

[ () + ot} )w(o) do
Q
§/Q]u(x)\w(x)dx%—/ﬂ]v(x)]w(ac)dx

< Jullp + llvllp,
donde ||u + v||, < [Ju|l, + ||v||, se deduce aplicando el Lema 4.1. O
Teorema 4.3. L?(Q2) es un espacio de Banach, para cualquier p, 1 < p < oc.
Demostracion. Ver Teorema 2.16 de [2]. O

Teorema 4.4. Sea { f,} una sucesion en L*(Q2) y sea f € LP(N2) tal que ||f, — f|l, — O.
Entonces, existe una subsucesion { f,,, } y una funcion h € LP(Q2) tal que

1. fo (z) = f(z) ctp.xzeq,
2. | fo. ()| < h(x) Yk y ctpoxel

Demostracion. Ver Teorema 4.9 en [14] ]
Teorema 4.5. LP(X2) es separable si'y solo si 1 < p < oc.

Demostracion. Ver Teorema 2.21 de [2]. ]
Teorema 4.6 (Teorema de reflexividad de LP(2)). LP(2) es reflexivo si'y solo si 1 < p < oc.

Demostracion. Ver Teorema 2.46 de [2]. L]
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4.2. Espacios de Sobolev 1W12(Q))

Vamos a presentar una serie de definiciones y teoremas basicos, que podemos encontrar
en [2], [14] y [30]. Comencemos introduciendo la nocion de derivada débil.

Definicion 4.4 (Derivada débil de orden 1). Sea 2 C R abierto, 1 < i < N;u,v € L} (Q).
Decimos que v es la derivada de u con respecto a z; en sentido débil, si

dp -
/Quaa;i——/gvgo Vo e C5°().

Definicién 4.5 (Derivada débil de orden ). Sean Q2 C R abierto ya € Név un multi-indice.
Decimos que una funcién u € L, () tiene derivada débil de orden « si existe v € Lj,.(2)
tal que

/QuDagpz (—1)|a|/9w Vo e Cr((Q).

En tal caso, se dice que v es la derivada débil de orden v de u y se nota v = D*u.

Esta es una buena definicion en el sentido que si v; y v, son derivadas débiles de u de
orden «, entonces v; = vy en casi todo punto. Ademés si u € C*(Q), Va € N} con |a| < k,
la derivada débil de orden « existe y coincide con la usual.

Definicion 4.6. Sea 2 C R un conjunto abierto y 1 < p < oco. El espacio de Sobolev
WhP(Q) se define como

3gla g2,---,9N € LP(Q) tal que

/u&" :_/gigp Vo e O°(Q),¥i=1,2,....N

WhP(Q) = ¢ u € LP(Q)

Definicion 4.7.
Hl(Q) = W1’2(Q).

Para u € W'?(2) definimos 2 = g;, y escribimos

ou Ou ou )

Vu = gradu = (axl’&vg’ .....

En el espacio WP(Q) se define la norma

)
p

N 1 ou
elviser = Fall + 3 | 52

o bien, una norma equivalente

1/p

gg (sil <p< o0).

N
ullp +
=1

p
p
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Teorema 4.7. Sea u € LP(Q)) con 1 < p < oo. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. uwe Whr(Q),

2. Existe una constante C' tal que

Op
XTq

Jougs| < Cllellr) Ve € Co(Q),Vi=1,2,...,N,

3. Existe una constante C tal que Vw CC Q, y Vh € RY, con |h| < dist(w, 00Q), tenemos
Imh = ull ey < Clhl.
(Notar que Thu(x) = u(x + h) tiene sentido para x € wy |h| < dist(w, 0Q)).
Ademdas, podemos tomar C' = ||Vul| 1oy en (ii) y (iii).
Si Q = RY, tenemos
ITnu = ull oy < BVl e ).
Demostracion. Ver Proposicion 9.3 en [14]. OJ

Definicion 4.8. Sea 1 < p < oo; W, () denota la clausura de C5°(Q) en W'P(Q).
Definimos
H; () = Wy™(Q).

El espacio W, (€2), provisto de la norma de 1W*(£2), es un espacio de Banach separable; es
reflexivo si 1 < p < oo. H}(£2), con el producto escalar de H'(€2), es un espacio de Hilbert.

Definicion 4.9 (Operador lineal compacto). Dados X, Y espacios de Banachy K : X — Y
un operador lineal acotado (o continuo), se dice que K es compacto si, para toda sucesion
acotada {uy} en X, existe una subsucesién {uy, } tal que { K'uy, } converge en Y.

Teorema 4.8 (Teorema de Rellich Kondrachov). Sea Q C RY abierto y acotado, con 02 de
clase C*. Supongamos que 1 < p < oo. Entonces, W'P(Q2) CC LP(Q), es decir, WP (Q) C
LP(Q2) con inyeccion compacta.

Ademdas, sip > N, WlP(Q) C L>(Q).

Demostracion. Ver Teorema 9.16 de [14]. ]

4.3. Espacios de Lebesgue con exponente variable L) (())

Antes de introducir los Espacios de Sobolev con exponente variable, con los que traba-
jaremos para estudiar la familia de ecuaciones que nos interesa, presentaremos los Espacios
de Lebesgue con exponente variable. Referimos a [29] para un estudio detallado de estos
espacios.
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Observacion 4.1. En el caso en que p es constante, definimos la norma de u € LP(£2), segiin
(4.2). Pero en el caso en que tengamos p(z), es decir, un exponente p que depende de x, no

tiene sentido la expresion
1
p(x)
( / () [P@ dx) . (4.7)
Q

Por lo tanto, no podemos definir la norma de u, ||u|| Le() (> Por medio de (4.7). Vamos a definir
la norma para un exponente p(x) variable, de manera tal que coincida con (4.2) en el caso en
que p(x) sea constante. Para eso conviene previamente observar algunas consecuencias de la
definicion (4.2), védlidas cuando p es constante. Llamando A al nimero que define la norma,
en el caso p constante, obtenemos

1
[ullLr@) = (/ Iu!pdx> =)\ = /!u\pda:zkp
Q Q
p
| | —1 = /’

Mas aun, no es dificil verificar que

|l Lr () = inf {A > 0// ‘E‘pd:v < 1} . (4.8)
QlA

Definiremos la norma para el caso de un exponente p(z) variable, de la siguiente manera

lull s mf{A>o//(

Observamos entonces, que en el caso p igual constante, (4.8) y (4.9) coinciden.
Definiremos el espacio LP() (), como el conjunto de las funciones medibles u : Q@ — R,
tales que fQ |u|P(*) dz sea finita y definimos la norma segtin (4.9).

dm < 1} . 4.9)

Definicién 4.10. Llamamos exponente variable sobre €2, a una funcién p : Q@ — (1,00)
medible y acotada.

Notacion 4.1. Denotamos pys = esssupp(z) y pmm = essinf p(z), donde 1 < pyin <
pmaz < +OO

Definicién 4.11 (Espacio L”() (Q2)). Definimos el espacio de Lebesgue con exponente variable,
LP1)(9), que consiste de todas las funciones medibles u : 2 — R para las cuales el modular

— [ )P s
Q

LPO(Q) = {u 2 — Rmedible / 0, / |u(z) P do < oo}

es finito. Es decir,
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Definicién 4.12. Definimos la llamada norma de Luxemburgo sobre este espacio por medio
de
[l ooy = Nlullpey = MA{A >0 gy (u/A) < 1} (4.10)

Proposicién 4.1. La definicién (4.10) es una norma en LPC)(€2).
Demostracion. Ver Teorema 2.1.7 en [29]. OJ

Para demostrar que esta norma hace de LP()(€2) un espacio de Banach necesitamos
resultados previos.

Proposicion 4.2. Tenemos que

_1 _1
i { ([ Ju= ) ([ 1 de) ™} < o
Q Q

1 1

< méx{(/ |u[P®) dx) fman </ |u[P®) dx) pmaz}.
Q Q

Demostracion.

lull ooy 2 1 = Mull75 ) < ppey(u) < [lull735 g,

lallorey <1 = Tl 0 < oo () < TullZ o

Como consecuencia de esta proposicion tenemos los siguientes resultados.
Proposicién 4.3. Propiedad de la bola unitaria. Sea u € LP") (). Entonces
[ullrr@) <1 = op(y(u) < 1.
Proposicion 4.4. Sean u, u; € Lp(')(Q), k € N, entonces
luk = ullpy = 0 <= op()(ur —u) = 0.

Lema4.2. Sea {u, }nen una sucesion de Cauchy en LP) (). Existe una subsucesion {tn, }jen
y una funcion medible u en €2 tal que u,; — u c.t.p. en L

Demostracion. Ver Lema 2.3.15 en [29]. O

Teorema 4.9. La norma || - ||,y hace de L") (Q) un espacio de Banach.
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Demostracion. Sea {u, }necn una sucesién de Cauchy en LPO)(Q). Luego, por el Lema 4.2
existe v : {2 — R medible y una subsucesion {un; }jen C {unfnen tal que u,;, — u  c.t.p.
en €.

Tenemos entonces que

|Un, (7) — u(z)[P® -0 ctp.enQ.

Sean A >0 y 0 < e < 1. Por ser {u, },en de Cauchy en LP)(Q), podemos afirmar que
existe Ny = No(A, ) € N tal que |[A(tm — un)||p() < € para todo m,n > Np.
Por la Proposicion 4.2, obtenemos que

pp(-)()‘(um —u,)) < e

Por el Lema de Fatou (Teorema 3.3) resulta
Py N = 1)) = [ N ) = )P d

_ / im0 [A(tyn(2) — t, (2))P@ dx
Q

J—00

< lim inf/ At () — Uy, (2)) P da
Q

j—00

= lim inf pp(x)()\(um - unJ))

Jj—00

<e.

Concluimos asi que pp.)(A(ty — 1)) — 0 cuando m — oo para todo A > 0.
Por la Proposicién 4.4, | A(u,, — )|,y — 0y entonces resulta que ||u,, — ul|,) — 0,
como queriamos probar. [

Teorema 4.10. El espacio L") () es separable.
Demostracion. Ver Lema 3.4.4 en [29]. O

Teorema 4.11. Sea p'(z) tal que

Entonces LP' ) () es el dual de L") (Y). Mas aiin, si ppg, > 1, LP(Q) es reflexivo.
Demostracion. Ver Teoremas 3.2.13 y 3.4.7 en [29]. O

Teorema 4.12. Sean q(x) < p(z). Si |Q2| tiene medida finita, entonces

[ull acr @) < Cllullpro @)

donde la constante C' depende tinicamente de |)|, Pmin Y Dméx-
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Demostracion. Ver el Teorema 3.3.1 y el Corolario 3.3.4 de [29]. O

Teorema 4.13 (Desigualdad de Holder). Sea p'(x) como en el Teorema 4.11. Entonces

/Q Flglde < 20F 1o gl

para todas las f € LPV)(Q) y g € LP'O(Q).

Demostracion. Ver Lema 3.2.20 en [29]. O

4.4. Espacios de Sobolev con exponente variable 17/171)(Q))

Ahora estamos en condiciones de introducir los Espacios de Sobolev con exponente
variable con los que trabajaremos en el Capitulo 6.

Definicién 4.13 (Espacio W'P()(Q)). Sea Q C RY abierto. Definimos W'»()(Q2) como el
espacio de funciones medibles u tales que u y la derivada distribucional Vu estan en LP0)(€2).
Es decir

WhPOQ) = {u e WEHQ) 1 u e LPY(Q) y [Vu| € LPO(Q)}.

loc

En este espacio definimos la norma como
[ellwreor @) = llull o) + [Vl 20 @) (4.11)
Teorema 4.14. El espacio de Sobolev W'\ (Q) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {u, } e una sucesion de Cauchy en W'0) (). En particular, {u, }nen Y
{V,, } nen son sucesiones de Cauchy en LP()(€2), que es un espacio de Banach por el Teorema
4.9. Por lo tanto, existen u, g1, ..., gy € LPU(€) tales que u, — uy 4 a“" — gj en LPO(Q)
paraj=1,..., N.

Luego, si ¢ € C§°(£2), entonces

/u—dx = lim (‘3¢ dz
Ox; n—00 8:6]
— — lim au"d)dw

Q
Por lo tanto, v € W0 (Q) y (%‘j = gj-

Concluimos asi que u,, — u en W?1)(Q), como querfamos demostrar. [l
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Observacion 4.2. Por el Teorema 4.10, Lp(')(Q) es separable y, por el Teorema 4.11, es
reflexivo. Por otra parte, W) (Q) C LPO)(Q) x (LPO)(Q))N es cerrado (la inclusién viene
dada por la aplicacién u ~ (u, Vu)). Concluimos entonces que W1P()(Q) es también
separable y reflexivo.

Al igual que en los espacios W1#()), en muchas aplicaciones es importante considerar
el espacio de funciones W1)(€2) que se anulan en 95. Si bien a priori esto puede no tener
sentido, dado que estas funciones estdn definidas en casi todo punto y |0€2| = 0, es posible
dar un sentido a este hecho de la siguiente manera

Definicién 4.14. Llamamos Wy " () ala clausura de las funciones de C3°(€2) en W10) ().
Notemos que, por ser cerrado en W 12()(Q), que es Banach reflexivo, 1, ” ¢ (2) resulta del
mismo modo Banach reflexivo.

Teorema 4.15 (Desigualdad de Poincaré). Sea ) un dominio acotado. Supongamos que
Vp € L>®(Q). Se tiene que para toda u € Wol’p(')(Q), vale la desigualdad

[ull oo @) < ClIVUllpoo @),
con una constante C' que depende iinicamente de N, diam(Q) y ||p||w 1.0 ().

Demostracion. Ver [29], Teorema 8.2.4. O



Capitulo 5

Preliminares I11

5.1. Introduccion a los métodos de energia

En el Capitulo 6 se prueba la existencia de solucién de la ecuacién
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),

minimizando un funcional de energia apropiado. Los argumentos ahi empleados permiten
también obtener estimaciones para la solucion.

Aqui presentamos un andlisis hecho en la Seccion 2.2.5 del libro de Evans [30] donde se
introducen los métodos de energia para estudiar la ecuacion de Poisson —Au = f.

Teorema 5.1 (Principio del maximo). Supongamos que u € C*(Q) N C(Q) es armonica en
un abierto §2 acotado, es decir,
Au=0 enf),

donde A es el operador Laplaciano. Entonces

MAax U = maxu.
a BY)

Demostracion. Ver el Teorema 4 de [30], Seccidn 2.2.3. O

Consideremos ahora el siguiente problema de contorno

{—Au =f en () 5.1)

U =g sobre Of)

Teorema 5.2 (Unicidad 1). Supongamos que §) es abierto acotado. Entonces, existe a lo sumo
una v € C*(Q) solucion de (5.1).

Demostracion. Supongamos que v es otra solucidén y tomemos w = u — v. Utilizando el
Principio del maximo (Teorema 5.1), obtenemos que v < v en ). Intercambiando v y v
concluimos que © = v en 2. [l

35
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Por otro lado, podemos dar una demostracién alternativa con un argumento de energia.

Teorema 5.3 (Unicidad 2). Supongamos que €} es abierto acotado y 0} es C*. Entonces,
existe a lo sumo una v € C*(Q) solucion de (5.1).

Demostracion. Supongamos que v es otra solucion y tomemos w = u—v. Entonces, Aw = 0
en €1, y una integracidn por partes muestra que

O:—/wAwd:U:/|Vw|2da:.
0 Q

Es decir, Vw = 0 en (). Ademas, dado que w = 0 en 0f2, deducimos que w = u — v = 0
en €. O

Demostraremos ahora que una solucién al problema de valor de contorno (5.1), para
la Ecuacion de Poisson, puede ser caracterizado como el minimizante de una funcional
apropiada. Para ello, definimos el funcional de energia

1
I(w) = / —|Vw|2dx—/wfdx, (5.2)
0?2 Q
donde w pertenece al conjunto admisible
A={weC*Q)|w=gendQ}.
Teorema 5.4 (Principio de Dirichlet). Supongamos que u € C?(S2) resuelve (5.1). Entonces

I(u) = min I(w). (5.3)

weA

Inversamente, si u € A satisface (5.3), entonces u resuelve el problema de contorno (5.1).
En otras palabras, si u € A, decir que u es solucion de la ecuacion en derivadas parciales
—Au = f es equivalente a decir que u minimiza la energia I(-).

Demostracion. 1. Elijamos w € A. Entonces el problema (5.1) implica

0= /Q(—Au — ) - w)da.

Una integracion por partes conduce a

Oz/ﬂ(Vu-V(u—w)—f(u—w))dx,

y alli no hay término de contorno, dado que u — w = g — g = 0 en 0f2. Por lo tanto,

/Q(|Vu|2—fu)dx:/Q(Vu-Vw—wf)dmS/Q%|Vu|2dx—i—/g(%|Vw|2—wf)dx.
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En consecuencia,
I(u) < I(w) (weA).

Dado que u € A, esto conduce a (5.3).
2. Ahora, en cambio, supongamos que vale (5.3). Fijemos cualquier v € C§°(12) y consi-
deremos u + tv para t € R. Dado que u + tv € A, para cada t, la funcién escalar

B(t) = I(u+ tv),

tiene un minimo en ¢ = 0. Entonces

siempre que esta derivada exista. Pero

P'(0) = /Q(Vu Vv —of)dz.

En consecuencia,
0= /(Vu-Vv—vf)dm.
Q

Esta identidad es valida para cada funcién v € C3°(Q2), y asi —Au = f en Q. ]

5.2. La ecuacion lineal div(A(z)Vu) = f

En esta seccion consideraremos ecuaciones elipticas lineales de segundo orden.
Haremos en primer lugar un andlisis de un ejemplo sencillo para luego estudiar uno mas
general, que serd abordado con otras técnicas en los Capitulos 6y 7.

Ejemplo 1. (Problema de Dirichlet homogéneo para el Laplaciano).
Sea Q C RY un conjunto abierto y acotado. Buscamos una funcién u : Q@ — R que

satisfaga
{—Au+u =f enf (5.4)

U =0 endfl.

donde f € C(fQ) es una funcién dada. La condicién de frontera u = 0 en 052, se llama
condicion de Dirichlet (homogénea).

Una solucién cldsica del problema (5.4) es una funcién u € C%(Q) que satisface (5.4) en
el sentido usual.

Una solucién débil del problema (5.4) es una funcién u € Hg () que satisface

/Vu-Vv+/uv:/fv Vv € Hy (),
Q Q Q
donde Vu - Vo = SV du dv
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No es dificil probar que toda solucién clésica de (5.4) es una solucién débil.
Dada f € L?(f2), la existencia de una tnica solucién débil de (5.4) es una consecuencia
del Teorema de representacion de Riesz (Teorema 3.8).

Ejemplo 2. Veamos un nuevo ejemplo: Sea 2 C RY un conjunto abierto y acotado.
Consideremos funciones a;;(z) € C*(Q), 1 < 4,7 < N, tales que la matriz (a;;) es simétrica
y satisface la condicion de elipticidad uniforme

N
> ai(2)&8 > alél, Vo e V6 ERY, cona > 0. (5.5)
i,j=1

Dada f € C(9), buscamos una funcién u :  — R que satisfaga

N
o) 0
E % (awa—;) = f cn Q,

ij=1

U =0 sobre Of2.

(5.6)

Una solucién clasica de (5.6) es una funcién v € C? (ﬁ) que satisface (5.6) en el sentido
usual. Una solucién débil de (5.6) es una funcién u € H}(Q) que satisface

N
ou dv 1
\/Ql;(hja—xla—x] = /Q(—f)v VU c HO(Q)

No es dificil probar (ver Seccion 9.5 de [14]), que toda solucidn clésica de (5.6) es una
solucién débil. Por otra parte, para toda f € L*({2) existe una dnica solucién débil u € H} (Q)
de (5.6). El resultado se obtiene aplicando el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 3.9) en el
espacio H = H}()) con la forma bilineal continua

olu) = | 3 0y 20
o 2ij=1 Y 0w, Oy’

En efecto, la coercividad de a(-,-) proviene de la hipétesis de elipticidad (5.5) y de la
Desigualdad de Poincaré (Teorema 4.15).

5.3. Soluciones viscosas de ecuaciones elipticas

En esta Tesis estudiamos una familia de ecuaciones diferenciales no lineales con estructura
de divergencia. Hay ecuaciones de segundo orden no lineales, que aparecen frecuentemente
en aplicaciones, llamadas ecuaciones completamente no lineales, que tienen una estructura
mas general.
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Por ejemplo

1
max (Au, §um + 2uyy) =0 enR2 (5.7)

También en R
det(D?*u) = f,

ecuacion conocida como Monge Ampere.

En[22], M. G. Crandall y P. L. Lions, desarrollaron una teoria de soluciones viscosas para
ecuaciones en derivadas parciales no lineales que es muy util para demostrar la existencia de
soluciones y otras propiedades de estas ecuaciones.

Para introducir la nocién de solucién viscosa de una ecuacion eliptica de segundo orden
completamente no lineal, recurrimos al texto [16] de L. A. Caffarelli y X. Cabré.

En [16], los autores motivan la idea de la definicién de solucién viscosa considerando
primero el ejemplo de la ecuacién u,, = 1 enunadimensién (N = 1). Claramente, si ., = 1,
al integrar dos veces queda un polinomio de segundo grado con coeficientes a determinar.
Se puede ver que una funcion continua v definida en un intervalo / de R tiene la forma
u(x) = a + bx + x*?/2 para algunas constantes a y b (es decir, u es una solucién cldsica de
u” = 1) siy s6lo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

1) Si p(x) es una pardbola (es decir, un polinomio de grado 2) y v — p tiene un maximo
local en zy € I, entonces p”(zq) > 1.

2) Sip(z) es una pardbola y u — p tiene un minimo local en z € I, entonces p”(xy) < 1.
Supongamos que u es una solucion clasica de u” = 1y justifiquemos la primera condicion. Si
u — p tiene un maximo local en z, entonces (u — p)” < 0, es decir, u” — p” < 0, con lo cual
(siendo u” = 1) se obtiene que (1 — p”(z()) < 0y por lo tanto p”(zy) > 1. Andlogamente
para la segunda condicion. Es decir, si v es una solucion clésica de u,, = 1, entonces u es
continua y se cumplen las condiciones 1) y 2).

Reciprocamente, si u es continua y se cumplen 1) y 2), entonces u € C? y u,, = 1.
En efecto, se puede ver que u tiene que coincidir en [z, x2] con la pardbola de la forma
a + bx + 2% /2 que pasa por (z1,u(z1)) y (z2,u(z2)). En consecuencia, si u es continua, 1)
y 2) es una forma equivalente de decir que u es solucién clasica de la ecuacion diferencial
Uge = 1.

Un segundo ejemplo es la ecuaciéon Au = 0 en mas de una dimensién. Sea €2 un dominio
en RY. Se puede demostrar que v es una funcién arménica en € si y solo si u es continua y
se cumplen las siguientes dos condiciones:

a) Siu — ¢ tiene un maximo local en 25 € Ny ¢ € C?(Q), entonces Ap(zy) > 0

b) Siu — ¢ tiene un minimo local en 7y € Ny ¢ € C*(), entonces Ap(xgy) < 0
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Supongamos que u es armoénica en Q. Justifiquemos el item a). Si p € C? es tal que u— ¢ tiene
un maximo local en el punto g, entonces Ap(xg) > 0 ;Por qué? porque si existe un maximo
local en x(, la matriz Hessiana (matriz de las derivadas segundas) de u — ¢ es semidefinida
negativa en xg, con lo cual serd Au(zg) < Ag(xg) y por lo tanto, por ser Au = 0, se tiene
que Ap(xo) > 0. Andlogamente con la condicion b). Es decir, si una funcién u es armonica,
entonces v es continua y se cumplen las condiciones a) y b). Se puede ver también que si u es
continua, a) y b) implican que u es armonica en €). En consecuencia, si v es continua, a) y b)
es una forma débil de decir que u es solucidon de la ecuacion Au = 0 en 2. Estas condiciones
se tomaran como definicién de solucién viscosa del Laplaciano en €.

Soluciones Viscosas

En forma similar se define la nocion de solucion viscosa para ecuaciones no lineales
elipticas de segundo orden. En efecto, consideremos ecuaciones de la forma

F(D*u(z)) = f(z), (5.8)

donde x € Qy u'y f son funciones continuas definidas en un dominio acotado €2 de RY.
Aqui F' : S — R, donde S es el espacio de matrices reales simétricas de N x N.
Supondremos que F' es uniformemente eliptico.

Definicion 5.1. F es uniformemente eliptico si existen dos constantes positivas A < A tales
que paratodo M € S

A|N|| < F(M+N)—F(M)<A|N||, N>0.
Notamos N > 0 cuando N es semidefinida positiva y

M| = sup ||[Mz|.
llzll=1
Ejemplos
1. Si A € RV*¥ es una matriz simétrica y existen 0 < \g < A tales que

N
Ml€? <Y ai&g < MoléP, RN,

1,7=1

entonces
N

0%u
2 gy =0
ij=1 v
es una ecuacion uniformemente eliptica.
2. La ecuacion (5.7) es uniformemente eliptica.
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Definicién 5.2. Una funcién continua v en {2 es una subsolucion viscosa (respectivamente
supersolucion viscosa) de (5.8) en €2, si se cumple la siguiente condicion: si o € €2, p €
C?*(Q2) y u — ¢ tiene un méximo local en x, entonces

F(DQQD(%)) > f(wo)

(respectivamente si u —  tiene un minimo local en x, entonces F' (D2<,0(x0)) < f(x0))-
Decimos que u es una solucidn viscosa de (5.8) si es una subsolucion y una supersolucion.
Decimos que F'(D*u(z)) > (respectivamente <, =) f () en el sentido viscoso en {2 cada

vez que u sea una subsolucidn viscosa (respectivamente supersolucion, solucién) de (5.8) en

Q.
El siguiente resultado caracteriza a las subsoluciones viscosas de (5.8).
Proposicion 5.1. Son equivalentes
(1) u es una subsolucion viscosa de (5.8) en §).

(2) Sixg € Q, Aesunentorno de xy, ¢ € C*(A),

u<lge enA y u(xg) = p(xg),

entonces

F(D%p(x0)) > f (o).

(3) Sizy € (), Aesunentorno de x, vale el mismo resultado de (2) con p un paraboloide
(un polinomio de grado 2).

Demostracion. Ver Proposicion 2.4 de [16]. O
La definicion de subsolucion viscosa es satisfactoria ya que se tiene

Proposicion 5.2. Supongamos que u € C*(Q). Entonces, u es una subsolucion viscosa de
(5.8) en Q siy solo si F(D*u(z)) > f(x) para todo x € €.

Demostracion. Ver Corolario 2.6 de [16]. O

Claramente, también son validos los resultados correspondientes para supersoluciones.
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Capitulo 6
La familia divA(x, u, Vu) = B(z,u, Vu)

En este Capitulo estudiamos resultados para la familia
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu).
A saber, existencia de solucion, Principio de comparacion, unicidad de solucidn, acotacion

de soluciones, Principio del maximo, regularidad de soluciones y Desigualdad de Harnack.
También discutimos las distintas nociones de solucion para esta ecuacion.

6.1. Hipotesis y consecuencias
En esta seccion detallamos las hipotesis que vamos a utilizar en el estudio de la familia

divA(z,u, Vu) = B(x,u, Vu). Q denotard un dominio C! acotado en R". Ademds, haremos
las siguientes suposiciones

Hipétesis sobre p(z)

Suponemos que la funcion p(x) es medible en €2, y verifica
1< Pmin S p(x) S Pmax < OO, x €L

Asumimos ademds que p(z) es Lipschitz continua en 2 y denotamos por L la constante
Lipschitz de p(x), a saber, ||Vp|| =) < L.

Hipotesis sobre F

Suponemos que F es medible en Q x R x RY, y paratodo z € Q, F(x,-,-) € CY(R x
RM)NCHR x RN\ {0}).

43
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Denotamos

A(%Svﬁ) = VnF(fﬂ,S,??)a
B(z,s,n) = Fy(z,s,m).

Hipotesis sobre A

Suponemos que A € C(Q2 x R x RN, RY) y paratodo z € Q, A(x,-,-) € C}(R x RV \
{0}, RY). Mas atin, existen constantes positivas \g y Ag, y 3 € (0,1) tales que para todo
T, 71,29 € €1, 8,51,50 € R,n € RV\ {0} y ¢ € RV, se satisfacen las siguientes condiciones

A(z,s,0) =0, (6.1)
N
04 -
2. a—n<x,s,n>@@ > Aol ¢ (62)
Q= J
2, )] < Aol (6.3)

on;

=
}A(J/’l, S, 77) - A(IQ, 8,77)’ < A0|ZE1 — x2’5(|n|p(z1)—l + |n|p(m2)—1)(

|A(z, 51,m) — A, 52,m)| < Aols1 — sap|P®

)

Hipoétesis sobre B

Suponemos que B es medible en Q x R xR yparatodo € Q, B(z,-,-) € C(RxRY),
y para cada (z,s,7) € Q2 x R x RY,

| B, s,m)] < Ao(1+ [P +[s"™), (6.4)
donde A es como en las hip6tesis de A.

Observacion 6.1. A partir de (6.1) y (6.3) obtenemos

1 N

Az, s,m)] = [Ai(z, 5,m) = Ai(2,5,0)] =

(x,s,tn)n;dt

=1

S O_é(pml'n)AO |T/|p(l‘)—1’

entonces
|A(z, 8,m)| < @(Pmin) NAg|n[P™ (6.5)
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A partir de (6.1) y (6.2) tenemos

Az, 5,m) -n = (A, 5,m) — Az, 5,0)) n—/ e —

z]l ]

de manera tal que
A, 5,11) -1 2 alpaiee) Mol (6.6)

6.2. Existencia de solucion

En esta Seccion presentamos un resultado de existencia de solucion de la ecuaciéon
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu).

Obtendremos la solucién minimizando un funcional de energia apropiado.
Necesitaremos usar el siguiente resultado preliminar.

Lema 6.1 (Convexidad de F'). Dadas F'y A como en la Seccion 6.1, se tiene
F(z,s,n) — F(x,s,17) > A(z,s,7) - (n —17), VeeQ,seRnnec RY. (6.7)
Demostracion. Fijamos x € (), s € R, y consideramos la funcién G : RY — R definida por
G(n) = F(x,s,m).

Sabemos que
G e C'RY) N C*HRN \ {0}).

Veamos que Vn,7 € RN, n # 7,
G(n) = G(n) +VG(@) - (n—1). (6.8)
Como VG(n) = A(x, s,n) obtendremos el resultado deseado.

Observemos que (6.2) implica que

Z aQG( >€z€] > 0 Vn € RM\{0}, V¢ € RY.

Fijados 1y 77, con 77 # 0, sea g(t) = G(tn + (1 — t)n), para t € [0, 1].

Caso 1.
Supongamos que V¢ € [0,1], tn+ (1 — t)77 # 0. Entonces,

a ((tn+ (L =t)n)(n — 1),
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S0 =D G (o (=00~ il ) 20,

Vt € [0, 1]. Entonces 3¢ € [0, 1] tal que

q"(§)
9

g9(1) = g(0) + 4'(0) + > 9(0) 4 ¢'(0),

lo cual implica que se verifica (6.8). Es decir, se obtiene (6.7).
Caso 2.
Supongamos que existe ¢, € [0, 1] para el cual

Razonando como en el Caso 1, obtenemos que
g"(t) >0Vt e [O,to) U (to, 1]

Por lo tanto, ¢/(t) es creciente en [0, ty) U (¢, 1]. Entonces, por continuidad de ¢’, resulta ¢’
creciente en [0,1].
Como en el Caso 1, obtenemos

9(1) 2 g(r) +¢(7)(1 = 7) paraT € (to,1],
y por continuidad de ¢/,
9(1) = g(to) + ¢'(to)(t — to). (6.9)
Anélogamente, g(7) > ¢(0) + ¢'(0)7 para 7 € [0, o], y por continuidad de ¢/,
g(to) > g(0) + ¢'(0)to. (6.10)

Combinando (6.9) y (6.10), y usando que ¢’ es creciente, obtenemos
9(1) = g(to) + g'(to)(t — to)
> 9(0) + ¢'(0)to + ¢ (to)(t — to)
> 9(0) + ¢'(0)to + ¢'(0)(1 — to)
= 9(0) +4'(0),

lo cual implica nuevamente (6.7) y concluye la demostracion. [

El siguiente teorema es una version simplificada de la Proposicion 3.1 de [4£].
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Teorema 6.1 (Existencia de minimizante). Sean p, F', A, B como en la Seccion 6.1, y sea
Q' C Qun dominio C*. Sea v € WPO)(Q). Supongamos que existen i, c; € Ry, g € L'()
tales que, Vs € R, y Vn € RV,

F(z,s,m) > plnlP™ — cils| — g(x)  enQ, (6.11)
F(z,5,m) < u ™ +cs| + g(x)  enQ. (6.12)
Entonces, existe v un minimizante en v + W, © () de

JQ’('LU):/ F(z,w, Vw)dzx. (6.13)

Ademas, ||v||y1.00) @ < C, para una constante C' dependiendo solamente de ||u||y1.00) (),
”gHLl(Q/)) Q/ ) dla‘m(Q/); N; pminy pméx; L! ,LL) Cl'

Demostracion. Veamos que existe un minimizante de (6.13) en
K ={we W) /w—ue W)},
Sea

—o0 < [ = inf Jo/(w) g/ F(z,u,Vu)dz. (6.14)

weK

Observemos que, por (6.11) y (6.12),

’/ F(x,u,Vu)dx‘ <ut |Vu|p(z)dx—|—cl/ |u|dx—i—/ lg(x)|dz < 400, (6.15)
’ Q/ Q/ Q/

pues u € WHrO(QY), g € L}(Q).
Aqui usamos también que, por el Teorema 4.12,

[ull 2@y < Cllullro @, (6.16)

donde C' depende de ||, pmin, Pmax- Sea {v,} C K una sucesién minimizante, es decir, tal
que

I = lim Jo(vy). (6.17)
n—oo
Por (6.14) y (6.17) se tiene que
Jar(vy,) < / F(z,u, Vu)dz + 1, (6.18)

para n suficientemente grande. Entonces, por (6.11),

u/ |an|p($)dx§/ F(x,u,Vu)dx+1+/ g(x)dx—i—cl/ |v|dz. (6.19)
Q/ /

/ /
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Veamos que existe una constante tal que fQ, |an\p(x) dx < C'. Por lo tanto, podemos suponer
que fQ, |an|p(’3) dx > 1. Por la Desigualdad de Poincaré (Teorema 4.15),

|vn — UHLP(‘)(Q’) < Co||V(v, — U)||Lp(~>(Q')- (6.20)

Entonces, por (6.20), el Teorema 4.12 y la Proposicién 4.2, llegamos a

loallzzn < Cllonll ey < C[lullwisog + IVenlmo@| €20

p(m) 1/pnn’n
< ooy + ([ IVen@dz) ],
Ql

con C' dependiendo de pyin, Pmax, NV, L, ||, diam ().
Por lo tanto, para € > 0, por la Desigualdad de Young (Teorema 3.10),

1/pmin
1+ </ |an|p($)dx>
Q/

donde C' depende de ppmin, Pmaz: N, L, V'], diam(') y [|ullyise) oy ¥ C depende de las
mismas constantes y también de €.
De (6.19), (6.22), (6.15) y (6.16), tomando ¢ = %, obtenemos

vl < C <C+e / |V, [P®) d, (6.22)
Q/

/ IV, [P de < C| (6.23)
Q/

con C' dependiendo de puin, Pmazs N, L, |], diam(€Y), ullwreo @yt er Yy llgllzrn.-
Luego, las expresiones (6.22), (6.23) y (6.11) implican que [ > —oc.
De las estimaciones (6.23) y (6.21) obtenemos que

[oallw .00 @) < C, (6.24)

donde C depende de las mismas constantes que C. Por los Teoremas 44,35,48,4.12,y
la Observacién 4.2, existe una subsucesién que seguimos denotando {v,} y v € W0 (Q),
tales que

v, = v débilmenteen WHPO)(QY),

v, v en LY,

y en casi todo punto de €2, con v satisfaciendo también la estimacion (6.24).

Ademads, como /C es convexo y cerrado, v € K por el Teorema 3.6. Por el Teorema de
Egorov (Teorema 3.2) Ve > 0,3Q. C ', tal que |\ .| < € y v, — v uniformemente en
Q..

Por otra parte, dado K > 0, como v € L'(Q) y |[Vuv| € L*(€), por el Teorema 4.12, por
la Desigualdad de Chebyshev (Teorema 3.1), denotando Qi = {x € Q' /|v| + |Vv| < K},
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para K > 0, se tiene que |\ Q]| P 0. Si llamamos €. x = Q. N Q. Entonces,
—00
€Y\ Q. k| — 0 cuandoe — 0y K — oco. De (6.11) obtenemos

F(z,v,,Vv,) > —c1|v,| — g(z).

Entonces

/ F(z,v,, Vu,)dz = / F(x,v,, Vu,)dz + / F(x,v,, Vu,)dx
! Q/\QE,K Qe,K

> —cl/ v, |da —/ g(x)dx +/ F(x,v,, Vo, )dz.
\Qe k W\Qe k Qe i

Por lo tanto, usando que v, — v € L'(€), obtenemos

I = lim F(z,v,, Vv,)dz = lim sup/ F(z,v,, Vu,)dz

n—o0 [o n—00

> lim sup ( - / |vn|de — / g(x)dx + / F(z,v,, an)da:>
n—oo Q,\QE,K Q,\QE,K QS,K
= lim (— 01/ |vn|dx) —/ g(x)dx—l—h’msup/ F(x,v,, Vu,)dx
oo Q/\QE,K QI\QE,K n—oo QE,K

= —cl/ |v|dx —/ g(x)d:v+limsup/ F(z,v,, Vu,)dz.
Q/\QE,K Q,\QS,K n—0o0 QE,K

En consecuencia,

lim sup/ F(z,v,,Vv,)dx < I+ ¢ / lv|dz + / gdx. (6.25)
n—0o0 QE,K Q/\QE,K Q/\QE,K
Veamos que
/ F(z,v,Vu)de <1+ cl/ |v|dx +/ gdx. (6.26)
QE,K Q/\QE,K QI\QE,K
En efecto,

/ F(z,v,, Vv,) dx — / F(z,v,Vv)dx =
QE,K

QE,K
= / [F(;U,vn, Vu,) — F(z,v,, Vv)] dx +/ [F(x,vn, Vo) — F(x,v, VU)] dx
QS,K QE,K

= A, + B,.
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Por un lado B,, — 0 por Teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue (Teorema
3.4), yaque F(x,v,, Vv) — F(x,v, Vv) — 0 uniformemente en €. , y estd uniformemente
acotado en (), k.

Aqui usamos que Fi(z,s,n) = B(x, s,n) cumple que

|B(z,8,m)| <Cx si ze€, |s]<2K y |n<K,

por (6.4). Por el Lema 6.1 tenemos que
A, :/ F(a:,vn,an)dx—/ F(z,v,, Vv)dx

QE,K QE,K

> / Az, v,, V) - (Vu, — Vo)dz
QS,K

= / (A(x, U, VU) — Az, v, VU)) - (Vv, — Vv)dz
QE,K

+ / A(xz,v,Vv) - (Vv, = Vu)de = (1), + (I1),.
QE,K

Usando la Desigualdad de Holder (Teorema 4.13) y el Teorema 4.12 y recordando la
estimacion (6.24), tenemos que

‘ /Q ) <A('T7Un; Vou) — Az, v, Vv)) - (Vu, — Vv)dx’

<[

‘ (A(a:, U, VV) — A(x, v, VU)) X x )

(A(z, vy, Vv) — A(z,v, VV)) X, « ‘ Vv, — Voldz

<2 | Vo, = V| oo

Lp(')(Q/)

< QCH ‘A(x,vn, Vv) — A(z,v, VU)‘ X x

Voalzor@) + V0o

< C'\sup ’A(m,vn,Vv) — Az, v, VU)‘.

QE,K

Como A(z,v,, Vv) — A(x,v, Vv) uniformemente en €. ; por la continuidad de A,
deducimos que |(I),| — 0. Ademas (/I),, también tiende a 0. En efecto,
n—oo

’ | n—oo

/ A(xz,v,Vv) - (Vv, — Vv)dr = / Az, v, Vv)xa, , - (Vv, — Vv)de — 0,
QE,K
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pues
|A(2,v, Vv)xa, | € L) € LFOQ),

y Vo, — Vo débilmente en LP1) (€, k). Por lo tanto,

lim sup/ (F(x, U, VU,) — F(x,v, VU))dx > 0. (6.27)
QE,K

n—o0

De (6.25) y (6.27) deducimos (6.26). Ademads, por (6.12),

/ F(z,v,Vv)dr < u‘l/ |VoP® da + cl/ |v|dx —I—/ g(x)dz.
Q/\QE,K Q/\QE,K Q/\QE,K Q/\QE,K

(6.28)
Haciendo ¢ — 0y K — o0, obtenemos de (6.26) y (6.28)

Jor(v) :/ F(x,v,Vv)dx < I.

Aqui hemos usado que

QA\Q _—
‘ \ s’K’ e—0, K—+o0 0’

la Proposicion 4.2 y que

HVUHLT’(')(Q’\Q&K) < CHVUHLMM(Q’\%K%

por el Teorema 4.12. Finalmente, como v € KC, resulta Jo/ (v) = 1.
Es decir, v es un minimizante de Jo (w) en K. O

Como consecuencia del Teorema de existencia de minimizante (Teorema 6.1) obtenemos

Teorema 6.2 (Existencia de solucion). Sean p, F, A, B, € y u como en el Teorema 6.1.
Entonces existe v € u + Wol’p(') () tal que

divA(z,v, Vv) = B(z,v,Vv) en .
Demostracion. Seav € KC, donde
K ={we W) /w—ue WP ()},

un minimizante de

Jor(w) = / F(z,w, Vw) dz.
Veamos que v satisface

divA(z,v,Vv) = B(xz,v,Vv) enf,
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donde

A(]J,S,”f]) = VnF<1773777)7
B(.T,S,?]) = Fs(x75777)'

Dado ¢ € Cg°(2) y t € R, se cumple que v + t¢ € K. Por lo tanto, si definimos
h(t) = Jor (v + tp), se cumple que h(0) < h(t) ¥Vt € R. Veamos que

R'(0) :/ A(x,v,Vv)-Vgodac—i—/ B(z,v,Vv)pdz.

Entonces, se tendrd que h'(0) = 0, de donde se deduce el resultado deseado. En efecto,
tomemos t,, — 0 y consideremos, para |t,| < 1,

h(t,) — h(0) / (F(z,v+thp, Vo+1t,Vo) — F(z,v, Vo) i
tn - Jo t
B / F(z,v+t,p,Vo+t,Vo) — F(z,v, Vv + thgo)dx
- Ja t
" 6.29
+/ F(z,v,Vv+ tnjgo) - F(x,v,Vv)dx (6:29)

:/ Gn(z)dx + H,(x)dx = B, + A,.
! Q/

Existen |s,| < |t,| < 1 tales que

F(z,v+typ, Vo +1,Vo) — F(z,v,Vv +t,V)

Gn(x) = i

= Fy(z,v + spp, Vo +t,Vp)p — B(x,v, V),

n—o0

puntualmente parax € §2'. Ademas, usando la hipétesis (6.4) y ladesigualdad (3.2), obtenemos
|Go(2)| = |B(z,v 4 sup, VU + 1, V) p| <

< lllz@yAo (L + v + s,90[P™ + | Vv + ¢, Vi)
< HQOHLoo(Q/)AO (1 4 9Pmazx (|U‘P(x) + |¢|P(w)) + QPmaz (|Vv|p(z) + |Vg0|p(x))) _ g(x)7

donde g(x) € L'(£'). Aplicando el Teorema de convergencia mayorada de Lebesgue (Teore-
ma 3.4), deducimos que

Bn:/ Gn(x)dr — B(z,v,Vv)pdx. (6.30)

n—o0 Joy
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Por otra parte, existen |5,| < |t,| < 1 tales que

F(z,v,Vv+1t,V) — F(x,v, Vv)

Hy(z) = ‘.

= (VnF(:v,v, Vo + §nV<,0)) Vo — A(xz,v,Vv) -V,

puntualmente para z € (). Ademas, usando (6.5) y la desigualdad (3.2), obtenemos que
|Hy(2)] = |A(z,v, Vv + 5,V) - Vo
<Vl (@) OV + 5, Vip PH
< Vel o C2Pm (IVoP @ 4 WP = h(x),

donde h(z) € L'(). Aplicando nuevamente el Teorema de convergencia mayorada de
Lebesgue, resulta

A,= | Hp(x)de — [ A(xz,v,Vv)-Ve. (6.31)
Q n—00 Joy
Finalmente, de (6.29), (6.30) y (6.31), se deduce el resultado deseado. [

6.3. Principio de comparacion y unicidad de solucion

En esta Seccion presentamos un Principio de comparacion y un resultado de unicidad.
Comencemos dando algunas definiciones preliminares.

Definicién 6.1. Sean u,v € W'P()(Q). Decimos que v > uen 9, si (u — v)* = max(u —
v,0) € WY(Q).

Definicién 6.2. Sea u € W1P0)(Q). Decimos que
divA(z,u, Vu) > B(z,u,Vu) en (Q,

si se cumple que

—/A(m,u,Vu)-Vgpde/B(a:,u, Vu)pdz,
Q Q

Vo € C5°(Q2) con ¢ > 0. Andlogamente para
divA(z,u, Vu) < B(z,u,Vu) en.

El siguiente resultado es una version simplificada de la Proposicion 3.4 de [48].
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Proposicion 6.1 (Principio de comparacion). Sean p, Ay B como en la Seccion 6.1. Supon-

gamos ademas que

A(z,s,n) = A(z,n), B(z,s,n)=B(x).

Sean u,v € W) (Q) tales que

divA(xz, Vu) > B(z) en €,
divA(z,Vv) < B(z) en Q,
u < v sobre 0.

>
<

Entonces u < v en ().

Demostracion. Dado ¢ € C§°(2), ¢ > 0, se cumple que

_/QA(:U,VU)-wz/B(x)w-

Q

Como v > u en 0f), se tiene que
(u—v)" € WP ().
Sean ¢; € C§°(Q) tales que
;= (w—v)" =we Wy (@),

con ¢; > 0. Entonces

_LA(x,vu)-ijz/ng(x)¢j-

(6.32)

Observemos por (6.5) que se tiene |A(z, Vu)| € LP (). En efecto, esta afirmacién se deduce

de

/|A(£U,Vu)|p'(z’) SC/ |Vu|(13(a:)—1)p/(a:):/ |Vu|p(x).
Q Q Q

Aqui hemos usado que

1 1 1 1 p(r) —1

p(z)  p(z) p'(z) p(z) p(z)
Por la Desigualdad de Holder (Teorema 4.13),

‘ /QA(I‘,VU) -V, — /QA(:&, Vu) - Vw

— ‘/QA(x,Vu)-(Vgoj—Vw)‘ S/Q\A(x,Vu)HV(pj—VM

=1 = —— =1- = = p(x)
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< 2||A(x, VU)HLP’<~)(Q)HV<PJ‘ - VwHLP(')(Q) jjoo 0.
Es decir

/ A(xz,Vu)-Vy; — A(z,Vu) - V.
Q

J—00 0]

Como supusimos que B(x,u, Vu) = B(z), la hipdtesis (6.4) toma la forma
[B(z)| < Ao,

en (2. Por lo tanto
Be L®(Q) c LFY(Q).

Entonces, aplicando la Desigualdad de Holder nuevamente,

| [ B@es— [ Bau| =] [ B@)es-w)] < 20Bllom9e - vllmow 720

j—00
Es decir

/QB(Q:)% — [ B(z)w.

Jj—00 Q

Entonces, pasando al limite en (6.32), obtenemos

—/A(x,Vu)-dexZ/B(x)wdx. (6.33)
Q Q

Ademads, como para todo ¢ € C§°(£2), ¢ > 0, se cumple que

—/A(x,Vv)-Vgodxg/B(x)godx,
Q Q

el mismo razonamiento anterior implica que
— /Q Az, Vv) - Vwdz < /QB(JJ)U) dx. (6.34)
Juntando (6.33) y (6.34) y denotando
Ot ={zr e Q/u—v>0},
obtenemos

0> /Q (A(z, Vu) — A(z, Vv)) - Vw = /Q+ (A(z, Vu) — Az, Vv)) - V(u—v). (6.35)

Para 0 < 7 < 1 llamemos u” = v + 7(u — v) y para cada z € {2 fijo denotemos

f(r)=A(z,Vu") - V(u—v) = ZAi(x, Vu ) (u — v)g,.

=1
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Entonces,

N 94,

F(r) = 30 G V) = ) u v,

igj=1 "

Como
1

= f0)=[ f(r)d

- 10 = [ i
obtenemos

/Q+ (A(z, Vu) — Az, Vv)) - V(u —v) dz =
= / (A(z, Vu) — A(z, Vv)) - V(u — v)dz
Qtn{|Vo|2[Vul}

+/ (A(z, Vu) — Az, Vv)) - V(u — v)dz
Q+N{|Vol<|Vul}

1 N ‘
— / / Z aAz (gj7 V’LLT)(U — U)xi (U — ’U)xj dl’ dT
0 Jotn{|Vol>|Vul} 5 on;

N

1
) 1
0 JOtn{|Vv|<|Vul|} Z

4,j=1

1
4
> o / / IV P29 (0 — v)|? da
0 QTN{|Vv|>|Vul}

1
o /4 / VUl =D PO 2T (4 — )P de = (1) + (1),
0 Jotn{|Vo|<|Vaul}

0A;
on;

(z, Vul' ") (u — v)g, (u — V)g,; dv dT

la dltima desigualdad es debida a la hipétesis (6.2). Para acotar (/) usamos el Lema 3.2 y
obtenemos para 0 < 7 < i, como |Vv| > |Vul,

1
|Vu"| = |Vv + 7(Vu — Vu)| > Z\Vu — V.

Ademas,
|VuT| < |Vu|+ 7|Vu — V| < 2(|Vu| + |Vo)).

Entonces, si p(z) > 2,

1

7|p(x)—2
|vu | Z 4pmaz_2

Vu — Vor@)-2,

Sip(x) < 2,
VT [P@)72 > opmin (|| + |Vo])P@) 2,
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Por lo tanto

(I) > @ / IVu — VulP@ do+
QN {p(2)>2}0{| Vol >|Vul}

—l—&)\o/ (|Vu| + |Vo|)P@ 2|V — Vu|? dz,
Qt0{p(z)<2}n{|Vo|=[Vul}

para 52 = &(pmimpmax)-
Para acotar (/1) observemos que

Vull™™ = Vo + (1 — 7)(Vu — Vo) = Vu + 7(Vo — V),

con0 < 7 < 1y[Vu| > |Vu|. En forma andloga, resulta

(IT) > @\ / |Vu — VolP@ da+

Q+rn{p(z)=2}n{|Vo|<|Vul}

+&>\0/ (V| + [Vo)"D2|Vu — Vol da.
Qtn{p(z)<2}n{|Vo|<|Vul|}

Recordando (6.35), concluimos que

57

(z)—2
0> &Ao(/ Vu— Vol dx+/ (\WH\WDP ]Vu—V’u\zdx)
@+ {p(e)>2) @+ {p(e)<2)

Finalmente, recordando la definicién de QF, vemos que

(z)—2
0 z/ !V(u—v)ﬂp(‘”)daﬁt/ (]Vu| + iw)p IV (u — v)*|? da,
Qn{p(z)>2} Qn{p(z)<2}

lo cual implica que V(u — v)* = 0 en Q. Como (u — v)* € W, *(Q), 1a Desigualdad de

Poincaré (Teorema 4.15) da (u — v)* = 0 en Q. Es decir que u < v en €.

]

Como consecuencia inmediata del Principio de comparacidon obtenemos el siguiente re-

sultado de unicidad.

Corolario 6.1 (Unicidad). Sean p, Ay B como en la Proposicién 6.1. Sea ¢ € WP (Q) y

sean uy, uy € WP (Q) tales que

divA(z,Vu;) = B(z) en £,
U; = en 01,

para i=1,2. Entonces u; = uy en ).
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6.4. Acotacion de soluciones y Principio del maximo

El siguiente resultado dice que las soluciones de la ecuacién con dato de borde acotado,
son acotadas. Fue obtenido en la Proposicion 3.5 de [48] bajo condiciones mas generales.

Proposicion 6.2. Supongamos las mismas hipotesis sobre p, I', Ay B que en el Teorema 6.1,
y sea ) C Q un dominio C. Supongamos ademdas que

A(z,s,m) = Alz,n),  Blx,s,n) = B(x).
Sea u € WYPL)(Q) tal que

divA(z,Vu) = B(x) en(,
|ul <M en 0SY,

para una constante positiva M. Entonces, existe C' tal que |u| < C en )/, donde C depende
solo de M, ||, diam(SY'), N, Ao, Ao, L, Pimins Pmazs |19l L200) 1 €1

Demostracion. Sea v™ la solucién de

divA(z,Vut) = B(z) en{V
vt =M en OV,

que existe y es unica por los Teoremas 6.1y 6.2 y el Corolario 6.1. Entonces, por la estimacion
del Teorema 6.1, se tiene que [[v™ ||y 15() () depende sélo de M, ||, diam(£'), N y las
constantes en las condiciones estructurales.

Recordando (6.4), (6.5) y (6.6), deducimos que estamos bajo las hipdtesis del Teorema
4.1 en [33] y por lo tanto v+ € L*°(€2), con una cota que depende solo de M, ||, diam(Y'),
N y las constantes en las condiciones estructurales.

Por el Principio de comparacion (Proposicion 6.1), tenemos u < vt en €', de donde sale
la cota superior.

Procediendo en forma andloga con v, la solucién de

divA(z,Vv~) = B(x) en )
v =-M en 0,

obtenemos la cota inferior y esto concluye la demostracion. 0

También se cumple un Principio del méximo para esta familia de ecuaciones, que se
deduce del Principio de comparacién (Proposicion 6.1).
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Proposicion 6.3 (Principio del maximo). Sean p y A como en la Seccion 6.1. Supongamos
ademas que

Az, s,m) = A(x,n).
Sea u € W'PL)(Q) tal que
divA(z,Vu) =0 en{
—M; <u< M, eno0f,
para My, My > 0. Entonces, —M; < u < M, en ).

Demostracion. De (6.1) se deduce que siv™ = My y v~ = —Mj, entonces divA(z, Vo) =
0y divA(z,Vv~) = 0 en Q. Aplicando el Principio de comparacion (Proposicién 6.1),
obtenemos

—M;=v <u<vt=M, en Q.

6.5. Regularidad de soluciones

En [32], X. Fan estudio la ecuacion
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),

bajo las hipétesis sobre p(x), Ay B que consideramos en la Seccién 6.1. All{ obtuvo diferentes
resultados de regularidad para esta ecuacion, considerando distintas condiciones de contorno.
En particular obtuvo (ver [32], Teorema 1.1) el siguiente resultado de regularidad local.

Teorema 6.3. Sean p, Ay B como en la Seccién 6.1. Sea v € W'PO)(Q) N L>®(Q) una
solucion debil de
divA(z,u,Vu) = B(x,u,Vu) en Q.

Entonces, u € C 170‘(9), donde el exponente o de Holder depende solo de N, piin, Pmaz L
Ao, Mo, By ||u|| oo (). Ademas, para cada ' CC €,

HuH(jl,a(ﬁ’) <,

donde C depende solo de N, Dpin, Pmazs Ly Ao Mo, 5,

|| oo () y dist (£, 092).

Observacion 6.2. El Teorema 6.3 se aplica a soluciones débiles de divA(z,u, Vu) =
B(z,u, Vu) que son acotadas. La Proposicion 6.2 da condiciones bajo las cuales las so-
luciones son acotadas.

Por otra parte, si p,,;, > N, por el Teorema de Rellich Kondrachov (Teorema 4.8) y el
Teorema 4.12 obtenemos que si u € WP()(Q), entonces u es acotada.
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6.6. Desigualdad de Harnack

Recordemos que si 2 C R es un abierto, u es no negativa y arménicaen Q) y Q' CC Q
es abierto conexo, entonces se cumple que

supu < C'inf u,
Qf 0
donde C' es una constante positiva que depende solo de N, 2y €. Este resultado se conoce
como Desigualdad de Harnack (ver Teorema 11 en [30], Seccién 2.2).

En [68] (Teorema 1.1), N. Wolanski prob6 una Desigualdad de Harnack que se aplica
a la familia de ecuaciones que estudiamos en esta Tesis. Este resultado tiene numerosas
aplicaciones. Ver por ejemplo [47] y [48] donde se aplica para obtener estimaciones en
problemas de minimizacion, y en [36] y [37] donde se aplica para obtener resultados de
regularidad para un problema de frontera libre.

La Desigualdad de Harnack probada en [6&] es la siguiente

Teorema 6.4 (Desigualdad de Harnack). Sea 2 C RY un abierto. Sean p, Ay B como en la
Seccién 6.1. Sea u € W) (Q) N L>=(Q) una solucién no negativa de

divA(z,u, Vu) = B(x,u,Vu) en .
Si Byr C ), existen constantes C' > 0y p > 0 tales que

supu < C(infu+ R+ pR),
Br Br

donde C'y 1 dependen sélo de N, L, X, Ao, ||u|| Lo (B4r) Prmin Y Pmas-

6.7. Distintas nociones de solucion

En esta seccion analizamos la relacion entre las distintas nociones de solucion para las
ecuaciones estudiadas. A saber, débil, viscosa y clasica. Los resultados de esta seccidén son
novedosos para el operador en estudio. Resultados de este tipo para el operador A, fueron
obtenidos en [36], [42] y [58].

Esta clase de resultados tiene aplicaciones en distintos contextos, por ejemplo, en el estudio
de problemas de frontera libre (ver [13], [36], [69]).

En efecto, frecuentemente ocurre que la funcion en estudio se obtiene minimizando un
funcional de energia, y por lo tanto esta es solucion débil de una ecuacion. Saber que ademas
es solucion de la ecuacion en sentido viscoso permite probar propiedades adicionales de la
misma.

A lo largo de la seccidén supondremos que

A(z,s,n) = Alz,n), Bz, s,n) = B(z),
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y que p, A y B satisfacen las hipétesis de la Seccion 6.1. Supondremos ademds que A €
CHOQxRV\{0})y B e C(9).

Definicién 6.3 (Subsolucién débil). Decimos que v € W'P1)(Q) es una subsolucién débil
de divA(z, Vu) = B(z) en €, si para toda ¢ € C§°(2), ¢ > 0, se cumple que

—/QA(m,Vu)-Vsod:iCZ/QSDB(x)d$~

Definicién 6.4 (Supersolucién débil). Decimos que v € W'P()(Q) es una supersolucién
débil de divA(z, Vu) = B(x) en €, si para toda ¢ € C§°(£2), ¢ > 0, se cumple que

—/QA(x,Vu)-VQOdJES/QQDB(x)d”

Definicién 6.5 (Solucién débil). Decimos que v € W'P)(Q) es una solucién débil de

divA(z, Vu) = B(x) en €, si es simultineamente una subsolucién y una supersolucién débil
en ().

Definicion 6.6. Dadas u,v € C({2), decimos que v toca estrictamente a u por debajo (res-
pectivamente por arriba) en zo € €, si u(zg) = v(xg) y u(x) > v(x) (respectivamente
u(z) < v(x)) para todo x # xy en un entorno O de .

Definicion 6.7 (Subsolucién viscosa). Sea u € C(£2). Decimos que u es una subsolucion
viscosa de divA(x, Vu) = B(z) en €, si para toda v € C?(Q), si v toca estrictamente a u
por arriba en zp € 'y Vo(zg) # 0, entonces divA(xg, Vu(zg)) > B(zo).

Definicién 6.8 (Supersolucion viscosa). Sea v € C'(£2). Decimos que u es una supersolucion
viscosa de divA(z, Vu) = B(x) en () si para todav € C%(Q), si v toca estrictamente a v por
debajo en xy € Qy Vu(zg) # 0, entonces divA(xg, Vu(zg)) < B(xg).

Definicién 6.9 (Solucién viscosa). Sea v € C(£2). Decimos que u es una solucién viscosa
de divA(z, Vu) = B(x) en €2, si es simultdneamente una subsolucién y una supersolucién
viscosa en (2.

Definicion 6.10 (Subsolucién cldsica). Decimos que u € C?(£2) es una subsolucién cldsica
de divA(z,Vu) = B(z)en Q,si Vu #0en () y

divA(z,Vu) > B(x) Yz € Q.

Definicién 6.11 (Supersolucién cldsica). Decimos que v € C2%(Q) es una supersolucién
clasica de divA(x, Vu) = B(z)en2,si Vu #0en ) y

divA(z,Vu) < B(z) Vz €.
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Definicién 6.12 (Solucién cldsica). Decimos que u € C?*(Q) es una solucién clasica de
divA(z, Vu) = B(x) en €, si es simultineamente una subsolucién y una supersolucion
cldsica en €.

Proposicién 6.4. Sea Q) un dominio acotado de clase C*. Sea u € C*(Q), con Vu # 0 en (,

tal que
divA(z,Vu) < B(z) Vz €,

(es decir, u es una supersolucion clasica). Entonces, u es una supersolucion débil de
divA(z,Vu) = B(xz) enf.
Analogamente para subsoluciones.

Demostracion. Como u € C?(Q), entonces u, Vu € C(Q2) y, por lo tanto, u € W1P0)(Q).
Dada ¢ € C§°(2), ¢ > 0, se tiene que

/divA(x,Vu)¢da:§/¢B(w) dx. (6.36)
Q Q

Por el Teorema de la divergencia (Teorema 3.7), tenemos que
0= / A(x,Vu)¢-ndS = / div(A(z, Vu)o) dz, (6.37)
a9 Q

donde n es la normal exterior unitaria a JS2, porque ¢ € C3°(2). Ademas,

/ﬂdiv ((A(x,Vu)ng)dx:/

A(xz,Vu) - Vodr + / divA(z, Vu)o dz. (6.38)
Q Q

Juntando (6.36), (6.37) y (6.38), obtenemos

—/A(x,Vu)-V¢dx§/¢B(x) dz,
Q 0

lo cual demuestra que u es una supersolucion débil de divA(x, Vu) = B(z) en (2. H

Proposicion 6.5. Sean Ay B como en la Seccién 6.1. Supongamos ademas que A € C(§2 x
RNM\ {0}) y B € C(). Sea u € WO (Q) N C(Q) una supersolucion débil de

divA(z,Vu) = B(z) enf.
Entonces, u es una supersolucion viscosa de
divA(z,Vu) = B(x) enf.

Analogamente para subsoluciones.
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Demostracion. Seau € W1PL) ()N C(£2) una supersolucion débil de divA(x, Vu) = B(x).
Queremos ver que u es una supersolucion viscosa de divA(z, Vu) = B(z) en Q.

Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces, existe 7o € Q 'y v € C?(Q), con
Vou(zg) # 0, tal que

) = v(so), 63
u(zr) >w(r) VY # xoenunentorno O dex '
y tal que divA(zg, Vu(zg)) > B(xo).
Como v € C%(), se tiene Vu(z) # 0 en B,(zg) y
divA(z, Vu(z)) > B(x) en B, (o), (6.40)
para algin r > 0 pequefio. Sea
m = min(u —v) sobre dB,(xy). (6.41)

Entonces, m > 0. Consideremos ¥(x) = v(x) +m en €. Entonces, v € W'?0)(B,(z¢)) y por
(6.40) y la Proposicién 6.4, v es una subsolucion débil de divA(z, Vv) = B(x) en B,.(zo).

Ademds, por definicién de m, se tiene que u > v en dB,(x,). Entonces, por el Principio
de comparacién (Proposicion 6.1), se tiene que u > v en B,.(xg). Es decir,

u(z) >v(x)+m Vo€ B(x),

y en particular
v(xg) = u(xo) > v(xo) + M,

lo cual contradice (6.39) y (6.41) y concluye la demostracion. ]

Observacion 6.3. En la Proposicion 6.5 tenemos que
w="7—u € W (B,.(x0)) N C(B,(x0)),

w<0 en 0B.(x).

Sea w™ = max(w, 0). Entonces,

w € WO (B, (x0)) N C(B,(x)),
wt =0en dB,(xg).

Con los mismos argumentos empleados en la demostracion del Teorema 9.17 de [14],
deducimos que

wt € Wy (B,(x)),

lo que permite la aplicacion del Principio de comparacion (Proposicion 6.1) en la Proposicién
6.5.



64 CAPITULO 6. LA FAMILIA divA(z,u, Vu) = B(z, u, Vu)

Corolario 6.2. Sea ) un dominio acotado de clase C'. Sean A y B como en la Seccion 6.1.
Supongamos ademas que A € C1(Q x RN\ {0}) y B € C(Q). Seau € C*(Q), con Vu # 0
en §), tal que

divA(z,Vu) < B(x) Vz € Q,

(es decir, u es una supersolucion clasica). Entonces, u es una supersolucion viscosa de
divA(z,Vu) = B(z) en .
Analogamente para subsoluciones.

Demostracion. El resultado es consecuencia de las Proposiciones 6.4 y 6.5. O



Capitulo 7
Ejemplos

En este capitulo presentamos ejemplos de ecuaciones para las cuales se aplican los resul-
tados del Capitulo 6.

En particular, los resultados de la seccion 6.5 resultan novedosos para varios de estos
ejemplos.

7.1. Ejemplo 1

En la Seccion 5.1, estudiamos el Principio de Dirichlet para la ecuacion de Poisson
(Teorema 5.4). Vamos a comprobar que, para una F' apropiada, un minimizante de energia de
la Seccién 6.1, es solucidn de la ecuacion —Awu = f. Partimos de (5.2), es decir

1
Iw) = [ (GIVul = wfs
0 2
reemplazamos Jq, por I, quedando
1
Ia(w) = [ IVul = wf(x)da,
02
donde suponemos f € L>°(£2). Tomemos entonces en la Seccién 6.1

Fle,s,m) = sl = s/ (x),

con lo cual )
Jo(w) :/QF(x,w,Vw)dx:/Q<§|Vw]2—wf(9c)>dx.

En este caso vemos que las condiciones que relacionan Ay B con F' quedan
2
Alw, s,m) = VyF(w,5,1) = 50 =1,

65
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B(xﬂs?n) = F8<x75777) = —f(l')

Queda entonces
A(z,u, Vu) = Vu,

B(z,u,Vu) = —f(x).
Reemplazando ambas expresiones en la ecuacion
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),
obtenemos
divA(z,u, Vu) = div(Vu) = Au = Au = —f(x).

Es decir
—Au = f(x).

Habiendo asi comprobado que existe un minimizante del funcional de energia (5.2) propuesto
en la Seccidn 5.1, que este es efectivamente solucion de la ecuacion diferencial, y que el resto
de los resultados del Capitulo 6 también se aplican.

7.2. Ejemplo 2
Sea 2 C RY abierto y acotado, a;;(z) € L®(Q), a;; = aj;, 1 <i,j < N, satisfaciendo
la condicion de elipticidad uniforme. Es decir, existe o > 0 tal que

N

Z aij(a:)fi&j > Oé|§|2, Vx € Q,‘v’§ S RN.

3,j=1

Sea f € L*(f2). Consideramos

l\')lr—\

x75777 =

=5 3 aslalna + f(a)s = S (A, + f(@)s.

Entonces, F' satisface nuestras hipotesis,

Fy(z,s,m) = A(x)n,  F(x,s,n) = f(z).

La ecuacion que se obtiene es

div(A(x)Vu) = f,

y todos los resultados del Capitulo 6 se aplican a esta ecuacion. Observar que esta ecuacion
fue analizada en el Capitulo 5 con otras técnicas (Teorema de Lax Milgram).
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7.3. Ejemplo 3

Consideremos F', Ay B como en la Seccién 6.1, en el caso particular en que p(z) = 2.
Entonces la ecuacién toma la forma

divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),
donde A(x, s,n) satisface

Aol¢[* < Z

7,]1

5] < A0|€|2

b}

Es decir, se obtiene una ecuacion no lineal uniformemente eliptica, para la cual se aplican
todos los resultados del Capitulo 6.

7.4. Ejemplo 4

Consideremos, paral <p < oo y f € L>(Q),

Jo(w) = /Q <|Vw\p —i—fw) dr = /QF(:L',w,Vw) dx,

p
1 p
F($73777>:]_)|77| +Sf(ZL‘)7

A1) = Vo (as,) = Vo (Gl + /() =

= n"~*n,
B(x7 S? 77) = FS(:L'7 S? 77) = f(x)7
A(x,u, Vu) = |[VulP*Vu.
Tomando divergencia miembro a miembro
divA(z, u, Vu) = div(|Vul|P~2Vu).
Por otro lado,
B(z,u,Vu) = f(x).

Entonces, la ecuacion
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),

queda
Ayu = div(|VulP?Vu) = f(z).

El operador A, se conoce como p-Laplaciano.
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7.5. Ejemplo 5

Consideremos F', Ay B como en la Seccion 6.1, en el caso particular en que p(z) =py
F toma la forma

F(z,s,m) = G(s,n) + sf(x).

Entonces la ecuacion resulta
divA(u, Vu) = B(x,u, Vu),

donde A(s,n) satisface

Xo|m[P21€)* < V&€ < AolnP2|€), ¢ eRY,

7,]1

Es decir, se obtiene una ecuacion que generaliza al p-Laplaciano, para la cual se aplican los
resultados del Capitulo 6.

7.6. Ejemplo 6

Consideremos, para f € L>(f),

Jg(w):/QUVZ:I()—f)w—{—fw) dm:/QF(x,w,Vw) dz.

1
F(z,s,n) = m!n!?“") + sf(x). (7.1)

A(z,s,m) =V, F(z,s,m) =V, (ﬁwp(w + sf(x)) _

1 e 2
= VTI (meg)lnm + Sf(l‘)) —

= [y
B(z,s,n) = Fi(z,s,n) = f(z),
Az, u, Vu) = |Vu[P® 2V,

Tomando divergencia miembro a miembro
divA(z, u, Vu) = div(|Vu [P ~2Vu).

Por otro lado
B(z,u,Vu) = f(z).
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Entonces, la ecuacion
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),

queda
Ay = div(|VuP® 2 Vu) = f(a).

El operador A, se conoce como p(z)-Laplaciano.

En el caso particular en que p(x) = 2, queda, div(Vu) = f(z), es decir, Au = f(z) que
es el resultado presentado en el Ejemplo 7.1.

Por otra parte, cuando p(z) = p obtenemos el resultado presentado en el Ejemplo 7.4.

Observemos que en este caso particular en que F’ tiene la forma (7.1), el hecho que un
minimizante es solucion de la ecuacion, se obtiene de forma mas sencilla que en la Seccion
6.2 (Teorema 6.2). De hecho, seat > 0 y 0 < £ € C°(€2). Sea u un minimizante de Jq,.
Usando la minimalidad de u, tenemos

0< %(JQ(U —t€) — Ja(u))
_1 e L e g d
t/Q\Vu tVe| o) |Vul o) T /Qf§ x
< / IV — tVEPD2(Vu — tVE) - VE dr — / e da.
Q Q

Aqui hemos usado la estimacion (6.7). Si hacemos ¢ — 0, obtenemos

0< —/ |Vu|p(x)_2Vu-V§dx—/f§dm,
Q Q

que da como resultado A,,)u > f. Andlogamente obtenemos A yu < f.

7.7. Ejemplo 7

Sean a;; : @ = R, a;; = a;; 1 < 4,57 <N, a; € C*(Q), que satisfacen, para
0 < Ao < Ay,

N
Moléf* < Z aij(2)&&; < Aol€?, Vo € Q,vE e RY.
ij=1

Consideramos, para f € L>(f),

F(z,5,1) = —— | A(@)"® + f(2)s.
p(x)
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Entonces F' satisface nuestras hipétesis,

y la ecuacién que se obtiene es
div (| A(z) Va7 A2(2) V) = f(a), (7.2)

conocida como “weighted p(x) - Laplacian”.
Cuando A(z) = I, (7.2) coincide con A, .

7.8. Ejemplo 8

Un ejemplo de funcién F' que satisface las hipdtesis de la Seccion 6.1 (ver Ejemplo 5.2 en
[48]) es
F(x,s,m) = G(x,n) + f(z, ),
con

G(z,n) = G(In"™),
con p(z) como en la Seccién 6.1,y G € C2 ([0, 00)) una funcién que satisface:
cop < é/(t) < Cy,

Co
1+1

0<G"(t) < co, Cp constantes positivas,

f(z,s) = g(x)s, con g€ L*(Q).

7.9. Ejemplo9

Si F y F; satisfacen las hip6tesis discutidas en el Capitulo 6, entonces
F(LIZ‘, S, 77) = CL1<I>F1(I, S, 77) + a2($)F2(x7 S, 77)7

también las cumplen, para cualquier eleccion de funciones Holder continuas a;(x), as(x)
acotadas superior e inferiormente por constantes positivas (ver Observacion 5.1 en [48]). Asi
obtenemos nuevas ecuaciones de la forma

divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu),

para las cuales los resultados del Capitulo 6 se aplican.



Apéndice A

Otros resultados para ecuaciones con
crecimiento no estandar

En los dltimos afios ha habido un interés creciente sobre las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales con crecimiento no estandar. Esto se debe a sus numerosas aplicaciones y
a los desafios matemaéticos que este tipo de problemas plantea.

Remarcamos que es imposible dar una lista completa de referencias actualizadas sobre
este tema y remitimos al lector interesado, por ejemplo, a las referencias [39], [21], [59] y a
los trabajos alli citados.

En este Apéndice comentaremos algunos interesantes trabajos para este tipo de ecuaciones,
que en particular incluyen ecuaciones que no hemos tratado en la Tesis.

Comenzamos refiriendo a los trabajos [26], [27], [28] y [8] donde se desarrollan méto-
dos numéricos para aproximar soluciones débiles del problema de Dirichlet para el p(z)-
Laplaciano.

Ademas, en el trabajo [53] se considera el limite al tomar p(x) — oo en una familia
de soluciones de la ecuacion p(x)-Laplaciano homogénea, y se identifica la ecuacion que se
obtiene en el limite.

Por otra parte, en [46], [36] y [37], se obtienen resultados de regularidad para problemas
de frontera libre asociados al p(x)-Laplaciano. En [47] y [45] se estudia un problema de
perturbacion singular para el p(z)-Laplaciano. En [34], [47] y [62] se estudian problemas de
minimizacion para el p(z)-Laplaciano y en [49] se estudia un problema de disefio 6ptimo
para este operador. Otros resultados para el p(x)-Laplaciano pueden encontrarse en [64], [9]
y [19].

En [50], el autor obtiene diversos resultados para el operador no lineal degenerado cono-
cido como g-Laplaciano, definido como

gl 1= div(g(|vu|) Vu),

A
[V

con ciertas condiciones de crecimiento sobre la funcidon g. Este operador extiende al p-

71
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Laplaciano, que se obtiene al tomar g(t) = tP~,

Para trabajar con estas ecuaciones se definen espacios de Sobolev generalizados, conocidos
como Espacios de Orlicz-Sobolev. Estos se definen en forma andloga a los espacios de Sobolev
con exponente variable W17()(€)) y se denotan por W¢(Q), donde G es una funcién tal que
G' = ¢. Lanorma se obtiene en forma similar a (4.9) y (4.11), reemplazando en la definicion
a la funcién [t|P®) por G(t).

En [57] y [13] se obtienen resultados para un problema de frontera libre asociado al
g-Laplaciano. En [12], [24] y [69] se estudian problemas de minimizacion. En [23], [56] y
[65] se estudian problemas de optimizacion de forma para este operador y en [17] se obtienen
resultados de continuidad respecto a perturbaciones de dominio.

Entre otras interesantes ecuaciones con crecimiento no estindar, mencionamos el p-
Laplaciano anisotrépico, que viene dado por

(2

N
(|u$i|pi_2u$i)mi =0, 2<p <...pn,
=1

y es estudiadaen [1 1]y [51].
También, ecuaciones con doble fase, de la forma

div(|VulP*Vu + a(z)|Vul|"*Vu) =0, 2<q<p,

y a(x) > ag > 0 que son estudiadas en [10] y [25].
Referimos ademads a ecuaciones totalmente no lineales con exponente variable, de la forma

Vul"® F(D*) = f,

estudiadas en [15].
Antontsev y Shmarev estudian en [6] una familia de problemas parabdlicos con crecimiento
no estandar, que incluye en particular a la ecuacién

uy — div(|VulP™2Vau) = f(z,1).

Por altimo, mencionamos que hay una gran atencion reciente en el estudio de problemas
con “difusiéon andémala”, debido al interés que estos presentan en las aplicaciones a distintas
disciplinas, tales como ciencias naturales, finanzas y procesamiento de sefiales. En estos
casos, en lugar de considerarse operadores diferenciales, se consideran operadores integrales.
Los espacios adecuados para trabajar con estas ecuaciones se conocen como Espacios de
Orlicz-Sobolev fraccionarios.

Mientras que las ecuaciones diferenciales tienen en cuenta s6lo lo que estd ocurriendo en
un entorno de un punto z, y en ese sentido son “locales”, las ecuaciones integrales tienen en
cuenta lo que estd ocurriendo en puntos lejanos a x y en ese sentido son “no locales”.

En los trabajos [4 1], [43], [35] y [ 18], se estudian operadores no locales que constituyen
versiones fraccionarias de los operadores p-Laplaciano, p(x)-Laplaciano, g-Laplaciano y
p-Laplaciano anisotrépico, respectivamente.



Notacion

= N: dimension espacial.

|S]: medida de Lebesgue N-dimensional del conjunto S.

= B,(xg): bola abierta de radio r y centro .

= [3,: bola abierta de radio 7 y centro 0.

= Yg: funcién caracteristica del conjunto S.

= (£,m) y £€-n  ambos denotan el producto escalar en RY,

» SiV,U son abiertosde RV, V cc UdenotaVCV C U,conV compacto.

m ess sup = inf{a/ f(z) <a ctp. enQ}.
e

. essegiznf: sup{6/ f(x) > 5 c.tp. enQ}.
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