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5.3. Cortes óptimos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5
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Introducción.

Si G es un grupo finitamente generado el problema de la palabra es el siguiente problema: dada una palabra
w en los generadores y sus inversos el objetivo es decidir si w representa la identidad del grupo. Este problema
no resulta ser un problema fácil, de hecho existen grupos finitamente presentados tales que su problema de la
palabra no es algorı́timicamente decidible. A pesar de la existencia de estos resultados negativos, para muchos
grupos es algorı́timicamente decidible. Esto hace que resulte interesante estudiar este problema con un enfoque
en la complejidad computacional. En este trabajo estudiamos el problema de la palabra desde el punto de vista
de los lenguajes formales. Esto quiere decir que dado un grupo finitamente generado le asociamos el conjunto
de palabras sobre los generadores y sus inversos tales que representan a la identidad del grupo. Este lenguaje
formal es el lenguaje asociado al problema de la palabra.

El primer trabajo que estudió el problema de la palabra con esta perspectiva fue el de Animisov [Ani71]. En
ese trabajo se consideró la familia de lenguajes regulares, que pueden ser definidos como los lenguajes que son
aceptados por un aútomata finito. El resultado principal al que llegó fue que un grupo es tal que el lenguaje
asociado a su problema de la palabra es un lenguaje regular si y solo si este grupo es finito.
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Figura 1: Este autómata acepta el problema de la palabra del grupo Z/2Z ˆ Z/2Z presentado como xa, b |

a2, b2, ababy. Observar la semejanza con el grafo de Cayley para la misma presentación.

Este resultado abrió un abanico de posibilidades. Si uno considera una familia de lenguajes, ¿qué grupos
tienen el lenguaje asociado al problema de la palabra en esa familia? En particular en ese trabajo Animisov
preguntó: ”Si el problema de la palabra de un grupo G es un lenguaje independiente de contexto, ¿qué dice esto
sobre la estructura algebraica del grupo?”. Esta pregunta fue resuelta en un trabajo influyente de Muller y Schupp
[MS83]. Su respuesta es que los grupos virtualmente libres son exactamente los grupos que tienen un lenguaje
asociado al problema de la palabra independiente de contexto. A diferencia del caso de los lenguajes regulares,
el caso de los lenguajes independientes de contexto resultó ser más delicado. Para probar este resultado Muller-
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Schupp se vieron obligados a emplear varias áreas de la matemática como ası́ también varias caracterizaciones
equivalentes de los grupos virtualmente libres utilizando estas áreas.

Desde aquel entonces aparecieron aún más demostraciones del teorema de Muller-Schupp, todas ellas con
su riqueza y sus nuevas caracterizaciones de los grupos virtualmente libres. Todas estas demostraciones em-
plean las más diversas ramas de matemática probando ası́ la riqueza detrás de estos grupos. Para ejemplificar
listamos solamente algunas de estas posibles caracterizaciones de los grupos virtualmente libres: (1) grupos fun-
damentales de grafos de grupos finitos, (2) grupos finitamente generados tales que sus grafos de Cayley tienen
treewidth finito, (3) grupos universales de pregrupos finitos, (4) grupos con presentaciones finitas dadas por
sistemas geodésicos de reescritura, (5) grupos finitamente generados con teorı́a monádica de segundo orden
decidible, etc. Para el lector interesado en entender algunas de estas construcciones mencionadas consultar los
siguientes trabajos [DW17], [DW13], [Khu], [KL05], [MS85], [MS83], [Ant11] y [AS17].

El objetivo de esta tesis es estudiar una parte de todas estas posibles caracterizaciones de los grupos vir-
tualmente libres y probar un camino de equivalencias entre ellas. El camino elegido está basado en el que fue
propuesto en los trabajos [DW13] y [DW17]. Para este objetivo utilizamos herramientas de topologı́a, de teorı́a
de grupos, de teorı́a de lenguajes formales y de teorı́a de grafos, mostrando ası́ cómo todas estas áreas de ma-
temática se ponen en común para describir a los grupos virtualmente libres. Es particularmente interesante ver
cómo las propiedades sintácticas de un grupo afectan la geometrı́a de su grafo de Cayley y también entender
cómo las acciones del grupo repercuten en su problema de la palabra.

El trabajo está estructurado de manera que en cada capı́tulo (exceptuando el de preliminares) probamos
una caracterización equivalente de los grupos virtualmente libres. A continuación resumimos brevemente los
contenidos de cada capı́tulo:

El primer capı́tulo es un capı́tulo introductorio. En este se abordan las ideas elementales de teorı́a de len-
guajes formales, teorı́a de grupos y de teorı́a de grafos que se utilizan a lo largo del trabajo. Estos temas
tratados son en su gran mayorı́a temas clásicos y pueden encontrarse por ejemplo en los siguientes libros
[LS77], [Die05], [?] y [HU79].

En el segundo capı́tulo se da una introducción a la teorı́a de Bass–Serre. Esta área conecta la estructura de
un grupo con sus acciones en árboles. A partir de una acción de un grupo sobre un árbol definimos un
grafo de grupos y viceversa, a partir de un grafo de grupos construimos un grupo (denominado el grupo
fundamental del grafo de grupos) y un árbol (denominado el árbol de Bass–Serre) en el cuál actúa. Uno
de los resultados fundacionales del área es que estas dos construcciones son inversas 2.4.12. El resultado
central de este capı́tulo para el propósito de este trabajo es 2.4.17 que prueba que el grupo fundamental de
los grafos de grupos con grupos finitos resulta ser un grupo virtualmente libre.

En el tercer capı́tulo se introducen los grupos independientes de contexto. Estos son grupos para los cuales
el lenguaje asociado a su problema de la palabra resulta ser un lenguaje independiente de contexto. Si bien
este lenguaje depende del conjunto de generadores se prueba que para cualquier otro conjunto de gene-
radores también resulta ser un lenguaje independiente de contexto. Esta propiedad es válida porque los
lenguajes independientes de contexto resultan ser un cono de lenguajes. Finalmente se prueba el teorema
central del capı́tulo que es el de Muller–Schupp 3.3.12 que todo grupo virtualmente libre es independiente
de contexto porque existe un autómata de pila que acepta el lenguaje correspondiente a su problema de la
palabra.

En el cuarto capı́tulo se introducen las descomposiciones en un árbol y a partir de estas descomposiciones
definimos un número natural o infinito que es el treewidth de un grafo. Se prueban varios propiedades
elementales que tienen estas descomposiciones y se da la construcción principal para nuestro trabajo que
es una descomposición en un árbol para un grafo de Cayley de un grupo finitamente generado arbitrario
4.1.17. A partir de esto se definen los grupos de treewidth finito que son los grupos para los cuales esta
descomposición tiene treewidth finito. Finalmente se prueba el resultado central del capı́tulo 4.3.4 que dice
que los grupos independiente de contexto resultan tener treewidth finito.
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En el quinto capı́tulo se termina de cerrar el camino de equivalencias de caracterizaciones de los grupos
virtualmente libres. Para esto se da una rápida introducción a la teorı́a de los cortes de los grafos con el foco
en los grafos accesibles. Estos resultan ser una familia de grafos que contienen a la familia de grafos con
treewidth finito. Se prueba que si se considera un grafo accesible luego se puede construir un árbol a partir
de los cortes del grafo. Este árbol lo denominamos el árbol de estructura. El resultado central del capı́tulo
es 5.5.22 que dice que el grupo de automorfismos de un grafo con treewidth finito actúa con finitas órbitas
sobre su árbol de estructura. De esta manera por medio del resultado central de la teorı́a de Bass–Serre
2.4.12 se obtiene que los grupos con treewidth finito son isomorfos a grupos fundamentales de grafos de
grupos finitos y ası́ se termiona de probar todas estas equivalencias.

El siguiente esquema muestra las relaciones que existen entre los resultados probados en cada capı́tulo.

Grupo fundamental de un grafo de grupos finito

Treewidth finito

Independiente de contexto

Virtualmente libre

Teorema 2.4.17

Teorema 3.3.12 Teorema 4.3.4

Teorema 5.5.22
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Capı́tulo 1

Preliminares.

En este capı́tulo introducimos notación y varios resultados estándares que utilizaremos a lo largo de la tesis.
En la primera sección 1.1 introduciremos ágilmente resultados estándares de la teorı́a de lenguajes junto

con algunos ejemplos para ilustrar todas estas definiciones. En particular nos interesará especialmente para este
trabajo la noción de lenguaje independiente de contexto que introduciremos en la subsección 1.1.3.

En la segunda sección 1.2 introduciremos notación y probaremos algunos resultados sobre grupos finitamente
generados.

Finalmente en 1.3.1 introducimos la notación que usaremos para los grafos no dirigidos, daremos una defi-
nición de los grafos de Cayley de un grupo y probaremos un resultado 1.3.13 sobre los grafos de Cayley de los
grupos libres que nos servirá más en adelante para guiarnos en la caracterización de los grafos de Cayley de los
grupos virtualmente libres.

§1.1. Teorı́a de lenguajes.

Consideremos un conjunto no vacı́o Σ, que llamaremos un alfabeto. Dado k P N denotaremos Σk al conjunto
de palabras en Σ de exactamente k elementos. Hacemos énfasis especial en el caso que k = 0 denotando Σ0 = ϵ
a la palabra vacı́a. Dada una palabra w = a1 . . . ak P Σk diremos que su longitud es k y lo denotaremos |w| = k.
Similarmente si Σ = taiuiPI denotaremos |w|i a la cantidad ocurrencias de ai en w.

Definición 1.1.1. Dado Σ conjunto consideramos

Σ˚ =
8
ď

k=0

Σk

y una operación binaria
¨ : Σ˚ ˆ Σ˚ Ñ Σ˚

que llamaremos la concatenación de palabras y que definimos de la siguiente manera: dadas w1 = a1 . . . ak P

Σ˚, w2 = b1 . . . bl P Σ˚ luego w1 ¨ w2 = a1 . . . akb1 . . . bl . Esta operación es asociativa y tiene como elemento neutro
a ϵ. De esta manera obtenemos que (Σ˚, ¨) es un monoide que llamaremos el monoide libre sobre Σ.

Este monoide también puede ser caracterizado salvo isomorfismo por una propiedad universal.

Observación 1.1.2. El monoide es libre con la siguiente propiedad universal: si tenemos una función de conjuntos
f : Σ Ñ M donde M es algún monoide entonces existe un único morfismo de monoides f : Σ˚ Ñ M que hace
conmutar al siguiente diagrama.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

Σ M

Σ˚

f

f

Una palabra sobre Σ es un w P Σ˚. Si w es una palabra sobre el alfabeto Σ, luego una subpalabra u de w es una
palabra u P Σ˚ tal que w = vuz para algunas v, z P Σ˚. Si w = vu entonces v es un prefijo de w y u es un sufijo de
w.

Definición 1.1.3. Un lenguaje L sobre un alfabeto Σ es un subconjunto de Σ˚.

Definición 1.1.4. Sea Σ conjunto finito. Dados lenguajes L1, L2 Ď Σ˚ definimos el cociente a derecha de L1 por L2
como el siguiente lenguaje

L1/L2 = tw P Σ˚ | Dx P L2 : wx P L1u

Análogamente definimos el cociente a izquierda L2zL1.

Destacamos el caso particular que L1 = twu un lenguaje formado con una única palabra y que L2 = Σ˚.
En este caso tenemos que L1/Σ˚ = tx P Σ˚ | x es prefijo de wu. Usaremos para este caso especial la notación
Pre(w) = twu/Σ˚. Análogamente el caso L1zΣ˚ = tx P Σ˚ | x es sufijo de wu. Usaremos para este caso especial
la notación Suf(w) = twuzΣ˚.

Un prefijo propio de w es un prefijo u tal que u ‰ w y u ‰ ϵ y definimos similarmente un sufijo propio como un
sufijo u tal que u ‰ w y u ‰ ϵ.

Definición 1.1.5. Sea Σ un alfabeto. Dada una palabra w P Σ˚ tal que w = a1 . . . an denotaremos por wR P Σ˚ la
palabra reversa definida como wR = an ¨ ¨ ¨ a1.

Dada una palabra w P Σ˚ tal que w = uv tenemos que vale la siguiente igualdad wR = vRuR. En particular
para cada alfabeto podemos definir un lenguaje que es el de los palı́ndromos.

Definición 1.1.6. Sea Σ un alfabeto entonces el lenguaje de los palı́ndromos sobre Σ es el siguiente lenguaje:

LPAL = tw P Σ˚ | w = wRu.

En general cuando nos referiremos al lenguaje de los palı́ndromos asumiremos que el alfabeto es Σ = ta, bu.

Lema 1.1.7. Sea w P LPAL entonces existe u prefijo de w y c P ta, b, ϵu tal que w = ucuR.

Demostración. Separamos en dos casos.

1. Caso |w| = 2k para k P N. Sea w = uv tal que |u| = |v| = k. Luego como w = wR tenemos que uv = vRuR

lo que implica que v = uR y ası́ w = uϵuR tal como querı́amos probar.

2. Caso |w| = 2k + 1 para k P N. En este caso podemos tomar w = ucv donde c P Σ. Idénticamente al caso
anterior concluimos que u = vR.

■
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§1.1.1. Gramáticas.

Definición 1.1.8. Una gramática es una tupla G = (V, Σ, P, S) donde:

V es un conjunto finito denominado las variables;

Σ es un conjunto finito disjunto de V que denominamos sı́mbolos terminales;

P Ď ((V Y Σ)˚zΣ˚) ˆ (V Y Σ)˚ es un conjunto finito de producciones.

S P V es el sı́mbolo inicial;

Dada una gramática G = (V, Σ, P, S) a cualquiera de sus producciones (γ, ν) P P, la vamos a denotar por
medio de la siguiente notación γ ÑG ν. La interpretación que le damos a una producción γ ÑG ν es que dada
la palabra γ la podemos reescribir por la palabra ν. Observar que la definición de producción garantiza que
la palabra γ es una palabra no vacı́a tal que al menos una de sus letras es una variable. Si resulta evidente
omitiremos el subı́ndice que hace referencia a la gramática y simplemente escribiremos γ Ñ ν.

A partir de una gramática G = (V, Σ, P, S) vamos a definir una relación sobre (Σ Y V)˚. Dados x, y P (Σ Y V)˚

diremos que x deriva en y si existen u, v, w, z P (Σ Y V)˚ tales que x = uwv e y = uzv y tenemos una producción
w Ñ z P P. La notación que usaremos es x ÑG y. Consideremos la clausura transitiva y reflexiva de esta
relación que denotaremos por ˚

ÑG . Una derivación D = x ˚
ÑG y entonces es una sucesión de producciones

x = x0 ÑG x1 ÑG ¨ ¨ ¨ ÑG xn = y donde n P N0.

Definición 1.1.9. Dada una gramática G = (V, Σ, P, S) definimos el lenguaje generado por la gramática como

L(G) = tw P Σ˚ | S ˚
ÑG wu.

Este lenguaje está formado por las palabras en Σ˚ que se pueden derivar del sı́mbolo inicial.
De esta manera una gramática la podemos pensar como un conjunto de reglas que nos permite generar un

lenguaje.

Definición 1.1.10. Dada una gramática G = (V, Σ, P, S) una variable A P V es alcanzable si existe una derivación
D = S ˚

ÑG δAη para δ, η P (V Y Σ)˚.

Proposición 1.1.11. Para toda gramática G = (V, Σ, P, S) existe una gramática G 1 = (V1, Σ, P1, S) tal que todas sus
variables son alcanzables, V1 Ď V, P1 Ď P y L(G) = L(G 1).

Demostración. Sea el conjunto de variables

I = tA P V : A no es alcanzableu.

y sea el subconjunto de producciones

P1 = t(γ, η) P P : γ, η P ((VzI) Y Σ)˚u

Luego si V1 = VzI podemos definir la gramática G 1 = (V1, Σ, P1, S) tal que cumple lo pedido. ■

Ejemplo 1.1.12. Consideremos la siguiente gramática G = (V, Σ, P, S) donde V = tSu, Σ = ta, bu y tenemos las
siguientes producciones:

S Ñ aS | b

donde usamos | para separar distintas producciones que tienen el mismo lado izquierdo.
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Veamos como podemos derivar la palabra a2b P Σ˚ usando las producciones de esta gramática. Esto es que
S ˚

ÑG a2b. Tomamos la siguiente sucesión:

S Ñ aS Ñ aaS Ñ aab

y nos queda tal como querı́amos ver.
Llamemos al lenguaje L = takb : k ě 0u y probemos que L(G) = L.
Si w P L(G) entonces S ˚

ÑG w por definición. Probemos por inducción en la longitud de la palabra w que
w P L. En el caso base |w| = 1 entonces la única opción es que w = b dada por la siguiente derivación de un solo
paso S Ñ b. Para el paso inductivo supongamos que vale que toda palabra u P L(G) tal que |u| ď n ´ 1 es tal que
u P L. Sea |w| = n entonces tenemos que la derivación es de la siguiente forma

S Ñ aS ˚
ÑG aw1

donde necesariamente el primer paso tiene que ser S Ñ aS caso contrario no tendrı́a longitud mayor a 1 y
también tiene que ser que |w1| = n ´ 1 y aw1 = w. Para finalizar esta demostración basta observar que w1 P L(G)
dado que S ˚

ÑG w1. Por hipótesis inductiva concluimos que w1 P L por lo que w1 = an´2b y ası́ w = an´1b P L tal
como querı́amos ver.

Sea w = akb P L para k P N, veamos que w P L(G). Para eso consideremos la siguiente derivación:

S ˚
ÑG akS Ñ akb

y ası́ vemos que w P L(G).

Es posible clasificar los lenguajes a partir de las caracterı́sticas de las gramáticas que los generan.

§1.1.2. Lenguajes regulares.

Definición 1.1.13. Decimos que una gramática G = (V, Σ, P, S) es regular (a izquierda) si las producciones son
del estilo

1. A Ñ ϵ

2. A Ñ a

3. A Ñ aB

donde A, B P V, a P Σ y ϵ es la palabra vacı́a.
Decimos que una gramática G = (V, Σ, P, S) es regular (a derecha) si las producciones son del estilo

1. A Ñ ϵ

2. A Ñ a

3. A Ñ Ba

donde A, B P V, a P Σ y ϵ es la palabra vacı́a.
Si L = L(G) para alguna gramática G regular a izquierda o a derecha entonces diremos que L es un lenguaje

regular.

En general omitiremos el detalle de diferenciar las gramáticas regulares a izquierda o a derecha y simplemente
diremos que son gramáticas regulares.

En particular la gramática del ejemplo 1.1.12 es regular. De esta manera L = takb : k ě 0u resulta ser un
lenguaje regular. Definimos ahora la contracara de las gramáticas regulares que resultan ser los automátas finitos
no determinı́sticos.
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Definición 1.1.14. Un autómata finito no determinı́stico es una tupla M = (Q, q0, Σ, δ, F) donde:

Q es un conjunto finito que denominamos estados.

q0 P Q es el estado inicial.

Σ es un conjunto finito que denominamos alfabeto.

δ : Q ˆ Σ Ñ P(Q) es la función de transición.

F Ď Q es un subconjunto de estados que llamaremos finales.

Un par (q, w) P Q ˆ Σ˚ lo llamaremos una configuración del autómata. Consideremos que w = aw1 donde
a P Σ y w1 P Σ˚, luego si tenemos que p P δ(q, a) entonces denotaremos esto ası́ (q, w) $ (p, w1) y diremos que
la configuración (q, w) deriva en la configuración (p, w1). Esto nos define una relación $ sobre Q ˆ Σ˚ tal que su
clausura transitiva y reflexiva la denotaremos $˚

M.
Una configuración (q, w) se dice irreducible si no existe ninguna configuración (p, u) tal que (q, w) $ (p, u).

Equivalentemente esto sucede en dos casos. El primero es que w = ϵ y el segundo es que w = aw1 y tenemos que
δ(q, a) = H. Una configuración (q, w) se dice final si q P F y w = ϵ. En particular las configuraciones finales son
irreducibles.

Una manera de consumir una palabra w P Σ˚ es una sucesión de configuraciones (q0, w) $ (qi1 , wi1) $ ¨ ¨ ¨ $

(qin , w1) donde (qin , w1) es una configuración irreducible.

Observación 1.1.15. Los autómatas M son no determinı́sticos porque dada una configuración (q, w) no irreducible
donde w = aw1 con a P Σ, w1 P Σ˚ podrı́a suceder que |δ(q, a)| ě 2 por lo tanto la configuración (q, w) podrı́a
derivar en más de una configuración. Un corolario de esta afirmación es que las palabras w P Σ˚ pueden ser
consumidas en más de una forma.

Definición 1.1.16. Dado un autómata finito no determinı́stico M = (Q, q0, Σ, δ, F) el lenguaje aceptado por M es
el siguiente:

L(M) = tw P Σ˚ | DqF P F, (q0, w) $˚ (qF, ϵ)u.

Equivalentemente el lenguaje aceptado por un automáta son las palabras que pueden ser consumidas de
manera que terminan en una configuración final. Notemos que al ser un automáta no determinı́stico podrı́a ser
que w P L(M) y a su vez exista una forma de consumir a w de manera que termina en una configuración que no
es final. Lo importante en esta definición es que exista al menos una manera de consumir a la palabra y termine
en una configuración final.

Ası́ como las gramáticas generan lenguajes los autómatas aceptan lenguajes. Más en particular dado M =
(Q, tq0u, Σ, δ, F) autómata finito no determinı́stico y w P Σ˚ palabra diremos que M acepta a w si w P L(M).

Teorema 1.1.17. Un lenguaje L es regular si y solo sı́ es aceptado por un autómata finito no determı́nistico.

Demostración. Ver [HU79, pp.218-219]. ■

§1.1.3. Lenguajes independientes de contexto.

Definición 1.1.18. Una gramática G = (V, Σ, P, S) es independiente de contexto si las producciones tienen la si-
guiente forma:

A Ñ w

donde A P V, w P (Σ Y V)˚. Si L = L(G) para alguna gramática independiente de contexto G entonces diremos
que L es un lenguaje independiente de contexto.
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Estas gramáticas reciben el nombre de independientes de contexto porque independientemente de qué sı́mbo-
los rodean a un no terminal A siempre lo vamos a poder reemplazar por w si A Ñ w es una producción.

Observación 1.1.19. Todo lenguaje regular en particular resulta ser un lenguaje independiente de contexto .

Definición 1.1.20. Sea G = (V, Σ, P, S) una gramática independiente de contexto. Para cada variable A P V
consideramos el siguiente lenguaje

LA = tw P Σ˚ : A ˚
ÑG wu.

Si LA = H luego diremos que la variable A es improductiva y caso contrario diremos que A es productiva.

En particular observemos que LS = L(G).

Proposición 1.1.21. Sea una gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto, luego existe una gramática G 1 tal
que todas sus variables son productivas y L(G) = L(G 1).

Demostración. Consideramos el subconjunto de variables

I = tA P V : LA = Hu

■

Proposición 1.1.22. El lenguaje LPAL es independiente de contexto.

Demostración. Construyamos una gramática independiente de contexto G = (V, Σ, P, S) tal que L(G) =
LPAL. Consideramos la siguiente gramática G = (tSu, Σ, P, S) donde las producciones P están dadas por:

S Ñ ϵ | a | b | aSa | bSb.

Probemos primero que L(G) Ď LPAL. Sea w P L(G), probaremos por inducción en |w| que w P LPAL. Para
el caso base tenemos que |w| = 0 por lo que w = ϵ y notemos que w P L(G) dado que tenemos la siguiente
derivación S Ñ ϵ. Como ϵ = ϵR entonces ϵ P LPAL.

Para el paso inductivo supongamos que para toda u P L(G) tal que |u| ď n ´ 1 vale que u P LPAL. Sea w P L(G)
tal que |w| = n. Separamos en dos casos: Si |w| = 1 entonces w = a o w = b y en tal caso tenemos que w P LPAL.
Si |w| ě 2 entonces la derivación de w deberı́a ser de la siguiente forma

S Ñ aSa ˚
ÑG aw1a

o bien
S Ñ bSb ˚

ÑG bw1b

dependiendo si w comienza con a o con b. En ambos casos tenemos que S ˚
ÑG w1 y |w1| ă n por ser una subpalabra

de w por lo tanto por hipótesis inductiva tenemos que w1 P LPAL. En el caso w = aw1a tenemos que wR =
a(w1)Ra = aw1a por lo tanto w P LPAL. Idénticamente vemos que vale esto en el caso que w = bw1b.

Para ver que LPAL Ď L(G) lo probamos por inducción de una manera similar a como probamos la otra
contención. Probaremos por inducción en la longitud de la palabra w P LPAL. En el caso base w = ϵ y tenemos
que S Ñ ϵ por lo tanto ϵ P L(G). Para el paso inductivo sea w P LPAL tal que |w| = n luego separamos en casos.
Si |w| = 1 entonces w = a o w = b y en ese caso w P L(G). Si |w| ě 2 y si w empieza con a tenemos que w = aua
necesariamente porque caso contrario no serı́a un palı́ndromo. En particular tiene que valer que u P LPAL caso
contrario wR = auRa ‰ aua = w. Por hipótesis inductiva tenemos que u P L(G) por lo tanto tenemos la siguiente
derivación para w,

S Ñ aSa ˚
ÑG aua = w
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y ası́ vimos que w P L(G) tal como querı́amos probar. El caso que w empieza con b resulta análogo.
■

Las gramáticas pueden ser modificadas de manera que sigan generando el mismo lenguaje, en el caso de las
gramáticas independiente de contexto pueden ser llevadas a una forma normal.

Definición 1.1.23. Una gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto está en forma normal de Chomsky si
las producciones son de este tipo:

I) A Ñ BC donde A P V y B, C P VztSu.

II) A Ñ a donde A P V, a P Σ.

III) S Ñ ϵ

Proposición 1.1.24. Para toda gramática G independiente de contexto existe otra gramática G 1 independiente de contexto
tal que está en forma normal de Chomsky y L(G) = L(G 1),

Demostración. Ver [HU79, pp.274-275]. ■

§1.1.4. Autómatas de pila.
Ası́ como definimos los autómatas finitos no determinı́sticos como la contracara de las gramáticas regulares

vamos a definir los automáta de pila no determinı́stico como contracara de las gramáticas independiente de
contexto.

Definición 1.1.25.
M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $)

donde

Q es un conjunto finito denominado los estados;

Σ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto del lenguaje;

Γ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto de la pila;

δ es la función de transición donde δ : Q ˆ (Σ Y tϵu) ˆ Γ Ñ Pfin(Q ˆ Γ˚);

q0 P Q es el estado inicial;

F Ď Q es el conjunto de estados finales;

$ P Γ es el sı́mbolo inicial de la pila

Una configuración de un autómata de pila no determinı́stico va a ser un triple (q, w, γ) P Q ˆ Σ˚ ˆ Γ˚. Dada
una configuración de un autómata de pila no determinı́stico (q, w, γ) tal que γ ‰ ϵ y en tal caso γ = Zγ1 diremos
que Z P Γ es el tope de la pila de esta configuración. Intuitivamente el tope de la pila es lo último que apilamos y
es lo único que podemos leer de la pila.

Sea una configuración (q, w, γ) tal que Z es el tope de la pila de esta configuración por lo tanto γ = Zγ1 y w =
aw1 con a P Σ Y tϵu entonces si (p, θ) P δ(q, a, Z), luego denotaremos (q, aw1, Zγ1) $ (p, w1, θγ1) y diremos que la
configuración (q, w, γ) deriva en la configuración (p, w1, θγ1). Ası́ como en el caso anterior de los autómatas finitos
consideremos la relación generada por la clausura transitiva y reflexiva de esta operación tal que la denotaremos
$˚
M. Para cada k P N notaremos $k a la aplicación k veces de la derivación $ y ası́ tenemos que $˚=

Ť

kPN $k.
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Ası́ como en el caso de los autómatas finitos no determinı́sticos podemos definir una configuración irreducible
(q, aw1, γ) como una configuración para la cual no existe ninguna otra configuración (p, u, θ) tal que (q, w, γ) $

(p, u, θ). En particular esto podrı́a ser por dos casos: el primero es que γ = ϵ y el segundo es que si Z es el tope de
pila de la configuración, luego δ(q, a, Z) = H. Una manera de consumir una palabra w P Σ˚ es una sucesión finita
de configuraciones (q0, w, $) $ ¨ ¨ ¨ $ (p, u, θ) donde (p, u, θ) es una configuración irreducible. Equivalentemente,
debe existir k P N tal que (q0, w, $) $k (p, u, θ).

Definición 1.1.26. Dado M un autómata de pila no determinı́stico consideramos el lenguaje aceptado por estado
final como

L(M) = tw P Σ˚ | (q0, w, $) $˚ (q, ϵ, γ), q P F, γ P Γ˚u.

Las configuraciones finales para el lenguaje aceptado por estado final de un automáta de pila no determinı́stico
van a ser las configuraciones que son de la forma (q, ϵ, γ) donde q P F. Expresado de otra manera tenemos que
el lenguaje aceptado por un autómata de pila no determinı́stico son las palabras que pueden ser consumidas de
manera que terminan en una configuración final.

Proposición 1.1.27. Existe un autómata no determinı́stico de pila M tal que L(M) = LPAL.

Demostración. Consideremos el siguiente autómata de pila

M = (tq0, q1, q2u, ta, bu, ta, b, $u, δ, q0, tq2u, $)

donde nuestra pila tiene el mismo alfabeto que el de entrada con un sı́mbolo adicional que va funcionar como
nuestro sı́mbolo inicial de la pila. El autómata tiene tres estados y lo vamos a representar de la siguiente manera:

q0start q1 q2
II

IIII

IV

Donde dibujamos una flecha siempre y cuando la función de transición nos permita ir del estado del cual sale la
flecha al estado al que llega. A los estados finales los distinguimos dibujándoles el borde dos veces.

Sea Z P ta, b, $u algún elemento arbitrario del alfabeto de la pila y sea Σ = ta, bu. Vamos a definir la función
de transición en 4 casos que numeramos en la representación gráfica del autómata.

Caso I. En este caso tenemos que si c P Σ entonces δ(q0, c, Z) = (q0, cZ).

Caso I I. En este caso tenemos que si c P Σ Y tϵu entonces δ(q0, c, Z) = (q1, Z).

Caso I I I. En este caso tenemos que si c P Σ entonces δ(q1, c, c) = (q1, ϵ).

Caso IV. En este caso tenemos que δ(q1, ϵ, $) = (q2, ϵ).

A partir de esta definición de la función de transición del autómata obtenemos las siguientes dos observacio-
nes que se siguen de aplicar varias veces la función de transición.

1. Sea (q0, uv, $) una configuración de M y sea |u| = k entonces tenemos que

(q0, uv, $) $k (q0, v, uR$).

2. Sea (q1, v, u$) una configuración de M, sea |v| = k y sea u = vu1 entonces tenemos que

(q1, v, u$) $k (q1, ϵ, u1$).
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Intuitivamente el automáta de pila no determinı́stico funciona de la siguiente manera. En el primer estado q0
apilamos algun prefijo de la palabra que queremos consumir. Transicionamos al estado q1 leyendo alguna letra
(o la palabra vacı́a) y en este estado desapilamos el prefijo que leı́mos anteriormente. Finalmente cuando nuestra
pila está solamente con el sı́mbolo inicial transicionamos al estado final.

Probemos que LPAL = L(M).
Primero vemos que LPAL Ď L(M). Si w P LPAL luego usando el lema 1.1.7 tenemos que existe u prefijo de w

de manera que w = ucuR para cierto c P Σ Y tϵu.
Si |w| es par entonces sea w = ucuR con |u| = k y c = ϵ. Mientras que si es impar tenemos que w = ucuR con

|u| = k y c P Σ. Primero apilamos la subpalabra u en la pila y consumimos u,

(q0, ucuR, $)
k
$ (q0, cuR, uR$).

Usando una de las transiciones del caso I I obtenemos que (q0, cuR, uR$) $ (q1, uR, uR$). Ahora desapilamos uR

y consumimos uR

(q1, uR, uR$)
k
$ (q1, ϵ, $).

Finalmente tenemos que podemos transicionar al estado final de la siguiente manera

(q2, ϵ, $) $ (q2, ϵ, ϵ),

tal que (q2, ϵ, ϵ) es una configuración final por lo tanto w es una palabra aceptada por el autómata M tal como
querı́amos ver.

Probemos la otra contención. Para eso sea w P L(M) luego tenemos que (q0, w, $)
˚
$ (q2, ϵ, γ) para γ P

ta, b, $u˚ por definición de lenguaje aceptado por un autómata de pila no determinı́stico.
Esto es que tenemos una sucesión de configuraciones (q0, w, $) $ ¨ ¨ ¨ $ (q2, ϵ, γ). Por como es nuestro autóma-

ta tiene que existir una única transición de una configuración con estado q0 a una configuración con estado q1.
Esto nos dice que debe existir u prefijo de w, v sufijo de w y c P Σ Y tϵu tal que w = ucv y cumple que usando la
definición de las transiciones del caso I que:

(q0, ucv, $) $˚ (q0, cv, uR$) $ (q1, v, uR$).

Por el caso IV la única manera de transicionar del estado q1 al estado q2 es que el tope de la pila sea exacta-
mente $. Por como son las transiciones del caso I I I tenemos que la palabra en la pila en cada derivación de una
configuración con estado q1 se achica. A su vez tendrı́amos que haber leı́do todo el sufijo v y éste deberı́a haber
coincidido con uR. Esto nos dice que:

(q1, v, uR$) $˚ (q1, ϵ, $).
De esta manera obtuvimos que w = ucuR para u P Σ˚ y c P Σ Y tϵu y ası́ probamos que w es un palı́ndromo por
lo que w P LPAL tal como querı́amos ver.

■

Hasta ahora definimos los autómatas de pila no determinı́sticos que aceptan por estado final. Otra definición
posible de lenguaje aceptado podrı́a ser que acepten por pila vacı́a. Es decir que una vez que consumimos la
palabra w de entrada llegamos a una configuración (q, ϵ, ϵ) donde ϵ es la palabra vacı́a de ambos alfabetos
respectivamente. Formalmente dado un autómata de pila M notaremos al lenguaje aceptado por pila vacı́a de la
siguiente manera

N(M) = tw P Σ˚ | (q0, w, $) $˚ (q, ϵ, ϵ), q P Q, u P Σ˚u

donde arrancamos en el estado inicial y llegamos a algún estado q cualquiera sin importar que sea final o no.
Dicho de otra manera la configuración final para el lenguaje aceptado por pila vacı́a de un automáta de pila no
determinı́stico es una configuración (q, ϵ, ϵ). Ası́ tenemos que la diferencia entre el lenguaje aceptado por estado
final o por pila vacı́a radica en las configuraciones que tomamos para que sean finales.

El siguiente resultado nos dice que en el caso que nuestro autómata sea no determinı́stico es equivalente usar
una u otra manera de definir a nuestro lenguaje.
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Teorema 1.1.28. Un lenguaje L es aceptado por un autómata de pila no determinı́stico por estado final si y solo sı́ es
aceptado por un autómata de pila no determinı́stico por pila vacı́a.

Demostración. Ver [HU79, 237-238, 240-241]. ■

De esta manera no es ambiguo referirnos a los lenguajes aceptados por un automáta de pila no determinı́stico
donde resulta indistinto si son aceptados por estado final o por pila vacı́a. Ası́ como existe una equivalencia
de los lenguajes regulares con los lenguajes aceptados por autómatas finitos no determinı́sticos tenemos una
equivalencia en el marco de los lenguajes independientes de contexto.

Teorema 1.1.29. Un lenguaje L es independiente de contexto si y solo si es aceptado por un autómata de pila no
determinı́stico.

Demostración. Ver [HU79, pp. 245-246, 248-250]. ■

§1.1.5. Autómatas de pila determinı́sticos.
Definición 1.1.30. Un autómata de pila determinı́stico es un automáta de pila

M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $)

definido idénticamente a un automáta de pila no determinı́stico 1.1.25 con la salvedad que la función de transición
tiene la siguiente restricción:

@z P Γ, q P Q, a P Σ Y tϵu, |δ(q, a, z)| ď 1
@z P Γ, q P Q, a P Σ, δ(q, ϵ, z) ‰ H ùñ δ(q, a, z) = H

Observación 1.1.31. Todo automáta de pila determinı́stico en particular es un autómata de pila no determinı́stico.
Esto nos dice que todas las definiciones que dimos para automáta de pila no determinı́stico siguen siendo

válidas en este contexto. Una diferencia importante es que si M es un automáta de pila determinı́stico entonces
dada una palabra w P Σ˚ existe una única manera de consumir a la palabra w. A los lenguajes L tales que son
aceptados por un automáta de pila determinı́stico los llamaremos lenguajes independientes de contexto determinı́sti-
cos.

Lema 1.1.32. Sea M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $) un autómata de pila determinı́stico. Sean u, v P Σ˚ tales que v ‰ ϵ, γ P Γ˚

y p, q P Q. Si
(q0, uv, $) $˚ (q, ϵ, γ),

entonces no puede valer que
(q0, u, $) $˚ (p, ϵ, ϵ).

Demostración. Supongamos que (q0, w1, $) $˚ (p, ϵ, ϵ). Como M es una automáta de pila determinı́stico enton-
ces para toda configuración (q0, uv, $) existe una única manera de consumirla. Esto quiere decir que

(q0, uv, $) $˚ (p, v, ϵ) $˚ (q, ϵ, γ).

Pero esto es una contradicción porque (p, v, ϵ) es una configuración final por lo tanto no existe ninguna otra
configuración que derive de ella. ■

Informalmente el lema dice que si un automáta de pila determinı́stico M puede consumir una palabra w
entonces todos los prefijos pueden ser consumidos y terminan en una configuración donde la pila no está vacı́a.

Ahora probemos que no todo lenguaje aceptado por estado final por un automáta de pila no determinı́stico
puede ser aceptado por estado final por un autómata de pila determinı́stico. El mismo ejemplo del lenguaje de
los palı́ndromos nos sirve como contraejemplo.
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Proposición 1.1.33. Existe un lenguaje L tal que es aceptado por un automáta de pila no determinı́stico pero no es
aceptado por ningún autómata de pila determinı́stico por estado final.

Demostración. Consideramos el lenguaje LPAL. Por la proposición 1.1.27 vimos que es aceptado por un au-
tomáta de pila no determinı́stico entonces nos alcanza con probar que no existe ningún M automáta de pila
determinı́stico que lo acepta por estado final.

Supongamos que M = (Q, ta, bu, Γ, δ, q0, F, $) es un automáta de pila determinı́stico que lo acepta. Sea w P

ta, bu˚ arbitraria y distinta de ϵ entonces w es el prefijo de u = wwR tal que u P LPAL. Entonces por el lema 1.1.32
debe ser que

(q0, w, $)
˚
$ (q, ϵ, γ)

donde γ P Γ˚ es tal que γ ‰ ϵ.
Fijamos una palabra arbitraria w P ta, bu˚ y para cada x P ta, bu˚ consideramos γ P Γ˚ definida como

(q0, wx, $) $˚ (q, ϵ, γ)

donde q P Q. Es decir γ es la palabra que nos queda en la pila al consumir wx. Sea xw P ta, bu˚ de manera

que si (q0, wxw, $)
˚
$ (q, ϵ, γw) entonces |γw| es minimal. Si consideramos palabras del estilo wxwz P ta, bu˚

para z P Γ entonces sabemos que la longitud de lo que quede en la pila no puede disminuir, esto es que si

(q0, wxwz, $)
˚
$ (q, ϵ, γ) entonces |γ| ě |γw|.

Nuestro automáta de pila determinı́stico M tiene finitos estados y un alfabeto de pila finito por lo tanto
existen finitos pares de estados y topes de pilas a los que puede llegar este automáta de pila determinı́stico
después de consumir una palabra. Esto nos dice que deben existir al menos dos palabras distintas w, u P ta, bu˚

tales que:

(q0, wxw, $)
˚
$ (q, ϵ, γw)

(q0, uxu, $)
˚
$ (q, ϵ, γu)

que cumplan que caen en el mismo estado y tienen el mismo tope de pila, esto es que existe z P Γ tal que γu = zγ
y γw = zγ1 para γ, γ1 P Γ˚.

Vamos a elegir v P ta, bu˚ de manera que si s = wxw y t = uxu entonces sv P L(M) y tv P L(M) pero tal que
sv R LPAL o tv R LPAL. Procedemos separando en casos dependiendo de las longitudes de s y de t.

Si |t| = |s| basta con tomar v = sR. Entonces tv P L(M) pero tv R LPAL.

Si |t| ‰ |s| supongamos que |s| ă |t| y que s no es prefijo de t entonces podemos tomar v = sR de manera
que sv P LPAL mientras que tv P L(M) pero tv R LPAL.

Si |t| ‰ |s| y una es prefijo de la otra. Sin pérdida de generalidad supongamos que t = sy donde y P ta, bu˚

tal que |y| ě 1 y que y = ay1 con y1 P ta, bu˚ entonces yb R LPAL. De esta manera tenemos que si v = bsR

entonces sv P L mientras que tv P L(M) pero tv R LPAL.

Con esto probamos que no puede existir ningún autómata M tal que LPAL = L(M) porque si LPAL Ď

L(M) entonces existen w P L(M) tales que w R LPAL. Por el ejemplo tenemos que LPAL es aceptado por un
automáta de pila no determinı́stico y ası́ vimos que no todo lenguaje que es aceptado por un automáta de pila
no determinı́stico es aceptado por un autómata de pila determinı́stico.

■
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Definición 1.1.34. Sea M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $) un autómata de pila determinı́stico. Consideremos el siguiente
lenguaje

L(M, γ) = tw P Σ˚ | (q0, w, $)
˚
$ (q, ϵ, γ), q P Fu

tal que lo llamaremos el lenguaje aceptado por estado final y palabra γ P Γ˚ztϵu en la pila. Si L = L(M, γ)
para cierto M automáta de pila determinı́stico entonces diremos que L es un lenguaje independiente de contexto
determinı́stico especial.

En nuestro caso en particular nos va a interesar más que nada el caso que γ = $, es decir el sı́mbolo inicial de
la pila. Primero debemos ver que esta familia de lenguajes son independiente de contexto determinı́sticos.

Proposición 1.1.35. [D.W24]. Todo lenguaje L independiente de contexto determinı́stico especial es independiente de
contexto determinı́stico.

Demostración. Dado que la demostración es bastante técnica explicamos primero la intuición detrás de la cons-
trucción. Dados M y γ tales que L = L(M, γ), vamos a construir un autómata de pila determinı́stico donde
el alfabeto de pila es el alfabeto de pila de M con una coordenada extra que lleva la cuenta del tamaño actual
de la pila, con la salvedad de que cuando la primera coordenada de la palabra apilada no es un prefijo de γ la
segunda coordenada pasa a indicar un estado de error en vez del tamaño. De esta manera la segunda coordenada
nos permite saber si al terminar de consumir una palabra la primera coordenada de la pila es la palabra γ. La
clave para que esto funcione es que al aplicar una transición, alcanza con ver el tope de la pila para computar la
segunda coordenada de la palabra que debemos apilar.

Como L es un lenguaje independiente de contexto determinı́stico especial entonces existe M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $)
automáta de pila determinı́stico y γ P Γ˚ztϵu tal que L(M, γ) = L. Sea n = |γ| de manera que γ = γn´1 . . . γ0.
Vamos a construir un automata de pila determinı́stico M1 tal que L(M1) = L(M, γ). Sea c = 1 si γ = $ y c = 0
en caso contrario, A = t0, 1, . . . n, Ku, Q1 = Q ˆ t0, 1u, Γ1 = Γ ˆ A, q1

0 = (q0, c) y F1 = F ˆ 1.
Queremos definir δ1 : Q1 ˆ (Σ Y tϵu) ˆ Γ1 Ñ P(Q1 ˆ Γ1˚). Sea ((q, i), a, (z, j)) P Q1 ˆ (Σ Y tϵu) ˆ Γ1. Vamos a

definir δ1((q, i), a, (z, j)) separando en casos dependiendo como es δ(q, a, z).

1. Si δ(q, a, z) = H, entonces definimos δ1((q, i), a, (z, j)) = H.

2. Si δ(q, a, z) = t(p, ϵ)u definimos i1 = 1 si j = n e i1 = 0 en caso contrario. Entonces definimos δ((q, i), a, (z, j)) =
t(p, i1), ϵu.

3. Si δ(q, a, z) = t(p, β)u, con β = βk . . . β1β0, vamos a definir recursivamente una sucesión s0, s1, . . . sk P A de
la siguiente manera para l P t0 . . . ku.

s0 = j,
sl+1 = sl + 1 si sl ‰ K, sl + 1 ď n y βl = γj+l ,

sl+1 = K en caso contrario.

Definimos β1 = (βk, sk) . . . (β1, s1)(β0, s0) y sea i1 = 1 si sk = n y βk = γn´1, y 0 en caso contrario.
Finalmente definimos δ1((q, i), a, (z, j)) = ((p, i1), β1).

Sea M1 = (Q1, Σ, Γ1, δ1, (q0, c), F1, ($, 0)). Por como lo definimos es un autómata de pila determinı́stico. Probe-
mos ahora que L(M1) = L(M, γ). Para esto vamos a probar la siguiente afirmación:

Afirmación. Si w, u P Σ˚ y

(q0, w, $)
˚
$ (q, u, βk . . . β0)
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entonces
((q0, c), w, ($, 0))

˚
$ ((q, i), u, (βk, tk) . . . (β0, t0)).

Donde t0 = 0 y tj = j si j ď n, β j´1 . . . β0 = γj´1 . . . .γ0, y tj = K en caso contrario y donde i = 1 si tk = n ´ 1 y
βk = γn´1 e i = 0 en caso contrario.

Para probar esto recordamos que
˚
$ =

ď

lPN

l
$ .

Entonces nos alcanza con probarlo por inducción en l P N de manera que (q0, w, $)
l

$ (q, u, βk . . . β0).

Para el caso base sea l = 0 entonces ((q0, c), w, ($, 0))
0
$ ((q0, c), w, ($, 0)) y en este caso cumple con lo pedido.

Para el paso inductivo sabemos que si (q0, w, $)
l´1
$ (q, u, βk . . . β0) entonces

((q0, c), w, ($, 0))
˚
$ ((q, i), u, (βk, tk) . . . (β0, t0))

tal que t0, . . . tk e i cumplen las condiciones que aparecen en la afirmación. Entonces si

(q0, w, $)
l´1
$ (q, u, βk . . . β0) $ (p, u1, αm . . . α0βk´1 . . . β0)

notemos que por la definición del automáta de pila determinı́stico M que u = au1 con a P Σ Y tϵu y que
δ(q, a, βk) = t(p, αm . . . α0)u. Usando la definición del automáta de pila determinı́stico M1 vemos que

δ((q, i), a, (βk, tk)) = t(p, i1), (αm, sm) . . . (α0, s0)u

definida de manera tal que para todo l P t0, . . . mu vale que: s0 = tk, sl+1 = sl + 1 si sl + 1 ď n, sl ‰ K y αl = γk+l
e i1 = 1 si sk = n y αm = γn´1. De esta manera obtenemos que si renombramos a tl+k = sl para todo l P t0, . . . mu

luego vale que

((q0, c), w, ($, 0))
˚
$ ((q, i), u, (βk, tk) . . . (β0, t0)) $ ((p, i1), u1, (αm, tm+k) . . . (α0, tk)(βk´1, tk´1) . . . (β0, t0))

de manera tal que se cumplen las condiciones y ası́ queda probada la afirmación.
Si w P L(M, γ) entonces

(q0, w, $)
˚
$ (q, ϵ, γn´1 . . . γ0)

donde q P F. Por la afirmación obtenemos que ((q0, 0), w, ($, 0))
˚
$ ((q, 1), ϵ, (γn´1, n ´ 1) . . . (γ0, 0)) y ası́ vemos

que w P L(M1).

Si w R L(M, γ) entonces (q0, w, $)
˚
$ (q, u, βk . . . β0) donde (q, u, βk . . . β0) es una configuración irreducible.

Necesariamente una de estas tres opciones ocurren: u ‰ ϵ, q R F o βk . . . β0 ‰ γn´1 . . . γ0.
Si u ‰ ϵ entonces u = au1 con a P Σ Y tϵu, u P Σ˚. Dado que (q, au1, βk . . . β0) es irreducible esto dice

que δ(q, a, βk) = H. Entonces por la afirmación ((q0, c), w, ($, 0))
˚
$ ((q, i), u, (βk, tk) . . . (β0, t0)) y luego por la

definición de δ1 obtenemos que ((q, i), u, (βk, tk) . . . (β0, t0)) también es irreducible por lo tanto w R L(M1).

Si q R F entonces por la afirmación ((q0, c), w, ($, 0))
˚
$ ((q, i), ϵ, (βk, tk) . . . (β0, t0)) donde (q, i) P QzF ˆ t0, 1u

lo que implica que (q, i) R F1 por lo tanto w R L(M1).

Si βk . . . β0 ‰ γn´1 . . . γ0 entonces por la afirmación ((q0, c), w, ($, 0))
˚
$ ((q, i), ϵ, (βk, tk) . . . (β0, t0)) donde

necesariamente sucede uno de estos dos subcasos: si |γ| = |β| entonces existe j P t0, . . . n ´ 1u de manera que
β j ‰ γj o bien |β| ‰ |γ|. En ambos subcasos obtenemos que tk ‰ n ´ 1 luego i ‰ 1 por lo tanto w R L(M1).
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De esta manera concluimos que L(M, γ) = L(M1).
■

Ahora probemos que la familia de los lenguajes independiente de contexto determinı́sticos especiales están
contenidos estrictamente en la familia de los lenguajes independiente de contexto determinı́sticos.

Ejemplo 1.1.36. Existen lenguajes independiente de contexto determinı́sticos que no son independiente de con-
texto determinı́sticos especiales.

Consideremos el lenguaje L = tambn : m ě n ě 1u.
Primero veamos que es aceptado por el siguiente automáta de pila determinı́stico por estado final:

M = (tq0, q1u, ta, bu, ta, b, $u, δ, tq0u, tq1u, $).

Introducimos la siguiente notación estándar para representar la función de transición en un gráfico: Si tenemos
una flecha de un estado q P Q a otro estado p P Q tal que tiene como etiqueta b, a|γ entonces esto quiere decir
que δ(q, b, a) = (p, γ).

Entonces podemos representar gráficamente al automáta de pila determinı́stico de la siguiente manera, donde
usamos que Z P ta, b, $u es cualquier letra del alfabeto de la pila,

q0start q1
b, a|ϵ

a, Z|aZ b, a|ϵ

Notemos que es determinı́stico por la construcción que hicimos. Veamos que L = L(M).
Primero probamos que L Ď L(M). Sea w P L luego notemos que podemos consumir a la palabra w = ambn

de la siguiente manera:

(q0, ambn, $)
˚
$ (q0, bn, am$) $ (q1, bn´1, am´1$)

˚
$ (q1, ϵ, am´n$).

En el caso que w P L(M) notemos que necesariamente para ser aceptada al consumirla tiene que llegar al

estado q1. Esto nos dice que w = ambu donde m ě 1, u P Σ˚ caso contrario no tendrı́amos que (q0, w, $)
˚
$

(q1, u, am´1$). Para que la palabra sea consumida tiene que valer que u = bn con n ď m ´ 1. Con esto vimos que
w P L tal como querı́amos ver.

Para ver que no es aceptado por un automáta de pila determinı́stico por estado final y una palabra γ en la pila
consideremos que M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $) automáta de pila determinı́stico y γ P Γ˚ztϵu tal que L(M, γ) = L.
En este caso sea m ą |Q|, luego si consideramos las palabras de la forma tamb, . . . , ambmu Ď L por el principio

del palomar tienen que existir 1 ď i ă j ď m tales que (q0, ambi, $)
˚
$ (q, ϵ, γ) y (q0, ambj, $)

˚
$ (q, ϵ, γ) para un

mismo estado final q P F. Entonces notemos que necesariamente m ´ i ą 0 y que m ´ i + j ą m por lo que

(q0, ambi+m´i, $)
˚
$ (p, ϵ, γ)

donde p P F es otro estado final dado que ambi+m´i = ambm P L pero esto implica que

(q0, ambj+m´i, $)
˚
$ (p, ϵ, γ)

contradiciendo que j + m ´ i ď m y ası́ obtuvimos una contradicción que vino de suponer que el lenguaje L era
aceptado por estado final y por palabra γ en la pila.
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Dado Γ conjunto finito y k P N definimos Γďk = tγ P Γ˚ | |γ| ď ku.

Definición 1.1.37. Si k P Ně1 definimos un k-autómata de pila finito determinı́stico por medio de una tupla

N = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $)

donde

Q es un conjunto finito denominado los estados;

Σ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto del lenguaje;

Γ es un conjunto finito que denominamos el alfabeto de la pila;

δ es la función de transición donde δ : Q ˆ (Σ Y tϵu) ˆ Γďk Ñ P(Q ˆ Γ˚) tal que para todo q P Q, a P

Σ Y tϵu, γ P Γďk vale que |δ(q, a, γ)| ď 1 y que si |δ(q, a, γ)| = 1 entonces δ(q, a, β) = H para toda β P Γďk

tal que γ P Pre(β);

q0 P Q es el estado inicial;

F Ď Q es el conjunto de estados finales;

$ P Γ es el sı́mbolo inicial de la pila

Observación 1.1.38. Un automáta de pila determinı́stico es un 1-automáta de pila determinı́stico bajo esta defini-
ción.

Todas las definiciones que dimos para los autómatas de pila determinı́sticos las podemos adaptar fácilmente
al caso de un k-autómata de pila determinı́stico.

Un configuración es un triple (q, w, γ) P Q ˆ Σ˚ ˆ Γ˚. Si γ ‰ ϵ luego γ = βγ1 donde β P Γďk, γ1 P Γ˚. Diremos
que β es el tope de la pila en este caso. Sea una configuración (q, w, γ) tal que β es el tope de la pila de esta
configuración por lo tanto γ = βγ1 y w = aw1 con a P Σ Y tϵu entonces si (p, θ) P δ(q, a, β) luego denotaremos
(q, aw1, αγ1) $ (p, w1, θγ1) y diremos que la configuración (q, w, γ) deriva en la configuración (p, w1, θγ1). Una
configuración (q, w, γ) es irreducible si no existe ninguna otra configuración (p, u, θ) de manera que (q, w, γ) $

(p, u, θ).

Proposición 1.1.39. Sea L Ď Σ˚ y k P N entonces existe M automáta de pila determinı́stico tal que L(M) = L si y
solo si existe N k-automáta de pila determinı́stico tal que L(N ) = L.

Demostración. Si existe M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $) automáta de pila determinı́stico tal que L(M) = L luego
N = (Q, Σ, Γ, δ1, q0, F, $) es un k-automáta de pila determinı́stico con función de transición δ1(q, a, z) = δ(q, a, z)
para toda q P Q, a P Σ Y tϵu, z P Γ y tal que δ(q, a, γ) = H para toda otra γ P Γďk. Con esta definicón vemos que
L(M) = L(N ).

Si existe N = (Q, Σ, Γ, δN , q0, F, $) k-automáta de pila determinı́stico tal que L(N ) = L luego sean: U = tγ P

Γďk | Dq P Q, a P Σ Y tϵu, |δ(q, a, γ)| = 1u, Q1 = Q ˆ (Σ Y tϵu) ˆ Pre(U ), q1
0 = (q0, ϵ, ϵ), F1 = F ˆ tϵu ˆ tϵu y

δ1 : Q1 ˆ Σ Y tϵu ˆ Γ Ñ P(Q ˆ Γ˚). Definimos δ1 de la siguiente manera dados q P Q, a P Σ Y tϵu, z P Γ:

δ1((q, ϵ, ϵ), a, z) = t((q, a, z), ϵ)u

δ1((q, a, β), ϵ, z) = t((q, a, βz), ϵ)u si βz P Pre(U )
δ1((q, a, γ), ϵ, z) = t((p, ϵ, ϵ), βz)u si (p, β) P δ(q, a, γ)

Sea M = (Q1, Σ, Γ, δ1, q1
0, F1, $) autómata de pila tal que por como lo definimos es un autómata de pila deter-

minı́stico.
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Afirmación. Sean q P Q, a P Σ Y tϵu, γ = γ1 . . . γi P Γďk, w P Σ˚ entonces

(q0, w, $)
˚
$ (q, u, β) ùñ ((q0, ϵ, ϵ), w, $)

˚
$ ((q, ϵ, ϵ), u, β)

Dado que
˚
$ =

Ť

lPN

l
$. Vamos a probar esta afirmación por inducción en la longitud de la derivación (q0, w, $)

l
$

(q, u, β).
Caso base tenemos que l = 0 y no tenemos nada para probar.
Para el paso inductivo tenemos que si u = au1 con a P Σ Y tϵu, u1 P Σ˚ y γ = γ0 . . . γj P Γďk entonces:

(q0, w, $)
l

$ (q, u, γβ) $ (p, u1, αβ)

y por la hipótesis inductiva ((q0, ϵ, ϵ), w, $)
˚
$ ((q, ϵ, ϵ), u, β). Debemos ver que ((q, ϵ, ϵ), au1, γβ)

˚
$ ((p, ϵ, ϵ), u1, αβ).

Como (q, u, β) $ (p, u1, α) esto quiere decir que δ(q, a, γ) = (p, α) y como γ P U entonces tenemos la siguiente
derivación

((q, ϵ, ϵ), au1, γ0 . . . γjβ) $ ((q, a, γ0), u1, γ1 . . . γjβ)
˚
$ ((q, a, γ), u1, β) $ ((p, ϵ, ϵ), u1, αβ).

terminando ası́ de probar la afirmación.

Sea w P L(N ) luego (q0, w, $)
˚
$ (q, ϵ, γ) para ciertos q P F y γ P Γ˚. Por la afirmación obtenemos que

((q0, ϵ, ϵ), w, $)
˚
$ ((q, ϵ, ϵ), ϵ, γ) por lo tanto w P L(M).

Sea w R L(N ) luego (q0, w, $)
˚
$ (q, u, β) para ciertos q P Q, β P Γ˚ y u P Σ˚ tal que (q, u, β) es una confi-

guración irreducible tal que cumple alguna de las siguientes dos condiciones: u ‰ ϵ o q R F. Por la afirmación

obtenemos que ((q0, ϵ, ϵ), w, $)
˚
$ ((q, ϵ, ϵ), u, β).

Si u ‰ ϵ entonces tenemos que u = au1 con a P Σ Y tϵu, u1 P Σ˚ por lo tanto δ(q, a, γ) = H para toda
γ P Pre(β) por lo tanto si β = zβ1 con z P Γ, β1 P Γ˚ entonces δ1(q, a, z) = H. Ası́ w R L(M). Si q R F entonces
(q, ϵ, ϵ) R F1 y ası́ w R L(M).

Concluimos que L(M) = L(N ) tal como querı́amos ver. ■

Corolario 1.1.40. Sea L Ď Σ˚ y k P N entonces existe M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, F, $) automáta de pila determinı́stico y
γ P Γ˚ztϵu tal que L(M, γ) = L si y solo si existe N = (Q1, Σ, Γ, δ1, q1

0, F1, $) k-automáta de pila determinı́stico tal
que L(N , γ) = L.

Demostración. Tomamos N el automata construido en la demo de 1.1.39. Luego L(M) = L(N ). Sea w una
palabra aceptada por M (y por N ). Entonces por la afirmación que probamos en la demo de 1.1.39 vale que la
palabra que queda en la pila al consumir la palabra w es la misma para M y para N . Esto prueba el corolario.

■

§1.2. Teorı́a de grupos.

Enunciamos y damos definiciones estándares de la teorı́a de grupos que usaremos en este trabajo.

Definición 1.2.1. Dado un conjunto A podemos definir a FA el grupo libre generado por los elementos de A
como un grupo que tiene una función ι : A Ñ FA inyectiva que denominamos la inclusión de los generadores
en el grupo libre y que está definido por la siguiente propiedad universal: Para todo grupo H y toda función
f : A Ñ H existe un único morfismo de grupos f : FA Ñ H tal que f ˝ ι = f . Equivalentemente el siguiente
diagrama conmuta,
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FA H

A

f

ι
f

En este caso diremos que A genera libremente a FA y que A es una base de FA.

Proposición 1.2.2. Sean F, F1 grupos libres con respectivas bases X, X1. Entonces F » F1 si y solo si X y X1 tienen el
mismo cardinal.

Demostración. Ver [LS77, p.13]. ■

Definición 1.2.3. Dado F grupo libre con base X diremos que el cardinal |X| es el rango de F.

Todo grupo en particular es un monoide. En el caso que FA es un grupo libre si miramos el conjunto simétrico
de generadores B = A Y A´1 donde A´1 = ta´1 : a P Au, luego tenemos que el grupo libre FA es un cociente
del monoide libre B˚. Esto es porque FA » B˚/taa´1 : a P Au. Sea π : B˚ Ñ FA el epimorfismo de monoides al
cociente.

Definición 1.2.4. Dado un grupo libre FA y sea B el conjunto simétrico de generadores de A, luego una palabra
reducida es una palabra w = a0 . . . an P B˚ tal que no existe ningún 0 ď i ă n de manera que ai+1 = a´1

i .

Observación 1.2.5. Dado un grupo FA libre si π : B˚ Ñ FA entonces una palabra reducida y no vacı́a w P B˚ es
tal que π(w) ‰ 1.

Una vez definidos los grupos libres podemos hablar de grupos infinitos finitamente generados que van a ser
la familia de grupos que mayoritariamente trataremos en este trabajo.

Definición 1.2.6. Un grupo G es finitamente generado si existe un conjunto finito A junto con un epimorfismo de
grupos π : FA ↠ G. En este caso al conjunto A lo llamaremos los generadores de G.

Por lo visto anteriormente tenemos que si G es finitamente generado por A luego, si B = A Y A´1, tenemos
un epimorfismo de monoides π : B˚ ↠ G. Similarmente si w P B˚ es tal que π(w) = g entonces lo denotaremos

w G
= g.

Dado X conjunto una acción de G en X es un morfismo de grupos α : G Ñ S(X). En este trabajo introducire-
mos varias acciones de grupos sobre distintos objetos: grafos no dirigidos, grafos dirigidos y cortes óptimos de
grafos. Estas definiciones aparecen en cada contexto en especı́fico pero siempre cumplen que una acción de G en
algún objeto S se corresponde con un morfismo de grupos ρ : G Ñ Aut(S) para la noción correspondiente de
automorfismos para el objeto S.

Dado H subgrupo de G podemos definir la acción por multiplicación a izquierda sobre G como α : H Ñ S(G)
definida por α(h)(g) = hg. En este caso el cociente por esta acción lo vamos a denotar HzG. Análogamente
podemos definir una acción por multiplicación a derecha β : Hop Ñ S(G) definida como β(h)(g) = gh. Al cociente
de esta acción lo vamos a denotar G/H. Si bien ambas acciones a izquierda o a derecha casi siempre son distintas
en nuestro caso no va a ser necesario hacer la distinción entre la acción a izquierda y a derecha salvo para algunos
resultado del capı́tulo 2. Si no hay motivo para confusión alguno utilizaremos G/H para referirnos al cociente
de G por H indistintamente.

A los elementos de G/H los llamaremos cosets a izquierda y los denotaremos gH mientras que a los de HzG los
llamaremos cosets a derecha y los denotaremos Hg. Dado G grupo y H subgrupo el ı́ndice de H en G es el número
de cosets a izquierda de H en G (o a derecha) y lo denotaremos [G : H].

Ya podemos definir la familia de grupos con la que trabajaremos en este trabajo.
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Definición 1.2.7. Un grupo G es virtualmente libre si es finitamente generado y si tiene un subgrupo libre F tal
que [G : F] ă 8. Un grupo G es virtualmente Z si es un grupo finitamente generado y si tiene un subgrupo F » Z

tal que [G : F] ă 8.

Notemos en particular que un grupo virtualmente libre cumple que es finitamente generado bajo nuestra
definición.

Ejemplo 1.2.8. Veamos algunos ejemplos elementales de grupos que son de esta familia y algunos que no lo
sean.

1. Cualquier extensión de un grupo libre por un grupo finito es un grupo virtualmente libre,

1 Ñ F Ñ G Ñ K Ñ 1

donde K es un grupo finito y F es un grupo libre finitamente generado. En particular esta familia de ejem-
plos incluye los productos directos G = F ˆ K y semidirectos G = F ¸ K.

2. Uno de los ejemplos más elementales de un grupo que no es virtualmente libre es Z ˆ Z. La primera
observación es que al ser abeliano si tiene un subgrupo libre necesariamente tiene que ser isomorfo a Z

porque este es el único grupo libre abeliano.

Nos alcanza con ver que no es virtualmente Z. Vamos a probarlo por reducción al absurdo. Sea entonces F
un subgrupo que es isomorfo a Z. Sea (n, m) P Z ˆ Z el generador de F. Probaremos que (Z ˆ Z)/F tiene
orden infinito. Para eso consideraremos (p, q) P Z ˆ Z tal que p, q son primos distintos y ambos coprimos
con m y con n. Veamos que [(p, q)] P (Z ˆ Z)/F tiene orden infinito. Si no lo fuera deberı́an existir α, β P Z

de manera que

α(p, q) = β(n, m)

como todos son coprimos entre sı́ esto nos dice que p | β y similarmente que q | β, por lo que tenemos que
q | α y p | α. Esto nos dice que se pueden escribir de esta manera

α = pr1 qs1 γ1

β = pr2 qs2 γ2

con ri, si ě 1 para i = 1, 2.

Finalmente como
αp = βn

tenemos que r1 + 1 = r2 pero por otro lado como

αq = βm

acá tenemos que al ser m coprimo con p, luego la multiplicidad de p en la descomposición en primos de lo
que está a la izquierda es r1 mientras que lo que está a la derecha es r2. De acá concluimos que r1 = r1 + 1
y esto es una contradicción que vino de suponer que [(p, q)] P (Z ˆ Z)/F tenı́a orden finito por lo tanto
tenemos que Z ˆ Z no puede ser virtualmente libre .

§1.3. Grafos.

§1.3.1. Grafos no dirigidos.
Sea V un conjunto y k P N entonces introducimos la siguiente notación:

Pk(V) = tX Ď P(V) | |X| = ku
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Definición 1.3.1. Un grafo no dirigido simple Γ es un par (V, E) de conjuntos disjuntos que satisfacen que E Ď

P2(V). Los elementos de V serán denominados vértices mientras que los elementos de E serán denominados
aristas. El conjunto de vértices de un grafo Γ se escribe V(Γ) y el de aristas se escribe E(Γ).

Diremos que Γ es un grafo infinito si V no es un conjunto finito. Dos vértices v, w P V son adyacentes si tv, wu P

E. Un vértice v P V es incidente con una arista e P E si v P e.
Definimos el conjunto E(v) = te P E : v es incidente con eu. Al valor |E(v)| lo llamaremos el grado de v.

Definición 1.3.2. Un grafo Γ es localmente finito si para todo v P V vale que

|E(v)| ă 8

Un grafo Γ tiene el grado acotado uniformemente si existe k P N tal que para todo v P V vale que

|E(v)| ď k.

Observación 1.3.3. Todo grafo Γ tal que tiene grado acotado uniformemente es un grafo localmente finito.

Un camino c en un grafo no dirigido es una sucesión de vértices c = (v0, . . . , vn) de manera tal que vi
es adyacente con vi+1 para todo 0 ď i ă n. Dado un grafo no dirigido Γ denotaremos por Π(Γ) = tc |

c es un camino en Γu el conjunto de caminos en el grafo Γ. Dado un camino c = (v0, . . . , vn) denotaremos por su
longitud al número entero positivo |c| = n. Un grafo es conexo si para todo par de vértices (v, w) P V ˆ V existe
un camino c = (v0, . . . , vn) tal que v0 = v y w = vn. Diremos que el camino c une los vértices v y w. Un camino c
es cerrado si v0 = vn. Es simple si vi ‰ vj para todo 0 ď i ă j ď n. Un camino c es un ciclo si es un camino simple
cerrado tal que |c| ě 3. Un grafo conexo y sin ciclos es un árbol.

Equivalentemente tenemos la siguiente caracterización de los árboles.

Lema 1.3.4. Sea Γ = (V, E) un grafo no dirigido. Existe ρ : V(Γ) Ñ N0 función tal que cumple las siguientes
propiedades.

1. Existe un único v0 P V tal que ρ(v0) = 0;

2. Para cada arista tv, wu P E vale que |ρ(v) ´ ρ(w)| = 1;

3. Para todo v P Vztv0u existe un único w P V de manera tal que tv, wu P E y ρ(w) = ρ(v) ´ 1.

si y solo sı́ Γ es un árbol.

Demostración. Para ver que es un árbol debemos ver que es conexo y sin ciclos. Dado v P Vztv0u definimos
s(v) = w P V si w satisface la propiedad 3.

Γ es conexo. Dado v P Vztv0u vamos a ver que hay un camino que une a v con v0. El camino que tomamos
es (v, s(v), s2(v), . . . , sρ(v)(v)). Tal que está bien definido porque tv, s(v)u es una arista para todo v P Vztv0u

y como ρ(s(v)) = ρ(v) ´ 1 entonces necesariamente sρ(v)(v) = v0.

Γ es acı́clico. Sea γ = (v0, . . . , vk) un camino cerrado, luego sea vi el vértice en el camino tal que ρ(vi)
es maximal dentro de todos los vértices de γ. Consideramos vi´1, vi+1 (podemos asumir que i ‰ 0 y que
i ‰ k por ser un camino cerrado) tales que por la propiedad 2 y por la elección de vi tenemos que ρ(vi) =
ρ(vi´1) + 1 = ρ(vi+1) + 1. Por la propiedad 3 concluimos que vi´1 = vi+1 y ası́ probamos que el camino
no es simple.

Para la vuelta nos basta notar que si Γ es un árbol luego podemos tomar v0 P V(T) dado que todo árbol es un
grafo no vacı́o. La función que definimos es ρ(v) = d(v0, v) de manera tal que va a cumplir las tres propiedades.

■
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Definición 1.3.5. Dados grafos no dirigidos Γ, Γ1 un morfismo de grafos no dirigidos es una función φ : V(Γ) Ñ

V(Γ1) tal que para toda arista tv, wu P E(Γ) vale que tφ(v), φ(w)u P E(Γ1). Un automorfismo es un morfismo de
grafos biyectivo φ : V(Γ) Ñ V(Γ) tal que tv, wu P E(Γ) ðñ tφ(v), φ(w)u P E(Γ).

Dado un grafo Γ sus automorfismos forman un grupo con la composición. Esto es que el conjunto

Aut(Γ) = tφ : Γ Ñ Γ | φ es un automorfismo u

con la composición de morfismos (Aut(Γ), ˝) es un grupo.
Una vez que tenemos definido el grupo de automorfismos de un grafo podemos hablar de acciones de grupos.

Definición 1.3.6. Una acción de un grupo G sobre un grafo no dirigido Γ es un morfismo ψ : G Ñ Aut(Γ). En
este caso diremos que G actúa sobre Γ.

Definimos ahora el tipo de grafos no dirigidos que utilizamos mayoritariamente en este trabajo. Estos grafos
conectan la teorı́a de grupos con la teorı́a de grafos no dirigidos. Primero una definición útil en este contexto.

Definición 1.3.7. Sea G un grupo y A un conjunto de generadores tal que 1 R A. Definimos el grafo de Cayley
Γ = Cay(G, A) como el grafo que tiene como vértices V(Γ) = G y aristas E(Γ) = ttg, gau | g P G, a P Au.

Observación 1.3.8. Esta definición que tomamos de grafo de Cayley no es la usual. Por ejemplo en [BH13] los
grafos de Cayley son grafos dirigidos en vez de ser grafos no dirigidos.

En particular el grupo G tiene una acción bastante natural sobre sus grafos de Cayley tal que es una acción
libre.

Lema 1.3.9. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 R A y Γ = Cay(G, A) su grafo de Cayley entonces G
actúa libremente sobre Γ.

Demostración. Vamos a definir una acción de G sobre Γ y probar que es libre.
Una acción de G en Γ es un morfismo de grupos ψ : G Ñ Aut(Γ). Dado g P G definimos ψ(g) para h P V(Γ)

como ψ(g)(h) = gh donde usamos que los vértices del grafo de Cayley son los elementos del grupo por lo tanto
podemos multiplicarlos en el grupo G y mirar el vértice correspondiente. Por como lo definimos es claro que
ψ(g) es un morfismo de grafos. Para ver que es un automorfismo basta con tomar ψ(g´1) tal que es la inversa de
ψ(g). Por la definición también es claro que ψ es un morfismo de grupos.

Probemos ahora que la acción que conseguimos es libre. Para eso si h P V(Γ) notemos que si ψ(g)(h) = h
luego esto nos dice que gh = h lo que implica que g = 1 por lo tanto la acción es libre.

■

Veamos ahora que caracterı́sticas necesariamente tiene que cumplir un grafo no dirigido para ser un grafo de
Cayley.

Lema 1.3.10. Si G es un grupo finitamente generado por un conjunto A tal que 1 R A luego Γ = Cay(G, A) es un grafo
conexo y de grado acotado uniformemente.

Demostración. Para ver que es conexo, probaremos que para todo g P V(Γ) existe un camino c tal que une
1 P V(Γ) con g. Para eso usamos que A es un conjunto de generadores por lo tanto g = a1 . . . ak para ai P A para
todo 1 ď i ď k. Esto nos dice que el camino c = (1, a1, a1a2, . . . , a1 . . . ak) une 1 con g y ası́ vemos que el grafo Γ es
conexo.

Para ver que tiene grado acotado uniformemente consideramos algún vértice g P V(Γ) luego E(g) = th P

V(Γ) : tg, hu P Eu tal que por como definimos al grafo de Cayley tenemos que tg, hu P E(Γ) ðñ h = ga para
cierto a P A Y A´1. De esta manera obtenemos la siguiente cota |E(g)| ď 2|A| ă 8 usando que A es un conjunto
finito. ■
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Definición 1.3.11. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 R A. Sea Cay(G, A) el grafo de Cayley
respecto a A entonces definimos la siguiente función l : Π(Cay(G, A)) Ñ (A Y A´1)˚ de la siguiente manera:
si c = (g0, . . . , gn) P Π(Cay(G, A)) entonces para cada 0 ď i ă n consideramos la etiqueta ai P A Y A´1 tal que
gi = gi´1ai y ası́ podemos finalmente definir la etiqueta del camino c como siguiente palabra l(c) = a0 . . . an´1. En
el caso que c = (g0) un camino constante definimos l(c) = 1.

Lema 1.3.12. Sea G grupo finitamente generado por A tal que 1 R A. Sea Γ = Cay(G, A) el grafo de Cayley para estos
generadores y l : Π(Γ) Ñ (A Y A´1)˚

1. Si c es un camino cerrado luego l(c) = 1 en G.

2. Si c es un ciclo entonces l(c) es una palabra reducida vista en el grupo libre FA.

Demostración. Para probar 1 consideremos c = (g0, . . . , gn) un camino cerrado en Γ luego tiene que valer que
gn = g0. Supongamos que |c| ě 1 caso contrario no hay nada que probar. Sea l(c) = a0 . . . an´1 luego tenemos
que

(g0a0)(a1a2 . . . an´1) = g1(a1 . . . an´1) = ¨ ¨ ¨ = an´1gn´1 = g0.

Esto dice que g0(a0 . . . an´1) = g0. Por lo tanto como tenemos una acción a izquierda del grupo en su grafo de
Cayley obtenemos que

(g0a0 . . . an´1g´1
0 ) ¨ g0 = g0

dado por lo visto en la proposición 1.3.9 el grupo G actúa libremente sobre su grafo de Cayley, por lo tanto el
estabilizador de todo vértice tiene que ser trivial. Esto nos dice que g0a0 . . . an´1g´1

0 = 1 lo que implica que
a0 . . . an´1 = 1 , esto es que l(c) = 1 en G tal como querı́amos ver.

Probemos 2. Si c = (g0, . . . , gn) es un ciclo tal que l(c) = (a0, . . . , an´1) luego va a ser reducida porque caso
contrario existirı́a i tal que a´1

i = ai+1 lo que implica que giai = gi+1 y que gi+1a´1
i = gi+2 y de esta manera

obtenemos que gi+2ai = gi+1 = giai y por lo tanto gi+2 = gi por lo que el camino c no es un ciclo.
■

Ahora vamos a ver que en el caso particular que el grupo sea libre entonces su grafo de Cayley para ciertos
generadores se puede tomar para que sea un árbol.

Lema 1.3.13. Sea A conjunto finito y FA el grupo libre sobre A entonces Γ = Cay(FA, A Y A´1) es un árbol.

Demostración. Todo grafo de Cayley es conexo por 1.3.10. Debemos ver que no tiene ciclos. Para eso si c es un
ciclo en Γ entonces por la proposición 1.3.12 obtenemos una palabra l(c) en (A Y A´1)˚ tal que es reducida y tal
que l(c) = 1. Por 1.2.5 si una palabra reducida es la identidad del grupo entonces esta palabra es la palabra vacı́a
lo que condice a que |c| = 0 contradiciendo que c era un ciclo dado que todos los ciclos cumplen que |c| ě 3.
Concluimos ası́ que no hay ciclos en el grafo de Cayley de este grupo libre.

■

Todo grafo lo podemos ver como un espacio métrico discreto si consideramos como conjunto base a sus
vértices. Dado Γ un grafo no dirigido conexo el espacio métrico asociado es (V(Γ), d) con d la distancia definida
como

d(v, w) = ı́nft |γ| | γ es un camino y γ = (v, . . . , w)u.

A los caminos γ tales que realizan la distancia las llamaremos geodésicas.
En particular si G es un grupo finitamente generado por A luego si consideramos esta misma distancia sobre

Cay(G, A) entonces coincide con la siguiente distancia sobre el grupo G (dado que el conjunto de vértices del
grafo de Cayley es exactamente el grupo G). Si g, h P G luego definimos

d(g, h) = mı́n t|w| : w P (A Y A´1)˚, gw = hu.
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Para finalizar notamos las siguientes dos observaciones:

1. Si α = (v0, . . . , vn) es una geodésica entonces para todo 0 ď i, j ď n vale que d(vi, vj) = |j ´ i|.

2. Si T es un árbol entonces es únicamente geodésico. Esto es que para todo par de vértices t, s P V(T) existe una
única geodésica α que comienza en s y termina en t.

§1.3.2. Grafos dirigidos.

Definición 1.3.14. Un grafo dirigido Y es una tupla Y = (V, E, s, t) donde: V es un conjunto de vértices, E es un
conjunto de aristas, s, t : E Ñ V son funciones denominadas el comienzo y el fin de una arista.

Si queremos referirnos a los vértices de un grafo Y en particular notaremos V(Y) a sus vértices y similarmente
E(Y) a sus aristas. A continuación damos varias definiciones estándares de teorı́a de grafos bajo esta definición
de un grafo dirigido.

Dado un grafo dirigido Y = (V, E) con funciones s, t, (.) diremos que Y1 = (V1, E1) con funciones s1, t1 es
un subgrafo de Y si V1 Ď V, E1 Ď E y si s1 = s|E1 , t1 = s|E1

Decimos que Y es finito si |V| ă 8 y |E| ă 8.

Dado un vértice P P V(Y) podemos definir su star como el siguiente conjunto de aristas,

st(P) = ty P E(Y) : s(y) = P _ t(y) = Pu

y los star orientados resultan ser:
st+(P) = ty P E(Y) : s(y) = Pu

y
st´(P) = ty P E(Y) : t(y) = Pu.

Dado un grafo dirigido Y y dos vértices P, Q P V un camino entre P y Q es una sucesión finita de aristas
c = (y0, . . . , yk) de manera que s(y0) = P, t(yk) = Q y tal que para todo 0 ď i ď k ´ 1 vale que yi P

E y que t(yi) = s(yi+1). Por cada camino c = (y0, . . . , yk) podemos tomarnos una sucesión de vértices
(s(y0), . . . , s(yn)), que observamos que no necesariamente determinan al camino. Un camino es cerrado si
P = Q. La longitud del camino l(c) = k es la cantidad de aristas que lo componen.

Dado un grafo dirigido Y y un vértice P P V notaremos () al camino constante en P. En particular los caminos
constantes son los únicos caminos que cumplen que tienen longitud igual a 0.

Un ciclo en un grafo dirigido es un camino cerrado c = (y0, y1, . . . , yk) tal que si consideramos todos los
vértices que recorre (s(y0), s(y1), . . . , s(yk)) luego esta sucesión de vértices no tiene repeticiones.

Definición 1.3.15. Dado un grafo dirigido X = (V, E, s, t), un vértice a P V es una raı́z si y solo sı́ para todo
vértice v P V existe un camino de a a v. Un árbol con raı́z es un grafo dirigido tal que cumple las siguientes tres
condiciones:

1. |V| ě 2.

2. Tiene un raı́z a.

3. Visto como grafo no dirigido es un árbol.

A continuación damos algunas definiciones para árboles con raı́ces.

Dado un vértice v P V luego definimos la altura de v por medio de h(v) = |c| si c es el camino que une a la
raı́z a con v.
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Una hoja v es un vértice tal que st+(v) = H.

Dado vértices v, w P V tales que existe y P E de manera tal que s(y) = v y t(y) = w luego diremos que w es
un hijo de v.

Dado un vértice v P V cualquier vértice w que aparece en el camino de la raı́z a v es un ancestro de v.
Dualmente diremos que v es un descendiente de w.

Definición 1.3.16. Un árbol binario T está dado por una tupla (D, L, l) donde:

D Ď t0, 1u˚ es un lenguaje finito cerrado por prefijos que llamamos el dominio de T-

L es un conjunto finito de etiquetas.

l : D Ñ L es una asignación de etiquetas.

Luego el grafo dirigido se define de la siguiente manera:

V(T) = t(d, l(d)) | d P Du.

E(T) = t((d, l(d)), (di, l(di))) | i P t0, 1u, di P Du.

donde s(((d, l(d)), (di, l(di)))) = (d, l(d)) y t(((d, l(d)), (di, l(di)))) = (di, l(di)).

Proposición 1.3.17. Todo árbol binario con más de dos vértices es un árbol con raı́z.

Demostración. Por la definición tenemos que si T es un árbol binario luego resulta ser un grafo simple y más
aún un árbol binario T es un árbol con raı́z.

La raı́z es el vértice (ϵ, l(ϵ)) y para ver que el grafo no dirigido correspondiente es un árbol nos alcanza con
aplicar el lema 1.3.4 con la función de la altura h. Notemos que esta función cumple las tres condiciones:

1. h(ϵ, l(ϵ)) = 0.

2. Sea ((d, l(d)), (di, l(di))) P E una arista, donde i P t0, 1u, luego h((d, l(d))) + 1 = h(di, l(di)).

3. Para cada d P D exceptuando la palabra vacı́a tenemos que se puede escribir como d = d1i con i P t0, 1u y
esta escritura es única. Como D es cerrado por prefijos luego d1 P D y ası́ ((d1, l(d1)), (d, (l(d)))) P E.

■

Observación 1.3.18. En el caso que tenga un solo vértice luego resulta que necesariamente D = tϵu dado que es
el único lenguaje con una sola palabra que es cerrado por prefijos.

En el caso de los árboles binarios podemos reescribir las definiciones que dimos para árboles con raı́ces de las
siguiente manera. Dado T un árbol binario luego:

Podemos definir una función h : V(T) Ñ N0 que llamaremos la altura y la definimos como

h((d, l(d))) = |d|

Una hoja es un vértice v = (d, l(d)) tal que d no es el prefijo de ninguna palabra d1 tal que d1 P D.

Un vértice w = (d1, l(d1)) es un ancestro de v = (d, l(d)) si d1 es un prefijo de d.

Un vértice interior es un vértice tal que no es una hoja.

En particular notemos que bajo esta definición podemos darle un orden a los vértices de la siguiente manera.
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Definición 1.3.19. Dadas palabras d, e P t0, 1u˚ notaremos por d ĺ e si y solo si d es un prefijo de e.

Algunas observaciones que se despredenden inmediatamente de esta definición.

La raı́z es un elemento minimal respecto al orden ĺ.

Las hojas son elementos maximales respecto al orden ĺ.

Este orden lo podemos extender naturalmente a un orden para los vértices de un árbol binario.

Definición 1.3.20. Dados vértices v = (d, l(d)) y w = (e, l(e)) luego v ĺ w si y solo sı́ d ĺ e.

Lema 1.3.21. Dado un árbol binario T sea tv1, . . . , vnu Ď V(T) para n ě 1 un conjunto de hojas del árbol entonces
existe w vértice interno tal que w ĺ vi para todo i = 1, . . . , n y es minimal con esta propiedad.

Demostración. Consideremos que vi = (di, l(di)) con di P D para todo 1 ď i ď n luego nos alcanza con tomar d
prefijo en común de todas estas palabras (posiblemente d = ϵ) de manera tal que w = (d, l(d)) cumple lo pedido.

■

Denotaremos por (t0, 1u˚, ďlex) al conjunto ordenado con el orden lexicográfico.

Definición 1.3.22. Sea T un árbol binario y sea (d, l(d)) un vértice interior de este árbol.
Sea t(dd1, l(dd1)), . . . , (ddk, l(ddk))u el conjunto de todas las hojas de T tales que (d, l(d)) es su ancestro y

supongamos que están ordenadas de manera tal que: d1 ďlex d2 ďlex . . . ďlex dk.
Diremos que la palabra producida por el vértice (d, l(d)) es la palabra w = l(dd1) ¨ l(dd2) ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ l(ddk) P L˚.

Definición 1.3.23. Dados dos árboles binarios T0 = (D0, L, l0), T1 = (D1, L, l1) y un elemento A P L definimos la
concatenación de árboles binarios m(A, T0, T1) como el siguiente árbol (que va a tener el mismo conjunto de etiquetas
L).

1. Si D0 = H, D1 = H entonces definimos el árbol binario m(A, T0, T1) por medio del dominio D = tϵu y
asignación de etiquetas l(ϵ) = A.

2. Si D0 = H, D1 ‰ H entonces definimos el árbol binario m(A, T0, T1) por medio del dominio

D = tϵu Y t1d | d P D1u

y asignación de etiquetas
l(ϵ) = A, l(1d) = l1(d)

3. Si D0 ‰ H, D1 = H entonces definimos el árbol binario m(A, T0, T1) por medio del dominio

D = tϵu Y t0d | d P D0u

y asignación de etiquetas
l(ϵ) = A, l(0d) = l0(d)

4. Si D0 ‰ H, D1 ‰ H entonces definimos el árbol binario m(A, T0, T1) por medio del dominio

D = tϵu Y t1d | d P D1u Y t0d | d P D0u

y asignación de etiquetas
l(ϵ) = A, l(0d) = l0(d), l(1d) = l1(d)
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Ahora vamos a definir un objeto central en el estudio de los lenguajes independiente de contexto. Razón por
la cual introducimos los árboles binarios.

Sea G = (V, Σ, P, S) una gramática independiente de contexto en forma normal de Chomsky. Sea A P V una
variable. Dada una sucesión de producciones de la siguiente forma:

D = A ˚
ÑG u

donde u P (Σ Y V)˚ definimos inductivamente en la cantidad de producciones un árbol binario asociado a esta
sucesión.

Para el caso base supongamos que tenemos una sola producción. Dada una producción, por ser una gramáti-
ca independiente de contexto en forma normal de Chomsky existen tres opciones posibles. En estos tres casos
supongamos que el conjunto de etiquetas está dado por L = Σ Y V Y tϵu.

1. Si A = S y la producción es D = S Ñ ϵ. Entonces definimos T(D) como el árbol binario dado por:
D = tϵ, 0u, l(ϵ) = S, l(0) = ϵ.

Los vértices resultan ser: V(T(D)) = t(ϵ, S), (0, ϵ)u.

Las aristas resultan ser: E(T(D)) = t((ϵ, S), (0, ϵ))u.

2. Si A ‰ S y la produción es A Ñ a para a P Σ. Entonces definimos T(D) como el árbol binario dado por:
D = tϵ, 0u, l(ϵ) = A, l(0) = a.

Los vértices resultan ser: V(T(D)) = t(ϵ, A), (0, a)u

Las aristas resultan ser: E(T(D)) = t((ϵ, A), (0, a))u.

3. Si la producción es A Ñ BC para B, C P V. Entonces definimos T(D) como el árbol binario dado por:
D = tϵ, 0, 1u, l(ϵ) = A, l(0) = B, l(1) = C.

Los vértices resultan ser: V(T(D)) = t(ϵ, A), (0, B), (1, C)u .

Las aristas resultan ser: E(T(D)) = t((ϵ, A), (0, B)); ((ϵ, A), (1, C))u.

Sea n ě 2 luego si A Ñn
G u necesariamente tenemos que por ser G una gramática independiente de contexto

en forma normal de Chomsky que la sucesión de producciones tiene la siguiente forma:

D = A ÑG BC ˚
ÑG uv

donde u, v P (Σ Y V)˚ y tal que tenemos las siguientes dos derivaciones: D1 = B ˚
ÑG u y ˚

ÑG= C ˚
ÑG v. En

este caso por la hipótesis inductiva tenemos que para ambas derivaciones como su longitud es menor que n
luego que existen árboles T(D1) y T(D2) asociados. Definimos el árbol asociado a la sucesión D por medio de
T(D) = m(A, T(D1, T(D2))).

Definición 1.3.24. Dada una gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto en forma normal de Chomsky
y sea w P L(G) luego para toda derivación D = S ˚

ÑG w el árbol binario construido anteriormente lo llamaremos
el árbol de la derivación y lo denotaremos T(D).

Notemos que el árbol de derivación es tal que cada vértice se corresponde con una ocurrencia de alguna
variable A P V en la derivación o bien con alguna letra a P Σ o bien con la palabra vacı́a ϵ.

Observación 1.3.25. Dada una gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto en forma normal de Chomsky
y una derivación D = S ˚

ÑG w en esta gramática. Si T(D) es el árbol de derivación entonces las siguientes obser-
vaciones se desprenden inmediatamente de la construcción.

Sea v = (d, l(d)) P V(T(D)) una hoja del árbol de derivación entonces l(d) P Σ Y tϵu.
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Sea v = (d, l(d)) P V(T(D)) un vértice interior del árbol de derivación entonces l(d) P V.

Sea v = (d, l(d)) P V(T(D)) un vértice interior del árbol de derivación luego la palabra producida por este
vértice es una palabra u P Σ˚ tal que u es una subpalabra de w y cumple que l(d) ˚

ÑG u.



Capı́tulo 2

Teorı́a de Bass–Serre.

La mayorı́a de las construcciones de esta sección siguen la exposición de [Ser02] aunque empleamos una
notación diferente. También se usó como referencia los trabajos [SW79], [DW17] y [DD89].

En la primera sección damos varias definiciones básicas que empleamos en el capı́tulo. Muchas se correspon-
den con las vistas en la sección 1.3.1 sobre grafos dirigidos. Introduciremos los grafos de grupos que son el objeto
central de la teorı́a de Bass–Serre y los resultados estándares acerca de sus grupos fundamentales.

En la sección 2.2 generalizaremos la noción de palabras reducidas que vimos para grupos libres al contexto
más general de los grupos fundamentales de grafos de grupos.

En la sección 2.3 damos la construcción del árbol de Bass–Serre que en cierta manera generaliza la idea
del revestimiento de un grafo en este contexto. Para su construcción emplearemos fuertemente las propieda-
des sintácticas de los grupos fundamentales de grafos de grupos probados en la sección anterior.

Finalmente en la sección 2.4 mostramos cómo se consigue un grafo de grupos a partir de una acción de
un grupo sobre un árbol. En esta sección probaremos el teorema central de Serre 2.4.12 que nos caracteriza a
los grupos que son grupos fundamentales de grafos de grupos como grupos que actúan en árboles de cierta
manera. En especial nos interesa un teorema que se desprende de este resultado que nos dice que los grupos
fundamentales de grafos de grupos finitos resultan ser virtualmente libres.

§2.1. Definiciones básicas.

En este capı́tulo emplearemos otra definición de grafo diferente. Esta definición es original del trabajo de
Serre [Ser02].

Definición 2.1.1. Un grafo dirigido X = (V, E, s, t, (.)) según Serre o también un grafo dirigido con involución es
un grafo dirigido con una asignación (.) : E Ñ E tal que para toda y P E vale que s(y) = t(y), que y = y y que
y ‰ y. Esto a su vez implica que vale la siguiente propiedad: t(y) = s(y).

Idénticamente al caso de los grafos dirigidos, al conjunto V lo nombramos los vértices y al conjunto E las
aristas del grafo. Dada una arista y diremos que s(y) es el comienzo de la arista mientras que t(y) es el fin de la
arista.

A continuación damos varias definiciones estándares para este tipo de grafos.

Dado un grafo dirigido Y con involución diremos que una orientación de sus aristas es un subconjunto
A Ă E que cumple que para cada arista y P E tenemos que y P A ðñ y R A.

Dado un grafo dirigido Y con involución diremos que un camino c = (y0, . . . yn) tiene backtracking si existe
0 ă i ď n tal que yi = yi´1.

37
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De ahora en más en este capı́tulo cuando nos referimos a un grafo dirigido nos vamos a referir a un grafo
dirigido con involución.

Si Γ = (V, E) es un grafo no dirigido simple luego podemos considerar X un grafo dirigido tal que lo re-
presente. Lo definimos de manera tal que V(X) = V y si e = tx, x1u P E luego tenemos dos aristas e, d P E(X)
definidas de manera tal que s(e) = x, t(e) = y y e = d.

Si Y es un grafo dirigido tal que no tiene bucles y tal que dados dos vértices distintos existe una única arista
que los une (salvo orientación) entonces podemos considerar a Γ un grafo no dirigido tal que representa a Y de
la siguiente manera:

V(Γ) = V(Y), E(Γ) = tts(y), t(y)u | y P E(Y)u.

Definición 2.1.2. Sean Y, Y1 grafos dirigidos. Un par de funciones ϕV : V(Y) Ñ V(Y1) y ϕE : E(Y) Ñ E(Y1) que
denotaremos ϕ : Y Ñ Y1 es un morfismo de grafos si:

Para toda y P E(Y) vale que ϕE(y) = ϕE(y);

Para toda y P E(Y) vale que ϕV(s(y)) = s(ϕE(y));

En particular de esta definición que dimos se desprende que para toda y P E(Y) vale que ϕ(t(y)) = t(ϕ(y))
usando que s(y) = t(y).

Dados grafos dirigidos X, Y, Z y morfismos de grafos ϕ : X Ñ Y y ρ : Y Ñ Z podemos definir la composición
ρ ˝ ϕ : X Ñ Z de la siguiente manera y para todo vértice P P V(X):

(ρ ˝ ϕ)(y) = ρE(ϕE(y)) para toda arista y P E(X)

(ρ ˝ ϕ)(P) = ρV(ϕV(P)) para todo vértice P P V(X).

En el caso especial de los morfismos de grafos ϕ : Y Ñ Y consideramos la identidad I : Y Ñ Y como el morfismo
que manda toda arista a sı́ misma y todo vértice a sı́ mismo. Un automorfismo de grafos dirigidos es un morfismo
ϕ : Y Ñ Y tal que tiene una inversa ϕ´1 : Y Ñ Y, esto es que ϕ ˝ ϕ´1 = I y ϕ´1 ˝ ϕ = I. Los automorfismos
de un grafo dirigido Y forman un grupo con la composición que denotaremos Aut(Y) donde la identidad I es el
elemento neutro.

Como tenemos automorfismos de grafos podemos definir una acción de un grupo sobre un grafo dirigido.

Definición 2.1.3. Sea G un grupo y sea Y un grafo dirigido una acción de G sobre Y es un morfismo de grupos
ψ : G Ñ Aut(Y).

Dada una acción de G sobre un grafo Y, g P G y x P Y, donde x podrı́a ser bien una arista o un vértice,
utilizaremos la notación estándar g ¨ x para referirnos a ψ(g)(x). Una acción de un grupo G sobre un grafo
dirigido Y no tiene inversiones si para todo g P G y para toda y P E tenemos que g ¨ y ‰ y.

Definición 2.1.4. Dado un grafo dirigido Y. Un grafo de grupos G sobre Y está definido por lo siguiente:

1. Para cada vértice P P V tenemos un grupo GP.

2. Para cada arista y P E tenemos un subgrupo Gy de Gs(y).

3. Para todo y P E tenemos un isomorfismo de Gy a Gy que denotaremos por a ÞÑ ay tal que (ay)y = a para
todo a P Gy.

Dado un grafo Y = (V, E) sea FE el grupo libre generado por los elementos del conjunto de aristas del grafo.

Definición 2.1.5. Dado un grafo de grupos G sobre un grafo Y = (V, E) consideremos el siguiente grupo:

F(G) = ( ˚
PPV

GP ˚ FE)/xxRyy
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donde el conjunto de relaciones por las que dividimos es

R = tyay = ay para toda y P E y todo a P Gyu

A este grupo lo denotaremos el grupo universal del grafo de grupos G.

Si tomamos 1 P Gy tenemos que para toda y P E(Y) vale que yy = 1. El grupo que más nos interesa es un
cociente de F(G) que llamamos el grupo fundamental del grafo de grupos.

Definición 2.1.6. Sea un grafo de grupos G sobre Y. Consideremos T un árbol generador del grafo Y. El grupo
fundamental del grafo de grupos es

π1(G, T) = F(G)/ty | y P E(T)u.

Observación 2.1.7. Para cada arista y P E(Y) notamos por gy a la imagen de y P F(G) en el cociente π1(G, T).
Veamos en el siguiente ejemplo que nuestra construcción de un grupo fundamental generaliza la definición

topológica del grupo fundamental.

Ejemplo 2.1.8. Sea un grafo de grupos G sobre un grafo Y tal que Gy = t1u para todo y P E(Y). En este caso en
particular tenemos que F(G) » ( ˚

PPV
GP ˚ FE)/xxRyy donde R = tyy = 1 para toda y P Eu. Consideremos una

orientación A para las aristas del grafo. Dado que las relaciones R involucran exclusivamente a los generadores
de FE podemos ver que F(G) » ˚

PPV
GP ˚ FA donde usamos que FE/xxRyy » FA.

Sea T un árbol generador de Y entonces consideremos una orientación A de las aristas de Y de manera que
para toda y P E(T) vale que y P A. Calculamos el grupo fundamental de este grafo de grupos. Por definición este
resulta ser F(G)/ty : y P E(T)u. Por el mismo razonamiento que usamos para calcular el grupo F(G) obtenemos
el siguiente isomorfismo

π(G, T) » ˚
PPV(Y)

GP ˚ FAz(E(T)XA)

Si reescribimos esto recordando que el grupo fundamental de un grafo como espacio topólogico π1(Y) es
isomorfo al grupo libre generado por las aristas que no pertenecen a un árbol generador nos queda que:

π1(G, T) » ˚
PPV(Y)

GP ˚ π1(Y).

Ejemplo 2.1.9. Si Y es un bucle. Es decir si Y = (tPu, ty, yu) de manera que s(y) = P = s(y) y t(y) = P = t(y)
entonces este grafo tiene como único árbol generador al vértice P. Consideremos G un grafo de grupos sobre este
grafo.

G = GP

Gy

Por la definición del grupo fundamental del grafo de grupos obtenemos el siguiente isomorfismo.

π1(G, T) » F(G).

Si a es algún elemento de Gy entonces notaremos por ay a la imagen de a por el isomorfismo con el grupo Gy. Sea
y el generador de FE correspondiente a la arista y.

En este caso las relaciones que tenemos en nuestro grupo son las siguientes

y´1ay = ay para todo a P Gy.
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De esta manera tenemos que una presentación de nuestro grupo fundamental es la siguiente

π1(G) = xGP, y | y´1ay = a, @a P Gyy

es decir el grupo fundamental de este grafo de grupos resulta ser por definición una extensión HNN del gru-

po correspondiente al vértice que denotaremos G
˚Gy
P . Notemos que esta extensión depende de la elección del

isomorfismo entre los grupos de las aristas aunque en el caso de este capı́tulo siempre va a quedar claro a qué
isomorfismo nos referimos.

Ejemplo 2.1.10. Si el grafo Y es un segmento entonces Y = (tP, Qu, ty, yu) tal que s(y) = P y t(y) = Q. El árbol
generador resulta ser el mismo grafo Y en este caso. Consideremos G un grafo de grupos sobre este grafo.

G = GP GQ
Gy

Dado a P Gy denotaremos ay la imagen por el isomorfismo entre Gy y Gy de a.
Entonces el grupo fundamental de este grafo de grupos resulta ser

π1(G, Y) = F(G)/xa = ay, @a P Gyy

Esto por definición el grupo que buscábamos resulta ser el producto amalgamado

π1(G, Y) = GP ˚
Gy

GQ.

Nuestro foco ahora es dar una definición equivalente de grupo fundamental pero esta vez usando caminos
ası́ como lo hacemos para el grupo fundamental usual de un espacio topológico.

Dados dos vértices P, Q P V denotaremos por Π(P, Q) el conjunto de caminos de P a Q. De esta manera nos
queda definido

Π(P, Q) = t(y1, . . . , yk) | yi P E, s(y1) = P, t(yk) = Q, t(yi) = s(yi+1) para 1 ď i ď ku

Todo camino (y1, . . . , yk) P Π(P, Q) lo podemos pensar como la palabra y1 . . . yk en el grupo libre FE y similar-
mente podemos mirar la clase de y1 . . . yk en el cociente F(G).

Definición 2.1.11. Dado G grafo de grupos sobre Y grafo conexo y P, Q P V dos vértices de Y definimos el
siguiente subconjunto de F(G),

π(G, P, Q) = tg0y1g1 . . . gk´1ykgk : (y1, . . . , yk) P Π(P, Q), @i, 0 ď i ă k, gi P Gs(yi+1)
, gk P GQu

Proposición 2.1.12. Para todo P P V tenemos que π(G, P, P) es un subgrupo de F(G).

Demostración. Debemos ver que tiene a la identidad del grupo, que es cerrado por el producto y que todo
elemento tiene un inverso.

Si consideramos el camino constante en P y g0 = 1 luego obtenemos que 1 P π(G, P, P). Para ver que es
cerrado por el producto notemos que

(g0y1g1 . . . gk´1ykgk) ˝ (g1
0y1

1g1
1 . . . g1

k´1y1
kg1

k) = g0y1g1 . . . gk´1yk(gkg1
0)y

1
1g1

1 . . . g1
k´1y1

kg1
k

donde gkg1
0 P GP por lo tanto su producto está bien definido y en definitiva nos queda otro elemento de

π(G, P, P) tal como querı́amos ver. Finalmente vemos que es cerrado por inversos porque si tomamos el ele-
mento g0y1 . . . ykgk su inverso resulta ser gk

´1yk . . . y1g0
´1 P π(G, P, P). ■
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Definición 2.1.13. El grupo fundamental de G respecto a un punto base P se define como π1(G, P) = π(G, P, P).

Notemos que en particular para esta construcción obtuvimos un subgrupo del grupo F(G) mientras que en
el caso de la definición anterior del grupo fundamental 2.1.6 obtuvimos un cociente. Podemos ver que ambas
definiciones son equivalentes porque tenemos un isomorfismo como grupos.

Teorema 2.1.14. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo conexo finito Y = (V, E), sea P P V un vértice y sea T un
árbol generador de Y entonces π1(G, P) es isomorfo a π1(G, T).

Demostración. Dados P, Q P V consideremos la geodésica α que los une sobre T. Si leemos la sucesión de aristas
que recorre esta geodésica tenemos una palabra T[P, Q] P FE. Consideramos a T[P, Q] como un elemento en el
grupo F(G). Observemos que T[P, Q] = T[Q, P]´1 porque el árbol es únicamente geodésico.

Ahora definamos el siguiente morfismo (que depende del árbol de expansión que tomamos) sobre los gene-
radores del producto libre:

τ : ˚
PPV

GP ˚ FE Ñ π1(G, P)

τ(y) = T[P, s(y)]yT[t(y), P] para y P E(Y)
τ(g) = T[P, Q]gT[Q, P] para Q P V(Y), g P GQ

Tal que lo único que debemos chequear es que τ(gh) = τ(g)τ(h) para g, h P GQ. Para eso notemos que

τ(gh) = T[P, Q]ghT[Q, P] = T[P, Q]gT[Q, P] T[P, Q]hT[Q, P] = τ(g)τ(h).

Notemos que por como definimos a este morfismo tenemos que τ(y) P π1(G, P) y que similarmente τ(g) P

π1(G, P).
Veamos que τ pasa al cociente F(G). Debemos ver que cumple la relación τ(yay) = τ(ay) para toda arista

y P E(Y) y todo a P Gy. Esto vale porque justamente

τ(yay) = T[P, s(y)]yT[t(y), P]T[P, s(y)]aT[t(y), P]T[P, s(y)]yT[t(y), P]
= T[P, s(y)]yayT[t(y), P]

= τ(ay).

donde usamos que yay = ay en π1(G, P). Sea τ : F(G) Ñ π1(G, P) este morfismo que definimos. Por como está
definido τ tenemos que si lo restringimos al subgrupo π1(G, P) resulta ser la identidad y en particular tenemos
que τ es un epimorfismo.

Veamos que τ baja al cociente π1(G, T). Sea y P E(T) luego τ(y) = T[P, s(y)]yT[t(y), P] donde T[t(y), P] =
yT[s(y), P] y de esta manera τ(y) = 1 para todo y P E(T). Por esta razón τ pasa al cociente y existe τ : π1(G, T) Ñ

π1(G, P) epimorfismo tal que hace conmutar el siguiente diagrama,

F(G) π1(G, P)

π1(G, T)

τ

π
τ

Para terminar la demostración probemos que τ es un monomorfismo. Para eso consideramos ν = π ˝ ι donde
ι : π1(G, P) Ñ F(G) es la inclusión como subgrupo y probemos que ν ˝ τ nos queda la identidad. Si hacemos
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ν ˝ τ notemos que si g P GQ con Q P V luego

ν ˝ τ(π(g)) = ν(T[P, Q]gT[Q, P])
= π(T[P, Q]gT[Q, P])
= π(T[P, Q])π(g)π(T[Q, P])
= π(g).

Donde usamos que T[P, Q] es un camino de aristas en el árbol de expansión y por lo tanto π(T[P, Q]) = 1.
Similarmente podemos ver que para toda y P E tenemos que ν ˝ τ(π(y)) = π(y). De esta manera vimos que
τ : π1(G, T) Ñ π1(G, P) es un isomorfismo de grupos.

■

Corolario 2.1.15. Sea G grafo de grupos sobre un grafo conexo y finito Y. Sean T, T1 árboles generadores de Y luego
tenemos que π1(G, T) » π1(G, T1).

Demostración. Sea P P V entonces por el resultado anterior 2.1.14 que vale que π1(G, P) » π1(G, T) para cual-
quier T árbol generador por lo tanto obtenemos que π1(G, T) » π1(G, T1) volviendo a usar este resultado para
T1.

■

§2.2. Palabras reducidas.

En esta sección probaremos que todo elemento del grupo fundamental de un grafo de grupos puede ser
llevado a una forma reducida.

§2.2.1. Casos particulares.
En esta subsección vamos a caracterizar las palabras reducidas de los grupos fundamentales de algunos

grafos de grupos donde los grafos resultan ser más sencillos. El objetivo aparte de ejemplificar en unos casos en
particular, es que más en adelante nos va a servir para reducir proposiciones sobre grafos de grupos arbitrarios
a grafos de grupos donde sus grafos sean de estas formas.

2.2.1.1. Bucles.

Por lo visto en el ejemplo 2.1.9 tenemos que dado Y = (tPu, ty, yu) un bucle, entonces toda estructura de
grafo de grupos G que le demos a este segmento hace que el grupo fundamental sea isomorfo a un producto

HNN, es decir que π1(G) = G
˚Gy
P .

Definición 2.2.1. Dado G
˚Gy
P extensión HNN diremos que una sucesión

(x0, yϵ0 , x1, yϵ1 , . . . , xn, yϵn , xn+1)

donde para todo 0 ď i ď n tenemos que xi P GP y ϵi P t´1, 1u es una sucesión reducida si no tiene subsucesiones
y´1xiy con x P Gy o bien yxiy´1 con x P Gy.

Nos interesan las sucesiones reducidas porque principalmente es una manera fácil de chequear cuándo algún
elemento no es la identidad en el grupo.
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Proposición 2.2.2 (Lema de Britton). Sea G
˚Gy
P una extensión HNN. Para todo sucesión reducida

(x0, yϵ0 , x1, yϵ1 , . . . , xn, yϵn , xn+1)

tal que n ě 0 vale que x0yϵ0 x1yϵ1 . . . xn, yϵn xn+1 ‰ 1.

Demostración. Ver [LS77, p.182]. ■

Definición 2.2.3. Sea G
˚Gy
P una extensión HNN y sean S conjunto transversal a izquierda de Gy en GP y T

conjunto transversal a izquierda de Gy en GP. Tomamos ambos transversales de manera que 1 P S y 1 P T. Una
forma normal para una extensión HNN es una sucesión

(x0, yϵ0 , x1, gϵ1 , . . . , xn, yϵn , xn+1)

donde para todo 0 ď i ď n tenemos que xi P GP y ϵi P t´1, 1u y cumple las siguientes propiedades:

1. x0 P GP.

2. En el caso que ϵi = 1 entonces xi P Szt1u mientras que en el caso que ϵi = ´1 tenemos que xi P Tzt1u.

3. No tiene la subsucesión yϵ1y´ϵ.

Las formas normales caracterizan unı́vocamente a los elementos de una extensión HNN esto es que todo
elemento de una extensión HNN puede ser escrita en forma normal y más aún esta escritura es única.

Teorema 2.2.4. Para todo g P G
˚Gy
P existe una única forma normal

(x0, yϵ0 , x1, yϵ1 , . . . , xn, yϵn , xn+1)

tal que g = x0yϵ0 x1yϵ1 . . . xn, yϵn xn+1.

Demostración. Ver [LS77, p.182]. ■

2.2.1.2. Segmentos.

En el ejemplo 2.1.10 vimos que dado un segmento Y = (tP, Qu, ty, yu) entonces para toda estructura de
grafo de grupos G que le demos a este segmento resulta que el grupo fundamental es isomorfo a un producto
amalgamado, es decir que π1(G) = GP ˚Gy GQ.

En esta subsección vamos a repetir los resultados y definiciones que vimos para las extensiones HNN y definir
sucesiones reducidas y formas normales.

Definición 2.2.5. Dado GP ˚Gy GQ producto amalgamado diremos que una sucesión

(x0, x1, . . . , xn)

es una sucesión reducida si valen las siguientes condiciones:

1. Para todo 0 ď i ď n vale que xi P GP o xi P GQ

2. Para todo 0 ď i ă n no puede valer que xi, xi+1 P GP o que xi, xi+1 P GQ.

3. Si n ą 0 entonces xi R Gy.

4. Si n = 0 entonces x0 ‰ 1.
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Teorema 2.2.6. Sea GP ˚Gy GQ grupo amalgamado entonces si (x0, x1, . . . , xn) es una sucesión reducida y n ě 0
entonces tenemos que 1 ‰ x0x1 . . . xn.

Demostración. Ver [LS77, pp.187-188]. ■

Analogamente al caso de las extensiones HNN podemos definir una forma normal para un producto amal-
gamado.

Definición 2.2.7. Sea GP ˚Gy GQ un producto amalgamado. Sean S transversal a izquierda de Gy en GP y T
transversal a izquierda de Gy en GQ. Tomamos ambos transversales de manera que 1 P S y 1 P T.

Una forma normal para un producto amalgamado es una sucesión (a, x0, x1, . . . , xn) tal que a P Gy y para todo
0 ď i ď n tenemos que xi P Szt1u o bien xi P Tzt1u y no existe 0 ď i ă n tal que xi, xi+1 P T o xi, xi+1 P S .

Proposición 2.2.8. Dado un grupo amalgamado GP ˚Gy GQ vale que para todo g P GP ˚Gy GQ existe una única forma
normal (a, x0, x1, . . . , xn) de manera que g = ax0x1 . . . xn.

Demostración. Ver [LS77, p.187]. ■

§2.2.2. El teorema de las palabras reducidas y sus consecuencias.
En el contexto de esta sección G denota un grafo de grupos sobre un grafo conexo y finito Y. Nuestro objetivo

es probar que en el grupo universal del grafo de grupos F(G) ciertas sucesiones que resultan asociadas a caminos
son reducidas. Más especı́ficamente queremos probar que definen elementos diferentes de la identidad del grupo
tal como hicimos en los resultados 2.2.2 y 2.2.6.

Definición 2.2.9. Sea Y grafo conexo y finito, G un grafo de grupos sobre Y y F(G) el grupo universal de este
grafo de grupos. Sean:

I) c = (y1, . . . , yn) P Π(P, Q) algún camino entre dos vértices P, Q P V;

II) µ = (r0, . . . rn) una sucesión tomada de manera que r0 P GP y para todo 1 ď i ď n vale que ri P Gt(yi)
.

De esta manera denotaremos por el par (c, µ) a la palabra en el grupo ˚
PPV

GP ˚ FE:

(c, µ) = r0y1r1y2 . . . rn.

Diremos que (c, µ) es una palabra de tipo c.

Denotaremos por |c, µ| la imagen de esta palabra en el grupo F(G) esto es que

|c, µ| = [r0y1r1y2 . . . rn]F(G).

Definición 2.2.10. Una palabra (c, µ) = r0y1r1y2 . . . rn de tipo c está reducida si satisface:

R1. Si la longitud de c es 0 entonces r0 ‰ 1.

R2. Si la longitud de c es positiva entonces ri R Gyi
para todo i tal que yi+1 = yi.

A partir de esta definición podemos ver inmediatamente las siguientes dos observaciones.

1. Sea c = (y1, . . . , yn) un camino que no tiene backtracking: esto es que no existe 1 ď i ă n tal que yi+1 = yi.
Entonces toda palabra de tipo c va a ser reducida porque cumple R2.

2. Esta definición de forma normal generaliza las definiciones que dimos para grafos con una única arista en
2.2.1 y 2.2.5.

Enunciamos el siguiente resultado que probaremos más en adelante en esta misma sección.
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Teorema 2.2.11. (Palabras reducidas). Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y luego toda palabra
(c, µ) reducida es tal que |c, µ| ‰ 1.

En particular de este resultado se desprenden corolarios importantes para entender la estructura de los gru-
pos fundamentales de grafos de grupos finitos.

Corolario 2.2.12. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y luego para todo P P V vale que GP es un
subgrupo de F(G).

Demostración. Para todo P P V tenemos que GP es un subgrupo de ˚PPV GP ˚ FE. Sea g P GPzt1u entonces
(c, µ) = g donde c = () es el camino constante en P y µ = (g). Es una palabra reducida por cumplir la propiedad
R1. Por el teorema 2.2.11 tenemos que |c, µ| ‰ 1 por lo que la proyección a F(G) nos da un monomorfismo
restringida a GP y ası́ a GP lo podemos considerar un subgrupo de F(G). ■

Corolario 2.2.13. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y, sea c = y0 . . . yn un camino no constante
y (c, µ) una palabra reducida entonces |c, µ| R Gs(y0)

.

Demostración. Vamos a suponer que esto no es cierto y contradecir el teorema 2.2.11. Sea (c, µ) = r0y1r1 . . . rn.
Si no fuera cierto tendrı́amos que |c, µ| = x P Gs(y0)

. Consideremos entonces otra palabra (c, µ1) tal que µ1 =

(x´1r0, . . . , rn) de manera que por como la tomamos |c, µ1| = 1. Es una palabra reducida porque por suposición
tenemos que c no es el camino constante y aparte µ1 es idéntica a µ salvo en la primera posición que no afecta la
condición R2. Esto contradice 2.2.11 por lo tanto |c, µ| R Gs(y0)

. ■

El siguiente corolario va resultarnos el de mayor utilidad porque en general vamos a trabajar con el gru-
po fundamental de un grafo de grupos. El grupo fundamental de un grafo de grupos con respecto a un árbol
generador T es un cociente de F(G). Sea π : F(G) Ñ π1(G, T) la proyección.

Corolario 2.2.14. Sean G un grafo de grupos sobre un grafo finito y conexo Y, c un camino cerrado en Y, T un árbol
generador de Y y (c, µ) una palabra reducida entonces π(|c, µ|) ‰ 1 en π1(G, T).

Demostración. Por el teorema 2.2.11 tenemos que |c, µ| ‰ 1 en el grupo F(G). A su vez por como elegimos a (c, µ)
tenemos que es un elemento del grupo fundamental π1(G, P). Por el teorema 2.1.14 tenemos que este grupo es
isomorfo a el grupo fundamental π1(G, T) por medio de la proyección π entonces esto termina de probar el
resultado. ■

Primero vamos a dar una definición estándar que es la del cociente de un grafo no dirigido que es nuestra
herramienta principal para poder reducir el tamaño de un grafo.

Definición 2.2.15. Sea Y un grafo conexo y sea Y1 un subgrafo conexo de Y entonces el grafo dirigido W = Y/Y1

cociente de Y por Y1 es el grafo dado por los siguientes conjuntos de aristas y vértices:

1. Los vértices son V(W) = V(Y)zV(Y1) Y t[Y1]u.

2. Las aristas son E(W) = E(Y)zE(Y1).

Donde el vértice correspondiente a Y1 lo denotamos [Y1]. Sea y P E(W) entonces:

s(y) =

#

s(y) si s(y) R V(Y1)

[Y1] caso contrario
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y análogamente,

t(y) =

#

t(y) si t(y) R V(Y1)

[Y1] caso contrario

Si las aristas no comienzan ni terminan en Y1 dentro del grafo Y al contraer el subgrafo no las modificamos. En
el otro caso las definimos para que terminen (o empiecen) en [Y1].

Una observación directa de esta definición es que si los grafos Y e Y1 son conexos entonces el grafo W también
resulta serlo.

Ejemplo 2.2.16. Un ejemplo particular de cómo es el grafo cociente

Grafo Y

P1

P2 P3

P4

P5P6

y 1

y2

y
3

y 4

y5

y
6

y
7

Grafo W

P1

[Y1]

y 1

y7

y 6

Donde en este ejemplo distinguimos al subgrafo Y1 conexo con este color.

2.2.2.1. Argumento dévissage.

Queremos probar que toda palabra de tipo c cumple que es distinta de la identidad en F(G). Para esto si-
guiendo a Serre en [Ser02] vamos a emplear un argumento de dévissage qué consiste en reducir el problema que
queremos probar para grafos de grupos arbitrarios a casos más pequeños. Más especı́ficamente queremos redu-
cir este problema a los casos que los grafos de grupos están dados sobre grafos con una única arista como ya
hicimos anteriormente en las subsecciones 2.2.1.1 y 2.2.1.2.

Definición 2.2.17. Consideremos un grafo de grupos G sobre un grafo Y conexo. Tomemos Y1 un subgrafo
conexo de Y y restrinjamos el grafo de grupos G a Y1. El grupo universal de este grafo de grupos restringido
al subgrafo Y1 lo denotaremos F(G|Y1). Definimos el grafo de grupos H sobre el grafo conexo W = Y/Y1 de la
siguiente manera.

Si P P V(Y)zV(Y1), tomamos HP = GP;

Si P = [Y1] entonces tomamos HP = F(G|Y1);

Si y P E(W) ponemos Hy = Gy tal que como suponemos válido el resultado 2.2.11 para Y1 tenemos que es
un subgrupo.

Construyamos un morfismo de grupos β : F(G) Ñ F(H). Para eso primero lo definimos sobre los generado-
res. Para todo g P GP con P P V(Y) definimos

β(g) =

#

[g] P HP si P R Y1

[g] P F(G|Y1) si P P Y1
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y para toda arista y P E(Y) definimos

β(y) =

#

y si y R E(Y1)

[y] P F(G|Y1) si y P E(Y1).

De manera que ası́ como está definida cumple las relaciones de F(G) porque en particular el grupo F(H)
también las cumple. Obtenemos ası́ que β está bien definida.

Lema 2.2.18. Dado G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y, Y1 un subgrafo conexo de Y luego si consideramos H
el grafo de grupos sobre W = Y/Y1 tal como en la definición 2.2.17 vale que el morfismo de grupos β : F(G) Ñ F(H) es
un isomorfismo.

Demostración. Para ver que es un isomorfismo vamos a construirnos una inversa α : F(H) Ñ F(G). La construc-
ción es análoga a la construcción que hicimos para β definiendola sobre sus generadores.

Para todo g P HP con P P V(W)z[Y1] definimos,

α(g) = [g]

y para toda arista y P E(W) tal que no empiece ni termine en [Y1] definimos,

α(y) = [y].

En el caso de F(G|Y1) usamos que este grupo está generado por y P E(Y1) y por g P GP tales que P P Y1. Sobre
F(G|Y1) definimos

α([g]) = [g]

para g P GP si P P V(Y1) e idénticamente para todas las aristas definimos

α([y]) = [y]

Vemos que bajo esta definición sobre los generadores de F(H) y que respeta las relaciones del grupo entonces
tenemos que define un morfismo α : F(H) Ñ F(G) tal que por construcción es la inversa de β. ■

La moraleja de este lema es que podemos tomar el grupo F(G|Y1) para un subgrafo Y1 conexo y después
tomar el grupo F(H) para el grafo resultante Y/Y1 y es exactamente lo mismo que tomar F(G) en el comienzo
con la ventaja que el grafo es más chico ahora.

A cada palabra (c, µ) del grafo de grupos F(G) le asociamos una palabra (c1, µ1) de H tal que β(|c, µ|) = |c1, µ1|.
La idea es reemplazar las partes de la palabra que involucren a Y1 con las respectivas en F(G|Y1). Dados 1 ď i ď

j ď n llamemos cij al camino (yi . . . yj) y µij a los elementos (ri, . . . , rj). Si cij está contenida en Y1 denotaremos
por rij al elemento correspondiente visto en F(G|Y1). De esta manera lo que haremos es pensar en todos los
subintervalos [ia, ja] tales que el camino c está dentro del subgrafo Y1. Ası́ tenemos subdividido al intervalo [1, n]
de la siguiente manera,

1 ď i1 ď j1 ă i2 ď j2 ă . . . im ď jm ď n.

Donde en particular si miramos la palabra cja´1ia notemos que es un camino por fuera de Y1 exceptuando su
comienzo y su final.

Definimos la palabra (c1, µ1) sobre los generadores de F(H) como:

1. c1 = (cj1i2 . . . , cja´1ia , cjaia+1 . . . , cjm´1im)

2. µ1 = (µ1i1 , ri1 j2 , . . . , rim jm , µjmn)

donde tomamos la convención que µ1i1 o bien µjmn pueden ser la identidad si i1 = 1 o bien si jm = n.
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Ejemplo 2.2.19. Sea Y = (V, E) grafo finito que representamos de la siguiente manera.

P1

P2 P3

P4

P5P6

P7 P8

y 1

y2

y
3

y 4

y5

y
6

y
9

y7 y8

En este caso el subgrafo conexo Y1 es el que está pintado de color naranja. Consideremos G una estructura
de grafo de grupos sobre Y. Sea c = (y1, y2, y3, y7, y8) resaltado en negrita en la figura un camino en el grafo Y y
sea µ = (r0, r1, . . . , r8) una sucesión de elementos de manera que (c, µ) es una palabra de tipo c. Si contraemos el
subgrafo Y1 nos queda el grafo W = Y/Y1 que representamos de la siguiente manera,

P1

[Y1] P7 P8

y 1

y 6

y9

y7 y8

tal que si H es la estructura de grafo de grupos que construimos sobre el grafo W entonces tenemos definida
(c1, µ1) una palabra de tipo c1 donde c1 = (y1, y7, y8) y donde µ1 = (r0, r1y2r2y3r3, r7, r8) con r1y2r2y3r3 P H[Y1] =

F(G | Y1).

Por como las construimos nos queda que β(|c, µ|) = |c1, µ1| tal como querı́amos ver. Veamos ahora que β
preserva las palabras reducidas. Esto nos permitirá trabajar en grafos de grupos cada vez más chicos a medida
que vayamos contrayendo subgrafos conexos.

Proposición 2.2.20. Dado G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y, Y1 un subgrafo conexo de Y. Sea H el grafo de
grupos sobre W = Y/Y1 tal como en la definición 2.2.17. Si (c, µ) es una palabra reducida para F(G) entonces (c1, µ1)
es reducida para F(H).

Demostración. Dividimos en dos casos dependiendo la longitud de c1.
Si la longitud de c1 es 0 entonces es un camino constante en algún vértice P1 P V(W). En tal caso µ1 = r1

0. Si
P1 P V(W)z[Y1] entonces por como construimos al grafo de grupos H tenemos que HP = GP y al ser (c, µ) una
palabra reducida para G obtenemos que r0 ‰ 1 visto en HP. En el caso que P1 = [Y1] nos queda que r0 P F(G|Y1)
y por lo tanto es reducida usando el teorema 2.2.11 inductivamente en el grafo Y1.

Supongamos ahora que la longitud de c1 es al menos 1, entonces si queremos ver que (c1, µ1) es reducida
debemos garantizar que cumpla R2. Sean c = (y1 . . . ym), µ = (r0 . . . rm) y sean c1 = (w1 . . . wn), µ1 = (r1

0, . . . , r1
n).
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Queremos ver que si existe 1 ď k ď n tal que wk+1 = wk entonces r1
k R Hwk . El caso particular que t(wk) ‰ [Y1]

tenemos que (c1, µ1) es reducida porque justamente (c, µ) lo es y por lo tanto cumple R2. Si t(wk) = [Y1] vamos a
distinguir dos casos.

I) En el primer caso tenemos que proviene de backtracking de c. Esto es que para cierto i vale que wk = yi
y wk+1 = yi. Por como definimos a (c1, µ1) tenemos que r1

k = ri bajo esta hipótesis. Queremos ver que
r1

k R Hwk . El grupo Hwk es isomorfo a Gyi aunque la diferencia es que el primero es un subgrupo de H[Y]
mientras que el segundo es un subgrupo de Gt(yi)

. Por ser (c, µ) reducida tenemos que ri R Gyi . Por el
corolario 2.2.12 tenemos que Gyi es un subgrupo de H[Y1] = F(G|Y1) entonces r1

k R H[Y1].

II) En el segundo caso tenemos que proviene de un ciclo no constante de c sobre Y1. Siguiendo la notación
introducida anteriormente tenemos que para cierto a vale que wk = yia , r1

k = ria ja y que wk+1 = yja+1 donde
bajo nuestras suposiciones tenemos que wk+1 = wk por lo tanto yja+1 = yia .

Nuevamente queremos ver que se cumple R2. Esto es que r1
k R Hwk . Dado que el camino cia ja no es constante,

podemos aplicar el resultado 2.2.13 al grafo de grupos G restringido al subgrafo Y1 y obtenemos ası́ que
ria ja R Gt(yia )

. Esto nos dice que en el grupo F(H) tenemos que r1
k = ria ja R Hwk dado que Hwk es un subgrupo

de Gt(yia )
si lo miramos dentro de F(G, Y1).

■

Finalmente estamos en condiciones de probar el resultado central de esta sección.

Demostración de 2.2.11. Vamos a probar este resultado haciendo inducción en |E(Y)|. Consideramos dos casos
bases para nuestra inducción.

En el primer caso base |E(Y)| = 0. En este caso como el grafo subyacente Y es conexo y finito entonces tiene la
siguiente pinta Y = (tPu, H) donde P es el único vértice de Y. El grupo universal del grafo de grupos asociado a
este grafo es tal que F(G) = GP. Entonces dada una palabra reducida (c, µ) en F(G) tenemos que necesariamente
la longitud de c es 0 por lo tanto (c, µ) cumple R1 y esto es lo mismo que |c, µ| ‰ 1 en F(G) tal como querı́amos
ver.

Para el otro caso base supongamos que G es un grafo de grupos sobre un grafo Y de manera que |E(Y)| = 1.
Si Y es un grafo conexo con una única arista entonces tenemos solamente dos posibilidades.

1. El caso que Y es un segmento que representaremos de la siguiente manera:

P Q
y

Sea G un grafo de grupos sobre este grafo. Si (c, µ) es una palabra de tipo c entonces el elemento |c, µ| es de
la pinta r0ye1 r1ye2 . . . yen rn. Dado que (c, µ) es una palabra reducida vale lo siguiente:

Para todo i = 1 . . . n vale que ei = ´ei+1.

Para todo i = 0 . . . n vale que ri P GP o ri P GQ.

Para todo i = 0 . . . n ´ 1 no puede valer que ri, ri+1 P GP o que ri, ri+1 P GQ

El caso particular que nuestro camino es constante tenemos que r0 ‰ 1 porque vale R1.

Para el otro caso en el cual el camino c no es constante consideremos el morfismo sobreyectivo al cociente
π1(G, T) donde T = Y es el mismo segmento. Por lo visto en el ejemplo 2.1.10 tenemos un isomorfismo
π1(G, T) » GP ˚Gy GQ.
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Consideramos el morfismo sobreyectivo π que es la proyección del grupo universal al grupo fundamental

π : F(G) Ñ GP ˚
Gy

GQ

tenemos que
π(|c, µ|) = r0r1 . . . rn

tal que para todo 0 ď i ď n vale que ri P GPzGy o bien ri P GQzGy. Esto es equivalente a que ϕ(|c, µ|) sea
reducida para el grupo amalgamado GP´1 ˚Gy GP1 . Por el resultado 2.2.8 tenemos que ϕ(|c, µ|) ‰ 1 y ası́
concluimos que |c, µ| ‰ 1 no es la identidad.

2. El caso que Y es un bucle.

P

y

Sea G una estructura de grafo de grupos sobre entonces en este caso el grupo universal resulta F(G) »

G
˚Gy
P . Por ser (c, µ) una palabra reducida para F(G) vemos que esta condición en este caso coincide con

la definición de una palabra reducida para una extensión HNN. Bajo estas condiciones podemos aplicar el
lema de Britton 2.2.2 que nos garantiza que |c, µ| ‰ 1 en el grupo F(G) tal como querı́amos ver.

Para el paso inductivo nuestra hipótesis es que para todo grafo de grupos H sobre un grafo conexo y finito
W de manera que |E(W)| ă |E(Y)| vale que toda palabra reducida (c1, µ1) de H es tal que |c1, µ1| ‰ 1 en F(H).

Si Y = (V, E) es un grafo finito conexo tal que |E(Y)| ě 2 luego existe Y1 subgrafo conexo con una única arista
donde Y1 podrı́a ser un bucle o un segmento. Consideramos el grafo finito W = Y/Y1 tal que |E(W)| ă |E(Y)|.
A W le damos la estructura de grafo de grupos H tal como hicimos en 2.2.17. Si (c, µ) es una palabra reducida
en F(G) luego por el lema 2.2.20 la palabra reducida asociada (c1, µ1) es reducida para H. Por hipótesis inductiva
tenemos que |(c1, µ1)| ‰ 1 en F(H) entonces por el lema 2.2.18 concluimos que |(c, µ)| ‰ 1 tal como querı́amos
ver.

§2.3. Árbol de Bass–Serre.

Vamos a definir el árbol de Bass–Serre que resulta ser en nuestro contexto el revestimiento universal de un
grafo de grupos. Presentamos una construcción un poco más concisa que la que aparece en [Ser02] si bien la idea
es prácticamente la misma. Otra construcción posible del árbol de Bass–Serre se puede ver en el trabajo [DW17]
donde los autores construyen este árbol de una manera sintáctica usando sistemas de reescritura.

§2.3.1. Construcción de rX.
Sea Y un grafo dirigido conexo y sea G un grafo de grupos sobre este grafo. Sea T un árbol generador del

grafo Y luego llamemos G = π1(G, T). Queremos construirnos los siguientes objetos:

1. Un árbol rX.

2. Una acción de G en rX sin inversiones de aristas de manera que rX/G » Y.

3. Una sección Y Ñ rX de manera que para todo vértice P P V(Y) denotaremos P̃ P V( rX) a su imagen y
similarmente para toda arista y P E(Y) denotaremos ỹ P E( rX) a su imagen.
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Para construir este grafo vamos a partir de la siguiente observación. Si rX fuera un grafo tal que G actúa sobre
él e Y = rX/G entonces valdrı́a lo siguiente: para todo vértice rP P V( rX) por la relación entre las órbitas y los
estabilizadores existe una biyección entre la órbita G rP y el conjunto de los cosets del estabilizador G/G

rP. De esta
manera vamos a construir al conjunto de los vértices para que valga esta propiedad:

V( rX) =
ğ

vPV(Y)

G/Gv ˆ tvu

mientras que para las aristas por un razonamiento idéntico llegamos a que:

E( rX) =
ğ

yPE(Y)

G/Gy ˆ tyu.

Por claridad omitimos escribir (gGP, P) y simplemente notaremos gGP y similarmente para las aristas.
Ya habiendo definido el conjunto de vértices y de aristas del grafo rX vamos a definir la arista con orientación

opuesta y los inicios y finales de las aristas.
El comienzo de una arista s : E( rX) Ñ V( rX) va a estar definida como:

s(gGy) = gGs(y).

Probemos que esta definición no depende de los representantes elegidos. Si tenemos que gGy = hGy esto nos
dice que h´1gGy = Gy. Como Gy es un subgrupo de Gs(y) entonces si h´1g P Gy esto nos dice que h´1g P Gs(y).
De esta manera hGs(y) = gGs(y) tal como querı́amos ver y por lo tanto el origen de una arista no depende de la
elección del representante.

Ahora vamos a ver la definición del fin de una arista t : E( rX) Ñ V( rX) que está dada por:

t(gGy) = ggyGt(y)

Probemos que esta definición no depende de los representantes elegidos. Si tenemos que hGy = gGy luego
queremos ver que hgyGt(y) = ggyGt(y)y esto ocurre si y solo sı́ g´1

y h´1ggyGt(y) = Gt(y). Usando una de las
relaciones del grupo tenemos que g´1

y Gygy Ď Gy y como h´1g P Gy luego obtenemos que g´1
y h´1ggy P Gy. Por

como definimos a los grafos de grupos tenemos que Gy es un subgrupo de Gs(y) y como s(y) = t(y) terminamos
de probar que g´1

y h´1ggy P Gt(y) tal como querı́amos ver.

Usando estas dos definiciones tenemos que la arista inversa (.) : E( rX) Ñ E( rX) tiene que ser:

gGy = ggyGy.

Tal que s(ggyGy) = ggyGt(y) y t(ggyGy) = ggygyGs(y) y como gygy = 1 obtenemos ası́ que t(ggyGy) = gGs(y). A

su vez por una cuenta similar vemos que gGy = gGy.
De esta manera ya tenemos definido el grafo dirigido rX. Por como construimos a rX nos aseguramos que G

actúa en rX y que rX/G » Y. A su vez esta acción es sin inversión de aristas porque para todo g P G y toda arista
hGy P E( rX) tenemos que

g(hGy) ‰ hgyGy

dado que son cosets correspondientes a aristas diferentes.

§2.3.2. Teorema de Serre.

Llamemos q : rX Ñ Y a la proyección de rX en rX/G » Y. Este epimorfismo de grafos está definido por
q(gGP) = P para todo P P V y q(gGy) = y para toda y P E.
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Definición 2.3.1. Dado un grafo Y, C Ď V(Y) un conjunto de vértices entonces diremos que el subgrafo generado
por C es el siguiente grafo W:

V(W) = C, E(W) = ty P E(Y) | s(y), t(y) P Cu.

Donde las definiciones de s : E(W) Ñ V(W), t : E(W) Ñ V(W) y de (.) : E(W) Ñ E(W) son las restricciones de
las de Y.

Observación 2.3.2. El subgrafo W Ď rX generado por el siguiente conjunto de vértices

C = tGP | @P P V(Y)u

es conexo y cumple que G ¨ W = rX.

Sea T el árbol generador de Y que fijamos en el comienzo de la sección. Veamos que en estas circunstancias
podemos definir un levantado de T en rX.

Observación 2.3.3. Definimos ι : T Ñ rX como ι(P) = GP y ι(y) = Gy. Llamamos ι(T) = rT y este es un árbol
definido a partir del siguiente conjunto de vértices:

V(rT) = tGP | P P V(Y)u

y que tiene como aristas a
E(rT) = tGy | y P E(Y)u,

donde usamos que gy = 1 para toda y P E(T). Notemos que q ˝ ι : T Ñ Y es la identidad si la restringimos a la
imagen q(ι(T)) = q(rT).

Teorema 2.3.4 (Serre). El grafo rX es un árbol.

Demostración. Debemos ver dos cosas: que es conexo y que no tiene ciclos.

rX es conexo.

El subgrafo W definido en la observación 2.3.2 cumple que G ¨ W = rX por lo que

rX =
ď

gPG

gW

donde gW es conexo para todo g P G dado que W lo es.

Si S es un conjunto finito de generadores de G entonces todo g P G lo podemos escribir como g = si1 . . . sin
para sij P S.

Fijamos un conjunto finito de generadores de G:

S =
ď

PPV(Y)

GP Y tgy : y P EzE(T)u.

Con este conjunto de generadores vamos a probar que W y gW están en la misma componente conexa para
todo g P G. Para probarlo hacemos inducción en la longitud de la escritura de g con los generadores de S.

Para el caso base tenemos que g = s para s P S. Queremos ver que W y sW están en la misma componente
conexa. Debemos ver dos casos dependiendo como es el generador que estemos considerando.
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1. Si s = gy para alguna arista y P E(Y) luego consideramos la arista Gy P E( rX) tal que s(Gy) = Gs(y) P W
y t(Gy) = gyGt(y) P gyW. De esta manera como tanto W como gyW son conexos obtenemos que están
en la misma componente conexa.

2. Si s P GP para algún P P V entonces sGP = GP P V(sW) X V(W) por lo tanto sW X W ‰ H y ası́ como
ambos son conexos entonces están en la misma componente conexa de rX.

Para el paso inductivo sea g = s1s2 . . . sn luego queremos ver que W y gW están en la misma componente
conexa. Por inducción tenemos que s2 . . . snW y W están en la misma componente conexa y por un argu-
mento análogo al del caso base vemos que s2 . . . snW y s1s2 . . . snW están en la misma componente conexa,
concluyendo ası́ que para todo g P G vale que gW está en la misma componente conexa que W y ası́ rX es
conexo tal como querı́amos ver.

Veamos ahora que no tiene ciclos. Probaremos la proposición equivalente: para todo n P N todo camino
cerrado de longitud n tiene backtracking. Notemos que si c es un camino cerrado con backtracking necesa-
riamente la longitud de c es al menos 2.

Consideremos entonces que n ě 2. Sea rc un camino sobre rX cerrado de longitud n y sin backtracking.
Queremos llegar a un absurdo. Sea este camino rc = (h1Gy1 , h2Gy2 , . . . , hnGyn). Introduciremos las siguientes
notaciones. Para todo 1 ď i ď n llamemos Pi = s(yi) y llamaremos gi = gyi . Al ser rc un camino cerrado
valen las siguientes igualdades:

t(hnGyn) = hngnGP0 = h1GP0 = s(h1Gy1)

... =
...

...
t(hn´1Gyn´1) = hn´1gn´1GPn´1 = hnGPn´1 = s(hnGPn´1)

de manera que para todo 1 ď i ď n existe ri P GPi tal que higiri = hi+1.

Podemos reescribir las igualdades anteriormente obtenidas de la siguiente manera:

h1 = hngnrn

h2 = h1g1r1

...
...

hn = hn´1gn´1rn´1

Más aún usando cada ecuación para reescribirla en la anterior obtenemos que multiplicando todo de forma
telescópica nos termina quedando lo siguiente,

g1r1 . . . gnrn = 1. (2.1)

Sea la palabra (c, µ) de tipo c dada por el camino c = q(c̃) y la sucesión µ = (1, r1, . . . , rn). Sea π : F(G) Ñ

π1(G, T) la proyección al cociente. En la ecuación 2.1 vimos que π(|c, µ|) = g1r1 . . . gnrn = 1. Veamos que
(c, µ) es una palabra reducida. Si probamos esto, entonces (c, µ) cumple las hipótesis del resultado 2.2.14
dado que c es un camino cerrado no trivial y es una palabra reducida por lo tanto π(|c, µ|) ‰ 1 y ası́
llegarı́amos a una contradicción.

Para eso debemos chequear que se cumpla la condición R2 de la definición de las palabras reducidas, ya
que suponemos que rc es un camino cerrado con longitud al menos 2.

Para ver que (c, µ) es reducida debemos ver que si existe 1 ď i ď n tal que yi+1 = yi entonces para ese
mismo i vale que ri R Gyi .
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Consideramos la ecuación que tenı́amos anteriormente

higiri = hi+1

de manera que si despejamos a ri obtenemos que

ri = g´1
i (h´1

i hi+1).

Supongamos que ri P Gyi
, en tal caso tendrı́amos que

higiriGyi = higiGyi = hi+1Gyi .

Esto nos dice que vale la siguiente igualdad

hi+1Gyi
= hiGyi

pero esto es una contradicción porque al camino original c̃ lo habı́amos tomado sin backtracking. Por lo
tanto ri R Gyi y ası́ vemos que (c, µ) era reducida tal como querı́amos ver.

■

Definición 2.3.5. Sea G un grafo de grupos sobre un grafo conexo Y y sea T un árbol generador de Y. El árbol
rX = rX(T,G) es el árbol de Bass–Serre de G.

§2.4. Acciones de grupos sobre árboles.

Sea X un grafo conexo finito y sea G un grupo finitamente generado que actúa sobre X. Llamemos Y = X/G
y T árbol generador de Y. Sea la proyección π : X Ñ Y tal que es un epimorfismo de grafos. Nuestro objetivo es
construir un grafo de grupos G sobre Y de manera que se corresponda a esta acción.

Este grafo está dado por el conjunto de vértices

V(Y) = tGP : P P V(X)u

y las aristas
E(Y) = tGy : y P E(X)u.

En particular como el grafo X es conexo tenemos que Y también lo es. Consideremos ι : Y Ñ X una sección
como conjuntos que la armamos con los siguientes dos pasos.

1. Para cada vértice P P V(Y) elegimos ι(P) = P1 P V(X) tal que π(P1) = P.

2. Para cada arista y P E(Y) elegimos ι(y) = y1 P E(X) de manera que s(ι(y)) = ι(s(y)). Esto lo podemos
hacer para cada arista por separado.

Por como hicimos esta construcción nos garantizamos que el comienzo de cada arista cuando la miramos en
X sea uno de los vértices que tomamos como representantes de vértices de Y en X. En principio no sabemos que
el vértice del final de la arista de y coincida con el de comienzo de y. Lo que sabemos es que existe gy P G tal que

gyι(y) = ι(y)

porque ambas aristas en la misma órbita por la acción de G. Si fijamos una orientación de aristas para el grafo X
luego podemos elegir para cada arista de la orientación algún gy P G tal que gyι(y) = ι(y). Para las aristas con la
orientación opuesta tendremos algún gy P G tal que

gyι(y) = ι(y).
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Como la acción de G sobre X es por morfismos de grafos tenemos que gy = gy y por lo tanto podemos elegir
gy = g´1

y . El caso particular que ι(y) = ι(y) definiremos que gy = 1 = gy.
Veamos un ejemplo de esta construcción.

Ejemplo 2.4.1. Sea G = xa | a2y el grupo cı́clico de orden 2. Sea X el siguiente grafo dirigido:

P1 P2 P3 P4 P5
y1 y2 y3 y4

Definimos una acción ψ : G Ñ Aut(X), de manera que ψ(a) es un automorfismo idempotente definido de
la siguiente manera: ψ(a)(P1) = P5, ψ(a)(P2) = P4, ψ(a)(P3) = P3, ψ(a)(P4) = P2 y ψ(a)(P5) = P1. Sobre las
aristas queda definido de la siguiente manera ψ(a)(y1) = y4, ψ(a)(y2) = y3, ψ(a)(y3) = y2 y ψ(a)(y4) = y1.
Chequeamos que (ψ(a))2 = I por lo tanto la acción está bien definida.

Gráficamente representamos al automorfismo de la siguiente manera.

P1P2P3P4P5
y1y2y3y4

De esta manera tenemos definida una acción de G sobre el grafo dirigido X. Sea Y = X/G el grafo dirigido
cociente de esta acción:

GP1 GP2 GP3
Gy1 Gy2

donde los vértices están dados por las órbitas de la acción de G en X por lo que GP1 = tP1, P5u, GP2 = tP2, P4u y
GP3 = tP3u. Para las aristas tenemos que Gy1 = ty1, y4u, Gy1 = ty1, y4u, Gy2 = ty2, y3u y Gy2 = ty2, y3u.

Ahora vamos a definirnos una sección ι : Y Ñ X de la misma manera que la hicimos anteriormente. Para eso
definimos ι(GP3) = P3, ι(GP2) = P2 y ι(GP1) = P5. Para definir la sección sobre las aristas recordamos que para la
arista que esté en la imagen por la sección tiene que ser tal que su comienzo sea uno de los vértices que estaban en
la imagen en la sección. De esta manera podemos definir ası́: ι(Gy1) = y4, ι(Gy1) = y1, ι(Gy2) = y2, ι(Gy2) = y2.

Ahora procedemos a definir para cada arista de y P E(Y) algún elemento gy P G de manera que:

gyι(y) = ι(y).

Notemos que si definimos gGy1 = a luego

aι(Gy1) = ay4 = ay4 = y1 = ι(Gy1).

Por otro lado tenemos que si definimos gGy2 = 1 entonces

1ι(Gy2) = y2 = ι(Gy2).

Un comentario importante es que podrı́amos haber tomado varias secciones ι : Y Ñ X. En particular usando
la proposición 2.4.5 como el grafo Y es un árbol podrı́amos haber tomado una sección ι de manera que ι(Y) sea
un subárbol de X. En tal caso tendrı́amos que gy = 1 para todo y P E(Y). Más adelante probaremos que no
importa qué sección tomemos el grafo de grupos que vamos a construir va a tener el mismo grupo fundamental.

Vamos a construir G un grafo de grupos sobre el grafo Y. Consideremos para P P V(Y), y P E(Y) los siguientes
grupos,

GP = Gι(P), Gy = Gι(y)
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donde estamos mirando los estabilizadores de la acción de G sobre X. Por como elegimos a la sección tenemos
que Gι(y) Ă Gs(ιy). Si no hubiéramos definido a la sección ι para que ι(y) cumpla que s(ι(y)) = ι(s(y)) no
podrı́amos habernos asegurado que se cumpla que Gy Ď Gs(y) para todo y P E(Y) como requerimos para la
definición de un grafo de grupos.

Queremos ver que Gy » Gy para garantizar que G sea un grafo de grupos. Consideremos el siguiente morfis-
mo de grupos;

ϕ : Gy Ñ Gy

a ÞÑ g´1
y agy

Veamos que está bien definido. Para eso veamos que g´1
y agyι(y) = ι(y). Como gyι(y) = ι(y) dado que gyι(y) =

ι(y) por como lo elegimos a gy y porque gw = gw para toda w P E(X). Ahora usamos que si a P Gι(y) luego

a P G
ι(y) por lo tanto aι(y) = ι(y). Finalmente como g´1

y ι(y) = ι(y) tal como querı́amos ver. Este morfismo tiene

un inverso ϕ´1 : Gy Ñ Gy definido por ϕ´1(b) = gybg´1
y por lo tanto ϕ es un isomorfismo tal como querı́amos

ver.
Definimos el siguiente morfismo del producto libre de los estabilizadores de los vértices y el grupo libre en

las aristas del grafo al grupo G.

φ : ˚
PPV(Y)

GP ˚ FE(Y) Ñ G

g ÞÑ g
y ÞÑ gy

Probemos que este morfismo baja a F(G). Para eso veamos que cumple las relaciones que definen a este cociente.

1. gygy = 1 para todo y P E(Y) porque justamente elegimos a gy de esta manera;

2. yay = ay para todo y P E(Y), a P Gy porque justamente vimos que

φ(y)φ(a)φ(y) = g´1
y agy = ay

De esta manera tenemos definido un morfismo de grupos φ : F(G) Ñ G. Nuestro objetivo ahora es ver que
este morfismo baja al grupo fundamental del grafo de grupos sobre un árbol generador.

Lema 2.4.2. Sea G un grupo que actúa en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos asociado
sobre Y = X/G. El morfismo φ : F(G) Ñ G es tal que φ(g) = g para todo g P GP.

Demostración. Por el corolario 2.2.12 tenemos que GP es un subgrupo de F(G) por lo tanto por nuestra
definición tenemos que φ(g) = g para todo g P GP. ■

En particular si consideramos que para toda arista y P E(X) el grupo Gy es subgrupo de Gs(y) luego φ(a) = a
para todo a P Gy.

Proposición 2.4.3. Sea G un grupo que actúa en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos
asociado sobre Y = X/G. El morfismo de grupos φ : F(G) Ñ G restringido al subgrupo π1(G, P) es sobreyectivo.

Demostración. Dado g P G queremos ver que g P φ(π1(G, P)).
Sea P P ι(V(Y)) un vértice. Consideremos gP P V(X), como el grafo es conexo tenemos un camino que une a

P con gP. Sea este camino (e0ι(y1), . . . , ek´1ι(yk)) donde ei P G para todo 0 ď i ď k ´ 1 y (y1, . . . , yk) es un camino
en el grafo Y. Si miramos los vértices que aparecen en este camino tenemos:
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e0P0 e1P1 . . . ek´1Pk´1 ekPk

e0ι(y1) e1ι(y2)
ek´1ι(yk)

de manera que Pi P V(ι(Y)). En particular P0 = P y Pk = P y ası́ s(ι(yi)) = Pi´1 por como tomamos las
levantadas de las aristas. Los elementos ei son tales que eit(ι(yi+1)) = ei+1Pi+1.

Una primera observación que podemos hacer es que ge´1
k P GP dado que ekP = gP. Por el lema 2.4.2 tenemos

que φ(h) = h para todo h P GP por lo tanto φ(ge´1
k ) = ge´1

k . Esto nos dice que si escribimos a g de la siguiente
manera,

g = (ge´1
k )ek

entonces como ge´1
k P GP tenemos que usando el resultado 2.2.12 que vale lo siguiente: ge´1

k P π1(G, P). Como
φ(ge´1

k ) = ge´1
k obtenemos que ge´1

k Ď φ(π1(G, P)). Si vemos que ek P φ(π1(G, P)) probarı́amos que g P

φ(π1(G, P)) tal como querı́amos ver.
Probaremos por inducción en el camino que tomamos anteriormente que ei P φ(Π1(G, P, Pi)) para todo i =

0 . . . n.
El caso base consiste en ver que e0 P φ(π1(G, P)). Esto es cierto porque justamente tenemos que e0 P GP dado

que e0P = P y por el lema anterior 2.4.2 tenemos que φ es la identidad cuando la restringimos a GP.
Para el paso inductivo supongamos que ei´1 P φ(π1(G, P, Pi´1)) y queremos ver que ei P φ(π1(G, P, Pi)).

Antes de probar esto veamos de reescribir a ei en términos de ei´1. Observemos que por como tomamos el
camino tenemos que

ei´1t(ι(yi)) = eiPi

y ası́ t(ι(yi)) = e´1
i´1eiPi y como t(ι(yi)) = s(ι(yi)) luego obtenemos que s(ι(yi)) = e´1

i´1eiPi. Por como definimos
al elemento del grupo gyi P G tenemos que gyi ι(yi) = ι(yi) por lo tanto obtenemos que

s(gyi ι(yi)) = gyi Pi = e´1
i´1eiPi = s(ι(yi))

de esta manera llegamos a la siguiente escritura para ei,

ei = ei´1gyi hi

donde hi P GPi .
Ahora podemos usar nuestra hipótesis inductiva para obtener un camino

h0y0 . . . yi´1hi´1 P Π1(G, P, Pi)

de manera que ei´1 = φ(h0y0 . . . yi´1hi´1). Recordemos que φ(yi) = gyi por la definición de nuestro morfismo φ
y por otro lado tenemos que φ(hi) = hi porque φ fija a los grupos GPi por 2.4.2. Con esto concluı́mos la siguiente
igualdad,

ei = φ(h0y0 . . . yi´1hi´1yihi)

y como h0y0 . . . yi´1hi´1yihi P Π1(G, P, Pi) terminamos de probar que ei P φ(Π1(G, P, Pi)) tal como querı́amos
ver. En particular con esto probamos que ek P φ(G, P) y esto implica que g P φ(G, P) tal como querı́amos ver. De
esta manera la restricción de φ al subgrupo π1(G, P) es sobreyectiva. ■

Ahora vamos a probar que este morfismo φ se factoriza por el cociente π1(G, T).
Primero una observación sobre uniones de árboles.

Observación 2.4.4. Dada una sucesión de árboles tTiuiPN tales que para todo i P N vale que Ti Ď Ti+1 entonces

T =
8
ď

i=1

Ti

es un árbol. Esto se debe a que la unión de conexos sigue siendo conexo y si tuviera un ciclo entonces existirı́a N
suficientemente grande tal que TN tendrı́a un ciclo y esto contradice que es un árbol.
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Proposición 2.4.5. Sea X grafo conexo no vacı́o, G grupo que actúa sin inversiones sobre X. Sea Y = X/G y sea
π : X Ñ Y la proyección. Sea T árbol generador de Y. Entonces podemos tomar ι : V(Y) Ñ V(X) sección a π tal que si
nombramos T1 = ι(T) resulta ser un subgrafo de X.

Demostración. Vamos a usar el Lema de Zorn. Sea el siguiente conjunto

Ω = t(S, ι) | S subárbol de T, ι es sección de π, ι(S) subárbol de Xu

tal que si consideramos el siguiente orden

(S, ι) ď (S1, j) ðñ (S Ď S1 ùñ ι(S) Ď j(S1) ^ j|S = ι)

donde miramos la inclusión como grafos en ambas coordenadas.
Observemos que si tomamos una arista y P E(Y) luego como G actúa sin inversiones de aristas tenemos que

para todo g, h P G y para toda y P E(Y) vale lo siguiente g ¨ y ‰ h ¨ y en X. Esto nos dice que es posible definir
secciones a la proyección π : X Ñ Y.

Veamos que Ω es no vacı́o. Tomamos y P E(T) alguna arista de T y tomamos el subárbol S = (ts(y), t(y)u, tyu).
Definimos ι(y) = 1 ¨ y y ι(y) = gy ¨ y que por como la definimos es una sección. De esta manera vemos que
ι(S) es un subárbol de X por lo tanto (S, ι) P Ω.

Probamos ahora que toda cadena (Si, ιi)iPI P Ω tiene una cota superior en Ω por lo tanto por el lema de
Zorn concluirı́amos que existe un elemento maximal de Ω. Si tomamos la unión de todos los subgrafos Si
obtenemos el siguiente subgrafo

S =
ď

iPI

Si.

Similarmente tomamos la unión de todas las secciones,

ι =
ď

iPI

ιi

donde ι(y) = g ¨ y si existe i P I tal que y P Si y en ese caso ιi(y) = g ¨ y. Por esta definición tenemos que ι
es una sección de π y por la observación 2.4.4 tenemos que S y ι(S) resultan ser árboles. Una cota superior
para esta cadena resulta ser (S, ι) P Ω.

Por el lema de Zorn tenemos un elemento maximal (M, j). Veamos que M = T. Caso contrario como M P Ω te-
nemos que es un subgrafo de T y ası́ como hicimos anteriormente podrı́amos levantar una arista y P E(T)zE(M)
a g ¨ y P E(X) de manera que s(g ¨ y) P V(j(M)). Si consideramos M1 = M Y tyu luego (M1, j1) con j1(y) = g ¨ y
y j1(z) = j(z) para todo z P E(M) es tal que (M1, j1) P Ω y (M, j) ă (M1, j1) contradiciendo la maximalidad de
(M, j). Concluimos ası́ que M = T tal como querı́amos ver. ■

Corolario 2.4.6. Sea G un grupo que actúa en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el grafo de grupos
asociado sobre Y = X/G. Sea T un árbol generador de Y. Entonces la restricción del morfismo φ : π1(G, P) se factoriza
por π1(G, T).

Demostración. Por la proposición anterior 2.4.5 tenemos que podemos construirnos una sección ι : Y Ñ X de
manera que el levantado ι(T) Ď X lo podemos tomar para que sea un subárbol de X. Al ser un subgrafo tenemos
que ι(y) = ι(y) y equivalentemente que gy = 1 y esto nos dice que φ(ι(y)) = 1. Como π1(G, T) = F(G)/xxRyy

donde R = ty P E(T)u luego tenemos que φ define un morfismo φ : π1(G, T) Ñ G tal como querı́amos ver. ■
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2.4.0.1. Morfismo de grafos ψ.

En esta subsección mantenemos los nombres que elegimos en la anterior sección: X es un grafo en el cual
actúa un grupo G, Y = X/G es el cociente por esta acción y G es un grafo de grupos sobre Y construido tal como
lo hicimos anteriormente.

Sea rX el árbol de Serre del grafo de grupos G. Nuestro objetivo es dar un epimorfismo de grafos ψ : rX Ñ X
que en nuestro contexto de la teorı́a de Bass–Serre resulta equivalente a decir que rX junto con este morfismo es
un revestimiento de X.

Definimos entonces ψ : rX Ñ X dada por:

ψ(gGP) = φ(g) ¨ P para todo g P G, P P V(Y)
ψ(gGy) = φ(g) ¨ ι(y) para todo g P G, y P V(Y)

Veamos que la definición de ψ no depende del representante y por lo tanto que está bien definida. Sean dos
representantes del mismo coset, gGP = hGP, queremos ver que φ(g) ¨ P = φ(h) ¨ P. Dado que h´1g P GP luego
tenemos que φ(h´1g) = h´1g porque φ restringida a GP es la identidad por el resultado 2.4.2. Esto nos dice que

φ(h)φ(h´1g) = φ(g)

φ(h)(h´1g) = φ(g)
ùñ φ(h) ¨ P = φ(g) ¨ P.

por lo tanto ψ está bien definida para todo coset de vértices. Similarmente por un razonamiento idéntico podemos
ver que ψ está bien definida para todo coset de aristas y ası́ vemos que ψ es una función bien definida.

Lema 2.4.7. La función ψ : rX Ñ X resulta ser un morfismo de grafos.

Demostración. Para ver que es un morfismo de grafos nos basta ver que manda vértices en vértices, aristas
en aristas y respeta comienzo de aristas y la asignación de las aristas opuestas. Por como lo definimos está claro
que manda vértices en vértices y aristas en aristas.

Veamos que respeta el comienzo de las aristas. Sea una arista gGy P V( rX) luego tenemos que:

s(ψ(gGy)) = s(φ(g) ¨ ι(y)) = φ(g) ¨ s(ι(y))

ψ(s(gGy)) = ψ(gGs(y)) = φ(g) ¨ s(ι(y))

Finalmente veamos que respeta la asignación de las aristas opuestas. Dada una arista gGy P E( rX) tenemos
que ver que ψ(gGy) = ψ(gGy). Primero usamos que gGy = (gy)Gy por lo tanto tenemos que

ψ(gGy) = ψ(gyGy) = φ(gy) ¨ ι(y) = φ(g)φ(y) ¨ ι(y) = φ(g)φ(y) ¨ ι(y)

por nuestra definición de φ tenemos que φ(y) = gy, ası́ obtenemos

ψ(gGy) = φ(g)gy ¨ ι(y).

Por otro lado tenemos que como ι(y) = gyι(y) entonces

ψ(gGy) = φ(g) ¨ y = φ(g) ¨ ι(y) = φ(g)gy ¨ ι(y)

Probando ası́ que gGy = (gy)Gy. Con esto terminamos de probar que ψ es un morfismo de grafos.
■
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Definición 2.4.8. Un morfismo de grafos ψ : X Ñ Y se dice localmente inyectivo si para todo vértice P P V(X)
resulta que la restricción ψ : st+(P) Ñ E(Y) es inyectiva.

Ası́ como el revestimiento de un grafo es un epimorfismo de grafos localmente inyectivo vamos a probar que
en el contexto de la teorı́a de Bass–Serre el morfismo ψ también tiene estas propiedades.

Proposición 2.4.9. El morfismo ψ : rX Ñ X es sobreyectivo.

Demostración. Sea g ¨ P P V(X) vértice arbitrario, queremos ver que existe g1GQ P V( rX) de manera que
ψ(g1GQ) = g ¨ P.

Por el resultado 2.4.3 el morfismo de grupos φ resulta ser sobreyectivo. De esta manera tenemos que existe
h P π1(G, P) tal que φ(h) = g. Luego alcanza con tomar como vértice a hGP P V( rX) de manera que

ψ(hGP) = φ(h) ¨ P = g ¨ P

tal como querı́amos ver. Una cuenta idéntica prueba que toda arista g ¨ ι(y) P E(X) está en la imagen de ψ.
■

Proposición 2.4.10. El morfismo ψ : rX Ñ X es localmente inyectivo.

Demostración. Sea gGP P V( rX) vértice y sean aGy, bGy1 P E( rX) aristas distintas tales que s(aGy) = gGP =

s(bGy1). Queremos probar que ψ(aGy) ‰ ψ(bGy1). Consideraremos dos casos dependiendo si las aristas corres-
pondientes en el grafo Y son idénticas o no lo son.

1. Supongamos primero que y ‰ y1. En este caso tenemos que ψ(aGy) = φ(a) ¨ ι(y) mientras que ψ(bGy1) =

φ(b) ¨ ι(y1). Como son elementos de órbitas distintas no pueden ser el mismo elemento y de esta manera
concluimos que ψ(aGy) ‰ ψ(bGy1).

2. El otro caso es que y = y1. Veamos que por una cadena de equivalencias que la función ψ coincide en estas
aristas si y solo sı́ son idénticas. Esto nos dice que

ψ(aGy) = ψ(bGy) ðñ φ(a) ¨ ι(y) = φ(b) ¨ ι(y)

y esto es equivalente a φ(a´1b) P Gy. Por el resultado 2.4.3 tenemos que φ es la identidad restringida a Gy.
De esta manera tenemos que

φ(a) ¨ ι(y) = φ(b) ¨ ι(y) ðñ a´1b P Gy ðñ aGy = bGy

y ası́ terminamos de probar que ψ es localmente inyectivo.

■

El siguiente resultado nos va a garantizar que el morfismo ψ : rX Ñ X sea un isomorfismo de grafos pidiéndo-
le a X ser un árbol.

Proposición 2.4.11. Sea T un árbol y sea Y un grafo conexo entonces todo morfismo de grafos ψ : Y Ñ T localmente
inyectivo es inyectivo.

Demostración. Notemos que el grafo Y es conexo por hipótesis entonces para todo par de vértices existe un
camino que los une. Vamos a probar la siguiente afirmación equivalente a que ψ es un monomorfismo. Para todo
todo n P N y para todo par de vértices distintos P, Q P V(Y) tales que existe una geodésica α que une P con Q y
que cumple que l(α) = n entonces ψ(P) ‰ ψ(Q).
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El caso base es que la longitud de la geodésica sea exactamente 1. En este caso nuestra geodésica es el camino
α = (y) donde denotamos s(y) = P y t(y) = Q. Supongamos que ψ(P) = ψ(Q). Al ser ψ un morfismo de grafos
tenemos que ψ(y) P E(T) y cumple que:

s(ψ(y)) = ψ(P) = ψ(Q) = t(ψ(y))

por lo tanto ψ(y) es un bucle y esto contradice que T es un árbol por lo tanto ψ(P) ‰ ψ(Q) tal como querı́amos
ver.

El paso inductivo tenemos que existe una geodésica α = (y1, . . . , yn) entre P y Q de manera que l(α) = n y
suponemos que ψ(P) = ψ(Q). Tenemos que ψ(α) es un camino en T tal que comienza y termina en un mismo
vértice. Como estamos en un árbol no puede haber ciclos, de esta manera tiene que ser que ψ(yk) = ψ(yk+1)

para cierto 1 ď k ď n. Como ψ es un morfismo de grafos cumple que ψ(y) = ψ(y) para todo y P E(Y) y ası́
de esta manera obtenemos que ψ(yk) = ψ(yk+1). Consideremos las aristas ψ(yk) y ψ(yk+1) tales que comienzan
en el mismo vértice, entonces como el morfismo ψ es localmente inyectivo vale que yk+1 = yk. Esto es una
contradicción porque asumimos que α es una geodésica y como tal no puede tener backtracking.

■

El siguiente resultado nos da la estructura de un grupo que actúa sobre un grafo conexo sin inversiones de
aristas. Es el resultado central de la teorı́a de Bass–Serre.

Teorema 2.4.12 ([Ser02]). Sea G un grupo que actúa en un grafo conexo X sin inversiones de aristas y sea G el
grafo de grupos asociado sobre Y = X/G. Consideremos T un árbol generador de Y y los morfismos ψ : rX Ñ X y
φ : π1(G, T) Ñ G. Luego las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) el grafo X es un árbol;

(b) el morfismo ψ : rX Ñ X es un isomorfismo de grafos;

(c) el morfismo φ : π1(G, T) Ñ G es un isomorfismo de grupos.

Demostración. La implicación a ñ b la hacemos usando la proposición 2.4.11 dado que ψ es localmente
inyectivo por la proposición 2.4.10. Para ver b ñ a usamos que rX es un árbol por lo tanto X al ser isomorfo
también es un árbol.

Probemos b ñ c. Para eso notemos que al ser φ sobreyectivo por la proposición 2.4.3 nos alcanza con ver que
es inyectivo. Si g P π1(G, T) y g ‰ 1 tal que φ(g) = 1 entonces necesariamente g R GP por el lema 2.4.2 dado que
la restricción a estos subgrupos es la identidad. Esto nos dice que gGP ‰ GP. Por como definimos a ψ tenemos
que

ψ(gGP) = φ(g) ¨ P = P = ψ(GP)

pero esto contradice que ψ sea un isomorfismo.
Finalmente probemos c ñ b. Para esto como ψ es sobreyectivo por 2.4.9 nos alcanza con ver que es inyectivo.

Sean gGP, hGQ P V( rX) tales que ψ(gGP) = ψ(hGQ). Por la definición del morfismo ψ obtenemos que

φ(g) ¨ P = φ(h) ¨ Q

pero esto nos dirı́a que P = Q caso contrario estarı́an en órbitas distintas. Por otro lado obtenemos que φ(gh´1) ¨

P = P y ası́ φ(gh´1) P GP. Usando que φ es un isomorfismo y la proposición 2.4.3 deducimos que φ´1(φgh´1) =
gh´1 P GP. Por lo tanto gGP = hGQ y de esta manera probamos que ψ es inyectiva. ■

De este teorema se desprende una caracterización importante que es que dado un grupo G si encontramos
un árbol X donde actúe sin inversiones obtenemos que este grupo es el grupo fundamental del grafo de grupos
que armamos sobre el grafo X/G. Como corolario directo obtenemos una caracterización para los grupos libres.
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Corolario 2.4.13. Un grupo G es libre si y solo sı́ G actúa libremente sobre un árbol sin inversiones de aristas.

Demostración. Si G es libre y generado por un conjunto finito A entonces Cay(G, A) es un árbol y G actúa
libremente sobre su grafo de Cayley y sin invertir aristas.

Si G actúa libremente sobre un árbol sin inversiones entonces usando 2.4.12 obtenemos que G es isomorfo a
π1(G, T). Este grupo es libre por ser el grupo fundamental de un grafo de grupos en el cual los grupos corres-
pondientes a las aristas y a los vértices son triviales dado que la acción de G es libre.

■

Corolario 2.4.14 (Nielsen–Schreier). Sea G un grupo libre entonces todo subgrupo H de G resulta ser libre.

Demostración. Veamos que H actúa libremente y sin inversiones de aristas sobre un árbol por lo tanto por el
corolario 2.4.13 tendrı́amos que H es libre. Como G es libre entonces por este mismo corolario tenemos que G
actúa libremente sobre un árbol sin inversiones de aristas. En particular si restringimos esta acción de G a una
del subgrupo H obtenemos que H actúa sobre este mismo árbol libremente y sin inversiones de aristas.

■

Estamos en condiciones de probar el resultado central del capı́tulo, que es que todo grupo fundamental de un
grafo de grupos finito es un grupo virtualmente libre. Primero debemos ver unos lemas de acciones de grupos
finitos.

Lema 2.4.15. Sea G un grupo finito y X un conjunto finito tal que α, β : G Ñ S(X) son dos acciones libres de G sobre
X. Entonces debe existir φ P S(X) tal que para todo g P G valga que

α(g) = φ´1 ˝ β(g) ˝ φ.

Demostración. Denotaremos a la órbita de un elemento x P X por medio de la acción α : G Ñ S(X) de la
siguiente manera:

α(G)(x) =
ď

gPG

α(g)(x).

Sean ahora R Ď X conjunto de representantes para la acción α y S Ď X para la acción β, entonces tenemos
que

X =
ğ

rPR

α(G)(r) =
ğ

sPS

β(G)(s)

donde la unión es disjunta porque son órbitas. Como ambas acciones son libres resulta que α(G)(r) y β(G)(s)
tienen cardinal exactamente |G|. Como X es finito si usamos el teorema de órbitas y estabilizadores vemos que
|R| = |X|/|G| = |S| por lo tanto existe una biyección φ : R Ñ S entre ambos conjuntos. Si φ(r) = s entonces la
extendemos a todo X de la siguiente manera,

φ(α(g)r) = β(g)s

Esta biyección cumple todo lo que querı́amos.
■

Teorema 2.4.16. Sea G un grafo de grupos finito sobre un grafo conexo Y y T árbol generador de Y. Si existe un
subgrupo normal F de π1(G, T) que cumple que F X GP = 1 para todo P P V(Y) entonces F es un grupo libre.
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Demostración. Dado T árbol generador de Y tenemos que π1(G, T) actúa sin inversiones de aristas sobre rX el
árbol de Bass–Serre de G. De esta manera como F ď π1(G, T) luego tenemos que F actúa sobre rX.

Si h P Gv para v P V( rX) luego v = gGP para cierto P P V(Y) entonces hgGP = gGP ùñ h P gGPg´1. Si a su
vez asumimos que h P Gv X F luego como F es normal esto nos dirı́a que g´1hg P F X GP por lo que h = 1. Con
esto concluimos que F X Gv = 1 para todo v P V( rX). Entonces como F actúa libremente sobre el árbol rX luego
esto nos dice que por el lema 2.4.13 luego F es un grupo libre tal como querı́amos ver. ■

Teorema 2.4.17. [KPS73] Sea G un grafo de grupos sobre un grafo Y finito y conexo tal que para todo P P V vale que
|GP| ă 8. Entonces π1(G, P) es un grupo virtualmente libre.

Demostración. Dado que el grafo Y es finito y para todo P P V los grupos GP también son finitos entonces
podemos tomarnos X un conjunto finito de manera que

|X| =
ź

PPV

|GP|.

Para cada P P V podemos construir una acción libre de GP en X usando el teorema de Cayley. Al ser acciones
libres obtenemos monomorfismos τ : GP Ñ S(X) para cada P P V. Para cada arista y P E obtenemos una acción
libre de Gy sobre X restringiendo la acción que conseguimos para Gs(y). Por otro lado Gy es isomorfo como grupo
a Gy y este es un subgrupo de Gt(y) por lo tanto obtenemos otra acción libre de Gy sobre X si identificamos a Gy
con Gy y después restringimos la acción que conseguimos para Gt(y). Como tenemos dos acciones libres de Gy

sobre un conjunto finito podemos usar el lema 2.4.15 de manera que existe ϕy : S(X) Ñ S(X) tal que hace
conmutar al siguiente diagrama

Gs(y) S(X)

Gy

Gt(y) S(X)

σ

τ

ϕy

y está definida como ϕy(ψ) = φ´1
y ˝ ψ ˝ φy donde φy P S(X) que existe por el lema. Para la arista con orientación

opuesta tenemos un diagrama casi idéntico y notamos que si definimos ϕy(ψ) = φy ˝ ψ ˝ φ´1
y luego ese diagrama

conmuta.
Definimos un morfismo de grupos h : ˚ GP

PPV
˚ FE Ñ S(X) de la siguiente manera,

h(g) = τ(g) si g P GP, τ : GP Ñ S(X) acción libre
h(y) = φy si y P FE

Por como tomamos a φy tenemos que h respeta las relaciones de F(G) y ası́ obtenemos un morfismo h :
F(G) Ñ S(X). Si fijamos P P V, como π1(G, P) es un subgrupo de F(G) podemos restringir h y ası́ considerar el
subgrupo normal de π1(G, P)

F = tg P π1(G, P) | h(g) = 1u

entonces por como lo consideramos tenemos que F X GQ = t1u para todo Q P V(Y) porque la restricción de h a
GQ es inyectiva para todo Q P V.
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Por el resultado 2.4.16 tenemos que F es un subgrupo libre de π1(G, P). Por otro lado tenemos que π1(G, P) es
un grupo finitamente generado, y queremos ver que F tiene ı́ndice finito para probar que π1(G, P) es virtualmen-
te libre. Para eso notemos que al ser |X| ă 8 entonces |S(X)| ă 8 y como S(X) » π1(G, P)/F, por la propiedad
universal del cociente, entonces (π1(G, P) : F) ă 8 tal como querı́amos ver.

■



Capı́tulo 3

Grupos independientes de contexto.

Este capı́tulo sigue las ideas de los trabajos [MS83] y [MS85] completando detalles que son omitidos por estos
trabajos.

En la sección 3.1 probamos varias propiedades importantes de los lenguajes independientes de contexto que
nos sirven para poder conectar la teorı́a de lenguajes con la teorı́a de grupos.

En la sección 3.2 damos la definición formal del problema de la palabra de un grupo visto como un lenguaje
y también damos una condición necesaria para que la clase de este lenguaje no dependa de los generadores
elegidos para el grupo.

En la sección 3.3 probamos algunos resultados que nos garanticen tener una buena presentación para un
grupo virtualmente libre y probamos el resultado central de este capı́tulo que es el teorema de Muller–Schupp
3.3.12.

§3.1. Propiedades de los lenguajes independiente de contexto.

La familia de lenguajes independientes de contexto es la siguiente:

IC = tL | L es un lenguaje sobre un alfabeto Σ y L es independiente de contextou.

de manera similar podemos definir la familia de lenguajes regulares como

REG = tL | L es un lenguaje sobre un alfabeto Σ y L es regularu.

La primera propiedad que vamos a ver de los lenguajes independiente de contexto es la intersección entre un
lenguaje independiente de contexto y un lenguaje regular es un lenguaje independiente de contexto.

Proposición 3.1.1. Sea L P IC y sea R P REG tales que existe Σ de manera que L, R Ď Σ˚ entonces L X R P IC.

Demostración. Sea Σ un alfabeto finito y sean L un lenguaje independiente de contexto tal que L Ă Σ˚ y R
un lenguaje regular tal que R Ă Σ˚. Queremos ver que el lenguaje L X R es aceptado por un automáta de pila no
determinı́stico y ası́ resulta ser un lenguaje independiente de contexto.

Si L es aceptado por un automáta de pila no determinı́stico M = (Q, Σ, Z, δ, q0, F, $) y R es aceptado por un
autómata no determinı́stico M1 = (Q1, Σ, δ1, q1

0, F1), consideremos el siguiente automáta de pila no determinı́stico

N = (Q ˆ Q1, Σ, Z, δ ˆ δ1, (q0, q1
0), F ˆ F1, $),

tal que la función de transición está definida de la siguiente manera: para todo qi P Q, q1
j P Q1, a P Σ, Z P Γ vale

que si (q, γ) P δ(qi, a, Z) para γ P Γ˚ y q1 P δ(q1
j, a) entonces ((q, q1), γ) P δ ˆ δ1((qi, q1

j), a, Z).

65
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Queremos ver que L(N ) = L X R. Probemos primero la siguiente afirmación.

((q0, q1
0), w, $) $˚

N ((qi, qj), ϵ, z) ðñ (q0, w, $) $˚
M (qi, ϵ, z) y (q1

0, w) $˚
M1 (qj, ϵ)

Para ver esto veremos las dos implicaciones a la vez haciendo inducción en la longitud de la palabra w.
En el caso base |w| = 1 de manera que w = a P Σ. Este caso tenemos la igualdad porque justamente la función

de transición del automáta de pila no determinı́stico N es δ ˆ δ1.
Para el paso inductivo consideremos que |w| = n de manera que w = ua con |u| = n ´ 1 y a P Σ. Luego

tenemos que ((q0, q1
0), u, $) $˚

N ((qk, ql), ϵ, z1) ðñ (q0, u, $) $˚
M (qk, ϵ, z1) y (q1

0, u) $˚
M1 (ql , ϵ). Nuevamente

usamos nuestra definición de la función de transición δ ˆ δ1 para concluir que

((qi, qj), ϵ, z) P δ ˆ δ1((qk, ql), a, z1) ðñ (qi, a, z1) P δ(qk, a, z1) y (qj, a) P δ(ql , a).

Con esto terminamos de probar la afirmación.
Finalmente para ver que L(N ) = L X R usamos que por nuestra afirmación si w P L X R entonces es aceptado

por los dos autómatas M y por M1, esto es que (q0, w, $) $˚ (p, ϵ, z) para p P F y que (q1
0, w) $˚ (p1, ϵ)

para p1 P F1 y equivalentemente ((q0, q1
0), w, $) $˚ ((p, p1), ϵ, z). Dado que los estados finales del autómata N

resultan ser F ˆ F1 obtenemos que w P L(N ) ðñ w P L X R. Concluimos ası́ que el lenguaje L X R resulta ser
independiente de contexto tal como querı́amos ver. ■

Ahora vamos a estudiar la relación de la familia de lenguajes independiente de contexto con los morfismos
de monoides. Probaremos que IC es cerrada por imágenes de morfismos de monoides y por preimágenes de
morfismos de monoides.

Proposición 3.1.2. Sea L P IC, Σ tal que L Ď Σ˚ y h : Σ˚ Ñ ∆˚ un morfismo de monoides entonces h(L) P IC.

Demostración. Consideramos L lenguaje independiente de contexto sobre Σ. Esto nos dice que existe una
gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto, que tomamos en forma normal de Chomsky, tal que
L(G) = L. Si tenemos un morfismo de monoides h : Σ˚ Ñ ∆˚ consideramos la sustitución σ : Σ Y V Ñ ∆˚ Y V
definida por σ(a) = h(a) para toda a P Σ y σ(A) = A para toda A P V. Para probar que h(L) es independiente
de contexto vamos a construir una gramática G 1 tal que L(G 1) = h(L). Sea la gramática G 1 = (V, ∆, P1, S1) tal que
si A Ñ w P P luego A Ñ σ(w) P P1. Es decir la única diferencia con la gramática G es que reemplazamos en cada
producción P P G a cada letra a P Σ por h(a) P ∆˚. La gramática sigue siendo independiente de contexto porque
las producciones tienen la forma A Ñ u con A P V, u P (∆ Y V)˚. Para finalizar la demostración nos alcanza con
ver que genera al lenguaje que queremos.

Notemos que por la definición de la gramática G 1 tenemos que L(G 1) Ď h(L). Queremos ver la otra contención.
Para esto notemos que vale lo siguiente:

S Ñ˚ w ùñ S1 Ñ˚ h(w).

Si tenemos que S Ñ˚ w para w = a1a2 . . . ak luego esto dice que existe una sucesión finita de producciones P1 =
S Ñ AB, . . . , Pn = C Ñ aj para 1 ď j ď k de manera que S Ñ AB Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ a1 . . . C . . . ak Ñ a1 . . . aj . . . ak = w. Si
tomamos la sucesión de producciones para la gramática G 1 dada por P1

1 = S1 Ñ A1B1, . . . , P1
n = C1 Ñ h(aj) luego

obtuvimos que S1 Ñ˚ h(w). Concluimos ası́ que si w P L luego h(w) P L(G 1) lo que implica que h(L) Ď L(G 1) y
ası́ que L(G 1) = h(L) tal como querı́amos ver. ■

Proposición 3.1.3. Sea L P IC, Σ tal que L Ď Σ˚ y h : ∆˚ Ñ Σ˚ un morfismo de monoides entonces h´1(L) P IC.

Demostración. Sea L un lenguaje independiente de contexto sobre el alfabeto Σ tal que es aceptado por un
automáta de pila no determinı́stico M = (Q, Σ, Z, δ, q0, F, $). Queremos ver que el lenguaje h´1(L) Ă ∆˚ es
independiente de contexto.
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Consideremos el conjunto finito U = th(a) | a P ∆u luego Suf(U ) los sufijos de estas finitas palabras. Defini-
mos un automáta de pila no determinı́stico de la siguiente forma

M1 = (Q ˆ Suf(U ), ∆, Z, δ, (q0, ϵ), F ˆ tϵu, $)

Finalmente nuestra función de transición resulta ser para a P ∆, z P Z, q P Q

δ((q, ϵ), a, z) = ((q, h(a)), z) (3.1)

y en el caso que u P Suf(U ) y u ‰ ϵ vale que si u = yu1 con y P Σ, u1 P Suf(U ) luego

δ((q, yu1), ϵ, z) = ((p, u1), z1) (3.2)

si δ(q, y, z) = (p, z1).
Probemos primero la siguiente afirmación. Para cada w P ∆˚ tenemos la siguiente equivalencia,

((q0, ϵ), w, z) $˚
M1 ((q, ϵ), σ) ðñ (q0, h(w), z) $˚

M (q, σ).

Probamos esta equivalencia por inducción en la longitud de |w|. Para el caso base tenemos que w = a P ∆.
En este caso tenemos que ((q0, ϵ), a, z) $ ((q, h(a)), z) usando una vez el caso 3.1 de la función de transición

δ1. Una vez en este estado por como definimos la función de transición tenemos que (q0, h(a), z)
˚
$ (q, σ) ðñ

((q0, h(a)), ϵ, z)
˚
$ ((q, ϵ), σ) usando reiteradas veces el caso 3.2 de la función de transición δ1. El caso general

tenemos una palabra w tal que |w| = n. Sabemos que la afirmación vale para cualquier palabra de longitud
menor a n. En particular si w = ua con |u| = n ´ 1 y a P ∆, tenemos que por la hipótesis inductiva que

(q1
0, u, z) $˚

M1 ((q, ϵ), σ) ðñ (q0, h(u), z) $˚
M (q, σ)

entonces de nuevo por el mismo razonamiento que hicimos para el caso base tenemos probada la afirmación.
Para concluir la demostración notamos que por nuestra afirmación si w P L(M1) entonces existe q P F tal que

((q0, ϵ), w, z) $˚
M1 (q, ϵ) y esto sucede sı́ y solo sı́ (q0, h(w), z) $˚

M (q, σ), dicho de otra forma que h(w) P L(M).
Entonces w P L(M1) si y solo si h(w) P L. Esto nos dice que el lenguaje aceptado por estado final de M1 resulta
ser L1 = tw P ∆˚ : h(w) P Lu = h´1(L). ■

La herramienta principal que tenemos para ver que cierto lenguaje L no es independiente de contexto es usar
el siguiente lema.

Lema 3.1.4 (Pumping). Sea L un lenguaje independiente de contexto entonces existe una constante n ě 0 tal que para
todas las palabras γ P L de longitud al menos n existe una factorización γ = uvwxy con |vwx| ď n y |vx| ą 0 tal que
para todo i P N vale que uviwxiy P L.

Demostración. Ver [HU79, p.281]. ■

§3.2. El problema de la palabra.

Sea G un grupo finitamente generado por A entonces si tomamos B = A Y A´1 el conjunto simétrico de ge-
neradores resulta que G es finitamente generado como monoide por B, en otras palabras, existe un epimorfismo
de monoides π : B˚ Ñ G. El problema de la palabra consiste en dadas w, w1 P B˚ determinar si π(w)=π(w1).
Equivalentemente esto es ver si π(w1w´1) = 1. Definimos entonces el siguiente lenguaje.

Definición 3.2.1. Dado G un grupo finitamente generado como monoide por Σ con epimorfismo de monoides
π : Σ˚ Ñ G entonces el problema de la palabra de G para los generadores Σ es el siguiente lenguaje

WP(G, Σ) = tw P Σ˚ | π(w) = 1u.
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Observación 3.2.2. En esta definición que damos del problema de la palabra no estamos considerando conjuntos
simétricos de generadores sino que estamos considerando conjuntos de generadores como monoide. Esto es que
Σ no necesariamente cumple que Σ = A Y A´1 para A conjunto finito de generadores de G como grupo.

El lenguaje del problema de la palabra depende de una elección de un conjunto finito de generadores, en
principio no queda claro que si tomamos otro conjunto finito de generadores estos lenguajes tengan algo en
común, como por ejemplo su clasificación. Queremos saber bajo qué condiciones la familia a la cual pertence
el lenguaje del problema de la palabra podrı́a ser un invariante del grupo y ası́ la clasificación del lenguaje del
problema de la palabra no dependa del conjunto de generadores utilizado. Para garantizar esto, nos enfocamos
en las familias de lenguajes que cumplen las siguientes propiedades.

Definición 3.2.3. Una familia de lenguajes C es un cono si para todo L P C lenguaje sobre algún alfabeto finito Σ
resulta que:

C1. Es cerrada por imágenes de morfismos de monoides de manera que para todo morfismo de monoides
ϕ : Σ˚ Ñ ∆˚ debe ser que ϕ(L) P C.

C2. Es cerrada por preimágenes de morfismos de monoides de manera que para todo morfismo de monoides
ϕ : ∆˚ Ñ Σ˚ debe ser que ϕ´1(L) P C.

C3. Es cerrada por intersecciones con lenguajes regulares de manera que para todo lenguaje regular R sobre el
alfabeto Σ vale que L X R P C.

Lema 3.2.4. La flia de lenguajes IC es un cono.

Demostración. Es consecuencia inmediata de las proposiciones 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3. ■

Los conos de lenguajes cumplen la siguiente propiedad de gran importancia para el estudio del problema de
la palabra.

Proposición 3.2.5. Sea C cono de lenguajes, G un grupo finitamente generado por Σ como monoide y WP(G, Σ) el
lenguaje del problema de la palabra. Si WP(G, Σ) P C luego valen las siguientes afirmaciones:

W1. Sea ∆ conjunto finito de generadores de G como monoide entonces WP(G, ∆) P C.

W2. Sea H subgrupo de G finitamente generado por Ω entonces WP(H, Ω) P C.

Demostración. Vamos a probar W1. Como ∆ y Σ son dos conjuntos finitos de generadores de G entonces tenemos
dos epimorfismos de monoides: δ : ∆˚ Ñ G y π : Σ˚ Ñ G. Si ∆ = tb1, . . . , bnu entonces definimos ∆1 =
tb1

1, . . . , b1
nu Ď Σ˚ de manera que b1

i P π´1(δ(bi)) para todo 1 ď i ď n. Definimos una función biyectiva f : ∆ Ñ ∆1

como f (bi) = b1
i para todo 1 ď i ď n. Por la propiedad universal de los monoides libres tenemos que existe

f : ∆˚ Ñ Σ˚ morfismo tal que hace conmutar al siguiente diagrama:

∆˚ Σ˚

∆

f

f
ι

Por la construcción que hicimos del morfismo f tenemos que el siguiente diagrama también conmuta:
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∆˚ G

Σ˚

δ

f
π

para probar que π ˝ f = δ nos alcanza con probarlo sobre ∆. Para esto notemos que si bi P ∆ luego π( f (bi)) =
π( f (bi)) = π(b1

i) donde b1
i P π´1(δ(bi)) lo que implica que π(b1

i) = δ(bi) tal como querı́amos ver.
Notemos que como el diagrama conmuta luego vale que

f
´1

(π´1(1)) = δ´1(1)

lo que implica que por la definición del lenguaje del problema de la palabra que

f
´1

(WP(G, Σ)) = WP(G, ∆).

Como WP(G, Σ) P C resulta que por la propiedad C2 de los conos de lenguajes que f
´1

(WP(G, Σ)) P C por lo
tanto WP(G, ∆) P C tal como querı́amos ver.

Veamos ahora que vale W2. Sea Ω conjunto de generadores de H. Podemos extender este conjunto a otro
conjunto finito Σ tal que Σ genera a G y Ω Ď Σ. De esta manera la siguiente igualdad es inmediata

WP(H, Ω) = WP(G, Σ) X Ω˚

y dado que WP(G, Σ) P C entonces por la propiedad C3 de los conos vale que WP(H, Ω) P C.
■

La moraleja de este resultado es que si C es un cono entonces si G es un grupo finitamente generado tal que
para cierto conjunto de generadores finito Σ vale que WP(G, Σ) P C luego decimos que G es un grupo C.

Definición 3.2.6. Si G es un grupo finitamente generado como monoide por un conjunto finito Σ y el lenguaje
WP(G, Σ) es independiente de contexto entonces diremos que G es un grupo independiente de contexto.

Construyamos algunos ejemplos de grupos independientes de contexto.

Proposición 3.2.7. Todo grupo libre F finitamente generado es independiente de contexto.

Demostración. Sea F grupo libre generado por un conjunto finito A tal que 1 R A. Sea B = A Y A´1 el conjunto
de generadores simétrico de A y sea π : B˚ Ñ G. Dada w P B˚ notaremos w a la palabra reducida que representa
el mismo elemento que w en el grupo G.

Probemos que WP(F, B) es un lenguaje independiente de contexto construyendo un autómata de pila M tal
que acepte a este lenguaje. Consideremos el siguiente autómata de pila:

M = (tq0u, B, B Y t1u, δ, q0, tq0u, 1).

Por como lo definimos tiene un solo estado que es final e inicial. El alfabeto de entrada es el conjunto de
generadores B mientras que el de pila es B Y t1u donde 1 es el sı́mbolo inicial de la pila aunque no es la identidad
del grupo libre o del monoide libre que denotaremos indistintamente ϵ. Sean bi, bj P B luego notamos bi ¨ bj su
producto en el grupo libre F. El autómata lo representamos de la siguiente manera:

q0start

bi, bj | bi ¨ bj
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donde la definición de la función de transición está dada por δ(q0, bi, bj) = (q0, bi ¨ bj) donde bi P B y bj P B Y t1u.
Notemos que este autómata es determinı́stico. Consideramos el lenguaje aceptado por estado final y por 1 en

la pila
L(M, 1) = tw P B˚ | (q0, w, 1) $˚ (q0, ϵ, 1)u.

Probamos la siguiente observación: sea w = uv P B˚ luego si (q0, uv, 1)
˚
$ (q, v, s) entonces s = uR, es decir la

palabra reducida asociada a u en reversa.
Para probar esto lo hacemos por inducción en la longitud de u. Supongamos que |w| ě 1 caso contrario

no hay nada que probar. Sea entonces w = bv con b P B y v P B˚ tal que en este caso u = b. Tenemos que

(q0, bv, 1) $ (q0, v, b) donde usamos que b
R
= b. Para el paso inductivo se sigue de manera idéntica. Supongamos

que vale que: (q0, uv, 1)
˚
$ (q0, v, uR). Sea |v| ě 1, caso contrario no hay nada que probar, luego si v = bv1 para

b P B y v1 P B˚ entonces (q, bv1, uR)$(p, v1, b ¨ uR). Donde b ¨ uR es una palabra reducida y en este caso vale que
b ¨ uR = (u ¨ b)R tal como querı́amos ver.

A partir de esta observación obtenemos que si w P L(M) luego (q0, w, 1)
˚
$ (q0, ϵ, 1) lo que nos dice que w = 1

y esto implica que w P WP(F, B). Para la otra contención usamos que es un automáta de pila determinı́stico por lo

tanto cada palabra se puede consumir de una única forma y por la observación tenemos que (q0, w, 1)
˚
$ (q0, ϵ, 1)

dado que w = 1. ■

En particular obtuvimos que los grupos libres tienen un problema de la palabra independiente de contexto
determinı́stico especial. Más en adelante construiremos un automáta de pila determinı́stico que acepta al pro-
blema de la palabra de un grupo virtualmente libre generalizando esta misma construcción. Veamos ahora un
grupo que no es independiente de contexto.

Proposición 3.2.8. El grupo Z ˆ Z no es independiente de contexto.

Demostración. Tomamos los siguientes generadores como monoide Σ = ta, b, cu con morfismo de monoides
π : Σ˚ Ñ Z ˆ Z dado por π(a) = (1, 0), π(b) = (0, 1), π(c) = (´1, ´1). Bajo esta presentación

WP(Z ˆ Z, Σ) = tγ P Σ˚ : Dn P N, |γ|a = |γ|b = |γ|c = nu.

Probemos que este lenguaje no es independiente de contexto. Para eso usamos el lema del pumping 3.1.4 para
probarlo por contradicción. Si fuera independiente de contexto deberı́a existir una constante n ě 0 tal que hace
valer las hipótesis del lema. Consideremos la palabra γ = anbncn P WP(G, Σ). Si tenemos una factorización

uvwxy = anbncn

tal que |vwx| ď n, esto implica que no todas las letras aparecen en vwx. Supongamos sin pérdida de generalidad
que la letra que no aparece es c. Por otro lado como |vx| ą 0 esto nos dice que al menos una letra aparece en
la subpalabra vx. Si tomamos i = 0 esto implicarı́a que uwy P WP(G, Σ) pero esto es una contradicción porque
|uwy|c ą |uwy|a y |uwy|c ą |uwy|b. ■

§3.3. Teorema de Muller–Schupp.

Nuestro objetivo es probar que todo grupo virtualmente libre resulta ser independiente de contexto pero para
esto debemos demostrar algunos resultados sobre grupos virtualmente libres.

Primero vamos a ver que todo grupo virtualmente libre puede tomarse de manera que el subgrupo libre
sea normal. Para eso nuestra estrategia es probar que la intersección de los conjugados del subgrupo libre tiene
ı́ndice finito y también es un grupo libre. Este resultado es una consecuencia del teorema de Nielsen–Schreier
2.4.14 probado en el capı́tulo anterior.
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Definición 3.3.1. Sea G un grupo y H un subgrupo entonces el normalizador de H en G es el siguiente subgrupo

NG(H) = tg P G : gHg´1 = Hu.

Denotaremos por S = tgHg´1 : g P Gu al conjunto de conjugados del subgrupo H.

El siguiente lema nos va decir que los grupos de ı́ndice finito tienen finitos conjugados.

Lema 3.3.2. Si G es un grupo finitamente generado y H es un subgrupo de ı́ndice finito entonces NG(H) tiene ı́ndice
finito y más aún [G : NG(H)] = |S|.

Demostración. Para ver que tiene ı́ndice finito notamos que H ď NG(H) por lo tanto tenemos que

[G : NG(H)] ď [G : H] ă 8.

Para probar la otra afirmación utilizamos el teorema de órbita-estabilizador para obtener que |S| = |G/NG(H)|.
■

Lema 3.3.3. Sea G grupo y K1, . . . , Kn subgrupos tales que Ki tiene ı́ndice finito para todo 1 ď i ď n entonces
Şn

i=1 Ki
es un subgrupo de ı́ndice finito.

Demostración. Lo probaremos por inducción en n que es la cantidad de subgrupos de ı́ndice finito que estamos
intersecando. En el caso base tenemos dos subgrupos H, K de ı́ndice finito. Primero notamos que por el segundo
teorema de isomorfismo para grupos tenemos que existe una biyección entre los siguientes conjuntos de cosets
KH/H » K/K X H (en principio ningún subgrupo es normal ası́ que no podemos hablar de grupos sino de
conjuntos). Como |KH/H| ď |G/H| ă 8 dado que H tiene ı́ndice finito obtenemos ası́ que |K/K X H| ă 8.
Entonces:

[G : K X H] = [G : K][K : K X H]

y como ambos ı́ndices de la derecha son finitos esto implica que K X H es un subgrupo de ı́ndice finito tal como
querı́amos ver.

Para la demostración del paso inductivo debemos ver que si tenemos n subgrupos de ı́ndice finito K1, . . . , Kn
entonces

Şn
i=1 Ki también tiene ı́ndice finito. La demostración se reduce a la del caso base si tomamos H =

Şn´1
i=1 Ki (que por hipótesis inductiva tiene ı́ndice finito) y K = Kn. ■

Este lema nos garantiza que tomar subgrupos de ı́ndice finito preserva la propiedad de ser finitamente gene-
rado.

Lema 3.3.4. Sea G un grupo finitamente generado y sea H subgrupo de ı́ndice finito entonces H es un grupo finitamente
generado .

Demostración. Sea A = tg1, . . . , gnu conjunto finito de generadores de G. Sea T = tt1, . . . , tmu conjunto transver-
sal a derecha de H tal que t1 = 1.

Dado gj generador de G deben existir hij P H y k P t1, . . . , mu tales que hijtk = tigj. También debe existir
hi P H de manera que hitk = gi para cierto tk. Veamos que el conjunto finito

B = t hij | 1 ď j ď n, 1 ď i ď mu Y t hi | 1 ď i ď nu

genera a H.
Dado h P H veamos que se puede escribir como una palabra en B. Tenemos que

h = gi1 . . . gir
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donde usamos el conjunto finito de generadores de G.
Por lo visto anteriormente podemos escribir gi1 = hi1 tk1 para ciertos hi1 P B, tk1 P T. Entonces nos queda la

siguiente escritura de h,
h = hi1 tk1 gi2 . . . gir

entonces usando que hk1i2 tk2 = tk1 gi2 llegamos a la siguiente escritura de h,

h = hi1 hk1i2 tk2 . . . gir .

Repitiendo inductivamente este procedimiento llegamos a que h = hi1 hk1i2 . . . hkr tkr . Necesariamente tkr = 1
porque T es un conjunto de transversales a derecha de H y h P H. Concluimos que B es un conjunto finito de
generadores de H.

■

Lema 3.3.5. Sea G grupo, sea H subgrupo de G luego el subgrupo K =
Ş

gPG gHg´1 es un subgrupo normal de G.

Demostración. K es un subgrupo porque la intersección de subgrupos es un subgrupo. Para ver que K es
normal notemos que dado h P G luego

hKh´1 =
č

gPG

hgHg´1h´1 =
č

g1PG

g1H(g1)´1 = K.

■

Finalmente podemos probar que la clase de grupos que son virtualmente libres resulta ser cerrada por sub-
grupos de ı́ndice finito y que a su vez los subgrupos libres pueden ser tomados para que sean normales.

Proposición 3.3.6. Para todo grupo G virtualmente libre valen las siguientes propiedades.

1. Si F es un subgrupo libre de ı́ndice finito de G entonces existe F1 subgrupo de G de manera que es normal, libre y
tiene ı́ndice finito.

2. Si H es un subgrupo de G de ı́ndice finito entonces H es virtualmente libre.

Demostración. Vamos a probar 1. Si G es virtualmente libre y F es un subgrupo libre tenemos que la cantidad
de conjugados de F es finita por el lema 3.3.2 dado que el ı́ndice de F en G es finito. Por el lema 3.3.5 tenemos
que el siguiente subgrupo de G es normal

F1 =
č

gPG

gFg´1.

Veamos que este subgrupo F1 cumple las propiedades que queremos.
El subgrupo F tiene ı́ndice finito y todos sus conjugados también tienen ı́ndice finito entonces F1 tiene ı́ndice

finito por el lema 3.3.3. Como G es finitamente generado por ser virtualmente libre entonces usando 3.3.4 obte-
nemos que F1 es finitamente generado. Finalmente como F1 es subgrupo de F y F es un grupo libre entonces por
el teorema de Nielsen–Schreier 2.4.14 obtenemos que F1 es libre también.

Probemos 2. Por el lema 3.3.4 obtenemos directamente que H es un grupo finitamente generado. Si F es un
libre de ı́ndice finito en G podemos tomar F X H que es libre por ser subgrupo de un libre nuevamente por el
teorema de Nielsen–Schreier 2.4.14. Por el lema 3.3.3 concluimos que [G : F X H] es finito por lo tanto

[G : F X H] = [G : H][H : F X H] ă 8

y ası́ concluimos que F X H tiene ı́ndice finito en H y por lo tanto H es un grupo virtualmente libre.
■
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Proposición 3.3.7. Sea

1 F G H 1ι π

sucesión exacta corta con F un grupo libre de rango n y H grupo finito de orden m. Sea T = tt1, . . . , tmu una transversal
a derecha de F en G elegido de manera que t1 = 1. Sea A un conjunto minimal de generadores para F y sea A Y A´1 =
ta1, . . . , a2nu el conjunto simétrico de generadores. Entonces

1. Para todo al P A Y A´1, ti P T existe uil P F tal que tialt
´1
i = uil .

2. Para todo ti, tj P T existen kij P t1, . . . , mu y zij P F tales que titj = zijtkij
.

Y más aún si

W = A Y T, R = ttialt
´1
i = uil , titj = zijtkij

@(i, j, k, l) : 1 ď i, j, k ď m, 1 ď l ď 2nu.

Entonces xW | Ry es una presentación como grupo de G.

Demostración. Probamos 1. Dado que F es un subgrupo normal de G tenemos que para todo al P A Y A´1 y
para todo ti P T vale que tialt

´1
i P F por lo tanto existe uil P F de manera que uil = tialt

´1
i .

Ahora probamos 2. Sean ti, tj P T luego tiene que existir tk P T de manera (tiF)(tjF) = tkF dado que T es un
transversal a derecha de F en G, por lo tanto existe zij P F de manera que titj = zijtk.

Probemos ahora que xW | Ry » G. Sea FW el grupo libre sobre W luego tenemos un epimorfismo φ : FW Ñ G
dado que W genera a G. Notemos que más aún por como elegimos a W que resulta ser un conjunto de genera-
dores como monoide del grupo G.

Por otro lado por como elegimos a las relaciones R tenemos que G las satisface. De esta manera por el teorema
universal del cociente existe un epimorfismo de grupos φ tal que hace conmutar al siguiente diagrama

FW G

H

φ

φ

Vimos que φ es un epimorfismo entonces veamos ahora que es un monomorfismo, esto es que dado g1 P xW |

Ry vale que φ(g1) = 1 ðñ g1 = 1. Para probar esto vamos a definir una forma normal para los elementos del
grupo xW | Ry. Más especı́ficamente, dada w P (W Y W´1)˚ vamos a ver que w queda representada únicamente
por un palabra de la pinta st donde s P A Y A´1 es reducida y t P T.

Sea w P (W Y W´1)˚ luego si w P (A Y A´1)˚ entonces no hay nada para hacer porque en ese caso nuestra
escritura es w = w ¨ 1 donde tomamos 1 P T. En otro caso w = utiv donde u P (A Y A´1)˚, ti es la primer letra
de T que aparece en w y v P (W Y W´1)˚. Notemos que si v = ϵ entonces ya tenemos nuestra escritura w = uti.
Supongamos entonces que la longitud de v es al menos 1. En este caso separamos en dos casos posibles.

Si v = alv1 con al P A Y A´1 y v1 P (W Y W´1)˚ entonces consideramos la palabra w1 = uuiltiv1 de manera
que w1 representa al mismo elemento del grupo que w.

Si v = tjv1 con tl P T y v1 P (W Y W´1)˚ entonces consideramos la palabra w1 = uzijtkv1 de manera que w1

representa al mismo elemento del grupo que w.

En ambos casos notemos que la palabra w1 es tal que la longitud del sufijo que le sigue posterior a la primera apa-
rición de una letra de T se reduce en tamaño. Esto es que si w = utiv y w1 = u1tjv1 con u, u1 P (A Y A´1)˚, ti, tj P
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T, v, v1 P (W Y W´1)˚ luego |v| ą |v1|. Entonces como la longitud de w es finita este procedimiento eventualmen-
te termina y en tal caso obtenemos una palabra st tal que representa el mismo elemento en el grupo que w y que
cumple que s P (A Y A´1)˚ y t P T.

Finalmente notemos que podemos reducir la palabra s P (A Y A´1)˚ para que nos quede una palabra reduci-
da en los generadores del grupo libre F. De esta manera todo elemento g1 P xW | Ry puede ser representado por
st con s P (A Y A´1)˚ reducida y t P T.

Para probar que φ es inyectiva notemos que si g1 P xW | Ry luego es representada únicamente por una palabra
del tipo st y tenemos que φ(st) = st por lo tanto si φ(g1) = 1 entonces g1 = 1 ¨ 1 lo que nos dice que g1 = 1 tal
como querı́amos ver.

■

Observación 3.3.8. A partir de la proposición 3.3.7 podemos concluir que G está presentado como un monoide
por xA Y A´1 Y T | Ry.

Sea G grupo virtualmente libre y consideremos una presentación xW | Ry como la que construimos en 3.3.7
respetando la misma notación que introdujimos en esta proposición.

Por nuestra definición del conjunto de relaciones R tenemos que R = ttialt
´1
i = uil , titj = zijtk @(i, j, k, l) :

1 ď i, j, k ď m, 1 ď l ď nu. Sea entonces el conjunto finito

U = tuil : 1 ď i ď m, 1 ď l ď nu Y tzij : 1 ď i, j, k ď mu

donde tomamos la escritura de todas las palabras en U para que sean reducidas. Sea k = máxt|u| | u P Uu.

Definición 3.3.9. El k-automáta de pila determinı́stico de Muller–Schupp está definido por

M = (T, W, A Y A´1 Y t1u, δ, 1, t1u, 1).

Donde el alfabeto de la pila es A Y A´1 Y 1 que es el conjunto simétrico de generadores del subgrupo libre F
y agregamos a 1 como sı́mbolo inicial para la pila. Nuestro estado inicial que también es el final corresponde a
1 P T.

Ahora podemos definir la función de transición. Sea wj P W algún generador del grupo, s P (A Y A´1)˚

luego tenemos que

δ(wj, ti, s) =

#

(ti, uR
ij ¨ s) si wj = aj

(tk, zR
ij ¨ s) si wi = ti y titj = tk

donde uR
ij ¨ s y zR

ij ¨ s denota el producto en el grupo libre F. Por como definimos a M es necesariamente de-
termı́nistico.

Intuitivamente el autómata de Muller–Schupp implementa el procedimiento que empleamos en la proposi-
ción 3.3.7 para transformar una palabra w P W˚ en w = st con s P (A Y A´1)˚ reducida y t P T.

Lema 3.3.10. Sean M el k-automáta de pila determinı́stico de Muller–Schupp y w P W˚ Si

(w, 1, 1)
˚
$ (w1, tj, s)

entonces w = sRtjw1 vistos como elementos de G.

Demostración. Probamos ambas implicaciones a la vez usando inducción en la cantidad l de pasos de la
relación $ que utilizamos.

El caso base es que l = 1. Esto quiere decir que (w, 1, 1) $ (w1, tj, s) entonces separamos en dos subcasos. En
el primer subcaso w = aiw1, ai P A Y A´1.

(aiw1, 1, 1) $ (w1, 1, ai)
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donde usamos que u1i = ai y vale que ai ¨ 1 ¨ w1 = w ası́ como querı́amos ver. El otro subcaso corresponde a que
w = tjw1, tj P T.

(tiw1, 1, 1) $ (v, 1, 1)

donde usamos que z1i1 = 1 y vale que 1 ¨ ti ¨ w1 = ti ¨ w1 tal como querı́amos ver.
Para el paso inductivo sea w = uwiw1 donde u P Pre(w), |u| = l ´ 1 y wi P W. Por hipótesis inductiva sabemos

que (w, 1, 1)
l´1
$ (wiw1, tj, s) de manera que w = sRtjwiw1. Nuevamente separamos en dos casos.

En el primer caso wi = ai P A Y A´1 entonces (wiw1, tj, s) $ (w1, tj, s ¨ uij). En particular notemos que dado
que tjai = uijtj por como definimos a uij P U entonces necesariamente w = sRtjuijw1. En el segundo caso
wi = ti P T entonces (wiw1, tj, s) $ (w1, tk, s ¨ zij). En particular notemos que dado que tjti = zijtk por como
definimos a zij P U entonces necesariamente w = sRtkzijw1. ■

Observación 3.3.11. Dado que todas las palabras u P U las tomamos reducidas y que la función de transición
de M realiza el producto en el grupo de la palabra que aparece en la pila con alguna palabra de U entonces
podemos ver que en todo configuración alcanzable (tj, w, s) con tj P T, w P W˚, s P (A Y A´1)˚ vale que s está
reducida.

Ya estamos en condiciones de probar el resultado central de este capı́tulo.

Teorema 3.3.12. [MS83] Todo grupo G virtualmente libre es independiente de contexto.

Demostración. Consideramos una presentación xW | Ry tal como la de la proposición 3.3.7. Para probar que
G es independiente de contexto vamos a probar que el automáta de pila determinı́stico de Muller–Schupp M
cumple que L(M) = WP(G, W). Consideremos ahora el lenguaje aceptado por estado final y por palabra en la
pila 1:

L(M, 1) = tw P W˚ | (w, 1, 1) $˚ (ϵ, 1, 1)u.

Debemos ver que el autómata acepta justamente al lenguaje que queremos. Esto es que L(M) = WP(G, W)

Si w P L(M, 1) entonces (w, 1, 1)
˚
$ (ϵ, 1, 1) y por lo tanto por el lema 3.3.10 obtenemos que w = 1 y ası́ que

w P WP(G, W).

Si w P WP(G, W) entonces w = 1 en G por lo que nuevamente usando el lema 3.3.10 obtenemos que (w, 1, 1)
˚
$

(ϵ, 1, s) tal que w = sR ¨ 1 y por la observación 3.3.11 concluimos que s = 1 y ası́ w P L(M, 1).
Con esto probamos que los grupos virtualmente libres son independiente de contexto usando la equivalencia

1.1.39.
■
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Capı́tulo 4

Grafos de Cayley.

Las principales referencias de este capı́tulo son los trabajos de Diekert y Weiss [DW17], Kuske y Lohrey [KL05]
y el libro de texto de Diestel [Die05].

En la primer sección 4.1 introducimos las descomposiciones en árboles para grafos no dirigidos y la definición
del treewidth finito. El ejemplo 4.1.17 de la descomposición en un árbol para el grafo de Cayley de un grupo
finitamente generado va a ser crucial en la demostración del teorema principal de este capı́tulo.

En la segundo sección 4.2 introducimos brevemente ideas elementales detrás de las cuasi-isometrı́as (en nues-
tro caso restringidas al contexto de grafos). La idea es poder usar estas herramientas para probar que la definición
de treewidth no depende de los generadores.

Finalmente en la sección 4.3 probamos uno de los resultados centrales del trabajo que establece que todo
grupo independiente de contexto tiene treewidth finito.

§4.1. Treewidth.

Dado que el grafo de Cayley de todo grupo libre se puede tomar para que sea un árbol (ver 1.3.13) es razo-
nable pensar que todo grupo virtualmente libre es tal que su grafo de Cayley se parece a un árbol. Vamos a dar
una primera definición que nos permite formalizar esta idea de que un grafo se parezca a un árbol.

Definición 4.1.1. Una descomposición en un árbol de un grafo Γ es un par (T, f ) donde T es un árbol y f un mapa

f : V(T) Ñ P(V(Γ))

Que cumple las siguientes condiciones:

T1. Para todo vértice v P V(Γ) debe existir t P V(T) tal que v P f (t).

T2. Para toda arista tv, wu P E(Γ) debe existir t P V(T) tal que v, w P f (t).

T3. Si v P V(Γ) es tal que v P f (t) X f (s) luego v P f (r) para todo r P V(T) en la geodésica que va desde s a t.

Dado t P V(T) llamaremos a f (t) P P(V(Γ)) un bolsón.

Notemos que la tercer condición T3 se puede reescribir de la siguiente manera: dado v P V(Γ) entonces el
conjunto de vértices Tv = tt P V(T) : v P f (t)u induce un subgrafo conexo de T. De esta manera tenemos la
siguiente definición equivalente.

77
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Proposición 4.1.2. Sea Γ un grafo no dirigido y T un árbol. Sea f : V(T) Ñ P(V(Γ)) entonces (T, f ) es una
descomposición en un árbol si y solamente si:

T’1. Para todo v P V(Γ) el subgrafo inducido por Tv = tt P V(T) : v P f (t)u es un subgrafo conexo y no vacı́o de T.

T’2. Si tv, wu P E(Γ) es una arista entonces Tv X Tw ‰ H.

Demostración. Si (T, f ) es una descomposición en un árbol luego por las propiedades T1 y T3 podemos ver que
esto implica que cumple la propiedad T’1. Similarmente por la propiedad T2 vemos que se cumple T’2.

Si (T, f ) cumple las condiciones T’1 y T’2 luego análogamente al caso anterior vemos que T’1 implica que se
cumple T1 y T3. Por otro lado T’2 implica T2. ■

Si queremos que una descomposición en un árbol de un grafo modele la idea que el grafo se parece a un
árbol entonces vamos a requerir que los bolsones no tengan muchos vértices. Esto nos conduce a la siguiente
definición.

Definición 4.1.3. Dado Γ un grafo no dirigido y (T, f ) una descomposición en un árbol de Γ la anchura de esta
descomposición es el siguiente valor:

bs(Γ, T, f ) = sup
tPV(T)

| f (t)| ´ 1 P N Y t+8u.

Un grafo Γ tiene treewidth finito si existe una descomposición en un árbol de anchura finito.

Ejemplo 4.1.4. Sea Γ el grafo definido por los vértices

V = tv1, v2, v3, v4, v5, v6u

y por las aristas
E = ttv1, v2u, tv1, v3u, tv2, v3u, tv2, v5u, tv3, v4u, tv5, v4u, tv4, v6uu.

Entonces una descomposición en un árbol para Γ está dada por T árbol con vértices V(T) = tt1, t2, t3u y con aris-
tas E(T) = ttt1, t2u, tt2, t3uu y un mapa definido por f (t1) = tv1, v2, v3u, f (t2) = tv2, v3, v4, v5u y f (t3) = tv4, v6u.
Representamos gráficamente esta descomposición pintando los vértices del grafo Γ con el color correspondiente
al bolsón del vértice del árbol T que pertenece.

Grafo T

t1

t2

t3

Grafo Γ

v1

v2 v3

v4 v5

v6

Por como lo construimos tenemos que bs(Γ, T, f ) = 3.
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Lema 4.1.5. Si Γ es un grafo finito entonces Γ tiene treewidth finito.

Demostración. Sea T un árbol con un único elemento definido de la siguiente manera V(T) = ttu y E(T) = H.
Luego definimos f : V(T) Ñ P(V(Γ)) por f (t) = V(Γ). Notemos que (T, f ) es una descomposición en un árbol
para Γ con anchura |V(Γ)| ´ 1. ■

Definición 4.1.6. Dado Γ un grafo no dirigido llamaremos a Γ1 la subdivisión baricéntrica de Γ al grafo no dirigido
dado por V(Γ1) = V(Γ) Y E(Γ) y E(Γ1) = ttv, tv, wuu | si tv, wu P E(Γ)u.

Observación 4.1.7. Si T es un árbol entonces T1 la subdivisión baricéntrica de T también es un árbol.

Proposición 4.1.8. Todo árbol T tiene treewidth igual a 1.

Demostración. Consideremos el siguiente par (T1, f ) donde T1 es la subdivisión baricéntrica de T y por lo
tanto es un árbol por 4.1.7 y donde f está definida como

f (t) =

#

tvu si t = v P V(T)
tv, wu si t = tv, wu P E(T).

Por como definimos a f vale que | f (t)| ď 2 para todo t P V(T). De esta manera si vemos que (T1, f ) se trata
de una descomposición en un árbol para T tendremos probado que bs(T, T1, f ) = 1 tal como querı́amos ver.

T1. Sea t P V(T) luego consideremos f (t) = ttu dado que t P V(T1) por construcción de la subdivisión
baricéntrica.

T2. Dada una arista tt, su P E(T) consideramos f (tt, su) = tt, su de manera que tanto t como s están en un
mismo bolsón.

T3. Sea t P V(T), queremos ver que tt1 P V(T1) : t P f (t1)u resulta ser un subárbol de T1. Para empezar
tenemos que t P f (t1) si y solo sı́ sucede alguno de dos casos: t1 = t o bien ocurre que t1 = tt, su para
cierta arista tt, su P E(T). Estos vértices de T1 están conectados y en particular son un subgrafo dado que
tt, tt, suu P E(T1) para t P V(T) y tt, su P E(T).

■

Observación 4.1.9. Si Γ es un grafo conexo tal que tiene al menos dos vértices y treewidth exactamente 1 entonces
Γ es un árbol. Ver [Die05][pp.334-335]

Probaremos algunas proposiciones útiles de las descomposiciones en árboles de grafos. Esta primer proposi-
ción generaliza la propiedad T3 de una descomposición.

Proposición 4.1.10. Sea Γ grafo no dirigido. Sea (T, f ) una descomposición en un árbol de Γ. Sean t1, t2, t3 P V(T)
tales que [t1, t2] pasa por t3. Sean v, w P V(Γ) de manera que v P f (t1) y tal que w P f (t2). Si γ = v0 . . . vn es algún
camino en Γ conectándolos de manera que v0 = v y vn = w entonces debe existir algún 0 ď i ď n de manera que
vi P f (t3).

Demostración. Vamos a demostrarlo haciendo inducción en la longitud |γ|.
El caso base es que |γ| = 0 por lo tanto v = w. En este caso por ser (T, f ) una descomposición en un árbol

tenemos que usando T3 vale que tt P V(T) | v P f (t)u es un subárbol, por lo que v P f (t3).
Si |γ| = 1 luego γ = v0v1. Por la propiedad T2 tenemos que necesariamente debe existir t1 P V(T) tal que

v0, v1 P f (t1). Esto nos dice que t1 P Tv0 y t1 P Tv1 . Como Tv0 , Tv1 son subárboles de T entonces [t1, t1] P Tv0 y
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[t1, t2] P Tv1 por la propiedad T3. Para finalizar notemos que necesariamente t3 P [t1, t1] o bien t3 P [t1, t2]. En el
primer caso obtenemos que t3 P Tv0 por lo tanto v0 P f (t3) y en el otro caso t3 P Tv1 por lo tanto v1 P f (t3).

Para el paso inductivo supongamos que vale para caminos de longitud n. Sea t1 P V(T) de manera que
v0, v1 P f (t1) que existe por la propiedad T2. El vértice t3 está en alguna de las dos geodésicas: [t1, t1] o bien en
[t1, t2].

Si t3 está en la geodesica [t1, t1] luego v0 P f (t1)X f (t1) entonces por la propiedad T3 obtenemos que v0 P f (t3).
Si t3 está em la geodésica [t2, t1] luego el camino de longitud n dado por (v1, v2, . . . vn) es tal que v1 P f (t1) y

vn P f (t2) por lo tanto por la hipótesis inductiva obtenemos que existe 1 ď i ď n tal que vi P f (t3).
■

Proposición 4.1.11. Sea Γ un grafo no dirigido localmente finito con treewidth finito entonces podemos tomar una
descomposición en un árbol (T, f ) de Γ de manera que para todo v P V(Γ) valga que:

|Tv| = |tt P V(T) : v P f (t)u| ă 8.

Demostración. Sea (T, f 1) una descomposición en un árbol de Γ de anchura finito. Por la propiedad T2 tenemos
que para cada arista tu, vu P E(Γ) existe al menos un vértice ttu,vu P V(T) de manera que u, v P f 1(ttu,vu).

Sea v P V(Γ) un vértice de Γ. Consideremos el siguiente conjunto de vértices de T

Sv =
!

ttu,vu P V(T) | tu, vu P E(v)
)

.

Observemos que |Sv| ă 8 porque Γ es un grafo localmente finito por hipótesis.
Sea T1 el subárbol finito de T generado a partir de los elementos de Sv. Definimos una descomposición en un

árbol (T, fv) con fv definida de la siguiente manera

fv(t) =

#

f 1(t) si t P V(T1)

f 1(t)ztvu si t R V(T1)

Chequeamos que sea trata de una descomposición en un árbol. Las primeras dos propiedadades T1 y T2
se siguen cumpliendo. La propiedad T3 requiere que para todo w P V(Γ) ver que Tw es un subárbol de T.
Separamos en dos casos.

Si w ‰ v. En este caso Tw es un subárbol porque (T, f 1) es una descomposición en un árbol de Γ.

Si w = v. En este caso Tv = T1 y éste es un subárbol de T por construcción.

Con esto probamos que (T, fv) es una descomposición en un árbol y como | fv(t)| ď | f 1(t)| para todo t P V(T)
luego obtenemos que la anchura de (T, fv) también es finito.

Hacemos este procedimiento para cada vértice v P V(Γ) de manera iterativa para obtener la descomposición
en un árbol que buscábamos.

■

Definición 4.1.12. Sea Γ un grafo no dirigido y C Ď V(Γ) un conjunto de vértices entonces la vecindad de C es
una función N : P(V(Γ)) Ñ P(V(Γ)) definida por medio de:

N(C) = C Y tv P V(Γ) | Dw P C, tv, wu P E(Γ)u.

Observemos que dado l ě 1 entonces queda definida la l-ésima vecindad por medio de Nl(C) = N(Nl´1(C)).

Si al grafo no dirigido Γ lo interpretamos como un espacio métrico entonces podemos escribir esta definición
de la siguiente manera un poco más concisa

Nl(C) = tv P V(Γ) : Dw P C, d(v, w) ď lu.

Veamos ahora que dada una descomposición en un árbol si tomamos los vecinos de los bolsones podemos ar-
marnos otra descomposición en un árbol.
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Proposición 4.1.13. Sea Γ un grafo no dirigido y sea (T, f ) una descomposición en un árbol para Γ. Dado l P N

consideramos (T, g) tal que g(t) = Nl( f (t)). Entonces (T, g) resulta ser una descomposición en un árbol para Γ.

Demostración. Probemos este resultado haciendo inducción en l. Notemos que, por inducción, alcanza con pro-
barlo para l = 1. En este caso, las dos primeras condiciones de la descomposición en un árbol T1 y T2 se siguen
cumpliendo porque no hicimos más que agrandar los bolsones. Esto es que f (t) Ď g(t).

Debemos ver que (T, g) cumple T3. Queremos ver que si fijamos v P V(Γ) el conjunto

Tv(g) = tt P V(T) | v P g(t)u

forma un subárbol de T. Para ver esto nos basta con ver que Tv(g) es conexo.
Primero notamos que, recordando que N(v) = tvu Y E(v), tenemos la siguiente igualdad de conjuntos:

Tv(g) =
ď

wPN(tvu)

Tw( f ).

Probamos las dos contenciones.

Ď. Si t P V(T) es tal que v P g(t) luego tenemos dos casos. Si v P f (t) entonces v P Tv( f ) y por otro lado si
v P N( f (t))z f (t) luego existe w P N(tvu) tal que w P f (t).

Ě. Si t P V(T) tal que w P f (t) con w P N(tvu) luego necesariamente v P N( f (t)) lo que termina de probar
la afirmación.

Ahora vamos a probar que
Ť

wPN(tvu) Tw( f ) es conexo. Para esto notemos que si consideramos Tw( f ) con
w P N(tvu) luego este es conexo dado que (T, f ) es una descomposición en un árbol. Sean entonces Tw( f ) y
Tv( f ) luego notemos que por T2 existe t1 P V(T) tal que t1 P Tw( f ) X Tv( f ) lo que implica que

Ť

wPN(tvu) Tw( f )
es conexo tal como querı́amos ver.

■

Corolario 4.1.14. Sea Γ un grafo no dirigido con grado acotado uniformemente y con treewidth finito. Sea (T, f ) es una
descomposición en un árbol para Γ tal que tiene anchura finita. Dado l P N consideramos (T, g) descomposición en un
árbol tal que g(t) = Nl( f (t)) entonces (T, g) tiene anchura finita.

Demostración. Para ver esto basta notar que si existe k P N de manera que | f (t)| ď k para todo t P V(T) entonces
como Γ tiene grado acotado uniformemente por n P N luego para todo t P V(T) vale que

|Nl( f (t))| ď knl ă 8.

■

Definición 4.1.15. Dado un grafo no dirigido Γ y un conjunto de vértices C Ď V(Γ) definimos el borde de vértices
de C como

βC = N(C) X N(Cc).

El borde de aristas de C Ď V(Γ) se define como

δC = ttv, wu P E(Γ) | v P C, w P Ccu.

Observación 4.1.16. Sea Γ grafo no dirigido tal que C Ď V(Γ) luego si C =
Ť

iPI Ci donde N(Ci) X Cj = H para
todos i, j P I tales que i ‰ j entonces βC =

Ť

iPI β(Ci).
Construyamos una descomposición en un árbol que podemos hacer en general para todos los grafos de

Cayley de grupos finitamente generados. Primero probamos un lema auxiliar.
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Definición 4.1.17. Sea G un grupo finitamente generado por A y Γ = Cay(G, A) el respectivo grafo de Cayley
de G.

Definimos para cada l ě 0 el siguiente conjunto:

Vl = tC : C es componente conexa de ΓzNl(t1u)u

Los vértices del árbol T van a estar dados por los siguientes conjuntos:

V(T) = tt1uu Y
ď

lPN0

tβC : C P Vlu

estamos tomando todos los posibles bordes de vértices de todas las componentes conexas de todos los Vl con
l P N.

Antes de definir las aristas notemos lo siguiente. Si C P Vl+1 entonces tiene que existir D componente conexa
de Vl de manera tal que C Ď D. Esto se debe a que Vl+1 Ď Vl y a su vez como C es conexo si interseca a una
componente conexa necesariamente tiene que estar incluido en esta componente. Las aristas van a estar dadas
por lo siguiente:

E(T) = ttβC, βDu : C P Vn ^ D P Vn+1 ^ D Ď Cu Y ttt1u, βCu : C P V0u

Sea ρ : V(T) Ñ N0 definida por

ρ(t) =

#

l + 1 si t = βC, C P Vl

0 si t = t1u

Probamos que ρ cumple las tres propiedades del lema 1.3.4.

1. El único t P V(T) que cumple que ρ(t) = 0 es t = t1u.

2. Si tt, su P E(T) luego t = βC tal que C P Vl por lo que ρ(βC) = l. Por otro lado s = βD para D P Vl´1 o Vl+1
y ası́ ρ(βD) = l ´ 1 o ρ(βD) = l + 1 y vemos que |ρ(βC) ´ ρ(βD)| = 1 tal como querı́amos.

3. Sea t P V(T)ztHu luego t = βC para C una componente conexa de Vl para cierto l ě 0. Entonces necesaria-
mente por ser conexo debe existir una única D P Vl´1 tal que C Ď D.

Sea entonces f : V(T) Ñ P(V(Γ)) la función definida por

f (βC) =

#

βC si t = βC
t1u si t = 1

donde en el lado izquierdo lo miramos como un vértice del árbol T y en el lado derecho como un conjunto de
vértices de Γ. Afirmamos que (T, f ) es una descomposición en un árbol para el grafo de Cayley Γ. Para verlo
debemos ver que cumple las tres condiciones 4.1.1 de la definición.

T1. Sea g P V(Γ) luego si d(1, g) = l tenemos que g P βC para cierta C P Vl´1.

T2. Sea una arista tg, hu P E(Γ). Separamos en dos casos dependiendo si d(g, 1) = d(h, 1) o si no sucede esto.

Supongamos que ambas están a la misma distancia del vértice 1. En tal caso sea l tal que

d(g, 1) = l = d(h, 1)

luego tiene que existir C P Vl´1 tal que g, h P βC dado que ambos vértices están conectados.

El otro caso es que las distancias al vértice 1 son distintas aunque necesariamente están restringidas a que
sean del tipo

d(g, 1) = l ă l + 1 = d(h, 1)

y en este caso resulta que g, h P βC si C es la componente conexa que contiene a h en Vl .
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T3. Queremos ver que si fijamos g P V(Γ) entonces el subgrafo Tg = tt P V(T) | g P f (t)u es un subárbol de T.
Si d(g, 1) = l luego g P βVl´1 y g P βVl y para cualquier otro valor j no vale que g P βVj.
Por la observación 4.1.16 tenemos que:

βVl =
ď

Ci P Vl

β(Ci).

Entonces existe una única componente conexa D P Vl´1 de manera que g P βD. Por otro lado como el grafo
de Cayley de un grupo finitamente generado es localmente finito entonces existen finitas componentes
conexas C1, . . . , Ck de Vl de manera que g P βC1, . . . , g P βCk.
Notemos que Tg es conexo porque para todo βCi vale que tβD, βCiu P E(T) por lo que Tg resulta ser un
subárbol de T tal como querı́amos ver.

Ejemplo 4.1.18. Sea G = Z/2Z ˚ Z/3Z tal que tiene la siguiente presentación G » xa, b | a2, b3y. Tomamos el
conjunto simétrico de generadores ta, b, b´1u tal que al grafo Cay(G, ta, b, b2u) lo representamos de la siguiente
manera:

1 a

b

b2

ab

ab2

ba

b2a

aba

ab2a

bab

bab2

b2ab

b2ab2

abab

abab2

ab2ab

ab2ab2

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Consideremos entonces cómo es la descomposición en un árbol construida en 4.1.17 para este grafo de Cayley.
El árbol T lo representamos de la siguiente manera:

tb, b2, 1u t1u t1, au

tb, bau

tb2, b2 au

ta, ab, ab2u

tba, bab, bab2u

tb2 a, b2 ab, b2 ab2u

tab, abau

tab2, ab2 au

taba, abab, abab2u

tab2 a, ab2 ab, ab2 ab2u . . .

. . .. . .

. . .
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Cada vértice t P V(T) es el bolsón correspondiente para la descomposición en un árbol de Cay(G, ta, b, b2u).

§4.2. Cuasi-isometrı́as.

Vamos a usar resultados de cuasi-isometrı́as para probar que la propiedad de tener treewidth finito no de-
penda de los generadores elegidos. Esta subsección sigue los textos de [BH13] y de [Löh17].

Definición 4.2.1. Sean (X, dX), (Y, dY) espacios métricos. Una cuasi-isometrı́a es una función ϕ : X Ñ Y tal que:

Q1. Existe constante A ą 0 tal que para todo par de puntos x1, x2 P X hace valer la siguientes desigualdades

1
A

dX(x1, x2) ´ A ď dY(ϕ(x1), ϕ(x2)) ď AdX(x1, x2) + A

Q2. Existe una constante C ě 0 tal que para todo punto y P Y debe existir x P X de manera que

d(y, ϕ(x)) ď C

Intuitivamente una cuasi-isometrı́a entre espacios métricos nos dice que estos resultan ser similares vistos
”desde lejos 2las diferencias que tienen localmente están uniformemente acotadas.

Proposición 4.2.2. Sean (X, dX), (Y, dY) espacios métricos. Una función ϕ : X Ñ Y es una cuasi-isometrı́a si y solo sı́
existe ψ : Y Ñ X cuasi-isometrı́a y constantes positivas C, D P R tales que:

d(ψ ˝ ϕ(x), x) ă C para todo x P X.

d(ϕ ˝ ψ(y), y) ă D para todo y P Y.

Demostración. Ver [BH13][p.138]. ■

Proposición 4.2.3. Sean (X, dX), (Y, dY), (Z, dZ) espacios métricos y sean ϕ : X Ñ Y y ψ : Y Ñ Z cuasi-isometrı́as,
entonces ψ ˝ ϕ : X Ñ Z es una cuasi-isometrı́a.

Demostración. Ver [BH13][p.138]. ■

La relación de cuasi-isometrı́a es reflexiva. La proposición 4.2.2 nos dice que la relación de cuasi-isometrı́a
entre espacios métricos es simétrica. Por la proposición 4.2.3 tenemos que esta relación es transitiva también.
Esto nos dice que la relación de cuasi-isometrı́a es una relación de equivalencia entre los espacios métricos.

Definición 4.2.4. Dados (X, dX) y (Y, dY) espacios métricos diremos que son espacios métricos cuasi-isométricos
si existe ϕ : X Ñ Y cuasi-isometrı́a.

En nuestro caso en particular los espacios métricos que nos van a interesar son los grafos no dirigidos. Más
aún nos vamos a interesar en los grafos de Cayley de grupos finitamente generados. El siguiente resultado que
enunciamos sin demostración nos garantiza que todos los grafos de Cayley para un grupo finitamente generado
son cuasi-isométricos entre sı́.

Proposición 4.2.5. Sea G grupo finitamente generado y sean A y B conjuntos finitos de generadores de G. Entonces
(Cay(G, A), dA) y (Cay(G, B), dB) son cuasi-isométricos entre sı́.



4.2. CUASI-ISOMETRÍAS. 85

Demostración. Ver [BH13, p.143]. ■

Este resultado deja de ser cierto en el contexto que tomamos un conjunto de generadores que no es finito.
Si el grafo de Cayley de un grupo para cierto conjunto de generadores tiene una propiedad P y queremos ver

que esta propiedad P es intrı́nseca al grupo, es decir que no depende del conjunto de generadores que tomemos,
nos alcanza con probar que esta propiedad P se preserva por cuasi-isometrı́as. En nuestro caso en particular la
propiedad P que nos va a interesar es la de tener treewidth finito.

Proposición 4.2.6. Sean (Γ1, d1), (Γ2, d2) grafos no dirigidos de grado uniformemente acotado cuasi-isométricos entre
sı́ y Γ2 grafo con treewidth finito. Entonces Γ1 tiene treewidth finito.

Demostración. Sea ϕ : Γ1 Ñ Γ2 cuasi-isometrı́a y sea k P N el treewidth de Γ2. Al ser ϕ una cuasi-isometrı́a
tenemos que existe A ą 0 tal que para todo par v, v1 P V(Γ1) vale que

1
A

d1(v, v1) ´ A ď d2(ϕ(v), ϕ(v1)) ď Ad1(v, v1) + A.

Probemos que Γ1 tiene treewidth finito también.
Consideremos l tal que d(ϕ(v), ϕ(w)) ď l para vértices v, w P V(Γ1) que estén conectados por una arista. Esto

lo podemos tomar porque al ser una cuasi-isometrı́a

d2(ϕ(v), ϕ(v1)) ď Ad1(v, v1) + A ď 2A

entonces basta con tomar l ě 2A.
Sea (T, f ) descomposición en un árbol para Γ2 tal que tiene treewidth finito. Por 4.1.13 si tomamos Nl( f (t))

los vecinos del bolsón f (t) que están a distancia no mayor a l seguimos teniendo una descomposición en un
árbol para Γ2. Consideraremos los bolsones g(t) = ϕ´1(Nl( f (t))) de vértices en Γ1. Probemos que (T, g) es una
descomposición en un árbol para Γ1.

Debemos ver que cumplen las tres propiedades.

T1. La primera se cumple puesto que los bolsones f (t) cubren V(Γ2). De esta manera
Ť

tPT Nl( f (t)) = V(Γ2)
y por lo tanto tomando preimagen tenemos que

ď

tPV(T)

ϕ´1(Nl( f (t))) =
ď

tPV(T)

g(t) = ϕ´1(V(Γ2)) = V(Γ1)

donde usamos que la preimagen de la unión es la unión de las preimágenes.

T2. La segunda condición usamos que si hay una arista tx, yu P E(Γ2) luego debe ser que d(ϕ(x), ϕ(y)) ď l por
como tomamos a l. De esta manera como ϕ(x) P f (t) para algún t P V(T), notemos que ϕ(y) P Nl( f (t))
también. Tomando preimagen tenemos que x, y P ϕ´1(Nl( f (t))) y esto es que justamente x, y P g(t) para
un mismo t P V(T) tal como querı́amos ver.

T3. Para la tercera condición si x P g(t) X g(s) queremos ver que x P g(r) para todo r P V(T) que aparezca
en la geodésica de s a t. Como la preimagen de una intersección es lo mismo que la intersección de las
preimágenes entonces

x P ϕ´1(Nl( f (t))) X ϕ´1(Nl( f (s))) = ϕ´1(Nl( f (t)) X Nl( f (s))

de esta manera debe existir v P V(Γ2) tal que v P Nl( f (s)) X Nl( f (t)). Ahora usamos que esta es una
descomposición sobre Γ2 para notar que v P Nl( f (r)). Tomando preimagen tenemos que x P g(r) tal como
querı́amos ver.
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Finalmente debemos ver que el tamaño de los bolsones está acotado uniformemente para probar que Γ1
tiene treewidth finito. Dado que Γ2 tiene treewidth finito entonces existe M P N de manera que | f (t)| ď M
uniformemente para todo t P V(T). Como el grado de los grafos está acotado uniformemente tenemos que por
el resultado 4.1.14 que esta descomposición tiene la anchura finito por lo que

DN P N, @t P V(T). |Nl( f (t))| ď N.

Finalmente notemos que al ser ϕ una cuasi-isometrı́a tenemos que existe B ą 0 tal que para todo v P V(Γ2) vale
que |ϕ´1(v)| ď B. Esto lo podemos ver porque si ϕ(x) = v = ϕ(y) entonces

1
A

d1(x, y) ´ A ď d2(ϕ(x), ϕ(y)) = 0 ùñ d1(x, y) ď A2 ă 8

si tomamos B ą A2 obtenemos una cota uniforme para todo v P Γ2. Ası́ vemos que:

|g(t)| = |ϕ´1(Nl(X(t)))| ď BN ă 8

Concluı́mos ası́ que la descomposición que nos armamos para Γ1 tiene treewidth finito. ■

De esta manera podemos definir el treewidth finito como un invariante para grupos.

Definición 4.2.7. Un grupo G finitamente generado tiene treewidth finito si para algún conjunto de generadores A
vale que Cay(G, A) tiene treewidth finito.

§4.3. Grupos independiente de contexto tienen treewidth finito.

En esta sección probaremos un resultado que fue originalmente probado por Muller–Schupp en [MS85]. En
ese trabajo usan una definición que resultó ser equivalente al treewidth que es la de ser k-triangulable. La de-
mostración que presentamos sigue la exposición del trabajo [DW17].

Lema 4.3.1. Sea G = (V, Σ, P, S) una gramática independiente de contexto en forma normal de Chomsky, uvw P L(G)
de modo que |v| ě 2 y D = S ˚

Ñ uvw una derivación. Entonces existe una variable A tal que:

D = S ˚
Ñ δAη Ñ δBCη

˚
Ñ u1v1v2w1

donde:

u1v1v2w1 = uvw.

A Ñ BC ˚
Ñ v1v2, B ˚

Ñ v1 y C ˚
Ñ v2.

δ
˚

Ñ u1 y η
˚

Ñ w1.

|u| ě |u1| y |w| ě |w1|.

|u1v1| ă |uv| y |v2w1| ă |vw|

Demostración. Para probar esto consideramos T(D) el árbol de derivación asociado a la derivación D = S ˚
ÑG w.

Sea v subpalabra de w luego la ocurrencia de la palabra v = a1 . . . an es tal que está representada por un
conjunto finito de vértices del árbol V(T(D)) (de hecho resultan ser hojas del árbol por la observación 1.3.25).
Sea este conjunto Xv = t(d1, l(d1)), . . . , (dn, l(dn))u donde l(di) = ai.
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S
δ A η
δ B C η
u1 v1 v2 w1

u v w
Figura 4.1: Representación gráfica del lema 4.3.1.

En este caso notemos que el problema se traduce a encontrar un vértice (d, l(d)) P V(T(D)) tal que produzca
a v como subpalabra y tal que sea minimal respecto al orden sobre los vértices de un árbol binario ĺ definido en
1.3.20.

Para esto notemos que aplicando el lema 1.3.21 al conjunto de hojas Xv obtenemos un vértice (d, l(d)) interno
tal que es el menor vértice con respecto al orden ĺ que produce una palabra v1 P Σ˚ de manera que contiene
como subpalabra a la palabra asociada al conjunto Xv. Como es un vértice interno luego l(d) = A P V por
la observación 1.3.25 y a su vez resulta ser que no puede haber una palabra de longitud menor que v1 tal que
cumpla esta propiedad caso contrario negarı́amos la minimalidad del vértice (d, l(d)). ■

Lema 4.3.2. Sea G un grupo independiente de contexto con gramática G = (V, Σ, P, S) de manera que L(G) =
WP(G, Σ). Sea A P V una variable de esta gramática y consideremos el lenguaje

LA = tw P Σ˚ | A ˚
ÑG wu.

Sea π : Σ˚ Ñ G la proyección del monoide libre al grupo. Entonces vale el siguiente resultado: dadas palabras v, v1 P LA
luego π(v) = π(v1).

Demostración. Veamos que si v, v1 P LA entonces π(v)=π(v1). Es decir son el mismo elemento vistos en
el grupo G. Para eso si tenemos una derivación que en algún momento llega a S ˚

ÑG βAγ
˚

ÑG uvw también
tenemos otra derivación que deriva en S ˚

ÑG βAγ
˚

ÑG uv1w. Es decir que uvw, u1v1w1 P WP(G, Σ) por lo tanto

π(uvw) = 1 = π(uv1w) ùñ π(v) = π(v1)

tal como querı́amos ver. ■

Lema 4.3.3. Sea Γ un grafo de grado acotado uniformemente y (T, f ) una descomposición en un árbol para Γ de manera
que existe M P N tal que para todo t P V(T) tenemos la siguiente cota

diam( f (t)) ă M

entonces la descomposición (T, f ) tiene anchura finito.
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Demostración. Buscamos k P N tal que nos permita acotar | f (t)| ď k para todo t P V(T). Como exista M P N tal
que

diam( f (t)) = sup
g,hP f (t)

d(g, h) ď M

para todo t entonces al ser Γ de grado acotado uniformemente por n P N luego

| f (t)| ď nM ă 8

para todo t P V(T) ası́ probando que (T, f ) es una descomposición con anchura finito. ■

Teorema 4.3.4. [MS85] Sea G un grupo independiente de contexto entonces G tiene treewidth finito.

Demostración. Sea Σ un conjunto finito de generadores de G. La descomposición en un árbol (T, f ) que hicimos
en 4.1.17 es válida para todo grafo de Cayley en particular resulta serlo para Cay(G, Σ). Veamos que esta des-
composición para G tiene treewidth finito. Para esto vamos a usar el lema 4.3.3 para probar que todo βC P V(T)
cumple que diam(βC) ă 8.

Dado que G es un grupo independiente de contexto entonces el lenguaje del problema de la palabra para
estos generadores WP(G, Σ) tiene una gramática G = (V, Σ, P, S) independiente de contexto que lo genera. Por
la proposición 1.1.24 consideremos que la gramática está en forma normal de Chomsky.

Para cada variable A de nuestra gramática podemos considerar el siguiente lenguaje:

LA = tw P Σ˚ : A ˚
ÑG wu.

Para este lenguaje introduzcamos un número natural kA P N definido por kA = mı́nwPLA |w|. Como tenemos
finitas variables en nuestra gramática G podemos considerar k = máxAPV kA. Veamos que diam(βC) ď 3k para
todo βC P V(T).

Sea C componente conexa de Vn para algún valor de n P N genérico. Sean g, h P βC, vamos a acotar d(g, h).
Para eso consideremos una geodésica α que una 1 con g y análogamente otra geodésica γ que una 1 con h.
Como C Y βC es conexo podemos tomar un camino τ que una g con h dentro de C exceptuando sus extremos.
Sin pérdida de generalidad supongamos que |τ| ě 2 caso contrario tendrı́amos que g y h son adyacentes y no
tendrı́amos nada que probar porque en este caso d(g, h) = 1. De esta manera tenemos un triángulo tal que sus
lados tienen las siguientes etiquetas: l(α) = u, l(τ) = v y l(γ) = w. Como ατγ es un ciclo en el grafo de Cayley
entonces l(ατγ) = uvw P WP(G, Σ) por el resultado 1.3.12 y por lo tanto tenemos alguna derivación S ˚

ÑG uvw.
Ya que tenemos esta derivación S ˚

ÑG uvw consideramos la última variable que deriva a v como subpalabra.
Esto es que para la subpalabra v sabemos que existe alguna variable A y palabras posiblemente vacı́as v1, v2 tal
que A ˚

ÑG v1v2 donde v es una subpalabra de v1v2 como consecuencia directa del lema 4.3.1.
Como la gramática G está en forma normal de Chomsky sabemos que al suponer que |v| ě 2 entonces la

derivación tiene la siguiente pinta
S ˚

ÑG δAη ÑG δBCη
˚

ÑG u1v1v2w1

donde: δ, η P (Σ Y V)˚, B, C P V y δ
˚

ÑG u1, η
˚

ÑG w1, A ˚
ÑG v1v2, B ˚

ÑG v1 y C ˚
ÑG v2.

La palabra u1 es un prefijo de u luego si consideramos la geodésica α tenemos que al haber leı́do la etiqueta
u1 llegamos a un vértice x y por estar sobre la geodésica cumple la siguiente igualdad:

d(x, g) = d(1, g) ´ d(1, x).

Análogamente w1 es un posfijo de w luego existe w2 P Σ˚ tal que w = w2w1. Si consideramos la geodésica γ en la
instancia que ya leı́mos w2 comenzando desde h llegamos a cierto vértice z y por la misma razón que en el caso
anterior obtenemos

d(z, h) = d(1, h) ´ d(1, z).
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Consideremos el vértice y al que llegamos después de leer u1v1. Este vértice está en el camino τ dado que v
es subpalabra de v1v2. Usando que y P τ Ď C tenemos que d(1, y) ě n + 1 = d(1, g) por ser C una componente
conexa de Vn, entonces vale la siguiente desigualdad

d(x, g) = d(1, g) ´ d(1, x) ď d(1, y) ´ d(1, x) = d(x, y)

donde usamos que x, y están en una misma geodésica. Análogamente tenemos que d(z, h) ď d(z, y).
Por el lema 4.3.2 notemos que si reemplazamos v1 por la palabra de menor tamaño del lenguaje LB seguimos

teniendo un ciclo pero de longitud idéntica o más chica. La palabra v1 la leemos justamente cuando vamos del
vértice x al vértice y, ası́ la distancia d(x, y) está acotada por la palabras que puede derivarse de B de menor
longitud. Idénticamente hacemos esto para las variables A y C. Por como definimos a k tenemos las siguientes
cotas: d(x, y), d(y, z), d(x, z) ď k.

Terminamos de probar que d(g, h) ď 3k. Usamos la desigualdad triangular tres veces,

d(g, h) ď d(g, x) + d(x, z) + d(h, z)
ď d(x, y) + d(x, z) + d(y, z) ď 3k

tal como querı́amos ver.
■
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Figura 4.2: Diagrama que muestra como acotar la distancia entre g y h.



Capı́tulo 5

Cortes de grafos y árboles de estructura.

Las principales referencias de este capı́tulo son Diekert [DW13], Thomassen [TW93] y Krön [Krö10]. En la
sección 5.1 damos varias definiciones básicas que usaremos en el capı́tulo.

En la sección 5.2 definimos una familia de grafos que denominamos grafos accesibles. Esta definición de un
grafo accesible generaliza la idea de los grafos de Cayley de grupos accesibles. En el teorema 5.2.10 probamos
que los grupos que tienen treewidth finito tienen grafos de Cayley accesibles.

En la sección 5.3 definimos los cortes óptimos que son una familia de cortes que tienen la propiedad de estar
siempre anidados entre sı́. El resultado principal de esta sección es el teorema 5.3.6.

En la sección 5.4 dado un grafo accesible y localmente finito definimos un árbol que denominamos el árbol
de estructura. Este árbol lo definimos a partir de los cortes óptimos del grafo.

En la sección 5.5 construimos una acción del grupo de automorfismos de un grafo accesible y localmente
finito sobre su árbol de estructura. El resultado central es 5.5.22 que dice que los grupos con treewidth finito son
el grupo fundamental de un grafo de grupos con grupos finitos.

§5.1. Cortes de grafos.

Definición 5.1.1. Sea Γ un grafo no dirigido. Un conjunto C Ă V(Γ) es un corte si cumple las siguientes condi-
ciones:

C y Cc son conexos y no vacı́os.

|δC| ă 8.

Si |δC| ď k decimos que C es un k-corte.

Equivalentemente un subconjunto de vértices C es un corte si ΓzδC tiene dos componentes conexas no vacı́as.
La siguiente observación elemental va a ser fundamental a los argumentos de este capı́tulo.

Observación 5.1.2. Si Γ es un grafo conexo, C un corte de Γ, x P C e y P Cc y α un camino que une x con y entonces
tenemos que debe existir v P δC tal que v pertenece al camino α.

En particular nos van a interesar los cortes para separar caminos en grafos y en cierta manera usar los cortes
para distinguir caminos infinitos. Idealmente queremos que nuestros cortes nos separen en partes infinitas al
grafo pero esto no siempre es posible.

Ejemplo 5.1.3. Consideremos Z ˆ Z = xa, b | aba´1b´1y y Γ = Cay(Z2, ta, b, a´1, b´1u) su grafo de Cayley.
Este grafo cumple que todo conjunto C Ď V(Γ) conexo tal que |δC| ă 8 es tal que C es finito o bien Cc es

finito. Para probar esto sea v P δC tal que maximice máx
wPδC

d(1, w). Si consideramos una bola B centrada en 1 de

91
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βC

Figura 5.1: C es un 2-corte en este caso.

radio mayor a esta distancia entonces tenemos que C Ď B o bien Cc Ď B dado que, en caso contrario como Bc es
conexo entonces usando la observación 5.1.2 tendrı́amos que habrı́a algún v1 P Bc tal que v1 P βC contradiciendo
la elección del radio de B. Dado que Γ tiene el grado acotado uniformemente obtenemos que |B| ă 8 lo que
implica que |C| ă 8 o bien que |Cc| ă 8.

Probaremos ahora una propiedad fundamental de los cortes que es que fijada una arista solo hay finitos cortes
que tienen a esta arista dentro de su borde. Dado un grafo Γ y tx, yu P E(Γ) usaremos la notación Γztx, yu para
referirnos al grafo no dirigido definido por V(Γztx, yu) = V(Γ) y E(Γztx, yu) = E(Γ)zttx, yuu.

Lema 5.1.4. Sea Γ un grafo conexo infinito y k ě 2. Si C es un k-corte en Γ y tx, yu P δC entonces C es un (k ´ 1)-corte
en Γztx, yu.

Demostración. Los conjuntos de vértices C y Cc siguen siendo conexos y no vacı́os si los miramos en Γztx, yu.
Por otro lado tenemos que su borde de aristas en el grafo Γztx, yu es δCztx, yu, por lo tanto C resulta ser un
(k ´ 1)-corte de Γztx, yu. ■

Lema 5.1.5. Sea Γ un grafo conexo. Sea Y Ď E(Γ) un subconjunto finito de manera que ΓzY resulta ser disconexo.
Entonces si existe un corte C tal que Y Ď δC luego tiene que valer que Y = δC.

Demostración. Si ΓzY resulta ser disconexo entonces para que exista algún corte C con Y Ď δC es necesario
que ΓzY tenga exactamente dos componentes conexas. Si tuviera más de una componente conexa y existiera un
corte C que cumpla que Y Ď δC entonces ΓzδC tendrı́a más de dos componentes conexas, negando que C es un
corte.

Llamemos a las dos componentes conexas de ΓzY como D y Dc. Supongamos que C es un corte tal que Y Ď δC.
Notemos que C y Cc son conexos si los vemos en ΓzY. En este caso tenemos que necesariamente C X D = H o
C X Dc = H en ΓzY. Caso contrario como C Y Cc = V(Γ) entonces negarı́amos que D y Dc desconectan a ΓzY.
Concluimos que necesariamente C = D o bien C = Dc y ası́ que δC = Y tal como querı́amos ver.

■

Proposición 5.1.6. Sea Γ un grafo conexo y sea tx, yu P E(Γ) entonces para todo k P N existen finitos k-cortes C tales
que tx, yu P δC.

Demostración. Vamos a probar esta afirmación por inducción en k.
En el caso base tenemos que k = 1. Si Γztx, yu es disconexo y separa al grafo en dos componentes conexas no

vacı́as entonces tenemos un 1-corte. Caso contrario no existe un 1-corte C tal que δC = tx, yu.
Para el paso inductivo supongamos que vale para (k ´ 1)-cortes y veamos que vale para k-cortes. Sea C un k-

corte sobre Γ, por la observación 5.1.4 tenemos que C es un (k ´ 1)-corte para el grafo Γztx, yu. Como suponemos
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que k ě 2 entonces por el lema 5.1.5 el grafo Γztx, yu tiene que ser conexo caso contrario no existirı́a tal corte C.
Esto nos dice que debe existir un camino α tal que α = (x0, . . . , xn) con x0 = x y xn = y. Por la observación 5.1.2
tenemos que alguna de las aristas txi, xi+1u es tal que pertenece a δC. Por cada una de estas aristas si aplicamos la
hipótesis inductiva concluimos que existen finitos (k ´ 1)-cortes que la contienen. Como el camino α tiene finitas
aristas entonces tenemos finalmente que existen finitos (k ´ 1)-cortes en Γztx, yu y ası́ que existen finitos k-cortes
en Γ tales que contienen a tx, yu tal como querı́amos ver.

■

Corolario 5.1.7. Sea Γ un grafo conexo y localmente finito. Sea S Ă V(Γ) un conjunto finito y k ě 1. Entonces existen
finitos k-cortes C con βC X S ‰ H.

Demostración. Como el grafo Γ es localmente finito entonces existen finitas aristas adyacentes a S. Aplicando
el lema 5.1.6 a cada una de estas finitas aristas obtenemos el resultado. ■

Definición 5.1.8. Dos cortes C, D P V(Γ) están anidados si vale alguna de las cuatro inclusiones C Ď D, C Ď

Dc, Cc Ď Dc, Cc Ď D. Los conjuntos C X D, C X Dc, Cc X D, Cc X Dc los llamamos las esquinas. Dos esquinas C X D
y Cc X Dc son esquinas opuestas. Caso contrario diremos que son esquinas adyacentes.

Lema 5.1.9. Dos cortes C, D están anidados si y solo si alguna de las cuatro esquinas es vacı́a.

Demostración. Para la ida supongamos que C Ď D luego tiene que valer que C X Dc = H. Para la vuelta si por
ejemplo C X D = H como vale que C = (C X D) Y (C X Dc) esto nos dice que C Ď Dc.

■

Lema 5.1.10. Sean C, D cortes tales que βC Ď D entonces C y D están anidados.

Demostración. Si C, D no estuvieran anidados tendrı́amos que C X Dc ‰ H ‰ Cc X Dc. Esto nos dirı́a que
podrı́amos tomarnos un camino entre c0 P C X Dc y c1 P Cc X Dc tal que esté contenido en Dc. Esto es una
contradicción porque este camino tendrı́a que pasar por βC y sabemos que βC Ď D.

■

Lema 5.1.11. Dado C corte y k P N tenemos que

|tD : C, D no están anidados y D es un k-corteu| ă 8

Demostración. Por el lema 5.1.10 no pueden haber cortes que no estén anidados D tales que βC Ď D. Por el lema
5.1.7 concluimos que hay finitos k-cortes D tales que βC X βD ‰ H dado que βC es un conjunto finito.

■

§5.2. Grafos accesibles.

Definición 5.2.1. Dado Γ un grafo no dirigido conexo un camino simple r es un rayo si es un camino indexado
por los naturales,

r = (v0, . . . , vn, . . . ).

Un camino simple α es un camino infinito si está indexado por los enteros,

α = (. . . , v´n, . . . , v0, . . . , vn, . . . ).

En particular utilizaremos en varias ocasiones los siguientes resultados.
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Lema 5.2.2 (König). Si Γ es un grafo conexo e infinito entonces existe un rayo r sobre Γ.

Demostración. Ver [Die05, p.215]. ■

Lema 5.2.3. Sea Γ un grafo no dirigido infinito y conexo y C Ď V(Γ) un corte de Γ de manera que |C| = |Cc| = 8

entonces existe α un camino infinito tal que |α X C| = 8 = |α X Cc|.

Demostración. Fijemos dos vértices u P C y v P Cc de manera que tu, vu P δC. Vamos a construir dos rayos,
uno en C que empieza en u y el otro en Cc empezando en v. Por 5.2.2 existe r1 un rayo dentro de C. Si este rayo no
pasa por el vértice u nos tomamos un camino simple finito que una u con el origen de este rayo. Consideremos
entonces el primer vértice del rayo que interseca a este camino, sea este u1. Si consideramos la concatenación de
este camino finito hasta u1 y luego la continuación del rayo a partir de u1 obtenemos un rayo r2 de manera que
r2 = (u, . . . , u1, . . . ). Para obtener el otro rayo y ası́ llegar a tener un camino infinito α hacemos lo mismo a partir
del vértice v P Cc.

Para finalizar concatenamos estos dos rayos con la arista tu, vu para ası́ llegar a un camino infinito α que
cumple lo pedido.

■

No necesariamente vale la vuelta. Esto es que si tenemos un camino infinito α entonces existe un corte C tal
que cumple que |α X C| = 8 = |α X Cc|. Por ejemplo basta tomar la grilla 5.1.3.

Esto nos dice que dado un corte podemos tener caminos que son separados por el corte pero no vale que
dado un camino tenemos que un corte lo separa. Esto nos lleva a dar la siguiente definición.

Definición 5.2.4. Sea Γ un grafo no dirigido conexo y sea α un camino infinito en este grafo. Definimos el
conjunto de cortes del camino como

C(α) = tC Ă V(Γ) | C es un corte y |α X C| = 8 = |α X Cc|u

Observación 5.2.5. Dado Γ un grafo no dirigido conexo y α un camino infinito en Γ entonces: C(α) ‰ H si y solo
sı́ existe un corte C de manera que αzδC tiene dos componentes conexas infinitas.

Definición 5.2.6. Dado Γ un grafo infinito y conexo, definimos una relación sobre los rayos r, r1 de Γ de la
siguiente manera:

r „ r1 ðñ @C corte de Γ. (|r X C| = 8 ðñ |r1 X C| = 8).

A las clases de equivalencia ω de esta relación se las llama ends del grafo.

Γ

Figura 5.2: El grafo Γ tiene tres ends. Estos son ω1, ω2 y ω3.
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Por resultados anteriores 5.2.3 tenemos que un grafo Γ conexo y localmente finito tiene más de un end si y
solo sı́ existe un camino infinito α tal que C(α) ‰ H.

Equivalentemente diremos que un grafo Γ localmente finito y conexo tiene más de un end si existe un conjunto
finito S de vértices de manera que ΓzS tiene más de dos componentes conexas infinitas.

Un dato importante es que en el contexto de los grupos la cantidad de ends de sus grafos de Cayley resulta
ser un invariante del grupo. En [Sta71] Stallings probó que dado un grupo finitamente generado con más de un
end entonces se parte como el producto amalgamado o producto HNN sobre un subgrupo finito no trivial. Si
alguno de estos factores resulta tener más de un end este procedimiento continúa. En el caso que el procedimiento
termine Stallings denominó a estos grupos como grupos accesibles.

En esta sección vamos a introducir la definición de los grafos accesibles que generaliza esta definición de
Stallings. Esta noción fue originalmente introducida en el trabajo [TW93]. En ese trabajo prueban que un grupo
es accesible siguiendo la definición clásica si y solo sı́ todo grafo de Cayley de este grupo resulta ser accesible.

Definición 5.2.7. Un grafo Γ infinito y conexo es accesible si existe k P N de manera que todo camino infinito α
cumple que C(α) = H o bien C(α) contiene un k-corte.

En particular de la definición obtenemos que los grafos accesibles tienen más de un end. Equivalentemente
podemos definir a un grafo como accesible si existe k P N tal que para todo par de ends distintos ω1, ω2 existe
un k-corte C de manera que separa a ambos ends.

Veamos que bajo esta definición los grafos con treewidth finito son accesibles. Esto no nos va a asegurar que
ser accesible en este sentido es una propiedad intrı́nseca de un grupo. Para probar esto vamos a probar un lema
un poco más técnico que generaliza esta afirmación.

Lema 5.2.8. Sea Γ un grafo infinito y conexo con treewidth finito y grado uniformemente acotado. Entonces existe k P N

tal que: para todo r rayo, todo v0 P V(Γ) y todo n P N debe existir un k´corte D que cumple las siguientes propiedades:
d(v0, Dc) ě n, v0 P D, |Dc X r| = 8.

Demostración. Sea d una cota para el grado de los vértices del grafo Γ y sea m el treewidth del grafo. Propon-
dremos k = dm como la constante que buscamos.

Sea (T, f ) descomposición en un árbol para Γ tal que bs(Γ, T, f ) = m. Sea r un rayo sobre Γ y v0 P V(Γ) un
vértice. Consideremos t0 P V(T) de manera que v0 P f (t0). Si tenemos dos vértices u1, u2 P f (t0)

c tales que
u1 y u2 están en bolsones f (t1), f (t2) de manera que t1 y t2 están en componentes conexas distintas de Tzt0,
luego como los árboles son únicamente geodésicos si usamos la proposición 4.1.10 obtenemos que todo camino
α que pase por u1 y por u2 debe pasar en algún momento por f (t0). En particular estamos considerando un
rayo r que resulta ser un camino simple entonces dado que | f (t0)| ă 8 obtenemos que debe haber una única
componente conexa de f (t0)

c tal que interseca infinitas veces al rayo r. Nombraremos a esta componente conexa
Ct0,r. Tenemos ası́ que, nuevamente por 4.1.10, exactamente una de las dos componentes conexas de Tztt0u la
unión de los bolsones de sus vértices contienen a Ct0,r.

Sea ahora t1 P V(T) tal que es adyacente a t0 y cumple que está en la componente conexa de Tztt0u que
cubre a Ct0,r. Elegimos la componente conexa de f (t1)

c que interseca infinitas veces al rayo r. Repetimos este
procedimiento para llegar a un rayo sobre el árbol (t0, t1, . . . tn . . . ) y una sucesión de componentes conexas
correspondientes (Ct0,r, Ct1,r, . . . , Ctn ,r, . . . ).

Sea n P N arbitrario luego si elegimos l P N suficientemente grande podemos garantizar que

f (tl) X Bn(v0) = H.

Esto porque por la proposición 4.1.11 tenemos que la descomposición se puede tomar de manera que cada vértice
aparezca en finitos bolsones. Por otro lado como Γ es localmente finito esto nos dice que la bola |Bn(v0)| es finita
por lo tanto hay finitos bolsones en los cuales pueden aparecer los vértices de Bn(v0).
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v0

f (t0)

f (tl)

Ctl ,r
r

Figura 5.3: Tenemos que f (tl) está lo suficientemente lejos de v0.

Ahora vamos a buscar el corte D que nos cumpla lo pedido. Para eso vamos a necesitar un conjunto conexo
con complemento conexo y no vacı́o tal que su borde sea finito. Consideremos D la componente conexa de v0 en
Cc

tl ,r.

Primero veamos que Dc es conexo. Para ver esto notemos que Ctl ,r Ď Dc. Si tenemos un elemento u1 P Dc

tiene que estar conectado en Γ con algún vértice de Ctl ,r. Esto se debe a que el grafo Γ es conexo por lo que
u1 tiene al menos un camino que lo conecta con el conjunto de vértices Ctl ,r. Si este camino interseca a D
tendrı́amos que u1 P D porque serı́a la misma componente conexa de Cc

tl ,r. De esta manera vimos que todo
elemento de Dc está conectado con Ctl ,r, que es conexo, evitando pasar por D y ası́ concluimos que Dc es
conexo.

Tanto D como Dc son no vacı́os porque Ctl ,r es infinito y está contenido en Dc y por otro lado porque v0 P D.

Finalmente veamos que D es un k´corte. Notemos que si v P D X βD luego tenemos que existe u P Dc X βD
tal que tu, vu P E(Γ).

Por lo visto anteriormente todo camino que va de Dc a D tiene que pasar necesariamente por Ctl ,r. Entonces
tenemos que u P Ctl ,r. En este caso notemos que v P f (tl) caso contrario tendrı́amos que v P Ctl ,r dado que
esta es una de las componentes conexas de Γz f (tl) y asumimos que v P D Ď Cc

tl ,r. De esta manera vimos
que βD X D Ď f (tl). Como toda arista δD tiene uno de sus vértices en f (tl) y el grafo tiene grado acotado
uniformemente esto nos dice que |δD| ď dm = k tal como querı́amos ver.

Finalmente notemos que por la construcción v0 P D. Como d(v0, f (tl)) ě n dado que ası́ elegimos a tl y vimos
que D X δD Ď f (tl) entonces se garantiza que d(v0, Dc) ě n. Como |r X Ctl ,r| = 8 y Ctl ,r Ď Dc obtenemos lo que
querı́amos probar.

■

Observación 5.2.9. En particular notemos que el resultado del lema anterior 5.2.8 sigue siendo válido si reempla-
zamos a r el rayo por α un camino infinito. Esto porque a partir de un camino infinito podemos armarnos un
rayo.

Ahora sı́ con este resultado podemos probar que los grafos con treewidth finito y grado uniformemente
acotado son accesibles.

Teorema 5.2.10. Sea Γ un grafo no dirigido infinito y conexo con treewidth finito y con grado uniformemente acotado.
Entonces Γ es accesible.
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Demostración. Tomemos α un camino infinito tal que C(α) ‰ H y C P C(α). Veamos de construirnos un k-corte
D de manera que D P C(α).

Fijemos v0 P βC y consideremos el siguiente número natural

n = máxtd(v0, w) : w P βCu.

Por el lema anterior 5.2.8 y la observación 5.2.9 podemos ver que existe un k-corte D de manera que v0 P D,
d(v0, Dc) ě n + 1 y que cumple que |Dc X α| = 8. Por como tomamos a este corte D cumple que βC Ă D y ası́
por el lema 5.1.10 tenemos que el corte C cumple que C Ď D o bien Cc Ď D. En cualquiera de estos dos casos
como |α X C| = |α X Cc| = 8 obtenemos ası́ que |D X α| = 8 y ası́ que D P C(α) tal como querı́amos ver.

■

§5.3. Cortes óptimos.

Por el lema 5.1.10 tenemos que el siguiente número natural está bien definido.

Definición 5.3.1. Dado Γ grafo conexo y localmente finito, C un corte y k P N constante definimos

mk(C) = |tD : C, D no están anidados y D es un k-corteu|.

Definición 5.3.2. Dado α camino infinito definimos el conjunto de sus cortes mı́nimos como

Cmin(α) = tC P C(α) : |δC| es mı́nimou

Dado un grafo Γ definimos el conjunto de sus cortes mı́nimos como

Cmin =
ď

t Cmin(α) : α es un camino infinitou

Lema 5.3.3. Sea Γ un grafo infinito y conexo y sean C, D cortes tales que C P C(α) y D P C(β) para α y β caminos
infinitos. Entonces sucede alguno de estos dos casos:

1. C P C(β) y D P C(α) y existen esquinas opuestas E, E1 tales que |E X α| = 8 = |E1 X α|.

2. Existen E, E1 esquinas opuestas tales que

|E X α| = |E1 X β| = 8.

Demostración. Dado C P C(α) y D P C(β) tenemos que necesariamente no pueden haber dos esquinas adya-
centes tales que ambas cumplan que intersecan finitamente a α y a β. Por otro lado deben existir al menos dos
esquinas tales que intersecan infinitamente a α y otras dos tales que intersecan infinitamente a β.

Estas restricciones nos dejan en dos casos posibles. El primer caso que consideramos es el que tenemos dos
esquinas E, E1 tales que |E X α| = |Ec X α| = 8 y |E1 X β| = |E1c X β| = 8. Esto nos dice que C P C(β) y
que D P C(α). En cualquier otro caso obtenemos que existen E, E1 esquinas opuestas de manera que |E X α| =
|E1 X β| = 8.

■
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C X D C X DCc X D Cc X D

Cc X Dc Cc X DcC X Dc C X Dc

α

α

β β

Figura 5.4: En la izquierda tenemos que si tomamos E = Cc X D y E1 = C X Dc estas esquinas cumplen que |E X α| = 8

y que |E1 X β| = 8. En la derecha tenemos que nos alcanza con tomar E = Cc X Dc y E1 = C X D. En este caso C P C(β) y
D P C(α).

Proposición 5.3.4. Sea Γ un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Entonces para todo par de cortes
minimales C, D P Cmin existen dos esquinas opuestas E, E1 tales que E, E1 P Cmin.

Demostración. Sea C P Cmin(α) y D P Cmin(β) luego por el lema 5.3.3 podemos separar en dos casos.

1. Si C P C(β) y D P C(α) entonces esto nos dice que |δC| = |δD| dado que ambos cortes son minimales.
Esto implica que D P Cmin(α). En este caso simplemente nos olvidamos del camino β y consideramos
C, D P Cmin(α). Luego tenemos que existen dos esquinas opuestas E, E1 tales que |E X α| = 8 y |E1 X α| = 8.

2. Existen esquinas E, E1 tales que |E X α| = 8 = |E1 X β|.

Si es necesario renombramos a los cortes para que E = C X D y E1 = Cc X Dc.
Debemos ver que estas esquinas nos sirven pero en principio no sabemos si son cortes siquiera. Sea F com-

ponente conexa de E tal que |F X α| = 8. Notemos que Cc Y Dc Ď Fc por lo tanto tenemos que |Fc X α| = 8. Más
aún podemos ver que Fc es conexo. Para eso consideremos v, w P Fc. Si tanto v, w P Cc Y Dc entonces como este
conjunto es un conexo y está contenido en Fc no hay nada para hacer. En el caso que v P (C X D)zF luego con-
sideramos γ un camino en Γ tal que los una. Sea u el primer vértice tal que u P E X δE entonces necesariamente
el camino (v, . . . , u) está contenido en la componente conexa de v en E y esta componente conexa no es F. Como
u P δE luego existe u1 P Cc Y Dc tal que u1 es adyacente a u. Luego como Cc Y Dc es conexo tenemos un camino
entre u1 y w contenido en Fc y ası́ cerramos nuestra demostración. Similarmente encontramos un conjunto de
vértices F1 que cumple esto para β. Notemos que |δF| ă 8, esto se debe a que si tv, wu P δF luego necesariamen-
te tv, wu P δE. Por otro lado δE = δ(C X D) Ď δC Y δD y |δC|+ |δD| ă 8. Con esto probamos que F P C(α) y que
F1 P C(β).

Veamos ahora que F y que F1 son cortes minimales. Como δE Ď δC Y δD y δE1 Ď δC Y δD entonces δE Y δE1 Ď

δC Y δD. Consideramos las siguientes desigualdades:

|δE Y δE1| ď |δC Y δD|

|δE| + |δE1| ´ |δ(E) X δ(E1)| ď |δC| + |δD| ´ |δC X δD|

si tx, yu P δE X δE1 esto nos dice que x P E e y P δE1 por lo que x P C X D e y P Cc X Dc lo que implica que
tx, yu P δC X δD. Entonces tenemos que |δ(E) X δ(E1)| ď |δC X δD| por lo tanto vale la siguiente desigualdad

|δE| + |δE1| ď |δC| + |δD|.

Por otro lado como F y F1 son cortes tales que |δF| ď |δE| y |δF1| ď |δE1| luego obtenemos que

|δF| + |δF1| ď |δC| + |δD|
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y dado que C, D son cortes minimales obtenemos ası́ que |δC| ď |δF| y que |δD| ď |δF1| concluyendo que
|δF| = |δC|, |δF1| = |δD| y por lo tanto que F, F1 son cortes minimales. Por el mismo razonamiento obtenemos
que |δE| = |δC| y que |δE1| = |δD|.

Probemos ahora que E = F, equivalentemente que E es conexo y que por lo tanto esto implicarı́a que E P

Cmin(α). Para esto notemos que si v P EzF luego necesariamente por el mismo argumento anterior que usamos
para probar que Fc es conexo tenemos que debe existir u tal que u P Cc Y Dc y conectado con v1 P EzF. Si existiera
esta arista tv1, uu luego esto nos dirı́a que tv1, uu P δEzδF lo que contradice que |δE| = |δF| = |δC|. Similarmente
podemos probar que E1 = F1. Concluimos ası́ que E, E1 P Cmin. ■

Ası́ como definimos cortes mı́nimos ahora vamos a definir cortes óptimos que serán un subconjunto de ellos.
Consideremos ahora que el grafo Γ es accesible y su constante es k. En este caso notaremos para cada corte C el
siguiente valor

m(C) = mk(C).

Definición 5.3.5. Dado Γ grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible y α camino infinito en Γ sea

mα = mı́ntm(C) : C P Cmin(α)u.

De esta manera los cortes óptimos del camino α serán

Copt(α) = tC P Cmin(α) : m(C) = mαu

y el conjunto de los cortes óptimos análogamente será el conjunto que contenga a todos ellos

Copt =
ď

tCopt(α) : α es un camino infinitou.

El siguiente es el resultado central y más importante de los cortes óptimos.

Teorema 5.3.6. Sea Γ un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Entonces todo par de cortes óptimos
C, D P Copt está anidado.

Demostración. Dado que C, D P Copt entonces tenemos dos caminos α, β tales que C P Copt(α) y D P Copt(β).
Supongamos sin pérdida de generalidad que mα ě mβ.

La idea de la demostración es suponer que estos dos cortes no están anidados y llegar a una contradicción.
Para esto queremos encontrar cortes E, E1 P Copt de manera que estén anidados con C y con D y que hagan valer
la siguiente desigualdad:

m(E) + m(E1) ă m(C) + m(D).

La validez de esta desigualdad nos dirı́a que alguno de los dos cortes C, D no es óptimo tal como supusimos.
Por la proposición 5.3.4 tenemos que existen dos esquinas opuestas E, E1 tales que son minimales. Si es ne-

cesario renombramos a los cortes para que E = C X D y E1 = Cc X Dc. Queremos ver ahora que son E, E1 son
cortes óptimos. Para esto probaremos primero que si F es un corte anidado con C o con D entonces está anidado
con E o con E1. Separamos en dos casos que son simétricos. Si F X C = H entonces F X E = H y similarmente
si F X Cc = H entonces F X E1 = H. Similarmente para D. Esto nos va a decir que todos los cortes que estén
anidados con alguno de los dos cortes originales C, D va a estar anidado con alguno de los dos propuestos E, E1.

Por ahora tenemos la siguiente desigualdad de conjuntos

|tF : F no está anidado con E o con E1u| ď |tF : F no está anidado con C o con Du|

notemos que esta desigualdad la podemos escribir como:

m(E) + m(E1)´|tF : F no está anidado con E ni con E1u| ď

m(C) + m(D) ´ |tF : F no está anidado con C ni con Du|.
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Ahora vamos a probar que

|tF : F no está anidado con E ni con E1u| ď |tF : F no está anidado con C ni con Du|.

Tenemos cuatro casos a analizar.

1. C Ď F y D Ď Fc. Este caso está descartado porque tendrı́amos que E = H y sabemos que E es infinito.

2. Cc Ď F y Dc Ď Fc. Similar al caso anterior tendrı́amos que E1 = H y es una contradicción.

3. Cc Ď F y D Ď Fc. Esto nos dice que E Ď Fc y que E1 Ď F.

4. C Ď F y D Ď Fc. Esto nos dice que E Ď F y que E1 Ď Fc.

Por lo tanto |tF : F no está anidado con E ni con E1u| ď |tF : F no está anidado con C ni con Du| y esto nos dice
que:

m(E) + m(E1) ď m(C) + m(D)

pero nosotros queremos ver que es estricta para terminar de probar este teorema. Para eso notemos que C está
anidado con E puesto que Cc X E = Cc X (C X D) = H. Idénticamente vemos que está anidado con E1. Pero
por suposición tenemos que C y D no están anidados ası́ que tenemos una desigualdad estricta y por lo tanto
llegamos a una contradicción (que alguno de los dos cortes C o D no son óptimos) de suponer que los cortes C, D
no están anidados. ■

§5.4. Árbol de estructura.

Los árboles de estructura fueron introducidos y demostradas todas las propiedades que describimos en es-
ta sección en los trabajos de Dunwoody [Dun79] y [Dun82]. La teorı́a se profundizó enormemente en [DD89]
codificando la construcción en un problema de un anillo booleano asociado al grafo.

Ası́ como en la sección anterior, todos los grafos que vamos a considerar a partir de ahora son accesibles.
Vamos a construir un árbol a partir de los cortes óptimos. Para esto lo primero que vamos a ver es que los cortes
óptimos forman un poset localmente finito respecto a la inclusión.

Lema 5.4.1. Sea Γ un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Si C, D P Copt luego

|tE P Copt : C Ď E Ď Du| ă 8

Demostración. Tomemos un camino γ tal que salga de c P C y termine en d P Dc.
Si E es un corte luego tiene que separar a γ caso contrario tendrı́amos que d P E X Dc. Como el grafo que

estamos considerando es accesible sabemos que E P Copt implica que E es un k-corte. Si ahora usamos el lema
5.1.7 con el conjunto finito γ esto nos dice que solo existen finitos cortes E que cumplen lo pedido. ■

Ahora vamos a definir la siguiente relación sobre los cortes óptimos.

Definición 5.4.2. Dos cortes C „ D P Copt si y solo sı́

C = D o bien Cc Ĺ D y @E P Copt : Cc Ĺ E Ď D ùñ D = E

Observación 5.4.3. Sean C, D P Copt cortes óptimos tales que C Ď D y C „ D entonces necesariamente C = D.

Observación 5.4.4. Dados cortes C, D P Copt tales que C Ĺ D luego por el lema 5.4.1 debe existir corte E tal que
C Ď E Ĺ D y maximal con respecto a esta propiedad. Esto implica que en particular vale que Ec „ D.
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Proposición 5.4.5. La relación (Copt, „) es de equivalencia.

Demostración. Por como la definimos es clara que es reflexiva. Para ver que es simétrica notemos que si C „ D
y son cortes distintos entonces

Cc Ĺ D ùñ Dc Ĺ C

por lo tanto volviendo a tomar complemento obtenemos que

(@E P Copt : Cc Ĺ E Ď D ùñ D = E) ùñ (@E P Copt : Dc Ĺ E Ď C ùñ C = E).

Finalmente nos queda ver que la relación resulta ser transitiva. Esto es que para ciertos cortes óptimos te-
nemos que C „ D, D „ E y queremos ver que C „ E. Una primera observación que podemos hacer es que si
partimos que C ‰ D ‰ E entonces dado que C „ D luego Dc Ď C y similarmente Dc Ď E por lo tanto tenemos
que Dc Ď C X D y ası́ que C X D ‰ H.

Por el teorema 5.3.6 tenemos que C, E están anidados. Veamos que sucede en los cuatro posibles casos.

C Ď E. Como D „ C tenemos que Dc Ď C y como D „ E entonces para todo @F P Copt : Dc Ĺ F Ď E ùñ

F = E). Si tomamos F = C luego obtenemos que C = E lo que nos dice que C „ E tal como querı́amos ver.

E Ď C análogo al caso anterior.

E Ď Cc. Tenemos que por la observación anterior que C X E ‰ H contradiciendo que E Ď Cc.

Cc Ď E. Como C X E ‰ H esto nos dice que Cc Ĺ E por lo tanto tenemos que si F P Copt luego para todo
F P Copt tal que Cc Ĺ F Ď E queremos ver que F = E. Lo separamos en cuatro casos nuevamente gracias al
teorema 5.3.6 dado que F debe estar anidado con D.

• D Ď F. Esto nos dice que D Ď E entonces por la observación 5.4.3 obtenemos que D = E y ası́ C „ E.

• F Ď D. Tenemos que C „ D entonces Cc Ĺ F Ă D implica que F = D y ası́ tenemos que D Ď E y por
lo tanto nuevamente por la observación 5.4.3 que C „ E.

• Dc Ď F. Tenemos que dado que D „ E entonces Dc Ĺ F Ď E implica que F = E.

• F Ď Dc. Entonces tenemos que Cc Ď F Ď Dc entonces por la observación 5.4.3 concluimos que Cc = Dc

lo que implica que C = D.

■

Ejemplo 5.4.6. Sea G = Z/2Z ˚ Z/3Z con presentación G » xa, b | a2, b3y. Sea el grafo de Cayley Cay(G, ta, b, b2u).
Notemos que toda arista de la pinta tg, gau P E(Γ) define un corte con δC = tg, gau. Es decir todas las aristas

con etiqueta a nos definen un 1-corte. Este corte naturalmente es minimal porque no podrı́a ser que δC sea menor.
Vale la siguiente igualdad:

Cmin = tC corte | Dg P G, δC = tg, gauu.

Notemos que dado C P Cmin luego necesariamente tenemos que m(C) = 0. Esto se debe a que si D P Cmin luego
δD P C o bien δD P Cc esto nos dice que D Ď C o bien que Dc Ď C y ası́ que C y D están anidados. Concluimos
que Cmin = Copt.

Veamos ahora si fijamos C P Copt como es la clase de equivalencia [C]. Para esto notemos que |[C]| = 3. Esto
se debe a que si δC = tg, gau entonces los siguientes cortes D, E P Copt son tales que C „ D „ E.
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E

Figura 5.5: Los tres cortes C, D, E están en la misma clase de equivalencia.

Si F es otro corte tal que Fc Ĺ C tenemos que necesariamente vale que Fc Ĺ Dc o bien Fc Ĺ Ec.

Definición 5.4.7. Sea Γ un grafo conexo, accesible y localmente finito y sea Copt el conjunto de sus cortes óptimos.
El árbol de estructura T(Copt) de un grafo Γ es el siguiente grafo dirigido:

V(T(Copt)) = t[C] : C P Coptu

E(T(Copt)) = tt[C], [Cc]u : C P Coptu

En particular notemos que está bien definido como grafo no dirigido dado que para todo C P Copt tenemos
que C ȷ Cc por lo que no tiene bucles. Por otro lado si C „ D entonces no puede pasar que Cc „ Dc caso
contrario obtendrı́amos que Cc Ĺ D y que D Ĺ Cc por lo tanto Cc Ĺ Cc y esto es una contradicción.

Observación 5.4.8. Por nuestra construcción el árbol de estructura no tiene porqué ser localmente finito. El grado
de cada vértice [C] P V(T(Copt)) está acotado por el órden de la clase de equivalencia de C y éste podrı́a ser
infinito.

Proposición 5.4.9. El grafo T(Copt) es un árbol.

Demostración. Primero veamos que no tiene ciclos. Supongamos que γ es un ciclo

γ = ([C0], [C1], [C2], . . . [Cn´1], [C0])

donde Cc
i „ Ci+1 para todo i = 1 . . . n ´ 1. Notemos que Cc

i´1 ‰ Ci para todo i = 1 . . . n ´ 1 sino tendrı́amos que
Ci´1 = Cc

i y esto implicarı́a que Ci´1 = Cc
i „ Ci´1 y esto dirı́a que el camino γ no es simple.

De esta manera tenemos una cadena de inclusiones

C0 Ĺ C1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ Cn´1 (5.1)

tal que Cc
n´1 „ C0. Veamos que no puede haber una arista t[Cn´1], [C0]u. Si la hubiera tendrı́a que valer alguna

de estas dos condiciones:

1. Cc
n´1 = C0. Esto contradice lo visto en 5.1 dado que en tal caso llegamos a que Cc

n´1 Ĺ Cn´1.

2. Cn´1 Ĺ C0 pero esto nos da un absurdo porque en tal caso por 5.1 obtenemos que C0 Ĺ C0.
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Por lo tanto el grafo resulta ser acı́clico.
Veamos ahora que es conexo. Sean [C], [D] P V(T(Copt)), vamos a construir un camino entre ellos. Por el

teorema 5.3.6 tenemos que necesariamente C, D P Copt están anidados. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que C Ď D. Por el lema 5.4.1 sabemos que hay finitos cortes E intermedios. Tomemos entonces una
sucesión creciente no refinable de cortes de manera que

C = C0 Ĺ C1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ Cn = D

luego por como tomamos estos cortes obtenemos que Cc
i „ Ci+1 por lo tanto obtenemos el siguiente camino

γ = ([C], [C1], . . . , [Cn´1], [D]) en el grafo T(Copt) probando ası́ que es conexo. ■

§5.5. Acciones sobre el árbol de estructura.

En esta sección vamos a ver que los cortes óptimos no solamente están anidados entre sı́ sino que si un grupo
G actúa sobre el grafo Γ luego actúa sobre estos cortes óptimos. Esta acción se traslada naturalmente a una acción
sobre el árbol de estructura.

Proposición 5.5.1. Sea Γ un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre
este grafo. Entonces Aut(Γ) actúa sobre Copt.

Demostración. Para eso notemos que si C es un corte luego si φ P Aut(Γ) tenemos que φ(C) es conexo y no
vacı́o. Por otro lado al ser un morfismo del grafo Γ obtenemos que φ(C)c = φ(Cc) por lo tanto su complemento
sigue siendo conexo. Al ser un automorfismo tenemos que φ(βC) = β(φC) y por este motivo tenemos que
|φ(βC)| = |β(φC)| y esto nos dice que manda k-cortes en k-cortes.

Veamos que manda un corte minimal en uno minimal. Para eso si C P Cmin(α) para cierto camino infinito α
luego notemos que φ(α) es otro camino infinito y por ser un automorfismo obtenemos que φ(C) P C(φ(α)) y que
|δ(φ(C))| = |δC|. De esta manera C P Cmin(α) ðñ φ(C) P Cmin(φ(α)).

Veamos ahora que manda cortes óptimos en cortes óptimos. Sean C, D P Cmin cortes que no están anidados
luego necesariamente φ(C) y φ(D) no están anidados tampoco. Caso contrario si lo estuvieran supongamos que
φ(C) X φ(D) = H luego tendrı́amos que dado que φ P Aut(Γ) esto dice que preserva las intersecciones y tiene
una inversa por lo que C X D = H y esto contradice que C, D no están anidados. Esto nos dice que Aut(Γ) actúa
sobre los cortes óptimos porque dado C P Copt(α) luego φ(C) P Copt(φ(α)).

■

Más aún podemos extender esta acción al árbol de estructura.

Corolario 5.5.2. Sea Γ un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre este
grafo. Entonces Aut(Γ) actúa sobre T(Copt).

Demostración. Sean C „ D P Copt cortes óptimos relacionados probemos que para todo φ P Aut(Γ) vale que
φ(C) „ φ(D). Para eso notemos que si para todo E P Copt tenemos que Cc Ĺ E Ă D implica que E = D luego

φ(C)c Ĺ E Ă φ(D) ðñ Cc Ĺ φ´1(E) Ă D

donde usamos que φ es un automorfismo y que actúa sobre los cortes óptimos. Entonces como C „ D luego
φ´1(E) = D lo que implica que E = φ(D) tal como querı́amos ver. Esto nos dice que la acción dada por
φ([C]) = [φ(C)] está bien definida y por lo tanto actúa sobre los vértices de T(Copt). Para ver que actúa sobre el
árbol notemos que

φ(t[C], [Cc]u) = (t[φ(C)], [φ(Cc)]u) = (t[φ(C)], [φ(C)c]u)

donde usamos que φ(Cc) = φ(C)c dado que φ P Aut(Γ). De esta manera vimos que Aut(Γ) actúa sobre T(Copt).
■
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Lema 5.5.3. Sea Γ un grafo accesible, conexo y localmente finito. Si Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre Γ luego actúa
con finitas órbitas sobre Copt y sobre el árbol de estructura T(Copt).

Demostración. Veamos primero que actúa con finitas órbitas sobre Copt. Para eso tenemos que existe A P V(Γ)
dominio fundamental finito de la acción de Aut(Γ) sobre Γ. Por lo tanto para todo corte C P Copt podemos tomar
otro corte D P Copt de manera que para cierta φ P Aut(Γ) vale que C = φ(D) y tal que δD X A ‰ H. Entonces la
acción de Aut(Γ) sobre Copt tiene el siguiente dominio fundamental

B = tD P Copt | δD X A ‰ Hu.

Como el grafo Γ es accesible existe k de manera que todo corte óptimo D es un k-corte. Por el resultado 5.1.7
tenemos que |B| ă 8 y ası́ vimos que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre Copt.

Para ver que son finitas las órbitas sobre el árbol de estructura notemos que al ser V(T(Copt)) isomorfo a un
cociente de Copt luego tenemos que en particular las órbitas sobre el árbol de estructura también tienen que ser
finitas.

■

Observación 5.5.4. Un caso particular que nos interesa es cuando el grafo Γ es el grafo de Cayley para cierto
grupo finitamente generado G. En este caso tenemos que G es un subgrupo de Aut(Γ) y como G tiene una única
órbita se sigue que |Aut(Γ)/Γ| = 1 de manera que en particular actúa con finitas órbitas.

Nuestro objetivo ahora es entender cómo es la acción sobre el árbol de estructura. Lo primero que vamos a
buscar entender es cómo son los estabilizadores de esta acción.

Lema 5.5.5. Sea Γ un grafo accesible, conexo y localmente finito. Entonces existe l P N de manera que Nl(C) X Cc es
conexo para todo C P Copt.

Demostración. Primero consideremos algún C P Copt y después veamos de extender este resultado para todos
los cortes óptimos.

Dado que Cc es conexo tenemos que para todo par de vértices v, w P δC X Cc existe un camino αvw tal que
αvw Ă Cc y es de longitud minimal. Sea l P N tal que l ě supv,wPδCXCc d(C, αvw) que está bien definido dado que
existen finitos pares de vértices v, w P δC X Cc.

Afirmamos que Nl(C) X Cc es conexo. Para eso sean w, w1 P Nl(C) X Cc luego tenemos que existe un camino
tal que conecta a w con v P δC X Cc y un camino que conecta a w1 con v1 P δC X Cc y ambos caminos están
contenidos en Nl(C) X Cc. Por la elección de l tenemos que v y v1 están conectados en Nl(C) X Cc probando ası́
que es conexo.

Para finalizar la demostración observemos que por el lema anterior 5.5.3 tenemos finitas órbitas de la acción
de Aut(Γ) sobre los cortes óptimos. Para cada representante de órbita Ci P Copt donde i = 1, . . . , n podemos
tomar li P N de manera que Nli (C) X Cc

i sea conexo. Si tomamos l = máx
i=1,...,n

li vemos que nos sirve para todos los

representantes de órbitas y ası́ para todos los cortes óptimos.
■

Observación 5.5.6. En particular notemos que si Γ es un grafo localmente finito accesible entonces |Nl(C)X Cc| ă

8. Esto se puede ver porque si v P Nl(C) X Cc luego existe w P βC X C tal que esté en el camino que une v con
C. Esto nos dice que Nl(C)X Cc = Nl(βC X C)X Cc. El conjunto Nl(βC X C)X Cc es finito porque los vecinos de
un conjunto finito en un grafo localmente finito forman un conjunto finito.

Ahora definimos un objeto que nos va a ayudar a entender como son estos estabilizadores.

Definición 5.5.7. Sea Γ un grafo accesible, conexo y localmente finito tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas
sobre Copt. Sea l P N tal que Nl(C) X Cc es conexo para todo C P Copt. El bloque asignado a [C] P V(T(Copt)) está
definido como

B([C]) =
č

D„C

Nl(D).
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Veamos que estos bloques no son vacı́os.

Lema 5.5.8. Tenemos la siguiente igualdad de conjuntos,

B([C]) =
č

D„C

D Y
ď

D„C

Nl(D) X Dc

Demostración. Veamos las dos inclusiones.

(Ď). Sea v P B([C]). Si v P
Ş

D„C D ya está. Caso contrario tenemos que debe existir D P [C] tal que
v P Nl(D) X Dc y por lo tanto queda probada esta inclusión.

(Ě). Nos alcanza con ver que Nl(D) X Dc Ď B([C]) para todo D P [C]. Para eso notemos que al estar en la
misma clase de equivalencia tenemos que

Nl(D) X Dc Ď Dc Ĺ C Ď Nl(C)

terminando de probar esta inclusión y ası́ obteniendo la igualdad de conjuntos.

■

Estos bloques aparte cumplen que son conexos.

Lema 5.5.9. Sea Γ grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre
Γ. Existe una constante κ P N tal que para todo C P Copt y todo S Ď B([C]) tenemos que: Cuando dos vértices
u, v P B([C])zNκ(S) se pueden conectar por algún camino en ΓzNκ(S) entonces se pueden conectar por algún camino
en B([C])zS.

Demostración. La acción de Aut(Γ) sobre Copt tiene finitas órbitas entonces por lo probado en el lema 5.5.5
podemos considerar κ = máxtd(u, v) | D P Copt, u, v P Nl(D) X Dcu. Veamos que esta constante nos sirve.

Vamos a probarlo por inducción en la longitud del camino. Sea γ camino en ΓzNκ(S) tal que une u con v.
Queremos ver de acortar este camino usando el que Nl(D) X Dc es conexo. Si γ Ď B([C]) no hay nada que
probar. Entonces consideremos el primer vértice vm de γ tal que vm R B([C]) y esto quiere decir que para cierto
D P [C] tenemos que vm R Nl(D). Por como tomamos a vm y por el lema 5.5.8 tenemos que vm´1 P Nl(D) X Dc.

Consideremos ahora el primer vértice vn de γ con n ą m tal que vn P Nl(D). Por ser el primer vértice que
aparece en el camino después de vm y por el lema 5.5.8 tiene que valer que vn P Nl(D) X Dc.

Dado que Nl(D) X Dc es conexo tenemos un camino de longitud minimal que une vm´1 con vn tal que está
contenido en Nl(D) X Dc y en particular por el lema 5.5.8 está contenido en B([C]).

Este camino evita S porque para todo w en el camino vale que

d(vn, w) ď d(vn, vm´1) ď κ

dado que vn, vm´1 P δD X Dc y dado que el camino tiene longitud mı́nima. Luego si algún w del camino estuviera
en S tendrı́amos que d(vn, S) ď κ contradiciendo que partimos de un camino γ que está contenido en ΓzNκ(S).

■

Observación 5.5.10. Como corolario del resultado anterior obtenemos que para todo C P Copt vale que B([C]) es
conexo. Esto porque podemos tomar S = H.

Lema 5.5.11. Sea Γ grafo accesible, infinito, conexo, localmente finito tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre Γ,
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D corte y g P Aut(Γ). Entonces vale la siguiente igualdad de conjuntos:

g ¨ Nl(D) = Nl(g ¨ D).

Demostración. Veamos las dos contenciones.

(Ď). Sea v P Nl(D) luego existe w P D tal que d(v, w) ď l. Como multiplicar por g es un automorfismo
manda vértices adyacentes en vértices adyacentes, en particular no aumenta la distancia. Esto es que d(g ¨

v, g ¨ w) ď l concluyendo ası́ que g ¨ v P Nl(g ¨ D).

(Ě). Si v P Nl(g ¨ D) luego tenemos que debe existir w P D tal que d(g ¨ w, v) ď l. Ahora como multiplicar
por g es un automorfismo con inversa multiplicar por g´1 obtenemos que

d(g´1 ¨ v, w) ď l ùñ g´1v P Nl(D) ùñ v P g ¨ Nl(D).

■

Dado C P Copt definimos el estabilizador G[C] = tg P G | g ¨ [C] Ď [C]u.

Lema 5.5.12. Sea Γ grafo accesible, infinito, conexo, localmente finito tal que G actúa con finitas órbitas sobre Γ, D corte
y g P G tal que g P G[C] luego tenemos que g ¨ B([C]) = B([C]).

Demostración. Si v P B([C]) luego v P
Ş

C„D Nl(D). Por lo tanto usando que multiplicar por g es un automor-
fismo del grafo obtenemos la siguiente igualdad

g ¨ v P
č

C„D

g ¨ Nl(D)

por lo que por el lema 5.5.11 concluı́mos que

g ¨ v P
č

C„D

Nl(g ¨ D).

Por nuestra hipótesis tenemos que g ¨ D „ C para todo D P [C] por lo tanto renombrando obtenemos la
siguiente igualdad

g ¨ v P
č

C„D

Nl(D) = B([C]),

tal como querı́amos ver.
■

Lema 5.5.13. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actúa sobre Γ con finitas órbitas y sea
C P Copt. Entonces G[C] actúa con finitas órbitas sobre [C].

Demostración. Podemos ver que G[C] actúa sobre [C] si restringimos la acción de G al subgrupo G[C]. Como G
actúa con finitas órbitas tenemos que existen finitos cortes D1, . . . , Dk P [C] de manera que las órbitas O(Di) son
distintas para todo 1 ď i ď k. Sea D P [C] entonces existe g P G y Di tal que D = gDi y como D „ gDi „ C esto
dice que gC „ C lo que implica que g P G[C]. De esta manera tenemos que G[C] también actúa con finitas órbitas
sobre [C]. ■
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Lema 5.5.14. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actúa sobre Γ con finitas órbitas. Entonces
existe m P N tal que para todo v P B([C]) existe un corte D P [C] que cumple que d(v, βD) ď m.

Demostración. Probemos entonces que existe tal corte D. Sea v P B([C]) luego tenemos que si existe un corte
D P [C] tal que v P Nl(D) X Dc ya está porque podemos tomar m = l. Entonces nos interesa el caso que v P D
para todo D „ C. Sabemos que G actúa con finitas órbitas sobre el grafo Γ por lo tanto debe existir U Ď V(Γ)
finito tal que B([C]) Ď G ¨ U. Esto nos dice que v = g ¨ u con u P U. Dado que U es finito tenemos que debe existir
m ě 1 tal que d(u, βC) ď m para todo u P U. Esto nos dice que usando el lema 5.5.11 luego

d(g ¨ u, β(g ¨ C)) ď m,

por lo tanto v P B([C]) está en una bola de radio m de β(g ¨ C). Sea w P β(g ¨ C) tal que d(v, w) ď m.
Podemos suponer que w P β(g ¨ C) X B([C]), caso contrario tendrı́amos que w P β(g ¨ C) y para todo D „ C

tendrı́amos que w P Dc lo que implicarı́a que d(v, βD) ď m y en este caso no quedarı́a nada para probar dado
que habrı́amos encontrado al corte D P [C] que cumple que d(v, βD) ď m.

Probemos que β(g ¨ C) Ď
Ť

D„C βD. Entonces supongamos que w P β(g ¨ C) X B([C]) y más aún nos queda
considerar el caso que w P D para todo D „ C y w P β(g ¨ C).

Por la proposición 5.3.6 tenemos que g ¨ C y C están anidados. Renombrando a g ¨ C de ser necesario obtene-
mos dos casos en particular, g ¨ Cc Ĺ C y C Ď g ¨ Cc.

El caso que C Ď g ¨ Cc tenemos que g ¨ C Ď Cc lo que nos dice que β(g ¨ C) Ď βCc Y Cc. Como suponemos que
w P C luego esto nos dice que w P βCc = βC tal como querı́amos ver.

Consideremos ahora el caso que g ¨ Cc Ĺ C. Por la obs 5.4.4 tenemos que existen finitos cortes intermedios
y debe existir D P Copt tal que g ¨ Cc Ď Dc Ĺ C y resulta maximal respecto a la inclusión y ası́ por definición
D „ C. Como w P

Ş

C„D D Ď B([C]) luego tenemos que w P D X β(g ¨ C). Como tenemos la siguiente contención
β(g ¨ C) Ď βD Y Dc obtenemos que

w P D X (βD Y Dc) ùñ w P βD

tal como querı́amos ver. ■

Lema 5.5.15. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito y accesible tal que G actúa sobre Γ con finitas órbitas. Entonces
G[C] actúa con finitas órbitas sobre B([C]).

Demostración. Como G actúa con finitas órbitas sobre Copt en particular lo hace sobre el subconjunto
Ť

D„C βD.
Como corolario de 5.5.13 vemos que G[C] actúa con finitas órbitas en el conjunto

Ť

D„C βD.
Por el lema previo 5.5.12 vimos que G[C] actúa sobre B([C]). Queremos ver que lo hace con finitas órbitas. Para

eso sabemos que existe m P N tal que para todo v P B([C]) existe un corte D P [C] que cumple que d(v, βD) ď m
gracias al lema 5.5.14.

Con esto nos alcanza para ver que G[C] actúa con finitas órbitas sobre B([C]). Nos armarnos un dominio
fundamental finito de la acción de G[C] en B([C]) de la siguiente manera. Dado que existen finitos v1, . . . , vn tales
que vi P βDi para algún Di P [C] tales que son dominio fundamental de la acción de G[C] en

Ť

D„C βD podemos
considerar el conjunto A =

Ť

i=1...n Nm(vi). Luego este conjunto es un dominio fundamental de la acción de G[C]
en B([C]) y es finito porque Γ es localmente finito. ■

Lema 5.5.16. Sea Γ un grafo infinito, conexo, localmente finito y accesible. Los bloques B([C]) tienen a lo sumo un solo
end.

Demostración. Si el bloque tuviera más de un end entonces deberı́a existir α camino infinito y S Ď B([C]) finito
de manera que α tiene infinitos vértices en dos componentes conexas distintas de B([C])zS. Para todo D P [C]
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tenemos que α Ď B([C]) Ď Nl(D) y por el lema 5.5.5 sabemos que |Nl(D) X Dc| ă 8. Esto nos dice que en
particular tenemos que |α X Dc| ă 8.

El conjunto Nl(S) sigue siendo finito por lo tanto tenemos que α tiene infinitos vértices en ΓzNl(S). Por el
lema 5.5.9 tenemos que dados dos vértices de B[C] luego todo camino en ΓzNl(S) que los conecte se puede
tomar para que esté dentro de B([C])zS. De esta manera tienen que existir dos componentes conexas de ΓzNl(S)
tales que tengan infinitos vértices de α. Caso contrario negarı́amos que existen dos componentes conexas de
B([C])zS que tienen infinitos vértices de α. Esto nos dice que Cα ‰ H. Como el conjunto de cortes es no vacı́o
debe existir E P Copt X Cα. Como E P Cα luego tenemos que |α X E| = 8 = |α X Ec|. Nuestro objetivo es llegar a
una contradicción de suponer la existencia de este corte.

Dado que E, C P Copt luego están anidados gracias a la proposición 5.3.6. Dos posibilidades están descartadas.
Es imposible que E Ď Cc o bien Ec Ď Cc porque en ambos casos contradecimos que E P Cα. Nos queda considerar
los otros dos casos que son E Ĺ C o bien Ec Ĺ C, ambos casos los tratamos análogamente. Por la observación
5.4.4 tenemos existe D P [C] tal que

E Ď Dc Ĺ C

pero como justamente D „ C tenemos que E X α Ď Dc X α pero |α X Dc| ă 8 y esto es una contradicción porque
suponı́amos que E P Cα. ■

Lema 5.5.17. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito e infinito de manera que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre Γ.
Entonces Γ tiene una geodésica infinita.

Demostración. Dada γ una geodésica de longitud impar denotaremos m(γ) su vértice medio. El grafo es infinito
entonces existen geodésicas de cualquier tamaño arbitrario. En particular como la acción de Aut(Γ) tiene un
dominio fundamental finito obtenemos que tiene que haber algún vértice v0 de manera que m(γ) = v0 para
infinitas geodésicas γ de longitud arbitraria.

En base a este vértice vamos a construir un árbol T de la siguiente manera. La raı́z va a ser v0 y los vértices
van a ser (v´n, . . . , v0, . . . , vn) geodésicas que tienen a v0 como punto medio. Las aristas entonces van a ser

((v´n, . . . , v0, . . . , vn), (v´n´1, . . . , v0, . . . , vn+1))

siempre y cuando (v´n´1, . . . , v0, . . . , vn+1) siga siendo una geodésica con v0 su punto medio. Dado que el grafo
Γ es localmente finito por suposición tenemos que T también lo va a ser.

Finalmente para encontrar la geodésica infinita lo que hacemos es usar el lema de König 5.2.2 en T para
obtener un rayo en T, que se corresponde justamente con una geodésica infinita en Γ tal como buscábamos.

■

Lema 5.5.18. Sea Γ un grafo infinito, conexo y con treewidth finito de manera que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas sobre
Γ. Entonces Γ tiene más de un end.

Demostración. Este grafo resulta ser accesible por el teorema 5.2.10. Consideremos m = máxtd(u, v) : u, v P

βC X Ccu para todo C P Copt. Esto lo podemos considerar porque por el lema 5.5.3 tenemos que Aut(Γ) actúa con
finitas órbitas sobre Copt.

Supongamos que Γ no tiene más de un end. Sea α = (. . . v´n, . . . , v0, . . . , vn . . . ) una geodésica infinita como
en el lema 5.5.17. Usando 5.2.8 tenemos que debe existir un k-corte C de manera que d(v0, Cc) ą m, v0 P C y
tal que |α X Cc| = 8. Como suponemos que el grafo no tiene más de un end entonces necesariamente vale que
Cα = H. Veamos que esto nos da una contradicción.

Como |α X C| ă 8 debe existir i, j P N de manera que v´i P βC X Cc y vj P βC X Cc. Dado que α es geodésico
tenemos que

d(v´i, vj) = d(v´i, v0) + d(v0, vj) = 2m

y esto es una contradicción por como elegimos a m. Concluyendo ası́ que Γ tiene más de un end.
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■

Consideremos G una clase de grupos tal que es cerrada por subgrupos de ı́ndice finito. En nuestro caso en
particular nos va a interesar la clase de grupos finitos pero otras clases interesantes que cumplen esta propiedad
son la de los grupos virtualmente libres por lo visto en la proposición 3.3.6. Recordemos que un grupo G es
virtualmente G si existe H subgrupo de G de ı́ndice finito tal que H P G.

Lema 5.5.19. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito, accesible tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas y sea G grupo
que actúa en Γ por automorfismos. Consideremos que para todo vértice v P V(Γ) tenemos que Gv P G. Entonces dado
U Ď V(Γ) finito tenemos que GU = tg P G | g ¨ U Ă Uu es virtualmente G.

Demostración. Tenemos el morfismo GU Ñ Sym(U) que tiene como núcleo al subgrupo
Ş

uPU Gu de ı́ndice
finito en GU . Veamos que esta intersección es un grupo que está en G.

Para todo k P N tenemos que Gv actúa sobre Bk(v) = tw P V(Γ) : d(w, v) ď ku. Elegimos k de manera que
U Ă Bk(v). Dado que Γ es localmente finito tenemos que Bk(v) es finito y ası́ que si N es el núcleo de la acción
Gv Ñ Bk(v) entonces N tiene ı́ndice finito y por lo tanto N está en G. Como [Gv : N] ă 8 esto implica que
[
Ş

uPU Gu : N] ă 8 y esto implica que
Ş

uPU Gu está en G y por lo tanto GU es virtualmente G. ■

Proposición 5.5.20. Sea Γ un grafo conexo, localmente finito, accesible tal que Aut(Γ) actúa con finitas órbitas y sea G
grupo que actúa en Γ por automorfismos. Consideremos que para todo vértice v P V(Γ) tenemos que Gv P G. Entonces:

1. G actúa con estabilizadores virtualmente G en las aristas de T(Copt).

2. Si B([C]) es finito para todo C P Copt entonces G actúa con estabilizadores virtualmente G en los vértices de
T(Copt).

Demostración. Probemos 1. Tenemos que si g P GtC,Ccu luego esto nos dice que g ¨ C = C y que g ¨ Cc = Cc.
En particular obtenemos que g ¨ βC Ă βC. Esto nos dice que g P GβC y como |βC| ă 8 entonces por el lema 5.5.19
obtenemos que GtC,Ccu es virtualmente G tal como querı́amos ver.

como el grupo G actúa con finitas órbitas y βC es finito debe ser que existe U P V(Γ) de manera que g P GU .
Como N ď Gt[C],[Cc ]u luego tenemos que Gt[C],[Cc ]u es virtualmente G.

Probemos que vale 2. Por el lema 5.5.15 tenemos que si B([C]) es finito entonces G[C] actúa con finitas órbitas
sobre B([C]). En particular tenemos que si g P G[C] luego g P GB([C]) y como |B([C])| ă 8 esto nos dice que por
el lema 5.5.19 que G[C] es virtualmente G tal como querı́amos ver.

■

Teorema 5.5.21. Sea Γ grafo conexo, localmente finito con treewidth finito. Sea G grupo que actúa en Γ por medio de
automorfismos con finitas órbitas y tal que para cada vértice v P V(Γ) tenemos que el estabilizador Gv es finito. Entonces
G actúa en T(Copt) con finitas órbitas y con estabilizadores finitos.

Demostración. Por la proposición 5.5.3 tenemos que G actúa con finitas órbitas sobre T(Copt).
Veamos ahora que los estabilizadores son finitos. Para eso queremos ver primero que B([C]) es finito. Para

esto notemos que B([C]) tiene treewidth finito por ser subgrafo de un grafo con treewidth finito y aparte resulta
ser accesible por el teorema 5.2.10. Esto nos dice que G[C] actúa con finitas órbitas sobre B([C]). Ahora supon-
gamos que B([C]) es infinito, en este caso por el lema 5.5.18 tendrı́amos que deberı́a tener más de un end pero
anteriormente vimos en el lema 5.5.16 que estos grafos no pueden tener más de end. De esta manera descartamos
que B([C]) es infinito y por lo tanto es finito. Ahora para finalizar usamos el resultado 5.5.20 para la clase G de
los grupos finitos. ■
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Corolario 5.5.22. Si G es un grupo con treewidth finito entonces G es el grupo fundamental de un grafo de grupos con
grupos finitos en sus vértices y aristas.

Demostración. Usamos el resultado anterior 5.5.21 para obtener que actúa sobre un árbol con finitas órbitas y
con estabilizadores finitos. Por el teorema central de Bass Serre 2.4.12 concluı́mos lo que querı́amos probar. ■
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