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Resumen

Dadas A una matriz inversible de n x n y I' una lattice de rango completo en R™, una (A, I')-wavelet es una
funcién de L?(R™) que genera una base ortonormal de L?(R™) via sucesivas traslaciones de I' y dilataciones de
A. Una Wavelet Minimamente Soportada en Frecuencia (MSF wavelet) es un tipo particular de wavelet cuya
transformada de Fourier es la funcién caracteristica de un conjunto medible de R™.

En 2021 M. Bownik y D. Speegle resolvieron una pregunta geométrica planteada 25 afios atras en el contexto
de la teoria de wavelets: determinar para qué pares (A, ") existe un conjunto medible W que tesela el espacio
via traslaciones de I" y dilataciones de A. Tal conjunto es llamado un (A, I')-wavelet set. La motivacién original
de esta pregunta reside en el hecho de que W es un (A, I')-wavelet set si y solo si la antitransformada de Fourier
de la funcién caracteristica de W es una (AT, T™*)-wavelet.

En esta tesis se expone la historia de este problema, su relacién con la teoria de wavelets y los distintos
resultados parciales que fueron esenciales para su investigacién. Finalmente se da la demostracién del teorema
de Bownik y Speegle con el que esta pregunta abierta fue resuelta.
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Capitulo 1

Introduccion: wavelets y teselaciones
por traslacion y dilatacion

En este trabajo nos proponemos comprender y exponer la solucién a un problema recientemente resuelto, que
se mantuvo abierto durante dos décadas y media, originado en el d&rea matemaética de la teoria de wavelets. Esta
es un area multidisciplinaria donde el analisis armdnico se conecta con matematicas aplicadas y procesamiento
de sefiales. Este problema, sin embargo, tiene un interés independiente de su origen en el dmbito de wavelets al
poder plantearse completamente en términos geométricos, como un problema sobre teselaciones simultdneas
por traslacién y dilatacion.

Pregunta 1.1. Si es A una matriz tnversible de n xn y I' un lattice de rango completo en R™, ;para qué
pares (A,T) exziste algun conjunto medible W C R™ tal que

AW:ieZ) y {W+Hvy:yel}
son partictones medibles de R™?

Con los fines de contextualizar la pregunta daremos una breve resefia sobre wavelets, en la medida en que
es relevante para el presente trabajo. Las técnicas que llevaron a la resolucién del problema no se inscriben
necesariamente dentro de la teoria de wavelets, pero este ambito es esencial para comprender su motivacién.

1.1. Sobre wavelets

Consideremos una funcién P = 1 (x) de R a valores reales o complejos, y pensemos a x como una variable
temporal. Parte importante de la teoria de wavelets surge de la observacién de que ciertas funciones tienen la
propiedad especial de generar una base ortonormal de L? cuando se las las dilata y traslada. Dado un niimero
real k podemos considerar el operador de traslacion por Xk,

(Te)(x) = (x — k).

Y, para cada ntumero real no nulo a, definimos la dilatacién por a como el operador
_ X
(@a)(x) = lal ™29 (2).

EL factor |a|~'/? hace de este un operador unitario. En las aplicaciones, la funcién 1 se interpreta como una
sefial, por ejemplo, una onda de sonido que se desplaza en el aire, o un voltaje por un cable. El operador
% adelanta o atrasa la sefial en el tiempo, mientras que el operador ©, la dilata o la comprime (podemos
pensar en acelerar o ralentizar una onda de audio). Una (a,Z)-wavelet es una funcién 1 tal que el conjunto
D% : k € Z,1 € Z} es una base ortonormal de L?(R). Hemos considerado todas las traslaciones enteras de
1 seguidas de dilataciones por potencias de a. Méas explicitamente, \ es una (a,Z)-wavelet si

(1.1) {Ia\i/zlj)(aix —k):i,k e Z} es una base ortonormal de L*(R).

5



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Tal conjunto es llamado una base wavelet ortonormal. La importancia de tener una base de este tipo radica
en que los coeficientes de una escritura en tal base recuperan informacién frecuencial de la sefial a distintas
escalas, y permite su reconstruccién a partir de aproximaciones a distintas resoluciones. Esto da origen al
andlisis multirresolucién, una técnica de gran relevancia en andlisis de seflales y compresién de datos.

El primer ejemplo conocido de wavelet se debe a Haar y es la funcién ﬂ[,%,o) _]l(o,%} El problema que esta

presenta para las aplicaciones es que, por ser discontinua, su transformada 1T) no tiene soporte compacto: en el
lenguaje de sefiales, \ no es de banda limitada. Existe en el extremo contrario otra wavelet { definida por
fl\) = 11[71)7%] + ]l[%’”, que claramente estd acotada en el dominio frecuencial, pero que en si no tiene soporte
compacto. En el fondo de estos dos ejemplos yace la obstruccién fundamental del andlisis de tiempo-frecuencia,
el llamado principio de incertidumbre: no es posible que sop y soplT) sean simultdneamente pequeios. Pese
a esto, los trabajos fundacionales de teoria de wavelets en la década de 1980 lograron demostrar la existencia
wavelets con regularidad arbitraria y diversas propiedades deseables, particularmente, buena concentracién
tanto en el dominio temporal como frecuencial.

1.2. Wavelets minimamente soportadas en frecuencia
Centrémonos en el caso de la wavelet dada por

(1.2) B =11 172+ Ln2

llamada wavelet de Shannon. Luego de calcular la antitransformada, esta wavelet puede darse explicitamente

como
sin(27x) — sin(7x)

Y(x) =

X

. ~ ~ . . e, .

Notamos que la medida del soporte de 1\ es |sop| = 1. La siguiente proposicién, que generalizaremos y
demostraremos mas adelante, nos dice que si deseamos que una wavelet tenga soporte “pequefio” en frecuencia,
no hay muchas mas opciones salvo ser de esta forma: \ = 1y para algin conjunto W C R.

Proposicién 1.2 ([HW96, §2.2 Coro. 2.4]). Sea f € L2(R) tal que {f(-—k) : k € Z} es un sistema ortonormal.
Entonces |sopf] > 1 y la igualdad se obtiene si y solo si |f | = 1w para algin conjunto W C R medible
con [W|=1.

Este tipo de wavelets se llaman minimamente soportadas en frecuencia, o MSF wavelets. La siguiente es
una caracterizacién bésica de ellas:

Proposicién 1.3 ([HW96, §7.2 Teo. 2.3]). Sea { € L?(R) tal que p| = 1w para algin conjunto medible
W CR, y sea a#0. Entonces, } es una (a,Z)-wavelet (en particular, una MSF wavelet) si y solo si se
satisfacen

(1.3) > Mhlate)r =1 y > E+K1E =1

i€z kEZ

para cast todo & € R.

Lo interesante ocurre cuando interpretamos las condiciones (1.3) en términos del conjunto W C R. Un
corolario de la proposicién anterior es:

Corolario 1.4 ([HW96, §7.2 Coro. 2.4]). Sea W C R un conjunto medible, y\p una funcién tal que 1P| = 1w .
Entonces, \ es una (a,Z) MSF wavelet st y solo st

(1.4) {a'W:ie 7} Y {W+k:keZ} son partictones medibles de R

es decir, son colecciones de conjuntos disjuntos c.t.p. cuya unién es R, salvo conjuntos de medida cero.



1.2. WAVELETS MINIMAMENTE SOPORTADAS EN FRECUENCIA
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Figura 1.1: La wavelet de Shannon, (x) = ——_——.
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Figura 1.2: Otra wavelet dada por f(x) = % (— sin(%ﬂx) + sin(%mc) + sin(7tx) — sin(ZTtx)) .
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Figura 1.3: Las transformadas de las wavelets de las figuras 1.1 y 1.2 respectivamente.
Los soportes de 1/1\) y f son (2,7Z) wavelet sets en la recta.
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(Véase también [DLS97, lema 4.3].) Los conjuntos que cumplen las condiciones (1.4) del Corolario reciben
el nombre de wavelet sets, mas especificamente (a,Z) wavelet sets. Este resultado da un método interesante
para la construccién de wavelets, al convertir la condicién analitica (1.1) en una condicién de conjuntos. Por
ejemplo, la Figura 1.5 ilustra cémo el conjunto [—1,—1/2]U[1/2,1] cumple las condiciones (1.4) de una manera
visualmente clara, y por lo tanto la wavelet de Shannon es efectivamente una (2,Z)-wavelet. Podemos aplicar
el mismo método para construir otras wavelets si hallamos otros wavelet sets en la recta: en la Figura 1.2 se
muestra otra wavelet obtenida a partir del conjunto

g o B o

del cual puede verificarse facilmente que es un (2,Z)-wavelet set. Véase [Gus, §2.4] para una generalizacién de
este ejemplo.

(Qué ocurrié hasta ahora? En (1.1) definimos una wavelet como una funcién que genera una base ortonormal
bajo la accién simultdnea de los operadores de dilatacién y traslacién de funciones. Ahora, desde el punto de
vista de conjuntos, estas se han convertido en la condicién de que cierto conjunto tesele el espacio bajo dos
acciones simultdneas en la recta, a saber, traslacién por enteros y dilatacién (multiplicacién) por a del conjunto
W en R.

Ahora generalicemos la discusién a funciones en R™. Nuestro factor de dilatacién a serd reemplazado por
una matriz inversible A de n X n, y los enteros serdn reemplazados por Z™, o més generalmente, una lattice de
rango completo T'; esto es, la imagen de Z™ por una transformacién lineal inversible. Decimos que una funcién
P € L2(R™) es una (A, T)-wavelet si

{ldet A|"? $p(A'x +y) : i€Z, yeT}

es una base ortonormal de L2(R™) . Llamamos MSF-wavelet en R™ a una wavelet 1\ tal que [({| = 1\ para
cierto W C R™ medible. M&s adelante demostraremos el Teorema 1.19, que es una generalizacién a R™ del
Corolario 1.4: dado un conjunto medible W, la funcién Iw es una (A, T)-wavelet si y solo si {(AT)'W:1 € Z}
y {W + v :€ I'*} son particiones medibles de R™, es decir, si y solo si W es un wavelet set.

Este resultado sugiere la pregunta 1.1, que podemos parafrasear asi: jpara qué pares (A, ") existe un wavelet
set? Una resolucién completa de este problema daria entonces una caracterizacién total de todas las MSF-
wavelets ortogonales en R™. Veremos que la dificultad del problema reside en hallar la manera especifica en que
deben interactuar las acciones de A y I' sobre R™, al ser dos acciones con mucha libertad y sin relacién aparente.

1.3. Definiciones y ejemplos

De ahora en adelante usaremos la notacién |U| para denotar la medida de Lebesgue de cualquier conjunto
medible U C R™. Cuando digamos que una propiedad se cumple para cast todo punto nos referiremos a que se
cumple para todo elemento de R™ \ Z donde Z es algiin conjunto de medida cero. La notacién #|U| denota al
cardinal del conjunto U. El simbolo 1y, denota la funcién caracteristica del conjunto W.

1.3.1. Lattices

Definicién 1.5 (Lattices). Una lattice ' C R™ es un subgrupo aditivo de R™ generado por un conjunto de
vectores linealmente independiente de R™. El rango de la lattice es el tamafio k < n del conjunto de generadores.

Asi, la lattice I" generada por v = {v1,..., v} es de la forma
k
= {invi:)\i EZ} =7Zvi + -+ Zvy.
i=1

Si k = n decimos que la lattice es de rango completo. Una lattice de rango completo I' es de la forma I' = RZ™
donde R resulta ser la matriz de n x n cuyas columnas son los vectores v;. La lattice ' = (R~ T)Z™ recibe el
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Figura 1.4: Visualizaciones de dos lattices en R?: la lattice canénica Z?, y una lattice genérica I' = RZ? dada
cierta eleccién de matriz R. Se muestra el paralelepipedo fundamental P.

nombre de lattice dual de ', donde utilizamos la notacién R~T = (RT)~! = (R™')T para referirnos a la matriz
inversa traspuesta de R. La lattice dual de I" cumple

M={yeR":y.y €ZVyeT}
donde - denota el producto interno usual en R™.

Nota sobre terminologia: En el presente trabajo utilizaremos en su gran mayoria lattices de rango com-
pleto. Por eso, diremos simplemente lattice para referirnos a una lattice de rango completo en R™. En los
pocos casos en que utilicemos lattices de rango menor, haremos la aclaracién lattice de rango d con d < n.

Toda lattice I' induce una relacién de equivalencia en R™ dada por x ~y <= x—y € I'. El espacio cociente
R™/T es el conjunto de clases de equivalencia de R™ sobre esta relacidn, y resulta una variedad diferenciable
con una métrica de Lebesgue natural inducida de R™. Llamamos dominio fundamental a cualquier conjunto
F C R™ medible que contiene exactamente un representante para cada clase de R™/T.

Si T es de rango completo, es facil ver que el paralelepipedo semiabierto

(1.5) P—{Zti\)iitiE[O,])}
i=1

es un dominio fundamental de T, y entonces [R™/T| = |P| = |det A| > 0. Lo llamaremos el paralelepipedo fun-
damental de T'. (Ver la figura 1.4.)

Es claro que, con nuestra definicién, toda lattice es discreta (i.e. todos sus puntos son aislados). Como
resultado interesante, la siguiente proposicién dice que las lattices (no necesariamente de rango completo) son
exactamente los subgrupos aditivos discretos de R™.

Proposicién 1.6 (Teorema fundamental de lattices [TVO06, Lema 3.4]). Todo subgrupo aditivo discreto de
R™ es una lattice, no necesariamente de rango completo. En particular, es finitamente generado, y es la
1magen de Z* C R™ por una transformacion lineal inversible.
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1.3.2. Teselaciones, cubrimientos y empaques

Una teselacion de R™ es usualmente una particién de R™ en conjuntos disjuntos, llamados teselas®, que
cumplen alguna condicién geométrica particular. En el problema que nos interesa estudiar trabajaremos con
teselaciones en su sentido mas laxo: nuestras teselas podran intersecarse en conjuntos de medida cero. Tampoco
exigimos ninguna condicién topoldgica a las teselas, pidiéndoles solamente que sean conjuntos de R™ Lebesgue-
medibles. A continuacién damos nuestras definiciones de teselacién, empaque y cubrimiento por dos acciones
distintas: dilatacién por una matriz inversible A, y traslacién por una lattice I'.

Definicion 1.7. Sea A una matriz real inversible de n x n. Sea M € N.

» Diremos que un conjunto medible U C R™ empaca M-redundantemente por dilataciones de A si

Z 1u(Alx) <M para casi todo x € R™
JEZL

esto es, si casi todo punto de R™ est4 en no més de M conjuntos de la forma AU, j € Z.

= En el caso en que
Z Ty (Alx) <1 para casi todo x € R™
JEL
diremos que U empaca por dilataciones de A. Hsto es, casi todo x € R™ estd en uno o ninguno de los
conjuntos AJU, j € Z.

= Diremos ademads que U cubre por dilataciones de A si
Z Ty (Alx) > 1 para casi todo x € R™
JEL
esto es, si casi todo punto de R™ est4 en al menos uno de los AJU.

= Diremos que U tesela por dilataciones de A si cubre y empaca simultdneamente, esto es, si

Z Tu(Alx) =1 para casi todo x € R™.
JEL

» Andlogamente, dada una lattice I' C R™, diremos que U empaca M-redundantemente, empaca o tesela
por traslaciones de T, si se cumple la desigualdad correspondiente con Zyer Tu(x+v).

= Como ya mencionamos, un conjunto medible que tesela por dilataciones de A y por traslaciones de T es
llamado un (A,T") wavelet set.

Cuando no haya riesgo de ambigliedad abreviaremos diciendo, por ejemplo, “U empaca por dilataciones”, o “U
empaca por A”, y andlogamente para I' y las otras propiedades.

Observacién 1.8. Un conjunto U empaca por dilataciones de A si [A'UN AIU| =0 Vi #j € Z, y cubre por

dilataciones de A si [R™\ |J

jez AjU’ = 0. Lo mismo vale andlogamente para traslaciones de T.

Ejemplos 1.

1. El cubo unitario semiabierto [0, 1)™ C R™ tesela por traslaciones de Z™, porque es una regién fundamental
de R™/T". Pero también lo hace el cubo cerrado [0, 1]™, ya que sus traslaciones se intersecan en conjuntos
de medida nula en R™. El conjunto (0, 1)™ también tesela por Z™, ya que sus traslaciones cubren todo R™
salvo por conjuntos de medida nula.

1«Tesela” es quizés un término menos conocido para referirse a las piezas de un mosaico, y “teselacién” refiere al mosaico en si.
Utilizamos estas palabras por su similitud con los términos estandar en inglés, tile y tiling. Otras elecciones posibles habrian sido
pares como “baldosa” y “embaldosado” o “azulejo” y “mosaico”. Todas estas palabras guardan un significado similar, que da la
idea de un patrén geométrico formado por cierto conjunto de figuras que “encajan” entre si.
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} } } } } } == } } } } } }

-7 —6 =5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
{U+2:2€Z}

= 3 et 3 et 3 et 3 ——

-7 -6 =5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
{QjU s Z}

| | | | | Il -__‘H_- | | Il | | |

T T T 1 T T 1 T T T T T

-7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 > 6 7

Figura 1.5: El conjunto U = [—1,—1/2] U [1/2,1] C R es un (2,7) wavelet set en la recta. Se usan varios
colores para marcar distintas traslaciones y dilataciones del conjunto.

2. El cubo unitario “engordado” (0 —¢,14 €)™ con & > 0 cubre el espacio por traslaciones de Z™, pero no
lo tesela.
3. El anillo U = B(0,1) \ B(0, %) tesela R™ por dilataciones de la matriz A = 21d.

4. La figura 1.5 muestra el conjunto U = [—1,—1/2] U [1/2,1] C R. Este es un (2,7) wavelet set: U tesela
la recta via multiplicacién por 2 (igual que el anillo en el ejemplo anterior), y ademds tesela la recta por
traslaciones enteras.

5. La figura 1.6 muestra un (A, Z?) wavelet set en R? para la matriz

()

6. La figura 1.7 muestra otro (A, Z?) wavelet set en R?, esta vez para la matriz

(30

Se grafica en particular el caso a = 2. A diferencia del ejemplo anterior, este conjunto no es acotado. Esto
no es casualidad: no existen wavelet sets acotados para esta matriz (Teorema 1.10).

Damos ahora dos resultados que caracterizan la existencia de teselas para cada accién por separado (el pri-
mero, elemental; el segundo, de mayor complejidad, y cuya demostracién omitimos). Luego damos un resultado
que muestra cémo la relacién precisa entre ambas acciones determina fuertemente la apariencia de los posibles
wavelet sets.

Proposicién 1.9 (Teselaciones por traslacién). Supongamos que I' = MZ"™ con M € GL,,(R™).
(a) Eziste un conjunto que tesela por T.

(b) Todo conjunto U que tesela por I' tiene la misma medida |U| = |det M| < oco.

(c) St un conjunto U empaca por ', entonces |U| < |det M| < co.

Demostracién. (a) Damos por evidente el hecho de que el cubo [0,1)™ tesela por Z™. La transformacién
lineal f(x) = Mx transforma Z™ en I' y el cubo [0,1)™ en el conjunto P = M0, 1)™, que es el paralelepipedo
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ard
—4
v

(a) El conjunto U (b) {A] j ez} () {U+z:z¢€ ZZ

Figura 1.6: Un (A,T) wavelet set en R? para I' = 72, A = (} N )-

(a) El conjunto U (b) {Al(W):j ez} (c) {U+z:z2€7?}

Figura 1.7: Un (A,T) wavelet set en R? para I' = Z?, A = (é (])) Este conjunto no es acotado y se extiende
recursivamente en la direccién del eje y.
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fundamental de I'" (1.5). Entonces P tesela por T
Demostremos (c). Sea P como antes. Si U empaca por I', tenemos

|det M| = [P| = J 1dx>J > Tulx+y)

ver

—ZJ Tulx+7v) dx—ZJ

Ty(x) dx = J Ty(x) dx =[Ul.
yer yer/P+y R

Pudimos intercambiar la integral con la suma por el teorema de Tonelli, ya que 1 > 0. La demostracién de
(b) es idéntica observando que si U tesela por I" obtenemos la igualdad en (x). [

Acabamos de ver que toda lattice admite teselaciones por traslacién, lo cual es visualmente intuitivo (ver
fig. 1.4). En contraste, no resulta claro a primera vista determinar cudndo existird una tesela por dilataciones
de cierta matriz inversible A. Resulta que tal conjunto existe siempre que A no sea ortogonal. El siguiente
resultado es una caracterizacién precisa de esta propiedad.

Teorema 1.10 (Caracterizacién de teselaciones por dilatacién, [LSSTO06, Teo. 4]). Sea A € GL,(R™).
(1) Eziste un conjunto que tesela por dilatactones st y solo si A no es ortogonal.
(i1) Eziste un conjunto de medida finita que tesela por dilataciones st y solo st |det Al £ 1.

(vi1) Erziste un conjunto acotado que tesela por dilataciones st y solo si todos los autovalores reales o
complejos de A o A~ son mayores que 1 en mddulo.

Este teorema importante fue demostrado en 2006 y su demostracién, que aqui omitimos, radica en una cons-
truccién explicita de tales conjuntos haciendo uso de la forma real de Jordan de A. Las teselas por dilatacién
construidas tienen ademads interior no vacio, lo cual serd de utilidad més adelante.

Del Teorema 1.10 puede deducirse inmediatamente que la matriz A = (8 ‘1’) no admite (A,Z?) wavelet
sets acotados para ningtin a € R. En los ejemplos 1 mostramos la construccién de un wavelet set para esta
matriz (Figura 1.7). De todas maneras, esa seleccién de ejemplos puede dar la expectativa de que en todos los
casos se pueda obtener una imagen geométricamente “buena” de los wavelet sets. Esto estd lejos de ser asi: a
continuacién vemos que, para cierta eleccién de lattice I', la matriz anterior solo admite wavelet sets de interior
vacio.

Proposicién 1.11 ([Spe03, prop. 3.9]). Sea la matriz A = (8 ?) con a > 1 y T C R? una lattice que

interseque al eje y solo en el origen. Entonces todo (A,T') wavelet set es no acotado y de interior vacio.
Para la demostracién de la proposicién usaremos el siguiente hecho:

Lema 1.12. Sea a > 1. Sea W C R que tesela la recta por dilataciones de a, y supongamos
W C (—oo,—¢€] U [e,+00). Sea I = [—ae,—¢] U [g, ag]. Entonces [W| > |I] =2(1 — a)e.

Demostracion. Como W estéd e-alejado del 0, tenemos |aJW N 1| =0 ¥j > 1. Entonces, como W tesela por a,
o0
I=JIndW=|JIna W
jez j=0

y las uniones son disjuntas. Notemos ademaéas que I también tesela por dilataciones de a, con lo cual W =
UjZo ¢ INW. Usando a > 1 obtenemos

oo oo oo
=) InaW <) dinaW=) [dInW| =W
j=0 j=0 j=0
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Ahora demostramos la Proposicién 1.11. D %

Demostracién. Sea W un (A,T") wavelet set. Que no es acotado se deduce
del Teorema 1.10 ya que A tiene a 1 como autovalor. Supongamos ahora que

W tiene interior no vacio y lleguemos a una contradiccién. Sea R C W un ] 1
cuadrado de lado 4¢. Entonces R empaca por traslaciones de I'. Llamemos :
X,Y a los ejes, y px, py a las proyecciones ortogonales sobre ellos. Sean ‘ }
v1,Vv2 dos generadores de I'. Como I' no toca al eje Y, los numeros reales ‘ 1
x =px(v1), B =px(vz2) son tales que ot/ es irracional. Por el algoritmo de ‘
Euclides podemos obtener combinaciones enteras de o y 3 arbitrariamente }
cercanas a 0, y {na + mP : n,m € Z} es denso en R. Entonces las rectas 1
{Y+7v:v €T} son densas en R?. En particular, existen infinitos y € T tales ‘
que Y + vy estd a distancia menor que ¢ del centro de R. En otras palabras, ]

b

7

existen {yi}iey C I no nulos y distintos entre si tales que los cuadrados L —
R + v; intersecan a Y a menos de ¢ de su centro. Sea S; la franja horizontal -8 f:f
R X py(R +vi)- Notemos que, para cada i € N, tenemos j

Figura 1.8

(R+vi) N([—& &) xR) =[—¢, €] x py(R+vi)

(ver Figura 1.8). Entonces, como los R + y; son disjuntos entre si, también lo son las franjas S;. Supongamos
que WN'S; toca a [—¢, ¢] x R. Entonces tendriamos que R + v; toca a W, lo cual no es posible porque R ¢ W
empaca por traslaciones. Esto muestra que

px(WNS;) C (—oo,—¢€] U [g, 00).

Por la forma de la matriz A, sabemos que para casi todo y € R, el conjunto Wy = {x € R: (x,y) € W} tesela R
por a-dilataciones. Si ademés y € py(WNS;), tenemos Wy, C (—o0, —€]U[g, 00) y el Lema 1.12 nos dice que en
ese caso [Wy| > 2(1 — a)e. Integrando con el teorema de Fubini sobre la altura de la franja S; obtenemos que

IWN S| >4e-2(1 —a)e =ce?

para cualquier i € N. Como los S; son infinitos y disjuntos, esto implica que |[W| = oo, lo cual es absurdo porque
W tesela por traslaciones (Prop. 1.9, b). O

Vale destacar que, para cualquier par (A, T") en las hipétesis de la proposicién anterior, efectivamente existen
(A,T) wavelet sets. Esto se deduce de un resultado que veremos méas adelante (Teorema 2.3), y muestra que en
verdad existen wavelet sets de interior vacio.

1.4. La transformada de Fourier y bases de exponenciales

En lo que resta del capitulo apuntamos a exponer la interesante equivalencia entre MSF-wavelets y wavelet
sets, culminando en una demostracién elemental del Teorema 1.19. Para esto comenzamos con un repaso basico
de series de Fourier en el espacio de Hilbert L#(R™). Denotaremos con |[f||, = ([g. [fl*dx) '/? a la norma de f
en L?(R™). Recordemos que la transformada de Fourier de una funcién f € L' (R") viene dada por

FOE) = [ fe 2o ae=fe).

n

Gracias al Teorema de Plancherel, que afirma
Ifl, =701, vfel'(R™)NLAR")

es posible extender F por un proceso de limite a un operador unitario de L?(R™) en si mismo. La transformada
de Fourier inversa de f € L' (R™) est4 dada por

n

F)(&) :J f(x)e2™HEX) dx = f(£).
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y resulta ser el operador inverso de ' luego del procedimiento de limite adecuado. Usando la abreviatura
e2™ (%) = e, para x € R™, tenemos

f(&) = (f,es)  f(&) = (fe_).

donde (f, g) = LR" f g. Recordamos que este resulta el producto interno usual de [?(R™) cuando f, g estdn en
L2(R™). Notar que en este caso e, ¢ LZ(R™).

1.4.1. Coeficientes de Fourier en una lattice

Sea f una funcién Z™-periddica, es decir, tal que
f(x) = f(x + k) vk e Z™.

Sila funcién f- 1o 1~ estd en L2(R"™), identificaremos f con su restriccién al cubo unitario fli0,17» ¥ diremos que
f € L%([0, 1]™). Sabemos que el espacio L%([0, 1]™) cuenta con una base ortonormal distinguida: las exponenciales
con frecuencias enteras {e; : n € Z"}. En otras palabras, tenemos la expansién de f en su serie de Fourier

(1.6) fx) =Y (feex)= Y flklex) vfel(0,1").

kezn kezn

~

con f(k)z(f,ek>:J f(x) e 2% gy
[0,1]™

~

donde f(k) es llamado el k-ésimo coeficiente de Fourier de f para cada k € Z™.

Notemos que los coeficientes de fourier estdn definidos para cualquier f € L' ([0, 1]™) sin necesidad de que f
sea cuadrado-integrable. Tenemos, ademas, el siguiente resultado que nos serd util:

Lema 1.13. Sea f € L'([0,1]") tal que 2 kezn I?(k)l < o0. Entonces f € L2([0,1]™) y en consecuencia f
cotncide con su serie de Fourier en cast todo punto.

Este resultado es estdndar y puede hallarse en [SW71, p. 249, Coro. 1.8] y [You01, p.8, Teo. 2].

Vimos que una funcién Z™-periédica cuenta con una serie de Fourier indexada sobre Z™. Sea ahora I' = AZ™
una lattice de rango completo en R™ y sea F una funcién I-periddica, es decir, F(x) = F(x +vy) Vy € T'. Tal
funcién se identifica con su restriccién a A[0, 1]™, que esté en el espacio L?(A[0, 1]™). Seria natural poder definir
su serie de Fourier en base a coeficientes indexados ya no en Z™ sino en alguna lattice relacionada con I'. Para
eso, consideramos la funcién f(x) = F(Ax). Observamos que f es Z™-periédica y por lo tanto su serie de Fourier
es la de (1.6). Usando el cambio de coordenadas t = Ax,

N ; 1 .
(k) :J F(Ax) e 2mH(kX) gy — J F(t) e 2mi{(A Tk),t) dt
0,1]n Idet Al Jaj0,1]

~

(1.7) :=F(y) cony=A""keTl".

Acabamos de definir el y-ésimo coeficiente de Fourier de una funcién I-periédica F, donde y € T™*. Asi
podemos escribir la serie de Fourier de F como

Fx) = fA %) = Y flk)e2r (A Tk

kezm
(1.8) =Y Fly) @M = 3 F(y) ey (x).
yers yer

Con estas definiciones puede deducirse del Lema 1.13 un resultado andlogo para funciones I'-periddicas:

Corolario 1.14. Sea '=AZ", y F € L' (A[0,1]™) tal que Z‘yef‘* \?(y)I < 0. Entonces F € L>(A[0,1]") y en
consecuencia F coincide con su serie de Fourier en cast todo punto.
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1.4.2. Bases ortogonales por traslacién

La Proposicién 1.2, que dimos sin demostracién, nos dice que si una funcién 1\ € L?>(R) genera un sistema
ortogonal por traslaciones, el soporte de su transformada de Fourier no puede ser pequefio. Demostraremos ese
resultado generalizandolo a R™. Primero, un lema auxiliar de mucha utilidad:

Lema 1.15. Sea g € L?(R™) y I C R™ una lattice y sea D un dominio fundamental de I'. Entonces el
conjunto {g(- —Y)}yer es un sistema ortonormal st y solo si

Z IG(& +k)|> = |D| para casi todo & € R™.
ker=

Demostracion. Llamemos D* a un dominio fundamental de ™. Si el sistema {g(- — v)}yer es ortonormal
tenemos, para cada y €T,

J——

=990 =YD r2zn) = (890 =V) 2 (n) §(5) 5(E) e 200 dg

I
— | gler emoas
R
=Y | epenon g
= Y | le—iop e g
g —K)I? e2™MET dg,
)

~ 2 Zni(y,a) —2mi(y,k)
g(&—k)| e - dg

" ke
= < 1g(& — k)] ) e27H(v,E) d&.
v ker*

71 * 27i(y, &)
= o D(ngak) dé,

kel

i
"

:=h(&)
=h(—v)

En (a) hemos usado la identidad F(g(- +v)) = ge, que es de fécil verificacién. En (b) usamos el teorema de
Tonelli, y en (c) usamos que (y,k) € Z por definicién de lattice dual. Entonces hemos obtenido los coeficientes
de Fourier de la funcién I'*-periédica h() = [D*| 3_, .r- |g(£—X)|?, como los definimos en (1.7). Gracias al Lema
1.14, h coincide con su serie de Fourier, y resulta h(£) = 1 para casi todo punto. Usando |D| |D*| = 1, obtenemos
el resultado. Reciprocamente, si la funcién h vale 1 en casi todo punto, se pueden calcular sus coeficientes de
Fourier con la misma cuenta, lo cual muestra que el sistema {g(- —v)}yer es ortonormal. O

Proposicién 1.16. Sea I' C R™ una lattice, D una regién fundamental de T, y sea g € L*(R™) tal que el
congunto {g(- —Y)}yer es un sistema ortonormal. Entonces |sop(g)| > |D|~', y la igualdad vale st y solo
si|gl = W|~"/21w para algin conjunto medible con [W|=|D|~".

Demostracion. Por el Lema 1.15, es claro que |g(&)]? < |D| para casi todo & € R™. Ademaés, como el sistema
es ortonormal, tenemos ||g|| = ||g|| = 1. Por lo tanto

DI |s0p(g)] =J

8

D| zj GE)R d& = (g2 =1
op(g) R™
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lo cual muestra la primera parte del enunciado. Para ver la otra, asumamos que |sop(g)| = |D|~" pero |g| no es
un miltiplo de la funcién caracteristica de un conjunto. Entonces existe E C R™ donde 0 < |g| < |D|'/2. Asi,

1=lgF = eeras=] g ae+ | @ a
sop §

s0p(§)\E E
< (Isop(g) \ E| +[E|) [D| = [s0p(g)| D] =1

lo cual es absurdo. El reciproco es claro, ya que si |g| = [W|~"/21y con |W| = |D|~', entonces [sop g| = |D|~'. O

1.5. El Teorema de Fuglede

El mismo cambio de coordenadas que usamos en (1.7), junto con una normalizacién adecuada, define un
operador © de dilatacion por A

D :L%([0,1]™) — L2(A[0, 1]™)
D(f)(x) = |det A| /2 (A "x)

que resulta un isomorfismo isométrico entre estos espacios de Hilbert, es decir, un operador unitario. En efecto,
es isomorfismo porque su inverso es la dilatacién por A=, y es isométrico porque preserva el producto interno:

(1), D092 a 10,10 = | ek ATFA) GTAY) dx
A-100,1]"

:J f(x) g(x) dx
[0,1]™
=(f,9)12(10,1m)-
En particular, si aplicamos ® a la base ortonormal {e,, : n € Z"} de L%([0, 1]™), obtenemos
D(en)(x) = |det Ar1/2 ezm<k,A*‘x> — |det A|—1/2 ezm<A*Tk,x>
= |det A|""/? e, (x) con y € T™*.
Como los operadores unitarios preservan bases ortonormales, hemos demostrado que

Si = AZ"™ entonces {ldet A\fl/z ey:Yy€ F*} es una base ortonormal de L2(A[0,1]™).

Ahora, si en vez del paralelepipedo fundamental tomédramos un conjunto medible arbitrario D que tesele
por traslaciones de I, jpodremos obtener una base ortonormal de exponenciales para [.2(D)? Fuglede probé en
[Fug74, §6] que en tal caso el enunciado anterior se mantiene: para que las exponenciales con frecuencias en I'*
formen una base ortonormal de L?(D) es suficiente y de hecho necesario que D tesele por traslaciones de T

Teorema 1.17 (Fuglede). Sea D un conjunto medible de R™ con |D| < oo, y I' una lattice de rango
completo. Entonces D tesela R™ por traslaciones de T st y solo st las funciones

|D‘7]/zey» YyerT:
forman una base ortonormal de L%(D).

Elegimos dar la demostracién del Teorema de Fuglede que se encuentra en [los]. Primero, usaremos la
siguiente caracterizacién més simple para las bases ortonormales de L?(D):

Lema 1.18. El conjunto B = {\D|_1/Zey}Y es base ortonormal de L2(D) si y solo si

er=

- 2
(1.9) Z ’]lD(E+y)‘ = |DJ? para casi todo &€ R™.

yer=
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Demostracién. Por la identidad de Parseval, B es base ortonormal de L*(D) si y solo si

2 —
(1.10) DU ) = Y [(hen)izp| = X |Toh)

yer yer=

2
‘ Vf € 12(D).

En particular, si B es una b.o.n, tenemos que, dado & € R™,

. ) 2 2
Y |G = ¥ || tobe e o) = 3 j (e-ctx) 100 ey (x) dx
yer yer " yer "
_ — 2 (1. -10) 2 _ M2
=) leeln(y) Dlfle_ellf2p) = DI | le—e(x)I* dx=D|| 1dx=]|D?
yer- D D

Reciprocamente, asumamos (1.9). Veamos primero que e, es un sistema ortogonal: sea v € ',

DR =Y [+ () = X ey e = lfewen) + 3 lley,en)?

yer= yer y;év
:U leyl2dx +Z| ey, e
Y#V
= |D‘2 + Z ‘(eyyev

Y#V

asi que (ey,e,) = 0 si v # v. Entonces B es ortonormal gracias a la normalizacién |D|~'/2. Para ver que es
completo, consideramos el sistema A = {ey : x € R™"} € L*(D). Si una f € L?(D) es ortogonal a todo elemento
de A, entonces f(—x) = (f,ex) =0 con lo cual f = 0, asi que A es completo. Si ahora nombramos H = (B) (la
clausura del subespacio generado por B en L?(D)), B es una base ortogonal de H. Si proyectamos ortogonalmente
ex en H, por (1.9) obtenemos

IPrledtz o) = > e, ey)l? > |Ip(x—v)l *|D|2 DI = [lex|t2 (p)
|D\ . |D| . DI
yer yer

lo cual implica A C H. Por completitud de A, obtenemos que H = L?(D) y B resulta una base ortonormal. [

Demostracién del Teorema 1.17 (Fuglede). Sea I' = A[0, 1]™. Denotemos por Q y Q* a los parale-
lepipedos fundamentales de las lattices I' y I'* respectivamente. Notar que |Q| |Q*| = 1. Sea F la funcién

=) Mple+v)P
yer*
Esta es una funcién I'*-periédica, y el siguiente argumento de periodizacién muestra que F € L'(Q*):
| Fenae=| ¥ moeevPa= Y | P de= | P d <o
- Q* Jor- yer-JQr+y n

Pudimos intercambiar la suma con la integral por el teorema de Tonelli, y en la tltima igualdad utilizamos que
Q* tesela por . Como F € L'(Q*), podemos calcular sus coeficientes de Fourier como en (1.7). Dado g € T,

Flol =IQ'1 | Fle) e le) a

ST eal®) 3 Mol as

yer=

—IQTT Y | ey Tl

yer= Q*+vy

— Q! j e of®) [Tp(E)F d

_DND—g

(1.11) o
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La ultima igualdad se deduce de la siguiente manera: recordando que F(f; x f2) = F(f1)F(f2),

o~ ——

j e o(£) To(8) To(E) d& =J e o(8) Tp(&) Tp(E) dt
RTI

~F (o T5) (-9)
=(1p*1_p)(—g)
_ J 1p(x)Ip_g(x) d& =D N D — gl.

Definamos ahora la funcién

G(&) =) 1pl&+g).

ger

La funcién G es I'-periédica y el mismo argumento de periodizacién muestra que G € L'(Q):

JQ IG(&)| da—JQZﬂD(Hg) dé = ZJ

ger ger’/Q+g

1o(8) da:J 1o(£) d& < oo

Rn

Entonces podemos calcular sus coeficientes de Fourier. Paray €T,

~

GY)=1Q"| e ,G(&) d&

Q
=1Q™"| ey ) Ip(E+g)de
Q ger
=1QI"| e_yIp(&) d§
JRrn
1o(y)
1.12 =
(1.12) Q

Ahora podemos demostrar facilmente las dos implicaciones.

(= ) Supongamos que D tesela por I'. Por (1.11) obtenemos que los coeficientes de Fourier de F resultan
DI

_ _ 2
= g = QI =1D|

(1.13) F(g) =0 Vg#0 y F(0)

donde usamos que |D| = |Q| por ser ambos conjuntos teselas de I' (Obs. 1.9). En particular, der ?(g) =|D]? <
0o. Como F € L'(Q*), el Corolario 1.14 nos garantiza que F coincide con su serie de Fourier. Entonces tenemos

F(&) =) F(gleg =F(0)+ > F(gleg = DI
ger g#0

para casi todo & € R™. Por el Lema (1.18), {\qu/zey 1Y € F*} son una b.o.n. de L?(D).

( & ) Supongamos que {|D|*1/Zey 1Y € F*} son una b.o.n. de L?(D). Por el Lema (1.18), es F(&) = [D|?
en casi todo punto. En particular,

D =F0)= Y Mp0)*=Mp0)F+ ) [Ao[)l=DF+) [HpM)?.
yer= v#0 Y#0

Por lo tanto ]TB(]/) = 0 para todo vy # 0, ]TB(O) = J‘]R“ 1p(x) dx = |D|, asi que

~

Gy)=0 vy #0 y G(0) =1.
Como G € L'(Q), el Corolario 1.14 nos da que G € L?(Q) y entonces
GE)= ) Gv)ey=G(0)+ ) Gly)ey =1

yer= Y#0

para casi todo & € R™, es decir que D tesela por traslaciones de T'. O
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1.6. MSF wavelets y wavelet sets

Habiendo establecido el teorema de Fuglede podemos demostrar comodamente el siguiente resultado, que
relaciona teselaciones por traslacién y dilatacién con MSF-wavelets. Este puede hallarse en [BLO1, Teo. 2.2]
para el caso A = 2Id. Es una versiéon multidimensional del Corolario 1.4 que mencionamos antes.

Teorema 1.19. Sea W C R™ medible. Dadas una matriz A = BT € GL,(R) y una lattice T € R™, son
equivalentes:

1. =1y es una (B, T*)-wavelet, es decir que
{ldet B/ 2p(Bix—y) : jeZ ve r*}

es una base ortogonal de L*(R™)
2. Toda ¢ € L2(R™) tal que |§| = Ly, es una (B, ') -wavelet
3. W es un (A, T)-wavelet set, es decir que W tesela por dilataciones de A y por traslaciones de T.

Nétese que el factor de dilatacién |det B|1/ 2 en 1 no es necesario para la validez del teorema, pero tal escritura
nos permite asegurar ademads que si ||| = 1, la base wavelet es ortonormal. Esto ocurre exactamente cuando
[W| =1, y del teorema se deduce que esto es equivalente a que [R™/T| = 1.

Demostracion. Veamos primero la equivalencia entre 1 y 3, y luego la equivalencia entre 1 y 2.
(3 = 1). Asumamos que W es un (A, T') wavelet set. Como W tesela por I', W es un conjunto de medida
finita (1.9), por lo cual 1y, € L?(R™), y consecuentemente 1w € L2(R™). Ademas, el teorema de Fuglede 1.17

nos dice que {ILWeY}y cr~ €8 una base ortogonal de L2(W) (notar que la base no es ortonormal ya que omitimos

el factor de normalizacién |W|~'/2). Aplicar j veces el operador de dilatacién D

D L2(W) — L2H(AIW)
DI (f)(x) = |det A| /* f(ATx)
nos resulta en otro operador unitario, y similarmente con ®~'. Por lo tanto, para cada j € Z tenemos que

{DI(1wey)}yer~ es una base ortogonal de L2(AJW). Pero, al ser W un wavelet set, {AjW}jez es una particién
medible de R™, asf que los L?>(AJW) son subespacios ortogonales en L?(R™) y tenemos la descomposicién

L*(R") = L3 (Aw).
JEZ

Esto implica que {D)(1lwey) : vy € T*,n € Z} es una base ortogonal de L*(R™). Calculamos sus elementos
explicitamente:

D (Lwey)(x) = |det A| /2 Ly (A Tx) 2 VA )
— [det Al /2 T a5y (x) 2 AT v,
Conceptualmente, hemos obtenido una base del “dominio frecuencial”, que es donde ocurren las operaciones de
traslacién y dilatacién. Para llegar al “dominio temporal” debemos aplicar la transformada inversa de Fourier
F~1, que es también un operador unitario de L?(R™). Obtenemos asi otra base de L?(R™), que pensamos como

una base del dominio temporal:
{F 1@ (lwey)):y €T*,j € Z}.

Para calcular sus elementos usamos las siguientes identidades de facil verificacién:
= FHg ea)(x) = g(x + a).

= 1w (x) = Idet AP Ty ((AT)ix).
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Tenemos entonces
F (et AT L ety ) (%) = [det AT72 F 1 (s egarysy) ()
= |det A| /2 T a5y (x+ (A" T)y)
= |det A7 |det AP Tw (A7) (x+ (A~ T)}y))
= |det A2 Tw (Bix +7)
= |det B> (B'x +v)

lo cual demuestra que {I det Bf/2p(Bix—vy) : j€Z, y € F*} es base ortogonal de L2(R"), como queriamos.
Aqui hemos usado que escribir y o —y es indistinto por ser I'* = —T"*.

(1 = 3) Transformando la base del enunciado, las identidades antes mencionadas para la transformada de
Fourier nos dan que

{Idet Bl_j/2 Laiw(x)epny(x):j € Zyy € F*}

es una base ortogonal de L?(R™). De aqui obtendremos que W tesela por ambas acciones. Por un lado, fijando
j = 0 tenemos que

{Iwey :yeTl™}
es base ortogonal de L?(W). Por el teorema de Fuglede, entonces, W tesela por traslaciones de I'. Si por otro
lado fijamos vy = 0, obtenemos que el conjunto

Tasw:j €}

es ortogonal. Entonces |[A'W N AJW/| = 0 Vi # j, con lo cual W empaca por A. Para ver que tesela, asumamos

que |[R™\ UjeZ AJ| > 0. En ese caso, existiria f € L2(R™) no nula tal que sop f C R™\ UjeZ AJ. Por lo tanto

<f, ]].AjWeBny>:0 V] GZ,'}/EF

y antitransformando
<f, ]lW(B’x—y)> =0 VYjeZyel
lo cual es absurdo porque {]le(Bjx — y)} es un sistema ortogonal completo por hipdtesis, y F;«é 0. Se dedu-
iy

ce entonces que ‘R“ \ Uiy AJ ’ =0, asi que W tesela por dilataciones de A. Entonces W es un (A, ") wavelet set.

ez

(1 & 2) Es claro que 2 implica 1. Supongamos entonces que ¢ = Iw es una (B, )-wavelet y veamos que
toda P € L2(R™) con [{| = 1y también lo es. Como vimos antes, el sistema {Iwey}yer- es una base ortogonal
de L?(W). Observemos que entonces {@ey}yer* también lo es. En efecto, el sistema es ortogonal, ya que

(bey, Pey )2 w) = Jw 16 (x)] ey(x) &7(x) dx = (ey, ey )r2ow) =0 Yy #Yy €T

Para ver que es completo, sea f € L?(W) ortogonal a todos los elementos del sistema. Entonces, para todo
v € T* vale B
0= (dbey, f)rz2ow) = (ey, df)r2ow)

con lo cual gf =0, por ser {lwey}ycr- un sistema completo. Pero g(x) = 0 para casi todo x € W, y entonces
f = 0. Habiendo establecido que {$€y}yer* es una base ortogonal de L2(W), se deduce igual que antes que
{@j (c/l\)ey) 1 jE L,y € F} es base ortogonal de L?(R™). Antitransformando, obtenemos que

{IdetBlj/Zcb(Bjx—y) L jez, yer*}

es base ortogonal de L?(R), es decir, ¢ es una (B, I'*)-wavelet.



Capitulo 2

El teorema de Bownik-Speegle

Repetimos aqui la Pregunta 1.1 sobre la existencia de wavelet sets:

Pregunta 1.1. Si es A una matriz inversible de n xn y I' un lattice de rango completo en R™, ;para qué
pares (A,T) eziste algun conjunto medible W C R™ tal que

(AW:ieZ}) y {W+Hvy:yel}
son partictones medibles de R™?

Este problema fue planteado en la tesis doctoral de Darrin Speegle [Spe97] en 1997, y aparece en multiples
trabajos posteriores durante los afios 2000 [Wan02, IW06, DLS97, Spe03]. No fue resuelta de manera completa
sino hasta el afio 2021 por Marcin Bownik y el mismo Speegle, en [BS21].

Podemos notar que el problema es simétrico en A y A~', porque se utilizan todas las potencias enteras
de la matriz de dilatacién. Entonces, podremos asumir |det A| < 1 o |det A| > 1 segiin convenga, sin pérdida
de generalidad. Recordamos ademas que todas las lattices utilizadas serdan de rango completo a menos que se
indique lo contrario.

2.1. Resultados parciales

Vimos en la Proposicién 1.9 y el Teorema 1.10 que toda lattice admite teselaciones por traslacién, y toda
matriz no ortogonal admite teselaciones por dilatacién. Esto es, en casi todos los casos existen conjuntos que
teselen por cada accién por separado. Lo que sigue es intentar encontrar las condiciones que compatibilizan
estas dos acciones.

Como primera aproximacién al problema de teselacién simultdnea, sabemos que un wavelet set debe tener
medida finita para poder teselar por una lattice de rango completo. En vistas del Teorema 1.10, eso es imposible
si|det Al =1.

Corolario 2.1. Sz |det A| =1, no existen (A,T") wavelet sets para ninguna lattice T'.

Como contraparte interesante a este hecho, Bownik y Lemvig probaron en [BL17] que dada una lattice de
rango completo I', existe un (A, ") wavelet set para casi toda matriz A € GL,,(R).

Decimos que A es una matriz ezpansiva cuando todos sus autovalores son estrictamente mayores a 1 en
médulo. Resulta que en este caso siempre existen wavelet sets:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). St A € GL,(R) es ezpansiva, existen (A,I') wavelet sets para
cualquier lattice T.

Esto fue demostrado temprano en la investigacién por Dai, Larson y Speegle, en un contexto abstracto. Una
década mas tarde fue posible dar una demostracién mas simple haciendo uso del Teorema 1.10 y otro resultado
importante, que damos en la seccién 3.1.

22
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Pese a haberse resuelto el caso de A expansiva, la situacién con A arbitraria resulté ser mucho mas dificil
de atacar. Una conclusién que nos deja el caso expansivo junto al Teorema 1.10 es que todo (A,T") wavelet set
acotado debe provenir de una matriz tal que A o A~ sea expansiva. Es decir, los wavelet sets que quedan fuera
del caso expansivo son necesariamente conjuntos no acotados.

El Teorema 2.2 se mantuvo como el nico caso resuelto en dimensién arbitraria hasta que en 2006 Eugen
Ionascu y Yang Wang encontraron una caracterizacién completa de los pares wavelet (A,T") en dimensién n = 2:

Teorema 2.3 ([IWO06]). Sea A € GL2(R) con |[detA| > 1 y sea T una lattice en R?. Sean A1 y A, los
autovalores de A con |A1| > |Az|. Entonces ezxiste un (A,T") wavelet set st y solo si

(1) M2l > 1, o bien
(i) A2l <1 y ker(A—AI)NT ={0}.

Se observa que (1) incluye al caso en que A es expansiva, que estaba previamente resuelto. La condicién
novedosa es el caso (11).! Cabe entonces preguntarse cémo se podria generalizar esta condicién a dimensién
arbitraria. Bownik y Speegle exponen cuatro posibles interpretaciones de la condicién (7z) en R™ cuando el
menor autovalor de A cumple [A| < 1y |det A| > 1. La dificultad del problema en dimensién general resulté ser
que los enunciados siguientes son equivalentes entre si en dimensién n = 2, pero ninguno equivale a la existencia
de (A,T) wavelet sets en dimensién n > 3:

(1) para todo R > 0, liminfj o, #/A 7 (B(0O,R))NT| =1,

(2) para todo R > 0, liminfj o #IA 7 (B(0,R)) NT| < oo,

(3) para toda sublattice A C T, si V es el subespacio generado por A y d = dimV, entonces
hmlnf‘A I(B(0,1)) ﬁV|d<oo,

)—00

donde |- |q denota la medida de Lebesgue en el subespacio V,

(4) siV es el espacio generado por los autovectores de A de autovalor [A| < 1, entonces VNI ={0}.

Veremos que para cualquier dimensién n se cumple (1) = (2) = (3) = (4). Antes de su paper de 2021,
Bownik y Speegle sabian que (1) era una condicién suficiente para la existencia de wavelet sets, como un
resultado derivado de las técnicas utilizadas para el caso n = 2 en [IW06]. Resulta que (3), y por lo tanto
(4), son ambas condiciones necesarias para la existencia de wavelet sets (véase [BS21, Teo. 5.1]). Ademds, (4)
generaliza claramente el caso (7z) del Teorema 2.3. Esto muestra que, de haber una condicién que caracterice
univocamente la existencia de wavelet sets, debe estar en alguna posicién intermedia entre esta cadena de
implicaciones. Aun asi, no existia un buen candidato para la caracterizacién. El progreso clave fue pasar de la
condicién (1), previamente conocida, a la condicién (2). Esta fue la que puso a Bownik y a Speegle en el camino
correcto para hallar la condicién de equivalencia, que veremos en la siguiente seccién.

Proposicion 2.4. Se cumple la cadena de implicaciones (1) = (2) = (3) = (4) para toda dimensién n.

Demostracién. (1) = (2) es claro.
Veamos (2) = (3) por el contrarreciproco. La negacién de (3) es que exista una sublattice A C T tal que

lim [A7(B(0,1))NV|, =

)—00

donde V = span(A) y d = dim(V) = rango(A). Un resultado de geometria convexa que mencionamos mas
adelante como Lema 5.4 nos garantiza que existe una constante C que solo depende de d tal que

AT (B0,1))NV|, < C#|AT(B0,1)NA| < C#|AT(B(0,1))NT|

1Aqui se formula la condicién (%) de manera distinta a como fue expresada originalmente en [[W06], para sugerir la gene-
ralizacién. La formulacién original es que el autoespacio de A, sea una recta con pendiente irracional en las coordenadas de los
generadores de .
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con lo cual
lim #[A77(B(0,1))NT| =00

)—0o0
que es la negacién de (2), como querfamos.
Para ver (3) = (4) por el contrarreciproco, sea S el espacio generado por los autovectores de A de autovalor
menor a 1 en médulo, y asumamos SNT = A # {0}. Entonces A C T es una sublattice de rango d > 1y
V =span(A) C S. Como A~ es expansiva en V, tenemos

Jim [|ATH]ly, = oo,

donde ||-||, denota la norma del operador A restringido a V, [|Ally = sup,cy,x <1 [AX]|. Entonces

lim A7 (B(0,1)) N V|, = o0

j—oo
y esto niega la condicién (3). O

En dimensién n = 2 puede demostrarse que, si existe un autovalor de mdédulo menor que 1, se cumple
(4) = (1) y los cuatro enunciados resultan equivalentes. La demostracién, que aqui omitimos, se deduce de la
prueba de [[W06, Prop. 3.4], donde se demuestra que debe existir una sucesién j,, tal que #/A 7 (B(0,R))NI| = 1.
La prueba utiliza propiedades de fracciones continuas en aproximacién a numeros irracionales.

2.2. El teorema de caracterizacion

El teorema principal de este articulo es el resultado que resuelve definitivamente la Pregunta 1.1. Su enun-
ciado es el siguiente:

Teorema 2.5 (Caracterizacién de existencia de wavelet sets [BS21]). Sea A € GL,(R) con |[det A| > 1 y sea
I' C R™ una lattice. Entonces existe un (A,I') wavelet set st y solo st

(2.1) 0.

> 1
; #HATBO,N)NT|

En términos coloquiales, para que exista un wavelet set es necesario que las dilataciones negativas de la bola
unitaria, A~7B(0, 1), no intersequen demasiado a la lattice I'.> Una cualidad deseable del teorema es que no hay
distincién de casos respecto de los autovalores o los autoespacios de la matriz A, como si lo tenifa el Teorema
2.3. Para ilustrar cémo el teorema se pone en uso, veamos cémo recupera los resultados previos. Las condiciones
(1) v (2) de la seccién anterior claramente implican la condicién (2.1), lo cual muestra (a posteriori) que son
condiciones suficientes para la existencia de wavelet sets. Vemos que esta caracterizacién también recupera el
caso expansivo, que volvemos a enunciar:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). St A € GL,(R) es ezpansiva, existen (A,I') wavelet sets para
cualquier lattice T.

Demostracién. Sila matriz A es expansiva, los autovalores de A~ son menores que 1 en médulo. Entonces

lim ||A¥|| =0,
k—o0
donde |-|| denota la norma de operador [|A[| = supy<; [[Ax|. Como I" es separado, existe K € N tal que

AT (BO,1)NT={0} Vj>K.

Por lo tanto la suma en (2.1) es constantemente 1 a partir de un momento, y diverge. Entonces existen wavelet
sets independientemente de la eleccién de T. O

2Mas adelante se verd que el radio de la bola que se considere no altera este teorema. Mas atin, es posible que la misma
caracterizacién valga incluso con cualquier cuerpo simétrico convexo, pero no indagaremos en esta direccién.
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Parte importante de la dificultad de este problema resulté lo elusivo de la caracterizacién (2.1). Esta condi-
cién, dada por la divergencia de cierta suma, no habia sido una de las condiciones previamente estudiadas como
candidato para caracterizar los wavelet sets. En lo que sigue intentaremos dar un ejemplo derivado de [Spe22],
que pretende dar la motivacién por la cual se podria estudiar tal condicién en primer lugar.

Ejemplos 2. Consideremos en R? el par (A,T") dado por

r=1z° A:@; f) con A <I<A y AMAr>1.
2

Mostraremos con un argumento directo que no pueden existir (A, Z?) wavelet sets en R? (como puede preverse
si se tiene el Teorema 2.3).
Supongamos que W es un conjunto que tesela por dilataciones de A y traslaciones de Z?. Sea entonces

U=[1,A]xRcR%.
Observemos que U empaca por dilataciones de A. Sea para cada j € Z
W; =A7 (W) N W.
Los conjuntos Wj cumplen tres puntos:
1. Cada W; empaca por traslaciones de 72, porque asi lo hace W. Entonces IWj| <1 (Prop. 1.9 (c)).
2. Cada Wj empaca por dilataciones de A, porque asi lo hace AT (U).
3. Z]-GZ |AJWj| = oo, porque
> AW = AW | = [ JAAT(Wnw)| =|un | JA(W)|=U| = co.
jez jez jez jez
Pero, por otro lado, podemos acotar més finamente la medida de Wj para j > 1. Como W; empaca por 772, para
casi todo x € R tal que (x,y) € Wj se cumple
Hy eR:(x,y) e Willr <1
donde | - |g denota la medida de Lebesgue en R. Dado que ademads se cumple
wW; c A AT xR
deducimos que debe ser
(2.2) Wjl < A7

pero entonces tenemos

2 IAW| =3 [ATIW |+ Y [ATw|

JEZ j21 j=0
= [det A7 Wi+ ) [det AP [Wjl.
i>1 i>0
<o

La serie de las potencias negativas converge por ser det A = AjA; > 1. Usando la estimacién (2.2) en el otro
término,

. . AN ) .
3 et Al Wy = Y in)iwgl < 3 BR2E < ¥ A < oo

j>0 >0 j>0 M >0

Deducimos que Z). ez |AJWj| < oo, contradiciendo el punto (3). Entonces no existe ningiin (A, Z?) wavelet set.
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El ejemplo anterior puede brindarnos una idea de por qué la caracterizacién (2.1) involucra la divergencia
de una suma. Ahora modifiquemos ese argumento para ver qué podemos deducir en caso de que I' no sea Z2.

Ejemplos 3. Sea A € GL,(R) con |detA] > 1, y sea I' C R™ un lattice arbitrario. Tomemos U C R™
que empaque por dilataciones de A, como hicimos en el ejemplo anterior. Siguiendo una construccién andloga,
sabemos que, de existir un (A, T") wavelet set W, debemos poder construir conjuntos Wj C A7 (U) que cumplan

1. Cada W; empaca por traslaciones de I'

2. Cada Wj empaca por dilataciones de A

3. ZjeZ IAIWj| = oo
Ahora, asumamos mas todavia. Supongamos que B = B(xo,1) C U es una bola contenida en U, y supongamos
que los Wj cumplen una condicién adicional,

4. W; C A7J(B) C A7J(U), con W; de medida méxima entre los subconjuntos de A~ (B) que cumplen 1.

i Qué podemos deducir sobre I' y A7 Podemos reescribir 3, recordando que la serie de potencias negativas
converge (porque det A > 1):

00 = Z\A’Wl ZldetAJ|W|_|B|i|A|W|

La cantidad ‘A]i’” nos da una medida de cuédn grande es W dentro de A1 (B). Si W; ocupa casi toda la

medida de A7 (B), la proporcién serd muy cercana a 1, y viceversa.
Ahora usaremos el siguiente Lema, que demostraremos en otra seccién:

Lema 3.3 (Empaque a partir de un empaque M-redundante). Sea U C R"™ medible que empaca M-
redundantemente por traslaciones de I'. Entonces existe una particién medible de U de tamano M,
{W M, tal que cada Uy empaca por traslaciones. En particular eziste U’ C U que empaca por T y
W > .
De esto deducimos que, si m; € N es tal que A~ (B) empaca m;-redundantemente por traslaciones, entonces
Wl T
IATI(B)] — my
ya que, por el punto 4, W; es maximal entre los subconjuntos de A7) (B) que empacan por traslaciones. Obte-
nemos que, si A~ (B) empaca m;-redundantemente por traslaciones,

= 1
Z %
=1 ™
Finalmente observamos que, por definicién,
Z LA (B(xo,ro)) (X +7V¥) <my para casi todo x € R™
yer
tomando x cercano a A~J(—x(), obtenemos la desigualdad ®
#IAT(B(0,10)) NTI =) La-iBore)(¥) <my.
ver
De donde surge la condicién del Teorema 2.5:

1 = 1
Z#|A’ B(0,70)) ng

j=1 "

Esta argumentacién muestra cémo, haciendo las suposiciones correctas, la divergencia de esta serie puede surgir
como una posible condicién necesaria para la existencia de (A, ") wavelet sets.

En los capitulos siguientes nos dedicamos a dar los prerrequisitos basicos y la demostracién completa del
Teorema 2.5.

3BEste paso estd detallado en el Lema 4.4, (1) = (2), donde la argumentacién es analoga.
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2.3. Una aplicacion del teorema

La caracterizacién de los pares (A, ') que admiten wavelet sets en [BS21] dio lugar a un resultado nuevo que
mejora el Teorema 2.2, y que sirve para ilustrar la utilidad de tener una caracterizacién completa.

Teorema 2.6. Sea A € GL,,(R) con |det A| > 1 y tal que todos sus autovalores son mayores o iguales a
uno en médulo. Entonces, para cualquier lattice ' C R™ exziste un (A,I') wavelet set.

El progreso de este teorema parece pequefio respecto del caso expansivo, pero la demostracién involucra
al teorema de caracterizacién y dos resultados mads, que son diversos e interesantes en si mismos. Daremos la
demostracién de 2.6 citando los lemas necesarios, sin demostrarlos.

Lema 2.7 ([BS21], [CF20]). Sea A € GL,(R). Eziste una constante ¢ > 1 y otra matriz A € GL,(R) cuyos
autovalores son todos positivos, tal que

(2.3) AJ(B(0,7/c)) c AJ(B(0,1)) C AJ(B(0,ct))  VjeZT>0.

Recordamos que un grupo a un pardmetro de matrices es un morfismo de grupos continuo U : R — GL, (R).
Llamamos unipotente a una matriz cuyos autovalores son todos iguales a 1.

Lema 2.8 ([Mar71]). Sea I' C R™ una lattice y sea Uy un grupo a un pardmetro de matrices unipotentes.
Entonces existe 6 > 0 tal que
sup{t eR:B(0,6) NUT" = {O}} = oo.

Demostracién del Teorema 2.6. Por el Lema 2.7 existe una constante ¢ y una matriz inversible A cuyos
autovalores son todos positivos y tal que se cumple la condicién (2.3). Como los autovalores de A son reales,
existe un cambio de base P € GL,(R) tal que PAP~' estd en forma de Jordan y tiene coeficientes reales.
Reemplazando A por PAP~! y A por PAP~!, las contenciones en (2.3) siguen valiendo. Notemos que W es un
(PAP~',PTP') wavelet set si y solo si P"'"WP es un (A, ) wavelet set. Esto nos permite asumir sin pérdida
de generalidad que A esta en forma de Jordan y proceder a mostrar que en ese caso existe un wavelet set para
cualquier lattice. Escribamos
A [A1 0 }

0 Az

donde todos los autovalores de A; son mayores que 1, los de A, son iguales a uno, y ambos bloques estan en
forma de Jordan. Ahora, si A, fuera la matriz identidad, existe ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que

AT (B(0,¢)) NT ={0} a partir de cierto j € N.
Entonces también
AT (B(0,e/c))NT c AT(B(0,¢))NT ={0} a partir de cierto jeN

con lo cual

= 1
; #HAT(BO,e/e)) T~

y entonces por el Teorema 2.5 existe un (A, ") wavelet set. Supongamos entonces que A, no es la identidad, es
decir, que contiene un bloque de Jordan no trivial de autovalor 1. Sea T la matriz

1T 0
T= .
0 A
Notamos que Uy = T!, t € R es un grupo a un pardmetro de matrices unipotentes. Por el Lema 2.8, existen

e > 0y una sucesién n; < ny < --- € N tales que

T ™ (B(0,¢)) NT ={0}.
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Ademas, como ||A|| > ||T||, tenemos
AT (B(0,¢)) € T"™(B(0,¢)) a partir de cierto k € N
asi que existe otra sucesién j; < j2 < --- € N tal que

AT (B(0,¢e))NT ={0}.

Por la misma contencién que antes deducimos del Teorema 2.5 que existe un (A, ') wavelet set.



Capitulo 3

Teoremas y nociones preliminares

En este capitulo demostramos primero dos resultados pivotales para las demostraciones de los capitulos
siguientes. Luego damos algunas definiciones técnicas que seran de utilidad.

3.1. Una condicion mas simple para la existencia de wavelet sets

Demostraremos un teorema que brinda una estrategia principal para demostrar la existencia de wavelet sets,
relajando enormemente las condiciones necesarias. Nos dice que, para que exista un conjunto que tesele por
dilataciones y traslaciones simultdneamente, basta tan solo que haya algin conjunto que tesele por dilatacio-
nes pero empaque por traslaciones. Para esto usamos fuertemente el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein
aplicado a conjuntos medibles de R™.

Proposicién 3.1 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein para conjuntos medibles). Sean A,B C R™ con-
Juntos medibles,

funciones inyectivas bimedibles (esto es, funciones medibles cuya preimagen preserva medibilidad). En-
tonces el conjunto

E=J W) (A\¥(B))
k=0

es medible y tal que

o) sixek
e '(x)  six¢E

es una biyeccion bimedible.

Demostracion. Se deduce facilmente del hecho de que h sea una biyeccidn, resultado que se da usualmente en
libros introductorios de analisis; y de que E es medible por ser 1, ¢ bimedibles. Una demostracién mas detallada
puede encontrarse en [Sri98, p. 5 y 96]. O

Teorema 3.2 ([IW06]). Sean A € GL,(R) y I' C R™ una lattice. Si existe un conjunto medible U C R™

que tesela por dilataciones de A y empaca por traslaciones de T', existe un (A,T") wavelet set.

Demostracion. Sea U C R™ que tesela por A y empaca por I'. Por construccién en la demostracién de 1.10,
existe Ugp C R™ de interior no vacio que tesela por A. Existe n € N tal que el conjunto dilatado U* = nl,
contiene cierto F C U* que tesela por I'. Notar que ademés U* tesela por dilataciones de A. Ademds, como U
empaca por I', estd contenido en algin conjunto F* O U que tesela por I'. Ahora, dado que F, F* teselan por I,
para casi todo x € F* existe un tnico y(x) € I" tal que x +y(x) € F. Entonces la aplicacién

f: FF—F

X — x +v(x)

29
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es una biyeccién en cast todo punto. Similarmente, como U, U* teselan por dilataciones, para casi todo x € U*
existe un tnico k(x) € Z tal que A**)x € U. Definiendo

u:ur—u
x — Ay
resulta una biyeccién en casi todo punto. Las restricciones
bdb="flu:U—F
Pv=ulf:F—U

son funciones inyectivas, asi que por el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein (Prop. 3.1) existe un conjunto
medible E C U y una biyeccién medible h: U — F de la forma

h(x):{d)(x) six€eE
P~ '(x) sixeU\E.

Notemos que la inversa de u cumple u ™' (y) = Ak W)y para cierto k(u='(y)) € T. Entonces para cada

x € U hay unos tinicos k(x) € Z, y(x) € T (quizés nulos) tales que h(x) = A**)x 4 y(x) € F. Definimos
W = {Ak(x]x P X € U}.
Como U tesela por dilataciones, también lo hace W, ya que
Y dw(AX) =) Tu(AYA %) =1 pct. xe€R™
i€z iez
Pero ademads, como T tesela por traslaciones, también lo hace W, ya que
> dwlx+y) =) Te((x—y(x)+y) =1 p.ct. x € R™
v’er v’'er
Por lo tanto W es un (A, ') wavelet set como buscdbamos. O

Como ejemplo de la utilidad del resultado anterior, veremos cémo nos brinda una demostracién rapida del
caso A expansiva. Lo volvemos a enunciar y lo demostramos a continuacién:

Teorema 2.2 (Caso expansivo [DLS97]). St A € GL,,(R) es ezpansiva, existen (A,T") wavelet sets para
cualquier lattice T.

Demostracion del teorema 2.2. Sea A expansiva, I’ una lattice. Por la caracterizacién de teselaciones por
dilatacién (Teorema 1.10), existe un conjunto acotado V que tesela por dilataciones de A. Tomemos F un
conjunto que tesele por traslaciones de I' y contenga un entorno del 0 (por ejemplo, cierta traslacién pequeila
del paralelepipedo fundamental de I'). Como los autovalores de A~' son menores que 1 en médulo, tenemos
lim |[A7*|| =0,
k—oo
donde ||| denota la norma de operador ||A[| = sup|y <1 [[Ax||. En particular existe K € N tal que A K(V)CF
El conjunto U = A~X(V) empaca por T, por estar contenido en F, y tesela por A ya que V lo hace. Por el
Teorema 3.2, existe un (A, ") wavelet set. O

3.2. Un lema sobre empaques M-redundantes

Demostraremos un lema que es de mucha utilidad camino a nuestro resultado principal. Este lema se enuncia
sin demostracién en [BS21]. Ofrecemos aqui una demostracién maés explicita de lo necesario, con el afdn de
evidenciar el significado geométrico de la prueba.
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Lema 3.3 (Empaque a partir de un empaque M-redundante). Sea U C R"™ medible que empaca M-
redundantemente por traslaciones de I'. Entonces existe una particién medible de U de tamano M,
{Uk}{z/l:] tal que cada Uy empaca por traslaciones. En particular eziste U’ C U que empaca por I' y
u’| > slul.

Demostracién. Llamemos

Gu(x) = Z Tulx+7v)

yer

y observemos que Gy (x) =1 si y solo si existen exactamente i elementos distintos y € T tales que x +vy € U.
Ademads, Gy (x) > 1 para casi todo x € U.
Como Gy : R™ — Ny, los conjuntos Ry = U N Gal (1) con 1 < 1 < M claramente forman una particién
medible de U, que cumple Gg, (x) = i para casi todo x € R;. En particular, cada R; empaca i-redundantemente.
Afirmamos que para probar el lema basta hallar, para cada i, una particién medible de R; con tamaiio 1,

i
Ri = u¥
k=1
donde cada U‘f empaca por traslaciones. En efecto, en ese caso podremos definir
M
U= Juf, 1<k<™m
i=k

es decir, tomar de cada R; uno solo de los U.{,Lli2 ... Ul Para ver que {U.k}l’z/l:1 forman una particién de U,
definamos por simplicidad de escritura U¥ = & si k > i. Entonces R; = U: Uu---u U{Vl Vi, con lo cual

M M M M M M M M
u-Ur-UUu-00u-U(0w)-Ow
i=1 k=11i=1 k i=k k=1

i=1k=1 =1
y todas las uniones son disjuntas. Veamos que cada Uy empaca. Por hipétesis los U]-f empacan, asi que basta
ver que Vi #j, Vy € T'\ {0} vale Uk N (U]!< +v) = &. De no ser asi, existirfan x € U,y # 0 € T tales que
xeUfN(Uf+v) CRiN(Rj +7)
= Gu(x) =1#j=Gulx—v)

lo cual es absurdo dado que G es una funcién I'-periddica.

Por lo visto hasta ahora, entonces, para probar el Lema 3.3 basta demostrar el siguiente caso particular:

Afirmacion. Sea V C R"™ un conjunto medible tal que
Gv(x) =1 para cast todo x € V

entonces eziste una particién medible de V con tamanio i, {Vi}._; donde cada Vi empaca por traslaciones.

Tomando V = R; y aplicando la Afirmacién, quedara demostrado el Lema.

Demostremos la Afirmacién. Para cada x € V llamemos Iy = {y € T : x +y € V} (notar que 0 € Ty).
Por hipdétesis, #Iy = i para casi todo x € V. Existe entonces en V una relacién de equivalencia dada por
x ~y <= [Ty = Iy. Denotemos por C, a la clase de equivalencia de x € V, y llamémosla sector de x.
Explicitamente,

Cx={yeV:I =0y}
=fyeV:Wwellx+yeV &< y+yeV}

=Vn ﬂ{y ERM:y+yeVi=Vn ﬂ (Tv_) ({1}
yETK Yel
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lo cual muestra que cada sector Cy es un conjunto medible. Podemos asumir |Cx| > 0 Vx € V sin pérdida de
generalidad.
Sea ¥ ={Cy : x € V} el conjunto de sectores. Definiremos otra relacién en ¢:

Ci=Cy & FIyel:x+vyely.

Probemos que ~ es una relacién de equivalencia en 4. Observemos primero que se cumple I, =Tx —v
para cualesquiera x € V,y € I', donde la tltima operacién es restarle y a cada elemento de T. Esta identidad
es de facil verificacién y puede usarse para ver que ~ estd bien definida. La transitividad se desprende de que
si Cx = Cy y Cy = C;, existen v,y €T tales que

x+v1€Cy, y+v2€C, = Iy =Ty, =Ty, =Ty —72
= Iy, =T+v2 = Ty 1v, = = x+ (1 +72) € C. = G C..

Para la simetria, si Cx =~ C,,, tenemos que Iy c I': x +v € Cy, asi que
h=Ty=h-v = h=h+ty=hhy = y-vecl = C=C.

La reflexividad es clara porque x € Cy. Con esto probamos que ~ es de equivalencia.
Para cada sector C € ¥ sea C ={C’' € ¥ : C =~ C’} € ¢/ ~ su clase de equivalencia por ~. La reflexividad
y simetria implican
a:{cx+y €C:yel}

es decir que cada sector estd relacionado con exactamente i sectores distintos (incluido si mismo). Fijemos un
orden C ={C',..., C!} para los sectores de cada clase C € ¢/ ~. Definimos

Vi= |J €% T<k<i
Ce¢/~

Las clases C forman una particién de &, asi que esta es una unién disjunta de conjuntos de medida positiva,
con lo cual la unién es numerable y V) es medible.

Afirmamos que V) empaca por traslaciones para cada k. En primer lugar, todo sector Cy empaca. Si no fuera
asi, existirfa y € Cy tal que G¢, (y) > 2, es decir, I3y e T\ {0}: y +v € Cx. Entonces I'y =T, =Ty, =Ty —v
lo cual es absurdo. Como Vy es una unién disjunta de sectores no relacionados por ~, para ver que Vi empaca
basta mostrar que si Cx % Cy,

CkN(Cy+v)=92 Vyel

En efecto, supongamos que al contrario z € Cx N (Cy + v) para algiin z € R™,y € I'. Entonces, por un lado,
C, = Cx. Por el otro, z—v € Cy = C, =~ C,. Entonces C, ~ C, contradiciendo la hipétesis.
Finalmente,

i

v-Ue- U (Ue- U Ue-U( U e)-Un

Cev/~ Ceé¢/~ \ CeC Ce¢/~ k=1 k=1 \Ce¥¢/~

es una particién medible de V donde cada Vi empaca por traslaciones. Asi concluye la demostracién de la
Afirmacién y consecuentemente del Lema 3.3. O

3.3. El espacio métrico de conjuntos y proyecciones por traslacion
y dilatacion

Denotemos por A a la diferencia simétrica de conjuntos, AAB = (A\B)U(B\A).

Observacion 3.4. El conjunto de conjuntos medibles de R™ es un espacio métrico completo con la distancia

|AAB|, hecho estdndar que se demuestra en cursos introductorios de espacios métricos. Denotaremos la conver-
. L A . . . .

gencia en esta métrica con U,, — U y en ese caso diremos que “ll,, convergen en diferencia simétrica a U”. En

particular, vale lo siguiente:
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1. Si una sucesién de conjuntos (Ui)ien cumple } ; n[UiAU;i 1| < oo, entonces existe lim; ,o, U; en la
métrica de la diferencia simétrica y resulta ser el limite superior de conjuntos de (U;)ien:

Ui cuando i — oo.

D)
(@

AN
Ui—)

—_

k=j

j
2. SiU; C S Vi€ Ny existe lim;_,, Uj, entonces lim; o, U; C S.

A continuacién damos dos definiciones que serdn de utilidad, y agregamos algunas observaciones y proposi-
ciones cuya demostracién es rutinaria.

Definicién 3.5. Dado un conjunto W que empaca por dilataciones de A, definimos la proyeccién por dilatacion
sobre W:

dw(V) = JA VAW para V C R™

JEL

y la denotaremos tanto dy como d cuando sea claro por contexto.
Observacién 3.6. Sea W C R™ que empaca por dilataciones. La proyeccién d = dy cumple:
(a) dUUV)=dUW)udV) vU,VCR"
(b) dUNV)cdU)nd(Vv) vUVcCR"

c) SilU C V entonces d(U) C d(V)

(
(d) Si W tesela por A, U empaca por A, y d(U) = W, entonces U tesela por A.
(e) SiU C VyV empaca por A, entonces d(V\ U) =d(V)\ d(U)

(

f) Si V empaca por A, entonces también lo hace AX(W \ dw (V)) UV para cualquier k € Z.

)
)
)
)
)
)

(g) Si U,V empacan por A y d(U) Nd(V) =g, entonces UU V empaca por A.

Proposicién 3.7. Sea W C R™ gque empaca por dilataciones y d la proyeccidn por dilatacién sobre W.
Supongamos que (Uy)ren es una sucesion de conjuntos que empacan por dilataciones y traslaciones, y

tal que Uy 2, U. Entonces:
(1) U empaca por dilataciones y traslaciones.
(i1) Si

(3.1) > ld(UAUys)| < oo,
K

entonces d(Uy) 2, d(U) cuando k — oo.
(w11) StV C W es tal que

(3.2) D ld(UAlyr) N V] < oo,
k

entonces d(Ux) NV 2, d(U) NV cuando k — oo.

La demostracién de la proposicién anterior es un ejercicio simple y puede hallarse en [Spe03, Lema 3.1] y
[BS21, Prop. 2.4].

Definicién 3.8. Dado un conjunto U que empaca por traslaciones de I', definimos la proyeccién por traslacion
sobre U:
Tu(V) = U(V+y)ﬁu para V C R™.
yer

que denotaremos tanto Ty como T cuando sea claro por contexto.
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Observacién 3.9. Sea U C R™ que empaca por traslaciones. La proyeccién T = Ty cumple:
(a) SiVj C V; entonces t(V7) C t(V2)
(b) |T(V)| < |V| para cualquier V C R™

(c) SiV C R™ empaca por traslaciones de T', también lo hace VU (U \ Ty (V)).



Capitulo 4

Demostracion de la condicion suficiente
para la existencia de wavelet sets

En este capitulo detallamos la demostracién del siguiente teorema principal, que da una condicién suficiente
para la existencia de wavelet sets.

Teorema 4.1 (Condicién suficiente para wavelet sets). Sea A € GL,,(R) y I' C R™ una lattice. St eziste v > 0
tal que

0 1
4.1 det 1 . )
(a1) |det A| > Y ;#\Aﬂ(B(o,r))mrl 00,
o bien

i 1
4.2 det Al <1 j B
(4.2) detAl<T g ;#W(B(o,r)mrl =

entonces existe un (A,I") wavelet set.

Como la condicién (4.2) puede obtenerse de (4.1) reemplazando A por A~!, demostraremos el teorema
asumiendo |det A| > 1 sin pérdida de generalidad. Antes enunciamos también un contrarreciproco:

Corolario 4.2. St |det A| > 1 y no ezxiste ningin (A,I') wavelet set, entonces

> 1
(*2) 2 FATBO AT <~

Observacion 4.3. El valor de r en el Teorema 4.1 es arbitrario: si existe algin r > 0 tal que se cumplen las
condiciones (4.1) o (4.2), entonces también se cumplen para cualquier valor de r € R. (. La razén reside en el
siguiente resultado, que serd de importancia:

Lema 4.4. Sea A € GL,,(R), ' C R™ una lattice. Son equivalentes:

1. Para todo r > 0, el conjunto A7 (B(0,1)) empaca m; redundantemente por traslaciones de I' para
cada j € N, donde la sucesion (m;)jen cumple ZjeN m1— =
)

2. = 00 para cualquier v > 0,

o= 1
].; #IAT (B0, 7)) N T

3. = o0 para algin r > 0.

= 1
2 FATBO,I AT

35
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Demostracién. (1 = 2) Asumiendo 1, por definicién de empaque redundante, tenemos

(4.4) Y Ta-monx+Y) =D Ta-ipon-x¥) <m
yer yer

para casi todo x € R™. En particular, dado ¢ > 0, (4.4) vale para casi todo x € B(0, ¢). Notemos que como I" es
separado y A7) (B(0,7)) es abierto, existe ¢ > 0 suficientemente pequefio tal que

(AT(B(0,1) —x)NT = (ATB(O,r))NT  ¥x e B(0,¢).

Entonces para casi todo x € B(0, €¢) tenemos

Z Ta-mo,my) = Z Ta—Bo,m)—x¥) <my

yer yer

de donde se obtiene que #|A 7 (B(0,7))NT| < m;, y con lo cual

— 1 — 1
].Z1 FATBONIAT - 2y

j=1

(2 = 3) Es trivial.
(3 = 1) Asumamos que vale 3 para cierto ro. Notemos primero que para j € Z fijo,

(4.5) > AaBoges2) (X +Y) S#AT(BO, 1)) NI Vx € R™
yer

Porque, en efecto, si para cierto x € R™ el lado izquierdo toma el valor k, entonces existen k elementos distintos
Y1y--.y Yk €T tales que x +v1,...,x + Y estdn en A1 (B(0,70/2)) = $A 1 (B(0,70)). Por lo tanto v; — v
coni=1,...,kson k elementos distintos en A7) (B(0,10)) NT, lo cual demuestra (4.5). Para cualquier xo € R™
fijo, podemos tomar un x adecuado en (4.5) para obtener la caracteristica de la bola centrada en xq:

(4.6) > daiBiroros2n (X +Y) S#AT(BO,10)) NI ¥x R™
yer
Ahora sea r > 0 cualquiera. Existen M € N, x1,...,xpm € R™ tales que B(0,r) C U?i] B(xi,T0/2). Enton-

ces A71(B(0,1)) C U?i] A7 (B(xi,10/2)). Escribiendo este cubrimiento segtin las caracteristicas de dichos
conjuntos, obtenemos

Z]lAJ B(0,r) (X +Y) <ZZ]1AJ (xt,r0/2)) (X +7Y)

yer i=1~vyer
< M#AT(B(0,10))NT|  VxeR™ VjeN

donde en la tltima desigualdad usamos (4.6). Podemos definir ahora m; = M#|A ) (B(0,10)) N T|. Vemos que
A7 (B(0,7)) empaca m; redundantemente por traslaciones para cualquier j € N, y ademaés

oo .I o0
2= E#»A) N -

j=1

lo cual muestra (1). O
Necesitaremos el siguiente lema elemental sobre sucesiones.
Lema 4.5. Sea (ai)iey C R una sucesién tal que a; € [0,1] Vi, y (bi)ien una sucesién que cumple
bir1 < (1—aip1) by VieN.

Entonces Y_ai11bi < 0.
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Demostracién. Definimos otra sucesién (ci)ien
C1 = b]
Cci = exp (7 Yo aj) vi> 2.

Por el teorema de valor medio, existe t € [— Z;i; aj, — Z}:z aj] tal que

i i+l
exp(t) = exp’/(t) = 1 exp(Zaj> exp(Zaj)

Qi
i+1 i—2 j—2

Por monotonia, exp(t) > exp (7 Z;;L; aj), asi que

it1 i it1
Ai+1Ciy1 = Qi1 €XP (— Z aj) < ai;1exp(t) =exp (- O-j) — €xp (— Z aj)-
j=2 j=2 j=2

Sumando esta expresién sobre todos los i € N la suma es telescépica y vemos que )~ ai;1Cit+1 < 0o. Ademads
tenemos b; < ¢ Vi ya que by = ¢ e, inductivamente,

bir1 <(1—air1)bi < (1 —ait1)e
=(1—aiy1) exp (— Z}:z a]’)
< exp(—aiy1) exp (_ Z}:Z aj)
= exp (— Y ai) = Cit1
Finalmente obtenemos

oo (oo}

oo oo
Z ai+1by < Z Qi1Ci = Z Qi1 e iy < QZ Qi+1Ci+1 < OO
i=1 i=1 i=1 i=1

O

Lema 4.6. Sea W un conjunto que empaca por dilataciones de A. Sea U C W de medida finita tal que
A7 (U) empaca m; redundantemente por traslaciones de I' Vj € N, donde la sucesion (m;)jen cumple

ZjeN 1/mj = co. Sea d = dw como en la Def. 3.5. Entonces para todo ¢ > 0 eziste un conjunto V tal
que:

(1) V empaca por dilataciones,
(vt) V empaca por traslaciones,
(i) dw(V) =1,
(w) V] <e.
Demostracién. Sea ¢ > 0. Dado que |det A| > 1, tenemos

> IAT(U)I=1Ul ) |det Al < oo
j=1

j=1

Sea entonces ] € N tal que
Y IAT(Wl<e
j=]

Construiremos V como el limite de una sucesién de conjuntos (Uj);j>; que cumpla lo siguiente:
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a) U; empaca por traslaciones y dilataciones

(a) Uj empaca p laciones y dilataciones,

(b) Los conjuntos Wj := U\ d(U;) cumplen [Wj| < (1 — mL]) [Wj_1], conc=1—]|det A|71
(¢) Uj\ W1 Cc AJ(W;y),

Sea Uj_1 = @. Como A~ (U) empaca m; redundantemente por traslaciones, por el Lema 3.3 existe Uj C
A~J(U) que empaca por traslaciones y tal que [Uj| > mij|AI(U)\. Como Uy C A7J(U) C A7J(W) y W empaca
por dilataciones, U; empaca por traslaciones y dilataciones, asi que cumple (a). Para ver (b), notamos que

und(uy) =un|JAiuy) ya que U C W
JEZ
Junduy)) =ATwn | JAuy)
JEZ
DUy n | JA (U
JEZ
= Uy ya que Uj empaca por A.

Tomando medida obtenemos
UNd(Uy)l > [des A" 2-jul > -l

Wil = [U\ d(Uy)| = [U]—[UndUy)l< (11— m]j)|u|
S (1 o '|—|det/\‘7] ) ‘u‘

my

1— —1
= (1 — 7'01::?' ) |W]71|
lo cual prueba que Uj cumple (b). Ademas, cumple (c) por hipétesis (ya que Wj_; = U).

Supongamos ahora que Uy, ..., Uj y Wy, ..., Wj fueron definidos de tal forma que cumplen (a), (b), (c). Como
A~ 0+1U empaca myy1 redundantemente por traslaciones y Wj C U, existe un conjunto U]+1 C A™ ]H)Wj,
que empaca por traslaciones tal que

AW,

4.7 Ui 4| =
(4.7) U] = —

Notar que ﬂj+] empaca también por dilataciones ya que Wj lo hace. Definimos

Ujq = Ujeq U (U \ Tu; ( J+1))

Veamos que Uj;; cumple (a)—(c).
Por la Obs. 3.9 c, como ﬂj+1 y U; empacan por I', entonces U; 7 también empaca por I'. Por otro lado,
U1 € U UL
c A 0wy u
=AU (UN dw(Uy) UL
C AW dw(U)) U ;.
Dado que U; y ﬂj+‘| empacan por A, la Obs. 3.6 f implica que U;,; también empaca por dilataciones. Asi,
U;4 1 cumple (a). La propiedad (c) se cumple facilmente:
Ui \ U5 € (U U\
C Uy
c A 0w,
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Resta entonces probar que U;,; cumple (b). Primero veamos por induccién que
(4.8) U c [JAH).

El caso base es claro porque Uj C A~T(U). Luego uniendo U; NU;_q a ambos lados de (c), obtenemos

U; C A (Wj_1) U (Uj ﬂUj_1)

CAT (WUl

CAT(WuU U{;} A~HU) por hipétesis inductiva

cU AW
lo cual establece (4.8). Como ltljﬂ c A~ U+tDW tenemos que Aj“ﬂjH C W empaca por dilataciones de A,
asi que

d(Uy) =wn [JA (Uy50) = AUy
i€z

y por (4.7) tenemos
W]

(4.9) A0y = AT ] = et AP 8] = =
)+

Por (4.8), hay un 1 €{J,...,j} tal que A'(U;) C U. Como U C W empacan por A, tal | es el inico que cumple
Al(U;) C W. Entonces

d(ty, (Uj41)) =Wn U A (ty, (Uj11)) = ATy, (Uja1)
iez

lo cual nos da

ld(ty, (1)) = det Al' fry, (Tjar))

< ldet AP Jru, (Uj1)] porque |det A| > 1,1 < j
< |det A\j |ﬂj+1\ por obs. 3.9 b
y usando (4.9) obtenemos
. |d(Ty40)
4.10 d(Tu, (U; < —
(4.10) g, ()] < S

Igual que antes, existe un tinico 1 € Z tal que Al(Uj+1) C U, por lo cual d(Uj;1) C U. Ademas notemos que
d(ﬂj+1) y d(Uj) son disjuntos ya que d(ﬂj+1) = Aj+]ﬂj+‘| C W; =U\ d(U;). Entonces

Wil = [ =l (U )] = U= [ (T 0 (W \ 7 (Gg) )|

= Ul — ‘d(UjH) U d(Uj \ Tu; (ﬂjﬂ))’ por obs. 3.6 a
= Ul — (|d(ﬂj+] )|+ ‘d(Uj \ Tu; (ﬂj+1))’) por ser disj. d(ﬂjH) y d(U;)
= (Ul —1d(U;)I) — 1d (T4 + ld(Tu, (Uj1)] por obs. 3.6 €
< ‘Wj|—|d(ﬂj+1)‘+m|d(ﬂj+1)| por (4.10)

= Wil — (1= 1det A" ) 1a(Clj)

—|de —1
e N\ por (4.9)
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lo cual prueba (b). Asi queda definida la sucesién de conjuntos (U;);>j que cumplen (a), (b) y (c).
Ahora, para evaluar la convergencia de la sucesién (U;)j>y, evaluamos U1 Al;. Por un lado:

Uj i \ Uy € U \ (U \ T, (Uj0) = Uy
Por el otro:
U \ Ujpr = Uy 0\ (ﬂj+1 U (Uj \ T, (ﬂj+1)))
= (Uj \ Uj1) Nrg (Ujan)
C Ty, (ﬂj+1 ).
Asi vemos que la sucesién (U;);>j cumple

Uj 1 AL CU;H U Ty, (Uj1) € A0 (W) Uy, (A0 (W)

8

Z|u]+1Au| Z det A9 Wj| < oo.
j=] i=J

Por la Observacién 3.4, esto implica que existe un conjunto limite V = lim;>; U; en la métrica de la diferencia
simétrica. En vista de (4.8) tenemos |V| < IUjOi] U;| < ¢, asi que V cumple (iv). Més atin,

|d(Ujp 1 AUy)] < d(Ujp0)] + ATy, (Ujq))]

< 2|d(Uj1q)| por 4.10
= Zm. por 4.9
M1
Tomando a; = %, y bj; = [Wj]| la propiedad (b) nos da b; < (1 — aj)b;_;. Observando que a; € [0, 1],

las sucesiones (a;), (bj) cumplen las hipétesis del Lema 4.5, con lo cual Z;’ZI aj4+1bj < co. Asi tenemos

ad w;l 2

j+1 j+1 o0.
E\d( Au|<z§ §a b; <
= j

En consecuencia, por la Proposicién 3.7, el conjunto V empaca por dilataciones y traslaciones, y ademds
lim;_, d(Uj) = d(V). Pero d(V) = lim;_,, d(U;) = U ya que

[UAA(U)[ = [UN d(Us)] +[d(Uy) \ U

=[W;l+0 porque d(U;) Cc U
J
< H (1 — mi) Wyl por recursién en (b)
=41
j
C j—o0 1
Sexp(—zmi>—>0 porqueza—oo
i=J+1
Esto muestra que V cumple (i), (ii) y (iii), finalizando la demostracién. O

El resultado que probamos a continuacién es el verdadero paso crucial para demostrar el teorema de su-
ficiencia. Una vez establecido, el resultado final se deduce facilmente de este y las consideraciones anteriores.

Teorema 4.7. Sea A € GL,(R) y I' una lattice en R™. Supongamos que eziste un conjunto de medida
finita W C R™ que tesela por dilataciones, y una particion medible (W )men de W tal que A7T (W)
empaca m; redundantemente por traslaciones para cada j € N, donde la sucesidon (m;)jey C N cumple
ZjeN 1/m; = co. Entonces existe un (A,T') wavelet set.
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Demostracién. Por hipétesis, observamos que |W,,| < [W| < oo Vn € N. Entonces podemos asumir sin pérdida
de generalidad que |W, | < % vYn. Sea d = dw la proyeccién por dilatacién sobre W. Construiremos inductiva-
mente dos sucesiones de conjuntos, (Uy)ken ¥ (Ux)ken tales que Yk € N cumplen:

(a) Uy empaca por dilataciones y traslaciones,
(b) Uy empaca por dilataciones y traslaciones,
() Uyr = Ui U (W \ T, (Uy)),

(@) d(l) = (U2 ws) \ d(U),

(e) ld(tu, () < F.

Como A7 (W) empaca m; redundantemente por traslaciones paracadajy ) 1/m; = oo, por el Lema 4.6 existe
U; que empaca por traslaciones y dilataciones, y tal que d(U;) = W;. Similarmente con W,, existe U; que
empaca por traslaciones y dilataciones, que cumple d(Ul;) = W, y ademés |U;| < 15 Entonces |d(Ty, U <
|d(Uy)| = W;| < 1. Por lo tanto (a), (b), (d), (¢) se cumplen para k =1, y en (c) no hay nada que verificar.

Supongamos entonces que Uy, ..., Uy y Uy, ..., Uy ya fueron definidos para cumplir (a)—(e). La propiedad
(c) determina univocamente al conjunto Uy, 1. Este empaca por traslaciones por la Observacién 3.9 c. Para ver
que empaca por dilataciones, por la Observacién 3.6 g, basta lo siguiente:

k+1
d(Th) N (Ui \tu, (W) € [ [J Wi\ d(We) | nd(U) =2

j=1

con lo cual (a) se cumple para k + 1.
Inductivamente, usando (d) y d(U;) = W; observamos que

dUies1) = d (T U (Ui, (@) € dil) L i) © U W,

tiene medida finita. Entonces para K € N fijo

‘d<uk+1 nlJ A)’(W))‘ = UJUWnAl|=) WA Ukl < oo.
j>K j=K j=K
Por lo tanto existe K € N tal que
s 1
(4.11) 'd<uk+] nJA ](W)>' < 377
jzK

Como los Wj son una particién de W, y W empaca por T, el conjunto A7) (Uf;r]] Wi\ d(Ugyq )) empaca mj
redundantemente por I' para todo j. Entonces se cumplen las condiciones del Lema 4.6 para afirmar que existe

un conjunto Uy, que empaca por traslaciones y dilataciones, tal que
k+2

d(Uieyn) = [J Wy \ d(Uieyq)
=1

(4.12) Ui y] < e :=[det A| K j2k+2



42 CAPITULO 4. CONDICION SUFICIENTE DE EXISTENCIA

con lo cual se cumplen (b) y (d) para k + 1. Resta probar la propiedad (e) para k + 1. Primero notemos que
para todo conjunto medible V C R™ tenemos

’d(VﬂjEJKAjW)‘ = iGUZWmZ\i(VmLJKAJ‘W)’
= Jwnalv

i<K

U Aiv‘

i<K

k—1 0o «
i —i det
(Z det A" + Z idet Al 1) V] = \ei/ﬂ] V] al evaluar

= — |det A| — las series geométricas
1= 1=

(4.13) < |det A|* |VI.

porque W empaca por A

IN

IN

Ahora, como W tesela por A,

ld(Ttu, ,, (Uyr))l S’ (Tukﬂ Uiy1) N U AT )W>’ ‘ (Tukﬂ Ui1) N U A~ ]W>’

j>K j<K
Szt et Al [ty , (Ui por (4.11) y (4.13)
1 det A| €
= Jk+2 Jk+2 por (4.12)
<
= Skt

asi que hemos probado (a)—(d) para k + 1. Por lo tanto, hemos construido las sucesiones de conjuntos (Uy)xen
¥ (Uk)ken. Mostremos que (U )xen converge en la métrica de la diferencia simétrica.
Observamos

d(Uyy1) = d(U) U d(Uy \ Tuk(ﬂk)) por (¢) y la Obs. 3.6 a

K41
= ( U Wi\ d(uk)) U (d(U) \ dlTu, (Ty))) por la Obs. 3.6 d

k+1

> [J Wi\ dlru, ()
j=1

asi que para k > 2 tenemos

b\ U = (T U (U \ o (00)) VU

= d(Uy \ Uy) C d(Uy)

K+1
= U w\dw)
j=1
k+1 K )
(4.14) c U Wj\ Wi\ d(tu, , (Uk-1))
j=1 j=1

= Wies1 Ud(ty,, (Uk_1))

y por otro lado

Ui \ Uier1 € Ui\ (Ui \ T, (U)) = T, ().
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Con las tltimas dos inclusiones obtenemos
d(U1AUR) € Wi Ud(tu,  (Uk—1)) U d(Tu, (Uy))

y similarmente
Uk 1 Al C U U TUy (Uk)

Consecuentemente por (4.12) resulta

D U Al < Z el + e, (M)l < 2 Z U] < o0.
k=1 k=1

Por la Obs. 3.4 y la Prop. 3.7, existe un conjunto U tal que Uy 25U y U empaca por dilataciones y traslaciones.
Demostraremos finalmente que U tesela por dilataciones, y entonces el Teorema 3.2 nos dard la existencia de
n (A,T) wavelet set.
Fijemos K € N. Tenemos

Cx

> B

k=K

W;

{Wk+1 U d(tu, Uk) U d(ty, , Uy 1)}

1

K
d(Up 1 AlU) N U
=1 j

Mg | I\/]g H

U Wj N d.(’t'uk71 tlk_1 )

K
U wW; N d(ty, Uk)
j=1 j=1

< Y ld(ru, W)l + ld(ty,_, Uier)] < o0 por (c).

k

Il
~

Entonces por la Proposicién 3.7 (iii), resulta

K K
du)nJw; 2= awnJw;.

k—oo R
j=1 j=1

Por otro lado y de forma andloga a (4.14) observamos que

K
Uw\au) €

j=1

K
Wi\ U Wi\ d(tu,  U1)
1 =1

K
( U Wj)u d(Tquﬂkq)

j=k+1

TC =

cuya medida tiende a 0 cuando k — oo gracias a (e). Esto muestra que

A
d(Ug) N H L — H w;.

Por lo tanto UF:] W; =d(U)n Uf:1 W; para K arbitrario, con lo cual d(U) = U;’; W; = W. Esto significa,
por la Observacién 3.6 d, que U tesela por dilataciones. Gracias al Teorema 3.2, existe un (A, ") wavelet set,
como queriamos demostrar. O

En el dltimo teorema asumimos que W es de medida finita. Esta hipdtesis puede ser removida si exigimos
en cambio que cada conjunto de la particién W, sea de medida finita. De ambas maneras el Teorema sigue
siendo util como via hacia nuestro resultado principal.

Ahora estamos en condiciones de completar la demostracién del Teorema 4.1.
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Demostracién del Teorema 4.1 Asumimos |det A| > 1 sin pérdida de generalidad. Por el Lema 4.4, la hipéte-
sis (4.1) del Teorema implica que, para todo r > 0, cada conjunto A7 (B(0, 1)) empaca m; redundantemente
por traslaciones Vj € N, donde la sucesién (mj)jen cumple ZjeN mi] = 00. Ademds |det A| # 1 implica que
existe un conjunto de medida finita W C R™ que empaca por dilataciones, por el Teorema 1.10. Sea (Wi )men,
la particién de W dada por

Wy = W (B(0,m) \ B(O,m —1)).

Entonces A~ (W,,,) empaca m; redundantemente por traslaciones Vj € N, ya que A (W,,) € A~1(B(0,m)). El
conjunto W y la particién W;, estdn en las hipdtesis del Teorema 4.7, asi que existe un (A, ') wavelet set. [



Capitulo 5

Demostracion de la condicion necesaria
para la existencia de wavelet sets

En este capitulo mostraremos que la condicién del Teorema 4.1 es ademds necesaria para la existencia de
un (A, T") wavelet set. Nuestro objetivo serd demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.1 (Condicién necesaria para wavelet sets). Sea A € GL,,(R) con |detA| > 1 y sea ' C R™ una
lattice. St ademds tenemos

(5.1)

oo

>0 1
jZ] FIAT(BO, 1)1

entonces no existe ningun (A,T") wavelet set.

Lema 5.2. Sea £ C R™ un elipsoide centrado en 0, es decir, la imagen de B(0,1) por una trasnformacién
lineal inversible. Sea V C R™ un subespacio de dimensién d. Sea Q la proyeccién ortogonal de R™ en V+.
Entonces

€N Vg Q(E)ln—a < 2M&ln

donde | - | denota la medida de Lebesgue k-dimensional.

Demostracién. Por el teorema de Fubini,

IEln = J EN(V+x)qg dmnp_gx = J EN(V+x)lqg dmn_gx
VL
(5.2) > J €0 (VA4 x)la dman_ax

Fijemos xo € Q(%E) y sea x1 € & tal que xp = %Q(Xﬂ. Existe v € V tal que x; = 2xo9 + v. Tomemos la
transformacién afin f: V — V + x¢ dada por
= +x0 € V+xo

f(x) : > 3

Observamos que por la convexidad de £ tenemos f(ENV) = %((5 NV)+x1) C EN(V+x0). Consecuentemente

X7 +x X+vVv

1
(5.3) €0 (V+%0)la 2 IF(E N V)la = 741€ N Via.

Uniendo (5.2) y (5.3) obtenemos
x| AVl dmnax
Q(3¢)

> 27N V]q [Q(5E)n-a
=2""ENVI]a [Q(E)In-a

45
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Lema 5.3. Sea I' C R™ una lattice (de rango completo en R™). Sea W C R™ un conjunto que empaca por
traslaciones de I'. Sea V un subespacto de dimension d tal que TNV es una lattice de rango d. Sea F un
dominio fundamental de TNV en V. Entonces

WN(V4+y)la <[Fla para casi todo y en V*

Demostracién. Sea K € V+ un conjunto medible. Por definicién de empaque por traslaciones, Zyer Twx+
v) < 1 para casi todo x € R™. Entonces

JK+F

Tw(x+y) dmax < j dmax = [Kln_a [Fla.

yernv K+F

Por otro lado,

J Z Iw(x+7v) dmyx = Z Tw(x1 +x2 +7v) dmgx: dmn_gx2
K+F yernv KJIF yernv

= x1 € F: Z Twxs +x2+7v) =1 dm,_aqx2

yernv d

.
= {X]EF:HYGFQV,X1+X2+YEWHd dm,_agx2

= U (F -i—’y—‘rX2) NW| dmnp_gx2
Yernv

d
-

(V+x2)N W’ dm,_gqx2
JK d

Uniendo las dos ecuaciones obtenemos

J (V4+y)NWl|q dmn_qy < |Flg [Kln_q paratodo K c V+.
K

Entonces no existe ningtin K € V* de medida positiva tal que |(V +1y) N W|q > [Fla Yy € K. De esto se deduce
la conclusién del lema. O]

El siguiente lema puede encontrarse en [TV06, 3.24 y 3.26]. Lo damos sin demostracién.

Lema 5.4. Sea I' C R™ una lattice, sea QO un conjunto stmétrico y convezo de R™. Entonces

1o
2 R/

< #QNTl.

Sv ademds los vectores de QN T generan todo R™, entonces

3tn! Q]
2n |R™/T.

(5.4) #QNT| <

Lema 5.5. Sea A € GL,(R), T € R™ wna lattice. Sea W C R™ un conjunto medible que empaca por
traslaciones de I'. Entonces existe una constante C > 0 que solo depende de la dimension n tal que

C n
Blo ) NAW)| € iy VxR

Demostracion. Si A~1(B(0,1)) N T = {0}, entonces el resultado vale claramente para C = |B(0,1)|. Si no,
tomemos V como el subespacio generado por los vectores A~'(B(0,1)) NT. Sea F un dominio fundamental de
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V/(TNV), ysead=dimV. Por el Lema 5.3, [WnN (V+1y)lq < |[Fola para casi todo y € V*. Entonces, si Q es
la proyeccién ortogonal a V=,

AT (B0, 1)) W] =j
Vi

AT (B )N WAV +y)) ‘d dmn_ay

Wn(V+y)la dmn_qy

JQ(AWB(XJ)J)
<IQ(AT"B(x,1))ln—a [Fola
<[QAT'B(0,1))ln—a [Fola

Entonces por el Lema 5.2

IB(x,1) NA(W)| = |det A|[A""B(x,1) N W|
< |det AIIQ(A™'B(0,1))ln—a [Fla

2A'B(0, )l
(A=TB(0,1)) N VI
_2"BO, Dl [Fla

(A-TB(0,1) N V]a~

< |det Al Fla

(5.5)

Por otro lado, podemos usar la estimacién (5.4) del Lema 5.4 tomando como espacio vectorial V' y como lattice
I'NV. Esto nos da
34 a[(ATTB(0,1)) N V]q

24 [Fla

#|(AT'B(0,1))NT| <

Reorganizando esta desigualdad y usando (5.5) obtenemos

34 dron IB(0, 1)
BONAWI < ——a— A8, 1) AT
C IB(0, 1)

#I(A~TB(0,1)) N T

donde la tltima desigualdad se desprende facilmente de (%)“*d < g—,’ Esto nos da el resultado buscado con
C=3"n!|B(0,1)]. O

El siguiente lema es un corolario inmediato de la demostracién del teorema de caracterizacién de teselaciones
por dilatacién 1.10, que no damos aqui. Referimos al lector a [LSST06].

Lema 5.6. Sea A € GL,,(R) tal que |det A| > 1. Entonces ezxiste un conjunto U que tesela por dilataciones
de A que y que contiene una coleccién numerable de bolas disjuntas de igual radio.

En la proposicién que sigue radica el paso principal de la demostracién de nuestra condicién necesaria para
la existencia de wavelet sets.

Proposicién 5.7. Sea A € GL,(R) con |[det Al > 1, sea ' C R™ una lattice, y sea W C R™. Supongamos
que existe un conjunto U que tesela por dilataciones de A y que contiene una coleccion numerable de
conjuntos (Vi )xen tales que |Vi| > ¢ Vk € N para cierto ¢ > 0 fijo, y tales que

[ee)
aj :=sup Z Vi N AT (W) =0 cuando ] — oo.

keN “
iy

Entonces W no es un (A,T') wavelet set.
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Demostracion. Por contradiccién, asumamos que W es un (A, ') wavelet set. Definimos los conjuntos Wj =
A7 (U)NW para j € Z, que forman una particién de W. Para cualquier ] € N tenemos

] .
U Aw|< D W)= ) Idet AP [W;]

j=—c0 j=—c0 j=—c0

J ) o0 )
< W Y [det AP = W] |detA|JZ|detA|*l < oo.
j=——o0 j=0

Aj(Wj) < 00,

=—00

En particular, tomemos | tal que aj < 5. Como Vj son disjuntos de medida positiva y ’UJ

J
j .
vkij AI(Wj)| ~——0
y entonces existe ko € N tal que
V Ay < € < Vel
(5.6) kom.U W) <5 <>
j=—o00

Observemos por otro lado que Vi NAJ(W) = Vi, NAJ(W)NU = Vi, NAJ(WNATU) = Vi N A (W;). Entonces

w>f>aIzZ|vkmAi(W)\= UWnAw)| = |Vvin [ JAW)| vkeN.

2 2 4 ) .
i=]J i=J i=]

De las tltimas dos desigualdades obtenemos

0o J
Vi, N[ JAW)| = Vi, n [ AW+ Vi, 0 [ A(W5)| < Vi,
jez j==J j=—o00

entonces W no tesela por A, lo cual contradice la suposicién de que W es un (A, T") wavelet set. O

Finalmente estamos en condiciones de dar la demostracién del Teorema de Necesidad 5.1.

Demostracion del Teorema 5.1 Supongamos que W es un conjunto medible que tesela por traslaciones de
I'. Veremos que no puede ser un (A, ") wavelet set porque estamos en las hipétesis de la Proposicién 5.7. Por
el Lema 5.6 existe un conjunto U que tesela por dilataciones de A y que contiene una coleccién numerable de
bolas Vi C U, k € N, todas del mismo radio < 1. Sea xy el centro de la bola V. Aplicando el Lema 5.5 a la
matriz AJ obtenemos, para cada j € N,

C
< , .
~ #HAIBO, 1)) NT

[Vie N AJ(W)| < [B(xi, 1) N AT (W)

La hipétesis (5.1) de nuestro enunciado nos da entonces que, para | € N,

[e.e]

) > 1
) < - .
;VkﬁA(W)l_C;#IA—J(B(O,l))ﬂFIHO cuando | — oo

Como k € N es arbitrario, el supremo sobre todo k de dicha suma también tiende a cero cuando | — oo.
Entonces los conjuntos W, U, (Vi )xen estdn en las hipétesis del Lema 5.7, con lo cual W no puede ser un (A, T')
wavelet set. O
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