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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis, expondremos la demostracion que Fernando Coda Marques y André
Neves dan a la conjetura de Willmore en su paper conjunto Min-Maz theory and the
Willmore conjecture publicado en el afio 2014 [9]. En el proceso, también expondremos
los contenidos tedricos necesarios para manejar la demostracion asumiendo que el lector
cursé todas las materias de la licenciatura, y completaremos algunos pasos de las de-
mostraciones que los autores dejan para el lector, pero en muchos casos esconden ideas
bastante técnicas.

Dada una superficie ¥ en el espacio R?, recordemos que su curvatura media H : 3 —
R se define en el punto € 3 como el promedio de las curvaturas principales ky y ko de
¥ en z. En base a esto, Willmore definié el 1965 [13] lo siguiente.

Definicion 1.0.1 (Energia de Willmore). Dada una superficie embebida, orientable y
compacta (es decir, cerrada, acotada y sin borde) ¥ C R3 su energia de Willmore se
define como

W) :/EHQ dy.

Observacion 1.0.2. Claramente, la energia de Willmore es invariante por traslaciones.
Notemos que si le aplicamos una homotecia con factor A € R a 3, H? en el punto
correspondiente se divide por \?, mientras que el drea de la superficie se multiplica por
2. De esto, es facil concluir que la energia de Willmore es invariante por homotecias.
De hecho, vale que la energia de Willmore es invariante por transformaciones conformes,
y esto es algo que veremos en detalle en el proximo capitulo.

Desde un punto de vista intuitivo, H? mide en cada punto de ¥ cudn lejos estd
la superficie de ser plana en ese punto. Luego, dada la invarianza por homotecias, la
energia de Willmore mide en algtin sentido cuan uniformemente curvada es una superficie
(mientras mas baja la energia, més uniforme es la forma en la que se curva la superficie).

Dada esta intuicion, tiene sentido que las superficies con menor energia de Willmore
sean las inmersiones isométricas de la esfera S? en R3. Este resultado fue probado por
el mismo Willmore, y tiene una demostracion directa que daremos en el Capitulo 2.
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Lema. Dada una superficie embebida, orientable y compacta ¥ C R3, vale que
W(X) > 4r, con igualdad en el caso de que X es una copia de S* salvo traslaciones
y homotecias.

Como Willmore pudo probar este resultado sin muchas complicaciones, dirigié su
interés a minimizar esta energia sobre superficies que no fueran topolégicamente esfe-
ras. Precisamente, debido a la falta de un candidato obvio a ser el 6ptimo, resultaba
interesante determinar la superficie con género g > 1 mas uniformemente curvada.

Para encontrar un candidato al Toro con la menor energia de Willmore, él considerd
los toros con simetria radial y radios mayor y menor R y r respectivamente. Fijando Ry
llamando ¥, al toro simétrico con radio menor r, él observé que la funcién r — W(X,)
era continua en (0, R) y se volvia arbitrariamente grande para r — 0 y » — R, por lo
que tenia un minimo. Calculando explicitamente, probé que este minimo era 47 para

r= %, por lo que el toro

(u,v) = ((v/2 4 cos(u)) cos(v), (V2 + cos(u)) sin(v), sin(u)) € R3

y sus imagenes por transformaciones conformes se volvieron los candidatos a minimizar
la energia de Willmore para superficies con género no nulo.

Esto condujo a la conjetura de la que trata esta Tesis.

Teorema (Conjetura de Willmore). Dada una superficie 3 orientada, compacta
y embebida en R® con género g > 1, vale que

W(E) > 27

El paper de Marques y Neves no solamente demuestra esta conjetura que estuvo
abierta por casi 50 anos, sind que también se encarga de confirmar que no existen otros
casos de igualdad salvo los ya mencionados.

El primer paso de esta demostracién, que requerira introducir una buena cantidad de
teorfa preliminar en el Capitulo 2, consiste en traducir este problema de superficies en R3
a uno de superficies en S®: en efecto, extenderemos la definicién de la energfa de Willmore
W a inmersiones isométricas ¥ C (M, g) donde (M, g) es una 3-variedad riemanniana
suficientemente buena, de tal modo que W siga siendo una invariante conforme.

Consideremos entonces la proyeccién estereografica p : S%\ {0,0,0,1} — R3 definida
como

T To T3
p($17$27x37$4) = <1 — $4a 1— .1’47 1 $4)
Es sabido que el pullback por p de la métrica usual de R? (denotada p*Es3) da en S? \
{0,0,0,1} una métrica riemanniana conformemente equivalente a la que S® hereda de

R* (esta tltima denotada Ej).



Luego, si ¥’ C R? es una superficie compacta, 3 = p~1(X) es una superficie compacta
en S%\ {0,0,0,1}. Pensando entonces 3 como superficie de (S3, p*E3), su energia de
Willmore sera la misma que como superficie de (S3, F,). La primera energia coincide
con la energia de Willmore de ¥’ en R?, mientras que la segunda, veremos en la seccién
2.7 es igual a:

/2(1 + H?) dY,

donde H es la funcién curvatura media en ¥ C (53, E; (que definiremos formalmente
mas adelante). De esto, el problema original de Willmore es equivalente a minimzar la
integral de 1 + H? sobre ¥ C S® compacta. De aqui en més, cada vez que escribamos
W(X) para 3 C (53, Ey), nos estaremos refiriendo a esta tltima integral.

Algo que resulta de sumo interés aca, es que la imagen por la proyeccion estereografica
de la superficie Sl(g) X Sl(g) C S? (la cual se conoce como "Toro de Clifford”),
coincide con el candidato a Toro de menor energia de Willmore. En base a esto, lo que
Marques y Neves prueban su paper, y lo que probaremos en esta Tesis, serd lo siguiente:

Teorema (Conjetura de Willmore en S?). Dada una superficie embebida > C S3
cerrada de género g > 1, entonces

W) > 272,

donde la igualdad se da si y solo si X es el toro de Clifford salvo transformaciones
conformes de S3.

Observacion 1.0.3. Previo al trabajo que estudiaremos en esta Tesis, ya se sabia que la
conjetura original de Willmore valia para algunos casos particulares: el mismo Willmore
lo habia probado para cualquier toro que consistiera de un tubo de radio constante al re-
dedor de una curva cerrada en R® en el ano 1971. En 1984, Langer y Singer lo probarian
para Toros de Revolucién. En 1999, Ros probaria la conjetura para toros en S® inva-
riantes por el mapa antipodal, y el ano siguiente la probaria para toros en R® simétricos
respecto a un punto. Por otro lado, debido a la relacion entre la conjetura de Willmo-
re y el darea de matemdtica aplicada a la biologia, en 1991 Mutz y Benisimon lograron
esencialmente corroborar la conjetura experimentalmente. Otros resultados parciales que
fueron obtenidos a lo largo de los anos son nombrados en [J].

Volviendo a la conjetura en si, y recordando que una superficie es minimal si su
curvatura media es constantemente nula, es claro que la conjetura de Willmore implica
inmediatamente buena parte del siguiente resultado:



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Teorema (Area de superficies minimales en S%). Dada una superficie minimal
embebida ¥ C S® cerrada de género g > 1, entonces

Area(X) > 272,

donde la igualdad se da si y solo si ¥ es el toro de Clifford salvo transformaciones
isométricas de S3.

Sin embargo, lo que Marques y Neves lograron hacer en su trabajo fue primero
demostrar esta propiedad sobre superficies minimales, y luego lograron probar la versién
trasladada a S® de la conjetura de Willmore como corolario de esto.

A continuacién, damos un breve resumen de lo que veremos en cada capitulo de esta
tesis. Informalmente, esto también servirda como un recuento informal de las ideas detras
de la demostracion:

En el Capitulo 2, introduciremos los conocimientos geometria diferencial y rieman-
niana necesarios para encarar el trabajo de Marques y Neves. Recordaremos lo que son
las formas diferenciales, hablaremos de la variedad de Grassman, definiremos la curvatu-
ra en superficies inmersas en 3-variedades Riemannianas arbitrarias, introduciremos las
definiciones necesarias para definir el operador de Jacobi, y también construiremos las
bases tedricas de geometria local y geometria conforme necesarias para pasar generalizar
la energia de Willmore y pasar el problema a la esfera.

En el Capitulo 3, introduciremos las herramientas de teoria de la medida necesarias
para trabajar con las diversas generalizaciones del concepto de superficie con las que se
trabaja en el paper, al igual algunos conceptos de topologia. Hablaremos de medidas
de Radon, introduciremos a las Currents y los Varifolds, al igual que métricas para
sus espacios. Estudiaremos propiedades de compacidad, y lemas ttiles relacionados a
variaciones. Ademas, hablaremos de la frontera reducida para conjuntos de perimetro
finito. Para terminar con esta seccién, mencionaremos las homologias que usaremos
a lo largo de los argumentos topologicos de la tesis, e introduciremos un teorema de
separaciéon que nos permitird decir que S® \ X tiene dos componentes conexas.

En el Capitulo 4, dada una superficie embebida compacta ¥ C S2, definiremos una
familia pentaparamétrica de superficies (en realidad, superficies generalizadas) como
Yt C S3 donde v € B* y t € (—m, 7). Puntualmente, definiremos

E(v,t) = Fv({l’ € SS : d(l’) < t})

donde F, : S3 — 53 es el mapa que manda z a y € S3, y # —=x, tal que x,v, —y estdn
alineados en R?*, y d es la distancia geodésica en S® signada (segiin la componente conexa
de S3\ X en la que caiga el punto). Luego, veremos que Area(E(v,t)) < W(X) para todo
(v,t) en el dominio y veremos propiedades sobre una extensién del mapa de Gauss.

En el Capitulo 5, extenderemos la familia candénica definida en el capitulo anterior



a una funcion C' que toma como dominio B x [—7, 7] y tiene por imagen a superficies
generalizadas de S®, que serd continua segtin una de las nociones de continuidad definidas
en el Capitulo 3, cumplird las condiciones generales de area definidas en la seccion
anterior, y cumplird C(v,—m) = C(v,m) = 0 (en este contexto, 0 sera la superficie
generalizada trivial). Tras probar esto, usando que B x [—m, 7] es homeomorfo a I°,
conseguiremos un mapa continuo ® de I° a superficies generalizadas de S®. Luego,
estudiaremos varias de sus propiedades geométricas y topologicas, que se derivaran de
las propiedades de la familia ¥, ) y del mapa extendido de Gauss.

En el Capitulo 6, comenzaremos definiendo los objetos necesarios para aplicar teoria
Min-Max de Almgren-Pitts. Esto implicarda meternos con definiciones que nos permitiran
hablar de homotopias entre sucesiones discretas de mapas a superficies generalizadas.
Luego, definiremos la anchura de una clase de equivalencia homotopica de estas suce-
siones como el infimo entre todos los elementos de la clase del maximo area de todas
las superficies en las imagenes de los mapas. A partir de aca, veremos cémo extraer
una sucesion discreta de mapas a superficies generalizadas a partir del mapa ® definido
en 5. Ademas, veremos cémo extraer de esta sucesion de mapas una superficie minimal
embebida Y cuya area coincidira con la anchura de la clase de equivalencia homotdpica
de esta sucesion.

El Capitulo 7 estda completamente dedicado a probar que si ® es un mapa lo sufi-
cientemente bueno (en particular, si cumple las propiedades que vimos que cumple ®
en 5), entonces el ancho de la familia homotépica que induce es estrictamente mayor a
47. Para hacerlo, haremos un largo y técnico argumento topoldgico usando grupos de
homologia ctbica con coeficientes enteros.

Finalmente, el Capitulo 8 comenzara probando que el infimo del area de superficies
minimales con género g > 1 en S se realiza. Este argumento consiste en usar resultados
de compacidad de superficies generalizadas para ver que existe una ¥ (superficie genera-
lizada) con drea generalizada minima, y luego usaremos argumentos de teoria geométrica
de la medida para ver que X es una superficie en el sentido usual.

Segundo, probaremos que este minimo es es igual a 27%. Para eso, tomaremos la
superficie de drea minima 3, y probaremos que su indice (informalmente, la cantidad
de variaciones linealmente independientes que hacen que su area decrezca localmente)
es necesariamente menor o igual a 5, lo que implicard que X es el toro de Clifford salvo
isometrias. Para hacerlo, asumiremos que el indice es mayor o igual a 6 y llegaremos a
un absurdo usando la familia Min-Max asociada a ¥ y una perturbacién de esta familia
que mantiene las mismas propiedades necesarias para usar el resultado del Capitulo 7.

Por tdltimo, probaremos la conjetura de Willmore: dada una superficie ¥, tomamos
la clase de homotopia asociada mediante el mapa ® a X, y usandola extraeremos una
superficie minimal >’ con area igual a la anchura de esta clase, que resultard menor o igual
a W(X), lo que probard que W(X) > 272. Por ultimo, si tengo igualdad, probaremos que
existe 3, = F,(X) tal que su drea coincide con W(X) = 272, y ademds obtendremos
que esta X, es minimal. Como F), es conforme, ¥ serd conformemente equivalente a >3,
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que seré el toro de Clifford salvo isometrias.



Capitulo 2

Preliminares: Geometria Diferencial
y Riemanniana

2.1. El Lema de la introducciéon

Aprovechamos este espacio para probar que la energia de Willmore siempre es al
menos 4w, con igualdad en el caso de la esfera.

Demostracion:

En esta demostracion, ki(z) y k2(x) son las curvaturas principales de 3 en el punto
z, K(z) = ki (2)ko(x) la curvatura Gaussiana en x y N : ¥ — S? el mapa de Gauss que
manda cada x € ¥ a la normal unitaria a ¥ en x que apunta para afuera.

Veamos primero que si ¥ C R3 para todo p € S?, existe z € ¥ tal que N(z) = p
y ademas K(x) > 0. Para verlo, considero la funcién continua f, : ¥ — R definida
como f(y) = (y,p) (donde tomo el producto interno de R? estdndar). Claramente, f, es
continua sobre un compacto, por lo que tiene un maximo en un = € ¥ tal que f,(z) = M.

Luego, el plano 1T : (z,p) = M es tangente a ¥ en el en el punto x, de donde k;(x)
y ko(z) tienen el mismo signo, y ademéas tenemos que p es normal para afuera de ¥ en
x, por lo que N(z) = p.

Con esto probado, notemos que

H(z)? = (W)Q + K().

Luego, llamando ¥/ = {z € ¥ : K(z) > 0}, tenemos la cadena de desigualdades

W) > | H*dY' > [ KdadY
b ol
De acé, recordando que K es el Jacobiano del mapa de Gauss NV, y usando lo probado
al principio, obtenemos que esto tltimo es mayor o igual al drea de S%, que es 4.

7
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Para que la cadena de desigualdades sea una igualdad, necesitamos ¥/ = ¥ y que
(k1(z) — ko(x))? integre 0 en 3, lo que implica k1 = ko sobre X. El resultado sigue de
que las esferas son las tnicas superficies totalmente umbilicas en R3. O

2.2. La Variedad de Grassman

El objetivo de esta seccién es definir la Variedad de Grassman y hacer algunos co-
mentarios sobre cémo es su estructura de Variedad Diferecial.

Definicion 2.2.1 (Variedad de Grassman). Sean k < n enteros positivos, la Variedad de
Grassman sobre R"™ (la cual notaremos G(k,n) a lo largo de esta Tesis) es el conjunto
de los k-subespacios vectoriales de R™.

Dado un k-subespacio S, llamemos pg a la proyeccion ortogonal de rango k que tiene
a S como imagen. Para darle estructura de Variedad Diferecial a este conjunto, primero
identificamos cada k-subespacio S con la matriz Fs = 2ps — Id, € R™" que refleja
ortogonalmente a cada punto por el subespacio S. De ahora en adelante, vamos a fijar
S y describir cémo construir una carta de G(k,n) al rededor de S. Para facilitarnos
las cuentas, vamos a trabajar en la base ortonormal B que hace que pg sea una matriz
diagonal con £k unos seguido de n — k ceros. Llamaremos P a esta matriz, y llamemos
E=Fq=2P—1d,.

Definicion 2.2.2 (Matrices antidiagonales). Vamos ahora a decir que una matriz de n xn
es k-antidiagonal si todas las entradas del cuadrante de k X k superior izquierdo y del
cuadrante de (n — k) x (n — k) inferior derecho son nulas (recordemos que estamos
trabajando en la base B). Llamo X al subespacio vectorial de R™*"™ de las matrices
k-antidiagonales y antisimétricas

Observacién 2.2.3. Como X este es un espacio Vectorial real de dimension k(n — k),
podemos corresponderlo con RE™=F) - En particular, podemos usarlo para definir cartas.

Recordemos que si X € R™" X se define segiin la Serie de Taylor 322, )f—,, que
converge en toda matriz. Vale ademés que (eX)! = (e=¥) y que (e¥)T = (eX"). De esto,
si X es antisimétrica, (e¥X)™' = (e=X) = X" = (¢X)7, por lo que ¥ es ortogonal. Algo

que también vamos a usar es que si z € C es autovalor de M, entonces e* es autovalor
de M.

Es facil notar ahora que £FX = —XFE para toda X € X. De esto, podemos probar
inductivamente que EX' = (—X)'E, y luego eX E = Ee~*. Definimos entonces el mapa
¢ : X = G(k,n) como ¢(X) = eXEe ™ = > E, y vamos a ver que si restringimos ¢ a
matrices con norma suficientemente chica esto define una carta alrededor de S.
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Demostracion:

Primero veamos que la imagen de ¢ cae en el codominio: fijemos X. Como eX es
ortogonal, si llamamos @ a eX Pe™¥, tenemos que () es una proyeccién ortogonal a un
subespacio T de dimensién k. Luego, eX Ee™X = X (2P — Id,)e ™ =2Q — Id, = Er, y
© estd bien definida.

Veamos ahora que ¢ es inyectiva si || X|| < J: como E es inversible, nos basta con
probar que si X,Y € X tienen autovalores complejos de norma menor a § y e** = e?”
entonces X =Y. Como 2X y 2Y son antisimétricas, son diagonalizables y sus autovalores
son imaginarios puros, y en particular caen en (—im, im).

Notemos ahora que z — €* es inyectiva en (—im, im). De esto, podemos probar que
V es autoespacio de 2X con autovalor A\ < V es autoespacio de e*X con autovalor e?,
donde la ida es clara y la vuelta es por la inyectividad de la exponencial restringida.
De esto, como e>* = e?Y, 2X y 2Y tienen los mismos autoespacios para los mismos
autovalores, y luego X =Y, lo que prueba inyectividad.

Comentamos ahora los tltimos detalles: si Er € G(k,n) cumple ||Er— E|| < 2, existe
Xr € X con || X7|| < § tal que ¢(Xr) = Er. Para verlo, notemos que —1 no puede ser
autovalor de ErE, ya que si lo fuera, existiria un vector v con (EpE)v = —v y luego
(ErE — Id,)v = —2v, por lo que —2 es autovalor de EpFE — Id,. Sin embargo, esto es
absurdo ya que (Ep — E)E = EpE — Id, y como E es ortogonal, ||ErE — Id,|| < 2.
Luego, como los autovalores de ErFE tienen norma 1 y no son —1, les puedo tomar
logaritmo y de esta forma puedo definir X = % log(ErE) que se puede ver cumple todo
lo deseado. [

Observacién 2.2.4. Por dltimo, para la compatibilidad de cartas, si X Eg = e?Y Ep,
la funcion que localmete determina Y en funcion de X es Y = %log(GQXEsET), que
resulta un difeomorfismo en la interseccion de las cartas centradas en FEg y Er.

2.3. Hacia una definicion general de curvatura

Sea ¥ una subvariedad de S3, y sea X(2) el conjunto de los campos suaves tangentes
a 3. Vamos a denotar X, = X(p) a la evaluacién en p del campo X € (X). Dados
X,Y € (¥), daremos cuatro definiciones de "derivar el campo Y en la direccién del
campo X

Definicion 2.3.1. Definamos una nocién de derivar que vive en el espacio vectorial R*.
Defino

DY(X)(7) = DY;(x,) = limy 200,

donde o, C ¥ es el flujo del campo X arrancado a tiempo 0 en p.



10 CAPITULO 2. GEOMETRIA

Observacién 2.3.2. Pasando a R¥ (k € {1,2,3}) por medio de una carta y usando
regla de la cadena, notar que este oy, puede ser reemplazado por cualquier curva  C X
que cumpla que 5(0) = p y 5'(0) = X,. Notar que el campo vectorial DY (X) en no tiene
por qué resultar tangente a 3.

Definicion 2.3.3 (Corchete de Lie). Definimos el corchete de Lie como

LxY =[X,Y]=DY(X)— DX(Y).

Por definicion, es directo que [X,Y] = —[Y, X|. Citamos ademéds de [3, Lema 13.1]
el siguiente Lema conocido, que nos sera sumamente tutil.

Lema 2.3.4. Si X,Y € X(X), entonces [X,Y] € X(X).

Definicion 2.3.5 (Derivada Covariante en S?). Definimos la derivada Covariante en S®
(también conocida como la derivada Levi-Civita en S%) como derivar y proyectar sobre
el tangente de S3. Formalmente, usando el producto interno de variedad Riemanniana
en S3, definimos

(VxY)(p) = DYp(X,) — (DYy(X,), p)p.

Notar que 7,5 = {p}*. De esto, si 5 C X cumple 5(0) = py #(0) = X,, va-
le (Y(B(t)),5(t)) = 0. Derivando respecto a t y evaluando en ¢ = 0 (usando que
({(F(B)g(0)))" = (F'(1), () + ([ (2), ¢'(1))), obtenemos que

(DY,(X,),p) + (¥, Xp) = 0.

De esto, obtenemos la formula
(vXY)(p) = DY, (Xp) + (Yp, Xp)-

Definicion 2.3.6 (Derivada Covariante en X). La tltima nocién de derivada es la derivada
covariante V en X, que resulta de derivar y proyectar al tangente 7,2 de ¥ en vez de
S3. Sea N, un vector en T,S5® unitario ortogonal a T,%, definimos

VxY(p) = VXY(p) - <VXY(p)7 Np) Ny = DY)(Xp) + (Yp, Xp)p — (DY)(Xp), Np) N,

Observacién 2.3.7. Tomemos ahora X,Y € X(X). Tenemos que (Y,, N,) = 0 en X.
Tomando p = p(t) una curva en ¥ por p con velocidad inicial p'(0) = X, (para que esto
sea posible usamos que X, es tangente). Pensando a N como campo en X, componiendo
con la curva p(t), derivando y evaluando en 0 obtenemos que

<DY;?(XP)7 Np> + <Y}n DNp(Xp» = 0.
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De esto, podemos escribir la derivada covariante en el caso de campos tangentes a X
como

(VxY)(p) = DYp(X,) + (Yo, Xp)p + (¥p, DNy (X)) Ny

Otra cosa que podemos ver, es que si hacemos lo mismo pero con (X,, N,) =0 y con
una curva por p con velocidad inicial Y,, obtenemos que

(DXp(Yp), Np) 4 (Xp, DNy(Y)) = 0.
De esta identidad y (DY,(X,), Np) + (Y, DN,(X,)) = 0, tenemos restando que

<DNp<Xp)7Y;J> - <DNp(}/§>7Xp> = <va DY;D<Xp) - DXp(ED)) = <Np7 [X, Y](p)> =0,

donde la dltima igualdad sale de que [X,Y]|(p) es un campo tangente a ¥ en p.
Abusando notacion, notemos que podemos pensar a DN, como un operador lineal de
vectores en T,X a vectores en TN(p)S3. Mas ain, si B C X con 5(0) = p y §(0) =
v € T,X, tenemos que derivando (Ngw,5(t)) = 0 y evaluando en t = 0 obtenemos
(DNyv,p) 4+ (Np,v) = 0. Como N, L v por definicion, ambos terminos deben ser nulos
y luego todo elemento de la imagen de DN, es ortogonal a N(p) y a p, por lo que cae
en T3,

Podemos entonces pensar a DN, como endomorfismo en el espacio vectorial 7,3.
Ademas, por la identidad obtenida anteriormente, como X e Y eran campos arbitrarios
en X,

(DN,v, w) = (v, DN,w)

para todo par de vectores v, w en 7,%. Esto nos permite dar nuevas definiciones.

Definicion 2.3.8 (Operador de forma). Dado p € X, defino al operador de forma de
la inclusion ¥ C S® como S, = —DN,, € End(T,X), que resulta un operador lineal
simétrico. Dado X € X(X), podemos definir (SX)(p) = S,X, para todo p € X, lo que
nos da un nuevo campo tangente alli. De esto, S es interpretable como un operador
lineal S : X(X) — X(X).

Observacion 2.3.9. Con esta definicion, y la dltima escritura que habiamos dado de
la derivada covariante, podemos también escribir

(VxY)(p) = DYp(Xp) + <Ypa Xp>p - <(SX)p7Yp>NP'

El hecho de que S, sea simétrica es lo que nos permite definir una de las nociones de
curvatura que usaremos a lo largo de esta Tesis.

Definicion 2.3.10 (Curvatura). Para cada p € ¥ podemos diagonalizar S, con una base
ortonormal de autovectores de S,. Notando {vi(p),v2(p)} a estos vectores en T,%, y
k1(p), ko(p) a los autovalores respectivos, llamo curvaturas principales de ¥ a los k; y
direcciones principales de curvatura de X a los v;.
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Esto nos permite extender nuestra definicion conocida de superficie minimal a super-
ficies en cualquier 3-variedad Riemanniana. Para terminar esta seccién, probaremos un
Lema que solamente requiere trabajar con las nociones recién introducidas y nos sera
util cerca del final de esta Tesis.

Lema 2.3.11. Sea ¥ C S una superficie minimal conexa que cumple (N,, w) = 0
para todo p € X, donde w # 0 es un vector fijo, entonces X2 es una gran esfera.

Demostracion:
Sea P, la proyeccién ortogonal sobre 7,%. Sabemos, usando la hipétesis, que

Py(w) = w — (w,p)p — (w, Np) N, = w — (w, p)p.

Si tomamos (N, w) = 0, componemos NN, con una curva 3(t) C ¥ con (0) = p,
B'(0) =v € T,X y derivamos respecto a ¢, tenemos que

0 = (DN,v,w) = (DN, Py(w)) = (v, DN,(P,(w)))

ya que DNy € T,X y DN, es simétrico (y por lo tanto autoadjunto). De esto, tomando
v = DN,(P,(w)) (que notemos, cae en T,,%), obtenemos que S,(F,(w)) = 0.

Notemos entonces que si P,(w) # 0, la matriz S, tiene niclo no trivial. Como tiene
autovalores opuestos (por ser 3 minimal) cuyo producto es 0 (de lo contrario, seria
inversible), ambos autovalores de S, son nulos, y S, = 0 para todo p € ¥ con P,(w) # 0.
Ademss, P,(w) = 0 = w = (w,p) = p = Aw para algin A € R. Luego, S, = 0 para
todos salvo a lo sumo dos puntos de X. De esto, por continuidad obtenemos que DN, = 0
para todo p € X, lo que implica que la funcién p — N, es constante en X.

Sea Ny tal que N, = Ny para todo p € X, tenemos que (p, No) = (p, N,) = 0 para
todo p € ¥. Luego, definiendo Sy = Ng- N S?, tenemos que ¥ C Sp, que resulta una gran
esfera de S3. Como ambas son variedades de la misma dimensién, ¥ es abierta y cerrada
en Sy. Como X es conexa, tenemos entonces > = Sy. [

2.4. Desde conexiones hasta el operador de Jacobi

Sobre el final de la demostracién de la conjetura de Willmore, nos seran ttiles algunas
propiedades sobre el operador de Jacobi. El objetivo de esta seccion sera repasar la teoria
necesaria para definirlo y probar las propiedades que usaremos.

Recordemos que una conexién es una aplicacion V @ X(M) x X(M) — X(M) tal
que V(X,Y) es C™-lineal en la primera coordenada, R-lineal en la segunda, y tal que
VX, fY)=fV(X,Y)+ X(f).Y para toda f : ¥ — R suave, donde X (f)(p) se define
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como D f,(X,). En general escribimos V(X,Y) = VY. Es facil notar que tanto a mano

que tanto V como V definidos en 2.3.5 y 2.3.6 se tratan de conexiones.

Notando que p — D f,(X,) es suave cuando f y X lo son, podemos pensar a X como
un operador lineal X : C*(X) — C*(X) que ademads resulta una derivacién, ya que vale

X(f.9) = X(f).g+ f-X(g). En base a esto, probemos un Lema.

Lema 2.4.1. Dados X,Y,7Z € X(X) y V la conezion definida en 2.3.6. Si defino
g(p) = (Yp, Z,), tengo g € C*(X), y mds aun, vale lo siguiente:

XY, 2)) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z).

Demostracion:
La suavidad de g es clara tomando cartas y coordenadas a todo. Por otro lado, por
definicién p
X(9)(p) = Dgp(X,) = (90 5)(0) = —li=o{Ys) Z50)
pero esto ultimo por derivada del producto interno es

(DYp(Xp): Zp) + (Yo, DZp( X)),

que es igual a lo que queremos una vez proyectamos ortogonalmente. []

A esta propiedad se la conoce como compatibilidad de la conexion con la métrica
riemanniana. Vale que toda conexién Levi-Civita es compatible con la métrica de la
cual proviene (es decir, podriamos haber probado lo mismo para S3 y V, en particular).

Definicion 2.4.2 (Torsién). Dada una conexion V, su torsion es

T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y].

Observacién 2.4.3. No es dificil ver que tanto V como ¥V (definidas en 2.5.5 y 2.5.6)
son conexiones libres de torsion. En general, vale que dada una variedad riemanniana M,
existe una unica conexion sin torsion compatible con la métrica, que es la que venimos
llamando conexion Levi-Civita.

Probamos ahora la ecuacion de Codazzi. Recordemos al operador S definido en 2.3.8.

Teorema 2.4.4 (Ecuacion de Codazzi). Para todos X,Y € X(X), si V es la
conexion Levi-Civita de X vale que

Vx(SY) — Vy(SX) = S[X, Y]
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Demostracion:

Para hacer esta cuenta utilizaremos la regla de Leibniz para derivar un producto en
espacios vectoriales: si X, E, F, G son espacios vectoriales, S : F X ' — G es bilineal
continuay f: Q — E, g:  — F son suaves, donde {2 C X es abierto, entonces la
funcion h = S(f,g) : X — G es suave y vale

Dyh(v) = S(Dxf(v), g(x)) + S(f(x), Drg(v)).

Fijamos entonces p. Sea U C R* entorno de p, engordamos N a U. Tenemos entonces
N:U —=R'y DN : U — End(R?). Sea S : End(R*) x R* la forma lineal evaluacién,
tenemos y sea § C X con 5(0) =0y f'(0) = X,. Si Z = SY € X(X), derivo Z(5(t)) y

evaltio en t = 0 tendremos

d
DZP(XP) = %ltzo S(_DNB(t)7YB(t)> - S<Dp(_DN’p(Xp))aY;)) + S(_DNpa DY;)(XP))'

Notemos que D,(—DN,(X,))(Y,) es bilineal, y como N y  son C? es también
simétrica. Reescribiendo entonces esto como —D?N,(X,,Y,) vy sacdndonos de encima 9,
tenemos que

DZP(XP) = _DQNP(XP’Y;?) - DNp(DY;?(Xp))

Usando entonces la ecuacion VxY = DY (X) + (Y, X)(p) — (SX,Y)N a la que
habiamos llegado antes para Y = SY, tenemos que

Vx(SY)(p) = _DQNp(Xpa Yp) — DNp(Yp(X,)) + (SpYy, Xp)p — (SpXp, SpYp) N

Tenemos entonces que todo es simétrico en X e Y salvo el segundo término. Luego,
Vx(SY)—=Vy(SX)=SDY(X)—-DX(Y)) =S[X,Y],

lo que completa la prueba. [J

A raiz de esta igualdad, podemos definir un nuevo Tensor.

Definicion 2.4.5 (Tensor de Codazzi). Definimos el tensor de Codazzi V.S en ¥ como

VS(X,Y) = Vx(SY) — S(VxY).

Observacién 2.4.6. Como VxY (p) depende solo puntualmente de p, vale que VS en
p depende solamente del valor de X en p. Para ver que lo mismo vale con Y, usamos
otra propiedad que nos interesa demostrar, que es que este tensor resulta simétrico.

En efecto, VS(X,Y) =Vx(SY)=S(VxY) = Vy(SX)+S[X,Y]-S(VxY), donde
la ultima igualdad es por 2.4.4. Ademds, como V tiene torsion nula, esto es igual a

Vy(SX) + S(ny - VYX) — S(VXY> = VY(SX) — S(VyX) = VS(Y,X)
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1y estamos.

Podemos entonces definir la derivada covariante del tensor S en la direccion de X
como (VxS)Y = S(X,Y). Tenemos asi VxS : X(X) — X(X), y esto induce VxS(p),
que para todo p € X resulta un endomorfismo lineal de T, (recordemos que el tensor
de Codazzi tiene dependencia puntual). Con estas definiciones, vale que la derivada
covariante es una derivacion, ya que Vx(SY) = (VxS)Y + S(VxY).

Introduzcamos ahora la siguiente propiedad conocida sobre la existencia de ganchos
con condicién inicial. El siguiente Teorema es conocido, y se puede encontrar en [5,
Capitulo 3, Ejercicio 7]. Su prueba es una aplicacién directa del transporte paralelo.

Teorema 2.4.7. Dado p € ¥ y B = {vy,v2} una base ortonormal de T,M, existe
un entorno U de p en X y existen campos 01,05 en U tangentes a Y tales que
B, ={0:(q),0:(q)} es una base ortonormal de T, para todo ¢ € U con B, = B,
y tales que V,0; =0 para 1 = 1,2.

Estos campos también reciben el nombre de campos coordenados ortonormales o
frame geodésico.

Definamos ahora méas conceptos necesarios para llegar al operador de Jacobi.

Definicion 2.4.8 (Gradiente). Dada f : ¥ — R suave, el gradiente de f en p es el tnico
vector V f(p) € T,X tal que para todo v € T,X vale

Dfy(v) = (V[(p),v).

(Recordar que tenemos existencia y unicidad por el Teorema de representacién de Riesz.)

A Df,(v) también se le llama derivada direccional de f en p en la direccion v.
Podemos calcularla tomando una curva § apropiada y derivando f(/5(t)).

Si {01, 02} es un frame geodésico en un entorno U de p en ¥, se define 0;f : U — R
como

9:f(q) = Df4(9:(q)) = (V (), 9i(q))-

De esto, las 0;f nos dan las dos coordenadas del gradiante de f en un frame dado.

Definicién 2.4.9 (Laplaciano). Sea define el Laplaciano de f en p como la traza de V2f.
Mas precisamente, si {J;,0,} es frame geodésico en p, defino

Af=0if+05f.

donde 0? f = 9;(0;(f)).
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Observacién 2.4.10. Notemos que A(f) : ¥ — R resulta una funcion suave. Se pue-
de probar que es independiente del frame geodésico elegido, ya que si consideramos el

operador bilineal
VDf(X,Y)=X(Df(Y)) - Df(VxY),

tenemos que 0;(Df(9;)) = 02f y Df,(Vs,0i(p)) = Df,(0) = 0 para i = 1,2. Luego,
A(f) es la traza de este operador, y esta no depende de la base ortonormal elegida.

Volviendo al operador S, cuyos autovalores son las curvaturas principales, teniamos
definida la curvatura media en ¥ como H(p) = 1(ki(p) + k2(p)) = 377 (S,). Ademas,
definimos |S|? = k} + k3.

Esto da lugar a un nuevo Lema:

Lema 2.4.11. Dado p € 3, X € X(X), {01, 02} frame geodésico en un entorno
de p tal que 0;(p) son las direcciones principales de curvatura en p, entonces

(Vx8)0;, 0i)p = X((59;,0:))(p),

donde pensamos a X como derivacion. Como consecuencia de esto,

TH(VxS) = X(Tr(S)) = 2X (H) = 2(VH, X).

Demostracion:
Fijo p y el frame geodésico en su entorno {0y, ds}. Por 2.4.1, tenemos que

Por ser la derivada covariante una derivacién y por ser .S simétrica, esto es igual a

Para probar lo primero, basta entonces ver (Vx0;(p),v;) = 0 ya que S,v; = k;i(p)v;.
Definamos entonces g(q) = (0i(q),0;(¢)) = 1 en un entorno de p. Derivando g en la
direccion del campo X y evaluando en p, tenemos

0= Dgp(Xp) = X(9)(p) = 2(Vx0i(p), vi)
donde la tltima igualdad es por v; € T,X. Esto prueba lo primero.

Para ver lo segundo, recordamos que la traza de un operador no cambia por pasar
de una base ortonormal a otra, y recordamos la definicién de gradiente. [

Finalmente, estamos en condiciones de definir el operador de Jacobi y probar la
propiedad que usaremos sobre el final de esta Tesis.



2.4. DESDE CONEXIONES HASTA EL OPERADOR DE JACOBI 17

Definicion 2.4.12 (Operador de Jacobi). Dado 3 C S? superficie, el operador de Jacobi
de ¥ se define como J : C®(X) — C*(X) tal que J(f) = Af +2f + |S|*f.

Lema 2.4.13. Sea w # 0, f(p) = (Np, w), que resulta una funcion suave f : ¥ —
R, entonces vale que

Af =—2VH,w)+2H(p,w) — |S|'f,

donde en este caso pensamos p como la funcion identidad en R*. En particular, si
Y es minimal, como H =V H =0, vale que J(f) = 2f.

Demostracion:
Dado w € R*, definimos W € X(X) como el campo que proyecta w ortogonalmente a
T,M. Si derivo f a lo largo del flujo de un campo X, obtenemos que

X()p) = Dfp(Xp) = (DNp Xy, w) +0 = (5, X, W(p)),

donde la segunda igualdad sale de derivada de producto interno. De esto, tenemos
X(f) =—(SX, W) = —(X,SW). Por 2.4.1, volviendo a aplicar X a ambos lados tene-
mos que

X(X())p) = =(VxX(p), SW(p)) = (XpVx(SW)(p))-

Sea ahora {0;, 0, } un frame geodésico en p en el sentido de las direcciones principales
de curvatura, tomando X = 0y y usando que Vy,0; = 0, tenemos que

0L f = —(01, Vo, (SW)) = — (01, (Va, )W + S(Vo, W)) = —(VwS)01, 01 — (Vo, W, S),

donde la segunda igualdad es por ser la derivada covariante del tensor S una derivacion,
y la tercera es por la simetria de esta derivada covariante (VxSY = VySX).

Ahora, como (S0;)(p) = Spv1 = k1(p), haciendo lo mismo con 0y, sumando, y usando
2.4.11 tenemos que

Af==2(VH, W) — ki(Vo,W,v1) — k2(V, W, v2).

Para terminar, notemos que podemos escribir W como W (p) = w—(w, p)p—(w, N)N.
Si derivamos W (f(t)) a lo largo de una curva por p con velocidad inicial vy, la direccién
principal de curvatura, obtenemos tras usar derivada del producto interno dos veces que

DW,(v1) = —(w,v1)p — (w, p)v; — (w, DN,(v1))N, — (w, Np) DN, (vy).

Sin embargo, como DN,(v1) = —ki(p)v1 y v1 = 01(p), por la definicién de la derivada
covariante obtenemos que

Vo, W(p) = —(w,p)v1 + ki(p){w, Np)vi,
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de donde (Vy, W, v1) = —(w, p) + k1(p) f(p)-
Haciendo lo mismo con ¢ = 2 y reemplazando todo, obtenemos
Af = —=2VH, W)+ (ki + ko) (w,p) — (K} + k3) £,

que es exactamente lo que queriamos. El corolario sobre el operador de Jacobi es inme-
diato desde aca. [J

Por dltimo, citamos el siguiente resultado de [3, Proposicion 3.1] que relaciona se-
gundas variaciones de area y el operador de Jacobi.

Teorema 2.4.14. Sea ¥ una subvariedad compacta minimal de codimension 1
de una variedad Riemanniana M con normal N. Sea T = fN, donde f es una
funcion suave con soporte compacto en el interior de un entorno compacto de M
que contiene a . Si X(t) es una familia 1-paramétrica de de variedades inmersas
tangente en t = 0 a la variacion T', entonces

d? ,
ﬁwﬂAmwwnz—Lyﬂﬁdz

2.5. Matrices y Geometria Riemanniana local

Primero, daremos algunas definiciones de analisis matricial que nos seran ttiles mas
adelante.

Definicion 2.5.1 (Producto interno de la traza). Dadas A, B € M, (R) (matrices de n xn
con coeficientes en R), defino su producto interno como (A, B) = Tr(AB?).

Es facil ver que este producto es bilineal, y es simétrico porque la traza una matriz y
su traspuesta coinciden. Ademds, (A4, A) = Tr(AA") es igual a la suma de los cuadrados
de todas las entradas de A, por lo que esto siempre es > 0, y es 0 sélamente cuando
A =0¢€ M,(R). Luego, esto es en efecto un producto interno.

Definicion 2.5.2 (Norma de Frobenius). Llamo norma de Frobenius de una matriz a la
norma que hereda del producto interno de la traza:

|Allr = \/(A, A) = |/ Te(AA?).

Ademds, notaremos |A]? = AA?, que resulta una matriz semidefinida positiva, ya que
(trabajando con el producto interno de R™), tenemos

(AA', v) = (Av, Av) >0,
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donde la igualdad sale expresando todo en funcién de los coeficientes de A y v. Como es
simétrica y definida positiva, sus autovalores son reales no negativos, y podemos escribir
|A|> = OD?0O! donde D? es una matriz diagonal con entradas no negativas y O es
ortogonal.

Definicion 2.5.3 (Mdédulo y valores singulares de una matriz). Dada A € M,,(R™), defino
el modulo de A como

|A| = ODO",

donde O ortogonal y D diagonal son tales que AA" = OD?0O!. Llamo wvalores singulares
de A a los autovalores de |A|, y los notamos p;(A).

Observacién 2.5.4. Notemos que si A es simétrica, sus valores singulares coinciden
con los mddulos de sus autovalores \;. De esto, si A es simétrica, tenemos que ||Al|% =
" Ai(A)? (si no lo es, por definicién esto seria igual a 37, pi(A)?, y ademds seria

igual a la suma de los cuadrados de las entradas de A. Esto lo usaremos mds adelante).
Volvamos entonces de nuevo a geometria. Recordemos de 2.3.8 al operador S (que

manda p a S, € End(7,%).

Definicion 2.5.5 (Operador de forma sin traza). Dado p € X, defino al operador de forma
sin traza de la inclusién 3 C S? en el punto p € ¥ como

1
*TI'(Sp)[dTpE.

Sy =5, — 3

Observaciéon 2.5.6. A modo de observacion, probamos la siguiente identidad:
1117 = 21|S°[7 + 2Kk

donde ky y ko son las curvaturas principales / autovalores de S,. El lado izquierdo de
esto es ki + k3 por ser S, simétrica, y para terminar, notemos que los autovalores de Sg
son k;— 3 Tr(S,) parai = 1,2. Como S° es simétrica, ||S°||3. es la suma de los cuadrados
de sus autovalores, que resulta igual a %(kl — ko)?. Esto prueba la identidad.

El objetivo de lo que queda de esta seccion y la siguiente sera definir nociones nuevas
de curvatura. Para esto, tendremos que hablar de cartas y expresiones locales.

Definicion 2.5.7 (Expresién local de un campo y su flujo). Sea M una variedad diferen-

ciable y (U, ) una carta de M. Dado X € X(M) (es decir, ¢ : U — R"), se define la
expresion local de X como el campo X € X(p(U)) dado por

Xf(z)=X(fop)p ' (z))

para todo z € p(U) y f € C™(¢(U)).
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Observacion 2.5.8. Notemos que estamos pensando a los campos como derivaciones,
es decir X en el punto x es una derivacion que toma funciones suaves cerca de x, y
devuelve reales. De esto, otra forma de pensar esta misma definicion es mediante la
iqualdad

Dg, (X (p)) = X(2(p))
para todo p € U.

Si oy es un flujo del campo X y definimos p(v) = p(a(¢~"(x))). Reciprocamente,
flujos de X inducen flujos de X. A la vez, tenemos una correspondencia uno a uno entre
campos en U y campos en p(U): si tengo un campo cualquiera X en o(U), tenemos que

X(p) = (Dp,) (X (e(p))) € X(U) cumple que su expresion local es X.

Por dltimo, si 0; son los ganchos en U inducidos por la carta, todo campo en U
se escribe como suma de f;0; para i = 1,...,n, fi € C®(U). De acd, si definimos
fi = fiop™: e(U) — R, entonces la expresion local de X es el campo cldsico en
©(U) C R™ que viene dado por X = (f1,..., fn).

Definicion 2.5.9 (Expresion local de la conexion). Sea (M, g) variedad Riemanniana de
dimensién m y (U, ¢) carta de M, entonces la conexién de Levi-Civita (2.3.5) induce
una conexion VY en ¢(U) conocida como su ezpresion local. Pensando los campos como
derivaciones en C*°(U) y en C*°(p(U)), definimos

(VEY F)(@) = (VxY(fop)) (! ()
para cada f € C®(p(U)) y cada z € ¢(U).

Observacién 2.5.10. Si pensamos a los campos en el sentido usual (es decir, como
funciones suaves de (U) a T,R™ = R"), la expresion local de la conexion se escribe
como

VY (@(p)) = Dep((VxY) (D))

para todo p € U. Se puede revisar a mano que VY en efecto es una conexion en ¢(U).
En general, omitiremos el superindice U, y tendremos que darnos cuenta si estamos
trabajando en una carta p(U) o en la variedad por contexto. Del mismo modo, en general
omitiremos la notacion X .

Hablemos ahora de métricas: recordemos que la métrica Riemanniana en U C M
es un producto interno g, en cada T,M para todo p € U. Luego, su versiéon local en
©(U) C R™ puede ser pensada como

(V, W) r=p(p) = <(Dg0p)7lv, (D@p)ilu»gp-

Esto es esencialmente declarar a Dy, como isometria entre T,M y R". Notando que
para todo x € ¢(U), la forma bilineal recién definida es simétrica y definida positiva, el
teorema de representacion Riesz nos garantiza la existencia del siguiente objeto:
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Definicion 2.5.11 (Expresion local de la métrica). Dada (M, g) variedad Riemannia-
na, (U, p) una carta, llamo ezpresion local de la métrica riemanniana en x € o(U) al
operador lineal g(x) definido positivo tal que

<U7 w>z - <g(ZL')U, w>

para todo v,w € R", donde el producto interno del lado derecho es el producto interno
estandar de R".

Observacién 2.5.12. Notemos que © — g(x) € GL(n,R) es suave en p(U). Si x =
©(p), notamos

gij () == (g(x)es, e5) = ((Dop) ei, (Dop)~'ej)g, = (0, 05)g,,

que simplemente son las entradas de la matriz g(z). Estas funciones resultan suaves,
y luego si precompongo con @ podemos quedarnos con una familia de funciones suaves
gi; € C®(U) (estas dos g;; podrian desambiguarse usando tildes o no, pero al igual
que con los campos, lo haremos por contexto). Por otro lado, usaremos g para los
coeficientes de la matriz inversa

g7 () = ((9(x)) es, ).

Notemos que tanto g(x) como su inversa son simétricas.

Definicion 2.5.13 (Operadores de Christoffel). La expresion local de la conexién en una
carta (U, ) induce una familia suave I' : ¢(U) — Bgn(R™ x R™; R™) de operadores
bilineales: dado = € ¢(U) y dados v,w € R™, tomo cualquier par de campos X,Y en
o(U) con X(z) =v, Y(x) =w, y defino

[.(v,w) =VxY(z) — DY, (X,).

Lema 2.5.14. Valen las siguientes tres afirmaciones:
1. La definicion de I', no depende de la eleccion de X eY.
2. En efecto, I, es una aplicacion bilineal simétrica.

3. Toda T : o(U) = Bgim(R™ x R";R"™) induce una conexién en p(U) C R™.

Demostracion:

Notemos que si fijo Y, tanto VxY (z) como DY,(X,) solamente depende de lo que
valga X en el punto = (lo segundo se puede ver en 2.3.1). Luego, si probamos 2, inme-
diatamente tenemos 1. Para probar esto, observamos que

Fp(v,w) —Tp(w,v) = VxY(z) = Vy X (z) + DX, (Y,) — DY, (X,) = [X,Y] — [V, X]
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que es 0, ya que la derivada covariante tiene torsién nula.

Para la tercer propiedad, intuitivamente defino
VxY(x) =T.(X,,Y:) + DY, (X,).

Para ver que esto es en efecto una conexion, la tnica propiedad que no es direc-
ta es Vx(f.Y) = f.VxY 4+ X(f)Y. Esto, sin embargo, es una consecuencia de que
D(f.Y).(X:) = f(z).DY,(X,) + X(f)(x).Ys, que sale de la definicién en 2.3.1 y la
derivada del producto. [

Observacién 2.5.15. Liamando T al operador de recién, podemos definir otro I' : U —
Bil(TM x TM,TM) como T'y(v,w) = L'y (Dppv, Dpyw). En la siguiente definicion
usaremos ambos, y serd evidente de cual hablamos por contexto.

Definicion 2.5.16 (Simbolos de Christoffel, segunda clase). Dados i, j,k = 1,...,n, defino
los simbolos de Christoffel de sequnda clase como las funciones Ffj tales que

Zrkak T(6:,0;).

Observacién 2.5.17. Notemos que los simbolos son funciones suaves en U (0 en p(U) si
son definidos alli). Es inmediato ademds que Fk = Fk Ademds, notemos que I'(0;, 0;) =
Va,0; ya que D(0;))0; = 0. De esto, los Fk tambzen pueden ser pensados como las
coordenadas del campo que se obtiene al tomar la derivada covariante de un gancho en
la direccion del otro.

Definicion 2.5.18 (Simbolos de Christoffel, primera clase). Los simbolos de Christoffel
de primera clase I';;;, se definen como

Lijp(z) = (9(x)Ts(es, €5), ex),

donde g es la expresion local de la métrica.

Observacion 2.5.19. Se puede ver que si estamos en la variedad en vez de la carta,
esta definicion resulta equivalente a

Lijr = (I'(0i, 05), Ok )g-

Veamos ahora una identidad que nos sera 1util para lo que veremos después.

Lema 2.5.20 (Metricas y conexiones en expresiones locales). Si (¢,U) es una
carta de una variedad riemanniana, y X,Y,Z € X(p(U)), entonces

(9(2)Vz X (2), Ya) + (9(2)Xs, V2Y (2)) =
(Dga(Ze) Xe, Ya) + (9(2) DXo, Yz) + (9(2) Xz, DYo(Zs)).-
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Demostracion:
Consideramos la funcion

flx) = (X, Y)e = (9(2) Xo, Y2),

entonces tenemos por lo que ya sabiamos sobre compatibilidad entre métrica y producto
interno (2.4.1)

Z(f) = (9(@)VzX(x),Ya) + (9(2) Xo, VY (2)),

pero por otro lado, derivando a mano tenemos que esto también debe ser igual a:
Dfu(Zs) = (Dgu(Ze) Xo, Ya) + (9(2) DXy, Ya) + (9(2) Xy, DY2(Z2))

lo que implica que ambas cosas son iguales. []

Veamos ahora cémo recuperar el operador I' de la conexiéon Levi-Civita solamente
a partir de la métrica g. Recordemos que un operador cuadratico es una funciéon suave
Q : R* — R" tal que Q(tv) = t?Q(v) para todo v € R™. Derivando esta igualdad
respecto a t dos veces y evaluando en ¢ = 0, podemos ver que D*Qq(v,v) = 2Q(v), donde
recordemos D?Qqy(v, w) = D(DQy(v))(w) es un operador bilineal simétrico. Definiendo
L(v,w) = %D2Q0(U, w), tenemos que I' es un operador bilineal simétrico que satisface
['(v,v) = Q(v), y decimos que @ induce al operador T'.

Usando D?Qq(v,v) = 2Q(v), es facil verificar que

Dlo,w) = £ DQufr,2) = £ (Qw +w) — Q1) — Q(uw)).

N | —

A esto se lo conoce como la formula de polarizacion, y la usaremos para probar el
siguiente Lema:

Lema 2.5.21 (Férmula de Koszul). Dada (M, g) variedad riemanniana con carta
(U,¢) yx € p(U), existe un dnico operador cuadrdtico Q. tal que

1

(@2(v), 9(2)w) = (Dga(v)v, w) = 5

(Dgo(w)v, v)

para todos v,w € R™ (donde tomo el producto interno candnico en R™). Este
operador cuadrdtico induce una forma bilineal I', que coincide con el operador de
Christoffel de la conexion Levi-Civita de M.

Demostracion:

Como la imagen de g : p(U) — M,,(R) cae en el subespacio lineal de matrices simétri-
cas, sus derivadas son matrices simétricas también. De esto, Dg,(v), Dg.(w) y g(x) son
matrices simétricas.
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Veamos existencia y unicidad: como g es simétrica, tomandov € R" y w € {ey, eq,...,€,}

vector de la base canénica de R", la expresion del Lema implica

(9(2)@u(0) ¢3) = (Dguw)v,e5) — 5(Daeles)v, v).

Esto define g(z)Q.(v) (a nivel funcién) para todo v € R". Luego, multiplicando por la
matriz inversa de g(z) tenemos unicidad y para ver existencia, basta notar que el g(z)Q,
definido a nivel funcién es un operador cuadrético suave (ya que luego @, lo sera).

En efecto, el lado derecho es suave en v, por lo que las coordenadas de g(x)Q.(v) lo
son, y luego g(x)@Q.(v) es suave. Por otro lado, si cambio v por tv con t € R en el lado
derecho, el t sale al cuadrado, y luego también lo hace en el lado izquierdo.

Nos falta entonces probar que el I', que induce @), es el operador de Christoffel.
Usando la formula de polarizacién y el hecho de que Dg,(v)(w) es bilineal (aunque no
necesariamente simétrico), obtenemos para todos u, v, w € R" que

(Ca(v,w), g(w)u) =

SD0u(0)(w),u) + 5(Dga(w)(0), 1) — 3 (Dgu(e)(0),w) = 1(Dga(2)(w), ) =
SDg(0)(w), 4) + 3 (Dga(w)(0),u) — 5{Dgul=)(0),w),

donde la ultima igualdad sale de que Dg,(z) es simétrica.

Usando esta identidad y 2.5.20, si considero campos X, Y, Z que en el punto x valen
v, w, u respectivamente, tendremos tras varias cuentas que

(Fa(v, w), g(2)u) = (VY () = DY;(Xz), g(x)u),

lo que implica que I', es el operador buscado. [

Con esto probado, estamos en condiciones de redefinir los conceptos de curvatura
que nos seran ttiles para pasar la conjetura de Willmore a S®.

Definicion 2.5.22 (Segunda forma fundamental). Sea (M, g) una variedad Riemanniana
con conexion Levi-Civita V, sea ¥ C M una subvariedad inmersa de cualquier codimen-
sién, dados campos X, Y € X(X) y dado p € X, se define la sequnda forma fundamental
II(X,Y) como el campo que en p es la componente normal de (V'yY’), respecto de X,
donde X’y Y’ son extensiones de X e Y en entornos abiertos en M de p.

Observacién 2.5.23. Es claro que II(X,Y') no depende de la eleccion de X'. Para ver
que no depende de Y', veamos que Il es simétrica. En efecto, si Py es la proyeccion a
la normal de X en cada punto, tenemos

(X, Y), = Pv(ViY'(p)) = Pnv(VyX'(p) + [X',Y]p) = Pn(Vy X'(p)) = TI(Y, X)),

donde la sequnda igualdad es porque V es libre de torsion y la tercera es porque [ X', Y], =
(X.Y], € T,% (en [5, Proposicion 8.30] tomando f igual a la inclusion i : M — X se
puede ver que el corchete de Lie no cambia si tomo extensiones de campos).
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Observacién 2.5.24. Si V* es la derivada Levi-Civita de X (con la métrica g restringi-
da), tenemos por unicidad de derivadas sin torsion compatibles con la métrica que para
X, Y extensiones en un entorno abierto de M de un punto en ¥ de campos tangentes a
>, vale que

VxY =VyY +1(X,)Y).

Definicion 2.5.25 (Operador de forma generalizado). Redefinimos el operador de forma
de la siguiente manera. Dado un campo Z € X(M) normal a ¥ (esto quiere decir que
Z, L T,¥ en g para todo p € ¥) y dado X € X(X), llamo —SzX a la componente
tangente a ¥ de VzX y llamo DxZ a su componente normal.

Observaciéon 2.5.26. Notemos que por definicion, VxZ = —SzX + DxZ. Sea Y €
X(X) otro campo, como Y es perpendicular tanto a Z como a DxZ, tenemos que (Y, Z)
es la funcion nula, y luego

0= X(<Y7 Z>) = <VXZ? Y>g + <Zv VXY>9 = _<SZX> Y>g + <Z7H(X7 Y))Q
De esto, obtenemos que para todos X,Y € X(X) y Z € X(M) normal a 3 la identidad
(SzX,Y), =(Z,II(X,Y)),.

Es facil ver de esto que Sz X es lineal en Z y en X, y ademdas solamente depende de X
y S puntualmente.

Definicion 2.5.27 (Operador de forma sin traza). Fijando Z € X(M), tendremos que
Sz X(X) — X(X) es un operador lineal. De esto, en cada punto p € 3, Sz induce una
matriz. Llamo operador de forma sin traza a

SY =S, — ;Tr(SZ)Id,

donde m = Dim(X).

Observacién 2.5.28. Notemos que la funcion (VxY,N), € C*(U) es el coeficiente de
N en la componente normal de VxY . Si ¥ es una subvariedad de M de codimension
1, este es el inico coeficiente necesario para definir II(X,Y), y luego podemos pensar
II(X,Y) como esta funcion. Haciendo esto, la aplicacion (X,Y) — II(X,Y) en cada
punto de X es una forma bilineal simétrica a los reales. Luego, por Riesz existe un
operador lineal S, € Aut(T,M) tal que

<Spoa Yb)y = 1(X,Y)(p)

para cada p € X. No es dificil ver que este S, coincide con el operador de forma genera-
lizado definido en 2.5.25 tomando Z = N. Se lo suele conocer como operador de forma
de la subvariedad de codimension 1. Se puede ademds ver que coincide con el operador
S, definido en 2.5.8 en el caso en el que todo vive en R*,
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2.6. Meétricas conformes

Con todo lo visto hasta ahora, daremos los preliminares de geometria conforme ne-
cesarios para pasar la conjetura de Willmore a S®.

Definicion 2.6.1 (Métricas conformes). Decimos que dos métricas riemannianas g y g
de una misma variedad M son conformemente equivalentes (o conformes) si para todo
x € M existe una matriz conforme A(z) (es decir, un miltiplo de la identidad por una
matriz ortogonal) tal que

Al@)g(z) = g(x)

a nivel matrices.

Observacidén 2.6.2. A nivel producto interno, esto es lo mismo que decir Cy (v, w) gz =
(v,w)g(z) para algin C, > 0 real para todos v € M y v,w € T,M. Luego, a nivel
expresion local de la métrica, esto es lo mismo que decir § = C,qg para algin C, > 0
para todo x € M. Como tanto g como G se pueden pensar en este contexto como funciones
suaves en M, podemos escribir

~ _ 2u

g=¢9g
para alguna funcion suave u : M — R. Esta ultima nocion de métricas conformes serd
la que usaremos en esta seccion.

Observacion 2.6.3. Observemos primero que si f : M — R es una funcion suave y
V.,V son sus gradientes, tenemos

<Vf, U>9 - Df(v) = <@f7 U)Q = <€2uﬁf? U>97

de donde Vf = e*Vf.

Observacién 2.6.4. Otra observacion importante es que si 3 tiene codimension 1 en
M y N, N son las normales de ¥ seqiin g y §, entonces existe X : ¥ — R continua tal que
Np = Ap)N, (ya que la ortogonalidad es preservada por transformaciones conformes).
Tenemos ademds que

1= (N,N); = \2e*(N, N), = \2e*

y luego \(x) = £e™*®) para cada x € X, de donde por continuidad de X, N = +e “N.

Eligiremos siempre N = e "N por comodidad.

Definicion 2.6.5 (Notacién). Si X C M es una subvariedad inmersa y ¢, § son métricas
conformes, de ahora en adelante llamaremos V y V a la respectivas conexiones Levi-
Civita, I y I a las respectivas segundas formas fundamentales y S v S a los respectivos
operadores Shape.



2.6. METRICAS CONFORMES 27

Recordemos ademads que en métricas conformes, ser complemento ortogonal en una
métrica o en la otra es lo mismo.

Lema 2.6.6. Para todos X,Y € X(X) y p € ¥ tenemos estas tres igualdades:
1. VxY(p) = Vx¥ (p) = 2(Dup(X,)Yy + Dup(¥5)X,) — (X, Y}y Vu(p).
2. T(X,Y) —II(X,Y) = —(X,Y),(Vu)*.

3. (SzX,Y), — (SzX,Y), = —(X,Y),Du(Z),VZ € X(M) normal a X.

Demostracion:
Derivamos la igualdad §(z) = €@ g(z) en direccién v y pasemos un sumando res-
tando para obtener la igualdad de matrices

Dg.(v) — € Dg,(v) = 2¢*“) Du, (v)g(x)
Si evaltio la matriz en v y luego al resultado le tomo producto interno con w, obtengo
(DG, (v)v,w) — 2 (Dg,(v)v,w) = 2¢*® Dug(v)(g(z)v, w)

Si tomo la igualdad de matrices con w en vez de v, evaliio en v, tomo producto interno
contra v y luego multiplico por —%, obtenemos

1 1

5 (Dan(w)v,v) + 5 e (D (w)o, v) = = Duy (w){g(x)0, v).

Sumando estas dos igualdades y usando la férmula de Koszul (2.5.21) dos veces, llegamos
a la igualdad

(Qa(v), §(2)w) — e*(Qu(v), g(w)w) = 26 Duy (v){g(w)v, w) — € Duy(w)(g(x)v, v).

Ahora, como Du,(w) = (g(x)Vu(z),w) por definicién de gradiente, usando que g y § son
simétricas, y expresando todo para que me quede algo multiplicado contra w, obtenemos
que

§(2)Qu(v) — g(2)Qx(v) = 2¢* Duy (v)g(x)v — € g(x) Vu(x){g(z)v, v)

ya que si dos cosas multiplican lo mismo contra cualquier w, deben ser iguales. Reem-
plazando ahora §(r) = e*“g(x), podemos cancelar e*“g(x) (que no es nulo nunca), para
llegar a

Qz(v) - Qx(v) = QDU':C(U)U - <g(l’)U7’U>VU(l’)
Reemplazando v por w y v 4+ w, y haciendo las cuentas necesarias para usar la férmula
de polarizacién podemos (usando bilinealidad de Du,(v)w y que g es simétrica) llegar a

Lp(v,w) — Tp(v,w) = 2Duy (v)w + 2Duy(w)v — (g(x)v, w) Vu(z).
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De aca salen las tres identidades: fijados X,Y y p, si tomo v = X, y w = Y, la
primer igualdad es inmediata de la definicion I'y(v, w) = VxY (p) — DY, (X,) (al restar,
los segundos términos se cancelan).

La segunda igualdad resulta de tomar la componente normal de la primera: como
2(Duy(X,)Y,+ Duy(Y,)X,) es tangente a X el término desaparece. Para la tercera igual-
dad, tomamos la segunda igualdad y multiplicamos contra Z en la métrica g para obtener

<H(X7 Y)7Z>g - <H(Xa Y)’Z>g = _<X7 Y>g<(vu)7Z>g = _<X7 Y>DU(Z>

donde podemos dejar de tomar la componente ortogonal de Vu ya que Z es un campo
normal. Recordando la identidad (SzX,Y), = (Z,II(X,Y)), de la seccién anterior,
tenemos que solo nos falta entender el término (II(X,Y), Z),, pero

<ﬂ(X7 Y)v Z>9 - 6_2u<ﬁ(X7 Y)7 Z>£7 = 6_2U<SZX7 Y>§ - <§ZX7 Y>97

lo que prueba lo tercero. []

Observacién 2.6.7. Notemos que tomando la tercer igualdad de este Lema, tenemos
tras reemplazar X e Y por los ganchos ortonormales en p € ¥ que

Sy — Sz = —(Du(Z))Idys.
Luego, como Sy y Sy difieren en un maltiplo de la identidad, los operadores de forma

sin traza S% y SY deben ser iguales.

Recordemos ahora que cuando ¥ tiene codimension 1 en (M, g), el operador S (escrito
a secas) es el operador Sy, donde N € X(M) es la extensién a M del campo normal a
Y en la métrica g.

Corolario 2.6.8. Si X tiene codimension 1 en M y N es la normal a X en la

métrica g, entonces .
e'S=5— DU(N)[dTE

y erS0 = 50,

Demostracion:
Como estamos en codimensién 1, (Vu)*™ = (Vu, N)N = Du(N)N. Luego, por 2 del
Lema de recién, y por la definicién de S y S vale

(SX,Y);N =TI(X,Y) =TI(X,Y) = Du(N)}(X,Y)yN = (SX,Y),N — Du(N)(X,Y),N.
Reescribiendo entonces todo en funciéon de N y de g, tenemos

(e2SX,Y), e "N = ((S — Du(N)Idrs)X,Y),N
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para todos X, Y € X(¥). Como g es un producto interno, esto implica la primera igual-
dad. La segunda sale de que e“S y S difieren en un miltiplo de la identidad. [J

Para lo que sigue, serd necesario hablar de formas de volumen.

Definicion 2.6.9 (Medibles y Elemento de Volumen). Dada una carta (U, ¢), decimos que
Q C U es medible si D = ¢(U) lo es en R™. Dada f: U — R, decimos que f es medible
en U si foe™ es medible en ¢(U). Definimos el elemento de volumen /g : ¢(U) — Rxo

V(@) = /det(g())

y la integral de f en £ como

/sz/D(fwl)\/?-

Observacién 2.6.10. Usando el teorema de cambio de variables en o(U), y que ¢ es
un homeomorfismo a su imagen, obtenemos que ninguna de estas definiciones depende
de la eleccion de la carta. Tomando una particion de la unidad subordinada a un Atlas,
podemos entonces definir en M una medida pu(g) en la que todo precompacto de M mide
finito.

Si Y C M es una subvariedad inmersa, ¥ hereda esta misma medida: simplemente
tomo la misma definicion con la restriccion de g a X. Si § = e**g y ¥ tiene dimension
k, vale det(j(x)) = e*** det(g(x)). Luego, en el caso k =2 (X es una superficie), vale

V3 = e*\/g.

Recordemos que dada una matriz A, ||A||% es el cuadrado de la norma Frobenius de
A, que coincide con la suma de los cuadrados de los autovalores de A por lo visto al
principio de la seccion 2.5. Tenemos entonces el siguiente lema:

Lema 2.6.11. La integral de ||S°||%\/g es invariante conforme en una superficie
inmersa de codimension 1 ¥ C M. Es decir, si g y g con conformes y Dim(X) = 2,
Dim(M) = 3, vale que:

/E 1% 2 du(3) = / 15°] 2 du(g).

Demostracion:

Notar que escribimos ||S°|| ¢ en vez de ||SY|| r,, ya que aunque S° como matriz depende
de la eleccion de la métrica g (y de hecho, no necesariamente es una matriz simétrica en
la métrica §) cambiar la métrica respecto a la que se ve la matriz es hacer un cambio de
base, y la norma Frobenius es invariante por cambios de base.
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_ Notemos que por 2.6.8 y el hecho de que la norma Frobenius es una norma, vale
159]% = e72%||S°||%. Luego, el resultado sigue del hecho de que se cancela el €** de la
diferencia entre los elementos de area de gy g en . [

Estamos ahora en condiciones de hablar de curvatura seccional, que en el contexto de
esta tesis sera una generalizacion de la curvatura Gaussiana a variedades riemannianas
arbitrarias.

Definicion 2.6.12 (Tensor de Curvatura / Curvatura seccional). Sea V la conexion Levi-
Civita de una variedad Riemanniana, se define el tensor de Curvatura como

R(X,Y)Z = Vy(VxZ) = Vx(VyZ) — Vixy Z.

Dado un 2-plano © C T,M, tomando generadores X e Y de m definimos la curvatura
seccional del 2-plano ™ como
<R(X7 Y>X7 Y)S]

A(X,Y)

K(m) =

donde A(X,Y)* = [|X|2]|[Y]|2 — (X,Y)? es el drea del paralelogramo generado por
X,Y € T,M.

Observacién 2.6.13. En [, Capitulo 4, Observacion 2.6] se prueba que el tensor de
curvatura R evaluado en p solamente depende de X,, Y, y Z, y en [5, Capitulo 4, Pro-
posicion 3.1] se prueba que la curvatura seccional K(m) es independiente de la eleccion
de los generadores. Una consecuencia de esto ultimo es que si x,y es base ortonormal
de w, tenemos

K(*T?y) = K(ﬂ-) = (R(a:,y):z:,y>g

De ahora en adelante, notamos K (z,y) a la curvatura del 2-plano generado por x e
Y.

Observacién 2.6.14. Ademds, es importante notar que st M = R"™, R = 0 como
consecuencia de que VxY = DY (X). De esto, obtenemos que la curvatura seccional en
cualquier plano de R™ (n > 2) es nula. Por otro lado, en [S, Comentario en la pdgina
148], se mencionan las ideas necesarias para probar que si M = S™ (nuevamente, n > 2)
vale K(m) =1 para todo p € S™ y todo m C T,,5™.

A modo de comentario, agregamos que a partir de [S, Teorema 8.6] se puede ver que
si X es una superficie inmersa en R®, la curvatura seccional K(T,X) coincide con la
curvatura Gaussiana de Y en p.

En el siguiente Lema, dado ¥ C M subvariedad, notaremos K y K3, a las curvaturas
en M y X respectivamente. La demostracién se puede encontrar en [5, Capitulo 6,
Teorema 2.5].
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Lema 2.6.15. Sea X C M subvariedad y sea 11 su sequnda forma fundamental,
entonces para todo p € X y x,y € 1,2 ortonormales vale

K3(z,y) — K(z,y) = ((z,2), L(y,y))g — |z, y)]2.

Observacion 2.6.16. Notemos que como consecuencia de esto, si % tiene dimension 2,
existe un unico plano en 1,3, y tomando x = ey, y = ey tenemos

Ky, — Ky, = (e, e1), H(ea, e2))g — [M(ex, €2)]?.

Lema 2.6.17. Sea X C M una variedad de dimension 2 y sea H = 22 = 1 Tp(S)
la curvatura media de X, entonces vale

1
5”50% + Ks = Kyqrs + H.

Demostracion:

Tomo {ej, es} base ortonormal que diagonalice el operador de forma S,, para asi
obtener Se; = k;e; para ¢ = 1,2, donde kq, ks son las curvaturas principales de ¥ en M
en el punto p.

Recordando del final de la seccion anterior que (X, Y)(p) = (S,X,, Y,) 4V, tenemos
entonces por la consecuencia de 2.6.15 en el caso de dimension 2 tomando e; y es que

KE — KM\TE = k’lk’z.

Recordando ahora que la norma de Frobenius proviene del producto interno de matrices
(A, B) = Tr(AB") = Tr(AB) cuando A, B son simétricas, tenemos

1 1 1
18011 = IS = 5Te(S) Al = 1IS|[7 + 3 Te(S)*[[1d|[7 — 2Tx(5Tr(S)S).

Notemos ahora que ||Id|[} = Tr(Id?) = 2 y que Tr(3Tr(S)S) = $Tr(S)Tr(S). Luego,

- 2
obtenemos ]
1S°1% = 1IS117 — §T1"(5)2,

y como ||S||% = k¥ + k3 y Tr(S)? = ki + 2k1 ke + k3, tenemos

!

502:
1593 = 5

1
k3 — kg + §k§ =2H? — 2kiky = 2H? — 2(Kx — Kyry,),

donde la tultima igualdad es por lo visto al principio de la prueba. El resultado sigue
dividiendo por 2 y sumando K. []
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2.7. Gauss-Bonnet y Energia de Willmore general

Empecemos citando una versién del Teorema de Gauss-Bonnet que aplica a contextos
mas generales que superficies inmersas en R3. A partir del hecho de que toda 2-variedad
diferenciable sin borde es triangulable, lo que tenemos en [3, Teorema 9.7] es lo siguiente:

Teorema 2.7.1 (Gauss-Bonnet general). Sea M wuna 2-variedad riemanniana
compacta sin borde orientada, entonces

/ Ky dM = 27w (M).
M

Teniendo esto, podemos finalmente extender la definicion de la energia de Willmore.

Definicion 2.7.2 (Energia de Willmore general). Dada (M, g) una variedad Riemanniana
y X C (M, g) una inmersién isométrica, se define la energia de Willmore de la inmersién
como

W) = / Kus + H.
X

Observacion 2.7.3. Notemos que como Kgs)s, = 0, esta definicion extiende la energia
de Willmore que conociamos.

El resultado en el que culmina todo lo trabajado en este capitulo es el siguiente:

[ Corolario 2.7.4. La energia de Willmore general es invariante conforme. ]

Demostracion:
Por 2.6.17, alcanza con ver que tanto la integral de Ky como la integral de ||S°||%
sobre ¥ son conformemente invariantes.

Por Gauss-Bonnet general (2.7.1), la integral de K es invariante topolédgico y luego
conforme. Por otro lado, la integral de ||S°||% es conforme por 2.6.11. [

Ahora, notemos lo siguiente.

Lema 2.7.5. Seap: S3\{0,0,0,1} — R3 la proyeccion estereogrifica, E3 la métri-
ca estandar de R3, y E4 la métrica Riemanniana que S® hereda como subespacio
de R*, entonces p*E3 y E; son métricas conformes sobre S*\ {0,0,0,1}.
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Demostracion:

Notemos que por definicién de pullback de métrica, (v, w)yg, = (Dp(v), Dp(w))g,.
Usaremos que una matriz A representa una transformacion lineal conforme si y sélo si
||Av|| = C||v|| para un C' > 0 independiente de v. Queremos entonces ver que existe
C > 0 tal que

(Dp(v), Dp<v)>E3 = C<U7 U>E4

para todo ¢ € S® y v € T,S.

Fijo ¢ € S y v € T,,S®. Notemos que (v, q)g, = 0. Tomemos a C S® con a(0) =q y
a/(0) = v. Tenemos entonces que Dp,(v) = (p o «)'(0).

Escribamos entonces «(t) = (x1, 22, T3, 24)(t), donde x1, xo, x3, 4 son funciones en

t. Tenemos entonces (z1(t), 2o (t), 3(1))
pla(t)) = 17_ x4(7t) '

Que derivando y evaluando en 0, nos da que

24(0) (21(0), 22(0), 23(0)) | (21(0), 73(0), 3(0))
(1 —4(0)) 1—z(0)

Ahora, si escribo v = (vy,v9,v3,v4) ¥ ¢ = (¢1, G2, g3, 1) ¥ reemplazo, tenemos que

Dp,(v) =

U4(Q1:CI2>Q3) (Ul,Uz,Us) U4(CI1,QQ,Q3) (U1702,03)>E
(1 —q4)? (T—q) " (1 —aq)? (I—q) "

(Dpq(v), Dpg(v)) iy = (

. ||(q 0, q )H2 UZ ||(U17U27U3)||2 2U4<(U17U27U3)7 <QI7QQ7q3)>
- 1,42, 43 .
(1= qa)* (1= qa)? (1 —q)?

Ahora, como v y ¢ son ortogonales, tenemos que ((v1,v2,v3), (q1,G2,q3)) = —quvs.
Por otro lado, como ||g|| = 1, tenemos que ||(g1, ¢2, ¢3)||* = 1 — ¢3. Reemplazando ambas
identidades en lo que tenemos, llegamos a:

(1—qi) 2 —2q4 1 2
Dp,(v), Dp,(v = vy + vy + V1, Vg, U
< Q( ) Q< )>E3 (1 — Q4)4 4 (1 _q4>3 4 (1 _ Q4>2H( 1, V2 3)”
= vy — vy + VU1, U2,V
(1 — q4)3 4 (1 _ q4)3 4 (1 — q4)2”( 1, V2 3)”
1, 1

||(Ulav2ﬂ)3)||2

(1-— C]4)QU4 * (1 —qq)?

donde la segunda igualdad es por diferencia de cuadrados. Finalmente, tomando C' =
(1 — q4)~2 (que es un real positivo para todo ¢ € S?\ {0,0,0,1}), tenemos

<qu(?}), DPQ(U>>E3 = Ovi + C||(U17U27U3)||2 - Cv||v||27

lo que completa la prueba. []

Como consecuencia de este tltimo Lema, si ¥ es una superficie inmersa en R3, su
energfa de Willmore se puede calcular tanto sobre X en (R?, E3) como sobre 3 := p~!(2)
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en (S3\ {0,0,0,1},p*E3) haciendo la misma cuenta (ya que la métrica p*F3 es tal que
p es una isometria).

Como 2.7.5 prueba que p*FE3 y FE, son métricas conformes sobre S* \ {0,0,0,1},
tenemos por 2.7.4 que

/HQdi—/K53|E+H2d2—/1+H2dZ,
b3 by by

va que Kgs = 1 en cualquier plano cuando tomamos S* con la métrica Ey (2.6.14).

Notemos ademés que dado ¥ C S? superficie inmersa, podemos rotar S® tal que
(0,0,0,1) no caiga en ¥, y esto no cambia la integral de 1 + H? sobre 2. Esto termina
de probar que la conjetura de Willmore es equivalente a encontrar ¥ C S® cerrada de
género g > 1 tal que

W) = /2(1 + H?) d¥

es minimo, y esto es lo que haremos lo que resta de esta Tesis.



Capitulo 3

Preliminares: Teoria Geométrica de
la Medida y Topologia

3.1. Sobre medidas de Radon

Recordemos que una medida sobre R" es una funcién p : P(R™) — [0, +00] subaditiva
tal que () = 0, y un subconjunto A C R™ es p-medible si

p(B) = (BN A)+p(B\A)
para todo B C R™.

Recordemos que una medida es Borel Regular si todo conjunto Boreliano es medible
y ademas todo para todo A C R" existe B C R" tal que B es boreliano, A C By
w(A) = wu(B). De esto, podemos recordar que una medida de Raddon es una medida
Borel regular en la que los conjuntos compactos miden finito.

Con esto, podemos introducir la convergencia débil de Medidas de Radén y recordar
un Teorema de Compacidad que nos serd 1util en esta seccion:

Definicion 3.1.1 (Convergencia débil de Medidas de Radén). Decimos que una sucesién
de medidas de Radén sobre R™ . converge débil a la medida de Radén p si para toda

feC(R") vale [, fdur — [g. fdp.

Teorema 3.1.2. Sea {ux} una sucesion de medidas de Radon sobre R™ tal que
sup pui(K) es finito VK C R™ compacto, entonces existe subsucesion {ju,} y p
medida de Radon en R™ tal que py, converge débil a pu.

3.2. Currents, Masa y Currents Integrales

Sea M una variedad diferencial de dimensién n, llamo D™ (M) al cjto de las m-formas
diferenciales de soporte compacto de M. Ahora vamos a definir muchos de los objetos

35



36 CAPITULO 3. TGM Y TOPOLOGIA

que usaremos a lo largo de esta Tesis.

Definicion 3.2.1 (Convergencia de m-formas). Decimos que wy € D™(M) tiende a w
si existe un abierto M’ CC M tal que sop(wy) C M’ para todo k y ademas todas las
derivadas de todos los coeficientes de los wy, tienden uniformemente a todas las derivadas
de todos los coeficientes de w.

Definicion 3.2.2 (Currents y convergencia débil). Una current m-dimensional es un mapa
lineal continuo T : D™(M) — R. Decimos que una sucesiéon de m-currents T% converge
débilmente a una current m-dimensional T si T*(w) — T'(w) para todo w € D™(M).

Definicion 3.2.3 (Frontera). Decimos que una current (m—1)-dimensional S es la frontera
de otra m-current T si T'(dw) = S(w) para todo w € D™ (M), donde d es el diferencial
exterior. En este caso, notamos S = 0T.

Observacion 3.2.4. Notemos que si N es una subvariedad suave k-dimensional de M
con frontera suave, N induce la k-current [|[N||(w) = [y w (es decir, la current viene
dada por la integracion de k-formas). Luego, podemos decir que las currents generalizan
el concepto de subvariedad. Notar que por Stokes, [|ON|] = J[|N|], ya que dan lo mismo
en cada (k — 1)-forma.

Notamos A,,(R™*") al m-ésimo producto exterior de R™"" como R-e.v. Notamos
AR = A, ((R™TM)*) = A, (R™T™)*. Llamaremos m-vector simple a los elementos
de A, (R™™) de la forma vy A v A ... A vy, y diremos que la longitud de un m-vector
simple (la cual notaremos |v; A ... Avy,|) es la medida de Hausdorff m-dimensional del
paralelogramo generado por vy, ve, ..., Up.

Definicion 3.2.5 (Comasa de formas diferenciales y Masa de Currents). Seaw € A™(R™™),
definimos la comasa de w como

[lw]| = max{w(vy A ... Avy) : |lvg Ao Avy| =1}

Sea entonces w € D™ (M), defino su comasa como max,e s ||w(p)||, y si T es una current,
defino la masa de T' como M(T") = sup{7T'(w) : ||w]| < 1}.

Definicion 3.2.6 (Masa finita y localmente finita). Sea 2 abierto, definimos ||T||(2) =
sup {T'(w) : sop(w) C 2y ||w|| < 1}. Decimos que T tiene masa finita si M(T) < 400
y que T tiene masa localmente finita si para todo abierto acotado Q, ||T|[(Q2) < +oo
(notar que ||T|[(R™) = M(T)).

Definicion 3.2.7 (Currents integramente rectificables y Currents integrales). Una current
T de masa localmente finita sera integramente rectificable si existe una sucesion de sub-
variedades ; C R™*" (recordemos que M estaba embedida en R™™), una sucesiéon de
subconjuntos cerrados K; C >; y una sucesion de enteros k; tal que para todo w € D™,

vale que

Ww.
K;



3.3. VARIFOLDS GENERALES, RECTIFICABLES, E INTEGRALES 37

Definicion 3.2.8 (Currents integrales). Decimos que una current T es integral si tanto T
como JT son integramente rectificables.

Observaciéon 3.2.9. En cierta bibliografia, se define current integral como las currents
integramente rectificables con borde de masa localmente finita. La equivalencia entre
ambas definiciones es inmediata por el Teorema de rectificabilidad de fronteras, que se
puede encontrar en (bibliografia pendiente). Este teorema nos dice que toda Current
rectificable con borde de masa localmente finita tiene borde integramente rectificable.

Por tltimo, definimos en esta seccién este objeto que usaremos mucho mas adelante.

Definicion 3.2.10. Dado un mapa ¢ : I" — Z5(M) y un real positivo r € R.q, definimos
m(¢, r) = sup{||¢(z)[|(B:(p)) : v € I",p € M}.

3.3. Varifolds generales, rectificables, e integrales

Definicion 3.3.1 (Varifold y peso de un Varifold). Un Varifold k-dimensional V' en R™
es una medida de Radon sobre el fibrado trivial de la Variedad de Grassman G (R") =
R"™ x G(k,n). El peso de un Varifold V' es la medida ||V|| que se obtiene de proyectar V'
a R™. Es decir, defino

IVII(A) = V(A % Gl )

para todo A C R".

Observacion 3.3.2. 57 B es un Boreliano de una subvariedad m-dimensional compacta
sin borde M embebida en R", defino ¢ : C.(M x G(m,n)) = R como

(k) = /Bk(x, Tan(M, z))dH™,

donde Tan(M,x) € G(m,n) es el tangente a M en x € M. Notemos que ¢ es un
funcional lineal, y pensado el primer espacio con la norma infinito, este resulta continuo
ya que su norma se puede acotar por H™(M). Luego, el Teorema de Riesz-Markov nos
dice que existe una medida de Radon v,,(B) tal que:

[ v B) = (k)
para todo k € C.(M x G(m,n)).

Con esto, v,,(B) es un Varifold que hace que para toda k : R™ x G(m,n) — R
continua de soporte compacto valga:

/ kv, (B) = /B k(z, Tan(M, 2))dH"™

ya que ambos lados de la igqualdad estan soportados en M. Puedo entonces pensar Vari-
folds como generalizaciones de conjuntos Borelianos dentro de Variedades.
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Recordamos que un subconjunto M C R” se dice k-rectificable si tiene diemnsion
de Hausdorff k, H*(M) < +oo, y ademés existe una colecciéon contable de funciones
Lipschitz f; : R¥ — R™ tal que H*(M \ U, f;(R¥)) = 0. Una observacién por la misma
definicién, es que los conjuntos rectificables admiten tangentes en casi todo punto (como
consecuencia del Teorema de Radamacher).

Definicion 3.3.3 (Varifolds integrales, primera definicién). Diremos que un m-Varifold
en R" es integral si existe una sucesiéon B; de conjuntos de Borel de subvariedades
continuamente diferenciables M; de R™ tales que V' = Y22, v, (B;).

Observaciéon 3.3.4. Notar que por la unicidad del plano tangente, un Varifold integral
V' queda univocamente determinado por su peso ||V||.

A continuacién damos una definiciéon equivalente de Varifold.

Definicion 3.3.5 (Varifolds integrales, segunda definicién). Sea U abierto de R™, llamo
Varifold integral de dimension k en U a cualquier par V = (M, f), donde M es un sub-
conjunto k-rectificable de U y f : M — N es un mapa Boreliano (es decir, la preimagen
de todo entero positivo es un boreliano de M).

Observacion 3.3.6. Un Varifold integral V' con la sequnda definicion induce

IVII(A) = faH*
MnA
para todo conjunto de Borel A en U, que luego induce V' en la otra definicion por unicidad
de tangente. De acd, podemos definir el darea de un Varifold integral como A(V) =
[|VI[(U). Notemos que si T es una k-current integral con soporte en M, T induce un k-
varifold integral |T'| una vez le tomo médulo a todos los coeficientes. En [16, Comentario
3.1.3] se prueba que en este caso, M(T) coincide con A(|T), cosa que usaremos en esta
seccion repetidas veces.

Basandonos en la segunda definicién que dimos para Varifold integral, podemos de-
finir un nuevo tipo de Varifold:

Definicion 3.3.7 (Varifolds rectificables). Sea U abierto de R™, llamo Varifold rectificable
de dimension k en U a cualquier par V' = (M, f), donde M es un subconjunto k-
rectificable de U y f : M — R+ es integrable respecto a H*.

Observacion 3.3.8. La forma en la que este Varifold induce una medida de Radon
sobre G(R™) es la siguiente: para todo A C Gi(R™), defino:

V(A) = fdHF,

Tara

donde 'y 4 es el subconjunto de los x € M tales que (x,Tan(M, X)) € A.
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Definicion 3.3.9 (Convergencia de Varifolds en Topologia débil). Decimos que una suce-
sion de Varifolds rectificables V convergen en la topologia débil al Varifold V' si las Vj
convergen débilmente a V' como medidas de Radon.

3.4. Espacios, Métricas Relevantes, y Observaciones

Sea (M, g) una 3-variedad compacta embedida isométricamente en RY, vamos a in-
troducir los siguientes espacios:

s I,(M) son las Currents k-dimensionales integrales con sop(T) C M.
» Zp(M) son las T € I (M) con borde nulo.

» V(M) es la clausura en la topologia débil de los Varifolds k-dimensionales rectifi-
cables de R” cuyo peso tiene soporte contenido en M.

Observacién 3.4.1. Dado T € 1(M), notaremos |T'| al Varifold integral que surge de
tomar mddulo en los coeficientes de T, y notaremos ||T|| al peso de |T|. Notar que si
U C M es un abierto que satisface H*(OU) < +o0, puedo pensar a U como 3-subvariedad
y luego U tiene una 3-current asociada que caerd en I3(M) y notaremos [|U]].

Introducidos los conjuntos con los que vamos a trabajar y la notacion, vamos a definir
algunas métricas importantes:

Definicion 3.4.2 (Métrica Masa en el espacio de Currents integrales). Defino en I(M)
la métrica masa como M(S,T) = M(S — T'), donde recordamos que M(T) se define
como sup {T'(w) : ||w|| < 1} donde w € D*(R¥), y en este caso coincide con A(|T).

Observacién 3.4.3. Probemos que esto es en efecto una distancia: por un lado M(T) =
0 < T(w) = 0 para todo w € D¥(RE) con ||w|| <1< T = 0. Por otro, podemos multipli-
car k-currents por —1 para ver que M(A) = M(—A) y concluir que M es simétrica. Por
dltimo, para probar desigualdad triangular basta ver que M(S +T) < M(S) + M(T), y
esto es cierto porque en el lado derecho tomamos supremo sobre un conjunto mds grande
de pares de k-currents.

Definicion 3.4.4 (Métrica bemol en el espacio de Currents integrales). Defino en I (M) la
métrica bemol como F(S,T) = inf {M(P)+M(Q) : S —T = P + 0Q} donde se toman
Pel,(M)y Q € 1,1 (M). Notamos ademéas F(T') = F(T,0).

Observacion 3.4.5. Observemos primero que

0Q + 9(-Q)(w) = Q(dw) — Q(dw) =0
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de donde O(—Q) = —0Q. Similarmente podemos probar O(A + B) = 0A + 0B. Luego,
como M(A) = M(—A), reemplazando P y Q por —P y —Q tenemos que F es simétrica.

Para probar desigualdad triangular basta ver que F (T +Tz) < F(T1) + F(1z). Dado
e >0, existen P;, Q;, con Ty = P4+ 0Qa y M(F;) + M(Q;) < F(T;) + 5 para i = 1,2.
Tenemos entonces que Ty + Ty = (P + Py) + 0(Q1 + Qo) de donde

F(i+T3) <M(PL+ )+ M(Q1 + Q2) < F(Th) + F(1z) +¢
por la desigualdad triangular en la métrica masa, lo que prueba lo deseado.

A priori, esto es solo una pseudométrica, ya que no probamos ain F(A) =0 A =
0. Esto lo vamos a probar en la siguiente seccion. Notar ademds que F(T) < M(T) para
todo T € It,(M) ya que puedo tomar P =T y Q = 0.

Definicion 3.4.6 (Métrica F sobre el espacio de Varifolds). Defino la métrica F en Vi (M)
como F(V,W) = sup{V(f) — W(f) : f € C.(Gx(R")),|f| < 1,Lip(f) < 1}, donde
notamos V(f) = [ fdV.

Observaciéon 3.4.7. Llamo X al conjunto {f € C.(GL(RY)),|f| < 1, Lip(f) < 1}.
Para ver que F es una distancia, primero noto que si F(V,W) = 0 entonces toda f
en X integra igual respecto a ambas medidas. De esto, toda f en C.(Gr(RL)) que sea
Lipschitz integra iqual en V y W. Como las C' de soporte compacto son Lipschitz, v
estas son densas en C., tenemos que toda f en C.(Gy(RF)) integra igual respecto a V
y W, por lo que V = W. Ademds, para probar simetria podemos reemplazar f por —f
al tomar supremo y para probar la desigualdad triangular es directa por estar tomando
supremo en un conjunto mds grande.

Se puede ver también que esta métrica induce la Topologia débil en Vi(M): tenemos
que F(V,,,V) — 0 & Vo (f) = V(f) para toda f en X < V,(f) — V(f) para toda f
Lipschitz, y nuevamente por densidad tenemos que esto sucede < V,(f) — V(f) para
toda f € C.(Gx(R¥)), por lo que estamos.

Definicion 3.4.8 (Métrica F sobre el espacio de Currents integrales). Defino la métrica
F en I, (M) como F(S,T) = F(S,T) + F(|S|,|T)).

Terminamos la seccion introduciendo y redefiniendo notacion:

w I, (M)y Z,(M) seran los espacios mencionados al principio de esta seccion dotados
de la topologia inducida por F.

» Notaremos I (M; M) y Zp,(M;M) y I.(M;F) y Z,(M;F) a estos espacios con la
topologia inducida por las métricas M y F respectivamente.

» De ahora en adelante, Vi (M) llevara la topologia débil de Varifolds.
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» Si v es la métrica bemol, F, o masa, noto BY = {S € Z,(M) : v(T, S) < r}.

» Si A, B son subconjuntos de Vi (M) notaremos F(.A, B) al infimo de las distancias.

3.5. Propiedades y Lemas ttiles de las distancias

Lo primero que vamos a ver es que la masa es semi-continua inferior con respecto a la
convergencia débil: si {7™} es una sucesion en I (M) con T — T, con T una k-current
cualquiera, entonces

M(T) < liminf M(T™).

Esto es asi ya que si (w;)ieny es una sucesion de k-formas con |lw;|| < 1 Vi € Ny
T(w;) — M(T), tenemos que T"(w;) — T(w;) para todo i, y luego, como T"(w;) <
M(T™) tenemos que T'(w;) < liminf M(T™) para todo i, por lo que ganamos tomando
1 — +00.

Con la métrica F para currents vale algo mas fuerte, que es que la masa es continua:
en efecto, si F(T",T) — 0 por definicién tengo que |T,,| — |T| en la topologia débil
de Varifolds, que es la topologia inducida por convergencia débil de medidas de Radon.
En particular ||T"[|(RY) — ||T||(RE), es decir A(T™) — A(T), lo que quiere decir que
M(T,) — M(T).

Citamos ahora el Teorema de Compacidad de Federer-Fleming [16, Teorema 3.11],
que dice lo siguiente:

Teorema 3.5.1 (Compacidad de Federer-Fleming). Sea {7} una sucesion de
k-currents integramente rectificables en U con

sup(||Z5]|(W) + ||0T;||(W)) < 400 para todo W abierto con W CC U,

entonces existe una current T' integramente rectificable y una subsucesion Tj, tal
que T, — T débilmente.

\. .

Observacion 3.5.2. Otra version de lo mismo pero para currents integrales podre-
mos encontrarla en (bibliografia pendiente) y nos dice que bajo las mismas hipdtesis,
st ademds las T; son currents integrales, entonces T' es una current integral.

Con esto, podemos terminar de probar que F es una métrica.

Lema 3.5.3. Sea A € I(M) tal que F(A) =0, entonces A = 0.
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Demostracion:
Tomemos {P,} C I;(M)y {Q.} C Lii1(M) tales que A = P, +0Q,, para todon € N,
M(P,) — 0y M(Q,) — 0.

Por las ultimas condiciones, sabemos que existen C y C; reales que son cotas uni-
formes de M(P,) y M(Q,) respectivamente. Ademaés, por desigualdad triangular con la
norma Masa, M(0Q),,) se puede acotar uniformemente por M(A) + C;. Luego, puedo
usar 3.5.1 con @, y quedarme con {@,, } y @ integramente rectificable tal que @, — @
débilmente.

Como la masa es semi-continua inferior con respecto a la convergencia débil, tenemos
que M(Q) < liminf M(Q,,,) = 0, y luego @ = 0. De esto, para todo w k-forma tengo
que 0Qy, (w) = @y, (dw) — 0, por lo que 0Q),, también converge débilmente a 0.

Tenemos entonces que P,, = A — 00Q),, — A, y por semi-continuidad inferior de la
masa tenemos que M(A) < liminf M(P,,) =0, por lo que M(A) =0y A=0. O

Observacion 3.5.4. Como comentario, vale también que F no es solamente una distan-
cia cualquiera, sino que esta induce la misma topologia que la dada por la convergencia
débil de Currents (esto se puede encontrar en [10, Teorema 7.2]). Por lo tanto, cuando
hablemos de la topologia bemol, también estaremos hablando de la topologia inducida por
la convergencia débil.

Observacién 3.5.5. Otra propiedad que usaremos es que F(|S|,|T|) < M(S,T) para

todos S, T € Ix(M): planteando |S| = (M,0s) y |T| = (M, 60r), con 0s,07 : M — N
borelianos, tenemos que para toda f € Co(Gr(RF)) con |f| <1 y Lip(f) <1 vale que

1S1(f) = [TI(f) = /M F0s — foraH’ < /M 1185 — Orldr* < /M 105 — Or|dH*

Pero esto ultimo simplemente es A(|S —TY), que es igual a M(S —T), lo que prueba la
desigualdad cuando tomamos supremo. Como consecuencia de esto, tenemos que

F(S—T) <F(S,T) < 2M(S — T).

Introducimos ahora el siguiente Teorema que citamos de (bibliografia pendiente)

Teorema 3.5.6. Sea T, 11, Ts,... en Zp(M) tales que T,, =T en F y |T,,| =V
en la topologia débil de Varifolds, entonces ||T|| < ||V, y

T =1Vl & [T| =V & M(T) = A(V)

Con esto y lo anterior podemos probar el tltimo Lema de esta seccion.
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Lema 3.5.7. Sea S un subconjunto compacto de Z,(M;F), entonces para todo
e >0 existe § > 0 tal que st S € S, T € Z(M) cumplen que M(T) < M(S) + o
y que F(S,T) <6, entonces vale que F(S,T) < e.

Demostracion:
Probemos primero que si {7},} es una sucesién en Z,(M) y T € Z,(M) entonces
F(T,,T) — 0 siy solo si F(1,,,T) — 0y M(T,,) — M(T).

Para la ida, si F(7,7,,) — 0, tenemos que 7,, — T en F, y como la masa es continua
en F estamos.

Para la vuelta, sabemos que T,, — T en la Topologia bemol y nos falta probar
que |T,| — |T| en la topologia débil de Varifolds. Sea ahora Tj, subsucesién, veremos
que existe subsubsucesion T;,, tal que |T;,| — |T| de donde tendremos que |T;| — |T|
y luego F(S,T;) — 0. Para verlo, notemos que |7}, | es una sucesion de medidas de
Radén que tal que ||T5,||(R") — [|T[|(R") ya que M(T},) — M(T'). Luego, ||T;,||(R™)
esta uniformemente acotado y podemos usar el Teorema de Compacidad de Medidas de
Radén para decir que existe |T;,| — V' con V' un Varifold. Notando que M(T;, ) —
M(T) por condicién y que M(lek) — [|V]|(R™) por convergencia débil, tenemos que
M(S) = ||V||(R™) y luego V' = | S| por 3.5.6, lo que prueba la primera equivalencia.

Supongamos ahora que el Lema no vale, es decir, existen € > 0y T, € Zx(M), S,S
para todo n € N tales que M(T,,) < M(S,) + = v F(S,,T,) < = pero F(S,,T,) > e.

Como S es compacto, existen una subsucesién S, y un S € S tal que F(S,,,5) — 0.
Tenemos de lo anterior que F(S,,,S) — 0, lo que implica que F(T,,,S) — 0, pero
ademds tenemos que M(S,, ) — M(S). Como la masa es semi-continua inferior respecto
a Fy F(T,,,S)— 0, tenemos que M(S) < liminf M(7,,), pero ademés tenemos por
construccion que limsup M(7,,,) < limsup M(S,,) + i = M(S). Luego, lim M(T,,,)
existe y vale M(S).

Tenemos entonces F (1), ,S5) — 0y M(T,,) — M(S), que por lo dicho al principio
implica F(T,,,S5) — 0, pero esto implica F (7}, ,S,,) — 0 por construccién, y eso es
absurdo. [J

3.6. Pushforwards, Variacion, y Compacidad

En esta seccion, M sera una variedad Riemanniana arbitraria.

Definicion 3.6.1 (Pushforward de una Current). Sea F' : M — M un mapa C', dada
T € I;(M) defino el push-forward de T como la Current Fl(7T) definida por Fiu(T')(w) =
T(F.(w)) (esto define una Current ya que los pullbacks de formas diferenciales son
continuos y lineales).
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De ahora en adelante, salvo que se indique lo contrario, las siguientes definiciones
provienen de [4].

Definicién 3.6.2 (Pushforward de un Varifold). Sea F : M — M un difeomorfismo C*,
dado V' = (I, f) un Varifold integral, defino el push-forward de V' como

Fu(V) = (F(T),fo F7Y).

Definicion 3.6.3 (Primera variacién y Varifolds estacionarios). Sea X.(M) el conjunto
de los campos vectoriales C! tangentes a M con soporte compacto, defino § : V(M) x
X.(M) — R como:

oV, X) = (aat)|t:0 [ Ee (VI (M).

Aca, Fi(x) = F(t,x) con F' : I x M — M una variacién en M con campo variacional X
(es decir, F es tal que I es un intervalo que contiene al 0 y %’t=o =X).

A § le llamaremos primera variacion. Diremos que un Varifold V' es estacionario si
d(V, X) =0 para todo X € X.(M).

Definicion 3.6.4 (Curvatura media generalizada). Diremos que un Varifold V' tiene cur-
vatura media generalizada acotada si existe C' > 0 tal que

ol <c [ X1 dv
M
para todo X € X.(M) donde ||V|| es la medida sobre M inducida por V. Si V' es un Vari-

fold con curvatura media generalizada acotada, defino a la curvatura media generalizada
de V' como el mapa acotado boreliano H : M — R" tal que

5V, X) = — / (X, H) d|[V]

para todo X € X.(M).

Observacién 3.6.5. Para probar la existencia de H (salvo en un subconjunto del do-
minio que mide 0 en ||V||) cuando V' tiene curvatura media generalizada acotada, basta
notar que X — §(V, X) es un mapa lineal, y combinar la existencia de C' con el teorema
de representacion de Riesz y Radon-Nikodym. Por otro lado, resulta inmediato que V' es
estacionario si y solo si H es el mapa nulo.

Este resultado nos sera util:

Lema 3.6.6. Sea M y > C M es una subvariedad compacta embebida minimal,
entonces el Varifold inducido por ¥ v(X) es estacionario.
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Demostracion:

Llamemos H al vector curvatura media de 2, dado por multiplicar la curvatura media
de ¥ por la de ¥ N en cada punto. Por la féormula de la primera variacion del area
(bibliografia pendiente), H resulta ser por definicién la curvatura media generalizada
del Varifold v(X). Esto implica el resultado. [

Un ultimo teorema que nos serd importante tener en cuenta es el Teorema de Compa-
cidad de Allard para Varifolds integrales. Usando el Teorema de convergencia de medidas
de Radén se puede probar lo siguiente ([15, Remark 42.8]):

Teorema 3.6.7 (Teorema de Compacidad de Allard). Sea {V;},en una sucesion
de n-Varifolds integrales estacionarios en M con variacion localmente acotada en
M, tales que

sup([|V;||(W) + |[6V;||(W)) < +o0 para todo W CC M,
jeN

entonces existe una subsucesion {Vi bren y un n-Varifold integral V- en M tal que
Vi, = V en la métrica ¥ de Varifolds. Ademds, vale que ||6V|| < liminf; . ||6V}]].

3.7. Conjuntos de perimetro finito

Dedicamos la siguiente seccién a recapitular las definiciones y los teoremas necesarios
de Teoria Geométrica de la Medida para lograr definir y dar algunas propiedades sobre
los conjuntos de perimetro finito y la frontera reducida.

Definicion 3.7.1 (Funciones de variacién acotada). Sea U C R™ abierto, diremos que una
funcién f : U — R que cae en L'(U) es de variacion acotada en U, si

sup {/ f(z).Div(g)(z) dw : g € CHU,R™), |g| < 1} < +00.
U

Llamo BV (U) al conjunto de funciones de variacién acotada en U. Si f € L (U),
diremos que f es de wvariacion localmente acotada en U si fl|y € BV (V) para todo V
abierto compactamente contenido en U. En este caso, notamos f € BVj.(U).

Definicion 3.7.2 (Conjuntos de perimetro finito). Sea U C R™ abierto, diremos que un
conjunto medible Lebesgue E C U tiene perimetro finito en U si xg € BV (U), donde
Xe es la funcién indicadora del conjunto E. Si xg € BVj,(U), diremos que E es de
perimetro localmente finito.

Citamos ahora de [7, Capitulo 5.1, Teorema 1] el Teorema de estructura para fun-
ciones de variciéon localmente acotada.



46 CAPITULO 3. TGM Y TOPOLOGIA

Teorema 3.7.3 (Estructura para variacién localmente acotada). Sea U C R
abierto, f € BVi,(U), entonces existen py una medida de Radon sobre U y oy :
U — R” una funcion ps-medible tal que ||of(2)|| = 1 para todo z € U salvo
we-medida 0 y ademds valga

| 1@)-Dir)a) do = = [ tg.07) du

para toda g € CH(U,R™).

Observacién 3.7.4. Si f = xg € BVi,.(U), se suele definir vg = —os y ||0g|| = 1.
De este modo, la igualdad del Teorema de estructura se convierte en

| Dista)@) de = | (g.05) dloE

para toda g € CH(U,R™).

En la siguiente definicién, B(z,r) denota la bola cerrada de R™ de centro x y radio
ry f denota a la integral dividida por la ||0E||-medida del dominio de integracién.

Definicion 3.7.5 (Frontera reducida). Sea E un conjunto de perimetro localmente finito
en R", defino a la frontera reducida de E (y la noto 0*E), a los € R™ que satisfacen
simultaneamente:

1. ||OE||(B(x,r)) > 0 para todo r > 0.
2. lim, ot (f5(,, vz dl|OE|]) = ve(z).

3. |Jve(x)|] = 1.

Observacién 3.7.6. Sea OF la frontera topoldgica de E, si x € R"\ OF existe unr >0
tal que B(x,r) esta totalmente contenido en E o en R™\ E. Considerando entonces la
observacidn anterior, tenemos que si g € CH(U,R™) tiene soporte contenido en B(z,r),
vale que

/ (g, v5) d|JOE]|| = 0
U

por el teorema de la divergencia. Tomando funciones que en B(x,r/2) sean aproximacio-
nes suaves de vg y tengan soporte en B(x,r), podemos probar que ||0E||(B(z,7/2)) =0,
y luego la frontera reducida esta contenida en la frontera topoldgica.

Estamos entonces en condiciones de citar el teorema de estructura para conjuntos de
perimetro finito de [7, Capitulo 5.7, Teorema 2|. Aunque solamente necesitaremos usar
el ultimo item del Teorema, citamos el Teorema entero por completitud.
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Teorema 3.7.7 (Estructura para perimetro finito). Sea E un conjunto de perime-
tro localmente finito en R™, entonces:

1. O°E = U2, K UN, donde Ky, es el subconjunto de una hipersuperficie Cy
Sk para todo k € N y ||0E||(N) = 0.

2. vgls, es normal a Sy para todo k.

3. La medida ||OF)|| es la restriccién de H" ' a O*E

La forma en la que usaremos este teorema, serda en combinacion con [15, Comentario
27.7]. Puntualmente, queremos el siguiente Lema:

Lema 3.7.8. Sea A C U un subconjunto, entonces A tiene perimetro (localmente)
finito en U si y solo si la current O[|A|] tiene masa (localmente) finita. Si pasa
esto, vale que

B[LAN| (W / 16A]

para todo W abierto compactamente contenido en A. En particular, si U es com-

pacto, vale que
ol = [ floAl
U

Observaciéon 3.7.9. Notemos que todas las definiciones y los teoremas presentados en
esta seccion provienen de una bibliografia que trabaja con abiertos de R™. Sin embar-
go, todas estas definiciones y teoremas se pueden tomar en abiertos de variedades Rie-
mannianas arbitrarias. En concreto aplicaremos estos tltimos teoremas en S® tomando

W=U-=53

Observacion 3.7.10. Como consecuencia de este ultimo Lema, podemos extender lo
dicho en 3.4.1 para incluir a los abiertos de perimetro finito en M.

3.8. Homologia singular, ciibica, y de Currents

Dedicaremos esta secciéon para definir los grupos de homologia con los que trabaja-
remos a lo largo de esta Tesis. Empecemos definiendo los grupos de homologia con la
generalidad necesaria para luego definir los 3 tipos de homologia que usaremos.

Definicion 3.8.1 (Complejos de cadenas). Dado un espacio topologico X, un complejo
de cadenas C(X) es una sucesion de grupos abelianos Cp, C,Cy, ... y una sucesion
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de morfismos de grupos 9, : C, — C,_; llamados morfismos de frontera tales que
Op 0 0p_1 : Cp, — Cp_o es el morfismo trivial para todo n > 1 (por convencién, tomo
0o : Cp — 0 como el morfismo trivial).

Definicion 3.8.2 (Grupos de homologia). Dado un espacio topolégico X, y un complejo
de cadenas C'(X), defino el n-ésimo grupo de homologia de X como el grupo cociente

H,(X) = Ker(9,)/Im(0p1)-

Observacion 3.8.3. Todas las homologias que usaremos a lo largo de esta Tesis usaran
coeficientes enteros, por lo que no generalizaremos la discusion mas alld de ello.

Notando que H,(X) a priori depende de la elecciéon del complejo de cadenas C(X),
daremos los complejos C'(X) para definir las nociones de homologia que nos seran ttiles,
y luego citaremos Teoremas de isomorfismo para ver que los grupos de homologia son
iguales en los tres casos.

Definicion 3.8.4 (Homologia singular). Dado n > 0, defino C,(X) como el grupo libre
generado por los mapas continuos f,, : A" — X, donde A" es el n-simplex. En este caso,
tomo A, que manda cada f, en la base de C,(X) a

n

D ()Y € Coa(X),

=0

donde f{" es la restriccién de f, al (n — 1)-simplex que se obtiene de omitir el vértice i
de A" (y luego podemos pensar fT(Li) AL X).

Observacién 3.8.5. De manera andloga, podemos definir CE(X) es el grupo libre ge-
nerado por los mapas Lipschitz f, : A" — X y luego definir HE(X).

En general, cuando escribamos H,,(X) para X un espacio topolégico, estaremos ha-
blando del grupo de homologia singular a menos que aclaremos lo contrario.

Definicion 3.8.6 (Homologia de Currents). Dado X un espacio topologico que admite
estructura de variedad diferenciable compacta, recordemos que I,(X) son las Currents
integrales n-dimensionales con soporte en X. Notando que con la suma de Currents,
I,(X) es un grupo abeliano, definimos C,(X) = L,(X) y tomo el morfimo de frontera
como O(T) = 9T € C,,_1(X) para toda T € C,(X).

Observacién 3.8.7. Notemos que 0> = 0 ya que d*> = 0 donde d es el diferencial
exterior, por lo que hay buena definicion. Ademds, bajo la definicion de current integral
que dimos, es claro que 0 va de I,(X) a I,_1(X).
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Por ultimo, para definir la homologia singular ctibica necesitaremos ver otras cosas
antes. Dado n > 0, defino @,,(X) como el grupo libre generado por los mapas continuos
fon:I™— X, donde I = [0, 1] y consideremos ', que manda f, en la base de Q,(X) a

n

S (=) (fU0 — D) € Q,i(X),

=0

donde f{) j = 0,1 es la restriccién de f, al (n — 1)-cubo que se obtiene de igualar la
coordenada i de I"™ a j (y luego podemos pensar f{V : ["~1 — X).

Consideremos ahora D, (X) el grupo libre generado por los f, : I" — X que
son constantes en la k-ésima coordenada de [™ para algin 1 < k& < n. Notemos que
J(Dn(X)) C Dp_1(X), ya que si un g generador de D,(X) es constante en la coorde-
nada k, g0 — gkl = 0,y g9 € D, (X) para todo i # k.

Definicion 3.8.8 (Homologia singular ciibica). Dado n > 0, defino C,(X) como el grupo

cociente gzgg y defino § .= 0 : C,X — C,_1(X), que pasa bien al cociente ya que

9'(Dn(X)) C Dpa(X).

Observacién 3.8.9. Se puede ver 9 = 0 sobre los elementos de la base de Q,(X).
FEsto nos deja ver que 8% = 0 sobre Cy,(X).

Para terminar esta seccion, nos falta hablar de los isomorfismos entre las tres homo-
logias. Notaremos H>"8 HCw vy H? para diferenciar entre las homologias singulares,
de currents y cubicas en lo que queda de esta seccién (y haremos lo mismo con C).

En [12, Corolario 1.6] se prueba que si X es un espacio localmente contractil me-
diante mapas Lipschitz (en particular, si X es una variedad Riemanniana), el ma-
pa [ ] : CHX) — I,(X) que lleva f, a la n-current inducida por su imagen y el

mapa inclusién i : CE(X) — CS08(X) inducen isomorfismos HLX(X) — H(X) y
HE(X) — H3™8(X) respectivamente.

Por otro lado, en [0] se desarrolla la teoria de los modelos aciclicos y se la usa para
probar el isomorfismo entre H*"8 y H?. En este caso, entender el isomorfismo no nos
serd necesario.

3.9. El Teorema de separaciéon de Jordan-Brouwer

En la primer secciéon de la demostracion de la conjetura de Willmore, usaremos que
si ¥ es una superficie cerrada sin borde y conexa de S®, entonces S° \ ¥ tiene dos
componentes conexas. Esto depende de una version generalizada del teorema de la curva
de Jordan, que enunciaremos a continuacion. La demostracion del Teorema se encuentra
en [11, Teorema 7.1.].
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Teorema 3.9.1. Sea X una hipersuperficie cerrada sin borde de R", entonces X
divide a R™ en dos componentes conexas.

Usando esto, veamos la version del Teorema de separacion que nosotros usaremos.

Lema 3.9.2. Sea ¥ C S® una subvariedad conexa, compacta y sin borde con
Dim(X) = 2, entonces S* \ ¥ tiene dos componentes conezas.

Demostracion:
Consideremos p : S3\{z} — R? la proyeccién estereogréfica, que es biyectiva, continua,
y tiene inversa continua p~!' : R® — S3\ {z}.

Como Y es compacta sin bordes y p es continua, p(¥) C R3? resulta una variedad
compacta sin bordes. De esto, tomando el teorema para n = 3 obtenemos que R? \ p(X)
tiene dos componentes conexas, X1 y Xo.

De acd, tenemos que S\ ¥ se divide en los 3 subconjuntos disjuntos {x}, p~'(X}),
y p~1(X3z). Por continuidad, p~'(X1), y p~*(X3) son conexos y abiertos. Si algiin punto
de p~}(X}), y algiin punto de p~!(Xs) pertenecieran a la misma componente conexa,
tendriamos que la unién de ambos conjuntos es conexa. Esto es absurdo, ya que X;U X5
seria conexo por continuidad de p.

Por 1ltimo, notemos que como S?\ ¥ es abierto, existe r tal que la bola geodésica de
53 centrada en x de radio r B,(z) no interseca a X. Como B,(z) \ {z} C S? es conexo,
es subconjunto de p~(X;) o de p~!(X5). Sin pérdida de generalidad, tenemos entonces
B.(z)\{z} C p7'(X1), y como B,(z) es conexo, tenemos que:

1. p71(X1) U {z} es conexo,
2. p~1(Xs) es conexo,
3. pH(X)Up (X)) U{z} = 5%\ X no es conexo,

por lo que S3\ 3 tiene dos componentes conexas. []



Capitulo 4

La Familia Canodnica

4.1. Definiciones Basicas

Noto B* c R* y §% € R* a la bola unitaria abierta y esfera unitaria respectivamente.
Uso B%(Q) para referirme a la bola abierta de R* centrada en Q con radio Ry uso B,(p)
para referirme a la bola abierta de S® centrada en p de radio 7 con la distancia geodésica
esférica.

Definicién 4.1.1. Para cada v € B*, defino F, : S* — S? como F,(z) = (1:“;';) (x—v)—w.

|z

Lema 4.1.2. El mapa F, : S — S? estd bien definido y es conforme.

Demostracién:
Para buenda definicién, nos basta ver (F,(z), F,(z)) = 1 para todo z € S3. Es-

to es igual a (M)Q((x —v), (x —v)) — QM«Z' —v),v) + (v,v), que es igual a

=k [o—of?

(17|”|2)272|561:v|‘v2|2)<(I7v)’v> + [v|?, y queremos ver que esto vale 1. Como |z — v|* # 0y
(1 —|v|?) # 0, multiplicando por |x — v|? y dividiendo por (1 — |v]?) esto es equivalente
a ver (1 —Jv|*) —2{(z —v),v) = |z —v[? y esto es claro tras escribir todo en funcién de

(x,x)y =1, de (z,v) y de (v,v).

Para ver que es conforme, notando F, = F y fijando x € 53, basta ver que el
diferencial DF, es el producto entre una matriz ortogonal y un escalar real, que por
algebra Lineal es equivalente a probar que |DF,(w)| = C|w| para algin C' > 0 real
independiente de w, para todo w € T,(S5%).

Sea entonces x(t) una curva en S* con z(0) = z, 2/(0) = w, tenemos que DF,(w) =

lyl2
Llimo(Fox)(t) = L] (‘;l(t)|_|v|)2 (x(t) —v) — v), y sacando el escalar (1 — |v|?) que po-

demos al final incluir en C', y notando que %|t:0v = 0, lo que nos queda calcular es:

it (st =)

o1
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Tras reemplazar |z(t) — v|* por (z(t) — v, z(t) — v), tras usar derivada del cociente,
derivada del producto interno, y reemplazando ¢t = 0 tenemos que esto es igual a:

w|lr —v]? = 2{x —v,w)(z —v)

|z —of*
Multiplicando por |z — v|* # 0 (lo agregamos a C'), nos queda ver que
wlz —v|* = 2(z — v, w)(z — v)
es de la forma C |w| con C > 0 independiente de w, pero esto al cuadrado es:

= <w]x — v = 2(z —v,w)(z —v),w|z —v|* - 2{z —v,w)(z — v)>

= |z — v|Hw,w) — 4(x —v,w)*|z —v|* + 4z —v,w)?|r — v|?

= |z —v|*|w]?

y ganamos tomando C' = |z — v[*. O

Observacién 4.1.3. Como comentario, notemos que x, v, y —F,(x) estdn alineados.
De esto, podemos entender F,(x) geométricamente como el simétrico por S* al punto en
el que la recta por x y v vuelve a cortar S3, y de esto en particular v/|v| y —v/|v| son
preservados por F,.

Sea ¥ C S% una superficie cerrada embedida de género g. Llamo A y A* a las
dos componentes conexas de S® — ¥ (3.9.2). Llamo N a la normal unitaria de ¥ que
apunta hacia A*. Defino también D3 (r) = {s = (s1,52) € R* : |s] <71, 51 > 0} ala
semicircunferencia de radio r centrada en 0.

Veamos ahora lo siguiente:

Lema 4.1.4. Sie > 0 es suficientemente chico, el mapa A : ¥ x D3 (3¢) — B
definido como

A(p, s) = (1 = s1)(cos(s2)p + sin(s2) N (p))

resulta un difeomorfismo entre X x D3 (3¢) y un entorno de ¥ en B

Demostracion:

El mapa en si esta bien definido siempre que 3¢ < 1. Para usar el Teorema de la funciéon
inversa necesitamos ver que la matriz diferencial DA, o) es inversible. Considerando una
curva a(t) = (p(t), s1(t), s2(t)) en L X R x R con «(0) = (p,0,0) y /() = (p/, s, s) con
p' € T,(X) un vector arbitrario y s}, s5 arbitrarios, tenemos que

p/ o
DAwoo) | 51| = 5 le=o(Aa(t))) = —s1p+p' + 55N (p)
/
2
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donde la ultima igualdad es por regla de la cadena y una serie de cancelaciones (en el
medio aparece %|t:0(N (p(t))) que es mas complicada de calcular, pero se la multiplica
por cero). Notemos que esto es nulo cuando (p/, s}, s5) es nulo ya que los vectores p’ y
N (p) son ortonormales y ambos caen en T),(S?) que es un espacio del que p es ortonormal.
En particular, p’, N(p), p son linealmente independientes y ganamos. [J

Con todo probado, llamo entonces 2, a A(X x D2 (r)) para todo r < 3e.

Definicion 4.1.5. Sea ¢ : [0, 3¢] — [0, 1] suave tal que es constante 0 en [0, €], constante 1
en [2¢, 3¢], y estrictamente creciente en [g, 2¢]. Considero el mapa continuo 7" : B' > B
que es igual a la identidad en B’ \ Q3. vy que en Q. se define como T(A(p,s)) =

A(p, ¢(]s)s).
Notemos que 7' manda un entorno tubular de > a .

Definicion 4.1.6 (Distancia signada). Definamos A,, Af, y X, como F,(A), F,(A*) y

v

F,(X) = 0A, respectivamente. Ademés, definimos d, : S — R como:

d,(x) d(z,%,) para r € A}
W(x) = :
—d(x,%,) parax€ A,

4.2. La Familia Canénica: definiciones y Teoremas.

Definicion 4.2.1 (Familia canénica). Dado ¥ C S® una 2-variedad, defino a la familia
canonica de ¥ como la familia 5-dimensional de subconjuntos 2-rectificables de S® dados
por X,y = 0Awy), donde Ay = {z € S :d,(z) <t},Vv e Bty t e [-m,n].

Observacién 4.2.2. Notemos que Ag ) = Ay, que Ay x) = S3, v que Aw,—m) =0, de
donde X0y = Xy Y X)) = Z(w,—m = 0. Ademds, para que la definicion sea buena,
tenemos que ver que X,y siempre es 2-rectificable: sea N, el vector normal de ¥, da-
do por DF,(N)/||DE,(N)||, considero ¢z = X, — S* dado por i (y) = cos(t)y +
sin(t)Ny(y). No es dificil probar que ¥, C w(m)({p € X, Jac Y (p) > O}), y en-
tendiendo la contencion se puede probar lo deseado.

Probemos ahora este Lema:

Lema 4.2.3. Sean ki(v) y ko(v) las curvaturas principales de 3, en S3, y sea
Hv) = M, entonces

(k1(v) — ka(v))?

1 sin?(t).

Jac Y (y) = (1+ H(v)?) = (sin(t) + H(v) cos(t))* ~
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Demostracion:

Sea {e1, e} una base ortonormal de direcciones principales con curvaturas principales
ki(v) y ko(v) respectivamente. Recordando que e1(y) y ex(y) son los autovectores para
los autovalores k1 (v)(y) v k2(v)(y) de S,(y) = —DN,(y), tenemos que —DN,(y)(e;) =
k;(v)(y)e; para todo y € 3,. Pensando a z como la funcién identidad, obtenemos:

Dipyp),€i = cos(t)D(Id)(e;) + sin(t) DN, (y)(e;) = (cos(t) — k;(v) sin(t))e;
para ¢ =1, 2.
Luego, Jac 11 (y) = (cos(t) —ky(v) sin(t))(cos(t) —ka(v) sin(t)), y podemos concluir

la demostracion expandiendo esto y el lado derecho de la igualdad, usando en el medio
que sin?(t) + cos?(t) = 1. O

Con este Lema probado, podemos demostrar el siguiente Teorema.

Teorema 4.2.4. Para cada (v,t) € B* x (—m, ), vale que:
drea(Ep) < W(E).

Si Y no es una esfera geodésica, la igualdad sucede si y solo sit =0 y X, es una
superficie minimal.

Demostracién:
Por contencién de conjuntos, area(X,4) < érea(1/1(v7t)({p s Jac Y (p) > O})), que

por la Férmula de Area es menor o igual a:

(Jac Yup) dX, < / (14 H(v)?) d¥,
{p:Jac Y(w,t) (p)ZO}

/{p:JaC P(v,t) (p)ZD}

< / (1+ H()?) d%, = W(,) = W(%).

donde la primera desigualdad es por el Lema de recién, la segunda es por contencion
de conjuntos y la tultima igualdad es por invarianza de la energia de Willmore por
transformaciones conformes.

Si tenemos igualdad, entonces vale que ¥, = {p s Jac Y (p) > O}, sin(t) +
H(v)cos(t) = 0 en 3,, y W‘%kz(”))sin(t) = 0 en X,. Si ¥ no es una esfera geodési-
ca, ki(v) — ka2(v) no es constantemente 0, de donde sin(t) = 0 y t = 0, por la tercera
condicién. Por la segunda condicién, reemplazando t = 0 vale que H(v) = 0 para todo
v en Y,, v luego Y, es minimal. []
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4.3. El mapa extendido de Gauss

Para cada p € ¥ y k € [—00, 4+00], considero
_ —k -1
= +
Gor= et T e

que cae en S®. Esto induce un mapa @ : Q. — S* que manda A(p,s) a Q,, donde
k = sy/\/€2 — s2. Este mapa lo podemos extender a Q : Q. U S® — 53 de la siguiente

manera:

N(p),

Q(v) para v € Q.
Qv) =T (v) parav € A\ Q. .
—T(v) parave A\ Q.

El siguiente Teorema nos resultara de suma importancia mas adelante.

Teorema 4.3.1. El mapa Q) es continuo, y si lo restrinjo a S2,
Q58— 53

es un mapa de grado g.

Demostracion:

Como Q : Q. — S? es continua, y €., S® son dos cerrados de R* que cubren el
dominio de @, para ver continuidad alcanza con probar que la restricciéon @ : S% — S3
es continua.

Por definicién, y por continuidad de T (la continuidad de 7" se puede probar por
Lema del Pegado), @ : S? — 5% es continua en S* N Q., en A\ Q., y en A*\ Q.. Solo
falta entonces es entender @ cerca de los bordes de S N (..

Definamos vy, = A(p, (0,t)) = cos(t)p + sin(t)N(p) € Q. N S* (notar que todo
punto de Qy. N S? se puede parametrizar asf).

Si v(py) € S N, tenemos que por un lado limy_,.- Q(v(py) = @, oo = —P, ¥ POT

el otro lado, my, .+ Q(v(ps) = Qp—0o =D
Si v € A\ Qe, tenemos por definicién de @ que

lim @(U(Pi)) = t—l>i£I51* T(U(p,t)) = tl—{%l* A<p7 (07 t)) =D

t——e—

que coincide con el limite que buscabamos.

Por dltimo, si vy € A*\ Q. tenemos Umy .+ Q(vpy) = Umyor —T(vgy) =

lim; .o+ —A(p, (0,t)) = —p, que coincide con el limite que buscdbamos. Luego, @) es
continua.
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Nos falta ahora probar que el grado de @ : S — S3 es g. Para hacerlo, vamos a usar
que Q es suave en cada una de las 3 componentes donde se define por partes. Llamo dV/
a la forma de volumen de S? y llamo V a la conexién inducida en 83 Como el volumen
de superficie tridimensional de S® es 27%, queremos probar que [ @ 53 dV) = 2m2g.

Notemos para empezar que T’ restringido a A\ Q. es un difeomorfismo desde alli
hasta A, y que T restringido a A* \ Q). A* es un difeo desde A* \ Q). a A*. De esto,
tenemos:

A\@Q (dV) = /A - T*(dV) = /A dV = Vol(A)

y como en R* multiplicar por —1 es un difeomorfismo que presenta orientacién,
tenemos:

/ Q' (dV) = / (=T)*(dV) = / dV = Vol(—A*) = Vol(A*).
A*\aa A\as —A*

Como Vol(A) + Vol(A*) = Vol(S5?) — Vol(X) = 272, solamente nos falta probar que
fo e @(dV) = 72(2 - 2)

Por convencién, diremos que {eq, e, e3} € T,(S?) forman una base orientada posi-
tivamente si {e1, ez, €3, p} € T,(R?*) lo hacen, y que decimos que {ey, e} € T,(2) estan
orientados positivamente si {ey, €2, N(p)} € T,(S?) lo estdn.

Sea G : X x [—¢,¢] = S3 N Q. el mapa definido por
G(p,t) = Alp, (0,1)) = cos(t)p + sin(t)N(p).

Calculando la derivada en t = 0 y p genérico, es facil chequear que si € es suficientemente
pequeno, G es un difeomorfismo. Ademads, si tomo la base de ¥ x [—¢, €] que hace que
{e1, €2, 0} esté orientado positivamente cuando {ey, e2} € T,(X2) lo esté, tenemos que:

G (61/\62/\6t)|p0 —61/\62/\N( )

Aca G, es pushforward de formas, y recordemos que para revisar que dos formas de
Volumen son iguales basta con revisar que valen lo mismo evaluadas en un campo, ya que
todas dos son una multiplo de la otra. Luego, ganamos tomando el campo (eq, ez, N(p)).

De esto, G preserva orientacién. De esto, si defino Q = Q o G, que resulta que-
dar definido como Q(p, ) = —tp - 7V526_t2N(p) (va de X x [—¢,¢] a S?), tenemos que

fQ nS3 Q dV fEx ae] (dV)) = fEX[—&"g] Q*(dV).
Sea ahora {ej, e2} una base ortonormal de 7,3 que diagonaliza la segunda forma
fundamental, tenemos en particular que V., N = —k;e; para ¢ = 1,2. De esto, como el

diferencial evaluado en e; de la funcion (p,t) — p es e; (pensarlo evaluandola en una curva
LQtQ (—ke;) =

que en 0 pasa por p con direccion e;), tenemos que DQ|q, ) (€;) = —Le; —
(—é + kl 52879)61‘
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Por otro lado, tenemos que DQ| .+ (0;) =
at.

— 1Pt mN (p) tras derivar con respecto

Ahora, es facil revisar que {DQ|(p7t)(el), DQ| 1 (€2), DQ\(p,t)(ﬁt)} es una base orto-
gonal, y que el vector Q)(p,t) tiene norma 1 y es ortogonal a estos tres. De esto, si Volgs
es la forma de volumen estandar en R*, tenemos que:

Q" (dV)| (€1, €2,0) = dV gy (DQ(e1), DQ(e2, ),
= V01R4 (DQ(el), DQ(GQ), DQ(at), Q(p, t))

Para calcular este volumen, considero la base ortonormal {eq, es, N(p), p}, v tenemos

DQ(dy))

que en esta base, (DQ(e1), DQ(es), DQ(d;), Q(p,

t)) se escribe como

t

82—t2

—— + ky 0 0 0
€ €
t 2—t2
0 N 0 0
€ €
-1 t
0 0 —_— —
€ eVe? — 2
t 2—t2
0 0 L
€ €
cuyo determinante resulta igual a
t — 12 t — 12 —1 1 12
—— k) (—— k = — | kikove2 — 12 — (k1 + ko)t + —— | .
( €+ € 2 €+ £ 2)( 52—152) €2<1 2ve (ka4 et + 62—t2>

Luego, tenemos que

t2
/ / / (]{1/{2 g2 —t2 — (kl + k’g)t +
Ex[—e, 5] c2 — 2

Notemos ahora que f ° /22 — #2dt se puede resolver sustituyendo u = esin(t), pa-
/2 71'6
ra obtener &® [*, cos*(u)du = T

g2 f:/r% sin?(u)du =
arriba da:

) dtdX

. Con la misma sustitucién, se ve f

%. Juntando esto y usando que f_€ tdt, tenemos que la 1ntegra1 de

57'(' ™

ks Y = /OdE— 1d2:—/(k1k2+1)d2.
b)) 22

€7T

C9e2 2e2

Notemos ahora de la prueba de 2.6.17 que en S? vale que la curvatura Gaussiana Ky,
es igual a Kgsps + kiky = 1 + kiko. Luego, el Teorema de Gauss-Bonnet generalizado
(2.7.1) nos dice que

(e

-3 /2(1 + kiko) d¥ = _g/zKE dy = —g(%x(E)) = —712(2 - 29) = (29 — 2),
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de donde [5 g Q" (dV) = 7?(2g — 2) como querfamos ver. []

El dltimo Teorema de esta seccién también nos sera ttil a futuro. Este nos dice que
las areas de los ¥, ;) no pueden concentrarse cerca de un punto:

Teorema 4.3.2. Para todo 6 > 0 existe r > 0 tal que

Area (BwyNBr(q) <6

para todo q € S, ve B* yt € [-m, 7.

La prueba del resultado excede los limites de esta tesis, por lo que no lo probaremos.



Capitulo 5

Familia Canoénica Extendida y
Familia Min-Max

5.1. Algunas Definiciones, y la Meta de esta seccién

El objetivo de esta parte de la prueba es extender (y reparametrizar) la familia
canénica definida en 4.2.1 para que en vez de ir desde B* x [—m, 7| a subconjuntos 2-

rectificables de S3, vaya desde B x [—m, 7] a 2-currents integrables de S®. Al mismo
tiempo, lograremos que la familia sea continua en algtin sentido 1til.

Dado k € [—oo,+0o0], considero T, = Z — arctan(k) € [0,7] y considero Ry =

2
\/2(1 — k/v1+ k%), de modo que vale:

B, (@) N S* = By (Qp)-

Tomo ahora 7 : Q. — [0, 7] que manda A(p, s) a Ty, para k = s,/,/e2 — s3. Extiendo
esta funcién a una 7 : S3 U Q. — [0, 7], donde 7(v) se define igual sobre €., vale 0 en
A*\ Q,, yvale men A\ Q..

Con estas definiciones podemos enunciar formalmente el primer objetivo de este
capitulo, en la forma del siguiente Teorema:

Teorema 5.1.1. FEl siguiente mapa estd bien definido y es continuo en la Topologia
bemol para Currents:
C: B x [-m, 7] = Z,(5%)
Ol AT B*\ Q.
.1y =  AMAawall parav € B \ Qe
Ol Brw)+:(Q(v))|]]  parav e S?UQ,

Ademdas, vale que M(C(v,t)) < W(X), C(v,m) = 0 y C(v,—m) = 0 para todo
(v,t) € B' x [—m, 7).

29
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Esto serd probado al final de esta seccion.

5.2. Resultados Preliminares

En la siguiente seccion, usaremos A para referirnos a la diferencia simétrica entre
dos conjuntos.

Recordemos al mapa A : ¥ x D2 (3¢) — B, el cual habiamos definido como A(p,s) =
(1 — s1)(cos(s2)p + sin(se) N (p)). Si v, es una sucesién en B* que converge a p € 3,
entonces para n suficientemente grande existen tnicos p, € Xy s, € D?(3¢) tales que
U, = A(pn, $p). Como A era difeomorfo a su imagen, es claro que p, — p y que s, — 0.

Notando ademas que Ez";i € [—00,400| para todo n, tenemos que o bien existe

una subsucesion s, tal que Ez:];i — 400, 0 existe una tal que Ez:jij — —00, 0 %
J "]

eventualmente cae en un compacto y luego existe subsucesion tal que Eznjij —ce R
nj

Luego, tomando una subsucesion podemos asumir sin perder generalidad que Ez:—;f —
k € [—o00, +00].

Probemos ahora el siguiente Lema.

Lema 5.2.1. Sea (v,,t,) € B* x [—7, 7| una sucesidn que converge a (v,t) €
B x [—m, 7).

1. Siv e B* entonces lim,_, oo Vol(Aw, 1) A Awyy) = 0.

2. Siv e A entonces limy, o Vol(Agw, t,) A Brit(v)) =0 y para todo 6 > 0,
si n es suficientemente grande vale que

S (wntn) C Bryt45(v) \ Bryr—s(v).

3. Siv e A* entonces lim,_, oo VOl(Aw, 1) A Biy(—v)) =0 y para todo § > 0,
si n es suficientemente grande vale que

Yi(on,tn) C Biis(—v) \ Be—s(—v).

Demostraciéon:
Llamemos N, al vector normal a 3, con la direccién de DF,(N). Considero el mapa
exponencial normal de ¥, exp, : ¥, x R = S3, dado por

exp, (y,t) = cos(t)y + sin(t) N, (y).

Como X, es compacto, sabemos que para todo x € S? existe al menos un y € 3, tal
que = = exp, (v, dy(x)). Como consecuencia de esto, (A \ Aw,s)) C exp, (X, x [s,1)) si
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s <t.

Probemos entonces 1: sea § > 0, notemos existe n > 0 tal que
Vol(exp, (6, x [t —n,t +1n])) < 6.

Usando la interpretacion geométrica de F,, tenemos que la sucesion de superficies %,
tiende uniformemente a 3, (ya que v, tiende a v € B?*). Como ademds ¢, — t, con
desigualdad triangular podemos ver que Ag—y) C A, 1) C Aw,t+y) Para n > ng.

Tenemos entonces que para n > ng, por un lado A, 1) U Ay C Awtn) ¥ por el
otro Awt—n) C Awntn) N A, De esto, sin > ng:

VOI(A(vn,tn) A A(u,t)) S VOI(A(U7t+n) \A(Uﬂf*ﬁ))

< Vol(exp, (6, x [t — 1.t +n])) < 4,

por lo que estamos.

Probemos ahora 2. Como v € A, existe r > 0 tal que B,(v) C A. Dado ¢ > 0, por
la interpretacién geométrica de F, tenemos que al acercarse v, a v, F, (B,(v)) tiende a
cubrir cada vez una parte mas grande de S®. En particular

Bﬂ'*(S/Q(’U) C F’Un(BT(U)) C F'Un(A) - A(U’ﬂvo)

paraﬂ)do n > ng. Notar que como X, es el borde de A,, o), este cae en 35/2(_7.]) =
S?\ Br_s/2(v) para estos n. Pidamos ademds a ny que sea suficientemente grande tal
que [t, —t] < .

Con esto, si t > 0, tenemos que Br_s(v) C Aw, —s/2) C Agwnt,) Por el parrafo
anterior y desigualdad triangular. De esto, X, +,) C Bs(—v), por lo que X, +,) C
Bryirs(v) \ Brii—s(v), ya que B,(v) = S? para todo 7 > 7 (ya que dos puntos en 3
distan en a lo sumo m geodésicamente).

De esto mismo, B,,+(v) = S® y luego
Vol(A (1) A Bryt(v)) < Vol(S*\ A, 1)) < Vol(Bs(—v))
por lo que 2 vale si t > 0.

Notar ademéas que como A, ¢y tiende a cubrir todo S3.sit > 0 tenemos que Alpptn) =
S? para n suficientemente grande (y luego X, 1) = 0).

Si ahora t < 0, tomo n; > ng tal que ¢,, < 0 para todo n > n;. De acé, si x € A, +,)
y y € %, es tal que realiza la distancia (es decir d,, (z) = —d(z,y)), tenemos por la
desigualdad triangular que

d(x,—v) > d(z,y) — d(y, —v) = —d,, () — d(y, —v) > —t, —0/2 >t — 9,

donde la desigualdad d,, (x) + d(y, —v) < t, +0/2 sale por la definicién de A, +,) ¥y por
2y, C Bsja(—v). De esto, A, ) C S\ B_t_s(v) = Brisy5(v) para todo n > ny.
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Ademas, si @ € Brys—5(v), x cae afuera de Bs/o(—v) y de 3,, C Bs/2(—v) tenemos
que:

d(x,%,,) > d(x,0Bs)2(—v)) > =t +6/2 > —t,,

donde la pentltima desigualdad es por d(x,—v) > § —t y por desigualdad triangular.
De esto, € Ay, 1) v uego Briy—5(v) C A, 1) C Bryeys(v) para todo n > ny.

De esto, Xy, t.) C Brit1s(v) \ Brit—s(v) por el mismo argumento de frontera que
hicimos antes en esta demostraciéon. Ademas de la misma contencién, tenemos que

(A(vmtn) A By (v)) C §w+t+5(v) \ Brit—s(v)

y el volumen deseado tiende a 0, lo que completa la demostracion del Lema 2 para t < 0.

Para demostrar 3 hacemos exactamente lo mismo que acabamos de hacer para probar
2, cambiando el signo cuando sea necesario. []

Con este Lema probado, nuestro proximo objetivo es entender qué pasa cuando la
sucesion de este Lema tiende a un punto en Y. Eso se puede entender mediante las
observaciones hechas al principio de esta seccién y medinte un Lema que enunciaremos
en breve.

Sin embargo, antes de enunciar este Lema, enunciaremos y probaremos un Lema
intermedio que nos sera util.

Lema 5.2.2. Eziste rqg > 0 tal que Vp € X vale que:

B, (cos(ro)p — sin(ro)N(p)) C A C A C S*\ B,,(cos(ro)p + sin(ro) N(p)).

Demostracion:

Para empezar, es un resultado clasico de geometria riemanniana que si rg es suficien-
temente chico y x € S3 cumple d(x,¥) < rg, existe un tinico ¢ € 3 tal que la geodésica
méas corta uniendo x y ¢ es ortogonal a > en ¢. Una prueba de esto se puede extraer
como consecuencia de [13, Capitulo 5, Lema 3.3] y de que ¥ es una variedad compacta.
En particular, vale d(z, q) = d(z,Y).

Sean x1 = cos(rg)p — sin(ro)N(p) y xa = cos(ro)p + sin(ro) N (p), entonces d(z1, ) =
d(z2,X) = ro. De esto, B, (1) NE = By (29) NE = 0. Como 21 € Ay z9 € A*, tenemos
A C B, (x1), A* C By, (x2) y estamos. [J

Ahora, enunciaremos un Teorema que también usaremos para probar el Lema que
buscamos demostrar, cuya demostracion excede los limites de esta Tesis.
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Teorema 5.2.3. Existe una constante fija Cy > 0 y para cada r € (0,7/4) existen
Cy > 0y ey > 0 (que dependen de r) tales que si (p, N) = 0, con p, N € S3
entonces para todo 0 < s < eg y [t| < eq, vale que
B:_ .0, (@)NS® C Fy(Bls(—N)NS®) C By, (@) NS

Yy que - o

Fy(A(p, N,7)) C Bg, o0, (@) \ Bf_, (Q)
donde A(p,N,r) = S3\ (B,(cos(r)p +sin(r)N) U B,(cos(r)p — sin(r)N)), v = (1 —
s)(cos(t)p + sin(t)N(p)), a = /[(s,0)], y si k = £, entonces se define Q = ﬁp —

1 n _ 2k
)y B =12-

Por tltimo, gntes de enunci'ar el Lema recordgmqs @M = ot ka P+ ot +1k2N (p).
Estamos ahora listos para enunciar y demostrar lo siguiente:

Lema 5.2.4. Sea (v,,t,) € B* X [—7, 7] una sucesién que converge a (p,t), con
p € Xyt € |[—mm], tal que v, = A(pn, (Sn1, Sn2)), con Ei:—;f — k € [—00, 0],
entonces 1imy, oo Vol A, 1) A B;Ht(@p’k)) — (0,

Ademds, V6 > 0 vale que Xy, 1) C Br4146(Qpi) \ Bro+1—s(Q,x) para n suficien-
temente grande.

Demostracién:
Sea k, = zn%, sabemos que k, — k y que p, — p. Para cada ¢ € ¥, defino B, =
Br2(—N(q)) = B%(—N(q))ﬂSS’. Tomando ry del Lema 3.3, notando que B, (cos(ro)p—

sin(ro) N (p)) esta totalmente contenida en B, , y notando que B, (cos(rq)p+sin(ro) N (p))
no interseca a B,, , tenemos que:

AN B, C 8%\ (Byy(cos(ro)p +sin(ro) N(p)) U By, (cos(ro)p — sin(ro) N (p)))

Ahora, por el Teorema 3.4 existe un Cy > 0 y un ng tal que
B%kn_com(@pn,kﬂ) n 53 - Fvn (Bpn) - B%kn+com(@pn,kﬂ,) N 53

para todo n > ng, donde a,, = |(Sn1, Sn2)| = sn14y/1 + k2 (notar a,, — 0).

Nos gustarfa probar esta misma doble contencién para F,, (A). Prestando notacion
del Teorema 3.4, y como F, es biyectiva, tenemos F, (A) A F,, (B,,) = F,,(AA B, )=

F,, (83 \ A(pn, N(pn),70)) = S®\ Fo(A(pn, N(pn),70)), pero por el mismo Teorema
sabiamos que:

Ey(A(pn, N(p),70)) C B%kn-&-(h\/@(épmkn) \ B%kn_clm<©pn,kn)v
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donde C depende de 1 pero ry esta fijo. Luego, podemos tomar C' = min{Cjy, C1 }, y co-
mo B _CW(Q o k) CONtiene a F, (B, ) pero no se interseca con (F,, (B, ) A F,, (A)),

tenemos que contiene a F, (A). De una manera similar, S®\ B4 no se

Ry +C\/7(Qp’mkn>
interseca con (£, (B,,) A F,,(A)) ni con F, (B,,), por lo que Juntando todo llegamos
a

B;l{k —CW(Q n) m 53 - Fvn (A) C B;l% +C\/7(Qpn,kn) m SS’
donde nuevamente a,, — 0.

De esto, y de la definicion de 7, , para todo § > 0 existe n; > ng tal que para todo
n > ny vale que

BFkn_é/Q(mekn) - Fvn (A) - Brk +6/2<Qpn7 n)
por 10 que EU” C Brk7L+6/2( pn; n) \ B"'kn_é/Q(me n)

Si Ty = m tenemos Br_s/2(Q,, 1.) C Fu, (A) y X0, C S*\Br_s/2(Q,, 1, ). Acé estamos
en una situacién andloga a la demostracién de Lema 3.2 (2), y podemos terminar tras
seguir la misma demostraciéon que en ese Lema y ajustando ng para que Qpn K Y Qp K
estén lo suficientemente cerca. Similarmente, si 7, = 0 tenemos F,, (A) C Bs/2(Q,, 1,)
Y Yu, C Bs/2(Q,, 1), v la misma idea funciona.

Supongamos ahora que 7, € (0, 7). y tomemos 0 < § < min{7y, ™ — 7 }. Tomemos
ny > ny tal que si n > ny entonces [t, —t| +d(Q,, 1., @Qpr) + [Tk, — Tkl < /2. De esto,

sin > no, Q & € Fy, (A) pero —Qp,k ¢ F, (A).

Probemos ahora que A, ) C EFk+t+5(@p,k) para n > no. Fijamos n y fijamos
r € A, 1, Sabemos que d,, (z) < t, y que x = exp,, (v, d,(z)) para algin y € ¥, .

Sidy, (x) >0, d(z,Q,,) < d(x,y)+dy, Q, 1)+ dQ, &, Qpr)- Ahora, d(z,y) <
t, < t+|t,+t|. Ademas, d(y, Qo) < Ty +6/2 < T+ [T, —T4|+6/2 por la contencién
de bolas que probamos arriba. Juntando todo, tenemos

d(z, Q) S t+Tk+ [Fh, —Tu| +6/2+d(Qp, 4,» Qpi) <Tr+E+,

que es lo que queriamos.

Sid,, (r) <0,z € F, (A),y todo camino continuo de z a —@p K, interseca a 3, ,
ya que I, (A) C By, 1s/2- De esto, d(z, Q ) > d(z, Qp k)~ d(mekn Q bk), que
es mayor o igual a d(z, %, ) + d(%,,, _@pn,kn) d(@pmkn Q,x)- En este caso, tenemos
que d(x,%) = —d,, (x) > —t, y tenemos que como los puntos de ¥, distan a lo sumo
Tk, +0/2 de Q, . por la contencién de bolas, distan en al menos m — 7, — §/2 de
_@pn,kn' Juntando todo, nos queda

d(z, -Q, p) > m— (L, +Tkn+d(Qpnkn© k) —0/2>m—t—Tp—0

y luego d(z, @p,k) < T+ 1+ 9, de donde concluimos A, +,) C E?kthJrJ(@p,k)'
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Para probar By, +1-5(Q, 1) C A, t,) Procedemos similarmente: considero x tal que
dy, (x) > t,, tomamos y € ¥, tal que x = exp,, (y,d,(x)), y tratamos de probar que
d(x,Q, ) > T+t — 0 (para probar la inclusién inversa entre los complementos).

Si dy,(x) > 0, uso que cualquier camino desde = € F, (A*) hasta Q,, € F,, (A)
interseca a X, (ya que By, _52(Q, 1) C Fu,(A)), y la cuenta es andloga al caso
d,, () < 0 de la contencién anterior.

Si d,, (z) < 0, pruebo que d(z, —Q,;) < ™ — T —t+ 6 con una cuenta andloga al
caso d,, (r) > 0 de la contencién anterior.

Tenemos entonces Br, 4 5(QP k) C Awpin) C BTHH(;(@p’k) C A, tn)- De esto, es
claro que ¥, 1,) C Brt146(Qpp) \ Broi—s(Qpp) ¥ que:

(A(Un,tn) A Eﬂﬁ‘/ (@p,k)) - E?kthJré (@p,k) \EFk+t*5(@p,k>7

lo que implica el resulado ya que § > 0 puede ser arbitrariamente chico. [J

5.3. Extension de la Familia Candnica

Recordemos que la funcién 7 : Q. — [0, 7] estaba definida como 7(A(p, s)) = 71, =

% —arctan(k), donde k = s5/4/e? — s3, y recordemos que esta funcién se extendia a la

funciéon 7 : S3 U Q. — [0, 7] tomando 7(v) =0 en A*\ Q., y 7(v) =7 en A\ Q..

Observacion 5.3.1. Veamos que esta ultima T es continua: claramente, es continua en
las dos componentes donde es constante, y tambien en §2., ya que ahi es composicion de
funciones continuas.

Ademds, si tomamos v(t) = A(p, (0,t)) = cos(t)p + sin(t)N(p) € Qo N S?, y te-
nemos que lim;_,.- 7(v(t)) = limy_, (5 — arctan(k)) = 0 por un lado, mientras que
limy_, o+ 7(v(t)) = limg__o(5 — arctan(k)) = m por el otro, lo que implica la continui-
dad deseada por Lema del pegado.

Probemos ahora este Lema:

Lema 5.3.2. Sea U : B' x [—m, 7] — I5(S3) el mapa definido por

) HB?(’U)th(@(U))H para v c Sg U ﬁe .

entonces U estd bien definido y es conitnuo respecto a la topologia que induce la
métrica M.
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Demostracion:

Notar que A(r(),s) tiene frontera de drea finita para todo v € B*\ Q.. De esto,
[Arw .l € I3(5%) ya que Ay es una 3-subvariedad de S® y dAp@) 4 es una 2-
subvariedad rectificable de S3. Como lo mismo se puede decir inmediatamente para

Br(1)4+1(Q(v)), U esté bien definido.

Usaremos que si V;, V5 son subconjuntos abiertos de S2, vale que
M([[Vi[] = [[V2]]) = M([[Vi\ Va[] = [[V2\ VA]]) = M([[Vi\ Ve[ + [[V2\ VA]]) = Vol(Vi A V3).

donde la segunda igualdad se puede probar tomando una sucesion de funciones suaves
que aproximen a 1 en V3 \ Vo y a —1 en V5 \ V] y la tercera igualdad es por 3.3.6.

Con esto, podemos usar los resultados de la seccion anterior para probar la continui-
dad de U: si (v,,t,) — (v,t) con v,,v € B\ €., tenemos por el item 1 de 5.2.1 que
limy, 100 M(U (v, t,) — U(v,t)) = 0.

Si (vp,tn) — (v,t) con v € A\ Q.. Por continuidad de T, T'(v,) — T(v), con
T(v) € A\ X por definicién de T, y tenemos que 7(v) = 7. De esto, tenemos por un
lado que U(v,t) = [|Br4(T(v))|] v por el otro tenemos que si n es suficientemente
grande, U(vy,tn) = |[Bryt, (T(v))]] si v, € S? (ya que v, eventualmente cae en A\ €0.)
Y U(vn, tn) = |[A@.) el st vn € B

Usando el item 2 de 5.2.1 y que Vol(Br+(T'(v)) A By, (T(v))) — 0, tenemos que
necesariamente
lim M(U(vp,t,) — U(v,t)) = 0.

n—-+o0o

El caso (vn,t,) — (v,t) con v € A*\ Q. sale de una manera analoga usando el ftem 3
de 5.2.1.

Recordemos ademds que por el Teorema 4.3.1 () es continua en v, y que por el princi-
pio de esta subseccién, 7 también lo es. De esto, la restriccién de U a €. es continua en la
topologia inducida por M por el mismo argumento de volumen de diferencia simétrica.
Luego nos falta entonces solamente el caso (v,,t,) — (v,t) con v, € B*\ Q. y v € 0Q..

Como v,, € Qy. para n suficientemenete grande, escribo v, = A(py, 8,) vy v = A(p, 5),
donde ¢ = |s| < |s,|, y donde s,,s € D% (2¢). Es claro que % — 2 € [~o0,400], ¥

defino este valor como k. Recordando la definicién de T', tenemos que T'(v,,) = A(pn, uy),
donde u,, = ¢(|sn|)sn.

Notemos que de esto, *22 — k, u, — 0y luego T'(v,) — T'(v) € . Luego, podemos

oy,
usar el Lema 3.5 y la propiedad sobre diferencia simétrica para ver que

lim M([|A @)l = [1Br+e(@pp)1]) = 0.

n—-+00

Como U(vy, tn) = [[A(r(wa),ta)l], basta probar que U(%Q = [|Bn+t(©p,k))|]a por lo que
nos alcanza con ver que 7 +t =7(v) +ty que Q,, = Q(v).
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Recordemos que si v = A(p, s), T(v) se definfa como 7 y Q(v) se definfa como p, k

— S92 : o . 59
para k = T Como pedimos que ¢ = |s|, este k coincide con 3, que es el k& que

habiamos definido arriba, y luego tenemos las igualdades deseadas. [

Notemos que de 5.1.1 tenemoos C (v, t) = OU (v, t) para todo (v,t) € Bx |-, 7|. Este
mapa esta bien definido ya que como U(v,t) € I3(S?) y 9% = 0, vale C(v,t) € Z,(5?).
Nos falta entonces probar que M(C(v,t)) < W(E) ¥(v,t) € B' x [~m,7] y que C es
continuo en F para terminar la prueba.

Como W(X) > 4, lo primero es cierto para v € S®U (., ya que en este caso C(v,t)
es una current inducida por una subvariedad de drea a lo sumo 47 (esfera de radio < 1).
Luego, nos basta con ver el caso v € B*\ Q..

Notemos que como T'(v) € B4, A(r(v),t) €s un abierto de S3 y tiene perimetro local-
mente finito, por ser su borde una variedad 2-rectificable. Recordemos de la seccion 3.7
que si 0" A(r(w) 1) es la frontera reducida de A(p(,),), entonces por 3.7.8 y el item (3) de
3.7.7, vale que

M@l Acwol) = [ 11040l = H(0" Awer))

donde recordemos que ||0Ar(),4|| en la segunda igualdad es la medida que induce el con-
junto de perimetro localmente finito A(r(,) . Como ademas la frontera reducida esté con-
tenida en la frontera topoldgica (3.7.6), tenemos que H?(0*Airw)p)) < H2(Erw).y)) <
W(X). Esto prueba la desigualdad deseada.

Probemos ahora que el mapa es continuo en la topologia bemol para currents: que-
remos ver que F(C(vp,t,),C(v,t)) = 0 cuando v, — v y t, — t, pero por definicién
F(C(vp,t,),Clv,t)) < M(Q) para todo @ € I3(S?) tal que C(v,,t,) — C(v,t) = 9Q.
Como el diferencial de formas es lineal, se puede probar que la frontera en currents
también lo es, y luego podemos tomar Q) = U(v,,t,) — U(v,t) de donde el resultado es
directo por el Lema 5.3.2.

Lo tltimo que nos falta probar es que C(v,7) = C(v,—7) = 0. Si v € S U Q,,
tenemos que como la imagen de 7(v) es [0, 7], U(v,7) = [|S?|] y U(v, —7) = 0, por lo
que estamos. Si v € B*\ €., tenemos que ningiin punto p € S* puede distar en 7 o
mas de Yp(, (ya que siné Xy, C {—p}). De esto, Ay n = S*, Arw),—mn =0, lo que
termina de probar lo deseado.

Esto concluye la demostracién de 5.1.1.

5.4. La familia Min-Max

El objetivo de lo que queda de este capitulo es construir un mapa ® hacia Z5(S?)
sobre el cual aplicar Teoria Min-Max. Recordemos la definicién del mapa C' de la seccién
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anterior. Notar que podemos extender este mapa a B* x R definiendo C (v,t) = 0 para
todo |t| > 7. Llamaremos C' a esta extension. Por el Teorema de extension de Tietze,
como S® U Q). es compacto en B podemos también extender 7 a una funcién continua
F:B = 0, 7].

Tomemos un homeomorfismo que preserve orientaciéon f : I* — B (notar que f|sp
es un homeomorfismo de 9I* a S?), y tomemos ademas v : R — R tal que y(s) = 0 para
s<3y7(s)=2s—1paras> 3.

Definicion 5.4.1 (Familia Min-Max). Definimos la familia Min-Max de 3 como el mapa
P : I° — Z,(S5?) dado por

O(e,t) = C (f(@), 22t = 1) + (£ @))G ~ 7(f(@)).

Notemos que si € OI* entonces por la definicién del mapa C en 5.1.1 tenemos que

Y(If(@)]) = 1y Tuego ®(z,t) = 9| Bar(at—1)1x2(Q(f (2)))]]-

Vamos ahora a probar un Teorema que resumira todas las propiedades utiles de .
Llamaremos T C V,(S%) al conjunto de las grandes esferas (no orientadas) en S3. Por
definicion, este conjunto se puede pensar topoldgicamente como el espacio proyectivo
real RP?. Recordemos la definicién de m(®,r) dada en 3.2.

s ~

Teorema 5.4.2. Sea ¥ C S? una superficie embebida de género g, entonces el
mapa ® : I° — Z5(S3) cumple las siguientes propiedades:

1. @ es continuo respecto a la topologia bemol de Currents.

2. ®(I* x {0}) = ¢(I* x {1}) = {0}.

3. sup{M(¢(z)) : xz € I’} < W(X)

4. La restriccion ® : OI* x I — Z5(S3) es continua en la métrica F.
5

. Para todo ¢ € T* el mapa o : I — Z5(S?) dado por a(t) = ®(c,t) cumple
que a(t) = 0[|U(t)|] ¥t € [0,1], donde los conjuntos U(t) tienen perimetro
finito en S3, U(0) =0. U(1) = S® yt — [|U(t)|] es continua en M.

6. max{M(®(z)) : x € OI°} = 4w, y si se alcanza el mdzimo en x, entonces
|®(z)] € T.

7. Para todo 6 > 0 existe € > 0 tal que si (z,t) € I° cumple F(|®(x,t)]|,T) <
e, entonces |t — 1] < 6.

8. El mapa |®| : 9I* x {1} — T que se define como |®|(z,3) = |P(z, 1) =

|0Br/2(Q(f (2)))] cumple que

9], (01" x {3}]) = 2 € Hy(RP) = .

9. lim,_,om(®,r) = 0.
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Demostracion:

(1) es consecuencia directa de 5.1.1, ya que f es continua. Para (2), notemos que
como 0 < 7 < 7, tenemos que 27 + y(|f(2)|)(5 — 7(f(x))) > 7, de donde ®(z,1) =
C(f(x), 2m +7(|f(@))(5 =7(f()))) = 0. Similarmente, =27 +~(|f(z)[)(5 —7(f(2))) <

—my ®(z,0) = 0 para todo x. Ademas, (3) es también consecuencia directa de 5.1.1.

Para probar (4), basta probar que la restriccién de C' a S? es continua en F. Para
hacerlo, basta probar que C' es continua en la métrica bemol de Currents (cosa que ya
hicimos en 5.1.1) y que si (v,, t,) — (v,t) con v,,v € S* entonces

F([0[ Brw,)+, (Qwa))[]l, 10[ Brwy++(Q(w))Il) — 0.

Esto se puede probar usando que las f € C.(G2(R?*)) que tomo para calcular esta
distancia son 1-Lipschitz, y usando que los planos tangentes a 2-esferas cercanas en S®
SON Cercanos.

Para probar (5), basta tomar U(t) = U(v,t), con U definido como en 5.3.2. Que
U(t) tiene perimetro finito en S® lo probamos cuando vimos que las fronteras eran 2-
rectificables, y lo probado en este mismo Teorema implica todo lo demas.

Para (6), notemos que si (z,t) € OI°, entonces t =0, t = 1, 0 z € JI*. Los primeros

dos casos son irrelevantes ya que ® = 0, y para los demas tenemos que O(x,t) =
O[|Bor2t—1)+x/2(Q(f(2)))]], de donde la masa es el area de una esfera de radio a lo sumo
1 (es decir a lo sumo 47), y la igualdad se consigue en el caso t = %, que es equivalente

a ®(x,t) € T (para z € dI*). Notar que esto tltimo y (4) implican (7).

Para (8), considero el revestimiento de dos cartas 7 dado por 7 : S* — T, n(p) =
|0By/2(p)|. Por definicién, tenemos |®|(z, 1) = 7(Q(f(x))) = (m o Q o f)(x), de donde
por [10, Pdgina 189, propiedad (b)] el grado de esta composicién es el producto de los

grados de f (1 por homeo), @ (g por el Teorema 4.3.1) y m (2 por ser revestimiento de
dos cartas). Luego, el grado de z — |®|(z, 1) es 2¢ y estamos.

(9) es consecuencia inmediata de 4.3.2 por la definicién de m(®,r) y por la relacién
entre Masa local y area. []
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Capitulo 6

Teoria Min-Max de Almgren-Pitts

6.1. Sobre complejos simpliciales

Noto (M, g) a una 3-variedad riemanniana compacta. Llamo ™ al n-cubo, I} a su
frontera, y para cada j, I(1, ) es el 1-complejo simplicial que consiste en I partido en 3/
cachos iguales. Llamo [I(n, j) al complejo que sale de multiplicar I(1,j) n veces. Llamo
I(n,7), a las p-celdas del complejo, y Iy(n, j), son las contenidas en el borde. Iy(n, ) es
el subcomplejo borde.

Sea av una p-celda, llamo «(k) al subcomplejo p-dimensional de I(n, j + k) generado
por lo contenido en a. Para ¢ < p, llamo a(k), al conjunto de las g-celdas de a(k).
ap(k), es lo mismo pero pido soporte contenido en el borde de a.

Defino los subcomplejos de I(n,j) top, bottom y side, que son respectivamente
T(n,j) = I(n—1,5)@ (1]}, B(n,5) = I(n—1,7)&{[0]), y S(n, ) = To(n—1, )@ I(1,).
Noto T'(n,j), vy andlogo con bottom y side a sets de p-celdas. Llamo 0 al morfismo de
borde de toda la vida. Defino una funcién distancia d entre vértices de I(n,j) que es
37 veces la Manhattan (asf, dos vértices estdn unidos por una 1-celda s y sélo si su
distancia es 1).

Por tltimo, defino el mapa nearest como n(i,j) : I(n,i)g — I(n, 7)o, que manda un
vértice de I(n,i) al mas cercano en I(n, j) segin la métrica d. Notar minimo existe y es
tnico. Notar que si i < j entonces es el mapa trivial. Notar que n(k,i) = n(j,47) on(k, j)
cuando 7 < 7 < k.

Definicion 6.1.1 (Bondad). Dado un mapa ¢ : I(n,j)o — Z,(M), defino a la bondad de
¢ como:

b(qb):sup{ :m,yel(n,j)g,x#y}.

Observaciéon 6.1.2. Usando que la Masa de una current es una métrica que cumple
desigualdad triangular se puede verificar que b(¢) < 6 < M(¢p(x) —¢(y)) < § para todos
los x,y con d(z,y) = 1.
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6.2. Definiciones relacionadas a homotopias

Definicion 6.2.1 (Mapas n-homotépicos con bondad d). Sea @y : dI" — Z5(M) una
funcién continua en la métrica estandar de 91" y la F de Z5(M), que ademas cumple
que Do(I"1 x {0}) = Po(I" x {1}) = 0. Diremos que ¢; : I(n,k;)o — Z2(M) para
i = 1,2 son n-homotdpicas en (Z5(M;M), ®g) con bondad § si existen k € Ny 1 :
I(1,k)g x I(n,k)g — Z5(M) tales que:

1. b(v) < § (donde pienso I(1,k)y x I(n,k)o como I(n+ 1,k)o).
2. ([0, 2) = dr(n(k, kr)(2) y (1], ) = P2(n(k, k2)(2)).
3. ?,U(I(L k)O X T(”? k)O) = ¢(I(17 k)O X B(TL, k)O) = {0}

4. Sizen S(n,k)o, F(Y(t,z) — Po(x)) <6y M(¢(t,x)) < M(Py(z)) + 9.

Observacién 6.2.2. Notar que por (2) y (3), ¢; =0 en T'(n, k;)o U B(n, k;)o, mientras
que por (2) y (4) tenemos que F(¢;i(x) — Po(x)) < § y M(i(z)) — M(Po(x)) < I para
1 = 1,2. Fs claro que ser n-homotopicas con bondad § es simétrico. Ademds, se puede
ver que si @1 y ¢o son n-homotdpicas en (Z9(M; M), ®q) con bondad 61 y si 2 y @3 lo
son con bondad 62, entones ¢1 y ¢ lo son con bondad § = mdz{dy,d2}.

Definicion 6.2.3 (Sucesién de mapas (n, M)-homotépica). Diremos que una sucesion
{¢i}ien de funciones desde I(n,k;)o hacia Z3(M) es una sucesion de mapas (n, M)-
homotdpica hacia (Z5(M; M), @) si:

k; es creciente y k; — oo.

¢; es n-homotopica a ¢;41 en (Z9(M; M), ®y) con bondad §;.

sup{M(¢;(z))} < oo entre todos los i € N y todos los = € I(n, k;)o.

Veamos ahora un Lema que nos dice que en estas sucesiones, ¢; tiende a ®y en la
métrica F en la frontera de su dominio.

Lema 6.2.4. Sea S = {¢;} una sucesion de mapas a (Z2(M; M), Do) (n, M)-
homotopica, entonces

lim sup {F(¢;(x), ®o(x)) : € Iy(n, k;)o} =0,

donde I(n, k;)o en este contexto es el dominio de ¢;.
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Demostracion:

Sabemos ¢;(x) = ®y(z) = 0 para x € T'(n, k;)o U B(n, k;)o y que como P, es continua
en F, tenemos que ®q(1™) es un compacto de (Z5(M), F). El Lema es luego consecuencia
directa del Lema 3.5.7 usando (4) en la definicién de ser n-homotdpicas. [J

Definicion 6.2.5 (Homotopia entre sucesiones de mapas homotdpicas). Consideremos
dos sucesiones de mapas (n, M)-homotdpicas hacia (Z5(M;M), ®y) que llamaremos
Sy = {¢!t vy Sy = {¢?}. Diremos que S; y Sy son homotdpicas si existe una suce-
sién §; — 0 de reales no negativos tales que ¢} y ¢? son n-homotdpicas con bondad §;
en (Z5(M; M), ®).

Observacién 6.2.6. Notar que relacionar dos sucesiones de mapas (n, M)-homotdpicas
si son homotdpicas define una relacion de equivalencia. Al conjunto de las clases de
equivalencia definidas por esta relacion le llamo 7 (Zy(M; M), @y).

Ademds, defino m# (Zo(M; F),{0}) haciendo ezactamente lo mismo pero redefiniendo
la funcion bondad b usando F en vez de la masa M y fijando &g = {0}.

6.3. Definiciones importantes de Teoria Min-Max

Definicién 6.3.1 (Anchura). Sea Il € 77 (Zy(M; F),{0}), defino L : IT — [0, +00) como

L(S) = limsup{ mMax M(gb,(a:))} .

i—00 z€Dom(¢;)

Llamaremos anchura de IT a inf{L(S) : S € I} y lo notaremos L(II) (donde S = {¢;};
tanto acd como en la definicién de arriba).

Observacién 6.3.2. Notemos que L vale siempre finito ya que M(¢;(x)) tiene supremo
finito por definicion.

Consideremos el mapa K : II — {K : K C V5(M) compacto} dado por
K(S) = {V € Vo(M) - V = lim |6, ()]}

donde el limite es en el sentido de convergencia de Varifolds, donde 7, es una sucesion
creciente, y donde x; € Dom(¢;,). Algo importante y no trivial es lo siguiente:

Lema 6.3.3. El mapa K estd bien definido.
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Demostracion:
Basta ver que K(S) es en efecto un compacto de V,(M). Para ello, veamos que K(.5)
es un cerrado de Vo (M) dentro de un compacto de Vo (M).

Considero F' = {|¢;;(z;)| : i € N,xz; € Dom(¢;)}. Tenemos que A(V') esta unifor-
memente acotada para V en F', y como el drea es continua en Va(M), lo estd también
en F. Luego, por el teorema de compacidad de medidas de Radén 3.1.2, F resulta un
compacto de Vo(M). Como K(S) C F, nos basta con probar que K(S) es un cerrado:

Para verlo, tomo {V"}, sucesion en K(S) tal que V" — V € Vo(M), y tomo los
|Gin (2)] tales que lim;j o0 |@in (7)] = V" para todo n (acé, n se usa solo como superindi-
ce). Tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer sin perder generalidad que
F(|gin (7). V") < % para todo n € N y que i es creciente. De esto, tomando |¢;» (]!)]
tenemos que

Flou (x|, V) < Pl ()l V") + BV V) < -+ BV, V) =0,

y como i} es creciente, concluimos que V' € K(5). O

Definicion 6.3.4 (Sucesién critica / Conjunto critico). Diremos que S € I1 es una sucesion
critica de I1 si L(IT) = L(S). Dada una sucesién critica S, a C(S) = K(S)N{V : A(V) =
L(S)} le lamo conjunto critico de S.

Lema 6.3.5. C(S) C Vao(M) es un compacto no vacio.

Demostracion:

Veamos primero que C(S) no es vacio. Definamos para cada i € N, z; € Dom(¢;)
que maximiza M(¢;(x;)). Podemos entonces quedarnos con una sucesion i; tal que
M(¢i,(z,)) = A(|és,(2i,)]) — L(S). Como puedo acotar superiormente de manera
uniforme a las areas de la sucesién, usando aca también 3.1.2 tenemos que existe una
sub-subsucesion |¢;; (z;; )| que converge a un V' € Vy(M).

Tenemos que como el area es continua en la convergencia débil de medidas de Radén,
vale que Alg;; (x5, )| — A(V) y luego A(V) = L(S), pero ademds vale que 4;, es una
sucesion creciente, por lo que V' € K(S) y estamos.

Nos falta ver que C(S) es compacto, pero como K(S) es compacto, basta ver que
{V : A(V) = L(S)} es cerrado. Para ver esto, alcanza con notar que A : Vo(M) — R
es continua con la métrica estandar de ambos espacios, y que {V : A(V) = L(S)} es la
preimagen de un cerrado en R. [
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6.4. Construccién de sucesion de mapas

Como la teorfa Min-Max se aplica a elementos de 7 (Z5(M; M), @), queremos saber
generar una sucesioén de mapas (n, M)-homotépica a (Z5(M; M), ®¢) a partir de un mapa
suficientemente bueno ® : I — Z5(M).

Sea ¢ = (%, %, . %, 0) € I"! x {0}. Considero las siguientes hip6tesis que un mapa

O . [" — Z5(M) continuo en la topologia bemol puede o no cumplir:

(Hy) ®[;p es continuo en la métrica F.

(Hy) (I ' x {0}) =0t x{1})=0

(H3) L(®) = sup{M(®(x)) : « € I"} es finito.

(Hy) lim,,om(®P,r) =0 (recordar esta definicién de 3.2).

(Hs) El mapa v : I — Z5(M) dado por v(t) = ®(c + te,) define una clase no trivial en
el grupo de homotopia 7 (Z2(M; F),{0}).

Veamos primero entonces que el mapa que construimos hace dos secciones cumple
estas hipotesis:

Lema 6.4.1. Sea ® la familia Min-Mazx definida en (5.4.1), entonces ® satisface
las hipotesis de Hy a Hs.

Demostracion:
Debido al Teorema 5.4.2, es inmediato que valen las primeras 4 hipétesis. Probemos
entonces que vale 5.

Primero, como ® es continuo en F, lo es en F por definicién. Como ademés (0) =
(1) = 0, v es un ciclo continuo en Z5(M;F). Llamemos ahora « a un ciclo continuo
arbitrario en Zy(M;F) y mas adelante veremos cosas en el caso particular o = 7. De
ahora en més [a] a la clase que « genera en el 7.

Al ser a : [ — Z5(M; F) es continua saliendo de un compacto, es uniformemente
continua y luego para cada ¢ > 0, si 7 es suficientemente grande tenemos que para todo
z € I(1,1)\ {1} vale que F(y(z +37"),7(x)) < d. Notar que este i depende de a.

En [I, Corolario 1.14], se obtiene en el corolario que si M es compacto, existe d > 0
tal que para todo T € I.(M) con F(T) < 0 existe un @ € Iy (M) tal que 0Q = T
y tal que F(T) = M(Q). Esto implica que si i es suficientemente grande, entonces
Vo € I(1,4)o \ {1} existen A%(x) € I3(S?) tales que

0A7(z) =a(z+37) —a(z) vy M(A}(2)) = F(9A7 (2)).
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Ahora, por lo dicho en 3.8, podemos pensar a las 3-currents con soporte en S® como los
elementos del grupo de homologia H3(S*) que inducen mediante el isomorfismo descrito
al final de la seccién. Esto es lo que haremos de ahora en adelante.

Usando esta correspondencia, la construccién general de Almgren en [1, Seccién 3.2]
prueba en el caso particular de m = 1, k = 2, A = S% que el mapa F : m(25(S% F)) —
H3(S3;7Z) dado por

Fla] = [S15' AR (j377)] € H3(S% 2)

donde i es suficientemente grande, esta bien definido (es decir, no depende de 7 y manda
ciclos homotépicos a cadenas que difieren en un 3-ciclo) y ademés es un isomorfismo de
grupos. De esto, lo que queremos se reduce a probar que F[y] # 0 en H3(S? Z).

Tenemos F[y] = [Z?;’OlAi (737%)] para i suficientemente grande (notamos A} = A;).
Por el punto 5 del Teorema 5.4.2, sabemos ademés que y(z + 37) — vy(z) = I([|U(z +
379 = [|[U(z)]]). Con esto, si definimos

B(z) = [|U(z +37)] = [[U(2)] — Ai(z) € I(S)
tenemos que 0B(z) = 0.

Ahora, podemos usar el Teorema de constancia, que aparece en [15, Teorema 2.34]
y nos dice que si U es un abierto conexo de R™ y T" es una n-current sin borde en U
entonces T' = ¢[|U]|] para alguna constante c. Para usarlo con U = S®, cubrimos a S*
usando dos cartas difeomorfas a R? y consideramos el pushforward de T a estas cartas,
para luego aplicar el lema en R?® dos veces.

Debido a esto, como B(x) € 13(S%) B(x) = k[|S?|] para algtin k = k(z) € Z. De esto,
como t — [|U(t)|] es continua en M (y luego uniformemente continua), como v es uni-
formemente continua en F y como M(A;(z)) = F(0A;(x)), tenemos que M(B(x)) — 0
cuando ¢ tiende a infinito, y luego k(z) = 0y B(z) = 0 para todo x si i es suficientemente
grande.

Para terminar, notemos que esto implica que si i es suficientemente grande, A;(x) =

[|U(z + 379)|] — [|U(2)|] para todo z, de donde
Fly) = 55 (U@ +37))) - [U@)]) ],

que por suma telescopica es [ [|[U(1)]] — [||[U(0)]] | = [S?], pero si [S?] fuera [0] en
H3(S3,7Z), tendriamos que la current [S®] = [0] en homologia de currents, pero luego S*
serfa el borde de una 4-current con soporte en S* y la tinica 4-current con soporte alli
es la nula, que tiene borde nulo. Absurdo. [

Con esto probado, invocamos el siguiente Teorema, que nos permitira construir las
sucesiones de mapas que estudiamos en la secciéon anterior.
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Teorema 6.4.2. Sea ® un mapa que cumple las 5 hipdtesis anteriormente
nombradas, entonces existe una sucesion de mapas (n, M)-homotopica hacia
(Z2(M; M), ®[1n) ¢ : I(n, ki)o — Z2(M) que cumple las siguientes propiedades:

(1) Existe una sucesion de enteros positivos que tiende a infinito {l;}ien tal que
para cualquier sucesion x; € I(n, k;)o vale que

lim sup M(®;(z;)) < limsup{M(¢p(z)) : z,2; € o, a € I(n,1;),}

i—+00 i—+00
y como consecuencio L({dikien) < up{M(®(2)) : 2 € I},
(2) limi, 1o sup{F(¢i(z) — ©(2)) : @ € I(n, ki)o} = 0.
(3) La sucesion de mapas v; = 1(1,k;)og = Z2(M; M) definidos por
vi(z) = di(c + ze,)

es una sucesion de mapas (1, M)-homotdpica hacia (Z9(M; M), {0}) que per-
tenece a un elemento no trivial de ©f (Z5(M; M), {0}).

Esta demostracion excede los limites de esta Tesis.

Definicion 6.4.3 (Clase de homotopia asociada). Sea ¥ una superficie cerrada embebida,
en S y sea ® su familia Min-Max asociada, entonces defino la clase de homotopia
asociada a ¥ como la clase de homotopia de S = {¢;} dada por el Teorema recién
probado.

6.5. El Teorema Min-Max

Nuestro objetivo sera adaptar el Teorema Min-Max de Pitts al contexto de lo que
tenemos. Supongamos que tenemos ® : [" — Z5(M) continuo en la topologia bemol
que cumple las hipétesis (Hy) y (Hz). Llamamos |®] : I"™ — Vy(M) al mapa dado por
|®|(z) = |®(z)| para cada x € ", y tomemos IT € 7# (Zy(M; M), Dy).

Tenemos entonces los siguientes dos Teoremas, cuyas pruebas exceden esta Tesis.

Teorema 6.5.1 (Existencia de sucesiones criticas). Eziste al menos una sucesion
critica S* € 11, y para cada sucesion critica S* € 11 existe S € 11 tal que C(S) C
C(S*) y todo elemento de C(S) es un Varifold estacionario o un elemento de

|@[(15')-
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Teorema 6.5.2 (Teorema Min-Max). Sea @ : I"™ — Z5(M) continuo en la topo-
logia bemol que cumple (Hy) y (Hy) Sea 11 € 7f (Zo(M; M), ®|n) tal que

max{M(®(z)) : x € I} < L(II) < +o0,

entonces existe un Varifold estacionario integro . cuyo soporte es una superficie
minimal embebida tal que ||X||(M) = L(IT), y si S* € 11 es una sucesion critica,
podemos tomar X € C(S*).




Capitulo 7

Cota inferior de anchura

7.1. Introduccion de la cota

Llamemos 7~ C V,(S?) al subconjunto de los Varifolds que son inducidos por grandes
esferas de S® (no orientadas) con multiplicidad 1. Como habiamos dicho antes, T es
homeomorfo a RP?.

Sea @ : I° — Z,(S5®) continuo en la topologia bemol cumpliendo las 5 hipétesis
nombradas en 6.4. De esta manera, se puede aplicar el Teorema 6.4.2. Consideremos
ademas las siguientes hipotesis:

(Hg) max{M(®(x)) : z € I3} = 47 y para todo x que realice este maximo, ®(z) € T.

(H7) Paratodo d > 0 existe e > 0 tal que para todo x € I que cumpla F(|®(x)[,T) <,
vale que z € J; = 0I* x [§ — 4,1 +4].

(Hs) |®[(0I* x {3}) C T y [®L([01* x {3}]) # 0 € H5(RP*, Z).

Observacién 7.1.1. Notar que por 5.4.2, la familia Min-Max cumple (He), (H7) y (Hg).

Definamos ® : 9I* x I — T como ®(z,t) = |P(z, 3)|. Notemos ademds que aplican-
do el Teorema 6.4.2 a ®, tendremos una sucesién de mapas (5, M)-homotoépica hacia
(22(5% M), ©;j5)

C = {¢;} tal que L(C) < sup{M(®(x)) : 2 € I°}.
Le llamaremos 1T a la clase (5, M)-homotépica correspondiente a esta sucesion.

Estamos entonces en condiciones de enunciar el Teorema principal de este capitulo:

Teorema 7.1.2. Si & cumple (H,) — (Hs), entonces L(II) > 4.
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Antes de comenzar la demostracién de este Teorema (que nos llevard el resto del
Capitulo), enunciaremos y probaremos el siguiente Corolario, que es la razén por la que
probamos 7.1.2.

Corolario 7.1.3. Si ® cumple las hipétesis (Hy) — (Hsg) y
sup{M(p(z)) : z € I’} < 87

entonces existe una superficie suave embebida minimal ¥ C S* con género g > 1

tal que )
Area(X) = L(II) > 4.

Demostracion:

Por 7.1.2 y por (Hg), tenemos que 47 = sup{M(®(z)) : = € I3} < L(II). Como
valen (Hy) y (Hs), podemos usar el Teorema 6.5.2, que nos dice que existe un Varifold
estacionario integro > cuyo soporte es una superficie suave embebida minimal ¥ que
satisface ||X||(M) = L(II). Probemos que la multiplicidad de este Varifold es 1:

Notemos entonces que por definicién L(IT) < L(C) < sup{M(¢(z)) : z € I’} < 8.
De esto, ||X][(M) < 87. Notemos entonces que como la energia de Willmore de cualquier
superficie cerrada es al menos 4, el drea de cualquier superficie minimal cerrada en S®
es al menos 47, por lo que ||X]| solo puede tener multiplicidad 1.

Ademés, en [2, Teorema 3.1] se prueba que las unicas superficies minimales de S®
con género 0 son las grandes esferas, pero todas estas tienen area 4w. Luego, como
[|X][(M) > 47, tenemos que X tiene género g > 1y estamos. [

Con este corolario probado, comencemos la demostracion de 7.1.2.

7.2. Demostracion de la cota - paso 0

Notemos que por 6.5.2, que podemos usar porque ¢ cumple (Hy) y (Hz), tenemos
que L(IT) > 47 ya que toda superficie minimal en S® tiene 4rea mayor o igual a 47 por
ser la energia de Willmore siempre al menos eso.

Luego, si suponemos que el Teorema no vale, tenemos que L(IT) = 47. Consideremos
la sucesién critica S = {¢; }ien € I dada por 6.5.1. Tomamos {k; };en tal que Dom(¢;) =
I(5,k;) y notamos 0; = b(¢;) Vi € N. Por el mismo Teorema, cada Varifold en C(S)
es estacionario, ya que los Varifolds en |®|(I3) que pertenecen a C(S) tienen area 4.
Luego, por (Hg) estos Varifolds son grandes esferas, que al ser inducidos por superficies
minimales, son estacionarios (3.6.6).
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Para lo que sigue, vamos a usar grupos de homologia ctibica singular con coeficientes
enteros (3.8.8). Si X es un espacio topoldgico, llamo C,(X) al grupo de n-cadenas
singulares cubicas con coeficientes enteros. Si f : X — Y es un mapa continuo entre
espacios topoldgicos, noto fu @ Cp(X) — Co(Y) v fo : H(X,Z) — H,(Y,Z) a los
morfismos inducidos por f en los grupos de cadenas y de homologia respectivamente.

Algo que nos sera de utilidad es que podremos identificar cualquier a € 1(5, k;), con
un p-cubo singular « : I? — I en I° mediante el mapa afin inclusién. Sea R la p-cadena
dada por R =} cq(5 k) Nat € C,(I°), donde n,, € Z Va, llamaremos R, al conjunto de
las g-celdas de I(5,k;) que son caras de algin « con n, # 0. Para cualquier R que se
pueda escribir de esta forma, diremos que R esta subordinado a I(5,k;), y llamaremos
soporte de R a la unién de los soportes de los a con n, # 0.

7.3. Demostracion de la cota - paso 1

Nuestro objetivo en este paso sera construir una 4-cadena R(i) € Cy(I°) subordinada
a I(5,k;) tal que el soporte de su frontera caiga en 9I° y tal que |¢;(x)| esté cerca de T
para todo = € R(i)o.

Sea gy > 0 chico a determinar mas adelante, tomamos d tal que F(|®(z)|, ®(x)) < &
para todo z € Js = OI* x [1/2 — §,1/2 + 6]. Notar que dicho § > 0 existe ya que ® en
OI° es continuo en la métrica F. Ahora, por (Hy), existe un 0 < & < £ (lo ultimo nos
ser4 1til mas adelante) tal que si z € I° cumple F(|®(z)|,T) < 2¢ entonces z € J;.

Llamemos

a(i) = {a € 1(5,k)s : F(|¢s(2)], T) > g Yz € ap}

al conjunto de las 5-celdas que no tienen ningin vértice que |¢;| mande a algo cercano a
T . Defino a(i) como el conjunto de las 5-celdas « € @a(i) que cumplen lo siguiente: existe
una sucesién {o;},_; C a(i) tal que oy = o, oy = S ® [0,37%] para algun § € I(4,k;)4
y tales que a; y a1 comparten una 4-cara para todo 1 <7 < [.

Como ¢; se anula en (I(4,k;) ® ([0]))o = B(5, ki)o, si o es suficientemente pequenio
como b(¢;) — 0 tendremos que 8 ® [0,37%] € a(i) para todo 8 € I(4,k;)s. De esto,
podemos pensar la unién de los o € a(i) como la componente conexa de la unién de los
a € a(i) que contiene a I* x {0}.

Sea b(i) el conjunto de 4-celdas en I(5, k;) que son celdas de exactamente una 5-celda
en a(i). Consideremos la 5-cadena

A(Z) = Z o€ 05(]5)

aca(t)

Definiendo entonces apropiadamente una funcién signo sgn : b(i) — {—1, 1}, tenemos

A(i) = ) sgn(a)a.

oeb(7)
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Notemos ahora que 8 ® [0] € b(i) para todo 8 € I(4,k;)s. Por la definicién del
morfismo frontera 0, tenemos ademds que sgn(f ® [0]) = —1 para todo § € I(4, k;)4.

Llamo ahora ¢(i) al conjunto de 4-celdas de b(i) que pertenecen al subcomplejo
T(5,k;) U S(5, k;). Tenemos entonces que

donde la unién es disjunta. Con esto, estamos en condiciones de definir el R(i) que
buscamos. Definimos la 4-cadena

R(1) = 0A(i) — > sgn(a)a
aeb(i)NIp(5,ki)a
que por las dos observaciones anteriores resulta igual a
QA+ D Be[0]— D sgn(a)e.
BEI(4,ki)a a€cc(i)

Escrito de esta manera, como 9% = 0 queda claro que el soporte de OR(i) cae en OI°.
Probemos entonces el siguiente Lema:

Lema 7.3.1. Si i es suficientemente grande y R(i) # 0, vale que

sup{F(|¢i(2)|,T) : v € R(i)o} < ¢

Demostracion:

Tomemos 7 suficientemente grande de modo que valga 59; < /2 y fijemos = € R(i)o.
Por la definicion de R(i), podemos encontrar una 4-celda o € b(i) N (1(5, ki) \ Lo(5, ki)4)
con x € ap. Notemos que como « no cae en Iy(5, k;)5, es una cara en comun de dos 5-
celdas 3,7 € I(5,k;)s. Como « € b(i), sin perder generalidad podemos asumir 5 € a(i)

y v & a(i).

Luego, por la definicién de a(i), tenemos que v ¢ a(7), lo que quiere decir que existe
y € o tal que F(|¢s(x)|, T) < £/2. Luego, como z e y pertenecen a la misma 5-celda de
I(5, k;), tenemos que d(x,y) < 5y vale que

F(loi()], 7) < F(lou(o)l, T) + F( )] [6:0)) < 5 + M(@i(e), ou(a)) < 5 + 50 <,

lo que prueba lo deseado. [

7.4. Demostracion de la cota - paso 2

Nuestros préximos objetivos son probar que el soporte de R(i) separa I* x {0} de
I* x {1} y probar que OR(i) y I* x {3} inducen el mismo elemento en Hy(0I* x I,Z).
Esto lo haremos por medio de dos Lemas.
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Lema 7.4.1. Sii es suficientemente grande, ninguna celda de a(i) es de la forma
ﬁ ® [1 - 3_1%7 1]: con B S [<47 kz>4

Demostracién:

Supondremos que existen 3 € I(4,k;)); y a = 3® [1 —37% 1] en a(i) y llegaremos
a un absurdo. Notemos que si esto pasa, existe un camino discreto 7; : I(1,n;)y —
I(5,k;)o donde n; > k; y d(vi(z),7:(y)) < 1 siempre que d(z,y) < 1 que cumple que
24([0]) € (14, k) @ {(0]))os (1)) € (I(4, k) @ ([1)o ¥ tal aue %(1(1,m:))o © Uncay @
(es decir, tenemos un camino discreto contenido en el soporte de a(i) que une las dos
tapas opuestas de I°). Si defino entonces 0; = ¢; 0; tenemos que F(|o;(z)|, T) > § para
todo = € I(1,n;)o.

Afirmamos ahora que v; es homotopico a un camino vertical, es decir, existe un mapa
it I(1,8:)0 X I(1,8))0 — 1(5, ki)o que cumpla las siguientes condiciones.

L ([0, () = v(n(si,ni)(y) v ¢i([1], (y)) = ¢+ n(si,n:)(y)es para todo y €
I(1, s;)o, donde notamos ¢ = 5(1,1,1,1,0) y e5 = (0,0,0,0,1).

2. iy, [0]) € (1(4, k) @([0]))o y ¢ily, [1]) € (1(4, ki) @ ([1]))o para todo y € I(1, 5 )o.

3. Six,y € 1(2,8)0=1(1,8;)0 % I(1,s;)o cumplen que d(z,y) < 1, entonces vale que

d(vi(z), Yi(y)) <5

Para probar esto, a ~; le asocio la curva lineal a 3™ trozos 7, : I — I° que cumple
7i(t) = v:([t]) para todo [t] € I(1,n;)o.

Sea 1 : I? — I’ el mapa continuo definido como ¢ (a,b) = (1 — a)¥;(b) + a(c + bes),
notemos que (0,b) = 7,(b) vy ¥(1,b) = ¢ + bes para todo b € I. Ademads, vale que
(I x {0}) € I* x {0} y (I x {1}) C I* x {1}, y si s; > n; es suficientemente grande,
podemos lograr por la continuidad uniforme de 1 que [1(x) — ¥ (y)| < 3=*+2) para
todos x,y € 1(2, s;)o tales que d(z,y) < 1.

Luego, para todo z € 1(2, s;)0, elegimos 1;(x) € I1(5, k;)o que satisfaga d(v;(x), ¥ (x)) =
d(¢(x), 1(5,k;)o) (teniendo en cuenta que la eleccién puede no ser tinica). Probemos que
con este s; y esta definicién, se cumplen las 3 hipotesis:

Para la primera condicién, como ¥(0,b) = 7,(b) y ¥(1,b) = ¢ + bes, tenemos que
¥;([0], (b)) = 7i(b) y ¥i([1], (b)) = c+ (b)es para todos los b € I(1, k;)o. Para extenderlo a
lo que queremos sobre b € I(1, s;)o basta recordar que 7;(b) es lineal a trozos y b — c+bes
es lineal. Para la segunda condicién, solamente hace falta notar que v (z) € I* x {j}

implica ¢i(x) € (1(4, k;) @ ([j]))o para j =0, 1.

Para la tercera, sabemos que si x,y € 1(2,s;)o cumplen d(z,y) < 1 entonces |¢(z) —
Y(y)| < 37 +2), De esto, tenemos que si pensamos ¥;(x) y ¢;(y) en I°, en cada una de
las 5 coordenadas vale que ambos puntos coinciden o difieren en 37% ya que si llegaran



84 CAPITULO 7. COTA INFERIOR DE ANCHURA

a diferir en 2 x 37% o mas, tendrfamos en particular que en esa coordenada () y 1 (y)
diferian en al menos 37%, que es absurdo.

Con la homotopia probada, tomamos la sucesion D = {o;}ien, con o; = ¢; 0 v,
y consideremos v; : I(1,k;)o — Z2(5%), vi(z) = ¢i(c + wes). Notemos que como ¢;
es homotoépico a ¢;.1 con bondad ¢;, restringiendo las homotopias resulta claro que
v; es homotodpico a v;1; con la misma bondad. Como ademés es claro que M(v;(x))
esta uniformemente acotado, por estarlo M(¢;(x)), tenemos que {v;};en es una sucesién
de mapas (1, M)-homotdpica hacia (Z5(S% M), {0}) (recordar que en dimensién 1 el
subcomplejo Side S(1, k;) es vacio, por lo que siempre el mapa se toma como {0}).

Como 7; es homotdpico al camino vertical con el que definimos v; tenemos que 7; es
homot6pico a v; en (Z5(5% M), {0}) con bondad 56; tomando la homotopia ¢;01);, ya que
d(z,y) =1 = d(¥;(z),¥;(y)) <5,y six,ydistan en 5, M(¢p;(x), ¢:(y)) < 5b(¢;) < 50;.
Como 5d; — 0, tenemos entonces pegando homotopias que D es una sucesion de mapas
(1, M)-homotépica hacia (Z5(S5% M),{0}), y que pertenece al mismo elemento  de

Wf(ZQ(Ssa M)? {0}) que {Ui}ieN-

Ahora, volviendo a las definiciones iniciales, como S = {¢;}ien v C = {; }ien perte-
necen a II, son homotodpicas, y restringiendo la homotopia tenemos que la sucesion de
mapas r — gzgl(c + wes) pertenece a 2. Sin embargo, por 6.4.2, esta sucesién pertenece a
una clase no trivial, y luego Q es un elemento non trivial de 7§ (25(S%, M), {0}).

De esto, por (bibliografia pendiente) tenemos que L(€2) > 0. Aplicando ahora 6.5.2
a Q€ nf (2,(5%, M), {0}), tenemos que existe un Varifold integral estacionario & cuyo
soporte es una superficie minimal embebida en S tal que [|3][(S?) = L(Q2). Sin embargo,
por un lado tenemos que 47 < [|3[|(S?), ya que toda superficie minimal en S? tiene al
menos ese area, y por el otro tenemos que L(€2) < L(D) por definicién de ancho de €.

Ademds, vale que L(D) < L(S): por un lado, K(D) C K(S) por la contencién de
las imédgenes de los mapas, y de esto, como C(D) es no vacio, existen elementos de
K(D) (y luego en K(S5)) con area L(D). Con estas ultima desigualdad, notando que
L(S) = L(IT) = 47 por hipdtesis, tenemos que [|X]|(S?) = 47, y como ¥ es minimal, es
una gran esfera.

De la misma cadena de igualdades, tenemos que L(2) = L(D), por lo que D es
sucesion critica en €. Ademds, C(D) C C(S) por la igualdad de longitudes. De esto, todo
elemento de C(D) es un Varifold estacionario (porque esto valia en C(S)). De esto, por
el comentario al final de 6.5.2, podemos tomar ¥ € C(D), por lo que F(C(D),T) = 0.
Como al principio de la demostracién habiamos visto que F(|o;(x)|,T) > 5 para todo
x € I(1,n;)o, esto es un absurdo. [
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Lema 7.4.2. Para todo i suficientemente grande, el soporte de OR(i) cae en Js y
1
[OR(i)] = [0I* x {5}] en Hs(Js,Z).

En particular, R(i) # 0.

Demostracion:
Tomemos i tal que vale el Lema anterior. En este caso, ninguna 4-celda de b(i) cae en
I(4,k;) ® ([1]). De esto, por definicién tenemos c(i) C S(5, k;)4 y si definimos

C(i) = > sgn(a)a,

acc(z)
tenemos que C(7) es una 4-cadena en OI* x I. Recordando que

R(i) =0A@) + > B®[0]-C(i)

BEI(4,ki)a

del paso 1, tomando borde tenemos que OR(i) = 0 (2561(4,,%)4 B & [O]) —0C(3). De esto,
OR(i) resulta un 3-ciclo en 0I* x I y ademés [OR(i)] = [0I* x {0}] = [0I* x {}] en
H3(0I* x I,7), ya que las 3-cadenas difieren en el borde de una 4-cadena. Nos falta
entonces solamente pasar de 9I* x I a Js en ambas afirmaciones.

Como ya vimos que el soporte de R(i) cae en OI* x I, por 6.2.4 en particular
sabemos que limsup,_,, o {F(¢i(z), ®(x)) : @ € OR(i)o} = 0. Sea entonces x € IR(1)o,
combinando este resultado con 7.3.1 tenemos que F(|®;(x)|,T) < 2¢ si i es suficien-
temente grande. Por lo dicho al final del segundo parrafo del Paso 1, esto implica que
x € Js, por lo que el soporte de OR(i) cae en Js a partir de un 4.

Para terminar, tomamos una funcién continua r : 9I* x I — J;s tal que r(z) = x
para todo x € Js (es decir, una retraccién) (por ejemplo, r puede mandar cada = ¢ Js a
su proyeccién ortogonal al borde mas cercano de Js). Como r induce un homomorfismo
en los grupos de homologia H3(0I* x I,7) v Hs(Js5,Z), tenemos lo deseado. []

7.5. Demostraciéon de la cota - paso 3

Para terminar la demostracion y la secciéon vamos a construir una funcién continua
fi - sop(R(i)) — T que extienda a la restriccién de ® a R(i) (recordemos ® : OI* x I —
T se definfa como ®(z,t) = |®(3,1)]), de donde llegaremos a un absurdo por cuestiones
de homologia.
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Lema 7.5.1. Si i es suficientemente grande, existe f; : sop(R(i)) — T continua
tal que f; y @ coinciden sobre el soporte de OR(i).

Demostracién:

Definicion 7.5.2 (Métrica estandar en RP*). Pensando a RP® como S%/Zj,, defino la
métrica estindar en este espacio como dist([z], [y]) = min{d(z,y),d(x,—y)} donde z,y
son puntos representantes de [z] e [y] en S? y d es la métrica geodésica de S3.

Notar que esta métrica coincide con el angulo plano no obtuso en radianes formado
por la recta que pasa por z y 0 y la recta que pasa por y y 0. Llamamos B,.(p) a la
bola de centro p y radio 7 en RP? con la métrica estandar. Toda propiedad geométrica
en esta demostracién sera pensado con esta métrica a menos que se aclare lo contrario.
Con esta métrica, RPP? es un espacio homogéneo debido a la accién del grupo ortogonal

O(4).
Invocamos ahora dos resultados clasicos que nos seran utiles para lo que sigue:

Por un lado, por [5, Capitulo 3, Proposicién 4.2] sabemos que para todo z en una
variedad Riemanniana existe un § > 0 tal que Bj(z) es geodésicamente convexo (es
decir, toda geodésica que empieza y termina en Bgs(z) estd totalmente contenida allf).

Por otro lado, por (bibliografia pendiente) sabemos que para todo z existe un ¢’ > 0
tal que By (z) es un entorno normal de p (es decir, la exponencial de T,M a M es
localmente un difeomorfismo).

Juntando ambas propiedades con la homogeneidad de RP?, existe > 0 tal que toda
bola de radio 117 en RP? es a la vez geodésicamente convexa y un entorno normal de su
centro.

Otra propiedad 1til para esta seccion es que la topologia inducida por la F-métrica
de Varifolds en 7 = RP? coincide con la topologia inducida por la distancia geodésica
en el espacio proyectivo: para ver esto, queremos probar que si {p, }nen ¥ p son puntos
en RP? que inducen grandes esferas {S, }nen v S respectivamente,

dist(pn,p) = 0< [ k(z, Tan(M,z))dH* — / k(x, Tan(M,x))dH?
Sn S

para toda k € C.(G9(R")). Esto se puede ver facilmente usando la continuidad uniforme
de k, acotando por arriba la mayor distancia de un punto de S, a S, y acotando la
distancia entre los planos tangentes.

Por esta segunda propiedad, la métrica estdandar de RP? es continua en 7 con la
métrica F. Como ademds 7 es compacto, existe ¢y > 0 tal que si p,q € T satisfacen

F(p,q) < %, entonces dist(p, ¢) < 7. Con esto, de ahora en adelante tomamos ey = 25’00.
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Consideremos ahora i suficientemente grande tal que valen los tres Lemas de las
partes 1 y 2, y tal que ademas vale lo siguiente:

(a) b(¢;) < &g (esto eventualmente pasa ya que b(¢;) < §; Vi € N).
(b) Para todo x € S(5, k;)o vale que F(¢;(z), P(z)) < ¢ (recordar 6.2.4).

(¢) Para todo o € Io(5,k;)4 vale que sup{F(®(z),®(y)) : 2,y € a N Js} < &y (esto
sucede si k; es suficientemente grande ya que en ese caso las proyecciones de x e y a
I* x {1/2} estdn cerca y |®| es uniformemente continua).

Notar que si pasara (c), valdria sup{dist(®(z), ®(y)) : z,y € anJs} < 2 por lo dicho
en el parrafo anterior.

Definamos ahora f° : R(i)g — T como fO(x) = ®(x) si # € dR(i)o, y en el caso
contrario elegimos cualquier f(z) € T que realice la distancia en F de |¢;(x)| a T
(existe ya que es cerrado en V,(S5%)).

Veamos ahora que diam(f(ag)) < % para todo o € R(i)s. Notar que basta con
probar que F(f{(z), f)(y)) < & para todo a € R(i)s y para todos z,y € aq.

Fijemos entonces «, z,y con estas condiciones y notemos que d(x,y) < 4. Si tanto x
como y pertenecen a JR(i)y, entonces como el soporte de JR(i) cae en Js para este i,
tenemos lo deseado por la tercer condicién que cumple i.

Si solo x cae en JR(i)y entonces por desigualdad triangular y usando la definicién de
f? tenemos:

F(f(2), f{(y) < F(d(x), |®())) + F(|® ()], [¢:(2)]) +F(|ds()], |6: (y)]) + F(|i(y)], T)

y basta con acotar cada termino del lado derecho. Notemos entonces que por la definicién
de J5, tenemos que F(®(z), |®(x)|) < eo. Ademés, como z € S(5, k;)o, por la segunda
condicion que cumple i tenemos que F(|®(x)|, |¢;(x)]) < g¢. Como también sabemos que
b(¢;) < g¢ tenemos F(|o; ()|, |¢i(y)|) < 4gq, y por ultimo tenemos F(|¢;(y)], T) < o

por 7.3.1. Sumando todo, tenemos F(f?(z), f(y)) < Tep < 3Ly ganamos.

Supongamos ahora que z,y € 0R(i)o. Por desigualdad triangular y usando la defini-
cién de f? tenemos:

F(f)(@), i (y)) <F(T.|6i(2)]) + F(| ()], [6:(»)]) + Fli(y)], T).

Al igual que recien, tenemos F(|¢;(x)], |¢:(v)|) < 4eo y que F(|oi(y)|, T) v F(T, |¢i(x)])
son menores o iguales a g, por lo que la suma es a lo sumo 6gy < 5=. Esto termina de

probar que diam(f?(ao)) < £ para todo a € R(7)s.

/.
2co

Con esto probado, vamos a dar ahora una construccion inductiva de f;. Primero
cubrimos RP? con una unién finita de bolas {B, /g(pk)}{gvzl tal que Bi1,(py) es un entorno
normal de py geodésicamente convexo para todo 1 < k < N (notar que este cubrimiento
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finito existe por la compacidad de RIP® con la métrica estdandar). Notamos ademas R (7))
y OR(i)Y) a la unién de los soportes de las g-celdas de R(i) y OR(i) para todo ¢ < j.

Decimos que el mapa f/ : R(i)¥) — T es una j-extension de f2 si:
L fl =f2en R(i)oy f/ = ® en OR(i)).
2. para todo a € R(i); con j > 1 vale que diam(ff(a)) < (29 —24272).

Notar que como la condicién (2) no aplica y la funcién esta definida en un dominio
discreto, f? es una 0-extensién continua de si misma. Supongamos entonces que para
J < 3 existe una j-extension de f que llamaremos f} y que resulta continua. Veamos
entonces como construir una (j + 1)-extension ff 1 de fio que sea continua.

Sea o € R(i);1. Si @ € OR(i);41 definimos f/™" = & en a. Notar que esto nos
garantiza que se cumple (2) ya que « estaria contenido en una 4-celda de OR(i), y por
(¢) de la pagina anterior tenemos que diam(f/(a)) < n/2 < (27 — 2 + 2772)y (ya que
j >1). Como ff = d en el soporte de da por definicién, tenemos que fZ] o flj alli.

Sia & OR(i)41, como £l = f? sobre R(i)o y diam(f? () < 2, existe 1 <k < N tal
que f! (o) C By(pr). Aplicando (2) a las j-caras de «, tenemos que f; manda el soporte
de O a una bola centrada en pj, de radio n+ (27 — 2+ 277?)n. Como estamos asumiendo
J < 3, esto es menor a 117, y luego como By, (px) es un entorno normal de py, podemos
extender f/ |sop(9a) : 50P(0ar) = B(ai_142i-2, de sop(da) continuamente a una funcion
fij+1|sop(a) : sop(a) — Baj_142i-2), moviéndonos exclusivamente por geodésicas. Notar
que haciendo esto, como By _j49i-2), €s geodésicamente convexo, nunca nos salimos del
codominio.

Pegando las fijﬂ\sop(a), podemos definir f/™' que resulta continua del lema del pe-
gado. Por definicién, es claro que f} = 17 sobre el dominio de f/ (los soportes de los
da), y como la imagen de cada « cae en una bola de radio (27 — 1 + 2772)n, tenemos

diam(f/ ™ () <2(2 = 14277y = (FH —24+277 )y,

+1 s 1. . .z . o .
Luego, f/*" est4 bien definida y es una extensién (j+1)-ésima de f° que resulta continua.
Siguiendo inductivamente, podemos construir una 4-extensién fi de f?. Por construc-

cién, el mapa f; = f{ : sop(R(i)) — T resulta continuo y satisface f; = ® en el soporte
de OR(7). O

Con esto, podemos terminar de probar 7.1.2. Notemos que el mapa f; : sop(R(i)) —
T = RP? induce un morfismo en los grupos de homologia

fi.  Ho(sop(R(i)),Z) — H.(RP? 7).

Como f; = d en el soporte de OR(i) tenemos que si f;, es el mapa que induce f; en el
complejo de cadenas, entonces

¢.[OR(0)] = fi.[OR()] = [fi, (OR()] = [0, (R(D))]
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que es igual a 0 por ser el borde de una 4-cadena.

Luego, para llegar al absurdo basta con notar que juntando esto con 7.4.2 tenemos

o 0=®,[0R()] = &,[01* x {1/2}] = |®|.([0I* x {1/2}]) € H3(RP?, Z)

donde la segunda igualdad se da ya que ® = |®| sobre dI* x {1/2}. Sin embargo, (Hs)
nos dice que |®|,([01* x {1/2}]) # 0 € H3(RP?, Z), lo que nos lleva al absurdo deseado.

Como el absurdo provino de suponer L(IT) < 47, acabamos de probar 7.1.2.
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CAPITULO 7. COTA INFERIOR DE ANCHURA



Capitulo 8

La conjetura de Willmore

8.1. Existen superficies minimales de area minima

Estamos en condiciones de empezar a probar la conjetura. Llamemos F; a

{S C S%: S es una superficie embebida cerrada y minimal con género g(S) > 1} .

Recordemos de los preliminares que el operador de Jacobi de una superficie ¥ viene
dado por J(f) = Af + |S|>f + 2f donde S es el operador de forma de Y. Notamos
indice(X) al indice de X, y lo definimos como la cantidad de autovalores positivos de J.

Dedicaremos esta seccién a probar uno de los Teoremas mas pesados de toda la
demostracion, que nos serda sumamente util para probar la conjetura de Willmore.

Teorema 8.1.1. Eziste X € Fy tal que infger, Area(S) = Area(S).

Demostracion:

Sea X' € F; una sucesion tal que Area(Ei) converge al {nfimo. Pensando los ¥ como
elementos de V,(S?), que resultan estacionarios por ser las ¥* minimales, y que tienen
area uniformemente acotada por tender al minimo, podemos usar 3.6.7. De esto, podemos
asumir mediante una subsucesion que X' converge en V5(S%) a un Varifold integral ¥
que resulta estacionario ya que ||0%]| = 0 para todo i.

Como el toro de Clifford tiene area 272, sabemos que
1Z[/(S?) = lim Area(%¥) < 272 < 87(1 — §)
1— 00
para 6 > 0 pequeno.

Probamos ahora el siguiente Lema, que usaremos repetidas veces en lo que sigue de
esta demostracion.

91
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Lema 8.1.2. FExiste rg tal que

IX11(Bx(p))

<2—6 para todor <1y yp€ S>.
T2

Demostracion:
Si esto no pasara, tendriamos una sucesiéon r; — 0 y una sucesién {¢;}ien en S? tal
que
X (By (q;
i IZIBa@)

1—00 777’?

donde podemos asumir ¢; — ¢ por compacidad de S® y ¢ € ¥ por ser 3 cerrado en S®
(el numerador seria eventualmente nulo sing).

Por la férmula de monotonia mencionada en (bibliografia pendiente) tenemos como
consecuencia de esto que

limw>2—5

r—0 7rr2

Dada la funcién u : S® x Ry — R* dada por u(p,r) = rp, considero el cono en
R* C' = puy(X x R), que resulta un 3-varifold estacionario (;por qué?). Sea ws = 4 el

3
volumen de la 3-bola, tenemos que si g(r) = [|C||(B:(0)), entonces

o) = [ IS = TS

De esto, obtenemos que

4 3
ICHEBIO) _ IZ1S") L 51~ 5) paen oo 0
war 4

Ademés, como el cociente entre las dreas de u(B,(q) x [1 —r,1+7]) y Bi(q) tiende a 1
cuando r — 0, tenemos que

i ICUBE@) _ IO Brla) x (1 =1 +7]) _ o SIB ) S,

r—0 ws3r3 r—0 wsr3 r—0 2

donde la segunda igualdad sale haciendo la misma integral que en la observacién anterior.
Juntando los dos tltimos resultados y monotonia, llegamos a una contradiccion, ya que
tendriamos

2—5§limW§ Hmmg limm

. 5 5 <2—-20<2—0,
r—0 wsr r—00 wsr r—00 wsr

lo que prueba el lema. []
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Teniendo esto probado, estamos en condiciones de demostrar que Y es suave y tiene
multiplicidad 1, que es lo que nos falta. Por el Teorema de regulairdad de Allard, que
citamos de (bibliografia pendiente) basta con probar que

D)

im 5 =1 para todo p € X..
r o

Fijemos entonces p y 3, y para todo A € R considero el mapa p*(z) = Az definido en
R*. Dado j € N, defino ¥; = %, (X —p) (donde ¥ —p es la traslacién). Notemos que ¥; es
una sucesiéon de Varifolds bidimensionales en R* cuyas curvaturas medias generalizadas
convergen uniformemente a 0, de donde [|0%;||(W) tiende a 0 para todo W compacto
de R*. Ademds, sea m tal que W C B2 (0), entonces

15511(W) < [[5511(B,(0)) = 5[4 11(B, (0) x ;) = J°IIZ[/(B (p)),

que esta acotado como consecuencia directa de 8.1.2. Luego, estamos en condiciones de
usar 3.6.7, y existe V' € V,(R?) Varifold integral estacionario tal que una subsucesién de
los X; converge a V' en F.

Afirmo primero que V' C p*, donde p* es el hiperplano ortogonal a p: para probarlo,
basta ver que ||V||(K) = 0 para todo K compacto en R*\ p*. Fijado K, basta entonces
ver que K; = K X % no interseca a S® — p para j suficientemente grande.

Para verlo, considero g : K — R dada por g(z) = ‘ﬂﬁ,ﬂ) L
continua, y nunca se anula por definiciéon de K. Luego, como g > 0 es continua y sale de
un compacto, tiene un minimo y > 0. Notemos entonces que {z € R*\ {p} : g(z) > y}
es un cono de R* que no interseca a S — p en puntos de menor a z = z(y). Luego, como
K eventualmente cae en B,(0) y siempre cae en g~!([y, +00)), estamos.

que esta bien definida, es

De ahora en adelante abusaremos notacién y llamaremos ¥; a la subsucesion conver-
gente a V. Para todo s > 0, notemos que por convergencia y definicién vale

B? ¥ |[(B2 YI||(B
IVIBIO) _ o ISIER0) _ o ISIB ) _y
ms? j—o0 w82 r—0 2
donde la ultima desigualdad sale de 8.1.2.
Ahora, juntando lo que probamos hasta ahora con [17, Corolario 3.4], tenemos que

V es un cono estacionario contenido en pt. Por (bibliografia pendiente) tenemos ademas
que V es el cono de un 1-Varifold estacionario v C S?, que ademds resulta ser una unién
de segmentos geodésicos que se cortan en intersecciones de a 3.

De esto, si llegaramos a probar que v no tiene intersecciones triples, entonces ~y es

una geodesica de S?, por lo que V es un plano, que al tener densidad menor a 2, tiene

multiplicidad 1. Luego, terminariamos, ya que habriamos probado que W =1,y

.. 3||(B
este valor coincide con w.
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Sea x( una intersecciéon triple de . Considero la sucesién de Varifolds
Vie = 1l (V — ).

Por (bibliografia pendiente), tenemos que tras pasar a una subsucesién, podemos decir
que V;, converge a un varifold estacionario U que consiste de tres semiplanos de p*
{Py, P, P3} que se intersecan en una recta comun L. Si alguno de estos planos tuviera
multiplicidad mayor a 1, entonces la densidad cerca de un punto ¢ sobre L de U seria al
menos 2, y luego por monotonia,

Ul|(B.
o 10D
7—00 7"2
pero esto contradice que W”frﬂ < 2 — ¢ para todo s > 0. Absurdo. Luego, los tres

semiplanos tienen multiplicidad 1.

Extraeremos ahora una subsucesion diagonal del conjunto de superficies
Sigk = (S = p) — o), con i, j,k € N

a la que llamaremos {¥;};en, y que cumplird que |3;| — U en F. Notemos que valen las
siguientes tres propiedades:

1. Las variedades ¥; no tienen borde, y luego 0%; = 0 si las pensamos como currents.
2. La curvatura media generalizada de ¥; tiende a 0 uniformemente.

3. Aplicandole traslaciones y homotecias al Lema 8.1.2, tenemos que existe C' > 0 tal
que para todo R real e ¢ entero suficientemente grande, vale que

|12:]|(BX(x)) < Cs* para todo € BR(0) y 0 < s < R.

Si pienso todo como Currents y considero la sucesion ¥;, como vale 3, tenemos que
para todo W CC R*, sup||Z]|(W) < +oo. Como estas variedades no tienen borde,
puedo usar 3.5.1 y tomando subsucesion podemos asumir que las YJ; convergen a una
T € Z5(R*) en la métrica bemol. Probaremos entonces que podemos darle orientaciones
de los semiplanos {P;, P>, P3} de modo que U = T Esto implicard inmediatamente un
absurdo, ya que por un lado 9%; — 0T implica que 9T = 0, y por el otro toda manera
de orientar los tres semiplanos hace que L aparezca en 07 con un coeficiente impar (y
por lo tanto no nulo).

Sea L; el conjunto de puntos a distancia 277 o menos de la recta L, entonces tenemos
que U \ L; consiste de semiplanos de multiplicidad 1. Como los |X; \ L;| provienen de
superficies orientadas cuyas curvaturas generalizadas tienden a 0 uniformemente, y tien-
den (como Varifolds) a U\ L;, que es una variedad, tenemos por (bibliografia pendiente)
que 2; N (R*\ L;) converge a U N (R*\ L;) como variedades en la métrica C'** para
algin « € (0,1). Tomando las orientaciones de X; N (R*\ L;), esto nos permite inducirle
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una orientacién a U y pensarlo como Current integral de ahora en més. Notaremos |U|
al Varifold integral que induce.

Considero ahora una 2-forma w con soporte contenido en B(0) C R* y con comasa
||w|| < 1. Nos basta con probar que U(w) = T'(w) para terminar. Cubriendo L; N B{(0)
con un cilindro lo mas pequeno posible y haciendo estimados con cubos diadicos, no es
dificil ver que existe un entero /N independiente de j tal que podemos cubrir al conjunto
L;NBx(0) con N27 bolas de radio 277, que llamamos By, By, . . ., Bygs. Tenemos entonces
que si ¢ es suficientemente grande,

N2J
|1Z[[(L; N BR(0)) < > [|Zil[(By) < N2/C(277)? = ON277.
k=1

Sea ahora {f, g} una particién suave de la unidad subordinada al cubrimiento por
abiertos de R* {L$, (R*\ Lj;1)}, escribiendo w = f.w + g.w tenemos que

U(w) = T(w)| < [U(fw) =T(fw)|+|U(gw) = T(gw)|.

Como ;N (R*\ L;11) converge a U N (R*\ L;41) como variedades en la métrica C,
tenemos en particular que ¥i|pnz,,, (9.w) — Ulrnz,,, (9.w). Como g.w tiene soporte en
R*\ L;, esto es lo mismo que decir ;(g.w) = U(g.w), y luego U(g.w) = T(g.w).

Nos falta entonces solo acotar |U(f.w) —T'(f.w)|. Notemos que como f.w estd sopor-
tada en LS N By(0) y tiene comasa < 1, vale

U(fw) = T(fw)l < IUII(LF N BR(0)) + [IT1|(L5 N BR(0))

como ¥; — T en la topologia bemol, y |¥;| — |U| a nivel Varifolds, tenemos por
3.5.6 que ||T|| < ||U]|, y luego

U(f) = T(f)| < 20UII(L; N BY(0)) < 20N27

ya que [|X][(L; N By(0)) = [[U]|(Z; N Bg(0)).

Esto termina de demostrar que X es una superficie suave de S® con multiplicidad 1.
Como las X originales provenian de superficies minimales, y convergen a X en el sentido
de los Varifolds que inducen, por el Teorema de regularidad de Allard (bibliografia
pendiente) tenemos que ¥' — ¥ en C1 para algin « € (0, 1), y luego por (bibliografia
pendiente) tenemos que las curvaturas seccionales de X; convergen uniformemente a
la de ¥ Luego, por el Teorema de Gauss-Bonnet (2.7.1), x(X%) = x(X) para todo ¢
suficientemente grande donde x es la caracteristica de Euler. Luego X tiene género no
nulo, por lo que ¥ € F;. [
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8.2. Area minima de superficie minimal en la esfera

Con esto probado, estamos en condiciones de encontrar las superficies minimales de
S3 con género no nulo de drea minima. Dentro del Paper de Marques y Neves, al siguiente
Teorema también se lo llama Teorema B.

Teorema 8.2.1 (Area de superficies minimales en S® con género no nulo). Vale

inf Area(S) = 272,
SeF

y para todo > € Fi, Area(S) = 272 si y solo si X es el Toro de Clifford salvo
isometrias de S°.

Demostracion:
Del Teorema anterior, existe ¥ cuya area realiza el minimo, y este minimo es ademas
272 0 menos. Basta entonces probar que ¥ es el toro de Clifford salvo isometrias de S3.

Consideremos a @ la familia Min-Max definida en 5.4.1 y la clase homotépica II
asociada a Y definida en 6.4.3. Como se cumple 5.4.2, se cumplen todas las hipdtesis ne-
cesarias para que en particular valga el corolario del Teorema de la cota inferior probada
en la seccién anterior (7.1.3). De esto, existe S € F; tal que

Area(S) = L(II) < sup {M(@(m)) tx € 15} < W(E) = Area (%),

donde en el medio usamos (iii) de 5.4.2. Notar que como X es de drea minima, esto
implica que L(IT) = Area(X).

Nuestro objetivo serd ahora probar que indice(X) < 5, ya que en (bibliografia pen-
diente) Urbano demuestra que el toro de Clifford y las grandes esferas son las tnicas
superficies minimales embedidas en S con indice 5 o menos.

Sea {e1, es, €3, ¢4} la base ortonormal canénica de R?, definimos ¢; : ¥ — R como
Yi(zr) = (N(x),e;) para 1 < i < 4y definimos ¥5(x) = 1. Llamamos E al subespacio
de C*(X) generado por las {9;}i1<;j<5. Recordemos ademés que por 2.4.13 vale que
J (i) = 29p; para 1 < i < 4.

Recordemos ahora los mapas F, y N, definidos en 4.1.1 y 4.2.2 respectivamente. Por
justificaciones de la misma seccion, sabemos que existe 6 > 0 suficientemente chico tal
que el mapa P : B§(0) x (=6§,0) x ¥ — S3 definido como

P(v,t,x) = Puy(x) = (cos(t))F,(x) + (sin(t))Ny(z)

cumple P, 4)(X) = Xy donde los {4} son los de 4.2.1 y ademés F, ;) es un embed-
ding de X en S? para todo v,t en el dominio.
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Sil<i<4yuze afirmamos que vale

o Placsy(2), N(@)) = ~2(ex, N()) = ~20.

La tnica igualdad que no es clara es la primera: esta se debe a que
1 — |se;]?

Ploc,0) (1) = Fye,(x) = (x — se;) — se;.

|z — se;]?

Derivando con respecto a s usando derivada del producto interno y derivada del cociente,
y evaluando en 0, obtenemos “£|,_o Py, 0)(¥) = A(z)z — 2¢;. Sin embargo, el A(z)z
podemos ignorarlo al tomar producto interno contra N(x) ya que z L N(x).

De esto, usando 2.4.14 para f = —21; y la linealidad de J vale que

d2
(ds) |S 0 Area (P(Sez = —4/ i J () d

parat=1,2 3,4.
Haciendo lo mismo con ¢5 = 1, tenemos que
d2

opslea Area (P (@) = =4 [ wn(ws) d

Dicho esto, demostramos un Lema que nos sera util en poco tiempo.

Lema 8.2.2. Para todo ¢ € E '\ {0} vale que

—/Eww <0

Demostracion:
Observemos primero que si definimos 7' : E X E — R como T'(f,g) fz fJ(g
tenemos que 1" es claramente bilineal, pero ademas es simétrico ya que

téngdE:iLgAde

por las formulas de Green, y todos los otros términos en fJ(g) son simétricos en f y g.

Sea f(v,t) = Area(E(th)) = Area(P(th)(E)) para (v,t) € B#(0)x(—4,d). Sabemos que
£(0,0) = W(X) y, como ¥ es una superficie minimal, que D f(0,0) = 0. Ademads, por 4.2.4
tenemos que f(v,t) < f(0,0) para todo (v,t) en el dominio, por lo que D?f(0,0) <0,y
por las desigualdades recién obtenidas, esto implica que

—/wﬂdego
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para todo ¥ € E.

Notando que esto implica que T'(¢,%) > 0 para todo ¢ € E, tenemos que lo que
queremos probar es equivalente a ver que 1" es definida positiva en su dominio. Si no
lo fuera, seria degenerada y existiria ¢ € E tal que T'(¢,v) = T(¢,¢) = 0 para todo
1 € E '\ {0}. Tomando en particular ¢ = ¢; para 1 <1i <5, tenemos que

/gbwidE:O para 1 < i <4, y ademaés /J(gb)dE:O.
2 )

Ahora, tenemos que ¢ = 3°_, az); para a; € R por definicién de E. Si a5 fuera 0,
tendriamos por lo anterior que ¢ tiene norma 0 en L?*(X), y luego por continuidad seria
0. De esto, dividiendo por as, como 5 = 1 existe ¢ € R y 1) combinacion lineal de 1)1,

w27 1/J3a y 77Z)4 tal que
1=rcop+.

Como 1 es un autovector de J con autovalor 2 y J(1) = |S|*> + 2, tenemos que

/E<|SP+2) dE:/ZJ(l) iy = /Z<CJ(¢)+J<¢)) dEZQ/Ew o)

Por otro lado, elevando al cuadrado también tenemos que 1 = c2¢? + 2cop + 2. De
esto,

Area(Y) = / (2P* + 2ch) + 2 d > / Y? dY,
3 b

donde la desigualdad se da porque ¢ integra 0 sobre Y, al ser ¢ autofuncién. Ademaés,
por la misma razén, tenemos

/EdeZ:/E¢(1—c¢)dE:/Z¢dZ.

Juntando todo, tenemos entonces que
2Area(X) = / 2d¥ < /(|S|2 +2)dx = 2/ ¥ dY < 2Area(X).
b ) )

Esto solo puede ser cierto si todas las desigualdades son igualdades. En particular, ne-
cesitamos que |S|? sea constantemente cero (ya que es una funcién no negativa). Esto
solo puede suceder si ambos autovalores de S son nulos en todo punto de ¥, cosa que
replicando el final de la demostracion de 2.3.11 implica que X es una gran esfera. Esto
contradice > € F;. Absurdo. [J

Supongamos ahora a modo de contradiccién indice(3) > 6. Nuestro objetivo serd
construir un mapa C” : B x [—m, 7] = Z5(S5®) que coincida con C' (definido en 5.1.1)
en todo el dominio salvo un entorno del origen. Luego, usaremos C’ para probar que
Area(X) = Area(X,,) para algin w € B*\ {0}, cosa que usaremos para probar que X es
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una gran esfera de S. Esto serfa un absurdo, ya que asumimos que el género de S es no
nulo.

Como indice(¥) > 6, existen fi, fo € C*°(X) autofunciones de J con autovalores
A1y Ag tales que {41, 19, 13,14, f1, f2} s un conjunto linealmente independiente (estas
autofunciones son C'° ya que, al ser soluciones de una ecuacion diferencial eliptica en
derivadas parciales con coeficientes analiticos, son analiticas). Como J es un operador
autoadjunto en L?, puedo asumir sin perder generalidad que (f;,¢;)z2 = 0 para j = 1,2,
1 <i<4,yque (f, fa)rz = 0.

Consideremos ahora la funcién

o = filf2, J(Ws)) 2 — fal f1, J(¥s5)) 2 € C(5).

Notemos primero que como t; son autofunciones para 1 < i < 4, vale que (@, J(1;)) 2 =
0 para 1 <i <4, ya que f; v f» son ortogonales a las ¥; en L? para 1 < i < 4. Por otro
lado, es facil ver que (g, J(¢5)) 2 = 0 por definicién.

Por tltimo, notemos que si llamamos ¢; = ({fo, J(¢5)) 12 y ¢ = {(f1,J(¥s5)) 12, tene-
mos que:

(0, J(©)) 12 = (fic1 — faca, Mificr — Xacafo) 2 = >\1‘|le1”2 + )‘2||02f2‘|2 —C(f1, f2) 12,

para C' = Ajcico + AaciCo.

Como A1, Ay son positivos y fi, fo ortogonales, esto es mayor a 0 a menos que ¢; =
co = 0, pero en ese caso tomamos ¢ = f; € C°(X) y ¢ cumple las mismas condiciones
que antes.

En conclusion, acabamos de probar que existe ¢ € C°(X) tal que

n — [Led(p) dE <0

Sea X un campo tangente de S* que a cada p € X le asigna X, es el vector en direccion
de la normal a ¥ N con magnitud ¢, considero {I's}s>¢ el grupo de difeomorfismos de
S3 de un pardmetro generados por X (es decir, I'y manda cada q € S? al resultado de
moverse durante tiempo s en la direccién de X empezando en ¢).

Dado esto, defino f : B#(0) x (=4,6) x (=d,5) — R como
f(v,t,s) = Area(Ts(Puz)(2)))

donde P, ) (3) se define como en la pagina anterior. Notar que f(0,0,0)(X) = Area (%),
y como toda superficie minimal es punto critico de un funcional de érea, D f(0,0,0) = 0.
Ademas, por la eleccién de ¢ y por 2.4.14, podemos ver que D?f(0,0,0) < 0, por lo que
(0,0,0) es maximo local y existe 0 < d; < § tal que

Area(Ty(Pyppn (D)) < £(0,0,0) = Area(D)
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para todo (v,t,s) € (B#(0) x (=d1,61) x (=61,01)) \ {(0,0,0)}.

Sea 8 : R® — R una funcién chichén suave tal que 0 < B(y) < 6;/2 para y € R5,

B(y) = 0 para |y| > 6/2 y B(y) = & para |y| < &;/4. Definimos

C'(0,1) = Lty (P ()] € Z2(S5°) para |(v,)] < 6.

Notemos que C'(v,t) = C(v,t) si §1/2 < |(v,t)| < d1, por lo que podemos extender C” a
un mapa continuo en la topologfa bemol C’ : B x [—m, 7] = Z5(5%) igualdndolo a C' en
(v, )| > 8;. Por lo recién dicho, tenemos que sup{M(C"(v, 1)) : |(v,t)] < &} < Area(X).
Esto implica que sup{M(C’(v,t)) : (v,t) € B' x [—7, 7]} < Area(X) por propiedad de
C.

Usaremos ahora C' para demostrar el siguiente Lema, que nos tomara la mayor parte
de lo que resta de este capitulo.

Lema 8.2.3. Ezxiste w € B*\ {0} tal que Area(S.,) = Area(X).

Demostracion:

Reemplazando C por C” en la definicién 5.4.1, podemos definir @' : I° — Z,(S?) que,
revisando la demostracion del Teorema 5.4.2; termina cumpliendo las mismas hipotesis
desde (H;) hasta (Hg) que cumple ®. Luego, podemos usar 7.1.2.

Considero la sucesién (5, M)-homotépica S = {®; }ien de mapas a (Z5(S; M), @Tls)
0
dada por 6.4.3, y llamo II" a la clase (5, M)-homotépica correspondiente. Por 7.1.3,
obtenemos la existencia de una ¥’ € F tal que 47 < Area(X') = L(II').

De esto,
Area(X) < Area(Y) = L(IT') < L(S) < sup{M(®'(z)) : = € I’} < Area(X),
lo que implica que S es una sucesion critica, y que por 6.5.2 podemos tomar ¥’ € C(5).

Tomando subsucesién de los ¢;, podemos elegir z; € Dom(¢;) tal que |¢;(z;)| converge
a X' en la topologia de Varifolds. Luego, por el punto (1) de 6.4.2 existe una sucesién
{l;}ien tendiendo a infinito tal que

Area(Y) = lim M(¢;(z;)) < lmsup{M(®'(z)) : z,2; € a, € I(n,1;),} < Area(T).
100 i—00
De esto, existe una sucesion {y; bien en 1% tal que limy_oo M(® (1)) = W(E) = Area(X),
con y; en los mismos 5-simplices que los z;. Notar que como [; — oo, la distancia entre
y; v x; tiende a 0, lo que junto a (2) de 6.4.2 implica que lim; o, F(P'(v;), ¢i(x;)) = 0.

Por la definicién de @', tenemos ®'(y;) = C'(v;,t;) para alguna sucesion (v;,t;) €
B x [—m, 7], y por compacidad podemos quedarnos con una subsucesion {(v;,t;)}ien
convergente a (v,t) € B' x [—, 7).
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Como ademés tenfamos sup{M(C’(v,1)) : |(v,t)| < 0;} < Area(D), |(vs, t:)| > 61/2 y
luego C'(v;, t;) = C'(v;, t;) para todo ¢ € N suficientemente grande.

Sea ahora T el mapa definido en 4.1.5, probemos que w = T'(v) cae en B*. Para
hacerlo, supondremos que cae en S® y llegaremos a un absurdo:

Si cayera en S3, tendriamos v € S® U Q.. Luego, por 5.1.1, tenemos que existe una
esfera geodésica S C S? tal que

i—00 i—00 i—00

Notemos ahora que si F(S5) = Area(S) = 0, la proposicién 5.2.1 nos dice en particular
que existe ¢ € S tal que para todo r,

(1wt C Br(q) sii es suficientemente grande

y luego M(C'(v;,t;)) tenderia a cero por 4.3.2. Sin embargo, esto es absurdo ya que
suponiamos M(®'(y;)) = Area(X).

Tenemos entonces que F(S) > 0. Recordemos entonces que tenemos dos sucesiones
{zi}ien vy {yi}ien que cumplen im0 F('(y:), S) = 0, Hmjoo F(P'(yi), (7)) =0, y

Estas convergencias en particular implican que ¢;(x;) — S en F y |¢i(z;)] — ¥/
en la topologia débil de Varifolds. Luego, por 3.5.6, tenemos que |[|S|| < [|¥']], v en
particular ||S||(S®\ X') = 0. De esto, S C ¥, lo que es una contradiccién, ya que S es
una 2-variedad de género 0 y ¥’ tiene género g > 1. Esto termina de probar que w € B*.

Probemos entonces que Area(X,) = Area(X). Como M(C(vit;)) = M(C'(v;,t;))
converge a Area(X) = W(X), tenemos que como X no es una esfera geodésica, por 4.2.4
vale que o bien t =0 o |t| = 7.

Descartemos ahora [t| = 7: sea p € Y1), entonces por 4.3.2 tenemos que existen
r>0y0<d <W(X) tales que

Area(Sg N Br(—p)) <& < W(T)

para todo (u,s) € B* x [-7,7].

Notemos que podemos pedir que i sea suficientemente grande tal que simultanea-
mente suceda que T — /2 < [t;] < 7y que

sup d(z, Xr(w,)) <7/2
z€T(v)

por la continuidad de d y la compacidad de T'(v), donde recordamos que d es la distancia
geodésica sobre S°.
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Como d(E(7(w;) 1), 21(w) < A(E (i) ), ) + d(x, Ep(y)) para todo z € S3, en parti-
cular vale para todo x € T'(v), y tomando una sucesién convergente a un = € 7'(v) que
minimiza d(E(T(vi),ti)a ET(’U))7 tenemos

AT i) 2Tw) < AB (@) ) 21w)) + sUp (T, Bwy))

z€T(v)

De esto, tenemos que

A ) P) = AT @) ) 21(0))
> d(X(r )0 Zrw)) — sup d(z, X))
€T (v)
> |ti] — /2

lo que implica que X(p(@,)s) C Br(—p). Sin embargo, esto es un absurdo ya que
M(C(v;,t;)) no podria converger a nada mayor a §'.

Tenemos entonces que ¢t = 0, y luego por definicién, C(v;,t;) tiende a C(v,t) =
C(v,0) = Ep@) = Xy en F. De esto, ¢(z;) = X, en F y |¢(z;)] — X' en F. Por 3.5.6
tenemos luego que [|X, || < [|¥'|| y al igual que antes, ¥, C ¥’. Como tanto 3, como ¥
son 2-variedades cerradas y conexas en S® de la misma dimensién, X, resulta cerrado y
abierto en Y, por lo que ambas variedades coinciden. Luego, Area(3,) = Arca(Y).

Usando |(v;, ;)| > 01/2 para i suficientemente grande, tenemos ademds que v # 0.
De la definicién de T tenemos entonces w # 0, y w € B*\ {0} como querfamos. [J

Probemos ahora que ¥ debe ser una gran esfera. Sustituyendo g = ( en ([11,

—2w
1+[w]?)
Ecuacion 1.12]) y teniendo en cuenta que H = 0 en nuestro caso, obtenemos la férmula
(w, N (x))*

|z — w|*

Area(,) = Area(X) — 4/ dx.
s

De esto, Area(X,) = Arca(X) implica que (w, N(z)) = 0 para todo z € X. Sin
embargo, como X es minimal, por 2.3.11 tenemos que X es una gran esfera. Esto es un
absurdo, ya que suponiamos Y tiene género no nulo.

El absurdo provino de suponer indice(X) > 6. Luego, tenemos indice(¥) < 5y X
resulta ser el toro de Clifford salvo isometrias. [

8.3. Demostracion de la conjetura de Willmore

Estamos ahora en condiciones de demostrar la Conjetura de Willmore. Sea ¥ C 53
una superficie cerrada embebida de género g > 1. Podemos asumir que W(X) < 8.
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Consideremos la familia min-max ® definida en 5.4.1 y la clase de homotopia II
asociada a ¥ definida en 6.4.3. Nuevamente, por el Teorema 5.4.2, se cumplen todas
las hipétesis para que valga el corolario de la cota inferior (7.1.3). De esto, existe una
superficie minimal ¥’ con género g > 1 tal que

Area(Y') = L(IT) < sup{M(®(z)) : 2 € I’} < W(%)

donde la tltima desigualdad sale de 5.4.2. De acd, por el Teorema B (8.2.1) es inmediato
que W(X) > 272, y para terminar de probar la conjetura de Willmore solo nos queda
probar los casos de igualdad. Supongamos entonces W(X) = 272

Lema 8.3.1. Eziste w € B*\ {0} tal que Area(S,) = W(Z) = 272

Demostracion:
Esta demostracion se parece mucho a 8.2.3, pero la escribiremos entera por fines de
completitud.

Sea C' el mapa definido en 5.1.1, y sea S = {¢; }ien € II la sucesion (5, M)-homotdpi-
ca de mapas a (Z9(S% M), (ID"IS) dada por 6.4.3. Por 8.2.1, definiendo ¥’ como recién,
tenemos que ’

27° < Area(Y') = L(II) < L(S) < sup{M(®(z)) : z € I’} < W(X) = 2.
De esto, S es en particular una sucesién critica, y por 6.5.2 podemos tomar >’ € C(.5).

Pasando a subsucesién, elegimos z; € Dom(¢;) tal que |¢;(x;)| converge a ¥ en la
métrica F de Varifolds. Luego, por el punto (1) de 6.4.2 existe una sucesion {l;}ien
tendiendo a infinito tal que

Area(Y) = lim M(¢;(z;)) < limsup{M(®(z)) : z,z; € a, a € I(n, ;) } < W().
=00 i—00
Aligual que en la demo de 8.2.3, existe una sucesion {y; }ien en I° tal que lim; o, M(®(y;)) =

W(X), con y; en los mismos 5-simplices que los x;. Volvemos a tener entonces por el item
(2) de 6.4.2 que lim;_, oo F(P(v;), pi(z;)) = 0.

Por la definicién de @, tenemos ®(y;) = C(v;,t;) para alguna sucesién (v;,t;) €
B x [—m, 7], y por compacidad podemos quedarnos con una subsucesién {(v;,t;)}ien
convergente a (v,t) € B x [—m, .

Sea ahora T el mapa definido en 4.1.5, nos vuelve a interesar ver que w = T'(v) cae
en B*. Para verlo, asumimos que v cae en S® U ()., y al igual que en 8.2.3, obtenemos
una esfera geodésica S con F(S) > 0 tal que ¢;(x;) — S en Fy |¢i(z;)| = X' en F. Por
3.5.6 nuevamente, tenemos que ||S]|(S?\ ¥’) = 0, que implica S C ¥, que es absurdo
porque S y ¥/ tienen distinto género.
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Para terminar, como M(C(v;,t;)) converge a W(X), al igual que en 8.2.3 podemos
por 4.2.4 concluir que o bien t =0 o t = |r|. El caso |t| = 7 es descartado siguiendo la
misma cadena de desigualdades, por lo que tenemos t = 0.

Esto quiere decir que ¢(z;) — 3, en F por definicion y continuidad de C', y como
|p(x;)] — X' en F, por 3.5.6 vale de nuevo que ¥,, C ¥’ y ambas superficies coinciden.
En particular, Area(2,) = W(X) = 272 O

De esto y 4.2.4 tenemos que necesariamente >, es una superficie minimal con género
g > 1y 4rea 272 Por 8.2.1, tenemos entonces que X, es el toro de Clifford salvo
isometrias de S%. Como X, es el resultado de aplicarle una transformacién conforme
a 2, concluimos que necesariamente ¥ es el toro de Clifford salvo transformaciones
conformes. Esto demuestra la conjetura de Willmore.
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