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Introduccion

Las &algebras asociativas son un objeto de fundamental importancia en matemaética.
Aparecen en diversas areas, como algebra lineal, geometria algebraica, teoria de algebras de
Lie, teoria de representaciones y topologia algebraica, entre muchas otras. Dos invariantes
de estas fueron definidos por G. Hochschild en 1945: las teorfas de homologia y cohomologia
que llevan su nombre. Sin embargo, ya en 1937 N. Jacobson estudi6 [Jac37] las derivaciones
y derivaciones interiores de algebras sobre cuerpos, dos conceptos que, como se muestra
mas adelante, estan codificados en la cohomologia de Hochschild del dlgebra. Muchas de las
teorias de homologia y cohomologia en otras areas de la matematica pueden reformularse
en términos de la homologia y cohomologia de Hochschild.

En [Hoc42|, Hochschild demostrd, con métodos homologicos rudimentarios para los
estandares de hoy, que toda derivaciéon de un algebra es interior si y solo si el algebra es
separable, esto es, A ® g L es semisimple para toda extension de cuerpos K C L. También
present6 una condicién necesaria para que un algebra sobre un cuerpo de caracteristica 0 sea
semisimple. Usando herramientas que anos después H. Cartan y S. Eilenberg formalizaron
y publicaron en [CE99|, Hochschild reformulé estos resultados en términos de resoluciones
proyectivas del algebra y grupos de cohomologia con valores en un A-bimédulo arbitrario
en [Hoc45]. Con este lenguaje, los resultados anteriores se pueden expresar como sigue: un
algebra es separable si y solo si el primer grupo de cohomologia del algebra a coeficientes en
cualquier bimo6dulo es nulo, y una condicién necesaria para que un algebra sea semisimple
sobre un cuerpo de caracteristica 0 es que su primer grupo de cohomologia con coeficientes
en si misma sea nulo. En ese mismo trabajo, dio una interpretacién del segundo grupo de
cohomologia en términos de las extensiones del algebra. Otra interpretaciéon del segundo
grupo de cohomologia fue dada por M. Gerstenhaber en [Ger64|, trabajo en el cual estudié
las deformaciones de un algebra.

En particular, Cartan y Eilenberg mostraron que para calcular la homologia y coho-
mologia de un algebra se puede utilizar cualquier resoluciéon proyectiva del algebra como
bimdédulo sobre si misma. Es tutil entonces tener resoluciones minimales para la clase de
algebras que se desea estudiar. M. Bardzell prob6 en [Bar97| la existencia de dichas reso-
luciones para las algebras monomiales.

En esta tesis estudiamos las extensiones de un algebra A por algin A-bimoédulo torcidas
por un 2-cociclo. El caso particular en el que el bimédulo es DA, el dual del algebra, y
el 2-cociclo es nulo se conoce como la extension trivial T'A del algebra. En [CMRS03], se
calcula el primer grupo de cohomologia de Hochschild de T'A en términos de espacios que
dependen tnicamente del algebra de partida. En particular, los autores muestran que este
espacio nunca es nulo. En un grado arbitrario n, muestran que la homologia y cohomologia
del algebra en grado n son sumandos directos de HH"(T'A) si A es de dimension finita.
Hasta el dia de hoy no se conocen muchos mas resultados que relacionen HH"(T'A) con
espacios que dependen del algebra de partida.

En el Capitulo 1 se desarrollan los conceptos béasicos de la teoria, las herramientas que
seran utilizadas en la tesis, las definiciones de la homologia y cohomologia de Hochschild, la
resolucién minimal debida a Bardzell para dlgebras monomiales, la teoria de deformaciones
debida a Gerstenhaber y finalmente las nociones de extensiones de dlgebras.



En el Capitulo 2 se presentan los resultados que usaremos de [CMRS03], entre los cuales
se encuentra la siguiente descomposicién del primer grupo de cohomologia de Hochschild
de la extensioén trivial de un algebra:

Teorema. [CMRS03, Theorem 5.5] Sea A una K-algebra de dimension finita. Entonces
HHY(TA) ~ A* @ Homg (HH; (A), K) & HH'(A) @ Alt4(DA).
Aqui, A4 es el K-espacio vectorial Hom 4e(A, A) y Alt4(DA) denota a
{a: DA®4 DA — K lineal : a(f ® g) = —a(g ® f) para todos f,g € DA}.

Ademaés, se expone un resultado que permite relacionar la cohomologia de la extensién
trivial de un algebra A con la de cualquiera de las extensiones torcidas de A.

En el Capitulo 3 se introduce la familia de algebras de interés para esta tesis y se
calculan los espacios de cohomologia de las extensiones de algunas algebras, verificando
que cumplen con los resultados vistos en el Capitulo 2. Luego, se presentan unos resultados
adicionales que facilitan el calculo de un altimo ejemplo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones, notaciones y resultados basicos necesarios
para el desarrollo de esta tesis. En la Seccién 1.1 se dan las definiciones bésicas de algebras
y modulos que seran utilizadas. En la Seccidon 1.2 se ven los conceptos necesarios de las
algebras de caminos, algunos resultados y ejemplos. La Seccion 1.3 se dedica al concepto de
resolucién de un modulo. En la Seccion 1.4 se presentan las definiciones de la homologia y
cohomologia de Hochschild, asi como la principal resolucién que se utilizara en este trabajo.
En la Seccién 1.5 se desarrolla el concepto de deformaciones de algebras, y su conexién
con la cohomologia de Hochschild. En la Seccién 1.6 se estudia la nocién de extensiones de
algebras, y una caracterizacién de ellas.

1.1. Algebras y modulos

En esta seccién se introducen las nociones de 4lgebras sobre un cuerpo y médulos sobre
las mismas. Ademas, se define el algebra envolvente de un algebra.

Definicion 1.1.1. Sea K un cuerpo. Una K-algebra asociativa es un anillo A con una
estructura de K-espacio vectorial compatible con la multiplicacién del anillo, es decir,

A(ab) = (aA)b = a(Ab) = (ab)A

para cada a,b € Ay A € K. Se dice que A es finito dimensional, o de dimensién finita, si
lo es como K-espacio vectorial. Cuando no haya riesgo de confusion, se dird que A es un
algebra. El algebra es unitaria (o tiene unidad) si el anillo subyacente lo es.

Definiciéon 1.1.2. Dadas dos K-algebras A y B, un morfismo de K-algebras es un
morfismo de anillos f : A — B que es K-lineal. Un isomorfismo de K-algebras es un
morfismo de K-algebras biyectivo, y de existir un isomorfismo de K-algebras entre Ay B,
se dice que estas son K-algebras isomorfas y se nota A ~ B.

Definicion 1.1.3. El algebra opuesta A°P? de A es el dlgebra que coincide con A como
espacio vectorial, y su multiplicaciéon * se define por a *x b = ba. El algebra envolvente
A€ de A es el algebra cuyo K-espacio vectorial subyacente es A @ A°P, y cuyo producto
estd dado por la extension lineal de

(a®b)-(a @) =ad @b

Definiciéon 1.1.4. Un A-moédulo a izquierda es un K-espacio vectorial M junto con
una operacion binaria - : A X M — M, (a,m) — am que satisface

1. a(m+m') = am + am/,
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2. (a+b)m = am + bm,
3. (ab)m = a(bm),
4. 1m =m,

5. a(Am) = (Aa)m = A(am),

para todos a,b € A, m,m’ € M y A\ € K. Se define, de manera aniloga, la nocion de
A-moédulo a derecha.

Salvo que se diga lo contrario, en este trabajo se van a considerar médulos a izquierda.

Definiciéon 1.1.5. Dados dos A-modulos M y N, un morfismo de A-mddulos es un
morfismo de K-espacios vectoriales que cumple f(am) = af(m) paratodoa € Ay m € M.
Este se dice un isomorfismo si es biyectivo, en cuyo caso se dice que M y N son A-moddulos
isomorfos.

Observacion 1.1.6. Un morfismo de A-moédulos es también un morfismo de K-espacios
vectoriales.

Notacion: Notamos por 4Mod a la categoria de A-moédulos a izquierda, y por Mody4 a la
categoria de A-mdédulos a derecha.

Observacion 1.1.7. Las categorias 4Mod y Mod 40» son naturalmente equivalentes.
Definicion 1.1.8. Sea M un A-modulo. Se dice que M es

= indescomponible si es no nulo y no es suma directa de dos A-mo6dulos no nulos,
= noetheriano si todos sus submodulos son finitamente generados,
» libre si existe un conjunto I tal que M ~ AU,

= proyectivo si para todo epimorfismo de A-médulos p: N — Ty todo morfismo de
A-moédulos f: M — T existe un morfismo de A-modulos f: M — N tal que pf = f,
es decir, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

B M
24

K
T

N p

0

Definicion 1.1.9. Un éalgebra A es indescomponible si no es la suma directa de dos
algebras no nulas.

Definicion 1.1.10. Un algebra A se dice basica si, como A-mo6dulo, es suma directa de
A-modulos indescomponibles no isomorfos dos a dos.

Definiciéon 1.1.11. Dadas dos K-algebras A y B, un (A, B)-bimédulo M = 4Mp es
una terna (M, -, *) tal que (M,-) es un A-modulo a izquierda, (M, *) es un B-modulo a
derecha, y las acciones son compatibles, esto es,

(a-m)xb=a-(m=xb),
para todos a € A, b € By m € M. Cuando A = B, se dird que M es un A-bimédulo.
Notacion: Notamos por 4Modp a la categoria de (A, B)-bimodulos.
Observacioén 1.1.12. Las categorias geMod y 4Mod 4 son naturalmente equivalentes.

Observacion 1.1.13. Si M es un A-moédulo a izquierda, DM := Hompg (M, K) es un
A-modulo a derecha con estructura dada por (fa)(x) = f(az). De manera similar, si M
es un A-modulo a derecha, DM es un A-moédulo a izquierda via (af)(x) = f(za).

Notacion: En ocasiones, escribiremos = en lugar de ~ para referirnos a un isomorfismo
natural.
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1.2. Algebras de caminos

En esta seccion se definen las nociones de carcaj y de algebra de caminos. Ademas, se
ven algunos ejemplos y como se pueden representar.

Definiciéon 1.2.1. Un carcaj es una 4-upla ordenada @ = (Qo, Q1, s,1t), en la cual Qq y
@1 son conjuntos, Qg es no vacio, y s,t: Q1 — Qg son funciones. Los elementos de Qg se
dicen los vértices de @ y los de @ las flechas de Q. Si « es una flecha, s(«) es el origen
de a, y t(a) es el término de a. El carcaj @ es finito si tanto Qp como @) son conjuntos
finitos. El par (Qo, Q1) es el grafo subyacente de Q.

Definicion 1.2.2. Un carcaj se dice conexo si el grafo subyacente lo es.

Definicién 1.2.3. Dado un carcaj @), se define un camino en () como una secuencia de
flechas a = ay, ... a; tales que t(a;) = s(a;+1) para todo 1 < i < n. Un camino es trivial
sin = 0 o, lo que es lo mismo, corresponde a un vértice e. La longitud de un camino
« es la cantidad de flechas que lo componen, de donde o = ay, ... a; tiene longitud n. Si
a es un veértice, s(a) = t(«) := «, mientras que si « = ay,...a1, con ay,...,a, las flechas
que componen a «, se define s(a) := s(ay) y t(a) := t(ay). Si s(a) = t(«), se dice que «
es un ciclo; si ademas es de longitud 1, se denomina bucle. Se dice que @ es aciclico si
no contiene ciclos no triviales.

Ejemplos 1.2.4. Una forma céomoda de dar un carcaj es con un dibujo: se colocan los
nombres de los vértices, y una flecha del vértice i al vértice j por cada flecha « con s(a) =i
y t(a) = 7. Algunos ejemplos de carcajes son:

(i) (i)

A 2N
1 l+——F3
(iii) b (iv) /2X

1 2452+ 3 y

kl 1 _ 3 . 5
L/ N
| ;
)

Definiciéon 1.2.5. Sea ) un carcaj. El adlgebra de caminos K@ de @) sobre K es la
K-algebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de los caminos en
Q, y el producto esta dado por la concatenacion de caminos, es decir, si a y 8 son caminos,
B-a=pasis(f) =t(a),y es cero si no. Si « es un camino en () y e es un camino trivial,
a-e=asie=s(a),y cero sino, y de manera similar, e -« = a si e = t(«), y cero si no.

En el contexto de algebras de caminos, se denotarda E a la subalgebra K Q).

Observacion 1.2.6. A partir de la definicion se obtiene una descomposicién en suma
directa de K@) como espacio vectorial:

KQ =P KQu,
n>0

donde @, denota el conjunto de caminos de longitud n. Como K@, - KQn C KQnim,
K@ es una K-algebra Ny-graduada por la longitud de caminos.
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Lema 1.2.7. |[ASS06, Chapter II, Lemma 1.4] Sea @) un carcaj. Entonces
(i) KQ es un algebra asociativa.

(ii) K@ es unitaria si y solo si Qg es finito. Mas atn, en este caso, 1 = ) e.
e€Qo

(iii)) K@ es de dimension finita si y solo si @ es finito y aciclico.
De ahora en mas, todas las algebras seran unitarias.

Definicién 1.2.8. Sea () un carcaj conexo. El ideal bilatero del algebra de caminos K@
generado por ()1 se llama el ideal de flechas de K@ y se denota R. Un ideal bilatero I
de K () se dice admisible si existe un ntmero natural n > 2 tal que

R"C I C R%

Definicion 1.2.9. Sea @ un carcaj. Una relacién con coeficientes en K es una com-
binaciéon K-lineal de caminos de longitud por lo menos dos que ademas son paralelos, es
decir, tienen el mismo origen y término. Més explicitamente, una relacién es un elemento

de KQ de la forma
Z Aia’ia
i=1

con ¢ de longitud por lo menos dos, s(c;) = s(aj), t(e) = t(a;) y A\i € K para todos
1<i4,5 <n.Sin=1,larelacion se dice monomial.

Proposicion 1.2.10. [ASS06, Chapter II, Proposition 2.6, Lemma 2.8] Sean @) un carcaj
finito e I un ideal admisible de K@Q.

(i) El algebra KQ/I es de dimension finita.
(ii) El ideal I puede generarse por un conjunto finito de relaciones.

Definicién 1.2.11. Un algebra A es monomial si existen un carcaj () y un ideal admisible
I generado por relaciones monomiales tales que A es isomorfa a KQ/I.

El siguiente resultado justifica el interés en los cocientes de algebras de caminos.

Teorema 1.2.12. [ASS06, Chapter II, Theorem 3.7] Sean K un cuerpo algebraicamente
cerrado y A una K-algebra bésica e indescomponible de dimensién finita. Entonces existe
un unico carcaj @ y existe un ideal admisible I tales que A ~ KQ/I.

Ejemplos 1.2.13. (i) Consideremos el carcaj

a

()

1

Para cualquier n > 2, I = (a”) es un ideal admisible de KQ.

(ii) Consideremos el siguiente carcaj:

2
7N
lé—r—"3

Un ejemplo de ideal admisible de KQ es I = (ba, cb, ac).
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(iii) Para el carcaj

1—>2<—3

fl
)
se tiene que I = (de, ad, eb, fe) es un ideal admisible del 4lgebra de caminos.

(iv) Para

2
7N
1 _ 3 y 5
4
I = ((bac)?, feb — db) es un posible ideal admisible de K Q.

1.3. Resoluciones

En esta seccién se repasan los conceptos de resoluciones de A-modulos.

Definicién 1.3.1. Dado un A-moédulo M, una resoluciéon (a izquierda) de M es un
complejo de cadenas de A-moédulos (X, dj)r>0 junto con un morfismo Xy 5 M tal que

s X B xS xS M — 0 (+)

es exacto. Se dice que € es el morfismo de aumentacion de la resolucion, la cual se denota
g . * 2 .z

por X¢ — M, y (%) se llama el complejo aumentado de la resolucion. La resolucion se

dice proyectiva, libre o playa si cada X} es proyectivo, libre o playo, respectivamente.

Observacion 1.3.2. En 4Mod siempre existen resoluciones libres. Es decir, si M es un
A-moédulo, siempre existe una resolucion libre de M.

Ejemplo 1.3.3. Sea C,, = (t) el grupo ciclico de orden n. Z es un Z[C)]-médulo, via
m-n=mnsim€Zyt -n=n.Asi, una resolucion libre de Z como Z[C,,]-modulo es

5 Z[Cy] 25 Z[C,) 25 Z[Cy) —d—>Z[O | <47 —0,
n—1 . n—1
con 5( Z:Oal-tl) = Z:Oai, dogr1=-(t—1) y dog, = - ( )

Proposicion 1.3.4. [CE99, Chapter V, Proposition 1.1] Sean M y M’ dos A-modulos,
sea (X, dk)k>0 una resolucion proyectiva de M y sea (X, d})x>0 una resolucion de M’.
Entonces, si f : M — M’ es un morfismo de modulos, existe un morfismo de complejos

(fx)k>0 tal que

XO%M

l#

d/
Xé 0, M

conmuta. Mas atn, dicho morfismo es tnico salvo homotopia. Se dice que (f)r>0 levanta

a f.
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Definicién 1.3.5. Sea M un A-modulo y sean (Xj, dy)r>0 ¥ (X}, d},)k>0 dos resoluciones
proyectivas de M. Un morfismo de comparacion entre (X, dx)r>0 v (X}, d})k>0 €s un
morfismo de complejos (f)r>0 de (Xk, dk)k>0 en (X, d})k>0 que levanta a la identidad
de M.

Notar que en vista de la proposiciéon anterior en el caso particular f = id, siempre
existe un morfismo de comparacion entre dos resoluciones proyectivas cualesquiera de un
modulo dado.

1.4. Homologia y cohomologia de Hochschild

En esta seccion se introducen las definiciones de la homologia y cohomologia de Hochs-
child. Luego se estudia una resolucién que es ttil a la hora de hacer calculos explicitos.

Definicion 1.4.1. Sean A una K-algebra y M un A-bimédulo. Se definen la homologia
de Hochschild de A con coeficientes en M como

Ho (A, M) := Torl" (M, A),
y la cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M como
H*(A, M) := Ext%c (A, M).

Observar que H,, (A, M) y H"(A, M) son K-espacios vectoriales para cada n. Se denota
HH, (A) a H,(A, A) y HH"(A) a H"(A, A).

Como los funtores Tor y Ext no dependen de la resoluciéon proyectiva de A sobre A€
usada, se introduce una en particular que es tutil para obtener resultados teéricos.

Para simplificar la notacion, en ocasiones se escribe ® en lugar de @ y A®™ en lugar
del producto tensorial A ® ---® A de A consigo mismo n veces. Con esto en mente, A®™
es un A-bimoédulo via

ala; ® - R ap)b=aa; ® -+ R apb,

por lo que se lo puede considerar como un A®-modulo a izquierda. Concretamente,
(a®b)(a1® - ®an) =aar @ - @ apb.

Si n >0, la funcion b/, : A2 — A9+ definida por

n

(a0 ® - ®anp1) = Y (~1)!ag® -+ ®iait1 @+ @ ani1
i—0

es un morfismo de A%-modulos.

Proposiciéon 1.4.2. [CE99, p. 174-175] (A®"+2 b/ )),,>0 es una resolucién de A sobre A¢,
con morfismo de aumentacion bjy(a ® b) = ab.

Definicién 1.4.3. La resolucion (A®™ 2 8! ),,>0 se llama la resolucién bar de A.
Como A es libre sobre K, se tiene que A®" también lo es para todo n > 0, y luego

A®"H2 ~ A° ® A®™ es libre sobre A°. En consecuencia, la resolucién bar es una resolucién
libre (y en particular proyectiva) de A sobre A°.
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1.4.1. Homologia de Hochschild

Sea M un A-bimoédulo. Si se aplica el funtor M ® 4¢ — a la resolucién bar de A, se
obtiene el complejo de cadenas

s M ®ge AP O M@ AR M@ A% 2 M @4 A%2 0,
donde el diferencial 9; es el inducido por el diferencial b}. Se suele utilizar la identificacion
M ®pe A2 ~ M @ A®™,

donde m ®4c (a®a; ® -+ @ a, ®b) = bma® (a1 ® -+ ® ayp), con la cual el complejo
resultante es

(Co(A, M), ds): — — M@A® I M@ A — . s M@ AL M — 0.

El diferencial inducido es

n—1
dn(m®a1®---®an):ma1®a2®~-®an+2(—1)im®a1®--~®aiai+1®~-®an
i=1
+(-D"aym®@a; @ ® ap_1.

Asi, el n-ésimo grupo de homologia de Hochschild de A con coeficientes en M es

kerd,,

Hn(A7 M) = Hn(CO(AvM)de) = imd +17

donde la primera igualdad hace referencia a un isomorfismo natural.

Ejemplo 1.4.4. Si A = K, el complejo de cadenas correspondiente es
oy KO dny geen g2 U e,
via el isomorfismo K®" — K, donde \; ® -+ ® A\, = A1 ... \p, €l complejo resultante es
N QNN LN 'L Ny "GN}
por lo que HHy(K) = K y HH,,(K) = 0 para todo n > 1.

1.4.2. Cohomologia de Hochschild

Sea M un A-bimoédulo. Aplicando el funtor Hom ge(—, M) a la resoluciéon bar de A, se
obtiene el complejo de cocadenas (C*(A4, M),d*):

0 —s Homae (A%2, M) 255 .. 5 Homue (A%"+ M) 2% Hom ge (A®" 2, M) — ...,

donde el diferencial &’ es el inducido por b.. En este caso, la identificacion que se suele usar
es
Hom 4 (A®" 2 M) ~ Homg (A%, M),

donde f +— (a+— f(1®a® 1)), mediante la cual el complejo resultante es

0— ML Homy (A, M) — -+ — Homg (A®"™, M) 4, Homp (A®"H M) — ...,
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y el diferencial inducido es

(@ @aptr) = a1 flaz @ @ ans1) + Y _(-1)'f(01 @ © aiain1 @ - @ ags)
=1

+ (D" flar @+ @ an)ant.
Asi, el n-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M es
ker d™
imd" !’

donde la primera igualdad hace referencia a un isomorfismo natural.

H™(A, M) = H(C*(A, M),d*) =

Ejemplo 1.4.5. Si A = K, el complejo de cocadenas correspondiente es
0— K Y Homp (K, K) — - — Homg (K", K) Y% Homy (K&, K) — ...,
y pasando por el isomorfismo Homg (K®", K) — K, donde f — f(1®---® 1), se llega a
0—K- Yk YNy YRk .

de donde HHY(K) = K y HH"(K) = 0 para todo n > 1.

1.4.3. Homologia y cohomologia de Hochschild en grados bajos

Se presenta ahora cémo la homologia y cohomologia en algunos de los primeros grados
recuperan informaciéon del algebra.

= [a homologia de Hochschild en grado 0 es

M M
A= T oy

donde [A, M] es el subespacio generado por {ma—am : m € M,a € A}. En particular,
si M = A, se tiene

HH((A) = A

Luego, si A es conmutativa, HHg(A4) = A.

Por ejemplo, cuando A = M,,(K), la homologia de Hochschild HHy(A) es el espacio
generado por la matriz identidad.

= La cohomologia de Hochschild en grado 0 es
HY(A, M) = kerd® = {m € M : d°(m)(a) = am — ma = 0 para todo a € A}.
En particular, si M = A, se tiene que HH°(A) = Z(A), el centro de A.
» La cohomologia en grado 1 es H'(A, M) = kerd!/im d°, donde
kerd! = {f € Homg (A, M) : d*(f) = 0}
— {f € Homp (A, M) : d(£)(a® b) = af () - F(ab) + af(b) = 0
para todos a,b € A},

es decir, ker d! es el espacio de las derivaciones K-lineales de A en M, Derg (A, M).
Por otro lado,

imd® = {f € Homg (A, M) : existe m € M tal que f = d°(m)},

el cual es el espacio de las K-derivaciones interiores de A en M, InDerg (A, M). Asi,
HY(A, M) = Derg (A, M)/InDerg (A, M).
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1.4.4. Producto cup y corchete de Gerstenhaber

En esta seccion se presentan las definiciones del producto cup y el corchete de Gers-
tenhaber en la cohomologia de Hochschild.

Definicién 1.4.6. Sean f € Homg (A®™, A) y g € Homp (A®", A). Se define su producto
cup f — g € Homg (A®(Mm+7) A) como

(f =91 ® - ®amin) = (=1)""f(a1 @ ® am)g(ams1 @ -+ @ Gmin)
para todos ai,...,am+n € A. Si m = 0, la férmula se interpreta como
(f =9 ®-®an) = f(1)g(a1 @ - @an),
y para n = 0 es similar.

Observacion 1.4.7. [Witl19, p. 14-15] El producto cup induce un producto asociativo
bien definido en la cohomologia, que se suele denotar igual:

— : HH™(A) x HH"(A) — HH™"(A).
Definicién 1.4.8. Sean f € Homg (A®™, A) y g € Homp (A®", A). Se define su producto
circulo f o g € Homp (A®m =1 A) como

(fog)la1 @ @ amin-1)

m
Z (n 6= 1f(a1®--'®a171®9(az’®"'®ai+n71)®ai+n®"‘®am+n*1)'

Sim =0, entonces fog =0y sin =0, interpretamos que g(a; ® -+ ® a;4n—1) = g(1). Se
define ademas su corchete de Gerstenhaber [f,g] € Homg (A®(+7=1)A) como

[f.9] = fog—(-1)mV=Dgo .

Observacion 1.4.9. [Wit19, p. 17-18] El corchete de Gerstenhaber pasa a la cohomologia,
y se lo denota de la misma manera:

[—,—]: HH™(A) x HH"(A) — HH™ 1 (A).

1.4.5. Cohomologia de Hochschild relativa a una subalgebra

Sean E una subalgebra de A y M un A-bimoédulo. Se considera el complejo de Hochs-
child E-relativo (C*(A, E, M),d*) dado por

C°%A,E,M) = {m € M : em = me para todo e € E},

y para todo n > 0, el K-espacio vectorial C™(A, E, M) formado por las transformaciones
lineales f : A®™ — M tales que

flea1 ® - -®@ap) =ef(a1 @ - ay)
flag® - ®ane) = fla1 @+ Ray)e
flar® - ®ae®ai1 @ Qap) = fla1® - Ra; ®ea1 ® -+ R ay),

para todos ai,...,a, € A, 1 <i<n-—1yeé€ E, mientras que los diferenciales son

d" (f)(al ®- & an—i—l) = alf(a2 R R Cbn+1 + Z al R Q41 ® - & an-i—l)
=1

+ (=) fla1 @ @ ap)ani1-
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Definicién 1.4.10. El n-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild E-relativa
de A con coeficientes en M es

ker d"

imd" !

H"(A, E, M) := H"(C*(A, E, M),d*) =

Observacion 1.4.11. Si £ = K, la cohomologia de Hochschild K-relativa es la cohomo-
logia de Hochschild usual.

Proposicion 1.4.12. [GS86, p. 57| La cohomologia de Hochschild E-relativa es isomorfa
a la cohomologia del subcomplejo C} (A, E, M) de C*(A, E, M), donde C} (A, E, M) es el
conjunto de los f € C"(A, E, M) tales que f(a; ® ---® ay,) = 0 si algin a; pertenece a E.

Definicion 1.4.13. Una K-algebra A se dice separable si es proyectiva como A°-moédulo.

Teorema 1.4.14. |[GS86, Theorem 1.2| Si E es una subéalgebra separable de A, entonces
los morfismos inducidos por la inclusion

H*(A,E,M) — H*(A, M)
son isomorfismos.

A partir de ahora, E serd una subéalgebra separable de A y cuando se nombre la reso-
lucion bar de un cociente A de un algebra de caminos, se hara referencia a la resoluciéon
(A®En2 b, 50, donde A®E" = AQp - @p Ay b, : A¥E"H2 5 A®EnHL o5 e] morfismo
de A¢-mobdulos definido por

n

(ag® - ®ans1) =D (~1)'ag® -+ @ aiaip1 ® -+~ @ anpr
=0

1.4.6. La resolucion de Bardzell

Ahora se describe una resolucion proyectiva minimal construida por Bardzell en [Bar97]
para algebras monomiales de dimension finita. Para ver més detalles sobre la minimalidad
de esta, consultar [Wit19].

Ademas de construir esta resolucion en [Bar97|, Bardzell prueba la exactitud de la
misma en algunos lugares, y no da todos los detalles del caso general. Skéldberg da una
homotopia de contraccion en [Sk608, Theorem 1].

Sean entonces A = K@Q/I un algebra monomial de dimension finita, y R un conjunto
minimal generador de I que consiste de relaciones monomiales tal que ningin elemento de
R tiene divisores propios en R.

Dado un camino « en @, se consideran los vértices correspondientes a origenes y tér-
minos de las flechas que componen a «, con < el orden natural entre ellos inducido por
el recorrido de a.. Sea R(«) el conjunto de caminos de R que son subcaminos de «. Dado
p1 € R(«a), se considera

Ly ={p € R(a) : s(p1) < s(p) < t(p1)}-

Si Lo es no vacio, sea po € Lo con origen minimo respecto de todos los p € Ls. Habiendo
construido p1, ..., p;, se considera

Liy1 ={p € R(a) : t(pi-1) < s(p) <t(pi)}-

Si L;11 es no vacio, sea p;+1 € Liy1 con origen minimo respecto de todos los p € L; 1.
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Definiciéon 1.4.15. Dado n > 2, la (n — 1)-upla (p1,...,pn—1) construida anteriormente
se llama una n-concatenacién. El subcamino de « con origen s(p;) y término ¢(p,—1) se
denomina soporte de la concatenaciéon. El conjunto de soportes de n-concatenaciones
se denota I';,. Se definen ademas I'g = Qo y I'1 = Q1.

Observacion 1.4.16. Por definicién, I's = R.
Dada v € T'y,, se define
Sub(y) = {7 € T',_1 : 7 es un subcamino de v}.
Sea n > 2. Dados v € I';, y 7/ € Sub(7), existen L(y'), R(7') € Q tales que
v=L()VR()

y L(%), R(%') no tienen divisores en R [Bar97, Lemma 3.4]. El Lema [Bar97, Lemma 3.3]

asegura que sin > 1y v € Dapq1, Sub(y) = {71,72}, con s(71) = s(7) y t(y) = t(v).
Luego, se puede escribir a vy como

v=Lin)m =12R0e), (1.1)
donde L(71), L(7y2) son caminos.

Definicién 1.4.17. La resolucién proyectiva minimal de Bardzell de A es
oo A|KTo|A 2% AIKTy 1|A — - — A|KT1|A 25 A|KTo|A,

donde | denota al producto tensorial sobre la subalgebra separable £ = KQy de A, y los
diferenciales son

01(1]all) = als(a)|1 — 1|t(a)]a,
San(1[1) = > LOWIR(G),

v'€Sub(v)
ont1(1y[1) = L(v1) (1 — Lre|R(72),
con 1 y 72 como en la ecuacion (1.1). El morfismo de aumentacion es dp(1le|1) = e.

Observacion 1.4.18. La presentacién de la resolucién recién dada es equivalente a la
dada por Bardzell, debido al isomorfismo de A-bimédulos

P At(7) @ s(7)A ~ A|KT,|A,
’yEFn
donde St(v) ® s(y)a — Blv|a, para todos a, B € Ay v € T',.

Observacion 1.4.19. Cuando A es un algebra monomial, se puede usar esta resolucién
para calcular la homologia y cohomologia de Hochschild de A.

Por un lado, si se aplica el funtor A ® 4¢ — a la resolucién, se usa el isomorfismo
A®ye A|[KT,|A ~ A®pge KT, donde a; ® as|y|as — asajas ® v, se obtiene el complejo
de cadenas

s A®pe KTy 9 A@pe Ty — .. I A@pe KQy — 0,
con

di(a®7) =ay®@s(y) —ya®@t(y)

dn(a®7y) = > R()aL()ey
7'€Sub(y)

dont1(a®y) = al(y1) ® 1 — R(y2)a ® 72,
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donde 77 y 72 son como en la Ecuacion (1.1).

Por otro lado, al aplicar el funtor Homge(—, A) a la resolucién y usar el isomorfis-
mo Homge(A|KT,|A, A) ~ Hompge (KT, A), donde f — (v — f(1]y|1)), se obtiene el
complejo de cocadenas

0 —> Hompe (KTo, A) %5 - — Hompe (KT», A) < Hompe (KTs1, A) —5 ...,
con

d°(f)(a) = af(s(a)) — f(t(a))a
N = Y LEFE)RE)

7' €Sub(y)

d**(£)(v) = LOn) f(m) = F(12) R(72),
donde 71 y 72 son como en la Ecuaciéon (1.1).

Si no se hace aclaracion, el conjunto R que se considera es el conjunto generador dado

del ideal.

Ejemplo 1.4.20. Si A = KQ/I, con Q el carcaj
1 %522 3
PN
4
dl
5

e I = (de,ad,eb, fe), se tiene que R = {de, ad, eb, fe}, I's = {ade, deb, feb} y T'y = {adeb}.
El complejo de cadenas que resulta de aplicar el funtor A ® 4« — y continuar como en la
Observacion 1.4.19 es

0— A®pe KT3 2 A@p KR 2 A®p KQ1 25 A@p: KQy — 0.

Un calculo muestra que
5 sin=0

dimc HHA(A) = {0 sin>1

y que {e; ®e;: 1 <i <5} es una base de HHy(A).
Por otra parte, aplicando el funtor Hom 4¢ (—, A) y siguiendo los pasos de la Observacion
1.4.19, se obtiene el complejo de cocadenas

0 3
0 — Hompe (KQo, A) <+ Hompg: (KQ1, A) — 0 — Hompge (KT, A) < Hompge (KT, A) — 0.

En el medio hay un cero ya que toda f € Hompge(KR, A), al ser morfismo de E¢-mo6dulos,
debe mandar los elementos de R a combinaciones lineales de caminos paralelos a ellos. Por
inspeccion, y usando que los elementos de R son cero en A, se concluye f = 0.

Un calculo muestra que en este caso,

1 sin=0

2 sin=1
dimyc HH"(4) = :Z_3

0 sino,
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v que {e1]le1 + ea]|ea + e3)|ez + ealles + es)les + eslles} es una base de HHY(A). Ademas,
{elle, fIlf} es una base de HH'(A) y {feb||c} es una base de HH3(A). Se esta usando la
notacion «||8 para denotar al inico morfismo de E-mo6dulos que envia « a 3, y todo otro
elemento de la base del dominio como K-espacio vectorial a cero.

Tanto en este ejemplo como en todo el presente trabajo se omitira, de ahora en adelante,
la notaciéon de clase de equivalencia de los elementos.

Ejemplo 1.4.21. Sea A el cociente del algebra de caminos del carcaj

por el ideal I = (ba, cb, ac). En este caso, R = {ba, cb,ac} y para cada n > 3,

Iy ={ach... bac... cba...} =: {a™ b ()}

Tras aplicar el funtor Hom ge(—, A) y usar la Observacion 1.4.19, se obtiene el complejo de
cocadenas en el cual

(@™ ez, 0™ [les, ™ ller) e sin = 0(3)
Hompe (KT, A) = { (a™]a, b™|b, c™||c) sin=1(3)
0 sin = 2(3),
donde a(® := ey, b©® :=e3 y ¢(0) := e;. Los diferenciales son:
» Sin=0(3),
d2n(a(2n) He2) — _g@ntD) Ha + p2n+1) Hb

d2n(b(2n)H€3) _ _b(2n+1)”b + C(2n+1)||c
d2n(c(2n) Hel) _ a(2n+1) ||a _ C(2n+1) ”C,

por lo que una base de ker d?" es
{08 e + by + ) fer)

y una base para im d?" es

{a(2n+1) Ha _ b(2n+1) Hba b(2n+1) Hb _ C(2n+1) HC}

Por otra parte, como Hompge (KT, _1, A) = 0, entonces d"~! = 0.

» Sin = 1(3), como Hompe(KT9,, A) = 0, son d** = 0 y d**~! = 0. En particular,
una base para ker d®" ! es

{a®" D a, 5@ b, 77V},

= Sin=2(3), como Hompge(KT,,1,A) = 0, entonces d*" = 0, de donde una base de
ker d?" es
{a®|a, 5™ b, ¢}

Por otro lado,
d2n—1(a(2n—1) llea) = a(zn)Ha +p2n) b
21 (B2 |leg) = b2 ||b + )¢
@2l er) = b+ e
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de donde, si char(K) = 2, con char(K) la caracteristica del cuerpo K, una base de
ker d?"~1 es

{a(Qn—l)He2 + b(2n_1)H€3 + c(2n—1) ”61},

y una base de im d?" ! es
{a®ja+ b |[b, bCM [[b + ™ c}.
Si char(K) # 2, entonces ker d?"~1 = 0 y una base de imd**~! es

{a®la + 6P 16,5 [[b + M|, a®M [ + [}

Luego, si char(K) = 2, tenemos que

1 sin=0(3)
dimg HH*"(A) ={0 sin=1(3)
1 sin=2(3)
y
0 sin=0(3)
dimg HH*""1(A) =4{1 sin=1(3)
1 sin=2(3).

Se pueden tomar las bases
o {0l les + b g + cCMler} de HH2(A) si n = 0(3),
= {a®V|a} de HH?"(A) si n = 2(3),
= {a®"D||a} de HH2""1(A) si n = 1(3),
= {a®D|leg + 02 Vlez + 7 D|le;} de HHZ"L(A) sin = 2(3).

Si en cambio char(K) # 2, entonces tenemos

1 sin=0(3)
dimg HH*"(A) ={0 sin=1(3)
0 sin=2(3)
y
0 sin=0(3)
dimg HH*""1(A) ={1 sin=1(3)
0 sin=2(3).

Se pueden tomar las bases
= {a®||eg 4+ ™ ||e3 + ¢?Mle;} de HH?(A) si n = 0(3),
= {a®D|a} de HHZ""1(A) si n = 1(3).

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar una resolucién de un algebra dada por una
presentacién no monomial.



1.4. HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD 17

Ejemplo 1.4.22. Sea A el cociente del algebra de caminos del carcaj

2
27N
1< 3

C

7 )
4
por el ideal ((bac)?, feb — db). Gracias a [CS15, p. 33-42], la siguiente es una resolucion de
A:
- — A|K (bac)" @ K fe(bac)" A — -+ —> A|K(bac)3 @ Kfe(bac)2|A N
A]KR|A A\KQl\A 5 A|IKQo|lA — 0,
donde R = {(bac)?, feb — db} y los diferenciales son
01(1]all) = als(a)|1 — 1]t(a)|a
So(1|(bac)?1) = bacbalc|1 + bacb|a|c + bac|blac + ba|c|bac + bla|cbac 4 1|blacbac
d2(1| feb — db|1) = felb|1 + fle|b+ 1|f|eb — d|b|1 — 1|d|b
63(1|(bac)3|1) = bac|(bac)?|1 — 1|(bac)?|bac
83(1] fe(bac)?|1) = fe|(bac)?|1 — d|(bac)?|1 — 1|(feb — db)|acbac,

y para cada n > 2,

Son (1] (bac)®™|1) = bac|(bac)*" 1|1 + 1|(bac)*"|bac
Son (1] fe(bac)® 1) = 1| fe(bac)®2|bac + (—1)"(fe|(bac)* 1 — d|(bac)®*™ 1)

Sont1(1](bac)* 1) = bac|(bac)®™ |1 — 1|(bac)*"|bac
Sons1(1|fe(bac)® (1) = 1| fe(bac)®™ Y bac + (—1)"TL(fe|(bac)*™|1 — d|(bac)?|1).

Aplicando el funtor Hom ge(—, A) y los isomorfismos

Hom e (A|KT|A, A) — Hompe (KT, A)
o — (v = o(1]y[1),

se obtiene el complejo de cocadenas

0
0 —s Hompe (KQo, A) 5 Homp: (KQ1, A) 5 Hompe (KR, 4) L5
&, Hompe (K (bac)® ® K fe(bac)?, A) — ...,
con diferenciales

p)(a) = ap(s(a)) — ¢(t(a))a
©)((bac)?) = bacbayp(c) + bacbp(a)c + bacy(b)ac + bap(c)bac + byp(a)cbac + p(b)acbac

(e)(
(e)(
Y(p)(feb—db) = fep(b) + fo(e)b+ o(f)eb— dp(b) — p(d)b
(e)(
(e)(

0

o

1

A A A

2(¢)((bac)?) = bacp((bac)®) — ¢((bac)?)bac
d%(p)(fe(bac)?) = fep((bac)?) — dp((bac)?) — o(feb — db)acbac,
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y para cada n > 2,
A" () ((bac)*") = bacp((bac)** 1) + p((bac)* " )bac
A" (@) (fe(bac)™ 1) = p(fe(bac)®"~?)bac + (—1)"(fep((bac)™ ) — dip((bac)*" ™)),
y
42°(i5) ((bac)™* 1) = bacy((bac)™") — o ((bac)* bac
d*"()(fe(bac)™) = p(fe(bac)* " bac + (=1)" (fep((bac)*") — dp((bac)™)).
Se consideran las siguientes bases de los espacios del complejo de cocadenas:
» Hompe(KQo, A) = (e1]|e1, e2||ea, e3]|es, eal|ea, e5]|es, e1|cba, e1 || (cba)?, ea]ach,
es||(ach)?, e3|bac)

Hompge (KQ17A) = <CLHCL, b”b,CHC, de7 6”6, fo7 CL”(ICbCL, a||a(cba)2, b”ba’0b7
cllcbac, d|| fe, d|| febac, e||ebac) i,

Hompe (KR, A) = {(bac)?||es, (bac)?||bac, (feb — db)|| feb, (feb — db)|| febach) k,

» Hompe (K (bac)” @ K fe(bac)" 1, A) = ((bac)"™||es, (bac)™||bac, fe(bac) | fe,
Fe(bac)™ | febac, fe(bac)d),
para cada n > 3. Con estos elementos fijos, se calculan los diferenciales en ellos:
» Para d°, tenemos
d’(erfler) = alla — cf|e
d%(ey||cba) = alacba — c||cbac
d*(ezle2) = b[|b — alla
d%(e1||(cba)?) = al|a(cba)?
d%(esl|es3) = c||c + d||d + e||e — b||b
d%(es||ach) = b||bach — al|acba
d®(eallea) = fIIf —elle
d%(es]|(ach)?) = —al|a(cha)?
d®(eslles) = —d||d — f||f
d°(es||bac) = c||cbac + d|| febac + e||ebac — b||bach,

de donde una base para ker d es
{e1]ler + eallea + eslles + ealles + esles, e1]|(cba)? — eal|(ach)?}
y una base para imd° es

B = {CL”Q - C”C7 b”b - aHa, f”f - €H€,de + foa CL”&CbCL - CHCbCLC, beGCb - CLH(IC()CL,
d|| febac + e||ebac, al|a(cba)?}.

» Para d!, tenemos
d'(elle) = ' (f[If) = (feb — db)|| feb
d'(dl|d) = d"(d|| fe) = —(feb — db)| feb
d*(e|lebac) = (feb — db)|| febach
d(d| febac) = —(feb — db)| febach,
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y en los otros elementos vale cero, por lo que una base para kerd! es
B U {al|a, a||acba,d||d — d|| fe},
y una base para imd° es

{(feb—db)||feb, (feb— db)|| febacb}.

= En el caso de d?, vale que d?((bac)?||es) = fe(bac)?||fe — fe(bac)?||d, y evaluado en
los demés elementos es cero. Por lo tanto, una base de ker d? es

{(bac)? [bac, (feb — db)| feb, (feb — db)]| febacb},
y una base de imd? es {fe(bac)?||fe — fe(bac)?||d}.
= Sin > 1, se tiene

d*((bac)*"[le3) = fe(bac)*"|| fe — fe(bac)™"|d
d((bac)¥™||bac) = d*™(fe(bac)t | febac) = 0
d*"(fe(bac)"" | fe) = " (fe(bac)™H||d) = fe(bac)™| febac,

por lo que una base para ker d*" es
{(bac)*" [bac, fe(bac)*" | febac, fe(bac)*™ | fe — fe(bac)*™~"||d}
y una base para im d*" es

{fe(bac)™|| fe — fe(bac)*||d, fe(bac)*™| febac}.

s Sin > 1, tenemos que
A" ((bac) " |ez) = — fe(bac)™ || fe + fe(bac)*"H(|d
AT ((bac) ™Y |bac) = AT fe(bac)'™| febac) = 0
a1 (fe(bac)™ | fe) = A (fe(bac) ™ |d) = fe(bac)™|| febac.

Luego, una base de ker d*"*! es
{(bac)™™ ! |[bac, fe(bac)™|| febac, fe(bac)™|| fe — fe(bac)™||d}
y una base de im d*"*1 es

{fe(bac)™*1|| fe — fe(bac)™*1||d, fe(bac)™ 1| febac}.

= Sin>1,

A¥ 2 ((bac) 2 ||e3) = 2(bac) ™3 ||bac — fe(bac) ™ 2| fe + fe(bac)*™2||d
d* 2 ((bac) 2 ||bac) = A* T2 (fe(bac)*™ || febac) = 0
A" 2(fe(bac)'" | fe) = A*" 2 (fe(bac) ™ ||d) = fe(bac)'™ || febac,

por lo que una base de ker d*"*2 es

{(bac)'™*2|[bac, fe(bac)'™ | febac, fe(bac)™™ Y| fe — fe(bac)™™ |}

y una base de im d*"*? es

{2(bac)* 3 ||bac — fe(bac)*™2|| fe + fe(bac)™™2|d, fe(bac)™™ 2| febac}.
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= Sin >0,

d4”+3((bac)4”+3\|63) = 2(bac)4"+4Hbac + fe(bac)4”+3\|fe — fe(bac)4"+3d
A3 ((bac) ™3 ||bac) = A3 (fe(bac) ™ 2| febac) = 0
a4+ (fe(bac) ™| fe) = A 3( fe(bac)™ 2 d) = fe(bac)*™*? | febac.

Por lo tanto, una base de ker d*"3 es
{(bac)*™*3|[bac, fe(bac)*™+?| febac, fe(bac)*™ || fe — fe(bac)*™*?||d}
y una base de im d*"*3 es

{2(bac)?™ | |bac 4 fe(bac)™ 3| fe — fe(bac)™3d, fe(bac)*™ 3| febac}.

Notoriamente, la cohomologia no depende de la caracteristica de K. Con esto,

2 sin=0
3 sin=1
dimg HH"(A) =<1 sin=2
2 sin=3
1 sin>4

y se pueden elegir las siguientes bases:

{e1]|er + eallez + e3lles + esllea + es]les, ex||(cba)? — ea||(ach)?} para HHO(A),

{CLHCL, aHacba, de - d”f@} para HHl (A)7

{(bac)?||bac} para HH?(A),

{(bac)?||bac, fe(bac)?|| febac} para HH?(A),

{(bac)™||bac} para HH"(A), para cualquier n > 4.

1.5. Deformaciones de algebras

En esta seccién se desarrolla la teoria de deformaciones de dlgebras,; la cual resulta util
para estimar la cohomologia de Hochschild de ciertas algebras.

Para interpretar la cohomologia en grados 2 y 3, se desarrollan ahora algunos conceptos.
Si t es una indeterminada, A[[t]] es un algebra con el producto de Cauchy:

k>0 i+j=k

Esta algebra es un K|[[t]]-mo6dulo via la identificacion de K con la subalgebra K -1 de A.
Es de interés estudiar nuevas estructuras de algebra en este K[[t]]-m6dulo, de manera tal
que el cociente por el ideal generado por t es isomorfo a A.

Definiciéon 1.5.1. Una deformacion (A;,*) de A sobre K][[t]] es una estructura mul-
tiplicativa asociativa y K[[t]]-bilineal en el K|[[t]]-modulo A[[t]] tal que, modulo el ideal
generado por ¢, su multiplicacién se corresponde con la de A. De manera analoga, se defi-
nen las deformaciones de A sobre K[t] o sobre K[t]/(t").
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Dichas multiplicaciones estdn determinadas por una multiplicacién entre elementos de
A que toman valores en A[[t]] v su extension a A[[t]] es via el producto de Cauchy. Si x es
una deformacion de A sobre K[[t]], dados a,b € A, se puede escribir

axb=ab+ p(a@b)t+ pz(a@b)t? + ...,

donde ab es el producto en A, y p; : A® A — A son transformaciones lineales. A veces se
denota pp(a ® b) = ab y la deformacion (Ay, *) como (A, 11¢), donde

fie = po + put + pat® + ..,

como funciéon de A ® A en A;. Cuando sea necesario se extiende py como funcién sobre
Al[t]] @y Allt]], completado para que expresiones como la siguiente tengan sentido:

(Zaitz) k) <ijtj> =>" > (@i @btk

i>0 §>0 k>0 i+j=k

En este caso,
i Xat) =X 3 wlett
k>0 k>0 i+j=Fk

donde ¢ € A ® A para todo k > 0.
Por la asociatividad del producto, vale que (a*b) xc = ax (b*c) para todos a,b, c € A.
Desarrollando estos productos,

(a*b)*c=abc+ (pi(ab® c)+ pi(a @ b)e)t
+ (p2(ab® ¢) + pi(pa(a ®b) @ ¢) + pa(a @ b))t + ...

y

ax* (bxc)=abc+ (u1(a® bc) 4+ api(b® c))t
+ (n2(a @ be) + pi(a @ (b @ c)) + apa(b @ )t + ...

por lo que la condicion (a * b) *x ¢ — a * (b * ¢) = 0 para todos a,b,c € A se puede escribir
como
> mi(pila@b)@c) = pila® pi(b@c)) =0
itj=Fk

para todos a,b,c € Ay k > 0. Despejando los términos (i,7) = (s,0) e (i,5) = (0,s),
queda

Z i o prj = d*(pug)

i+j=Fk

1,5>0
para todo k > 0, donde d? es el diferencial del complejo de cocadenas de Hochschild. Para
k =1, esta ecuacién dice que p; es un 2-cociclo de Hochschild. Mas en general, se tiene el
siguiente resultado.

Lema 1.5.2. Sea (A, u¢) una deformacion de A sobre KJ[[t]] tal que existe n € N con
w; = 0 para todo 1 < i < n. Entonces u, es un 2-cociclo de Hochschild.

Demostracion. Tomando la ecuaciéon de antes con k = n, queda
2
d®(pn) = D miop; =0,
i+j=n
i,7>0

pues al ser en la suma ¢, < n — 1, todos los sumandos son nulos. |
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Definiciéon 1.5.3. Una deformacién infinitesimal de A es una transformacion lineal
p1: A® A — A tal que d*(u1) = 0, es decir, un 2-cociclo de Hochschild. La deformacion
infinitesimal 1 se dice integrable si existe una deformacion (Ay, uy) de A sobre K[[t]]
para la cual uq es la primera funcién de multiplicacién.

Con la misma prueba de antes se ve que una deformacion de A sobre K[t]/(t?) da
lugar a una deformacién infinitesimal. Reciprocamente, una deformacién infinitesimal g
da lugar a una deformacion de A sobre K[t]/(t?) via

axb=ab+ pi(a®@b)t

para a,b € A, y extendida K[t]/(t?)-bilinealmente a A[t]/(¢?).

La ecuacién correspondiente a k =2 es pujopuy = d2(,u2). Como [p1, p1] = 2(uy o pp), si
char(K) # 2, se puede reescribir como %[,ul, p1] = d?(uz), mientras que en caracteristica
2 se deja expresado con el producto circulo. Ademas, para toda deformacion infinitesimal

p vale que d*(u1 0 pr) = (1 0 d*(u1)) — (@*(p1) © 1) + (w1 — ) = (1 — p1) = 0. En
conclusién, para que una deformacion infinitesimal sea integrable debe ocurrir que 1 o g

sea cero en HH?(A).

Definicién 1.5.4. Dos deformaciones (Ay, pt), (A}, uy) de A sobre K[[t]] son equivalentes
s existe un morfismo ¢ : A; — A} de K|[[t]]-modulos de la forma

¢i(a) = ¢o(a) + ¢1(a)t + do(a)t® + ...,

para todo a € A, con ¢; : A — A transformacién lineal para todo i > 0 tales que ¢g = id 4
y sobre A; se verifica que

¢t<zaiti> =3 dilaytt,
i>0 k>0 i+j—k

tal que
Prie(a @ b) = py(pr(a) @ dr(b))

para todos a,b € A. Esta igualdad se extiende a A;. Una deformacion de A sobre K|[[t]] es
trivial si es equivalente a A[[t]].

Observacion 1.5.5. Un morfismo ¢; en las condiciones de la Definiciéon 1.5.4 es necesa-
riamente un isomorfismo de algebras.

Lema 1.5.6. Si (A, pt) y (A}, ) son deformaciones de A sobre K[[t]] que son equivalentes
via una fucion ¢y, entonces p — pf = d!(¢1). En particular, si (Ay, i) es trivial, entonces
(1 €s un 2-coborde.

Demostracion. Si ¢ es como en la Definiciéon 1.5.4, entonces
ab+ (¢1(ab) + pa(a® b))t + -+ = ab+ (i (a @ b) + pr(a)b + agi (b))t + ...

para todos a,b € A. Igualando los coeficientes de t resulta
é1(ab) + p1(a ®b) = p(a @ b) + ¢1(a)b + apy (b)
p1(a®b) — p(a®b) = ap1(b) — ¢1(ab) + ¢1(a)b
pi(a@b) — ph(a®b) = d'(¢1)(a®b),

como se queria ver. Si (Ay, p) es trivial, entonces es equivalente a (A}, i}), con py = po 'y
pth = 0 para todo i > 0. Luego, p1 = d'(¢1). [
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Lema 1.5.7. [Wit19, Lemma 5.2.6] Sea (A¢, p¢) una deformacion no trivial de A sobre
K[[t]]. Entonces existen n > 2 y una deformacion (A}, uj) de A sobre K[[t]] equivalente
a (A¢, ) tal que py = -+ =l =0y pul, es un 2-cociclo de Hochschild que no es un
2-coborde.

Definicion 1.5.8. Un algebra A se dice rigida si todas sus deformaciones son triviales.
Corolario 1.5.9. Si HH?*(A) = 0, entonces A es rigida.

Ejemplo 1.5.10. Si A es un &lgebra separable, entonces es rigida.

1.6. Extensiones de algebras

En esta seccién se presenta la nociéon de extensiones de algebras, algunas propiedades
y una definicién equivalente que sera utilizada en el resto de este trabajo.

Definicion 1.6.1. Sean A una K-algebra y M un A-bimddulo. Una extension de A por
M es una sucesién exacta corta

0—M-"B2s4—0,

en donde B es un élgebra, p es un morfismo de algebras e i es una transformacién lineal,
tal que para todosa € Ay me M,

i(am) = bi(m), i(ma) = i(m)b,
donde b € p~(a).

Definiciéon 1.6.2. Dos extensiones de A por M se dicen equivalentes si existe un mor-
fismo de algebras f : B — B’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 M—‘tspB-P.q 0
.
0 M P, 0

Notar que gracias al Lema de los cinco, el morfismo f es un isomorfismo. Se denota por
Ext(A, M) al conjunto de clases de equivalencia de extensiones de A por M.

Proposicion 1.6.3. Sea M un A-bimoédulo. Entonces Ext(A, M) esta en biyeccion con
H%(A, M).

Demostracion. La notacion d” se usara para referirse al n-ésimo diferencial del complejo
de cocadenas de Hochschild. 4

Dada una extension 0 — M — B 25 A — 0, sea v : A — B una seccioén lineal
de p. Asi, B~ A@® M como espacios vectoriales, i(m) = (0,m) y p(a,m) = a. Bajo esta
identificacion, y por ser una extension, el producto de B esta dado por

(a,m)(a’,m) = (ad',am’ + ma' + ¢(a,d)),
donde ¢ : AxA — M es una funcién bilineal balanceada. Identificando a ¢ con su extensién
lineal : A® A — M, se ve que el producto es asociativo si y solo si ¢ es un 2-cociclo de

Hochschild, es decir, satisface

arp(ag ® az) + p(a1 ® azas) = p(aras ® as) + p(a; @ az)as
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para todos a1, a9,as € A. Notaremos dicha extension como A X, M. De esta manera, se
tiene una sobreyeccion ker d* — Ext(A, M).

Consideremos dos extensiones equivalentes A x, M y A x,, M. Esto significa que
existe un morfismo de algebras f : A x,, M — A x,, M que hace conmutar el diagrama

0 M i>Ab<¢1M$A*>O
[, b
0 M Z'/>A><@2MIDHAHO

Esta conmutatividad equivale a que exista g : A — M lineal tal que

fla,m) = (a,m+ g(a)).
Con esto, se tiene que

F((a,m)(@sm')) = (ad',am’ +ma' + p1(a ® ) + g(ad'))
Fla,m)f(dsm') = (adsam’ + ag(a) + ma’ + g(a)’ + ps(a @ a)),

y como estas expresiones deben ser iguales, se obtiene
p1(a®ad) + g(ad’) = ag(d’) + g(a)a’ + p2(a @ ).

Finalmente, como d'(g)(a®a') = ag(a’) — g(aa’) + g(a)d’, las extensiones son equivalentes
siy solo si d(g)(a®ad') = ¢1(a®a’) — p2(a®a’), es decir, si y solo si @1 y s difieren en
un 2-coborde. |

Con la demostraciéon de recién en mente, se define lo siguiente para resumir y fijar
notacion.

Definicion 1.6.4. Sea A una K-algebra, sea M un A-bimo6dulo y sea ¢ : A® A — M un
2-cociclo de Hochschild en la resoluciéon bar, es decir, un morfismo K-lineal tal que

arp(as @ az) + p(a; ® asas) = p(araz ® as) + p(a1 @ az)as

para todos ai,a9,as € A. Se define la extension de A por M torcida por ¢ como la
K-algebra cuyo espacio vectorial subyacente es A & M, y cuyo producto esta dado por

(a,m)(a’,m’) = (ad',am’ + ma' + p(a ® d’)).

Denotaremos a este algebra como A x, M. En caso de tener un 2-cociclo ¢ en términos de
otra resolucion proyectiva (X, 0x)r>0 de M, se toma un morfismo de comparacion (f)r>0
entre la resolucion bar y (X, g )k>0, y se define la extension de A por M torcida por ¢
como A X, M :=AxXg,p M.

Observacion 1.6.5. El tipo de isomorfismo de A x, M, donde ¢ : A® A — M es
un 2-cociclo de Hochschild, depende solo de la clase de cohomologia de ¢. Para esto, si
¢ € Homg (A, M), entonces A xo M ~ Ax g1y M via (a,m) — (a,m —1(a)), donde
d! es el diferencial del complejo de cohomologia. En particular, el tipo de isomorfismo
de A x, M, con ¢ un 2-cociclo en términos de una resolucién arbitraria, no depende del
morfismo de comparacion elegido. En efecto, si (fi)k>0 ¥ (9k)k>0 son dos morfismos de
comparacion entre la resolucion bar y (X, dx)r>0, entonces son homotépicos, es decir,
existe (s)x>0, con sy : A®K+2 X1 una transformacion lineal, tal que

Tk — gk = Sk—1b), + Ok15k
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para todo k > 0 (donde s_; := 0). En particular, fo = ga + s1b5 + 0382, y asi

©f2 = g2 + @s1bh + pdzsy = pga + s1bh,

donde pd3 = 0 ya que ¢ es un 2-cociclo. Como @s1by = d'(ps1), entonces ¢ fa v pgo estan
en la misma clase de cohomologia.

El caso particular en el que M = DAy ¢ = 0 es un caso de interés en si mismo, por
lo que se lo define aparte.

Definicién 1.6.6. Sea A una K-algebra. Se define su extensiéon trivial
TA:=AxgDA,
es decir, la extension de A por DA torcida por el 2-cociclo nulo.

Ejemplo 1.6.7. Sea B el cociente del algebra de caminos del carcaj

12 72
b

por el ideal I = (aba, bab). Entonces, si A es el algebra de caminos de

1 —2- 2,

sabemos a partir de [FP02, Theorem 3.9] que B ~ T A.

A continuacion se desarrollan algunos ejemplos del calculo de la cohomologia de un
algebra a coeficientes en su dual. Estos seran aprovechados en el Capitulo 3.

Ejemplo 1.6.8. Consideremos el carcaj

a

()

1

y definamos A como el algebra de caminos del mismo dividido por el ideal (a?). La resolu-
cion de Bardzell en este caso es

o AJKa"|A — - — A|Kd®|A 25 A|Ka?|A 25 AlKalA 25 AlKe|A — 0,
donde

Son—1(1]a* 1) = ala®* 2|1 — 1]a*"?|a

on(1]a®™|1) = ala® "1 + 1]a*Ya
para cada n > 1. Si se aplica el funtor Homye(—, DA) y los isomorfismos

¢pn : Homye (A|Ka"|A, DA) — Hompge(Ka", DA)
fr—(a" = f(1]a"(1)),

se obtiene el complejo de cocadenas
0 1
0 — Hompe (Ker, DA) %5 Hompge (Ka, DA) 2 Hompe (Ka®, DA) —> ...,
donde

d2n+1(f)(a2n+2) — af(a2n+1) + f(a2n+1)a
()@ = af (@) ~ f(a*)a
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para cada n > 0.
Observando que Hompe (Ka", DA) = (a"||e}, a"||a*) x para cadan > 0, donde a° := e;
y {e%,a*} es la base dual de {e1, a}, se obtiene que d*® = 0 y que

d2n—1(a2n—1‘|6>{) 0
2

d2n71(a2n71Ha*) _ (QQnHQT)'

Asi, si char(K) = 2, d" = 0 para todo n > 0, de donde H"(A, DA) ~ Hompge(Ka™, DA)
tiene dimension 2 y {a”||e}, a"||a*} es una base. Por otro lado, si char(K) # 2,

. " 2 sin=0
dimg H"(A,DA) = {1 in> 1.
Se pueden elegir las siguientes bases:

= {e1]le}, eq]la*} como base de HY(A, DA).
» {a®" 71| et} como base de H*"1(A, DA) para cada n > 1.
= {a®"[|a*} como base de H?"(A, DA) para cada n > 1.

Ejemplo 1.6.9. Sea A el cociente del adlgebra de caminos del carcaj

1272
b

por el ideal (ab, ba). La resolucion de Bardzell de A es
o A|KTy|A — - — AJKR|A 25 AIKQ1|A 25 A|KQo|A — 0,
donde Ty, = {(ab)™, (ba)"}, T9,_1 = {(ab)"'a, (ba)" b} para cadan > 2y

= a|(ba)" b1 + 1|(ab)" talb,

dan(1l(ab)"1) = a

Son (1|(ba)™|1) = b|(ab)" ta|l 4 1|(ba)" 'b|a,
Son—1(1](ab)" 'al1) = al(ba)" |1 — 1|(ab)"|a,
S2n—1(1|(ba)"~'b|1) = b|(ab)" |1 — 1| (ba)" " [b.

Se aplica el funtor Homye(—, DA) y los isomorfismos

¢n : Homge (A|KT,|A, DA) — Hompge (KT, DA)
fr—=r (z— f(1]z]1))

para obtener el complejo de cocadenas

0 —s Hompe (KQo, DA) 2% Hompe (KQ1, DA) L5 Homp. (KR, DA) —> ...,

d*"(f)((ab)"a) = af((ba)") — f((ab)")a,
d*"(f)((ba)"b) = bf((ab)") — f((ba)")b,
d*"H(f)((ab)") = af((ba)"~'b) + f((ab)""a)b,
A" (f)((ba)") = bf ((ab)"'a) + f((ba)"~"b)a
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Como
Hompge (KT'9,, DA) = ((ab)"||e5, (ba)"||e]) x
Hompe (KT, 1, DA) = ((ab)" La||b*, (ba)" 'b||a*) k,
donde o := €s(a), Se calcula el diferencial en estos elementos y se obtiene que d" =0y

d* = ((ab)" " allb*) = (ab)"[le5 + (ba)" e}
d*" 1 ((ba)"Molla™) = (ab)" €3 + (ba)"eF,

de donde
2 sin=0

A DAY= {1 sin>1

Se pueden elegir las siguientes bases:
= {e1]lel, ealles} como base de HO(A, DA).
s {(ab)" a|b* — (ba)""'b|la*} como base de H*"~1(A, DA) para cada n > 1.
» {(ab)"||le5} como base de H?"(A, DA) para cadan > 1.

Ejemplo 1.6.10. Sea A el cociente del dlgebra de caminos del carcaj

2
7N
l¢—F———3
por el ideal I = (ba, cb, ac). Al aplicar el funtor Hom g4e (—, DA) a la resolucion de Bardzell

y los isomorfismos

¢n : Homge (A| KT, |A, DA) — Hompge (KT, DA)
fr—= (z = f(A][1)),

donde R = {ba, cb, ac}, se obtiene el complejo de cocadenas

0
0 —s Hompe (KQo, DA) 5 Hompe (KQ1, DA) % Hompe (KR, DA) —> ...,
en el cual Hompge(KQ1, DA) = 0y Hompge(K R, DA) = (bal|c*, ¢b||a*, ac||b*) k. Ademas,

d?(bal|c*) = cballe} — bac||e}

d?(cb||a*) = ach||el — cbal e}

d?(ac||b*) = bac||e} — acb||e3,
por lo que {ba||c* 4 cb||a* + ac||b*} es una base de ker d?. Luego, dimg H*(A, DA) =1y
una base de este espacio es {ba||c* + cb||a* + ac||b*}.

Si en cambio se toma el ideal I’ = (cba, acb, bac), procediendo de la misma manera, el
complejo que se obtiene es

0 1
0 — Hompe (KQo, DA) 4 Hompe (KQ1, DA) %5 Hompe (KR, DA) — ...,
donde R = {cba, acbh, bac} y

Hompge (KQ1, DA) = (al|(cb)”, bl[(ac)", ¢l (ba)")
Hompe (KR, DA) = (acbl||e3, bac||e3, cbal|e]) k-
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Vale que d? = 0, y ademas

d'(al|(cb)*) = acbl||es + bac||e} + cbal e}

d!(b]|(ac)*) = acb||el + bac||e} + cbal|e}

d'(c||(ba)*) = acbl||e} + bac||e} + cbal €.
Luego, dimgx H?(A, DA) = 2 y {acb||e5, bac||e}} es una base.

La siguiente observaciéon y el lema nos permitiran identificar a las extensiones torcidas
como deformaciones de T A.

Observacién 1.6.11. Si ¢ € Homg (A2, DA) es un 2-cociclo de A a coeficientes en DA,
se lo puede extender a ¢ € Homg ((T'A)®2, TA), usando que

(TA)®? = A®? @ (A® DA) @ (DA® A) @ (DA)*?
y extendiendo por cero. Explicitamente,
P((a+f)@(b+g) =plaxb).

Lema 1.6.12. Sean ¢ € Hom (A®2 DA) un 2-cociclo de A a coeficientes en DA y ¢ su
extension a Homp ((TA)®?, T A). Entonces ¢ es un 2-cociclo de T A.

Demostracion. Sean ay,az,a3 € Ay fi, f2, f3 € DA. Entonces

(a1+f1)9((az+f2)®(as+ f3)) +o((a1+ f1)®(az+ f2)(as+ f3)) = a1p(a2®a3) +p(a1®@azas3),

y como ¢ es un 2-cociclo, esto es igual a

p(a1a2®a3)+p(a1®az)az = ¢((a1+f1)(az+f2)@(az+f3))+o((a1+f1)@(az+ f2)) (az+ f3),

como se queria ver. |



Capitulo 2

Resultados en cohomologia

En este capitulo se desarrollan algunos resultados que son ttiles para conocer la co-
homologia de Hochschild de las extensiones triviales. En la Seccién 2.1 se estudia la clase
de las algebras escindidas, y se recuerdan algunos resultados para el caso particular de
la extension trivial de un algebra. En la Seccion 2.2 se presenta un resultado que involu-
cra la variedad de estructuras de algebras asociativas, que es de utilidad para estimar la
dimensién de la cohomologia de Hochschild en algunos casos.

2.1. Cohomologia de Hochschild de algebras escindidas

En esta seccion se desarrolla parte de la teorfa ya conocida para una familia de dlgebras
llamadas escindidas. Se presentan resultados que involucran la extensiéon trivial de un
algebra.

Definicion 2.1.1. Un algebra escindida es una K-algebra A con una subalgebra A y un
ideal bildtero M tales que A = A® M, con un morfismo de A-bimoédulos u: M®4 M — M,
p(m @ m')y =m - m’ tal que (my - mg) - m3 = my - (m2 - m3) para todos my, mg, ms € M.
El producto de A ® M esta dado por

(a+m)(d +m') =ad +am' +ma +m-m'.

Ejemplo 2.1.2. La extension trivial TA de un &lgebra A es un &lgebra escindida con
M = DA y donde el morfismo p: M ®4 M — M es nulo, lo que se denota M? = 0.

Dada un algebra escindida A y p,q > 0 sea MP? el subespacio vectorial de A®®+a)
generado por los vectores de la forma ;1 ® -+ ® x,44 tales que exactamente p de los x;
pertenecen a M y los demas pertenecen a A, se tiene

A= @ M
ptq=n

Sea X un A-bimodulo. El complejo de cocadenas de Hochschild a coeficientes en X induce
un complejo doble C(X) cuya componente en el lugar (p,q) es Homg(MP?, X) y cuyo
diferencial es el de Homy (A®®+9) | X) restringido a Homg (MP?, X). La imagen de este
diferencial esta contenida en

Hom g (MPT14, X) @ Homp (MP9T, X).

Teorema 2.1.3. [CMRS03, Theorem 3.1] Sean A = A @ M un algebra escindida tal que
M? = 0y X un A-bimédulo tal que MX = XM = 0. Los diferenciales horizontales del
complejo doble son nulos. En particular,

H'(A, X) = P HUCP(X)),

p+q=n

29
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donde CP(X) es la p-ésima columna del complejo doble.

Fijada un algebra escindida A = A@ M, se considera la siguiente sucesién exacta corta
de A-bimoédulos:

0— M — A" A/M—0.

Observar que A/M con las acciones de M a ambos lados nulas es isomorfo a A como
A-bimodulo. Esta induce una sucesion exacta larga en la cohomologia de Hochschild

0 —s HO(A, M) —s HH°(A) = HO(A, 4) 25
é

1

HY (A, M) —s HH'(A) Zs HY(A, 4) 25

En [CMRS03, Example 3.5] los autores muestran que 6° = 0 en el caso A = TA.
Entonces, en este caso, se tiene la sucesidon exacta larga

0 —H!(TA, DA) —s HH'(TA) = HY(TA, 4) °5
§

2

H2(TA, DA) —s HHX(TA) =5 HA(TA, A) 25

Por el Teorema 2.1.3 para X = TA/DA ~ A o X = DA, se tiene que

H"(TA,X)~ P HICP(X)).

p+q=n

Mas atn, 6" = € 6”9, con
ptg=n

6P HI(CP(A)) — HI(CPT(DA)).

Teorema 2.1.4. [CMRS03, Theorem 5.5] Sea A una K-algebra de dimension finita. En-
tonces

HHY(TA) ~ A* @ Homy (HH,(A), K) @ HH'(A) @ Alto(DA).
Aqui, A4 es el K-espacio vectorial Home(A, A) y Alt4(DA) denota a
{a: DA®y DA — K lineal : a(f ® g) = —a(g ® f) para todos f,g € DA}.

En particular, como el centro Z(A) ~ A4 de un &lgebra A es no nulo, se obtiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.1.5. [CMRS03, Corollary 5.6] Sea A una K-algebra de dimension finita.
Entonces HH(T'A) # 0.

Proposicién 2.1.6. [CMRS03, Proposition 5.9] Para todo ¢ > 1, vale que §%9 = 0.
Usando esta proposicion, los autores deducen el siguiente teorema:

Teorema 2.1.7. [CMRS03, Theorem 5.8] Sea A una K-algebra de dimension finita. En-
tonces HH"(A) & HH,,(A) es un sumando directo de HH"(T'A).
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2.2. La cohomologia de una deformacién de un algebra

En esta seccién se presenta un resultado que involucra la variedad de estructuras de
algebras asociativas unitarias, para luego relacionar la dimensiéon de la cohomologia de un
algebra con la de una deformaciéon de esta.

Dadon € N, sea Bil(n) = {f : K" x K™ — K" : f es bilineal}, dotado con la topologia
inducida por la topologia Zariski de K. Se considera el subconjunto Alg(n) de Bil(n) de
productos asociativos unitarios de K".

Lema 2.2.1. [dIP10, p. 24| Sean € N. Para cada i € N vale que la funciéon 5" Alg(n) - N
definida como 6°(A) = dimy HH'(A) es semicontinua superiormente.

Observacion 2.2.2. Del lema se deduce que si A es un algebra y A; es una deformaciéon
de A, se tiene que
dimx HH"(A) > dimg HH"(Ay)

para todo n € N.

Sea A un algebra. En vista del Lema 1.6.12, toda extension torcida A x, DA de A se
corresponde con una deformacion de T'A. Luego,

dimg HH*(TA) > dimgx HH"(A x, DA).



Capitulo 3

Una clase de algebras y algunos
ejemplos

En este capitulo se desarrolla el marco tedrico del tipo de dlgebras que vamos a consi-
derar en el presente trabajo. En la Seccion 3.1 se define una clase de algebras con la cual
trabajaremos en ejemplos posteriores. En la Seccién 3.2 se estudian algunos ejemplos de
extensiones triviales y torcidas de la clase de dlgebras definida en la seccién anterior, y sus
grupos de cohomologia. En la Secciéon 3.3 se estudia en detalle la graduacion de un algebra
monomial, y algunos resultados que se enuncian en términos de la misma. Se concluye con
un ejemplo para el cual se hace uso de estos resultados.

3.1. Algebras autoinyectivas y algebras de Nakayama

En esta seccion se definen las dlgebras autoinyectivas y las algebras de Nakayama. Se
presenta un resultado que describe a las algebras autoinyectivas de Nakayama que son
bésicas e indescomponibles como cocientes de algebras de caminos.

Definicion 3.1.1. Un algebra A se dice autoinyectiva si A es un A-moédulo inyectivo.

Observacion 3.1.2. Cuando consideramos algebras de dimension finita, son noetherianas
como modulos sobre si mismas. Utilizando esto, se prueba que un algebra A de dimensién
finita es autoinyectiva si y solo si todo A-modulo proyectivo es inyectivo.

Definicién 3.1.3. Sea M un A-modulo finitamente generado. Una serie de composicion
de M es una cadena ascendente de submoédulos de M

0=MyCM C---CM,=M
tales que M;11/M; es simple para todo 0 < i <m — 1.

Observacion 3.1.4. [AF92, Proposition 11.1] Bajo la hipdtesis de la definicién, siempre
existe una serie de composicion de M.

Teorema 3.1.5. [AF92, Theorem 11.3| (Jordan-Hélder) Sea M un A-moédulo y sean
O0=MyC M C---CMyp=M
0=NoC N1 C---CNy=M

dos series de composicion. Es m = n y existe 0 € Sy, tal que My1/M; =~ Nyir1)/Nog)
para todo 0 <7 <m — 1.

Definicién 3.1.6. Un A-médulo M se dice uniserial si tiene una tnica serie de compo-

sicion.
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Definicion 3.1.7. Un algebra A se dice serial a izquierda si todo A-mo6dulo a izquierda
proyectivo e indescomponible es uniserial. Se definen las algebras seriales a derecha de
manera similar. Un algebra se dice de Nakayama si es serial a izquierda y a derecha.

Proposicion 3.1.8. [ASS06, Chapter V, Proposition 3.8] Sea A un algebra basica e indes-
componible que no es isomorfa a K. Entonces A es un dlgebra autoinyectiva de Nakayama
siy solosi A~ KQ/I, con @ el carcaj

1
n./o\.z

Ny s

para algiin n > 1, con R el ideal de flechas de KQ e I = RF para cierto k > 2.

Definiciéon 3.1.9. Dados n € Ny m > 2, se define una (n, m)-corona como KQ/R™,
donde @ es el carcaj de vértices {1,...,n} y flechas {a1,...,a,} con (s(a;),t(a;)) = (i,i+1)
para todo 1 <i < ny (s(an),tlay)) = (n,1).

3.2. Ejemplos de coronas y sus extensiones

En esta seccién se exponen algunos ejemplos de coronas junto con los calculos de su
extension trivial y su extension torcida por ciertos 2-cociclos. Ademés calculan algunos de
sus grupos de cohomologia de Hochschild.

Ejemplo 3.2.1. Sea A el cociente del dlgebra de caminos del carcaj

a

()

1

por el ideal (a?). El conjunto {e1,a,e},a*} es una base de la extension trivial TA. Cal-
culando los productos entre estos elementos, se ve que e; es la unidad del algebra, que
aa® = a*a = e}, por lo que no se necesita agregar este elemento como generador del &l-
gebra, y que a? = (a*)? = 0. Luego, TA ~ Kla,a|/(a? @?) via a — a, a* + @, y puede
presentarse a T'A como el cociente del algebra de caminos de

«(C1)a
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2

por el ideal (a?,a@?,a@ — @a). En el complejo de cohomologia, vemos que

(a
Hompge(KQo, T A) = (e1]|e1, e1]|a, e1][a, e1||aa) k,
Hompge(KQ1,TA) = (a|e1, a||a, a||a, al|aa,a||e1, a||a,a||a, al|aa) k,
Hompge (KR, TA) = (a*|le1, a*| a, *|[@, o®||a@, @*| e, @ | a, @%|@, a°||ag,

(aa — aa)l|e1, (aa — @a)||a, (aa — aa)l||a, (aa — Ga)||aa) k
Ademas, d° = 0 y d! cumple que d(alja) = d*(a|le@) = d'(a|ja) = d*(@|laa) =0y

d'(alle1) = 2a*|a,
d'(all@) = 2a°|aa,
d'(aller) = 2a*|a,
d!(al|a) = 2a°||aa.

Asi, concluimos que dimy HH?(TA) = 4 con base {e1]|e1, e1]|a, e1]|@, e1]|a@}. Ademas, si
char(K) = 2, vemos que d' = 0, por lo que dimgx HH!(TA) = 8 con base

{alle1, alla, a|[@, alla@, aler, alla, alla, allaa}.

Si en cambio char(K) # 2, la dimension de HHY(T'A) es 4 con base {al|a, a||ad, ||, a||aa}.
Notar que esto es coherente con la descripcion dada en [CMRS03, Theorem 5.5|, pues

» A4 = (1,a)k,

((e1®a)*, (a®a)*)k si char(K) = 2,

, 2
] HomK(HHl(A)7K) = {<(el ® a)*>K si char(K) 7& 27

n HHl(A) _ {<GH€1,QHG>K si ChaI'(K) — 2,

(al|a) x si char(K) # 2,

. Aliy(pa) = | @ TILa"@at g si char(K) =2,
si char(K) # 2.

Por otro lado podemos estudiar la extensién de A por D A torcida por el 2-cociclo a?||a*,
el cual se obtuvo en el Ejemplo 1.6.8. Para esto, empezamos a construir un morfismo de
comparacion entre la resoluciéon bar de A y la resolucion de Bardzell de A:

st M qes M e My
lfQ J/fl lfo J/
L A|Ka?|A —2 A|KalA 25 AIKQolA —2 A —— 0.

Existe un morfismo de comparacion (fx)ren tal que

fo(I®@1) = 1feql1,
il®er®1) =0,
L(l®a®1) = 1|all,
f(leer®e®1) =0,
fL(l®e ®a®l)=0,
folea®e; ®1) =0,
fl®ae®a1)=1|a?|1,
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por lo que el morfismo resultante F : A%* — DA esta dado por la extension A®-lineal de

Fl®e ®e®1) =0,
Fl®ei®a®1)=0,
Fl®a®e ®1)=0,
Flea®a®l)=a",

y asi el 2-cociclo a considerar ¢ : A®2 — DA en la resoluciéon bar es ¢ = (a ® a)l|a*.
Calculando los productos entre los elementos de la base {e1,a,e},a*}, se ve que e es la
unidad del algebra, mientras que a? 3 = e7 y a* = 0. Por lo tanto no hace falta incluir
a e} ni a a* entre los generadores del dlgebra y existe un isomorfismo A x, DA ~ Kla]/(a*)
tal que e; — 1 y a — a. Una presentaciéon posible es como el cociente del carcaj Q dado
por

=a*,a

a

()

1

con I = (a*). En el complejo de cohomologia vemos que

HomEe(KQO,A X, DA) = <61||€1,61||CL,€1”(12,61H6L3>K,
HomEe(KQhA X, DA) = (aHel,aHa,a||a2,a||a3>;<,

HomEe(Kﬁ,A X, DA) = <a4\|61,a4|]a,a4Ha2,a4||a3>K
y para cada n > 2,

Hompge(KT'9,, Ax, DA) = (a4"||el,a4n||a, a4"\|a2,a4n||a3>K7

4n—3 4n—3 4n—3,2 4n—3 .3
Hompge(KT9,—1,A X, DA) = (a™°|ler, a™" " ||la,a™" 7 ||a*, ™" ||a”) k.
Haciendo las cuentas explicitas, se obtiene que d?® = 0 para todo n > 0, mientras que

d2n71(a4n73H61) _ 4a4nHa3’

d2n—1(a4n—3Ha) _ d2n_l(a4n_3HCL2) — d2n_l(a4n_3HCL3) — 0’

para todo n > 1. De esta forma, si char(K) = 2, resulta d" = 0 para todo n > 0, de donde
dimg HH"(A x, DA) = 4 para todo n > 0,

(@ ler, 0™ 0,0 o, a*" %}
es una base de HH*"(A x, DA) y
{a4n—3||61’ a4n—3||a’ a4n—3||a2’ a4n—3||a3}
es una base de HH*""!(A x, DA). Por otro lado, si char(K) # 2, tenemos

ker d2n—1 — (a4n_3]|a, a4n—3”a27 a4n_3Ha3>K7

im d?" ! = (a'||a®) g,
por lo que dimg HH"(A x, DA) = 3 para todo n > 0,
{a"(ler,a""la, a""(|a®}
es una base de HH*"(A x, DA) y
{0, @' a2, a9 a?)

es una base de HH*" (A4 x, DA).
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Ejemplo 3.2.2. Sea A = KQ/I, donde Q@ es el carcaj

1272
b

e I = (ab,ba). La extension trivial de A tiene como base al siguiente conjunto
* * * k
{617627aab7617627a 7b }

Calculando los productos entre los elementos de esta base, se ve que e; + eo, es la unidad
del algebra, que

aa® = b"b = e3,

a*a = bb* = e],
por lo que no hace falta agregar estos elementos como generadores del algebra, y que los

demés productos que no se deducen de estos son nulos. La extension trivial T'A es isomorfa
al cociente del algebra de caminos del carcaj Q' definido como

4P

por el ideal I’ = (ab, ba, aaa, aaa, ab, ba, aa — bb, aa — bb) via
a—a, a* — a,
b—b, b*+—b.
En el complejo de cohomologia vemos que
Hompe (KQj, TA) = (e1||e1, e1|aa, e2||ea, e2]|aa) ,
Hompe (KQ}, TA) = (alla, al|b, ||, bl[a, al|@,al|b, bl|, blla)
Hompe(KR',TA) = (ab||ez, ab||aa, ba| e1, ba||aa, ata| a, aaal|b, aaal||a, aaal|b,
a@b||ey, abl|aa, bal|e2, bal|aa, (aa — bb)||e1,
(@a — bb)|aa, (a@ — bb)||ez2, (a@ — bb)||aa) k.
Las iméagenes de los elementos de Hompge (KQo,TA) y de Hompge(KQ1,TA) a través de
los primeros dos diferenciales son, respectivamente,

d%(eqle1) = alla — b||b — @l|a + b||b,
d%(esle2) = —alla + b||b + @lja — b||b,
d%(ey||aa) = d°(es||a@) = 0

y

d!(alja) = (@a — bb)||aa + (a@ — bb)| aa,
d!(a||b) = ab||aa + bal|@a,

d'(b||b) = —(aa — bb)|[aa — (a@ — bb)||aa,
d}(b||@) = ab||aa + balaa,

d!(a||a) = (aa — bb)||aa + (a@ — bb)| aa,
d'(a||b) = ab||@a + bal|aa,

d'(p||b) = —(aa — bb)||@a — (a@ — bb)||aa,
d'(b|a) = ab||aa + ba||aa.
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Asi,
ker d° = (e1]le1 + ez|lea, e1][@a, eal|a@) ,
imd® = (a|a — b||b — @l|@ + b||b)
kerd' = (alla + b||b, a|la — @@, al|@ + b||b, al|b — bl|@,al|b — bl|a) k,
de donde dimgx HHY(TA) = 3 y {e1]le1 + eal|e2, e1]|@a, ez]|a@} es una base. Notar que
alla —bl|b—alla + bl|b = —(alla+ bb) + 2(alla — @la) + (@l[@+ b]b),

por lo que en caracteristica distinta de 2 se puede eliminar el generador a|la — @||a. Luego,
dimy HHY(T A) = 4, con base

{alla +b]|b, alla —al[@, al|b — bll@, al|b]| — bla}.
Esto es coherente con [CMRS03, Theorem 5.5|, pues
» AN = (1)k,
» Homg (HH{(A),K) = {(a ® b)*)k,
= HH'(4) = (a]la)x,
» Alta(DA) = ((a* @ b")|1) k.

Por otro lado, para estudiar la extension de A por DA torcida por el 2-cociclo ab||e,
el cual se obtuvo en el Ejemplo 1.6.9, vamos a usar un morfismo de comparacion:

by

L A% A®3 ) y A 0
J’f2 lﬁ lfo lid
. —— AJKR|A —25 AKQi|A —2 AJKQolA —25 A —— 0

Existe un morfismo de comparacion (f)ren entre la resolucion bar de A y la resolucion de
Bardzell de A tal que

fo(l©1) =1]11,

0 si a € Qo,
l1a®l) =
Al ) {uau sia € Q,
0 sia€ Qoo f e,

f(l®a®@pB®1)= z|lably siaf =xabyen Q,
x|baly st af = zbay en Q.

Asi, el morfismo resultante F' : A%* — DA esta dado por la extension A°-lineal de

0 sia€ Qoo pEQ,
&5 i () = (b)

y el 2-cociclo ¢ : A®? — DA a considerar es ¢ = (a ® b)||e5. Los productos entre los
elementos de la base {e1, ea,a,b, e}, e}, a*, b*} son los mismos que en T'A salvo por aquellos
en los que el cociclo es no nulo, es decir, ab = €5. Asi, (0,e]) y (0,e3) pueden no ser
incluidos en los generadores del algebra, y A x, DA ~ K Q / I, con Q el carcaj

F(l®a®ﬂ®1):{
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e I = (ba, aaa, aaa,ab, ba, aa — bb, aa — bb, ab — aa), mediante el isomorfismo

e1 e, eg > es,
ar—a, o +—a,
b—b, b* —b.
En el complejo de cohomologia vemos que
Hompe(KQo, A x, DA) = (e1]|e1, e1]|@a, ez|es, e2||aa)
Hompge(KQ1, A X, DA) = (alla,al|b, b||b, b||a,al|@,a||b, bl|b, bl|a)
Hompe (KR, A x, DA) = (ba|e1, ba|@a, aaal|a, aaal|b, aaa||a, aaa||b, abd|e1,
ab||aa, ba| ez, bal|aa, (@a — bb)||e1, (@a — bb)||aa,
(a@ — bb)||e2, (a@ — bb)||aa, (ab — aa)||ez, (ab — aa)||a@) k.
Las iméagenes de los elementos de Hompe (KQp, A x, DA) y de Hompe (KQ1, A x, DA) a
través de los primeros dos diferenciales son, respectivamente
d%(eqle1) = alla — b||b — @l|a + b||b,
d%(esle2) = —alla + b||b + a@lja — b||b,
d%(ey||aa) = d°%(ey||a@) = 0

y
d!(al|a) = (aa — bb)||aa + (a@ — bb)||aa,
d!(a||b) = d'(b||a) = ba||aa + (ab — aa)||aa,
d*(p||b) = —(aa — bb)||aa — (a@ — bb)||aa@ + (ab — aa)||aa,
d!(@||@) = (aa — bb)|[aa + (a@ — bb)||a@ — (ab — aa)| aa,
d!(a||b) = ab||aa + bal|aa + (a@ — bb)||ad@ — (ab — aa)| aa,
d'(p||b) = —(aa — bb)||@a — (a@ — bb)||aa,
d'(b||a) = ab||@a + bal|aa@ — (a@ — bb)||aa.

De esta manera,
ker d” = (e1]le + ez||ea, e1]|@a, eal|a@) ,
imd°® = (a||a — b||b — @@ + b||b) k.
Ademés, como d*(alla + b||b +@||b — b||a) = 2(a@ — bb)||aa, entonces, si char(K) = 2,
kerd' = (a|la — b||b — @||@ + b||b, b||b + @||@, al|b — b||@, al|a + bl|b + @||b — bl|a) x
mientras que si char(K) # 2, vemos que
kerd' = (alla — b||b — @l|a@ + b||b, b]|b + @l|@, al|b — b||@) k.
Asi, concluimos que dimy HH?(A x, DA) = 3 con base
{e1]le1 + ezlle2, e1]|aa, ez]laa},
y si char(K) = 2, la dimensiéon de HH'(A x, DA) es 3 y
{b|b + @@, a||b — b|a, alla + b||b + @||b — b]|a}
es una base, mientras que si char(K) # 2, entonces dimgx HH' (4 x, DA) =2y
bl +ala, allf — blja}

es una base. Los resultados son coherentes con la Observacion 2.2.2.
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Ejemplo 3.2.3. Sea A el cociente del algebra de caminos del carcaj @

2
7N
l+——— 3
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por el ideal I = (ba,cb,ac). Gracias a [FP02, Theorem 3.9], sabemos que la extension
trivial T A es isomorfa a K@Q'/I’, donde @' es el carcaj

e I’ es el ideal

V2D

l«——F——-53
~_ ¢
c

I' = (ba, cb, ac,ab, be, ¢a, aa — cc, aa — bb, bb — ¢c).

En el complejo de cohomologia tenemos que

Hompe (KQ), TA) =
Hompe (KQ', TA) =
Hompge (KR, TA) =

y los diferenciales satisfacen

Luego,

(eille, ex[[@a, eslles, eallad, esles, es||bB)

(alla, bl|b, c|lc,alla, bl|b, ),
(balle, cblla@, acl[b, abllc, bea, eallb,

(@a — ct)||e1, (@a — ce)||aa, (aa — bb)| ez,

(a@ — bb)||aa, (bb — ¢c)||es, (bb — ec)||bb)

alla — clle — alja + €|,

= —alla + b||b +alla — b,

eslles) = —bl|b+ cl|c + b|[b — €[z,
e1]|aa) = d°(eq|la@) = d®(es||bb) =0

= (aa — cc)||aa + (aa — bb)||aa,
= —(aa — bb)||a@ + (bb — c)||bb,

—(@a — ce)||@a — (bb — ¢c)||bb,

= (@a — ce)||aa + (aa — bb)||aa,
= —(a@ — bb)||aa + (bb — c)||bb,

—(@a — ce)||@a — (bb — ec)||bb.

ker d° = (e1|le1 + eallez + esl|es, e1||aa, e||aa, e3)|bb)
imd’ = {a|la — c||c — @l||a + ¢||¢, —al|a + b||b + a|la — b]|b) k,
kerd! = (a||a — ¢||c — a|j@ + ¢||e, —alla + bl|b + alla — b||b, alla + b|b + c||c, alla — @||@) k

Asi, vemos que dimy HHY(TA) = 4 y dimy HH (T A) = 2. Se pueden tomar las siguientes

bases:
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» {e1]ler + eallea + eslles, e1]|aa, es]|ad, es||bb} para HHO(T A),
» {alla +b||b+ c|lc, al|a — @||a} para HH'(T A).
Esto es coherente con la descripcion de [CMRS03, Theorem 5.5], pues
= AN = (1),
= Homy (HH, (4), K) = 0,
= HH'(A) = (alla)
» Alt4(DA) =0.

Para estudiar la extension de A por DA torcida por el 2-cociclo bal|c* + cbl|a* + acl|b*, el
cual se calculd en el Ejemplo 1.6.10, queremos construir un morfismo de comparaciéon entre
la resoluciéon bar de A y la resolucion de Bardzell de A:

y A®4 b ®3 LT L RN > 0
if2 J/fl ifo lid
L —— AIKRIA —25 AIKQ1A —2 AIKQolA —25 A —— 0

Sabemos que existe un morfismo de comparacion (fy)ren entre estas resoluciones tal que
fo(l® 1) = 1|11,

0 si a € Qo,

fl®a®l) = , @o

1ol siae€ @,
siae Qo feQo,

0
LRleasfel)= {1|a5|1 sia, e Q.

El morfismo F : A%* — DA que se obtiene queda determinado por la extension A¢-lineal
de

C* Si (aaﬂ) — (b,a s
* . _ b

AT i%—ﬁic
0  sino,

por lo que el 2-cociclo resultante ¢ : A®2 — DA es ¢ = (b®a)|c* + (c®b)|la* + (a® c)||b*.
Los productos entre los elementos de la base {ej,es,e3,a,b,c, e}, el e, a*,b*,¢*} son los
mismos que en T'A salvo por aquellos en los que el cociclo es no nulo:

ac =b",
ba = c*,
chb=a".

Luego, no es necesario incluir ninguno de los elementos del conjunto {e],e5,€35,a*,b%, c*}
entre los generadores, y ademés A x, DA ~ K Q / I, donde Q es el carcaj

2
7N
l¢——+—3



3.2. EJEMPLOS DE CORONAS Y SUS EXTENSIONES 41

el = (acba, bach, cbac), con el isomorfismo a — a, b — by ¢ — c. En el complejo de
cohomologia se tienen

Hompe (KQo, A x, DA) = (e1]|e1, e1]|cba, ea||e2, e2||ach, e3||es, es||bac) i,

Hompe(KQ1, A x, DA) = {(al|a, b||b, c||¢) ks,

Hompge (KR, A x, DA) = (acbal|a, bacb||b, chacl|c)
donde R = {acba, bacb, cbac}. Si denotamos para cada n > 2,

Don = {acba .. bach.. . chac...} = {a® ™ 20}
S—— N~ ——

4n 4n in

Ton_1 = {acha.. bach. .. cbac..} =: {a®=V pr=1 Cn=1}
—_—
4n—3 4n—3 4n—3
notando que el indice debajo de las llaves indica el largo del camino, podemos escribir
Hompge(KT'9,, A x, DA) como

(a®]|eq, a®™ ||ach, b ||es, b ||bac, ¢?M|leq, ¢ ||cba) ¢ sin = 0(3),
(a®]|a, b2 ||b, 2| c) i sin=1(3),
(a® ac, b ba, 2| cb) i sin = 2(3)

y Hompge (KT9,—1, A x, DA) como

(2"_1)”62, a(2n=1) ||ac, p(2n—1) |les, p(2n—1) ||bac, 6(2”_1)H61, 0(2”_1)\\cba>K sin = 0(3),

(a
(0l la, @b, EVlc) e sin = 1(3),
(a®=Dlac, b=V |[ba, ¢~V cb) g sin = 2(3).

Definiendo a(® = ey, 5 = ¢4 y ¢ = ¢, las descripciones anteriores coinciden con los
primeros tres espacios del complejo de cocadenas para n = 0, 1. Con esto fijado, se calculan
los diferenciales:

= d%eq]|cha) = d%(ezlach) = d°(es||bac) = 0 y
d%(erller) = alla —bljb,
d*(ealle2) = b]|b — cle,
d%(eslles) = clle - ala,
de donde
{erlles + ealles + eslles, exllcbas ex ach, 5 |bac)

es una base de kerd? y
{alla —b]|b, b][b — c]|c}

es una base de imd°.
» d' =0, por lo que {a|a,bl||b,c|/c} es una base de kerd®.
= Tenemos que
d?(acballa) = —a®|ac 4+ b®||ba = —acbac| ac + bacbal|ba,
A2 (bacb||b) = —b®||ba + || cb = —bacbal|ba + cbacb]|ch,

d?(cbac||c) = a® |lac — ¢®||cb = acbac||ac — chach||ch,
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por lo que
{acballa + bacb||b + cbac||c}

es una base de kerd? y
{a®|lac — b®|ba, b ||ba — )| cb}
es una base de im d?.

Sin>2yn=0(3), entonces d>"(a®" ||lacb) = (b ||bac) = d®*(c®V||cba) = 0
y

d2”(a(2”)H62) _ _a(2n+1)Ha + b(2"+1)Hba
d2n<b(2n)H€3) _ _b(2n+1)Hb + C(2n+1)HC,
d2n(c(2n) ller) = a(2n+1) |a — 2n+1) lle,
de donde
{0 le3 + b leg + e leg, a® ach, b Jhac, <2 | cha)
es una base de kerd®” y

{a(2n+1) Ha _ b(2n+1) Hba b(2n+1) Hb _ C(2n+1) HC}

es una base de im d?”. Por otro lado,

(@D ach) = 47 (B fbac) = & (D eba) = 0

a2 1(a®V]ley) = 2a®" ||ach + 2bV|bac,
2152 |leg) = 2627 ||bac + 2¢27) | cha,
A2 D)ler) = 24P ||ach + 2¢27)||cba.

d2n71

Luego, si char(K) = 2, entonces = 0, y en consecuencia

{a(2n—1) H€2? b(2n—1) H€3? C(Qn—l) H€1, a(2n—1) Hacb, b(2n—1) Hbac, c(2n—1) cha}

d2n—1

es una base de ker , mientras que si char(K) # 2,

{a®= Y |acb, bV |bac, >V || cba}

es una base de kerd?" !y

{a®||acb 4+ 5@ ||bac, 5@ ||bac + ¢®™||cba, a®™|jach + > ||cba}

es una base de im d?" 1.

Sin >2yn=1(3), entonces
d2n(a(2n)”a) _ —a(2”+1)Hac + b(Z"H)Hba,
dQn(b(Qn)Hb) _ _b(2n+1)Hba + c(2n+1)ch7

d2n(c(2n) HC) _ a(2n+1) ||CLC _ c(2n+1) ch’

por lo que
{a®|a + b ||b + | e}
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es una base de kerd®" y

{a(2n+1) ||(ILC . b(2n+1) ||b(l, b(2n+1) Hba _ C(2n+1) ”Cb}

es una base de im d?". Por otro lado, vale que d>*~! = 0, y luego
{a®m D a, 5D b, PV}
es una base de ker d?" 1,
» Sin>2yn=2(3), entonces
A?"(a®]jac) = —a®*V||acb + bV |bac,

A2 (63||ba) = =@V ||bac 4 ¢+ | cha,

d2n(c(2n) ch) _ a(2n+1) Hacb _ C(2n+1) cha’

de donde
{a®]jac + b |ba + ™) ||cb}

es una base de kerd?" y
{a®" V] |ach — b D ||bac, 5@V |bac — 2D | cba}
es una base de im d?™. Por otro lado, vale que d®"~! = 0, por lo tanto

{a®"Vllac, b=V ba, ¢~ cb}

es una base de ker d®" 1.

Luego, vemos que
dimy HHY(A x, DA) = 4, dimg HH'(A x, DA) =1 y dimyx HH?*(A x, DA) = 1.

Se pueden tomar las siguiente bases:

= {e1]ler + eallea + eslles, e1|cba, e2]|ach, e3||bac} como base de HH(A x, DA),

= {ala} como base de HH'(A x, DA),

» {acballa + bacb||b + cbac||c} como base de HH?*(A x, DA).
Si char(K) =2 y n > 2, tenemos que

4 sin=0(3),

dimg HH*" (A x, DA) =<1 sin=1(3),
1 sin=2(3)

4 sin=0(3),
dimg HH*" 1 (A x, DA) =<1 sin=1(3),
1 sin=2(3).

Se pueden tomar las bases:

= {a®]leg + b ||eg 4 ¢ |ler, a®M|jach, b3W|bac, ¢®M||cba} para HH?™(A x, DA)
sin=0(3),

= {a®)a + bV |b+ cV||c} para HH*(A x, DA) si n = 1(3),
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{a®™||ac + 3™ ||ba + (2™ ||cb} para HH?*"(A x, DA) si n = 2(3),
{a® D leq, 527~ es, c?*~V]ley, a1V ||ach} para HH?" "1 (A x, DA) si n = 0(3),

{a(2n71)Ha} para HH2n—1(A X DA) sin= 1(3),

{a®"=Y||ac} para HH?*" (A x, DA) si n = 2(3).
Por otra parte, si char(K) # 2 y n > 2, tenemos

dimy HH**(A x, DA) = dimg HH*"" (A x, DA) = 1,
y se pueden tomar las siguientes bases:

w {a®|lex + b ||eg + c®M)||e1} para HH*"(A x, DA) si n = 0(3),

{a®)||la + bC™)||b 4 V)| c} para HH*"(A x, DA) sin = 1(3),
{a®™|ac + b ||ba 4 c2M)||cb} para HH?"(A x, DA) sin = 2(3),

{a(Q"*I)Hacb} para HHQ”_I(A X, DA) sin=0(3),
. {a(2"_1)||a} para HHQn*l(A X, DA) sin=1(3),
. {a(Q”_l)Hac} para HHQ”_l(A X, DA) sin=2(3).

Con estos resultados y usando la Observacion 2.2.2 se obtienen cotas para las dimensiones
de los espacios de cohomologia de Hochschild de T A.

Ejemplo 3.2.4. Sea A = KQ/I, donde Q es el carcaj
2
aﬁ
1

e I = (agai,asaz, agas, ajaq). Usando [FPO2, Theorem 3.9|, se concluye que su extension
trivial T A es isomorfa a KQ'/I’, donde @)’ es el carcaj

az
—

P&(TW
@

aq

az
2w 3

e

kCL_\

4

1\_),4
a4

e I’ es el ideal

(a2a1, asaz, aqa3,0a104, @102,0203, 40304, 441,

@ay — aqay, G302 — a1a1, a3a3 — 20z, 404 — A303).
En el complejo de cohomologia vemos que

Hompe (KQ(, TA) = (e1]|e1, e1||atay, ea||ea, eal|@zas, es|es, esl|azas, el e, es||azas) i,
Hompe (KQY, TA) = (ai|ar, azl|as, as|las, asl|as, @ ||ar, a2|[az, 3| @5, @a[@x)
Hompe (KR',TA) = ((a1a1 — a4a3)|e1, (a1a1 — a4ag)|[atar, (azaz — aray)|lez,

(azaz — aya1)||azaz, (azas — axaz)||es, (@zas — azaz)||azas,

(@za4 — agaz)||es, (Gaas — aza3)||araq) k-



3.3. GRADUACION EN HOMOLOGIA 45

El diferencial d° vale

) = a1llar + agllaz — ail|ar — asllaq,

) = azllaz +aillar — azl|az — aillas,
eslles) = asllas + azl|az — az||az — az||az,

)

= a4llas + a3l|az — agl|@s — asllas
y d%(e1l|arar) = d°(ez]|azaz) = d°(es[azas) = d°(es|[@zas) = 0, por lo que
{e1ller + ealle2 + eslles + ealles, e1||atar, eallazas, es||azas, esl|asas}
es una base de kerd” y
{alla1+azllas—a1||ar—a4llas, az||az+atl[ar —azl[az—a1llar, asllas+az|az —as||as —azllaz}

es una base de imd". Por otro lado, tenemos que

d*(ai1]|a1) = d'(atl|ar) = (@1a1 — as@s)|[atar — (@202 — aran) |[azas,
d"(azllag) = d*(azl|az) = (azas — aa1)||azas — (a3as — asaz)||asas,
d'(aslas) = d'(azl/az) = (@303 — aza3)||azas — (@ias — a3a3)||azas,
d"(asllas) = A (azllaz) = (@zas — asaz)|[azas — (@ra1 — asag)|azas,

de donde
{a1|la1 + a1||az — a1||ar — asllas, az||laz + ai||ar — az|[az — a1lar,
azllas + azl|az — az||az — azl|az, a1l|ar + az|laz + asl|as + a4l|as, as||as — azl|as}

es una base de kerd!. Concluimos que dimyx HHY(TA) = 5 y dimgx HHY(TA) = 2. Se
pueden tomar las siguientes bases:

« {e1ller + eallez + es|les + eslles, e1][atar, ea||azas, es||asas, esl|azas} para HHY(T'A),
s {ai|la; + azllaz + asl|as + a4l as, asllas — @zllaz} para HHY(T A).

Nuevamente, esto es coherente con la descripcion dada en [CMRS03, Theorem 5.5], pues
» A4 = (1),
» Homg(HH;(A),K) =0,
= HH'(A) = (a1]la1) i
» Alt4(DA) =0.

3.3. Graduacion en homologia

En esta seccion se estudia como la graduaciéon de un algebra monomial induce una
graduacién en su homologia de Hochschild. Luego, se presentan algunos resultados relacio-
nados con dicha graduacién y se los utiliza en un ejemplo concreto.

Sea A = K@Q/I un algebra monomial, con I generado por relaciones monomiales. Como
se menciond con anterioridad, K@ es un algebra Nyp-graduada por la longitud de caminos:

=P KQ..

n>0
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Una base de A esta formada por los caminos no nulos. Como I es un ideal homogéneo, la
graduacién pasa al cociente. Mas concretamente, para cada n > 0 se considera el subespacio
A, de A generado por los caminos no nulos de longitud n. Asi, A es un algebra Nyp-graduada

A:@An.

n>0

Para este tipo de algebras tenemos la resoluciéon de Bardzell. En esta aparecen los espacios
vectoriales KTy, los cuales son también Ny-graduados:

KT, =P KQ;,

>0

donde Qf  es el conjunto de caminos de I'y de longitud ¢. Aplicando el funtor A ® 4e — a
A|KTs|A y usando el isomorfismo de la observacion 1.4.19, obtenemos

A pe (A|KT5|A) ~ A@pe KTy = (@An) Qe (@KQ{s) -P P A©pKQ .
n>0 >0

N>0n+t=N

Sids: A®pe KTy — A®peTs_1 es el diferencial del complejoy PN = @ A,®p KQ;*,

n+t=N
entonces vale que dg(PN) C PN para todo N > 0. Asi, obtenemos dy = @ dY, donde
N>0
N Py B
dy = dS|P‘°'g\}1, y para cada N > 0 el siguiente es un complejo de cadenas:

dN dN
oo — PN pN ... PN L PN 0.
Denotando HH; n(A) a la homologia de este complejo, como

kerd, = @ kerdY e imd, = @ im d¥
N2>0 N2>0

para todo s > 0, entonces

ker d ker d¥
HH,(A) = - =P —5 = P HH N (A).
imdgsyq N2 imdd

Sea A una (n,m)-corona. En [KIS18, p. 7-8], los autores definen un morfismo
O:D(A®pe KQ,) — Homp (A®? DA)
que manda un elemento (@41 .. 6y @pe ay ... an)* a la transformacion lineal definida por

(Qhythgt1---ar)* sim <k +ky<r
bl---bkl ®bk1+1-~bk1+k2 — v by =a; paratodo 1 <1 < ki + ko

0 si no.

Dicho morfismo induce un isomorfismo D(HHy(A)) ~ H?(A, DA) también denotado ©.
Dado que

P D(HH, v (4)) = D( €D HHz,y(A4)) = D(HHy(4)) 2+ H(4, DA),
N>0 N>0

también se puede pensar a © como un morfismo @ D(HHz n(A)) — H?(A, DA).
N>0
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Teorema 3.3.1. [KIS18, Theorem 4.3] Sea A = K@Q/R™ una (n,m)-corona, con n € Ny
m>2.Seanm<N<2m—-1yyp: AR A — DA un 2-cociclo de Hochschild que pertenece
a O(D(HH2,n(A))). Entonces el carcaj ordinario Qax,pa de A x, DA esta dado por
0 B Qra sim<N<2m-—2
APATAG S N=2m—1,
donde QT4 es el carcaj ordinario de T A.
Aqui, carcaj ordinario hace referencia a [ASS06, Chapter II, Definition 3.1].

Corolario 3.3.2. [KIS18, Corollary 4.5] Sea A = K@Q/R™ una (n,m)-corona, con n € N
ym > 2. Seap: A® A — DA un 2-cociclo de Hochschild. Si Qax,pa = @, entonces
Ax, DA~ KQ/R.

Demostracion. Como A x, DA es un éalgebra autoinyectiva de Nakayama [EH99], es iso-
morfa a KQ/RF para cierto k > 2. Observar que dimg(A) = nm, pues A tiene n caminos
de longitud i para cada 0 < i < m — 1. De la misma forma, dimg (A x, DA) = nk. Como
dimpg (A x, DA) = 2dimg (A), se concluye que k = 2m, como se querfa ver. [ |

Ya vimos que los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.3 son casos en los cuales el carcaj ordinario de
la extension torcida es el mismo que el del algebra original y efectivamente las relaciones
tienen el doble de largo que las del 4lgebra original.

Ejemplo 3.3.3. Sea A el cociente del adlgebra de caminos del carcaj @

por el ideal I = (cba,acb,bac). Segin [FP02, Theorem 3.9, la extension trivial T'A es
isomorfa a KQ'/I', con @' el carcaj

cb 2 ac
N
P——
ba
e I’ el ideal

(cba, acb, bac, acaba, babeb, cheae, acch, baac, cbba,
baba — cbeb, caca — cheb, acac — cheb, abab — cbeb, acac — bebe, baba — bebe).

En el complejo de cohomologia vale
Hompge (KQp, TA) = (e1]e1, e1]|baba, es|ea, e2||abab, es]|es, 3| baba)
Hompe (KQ},TA) = {al|a, allcb, b]|b, b||ac, c|lc, c||ba, cbl|cb, cb||a, ac||ac, ac]|b, balba, bal|c)
Hompge(KR',TA) = {(cbal|e1, cba||baba, acb||ea, acb||abab, bac||es, bac||baba, acabal es,

acabal|baba, babcb||eq, babeb||baba, cheac| ea, cbeac||abab,

accb||ba, accb|[aca, accb||beb, baac||ch, baac||bab, baac||cac,

chbal|ac, cbbal|cbe, cbba)|aba, (baba — cbeb)||eq,

(baba — cbeb)||baba, (caca — cbeb)||e1, (caca — cbeb)||baba,

(acac — cbeb)||es, (acac — cbeb)||abab, (abab — cbeb)||ez,
(abab — cbeb)||abab, (acac — bebe)||es, (@cac — bebe)||baba,
(baba — bebe)||es, (baba — bebe)||baba) k.
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Los diferenciales satisfacen d°(e; ||baba) = d°(ez||abab) = d°(es||baba) = 0,

d(exfler) = alla + eb][cb — cllc - bal[ba,
d%(esllez) = b|b + @el|ac — alla — cbl|cb,
d°(es]les) = clle + bal|ba — bljo — ae[az,

de donde

kerd® = (ex]les + ealles + esles, ex|[Baba, exllabab, s |baba) .
imd° = (a||a + ¢b||cb — c||c — bal|ba, b||b + @c||ac — al|a — cb||cb) i

d!(alja) = (baba — cbeb)|[baba + (caca — cbeb)|[baba + (acac — cbeb)||abab
+ (abab — cbeb)||abab + (@cac — bebe)||baba + (baba — bebe)||baba,

d'(al|cb) = acb||abab + bac||baba + cba| baba,

d(b||b) = —(caca — cbeb)||baba — (acac — cbeb)||abab — (@cac — bebe)||baba,

d!(b||ac) = ach||abab + bac||baba + cba| baba,

dY(c|lc) = —(baba — cbeb)||baba — (abab — cbeb)||abab — (baba — bebe)||baba,

d'(c||ba) = acb||abab + bac||baba + cba| baba,

d'(cbl|cb) = —d'(alla),

d'(cb||a) = babeb||baba + cheac|abab + accb||aca + cbbal|aba,

d!(ac||ac) = (caca — cheb)||baba + (acac — cbeb)||abab 4 (acac — bebe)||baba,

d!(ac||b) = @caba|baba + cbcac||abab 4 @ccb||beb + baac||bab,

d! (ba||ba) = (baba — cbeb)||baba + (abab — cbeb)||abab + (baba — bebe) ||baba,

d (bal|c) = @caba|baba + babcb||baba + baac||cac + cbbal|che,

por lo que

kerd' = (alla + ¢b||cb — c||c — bal|ba, b||b + @c||ac — alla — cb||cb, a||cb — b||ac,
alldb — clfba, alla + bllb + cle, alla + )

Luego, son dimyx HHY(T'A) = dimgx HHY(TA) = 4 y se pueden elegir las siguientes bases:
= {e1]ler + eallea + esles, e1||baba, e||abab, es||baba} para HHY(T A),
= {a|cb — b||ac, al|cb — c||ba, al|a + b||b + ¢||c, a|la + cb||cb} para HHY(T A).

Una vez mas, esto es coherente con [CMRS03, Theorem 5.5, pues

» AL = (1),

Homp (HH;(A), K) = ((cb ® a)*, (ac ® b)*) g

HH'(A) = (afla)x

AltA(DA) = 0.
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Sean ahora A, A2 € K no nulos simultaneamente. Asi A\jacb||ed + Aabac|le} es un 2-
cociclo que no es un 2-coborde. Empezamos a construir un morfismo de comparacion entre
la resoluciéon bar de A y la resolucion de Bardzell de A:

by ®3 by b

L A®4 >y A®2 y A 0
J’fz lfl lfo lid
. —— A|KR|A —25 AIKQ1|A —2 AJKQolA —25 A —— 0

Existe un morfismo de comparacion (f)ren entre dichas resoluciones tal que

fole1) =1]1j1,

0 si a € Qo,
1|1 si v € Q1
fil®a®1l)=1<bla]l +1[bla si a= ba,
c|b|l +1|c|b  si a = cb,

Lalc[l + 1]alc  sia=ac,

(0 siav € Qoo B € Qo,

llaB|l  siaB € R,

0 siaeQryaf¢R,
fI®a®Be1)=<{0 sife@iyaB¢R,

alcball  sia=acy f = ba,
blacb|]l sia=bay B =cbh,

clbac|ll sia=cby = ac.

El morfismo resultante F : A®* — DA esta determinado por la extension A¢-lineal de

=0sia€e Qo ey,

RaR L

» Fl®a®ch® Fl®ac®@b® 1) = A€,

» FIRb®ac® F1®ba®c®1)= e},

» Flea®pel)=0siae @1y af ¢ R,

» Fl@a®pBe1)=0sicQryaB ¢ R,

F(1 1)
(1 1) =
(1 1) =

» F1l®c®ba®1)=F(1l®cha®1) =0,
(1 )
(1 1)
FlRac®ba®1)=F(1®bi®ch®1)=F(1®ch®aca®1) =0,

por lo que el 2-cociclo ¢ : A¥? — DA a considerar es
© = A1a ® cblle5 + Ajac @ b||e5 + Aab @ acllez + Aaba ® c||es.

Sea
{e1,e2,€3,a,b,c,ba,cb,ac,e], e5,e5,a™,b", ¢, (ba)*, (cb)*, (ac)*}

una base de A x, DA. Los productos entre ellos son los mismos que en T'A, salvo por
achb = A\ej y bac = Aaej. Notemos que aa™ = b*b = €5 y que bb* = c*c = e3, por lo que,
salvo multiplicacion por escalares (y excluyendo los casos A\; = 0 y Ay = 0), vale que

acb = aa® = b*b

bac = bb* = c*c.
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Para encontrar una expresion de la extension torcida como cociente de un algebra de
caminos, una idea que sale de estas igualdades es usar la correspondencia a* — ¢b, b* — ac
y ¢* — ba. También, las relaciones acac — abab y abab — cbcb comparadas con aa®* — b*b
llevan a considerar

a”* — cac
b* > aba
y también
a* > bab
b* > cbe.
En lugar de explorar estas posibilidades, vamos a usar los resultados de [KIS18, p. 14-15],

donde los autores estudian esta algebra. En el Teorema 3.3.1 concluyen que A x, DA es
isomorfa a KQ/I, donde @ es el carcaj

% 2 — @
2
p——
ba
e I es el ideal
(cba, acch, baae, cbba, aca — beb, bab — cac, che — aba, ach — A1cbeb, bac — \yacac).

En el complejo de cohomologia, resulta que

Hompe(KQop, A x, DA) = (e1]|e1, e1]|baba, es||e2, ea||cbeb, e3|es, es||acac)

Hompge(KQ1, A x, DA) = (al|a, al|cb, b||b, b|[@c, c||¢, ¢||ba, bal|ba, bal|c,
B[b, Bl aclae, aellb) .

Hompe (KR, A x, DA) = (cbal|e, acch||ba, aech||aca, baac]|ch, baac||bab, cbbal|ac, cbbal|cbe,

aca — beb) ||ba, (@ca — beb) ||aca, (bab — cac)||cb, (bab — cac)||bab,

cbe — aba)lac, (cbc — aba)||cbe, (ach — Ajcbeb) ||ez,

ach — Aicbeb)||ach, (bac — Xa@eac)||es, (bac — Aa@cac)||bac) k,

—~

o~ o~ o~

donde si A7 = 0, se puede sacar a (achb — Aicbeb)||ach, y de la misma forma, si Ao = 0,
se puede sacar a (bac — Agacac)|bac. Las iméagenes de los primeros diferenciales en los
elementos de recién valen

d°(ealler) = alla + cbl[cb — cl|c — ba]ba,
d%(ezle2) = b||b + a@c||ac — alla — cb||cb,
a(eslles) = cllc + Ballba — b|jb — aelfac,
d%(eq ||baba) = d°(ea]|cbeb) = d°(es||acac) = 0,

por lo que

ker d” = (eq]le1 + ea]|ea + e3|es, e1]|baba, ea||cheb, es||acac)

im d° = (al|a + cb||cb — ¢||c — bal|ba, b||b + @c||ac — al|a — cb||cb) k.
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Por otro lado,

d!(ala) = (@ca — beb)|[aca — (cbe — aba)||cbe 4 (ach — A cbeb)||ach,
d'(al|cb) = cbal|baba + (acb — Aicbeb)||cbeb + (bac — \yacac)|acac,
dY(p||b) = —(aca — beb)||aca + (bab — cac)||bab + (bac — \aacac)||bac,
d*(b||ac) = cbal|baba + (ach — Aicbeb)||cbeb + (bac — Aoacac)||acac,
L(e|le) = —(bab — cac)||bab + (cbc — aba)||cbe,
(
(
(
(
(

o,

cr
d!(c||ba) = cbal|baba + (acb — Aicbeb)||cbeb + (bac — \acac)|acac,
d!(bal|[ba) = (bab — cac)||bab — (cbe — aba)||cbe,
d!(bal|c) = baae||bab + cbbal|cbe + (bab — cac)||cb — (cbe — aba)||ac,
d'(cb|[cb) = —(aca — beb)||aca + (cbe — aba)||che — (ach — Ajcbeb) ||ach,
d'(cb||a) = @cch|[aca + cbbal|cbe — (aca — beb)||ba

+ (cbe — aba)|lac — A1 (ach — \icbeb)||ach,
d!(ac|[ac) = (aca — beb)||aca — (bab — cac)||bab — (bac — \oacac)||bac,
d'(ae||b) = accb|[aca + baac||bab + (aca — beb)||ba
— (bab — cac)||cb — Xo(bac — \o@cac)||bac,

C

de donde

kerd! = (al|a + cb||cb — c||c — bal|ba, b||b + @c||ac — alla — cb]|cb,
alla + cbl|cb, al|cb — bl|ac, al[cb — c[|ba) .
Luego, dimgx HHY(A x, DA) =4y
{e1]le1 + ealle2 + e3]|es, e1]|baba, ea|cbeb, es||acac}
es una base, mientras que dimyx HH'(A X, DA) =3y
{alla + cblicb, allcb — bl[ac, al|cb — c|[ba}
es una base. Notar que esto es coherente con la Observaciéon 2.2.2.

Todos estos resultados podrian ser aplicados al estudio de la cohomologia de Hochschild
de extensiones triviales en grados mayores que 1.
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