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Introducción

Las álgebras asociativas son un objeto de fundamental importancia en matemática.
Aparecen en diversas áreas, como álgebra lineal, geometría algebraica, teoría de álgebras de
Lie, teoría de representaciones y topología algebraica, entre muchas otras. Dos invariantes
de estas fueron definidos por G. Hochschild en 1945: las teorías de homología y cohomología
que llevan su nombre. Sin embargo, ya en 1937 N. Jacobson estudió [Jac37] las derivaciones
y derivaciones interiores de álgebras sobre cuerpos, dos conceptos que, como se muestra
más adelante, están codificados en la cohomología de Hochschild del álgebra. Muchas de las
teorías de homología y cohomología en otras áreas de la matemática pueden reformularse
en términos de la homología y cohomología de Hochschild.

En [Hoc42], Hochschild demostró, con métodos homológicos rudimentarios para los
estándares de hoy, que toda derivación de un álgebra es interior si y solo si el álgebra es
separable, esto es, A⊗K L es semisimple para toda extensión de cuerpos K ⊆ L. También
presentó una condición necesaria para que un álgebra sobre un cuerpo de característica 0 sea
semisimple. Usando herramientas que años después H. Cartan y S. Eilenberg formalizaron
y publicaron en [CE99], Hochschild reformuló estos resultados en términos de resoluciones
proyectivas del álgebra y grupos de cohomología con valores en un A-bimódulo arbitrario
en [Hoc45]. Con este lenguaje, los resultados anteriores se pueden expresar como sigue: un
álgebra es separable si y solo si el primer grupo de cohomología del álgebra a coeficientes en
cualquier bimódulo es nulo, y una condición necesaria para que un álgebra sea semisimple
sobre un cuerpo de característica 0 es que su primer grupo de cohomología con coeficientes
en sí misma sea nulo. En ese mismo trabajo, dio una interpretación del segundo grupo de
cohomología en términos de las extensiones del álgebra. Otra interpretación del segundo
grupo de cohomología fue dada por M. Gerstenhaber en [Ger64], trabajo en el cual estudió
las deformaciones de un álgebra.

En particular, Cartan y Eilenberg mostraron que para calcular la homología y coho-
mología de un álgebra se puede utilizar cualquier resolución proyectiva del álgebra como
bimódulo sobre sí misma. Es útil entonces tener resoluciones minimales para la clase de
álgebras que se desea estudiar. M. Bardzell probó en [Bar97] la existencia de dichas reso-
luciones para las álgebras monomiales.

En esta tesis estudiamos las extensiones de un álgebra A por algún A-bimódulo torcidas
por un 2-cociclo. El caso particular en el que el bimódulo es DA, el dual del álgebra, y
el 2-cociclo es nulo se conoce como la extensión trivial TA del álgebra. En [CMRS03], se
calcula el primer grupo de cohomología de Hochschild de TA en términos de espacios que
dependen únicamente del álgebra de partida. En particular, los autores muestran que este
espacio nunca es nulo. En un grado arbitrario n, muestran que la homología y cohomología
del álgebra en grado n son sumandos directos de HHn(TA) si A es de dimensión finita.
Hasta el día de hoy no se conocen muchos más resultados que relacionen HHn(TA) con
espacios que dependen del álgebra de partida.

En el Capítulo 1 se desarrollan los conceptos básicos de la teoría, las herramientas que
serán utilizadas en la tesis, las definiciones de la homología y cohomología de Hochschild, la
resolución minimal debida a Bardzell para álgebras monomiales, la teoría de deformaciones
debida a Gerstenhaber y finalmente las nociones de extensiones de álgebras.

1



En el Capítulo 2 se presentan los resultados que usaremos de [CMRS03], entre los cuales
se encuentra la siguiente descomposición del primer grupo de cohomología de Hochschild
de la extensión trivial de un álgebra:

Teorema. [CMRS03, Theorem 5.5] Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Entonces

HH1(TA) ≃ AA ⊕HomK(HH1(A),K)⊕ HH1(A)⊕ AltA(DA).

Aquí, AA es el K-espacio vectorial HomAe(A,A) y AltA(DA) denota a

{α : DA⊗A DA→ K lineal : α(f ⊗ g) = −α(g ⊗ f) para todos f, g ∈ DA}.

Además, se expone un resultado que permite relacionar la cohomología de la extensión
trivial de un álgebra A con la de cualquiera de las extensiones torcidas de A.

En el Capítulo 3 se introduce la familia de álgebras de interés para esta tesis y se
calculan los espacios de cohomología de las extensiones de algunas álgebras, verificando
que cumplen con los resultados vistos en el Capítulo 2. Luego, se presentan unos resultados
adicionales que facilitan el cálculo de un último ejemplo.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se presentan las definiciones, notaciones y resultados básicos necesarios
para el desarrollo de esta tesis. En la Sección 1.1 se dan las definiciones básicas de álgebras
y módulos que serán utilizadas. En la Sección 1.2 se ven los conceptos necesarios de las
álgebras de caminos, algunos resultados y ejemplos. La Sección 1.3 se dedica al concepto de
resolución de un módulo. En la Sección 1.4 se presentan las definiciones de la homología y
cohomología de Hochschild, así como la principal resolución que se utilizará en este trabajo.
En la Sección 1.5 se desarrolla el concepto de deformaciones de álgebras, y su conexión
con la cohomología de Hochschild. En la Sección 1.6 se estudia la noción de extensiones de
álgebras, y una caracterización de ellas.

1.1. Álgebras y módulos

En esta sección se introducen las nociones de álgebras sobre un cuerpo y módulos sobre
las mismas. Además, se define el álgebra envolvente de un álgebra.

Definición 1.1.1. Sea K un cuerpo. Una K-álgebra asociativa es un anillo A con una
estructura de K-espacio vectorial compatible con la multiplicación del anillo, es decir,

λ(ab) = (aλ)b = a(λb) = (ab)λ

para cada a, b ∈ A y λ ∈ K. Se dice que A es finito dimensional, o de dimensión finita, si
lo es como K-espacio vectorial. Cuando no haya riesgo de confusión, se dirá que A es un
álgebra. El álgebra es unitaria (o tiene unidad) si el anillo subyacente lo es.

Definición 1.1.2. Dadas dos K-álgebras A y B, un morfismo de K-álgebras es un
morfismo de anillos f : A → B que es K-lineal. Un isomorfismo de K-álgebras es un
morfismo de K-álgebras biyectivo, y de existir un isomorfismo de K-álgebras entre A y B,
se dice que estas son K-álgebras isomorfas y se nota A ≃ B.

Definición 1.1.3. El álgebra opuesta Aop de A es el álgebra que coincide con A como
espacio vectorial, y su multiplicación ∗ se define por a ∗ b = ba. El álgebra envolvente
Ae de A es el álgebra cuyo K-espacio vectorial subyacente es A⊗K Aop, y cuyo producto
está dado por la extensión lineal de

(a⊗ b) · (a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ b′b.

Definición 1.1.4. Un A-módulo a izquierda es un K-espacio vectorial M junto con
una operación binaria · : A×M →M , (a,m) 7→ am que satisface

1. a(m+m′) = am+ am′,
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

2. (a+ b)m = am+ bm,

3. (ab)m = a(bm),

4. 1m = m,

5. a(λm) = (λa)m = λ(am),

para todos a, b ∈ A, m,m′ ∈ M y λ ∈ K. Se define, de manera análoga, la noción de
A-módulo a derecha.

Salvo que se diga lo contrario, en este trabajo se van a considerar módulos a izquierda.

Definición 1.1.5. Dados dos A-módulos M y N , un morfismo de A-módulos es un
morfismo de K-espacios vectoriales que cumple f(am) = af(m) para todo a ∈ A y m ∈M .
Este se dice un isomorfismo si es biyectivo, en cuyo caso se dice queM yN son A-módulos
isomorfos.

Observación 1.1.6. Un morfismo de A-módulos es también un morfismo de K-espacios
vectoriales.

Notación: Notamos por AMod a la categoría de A-módulos a izquierda, y por ModA a la
categoría de A-módulos a derecha.

Observación 1.1.7. Las categorías AMod y ModAop son naturalmente equivalentes.

Definición 1.1.8. Sea M un A-módulo. Se dice que M es

indescomponible si es no nulo y no es suma directa de dos A-módulos no nulos,

noetheriano si todos sus submódulos son finitamente generados,

libre si existe un conjunto I tal que M ≃ A(I),

proyectivo si para todo epimorfismo de A-módulos p : N → T y todo morfismo de
A-módulos f :M → T existe un morfismo de A-módulos f :M → N tal que pf = f ,
es decir, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

M

N T 0p

f
f

Definición 1.1.9. Un álgebra A es indescomponible si no es la suma directa de dos
álgebras no nulas.

Definición 1.1.10. Un álgebra A se dice básica si, como A-módulo, es suma directa de
A-módulos indescomponibles no isomorfos dos a dos.

Definición 1.1.11. Dadas dos K-álgebras A y B, un (A,B)-bimódulo M = AMB es
una terna (M, ·, ∗) tal que (M, ·) es un A-módulo a izquierda, (M, ∗) es un B-módulo a
derecha, y las acciones son compatibles, esto es,

(a ·m) ∗ b = a · (m ∗ b),
para todos a ∈ A, b ∈ B y m ∈M . Cuando A = B, se dirá que M es un A-bimódulo.

Notación: Notamos por AModB a la categoría de (A,B)-bimódulos.

Observación 1.1.12. Las categorías AeMod y AModA son naturalmente equivalentes.

Observación 1.1.13. Si M es un A-módulo a izquierda, DM := HomK(M,K) es un
A-módulo a derecha con estructura dada por (fa)(x) = f(ax). De manera similar, si M
es un A-módulo a derecha, DM es un A-módulo a izquierda vía (af)(x) = f(xa).

Notación: En ocasiones, escribiremos = en lugar de ≃ para referirnos a un isomorfismo
natural.
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1.2. Álgebras de caminos

En esta sección se definen las nociones de carcaj y de álgebra de caminos. Además, se
ven algunos ejemplos y cómo se pueden representar.

Definición 1.2.1. Un carcaj es una 4-upla ordenada Q = (Q0, Q1, s, t), en la cual Q0 y
Q1 son conjuntos, Q0 es no vacío, y s, t : Q1 → Q0 son funciones. Los elementos de Q0 se
dicen los vértices de Q y los de Q1 las flechas de Q. Si α es una flecha, s(α) es el origen
de α, y t(α) es el término de α. El carcaj Q es finito si tanto Q0 como Q1 son conjuntos
finitos. El par (Q0, Q1) es el grafo subyacente de Q.

Definición 1.2.2. Un carcaj se dice conexo si el grafo subyacente lo es.

Definición 1.2.3. Dado un carcaj Q, se define un camino en Q como una secuencia de
flechas α = an . . . a1 tales que t(ai) = s(ai+1) para todo 1 ≤ i < n. Un camino es trivial
si n = 0 o, lo que es lo mismo, corresponde a un vértice e. La longitud de un camino
α es la cantidad de flechas que lo componen, de donde α = an . . . a1 tiene longitud n. Si
α es un vértice, s(α) = t(α) := α, mientras que si α = an . . . a1, con a1, . . . , an las flechas
que componen a α, se define s(α) := s(a1) y t(α) := t(an). Si s(α) = t(α), se dice que α
es un ciclo; si además es de longitud 1, se denomina bucle. Se dice que Q es acíclico si
no contiene ciclos no triviales.

Ejemplos 1.2.4. Una forma cómoda de dar un carcaj es con un dibujo: se colocan los
nombres de los vértices, y una flecha del vértice i al vértice j por cada flecha α con s(α) = i
y t(α) = j. Algunos ejemplos de carcajes son:

(i)

1

a

(ii)
2

1 3

a

c

b

(iii)
1 2 3

4

5

a b

c

d
e

f

(iv) 2

1 3 5

4

a b

c d

e f

Definición 1.2.5. Sea Q un carcaj. El álgebra de caminos KQ de Q sobre K es la
K-álgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de los caminos en
Q, y el producto está dado por la concatenación de caminos, es decir, si α y β son caminos,
β ·α = βα si s(β) = t(α), y es cero si no. Si α es un camino en Q y e es un camino trivial,
α · e = α si e = s(α), y cero si no, y de manera similar, e · α = α si e = t(α), y cero si no.

En el contexto de álgebras de caminos, se denotará E a la subálgebra KQ0.

Observación 1.2.6. A partir de la definición se obtiene una descomposición en suma
directa de KQ como espacio vectorial:

KQ =
⊕
n≥0

KQn,

donde Qn denota el conjunto de caminos de longitud n. Como KQn · KQm ⊆ KQn+m,
KQ es una K-álgebra N0-graduada por la longitud de caminos.
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Lema 1.2.7. [ASS06, Chapter II, Lemma 1.4] Sea Q un carcaj. Entonces

(i) KQ es un álgebra asociativa.

(ii) KQ es unitaria si y solo si Q0 es finito. Más aún, en este caso, 1 =
∑
e∈Q0

e.

(iii) KQ es de dimensión finita si y solo si Q es finito y acíclico.

De ahora en más, todas las álgebras serán unitarias.

Definición 1.2.8. Sea Q un carcaj conexo. El ideal bilátero del álgebra de caminos KQ
generado por Q1 se llama el ideal de flechas de KQ y se denota R. Un ideal bilátero I
de KQ se dice admisible si existe un número natural n ≥ 2 tal que

Rn ⊆ I ⊆ R2.

Definición 1.2.9. Sea Q un carcaj. Una relación con coeficientes en K es una com-
binación K-lineal de caminos de longitud por lo menos dos que además son paralelos, es
decir, tienen el mismo origen y término. Más explícitamente, una relación es un elemento
de KQ de la forma

n∑
i=1

λiαi,

con αi de longitud por lo menos dos, s(αi) = s(αj), t(αi) = t(αj) y λi ∈ K para todos
1 ≤ i, j ≤ n. Si n = 1, la relación se dice monomial.

Proposición 1.2.10. [ASS06, Chapter II, Proposition 2.6, Lemma 2.8] Sean Q un carcaj
finito e I un ideal admisible de KQ.

(i) El álgebra KQ/I es de dimensión finita.

(ii) El ideal I puede generarse por un conjunto finito de relaciones.

Definición 1.2.11. Un álgebra A es monomial si existen un carcaj Q y un ideal admisible
I generado por relaciones monomiales tales que A es isomorfa a KQ/I.

El siguiente resultado justifica el interés en los cocientes de álgebras de caminos.

Teorema 1.2.12. [ASS06, Chapter II, Theorem 3.7] Sean K un cuerpo algebraicamente
cerrado y A una K-álgebra básica e indescomponible de dimensión finita. Entonces existe
un único carcaj Q y existe un ideal admisible I tales que A ≃ KQ/I.

Ejemplos 1.2.13. (i) Consideremos el carcaj

1

a

Para cualquier n ≥ 2, I = (an) es un ideal admisible de KQ.

(ii) Consideremos el siguiente carcaj:

2

1 3

a

c

b

Un ejemplo de ideal admisible de KQ es I = (ba, cb, ac).
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(iii) Para el carcaj
1 2 3

4

5

a b

c

d
e

f

se tiene que I = (de, ad, eb, fe) es un ideal admisible del álgebra de caminos.

(iv) Para
2

1 3 5

4

a b

c d

e f

I = ((bac)2, feb− db) es un posible ideal admisible de KQ.

1.3. Resoluciones

En esta sección se repasan los conceptos de resoluciones de A-módulos.

Definición 1.3.1. Dado un A-módulo M , una resolución (a izquierda) de M es un
complejo de cadenas de A-módulos (Xk, dk)k≥0 junto con un morfismo X0

ε−−→M tal que

· · · −→ X2
d2−−→ X1

d1−−→ X0
ε−−→M −→ 0 (∗)

es exacto. Se dice que ε es el morfismo de aumentación de la resolución, la cual se denota
por X•

ε−−→M , y (∗) se llama el complejo aumentado de la resolución. La resolución se
dice proyectiva, libre o playa si cada Xk es proyectivo, libre o playo, respectivamente.

Observación 1.3.2. En AMod siempre existen resoluciones libres. Es decir, si M es un
A-módulo, siempre existe una resolución libre de M .

Ejemplo 1.3.3. Sea Cn = ⟨t⟩ el grupo cíclico de orden n. Z es un Z[Cn]-módulo, vía
m · n = mn si m ∈ Z y t · n = n. Así, una resolución libre de Z como Z[Cn]-módulo es

· · · −→ Z[Cn]
d3−−→ Z[Cn]

d2−−→ Z[Cn]
d1−−→ Z[Cn]

ε−−→ Z −→ 0,

con ε
( n−1∑
i=0

ait
i
)
=

n−1∑
i=0

ai, d2k+1 = ·(t− 1) y d2k = ·
( n−1∑
i=0

ti
)
.

Proposición 1.3.4. [CE99, Chapter V, Proposition 1.1] Sean M y M ′ dos A-módulos,
sea (Xk, dk)k≥0 una resolución proyectiva de M y sea (X ′

k, d
′
k)k≥0 una resolución de M ′.

Entonces, si f : M → M ′ es un morfismo de módulos, existe un morfismo de complejos
(fk)k≥0 tal que

X0 M

X ′
0 M ′d′

0

d0

f0 f

conmuta. Más aún, dicho morfismo es único salvo homotopía. Se dice que (fk)k≥0 levanta
a f .
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Definición 1.3.5. Sea M un A-módulo y sean (Xk, dk)k≥0 y (X ′
k, d

′
k)k≥0 dos resoluciones

proyectivas de M . Un morfismo de comparación entre (Xk, dk)k≥0 y (X ′
k, d

′
k)k≥0 es un

morfismo de complejos (fk)k≥0 de (Xk, dk)k≥0 en (X ′
k, d

′
k)k≥0 que levanta a la identidad

de M .

Notar que en vista de la proposición anterior en el caso particular f = id, siempre
existe un morfismo de comparación entre dos resoluciones proyectivas cualesquiera de un
módulo dado.

1.4. Homología y cohomología de Hochschild

En esta sección se introducen las definiciones de la homología y cohomología de Hochs-
child. Luego se estudia una resolución que es útil a la hora de hacer cálculos explícitos.

Definición 1.4.1. Sean A una K-álgebra y M un A-bimódulo. Se definen la homología
de Hochschild de A con coeficientes en M como

H•(A,M) := TorA
e

• (M,A),

y la cohomología de Hochschild de A con coeficientes en M como

H•(A,M) := Ext•Ae(A,M).

Observar que Hn(A,M) y Hn(A,M) son K-espacios vectoriales para cada n. Se denota
HHn(A) a Hn(A,A) y HHn(A) a Hn(A,A).

Como los funtores Tor y Ext no dependen de la resolución proyectiva de A sobre Ae

usada, se introduce una en particular que es útil para obtener resultados teóricos.
Para simplificar la notación, en ocasiones se escribe ⊗ en lugar de ⊗K y A⊗n en lugar

del producto tensorial A ⊗ · · · ⊗ A de A consigo mismo n veces. Con esto en mente, A⊗n

es un A-bimódulo vía
a(a1 ⊗ · · · ⊗ an)b = aa1 ⊗ · · · ⊗ anb,

por lo que se lo puede considerar como un Ae-módulo a izquierda. Concretamente,

(a⊗ b)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = aa1 ⊗ · · · ⊗ anb.

Si n ≥ 0, la función b′n : A⊗n+2 → A⊗n+1 definida por

b′n(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) =

n∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1

es un morfismo de Ae-módulos.

Proposición 1.4.2. [CE99, p. 174–175] (A⊗n+2, b′n)n≥0 es una resolución de A sobre Ae,
con morfismo de aumentación b′0(a⊗ b) = ab.

Definición 1.4.3. La resolución (A⊗n+2, b′n)n≥0 se llama la resolución bar de A.

Como A es libre sobre K, se tiene que A⊗n también lo es para todo n ≥ 0, y luego
A⊗n+2 ≃ Ae ⊗A⊗n es libre sobre Ae. En consecuencia, la resolución bar es una resolución
libre (y en particular proyectiva) de A sobre Ae.
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1.4.1. Homología de Hochschild

Sea M un A-bimódulo. Si se aplica el funtor M ⊗Ae − a la resolución bar de A, se
obtiene el complejo de cadenas

· · · −→M ⊗Ae A⊗n+2 ∂n−−→M ⊗Ae A⊗n+1 −→ · · · −→M ⊗Ae A⊗3 ∂1−−→M ⊗Ae A⊗2 −→ 0,

donde el diferencial ∂i es el inducido por el diferencial b′i. Se suele utilizar la identificación

M ⊗Ae A⊗n+2 ≃M ⊗A⊗n,

donde m ⊗Ae (a ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ b) 7→ bma ⊗ (a1 ⊗ · · · ⊗ an), con la cual el complejo
resultante es

(C•(A,M), d•) : · · · −→M ⊗A⊗n dn−−→M ⊗A⊗n−1 −→ · · · −→M ⊗A
d1−−→M −→ 0.

El diferencial inducido es

dn(m⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = ma1 ⊗ a2 ⊗ · · · ⊗ an +
n−1∑
i=1

(−1)im⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an

+ (−1)nanm⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an−1.

Así, el n-ésimo grupo de homología de Hochschild de A con coeficientes en M es

Hn(A,M) = Hn(C•(A,M), d•) =
ker dn
im dn+1

,

donde la primera igualdad hace referencia a un isomorfismo natural.

Ejemplo 1.4.4. Si A = K, el complejo de cadenas correspondiente es

· · · −→ K⊗n+1 dn−−→ K⊗n −→ · · · −→ K⊗2 d1−−→ K −→ 0.

vía el isomorfismo K⊗n → K, donde λ1 ⊗ · · · ⊗ λn 7→ λ1 . . . λn, el complejo resultante es

. . .K
0−−→ K

id−−→ K
0−−→ K → 0,

por lo que HH0(K) = K y HHn(K) = 0 para todo n ≥ 1.

1.4.2. Cohomología de Hochschild

Sea M un A-bimódulo. Aplicando el funtor HomAe(−,M) a la resolución bar de A, se
obtiene el complejo de cocadenas (C•(A,M), d•):

0 −→ HomAe(A⊗2,M)
∂1−−→ · · · −→ HomAe(A⊗n+1,M)

∂n−−→ HomAe(A⊗n+2,M) −→ . . . ,

donde el diferencial ∂i es el inducido por b′i. En este caso, la identificación que se suele usar
es

HomAe(A⊗n+2,M) ≃ HomK(A⊗n,M),

donde f 7→ (a 7→ f(1⊗ a⊗ 1)), mediante la cual el complejo resultante es

0 −→M
d0

−−→ HomK(A,M) −→ · · · −→ HomK(A⊗n,M)
dn

−−→ HomK(A⊗n+1,M) −→ . . . ,
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y el diferencial inducido es

dn(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1) +
n∑
i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+ (−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1.

Así, el n-ésimo grupo de cohomología de Hochschild de A con coeficientes en M es

Hn(A,M) = Hn(C•(A,M), d•) =
ker dn

im dn−1 ,

donde la primera igualdad hace referencia a un isomorfismo natural.

Ejemplo 1.4.5. Si A = K, el complejo de cocadenas correspondiente es

0 −→ K
d0

−−→ HomK(K,K) −→ · · · −→ HomK(K⊗n,K)
dn

−−→ HomK(K⊗n+1,K) −→ . . . ,

y pasando por el isomorfismo HomK(K⊗n,K) → K, donde f 7→ f(1⊗ · · · ⊗ 1), se llega a

0 −→ K
0−−→ K

id−−→ K
0−−→ K −→ . . . ,

de donde HH0(K) = K y HHn(K) = 0 para todo n ≥ 1.

1.4.3. Homología y cohomología de Hochschild en grados bajos

Se presenta ahora cómo la homología y cohomología en algunos de los primeros grados
recuperan información del álgebra.

La homología de Hochschild en grado 0 es

H0(A,M) =
M

im d1
=

M

[A,M ]
,

donde [A,M ] es el subespacio generado por {ma−am : m ∈M,a ∈ A}. En particular,
si M = A, se tiene

HH0(A) =
A

[A,A]
.

Luego, si A es conmutativa, HH0(A) = A.

Por ejemplo, cuando A =Mn(K), la homología de Hochschild HH0(A) es el espacio
generado por la matriz identidad.

La cohomología de Hochschild en grado 0 es

H0(A,M) = ker d0 = {m ∈M : d0(m)(a) = am−ma = 0 para todo a ∈ A}.

En particular, si M = A, se tiene que HH0(A) = Z(A), el centro de A.

La cohomología en grado 1 es H1(A,M) = ker d1/ im d0, donde

ker d1 = {f ∈ HomK(A,M) : d1(f) = 0}
= {f ∈ HomK(A,M) : d1(f)(a⊗ b) = af(b)− f(ab) + af(b) = 0

para todos a, b ∈ A},

es decir, ker d1 es el espacio de las derivaciones K-lineales de A en M , DerK(A,M).
Por otro lado,

im d0 = {f ∈ HomK(A,M) : existe m ∈M tal que f = d0(m)},

el cual es el espacio de las K-derivaciones interiores de A en M , InDerK(A,M). Así,
H1(A,M) = DerK(A,M)/InDerK(A,M).
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1.4.4. Producto cup y corchete de Gerstenhaber

En esta sección se presentan las definiciones del producto cup y el corchete de Gers-
tenhaber en la cohomología de Hochschild.

Definición 1.4.6. Sean f ∈ HomK(A⊗m, A) y g ∈ HomK(A⊗n, A). Se define su producto
cup f ⌣ g ∈ HomK(A⊗(m+n), A) como

(f ⌣ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ am+n) = (−1)mnf(a1 ⊗ · · · ⊗ am)g(am+1 ⊗ · · · ⊗ am+n)

para todos a1, . . . , am+n ∈ A. Si m = 0, la fórmula se interpreta como

(f ⌣ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = f(1)g(a1 ⊗ · · · ⊗ an),

y para n = 0 es similar.

Observación 1.4.7. [Wit19, p. 14–15] El producto cup induce un producto asociativo
bien definido en la cohomología, que se suele denotar igual:

⌣ : HHm(A)× HHn(A) → HHm+n(A).

Definición 1.4.8. Sean f ∈ HomK(A⊗m, A) y g ∈ HomK(A⊗n, A). Se define su producto
círculo f ◦ g ∈ HomK(A⊗(m+n−1), A) como

(f ◦ g)(a1 ⊗ · · · ⊗ am+n−1)

=

m∑
i=1

(−1)(n−1)(i−1)f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗ g(ai ⊗ · · · ⊗ ai+n−1)⊗ ai+n ⊗ · · · ⊗ am+n−1).

Si m = 0, entonces f ◦ g = 0 y si n = 0, interpretamos que g(ai ⊗ · · · ⊗ ai+n−1) = g(1). Se
define además su corchete de Gerstenhaber [f, g] ∈ HomK(A⊗(m+n−1), A) como

[f, g] = f ◦ g − (−1)(m−1)(n−1)g ◦ f.

Observación 1.4.9. [Wit19, p. 17–18] El corchete de Gerstenhaber pasa a la cohomología,
y se lo denota de la misma manera:

[−,−] : HHm(A)× HHn(A) → HHm+n−1(A).

1.4.5. Cohomología de Hochschild relativa a una subálgebra

Sean E una subálgebra de A y M un A-bimódulo. Se considera el complejo de Hochs-
child E-relativo (C•(A,E,M), d•) dado por

C0(A,E,M) = {m ∈M : em = me para todo e ∈ E},

y para todo n > 0, el K-espacio vectorial Cn(A,E,M) formado por las transformaciones
lineales f : A⊗n →M tales que

f(ea1 ⊗ · · · ⊗ an) = ef(a1 ⊗ · · · ⊗ an)

f(a1 ⊗ · · · ⊗ ane) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)e

f(a1 ⊗ · · · ⊗ aie⊗ ai+1 ⊗ · · · ⊗ an) = f(a1 ⊗ · · · ⊗ ai ⊗ eai+1 ⊗ · · · ⊗ an),

para todos a1, . . . , an ∈ A, 1 ≤ i ≤ n− 1 y e ∈ E, mientras que los diferenciales son

dn(f)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1) = a1f(a2 ⊗ · · · ⊗ an+1) +

n∑
i=1

(−1)if(a1 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1)

+ (−1)n+1f(a1 ⊗ · · · ⊗ an)an+1.
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Definición 1.4.10. El n-ésimo grupo de cohomología de Hochschild E-relativa
de A con coeficientes en M es

Hn(A,E,M) := Hn(C•(A,E,M), d•) =
ker dn

im dn−1 .

Observación 1.4.11. Si E = K, la cohomología de Hochschild K-relativa es la cohomo-
logía de Hochschild usual.

Proposición 1.4.12. [GS86, p. 57] La cohomología de Hochschild E-relativa es isomorfa
a la cohomología del subcomplejo C•

N (A,E,M) de C•(A,E,M), donde CnN (A,E,M) es el
conjunto de los f ∈ Cn(A,E,M) tales que f(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 0 si algún ai pertenece a E.

Definición 1.4.13. Una K-álgebra A se dice separable si es proyectiva como Ae-módulo.

Teorema 1.4.14. [GS86, Theorem 1.2] Si E es una subálgebra separable de A, entonces
los morfismos inducidos por la inclusión

H•(A,E,M) → H•(A,M)

son isomorfismos.

A partir de ahora, E será una subálgebra separable de A y cuando se nombre la reso-
lución bar de un cociente A de un álgebra de caminos, se hará referencia a la resolución
(A⊗En+2, b′n)n≥0, donde A⊗En = A⊗E · · · ⊗E A y b′n : A⊗En+2 → A⊗En+1 es el morfismo
de Ae-módulos definido por

b′n(a0 ⊗ · · · ⊗ an+1) =
n∑
i=0

(−1)ia0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an+1

1.4.6. La resolución de Bardzell

Ahora se describe una resolución proyectiva minimal construída por Bardzell en [Bar97]
para álgebras monomiales de dimensión finita. Para ver más detalles sobre la minimalidad
de esta, consultar [Wit19].

Además de construir esta resolución en [Bar97], Bardzell prueba la exactitud de la
misma en algunos lugares, y no da todos los detalles del caso general. Sköldberg da una
homotopía de contracción en [Skö08, Theorem 1].

Sean entonces A = KQ/I un álgebra monomial de dimensión finita, y R un conjunto
minimal generador de I que consiste de relaciones monomiales tal que ningún elemento de
R tiene divisores propios en R.

Dado un camino α en Q, se consideran los vértices correspondientes a orígenes y tér-
minos de las flechas que componen a α, con ≤ el orden natural entre ellos inducido por
el recorrido de α. Sea R(α) el conjunto de caminos de R que son subcaminos de α. Dado
p1 ∈ R(α), se considera

L2 = {p ∈ R(α) : s(p1) < s(p) < t(p1)}.

Si L2 es no vacío, sea p2 ∈ L2 con origen mínimo respecto de todos los p ∈ L2. Habiendo
construido p1, . . . , pi, se considera

Li+1 = {p ∈ R(α) : t(pi−1) ≤ s(p) < t(pi)}.

Si Li+1 es no vacío, sea pi+1 ∈ Li+1 con origen mínimo respecto de todos los p ∈ Li+1.
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Definición 1.4.15. Dado n ≥ 2, la (n − 1)-upla (p1, . . . , pn−1) construida anteriormente
se llama una n-concatenación. El subcamino de α con origen s(p1) y término t(pn−1) se
denomina soporte de la concatenación. El conjunto de soportes de n-concatenaciones
se denota Γn. Se definen además Γ0 = Q0 y Γ1 = Q1.

Observación 1.4.16. Por definición, Γ2 = R.

Dada γ ∈ Γn, se define

Sub(γ) = {γ′ ∈ Γn−1 : γ
′ es un subcamino de γ}.

Sea n ≥ 2. Dados γ ∈ Γn y γ′ ∈ Sub(γ), existen L(γ′), R(γ′) ∈ Q tales que

γ = L(γ′)γ′R(γ′)

y L(γ′), R(γ′) no tienen divisores en R [Bar97, Lemma 3.4]. El Lema [Bar97, Lemma 3.3]
asegura que si n ≥ 1 y γ ∈ Γ2n+1, Sub(γ) = {γ1, γ2}, con s(γ1) = s(γ) y t(γ2) = t(γ).
Luego, se puede escribir a γ como

γ = L(γ1)γ1 = γ2R(γ2), (1.1)

donde L(γ1), L(γ2) son caminos.

Definición 1.4.17. La resolución proyectiva minimal de Bardzell de A es

· · · → A|KΓn|A
δn−−→ A|KΓn−1|A→ · · · → A|KΓ1|A

δ1−−→ A|KΓ0|A,

donde | denota al producto tensorial sobre la subálgebra separable E = KQ0 de A, y los
diferenciales son

δ1(1|a|1) = a|s(a)|1− 1|t(a)|a,

δ2n(1|γ|1) =
∑

γ′∈Sub(γ)

L(γ′)|γ′|R(γ′),

δ2n+1(1|γ|1) = L(γ1)|γ1|1− 1|γ2|R(γ2),

con γ1 y γ2 como en la ecuación (1.1). El morfismo de aumentación es δ0(1|e|1) = e.

Observación 1.4.18. La presentación de la resolución recién dada es equivalente a la
dada por Bardzell, debido al isomorfismo de A-bimódulos⊕

γ∈Γn

At(γ)⊗ s(γ)A ≃ A|KΓn|A,

donde βt(γ)⊗ s(γ)α→ β|γ|α, para todos α, β ∈ A y γ ∈ Γn.

Observación 1.4.19. Cuando A es un álgebra monomial, se puede usar esta resolución
para calcular la homología y cohomología de Hochschild de A.

Por un lado, si se aplica el funtor A ⊗Ae − a la resolución, se usa el isomorfismo
A ⊗Ae A|KΓn|A ≃ A ⊗Ee KΓn, donde a1 ⊗ a2|γ|a3 7→ a3a1a2 ⊗ γ, se obtiene el complejo
de cadenas

· · · → A⊗Ee KΓn
dn−−→ A⊗Ee Γn−1 → . . .

d1−−→ A⊗Ee KQ0 −→ 0,

con

d1(a⊗ γ) = aγ ⊗ s(γ)− γa⊗ t(γ)

d2n(a⊗ γ) =
∑

γ′∈Sub(γ)

R(γ′)aL(γ′)⊗ γ′

d2n+1(a⊗ γ) = aL(γ1)⊗ γ1 −R(γ2)a⊗ γ2,
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donde γ1 y γ2 son como en la Ecuación (1.1).
Por otro lado, al aplicar el funtor HomAe(−, A) a la resolución y usar el isomorfis-

mo HomAe(A|KΓn|A,A) ≃ HomEe(KΓn, A), donde f 7→ (γ 7→ f(1|γ|1)), se obtiene el
complejo de cocadenas

0 −→ HomEe(KΓ0, A)
d0

−−→ · · · −→ HomEe(KΓn, A)
dn

−−→ HomEe(KΓn+1, A) −→ . . . ,

con

d0(f)(a) = af(s(a))− f(t(a))a

d2n+1(f)(γ) =
∑

γ′∈Sub(γ)

L(γ′)f(γ′)R(γ′)

d2n(f)(γ) = L(γ1)f(γ1)− f(γ2)R(γ2),

donde γ1 y γ2 son como en la Ecuación (1.1).

Si no se hace aclaración, el conjunto R que se considera es el conjunto generador dado
del ideal.

Ejemplo 1.4.20. Si A = KQ/I, con Q el carcaj

1 2 3

4

5

a b

c

d
e

f

e I = (de, ad, eb, fe), se tiene que R = {de, ad, eb, fe}, Γ3 = {ade, deb, feb} y Γ4 = {adeb}.
El complejo de cadenas que resulta de aplicar el funtor A ⊗Ae − y continuar como en la
Observación 1.4.19 es

0 −→ A⊗Ee KΓ3
d3−−→ A⊗Ee KR

d2−−→ A⊗Ee KQ1
d1−−→ A⊗Ee KQ0 −→ 0.

Un cálculo muestra que

dimK HHn(A) =

{
5 si n = 0

0 si n ≥ 1,

y que {ei ⊗ ei : 1 ≤ i ≤ 5} es una base de HH0(A).
Por otra parte, aplicando el funtor HomAe(−, A) y siguiendo los pasos de la Observación

1.4.19, se obtiene el complejo de cocadenas

0 → HomEe(KQ0, A)
d0

−→ HomEe(KQ1, A) → 0 → HomEe(KΓ3, A)
d3

−→ HomEe(KΓ4, A) → 0.

En el medio hay un cero ya que toda f ∈ HomEe(KR,A), al ser morfismo de Ee-módulos,
debe mandar los elementos de R a combinaciones lineales de caminos paralelos a ellos. Por
inspección, y usando que los elementos de R son cero en A, se concluye f = 0.

Un cálculo muestra que en este caso,

dimK HHn(A) =


1 si n = 0

2 si n = 1

1 si n = 3

0 si no,
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y que {e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3 + e4∥e4 + e5∥e5 + e6∥e6} es una base de HH0(A). Además,
{e∥e, f∥f} es una base de HH1(A) y {feb∥c} es una base de HH3(A). Se está usando la
notación α∥β para denotar al único morfismo de Ee-módulos que envía α a β, y todo otro
elemento de la base del dominio como K-espacio vectorial a cero.

Tanto en este ejemplo como en todo el presente trabajo se omitirá, de ahora en adelante,
la notación de clase de equivalencia de los elementos.

Ejemplo 1.4.21. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj

2

1 3

a b

c

por el ideal I = (ba, cb, ac). En este caso, R = {ba, cb, ac} y para cada n ≥ 3,

Γn = {acb . . .︸ ︷︷ ︸
n

, bac . . .︸ ︷︷ ︸
n

, cba . . .︸ ︷︷ ︸
n

} =: {a(n), b(n), c(n)}.

Tras aplicar el funtor HomAe(−, A) y usar la Observación 1.4.19, se obtiene el complejo de
cocadenas en el cual

HomEe(KΓn, A) =


⟨a(n)∥e2, b(n)∥e3, c(n)∥e1⟩K si n ≡ 0(3)

⟨a(n)∥a, b(n)∥b, c(n)∥c⟩K si n ≡ 1(3)

0 si n ≡ 2(3),

donde a(0) := e2, b(0) := e3 y c(0) := e1. Los diferenciales son:

Si n ≡ 0(3),

d2n(a(2n)∥e2) = −a(2n+1)∥a+ b(2n+1)∥b
d2n(b(2n)∥e3) = −b(2n+1)∥b+ c(2n+1)∥c
d2n(c(2n)∥e1) = a(2n+1)∥a− c(2n+1)∥c,

por lo que una base de ker d2n es

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1}

y una base para im d2n es

{a(2n+1)∥a− b(2n+1)∥b, b(2n+1)∥b− c(2n+1)∥c}.

Por otra parte, como HomEe(KΓ2n−1, A) = 0, entonces d2n−1 = 0.

Si n ≡ 1(3), como HomEe(KΓ2n, A) = 0, son d2n = 0 y d2n−1 = 0. En particular,
una base para ker d2n−1 es

{a(2n−1)∥a, b(2n−1)∥b, c(2n−1)∥c}.

Si n ≡ 2(3), como HomEe(KΓ2n+1, A) = 0, entonces d2n = 0, de donde una base de
ker d2n es

{a(2n)∥a, b(2n)∥b, c(2n)∥c}.
Por otro lado,

d2n−1(a(2n−1)∥e2) = a(2n)∥a+ b(2n)∥b
d2n−1(b(2n−1)∥e3) = b(2n)∥b+ c(2n)∥c
d2n−1(c(2n−1)∥e1) = a(2n)∥b+ c(2n)∥c,
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de donde, si char(K) = 2, con char(K) la característica del cuerpo K, una base de
ker d2n−1 es

{a(2n−1)∥e2 + b(2n−1)∥e3 + c(2n−1)∥e1},

y una base de im d2n−1 es

{a(2n)∥a+ b(2n)∥b, b(2n)∥b+ c(2n)∥c}.

Si char(K) ̸= 2, entonces ker d2n−1 = 0 y una base de im d2n−1 es

{a(2n)∥a+ b(2n)∥b, b(2n)∥b+ c(2n)∥c, a(2n)∥b+ c(2n)∥c}.

Luego, si char(K) = 2, tenemos que

dimK HH2n(A) =


1 si n ≡ 0(3)

0 si n ≡ 1(3)

1 si n ≡ 2(3)

y

dimK HH2n−1(A) =


0 si n ≡ 0(3)

1 si n ≡ 1(3)

1 si n ≡ 2(3).

Se pueden tomar las bases

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1} de HH2n(A) si n ≡ 0(3),

{a(2n)∥a} de HH2n(A) si n ≡ 2(3),

{a(2n−1)∥a} de HH2n−1(A) si n ≡ 1(3),

{a(2n−1)∥e2 + b(2n−1)∥e3 + c(2n−1)∥e1} de HH2n−1(A) si n ≡ 2(3).

Si en cambio char(K) ̸= 2, entonces tenemos

dimK HH2n(A) =


1 si n ≡ 0(3)

0 si n ≡ 1(3)

0 si n ≡ 2(3)

y

dimK HH2n−1(A) =


0 si n ≡ 0(3)

1 si n ≡ 1(3)

0 si n ≡ 2(3).

Se pueden tomar las bases

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1} de HH2n(A) si n ≡ 0(3),

{a(2n−1)∥a} de HH2n−1(A) si n ≡ 1(3).

El objetivo del siguiente ejemplo es mostrar una resolución de un álgebra dada por una
presentación no monomial.
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Ejemplo 1.4.22. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj

2

1 3 5

4

a b

c d

e f

por el ideal ((bac)2, feb− db). Gracias a [CS15, p. 33–42], la siguiente es una resolución de
A:

· · · −→ A|K(bac)n ⊕Kfe(bac)n−1|A −→ · · · −→ A|K(bac)3 ⊕Kfe(bac)2|A δ3−−→
δ3−−→ A|KR|A δ2−−→ A|KQ1|A

δ1−−→ A|KQ0|A −→ 0,

donde R = {(bac)2, feb− db} y los diferenciales son

δ1(1|a|1) = a|s(a)|1− 1|t(a)|a
δ2(1|(bac)2|1) = bacba|c|1 + bacb|a|c+ bac|b|ac+ ba|c|bac+ b|a|cbac+ 1|b|acbac
δ2(1|feb− db|1) = fe|b|1 + f |e|b+ 1|f |eb− d|b|1− 1|d|b
δ3(1|(bac)3|1) = bac|(bac)2|1− 1|(bac)2|bac
δ3(1|fe(bac)2|1) = fe|(bac)2|1− d|(bac)2|1− 1|(feb− db)|acbac,

y para cada n ≥ 2,

δ2n(1|(bac)2n|1) = bac|(bac)2n−1|1 + 1|(bac)2n−1|bac
δ2n(1|fe(bac)2n−1|1) = 1|fe(bac)2n−2|bac+ (−1)n(fe|(bac)2n−1|1− d|(bac)2n−1|1)

y

δ2n+1(1|(bac)2n+1|1) = bac|(bac)2n|1− 1|(bac)2n|bac
δ2n+1(1|fe(bac)2n|1) = 1|fe(bac)2n−1|bac+ (−1)n+1(fe|(bac)2n|1− d|(bac)2n|1).

Aplicando el funtor HomAe(−, A) y los isomorfismos

HomAe(A|KΓ|A,A) −→ HomEe(KΓ, A)

φ 7−→ (γ 7→ φ(1|γ|1),

se obtiene el complejo de cocadenas

0 −→ HomEe(KQ0, A)
d0

−−→ HomEe(KQ1, A)
d1

−−→ HomEe(KR,A)
d2

−−→
d2

−−→ HomEe(K(bac)3 ⊕Kfe(bac)2, A) −→ . . . ,

con diferenciales

d0(φ)(a) = aφ(s(a))− φ(t(a))a

d1(φ)((bac)2) = bacbaφ(c) + bacbφ(a)c+ bacφ(b)ac+ baφ(c)bac+ bφ(a)cbac+ φ(b)acbac

d1(φ)(feb− db) = feφ(b) + fφ(e)b+ φ(f)eb− dφ(b)− φ(d)b

d2(φ)((bac)3) = bacφ((bac)2)− φ((bac)2)bac

d2(φ)(fe(bac)2) = feφ((bac)2)− dφ((bac)2)− φ(feb− db)acbac,
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y para cada n ≥ 2,

d2n−1(φ)((bac)2n) = bacφ((bac)2n−1) + φ((bac)2n−1)bac

d2n−1(φ)(fe(bac)2n−1) = φ(fe(bac)2n−2)bac+ (−1)n(feφ((bac)2n−1)− dφ((bac)2n−1)),

y

d2n(φ)((bac)2n+1) = bacφ((bac)2n)− φ((bac)2n)bac

d2n(φ)(fe(bac)2n) = φ(fe(bac)2n−1)bac+ (−1)n+1(feφ((bac)2n)− dφ((bac)2n)).

Se consideran las siguientes bases de los espacios del complejo de cocadenas:

HomEe(KQ0, A) = ⟨e1∥e1, e2∥e2, e3∥e3, e4∥e4, e5∥e5, e1∥cba, e1∥(cba)2, e2∥acb,
e2∥(acb)2, e3∥bac⟩K ,

HomEe(KQ1, A) = ⟨a∥a, b∥b, c∥c, d∥d, e∥e, f∥f, a∥acba, a∥a(cba)2, b∥bacb,
c∥cbac, d∥fe, d∥febac, e∥ebac⟩K ,

HomEe(KR,A) = ⟨(bac)2∥e3, (bac)2∥bac, (feb− db)∥feb, (feb− db)∥febacb⟩K ,

HomEe(K(bac)n ⊕Kfe(bac)n−1, A) = ⟨(bac)n∥e3, (bac)n∥bac, fe(bac)n−1∥fe,
fe(bac)n−1∥febac, fe(bac)n−1∥d⟩K ,

para cada n ≥ 3. Con estos elementos fijos, se calculan los diferenciales en ellos:

Para d0, tenemos

d0(e1∥e1) = a∥a− c∥c
d0(e1∥cba) = a∥acba− c∥cbac
d0(e2∥e2) = b∥b− a∥a
d0(e1∥(cba)2) = a∥a(cba)2

d0(e3∥e3) = c∥c+ d∥d+ e∥e− b∥b
d0(e2∥acb) = b∥bacb− a∥acba
d0(e4∥e4) = f∥f − e∥e
d0(e2∥(acb)2) = −a∥a(cba)2

d0(e5∥e5) = −d∥d− f∥f
d0(e3∥bac) = c∥cbac+ d∥febac+ e∥ebac− b∥bacb,

de donde una base para ker d0 es

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3 + e4∥e4 + e5∥e5, e1∥(cba)2 − e2∥(acb)2}

y una base para im d0 es

B = {a∥a− c∥c, b∥b− a∥a, f∥f − e∥e, d∥d+ f∥f, a∥acba− c∥cbac, b∥bacb− a∥acba,
d∥febac+ e∥ebac, a∥a(cba)2}.

Para d1, tenemos

d1(e∥e) = d1(f∥f) = (feb− db)∥feb
d1(d∥d) = d1(d∥fe) = −(feb− db)∥feb
d1(e∥ebac) = (feb− db)∥febacb
d1(d∥febac) = −(feb− db)∥febacb,
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y en los otros elementos vale cero, por lo que una base para ker d1 es

B ∪ {a∥a, a∥acba, d∥d− d∥fe},

y una base para im d0 es

{(feb− db)∥feb, (feb− db)∥febacb}.

En el caso de d2, vale que d2((bac)2∥e3) = fe(bac)2∥fe− fe(bac)2∥d, y evaluado en
los demás elementos es cero. Por lo tanto, una base de ker d2 es

{(bac)2∥bac, (feb− db)∥feb, (feb− db)∥febacb},

y una base de im d2 es {fe(bac)2∥fe− fe(bac)2∥d}.

Si n ≥ 1, se tiene

d4n((bac)4n∥e3) = fe(bac)4n∥fe− fe(bac)4n∥d
d4n((bac)4n∥bac) = d4n(fe(bac)4n−1∥febac) = 0

d4n(fe(bac)4n−1∥fe) = d4n(fe(bac)4n−1∥d) = fe(bac)4n∥febac,

por lo que una base para ker d4n es

{(bac)4n∥bac, fe(bac)4n−1∥febac, fe(bac)4n−1∥fe− fe(bac)4n−1∥d}

y una base para im d4n es

{fe(bac)4n∥fe− fe(bac)4n∥d, fe(bac)4n∥febac}.

Si n ≥ 1, tenemos que

d4n+1((bac)4n+1∥e3) = −fe(bac)4n+1∥fe+ fe(bac)4n+1∥d
d4n+1((bac)4n+1∥bac) = d4n+1(fe(bac)4n∥febac) = 0

d4n+1(fe(bac)4n∥fe) = d4n+1(fe(bac)4n∥d) = fe(bac)4n+1∥febac.

Luego, una base de ker d4n+1 es

{(bac)4n+1∥bac, fe(bac)4n∥febac, fe(bac)4n∥fe− fe(bac)4n∥d}

y una base de im d4n+1 es

{fe(bac)4n+1∥fe− fe(bac)4n+1∥d, fe(bac)4n+1∥febac}.

Si n ≥ 1,

d4n+2((bac)4n+2∥e3) = 2(bac)4n+3∥bac− fe(bac)4n+2∥fe+ fe(bac)4n+2∥d
d4n+2((bac)4n+2∥bac) = d4n+2(fe(bac)4n+1∥febac) = 0

d4n+2(fe(bac)4n+1∥fe) = d4n+2(fe(bac)4n+1∥d) = fe(bac)4n+2∥febac,

por lo que una base de ker d4n+2 es

{(bac)4n+2∥bac, fe(bac)4n+1∥febac, fe(bac)4n+1∥fe− fe(bac)4n+1∥d}

y una base de im d4n+2 es

{2(bac)4n+3∥bac− fe(bac)4n+2∥fe+ fe(bac)4n+2∥d, fe(bac)4n+2∥febac}.
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Si n ≥ 0,

d4n+3((bac)4n+3∥e3) = 2(bac)4n+4∥bac+ fe(bac)4n+3∥fe− fe(bac)4n+3d

d4n+3((bac)4n+3∥bac) = d4n+3(fe(bac)4n+2∥febac) = 0

d4n+3(fe(bac)4n+2∥fe) = d4n+3(fe(bac)4n+2∥d) = fe(bac)4n+3∥febac.

Por lo tanto, una base de ker d4n+3 es

{(bac)4n+3∥bac, fe(bac)4n+2∥febac, fe(bac)4n+2∥fe− fe(bac)4n+2∥d}

y una base de im d4n+3 es

{2(bac)4n+4∥bac+ fe(bac)4n+3∥fe− fe(bac)4n+3d, fe(bac)4n+3∥febac}.

Notoriamente, la cohomología no depende de la característica de K. Con esto,

dimK HHn(A) =



2 si n = 0

3 si n = 1

1 si n = 2

2 si n = 3

1 si n ≥ 4

y se pueden elegir las siguientes bases:

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3 + e4∥e4 + e5∥e5, e1∥(cba)2 − e2∥(acb)2} para HH0(A),

{a∥a, a∥acba, d∥d− d∥fe} para HH1(A),

{(bac)2∥bac} para HH2(A),

{(bac)3∥bac, fe(bac)2∥febac} para HH3(A),

{(bac)n∥bac} para HHn(A), para cualquier n ≥ 4.

1.5. Deformaciones de álgebras

En esta sección se desarrolla la teoría de deformaciones de álgebras, la cual resulta útil
para estimar la cohomología de Hochschild de ciertas álgebras.

Para interpretar la cohomología en grados 2 y 3, se desarrollan ahora algunos conceptos.
Si t es una indeterminada, A[[t]] es un álgebra con el producto de Cauchy:(∑

i≥0

ait
i

)(∑
j≥0

bjt
j

)
=

∑
k≥0

∑
i+j=k

aibjt
k.

Esta álgebra es un K[[t]]-módulo vía la identificación de K con la subálgebra K · 1 de A.
Es de interés estudiar nuevas estructuras de álgebra en este K[[t]]-módulo, de manera tal
que el cociente por el ideal generado por t es isomorfo a A.

Definición 1.5.1. Una deformación (At, ∗) de A sobre K[[t]] es una estructura mul-
tiplicativa asociativa y K[[t]]-bilineal en el K[[t]]-módulo A[[t]] tal que, módulo el ideal
generado por t, su multiplicación se corresponde con la de A. De manera análoga, se defi-
nen las deformaciones de A sobre K[t] o sobre K[t]/(tn).
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Dichas multiplicaciones están determinadas por una multiplicación entre elementos de
A que toman valores en A[[t]] y su extensión a A[[t]] es vía el producto de Cauchy. Si ∗ es
una deformación de A sobre K[[t]], dados a, b ∈ A, se puede escribir

a ∗ b = ab+ µ1(a⊗ b)t+ µ2(a⊗ b)t2 + . . . ,

donde ab es el producto en A, y µi : A⊗A→ A son transformaciones lineales. A veces se
denota µ0(a⊗ b) = ab y la deformación (At, ∗) como (At, µt), donde

µt = µ0 + µ1t+ µ2t
2 + . . . ,

como función de A ⊗ A en At. Cuando sea necesario se extiende µt como función sobre
A[[t]]⊗K[[t]] A[[t]], completado para que expresiones como la siguiente tengan sentido:(∑

i≥0

ait
i

)
⊗K[[t]]

(∑
j≥0

bjt
j

)
=

∑
k≥0

∑
i+j=k

(ai ⊗ bj)t
k.

En este caso,

µt

(∑
k≥0

ckt
k

)
:=

∑
k≥0

∑
i+j=k

µi(cj)t
k,

donde ck ∈ A⊗A para todo k ≥ 0.
Por la asociatividad del producto, vale que (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) para todos a, b, c ∈ A.

Desarrollando estos productos,

(a ∗ b) ∗ c = abc+ (µ1(ab⊗ c) + µ1(a⊗ b)c)t

+ (µ2(ab⊗ c) + µ1(µ1(a⊗ b)⊗ c) + µ2(a⊗ b)c)t2 + . . .

y

a ∗ (b ∗ c) = abc+ (µ1(a⊗ bc) + aµ1(b⊗ c))t

+ (µ2(a⊗ bc) + µ1(a⊗ µ1(b⊗ c)) + aµ2(b⊗ c))t2 + . . .

por lo que la condición (a ∗ b) ∗ c − a ∗ (b ∗ c) = 0 para todos a, b, c ∈ A se puede escribir
como ∑

i+j=k

µi(µj(a⊗ b)⊗ c)− µi(a⊗ µj(b⊗ c)) = 0

para todos a, b, c ∈ A y k ≥ 0. Despejando los términos (i, j) = (s, 0) e (i, j) = (0, s),
queda ∑

i+j=k
i,j>0

µi ◦ µj = d2(µk)

para todo k ≥ 0, donde d2 es el diferencial del complejo de cocadenas de Hochschild. Para
k = 1, esta ecuación dice que µ1 es un 2-cociclo de Hochschild. Más en general, se tiene el
siguiente resultado.

Lema 1.5.2. Sea (At, µt) una deformación de A sobre K[[t]] tal que existe n ∈ N con
µi = 0 para todo 1 ≤ i < n. Entonces µn es un 2-cociclo de Hochschild.

Demostración. Tomando la ecuación de antes con k = n, queda

d2(µn) =
∑
i+j=n
i,j>0

µi ◦ µj = 0,

pues al ser en la suma i, j ≤ n− 1, todos los sumandos son nulos. ■
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Definición 1.5.3. Una deformación infinitesimal de A es una transformación lineal
µ1 : A ⊗ A → A tal que d2(µ1) = 0, es decir, un 2-cociclo de Hochschild. La deformación
infinitesimal µ1 se dice integrable si existe una deformación (At, µt) de A sobre K[[t]]
para la cual µ1 es la primera función de multiplicación.

Con la misma prueba de antes se ve que una deformación de A sobre K[t]/(t2) da
lugar a una deformación infinitesimal. Recíprocamente, una deformación infinitesimal µ1
da lugar a una deformación de A sobre K[t]/(t2) vía

a ∗ b = ab+ µ1(a⊗ b)t

para a, b ∈ A, y extendida K[t]/(t2)-bilinealmente a A[t]/(t2).
La ecuación correspondiente a k = 2 es µ1 ◦µ1 = d2(µ2). Como [µ1, µ1] = 2(µ1 ◦µ1), si

char(K) ̸= 2, se puede reescribir como 1
2 [µ1, µ1] = d2(µ2), mientras que en característica

2 se deja expresado con el producto círculo. Además, para toda deformación infinitesimal
µ1 vale que d3(µ1 ◦ µ1) = (µ1 ◦ d2(µ1))− (d2(µ1) ◦ µ1) + (µ1 ⌣ µ1)− (µ1 ⌣ µ1) = 0. En
conclusión, para que una deformación infinitesimal sea integrable debe ocurrir que µ1 ◦ µ1
sea cero en HH3(A).

Definición 1.5.4. Dos deformaciones (At, µt), (A′
t, µ

′
t) de A sobre K[[t]] son equivalentes

si existe un morfismo ϕt : At → A′
t de K[[t]]-módulos de la forma

ϕt(a) = ϕ0(a) + ϕ1(a)t+ ϕ2(a)t
2 + . . . ,

para todo a ∈ A, con ϕi : A→ A transformación lineal para todo i ≥ 0 tales que ϕ0 = idA
y sobre At se verifica que

ϕt

(∑
i≥0

ait
i

)
=

∑
k≥0

∑
i+j=k

ϕi(aj)t
k,

tal que
ϕtµt(a⊗ b) = µ′t(ϕt(a)⊗ ϕt(b))

para todos a, b ∈ A. Esta igualdad se extiende a At. Una deformación de A sobre K[[t]] es
trivial si es equivalente a A[[t]].

Observación 1.5.5. Un morfismo ϕt en las condiciones de la Definición 1.5.4 es necesa-
riamente un isomorfismo de álgebras.

Lema 1.5.6. Si (At, µt) y (A′
t, µ

′
t) son deformaciones de A sobre K[[t]] que son equivalentes

vía una fución ϕt, entonces µ1 − µ′1 = d1(ϕ1). En particular, si (At, µt) es trivial, entonces
µ1 es un 2-coborde.

Demostración. Si ϕt es como en la Definición 1.5.4, entonces

ab+ (ϕ1(ab) + µ1(a⊗ b))t+ · · · = ab+ (µ′1(a⊗ b) + ϕ1(a)b+ aϕ1(b))t+ . . .

para todos a, b ∈ A. Igualando los coeficientes de t resulta

ϕ1(ab) + µ1(a⊗ b) = µ′1(a⊗ b) + ϕ1(a)b+ aϕ1(b)

µ1(a⊗ b)− µ′1(a⊗ b) = aϕ1(b)− ϕ1(ab) + ϕ1(a)b

µ1(a⊗ b)− µ′1(a⊗ b) = d1(ϕ1)(a⊗ b),

como se quería ver. Si (At, µt) es trivial, entonces es equivalente a (A′
t, µ

′
t), con µ′0 = µ0 y

µ′i = 0 para todo i > 0. Luego, µ1 = d1(ϕ1). ■
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Lema 1.5.7. [Wit19, Lemma 5.2.6] Sea (At, µt) una deformación no trivial de A sobre
K[[t]]. Entonces existen n ≥ 2 y una deformación (A′

t, µ
′
t) de A sobre K[[t]] equivalente

a (At, µt) tal que µ′1 = · · · = µ′n−1 = 0 y µ′n es un 2-cociclo de Hochschild que no es un
2-coborde.

Definición 1.5.8. Un álgebra A se dice rígida si todas sus deformaciones son triviales.

Corolario 1.5.9. Si HH2(A) = 0, entonces A es rígida.

Ejemplo 1.5.10. Si A es un álgebra separable, entonces es rígida.

1.6. Extensiones de álgebras

En esta sección se presenta la noción de extensiones de álgebras, algunas propiedades
y una definición equivalente que será utilizada en el resto de este trabajo.

Definición 1.6.1. Sean A una K-álgebra y M un A-bimódulo. Una extensión de A por
M es una sucesión exacta corta

0 −→M
i−−→ B

p−−→ A −→ 0,

en donde B es un álgebra, p es un morfismo de álgebras e i es una transformación lineal,
tal que para todos a ∈ A y m ∈M ,

i(am) = bi(m), i(ma) = i(m)b,

donde b ∈ p−1(a).

Definición 1.6.2. Dos extensiones de A por M se dicen equivalentes si existe un mor-
fismo de álgebras f : B → B′ que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 M B A 0

0 M B′ A 0

i

i′

p

p′

f

Notar que gracias al Lema de los cinco, el morfismo f es un isomorfismo. Se denota por
Ext(A,M) al conjunto de clases de equivalencia de extensiones de A por M .

Proposición 1.6.3. Sea M un A-bimódulo. Entonces Ext(A,M) está en biyección con
H2(A,M).

Demostración. La notación dn se usará para referirse al n-ésimo diferencial del complejo
de cocadenas de Hochschild.

Dada una extensión 0 −→ M
i−−→ B

p−−→ A −→ 0, sea γ : A → B una sección lineal
de p. Así, B ≃ A ⊕M como espacios vectoriales, i(m) = (0,m) y p(a,m) = a. Bajo esta
identificación, y por ser una extensión, el producto de B está dado por

(a,m)(a′,m′) = (aa′, am′ +ma′ + φ(a, a′)),

donde φ : A×A→M es una función bilineal balanceada. Identificando a φ con su extensión
lineal φ : A⊗A→M , se ve que el producto es asociativo si y solo si φ es un 2-cociclo de
Hochschild, es decir, satisface

a1φ(a2 ⊗ a3) + φ(a1 ⊗ a2a3) = φ(a1a2 ⊗ a3) + φ(a1 ⊗ a2)a3
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para todos a1, a2, a3 ∈ A. Notaremos dicha extensión como A ⋉φ M . De esta manera, se
tiene una sobreyección ker d2 → Ext(A,M).

Consideremos dos extensiones equivalentes A ⋉φ1 M y A ⋉φ2 M . Esto significa que
existe un morfismo de álgebras f : A⋉φ1 M → A⋉φ2 M que hace conmutar el diagrama

0 M A⋉φ1 M A 0

0 M A⋉φ2 M A 0

i

i′

p

p′
f

Esta conmutatividad equivale a que exista g : A→M lineal tal que

f(a,m) = (a,m+ g(a)).

Con esto, se tiene que

f((a,m)(a′,m′)) = (aa′, am′ +ma′ + φ1(a⊗ a′) + g(aa′))

f(a,m)f(a′,m′) = (aa′, am′ + ag(a′) +ma′ + g(a)a′ + φ2(a⊗ a′)),

y como estas expresiones deben ser iguales, se obtiene

φ1(a⊗ a′) + g(aa′) = ag(a′) + g(a)a′ + φ2(a⊗ a′).

Finalmente, como d1(g)(a⊗a′) = ag(a′)− g(aa′)+ g(a)a′, las extensiones son equivalentes
si y solo si d1(g)(a⊗ a′) = φ1(a⊗ a′)− φ2(a⊗ a′), es decir, si y solo si φ1 y φ2 difieren en
un 2-coborde. ■

Con la demostración de recién en mente, se define lo siguiente para resumir y fijar
notación.

Definición 1.6.4. Sea A una K-álgebra, sea M un A-bimódulo y sea φ : A⊗A→M un
2-cociclo de Hochschild en la resolución bar, es decir, un morfismo K-lineal tal que

a1φ(a2 ⊗ a3) + φ(a1 ⊗ a2a3) = φ(a1a2 ⊗ a3) + φ(a1 ⊗ a2)a3

para todos a1, a2, a3 ∈ A. Se define la extensión de A por M torcida por φ como la
K-álgebra cuyo espacio vectorial subyacente es A⊕M , y cuyo producto está dado por

(a,m)(a′,m′) = (aa′, am′ +ma′ + φ(a⊗ a′)).

Denotaremos a este álgebra como A⋉φM . En caso de tener un 2-cociclo φ en términos de
otra resolución proyectiva (Xk, δk)k≥0 de M , se toma un morfismo de comparación (fk)k≥0

entre la resolución bar y (Xk, δk)k≥0, y se define la extensión de A por M torcida por φ
como A⋉φM := A⋉φf2 M .

Observación 1.6.5. El tipo de isomorfismo de A ⋉φ M , donde φ : A ⊗ A → M es
un 2-cociclo de Hochschild, depende solo de la clase de cohomología de φ. Para esto, si
ψ ∈ HomK(A,M), entonces A⋉φM ≃ A⋉φ+d1(ψ) M vía (a,m) 7→ (a,m− ψ(a)), donde
d1 es el diferencial del complejo de cohomología. En particular, el tipo de isomorfismo
de A ⋉φ M , con φ un 2-cociclo en términos de una resolución arbitraria, no depende del
morfismo de comparación elegido. En efecto, si (fk)k≥0 y (gk)k≥0 son dos morfismos de
comparación entre la resolución bar y (Xk, δk)k≥0, entonces son homotópicos, es decir,
existe (sk)k≥0, con sk : A⊗k+2 → Xk+1 una transformación lineal, tal que

fk − gk = sk−1b
′
k + δk+1sk
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para todo k ≥ 0 (donde s−1 := 0). En particular, f2 = g2 + s1b
′
2 + δ3s2, y así

φf2 = φg2 + φs1b
′
2 + φδ3s2 = φg2 + φs1b

′
2,

donde φδ3 = 0 ya que φ es un 2-cociclo. Como φs1b′2 = d1(φs1), entonces φf2 y φg2 están
en la misma clase de cohomología.

El caso particular en el que M = DA y φ = 0 es un caso de interés en sí mismo, por
lo que se lo define aparte.

Definición 1.6.6. Sea A una K-álgebra. Se define su extensión trivial

TA := A⋉0 DA,

es decir, la extensión de A por DA torcida por el 2-cociclo nulo.

Ejemplo 1.6.7. Sea B el cociente del álgebra de caminos del carcaj

1 2
a

b

por el ideal I = (aba, bab). Entonces, si A es el álgebra de caminos de

1 2,a

sabemos a partir de [FP02, Theorem 3.9] que B ≃ TA.

A continuación se desarrollan algunos ejemplos del cálculo de la cohomología de un
álgebra a coeficientes en su dual. Estos serán aprovechados en el Capítulo 3.

Ejemplo 1.6.8. Consideremos el carcaj

1

a

y definamos A como el álgebra de caminos del mismo dividido por el ideal (a2). La resolu-
ción de Bardzell en este caso es

· · · −→ A|Kan|A −→ · · · −→ A|Ka3|A δ3−−→ A|Ka2|A δ2−−→ A|Ka|A δ1−−→ A|Ke1|A −→ 0,

donde

δ2n−1(1|a2n−1|1) = a|a2n−2|1− 1|a2n−2|a
δ2n(1|a2n|1) = a|a2n−1|1 + 1|a2n−1|a

para cada n ≥ 1. Si se aplica el funtor HomAe(−, DA) y los isomorfismos

φn : HomAe(A|Kan|A,DA) −→ HomEe(Kan, DA)

f 7−→ (an → f(1|an|1)),

se obtiene el complejo de cocadenas

0 −→ HomEe(Ke1, DA)
d0

−−→ HomEe(Ka,DA)
d1

−−→ HomEe(Ka2, DA) −→ . . . ,

donde

d2n+1(f)(a2n+2) = af(a2n+1) + f(a2n+1)a

d2n(f)(a2n+1) = af(a2n)− f(a2n)a
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para cada n ≥ 0.
Observando que HomEe(Kan, DA) = ⟨an∥e∗1, an∥a∗⟩K para cada n ≥ 0, donde a0 := e1

y {e∗1, a∗} es la base dual de {e1, a}, se obtiene que d2n = 0 y que

d2n−1(a2n−1∥e∗1) = 0

d2n−1(a2n−1∥a∗) = 2(a2n∥e∗1).

Así, si char(K) = 2, dn = 0 para todo n ≥ 0, de donde Hn(A,DA) ≃ HomEe(Kan, DA)
tiene dimensión 2 y {an∥e∗1, an∥a∗} es una base. Por otro lado, si char(K) ̸= 2,

dimK Hn(A,DA) =

{
2 si n = 0

1 si n ≥ 1.

Se pueden elegir las siguientes bases:

{e1∥e∗1, e1∥a∗} como base de H0(A,DA).

{a2n−1∥e∗1} como base de H2n−1(A,DA) para cada n ≥ 1.

{a2n∥a∗} como base de H2n(A,DA) para cada n ≥ 1.

Ejemplo 1.6.9. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj

1 2
a

b

por el ideal (ab, ba). La resolución de Bardzell de A es

· · · −→ A|KΓn|A −→ · · · −→ A|KR|A δ2−−→ A|KQ1|A
δ1−−→ A|KQ0|A −→ 0,

donde Γ2n = {(ab)n, (ba)n}, Γ2n−1 = {(ab)n−1a, (ba)n−1b} para cada n ≥ 2 y

δ2n(1|(ab)n|1) = a|(ba)n−1b|1 + 1|(ab)n−1a|b,
δ2n(1|(ba)n|1) = b|(ab)n−1a|1 + 1|(ba)n−1b|a,
δ2n−1(1|(ab)n−1a|1) = a|(ba)n−1|1− 1|(ab)n−1|a,
δ2n−1(1|(ba)n−1b|1) = b|(ab)n−1|1− 1|(ba)n−1|b.

Se aplica el funtor HomAe(−, DA) y los isomorfismos

φn : HomAe(A|KΓn|A,DA) −→ HomEe(KΓn, DA)

f 7−→ (x→ f(1|x|1))

para obtener el complejo de cocadenas

0 −→ HomEe(KQ0, DA)
d0

−−→ HomEe(KQ1, DA)
d1

−−→ HomEe(KR,DA) −→ . . . ,

con

d2n(f)((ab)na) = af((ba)n)− f((ab)n)a,

d2n(f)((ba)nb) = bf((ab)n)− f((ba)n)b,

d2n−1(f)((ab)n) = af((ba)n−1b) + f((ab)n−1a)b,

d2n−1(f)((ba)n) = bf((ab)n−1a) + f((ba)n−1b)a.
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Como

HomEe(KΓ2n, DA) = ⟨(ab)n∥e∗2, (ba)n∥e∗1⟩K
HomEe(KΓ2n−1, DA) = ⟨(ab)n−1a∥b∗, (ba)n−1b∥a∗⟩K ,

donde α0 := es(α), se calcula el diferencial en estos elementos y se obtiene que d2n = 0 y

d2n−1((ab)n−1a∥b∗) = (ab)n∥e∗2 + (ba)n∥e∗1
d2n−1((ba)n−1b∥a∗) = (ab)n∥e∗2 + (ba)n∥e∗1,

de donde

dimK Hn(A,DA) =

{
2 si n = 0

1 si n ≥ 1.

Se pueden elegir las siguientes bases:

{e1∥e∗1, e2∥e∗2} como base de H0(A,DA).

{(ab)n−1a∥b∗ − (ba)n−1b∥a∗} como base de H2n−1(A,DA) para cada n ≥ 1.

{(ab)n∥e∗2} como base de H2n(A,DA) para cada n ≥ 1.

Ejemplo 1.6.10. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj

2

1 3

a b

c

por el ideal I = (ba, cb, ac). Al aplicar el funtor HomAe(−, DA) a la resolución de Bardzell
y los isomorfismos

φn : HomAe(A|KΓn|A,DA) −→ HomEe(KΓn, DA)

f 7−→ (x→ f(1|x|1)),

donde R = {ba, cb, ac}, se obtiene el complejo de cocadenas

0 −→ HomEe(KQ0, DA)
d0

−−→ HomEe(KQ1, DA)
d1

−−→ HomEe(KR,DA) −→ . . . ,

en el cual HomEe(KQ1, DA) = 0 y HomEe(KR,DA) = ⟨ba∥c∗, cb∥a∗, ac∥b∗⟩K . Además,

d2(ba∥c∗) = cba∥e∗1 − bac∥e∗3
d2(cb∥a∗) = acb∥e∗2 − cba∥e∗1
d2(ac∥b∗) = bac∥e∗3 − acb∥e∗2,

por lo que {ba∥c∗ + cb∥a∗ + ac∥b∗} es una base de ker d2. Luego, dimK H2(A,DA) = 1 y
una base de este espacio es {ba∥c∗ + cb∥a∗ + ac∥b∗}.

Si en cambio se toma el ideal I ′ = (cba, acb, bac), procediendo de la misma manera, el
complejo que se obtiene es

0 −→ HomEe(KQ0, DA)
d0

−−→ HomEe(KQ1, DA)
d1

−−→ HomEe(KR,DA) −→ . . . ,

donde R = {cba, acb, bac} y

HomEe(KQ1, DA) = ⟨a∥(cb)∗, b∥(ac)∗, c∥(ba)∗⟩K
HomEe(KR,DA) = ⟨acb∥e∗2, bac∥e∗3, cba∥e∗1⟩K .
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Vale que d2 = 0, y además

d1(a∥(cb)∗) = acb∥e∗2 + bac∥e∗3 + cba∥e∗1
d1(b∥(ac)∗) = acb∥e∗2 + bac∥e∗3 + cba∥e∗1
d1(c∥(ba)∗) = acb∥e∗2 + bac∥e∗3 + cba∥e∗1.

Luego, dimK H2(A,DA) = 2 y {acb∥e∗2, bac∥e∗3} es una base.

La siguiente observación y el lema nos permitirán identificar a las extensiones torcidas
como deformaciones de TA.

Observación 1.6.11. Si φ ∈ HomK(A⊗2, DA) es un 2-cociclo de A a coeficientes en DA,
se lo puede extender a ϕ ∈ HomK((TA)⊗2, TA), usando que

(TA)⊗2 = A⊗2 ⊕ (A⊗DA)⊕ (DA⊗A)⊕ (DA)⊗2

y extendiendo por cero. Explícitamente,

ϕ((a+ f)⊗ (b+ g)) = φ(a⊗ b).

Lema 1.6.12. Sean φ ∈ HomK(A⊗2, DA) un 2-cociclo de A a coeficientes en DA y ϕ su
extensión a HomK((TA)⊗2, TA). Entonces ϕ es un 2-cociclo de TA.

Demostración. Sean a1, a2, a3 ∈ A y f1, f2, f3 ∈ DA. Entonces

(a1+f1)ϕ((a2+f2)⊗(a3+f3))+ϕ((a1+f1)⊗(a2+f2)(a3+f3)) = a1φ(a2⊗a3)+φ(a1⊗a2a3),

y como φ es un 2-cociclo, esto es igual a

φ(a1a2⊗a3)+φ(a1⊗a2)a3 = ϕ((a1+f1)(a2+f2)⊗(a3+f3))+ϕ((a1+f1)⊗(a2+f2))(a3+f3),

como se quería ver. ■



Capítulo 2

Resultados en cohomología

En este capítulo se desarrollan algunos resultados que son útiles para conocer la co-
homología de Hochschild de las extensiones triviales. En la Sección 2.1 se estudia la clase
de las álgebras escindidas, y se recuerdan algunos resultados para el caso particular de
la extensión trivial de un álgebra. En la Sección 2.2 se presenta un resultado que involu-
cra la variedad de estructuras de álgebras asociativas, que es de utilidad para estimar la
dimensión de la cohomología de Hochschild en algunos casos.

2.1. Cohomología de Hochschild de álgebras escindidas

En esta sección se desarrolla parte de la teoría ya conocida para una familia de álgebras
llamadas escindidas. Se presentan resultados que involucran la extensión trivial de un
álgebra.

Definición 2.1.1. Un álgebra escindida es una K-álgebra Λ con una subálgebra A y un
ideal bilátero M tales que Λ = A⊕M , con un morfismo de A-bimódulos µ :M⊗AM →M ,
µ(m⊗m′) = m ·m′ tal que (m1 ·m2) ·m3 = m1 · (m2 ·m3) para todos m1,m2,m3 ∈ M .
El producto de A⊕M está dado por

(a+m)(a′ +m′) = aa′ + am′ +ma′ +m ·m′.

Ejemplo 2.1.2. La extensión trivial TA de un álgebra A es un álgebra escindida con
M = DA y donde el morfismo µ :M ⊗AM →M es nulo, lo que se denota M2 = 0.

Dada un álgebra escindida Λ y p, q ≥ 0 sea Mp,q el subespacio vectorial de Λ⊗(p+q)

generado por los vectores de la forma x1 ⊗ · · · ⊗ xp+q tales que exactamente p de los xi
pertenecen a M y los demás pertenecen a A, se tiene

Λ⊗n =
⊕
p+q=n

Mp,q.

Sea X un Λ-bimódulo. El complejo de cocadenas de Hochschild a coeficientes en X induce
un complejo doble C(X) cuya componente en el lugar (p, q) es HomK(Mp,q, X) y cuyo
diferencial es el de HomK(Λ⊗(p+q), X) restringido a HomK(Mp,q, X). La imagen de este
diferencial está contenida en

HomK(Mp+1,q, X)⊕HomK(Mp,q+1, X).

Teorema 2.1.3. [CMRS03, Theorem 3.1] Sean Λ = A ⊕M un álgebra escindida tal que
M2 = 0 y X un Λ-bimódulo tal que MX = XM = 0. Los diferenciales horizontales del
complejo doble son nulos. En particular,

Hn(Λ, X) =
⊕
p+q=n

Hq(Cp(X)),

29



30 CAPÍTULO 2. RESULTADOS EN COHOMOLOGÍA

donde Cp(X) es la p-ésima columna del complejo doble.

Fijada un álgebra escindida Λ = A⊕M , se considera la siguiente sucesión exacta corta
de Λ-bimódulos:

0 −→M −→ Λ
π−−→ Λ/M −→ 0.

Observar que Λ/M con las acciones de M a ambos lados nulas es isomorfo a A como
Λ-bimódulo. Esta induce una sucesión exacta larga en la cohomología de Hochschild

0 −→ H0(Λ,M) −→ HH0(Λ)
π0

−−→ H0(Λ, A)
δ0−−→

H1(Λ,M) −→ HH1(Λ)
π1

−−→ H1(Λ, A)
δ1−−→

. . .

En [CMRS03, Example 3.5] los autores muestran que δ0 = 0 en el caso Λ = TA.
Entonces, en este caso, se tiene la sucesión exacta larga

0 −→H1(TA,DA) −→ HH1(TA)
π1

−−→ H1(TA,A)
δ1−−→

H2(TA,DA) −→ HH2(TA)
π2

−−→ H2(TA,A)
δ2−−→

. . .

Por el Teorema 2.1.3 para X = TA/DA ≃ A o X = DA, se tiene que

Hn(TA,X) ≃
⊕
p+q=n

Hq(Cp(X)).

Más aún, δn =
⊕

p+q=n
δp,q, con

δp,q : Hq(Cp(A)) −→ Hq(Cp+1(DA)).

Teorema 2.1.4. [CMRS03, Theorem 5.5] Sea A una K-álgebra de dimensión finita. En-
tonces

HH1(TA) ≃ AA ⊕HomK(HH1(A),K)⊕ HH1(A)⊕ AltA(DA).

Aquí, AA es el K-espacio vectorial HomAe(A,A) y AltA(DA) denota a

{α : DA⊗A DA→ K lineal : α(f ⊗ g) = −α(g ⊗ f) para todos f, g ∈ DA}.

En particular, como el centro Z(A) ≃ AA de un álgebra A es no nulo, se obtiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.1.5. [CMRS03, Corollary 5.6] Sea A una K-álgebra de dimensión finita.
Entonces HH1(TA) ̸= 0.

Proposición 2.1.6. [CMRS03, Proposition 5.9] Para todo q ≥ 1, vale que δ0,q = 0.

Usando esta proposición, los autores deducen el siguiente teorema:

Teorema 2.1.7. [CMRS03, Theorem 5.8] Sea A una K-álgebra de dimensión finita. En-
tonces HHn(A)⊕ HHn(A) es un sumando directo de HHn(TA).
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2.2. La cohomología de una deformación de un álgebra

En esta sección se presenta un resultado que involucra la variedad de estructuras de
álgebras asociativas unitarias, para luego relacionar la dimensión de la cohomología de un
álgebra con la de una deformación de esta.

Dado n ∈ N, sea Bil(n) = {f : Kn×Kn → Kn : f es bilineal}, dotado con la topología
inducida por la topología Zariski de Kn3 . Se considera el subconjunto Alg(n) de Bil(n) de
productos asociativos unitarios de Kn.

Lema 2.2.1. [dlP10, p. 24] Sea n ∈ N. Para cada i ∈ N vale que la función δi : Alg(n) → N
definida como δi(A) = dimK HHi(A) es semicontinua superiormente.

Observación 2.2.2. Del lema se deduce que si A es un álgebra y At es una deformación
de A, se tiene que

dimK HHn(A) ≥ dimK HHn(At)

para todo n ∈ N.

Sea A un álgebra. En vista del Lema 1.6.12, toda extensión torcida A⋉φ DA de A se
corresponde con una deformación de TA. Luego,

dimK HHn(TA) ≥ dimK HHn(A⋉φ DA).



Capítulo 3

Una clase de álgebras y algunos
ejemplos

En este capítulo se desarrolla el marco teórico del tipo de álgebras que vamos a consi-
derar en el presente trabajo. En la Sección 3.1 se define una clase de álgebras con la cual
trabajaremos en ejemplos posteriores. En la Sección 3.2 se estudian algunos ejemplos de
extensiones triviales y torcidas de la clase de álgebras definida en la sección anterior, y sus
grupos de cohomología. En la Sección 3.3 se estudia en detalle la graduación de un álgebra
monomial, y algunos resultados que se enuncian en términos de la misma. Se concluye con
un ejemplo para el cual se hace uso de estos resultados.

3.1. Álgebras autoinyectivas y álgebras de Nakayama

En esta sección se definen las álgebras autoinyectivas y las álgebras de Nakayama. Se
presenta un resultado que describe a las álgebras autoinyectivas de Nakayama que son
básicas e indescomponibles como cocientes de álgebras de caminos.

Definición 3.1.1. Un álgebra A se dice autoinyectiva si A es un A-módulo inyectivo.

Observación 3.1.2. Cuando consideramos álgebras de dimensión finita, son noetherianas
como módulos sobre sí mismas. Utilizando esto, se prueba que un álgebra A de dimensión
finita es autoinyectiva si y solo si todo A-módulo proyectivo es inyectivo.

Definición 3.1.3. Sea M un A-módulo finitamente generado. Una serie de composición
de M es una cadena ascendente de submódulos de M

0 =M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mm =M

tales que Mi+1/Mi es simple para todo 0 ≤ i ≤ m− 1.

Observación 3.1.4. [AF92, Proposition 11.1] Bajo la hipótesis de la definición, siempre
existe una serie de composición de M .

Teorema 3.1.5. [AF92, Theorem 11.3] (Jordan-Hölder) Sea M un A-módulo y sean

0 =M0 ⊆M1 ⊆ · · · ⊆Mm =M

0 = N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nn =M

dos series de composición. Es m = n y existe σ ∈ Sm tal que Mi+1/Mi ≃ Nσ(i+1)/Nσ(i)

para todo 0 ≤ i ≤ m− 1.

Definición 3.1.6. Un A-módulo M se dice uniserial si tiene una única serie de compo-
sición.

32
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Definición 3.1.7. Un álgebra A se dice serial a izquierda si todo A-módulo a izquierda
proyectivo e indescomponible es uniserial. Se definen las álgebras seriales a derecha de
manera similar. Un álgebra se dice de Nakayama si es serial a izquierda y a derecha.

Proposición 3.1.8. [ASS06, Chapter V, Proposition 3.8] Sea A un álgebra básica e indes-
componible que no es isomorfa a K. Entonces A es un álgebra autoinyectiva de Nakayama
si y solo si A ≃ KQ/I, con Q el carcaj

1

2

3

n

n− 1

para algún n ≥ 1, con R el ideal de flechas de KQ e I = Rk para cierto k ≥ 2.

Definición 3.1.9. Dados n ∈ N y m ≥ 2, se define una (n,m)-corona como KQ/Rm,
donde Q es el carcaj de vértices {1, . . . , n} y flechas {a1, . . . , an} con (s(ai), t(ai)) = (i, i+1)
para todo 1 ≤ i < n y (s(an), t(an)) = (n, 1).

3.2. Ejemplos de coronas y sus extensiones

En esta sección se exponen algunos ejemplos de coronas junto con los cálculos de su
extensión trivial y su extensión torcida por ciertos 2-cociclos. Además calculan algunos de
sus grupos de cohomología de Hochschild.

Ejemplo 3.2.1. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj

1

a

por el ideal (a2). El conjunto {e1, a, e∗1, a∗} es una base de la extensión trivial TA. Cal-
culando los productos entre estos elementos, se ve que e1 es la unidad del álgebra, que
aa∗ = a∗a = e∗1, por lo que no se necesita agregar este elemento como generador del ál-
gebra, y que a2 = (a∗)2 = 0. Luego, TA ≃ K[a, a]/(a2, a2) vía a 7→ a, a∗ 7→ a, y puede
presentarse a TA como el cociente del álgebra de caminos de

1a a
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por el ideal (a2, a2, aa− aa). En el complejo de cohomología, vemos que

HomEe(KQ0, TA) = ⟨e1∥e1, e1∥a, e1∥a, e1∥aa⟩K ,
HomEe(KQ1, TA) = ⟨a∥e1, a∥a, a∥a, a∥aa, a∥e1, a∥a, a∥a, a∥aa⟩K ,
HomEe(KR,TA) = ⟨a2∥e1, a2∥a, a2∥a, a2∥aa, a2∥e1, a2∥a, a2∥a, a2∥aa,

(aa− aa)∥e1, (aa− aa)∥a, (aa− aa)∥a, (aa− aa)∥aa⟩K .

Además, d0 = 0 y d1 cumple que d1(a∥a) = d1(a∥aa) = d1(a∥a) = d1(a∥aa) = 0 y

d1(a∥e1) = 2a2∥a,
d1(a∥a) = 2a2∥aa,
d1(a∥e1) = 2a2∥a,
d1(a∥a) = 2a2∥aa.

Así, concluímos que dimK HH0(TA) = 4 con base {e1∥e1, e1∥a, e1∥a, e1∥aa}. Además, si
char(K) = 2, vemos que d1 = 0, por lo que dimK HH1(TA) = 8 con base

{a∥e1, a∥a, a∥a, a∥aa, a∥e1, a∥a, a∥a, a∥aa}.

Si en cambio char(K) ̸= 2, la dimensión de HH1(TA) es 4 con base {a∥a, a∥aa, a∥a, a∥aa}.
Notar que esto es coherente con la descripción dada en [CMRS03, Theorem 5.5], pues

AA = ⟨1, a⟩K ,

HomK(HH1(A),K) =

{
⟨(e1 ⊗ a)∗, (a⊗ a)∗⟩K si char(K) = 2,

⟨(e1 ⊗ a)∗⟩K si char(K) ̸= 2,

HH1(A) =

{
⟨a∥e1, a∥a⟩K si char(K) = 2,

⟨a∥a⟩K si char(K) ̸= 2,

AltA(DA) =

{
⟨e∗1 ⊗ a∗∥1, a∗ ⊗ a∗∥1⟩K si char(K) = 2,

0 si char(K) ̸= 2.

Por otro lado podemos estudiar la extensión de A porDA torcida por el 2-cociclo a2∥a∗,
el cual se obtuvo en el Ejemplo 1.6.8. Para esto, empezamos a construir un morfismo de
comparación entre la resolución bar de A y la resolución de Bardzell de A:

. . . A⊗4 A⊗3 A⊗2 A 0

. . . A|Ka2|A A|Ka|A A|KQ0|A A 0.

b′2 b′1 b′0

δ0δ1δ2

f2 f1 f0 id

Existe un morfismo de comparación (fk)k∈N tal que

f0(1⊗ 1) = 1|e1|1,
f1(1⊗ e1 ⊗ 1) = 0,

f1(1⊗ a⊗ 1) = 1|a|1,
f2(1⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ 1) = 0,

f2(1⊗ e1 ⊗ a⊗ 1) = 0,

f2(1⊗ a⊗ e1 ⊗ 1) = 0,

f2(1⊗ a⊗ a⊗ 1) = 1|a2|1,
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por lo que el morfismo resultante F : A⊗4 → DA está dado por la extensión Ae-lineal de

F (1⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ 1) = 0,

F (1⊗ e1 ⊗ a⊗ 1) = 0,

F (1⊗ a⊗ e1 ⊗ 1) = 0,

F (1⊗ a⊗ a⊗ 1) = a∗,

y así el 2-cociclo a considerar φ : A⊗2 → DA en la resolución bar es φ = (a ⊗ a)∥a∗.
Calculando los productos entre los elementos de la base {e1, a, e∗1, a∗}, se ve que e1 es la
unidad del álgebra, mientras que a2 = a∗, a3 = e∗1 y a4 = 0. Por lo tanto no hace falta incluir
a e∗1 ni a a∗ entre los generadores del álgebra y existe un isomorfismo A⋉φDA ≃ K[a]/(a4)
tal que e1 7→ 1 y a 7→ a. Una presentación posible es como el cociente del carcaj Q̃ dado
por

1

a

con I = (a4). En el complejo de cohomología vemos que

HomEe(KQ̃0, A⋉φ DA) = ⟨e1∥e1, e1∥a, e1∥a2, e1∥a3⟩K ,
HomEe(KQ̃1, A⋉φ DA) = ⟨a∥e1, a∥a, a∥a2, a∥a3⟩K ,
HomEe(KR̃,A⋉φ DA) = ⟨a4∥e1, a4∥a, a4∥a2, a4∥a3⟩K

y para cada n ≥ 2,

HomEe(KΓ2n, A⋉φ DA) = ⟨a4n∥e1, a4n∥a, a4n∥a2, a4n∥a3⟩K ,
HomEe(KΓ2n−1, A⋉φ DA) = ⟨a4n−3∥e1, a4n−3∥a, a4n−3∥a2, a4n−3∥a3⟩K .

Haciendo las cuentas explícitas, se obtiene que d2n = 0 para todo n ≥ 0, mientras que

d2n−1(a4n−3∥e1) = 4a4n∥a3,
d2n−1(a4n−3∥a) = d2n−1(a4n−3∥a2) = d2n−1(a4n−3∥a3) = 0,

para todo n ≥ 1. De esta forma, si char(K) = 2, resulta dn = 0 para todo n ≥ 0, de donde
dimK HHn(A⋉φ DA) = 4 para todo n ≥ 0,

{a4n∥e1, a4n∥a, a4n∥a2, a4n∥a3}

es una base de HH2n(A⋉φ DA) y

{a4n−3∥e1, a4n−3∥a, a4n−3∥a2, a4n−3∥a3}

es una base de HH2n−1(A⋉φ DA). Por otro lado, si char(K) ̸= 2, tenemos

ker d2n−1 = ⟨a4n−3∥a, a4n−3∥a2, a4n−3∥a3⟩K ,
im d2n−1 = ⟨a4n∥a3⟩K ,

por lo que dimK HHn(A⋉φ DA) = 3 para todo n ≥ 0,

{a4n∥e1, a4n∥a, a4n∥a2}

es una base de HH2n(A⋉φ DA) y

{a4n−3∥a, a4n−3∥a2, a4n−3∥a3}

es una base de HH2n−1(A⋉φ DA).
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Ejemplo 3.2.2. Sea A = KQ/I, donde Q es el carcaj

1 2
a

b

e I = (ab, ba). La extensión trivial de A tiene como base al siguiente conjunto

{e1, e2, a, b, e∗1, e∗2, a∗, b∗}.

Calculando los productos entre los elementos de esta base, se ve que e1 + e2, es la unidad
del álgebra, que

aa∗ = b∗b = e∗2,

a∗a = bb∗ = e∗1,

por lo que no hace falta agregar estos elementos como generadores del álgebra, y que los
demás productos que no se deducen de estos son nulos. La extensión trivial TA es isomorfa
al cociente del álgebra de caminos del carcaj Q′ definido como

1 2
a

a

b

b

por el ideal I ′ = (ab, ba, aaa, aaa, ab, ba, aa− bb, aa− bb) vía

a 7→ a, a∗ 7→ a,

b 7→ b, b∗ 7→ b.

En el complejo de cohomología vemos que

HomEe(KQ′
0, TA) = ⟨e1∥e1, e1∥aa, e2∥e2, e2∥aa⟩K ,

HomEe(KQ′
1, TA) = ⟨a∥a, a∥b, b∥b, b∥a, a∥a, a∥b, b∥b, b∥a⟩K ,

HomEe(KR′, TA) = ⟨ab∥e2, ab∥aa, ba∥e1, ba∥aa, aaa∥a, aaa∥b, aaa∥a, aaa∥b,
ab∥e1, ab∥aa, ba∥e2, ba∥aa, (aa− bb)∥e1,
(aa− bb)∥aa, (aa− bb)∥e2, (aa− bb)∥aa⟩K .

Las imágenes de los elementos de HomEe(KQ0, TA) y de HomEe(KQ1, TA) a través de
los primeros dos diferenciales son, respectivamente,

d0(e1∥e1) = a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b,
d0(e2∥e2) = −a∥a+ b∥b+ a∥a− b∥b,
d0(e1∥aa) = d0(e2∥aa) = 0

y

d1(a∥a) = (aa− bb)∥aa+ (aa− bb)∥aa,
d1(a∥b) = ab∥aa+ ba∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa− (aa− bb)∥aa,
d1(b∥a) = ab∥aa+ ba∥aa,
d1(a∥a) = (aa− bb)∥aa+ (aa− bb)∥aa,
d1(a∥b) = ab∥aa+ ba∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa− (aa− bb)∥aa,
d1(b∥a) = ab∥aa+ ba∥aa.



3.2. EJEMPLOS DE CORONAS Y SUS EXTENSIONES 37

Así,

ker d0 = ⟨e1∥e1 + e2∥e2, e1∥aa, e2∥aa⟩K ,
im d0 = ⟨a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b⟩K ,
ker d1 = ⟨a∥a+ b∥b, a∥a− a∥a, a∥a+ b∥b, a∥b− b∥a, a∥b− b∥a⟩K ,

de donde dimK HH0(TA) = 3 y {e1∥e1 + e2∥e2, e1∥aa, e2∥aa} es una base. Notar que

a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b = −(a∥a+ b∥b) + 2(a∥a− a∥a) + (a∥a+ b∥b),

por lo que en característica distinta de 2 se puede eliminar el generador a∥a− a∥a. Luego,
dimK HH1(TA) = 4, con base

{a∥a+ b∥b, a∥a− a∥a, a∥b− b∥a, a∥b∥ − b∥a}.

Esto es coherente con [CMRS03, Theorem 5.5], pues

AA = ⟨1⟩K ,

HomK(HH1(A),K) = ⟨(a⊗ b)∗⟩K ,

HH1(A) = ⟨a∥a⟩K ,

AltA(DA) = ⟨(a∗ ⊗ b∗)∥1⟩K .

Por otro lado, para estudiar la extensión de A por DA torcida por el 2-cociclo ab∥e∗2,
el cual se obtuvo en el Ejemplo 1.6.9, vamos a usar un morfismo de comparación:

. . . A⊗4 A⊗3 A⊗2 A 0

. . . A|KR|A A|KQ1|A A|KQ0|A A 0

b′2 b′1 b′0

δ0δ1δ2

f2 f1 f0 id

Existe un morfismo de comparación (fk)k∈N entre la resolución bar de A y la resolución de
Bardzell de A tal que

f0(1⊗ 1) = 1|1|1,

f1(1⊗ α⊗ 1) =

{
0 si α ∈ Q0,

1|α|1 si α ∈ Q1,

f2(1⊗ α⊗ β ⊗ 1) =


0 si α ∈ Q0 o β ∈ Q0,

x|ab|y si αβ = xaby en Q,
x|ba|y si αβ = xbay en Q.

Así, el morfismo resultante F : A⊗4 → DA está dado por la extensión Ae-lineal de

F (1⊗ α⊗ β ⊗ 1) =

{
0 si α ∈ Q0 o β ∈ Q0,

e∗2 si (α, β) = (a, b).

y el 2-cociclo φ : A⊗2 → DA a considerar es φ = (a ⊗ b)∥e∗2. Los productos entre los
elementos de la base {e1, e2, a, b, e∗1, e∗2, a∗, b∗} son los mismos que en TA salvo por aquellos
en los que el cociclo es no nulo, es decir, ab = e∗2. Así, (0, e∗1) y (0, e∗2) pueden no ser
incluidos en los generadores del álgebra, y A⋉φ DA ≃ KQ̃/Ĩ, con Q̃ el carcaj

1 2
a

a

b

b
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e Ĩ = (ba, aaa, aaa, ab, ba, aa− bb, aa− bb, ab− aa), mediante el isomorfismo

e1 7→ e1, e2 7→ e2,
a 7→ a, a∗ 7→ a,

b 7→ b, b∗ 7→ b.

En el complejo de cohomología vemos que

HomEe(KQ̃0, A⋉φ DA) = ⟨e1∥e1, e1∥aa, e2∥e2, e2∥aa⟩K
HomEe(KQ̃1, A⋉φ DA) = ⟨a∥a, a∥b, b∥b, b∥a, a∥a, a∥b, b∥b, b∥a⟩K
HomEe(KR̃,A⋉φ DA) = ⟨ba∥e1, ba∥aa, aaa∥a, aaa∥b, aaa∥a, aaa∥b, ab∥e1,

ab∥aa, ba∥e2, ba∥aa, (aa− bb)∥e1, (aa− bb)∥aa,
(aa− bb)∥e2, (aa− bb)∥aa, (ab− aa)∥e2, (ab− aa)∥aa⟩K .

Las imágenes de los elementos de HomEe(KQ̃0, A⋉φDA) y de HomEe(KQ̃1, A⋉φDA) a
través de los primeros dos diferenciales son, respectivamente

d0(e1∥e1) = a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b,
d0(e2∥e2) = −a∥a+ b∥b+ a∥a− b∥b,
d0(e1∥aa) = d0(e2∥aa) = 0

y

d1(a∥a) = (aa− bb)∥aa+ (aa− bb)∥aa,
d1(a∥b) = d1(b∥a) = ba∥aa+ (ab− aa)∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa− (aa− bb)∥aa+ (ab− aa)∥aa,
d1(a∥a) = (aa− bb)∥aa+ (aa− bb)∥aa− (ab− aa)∥aa,
d1(a∥b) = ab∥aa+ ba∥aa+ (aa− bb)∥aa− (ab− aa)∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa− (aa− bb)∥aa,
d1(b∥a) = ab∥aa+ ba∥aa− (aa− bb)∥aa.

De esta manera,

ker d0 = ⟨e1∥e1 + e2∥e2, e1∥aa, e2∥aa⟩K ,
im d0 = ⟨a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b⟩K .

Además, como d1(a∥a+ b∥b+ a∥b− b∥a) = 2(aa− bb)∥aa, entonces, si char(K) = 2,

ker d1 = ⟨a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b, b∥b+ a∥a, a∥b− b∥a, a∥a+ b∥b+ a∥b− b∥a⟩K

mientras que si char(K) ̸= 2, vemos que

ker d1 = ⟨a∥a− b∥b− a∥a+ b∥b, b∥b+ a∥a, a∥b− b∥a⟩K .

Así, concluímos que dimK HH0(A⋉φ DA) = 3 con base

{e1∥e1 + e2∥e2, e1∥aa, e2∥aa},

y si char(K) = 2, la dimensión de HH1(A⋉φ DA) es 3 y

{b∥b+ a∥a, a∥b− b∥a, a∥a+ b∥b+ a∥b− b∥a}

es una base, mientras que si char(K) ̸= 2, entonces dimK HH1(A⋉φ DA) = 2 y

{b∥b+ a∥a, a∥b− b∥a}

es una base. Los resultados son coherentes con la Observación 2.2.2.
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Ejemplo 3.2.3. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj Q

2

1 3

a b

c

por el ideal I = (ba, cb, ac). Gracias a [FP02, Theorem 3.9], sabemos que la extensión
trivial TA es isomorfa a KQ′/I ′, donde Q′ es el carcaj

2

1 3

a b

c

a b

c

e I ′ es el ideal
I ′ = (ba, cb, ac, ab, bc, ca, aa− cc, aa− bb, bb− cc).

En el complejo de cohomología tenemos que

HomEe(KQ′
0, TA) = ⟨e1∥e1, e1∥aa, e2∥e2, e2∥aa, e3∥e3, e3∥bb⟩K ,

HomEe(KQ′
1, TA) = ⟨a∥a, b∥b, c∥c, a∥a, b∥b, c∥c⟩K ,

HomEe(KR′, TA) = ⟨ba∥c, cb∥a, ac∥b, ab∥c, bc∥a, ca∥b,
(aa− cc)∥e1, (aa− cc)∥aa, (aa− bb)∥e2,
(aa− bb)∥aa, (bb− cc)∥e3, (bb− cc)∥bb⟩K ,

y los diferenciales satisfacen

d0(e1∥e1) = a∥a− c∥c− a∥a+ c∥c,
d0(e2∥e2) = −a∥a+ b∥b+ a∥a− b∥b,
d0(e3∥e3) = −b∥b+ c∥c+ b∥b− c∥c,
d0(e1∥aa) = d0(e2∥aa) = d0(e3∥bb) = 0

y

d1(a∥a) = (aa− cc)∥aa+ (aa− bb)∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa+ (bb− cc)∥bb,
d1(c∥c) = −(aa− cc)∥aa− (bb− cc)∥bb,
d1(a∥a) = (aa− cc)∥aa+ (aa− bb)∥aa,
d1(b∥b) = −(aa− bb)∥aa+ (bb− cc)∥bb,
d1(c∥c) = −(aa− cc)∥aa− (bb− cc)∥bb.

Luego,

ker d0 = ⟨e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥aa, e2∥aa, e3∥bb⟩K ,
im d0 = ⟨a∥a− c∥c− a∥a+ c∥c,−a∥a+ b∥b+ a∥a− b∥b⟩K ,
ker d1 = ⟨a∥a− c∥c− a∥a+ c∥c,−a∥a+ b∥b+ a∥a− b∥b, a∥a+ b∥b+ c∥c, a∥a− a∥a⟩K .

Así, vemos que dimK HH0(TA) = 4 y dimK HH1(TA) = 2. Se pueden tomar las siguientes
bases:
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{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥aa, e2∥aa, e3∥bb} para HH0(TA),

{a∥a+ b∥b+ c∥c, a∥a− a∥a} para HH1(TA).

Esto es coherente con la descripción de [CMRS03, Theorem 5.5], pues

AA = ⟨1⟩K ,

HomK(HH1(A),K) = 0,

HH1(A) = ⟨a∥a⟩K ,

AltA(DA) = 0.

Para estudiar la extensión de A por DA torcida por el 2-cociclo ba∥c∗ + cb∥a∗ + ac∥b∗, el
cual se calculó en el Ejemplo 1.6.10, queremos construir un morfismo de comparación entre
la resolución bar de A y la resolución de Bardzell de A:

. . . A⊗4 A⊗3 A⊗2 A 0

. . . A|KR|A A|KQ1|A A|KQ0|A A 0

b′2 b′1 b′0

δ0δ1δ2

f2 f1 f0 id

Sabemos que existe un morfismo de comparación (fk)k∈N entre estas resoluciones tal que

f0(1⊗ 1) = 1|1|1,

f1(1⊗ α⊗ 1) =

{
0 si α ∈ Q0,

1|α|1 si α ∈ Q1,

f2(1⊗ α⊗ β ⊗ 1) =

{
0 si α ∈ Q0 o β ∈ Q0,

1|αβ|1 si α, β ∈ Q1.

El morfismo F : A⊗4 → DA que se obtiene queda determinado por la extensión Ae-lineal
de

F (1⊗ α⊗ β ⊗ 1) =


c∗ si (α, β) = (b, a),

a∗ si (α, β) = (c, b),

b∗ si (α, β) = (a, c),

0 si no,

por lo que el 2-cociclo resultante φ : A⊗2 → DA es φ = (b⊗a)∥c∗+(c⊗ b)∥a∗+(a⊗ c)∥b∗.
Los productos entre los elementos de la base {e1, e2, e3, a, b, c, e∗1, e∗2, e∗3, a∗, b∗, c∗} son los
mismos que en TA salvo por aquellos en los que el cociclo es no nulo:

ac = b∗,

ba = c∗,

cb = a∗.

Luego, no es necesario incluir ninguno de los elementos del conjunto {e∗1, e∗2, e∗3, a∗, b∗, c∗}
entre los generadores, y además A⋉φ DA ≃ KQ̃/Ĩ, donde Q̃ es el carcaj

2

1 3

a b

c
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e Ĩ = (acba, bacb, cbac), con el isomorfismo a 7→ a, b 7→ b y c 7→ c. En el complejo de
cohomología se tienen

HomEe(KQ̃0, A⋉φ DA) = ⟨e1∥e1, e1∥cba, e2∥e2, e2∥acb, e3∥e3, e3∥bac⟩K ,
HomEe(KQ̃1, A⋉φ DA) = ⟨a∥a, b∥b, c∥c⟩K ,
HomEe(KR̃,A⋉φ DA) = ⟨acba∥a, bacb∥b, cbac∥c⟩K ,

donde R̃ = {acba, bacb, cbac}. Si denotamos para cada n ≥ 2,

Γ2n = {acba . . .︸ ︷︷ ︸
4n

, bacb . . .︸ ︷︷ ︸
4n

, cbac . . .︸ ︷︷ ︸
4n

} =: {a(2n), b(2n), c(2n)}

y
Γ2n−1 = {acba . . .︸ ︷︷ ︸

4n−3

, bacb . . .︸ ︷︷ ︸
4n−3

, cbac . . .︸ ︷︷ ︸
4n−3

} =: {a(2n−1), b(2n−1), c(2n−1)},

notando que el índice debajo de las llaves indica el largo del camino, podemos escribir
HomEe(KΓ2n, A⋉φ DA) como

⟨a(2n)∥e2, a(2n)∥acb, b(2n)∥e3, b(2n)∥bac, c(2n)∥e1, c(2n)∥cba⟩K si n ≡ 0(3),

⟨a(2n)∥a, b(2n)∥b, c(2n)∥c⟩K si n ≡ 1(3),

⟨a(2n)∥ac, b(2n)∥ba, c(2n)∥cb⟩K si n ≡ 2(3)

y HomEe(KΓ2n−1, A⋉φ DA) como
⟨a(2n−1)∥e2, a(2n−1)∥acb, b(2n−1)∥e3, b(2n−1)∥bac, c(2n−1)∥e1, c(2n−1)∥cba⟩K si n ≡ 0(3),

⟨a(2n−1)∥a, b(2n−1)∥b, c(2n−1)∥c⟩K si n ≡ 1(3),

⟨a(2n−1)∥ac, b(2n−1)∥ba, c(2n−1)∥cb⟩K si n ≡ 2(3).

Definiendo a(0) = e2, b(0) = e3 y c(0) = e1, las descripciones anteriores coinciden con los
primeros tres espacios del complejo de cocadenas para n = 0, 1. Con esto fijado, se calculan
los diferenciales:

d0(e1∥cba) = d0(e2∥acb) = d0(e3∥bac) = 0 y

d0(e1∥e1) = a∥a− b∥b,
d0(e2∥e2) = b∥b− c∥c,
d0(e3∥e3) = c∥c− a∥a,

de donde
{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥cba, e2∥acb, e3∥bac}

es una base de ker d0 y
{a∥a− b∥b, b∥b− c∥c}

es una base de im d0.

d1 = 0, por lo que {a∥a, b∥b, c∥c} es una base de ker d1.

Tenemos que

d2(acba∥a) = −a(3)∥ac+ b(3)∥ba = −acbac∥ac+ bacba∥ba,
d2(bacb∥b) = −b(3)∥ba+ c(3)∥cb = −bacba∥ba+ cbacb∥cb,
d2(cbac∥c) = a(3)∥ac− c(3)∥cb = acbac∥ac− cbacb∥cb,
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por lo que
{acba∥a+ bacb∥b+ cbac∥c}

es una base de ker d2 y

{a(3)∥ac− b(3)∥ba, b(3)∥ba− c(3)∥cb}

es una base de im d2.

Si n ≥ 2 y n ≡ 0(3), entonces d2n(a(2n)∥acb) = d2n(b(2n)∥bac) = d2n(c(2n)∥cba) = 0
y

d2n(a(2n)∥e2) = −a(2n+1)∥a+ b(2n+1)∥b,
d2n(b(2n)∥e3) = −b(2n+1)∥b+ c(2n+1)∥c,
d2n(c(2n)∥e1) = a(2n+1)∥a− c(2n+1)∥c,

de donde

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1, a(2n)∥acb, b(2n)∥bac, c(2n)∥cba}

es una base de ker d2n y

{a(2n+1)∥a− b(2n+1)∥b, b(2n+1)∥b− c(2n+1)∥c}

es una base de im d2n. Por otro lado,

d2n−1(a(2n−1)∥acb) = d2n−1(b(2n−1)∥bac) = d2n−1(c(2n−1)∥cba) = 0

y

d2n−1(a(2n−1)∥e2) = 2a(2n)∥acb+ 2b(2n)∥bac,
d2n−1(b(2n−1)∥e3) = 2b(2n)∥bac+ 2c(2n)∥cba,
d2n−1(c(2n−1)∥e1) = 2a(2n)∥acb+ 2c(2n)∥cba.

Luego, si char(K) = 2, entonces d2n−1 = 0, y en consecuencia

{a(2n−1)∥e2, b(2n−1)∥e3, c(2n−1)∥e1, a(2n−1)∥acb, b(2n−1)∥bac, c(2n−1)∥cba}

es una base de ker d2n−1, mientras que si char(K) ̸= 2,

{a(2n−1)∥acb, b(2n−1)∥bac, c(2n−1)∥cba}

es una base de ker d2n−1 y

{a(2n)∥acb+ b(2n)∥bac, b(2n)∥bac+ c(2n)∥cba, a(2n)∥acb+ c(2n)∥cba}

es una base de im d2n−1.

Si n ≥ 2 y n ≡ 1(3), entonces

d2n(a(2n)∥a) = −a(2n+1)∥ac+ b(2n+1)∥ba,
d2n(b(2n)∥b) = −b(2n+1)∥ba+ c(2n+1)∥cb,
d2n(c(2n)∥c) = a(2n+1)∥ac− c(2n+1)∥cb,

por lo que
{a(2n)∥a+ b(2n)∥b+ c(2n)∥c}
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es una base de ker d2n y

{a(2n+1)∥ac− b(2n+1)∥ba, b(2n+1)∥ba− c(2n+1)∥cb}

es una base de im d2n. Por otro lado, vale que d2n−1 = 0, y luego

{a(2n−1)∥a, b(2n−1)∥b, c(2n−1)∥c}

es una base de ker d2n−1.

Si n ≥ 2 y n ≡ 2(3), entonces

d2n(a(2n)∥ac) = −a(2n+1)∥acb+ b(2n+1)∥bac,
d2n(b(2n)∥ba) = −b(2n+1)∥bac+ c(2n+1)∥cba,
d2n(c(2n)∥cb) = a(2n+1)∥acb− c(2n+1)∥cba,

de donde
{a(2n)∥ac+ b(2n)∥ba+ c(2n)∥cb}

es una base de ker d2n y

{a(2n+1)∥acb− b(2n+1)∥bac, b(2n+1)∥bac− c(2n+1)∥cba}

es una base de im d2n. Por otro lado, vale que d2n−1 = 0, por lo tanto

{a(2n−1)∥ac, b(2n−1)∥ba, c(2n−1)∥cb}

es una base de ker d2n−1.

Luego, vemos que

dimK HH0(A⋉φ DA) = 4, dimK HH1(A⋉φ DA) = 1 y dimK HH2(A⋉φ DA) = 1.

Se pueden tomar las siguiente bases:

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥cba, e2∥acb, e3∥bac} como base de HH0(A⋉φ DA),

{a∥a} como base de HH1(A⋉φ DA),

{acba∥a+ bacb∥b+ cbac∥c} como base de HH2(A⋉φ DA).

Si char(K) = 2 y n ≥ 2, tenemos que

dimK HH2n(A⋉φ DA) =


4 si n ≡ 0(3),

1 si n ≡ 1(3),

1 si n ≡ 2(3)

y

dimK HH2n−1(A⋉φ DA) =


4 si n ≡ 0(3),

1 si n ≡ 1(3),

1 si n ≡ 2(3).

Se pueden tomar las bases:

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1, a(2n)∥acb, b(2n)∥bac, c(2n)∥cba} para HH2n(A⋉φ DA)
si n ≡ 0(3),

{a(2n)∥a+ b(2n)∥b+ c(2n)∥c} para HH2n(A⋉φ DA) si n ≡ 1(3),
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{a(2n)∥ac+ b(2n)∥ba+ c(2n)∥cb} para HH2n(A⋉φ DA) si n ≡ 2(3),

{a(2n−1)∥e2, b(2n−1)∥e3, c(2n−1)∥e1, a(2n−1)∥acb} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 0(3),

{a(2n−1)∥a} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 1(3),

{a(2n−1)∥ac} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 2(3).

Por otra parte, si char(K) ̸= 2 y n ≥ 2, tenemos

dimK HH2n(A⋉φ DA) = dimK HH2n−1(A⋉φ DA) = 1,

y se pueden tomar las siguientes bases:

{a(2n)∥e2 + b(2n)∥e3 + c(2n)∥e1} para HH2n(A⋉φ DA) si n ≡ 0(3),

{a(2n)∥a+ b(2n)∥b+ c(2n)∥c} para HH2n(A⋉φ DA) si n ≡ 1(3),

{a(2n)∥ac+ b(2n)∥ba+ c(2n)∥cb} para HH2n(A⋉φ DA) si n ≡ 2(3),

{a(2n−1)∥acb} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 0(3),

{a(2n−1)∥a} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 1(3),

{a(2n−1)∥ac} para HH2n−1(A⋉φ DA) si n ≡ 2(3).

Con estos resultados y usando la Observación 2.2.2 se obtienen cotas para las dimensiones
de los espacios de cohomología de Hochschild de TA.

Ejemplo 3.2.4. Sea A = KQ/I, donde Q es el carcaj

2 3

1 4

a2

a3a1

a4

e I = (a2a1, a3a2, a4a3, a1a4). Usando [FP02, Theorem 3.9], se concluye que su extensión
trivial TA es isomorfa a KQ′/I ′, donde Q′ es el carcaj

2 3

1 4

a2

a1

a2

a3a1

a4

a3

a4

e I ′ es el ideal

(a2a1, a3a2, a4a3, a1a4, a1a2, a2a3, a3a4, a4a1,

a1a1 − a4a4, a2a2 − a1a1, a3a3 − a2a2, a4a4 − a3a3).

En el complejo de cohomología vemos que

HomEe(KQ′
0, TA) = ⟨e1∥e1, e1∥a1a1, e2∥e2, e2∥a2a2, e3∥e3, e3∥a3a3, e4∥e4, e4∥a4a4⟩K ,

HomEe(KQ′
1, TA) = ⟨a1∥a1, a2∥a2, a3∥a3, a4∥a4, a1∥a1, a2∥a2, a3∥a3, a4∥a4⟩K ,

HomEe(KR′, TA) = ⟨(a1a1 − a4a4)∥e1, (a1a1 − a4a4)∥a1a1, (a2a2 − a1a1)∥e2,
(a2a2 − a1a1)∥a2a2, (a3a3 − a2a2)∥e3, (a3a3 − a2a2)∥a3a3,
(a4a4 − a3a3)∥e4, (a4a4 − a3a3)∥a4a4⟩K .
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El diferencial d0 vale

d0(e1∥e1) = a1∥a1 + a4∥a4 − a1∥a1 − a4∥a4,
d0(e2∥e2) = a2∥a2 + a1∥a1 − a2∥a2 − a1∥a1,
d0(e3∥e3) = a3∥a3 + a2∥a2 − a3∥a3 − a2∥a2,
d0(e4∥e4) = a4∥a4 + a3∥a3 − a4∥a4 − a3∥a3

y d0(e1∥a1a1) = d0(e2∥a2a2) = d0(e3∥a3a3) = d0(e4∥a4a4) = 0, por lo que

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3 + e4∥e4, e1∥a1a1, e2∥a2a2, e3∥a3a3, e4∥a4a4}

es una base de ker d0 y

{a1∥a1+a4∥a4−a1∥a1−a4∥a4, a2∥a2+a1∥a1−a2∥a2−a1∥a1, a3∥a3+a2∥a2−a3∥a3−a2∥a2}

es una base de im d0. Por otro lado, tenemos que

d1(a1∥a1) = d1(a1∥a1) = (a1a1 − a4a4)∥a1a1 − (a2a2 − a1a1)∥a2a2,
d1(a2∥a2) = d1(a2∥a2) = (a2a2 − a1a1)∥a2a2 − (a3a3 − a2a2)∥a3a3,
d1(a3|a3) = d1(a3∥a3) = (a3a3 − a2a2)∥a3a3 − (a4a4 − a3a3)∥a4a4,
d1(a4∥a4) = d1(a4∥a4) = (a4a4 − a3a3)∥a4a4 − (a1a1 − a4a4)∥a1a1,

de donde

{a1∥a1 + a4∥a4 − a1∥a1 − a4∥a4, a2∥a2 + a1∥a1 − a2∥a2 − a1∥a1,
a3∥a3 + a2∥a2 − a3∥a3 − a2∥a2, a1∥a1 + a2∥a2 + a3∥a3 + a4∥a4, a4∥a4 − a4∥a4}

es una base de ker d1. Concluimos que dimK HH0(TA) = 5 y dimK HH1(TA) = 2. Se
pueden tomar las siguientes bases:

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3 + e4∥e4, e1∥a1a1, e2∥a2a2, e3∥a3a3, e4∥a4a4} para HH0(TA),

{a1∥a1 + a2∥a2 + a3∥a3 + a4∥a4, a4∥a4 − a4∥a4} para HH1(TA).

Nuevamente, esto es coherente con la descripción dada en [CMRS03, Theorem 5.5], pues

AA = ⟨1⟩K ,

HomK(HH1(A),K) = 0,

HH1(A) = ⟨a1∥a1⟩K ,

AltA(DA) = 0.

3.3. Graduación en homología

En esta sección se estudia cómo la graduación de un álgebra monomial induce una
graduación en su homología de Hochschild. Luego, se presentan algunos resultados relacio-
nados con dicha graduación y se los utiliza en un ejemplo concreto.

Sea A = KQ/I un álgebra monomial, con I generado por relaciones monomiales. Como
se mencionó con anterioridad, KQ es un álgebra N0-graduada por la longitud de caminos:

KQ =
⊕
n≥0

KQn.
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Una base de A está formada por los caminos no nulos. Como I es un ideal homogéneo, la
graduación pasa al cociente. Más concretamente, para cada n ≥ 0 se considera el subespacio
An de A generado por los caminos no nulos de longitud n. Así, A es un álgebra N0-graduada

A =
⊕
n≥0

An.

Para este tipo de álgebras tenemos la resolución de Bardzell. En esta aparecen los espacios
vectoriales KΓs, los cuales son también N0-graduados:

KΓs =
⊕
t≥0

KQΓs
t ,

donde QΓs
t es el conjunto de caminos de Γs de longitud t. Aplicando el funtor A ⊗Ae − a

A|KΓs|A y usando el isomorfismo de la observación 1.4.19, obtenemos

A⊗Ae (A|KΓs|A) ≃ A⊗EeKΓs =
(⊕
n≥0

An

)
⊗Ee

(⊕
t≥0

KQΓs
t

)
=

⊕
N≥0

⊕
n+t=N

An⊗EeKQΓs
t .

Si ds : A⊗EeKΓs → A⊗EeΓs−1 es el diferencial del complejo y PNs =
⊕

n+t=N

An⊗EeKQΓs
t ,

entonces vale que ds(PNs ) ⊆ PNs−1 para todo N ≥ 0. Así, obtenemos ds =
⊕
N≥0

dNs , donde

dNs = ds|
PN
s−1

PN
s

, y para cada N ≥ 0 el siguiente es un complejo de cadenas:

· · · −→ PNs
dN
s−−→ PNs−1 −→ · · · −→ PN1

dN
1−−→ PN0 −→ 0.

Denotando HHs,N (A) a la homología de este complejo, como

ker ds =
⊕
N≥0

ker dNs e im ds =
⊕
N≥0

im dNs

para todo s ≥ 0, entonces

HHs(A) =
ker ds
im ds+1

=
⊕
N≥0

ker dNs
im dNs+1

=
⊕
N≥0

HHs,N (A).

Sea A una (n,m)-corona. En [KIS18, p. 7–8], los autores definen un morfismo

Θ : D(A⊗Ee KQn) → HomK(A⊗2, DA)

que manda un elemento (am+1 . . . ar⊗Ee a1 . . . am)
∗ a la transformación lineal definida por

b1 . . . bk1 ⊗ bk1+1 . . . bk1+k2 7−→


(ak1+k2+1 . . . ar)

∗ si m ≤ k1 + k2 ≤ r

y bl = al para todo 1 ≤ l ≤ k1 + k2

0 si no.

Dicho morfismo induce un isomorfismo D(HH2(A)) ≃ H2(A,DA) también denotado Θ.
Dado que⊕

N≥0

D(HH2,N (A)) ≃ D
( ⊕
N≥0

HH2,N (A)
)
= D(HH2(A))

Θ−−→ H2(A,DA),

también se puede pensar a Θ como un morfismo
⊕
N≥0

D(HH2,N (A)) → H2(A,DA).
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Teorema 3.3.1. [KIS18, Theorem 4.3] Sea A = KQ/Rm una (n,m)-corona, con n ∈ N y
m ≥ 2. Sean m ≤ N ≤ 2m−1 y φ : A⊗A→ DA un 2-cociclo de Hochschild que pertenece
a Θ(D(HH2,N (A))). Entonces el carcaj ordinario QA⋉φDA de A⋉φ DA está dado por

QA⋉φDA =

{
QTA si m ≤ N ≤ 2m− 2

Q si N = 2m− 1,

donde QTA es el carcaj ordinario de TA.

Aquí, carcaj ordinario hace referencia a [ASS06, Chapter II, Definition 3.1].

Corolario 3.3.2. [KIS18, Corollary 4.5] Sea A = KQ/Rm una (n,m)-corona, con n ∈ N
y m ≥ 2. Sea φ : A ⊗ A → DA un 2-cociclo de Hochschild. Si QA⋉φDA = Q, entonces
A⋉φ DA ≃ KQ/R2m.

Demostración. Como A ⋉φ DA es un álgebra autoinyectiva de Nakayama [EH99], es iso-
morfa a KQ/Rk para cierto k ≥ 2. Observar que dimK(A) = nm, pues A tiene n caminos
de longitud i para cada 0 ≤ i ≤ m− 1. De la misma forma, dimK(A⋉φ DA) = nk. Como
dimK(A⋉φ DA) = 2 dimK(A), se concluye que k = 2m, como se quería ver. ■

Ya vimos que los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.3 son casos en los cuales el carcaj ordinario de
la extensión torcida es el mismo que el del álgebra original y efectivamente las relaciones
tienen el doble de largo que las del álgebra original.

Ejemplo 3.3.3. Sea A el cociente del álgebra de caminos del carcaj Q

2

1 3

a b

c

por el ideal I = (cba, acb, bac). Según [FP02, Theorem 3.9], la extensión trivial TA es
isomorfa a KQ′/I ′, con Q′ el carcaj

2

1 3

b
ac

a
cb

c

ba

e I ′ el ideal

(cba, acb, bac, acaba, babcb, cbcac, accb, baac, cbba,

baba− cbcb, caca− cbcb, acac− cbcb, abab− cbcb, acac− bcbc, baba− bcbc).

En el complejo de cohomología vale

HomEe(KQ′
0, TA) = ⟨e1∥e1, e1∥baba, e2∥e2, e2∥abab, e3∥e3, e3∥baba⟩K ,

HomEe(KQ′
1, TA) = ⟨a∥a, a∥cb, b∥b, b∥ac, c∥c, c∥ba, cb∥cb, cb∥a, ac∥ac, ac∥b, ba∥ba, ba∥c⟩K ,

HomEe(KR′, TA) = ⟨cba∥e1, cba∥baba, acb∥e2, acb∥abab, bac∥e3, bac∥baba, acaba∥e3,
acaba∥baba, babcb∥e1, babcb∥baba, cbcac∥e2, cbcac∥abab,
accb∥ba, accb∥aca, accb∥bcb, baac∥cb, baac∥bab, baac∥cac,
cbba∥ac, cbba∥cbc, cbba∥aba, (baba− cbcb)∥e1,
(baba− cbcb)∥baba, (caca− cbcb)∥e1, (caca− cbcb)∥baba,
(acac− cbcb)∥e2, (acac− cbcb)∥abab, (abab− cbcb)∥e2,
(abab− cbcb)∥abab, (acac− bcbc)∥e3, (acac− bcbc)∥baba,
(baba− bcbc)∥e3, (baba− bcbc)∥baba⟩K .
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Los diferenciales satisfacen d0(e1∥baba) = d0(e2∥abab) = d0(e3∥baba) = 0,

d0(e1∥e1) = a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba,
d0(e2∥e2) = b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb,
d0(e3∥e3) = c∥c+ ba∥ba− b∥b− ac∥ac,

de donde

ker d0 = ⟨e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥baba, e2∥abab, e3∥baba⟩K ,
im d0 = ⟨a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba, b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb⟩K

y

d1(a∥a) = (baba− cbcb)∥baba+ (caca− cbcb)∥baba+ (acac− cbcb)∥abab
+ (abab− cbcb)∥abab+ (acac− bcbc)∥baba+ (baba− bcbc)∥baba,

d1(a∥cb) = acb∥abab+ bac∥baba+ cba∥baba,
d1(b∥b) = −(caca− cbcb)∥baba− (acac− cbcb)∥abab− (acac− bcbc)∥baba,
d1(b∥ac) = acb∥abab+ bac∥baba+ cba∥baba,
d1(c∥c) = −(baba− cbcb)∥baba− (abab− cbcb)∥abab− (baba− bcbc)∥baba,
d1(c∥ba) = acb∥abab+ bac∥baba+ cba∥baba,
d1(cb∥cb) = −d1(a∥a),
d1(cb∥a) = babcb∥baba+ cbcac∥abab+ accb∥aca+ cbba∥aba,
d1(ac∥ac) = (caca− cbcb)∥baba+ (acac− cbcb)∥abab+ (acac− bcbc)∥baba,
d1(ac∥b) = acaba∥baba+ cbcac∥abab+ accb∥bcb+ baac∥bab,
d1(ba∥ba) = (baba− cbcb)∥baba+ (abab− cbcb)∥abab+ (baba− bcbc)∥baba,
d1(ba∥c) = acaba∥baba+ babcb∥baba+ baac∥cac+ cbba∥cbc,

por lo que

ker d1 = ⟨a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba, b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb, a∥cb− b∥ac,
a∥cb− c∥ba, a∥a+ b∥b+ c∥c, a∥a+ cb∥cb⟩K .

Luego, son dimK HH0(TA) = dimK HH1(TA) = 4 y se pueden elegir las siguientes bases:

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥baba, e2∥abab, e3∥baba} para HH0(TA),

{a∥cb− b∥ac, a∥cb− c∥ba, a∥a+ b∥b+ c∥c, a∥a+ cb∥cb} para HH1(TA).

Una vez más, esto es coherente con [CMRS03, Theorem 5.5], pues

AA = ⟨1⟩K ,

HomK(HH1(A),K) = ⟨(cb⊗ a)∗, (ac⊗ b)∗⟩K ,

HH1(A) = ⟨a∥a⟩K ,

AltA(DA) = 0.
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Sean ahora λ1, λ2 ∈ K no nulos simultáneamente. Así λ1acb∥e∗2 + λ2bac∥e∗3 es un 2-
cociclo que no es un 2-coborde. Empezamos a construir un morfismo de comparación entre
la resolución bar de A y la resolución de Bardzell de A:

. . . A⊗4 A⊗3 A⊗2 A 0

. . . A|KR|A A|KQ1|A A|KQ0|A A 0

b′2 b′1 b′0

δ0δ1δ2

f2 f1 f0 id

Existe un morfismo de comparación (fk)k∈N entre dichas resoluciones tal que

f0(1⊗ 1) = 1|1|1,

f1(1⊗ α⊗ 1) =



0 si α ∈ Q0,

1|α|1 si α ∈ Q1,

b|a|1 + 1|b|a si α = ba,

c|b|1 + 1|c|b si α = cb,

a|c|1 + 1|a|c si α = ac,

f2(1⊗ α⊗ β ⊗ 1) =



0 si α ∈ Q0 o β ∈ Q0,

1|αβ|1 si αβ ∈ R,

0 si α ∈ Q1 y αβ /∈ R,

0 si β ∈ Q1 y αβ /∈ R,

a|cba|1 si α = ac y β = ba,

b|acb|1 si α = ba y β = cb,

c|bac|1 si α = cb y β = ac.

El morfismo resultante F : A⊗4 → DA está determinado por la extensión Ae-lineal de

F (1⊗ α⊗ β ⊗ 1) = 0 si α ∈ Q0 o β ∈ Q0,

F (1⊗ a⊗ cb⊗ 1) = F (1⊗ ac⊗ b⊗ 1) = λ1e
∗
2,

F (1⊗ b⊗ ac⊗ 1) = F (1⊗ ba⊗ c⊗ 1) = λ2e
∗
3,

F (1⊗ c⊗ ba⊗ 1) = F (1⊗ cb⊗ a⊗ 1) = 0,

F (1⊗ α⊗ β ⊗ 1) = 0 si α ∈ Q1 y αβ /∈ R,

F (1⊗ α⊗ β ⊗ 1) = 0 si β ∈ Q1 y αβ /∈ R,

F (1⊗ ac⊗ ba⊗ 1) = F (1⊗ ba⊗ cb⊗ 1) = F (1⊗ cb⊗ aca⊗ 1) = 0,

por lo que el 2-cociclo φ : A⊗2 → DA a considerar es

φ = λ1a⊗ cb∥e∗2 + λ1ac⊗ b∥e∗2 + λ2b⊗ ac∥e∗3 + λ2ba⊗ c∥e∗3.

Sea
{e1, e2, e3, a, b, c, ba, cb, ac, e∗1, e∗2, e∗3, a∗, b∗, c∗, (ba)∗, (cb)∗, (ac)∗}

una base de A ⋉φ DA. Los productos entre ellos son los mismos que en TA, salvo por
acb = λ1e

∗
2 y bac = λ2e

∗
3. Notemos que aa∗ = b∗b = e∗2 y que bb∗ = c∗c = e∗3, por lo que,

salvo multiplicación por escalares (y excluyendo los casos λ1 = 0 y λ2 = 0), vale que

acb = aa∗ = b∗b

bac = bb∗ = c∗c.
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Para encontrar una expresión de la extensión torcida como cociente de un álgebra de
caminos, una idea que sale de estas igualdades es usar la correspondencia a∗ 7→ cb, b∗ 7→ ac
y c∗ 7→ ba. También, las relaciones acac − abab y abab − cbcb comparadas con aa∗ − b∗b
llevan a considerar

a∗ 7→ cac

b∗ 7→ aba

y también

a∗ 7→ bab

b∗ 7→ cbc.

En lugar de explorar estas posibilidades, vamos a usar los resultados de [KIS18, p. 14–15],
donde los autores estudian esta álgebra. En el Teorema 3.3.1 concluyen que A ⋉φ DA es
isomorfa a KQ̃/Ĩ, donde Q̃ es el carcaj

2

1 3

b
ac

a
cb

c

ba

e Ĩ es el ideal

(cba, accb, baac, cbba, aca− bcb, bab− cac, cbc− aba, acb− λ1cbcb, bac− λ2acac).

En el complejo de cohomología, resulta que

HomEe(KQ̃0, A⋉φ DA) = ⟨e1∥e1, e1∥baba, e2∥e2, e2∥cbcb, e3∥e3, e3∥acac⟩K ,
HomEe(KQ̃1, A⋉φ DA) = ⟨a∥a, a∥cb, b∥b, b∥ac, c∥c, c∥ba, ba∥ba, ba∥c,

cb∥cb, cb∥a, ac∥ac, ac∥b⟩K ,
HomEe(KR̃,A⋉φ DA) = ⟨cba∥e1, accb∥ba, accb∥aca, baac∥cb, baac∥bab, cbba∥ac, cbba∥cbc,

(aca− bcb)∥ba, (aca− bcb)∥aca, (bab− cac)∥cb, (bab− cac)∥bab,
(cbc− aba)∥ac, (cbc− aba)∥cbc, (acb− λ1cbcb)∥e2,
(acb− λ1cbcb)∥acb, (bac− λ2acac)∥e3, (bac− λ2acac)∥bac⟩K ,

donde si λ1 = 0, se puede sacar a (acb − λ1cbcb)∥acb, y de la misma forma, si λ2 = 0,
se puede sacar a (bac − λ2acac)∥bac. Las imágenes de los primeros diferenciales en los
elementos de recién valen

d0(e1∥e1) = a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba,
d0(e2∥e2) = b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb,
d0(e3∥e3) = c∥c+ ba∥ba− b∥b− ac∥ac,
d0(e1∥baba) = d0(e2∥cbcb) = d0(e3∥acac) = 0,

por lo que

ker d0 = ⟨e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥baba, e2∥cbcb, e3∥acac⟩K ,
im d0 = ⟨a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba, b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb⟩K .
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Por otro lado,

d1(a∥a) = (aca− bcb)∥aca− (cbc− aba)∥cbc+ (acb− λ1cbcb)∥acb,
d1(a∥cb) = cba∥baba+ (acb− λ1cbcb)∥cbcb+ (bac− λ2acac)∥acac,
d1(b∥b) = −(aca− bcb)∥aca+ (bab− cac)∥bab+ (bac− λ2acac)∥bac,
d1(b∥ac) = cba∥baba+ (acb− λ1cbcb)∥cbcb+ (bac− λ2acac)∥acac,
d1(c∥c) = −(bab− cac)∥bab+ (cbc− aba)∥cbc,
d1(c∥ba) = cba∥baba+ (acb− λ1cbcb)∥cbcb+ (bac− λ2acac)∥acac,
d1(ba∥ba) = (bab− cac)∥bab− (cbc− aba)∥cbc,
d1(ba∥c) = baac∥bab+ cbba∥cbc+ (bab− cac)∥cb− (cbc− aba)∥ac,
d1(cb∥cb) = −(aca− bcb)∥aca+ (cbc− aba)∥cbc− (acb− λ1cbcb)∥acb,
d1(cb∥a) = accb∥aca+ cbba∥cbc− (aca− bcb)∥ba

+ (cbc− aba)∥ac− λ1(acb− λ1cbcb)∥acb,
d1(ac∥ac) = (aca− bcb)∥aca− (bab− cac)∥bab− (bac− λ2acac)∥bac,
d1(ac∥b) = accb∥aca+ baac∥bab+ (aca− bcb)∥ba

− (bab− cac)∥cb− λ2(bac− λ2acac)∥bac,

de donde

ker d1 = ⟨a∥a+ cb∥cb− c∥c− ba∥ba, b∥b+ ac∥ac− a∥a− cb∥cb,
a∥a+ cb∥cb, a∥cb− b∥ac, a∥cb− c∥ba⟩K .

Luego, dimK HH0(A⋉φ DA) = 4 y

{e1∥e1 + e2∥e2 + e3∥e3, e1∥baba, e2∥cbcb, e3∥acac}

es una base, mientras que dimK HH1(A⋉φ DA) = 3 y

{a∥a+ cb∥cb, a∥cb− b∥ac, a∥cb− c∥ba}

es una base. Notar que esto es coherente con la Observación 2.2.2.

Todos estos resultados podrían ser aplicados al estudio de la cohomología de Hochschild
de extensiones triviales en grados mayores que 1.
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