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Introduccion

La topologia diferencial estudia las propiedades globales de las variedades diferen-
ciables (a diferencia de la geometria diferencial que esencialmente estudia sus propie-
dades locales). Uno de los problemas fundamentales del area es la clasificacion de va-
riedades diferenciables a menos de difeomorfismo. Para abordar este problema existen
diversos invariantes que permiten distinguir variedades no difeomorfas y técnicas que
facilitan el estudio de su topologia. Una de las herramientas cldsicas mas relevantes es la
teoria de Morse, que surge del trabajo de M. Morse sobre los puntos criticos de funciones
suaves a valores reales [Mor34] y que ha evolucionado considerablemente con el tiempo.

Una funcién de Morse f : M — R, definida en una variedad diferenciable cerrada
(compacta y sin borde) M, es una funcién suave cuyos puntos criticos son no degene-
rados; es decir, aquellos en los que la diferencial de f se anula y la matriz Hessiana es
inversible. El indice de un punto critico no degenerado p € M se define como el nimero
de autovalores negativos (contados con multiplicidad) de la matriz Hessiana de f en
una carta alrededor de p, indicando asi en cudntas direcciones principales f decrece.

Una funciéon de Morse f : M — R nos proporciona una forma de “reconstruir” la
variedad diferenciable M mediante la adjuncién de manijas. Dada una variedad dife-
renciable N de dimensién n con borde no vacio, un entero 0 < k < 1, y un embedding
@ : 0DF x D"k — 0N, se define una variedad diferenciable

N & (DF x Dn=F)
{go(x,y) ~ (x/y)}(x,y)eé’DkXD"—k‘

X(N/q’fk) =

Decimos que M se obtiene a partir de N adjuntando una k-manija si M es difeomorfa
a x(N, ¢, k), para algin embedding ¢.

Un resultado fundamental de la teoria de Morse establece que, dada una funcién de
Morse f : M — R y un valor critico c € R de f, si € > 0 es tal que [c —€,¢+ €] no
contiene otro valor critico de f, entonces la variedad f~!(—o,c + €] se obtiene a partir
de f~!(—w, c — €] adjuntando tantas k-manijas como puntos criticos de indice k haya en
f~Y(c). Esto permite descomponer la variedad M en manijas, con c; manijas de indice k.

Desde el punto de vista homotépico, el resultado anterior implica que la variedad
f~1(—0,c + €] es homotépicamente equivalente a un espacio que se obtiene a partir
de f~1(—o0,c — €] adjuntando tantas k-celdas como puntos criticos de indice k haya en
f~1(c). Como consecuencia, si ¢y denota la cantidad de puntos criticos de f de indice k
y bk es el k-ésimo ntiimero de Betti de M, se deduce que by < ¢, para todo k € INg. Una
funcién de Morse perfecta es aquella en la que by = ¢, para todo k € INy. El objetivo de
esta tesis es determinar cudles variedades diferenciables cerradas admiten funciones de
Morse perfectas.

Dada una funcién de Morse f : M — IR, se tiene una descomposiciéon en mani-
jas. Reciprocamente, toda descomposicién en manijas puede obtenerse a partir de una
funcién de Morse [MSS65]. Asi, la existencia de una funcién de Morse perfecta es equi-
valente a la existencia de una descomposicién en manijas “minimal”, con by manijas
de indice k (donde el ndmero de k-manijas de una descomposicién es siempre mayor
o igual a by). En la década de 1960, Smale desarroll técnicas para cancelar manijas en
una descomposicién, y con ello probé la conjetura de Poincaré generalizada [Smaé6lal
y el teorema de h-cobordismo [Sma62]. Aplicando estas técnicas, demostraremos que
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toda variedad cerrada, simplemente conexa, de dimensién mayor o igual a 6 y cuya ho-
mologia sea libre de torsion, admite funciones de Morse perfectas. Este es el resultado
principal de esta tesis.

En los casos en que la variedad no es simplemente conexa, el teorema de h-cobordismo
falla. Las distintas clases de h-cobordismos se encuentran clasificadas por la torsiéon
de Whitehead. Este resultado, probado por Barden [Bar64], Mazur [Maz63] y Stallings
[Sta65]], se conoce como el Teorema de s-cobordismo. Exploraremos las técnicas invo-
lucradas en la demostraciéon de este teorema con el objetivo de generalizar el teorema
de existencia de funciones de Morse perfectas, desarrollando resultados originales en el
proceso.

En el Capitulo 1, introduciremos la teoria de Morse cldsica, enunciando los prin-
cipales resultados y demostrando algunos de ellos. Como aplicacién de la teoria de
Morse, demostraremos el Teorema de Reeb, el cual establece condiciones suficentes pa-
ra que una variedad diferenciable cerrada sea homeomorfa a la esfera, ampliando la
demostracién encontrada en [Mil64]. Luego, demostraremos que la propiedad de ad-
mitir funciones de Morse perfectas se preserva bajo la suma conexa y el producto de
variedades. También exploraremos la relaciéon entre el grupo fundamental de la varie-
dad y la existencia de este tipo de funciones, obteniendo una limitacion: si el rango del
grupo fundamental es estrictamente mayor que b, entonces la variedad no admitird
funciones de Morse perfectas. En particular, si 771(M) es no trivial y perfecto (es decir,
su abelianizado es cero), entonces M no admitird funciones de Morse perfectas. Un re-
sultado conocido, pero cuya demostraciéon detallada no se encuentra en la literatura, es
que para cada n > 4 y para cada grupo finitamente presentado G, existe una variedad
diferenciable cerrada, conexa y orientada, de dimensién 7, cuyo grupo fundamental es
isomorfo a G. En este capitulo, daremos una demostracién de este resultado y, junto con
el hecho de que la esfera de Poincaré no admite funciones de Morse perfectas, deduci-
remos que para todo n > 3, existen variedades diferenciables cerradas y orientadas de
dimensién n que no admiten funciones de Morse perfectas.

Sabiendo que, para que una variedad diferenciable M admita funciones de Morse
perfectas, es condicién necesaria que rk(7r1(M)) = by, nos preguntamos si hay alguna
otra condicién que el grupo fundamenal de la variedad deba satisfacer. En particular,
nos preguntamos si la presencia de torsién en el grupo fundamental es una obstruc-
cion para la existencia de funciones de Morse perfectas. Para responder a esta pregunta,
exhibiremos un ejemplo original de una variedad diferenciable M de dimensién n > 6
cuyo grupo fundamental tiene torsién, pero que admite funciones de Morse perfectas.
Luego, generalizaremos este ejemplo obteniendo un resultado original (Teorema [I.6.6),
que establece que para todo n > 6 y para todo grupo G finitamente presentado, cuyo
rango coincida con el rango del abelianizado (como Z-mdédulo), existe una variedad di-
ferenciable M cerrada, orientada y conexa, de dimensién #, cuyo grupo fundamental es
isomorfo a G y que admite funciones de Morse perfectas. Este teorema serd demostrado
en el capitulo siguiente. Concluimos entonces que, en dimensiones mayores o iguales a
6, el grupo fundamental no representa, por si solo, mds obstrucciones que la desigual-
dad rk(7t1(M)) > by.

En el Capitulo 2 desarrollaremos la teoria de manijas y las técnicas para demostrar
el teorema de h-cobordismo propuestas por Smale. Estas técnicas serdn empleadas para
demostrar que en variedades cerradas, simplente conexas, de dimensién n > 6, la con-
dicién de que la homologia sea libre de torsion es suficiente para garantizar la existencia
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de funciones de Morse perfectas. Como aplicacion de este teorema, deduciremos que las
esferas exdticas admiten funciones de Morse perfectas. Ademads, utilizaremos la teoria
de manijas para demostrar el Teorema [1.6.6]

En el Capitulo 3, generalizaremos los resultados del capitulo anterior y demostra-
remos el Teorema de s-cobordismo. Describiremos el grupo de Whitehead y la torsiéon
de Whitehead, siguiendo [Mil66] y [Coh73|], y aplicaremos estas construcciones para
obtener un resultado mas general sobre la existencia de funciones de Morse perfectas.



Capitulo 1

Teoria de Morse

La teoria de Morse fue introducida por M. Morse en la década de 1920, mientras
estudiaba las propiedades de los puntos criticos y el calculo variacional. Las ideas desa-
rrolladas por el autor nos permiten estudiar la topologia de una variedad diferenciable
a partir de las funciones suaves a valores reales definidas en ella. Sus contribuciones
originales estan descriptas en [Mor34]. El objetivo de la primera parte de este capitulo
es proporcionar una vision general de la teoria de Morse clésica, presentando sus resul-
tados principales, ejemplos y algunas demostraciones e ideas fundamentales, tomando
como referencia el trabajo de Milnor en [Mil63] y [MSS65]]. Para més detalle remitimos
al lector a dicha fuente, asi como también a [Hir12, Capitulo 6].

1.1. Definiciones y resultados basicos

Dada una funcién f : M — R suave, diremos que p € M es un punto critico si su
diferencial en p es 0. Diremos que p € M es un punto critico no degenerado si existe
una carta (U, ¢) alrededor de p en M tal que la matriz Hessiana de f = fo ¢! es
alfo(p—l

0xi0%j le(p) ij

no degenerada. Es decir, si es inversible para alguna carta (U, ¢) de M

alrededor de p.

Notaremos H,) f a la matriz Hessiana de f en p en la carta (U, ¢). Cuando no
querramos hacer énfasis en la carta, la notaremos simplemente como H,f.

Observacién 1.1.1. Si existe una carta (U, ¢) de M alrededor de p tal que H,, f es inversi-
ble, entonces para toda carta (V, ) de M alrededor de p se verfica que Hy,(f o p1) es

N N

inversible. En efecto, notando p = ¢ o !, se tiene que foyp~! = fop,con f = foe~l.
Luego,

Vt[)(x) (fo ‘pil) = v(p(x)f,\' Dt,b(x)lo (Vx € V)/
y entonces

A

-1 F 2
Hyp)(fo™") = Hyp) f - Dy(p) + Vop).f ‘Dip(pP = Ho(p)f - Dy(p)P

es inversible, al serlo H, fy Dy(p)-

Asf, la propiedad de ser punto critico no degenerado es independiente de cartas.
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Una forma alternativa de definir punto critico sin pasar por cartas es pensar al Hes-
siano como una forma bilineal simétrica. Para ello, dada f : M — R suavey p € M
punto critico, se define

Hpf : ToM x TyM - R, Hypf(v,w) = Xp(Yf)
donde X, Y son campos suaves en M tales que X, = vy Y, = w.

Al ser p un punto critico de f, [X,Y],(f) = 0y como

(X, Y]p(f) = Xp(YSf) = Yp(Xf),

se tiene que H,(f)(v,w) = H,(f)(w,v), probando la simetria de #,f. Més atn, co-
mo X, (Y f) no depende de X y Y, (Xf) no depende de Y, se sigue que H,f no depende
de los campos X e Y que consideremos, asi que es un operador bien definido, bilineal y
simétrico.

Diremos que p es un punto critico no degenerado de f si H,f es no degenerada.
Notar que si identificamos T, M con R" via una carta (U, ¢) de M alrededor de p y to-
mamos la matriz de la forma bilineal H : R" x R"” — R, recuperamos la matriz H,,) f.
Es claro entonces que las dos definiciones de punto critico no degenerado coinciden.

Dada f : M — R suave y p € M un punto critico no degenerado, podemos tomar
(‘)Zfoqul

%X |g(q)
g € U (achicando U de ser necesario). Luego, p es el tnico punto critico de f en U
ya que de existir g € U — {p} punto critico de f, definiendo g : ¢(U) — R", g(x) =
2 fop!

Oxi0x; lo(q) ij

una carta (U, ¢) alrededor de p en M tal que < > sea inversible para todo
ij

y

&fogo_] 6foq)_] . . .
( X o vemos que g es suave, su matriz diferencial en q es

2(@(p)) = g(9(q)) =0, entonces existe 0 < t < 1 tal que

;t'tgw(iﬂ) +He(q) —¢(p))) =0

y por lo tanto D, ¢ no es inversible, absurdo.

Esto prueba que los puntos criticos no degenerados son aislados. En particular, si M
es compacta, toda funcién de Morse en M tiene finitos puntos criticos.

El comportamiento de una funcién f : M — R suave alrededor de un punto critico
no degenerado dependerd de su indice.

Definicién 1.1.2. Sea p € M un punto critico no degenerado de una funcién f : M — R
suave y H, f la matriz Hessiana de f en una carta. H,f es simétrica y no degenerada, asi
que admite una escritura de la forma H,f = CTDC con D una matriz diagonal con —1
y 1 en la diagonal. Se define el indice de p como la cantidad de —1 en D, y lo notamos

ip.
p
El indice de p resulta bien definido, no depende de la carta ya que equivale al indice

de la forma bilineal H, f. Este ntimero es la cantidad de autovalores negativos de H, f y
por ende es la cantidad de direcciones principales en las que la funcién decrece.

En un entorno de un punto critico no degenerado sabemos cémo se comporta la
funcién. Ese es el resultado del siguiente lema de Morse.
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" | 4

Figura 1.1: Funcién altura en el toro. Los puntos criticos de indice 1 estdn representados
en rojo, el méximo en azul y el minimo en violeta.

Lema 1.1.3. Dada f : M — R una funcién suave y p € M punto critico no degenerado de
indice k, existe (U, @) carta de M alrededor de p tal que ¢(p) =0y f = f o ¢~ ! satisface

fx1, e xn) = f(p) =3 — o = xg + X0+ + 25 (Vx e @(U)).

Definicion 1.1.4. Una funcién de Morse sobre una variedad diferenciable M sin borde
es una funcién suave f : M — R cuyos puntos criticos son no degenerados.

En el caso en que M tenga borde, pediremos ademds que f sea constante en las
componentes de borde y que los puntos criticos se hallen tinicamente en el interior de
M.

Ejemplo 1.1.5. Las siguientes funciones son funciones de Morse.

1. f:D*> >R, f(x,y) = x*> — y. Esta funcién tiene como tnico punto critico el (0,0)
y su indice es 1.

2. f:S§" —» R, la funcién altura definida en la esfera. Esta funcién tiene dos puntos
criticos: un méximo (indice 1) y un minimo (indice 0).

3. h:S'xS! > R, la funcién altura definida en el toro. Esta funcién tiene un méximo,
un minimo y dos puntos silla (ver Figura [1.1).

En toda variedad diferenciable compacta existen funciones de Morse. Mdas atn, da-
da una variedad diferenciable M compacta, podemos darle una topologia razonable a
C*(M) -el conjunto de funciones suaves de M en RR- en la cual las funciones de Morse
resultaran densas. Como C*(M) es un R-espacio vectorial, para definir una topologia
bastard dar una base de abiertos alrededor de la funcién 0. Luego, transladamos esta
base a una base de abiertos alrededor de cada funcién. Sea U = {(Uy, ¢a)}aea un con-
junto de cartas que cubren a M, y sea K = {Ky}sen un conjunto de compactos tal que
K, € U, para todo « € A. Notemos por g, = g o ¢, '. Para cada § > 0 definimos

%gu

axiax]'

09
(’7’xi

N;(U,K) = {ge C*(M) :|ga| <9,

<(5y’

< den @u(Cy) Vi, j= 1,...,n}.

Notar que {Ns}; es cerrado por intersecciones finitas, asi que si consideramos

B = {f + Ns} feco (M) 650
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se tiene que B es una base topolédgica. Le damos a C* (M) la topologia inducida por esta
base, y nos referiremos a ella como la topologia C?, ya que tiene en cuenta Gnicamente
el comportamiento de las derivadas hasta orden 2. Se puede probar que esta topologia
no depende del cubrimiento U/, ni del refinamiento por compactos K elegido.

Con esta topologia, las funciones de Morse son densas en C*(M).

Proposicion 1.1.6. Sea M una variedad cerrada, entonces las funciones de Morse forman una
abierto denso de C* (M) con la topologia C>.

Dada una funcién de Morse f : M — IR, podemos extraer informacién sobre la topo-
logia de M a partir de estudiar como varian los conjuntos de nivel de f. Para cada c € R
se define el conjunto M, = f~!(—oo,c|. Si inf f < ¢ < sup f, entonces M, tiene interior
no vacio y resulta una subvariedad de codimensién 0 de M, con borde M, = f~(c).
En caso de que f alcance un valor maximo b, M}, coincidird con M, y no tendra borde si
M no lo tiene.

Supongamos que tenemos una funcién de Morse f : U — R, definida en un abierto

UcR".Seapel c=f(p)y Vf(p) = (ﬁ(p) ﬂ(p)) el gradiente de f en p.

0x1 70Xy
Notar que V f(p) apunta en la direccién de méximo crecimiento de f y que es ortogonal
al conjunto de nivel f~1(c). En particular, V f es un campo suave en U, que al restringirlo
al borde de la subvariedad f -1 (—o0,¢], apunta hacia afuera de la misma.

Ejemplo 1.1.7. Consideremos la funcién altura & : (x,y,z) € M — z € R, definida
sobre el abierto M = {(x,y,z) € R3 : x> +y? < z}. Dado ¢ > 0, se tiene que h~!(c) =
{(x,y,¢) : ¥ + y? < ¢} es un disco abierto de radio +/c y las subvariedades M, y My son
difeomorfas para todos ¢, ¢’ > 0, basta considerar el difemorfismo p : M. — M. definido
por p(x,y,z) — (x,y,z+ (¢’ —¢)). Notar que el campo gradiente de / es constantemente
(0,0,1), y el flujo de dicho campo es ® : Rx M — M, ®(t,(x,y,z)) = (x,y,z+ ).
Fijando cada t € R, ®; : M — M es un difeomorfismo y de hecho tomando t = ¢’ —¢
recuperamos el difeomorfismo p.

El ejemplo anterior sugiere que podemos utilizar el flujo del campo gradiente de la
funcién para demostrar que ciertos conjuntos de nivel son difeomorfos. Emplearemos
esta técnica en variedades més generales que abiertos de IR", para lo cual necesitaremos
una definicién de campo gradiente para variedades.

Sea ¢ una métrica Riemanninana en M. Esta métrica induce un producto interno
gp : TyM x T,M — R en cada tangente, que notaremos por ¢, ),. Al ser T,M un espa-
cio vectorial de dimensién n = dim M, tenemos un isomorfismo entre T,M 'y su dual
(T,M)*. Para cada ¢ € (T,M)*, existe un tnico v € T,M tal que ¢(w) = (v, w), para
todo w € T, M.

Definicién 1.1.8. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, y f : M — R una funcién
suave. Se define el gradiente de f como el campo suave grad(f) satisfaciendo

dpf(v) = (grad(f)p,v), paracadape Myve M.
Asi definido, grad(f) depende de la métrica Riemanniana. En el caso en que M = R”"

con la métrica Euclidea, recuperamos el gradiente V.

Observacion 1.1.9. Dada (M, g) variedad Riemanniana y f : M — R suave, se verifica

1. p e M es punto critico de f si y solo si gradf, = 0,
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2.

sia : ] - M es una curva integral de grad(f), con | < R intervalo abierto
alrededor de 0, y «(tp) = g, entonces

d

E‘t:tofo a(t) = (grad(f),, ;t“:totx(t)}q = (grad(f)g, grad(f)g)q = 0.

En particular, f es estrictamente creciente sobre las curvas de nivel que no pasan
por puntos criticos (o equivalentemente, que no arrancan en puntos criticos).

Otra forma de definir campo gradiente es la introducida por Milnor para variedades
compactas en [MSS65].

Definicién 1.1.10. Sea M una variedad compacta, y f : M — R una funcién de Morse.
Decimos que un campo suave ¢ en M es un campo gradiente para f si

1.

2.

¢(f) : M — R es positiva en M — {puntos criticos def}, y

Para cada punto critico p € M de f, existe una carta (U, ¢) tal que la escritura en
estas coordenadas de f y ¢ es

fx1, e xn) = f(p) =33 — o = X2+ xF 1 + o+ X5,

é(xl, wXp) = (=X1, ey =Xk X1y ooer Xn)

siendo k el indice de p.

Campos gradientes de este estilo hay muchos, ya que fuera de los puntos criticos
solo pedimos positividad. La ventaja de esta definicién es que nos permite trabajar en el
contexto de variedades diferenciables sin tener que introducir una métrica Riemanniana
y, a la hora de pegar variedades o componer cobordismos, no tener que preocuparnos
por estos detalles.

El ejemplo es un caso muy particular de uno de los principales resultados de la
teoria de Morse, enunciado a continuacion.

Teorema 1.1.11. Sea M una variedad diferenciable sin borde, f : M — R suave, a,b € R tales
quea < b, f~1([a,b]) es compacto y no posee puntos criticos. Entonces M, es difeomorfo a M,
y M, < M, es un retracto (suave) por deformacion fuerte.

Demostracién. La idea de la demostracion consiste en

1.

grad(f)

Definir un campo X € X' (M) con soporte compacto, tal que coincida con Terad (72

en un entorno de f~!([a, b]).

Considerar el flujo ® del campo X, el cual estd definido en R x M, por ser X de
soporte compacto. La idea consiste en levantar M, en la direccién de las trayec-
torias del campo X, observando que en f~![a,b] el campo gradiente de X tiene
norma 1 y entonces la velocidad de las curvas integrales de X es 1. Esto permite
ir levantado los conjuntos de nivel de esta regioén al mismo tiempo e induce un
difeomorfismo entre M, y M,,. Para obtener un retracto por deformacién fuerte, se
tija M, y se aplasta M), siguiendo la direccién de las curvas integrales de forma tal
que a tiempo t se haya recorrido una distancia de t(b — a).

O

De hecho, la demostracién anterior permite probar el siguiente teorema.
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Teorema 1.1.12. Sea M una variedad diferenciable compacta, con borde y f : M — [a,b]
una funcion suave sin puntos criticos en M — oM, con f(0M) = {a,b}, entonces existe
G: f~1(a) x [a,b] — M difeomorfismo tal que fG(x,t) = t.

En particular f~1(s) es difeomorfo a f~1(t) Vs, t € [a, b).

Una de las aplicaciones clasicas del teorema anterior es el teorema de Reeb, que
establece una condicién suficiente para que una variedad diferenciable cerrada sea ho-
meomorfa a una esfera.

Teorema 1.1.13 (Reeb). Sea M" una variedad diferenciable cerraday f : M — R una funcién
suave con exactamente 2 puntos criticos, entonces M es homeomorfa a S".

Demostracion. Sea f : M — R una funcién suave con exactamente 2 puntos criticos, que
han de ser un méximo y un minimo porque M es compacta. Sean p € M minimo, g € M

miéximo, 1 = £(p) y b = £(g).

Supongamos primero que la funcién f es de Morse. Sean (U, ¢), (V, ) cartas en M
alrededor de p y g tales que

flxq,xny) =a+x3+ ..+ 22 xe o),

Flxt,pxy) =b—x3—..—x2 xep(V).

Tomemos € > 0 lo suficientemente chico de forma tal que M, = f~1(—0,a+€2] = U
y f_l([b —€?,)) € V. Se tiene que

1. M, . es difeomorfo a D" ya que

Mye ={xel: f(x) <e} > {xep(U):a+|x|* <a+e}=D"

De forma similar, f~!([b — €2, 0)) es difeomorfo a D".
2. f~Y([a+€? b—¢€?]) es difeomorfo a S"~! x [a + €2, b — €?]. Esto se sigue del teorema
1.1.12ly de que OM,, 2 = f~1(a + €2) es difeomorfo a S" 1.

Luego M es homeomorfaa D" u, "1 x [ v;j D", que a su vez es homeomorfa a S".

El caso general, en el que p y g pueden ser puntos degenerados, puede leerse de
[Mil64]. La idea consiste en probar que M — g es difeomorfo a R" usando el resultado
de Brown y Satallings, que dice que toda variedad diferenciable con la propiedad de que
todo compacto estd contenido en un abierto difeomorfo a R” es ella misma difeomorfa
a R". Para verificar que M — g tiene esta propiedad, se toma una carta (U, ¢) alrededor
de p tal que U es precompacto y ¢(U) = R". Dado K < M — g compacto, el abierto a
considerar en un abierto difeomorfo a U (y por lo tanto difeomorfo a IR") que se obtiene
estirando U en la direccién de las curvas integrales del campo gradiente de f hasta que
cubra a K. Daremos los detalles de este paso ya que no se encuentran en la referencia
dada.

Sean f,M,p y q como antes y sea K < M — g un compacto. Como f alcanza su
mdaximo valor en ¢ Unicamente, se tiene que f(x) < b para todo x € K. Al ser Ky U
compacto, existe € > 0 tal que K < f~l[a,b—¢€)y f(oU) < [a,b —€). Sea ® el flyjo
del campo gradiente de f, que por ser M compacta estd definido a todo tiempo t € R.
Notamos por ®*) : R — M a la curva integral que arranca en x. Consideremos la
funcién continua 7 : 0U — R definida por
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Figura 1.2: Funcién f con dos puntos criticos en M.

7(x) = t; = min {t eR: (O (1) =b— e} .

Observar que el conjunto sobre el cual estamos tomando minimo es no vacio, gracias
a que f es creciente en la curvas integrales del campo gradiente. Al ser U compacto, T
alcanza un méximo t,,. Luego,

f (q)(x)(t)> > b —e€paratodot >t, y para todo x € dU. (1.1)

Estiraremos U utilizando el difeomorfismo ®;, : M — M, ®;, (y) = ®W(t,,). Asi,
®;,(U) es un abierto de M difeomorfo a R". Veremos que este abierto contiene a K
viendo que contiene f -1 [a,b — €), como se ilustra en la Figura .

En efecto, sea y € f~'[a,b—€). Si y = p, entonces y € U y como ¢¥) es cons-
tantemente y se tiene que y € ®;, (U). Si y # p se tiene que lim;, , ®W)(t) = py

lim; . ®¥)(t) = g, de modo que existe algun tiempo t en el que ®Y)(t) € AU. Sea
)

—to

to > 0 el méaximo tal que ®Y, e dU. Luego, para todo t > t; se tiene que ¢p\¥) (—t) € U.

A su vez, si tg = t, tendriamos que el punto x = ®W(—ty) € AU satisface que
f (q)(x)(to)> = f(y) = b— € por (L.1), lo cual es absurdo. Asi, ty < t, y existe 6 > 0 tal
que to + 0 < t,;. Vemos entonces que ®_; 14 (y) € Uy al ser o+ 6 —t,, <0, que

Diyr6-t, © q>—t0—(5(y) eu.

En consecuencia, se verifica

Y=, (Pryis-1, 0 Pty—sy)) € Dy, (U),

como queriamos.
]

Dado X un espacio topolégico, podemos pegarle un disco de dimensién k € INg por
medio de una funcién ¢ : dD*¥ — X. Se obtiene asi un espacio topolégico

X u D*
{x ~ ¢(x) : xe oDk}’

X U, DF =

Cabe destacar que ¢ no es necesariamente inyectiva, lo que implica que al pegarle
el disco de dimensién k a X, es posible que se identifiquen puntos del borde del disco.
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Se llama k-celda al interior de D¥, visto en X Ugp DF, y se la denota ¢k. Diremos que el
espacio X U, D se obtiene a partir de X adjuntando una k-celda, y lo notaremos X u e*.
A continuacién, enunciamos otro de los principales resultados de la teoria de Morse, el
cual explica como cambian los conjuntos de nivel de f : M — RR al pasar por un punto
critico.

Teorema 1.1.14. Sea M sin borde, f : M — R, p € M punto critico de f de indice k, c = f(p)
y e > 0 tal que f~1([c — €, ¢ + €]) no contiene puntos criticos distintos de p. Entonces M, es
homotépicamente equivalente a adjuntarle una k-celda a M._,.

Recordemos que un CW-complejo es un espacio topolégico que se construye de ma-
nera inductiva. Se parte de un conjunto discreto de puntos (0-celdas) no vacio, conocido
como el 0-esqueleto. Luego, para cada #, se le adjuntan n-celdas al (n — 1)-esqueleto,
el cual estd compuesto por la unién de todas las celdas de dimensién menor o igual
a (n—1). Aplicando el teorema anterior cada vez que se pase por un valor critico de
la funcién, obtendremos un CW-complejo homotépicamente equivalente a M. Ese es el
contenido del siguiente teorema.

Teorema 1.1.15. Sea M una variedad cerrada y f : M — R una funcién de Morse, entonces M
es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo con tantas k-celdas como puntos criticos de
indice k.

Demostracién. En esta demostracion, utilizaremos la notacién X ~ Y para indicar que X
e Y son homotdpicamente equivalentes.

Sea f : M — R de Morse, con a = min f,b = max f. Sabemos que si ¢ es un valor
critico de f y € > 0 es lo suficientemente chico como para que [c — €, ¢ + €] no contenga
otro valor critico distinto de ¢, entonces

Meje = Me_e U EANUINNY ek",
donde 7 es la cantidad de puntos en f~!(c) y ki, ..., k, los indices de estos puntos.
Si ya supiésemos que M._. es homotépicamente equivalente a un CW-complejo, con
tantas celdas de dimensién k como puntos criticos de indice k haya en f~'(—o0,c — €],
entonces podriamos probar que M, es también un CW-complejo, con tantas celdas de
tamafio k como puntos criticos de indice k haya en f~!(—co,c + €], utilizando que

1. Si X es un CW complejo y se le adjunta una k-celda, entonces X U e* es homotopi-
camente equivalente a un CW-complejo Y que tiene a X como subcomplejo, y
cuyas celdas son las de X mds una de dimension k.

2. Si N ~ X, entonces N u ek ~ X U ¢-.

Estos resultados se deducen de aproximacién celular (ver por ejemplo [Hat02]) y del
gluing theorem for adjunctions spaces [Bro06, Teorema 7.5.7].

Demostremos el teorema haciendo induccién en la cantidad de valores criticos de f.
Sean a = ¢y < ¢1 < ... < ¢s = b los valores criticos de f. Como f alcanza mdaximo y
minimo, sabemos que s > 1. M, es un conjunto finito de puntos, por lo que es un CW-
complejo de dimensién 0. Sea € > 0 tal que c¢p < ¢; —€ < ¢ < c1 + € < ¢2. Como no hay
valores citicos en f~1(cg, c1 — €], por el teorema|1.1.12|se tiene que M, —e = My, x [co, c1 —
€]. En particular, M, _ = M,. Por el teorema [1.1.14) M., +¢ ~ M, _¢ U e uekr. Asi
que

M 4e ~ M, U U uén.
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Por el item 1, M, U e U ... U eF es homotSpicamente equivalente a un CW-complejo
con tantas celdas de dimensién k como puntos criticos de indice k haya en f~1[co, c1 + €].
Luego el teorema vale cuando hay 2 valores criticos, ie. cuando s > 1.

Supongamos cierto el teorema para f con m valores criticos. Sea f : M — R de Morse
con m + 1 valores criticos. Al igual que antes, M., , = M, —¢, y

n n n n
M, 4e =~ M, —cvej..ue, ~M,  uvej..ue.,

conr = #f~1(cy) y que por ser c,, = max f, estos puntos son todos de indice n = dim M.
Por hipétesis inductiva, M., , ~ X, con X un CW-complejo con la cantidad apropiada
de celdas de cada dimensién. Aplicando el item 2, se tiene

n n 1 n
M, ,vel..ue, ~Xuej..ue,

y aplicando el ftem 1, X uef... uef ~ Y, con Y un CW-complejo con las celdas de X mas
las celdas r celdas de dimensién n, por lo que Y tiene la cantidad apropiada de celdas
de cada dimensién. Juntando todo, se tiene que M = M., e ~ Y.

t

1.2. Desigualdades de Morse

En lo que sigue, consideraremos la homologia con coeficientes en Z. Recordemos
que un complejo de cadenas (Cs,d) es una sucesion de morfismos de Z-modulos

d d d d d
.._)Cn+l"_+1)cn_”>..._2>cl_l>co_0)

tal que d,, 41 od, = 0 para todo n € INg. Decimos que es finitamente generado si todos
los C; son finitamente generados y son todos 0 salvo finitos.

Notaremos por rg(M) al rango de un Z-moédulo finitamente generado M, el cual
es la dimensién de su parte libre.

Dado un complejo de cadenas (C,,d) finitamente generado, se define el k-ésimo
numero de Betti by como el rango de Hy(Cy). Asi, by = rg( ker d ) < r¢(Cy). Sera

Im diiq
de nuestro interés el caso en que el complejo de cadenas estd formado por Z-mdédulos
libres. En este caso, si gx es la cantidad minima de generadores de Hy(C*), entonces

be < g < dim(kerdy) < dim(Cy).

Sea r € Ny tal que C; = 0 para todo j > r. Haciendo induccién en r se prueba que
2. (=1)rg(C) = X, (=1, (1.2)
>0 j>0

En efecto, si ¥ = 0 entonces Cy = Hy(C,), de modo que rg(Cy) = by. Para el paso
inductivo, supongamos que la ecuacién vale para r — 1. Sea iy = rg(Im dy), ny =
rg(kerdy) y cx = r¢(Cy). Notar que b, = n, pues d,+1 =0 e i, = ¢, — n,, asi que

¢, = by + iy (1.3)

Por otro lado, el complejo de cadenas (C,d") definido por

C}’fl dr—1
— > .

dy do
Im d, ! 0
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también es finitamente generado, b;- = bj para todo 0 < j < r—1, y como C; = 0 para
todo j > r — 1, aplica la hipétesis inductiva. Se tiene entonces que

r—1

r— 1 j
(-1) (Im i > +Z 1)¢; = ]ZO ~1)/b;. (1.4)
Como rg (1%7;,) =1 — Iy = ¢;_1 — (¢, — by), se tiene que

_ Cro _ _
(1 (g ) = (17 e+ (<1 + (1) b
r
La igualdad deseada se obtiene reemplazando la ecuacién anterior en (1.4).

Si X es un espacio topoldgico con homologia finitamente generada, se define la
caracteristica de Euler de X como

i=0

Cuando X es un CW-complejo compacto (es decir, con finita cantidad de celdas), la
igualdad nos dice que x(X) = >;-o(—1)'a;, donde a; denota la cantidad de celdas
de dimension i. Esto se deduce del hecho que la homologia de X se puede calcular a
partir de un complejo de cadenas, donde cada C; es el Z-mo6dulo libre generado por las
i-celdas de X.

Como consecuencia de (1.2) se deducen las desigualdades de Morse.

Proposicién 1.2.1 (Desigualdades de Morse). Sea f : M — R de Morse y cy la cantidad de
puntos criticos de indice k, se verifican las siguientes desigualdades:

1. Desigualdad débil: by < cy para todo k € INj.
2. Desigualdad fuerte:
bj—bj1+ ..+ (=1)by < ¢j —cj_1 + ... + (—1)cg
paracada 0 < j<n

3. (M) = Syo(-1)ic;.
Demostracién. La igualdad (3) se deduce del parrafo previo a la proposicién, y del hecho
que si M es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo X, entonces H, (M) =
H.(X) y x(M) = x(X). La desigualdad fuerte implica la débil, asi que probaremos
la fuerte. Sabemos que M es homotépicamente equivalente a un CW-complejo X con

¢, celdas de dimension k. Dado j € {0,...,n} consideramos el j-esqueleto X0, Asi, el
complejo de cadenas de X)) viene dado por

0-C e 2 o iy

Sii < j, entonces b;(X ()) = bi(X) = b;(M). Mientras que H;(X")) = ker(d;), y
H;(X) es un cociente de H;(X')), por lo que b;(X) < b;j(X')). Luego,
1)

b(X) = bj-1(X) + . 4+ (=1)/bo(X) < b(XD) = bj 1 (X)) + ... 4 (=1)/bo (X))

J

(=1)x(X7)
y como o ‘
(-1)/x(X)) =¢j—cj—1+ ... + (=1))co,

se deduce la desigualdad deseada. O
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Corolario 1.2.2. Sea f : M — R una funcién de Morse tal que c, = 0 0 cx_1 = 0 para todo
1 < k < n, entonces by = ci para todo k € INy.

Demostracion. Sea k € INg y supongamos que ¢; = b; para todo j < k. Veamos que
Ck = by. Si ¢ = 0, entonces by = 0. Si ¢x # 0, por hipétesis ha de ser cxy1 = 0 y entonces
br+1 = 0. Usando la desigualdad fuerte de Morse para k 4 1 se tiene

by —be+ 4+ (1) b0 < ce1 —ce+ o+ (1) 0.
—— —
0 0

Al ser ¢; = b; para todo j < k, estos términos se cancelan y se deduce que —by < —c,
por lo que ¢, < by. Como siempre se tiene que by < c¢i, probamos que ¢, = by. Notar que,
para k = 0, la condicién de la hipétesis es vacia. Luego, se verifica la igualdad ¢, = by
para todo k > 0. O

A una funcién de Morse que cumpla by, = ¢, para todo k € INg se la llama funcién de
Morse perfecta (ver Seccién 1.5).

1.3. Cohomologia de de Rham

En esta seccion se recordardn las nociones basicas sobre la cohomologia de de Rham,
que pueden encontrarse en [Lee03] o [BT13].

Notemos por QF(M) al R-espacio vectorial de k-formas diferenciales en M, y sea
dy : Qk(M) — Ok (M) la diferencial exterior. La cohomologia de de Rham de M es la
cohomologia del complejo de cadenas de R-espacios vectoriales

0— QM) 2 QM) & Q2(M) - ... > Q"(M) 0.

. kerd
Notacién: HX, (M) = Im(earlk,kl)‘

HX (M) es un R-espacio vectorial y notamos por (HX,(M))* a su espacio dual. Dada
w una k-forma en M, notamos por [w] € HY, (M) a su clase.

Dados w € QF(M) y 7 € Q°(M), se define su producto exterior (o producto wedge)
como la k + s forma w A 17 en M que satisface

1
kls! Z (1)@ (X1, ooos Xi)1 (X1, s Xkt s)
e 065k+5

w A 1’](X1,..., Xk+s) =

para todos Xj, ...., Xj+s campos suaves en M. La diferencial exterior satisface la si-
guente férmula respecto del producto exterior:

dw A n) =dw s+ (—1)kw A dy
para toda w € QF(M) y 7 € Q5 (M).

Gracias a esta férmula, el producto exterior A : QF(M) x Q%(M) — QF*(M) pasa
bien a la cohomologia y define un operador R-lineal

A+ Hgg (M) x Hig“(M) — Hjip (M), [w] A [y] = [w A 17].

Si M es cerrada y orientada, el teorema de Stokes nos da la buena definicién del
operador de integracién I : [w] € Hjp (M) — §,, w.
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Teorema 1.3.1 (Dualidad de Poincaré). Sea M una variedad diferenciable cerrada y orientable
de dimension n. EIl operador

D s Hig(M) — (Hj (M)

@l = (D) ) [ @ni)

es un isomorfismo de R-espacios vectoriales. En particular, HX, (M) ~ Hiy k(M) como R-
espacios vectoriales.

De Rham probé que los grupos de cohomologia singular con coeficientes en R, que
notamos H¥(M, R), son isomorfos a los grupos de cohomologia HX,(M). A su vez, el
teorema de coeficientes universales en cohomologia nos dice que

HYM,Z) ~ 72" ® Ty, (Vke Z),

donde Tj_; denota la parte de torsiéon de Hy_1(M, Z).

Teniendo en cuenta que dim H*(M, R) = rgH*(M, Z), se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.3.2. Si M es una variedad diferenciable, cerrada y orientada, de dimension n, en-
tonces by = by,_y, para todo k =0, ..., n.

1.4. Pegado de variedades y cirugia

Dadas M y N variedades diferenciables de dimensién 7, con borde, nos interesa
armarnos una variedad diferenciable pegando My N a través de su borde. Nos concen-
tramos primero en el caso en que los bordes son difeomorfos, aunque puede hacerse en
general con componentes de borde.

Decimos que V. < M es un dominio regular si V es una subvariedad de M de
codimensién 0, con borde y cerrada como espacio topolégico.

Teorema 1.4.1. Sean M, N variedades diferenciables de dimension n, con borde, y h : ON — M
un difeomorfismo. El espacio topolégico M vy N = % es una variedad diferenciable con
una estructura diferenciable inducida por M y N de forma tal que existen dominios regulares

M', N’ difeomorfos a M y N tales que
Muy,N=M UNyM nN =oM =0N'.

La demostraciéon puede leerse de [Lee03]. Mencionaremos tnicamente como es la

estructura diferenciable que estamos considerando. Sea p : M IN - Mu » N la pro-
yeccién al cociente. Sea A un atlas del interior de M y B un atlas del interior de N.
El atlas que consideraremos en M u N serd A u B U C, con C un conjunto de cartas
alrededor de los puntos p € N que describimos a continuacién. Consideremos U < M
y V < N entornos cuello de M y N, siendo iy : [0,1) - dM y iy : [0,1) — ON los
respectivos embeddings. Para cada p € ¢N, sea (B, ¢) una carta alrededor de p en ¢N,
con B lo suficientemente chico de forma tal que i(B) sea un dominio de una carta ¢
en 0M. Tenemos un homeomorfismo a un abierto de R" dado por ¢ : (—1,1) x B —
(=1,1) x ¢(B), ¢(t,x) = (t, ¢(x)). Precomponiendo ¢ con la inversa del homeomorfis-
mo f: (—1,1) x B— U vy, V definido por

[ o=t h(x))) si —1<t<0
fltx) —{ o)) a o<t
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obtenemos una carta de M U, N alrededor de p. El conjunto de estas cartas es el
conjunto C mencionado.

Ma4s atin, esta estructura diferenciable es tinica a menos de difeomorfismo.

Lema 1.4.2. Sean Wi = M; u N1, W, = M, u N, variedades diferenciables de dimension n
sin borde, con M;, N; subvariedades de dimension n con borde V; = 0M; = O0N; = M; n N;,
i = 1,2. Supongamos que existe h : Wy — W homeomorfismo tal que hjpy, : My — Ma y
hin, : N1 — Ny son difeomorfismos. Entonces existe f : Wy — W difeomorfismo que coincide
con h afuera de un entorno de V.

Una demostracion posible es usando el hecho de que dos entornos cuellos cuales-
quiera de una variedad diferenciable con borde son isotépicos, como lo hace Hirsch en
[Hir12, Teorema 8.1.9]. Otra demostraciéon puede hallarse en [Mun67].

Notar que si M y N son conexas, entonces M uj, N también lo es. En el caso en que
My N sean orientadas, se tiene la siguiente observacién.

Observacién 1.4.3. Si M y N son variedades orientadas, de dimensién n, y h : 0N — oM
es un difeomorfismo que invierte la orientacién, entonces podemos darle una orienta-
cién a M uy, N a partir de la de M y la de N. Basta ver que podemos orientar los puntos
de h(0N) en M Uy N de forma compatible con las orientaciones de My N.Si pe N y
11 € TyN es un vector que apunta hacia el exterior de N, entonces f,(7) es un vector en
T¢(,)M que apunta hacia el interior de M. Tomando entornos cuello iy : [0,1) — oM,
in @ [0,1) - 0N, y la carta f definida en , vemos que se vuelve a revertir hacia donde
apunta f.(1) en M (mirar la coordenada t € (—1,1)). Asi, tomando A, B atlas orienta-
dos de los interiores de My N, y C el conjunto de cartas definido anteriormente, pero
tomando cartas (B, ¢) orientadas de 0N -con la orientacién inducida en el borde-, se
obtiene un atlas orientado de M u;, N.

Sea f : M — R una funcién de Morse. Notaremos por c,(f) a la cantidad de puntos
criticos de f de indice k y por ¢(f) a la cantidad total de puntos criticos. Nos interesa
no solo pegar variedades a través de su borde, sino también funciones de Morse. En esa
linea, presentamos el siguiente resultado, que serd fundamental para construir funciones
de Morse a partir de otras que ya conozcamos.

Lema 1.4.4. Sean f : M — Ry g : N — R dos funciones de Morse tales que
f(OM) =méx f =b = g(0N) =ming.

Sean ¢ y ¢’ campos gradientes para f y g respectivamente, normalizados salvo en pequefios
entornos de los puntos criticos. Entonces, existe F : M uy N — R de Morse, que coincide con
fen M, con gen N y tal que & vy &' es un campo gradiente para F. En particular, ¢, (F) =
ck(f) +cx(g) para todo k = 0,1, ..., n.

Demostracién. A la hora de dar el atlas, para armar el conjunto de cartas C se ha de tomar
entornos cuello alrededor de M y 0N, que surjan de considerar las curvas integrales
de los capos gradientes de f y ¢ normalizados. Asi, f y g se comportan de forma lineal
en los respectivos entornos cuello. Luego, al pegar estos cuellos para formar las cartas,
las funciones se pegardn bien y el pegado resultara suave. En este escenario, es claro
entonces que ¢ Uy, ¢’ es un campo gradiente para F = f Uy, g. O

Una primera aplicaciéon de este lema se encuentra al final del capitulo, donde, a par-
tir de una estructura celular de §", obtendremos una funcién de Morse con el mismo
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ntmero de puntos criticos que celdas en la estructura dada.

Sean M, N variedades diferenciables de dimensién 7, con borde, y f,g : N — oM
dos difeomorfismos. Nos gustaria poder determinar ctando M usf N y M ug N son
difeomorfas. Si podemos deformar f en g, entonces lo serdn. La nocién de isotopia hace
precisa esta afirmacion.

Definicién 1.4.5. Sean Q, M variedades diferenciables, una isotopia de Q en M es una
funcién suave F : Q x I — M, tal que F; : Q — M es un embedding para todo t € I.

Decimos que dos embeddings f,g : Q — M son isotépicos si existe una isotopia
F:QxI—->MtalqueFh=fyF =g

Enel casoenque Q = My F : M — M sea un difeomorfismo para todo t € I
diremos que F es una difeotopia o una isotopia ambiente. También, en caso de tener
f,g + Q — M difeomorfismos, diremos que son difeomorfismos isotépicos cuando la
isotopia F sea un difeomorfismo para todo t € I.

A continuacién, enunciamos los resultados principales de extensién de isotopias. Pa-
ra una desmostracion de los mismos ver [Hir12]..

El soporte de una isotopia F : V x I — M se define como la clausura del conjunto de
puntos x € V tales que F;(x) # Fy(x) para algtn f € I. Lo notaremos Supp(F),

Supp(F) = {x e V : F(x,t) # F(x,0) para algun t}.

Teorema 1.4.6. Sea Q = M una subvariedad compacta y F : Q x I — M una isotopia de Q en
M.SiF(QxI) < dMoF(QxI)< M— Int(0M), entonces F se extiende a una difeotopia en
M con soporte compacto.

Dada una isotopia F : Q x I — M se define su recorrido como el embedding
F:QxI—>MxI, E(xt)=(F(x,t),t).

Teorema 1.4.7. Sea U = M abierto y A <= U compacto. Si F : U x I — M es una isotopia tal
que F(Q x I) € M x I es abierto, entonces existe una difeotopia F de M con soporte compacto y
que coincide con F en un entorno de A x 1.

Teorema 1.4.8. Sean N, M variedades diferenciables y Q < N una subvariedad compacta.
Dados dos embeddings fo, f1 : Q — M — 0M isotépicos en M — 0M tal que uno de los dos se
extiende a un embedding N — M, entonces el otro también.

Teorema 1.4.9. Sean M, N variedades diferenciables de dimension n, con borde. Si f,g : ON —
OM son difeomorfismos isotdpicos, entonces M us N y M vy, N son difeomorfos via un difeo-
morfismo ¢ que manda M en My N en N.

Demostracién. Sea F : 0N x I — JM una isotopia tal que Hy = f, Hi = gy F es
un difeomorfismo para todo + € M. Tomando G = ¢"'H : dN x I — 0N tenemos
una difeotopia entre ¢~!f y la identidad Id. Veamos que podemos esxtender ¢~ f a
un difeomorfismo & : N — N. Primero extendemos la difeotopia G a N x [0,1+ 3]
definiendo G; = Id para todo 1 < t < 1+ % Consideramos un entorno cuello de
1:0N x [0,2) — Ny definimos & : N — N como

h(p) = (Gi(x),t) si p=1u(xt),1<t<1+3
P)= p si. peN—1dN x[0,1])
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Asi definida, 1 es un difeomorfismo y extiende a g~! f. Notar que para todo x € N se
tiene que g(h(x)) = gg~'f(x) = f(x). Podemos entonces definir ¢ : Mus N — M ug N
de forma tal que ¢\ = Id y ¢n = h. El mapa ¢ es el difeomorfismo que se buscaba. [

Sea M una variedad diferenciable cerrada, conexa, de dimensién n y sea ¢ : Sk x
D"¥ — M un embedding. Sea M’ = M — Int (¢(S¥ x D"~F)), M’ es una variedad
diferenciable de dimensién 1, con borde dM’ = ¢(S¥ x 0D"~¥). Aplicando el teorema
obtenemos una variedad diferenciable M[¢] = M Dk x gn—h=1,

!

U‘P\skxaon*k
Definicién 1.4.10. Dada M variedad diferenciable cerrada, conexa, de dimensién n y
¢ : S¥ x D"k — M un embedding, se define la cirugia de tipo (k,n — k) en M con mapa
@ como la variedad diferenciable

M[p| = M — Int ((p(Sk X D"—k)> U DF+L 5 gn—k—=1

(P|5k><aank
Asi definida, M|[¢] resulta cerrada, conexa y de la misma dimensién que M. Notar
que para cualquier x € D", la clase de homotopia de @|skx{x} €N M pasa a ser nula en

7 (M[@])-

Si M es orientada, para que la variedad M|¢]| sea orientada con la orientacién in-
ducida por M, las orientaciones de Sk x S"¥~1 como borde de M — ¢(S* x D"=*) y
como borde de D! x §"¥~1 deben ser opuestas. Asi, la funcién de pegado -que es la
identidad- revierte la orientacién y, por la observaciénm define una orientacién com-
patible en M[¢)]. Si ¢ preserva la orientacién usual de S¥ x D", entonces la orientacién
de S* x §"%=1 como borde de M — ¢(S* x D"~*) coincide con la orientacién estandar
de Sk x §" k=1 como borde de Sk x D"*. A su vez, la orientacién de S¥ x §"*~1 como
borde de D¥t1 x §"~*—1 eg 1a orientacion usual de SK x S"~%—1. Asi, las dos orientaciones
difieren tnicamente por un signo, dependiendo de k y 1, y como el pegado es via el
mapa identidad, invirtiendo la orientacién de D¥*! x §"~%=1 de ser necesario, podemos
definir una orientacién inducida por la orientacién de M, que compatible en toda la
variedad.

Un caso particular de cirugia de tipo 0 es la suma conexa de variedades diferenciales.

Definicién 1.4.11 (Suma conexa). Sean M y N variedades diferenciables conexas. Se
define la suma conexa de M y N como la variedad diferenciable

M#N = (M & N) [,

con ¢ : S x D" — MEN embedding tal que ¢({—1} x D") € Ny ¢({1} x D") < M.

(f(-lxbl)
\
=)~
W" )
4 xp*
i N H#N

Figura 1.3: Suma conexa de un toro y un toro con dos manijas.

La suma conexa estéd bien definida, no depende del embedding ¢ gracias al resultado
de Palais y Cerf que dice que hay una tnica forma de embeber discos en variedades
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diferenciables conexas, salvo quizé por la orientacién (ver por ejemplo [Hirl2, Secciéon
8.3]). En el caso en que M y N sean orientadas, pedimos que ¢ preserve la orientacion,
y en consecuencia, M#N es una variedad orientada. En la Figura puede verse un
ejemplo de suma conexa.

1.5. Funciones de Morse perfectas

Dada una variedad diferenciable cerrada M y una funcién de Morse f : M — R se
tiene un CW-complejo X homotépicamente equivalente a M con tantas celdas de dimen-
sion k como puntos criticos de indice k tenga f. Teniendo en cuenta las desigualdades de
Morse sabemos que by < c, donde by denota el k-ésimo namero de Betti de M y
ck es la cantidad de puntos criticos de indice k de f. Notar que c es también la cantidad
de celdas de dimensién k de X. Asi, a menor cantidad de puntos criticos, menor es la
cantidad de celdas del CW-complejo en cuestién. jExisten funciones de Morse en M con
exactamente by puntos criticos de indice k para todo k € INp? A este tipo de funciones se
las conoce como funciones de Morse perfectas, y constituyen el tema central de la tesis.

En esta seccién, comenzaremos a estudiar la existencia de funciones de Morse per-
fectas, presentando algunos ejemplos sencillos. Posteriormente, exploraremos qué tipos
de variedades diferenciables admiten funciones de Morse perfectas y cudles no, tratando
de detectar qué caracteristicas de las variedades impiden la existencia de tales funciones.

Definicién 1.5.1. Una funcién de Morse f : M — R se dice perfecta si by = c para todo
ke NQ.

Ejemplo 1.5.2. La esfera n-dimensional admite funciones de Morse perfectas. Sabemos
que

Z si i=0,n
‘n: 4
H;S {0 si i#0,n

de modo quesi f : " — R es una funcién de Morse perfecta, tendra 1 minimo absoluto,
1 méaximo absoluto, y ningtn otro punto critico. La funcién altura & : (x1,..., x,41) €
S§" — x,11 € R es una funcién de Morse perfecta.

Ejemplo 1.5.3. La funcién altura en el toro T = S! x S! es una funcién de Morse perfecta,
ya que posee Unicamente 4 puntos criticos: 1 minimo, 1 méximo y 2 puntos criticos de
indice 1.

Podemos aplicar el corolario al espacio proyectivo complejo de dimensién n,
considerando la funcién que da Milnor en [Mil63, 1.4]. Sea

{(z0, ..., zn) € C"H1 : Z;;O |z]-|2 =1}

~

CP" =

con ~ la relacién de equivalencia definida por
(20, s Zn) ~ (20, 0y 2y) = FAEC: A =1y (20, 20) = M2, oo  Z0y).-

Como variedad diferenciable sobre RR, la dimensién de CP" es 2n. Notamos por
[z0 @ ... : 2] ala clase de (zp, ..., z,) en CP".

Ejemplo 1.5.4. CP" admite funciones de Morse perfectas.
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Consideramos la funcién f : CP" — R, definida por
n
flzo, e zn] = Z cj|zj|2,
j=0
con ag < a4y < ... < a, valores en R. Para cadai =0, ...,n sea
U; = {[zo, ..., zn] € CP" : z; # 0},
y ¢ : U; — D?" el homeomorfismo definido por
99( [ZO/ ces Zi’l]) = (XO/ y0/ cees fi/ y\i/ ceey xl’l/ yn)/

con x;, y; € R satisfaciendo

zj|zil

= x; +1iyj, para cada j # i.

i

La notacién #;,7; indica que esas coordenadas no figuran en la 2n-tupla. Notar que

zj]* = sz + y]Z y que |z> = 1- Z#i(sz + yjz) Luego, la funcién f en la carta (U, ¢)
satisface
f(xO/yO;--~,3ei/yAi/~--/xn/yn> = ai 1 _Z(sz_|_y]2) +Zﬂ](x]2+y]2>
j#i j#i
=a;+ ) (g (x7 +y?).
j#i
Asi, p; =10:..:1:.,0], conun 1 en la i-ésima coordenada es el inico punto critico

en U;, y su indice es 2 - #{j < i} = 2i. Esto vale para cada i = 0, ..., n. Luego, f tiene un
punto critico de indice 2k para todo k = 0, ..., n. Aplicando el corolario deducimos
que CP" admite funciones de Morse perfectas. O

Observacién 1.5.5. Sea M una variedad diferenciable cerrada, cuyas componentes co-
nexas son My, ..., M,. Como la homologia de M es la suma directa de las homologias de
cada componente, los nimeros de Betti satisfacen

M) = be(M;). (15)
i=1

Si para cada i = 1, ..., r existe una funcién de Morse perfecta f; : M; — R, entonces po-
demos definir una funcién f : M — R, que valga f; en la componente M;. Asi definida,
f es una funciéon de Morse, y

r

al(f) =Y elfi) Zbk i) = b(M),
i=1

por lo que f es perfecta. Reciprocamente, si existe una funcién de Morse perfecta f :
M — R, definiendo f; = f);, se tiene que f; : M; — R es de Morse. Como f es perfecta,
para cada k € INj se verfica que

br(M) = cr(f) = c(f1) +---cx(fr)-

Teniendo en cuenta (L.5) y que bi(f;) < ck(f;), se tiene que bi(f;) = ck(fi) para todo
ke Ny para todoi = 1,...r. Luego, cada f; es perfecta.
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La observacién anterior nos permite concluir que M admite funciones de Morse per-
fectas si y solo si cada una de sus componentes conexas las admite. Por lo tanto, a partir
de ahora nos centraremos en estudiar la existencia de funciones de Morse perfectas en
variedades conexas.

Los ejemplos mas bésicos (1.5.2]y [1.5.3) son suficientes para demostrar la existencia
de funciones de Morse perfectas en superficies cerradas y orientadas.

Proposicion 1.5.6. Toda superficie orientada, cerrada y conexa admite funciones de Morse per-
fectas.

Demostracion. Sabemos que toda superfice orientada, cerrada y conexa es difeomorfa a
una suma conexa de g toros, siendo g > 0 el género de la superficie. Sea S = Tf#...#TgZ,

con T? = S! x S!. La homologia de S viene dada por

Z si i=0,2
HS=1 Z% si i=1
0 si 1>2
Una funcién de Morse perfecta f : S — R tendra que tener 1 minimo, 1 maximo y 2g
puntos criticos no degenerados de indice 1. A menos de un difeomorfismo, podemos
pensar a S como subconjunto de R® apilando las g copias de los toros tal y como lo

muestra la Figura Podemos tomar f : S — R la funcién altura y cumple lo deseado.
O

\r
S

X

Figura 1.4: Suma conexa de g toros, g = 3. La funcién altura tiene 2¢g + 2 puntos criticos:
el violeta de indice 0, 2¢ de indice 1 marcados en rojo y el azul de indice 2.

(Qué podemos decir de las superficies no orientables?

Ejemplo 1.5.7. Sea RP? el plano proyectivo. Notar que H;(RP?) = Z, es de torsion,
asi que b; = 0. Sin embargo, 711 (RP?) # 0. Si X es un CW-complejo homot6épicamente
equivalente a RP?, tendréd grupo fundamental no trivial y por lo tanto la cantidad de
1-celdas c; serd mayor que cero. En consecuencia, cualquier funcién de Morse tendrd
al menos un punto critico de indice 1, por lo que ¢; > 1 > b;. Luego, RP? no admite
funciones de Morse perfectas.
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Lo mismo ocurre con cualquier superficie cerrada, conexa no orientable. En efecto,
por la clasificacion de superficies, una tal superficie es difeomorfa a una suma conexa de
g planos proyectivos, siendo g el género de la superficie. La homologia de una superficie
S no orientable de género g viene dada por

Z si i=0
H;S = 731 x Zy si i=1
0 si 1>=2

Luego, ¢ = ¢ > ¢—1 = b;. Este fendmeno es un caso particular de la siguiente
proposicion.

Decimos que la homologia de M tiene torsién si Hx(M) tiene torsion para algun
ke N.

Proposicién 1.5.8. Sea M una variedad diferenciable cuya homologia tiene torsion, entonces M
no admite funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Seak € IN tal que Tor(Hy(M)) # 0y g la cantidad minima de generadores
de Hy(M) entonces g, > by. Cualquier estructura de CW-complejo de M tendra al menos
gk celdas de dimensién k. Dada f : M — R de Morse, se tiene que ci(f) = gx > b, por
lo que f no es perfecta. O

Hemos visto que las superficies cerradas orientables admiten funciones de Morse
perfectas y que las no orientables no. ;Qué pasa en general? Como las variedades no
orientables tienen homologia con torsién, no admitiran funciones de Morse.

Proposicién 1.5.9. Sea M una variedad diferenciable cerrada de dimension n, entonces H,_1(M)
es libre de torsion si M es orientable, mientras que si no es orientable la torsién de H,_1(M) es
7.

La demostracién puede leerse de [Hat02, 3.28].

Corolario 1.5.10. Las variedades diferenciables compactas no orientables no admiten funciones
de Morse perfectas.

Basta entonces estudiar el caso orientable, y en dimensiéon > 3.

Comencemos estudiando variedades diferenciables cerradas, cuya homologia sea
sencilla. Un ejemplo de este tipo de variedades son las esferas.

Vimos en que S" admite funciones de Morse perfectas. ;Qué pasa con las variedades
diferenciales que tienen la homologia de la esfera, pero no son homeomorfas a la esfera?

Definicién 1.5.11. Una variedad topolégica M de dimensién n es una n-esfera homoldgi-
ca si Hy(M) = H,(S").

Proposicién 1.5.12. Sea M" una variedad diferenciable compacta, que es una n-esfera homoldgi-
ca, pero no es homeomorfa a S", entonces M no admite funciones de Morse perfectas.

Demostracion. Si existiese f : M — R funcién de Morse perfecta, entonces f tendria
exactamente 2 puntos criticos (un minimo y un méximo). Luego, por Reeb [1.1.13, seria
homeomorfa a S”, contradiciendo la hipétesis. O

La esfera de Poincaré es el primer ejemplo de esfera homolégica, construido por
Henri Poincaré a partir de una descomposiciéon de Heegaard. Este tipo de descompo-
siciones es un caso particular de descomposicion en manijas, que se introducird en el
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siguiente capitulo. Para una breve descripciéon de la construccién original de la esfe-
ra de Poincaré, se remite al lector a [Sti12]. A continuacién, presentaremos una de las
ocho construcciones de la esfera de Poincaré propuestas por Kirby y Schalermann en su
articulo [KS79].

Ejemplo 1.5.13 (La esfera de Poincaré). Sea SO(3) el grupo de matrices ortogonales de
3 x 3 con coeficientes en R y determinante 1, y SU(2) el grupo de matrices unitarias
de n x n con coeficientes en C y determinante 1. Como variedad diferenciable SO(3) es
difeomorfa al espacio proyectivo RP3, cuyo revestimiento universal es p : 3 — RP3. A
su vez, si consideramos a SU(2) como variedad diferenciable sobre IR, resulta difeomorfa
a S3. Luego, via estas identificaciones, se tiene g : SU(2) — SO(3) es revestimiento

universal,

$ _—  Rp

Lo

Su(2) —1— so(3).

Sea I < SO(3) el grupo de simetrias del icosaedro. I es isomorfo al grupo alternante
As, de orden 60, y acttia sobre SO(3) por translaciones. Se define la esfera de Poincaré
PS® como el cociente SO(3)/1. Otra forma de obtener la esfera de Poincaré es a partir
del revestimiento universal g. Sea I* = g~!(I). Al ser g un revestimiento de dos hojas,
I* es de orden 120. Este grupo se conoce como el grupo icosaédrico binario y tiene la
propiedad de que su abelianizado I** es cero. La esfera de Poincaré se obtiene como
el cociente de la accién de I* sobre SU(2). Mdas aun, esta acciéon preserva la orienta-
ciéon de SU(2). Asi, PS® = SU(2)/I* es una variedad diferencial cerrada y orientada de
dimensién 3 con grupo fundamental isomorfo a I*. Se tiene que Hj(PS3) = I *ab — 0,
H3(PS®) = Z por ser orientada, y Hy(PS®) = H'(PS®) por dualidad de Poincaré, de
modo que Hy(PS3) = 0. Luego, la esfera de Poincaré PS> tiene la homologia de S3,
pero su grupo fundamental es no trivial, asi que por la proposicién anterior no admite
funciones de Morse perfectas.

Més atn, cualquier funcién de Morse PS® tendréa al menos 6 puntos criticos. En
efecto, sea f : PS® — R funcién de Morse y X un CW-complejo homotépicamente
equivalente a PS> con ¢, celdas de dimensién k. Sabemos que 71(X) = I* # 0 asi
que ¢; = 1. Al ser no abeliano, 711(X) ha de tener al menos dos generadores, por lo
que c¢; > 2. El grupo fundamental de un CW-complejo queda determinado por su 2-
esqueleto, y al ser m1(X)™ = 0, X deberé tener 2-celdas. Luego, ¢z = 1. Como f alcanza
maximo y minimo, ¢p > 1y c3 > 1, asi que en total tenemos al menos 5 puntos criticos.
Utilizando las desigualdades de Morse vemos que

Cp—C1+cg=by—by+byg=1.

Asi, cp+cp = 1+ c; = 3 y en consecuencia ¢; > 2 0 ¢p > 2. Concluimos que f tiene al
menos 6 puntos criticos. De hecho, existe una funcién de Morse en PS3 con exactamente
6 puntos criticos, y una forma de obtenerla es a partir de un splitting de Heegaard.

La proposiciéon nos dice que toda n-esfera homoldgica no homeomorfa a S” no ad-
mite funciones de Morse perfectas. ;Qué pasa con aquellas que si son homeomorfas a
S", pero no difeomorfas?

Una n-esfera exética es una variedad diferenciable M de dimension n, homeomorfa a
S", pero no difeomorfa a S". En la década de 1950, Milnor demuestra la existencia de este
tipo de esferas, dando una construccién -en [Mil56]- de una esfera exética de dimensién
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7. Afios posteriores se encontraron mas ejemplos de estos espacios y se prob6 que 7 es
la dimensién mds chica en las que existen esferas exodticas. En el capitulo 2 daremos un
resultado que nos permitira concluir que todas las esferas exéticas admiten funciones
de Morse perfectas.

Observacién 1.5.14. Sean M y N variedades diferenciables cerradas, f : M — Ry
g : M — R funciones de Morse. Consideremos la funcién F : M x N — R definida por
F(x,y) = f(x) + g(y). Dado (x,y) e M x Ny (U x V,¢ x p) carta de M x N alrededor
de (x,y) se tiene que la matriz diferencial de F = Fo (¢ x ) "' en (¢(x), ¢(y)) es

Do) E = (Dg(x)f/ Dyy)&):

de modo que (x,y) es punto critico de F si y solo si x es punto critico de f e y es punto
critico de g. Ademéds, la matriz Hessiana de F es la matriz por bloques

~ (Hynf O
Hyix F:( () >
(9(x)¥(¥)) 0 Hy)8,

asi que (x,y) € M x N es un punto critico no degenerado de F si y solo si x e y son
puntos criticos no degenerados de f y ¢ respectivamente y, en tal caso, i(y,) = ix + iy.

La observacién anterior nos permite concluir el siguiente resultado.

Proposicion 1.5.15. Sean M y N variedades diferenciables cerradas que admiten funciones de
Morse perfectas, entonces M x N también admite funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Sean f : M — Ry ¢ : N — R funciones de Morse perfectas, y sea
F: M x N — R como en la observacién anterior. Notemos por by (M), by(N) y b (M x N)
al k-ésimo numero de Betti de M, N y M x N respectivamente, y sean cx(f), ck(g) y cx(F)
la cantidad de puntos criticos de indice k de f, g y F repsectivamente. Por la observacién
anterior sabemos que

F) =#{(x,y) € M : x,y puntos criticos de My N resp. y k =iy +i,}.

Asf que c(F) = X j¢ci(f)cj(M). Ahora bien, como f y g son funciones de Morse
perfectas, sabemos que b;(M) = ¢;(f) y bj(N) = c;(g) para todo i, j > 0. Ademds, como
M admite funciones de Morse perfectas, H.(M) es libre de torsién. En este caso, la
férmula de Kiinneth para M, N y M x N nos dice que

b(MxN) = > b(X
i+j=k

de lo que se sigue que by(M x N) = cx(F). Concluimos que F es una funcién de

Morse perfecta.
O

Usando esta proposicién y haciendo induccién en la cantidad de factores, se deduce
que el producto de finitas variedades diferenciables que admiten funciones de Morse
perfectas también admite funciones de Morse perfectas.

Corolario 1.5.16. Sea M = M;j x ... x M, el producto de variedades diferenciales M; que
admiten funciones de Morse perfectas, entonces M admite funciones de Morse perfectas.

Como las esferas admiten funciones de Morse perfectas, se tiene el siguiente resul-
tado.
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Corolario 1.5.17. La variedad M = S™ x ... x §",conr > 1y ny, ..., n, € IN, admite funciones
de Morse perfectas.

Corolario 1.5.18. El toro n-dimensional T" = S' x ... x S admite funciones de Morse perfectas.

Si uno mira con atencién, en el caso de superficies orientadas probamos que toda
superficie orientada de género ¢ > 0 admite funciones de Morse perfectas tomando un
difeomorfismo entre nuestra superficie y la suma conexa de g toros, y consideramos la
funcién altura. Esta funcién altura la armamos “pegando” funciones altura definidas en
cada sumando (en cada toro T). La siguiente proposicién es una generalizacién de esto.

Proposicién 1.5.19. Sean M y N variedades diferenciables cerradas, conexas, de dimension n.
Supongamos que M y N admiten funciones de Morse perfectas, entonces la suma conexa M#N
también admite funciones de Morse perfectas.

Demostracion. Sean f : M — Ry g : M — R funciones de Morse perfectas. M es conexa,
asi que bo(M) = 1y, por [1.3.2, b,(M) = 1. Analogamente, by(N) = 1 = b,(N). Sea
p € M el mdximo de f y g € N el minimo de g. A menos de sumarle una constante a
g podemos suponer que f(p) = g(q) = c. Sea € > 0 tal que f no posee valores criticos
en [c —¢€,c) y g no posee valores criticos en (c,c + €]. Tomamos U = f~'(c —¢,c] y
V = ¢ lc,c +¢€) abiertos de M y N cuyas clausuras son difeomorfas a discos D". Se

tiene un embedding ¢ : S° x D" — M &N tal que (=1 xD") =Uy ¢(1 xD") =N,

y consideramos la suma conexa M#N = ( M ON [¢]. Sea F : M#N — R la funcién
definida por
f(x) si xeM—-U
F(x) =< g(x) si xeN-V

c+te si x=(tz)eD! xS

Notar que F esta bien definida como funcién continua (se pega bien) y F es suave en
M—U,en N -V yen D' x §"1. Usando el lema concluimos que F es suave.
Notar que, por como definimos F, sus puntos criticos son exactamente los de f y los de
g, salvo por p y g, con los mismos indices. Ademads,

H(M#N) = Hy(M)® H(N)1 <k<n—1

por lo que by (M#N) = by(M) + br(N) = c(f) + cx(g) = cx(F) paratodo1 <k <n—1.
Y, al ser M#N conexa, by(M#N) = b,(M#N) = 1. Como F tiene un sélo minimo local
(absoluto) que es el de f y un sélo maximo local (absoluto) que es el de g, vale también
bo(M#N) = ¢o(F) y by (M#N) = ¢, (F). Luego F resulta perfecta. O

1.6. El papel del grupo fundamental

En esta seccién, estudiaremos cémo influye el grupo fundamental de una variedad
diferenciable en la existencia de funciones de Morse perfectas.

El rango de un grupo finitamente generado G es el minimo cardinal de un conjunto
de generadores de G. A este valor lo denotaremos rk(G). Es importante destacar que,
para un grupo abeliano finitamente generado existen dos nociones diferentes de rango,
las cuales desafortunadamente reciben el mismo nombre en la literatura. La primera no-
cién, que consideraremos como el rango de G visto como grupo abeliano, corresponde
a la dimensién de su parte libre como Z-médulo. Este rango lo seguiremos denotando
rg(G), como hicimos previamente en la tesis. La segunda nocién, que corresponde al
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rango de G visto como grupo, la denotaremos rk(G).

Dado G un grupo, notaremos por G* a su abelianizado. Es decir,

G

ab __
“ =ra

siendo [G, G] el subgrupo generado por los elementos de la forma [x,y] = xyx~1y L.

Un grupo G se dice perfecto si su abelianizado es 0. Un ejemplo de grupo perfecto
es el grupo icosaédrico binario, isomorfo al grupo fundamental de la esfera de Poincaré
(ver [1.5.13). Vimos que toda funcién de Morse definida en la esfera de Poincaré debia
tener al menos 1 punto critico de indice 1 y, como b; = 0, entonces no admitia funciones
de Morse perfectas. Ese resultado es un caso particular de la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6.1. Sea M una variedad diferenciable cerrada cuyo grupo fundamental tiene
rango estrictamente mayor a by, entonces M no admite funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Sea f : M — R una funcién de Morse y X un CW-complejo homotdpica-
mente equivalente a M, con ¢ celdas de dimensién k. Sabemos que 711(M) = m1(X) y
que el rango de 771 (X) es menor o igual a ¢y, ya que la inclusién del 1-esqueleto X(1) — X
induce un epimorfismo en los grupos fundamentales y rk(7r1(X(1))) = ¢;. Luego,

by < rk(m(M)) =rk(m (X)) <
y entonces f no es perfecta. O

Corolario 1.6.2. Sea M una variedad diferencial cerrada cuyo grupo fundamental es no trivial
y perfecto, entonces M no admite funciones de Morse perfectas.

Dado G grupo finitamente presentado, es posible construir una variedad diferencia-
ble cerrada y orientada M, de dimensién n > 4, con grupo fundamental isomorfo a G.
Esta construccién la llevaremos a cabo a continuacién. Notar primero que, si tomamos
n > 4y G un grupo perfecto finitamente presentado, entonces existird una variedad
diferenciable M de dimensién n que no admite funciones de Morse perfectas. En di-
mension 3 también existen variedades con esta propiedad, siendo la esfera de Poincaré
un ejemplo de éstas. Se deduce la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6.3. Para todo n > 3 existen variedades diferenciables cerradas y orientadas que
no admiten funciones de Morse perfectas.

Sea G un grupo finitamente presentado. Tomemos <a1, ey am|1’1, ey rs> una presenta-
cién finita de G. Sea N la suma conexa de m copias de S! x S"~1. Notar que N es una
variedad diferenciable cerrada, conexa de dimensién 1, embebida en R"12. Considera-
remos n = 4.

Por van Kampen, dadas M y N variedades diferenciables de dimensién n > 3, se
puede probar que 71 (M#N) = m1(M) = 11(N) donde = denota el producto libre de
grupos. Haciendo induccién, se demuestra que

1 (#1481 x ") =y (S1 x 871 5w r (81 x ") = F(m),
donde F(m) denota el grupo libre de rango m. Queremos modificar nuestra variedad N

para que su grupo fundamental sea isomorfo a G. De manera similar a lo que se hace
con CW-complejos, le vamos a pegar un disco por cada relacién, mediante una funciéon
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de adjuncién que identifique el borde del disco con la composicién de loops represen-
tados por los a/s segtn la relacién en cuestiéon. Como estamos trabajando en variedades
diferenciables, lo que haremos serd cirugia de tipo (k,n — k) para k apropiado.

Concretamente, para cada i = 1, ..., m consideramos la i-ésima copia de S x §"1en

N vy notamos por 4; a la clase de S! x p;, eligiendo en S! la orientacién usual e S
1

€; €;

Sear = a].]“ Ce

loops a;, recorridos respetando la orientacion, si €;;, = 1, e invirtiéndola si €;, = —1.

visto como elemento de 711 (N) mediante la concatenacion de los

Tomemos un entorno tubular de r;, mediante un embedding ¢ : S' x D"~! — N que
preserve la orientacién, y tal que la clase de ¢g1, en 711 (N) sea r1. Obtenemos asf una
variedad diferenciable cerrada, conexa y orientada M; = NJ¢]. Notar que M; surge de
pegarle una copia de D? x "2 al borde de N’ = N — Int(¢(S! x D" 1)) a través de la
curva r1, la cual queremos que se pueda contraer en la nueva variedad.

Afirmacién: {ay, ..., a,,|r1) es una presentacion de 71 (My).

Demostracién. Sea T : S' x $"72 x (=1,1) — M; embedding tal que al restringirlo a
S x §" 2 x (-1,0] ya S' x §"2x[0,1) nos da cuellos U; ¢ D> x S" 2y Uy = N’
respectivamente. Asi, U; U U, es un entorno bicuello de ¢(S! x 5"~2) en M;. Definimos

L] W1 = N/ U Ul,
= W, = (D2 X Sn_2> u U,.

Entonces, W; y W, son abiertos de Mj, M; = Wy u W y Wi n W, = U; u U,. Usando
van Kampen, se tiene que

7T1(W1) * 7‘(1(W2)
(M) v e m(WinWa)on

s| (Ml) = (16)

Ahora bien,
s N’ = N —¢(S" x D"1) ¢ W; es retracto por deformacion.
» D? x §" 2 c W, es retracto por deformacién. En particular, 71y (W) = 0.

» ¢(S! x §"72) = Wy N W; es retracto por deformacién y, viendo a 711 (¢(S! x §"72))
como subgrupo de 71 (N) = F(ay, ..., an), se tiene que 71 (@(S! x S"~2)) = (ry).

7T1(N) 2
AW estd presentado por {ay, ..., am|r1).

Teniendo en cuenta (1.6) y los items anteriores, basta ver que 771 (N) = 711(N’). Esto es
sencillo ya que

Nos gustaria llegar a que m1(M;) =

» N = N—¢(S!' x0) = N’ es un retracto por deformacién fuerte, por lo que
7T1(N1) = 7'(1(N/).

» 11(N) = 711(N;) (sale aplicando van Kampen a N con los abiertos Nj y ¢(S! x
anl))_

Esto prueba lo que queriamos en el caso en que hay una sola relacién. Aplicando tantas
cirugias como relaciones y repitiendo el procedimiento obtenemos una variedad dife-
renciable cerrada, conexa M de dimensién n > 4, cuyo grupo fundamental es G.

En el dltimo item, se requiere que D"~! — {0} sea simplemente conexo, y es alli dénde
se utiliza que n > 4. O
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Esto demuestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6.4. Sea G un grupo finitamente presentado y n = 4, entonces existe una varie-
dad diferenciable cerrada, orientada, conexa, de dimension n, cuyo grupo fundamental es isomorfo
aG.

Hasta ahora, hemos identificado dos condiciones sobre el grupo fundamental de una
variedad M que impiden la existencia de funciones de Morse perfectas:

1. La desigualdad rk(mr1(M)) > by, y

2. La presencia de torsion en Hy (M) = 7r; (M)™.

Sin embargo, la segunda condicién implica la primera. En efecto, dado que
rk(mmy (M)) = rk (711(M)”b) >rg <7r1(M)”b) = by, (1.7)

si H;(M) tiene torsidn, entonces la segunda desiguadad de es estricta, y enton-
ces rk(mr1(M)) > by. Por lo tanto, una condicién necesaria para que una variedad M
admita funciones de Morse perfectas es que rk(7; (M)) = by = rg (711 (M)™).

En particular, nos interesa determinar si la presencia de torsién en el grupo funda-
mental constituye una obstruccién a la existencia de tales funciones. La respuesta a esta
pregunta es que no necesariamente, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.5. Consideremos el grupo G presentado por {a, b|[a, b]?). Al ser no abeliano
y generado por 2 elementos, la minima cantidad de generadores de G es 2. Sea M la
variedad diferenciable de dimensién 6 que se obtiene a partir de la construccién anterior.

Es decir, M = N[g], con N = (S! x $>)#(S! x S°) y ¢ : S! x D> — N embedding tal
que ¢(S! x 0) = (aba='b~1)2. M es una variedad diferenciable cerrada, conexa, orienta-
ble, de dimensién 6 con (M) = G y Hy(M) = m1(M)® = Z @ Z. Se tiene entonces
que by = rg(H1(M)) coincide con la cantidad minima de generadores de G. Veremos a
continuacién una idea de cémo probar que M admite funciones de Morse perfectas vy,
en el capitulo siguiente, demostraremos este hecho usando teoria de manijas.

Calculemos primero la homologia de M. Tomemos A = N — ¢(S! x D) con ¢(S! x

D5) un entorno ligeramente engrosado de ¢(S! x D) y sea B = D? x S*. Notar que A
y B son abiertos que cubren a M, y A n B ~ S! x S%. La homologia de B es la de S*
mientras que la de A n B es la de S! x %, que por la férmula de Kiinneth viene dada
por

Z si k=0,1,4,5

Hk(AﬁB):Hk(Slxs4):{0 sz k:230k>5

De conocer H.(A), podriamos calcular H,.(M) usando Mayer Vietoris. Sabemos que
H.(A) = Hi(N — ¢(S! x 0)), y esta dltima se puede calcular a partir de la homologia
de N. Por Kiinneth,

Z si k=0,1,5,6
1 5\ __ 7 LrYy
Hi(S XS)_{O si k=2,3,40k>6.
Y, como la homologia de la suma conexa de variedades de dimensién > 3 es la suma
de las homologias para 1 < k < n —1, se tiene

Z si k=0,6
H(N)={ Z®Z si k=15
0 si k=2,3,40k > 6.
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Sea U = N — ¢(S! x 0). Por van Kampen, 71;(U) = 711(N), asi que H;(U) = Z x Z.
Ademés, U es conexo, por lo que Hy(U) = Z. Sea V = ¢(S' x D%), de modo que
N=UuV,yUnV = S!xS% Si consideramos la sucesién exacta larga de Mayer
Vietoris para N = U u V, se deduce que Hyx(U) = 0 para k = 2,3, asi que Hx(A) = 0si
k = 2,3. Mirando la sucesion de Mayer Vietoris para M = A uU B, se tiene

> Hk(A N B) i Hk<A> @Hk(B) - Hk(M) - Hk—l(A (@ B) e H()(M) — 0.
Notar que Hy(A) = 0 = Hy(B), asi que se tiene

0 — Hy(M) — Hy(A ~B) — Hi(A)®H; (B) — Hi (M) —
—_— —_—— —\— ——
Z VAV A 0 VSV
— Ho(A N B) — H()(A)G—)HO(B) — HO(M) — 0.
NI —_—— —— ——
Z Z zZ Z

Como la suma alternada de los rangos de estos Z-modulos debe dar 0, ha de ser
by = rg(Hy(M)) = 1. Mientras que H3(M) = 0, puesto que tanto H»(A n B) como
Hy(A) y Hz(B) son 0. Ademds, como M es cerrada y orientable, el resultado nos
dice que by = bg_y, asique by = 1,by = 2,bp = 1,b3 = 0,by = by = 1,b5 = b1 =2y
be = by = 1.

Para ver que M admite funciones de Morse perfectas, debemos encontrar una fun-
cién de Morse F : M — R con exactamente by puntos criticos de indice k. Una forma de
proceder es la siguiente:

Paso 1: Definir una funcién de Morse perfecta f : N — R y un embedding ¢ :
S! x D> — N de forma tal de tener control del comportamiento de f sobre el borde de
N’ = N — ¢(8" x D).

Por las proposiciones [1.5.15| y [1.5.19} sabemos que existe una funciéon f : N — R
de Morse perfecta, que surge de considerar el producto de funciones altura hy x hs :

S! x §°> — Ry luego pegar dos copias de esta funcién para obtener la funcién f. Recor-
dar que en el pegado debemos ajustar la segunda funcién (correspondiente a la segunda
copia de S! x §°), sumando una constante. Esta constante se la sumaremos a 1, la fun-
ci6n altura de S'. Notar que f tiene exactamente 1 punto critico de indices 0y 6, y 2 pun-
tos criticos de indices 1 y 5. Para realizar la cirugia que dara origen a M, pediremos que
la funcién ¢ recorra (aba—'b~1)? de forma tal que la componente en S° no aporte valor
en f. Es decir, si ¢(z,0) = (x,y) € S! x S° (alguna de las dos copias), entonces el punto
y se encuentra en el ecuador S* < S°. En tal caso, tendremos f(¢(z,0)) = (hi#hq)(x).
Tomemos 0 < r < 1 suficientemente chico de forma tal que tengamos un embedding
@ : S' x D> — N tal que para cada z € S!, ¢(z x D°) sea una bola cerrada de radio r
alrededor de p; o ¢(z,0), con py : S* x §°> — S° la proyeccién, siempre que ¢(z,0) caiga
en una copia de S! x S° y tal que D* = D’ n {(x1,...,.x5) € R® : x5 = 0} caiga en el
ecuador de S°. De esta forma, f o ?|51 % 0D5 (€2, w) es de la forma sen(87t) x rhy(w),
con hy : S* — R la funcién altura. La presencia del 8 en la férmula es porque ¢ recorre
8 veces a S! (sin distinguir las copias), producto de que la relacién (aba='b~!)? consta
de 8 letras, pero sélo cada 2 se obtiene un maximo y un minimo.

Paso 2: Definir una funcién suave g : D* x S$* — R que al restringirla a dD* x S*
coincida con f o ¢, y ¢ tenga un punto critico de indice 2 y uno de indice 4.
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Para ello, se define ¢(x,y) = p(x) + rha(y), con p : D*> — R una cierta funcién que
tenga en el interior de D? un punto critico de indice 0 y un punto critico de indice 2.
Esto nos garantizard que la funcién g tenga en su interior 4 puntos criticos, uno por cada
indice 0,1,5 y 6. Podemos definir p en el anillo A = D? x [1,1] y luego en el disco de
radio 3. Consideremos las curvas

a(t) = (cos(2rtt),sen(27t),sen(87t)), 0<t<1,y

1 1
B(t) = <2 cos(2mt(t+1/16)) — 0,15, 5 sen(27t(t+1/16)) + 0,35, —25en(27'£t)> ,0<t <1,

cuyas gréaficas se muestran en la Figura

.

(a) Curva a (b) Curva B

(@)
N,

(c) Curvaayp (d) Curvas « y B desde arriba

Definimos p en A, considerando franjas del anillo, tal y como lo indican las férmulas
a continuacion.

p:8'x[1/2,1] - R
p(z,s) =2 (s — ;) sen(87tl;(t)) +2(1 —s)(—2) sen(27t)

con sz = (x,y) satisfaciendo

x=2 <s - ;) cos(27tl;(1)) +2(1 s) (; cos(27t(t +1/16)) — 0,15) ,

y=2 <s _ ;) sin(27l;(t)) +2(1 — s) G sin(27t(f +1/16)) + 0,35) ,
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tel, I} = {%, ]%1} ,j=0,..,7yl; funcién lineal apropiada.
Asi definida, p resulta suave en el interior de A (salvo en finitos 'rayos’, los cuales
pueden suavizarse) y su gréfico se obtiene trazando rectas desde los puntos de la curva

« hacia puntos correspondientes de la curva p (determinados por las funciones lineales
l;). En la Figura se muestra el grafico de p.

(e) Gréfico de p restringida a A. Las rectas (f) Aqui se muestran las rectas en celeste,

en rosa son aquellas en las que &« < 3, y en que son las trayectorias en las que los pun-

celeste las rectas en las que < «. tos del circulo B crecen hacia los puntos de
la curva a.

(g) Aqui se muestran las rectas en rosa, (h) Gréfica de p vista desde arriba.
que son las trayectorias en las que los pun-
tos de la curva a crecen hacia el circulo B.

Notar que p no posee puntos criticos en el interior de A. A continuacién, se define
pen B = {(x,y) e R? : x2 + y? < 1} para que pegue bien en 0B con la definicién de p
en A, resulte suave en el interior de B y tenga alli 2 puntos criticos (un minimo y un
maximo absolutos), como en la Figura

Luego, p es una funcién suave en D~ salvo quiza en 0B. Podemos modificarla un po-
co en un entorno de este conjunto para que resulte suave y esta modificacién no agregue
puntos criticos.

A partir de esta p obtenemos la funcién g deseada, con exactamente un punto critico
de cada inidice 0,1,5 y 6.

Paso 3: Definir una funcién F : M — R pegando las funciones f y g. La funcién F serd
continua (bien definida) y suave en M — ¢(S! x 0D°). Si modificamos F en un entorno de
este conjunto, podemos suavizarla. La idea es hacerlo de forma tal que solo se agreguen
dos puntos criticos, uno de indice 1 y otro de indice 5. Tras suavizar, F no es una funcién
de Morse perfecta, ya que tiene exactamente un punto critico extra de cada uno de los
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(i) p en B (para que pegue bien, solo debe- (j) Otro angulo.
mos transladarla).

siguientes indices: 0,1,5 y 6. Aplicando los resultados y 2.3.10] demostrados en
la seccién siguiente, es posible modificar ligeramente la funcién F para canclear estos
puntos criticos. La funcién obtenida resulta entonces una funcién de Morse perfecta en
M. O

Notar que, en el ejemplo anterior, al construir la funcién F no usamos cémo era la
relaciéon de la presentaciéon del grupo, sino la cantidad de letras que la forman (8 en
este caso), y por ello tomamos p(x,y) = sin(87y), ¥(x,y) € dD?. Adaptando la cons-
truccion segtn la cantidad de letras de la relacién y permitiendo que el grupo tenga
mas relaciones, podemos llevar a cabo un procedimiento similar para exhibir una varie-
dad diferenciable M que tenga como grupo fundamental a un grupo G, satisfacienedo
k(G) = rg(G™), y tal que M admita funciones de Morse perfectas.

Teorema 1.6.6. Sea G un grupo finitamente presentado, cuya cantidad minima de generadores
coincide con el rango de G™ como grupo abeliano, y sea n > 6. Entonces, existe una variedad
diferenciable M cerrada, orientada y conexa, de dimension n, cuyo grupo fundamental es isomorfo
a G y tal que admite funciones de Morse perfectas.

Demostraremos este teorema en el siguiente capitulo, utilizando teoria de manijas.

1.7. Otras funciones de Morse en S”

Sabemos que S" admite una estructura de CW-complejo con 2 celdas de dimensién
k para cada k = 0, ..., n. Por otro lado, toda funcién de Morse f : S — R define un
CW-complejo X, homotépicamente equivalente a S”, con tantas k-celdas como puntos
criticos de f de inidice k. Para concluir este capitulo, comentaremos cémo obtener una
funcién de Morse en S" con exactamente 2 puntos criticos de cada indice k = 0, ..., n.

Hacemos induccién en n.

Para n = 1 podemos tomar f : S! - R, f = hop, siendo h : R* — R la funcién
alturay p : S! — R® un embedding como se ilustra en la Figura

Paso inductivo: supongamos que tenemos una funcién f : S"~! — R de Morse tal
que tiene 2 puntos criticos de indice k = 0,...,n — 1. Podemos suponer que f(S")
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Figura 1.5: Funcién f = hop.

[0,1 — €]. Definimos F : $"~! x [-1,1] — R por F(x,t) = t* + (1 — #?) f(x). Notar que F
es suave, F(x,0) = f(x) y F(x,1) =1 = F(x,—1). Ademas,

donF = (deF(—,1),diF(x,—)) = (1= #)dof, 2t(1 - f(x))). (1.8)

Con lo cual, (x,t) es punto critico de F si y solo si t = 0 (ver ultima coordenada de
(T:8)) y dxf = 0. Es decir, los puntos criticos de F son de la forma (x,0) son x € §"~!
punto critico de f. Ademas, af—;l—“ (x,t) = 1— f(x) > 0, asi que en la direcién que se
agregoé (la de la variable t), la funcién tiene un minimo local. Luego los puntos criticos
de F tienen el mismo indice que los de f. La idea sera tapar el cilindro con discos para
obtener S" y extender la F para que alli tenga un méximo en cada tapa. Sea g : D" — R,
g(x) = 2 — ||x||% Notar que g(x) = 1 en dD" = §"! y alcanza un méximo en x = 0.
Podemos pegar 2 copias de g a f, como lo indica el lema y obtener asi la funcién
deseada (ver Figura 1.6).

30()
A
<— Cte =1
(rete A\
P [ —
(ele A
| — A cte =1
\?
Z(x)

Figura 1.6: F en S", aqui n = 2.

Comentario: El mismo procedimiento de antes nos permite probar la existencia de
una funcién de Morse en S! con 2 méaximos y 2 minimos. Partimos de una funcién f
definida en S° = {—1, 1}, por ejemplo la funcién 0 (serd de Morse porque en dimensién
0 no hay direccién en la que derivar). Definimos F : S° x [-1,1] — R por F(x,t) = t?
(hay una sola direccién para derivar, que es la de t, y dos componentes conexas, asi que
tenemos dos minimos) y le pegamos la funcién g(x) = 2 — x? definida en D.



Capitulo 2

Funciones perfectas y Teorema de
h-cobordismo

Una funcién de Morse perfecta en una variedad cerrada M tiene la menor cantidad
de puntos criticos posibles, y existe un CW-complejo homotdépicamente equivalente a
M con esa cantidad de celdas. A su vez, toda funcién de Morse induce una descompo-
sicién en manijas de la variedad, con tantas manijas de indice k como puntos criticos
de indice k tenga la funcién de Morse. La afirmacion reciproca también es cierta. En
particular, tener una funcién de Morse perfecta en M equivale a una descomposicién
en manijas “minimal” de M. Asi, la bisqueda de funciones de Morse perfectas pue-
de pensarse como una busqueda de funciones de Morse con pocos puntos criticos, o
equivalentemente, como una btsqueda de una descomposiciéon de la variedad en pocas
manijas. Este enfoque estd estrechamente relacionado con el trabajo de Smale [Smaé6la]
en la conjetura de Poincaré generalizada. Afios mds tarde, Smale demostré un teore-
ma que permite decidir si dos variedades cerradas, simplemente conexas, de dimensién
n = 5 son difeomorfas. Este teorema, conocido como el teorema de h-cobordismo, fue
demostrado por el autor [Sma62] empleando técnicas de cancelacién de manijas. Desde
el punto de vista de funciones de Morse, la cancelacién de manijas se corresponde con la
cancelacién de puntos criticos, tal y como lo describe Milnor en [MSS65]. Utilizaremos
estas técnicas para demostrar la existencia de funciones de Morse perfectas en varieda-
des cerradas, simplemente conexas, de dimensién mayor o igual que 6, cuya homologia
sea libre de torsién, asi como también el Teorema enunciado en el capitulo anterior.
Comenzaremos definiendo la nocién de cobordismo y luego introduciremos los resul-
tados bésicos de la teoria de manijas, y su relacién con la teoria de Morse. Hecho esto,
describiremos brevemente los resultados de la teoria de interseccion y estudiaremos el
CW-complejo asociado a una descomposicién en manijas. Luego, comentaremos el teo-
rema de h-cobordismo y finalizaremos con la demostracién del teorema de existencia
de funciones de Morse perfectas mencionado.

A partir de ahora, la cantidad de puntos criticos de indice k de una funcién de
Morse se denotard, en la mayoria de los casos, por py en lugar de ci. Este cambio en la

notacién se elige por comodidad y para evitar confusiones con otros conceptos que se
introducirdn més adelante en el texto.

2.1. Cobordismo

En esta seccién introducimos la nocién de cobordismo y damos algunos resultados
de la teorfa de Morse aplicada en este contexto. Tomaremos como referencia principal

36
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el trabajo de Milnor [MSS65].

Una n-triada (W; Vp, V1) es una variedad diferenciable W, compacta, de dimensién

n, con borde dW = V 6 Vi, y Vo, V1 subvariedades cerradas de W de dimensién n — 1.

Sean (W; Vo, Vi) y (W'; V], V») dos n-triadas, y h : V{ — V; un difeomorfismo. Po-
demos pegar las variedades W y W’ por medio de la funcién h, obteniendo asi una
variedad W u;, W’ bien definida (a menos de difeomorfismo) gracias al teorema m
Obtenemos asi la n-triada (W uy, W’; Vg, V2).

Dos variedades diferenciables My y M; de dimensién n — 1 son cobordantes si existe
una n-triada (W; Vp, V1), junto con difeomorfismos h; : M; — V;, i = 0,1. En tal caso,
decimos que (W; Vp, Vi; ho, h1) es un cobordismo entre My y M;. En ocasiones, diremos
que (W; Vo, V1) es un cobordismo, sin especificar las variedades M; ni los difeomorfis-
mos h;.

Es facil ver que toda variedad cerrada M es cobordante consigo misma, tomando
el cobordismo (M x I, M x {0}, M x {1},10,11) con t; : x € M — (x,i) € M x {i}, para

i=0,1. A este cobordismo se lo llama cobordismo trivial.

Otros ejemplos de variedades cobordantes se muestran en la Figura

®©% 5% 4)
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>
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D" ., wberdoute a ()z{

@U D

D*uD? (pberdonte a 56

$" » cobatoute o "1

Dx]

L

Cobor diord 14 riak

Figura 2.1: Ejemplos de cobordismos.

Gracias a que podemos pegar n-triadas, si My y M; son cobordantes, y My y M
también lo son, entonces My y M> resultan cobordantes. Asi, ser cobordante es una re-
lacién de equivalencia (la simetria es automatica).

Dadas My y M; variedades cobordantes, podrian existir distintos cobordismos entre
ellas. Distinguiremos cobordismos a menos de difeomorfismo. Concretamente, decimos
que dos cobordismos (W; Vo, Vi; ho, 1) y (W'; Vi, V{; hiy, h}) son equivalentes si existe un
difeomorfismo ¢ : W — W’ tal que g(V;) = V] y higyy, = h; parai = 0,1. A tal di-
feomorfismo lo notamos g : (W; Vo, Vi; ho, h1) — (W'; Vi, V{; hi, h}). Como lo sugiere la
definicién, es una relacién de equivalencia.
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Las clases de cobordismos pueden componerse. Ese es el contenido de la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.1.1. Sea ¢ = (W; Vo, Vi;ho, hq) una clase de cobordismo entre My y M, y
¢ = (W, V], Vo; 1, hp) una entre My y My. Entonces existe una clase de cobordismo cc’ entre
My y My, bien definida. Podemos tomar como representante a la tupla (W vy, W'; Vi, Va; ho, ha),
conh = hl_loh’l.

Demostracién. Notar que (W u, W'; Vo, Va; ho, hy) es un cobordismo de My a My. Vea-
mos que si cambiamos de representantes de c¢ (y/o de ¢’) obtenemos un cobordismo
equivalente. Sea (X;Yy,Ys; fo, f1) otro representante de ¢ y g : (W; Vo, Vs ho, h1) —
(X;Yo,Y1; fo, f1). Sean f = fy ' ohj y h = hi' ohj. Definimos G : W u, W — X ug W'
pegando g y la identidad:

X si xeW

G(x):{g(x) si xeW

Notar que G estd bien definida: Si x € W’, como hy = f o gy, se tiene que h(x) =
hthy(x) = g‘_vi offtohl = gﬁ% of, asi que g(h(x)) = f(x) = x € XusW' yes
un homeomorfismo. Ademds Gy = ¢ : W — Xy G = id : W — W’ son difeo-
morfismos, asi que el lema nos garantiza la existencia de un difeomorfismo G
que coincide con G en un entorno de V;. Para ver que G : (W u, W'; Vo, Va; ho, hy) —
(X up W5 Y0, Vo; fo, ha) resta ver que fOéIVo =hyyhyo GIVz = hy, pero esto es se sigue
de que G = G en esos conjuntos, y de la definicién de G.

Hemos probado que la clase de (W vy, W’; Vi, Va; ho, h2) no depende del representante
de c. Andlogamente, puede probarse que no depende del representante de ¢’ y, entonces,
queda bien definida la composicién cc’. O

Observacién 2.1.2. La composicion de clases de cobordismo es asociativa (ya que el
pegado de variedades lo es) y hay un neutro: dada M variedad diferenciable cerrada
de dimensién #, la clase ¢ con representante (M x I; M x 0, M x 1;iy,1;) satisface que
c'c =y ’c = " para todas clases de cobordismo ¢’ de M a Ny ¢” de N a M. Tenemos
asi una categoria cuyos objetos son variedades diferenciables cerradas de dimensién
n —1y cuyos morfismos son clases de cobordismos.

La teoria de Morse permite estudiar las clases de cobordismos, a partir de descom-
poner cada cobordismo en una composicién de cobordismos maés simples. Una funcién
de Morse en una n-triada (W; Vp, V1) es una funcién de Morse f : W — [a,]] tal que
Vo = f~Ya) y Vi = f~1(b). Recordar que una funcién de Morse en una variedad con
borde tiene, por definicién, todos sus puntos criticos en el interior (y son no degene-
rados). Con una demostracién similar a la vista en el Capitulo 1, puede probarse la
existencia de funciones de Morse para triadas. La idea consta de dos pasos:

1. Conseguir una funcién f : W — [a,b] suave tal que f~1(a) = Vo y f~1(b) = V; sin
puntos criticos en un entorno de JW.

2. Modificar la f del item anterior en el interior de W para eliminar los puntos criticos
degenerados que pueda tener.

Las funciones de Morse en (W; Vp, V1) son un abierto denso en el espacio de funcio-
nes
{f: (W, Vo, V1) — ([a,b],a,b) suave}
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con la topologfa C? introducida en el capitulo anterior [MSS65].

Un cobordismo elemental es un cobordismo (W; Vj, V1) que admite una funcién de
Morse f : (W;Vp, V1) — ([a,b],a,b) con un tnico punto critico. Dada una funcién de
Morse f en (W;V,V’), con puntos criticos pj, ..., P, podemos modificarla en pequefios
entornos E; de cada punto critico p;, y asi obtener una funcién de Morse g en (W; Vy, V1),
que coincida con f fuera de | J;; E;, y que tenga los mismos puntos criticos que f, pero
satisfaciendo que g(p;) # g(pj) si i # j. Asi, todo cobordismo (W,V,V’) admite una
funcién de Morse f : W — [a,b] cuyos puntos criticos se encuentran todos en distintos
niveles. Sean a = ¢y < ¢; < ... < ¢y = b los valores criticos de f. Paracadai =1,...,m
definimos el cobordismo elemental (W;, V;_1,V;) = (fY[ci_1,¢i], f~1(cii1), f~1(ci)). La
composicién de estos cobordismos nos da el cobordismo original y, de este modo, todo
cobordismo puede escribirse como composiciéon de cobordismos elementales.

Figura 2.2: (W, S!,S!) visto como composicién de cobordismos elementales, siendo W
el toro con dos discos removidos.

La Figura da cuenta de cémo descomponer el cobordismo (W, st Sl), con W =
T — (D? U D3), en cobordismos elementales.

Supongamos que se quiere conseguir una funcién de Morse perfecta sobre una va-
riedad diferenciable cerrada M. Para ello debemos ser capaces de calcular, o tener cierto
control sobre los ntiimeros de Betti b;. La homologia de M se puede calcular a partir
de un CW-complejo homotépicamente equivalente. Toda funcién de Morse induce un
CW-complejo homotépicamente equivalente a M, con ¢, celdas de dimensién k, como
vimos en Sin embargo, calcular la homologia a partir de este complejo no parece
a priori algo sencillo, ya que no tenemos una descripcion de su estructura ni de los
mapas de adjuncién de las celdas. Para tener un mayor control sobre la estructura del
CW-complejo seria ttil ir “arméndolo” a medida que recorremos los valores criticos de
la funcién de Morse. Para ello es necesario que primero aparezcan los puntos criticos de
indice 0, luego los de indice 1 y asi hasta llegar a los puntos criticos de indice n = dim M.

Sea (W;V,V’) triada, dim W = n. Decimos que una funcién de Morse f : W — R
es autoindexante si V = f~1 (—1),V' = f~! (n+ 1) y tal que para todo k € Ny y todo
punto critico p de indice k, se tiene f(p) =k

Smale prueba en su paper [Smaéla] que todo cobordismo admite una funcién de
Morse autoindexante, utilizando teorfa de manijas. Cerraremos esta seccién discutiendo
la demostracién realizada por Milnor en [MSS65]. Esta demostracién sirve de ejemplo de
como modificar una funcién de Morse dada y de cémo trabajar con el campo gradiente
de dicha funcién.
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Teorema 2.1.3. Sea (W;Vp, Vi) una triada y f : W — R una funcién de Morse. Entonces
existe una funciéon de Morse autoindexante g : W — R con los mismos puntos criticos que f y
con el mismo indice.

Demostracién. La funcién f induce una descomposicién de (W; Vp, V1) en cobordismos
elementales. Supongamos que esta descomposicién consta de dos cobordismos elemen-
tales, es decir, (W; Vo, V1) = cc/, con ¢, ¢’ cobordismos elementales. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que f : W — [0,1], Vo = f~1(0), V4 = f~1(1), c = 1 ([0, 3])
y ¢ = f71([3,1]). Sean p y p’ los puntos criticos de f, de indices k y k' respectiva-
mente, y f(p) < 2 < f(p'). Supongamos que el punto critico de mayor indice aparece
primero, es decir, que k > k’. Vamos a modificar la funcién f de forma tal que preserve
los puntos criticos, pero que ahora aparezca primero el punto critico de menor indice
(como ocurre con las funciones autoindexantes). Para esto, siguiendo la exposicion de
Milnor en [MSS65], tomamos un campo gradiente ¢ de la funcién f y trabajamos con
los conjuntos K y K, compuestos por los puntos en las trayectorias de § que tienden a
py a p’ respectivamente, cuando t tiende a o0 0 —co. Es decir,

t——0o0

K= {rewslmg ) =p o tim g0 = p},

t—00 t——0o0

Ky = {xe W: lim ¢*(t) =p" 6 lim ¢*(t) = p'}.
Se pueden probar los siguientes resultados:

1. Si KynKy = & ya,a e (0,1) cualesquiera, entonces existe g : W — [0,1] de
Morse tal que gy f tienen los mismos puntos criticos p y p/, g(p) = a,g(p') = a/,
g coincide con f en un entorno de 0W y difiere por una constante en un entorno

de p y de p’. Ademas ¢ es campo gradiente para g.

2. El resultado anterior se extiende al caso en el que se tienen 2 conjuntos de puntos
criticos al mismo nivel. Es decir, el que caso de que los puntos criticos de f sean
{p1, ... pr} v {P}, ..., pi}, con los primeros a un cierto nivel f(p1) y los segundos a
otro nivel f(p}) y tales que Kp, n Ky, = & para todos i, j.

3. Si k > K/, es posible alterar el campo gradiente ¢ en un entorno de V = f~1(c),
f(p1) < c < f(p}) para que K, n K}, = & y asi aplicar el resultado anterior.

Comentaremos la idea de cémo obtener el primer resultado. Los valores de f pue-
den pensarse como distancia recorrida: todos los puntos salen desde Vj y se mueven
siguiendo las trayectorias de las curvas integrales de ¢. Algunos tenderdn a p, otros a p’
y otros a algiin punto de V; (de estos hay de 3 tipos: los que salen de V, los que salen
de p y los que salen de p’). No se mezclan gracias a que K, n K, = ¢, tal y como se
muestra en la Figura

Lo que se hace es modificar la funcién f para que recorra mas rapido los carriles de
K, y maés lento los de K. Al estar separados, los carriles vecinos sirven de transicién,
es decir, se ajusta la velocidad para que varie continuamente. Eso se logra usando una
funcién p constante en las trayectorias, que vale 0 en las de K, y 1 en las de Ky, y
definiendo una funcién G : [0,1] x [0,1] — [0,1] que, segun el carril dado por u(g),
dird a qué velocidad se recorre el intervalo [0,1]. Luego, se define la funcién g : M —
R, g(q9) = G(f(q),u(q)) y se verifica que esta funcién satisface todas las propiedades
listadas en 1.

O
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Figura 2.3: Representacion de las trayectorias de las curvas integrales de ¢.

2.2. Teoria de Manijas

En esta seccién, presentaremos la teoria de Manijas y su coneccién con la teoria de
Morse. Nos basaremos en los trabajos de Smale y Milnor, comentados en la introduccién,
asi como también en las notas de Ranicki sobre cirugia [Ran02]. Al final de la seccién
demostraremos el Teorema enunciado en el capitulo anterior.

Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensién n, Q una componente
conexa del borde de My 0 < k < n. Dada f : dD* x D"* — Q embedding, definimos
la adjuncién de una k-manija por medio del mapa de adjuncién f como la variedad
diferenciable x(M, Q, f,k) = M uy (D x D"K). Esta variedad M’ = x(M, Q, f, k) es,
como espacio topolégico, el cociente

M (Dk x D"=F)
{f(X, y) ~ (x/y)}(x,y)eaDkxD”*k.

Notar que solo estamos identificando puntos de Q con puntos de 0D x D"~*, y tanto
M como D* x D"~* son subespacios de M'. La estructura diferenciable que le damos a
M’ es la siguiente: en los puntos de M — Im(f) < M’ consideramos las cartas de M y en
los puntos de DX x D"~* las cartas de esta variedad diferenciable. Pensamos a D¥ x D" %
como una variedad diferenciable con borde

M =

o(D* x D"%) = oDF x D" F L DF x oD" 7k,

suavizando las esquinas. Para terminar de darle estructura diferenciable a M’, defi-
nimos las cartas alrededor de los puntos p = f(x,y), con (x,y) € dD* x D", a partir
de cuellos, tal y como lo hicimos en m

La variedad M’ = x(M, Q, f, k) es, entonces, una variedad diferenciable compacta
de dimensién n, con borde

OM' = (0M — Im(f)) u D¥ x oD" K,

Ademas, tanto M como D® x D"~* son subvariedades embebidas de M'. Decimos que la
subvariedad D* x D" es una manija de indice k.
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Figura 2.4: Adjuncién de una 1-manija y una 2-manija a la componente de borde Q de
una variedad diferenciable M de dimensién 3. Optamos por no representar a M en este
dibujo.

Notar que el borde de M’ se obtiene a parir de dM haciendo cirugia de tipo (k —
1,1 — 1): si restringimos f a dD* x dD"~* se tiene entonces que

oM’ = oM uy (D* x oD ).

Definicién 2.2.1. La traza de una cirugia x(M, Q, f, k) es el cobordismo (W, W, ;W)
con W= x(M,Q, f,k), oW =0M—-Qy 1 W = dW — oW = Q us (DF x aD"¥).

Mais en general, es posible adjuntar varias manijas del mismo indice de una sola vez.
Sea M" compacta, Q una componente conexa del borde, 0 < k <n.Paracadai=1,..,r
notemos por D¥ a una copia del disco cerrado de dimensién k y sea f; : dD¥ x Df’k -
Q un embedding. Supongamos ademds que las imadgenes de los embeddings f; son
disjuntas. Definimos la variedad diferenciable x(M, Q; fi,..., f;k) = M uys][i_; Df-‘ X
D?*k, la cual hereda la estructura diferenciable de M y de D¥ x Dl”*k tal y como lo
hicimos para el caso de una sola funcién de adjuncién. Cada copia D¥ x Df‘k es una
manija de indice k. La variedad M’ = x(M, Q; f1,..., fr;k) obtenida es una variedad
diferenciable compacta, de dimensién 7, con borde

oM’ = <8M - (U f:(0D¥ x Df"))) U (U D¥ x aD;?k> :
i=1 i=1

Si una variedad N es difeomorfa a x(M, Q; f1, ..., fr; k), decimos que o = (M, Q; f1, ..., fr; k)
es una presentacién de V. Si M = Q, podemos omitir Q en la notacién.

En el capitulo anterior observamos que dos funciones de pegado isotépicas inducen
variedades diferenciables difeomorfas. Aplicando este resultado a la componente conexa
Q se deduce que

Proposicién 2.2.2. Sea M variedad diferenciable de dimensién n, Q componente conexa del
borde de M y f,g : dDF x Df‘k — Q dos embeddings isotopicos en Q, entonces las variedades

X(M,Q; f;k) y x(M,Q; g; k) son difeomorfas.

Un cuerpo de asas (handlebody) es una variedad diferenciable con una presentacién
de la forma (D" fy, ..., f;; k). Fijados n,r y k, notaremos por H(n,r,k) al conjunto de es-
tas variedades diferenciables. Un ejemplo puede verse en la Figura Cuandon =3y
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Figura 2.5: Ejemplo de cuerpo de asas en #(3,4,1)

k = 1 recuperamos la teoria cldsica de manijas, que es uno de los enfoques que se utilizé
originalmente para estudiar las variedades de dimensién 3.

Utilizaremos una definicién mdas amplia de manija, descripta a continuacion.

Definicién 2.2.3. Sean M y H variedades diferenciables de dimensién n. Decimos que
H es un k-manija en M si existe un difeomorfismo h : D* x D" — H tal que si
f = hjgprypr—+ entonces Imf = Hn M < dM.

En tal caso, la variedad M’ = M u H es difeomorfa a x(M; f; k). Diremos que H es
una k-manija o una manija de indice k indistintamente. Le damos nombre a las siguientes
subvariedades de H.

= El nicleo de H es h(DF x 0),

= El conticleo de H es h(0 x D"K),

» La a- esfera (o esfera de adjuncién) es h(0D* x 0),
= La b- esfera (o esfera cinturén) es h(0 x 0D" ),

» El a-tubo es h(0D* x D"F), que es exactamente la parte de H que se identifica con
M,

= El b-tubo es h(D* x oD"F).

En la Figura [2.6/ pueden apreciarse las distintas subvariedades de una manija H.

En el caso de cobordismos, consideraremos manijas que se peguen a la componente
del borde de “arriba”, es decir, dado (W; Vj, V;) cobordismo, una H manija en W deberd
satisfacer que H n W < Vj. En tal caso, tenemos un nuevo cobordismo (W’; Vp, V) que
se obtiene del cobordismo original adjuntando una manija, con

Vi = oW — Vo = (V1 — f(oD* x Dk)) U DF x oDk,

Dado un cobordismo (W; Vj, V1) y una funcién de Morse f para la triada con exacta-
mente un punto critico de indice k, entonces W se obtiene de Vj x I adjuntando una ma-
nija de indice k por la componente de borde Vj x {1}. Es decir, existe g : dD* x D"~F —
Vo x {1} embedding, y un difeomorfismo W = x(Vp x I,V x {1}, f, k) de forma tal
que las clases de cobordismo de (W;Vy, Vi) v (W', Vy x {0}, V]) son iguales, siendo
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Figura 2.6: Partes de una 1-manija y una 2-manija en dimensién 3.

W' = x(Vo x L Vo x {1}, f, k) y V[ = W' — (Vp x {0}). Este resultado se deduce de
la demostracién del teorema Mas en general, se obtiene un resultado similar para
r puntos criticos de indice k, todos situados a un mismo nivel. Estos resultados, junto
con los que enunciaremos a continuacién, fueron demostrados en los trabajos de Smale
[Sma61b] y [Smaé6lal.

La teoria de Morse permite demostrar la existencia de descomposiciones en manijas
de las variedades.

Definicién 2.2.4 (Descomposicion en manijas). Sea M una variedad diferenciable cerra-
da. Una descomposicién de M en manijas es un difeomorfismo

M=HyuH;u..uH,,,

con Hy una 0-manija, es decir Hy es un n-disco, y H; es una manija que se adjunta a
Wi—1 =Uj,.,i-1 Hj, parai > 1.

En el caso en que W sea un cobordismo de V; a Vj, consideraremos descomposi-
ciones de la forma W = Cp u Hy U ... u Hy;, con Cp un collar (cerrado) de Vp en W y
cada H; es una manija en el cobordismo Wj_1 = Co u {4, ;1 Hj. En el caso en que
W = & = Vi recuperamos la definicién anterior.

Observacién 2.2.5. Si (W; V), V;) es un cobordismo elemental, y f : W — [0,1] es una
funcién de Morse con un tnico punto critico de indice k, W se obtiene de V) adjuntando
una k-manija. Asi, toda funcién de Morse cuyos puntos criticos esten todos a distin-
tos niveles nos da una descomposicién en manijas. Si uno toma una funcién de Morse
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autoindexante, se obtiene una descomposicién buena, en el sentido de la siguiente defi-
nicion.
Definicién 2.2.6. Una descomposicién en manijas W = Cop u Hy U ... u Hy;, se dice buena

si el indice de Hy; es mayor o igual que el indice de Hy, y las manijas del mismo indice
no se intersecan.

Corolario 2.2.7. Toda funcién de Morse autoindexante induce una descomposicion en manijas
buena.

Teniendo en cuenta el trabajo hecho por Milnor en [MSS65] obtenemos resultados en
la otra direccién:

Proposicion 2.2.8. Sea V| una variedad diferenciable de dimension n — 1 y supongamos que Vy
se obtiene de Vyy haciendo cirugia de tipo (k —1,n — 1), entonces existe un cobordismo elemental
(W; Vo, V1) y una funcién de Morse f : W — [co, ¢1] con exactamente un punto critico de indice
k. Mds aiin (W; Vo, V1) es difeomorfo a (W'; Vo, Vi) con W' y V{ como antes.

Este resultado se extiende a las descomposiciones en manijas.

Teorema 2.2.9. Sea (W; V, V1) un cobordismoy W = Cy u Hy U ... U Hy, una descomposicion
buena en manijas, entonces existe f : W — R funcién de Morse autoindexante, tal que la
descomposicién en manijas que induce f es la misma que la dada.

Demostracion. Se demuestra por induccién en la cantidad de manijas, aplicando la pro-
posicién anterior y el hecho de que se pueden pegar funciones de Morse al pegar varie-
dades por su borde (ver [1.4.4). O

A continuacién, describimos la descomposicién dual de una descomposicién en ma-
nijas.

Sea (W, V), V1) una n-triada, y

W=CyuH;u..uH,

una descomposicién en manijas de W sobre V. Tomando un cuello cerrado de Vi en W,
podemos expandir la descomposicién en manijas a una de la forma

CouHiu..uH,u(, (2.1)

con C; = Vi x [0,1]. Sea k el indice de H,, y h : D* x D" — W,,, con h\opk x prk
el mapa de adjuncién de esta manija. Notar que #(DF x 9D"F), el b-tubo de H,,, estd
contenido en ¢;W,, = Vj. Si intercambiamos los roles de k y n — k, podemos pensar a
H,, como una manija de indice 7 — k adjuntada a V;. Sea p; : D" x D¥ — D¥ x D" ¥ la
funcion pg(x,y) = (y,x) y h* = ho pg, notamos por H, a la manija que se adjunta a C;
por la componente V; x {0}, utilizando la funcién de adjuntciéon #*. En general, si h; es
el mapa correspondiente a la manija H;, y k es el indice de Hj, se tiene una manija H}
de indice n — k, que se adjunta a Wy, ; = C; v U}":Hl H; a través del mapa hf = h; o py.
De este modo, se obtiene una descomposicién en manijas de W sobre V;, dada por

W=C uH, u..uHfuC.

Esta descomposicién es la descomposicion dual de (2.1)).
Finalizamos la seccién con una demostracién del Teorema
Primero demostraremos que existe una variedad M, con grupo fundamental presen-

tado por {a, b|[a, b]?), que admite funciones de Morse perfectas (comparar con el Ejemplo
1.6.5).
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Proposicién 2.2.10. Sea G el grupo presentado por {a, b|[a, b|?). Existe una variedad diferencia-
ble M cerrada, orientada y conexa, cuyo grupo fundamental es isomorfo a G y tal que M admite
funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Consideremos el cobordismo (Wi, &, Vi) que se obtiene a partir de D°
adjuntado dos 1-manijas con embeddings disjuntos f; : D! x D> — dD®, i = 1,2. Es
decir,

Wy =D° Uy, (D' x D°) up, (D' x D°), y

Vi = W, = oD° — (fl(aDl x D®) U f»(6D" x f)5)) Up, (D' x aD%) Uy, (D' x 0D).

Recordar que V; se obtiene a partir de S° haciendo cirugia de tipo (0,7 — 1) dos veces
(ver seccién 2.2).

Pediremos que los embeddings f; preserven la orientacién, y consideraremos a W
como variedad orientada. Notar que W; es homeomorfo a (S! x D?)#(S! x D), y en
consecuencia V; es homeomorfo a (S! x S*)#(S! x S*) (ver Figura 2.7). En particular,
ambas variedades tienen grupo fundamental libre con 2 generadores, que notamos 4, b.

Figura 2.7: Representacion de W; tomado dimensién n = 3 en vez de 6.

Consideremos un embedding ¢ : S! x 0 — V; tal que [¢] = [a,b]> € 1 (V1), y lo
extendemos a un embedding ¢ : S! x D* — V; que preserva la orientacién. Adjuntando
una 2-manija a W con mapa de adjuncién ¢ se tiene el cobordismo (W5, &, V), siendo

W, = D° Uy, (D' x D°) up, (D' x D°) Uy, (D x D)
una variedad compacta, conexa y orientada, con borde V, dado por
Vs = (V1 — (5! x 54)) Ugt gt (D2 x ODY).

Observar que V, es homeomorfo a la variedad M construida en para el grupo
G y de dimensién n — 1. En particular, 711 (V) es isomorfo a G. Es sencillo ver que W,
también tiene grupo fundamental isomorfo a G, por ejemplo viendo que es homotdpi-
camente equivalente al CW-complejo que se obtiene de la unién en un punto S'\/ S!
adjuntando una 2-celda con mapa ¢.

En vista del teorema sabemos que existe una funcién de Morse autoindexante
f: Wy — R para la triada (W, &, V2) con exactamente un punto critico de indice 0, dos
de indice 1 y uno de indice 2. Ademds, podemos calcular la homologia de W, a partir



CAPITULO 2. FUNCIONES PERFECTAS Y TEOREMA DE H-COBORDISMO 47

del CW-complejo K asociado a la descomposicion, y deducir que es libre de torsién, con
bo(W2) = 1,b1(W2) = 2,b2(W,) = 1y b; = 0 para todo j > 3 (no hay manijas de estos
indices).

Sea [0,b] la imagen de f, de modo que f~!(b) = V5. Consideremos la variedad
diferenciable M que se obtiene pegando dos copias de W, por su borde, es decir,
M = W, uy, W,. Notar que esta variedad puede obtenerse componiendo los cobor-
dismos (Wa, &, V2) y (W2, V2, &), donde V, y W, denotan las variedades V, y W, con
la orientacién opuesta, y asi M resulta una variedad orientada. Ademas, dado que la
inclusiéon V, — W, induce un isomorfismo entre sus grupos fundamentales, se puede
demostrar que 711(M) ~ m11(W,) = G aplicando el teorema de van Kampen con los
abiertos {U,V}, siendo U la union de W, y un entrono cuello de Vo en W, y V la
unién de un entorno cuello de V; en W, y W,. Sea 7 Wy — [b,2b] la funcién dada por
f = 2b— f y consideremos la funcién F : M — R que se obtiene de pegar las funciones f
y f (ver Lema(1.4.4 _ Asi definida, F es una funcién de Morse con exactamente 8 puntos
criticos, cuyos indices se indican en la tabla 2.1] .

Indice k 0123 [4|5|6|=>7
Cantidad de puntos criticos |1 |2 |1 [0 |1|2|1| O

Cuadro 2.1: Cantidad de puntos criticos de F para cada indice k.

Podemos calcular la homologia de M a partir del CW-complejo inducido por la
descomposicién en manijas. Notar que, al no haber manijas de indice 3, los primeros
grupos de homologia de M coinciden con los de W,, y H3(M) = 0. Por ser M compacta
y orientada, el resultado nos permite calcular todos los numeros de Betti de M de
forma rapida. Estos son: bg = by = 1,b5 = by = 2,by = b = 1y b3 = 0. Comparando
el k-ésimo numero de Betti by, con la cantidad de puntos criticos de F de indice k,
concluimos que F es perfecta. O

Notar que la variedad construida en la demostracién anterior tiene dimensién 6, y
es claro que podria haberse elegido cualquier otra dimensién n > 6.

Podemos generalizar la construccion de M y asi demostrar el Teorema [1.6.6]

Demostracion del Teorema Sea G un grupo finitamente presentado de rango m y
(a1, ...,am|r1, ..., sy una presentaciéon de G. Considermos un handlebody Wy € H(n,m,1)
en donde cada embedding f; : D! x D"~! — 9D" preserva la orientacién (i =, 1...,m).
La variedad W; es compacta, conexa y orientada, con borde 0W; = V;

m m
Vi = <aD" - J fi(eD* x D"1)> v J(D! x oD ).
i=1 i=1
Al igual que antes, W, tiene grupo fundamental libre en m generadores y la inclusiéon
m (V) — m(W) induce un isomorfismo entre sus grupos fundamentales. Por cada
relacién r; adjuntamos una 2-manija con mapa de adjuncién ¢; : S* x D"~2 — V; preser-
vando la orientacion, y tal que la clase de ¢ g1, coincida con r; en 7r1(V1). Obtenemos

asi un cobordismo (W,, &, V) con

WluU x D"72), y

S

V2 = 8W2 = <Vl U (Pl X Dn 2 ) ) U(DZ X 8D”*2).

i=1
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Se calcula la homologia de W, a partir de esta descomposicién en manijas, al igual
que antes, y se deduce que H.(M) es libre de torsién, con by = 1,by = m,bp = sy
bj = 0 para todo j > 3. La hipotesis de que rk(G) = rg(G) se utiliza en este paso, para
calcular b;.

Por el teorema existe una funcién de Morse autoindexante f : W, — R con
exactamente un punto critico de indice 0, m puntos criticos de indice 1 y s de indice 2. Si
M es la variedad que se obtiene componiendo los cobordismos (Wo &5, V) y (Wa, Va, &),
entonces M es una variedad diferenciable cerrada, conexa y orientada, con 711 (M) = G
y los numeros de betti de M son: by = b, = 1,by = b,—1 = m,by = b, 2 =sy b =0
para3 < j<n-3yj>n Tomando f : Wy — R la funcién de Morse definida por
f = 2méx f — f y definiendo F : M — R pegando las funciones f y f segtin el Lema
1.4.4} concluimos que M admite funciones de Morse perfectas.

t

2.3. Teoria de interseccién y cancelacion de manijas

En esta seccién comentaremos algunos resultados de la teoria de interseccion y da-
remos teoremas que, bajo ciertas condiciones, permiten reducir la cantidad de manijas
de una descomposicién dada. Tomaremos como referencia principal el libro de Rourke
y Sanderson [RS12]. Si bien los autores desarrollaron esta teoria en el contexto simpli-
cial, es posible llevar a cabo los mismos argumentos en la categoria suave usando las
nociones de transversalidad y entornos tubulares.

Sea f : M — N una funcién suave, A = N una subvariedad embebida, decimos que
f es transversal a A si para todo x € f~1(A) se tiene que Im(dyf) + Tf(x)A. = Tfx)N,
y notamos fhA. En el caso en que tengamos dos subvariedades P, Q = N diremos que
son transversales (PhQ) si la inclusién ip : P — N es transversal a Q.

La noci6n de transversalidad es la que nos permite asegurar que f~(A) es una sub-
variedad embebida de M.

Teorema 2.3.1. Sea f : M — N suave, A = N subvariedad embebida y fhA. Si f~1(A) es no
vacia, entonces f~1(A) es una subvariedad embebida de M cuya codimension es la codimension
de Aen N.

Sim =dimM y n = dim N, se tiene que m — dim f~1(A) = n — dim A, o equivalen-
temente que
dim f~1(A) = m — n + dim A.
Sea V una variedad diferenciable de dimensién r +s, y P,Q < V subvariedades
embebidas de dimensiones r y s respectivamente, tales que PhQ. Supongamos que Py
N(Q) = TTV%, el espacio normal de Q, estan orientadas. Notar que dado p e Pn Qy

v1, ..., 0y base de T, P, si notamos por 7; a la clase de v; en ./\/'p(Q), como T,P®T,Q = T,V
se tiene que 7y, ..., U, es una base de Np(Q).

Definicién 2.3.2. Sea p € Pn Q, y vy, .., v, una base orientada de T, P, se define el nimero
de interseccién de Py Q en p como €(p) = 1 0 —1 segun 7y, ...7, sea una base de NV, (Q)
orientada positivamente o negativamente.

Al ser PAQ y dim P + dim Q = dim V, la intersecciéon P n Q es una subvariedad
embebida de V de dimensién dim P — dim V + dim Q = 0. En el caso en que P n Q sea
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compacta, constard de finitos puntos. Esto ocurre cuando V es compacta y tanto P como
Q son cerrrados de V, o cuando P es compacta y Q es cerrada en V (o viceversa). Cuando
estemos en alguno de estos escenarios, queda bien definido el niimero de intersecciéon
entre Py Q.

Definicién 2.3.3. El ntimero de interseccionde Py Qes Q-P =3,.p o €(p).

Sea (W, Vp, V1) una n-triaday W = W u H® U H+D, Notemos por hy : dD" x
D"" — V; al mapa de adjuncién de H"), Vi=0Wu H(T)) — Vo y por hy : dD™1 x
D""=1 — V! al mapa de adjuncién de H'+1). Sea S; = h;(0 x D"~") la b-esfera de
H") y Sy = hy(éD™! x 0) la a-esfera de H"+1) Notar que S; es una (1 — r — 1)-esfera,
mientras que Sy es una r-esfera, y dimV] =n—-1= (n—r—1)+r. Como S; y S, son
compactas, si se interseca transversalmente tendremos que S; N S, consiste de finitios
puntos. Decimos que las manijas H") y H"*1) son complementarias si S;hS> y S; n S»
consta de un dnico punto. En este escenario, vamos a poder cancelar el par de manijas
complementarias, tal y como lo dice el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4 (Primer Teorema de Cancelacion). Sea (W, Vo, V1) una n-triada y sea W' =
W o HO O HY, con HY) y HU+Y manijas complementarias, entonces existe un difeonor-
fismo entre W' y W, que es la identidad fuera de un entorno de H (r) o H+1),

La demostracién puede encontrarse en [RS12, Capitulo 6], con homeomorfismos en
vez de difeomorfismos. Los detalles necesarios para obtener el difeomorfismo se hallan,
por ejemplo, en [Wall6|]. Otra demostracion, usando campos gradiente, es la dada por
Milnor en [MSS65]. Optamos por desarrollar la primera. En la demostracién utilizare-
mos el siguiente lema:

Lema 2.3.5. Sea V una variedad diferenciable de dimension n, y P,Q < V subvariedades
embebidas, de dimension complementaria, tales que PhQ. Sea k = dim Q y n — k la dimensién
de P, y sea p € P n Q. Entonces, existe una carta (U, ¢) de V alrededor de q, tal que

PnlU={x=0,..,x =0}y

QnU = {x¢s1,.., xn = 0}.

Demostracion. Por ser Q una subvariedad embedida de V, existe una carta tajada (U, ¢)
de M alrededor de p, satisfaciendo

Q M u — {xk+1,..., Xn = 0}.

En particular, {3%1, .y ai(pk} es una base de T,Q. Como P < V es una subvariedad em-

bebida de codimensién k y T, P es complementario a T,Q generado por {6%, .y a%k}’ el

resultado se sigue del Teorema 9.46 de [Lee03].

Demostracion del primer teorema de cancelacién. Sean h; y hy los mapas de adjuncién de
H") y H'+Y. Dado que mapas de adjuncién isotdpicos producen variedades diferen-
ciables difeomorfas, la idea sera modificar las funciones h; y h, mediante isotopias hasta
obtener un escenario en el que podamos cancelar estas manijas de forma mas sencilla.
Para ello consideremos las esferas S; y Sp. Por hipétesis, S; n So = {p}, con intersecciéon
transversal. Sea V| = (W u H (r)) — Vb, de modo que S1,S2 < V| son subvariedades
embebidas. Por el lema anterior, existe una carta (U, ¢) de V] alrededor de p tal que
(U) = D" x D" 1, ¢(p) = (0,0), U nS; = 0 x D"~ es un entorno cerrado de p en
S1,y UnS; = D" x 0 es un entorno cerrado de p en S,. En la Figura 2.8 puede verse
una representacion en dimensién 3.
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Figura 2.8: Adjuncién de una r manija sobre
VicoWw,n=23dmV, =2, r =1 La
b-esfera S; esta representada en azul. La a-
esfera Sy = hy(0D"*! x 0) es una copia de
S! embebida en V], y esta representada en
turquesa. La manija H*1) se adjuntara por
medio del mapa de pegado h, : S! x D! —
V/. La imagen de h; no esta representada en
la figura, sélo estd representada la a-esfera.

Tomemos un entorno tubular 7 de S; en el b-tubo de H). Como los entornos
tubulares son isot6picos, sin perdida de géneralidad podemos suponer que 73 = D" x
§"—=1 satisfaciendo que T N U=U=D"xD" "1 Expandiendo 7; hasta que cubra
el b-tubo, podemos suponer que 71 es todo el b-tubo y entonces (b —tubo) nU = U =

D" x D"~ (ver Figura .

[A’FMdl’ 7, pote- gue

wa 28 b-tvto e Hﬂ

D

Figura 2.9: Expansién del entorno tubular 7; pintado en naranja.

Analogamente, se tiene un entorno tubular  de S, en el a-tubo de HU*tY, 7 =
S'x D" "1y 5, nU = D" x D", Expandiendo este entorno tubular _para que sea
el a-tubo de H"*+1), podemos suponer que el a-tubo de H"+1) contiene a U (ver Figura
2.10).

Figura 2.10: El entorno tubular 7, en
verde, que podemos suponer que es el
a-tubo de la manija H"+1,

Al ser S; una (n —r — 1)-esfera, podemos identificar el disco 0 x D"~"~! que surge
de intersecar S; y U, con un hemisferio de la esfera S;. Si consideramos a p € 51 como el
polo norte, podemos identificar el hemisferio norte S”"~! de S; con el disco 0 x D"~"~1,
Andlogamente, si vemos a p como el polo norte de la r-esfera S, podemos identificar el
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Figura 2.11: En verde se muestra
el a-tubo de H"+Y). La parte pin-
tada de naranja representa al dis-
co contenido en V.

disco D" x 0 = S, n U con el hemisferio norte de S,, que notamos S, . Mediante estas
identificaciones, el a-tubo de H (r+1) ge pegara a Vl’ con el mapa de adjuncién hy, siendo

ha(OD™! x D" ) = Iy (D" x $177 1) Ul (ST x D",

>

~~ N~

cb-tubo deH(") Vi

donde S”_ denota el hemisferio sur de D" *!. Notar que la parte del a-tubo contenida
en Vj es un disco D" x D"~"~! = D"~1, luego de redondear las esquinas (ver Figura .

El siguiente paso serd modificar el mapa de adjuncién h; para que el pegado de la
manija H(") se realice en este disco D"~ < V;.

Mediante una isotopia ambiente de V;, llevamos a cabo las siguientes identificacio-
nes:

oD x D" = Sr—l x Dn—r—l > [_1’ 1] — Sr—l > [_1, 1] > Dn—r—l — A x Dn—r—l = Dn—l c Vl/

siendo A = D" — %f)r. De este modo, W = W U, D" 1 x [—1,1] con ¢ : D" 1 5V la
inclusion, y
WuHY =W U, g (D" x [<1,1] uy, HD).

Ahora bien, por como tomamos hy, (D"~ x [~1,1] uy,, H") es difeomorfo a S" x
D" "1 x [~1,1] y, al adjuntar la manija H"*1) via el mapa h, nos queda la adjuncién
del siguiente lema, que nos permitird concluir que W’ es difeomorfo a W.

O

Lema 2.3.6. Sea ¢ : D"~"~1 — D"~ ¢l embedding, el cual consiste en embeber el disco D" "1
en el hemisferio norte de la esfera S"~"~1 = 0D"~" < D"™", entonces (5" x D"™") Ujax g H+D
es difeomorfo a D".

Demostracién. Conseguir un homeomorfismo entre estos espacios es sencillo. Identifica-
mos §" x D" con §" x D" "I xTysealx g :S x D'l - & x D71 x1. Al
adjuntar H'+1), estamos pegando D"+! x D"~"~1 al techo de S x D""~1 x I y el re-
sultado es un espacio homeomorfo a D" x D"~"~1. Para obtener un difeomorfismo, hay
que introducir esquinas y luego suavizarlas, detalles que pueden hallarse por ejemplo
en [Wall6, Capitulo 4]. O

Si a W le adjuntamos una n-bola, la variedad que se obtiene es difeomorfa a W.
Podemos entonces adjuntar una n-bola via adjuntar un par de manijas complementarias,
como en el lema anterior, y la variedad que se obtiene sigue siendo difeomorfa a W.

Lema 2.3.7 (Agregado de manijas). Sea W = Cyp v Hy U ... u Hy, una descomposicién en
manijas de una variedad diferenciable de dimension n. Para todoi = 1,..,.my 0 <r < nes
posible introducir un par de manijas complementarias {H"), H'+V)} en la descomposicion, luego
de la manija H; (o antes de esta manija).
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A continuacién, veremos dos instancias en las que el teorema permite simpli-
ficar una descomposicién en manijas dada, y qué significado tiene desde el punto de
vista de la teoria de Morse.

Lema 2.3.8 (Eliminacién de O-manijas). Sea (W; Vp, V1) un cobordismo y

W=Cyu Hfo) U.. U H}(,?)) U... U Hin) U U HP(Z)

una descomposicion en manijas, con yy manijas de indice k para cadak = 0, ...,n. Si Hy(W, V) =
0 entonces W admite una descomposicion en manijas sobre Vi sin manijas de indice 0, con
(u1 — o) manijas de indice 1 y py manijas de indice k para 2 < k < n.

Demostracién. La homologia relativa del par (W, Vj) en grado 0 coincide con la de
Wi =Cou Hio) U ... U Hﬁg) U Hfl) U ... U H,gi)

relativa a V. Es decir, Hy(W, V) = Ho(Wy, V).
Ahora bien, Hy(W1, V) = 0 si y solo si toda componente conexa de W; interseca a
W, 0 equivalentemente, a Cy. Asi, toda 0 manija DY x D" ha de estar conectada a Cy o

a otra 0-manija. Luego, por cada 0-manija Hl.(o), se tiene una 1-manija H ](1) que conecta
esta manija a Cp 0 a otra manija. En particular, la a-esfera de H ](1), que es S x 0, interseca

_ 0 e
a la b-esfera, D x §"~1 de Hl-( ) en exactamente 1 punto, permitiendo cancelar este par
de manijas. Asi, se van cancelando las 0-manijas con las 1-manijas, hasta obtener una
descomposicién sin 0-manijas. O

En el contexto de funciones de Morse para triadas, el lema nos dice que, dada una
funcién de Morse en (W;Vp, V1) autoindexante, podemos cambiarla por otra funcién
de Morse, que coincida con la original en un entorno de d(W;), y que tenga la misma
cantidad de puntos criticos, de igual indice, salvo por los puntos criticos de indices 0y 1.
La nueva no tendra puntos criticos de indice 0, y tendré (c; — cp) puntos criticos de indice
1, siendo ¢, la cantidad de puntos criticos de indice k de la original. Considerando la
descomposiciéon dual, mencionada en la seccién anterior, o bien tomando —f con f una
funcién de Morse autoindexante, es posible eliminar las n-manijas/los puntos criticos
de indice n. Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.9. Sea (W; Vy, V1) un cobordismo, W conexo, entonces W admite una descompo-
sicién en manijas sobre Vy satisfaciendo:

1. no hay manijas de indice 0 si Vo # (&,
2. no hay manijas de indice n si Vi # &,
3. hay exactamente una manija de indice 0 si Vo = &,

4. hay exactamente una manija de indice n si Vi = (5.

Demostracién. Los items 1 y 2 se deducen del lema anterior. Para el item 3, se define
W' =W — D, Vj = 0D" y V] = V; y se aplica el item 1 al cobordismo (W’; Vg, V{), ob-
teniendo asi una descomposiciéon de W’ sin 0-manijas. A partir de esta descomposicion,
es posible recuerar W adjuntando un n-disco. Asi se obtienea una descomposicién de
W con exactamente una 0-manija. El item 4 se deduce de forma analoga, pero usando el
item 2. ]

Notar que este resultado no pide ninguna hipétesis sobre la dimension.

El segundo resultado que se deduce del primer teorema de cancelacién es el siguien-
te.
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Lema 2.3.10 (Cancelacion de 1-manijas). Sea W conexa de dimension n y sea

W==Cyu HF) U.. U H;(j) U... U H§n) U U HP(::)

una descomposicién en manijas buena, sin manijas de indice 0. Si y(W, Vo) =0y n > 6,
entonces existe una descomposicion en manijas de W sobre Vy sin 1-manijas, con py manijas de
indice k para 2 < k < n,k # 3y con (u1 + p3)-manijas de indice 3.

Demostracion. La demostracion consiste en reemplazar cada 1-manija por una 3-manija.
Para ello, se introducen dos manijas complemetarias, de indices 2 y 3 (la variedad que
se obtiene es difeomorfa a W justamente porque podemos cancelar estas manijas) de
forma tal que la 2-manija sea complementaria a una 1-manija. Luego, se cancela la 1-
manija con la 2-manija, y asi se intercambia una 1-manija por una 3-manija. Los detalles
pueden leerse de [RS12, Capitulo 6]. O

Sea W = Wu H" U HI+D, G 1a b-esfera de H") y Sy la a-esfera de H+1) ambas
orientadas segiin la orientacion usual de las esferas. Consideremos la orientacién en
el b-tubo de H") inducida por la orientacién usual de D’ x dD"~". A menos de una
isotopia que modifique el mapa de adjuncién hy, podemos suponer que S;hS; y que

S51nS < (b—tubo de H (’)> . Consideramos en N(S;) la orientacién inducida por la del b-

tubo y la de S,. Teniendo en cuenta estas orientaciones, se define el nimero de incidencia
de HU*+Y en H(.

Definicién 2.3.11. Se define el nimero de incidencia e(H*1), H")) como el numero de
interseccion S; - S1.

El nimero de incidencia es invariante por homotopias del mapa de adjuncién de
HU+1Y, 1o que permite extender la definicién de ntimero de incidencia al caso en que S
y Sz no se intersequen transversalmente. Mds atin, sea S" una r-esfera con punto base =
y D" = hy(D" x 0) € H"). Consideremos em mapa p : D" — S’ el mapa que colapsa el
borde del disco en el punto * y sea ¢ : H") — D’ el mapa que colapsa la manija a su
r-disco, ¢(hy(x,y)) = hi(x,0). La funcién g : Wu H) — &7, qw = *,q)o = poc resulta
bien definida y continua.

Lema 2.3.12. Si ¢ = qis5, : S2 — S', entonces e(H"+D,H") = degg. En particular, el
niimero de incidencia es invariante por homotopias del mapa de adjuncion de HU+1),

La demostracién de dicho lema puede hallarse en [RS12, Capitulo 6].

2.4. CW-complejo asociado a una descomposicién

En esta breve secciéon presentaremos el CW-complejo asociado a una descomposicién
en manijas de una variedad. Asumiremos como conocidos los resultados bésicos de la
teoria de CW-complejos y remitimos al lector a [Hat02] para mas detalles.

Utilizando la teoria de Morse, demostramos que todo cobordismo admite una des-
composiciéon en manijas (buena), donde estas manijas se adjuntan sucesivamente a la
unién de Vj con las manijas de menor indice. Ademds, cada manija H admite una re-
traccién a su nucleo r : H — h(D* x 0), y h(D¥ x 0) es una k-celda pegada por su borde
a Vp u {manijas de menor indice}. Es natural, entonces, considerar espacios topoldgicos
formados a partir de adjuntar celdas a un espacio topoldgico dado.

Definicién 2.4.1. Un CW-relativo a A es un par (X, A), donde A es un espacio topolégico
y X se obtiene a partir de A adjuntando celdas de distintas dimensiones (en orden
creciente).
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El i-esqueleto de un CW-relativo (X, A) es A uni6n las celdas de dimensién menor
o igual a 7, y lo notaremos X,

Notar que X no es en si un CW-complejo. Sin embargo, si colapsamos A a un punto,
entonces lo seria. Atn en el caso en que A sea un CW-complejo, X no tiene por qué serlo,
ya que las funciones de adjuncién cuyas imdagenes intersecan a A no necesariamente
caen en el esqueleto de A correspondiente.

Definicion 2.4.2 (Nﬁmero de incidencia de celdas). Sea (X, A) un CW—rela’givo, el eltl
celdas en X y ¢ : DI*! — X el mapa caracteristico de ¢'*!. Sea f : S' — S' la funcién
f = cog@pin_g, conc: X0 — x0/x0=1) Usiei € = Si la funcién que colapsa el
i+1

i-esqueleto sin ¢! a un punto. Se define el nimero de incidencia de ¢*! sobre ¢/ como

e(eitl,el) = deg f.

Para cada n > 0 sea C,(X, A) el Z-moédulo libre generado por las n-celdas de X y
On: Cn(X,A) — Cp_1(X, A) el morfismo de borde determinado por

en—1leX

Se verifica que 0,1 0 0, = 0 y que la homologia de este complejo coincide con la
homologia relativa H. (X, A).

Teorema 2.4.3. Sea W = Cy u Hy U ... U Hy, una descomposicion en manijas buena. Entonces
existe un CW-relativo (K, Vi) que satisface

» K es homotdpicamente equivalente a W rel Vp,

= K tiene tantas r-celdas como r-manijas tenga la descomposicién, siendo " = D" = h(D" x
0) la r-celda correspondiente a la manija H); y

- €(8r+1’er) — e(H(r-i-l)/H(r))_

Este teorema nos dice que H.(W,V)) = H.(K,Vp) y que esta tltima la podemos
calcular a partir de los ntimeros de incidencia de las manijas de la descomposicién. Si
Uy = cantidad de puntos criticos de indice k, o equivalentemente la cantidad de manijas
de indice k, podemos representar el mori;jsrlno de Z-modulos libres 0 : ZF — ZM—1

k —

por la matriz de incidencia [d;] = [e(ei,e]- Vi<i<pi<i<ue s O(€X) = [0cle; (la i-ésima

columna de la matriz de incidencia).

2.5. h-cobordismo

En esta seccién enunciaremos un segundo teorema de cancelacién, asi como también
un resultado que nos permitird verificar mds facilmente si se cumplen o no las hipétesis
de dicho teorema. Estas herramientas fueron desarrolladas por Smale para demostrar el
teorema de h-cobordismo, el cual comentaremos brevemente al final de esta seccién.

Teorema 2.5.1 (Segundo teorema de cancelacién). Sea W' = W u H") u HUHD y sy-
pongamos que Vi es simplemente conexa, n > 6 y2 < r < n—4. Si e(H"),H) es 10
—1, entonces existe un difeomorfismo W' — W tal que es la identidad fuera de un entorno de
H  gr+1).
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La demostracién de este teorema consiste en reducir el nimero de puntos de inter-

r+1)

seccion entre el par de manijas {H (", H } hasta obtener un tinico punto de intersec-

cién, permitiendo asi la aplicacién del primer teorema de cancelacién. Para reducir la
cantidad de puntos de H(") n HU'*1), se utiliza un teorema de Whitney -enunciado a con-
tinuacién- que establece condiciones en las cuales dadas dos subvariedades complemen-
tarias P, Q < M (es decir, que se intersecan transversalmente y dim P 4+ dim Q = dim M),
es posible modificar P para eliminar un par de puntos de la interseccion P n Q.

Teorema 2.5.2 (Lema de Whitney). Sean P,Q < M subvariedades complementarias, y sean
p,q € P nQ tales que e(p) = —e(q). Supongamos ademds que se cumple alguna de las siguien-
tes condiciones:

1. dimP > 3,dimQ >3y m; (M) = 0.
2. dimP=2,dimQ >3y m(M—-Q)=0.

Entonces existe una isotopia ambiente F : M x I — M tal que Fy(P) = P’ interseca tranversal-
mentea Qy P'nQ = P nQ—{p,q}. Ademds, esta isotopia puede elegirse con soporte compacto
que no contega a los puntos de P n Q — {p, q}.

La parte del enunciado referente al soporte compacto indica que los puntos de P n
Q — {p,q} permanecen fijos durante toda la isotopia, es decir, la isotopia no afecta a
estos puntos en ningtn instante t. Tanto la demostracién del Lema de Whitney como el
segundo teorema de cancelacién se hallan en [RS12].

Corolario 2.5.3. Sea (W, Vy, V1) una n-triada, con W, Vy y Vi simplemente conexos y supon-
gamos que
W=CuHju..uH,

es una descomposicion en manijas buena, sin manijas de tamasios 0,1,n — 1,n. Entonces, todo
par de manijas {H®, H&1}, con 2 < k < n — 3, cuyo numero de interseccion es 1 0 —1 puede
ser cancelado.

Demostracién. El hecho de que tanto V) como W sean simplemente conexos, nos garan-
tiza que 0. W; = 0W; — 1 sea simplemente conexo para 1 < j < n — 3. Podemos aplicar
el teorema de cancelacién para 2 < k < n — 4. El caso k = n — 3 se deduce aplicando el
teorema anterior a la descomposiciéon dual (o en el caso de funciones de Morse, a —f)
teniendo en cuenta que V; es simplemente conexa por hipétesis. O

Dada una descomposicién en manijas buena de W, para poder cancelar un par
de manijas debemos ser capaces de reconocer un par de manijas {H®*), H*-1)} tal
que e(H®,H*1) = 1 0 —1. En térninos de la matriz de indicencia [¢], debemos
ser capaces de garantizar que hay al menos una entrada de la matriz que tenga un
1 o un —1. El siguiente lema, cuya demostracién puede leerse de [RS12], nos dice
que podemos realizar cambios de base a través de isotopias de los mapas de adjun-
cién. Si f : dDF x D"* — V; es el mapa de adjunciéon de una k-manija, notamos por
[f] € m—1(V1) a la clase de homotopia del mapa f|;p -

Lema 2.5.4 (Lema de modificacién). Sea (W; Vy, V1) un cobordismo con Vi conexo. Sea W’
una variedad diferenciable que se obtiene a partir de W adjuntando dos manijas de indice k,
es decir W' = W uy, Hy Uy, Hy con Hy, Hy manijas de indice k y Im(f1) n Im(f2) = &.
Supongamos ademds que 2 < k < n—2y e e {—1,1}, entonces existe f3 : 0D* x D"k — V;
isotépica a f, tal que [f3] = [f2] + €[f1], y la imdgen de f3 es disjunta a la de f;.
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Corolario 2.5.5. Sea W y W' como en el lema anterior, y supongamos que W = Wy u H*k=1),

Si notamos por Hz a la k-manija cuyo mapa de adjuncion es la funcién fz obtenida en el lema
anterior, entonces

¢ <H3, H(“l)) —¢ (Hz, H(H)) tee (Hl,H“*l)) .

Corolario 2.5.6. Sea (W; Vj, V1) un cobordismo con W, Vyy y Vi simplemente conexos y con una
descomposicion en manijas de indices 2 < k < n — 2. Sea K el espacio que se obtiene de adjuntar
un CW-complejo a Vyy a partir de la descomposicion en manijas. Dado 2 < k < n — 2 es posible
modificar los mapas de adjuncién de las manijas de indice k — 1 y k para que la matriz [0y sea
de la forma

para ciertos d; € Z : dy|da|...|d; y r = rg(0k).

Demostracién. Para k = 2, como no hay manijas de indice < 2, se tiene que [0»] = 0, asi
que no hay nada que hacer.

Sik > 3, por el lema anterior, es posible realizar cualquier cambio de base mediante
isotopias sin modificar la clase de cobordismo de (W; Vp, V;). El resultado se sigue de la
forma normal de Smith para matrices con coeficientes en un dominio euclideo R [Alu09,
5.2.11]. O

Un cobordismo (W, V,V’) es un h-cobordismo si las inclusiones 1 : V. — Wy / :
V! — W son equivalencias homot6picas. Si (W, V, V') es un h-cobordismo, ¢ y /' inducen
isomorfismos en los grupos de homotopia y en los de homologia. En particular,

1. m(W,V)=0=m(W, V),
2. H (W, V) =0,
3. H, (W, V') =0.

Por la version relativa de dualidad de Poincare (ver por ejemplo [MSS65]), (2) y (3)
son equivalentes.

Decimos que un cobordismo es simplemente conexo si W lo es. El teorema de h-
cobordismo da una forma de determinar si dos variedades simplementes conexas Vj y
V1, de dimensién n > 5, son difeomorfas.

Teorema 2.5.7. Sea (W, V,, V1) un h-cobordismo simplemente conexo de dimension n > 6.
Entonces, (W, V, V") es el cobordismo trivial (V x I,V x 0,V x 1). En particular, V y V' son
difeomorfas.

Supongamos que (W,V, V') es un cobordismo simplemente conexo, satisfaciendo
m(W, V) =0=m(W, V') y H,(W,V) = 0. Por el teorema de Hurewicz en homologia
relativa [Hat02 Teorema 4.32], se tiene que 71x(W, V) = 0 para todo k, asi que la inclu-
sion ¢ : V — W induce isomorfismos en los grupos de homotopia. Luego, el teorema de
Whitehead [Hat02, Teorema 4.5] nos dice que ¢ : V — W es una equivalencia homot6pi-
ca. Andlogamente, /' : V' — W resulta una equivalencia homotépica.
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Se puede probar el teorema de h-cobordismo utilizando estas hipétesis, que en prin-
cipio son mds débiles, pero que resultan equivalentes. La demostracién del teorema
consiste en tomar una descomposicién en manijas buena de W sobre V; e ir reduciendo
pares de manijas utilizando los resultados y Los detalles pueden hallarse en
[RS12]. No presentaremos la demostracion por dos razones. En primer lugar, en la sec-
cién siguiente probaremos un teorema de existencia de funciones de Morse perfectas,
cuya demostracién emplea las mismas técnicas que la del teorema de h-cobordismo. En
segundo lugar, en el préoximo capitulo demostraremos un teorema mds general, conoci-
do como el teorema de s-cobordismo, que implica el resultado anterior.

2.6. Teorema de existencia de funciones de Morse perfectas

Dada una variedad diferenciable cerrada M, en el capitulo anterior vimos que, para
que M admita funciones de Morse perfectas, es necesario que su homologia sea libre
de torsiéon. En esta seccién demostraremos el resultado principal de esta tesis, el cual
establece que, en el caso de que M sea simplemente conexa y tenga dimensién mayor o
igual a 6, la condicién de tener homologia libre de torsién es suficiente para garantizar
la existencia de funciones de Morse perfectas.

Teorema 2.6.1. Sea M una variedad diferenciable cerrada de dimension n > 6 simplemente
conexa, con H,(W) libre de torsion, entonces M admite funciones de Morse perfectas.

Este teorema estd enunciado en [And04], aunque su demostraciéon no se encuentra
en la literatura. Para probar este resultado, trabajaremos con un cobordismo (W; Vj, V1),
que surge de sacarle a M dos n-discos cerrados disjuntos. Partiremos de una descom-
posicién en manijas buena minimal (que se corresponde con una funcién de Morse con
minima cantidad de puntos criticos) y probaremos que tiene tantas manijas de indice k
como rg(Hy(W, Vp)). Veremos que rg(Hy(M)) = rg(Hy(W,Vp)) para2 < k <n-—2, 1o
que nos permitird concluir que hay b, manijas de indice k y, agregando los dos discos
que removimos, recuperamos a M y obtenemos una descomposicién en manijas con by
manijas de indice k para todo k, o equivalentemente, una funcién de Morse perfecta en
M.

Comencemos calculando la homologia relativa H.(W, Vj) en términos de H,(M).

Lema 2.6.2. Sea M una variedad cerrada de dimension n > 4, D < M un disco de dimension
n, Vo =0D y X = M — D, entonces H(M) = Hy(X) = Hp(X, Vo) para2 < k <n—2.

Demostracién. Aplicando Mayer Vietoris patra A = M —p,B = D, con p € D, se tiene la
sucesion exacta larga

— Hi(A nB) — Hi(A) @ Hi(B) — Hy(M) — Hi_1(An B) —.

Ademéds, AnB=D —p ~ S*1 asi que si 2 < k < n — 2 obtenemos la sucesion exacta
corta
0 — Hy(A) ® Hy(D) — Hi(M) — 0.
—

=0

Luego, Hx(A) = Hx(M). Ademds, X < A es un retracto por deformacién, de lo que se
sigue que Hy(X) = Hy(A) = H(M).

Para ver que Hy(X) = Hi(X, V) basta con considerar la sucesién exacta larga

H, (Vo) = Hy(X) = Ho(X, Vo) > Hy_1(Vo) — ... — Ho(X, V) — 0.
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Como Vy = §"°1 yk<n—-1,k—1> 1, mirando la parte de la sucesién anterior en
grado k se tiene

P
H (Vo) — Hi(X) — Hi(X, Vo) = Hi—1(Vo) .
~0 ~0

Concluimos el resultado deseado.
O

Lema 2.6.3. Sea M variedad diferenciable cerrada de dimension n > 4, Dy, D1 < M dos n-
discos disjuntos, V; = D' y W = M — (Dog U D?) entonces Hy(M) = Hy(W, Vy) para
2<k<n-2

Demostracién. Sea X = M — Dy, por el lema sabemos que Hy(M) = Hi(X, Vp) para
2 < k < n— 2. Basta entonces ver que Hy(W, Vy) = Hi(X, V) para 2 < k < n —2. Como
W = X — Dy, consideramos la sucesién exacta larga en homologia relativa inducida por
VweWeX:

= He (X, W) S Hy(W, V) — Hi(X, Vo) — Hi(X, W) — ....

Sea A =WyB = D;, con D; € X un n-disco conteniendo a D;, de modo que
X = Int(A) u Int(B). Por escisién, H;(X, W) = H;(D",0D"), y por lo tanto tenemos un
0 en los lugarares Hy,1(X, W) y Hx(X, W) de la sucesién anterior, para 2 < k < n — 2.
Conlcuimos que Hx(W, Vp) = Hx (X, Vo). O

A continuacién se demuestra el Teorema

Demostracion. Sean Dy, DY < M dos n-discos embebidos disjuntos, V; = dD} y con-
sideremos el cobordismo (W;Vp, V;), siendo W = M — (ch U D?) Por van Kampen,
(W) = (M) = 0 asi que W es simplemente conexa. Sea f una funcién de Morse en
W con minima cantidad de puntos criticos. Al ser W conexo, podemos cancelar puntos

criticos de indice 0 y 7, asi que f no posee puntos criticos de estos indices. Ademas, se
tiene la sucesién exacta

‘ 0
(W, x0) 5 m11(W, Vi, %o) = mo(Vi, x0) = 7To(W, Xo).
0
con ¢ isomorfismo, de modo que Im(0) = ker: = 0. Luego 71(W,V;) = kerd =
Im(j) = 0, y aplica el lema de cancelacién de puntos criticos de indices 1y n — 1. En
consecuencia, f induce una descomposiciéon en manijas de W en V, dada por

W=Cyu Hfz) U e U H;(é) U ... U Hl(n_z) U...U H;,ijz)

Sea (K, Vp) el CW-relativo inducido por esta descomposicién, de manera que H. (W, V) =
H.(K, V). Sabemos que Hi(K,Vp) =0 parak =0,1,n—1,ny que H (M) = Hy(W, Vo)
para 2 < k < n—2 por el lema Como H.(M) es libre de torsién, se tiene que
H,(W; V) también es libre de torsién. Sea b; = rg(H;(W, Vo)). Al no haber manijas de
indices 0,1,n —1,n, se tiene que b; = pu; = 0 para j = 0,1,n — 1,n. Supongamos que f
no es perfecta, tomemos k el minimo natural tal que py > by, en particular 2 < k < n —2.
Mas atn, k < n —2 ya que si k = n — 2 tendriamos que y; = b; para todo0 < j <n-—3
y para j = n— 1,1, pero como Y7 (—1)/p; = 37_(~1)/bj, ha de ser py = by, lo cual es
absurdo.

Afirmo que, si 2 < k < n — 3, entonces ¢; = 0 para todo < k. Tomando esto por
hecho, como Hy (W, Vj) es libre de torsién y de rango by, se tiene que Hy(W, Vo) = Z%.
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Por definicion, Hi(W, V) = I;erafi - y como or = 0, se tiene que ker ¢, = Cx(K, V), luego
by = pr —1g(0ks+1) y como by < g, ha de ser r = rg(dk;1) > 0. Aplicando el corolario

2.5.6, podemos llevar la matriz de incidencia [0k 1] a una de la forma

d 0 0
0 . 0
Gal=]0 0 4 2.2)

0 0

para ciertos d; € Z : dy|dy|...|d,. En particular, Hy(W, V) = Z°@Z/d1Z® .. ®Z/d,Z.
Pero H.(W, V) no tiene torsion asi que ha de ser dy, ..., d, € {1, -1}, lo que nos dice
que hay al menos un par de manijas complementarias {H*), H**1)} cuyo nimero de
interseccién es 1 o —1.

Como W, Vj y Vi son simplemente conexas, y 2 < k < n — 3, aplica y podemos
cancelar este par de manijas. Esto nos dice que podemos conseguir una funcién de
Morse con menos puntos criticos que f, lo cual es absurdo.

Queda probar que J; = 0 para 1 < j < k. Lo hacemos por induccién. Que 0; : C; —
Co es el morfismo 0 es claro ya que C; = 0. Supongamos que J; =0 paral <j<k-1,
ker 0;
Imaﬁjl
kerd; = C; = Z". Ademas, u; = b; = rg(H;(W,Vj)) y si r es el rango de la matriz de
incidencia [0j;1], a menos de un cambio de base se tiene que [0;1] es como en[2.2| para
ciertos d;’s. Gracias a la ausencia de torsion, estos d’s son 1 o —1, pero como H;j(W, o)
es libre de rango y;, ha de ser r = 0 y entonces dj 11 = 0 como queriamos.

para ver que 0jy1 : Cj1 — Cj es 0, notar que H;(W,Vp) = y como ¢; = 0,

O
Corolario 2.6.4. Toda esfera exética admite funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Si M es una esfera exética, al ser M homeomorfa a S, se tiene que M es
cerrada, simplemente conexa y su homologia es libre de torsion. Més atn, como toda
esfera exdtica tiene dimensién mayor o igual que 7, estamos en las hipétesis del teorema
luego M admite funciones de Morse perfectas. O



Capitulo 3

Funciones perfectas y s-cobordismo

El teorema de h-cobordismo se extiende al caso no simplemente conexo, agregando
una hipétesis que involucra un invariante conocido como la torsién de Whitehead. El
resultado que se obtiene es el teorema de s-cobordismo, probado por Barden [Bar64],
Mazur [Maz63] y Stallings [Sta65]. En este capitulo, discutiremos cémo se extienden
los resultados del capitulo anterior al caso no simplemente conexo y demostraremos el
teorema de s-cobordismo. Finalmente, exploraremos qué condiciones debe tener una va-
riedad cerrada conexa de dimensién > 6 para que admita funciones de Morse perfectas.

3.1. El caso no simplemente conexo

3.1.1. Generalizacién del segundo teorema de cancelacién

La demostracién del teorema se basa fuertemente en el segundo lema de can-
celacion ([2.5.1), el cual requiere que la componente de borde -en la que se lleva a cabo
la adjuncién de manijas- sea simplemente conexa. Generalizaremos este lema al caso no
simplemente conexo, mediante una generalizacién del Lema de Whitney y de la nocién
de namero de incidencia.

Sea M una variedad diferenciable cerrada, P, Q < M subvariedades simplemente
conexas y complementarias. Por ser P, Q simplemente conexas, son orientables, asi que
las consideramos orientadas. Sean #, *p, *g puntos base de M, P y Q respectivamente y
sean ap : [0,1] — M, aq : [0,1] — M curvas suaves que arrancan en # y terminan en #p y
#( respectivamente. Sea 0, una orientacién local de M alrededor de *. Dado x € P n Q
consideremos un camino suave vy : [0,1] — P que arranca en #p y termina en x, y un
camino suave 7 : [0,1] — Q que arranca en x y termina en *¢ (ver Figura .

Si notamos por &g al camino ag recorrido en el sentido inverso, entonces axpynag es
un camino en M basado en . Sea g € 711(M, ) la clase de apynag.

Como T,P® T,Q = TyM, las orientaciones de P y Q inducen una orientaciéon local de
M en x. Si esta orientacion coincide con la orientacion (ap7y)«(0x), entonces definimos
€(x) = g. Caso contrario, definimos €(x) = —g.

Definicién 3.1.1. Sean P, Q, M como antes, se define la clase de interseccién de Py Q
en M como

e(P,Q) = Z e(x) € Z[m (M)].

xePnQ

Observacién 3.1.2. Esta nocion de clase de interseccién generaliza la nocién de nimero
de interseccién y no depende de las curvas en P y Q elegidas:

60
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M=w3

Figura 3.1: Clase de interseccién en x.

1. Si M es simplemente conexa, entonces ¢ = 0 y M es orientada, asi que recupera-
mos la definicién anterior de ntimero de interseccion.

2. e(x) estd bien definido: no depende de ¢ ni de 5 por ser P y Q simplemente
conexas.

Existe una versién més general del Lema de Whitney que, bajo ciertas condiciones,
permite eliminar de la interseccion de dos subvariedades complementarias un par de
puntos cuyas clases de interseccién tienen signos opuestos.

Lema 3.1.3 (Whitney no simplemente conexo). Sean P,Q, M como arriba, y sean p,q €
P~ Q tales que e(p) = —e(q) € Z[rr1(M)). Si se cumple alguna de las siguientes condiciones

s dimP >3,dimQ >3, 0
L] d1mP:2,d1mQ >3y 7'(1(M) = 7T1(M—Q),

entonces existe una isotopia ambiente de M que manda P a P’ con PPhQ y P'n Q =

PnQ—{p,q}. Ademis, esta isotopia se puede elegir con soporte compacto que no contenga a los
otros puntos de P n Q.

En el resto del capitulo consideraremos espacios punteados. Dado un cobordismo
conexo (W, Vp, V1), consideraremos * € V) punto base de Vy y de W. Ademads, cada ma-
nija H® tendra su punto base #, en la a-esfera. Consideraremos la b-esfera punteada,
con un punto base #,, y un camino estandar conectando los puntos #, y *,. Ademas,
fijamos caminos especificos que van desde = a los puntos base de cada manija.

Con una demostracién similar a la del segundo teormema de cancelacién pero
utilizando esta tltima version del lema de Whitney, se generaliza dicho resultado.

Teorema 3.1.4 (2do teorema de cancelacion generalizado). Sea (W;Vy, V1) una n-triada,
W =WuH"OHA y Vv, =0 <Wu H(r)) — Vo. Supongamos que 1t1(Vy) ~ m1(Va) ~
m(W)y2<r<n—4S5ie (H(’“),H(’)) = go0—g, con g€ mi(W) entonces podemos

cancelar estas manijas y obtener un difeomorfismo entre W' y W, que sea la identidad fuera de
un entorno de H") u HU+1),

El teorema anterior nos permite reducir la cantidad de manijas de una descomposi-
cién buena.
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Corolario 3.1.5. Si (W; Vp, V1) es una n-triada con n > 6 y iy (V) = m(W) = m(V1), v
W=CyuHiu..uHy,

es una descomposicion en manijas buena, con manijas de indices 2 < k < n — 2, entonces todo
par de manijas {H®), H&D} con 2 < k < n — 3 puede ser cancelado si € (H(k“), H(k)) =
e-g, conee{-1,1} y ge m(W).

Demostracién. Para 2 < k < n —4 es el teorema anterior, notando que si 71 (Vo) = 11(W)
entonces 01W; = 0W; — Vj satisface que (01 W;) = m(W) para todo j = 1,...,n — 3,
como en la demostracioén del corolario B.1.5

Para el caso k = n — 3 usamos que 711(V;1) ~ m1(W) y la descomposicién en manijas
dual. O

3.1.2. Revestimiento universal del complejo asociado a una descomposicion

En el caso simplemente conexo, se calcula la homologia de W relativa a Vj a partir de
los ntimeros de incidencia. En el caso no simplemente conexo, se utiliza el revestimien-
to universal p : W — W, que es homot6picamente equivalente rel Vo = p~1(Vp) a un
CW-relativo (K, Vp), el cual se obtiene a partir de (K, Vp). Describiremos a continuacién
cémo obtener dicho CW-relativo.

Sea (W, Vy, V1) una n-triada y p : W — W el revestimiento universal, con punto base
% € p~1(%) € Vj. Dada una descomposicién en manijas buena

W=CyuH;u..uUH,,

consideremos (K, Vp), el CW-relativo a Vj, y sea A : W — K una equivalencia homotdpica
relativa a Vp. Si notamos por Vy = p~1(Vp) y g : K — K al revestimiento universal de K,
se tiene un levantado A de la funcién A o p que fija # y hace conmutar el diagrama

W -1 K
Y q
w2, K

Mas atin, como g y A fijan Vj, se tiene que A restringida a Vp es la identidad. De es-
te modo, A resulta una equivalencia homotépica rel V; entre W y K. Levantando la
estructura de K como CW-complejo relativo a Vj, podemos darle a K una estructura
de CW-complejo relativo a V. Concretamente, para cada j sea e/ una j-celda de K y
¢ : S~ — KU=1 su mapa de adjuncién.

S]lil L K(]il)

oo

Di—% L,k

Si x; = @(0), por cada yj € 47! (x;) € K existe un tnico levantado ¢ : D/ — K con
@(0) = y;. Le damos a K la estructura de CW-complejo relativo a Vp, cuyas j-celdas son
las componentes conexas de g !(e/) con e/ celda en K, y los mapas de adjuncién son los
levantados de los mapas de adjuncién de e/.
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Notemos por 7 al grupo fundamental de K, 7 = 711(K) es isomorfo al grupo de
transformaciones de Deck del revestimiento q : K — K, el cual acttia en K por evaluacién.
De hecho, acttia en cada fibra del revestimiento g induciendo, para cada j € IN, una
accion de 7t sobre el conjunto de {j-celdas de K} por permutaciones. En efecto, si & es
una j-celda de K con mapa de adjuncién Py, yj € g x) yp = q¢y,, entonces dado
gem, g-& esla j-celda en K cuyo mapa de adjuncién es el levantado de ¢ que manda
0ag-y € q '(xj). Esta accion es libre de puntos fijos y permite ver al complejo de
cadenas C,(K, V) como un complejo de Zr-médulos, ya que

Ci(K, Vo) = Z[j-celdas de K] = Z[H n-dl =P Zn.
elcK e/lcK
Asi, para cada j € Ny, C]-(K, Vo) resulta un Zmr-médulo libre. Fijemos una base de
C;(K, Vo), que notaremos por Bj, eligiendo por cada j-celda en K una j-celda & = g7 (¢/).
Esta base estd bien definida a menos de multiplicaciéon por elementos de 7. El morfismo
de borde del complejo (C. (K, Vp),d) puede calcularse a partir de la clase de interseccién
de las manijas de la descomposicién, siendo

d@)= > e (HUJ,H(J‘—l)) o1
&—1eBj_;

Aqui, H7 y HU=1) son las manijas de ¢/ = q(&/) y ¢/~! = g(¢/~!). La primer manija
es siempre la misma, mientras que la segunda va cambiando a medida que se recorren
los elementos de la base B;_;.

Para cada j € Ng, notemos por Cj(K, Vy)» al Z-médulo que se obtiene de cocientar
por la accién de 7. Es decir,

o Ci(K, V.
Ci(R, Vo) = — (KVo)
§¥-g:8€m)
Se puede recuperar el complejo de cadenas C. (K, V) cocientando por la accién de
7T, tal y como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.6. La proyeccion al cociente q : (K, Vy) — (K, Vo) induce un isomorfismo de
complejos de cadenas

En particular, las homologias de estos complejos son isomorfas.

Demostracién. El morfismo g, : C4(K, V) — Ci(K, V),

0 —— Cu(R Vo) — Cuv(R

R

0 —— Cn(K, V()) E— Cn_l(K

~
(=]
~—

~
=
~—

pasa al cociente y manda base en base, por lo que resulta un isomorfismo. ]
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Sir > 2, p induce un isomorfismo entre nr(W, \70) y 77,(W, V). Ademads, por Hu-
rewics, 77,(W,Vy) = H,(W,,W,_1) y este altimo grupo de homologia coincide con
C/(K, Vo). De este modo, se tiene la identificacién

nr(W, V()) ja Cr(K, V())

Bajo esta identificacién, toda manija de indice r > 2, con mapa de adjuncién f, determina
un elemento [f] € C,(K,Vp). Damos a continuacién una generalizaciéon del lema de
modificacion 2.5.4]

Lema 3.1.7 (Lema de modificacién general). Sea (W; Vy, V1) un cobordismo conexo. Sea W'
una variedad diferenciable que se obtiene a partir de W adjuntando dos manijas de indice r,
es decir, W' = W vy, Hy ug, Hy con Hy, Hy manijas de indice r y Im(f1) n Im(f2) = &.
Supongamos ademds que 2 < r < n — 2, entonces existe f3 : dD" x D"™" — Vj isotépica a f>
tal que

[fs] = [fo] +eg- [A1]
en C,(W, V).

La demostracion puede leerse de [LMC24, 2.36].

3.1.3. Descomposicion en manijas de un h-cobordismo

Sea (W, Vp, V1) un h-cobordismo conexo (con W no necesariamente simplemente
conexo) y

W =Cyu Hl(r) U U HP(‘:) U U Hl(n_z) U.. U H}(,:jzz)

una descomposicién en manijas buena, siendo 2 < v < n —4 el menor indice de las
manijas que aparecen en la descomposicion. Consideremos el revestimiento universal
p: W — Wy el CW-complejo C.(K, V) descripto anteriormente. La equivalencia ho-
motdpica 1 : V — W se levanta a una equivalencia homotépica 7 : Vy — Wy, por lo
tanto, H. (K, Vp) = 0. En particular, H,(K,Vy) = 0 asi que kerd, = Imd, ;. Ademas,
al no haber manijas de indice r — 1, d, : C, — C,_1 es el morfismo nulo y, entonces,
dry1 : Coy1 — G esun epimorfismo. Sea cpY) : D' x D" 5> Wel mapa caracteristi-
co de Hl(r), egr) € G(K, Vo) y égr) e C, su levantado. Existen x1, ..., X, € Z tales que

;Zl Xj - dr+1(e§r+1) ) = e”Y). Es posible introducir un par de manijas complementarias
{HU+1), H+2)} de manera que e <H(r+1),Hl(r)> = 1y HU"*V no interseque a H! para

i > 1. Hecho esto, se puede cancelar H (+1) con H (r), obteniendo como resultado una
descomposicién en manijas con una manija de indice » menos, pero con una de indice
r 4+ 2 més. A continuacion, describimos el procedimiento.

Dado el cobordismo (W, Vy, %1 W;), se adjunta una n-bola mediante la adjuncién de
un par de manijas complementarias {H 1), H'*2)} como en el lema Aplicando el
lema se puede modificar el mapa de adjuncién ¢ y obtener un mapa 7 : 0D ! x
D" — 01 W, isot6pico a 1 tal que

Hr
=g+ 3 el e Cran
j=il

y, como ¥ es nulhomotdpica, se tiene que [p] = 0. Notemos por & ! al levantado de
¢’ corresponidente a 7. Se tiene entonces que
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Hr
dr+1(e~(r+l)) _ 2 xj'dr+1 (e](r+l)> _ égr).

j=il
En particular, € (H (r41), HY)) =1y H"*+Y no interseca a las demas manijas de indi-

ce r. Luego, cancelamos el par de manijas {H("), HU+1)},

Aplicando este procedimiento con todas las manijas de indice 7, es posible intercam-
biar todas las manijas de indice r por la misma cantidad de manijas de indice r + 2.
Haciendo induccién en r, se obtiene una descomposicién en manijas de W sobre V; cu-
yas manijas son solamente de indices n —3 y n — 2.

Se ha probado la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.8. Sea (W, V;, V1) un h-cobordismo conexo, entonces W admite una descom-
posicién en manijas buena sobre Vj

Hn—3 Hn—2
W = Cyu U Hl(n—3) U U Hi(n—2),
=1 i=1

con manijas de indicesn —3yn — 2.

Teniendo en cuenta que H*(W, V) = 0, se sigue que d,,_» : C,_» — C,_3 es un iso-
morfismo. Para poder cancelar todas las manijas de indices n —3 y n — 2 y asi concluir
que el cobordismo (W, Vo, V1) es trivial, deberfamos poder modificar los mapas de ad-
juncién de las manijas de indices 1 — 2, con el lema para que la matriz [d,_»] en la
nueva base de C,,_» sea la matriz identidad.

Observacién 3.1.9. C.(K,V;) es un Zm-médulo libre a izquierda, de modo que para
cada r consideraremos la matriz de d, : C; — C,_; como una matriz [d,] € M, ., ,(Zm)

(r) T

y las coordenadas de 4, (el. ) vienen dadas por e; - [d;], donde el-T denota el vector

transpuesto canénico en (Z)". Se tiene la siguiente correspondencia entre operaciones
sobre la descomposicién en manijas de W y operaciones de fila de matrices:

1. Cambiar el representante de &/ < K de " por uno en la misma orbita equivale a
multiplicar por un elemento de 7 la i-ésima fila de [d,], mientras que cambiar su
orientacién corresponde con multiplicar dicha fila por —1.

2. Introducir un par de manijas complementarias de indices r — 1, r, se corresponde
con cambiar la matriz [d,]| por la matriz

d] 0
([0] 1) € My, 414, 4+1)(Z7).

3. Modificar el mapa de adjuncién ¢; de una manija H l-(r) por uno isotépico ¢; tal que
[¥] = [¢i] + g [¢;], segtn el lema[B.1.7} se corresponde con sumarle a la i-ésima fila
de [d,] g-veces la j-ésima fila, o equivalentemente, multiplicar a izquierda de [d,]
por la matriz (I + g - E;;), donde E;; denota la matriz elemental que tiene todas
sus coordenadas nulas salvo la (i, ), en la cual tiene un 1.

Esta correspondencia nos permite estudiar de forma algebraica el problema de re-
ducir la descomposicién en manijas de W. En la siguiente seccién, definiremos el grupo
de Whitehead del grupo 7, que notaremos Wh(7), y el elemento de torsion T(W, V) €
Wh(t), que es el invariante que nos permitird decidir si (W, V, V') es o no un cobordis-
mo trivial.
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3.2. El grupo de Whitehead y el Teorema de s-cobordismo

En esta seccién, examinaremos las propiedades fundamentales del grupo de Whi-
tehead y la torsiéon de Whitehead, conceptos introducidos por J.H.C. Whitehead en la
década de 1940 como parte de su estudio sobre la teorfa de homotopia. Inicialmente, el
grupo de Whitehead de un CW-complejo L se definié6 como un conjunto de clases de
equivalencia de pares de CW-complejos (K, L), donde L < K es un subcomplejo y un
retracto por deformacién fuerte (celular). Equipado con una operacién, este conjunto for-
ma un grupo abeliano. La equivalencia considerada es la de homotopia simple, descripta
en términos de colapsos y expansiones de CW-complejos. Una exposicion detallada de
este enfoque geométrico se encuentra en [Coh73, Capitulo 2]. Sin embargo, el grupo de
Whitehead también puede definirse desde un punto de vista algebraico, considerando
una relacion de equivalencia especifica en un espacio de matrices. Adoptaremos este
altimo enfoque, basandonos en los trabajos de Milnor [Mil66] y de Cohen [Coh73], para
luego finalizar la seccién con la demostraciéon del teorema de s-cobordismo.

Sea R un anillo asociativo con unidad y GL(n, R) el grupo de matrices inversibles de
tamarfio n x n con coeficientes en R. Para cada n € N, se tiene la inclusion

A 0

AeGL(n,R) — <0 .

) € GL(n+1,R).

Se define el grupo GL(R) como la unién de estos grupos de matrices.

GL(R) = | J GL(n,R).
nelN

Una matriz en GL(R) se dice elemental si coincide con la matriz identidad, salvo por
una entrada fuera de la diagonal. Al subgrupo de matrices generado por las matrices
elementales lo notamos E(R). La demostracién del siguiente resultado de Whitehead
puede hallarse en [Mil66] y [Coh73].

Proposicién 3.2.1. El subgrupo E(R) coincide con el conmutador de GL(R).

Asi, E(R) es un subgrupo normal en GL(R) y su cociente es un grupo abeliano.

Definicién 3.2.2. El grupo de Whithead de un anillo R es el grupo abeliano

_ GL(R)
~E(R)

Ki(R)

Mas atn, cualquier subgrupo que contenga a E(R) serd un subgrupo normal de
GL(R) y su cociente sera abeliano. Notemos por U(R) al grupo de unidades del anillo
R, el cual es un subgrupo de GL(R) via la identificaciéon U(R) = GL(1,R) < GL(R).
Dado G < U(R) un subgrupo, se define Eg(R) como el subgrupo generado por E(R) y
las matrices diagonales con todos 1 en la diagonal, salvo por una entrada en la que hay
un elemento de G. Asi definido, Eg(R) es un subgrupo normal de GL(R), y el cociente

K¢(R) = CL(R) 65 un grupo abeliano. El caso més sencillo de esta construccion se obtie-
Kg(R)

ne de considerar G = {1, —1}.

Se define el grupo reducido de Whitehead de R como

Ki(R) = Kg(R)
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con G = {1, —1}. La ventaja de trabajar con el grupo reducido de Whitehead es que dos
matrices inversibles cualesquiera que difieran por una permutacién de sus filas seran
equivalentes en K;(R).

De ahora en més supondremos que el anillo R tiene nocién de rango (es decir: si
R™ ~ R", entonces n = m). Notar que R = Z7t tiene nocién de rango.

Sea N un R-mddulo libre finitamente generado, y e = (ey,...,es), ¢ = (¢},...,€})
dos bases de N. Consideremos la matriz (a;;) € GL(n,R) de cambio de base de ¢ a ¢’
y notemos por [, ¢'] a su clase en K1 (R). Decimos que e y ¢’ son equivalentes si [¢, ¢/] = 0.

Notar que si K1(R) = 0 entonces dos bases cualesquiera de N son equivalentes. En
el contexo de s-cobordismo, esto nos esta diciendo que podemos modificar los mapas
de adjuncién de las manijas de fndice 2 < r < n — 2 para obtener cualquier base de C,
que se quiera.

En lo que sigue, consideraremos un complejo de cadenas (C,d) de R-médulos libres
finitamente generados

Cnﬁ> n—1 dnil""—’coﬂ’o
tal que Im(d;) es un submddulo libre de C; y H; = Il;f;i"l es libre para cadai = 0,..., n.

Notamos por B; = Imdi;1 y Z; = kerd;, y vemos que al ser H; = %}’_’ y B; libres,
Z; tambien lo es. Sean ¢; y h; bases de C; y H; respectivamente. Si h; = (z1,...,Zs) ¥
bi = (y1,..,Yr) es una base de B;, entonces tenemos una base b;h; de Z; definida por
(Y1, s Yr, 21, s 25). Como C;/Z; ~ B;_1, dada una base b;_1 = (v}, ...,y;) de B; obtene-
mos una base b;h;b;_1 de C;, dada por

bihibi,l = (yli s Yrr 21, e00s Zsy ]//1; Y ]/;)

Se define la torsién del complejo C como

n
T(C) = Z(fl)l[bihibiflrci] S Kl (R)
i=0
Es posible ver que 7(C) no depende de las bases b; elegidas, pero si de las bases ¢; y
h;.

Teniendo en cuenta las correspondencias establecidas en la observacion nos
interesa el grupo reducido de Whitehead del anillo R = Z7, pero con mds identifica-
ciones, que surgen de la posibilidad de cambiar representantes del levantado de cada
k-celda ey. Sea T = m v (—m) < U(Zm) el grupo de unidades triviales de Zrt.

Definicién 3.2.3. Dado 7t un grupo, se define el grupo de Whitehead de 7 como
Wh(r) = Kr(Z).
Proposicién 3.2.4. El grupo de Whitehead de un grupo satisface las siguientes propiedades:
1. Wh(Z) =0,
2. Wh(G «H) = Wh(G) @ Wh(H),

3. Si G es un grupo abeliano libre, entonces Wh(G) = 0.
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Las propiedades 1 y 2 estdn demostradas en [Coh73|], mientras que el tercer resulta-
do fue demostrado por Bass, Heller y Swan en [BHS64].

Volviendo al contexto del teorema de s-cobordismo, dado (W, V, V') un h-cobordismo
conexo, contamos con el complejo de cadenas de Zm-médulos C = C(K, V), en don-

de cada C, tiene una base prefijada {Egr), . é‘;lr,) } Ademas, la equivalencia homotépica

1 : V — W induce una equivalencia homotépica I : V — W en el revestimiento, por lo
que H, (W, V) = 0 (en particular es libre con base nula).

Definicién 3.2.5 (Torsion de Whitehead). Se define la torsion de Whitehead (W, V)
como la torsién del complejo C, pero vista en Wh(r). Es decir,

(W, V) =7(C) e Wh(r).

Asi definida, T(W, V) depende de la descomposicién en manijas buena de W sobre
V (o de una funcién de Morse f para la triada (W, V, V’)). Sin embargo, se prueba que
resulta independiente de esta eleccion. Una demostracién de este hecho se encuentra en
[Mil66]. Més atin, T(W, V) s6lo depende del par topolégico (W, V) y esta demostracion
se le atribuye a T.A. Chaptman [Cha74].

Para definir T(W, V) no hace falta que 1 : V. — W sea un retracto. Mds en general,
si 1 induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales, H, (K, V) es libre sobre Zn
y fijamos una base para cada H;, se define ©(W,V) = T(C) € Wh(r). Esta definicién
dependera de las bases de H; elegidas. Este caso serd de nuestro interés a la hora de
extender el resultado de existencia de funciones de Morse perfectas, obtenido en el
capitulo anterior. Enunciamos a continuacién el teorema de s-cobordismo.

Teorema 3.2.6 (Teorema de s-cobordismo). Sea (W, V, V') un h-cobordismo conexo y m =
111 (M). Entonces (W, V, V") es el cobordismo trivial si y solo si T(W,V) = 0.

Demostracién. Si (W,V, V') es un cobordismo trivial, entonces W = V x [0,1], y el CW-
relativo (K, V) no es mas que el par (V,V), ya que no W admite una descomposicién
sin manijas. Luego, C«(K, V) es el complejo nulo, y entonces T(W, V) = 0. Para ver la
implicacién reciproca notar que, por la proposicion tenemos una descomposicién
en manijas buena de W sobre V de la forma

W=Cyu H1(n73) U... U Hs(n73) U aniz) U ... U Ht(n72),

y dny_2 : Cy_p — Cy_3 es un isomorfismo. Como la clase de la matriz [d,_>] en Wh()
coincide con T(W,V) (o en su defecto con —t(W,V)), se tiene que si T(W,V) = 0,
entonces [d,_»] es equivalente a la matriz identidad. Luego, podemos modificar los
mapas de adjuncién de las (n — 2)-manijas para que todas ellas se cancelen con las
(n — 3)-manijas y asi obtener que (W, V,V’) es el cobordismo trivial. O

3.3. Existencia de funciones de Morse perfectas en variedades

no simplemente conexas

En esta seccién veremos como generalizar el teorema de existencia de funciones de
Morse perfectas del capitulo anterior utilizando el grupo de Whitehead.

Sea M una variedad diferenciable cerrada, conexa, de dimension n > 6 y H.(M)
libre de torsién. ;Existen funciones de Morse perfectas sobre M?
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Figura 3.2: [lustracién de entornos tubulares de las curvas a y 7.

Comencemos estudiando el caso en que 7 = 71(M) es un grupo libre, ya que en
este caso existe m € IN tal que 7 = Z = .... * Z es el producto libre de m copias de Z y,
por items 2 y 3 de la proposiciéon se tiene que Wh(m) = 0. Trataremos de probar
que, en este caso, M admite funciones de Morse perfectas de forma similar al caso
simplemente conexo. Notar que, para aplicar las técnicas de s-cobordismo, debemos
trabajar con un cobordismo conexo (W; V, V1) tal que 1 (Vo) = m (W) = m1(V4). Yano
removeremos discos de M para armarnos W, sino que removeremos entornos tubulares
de generadores del 711 (M). Por ser M compacta con grupo fundamental libre, tomemos
una base de 771(M) dada por las clases de los caminos w7, ..., . Podemos suponer que
estos caminos estan basados en distintos puntos y que no se intersecan. Para cada j =
1,..,mseaT: S! x D"=1 — M un entorno tubular de ajen M. Paracadai=1,..,m—1
tomo <; curva en M que va del punto base de «; al punto base de a;;; de forma tal
que no interseque a las curvas «y, ..., &y, (salvo en los puntos base de «;,«;11) y tampoco
interseque a las curvas vy con j < i, y sea I'; : D! x D"~! — M un entorno tubular de
vi. Haciendo la suma conexa de estos entornos tubulares obtenemos un entorno tubular
To < M dela curva a17y1&3....7—10m. Asi, Tp es difeomorfo a la suma conexa de m copias
de S' x D"~ (ver Figura[3.2).

Su borde Vy = 0Tp es homeomorfo a la suma conexa de m copias de Sl x 572, y
entonces 711 (Vp) = 11(M). Sea X = M — Ty, veremos en el siguiente lema que su grupo
fundamental es isomorfo al de M.

Lema 3.3.1. Sea M variedad diferenciable conexa, de dimension n > 4, con rr1(M) libre y Ty <
Int(M) el entorno tubular descripto anteriormente. Si X = M — Ty, entonces 711(M) = 111 (X).

Demostracién. Aplicamos van Kampen con los abiertos U = Int(X) y V = Ty un entorno
idéntico a Ty, pero més grande y abierto tal que Ty < Ty es retracto por deformacién.
Asi, M=UuV,UnV =0Ty

m(U) « (V)
7T1(T0>

en donde la dltima igualdad se obtiene de que Int(X) < X es un retracto por deforma-
cion. t

7T1(M) = = 7T1(U) = 7T1(X),

En consecuencia, el grupo fundamental de X es libre de rango m. Podemos entonces
repetir el proceso anterior, tomando generadores de 7r1(X) y entornos tubulares en X, y
asi obtener un entorno tubular T; < Int(X), con la diferencia de que a T; 1o obtendremos
a partir de entornos tubulares T : D"~! x S! — Int(X). Notemos por Vi = 0Tj. Al igual
que Vy, V; satisface 11(Vq) = my(M). Sea W = X — T, =M-— (To U fl), de modo que
(W, Vo, V1) es un cobordismo conexo. Por la misma demostracion que la del lema
se tiene que 711 (W) = m11(X) y, entonces 111 (W) = mr1(M). En particular, 7t (W, V;) = 0
parai=20,1.
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Sea f : W — R una funcién de Morse para la triada (W; V), V;) con minima cantidad
de puntos criticos. Como Hy(W, V;) = 0 por ser W conexo, y 7r1 (W, V;) = 0, aplican los
lemas de cancelaciéon de manijas de indices 0,1,n —1 y n, asi que f no posee puntos
criticos de estos indices. Luego, f induce una descomposicién en manijas buena de la
forma

W=CuH?U..0HZ U..oH" P L. UH!TD. (3.1)

Notemos por m = 711(M). Sea (K, V) el CW-relativo inducido por la descomposi-
cion 3.1) y g : K — K el revestimiento universal, con (K, Vj) el CW-relativo descripto
anteriormente. Se tiene entonces

1. H.(W,Vp) = Hy(K, Vo) = Hy (K, Vo),

2. Hi(K,Vp) = 0 para k = 0,1,n — 1,n al no haber manijas de estos indices en la
descomposicién (3.1), y

3. Hy(M) = Hg(W,Vp) para 2 < k < n — 2. En particular, Hy(W, Vp) es libre de

torsion.

Los items 1. y 2. ya han sido probados, resta probar el tercer resultado.

Proposicion 3.3.2. Sea M variedad diferenciable conexa de dimension > 6, Ty, X y Ty < Int(X)
como antes. Si W = M — (Ty U Ty) entonces Hy (W, Vo) = Hp(M) para2 < k <n —2.

Demostracién. Bastard probar que si X = M — Ty y Vo = 8T, entonces
Hy(M) = Hi(X, Vo) para2 <k <n-—2. (3.2)

Una vez hecho esto, podremos aplicar el mismo argumento a M’ = M — T, y Ty, y
deducir que
Hy(W, Vo) = Hy(M') para2 <k <n-—2. (3.3)

Al demostrar (3.2), veremos también que Hy(X) = Hy(M) para 2 < k < n — 2, de modo
que podremos deducir que Hx(M') = Hy(M) para 2 < k < n—2 vy, junto con (3.3),
concluir el resultado de la proposicién.

Demostremos la igualdad (32). Sea U = Int(X) y V = Ty un entorno idéntico a
Ty, pero mas grande y abierto tal que Ty < Tp es retracto por deformacién. Luego,
UuV=MyUnV ~3dTy) = Vy ~#"S! x S"72. Se tiene la sucesién de Mayer-Vietoris
para el par {U, V} dada por

— H((U V) = H(U)@®He(V) = H(M) S He 1(UAV) = - — Hy(M) — 0. (3.4)

Como 2 < k, sabemos que Hi(V) = 0.

Si3<k<n—-3comoUnV ~Vy~#" S x5"2ge tiene que Hy(UNV) =0y
Hi_1(U n V) = 0. Ademés sabemos que Hy(V) = 0. Reemplazando en [3.4]se tiene

0 — H(U) — Hi(M) — 0

y por lo tanto Hx(U) y Hg(M) son isomorfas. Como U = Int(X) < X es un re-
tracto por deformacién, concluimos que Hy(X) = Hx(M) para 3 < k < n — 3. Ademads,
considerando la sucesion exacta en homologia relativa para V) < X dada por
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— Hy(Vo) = Hy(X) — He(X, Vo) & Hy 1 (Vo) — -~ Ho(X, Vo) — 0
~— —
0 0

se tiene un isomorfismo entre Hy(X) y Hi(X, V), probando el resultado para 3 <
k<n-3.

Probemos el caso k = 2, el caso k = n — 2 es andlogo. La sucesion [3.4] a partir de
k = 2 nos da una sucesion exacta

0> H(U)®Hy(V) > Ho(M) S Hi(U A V) — Hy(U)@® Hi (V) —» Hy (M) S
——

0

% Ho(U A V) = Hy(U) @ Ho(V) — Ho(M) — 0.

Sabiendo que H;(U) = H1(X) = Ab(m1(X)) = Z™, en donde el ultimo isomorfismo
se deduce del Lema y que Hy(U) es libre (por ser submédulo de Hy (M)), podemos
calcular su rango a partir de los rangos de los demas elementos de la sucesién exacta

0— Hy(U) » Ho(M) S Hy (U V) - H(U)®Hy (V) > Hy (M) >
—_— —— Y—— ——

Zﬂl Z‘Vil Zﬂl ZWI
% Ho(U A V) — Hy(U) @ Hy(V) — Hy(M) — 0.
S — —_—— = —
Z Z Z Z

Luego, rg(Hz(U)) = rg(H2(M)) y entonces Hy(X) = Ha(U) = Hp(M). Para termi-
nar, consideremos la sucesion exacta

0
Hy(Vp) — Ha(X) — Ha(X, Vo) 5 Hy (Vo) 5 Hy(X) — Hi(X, Vo)
— —
0 0

Como ¢ es un isomorfismo, se deduce que H(X) = Hy(X, Vp) y queda probado el
lema. O

Para cada i € Ny notemos por C; = Ci(K, V), Z; = kerd;, B; = Im(d; 1) y H; = %
Supongamos que cada B; es un submoédulo libre de C;, de modo que Z; es también libre
sobre Zt. Supongamos ademés que H, (K, Vp) es libre sobre Z 7. Sea k el minimo entero
tal que Bx > g, con By = Hy(W,Vp). De forma andloga al caso simplemente conexo,
tomemos por hecho que d; = 0 (Vj < k) (esto se puede demostrar inductivamente,
como lo hicimos en empleando el argumento para cancelar manijas que viene a
continuacién), y entonces Hy = % = g—’;. Sea r = rg(By), el cual coindice con el rango
del morfismo de borde dy1, entonces se tienen bases (v, ...,y;) de By y (@1, ..., Wy, —r)
de Hy tales que (y1, ..., Yr, w1, ..., wy,—r) es base de C;. Consideremos ademds una base
(X1, evs Xpy—r, W1, .., W) de Cryq tal que diy1(xj) = yj para cada j y (wy, ..., ws) es base de
Zr11- En estas bases, la matriz de di 1 es de la forma

i) = (g‘ 8) (3.5)

con A € GL(r,Zm). Si Bx es el rango de Hy(K, Vp), entonces Hy(K,Vy) = ZPr y by =
px —r. Luego, r = py — Pr > 0. Como Wh(mr) = 0, no solo podemos modificar los
mapas de adjuncién para que las bases de Ci;1 y de Ci, dadas por la descomposicion
en manijas, sean las que llevan la matriz de di,; a la forma (3.5), sino que podemos
modificar estos mapas (y agregando eventualmente pares de manijas complementarias)
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para que el bloque A sea la matriz identidad. Asi, es posible cancelar al menos un par
de manijas y obtener una descomposicién con menos manijas que de la cual partimos,
contradiciendo la minimalidad de f.

Con una demostracién similar a la de la proposicién pero usando homologia
con coeficientes locales [Hat02, Capitulo 3], se puede probar que si Hy(M) es libre sobre
Z para 2 < k < n— 2, entonces H, (K, V) es libre sobre Z. Estamos en condiciones
de enunciar y demostrar un teorema de existencia de funciones de Morse perfectas.

Teorema 3.3.3. Sea M una variedad diferenciable cerrada, conexa, de dimensién n > 6 con
7t1(M) libre, H.(M) libre de torsion, H, (M) libre y tal que Im(d; 1) es un submédulo libre de
C;, entonces M admite funciones de Morse perfectas.

Demostracién. Sea (W, Vo, V1) como antesy f : W — R de Morse para la triada (W, Vp, V1)
con minima cantidad de puntos criticos. Por lo discutido anteriormente, f posee exacta-
mente B, puntos criticos de indice k. Por el lema by = Brsi2 <k <n-—2, asi que
f posee exactamente by puntos criticos de indice k para 2 < k < n —2 y 0 puntos criticos
de los indices restantes. Queremos extender f a todo M y que la extension resulte una
funcion de Morse perfecta. Basta entonces definir una funcién ¢ de Morse en (Ty, &, Vo)
con 1 minimo y m = rk(m1(M)) puntos criticos de indice 1. Luego, utilizaremos —g
para definir una funcién de Morse en (T3, Vi, &) con 1 méximo y m puntos criticos de
indice n — 1. Pegando estas funciones con el lema se obtiene una funcién de Morse
perfecta para M. Construyamos la funcién g. En cada entorno tubular 7; de «; se define
una funcién g; : S! x D""! — R que es constante en S! x S"~2 = V} y que tiene solo 2
puntos criticos: 1 de indice 1 y 1 minimo, ambos en el interior de S! x D"~!. Esta funcién
viene dada por g((z,x)) = (1 — [|x|[*)h(z) + c[|x|*, con I : S' — R la funci6n altura.
Notar que g; es constantemente 2 en Stx 2y

d(z,x)gj = (dzgj(_lx)rdxgj(zl _)) = ((1 - Htz)h,(Z)/z(C - h(z))x1, ...,Z(C - h(z))xn)) .

Asi, sic > 1se tiene que d; ,)g; = 0 siy solo si x = 0y z es punto critico de h. Podemos
tomar ¢ = 2. Luego, g; posee exactamente 2 puntos criticos: uno de indice 0 y otro de
indice 1. Pegando todas las funciones g; (ver se obtiene una funcién g : Tp — R
con las caracteristicas deseadas.

O

3.3.1. Comentarios finales

Finalizamos la tesis discutiendo las hipétesis del teorema y proponiendo distin-
tos caminos a seguir para continuar con el estudio de las funciones de Morse perfectas.

En primer lugar, la hipétesis sobre las imdgenes de los morfismos de borde d; del
teorema puede ser eliminada, trabajando con médulos establemente libres (stably
free). Un médulo N es establemente libre si existe un médulo libre F tal que N@ F es
libre. Se puede probar que si

0-X—-Y—-Z—-0

es una sucesion exacta de R-médulos, con Y y Z establemente libres, entonces X es es-
tablemente libre. En [Mil66, Seccion 4] se desarrolla la teoria de la torsién de Whitehead
para médulos establemente libres. Notar que cada C; = C;(K, V) es libre (y por lo tanto
establemente libre), y se tiene la sucesién exacta corta

0—By—Co— Hyp—0
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con Hy y C libres, luego By es establemente libre (y Zy = Cy también es lo es). Inducti-
vamente, se prueba que B, y Z; son establemente libres, a partir de las sucesiones exactas
cortas

0—-2—-Ci—Bi_1—0

0— Bj — Z — H; — 0,

de modo que no es necesario pedir hipétesis sobre los morfismos de borde d;. Mds
aun, no serfa necesario que H, (W, Vp) sea libre, sino que alcanzaria con que sea estable-
mente libre.

La siguiente pregunta que nos planteamos es si es posible relajar la hipétesis de que
H, (M) sea libre (o establemente libre). En la demostracién del teorema utilizamos
que H.(W, V) es libre. ;Podemos deducirlo a partir de que la homologia de M es libre?
Por hipétesis, la homologia de M es libre (condicién necesaria para que M admita fun-
ciones de Morse perfectas), y entonces H,. (W, Vp) también es libre. ;Qué se puede decir
de la homologia de su revestimiento universal como Z7t- médulo? En general, dado un
CW-complejo finito X, con grupo fundamental 7 y revestimiento universal X, tal que la
homologia de X es libre (o establemente libre), ;bajo qué condiciones se verifica que la
homologia de X es libre (o establemente libre) sobre Z7r?

Otra pregunta que surge es la siguiente: ;Es cierto que toda variedad cerrada y co-
nexa M de dimensién n > 6, con H,(M) libre de torsién, H,(M) libre sobre Z, con
= m(M),y Wh(r) = 0, admite funciones de Morse perfectas? Si uno quisiera llevar a
cabo una demostracion similar a la del teorema tendria que poder hallar subvarie-
dades Tp, Ty = M disjuntas, de dimension #, tales que si V; = 0T;, entonces se verifique
que (W, Vy, V1) es un cobordismo conexo, 1 (V;) = 71 (M), H(W, Vo) = Hx(M) y tal
que existan funciones de Morse perfectas para (T;, &, V;).

Un primer caso a estudiar es M satisfaciendo las hipé6tesis mencionadas, con grupo
fundamental 7t abeliano libre, ya que en tal caso sabemos que Wh(7) = 0.

Se conjetura que si 7T es un grupo libre de torsién, entonces Wh(mr) = 0. Esta con-
jetura ha sido demostrada para ciertas clases de grupos, incluyendo los grupos libres,
los grupos abelianos libres, los grupos de trenzas (braid groups) [FRO0] y los grupos
hiperbdlicos sin torsién [LR10]. Ademads, se deduce de una conjetura mds general cono-
cida como la conjetura de Farrell-Jones en K-teoria (ver [BLROZ]).

Notar que, la ausencia de torsion en 71 = 711 (M) junto con la ausencia de torsién en
la homologia de M podria implicar que H, (M) sea libre de torsién sobre Zs. En caso
afirmativo, tiene sentido preguntarse si toda variedad cerrada y conexa M, de dimen-
sién mayor o igual a 6, con H.(M) libre de torsién, 7t (M) libre de torsion y tal que
rk(rr1(M)) = rg(rr1(M)™), admite funciones de Morse perfectas.

Cabe destacar que la presencia de torsién en el grupo fundamental no constituye ne-
cesariamente una obstruccién para la existencia de funciones de Morse perfectas, como

se demuestra en la proposiciéon [2.2.10
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