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Introduccion

Los espacios de Hilbert con nicleo reproductor (RKHS por sus siglas en inglés) fueron
introducidos formalmente en 1950 por N. Aronszajn en [1] y su uso se ha multiplicado en
areas como la teoria de muestreo, el aprendizaje automatico, los procesos estocasticos y
la estadistica funcional, lo que se suma a sus aplicaciones clasicas al andlisis (armonico,
funcional y complejo), la teoria de representaciones de grupos y la teoria de operadores
integrales. Estos espacios ofrecen un marco unificado para tratar diversos problemas de
interpolacion, aproximacion y analisis de datos, lo que los hace atractivos tanto desde el
punto de vista tedrico como desde las aplicaciones.

Un RKHS es un espacio de Hilbert H de funciones (sobre un conjunto 7) en el cual los
funcionales de evaluacién son continuos. Es decir, para cada t € T', la operacion f +— f(t)
es continua de H en K (el cuerpo de escalares reales o complejos). Esta propiedad, a través
del teorema de representacion de Riesz, permite definir un nicleo K : T x T — K que
reproduce los elementos de H: para cada t € Ty cada f € H se tiene

f@) = (f, K(-,1)).

Un teorema importante de Moore establece que dar un RKHS sobre un conjunto 7' es
equivalente a dar un nicleo sobre ese mismo conjunto. Es decir, una funcion K : T'xT — K
tal que para toda eleccién de puntos distintos ti,...,t, € T, la matriz (K (¢;,t;))1<ij<n
es positiva. En vista de esta correspondencia, se suele denotar por H(K) al tinico RKHS
en 1" cuyo nucleo reproductor es K. Es natural preguntarse, entonces, como las distintas
operaciones que se le podian efectuar a los nicleos impactaban a los espacios resultantes,
y viceversa. Esto fue el contenido del trabajo [1]. El primer objetivo de este trabajo es
dar una introduccién a estos espacios, junto con los resultados clasicos de la teoria.

La estructura de RKHS, mas alla de sus numerosas aplicaciones en el andlisis funcional,
armoénico y complejo, ha resultado muy t1til en el estudio de procesos estocdsticos. Un
proceso estocastico es una familia de variables aleatorias {X;}er definidas sobre un es-
pacio de probabilidad comun ). Equivalentemente, es una aplicacién X : Q@ x T" — R
tal que X(+,t) es una variable aleatoria para todo ¢t € T'. Si todas las variables aleatorias
tienen segundo momento finito, un nticleo natural asociado esta dado por la funcion de
covarianza del proceso definida por K(s,t) = Cov(Xs, X;). Resulta entonces de interés,
para comprender mejor el proceso, estudiar el RKHS asociado a este nicleo particular.

Una de las cuestiones centrales en el estudio de los procesos estocasticos es la de la regula-
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ridad de las trayectorias. Una trayectoria de un proceso estocastico es una aplicacién de T
en R de la forma t — X;(w), con w €  fijo. Una pregunta fundamental en esta situacién
es: dado un RKHS H de funciones sobre el mismo conjunto 7T, jcual es la probabilidad
de que una trayectoria X,(w) sea un elemento de H? Este es un primer acercamiento a la
cuestion inicial: distintos nicleos imponen distintas condiciones de regularidad sobre las
funciones en H, por lo que esta pregunta se puede traducir en determinar la probabilidad
de que una trayectoria del proceso tenga cierto tipo de regularidad.

M. Driscoll da una primera respuesta a este problema en 1973, en su trabajo pionero [5]:
con ciertas hipdtesis sobre el proceso X, se puede ver que esta probabilidad es necesaria-
mente 0 6 1, resultado que se conoce como la ley cero-uno de Driscoll. En [11], M. Lukié
y J. Beder logran avances en esta linea, encontrando condiciones necesarias y suficientes
(sobre el proceso X y los ntcleos reproductores involucrados) para que las trayectorias
de X pertenezcan a H con probabilidad 1. Notablemente, ellos logran debilitar atin mas
las suposiciones hechas por Driscoll en su trabajo original, logrando probar sus resulta-
dos para procesos estocasticos arbitrarios (en su trabajo, Driscoll trabaja inicamente con
procesos gaussianos definidos sobre espacios métricos separables y con funcién de cova-
rianza continua). Otro de los objetivos del presente trabajo es dar una demostracién del
resultado de Lukié¢ y Beder (ver Teorema 2.4.1).

Recientemente, se ha comenzado a explorar el marco mas general de los espacios de Banach
con nicleo reproductor (RKBS, por sus siglas en inglés) y su relacién con el modelado
de redes neuronales de ancho arbitrario (es decir, sin ancho prefijado). Un RKBS es,
esencialmente, un RKHS, pero donde se relaja la hipétesis de que la norma provenga
de un producto interno. En el trabajo [2] de 2023, los autores muestran una familia de
RKBSs definidos mediante integrales abstractas, que generalizan a las redes neuronales
clasicas. Mas auin, en ese contexto abstracto logran probar resultados de optimizacion
convexa intimamente relacionados con los problemas de aprendizaje automéatico. Un tercer
objetivo del presente trabajo es dar un recorrido de estos resultados.

El trabajo se estructurard de la siguiente manera: en el Capitulo 1 desarrollaremos la
teoria de los RKHSs que vertebrara todo el trabajo. Pondremos el foco en los resultados
generales y, hacia el final del capitulo, en la Seccién 1.4, introduciremos algunos conceptos
necesarios para atacar la ley cero-uno de Driscoll. El Capitulo 2 esta destinado a demos-
trar la generalizacion de la ley cero-uno de Driscoll. Para ello, introduciremos los procesos
estocédsticos como objetos de estudio, y luego daremos un recorrido por la teoria de proba-
bilidades en espacios de Hilbert, para tener todas las herramientas técnicas necesarias. Al
final del capitulo, combinaremos las nociones probabilisticas con los RKHSs para llegar
al resultado prometido. En el Capitulo 3 ampliaremos la nocién de RKHS para comenzar
a estudiar los RKBSs. Daremos una introduccién a las redes neuronales clasicas y vere-
mos como los RKBSs permiten modelar una extension de ellas. Concluiremos el capitulo
con algunos resultados relacionados con el estudio de problemas de optimizacién en estos
espacios. Por ultimo, en el Apéndice A demostraremos algunos resultados clasicos sobre
puntos extremales utilizados en el Capitulo 3.
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Notacion

A lo largo del trabajo, consideraremos espacios vectoriales sobre los nimeros reales R o
sobre los nimeros complejos C. Denotaremos por K a un cuerpo que puede ser cualquiera
de ambos.

Si X es un espacio vectorial y {x;};c; es una familia de vectores de X, denotaremos [z;];cs
o [x; : i € I] al subespacio generado. Si X es un espacio de Banach, denotaremos X’
a su espacio dual (continuo). La misma notacién se usard si X es un espacio vectorial

topolégico. También notaremos By = {z € X : ||z]|x < 1}, Bx :={z € X : ||z|]|x < 1}
y Sx ={re X |lz|]|lx =1}

Si H es un espacio de Hilbert y S C H es un subespacio, denotamos por S* a su comple-
mento ortogonal. En ocasiones, sera necesario especificar dentro de qué espacio se toma el
complemento ortogonal, en cuyo caso también notaremos H © S := S+ segiin convenga.

Cuando T sea un conjunto, para s,t € T' denotamos s, a la delta de Kronecker definida

por
1 sis=t
5s,t: .
0 sis#t
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Capitulo 1

Espacios de Hilbert con Nucleo
Reproductor

En este capitulo establecemos los cimientos de la teoria de espacios de Hilbert con niicleo
reproductor, que vertebra todo el trabajo. La Seccién 1.1 esta destinada a introducir las
definiciones de espacio de Hilbert con ntcleo reproductor y de su nicleo asociado, junto
con ejemplos de estos conceptos, provenientes principalmente del anélisis. En la Seccién 1.2
demostramos los primeros resultados de la teoria, culminando en el teorema de Moore que
establece una correspondencia biunivoca entre espacios de Hilbert con nticleo reproductor
en un conjunto y ntcleos definidos en ese mismo conjunto. La referencia principal para
estas secciones es [13]. En la Seccién 1.3 estudiamos cémo cambian los nicleos de los
espacios bajo distintas operaciones conjuntistas y viceversa, apoyandonos principalmente
en [1]. Por tdltimo, la Seccién 1.4 estd dedicada a complementar las secciones anteriores
con los resultados necesarios para abordar la generalizacién de ley cero-uno de Driscoll en
el Capitulo 2, tomados casi en su totalidad de [11, Section 4].

1.1. Primeras definiciones y ejemplos

Dado un conjunto 7', denotamos por K al conjunto de funciones de T en K. En este
conjunto, consideramos la estructura de K—espacio vectorial dada por la suma y producto
por escalares punto a punto.

Definicién 1.1.1. Sea T un conjunto. Diremos que un subespacio vectorial H C K7
con un producto interno (-,-) es un espacio de Hilbert con nitcleo reproductor
(abreviado RKHS por sus siglas en inglés) en 7" si cumple que

(i) (H,(-,-)) es un espacio de Hilbert;

(ii) paracadat € T, el funcional de evaluacién F; : H — K dado por E,f = f(t) resulta
acotado.



2 CAPITULO 1. ESPACIOS DE HILBERT CON NUCLEO REPRODUCTOR

Si H es un RKHS en T, por el teorema de representacién de Riesz vale que para cada
t €T, existe K; € H tal que E; = (-, K;). Es decir, para toda f € H se cumple que

f(t)=Ef = (f. K).

Definicién 1.1.2. La funcién K; € H se llama niicleo reproductor para el punto .
La funcién K : T x T' — K dada por

K(s,t) = Ki(s)

se llama el nicleo reproductor de H.

Notemos que K (s,t) = K;(s) = (K, K) y, por lo tanto,

K(Sat) = <Kt7Ks> = <K57Kt> = K(t,S)
en el caso complejo y K(s,t) = K(t,s) en el caso real. También vale que
| E1? = [[K)* = (Ko, Ke) = K (1, 1). (1.1)

Ejemplo 1.1.3. Sea T" = {1,...,n} e identifiquemos C" con el conjunto de funciones
de T en C. Con el producto interno canénico, C" es un espacio de Hilbert. Ademds, si
1 <17 < n, el funcional de evaluacion en i no es otra cosa que la proyeccién a la i—ésima
coordenada, que es acotada. Entonces C" resulta ser un RKHS en 7. Si llamamos K al
nticleo reproductor, para x € C" tenemos que (x, K;) = z; = (x,¢;), con e; el i—ésimo
vector candnico. Por lo tanto, K; = e; y luego

K(i,j) = (Kj, Ki) = {ej, i) = dij-

En la Proposicién 1.3.5 se caracteriza una familia amplia de RKHSs definidos sobre con-
juntos finitos.

Ejemplo 1.1.4 (un espacio de funciones que no es un RKHS). Consideremos en el espacio
C'(]0,1]) de funciones continuas f : [0, 1] — R el producto interno dado por

<f>g>=/0 f(x)g(z)d.

Si bien este espacio no es completo, los funcionales de evaluacion estan bien definidos. En
caso de ser acotados, podrian extenderse a la completacién de C([0,1]), que no es otra
cosa que el espacio L*([0,1]), lo cual resultarfa en un RKHS en el intervalo [0,1]. Sin
embargo, esto no es asi. En efecto, para 0 < t < 1 fijo, consideremos para cada n € N la

-

funcién

18

)n six <t

:f)n siz>t

|>—‘P¢~

—
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Se puede ver que f,(t) = 1 para todo n € N, pero que f, M> 0, por lo que el funcional
de evaluacion E; no es acotado. Similarmente, se puede ver que los funcionales Ey y E
tampoco son acotados.

Tiene sentido que este ejemplo falle: como el espacio L?([0,1]) es un conjunto de clases
de equivalencia en casi todo punto de funciones, los funcionales de evaluacién no estan
bien definidos pues los conjuntos unipuntuales tienen medida 0, asi que no hay forma de
darle una estructura de RKHS en el intervalo [0, 1]. Citando una frase recurrente de D. G.
Carando: “Gracias al teorema de aplicacion abierta, en lineas generales, un operador entre
espacios de Banach es acotado si y sélo si esta bien definido.” Recordemos que C([0,1])
no era completo con el producto interno dado.

En [14], I. Steinwart prueba que si T es un espacio métrico compacto no contable, entonces
no existe ningin RKHS en 7' que contenga a C(T).

Ejemplo 1.1.5 (espacio de Sobolev en el intervalo). Sea H el espacio de funciones f :
[0,1] — R absolutamente continuas tales que f(0) = f(1) = 0y f € L*([0,1]). El
producto interno en H estd dado por

1
(r9) = [ 1)y @)
0
Dados t € [0,1] y f € H, por la desigualdad de Holder tenemos que

IF@ = ‘/Otf’(x)dx S/Otlf’(fﬁ)ldl“:/ol}f’(x)X[o,ﬂ(x)W

< (Aﬂfum%{fm(lﬁmwmeM)m

= Vi|lfllx

Por lo tanto, el funcional de evaluacién en ¢ es acotado con ||E|| < v/t.

Para ver la completitud, notemos que si (f,)nen €s una sucesién de Cauchy en H, en-
tonces por la desigualdad anterior, debe ser puntualmente de Cauchy. Luego conver-
ge puntualmente, digamos a una funcién f. Por otra parte, la sucesién (f)),en es de
Cauchy en L%([0,1]), asf que converge en || - ||z a una cierta funcién g € L*([0,1]). Como
Il [lzr <] - ||z2, tenemos que para t € [0, 1]:

£ = Jim £, = lim [ fi(oyde = [ gl
0 0

n—oo n—oo

de donde se ve que f es absolutamente continua con f’ = g € L*(]0, 1]). De la continuidad

de los funcionales Ey y E; se desprende que f(0) = f(1) =0 porloque f € Hy f, H, f.

Calculemos el nicleo reproductor de H en t € [0,1]. Si f € H, entonces integrando
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formalmente por partes,

fﬂmwmw

fwzuxaztéfmmmwzﬂmﬁx -

- [ s

0

Si denotamos ¢; a la delta de Dirac, entonces podemos pensar que f(t) fo dx.
Por lo tanto, K; debe satisfacer (al menos formalmente) el problema de contorno

K// - 675
Integrando dos veces y sustituyendo las condiciones de contorno, se llega a la expresion

Kt(x>:{(1—t)x siz<t

(I1—x)t siz>t

La funcién K; asi definida es efectivamente un elemento de H, y para f € H,

(f,K) = /fo/ dx—/f 1—tdx+/f

= (L—0)f(t) +tf(t)
= f(t).

Como se ve de este ejemplo, en general no es facil caracterizar el nicleo reproductor
de un RKHS. Sin embargo, tener una tal caracterizacion proporciona ventajas enormes.
Una de ellas es la posibilidad de calcular de forma exacta la norma de los funciona-
les de evaluacién. Para probar que H era un RKHS, dimos la estimacién ||E;|| < /2.
Conociendo explicitamente el nicleo, podemos decir ain mas: gracias a (1.1) tenemos

[|E]| = \/K(t,t) = \/t(1 — t). Sin la ayuda de esta teorfa, no era para nada evidente que
la estimacion anterior se podia mejorar. Pero por (1.1), el calculo de || E;|| se redujo a una
simple sustitucion.

1.2. Resultados generales

A continuacién se demuestran algunos resultados basicos (pero fundamentales) de la teoria
de RKHSs.

Proposicion 1.2.1. Sea H un RKHS en un conjunto T' con nicleo K. Entonces el subes-
pacio generado por las funciones K; = K(-,t) es denso en H.
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Demostracion. Supongamos que una funcion f € H es ortogonal a todas las funciones
K. Luego, para cada t € T' se tiene que

0= (f,K) = f(D),

de donde concluimos que f = 0, lo cual termina la prueba. O

La siguiente proposiciéon establece que un RKHS queda totalmente determinado por su
nicleo reproductor. Este resultado es la mitad de la correspondencia mencionada al prin-
cipio del capitulo.

Proposicion 1.2.2. Sean Hi, Ho dos RKHSs en un conjunto T' con nicleos K1, Ky res-
pectivamente. Llamemos || - ||; a la norma del espacio H;. Si Ki(s,t) = Ks(s,t) para
cualesquiera s,t € T', entonces Hy = Ha y || fl|1 = || fl]2 para toda f € Hi = Ha.

Demostracion. Llamemos K = K} = Ky, Ky = K(+,t) y W = [Ki]ter € Hi N Hy. Por la
proposicion anterior, sabemos que W es denso en H; y en Ho con sus respectivas normas.

Sif=)>,0,K,; €W, podemos decir que

IFI1R =Dt (Ko, Koo, = D sty K (8, 1) = Y cudy (Ko, Ko, = [1£113,
i

i,j b
de donde ||f]|1 = [|f]|2-

Veamos ahora la igualdad de conjuntos: tomemos f € H; y veamos que f € Ho.

Como W es denso en H;, existe una sucesién (f,)nen € W tal que f, M f. Como

(fn)nen es de Cauchy en || - ||; y las normas de ambos espacios coinciden en W, (f,,)nen €s

de Cauchy en || -||2, por lo que existe g € Hs tal que f, LHLzN g. Ahora bien, dado t € T, el

funcional de evaluacién E; es acotado en #H;. Luego la convergencia en || - ||; nos permite
afirmar que f,(t) — f(¢). Por el mismo motivo, podemos también decir que f,(t) — g(t)
y en consecuencia f(t) = g(t). Como t € T era arbitrario, concluimos que f = g € Hs.
Esto termina de probar que H; C H, y simétricamente se prueba la otra inclusién.

Por dltimo, para f € H; = Hy tomemos (f,)neny € W tal que que f, u f. Entonces

vale que ||f.]l1 — ||f]]1- Ahora, reproduciendo el argumento anterior se ve que f, LN f
y luego también vale que ||full2 = [|f]]2- Como [|full1 = ||fa]]2, concluimos que ||f||1 =

[ f]2- [l
Antes de seguir nuestra discusion sobre RKHSs, necesitamos introducir un poco de ter-
minologia.

Sea {hs : s € S} una familia de vectores en un espacio normado H indexada por un
conjunto S arbitrario. Decimos que

h:Zhs

seS
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A R?

/‘Agl

82 83

Figura 1.1: El frame de Mercedes-Benz.

si para todo € > 0, existe Fy C S finito tal que para todo F' C S finito que contiene a
Fy vale que ||h — )~ _phs|| < €. Esto se puede interpretar de la siguiente forma: A =
{F C S F finito} es un conjunto dirigido cuando se lo ordena por inclusién. Si llamamos
Tp =Y .phs, decir que h =" o h, es equivalente a decir que la red (x)pep converge
a h.

Definicién 1.2.3. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-). Una familia
de vectores {fs : s € S} C H se dice un frame de Parseval si para cada f € H vale que

117 =) IF fP

seS

Notemos que, en general, un frame de Parseval no tiene por qué ser linealmente indepen-
diente. Por ejemplo, nada de la definiciéon impide que el 0 sea un elemento de un frame
de Parseval. El siguiente ejemplo muestra un frame de Parseval que es “naturalmente”
linealmente dependiente.

Ejemplo 1.2.4. Identificando C = R?, consideramos en C el producto interno candnico
dado por (zy + iwy,y1 + iys) = T1y1 + Tays. Sea & = €*™/3 y consideremos el conjunto
F={1,£€%}. Si z =z +iz € C, entonces

PP e = 2+ (a( 1) +22) + (a(-3) -2%)
-

1 3 V3 1 3
= % + ZZ% 123 — 72122 + ZZ% + ZZ% + 72122
3 3
3
= §|Z|2

Si llamamos ¢ = 4/2/3, por el calculo anterior vale que F’' = {c, c£, c€?} es un frame de
Parseval para C, que debe ser linealmente dependiente por cuestiones dimensionales.

Como los frames de Parseval se preservan por isometrias, iF’" = {ic,ic€,ic€?} también es
un frame de Parseval. A este frame se lo denomina comunmente frame de Mercedes-Benz
por motivos razonablemente obvios (ver Figura 1.1).

Los frames de Parseval (y los frames en general) son objetos centrales en la teorfa de
operadores y en la teoria de muestreo. El articulo [9] presenta las ideas generales detrés
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de los frames, junto con un poco de su historia y las preguntas actuales alrededor de ellos.
En este trabajo nos limitaremos a exponer algunas generalidades sobre ellos, para luego
relacionarlos con los RKHSs.

Proposicién 1.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, {fs}ses € H. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

(1) {fs}ses es un frame de Parseval.

(2) La funcion V : H — (*(S) dada por Vh = ((h, fs))ses €s una isometria bien
definida.

(3) Para todo h € H se tiene que h =) __(h, fs) fs.

(4) Para hy, hy € H tenemos que (hi,ha) = > (1, fs){[fs, ho)-

Demostracion.

(1) = (2) Como {fs}ses es un frame de Parseval, sabemos que para h € H vale:
113 = Y [y f) 1P = 11 fi))sesllags) = [V RIIZ(s),
seS

por lo que V resulta estar bien definida y es una isometria.

(2) = (3) Si denotamos {e,}ses C £%(S) a la base candnica, podemos observar que
para h € H se tiene

(h,V*es) = (Vh,es) = (h, fs),
por lo que V*e, = f,. Como V es una isometria, V*V = I5. Entonces,

h=V'Vh= V*(Dh, fs>es) =Y (b f)Viea =D (h, f) o

seSs seSs seSs

(3) = (4) Escribiendo hy = ) _o(h1, fs) fs tenemos que

(i) = { S0 £ s ) = S, £ o).

ses seS
(4) = (1) Parah € H,
1RI[P = (ho k) = (b, f) (o B) =D (0, f) P,
seS seS
lo cual termina la prueba. O
Observacién 1.2.6. Sea H es un espacio de Hilbert con base ortonormal {e,}ses. Si

Ho € H es un subespacio cerrado y P : H — Hy es la proyeccion ortogonal sobre H,,
entonces { Pes}ses es un frame de Parseval para Ho. En efecto, si h € Hg, entonces

18l[* =D [h,e)l? =D (Ph.e) =) [{h, Pe,)l”

seS seS seS
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La siguiente proposicion dice que de hecho vale la vuelta.

Proposicién 1.2.7 (Larson). Sea { fs}scs un frame de Parseval para un espacio de Hilbert
H. Entones existe un espacio de Hilbert KC que contiene a H y una base ortonormal {e;}scs
de IC tal que para todo s € S se tiene fys = Peg, donde P : K — H es la proyeccion
ortogonal.

Demostracién. Sea K = (*(S) y V : H — (*(S) la isometria de la Proposicién 1.2.5. Via
esta isometria, identificamos a H con el subespacio V(H) de ¢3(S).

Con esta identificacién, tenemos que V* = P pues para k € IC, h € H vale
(Vh, k) = (h,k) = (Ph, k) = (h, Pk),

y por lo tanto, al igual que en la Proposicion 1.2.5, Pe; = V*es = f; paratodo s € S. [

El siguiente teorema da una condicién necesaria y suficiente para que una familia de
vectores en un RKHS sea un frame de Parseval.

Teorema 1.2.8 (Papadakis). Sea H un RKHS en un conjunto T con nicleo K y sea
{fs}ses € H. Luego, {fs}ses es un frame de Parseval si y sdlo si para todos t,t' € T wvale

que
= Z fs (t)m

seS

Demostracion.

(=) Como {fs}ses es un frame de Parseval, por la Proposicién 1.2.5 tenemos que

K(t,t) = (Ko, 1) =Y (K, f)(fo Ki) =Y (fo K)o, Kv) =Y f(O) f(1).

seS seS seS

(=) Sea h =}, a;K; una combinacién lineal finita de las funciones K. Entonces,

HhH2 = <h7h> = Zai@j<KtuKt]’> = Zai@j ZO@O@ Zfs
- »

1,7 s€S
= Zalajz f57Kt ><fvat —Z<f87ZaJKt ><ZaiKtme>
ses seS 7
— Zy h, fo.
ses

Si llamamos £ al subespacio generado por las funciones Ky, el calculo anterior nos permite
decir que el operador V' : L — ((S) dado por Vh = ((h, fs))ses es una isometria bien
definida. Como £ es denso en H, V se extiende a una isometria V : H — ¢*(S), probando
asi que {fs}ses es un frame de Parseval. O
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A continuacién, daremos las definiciones necesarias para el enunciado del teorema de
Moore.

Recordemos que para una matriz A € C™*", las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A= A*y todos los autovalores de A son no negativos;

(i) para todo a € C" vale que a*Aa = 3, s a;a;A;; > 0.

Si ademéas A € R™ " las condiciones anteriores son equivalentes a que A sea simétrica y
que para todo a € R" valga que a’ Aa > 0. Diremos que A es una matriz positiva y
notaremos A > 0 cuando A esté en las condiciones recién mencionadas. Notar que esto es
consistente con la nocién de operador positivo en un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.9. Sea T un conjunto y K : T' x T" — K una funcién. Diremos que K es
un nucleo en 7' si para todo n € N y toda eleccién de n puntos distintos tq,...,t, € T
vale que la matriz (K(t;,t;));; es positiva.

Proposiciéon 1.2.10. Sea H un RKHS en un conjunto T con nicleo reproductor K.
Entonces K es un nicleo en T

Demostracion. Dados ty,...,t, € T, tenemos que K (t;,t;) = (Ky,, Ky,). En particular, la

matriz (K (t;,t;)):; es hermitiana (o simétrica en el caso real). Si oy, . .., a, € K, entonces
S (1) = Y ol K = < Z i, ek, >
i irj

lo cual termina la prueba. O

El teorema de Moore es simplemente la reciproca de esta proposicién.

Teorema 1.2.11 (Moore). Sea T un conjunto y K : T xT — K un nicleo en T'. Entonces
existe un RKHS en T cuyo nicleo reproductor es K.

Demostracion. Para cada t € T, sea K; : T — K la funcién dada por K;(s) = K(s,t).
Notemos que si K es el nicleo de un RKHS H en T, éstas funciones deben generar un
subespacio denso en H. Luego, la idea es definir un producto interno en este subespacio
y luego completarlo para obtener un espacio de Hilbert.

Sea W = [K]jer C KT y sea B: W x W — K definida por

B(ZaiKti,ZBstJ) Zalﬁ] (s, ti
i J

donde o, 3; son escalares. Como una funcién de W puede ser expresada de muchas formas
distintas como combinacion lineal de las funciones K;, debemos ver que la definicién de
B no depende de esa escritura. Para ello, basta ver que si f = > . a; K, es idénticamente
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nula como funcién en T, entonces B(f,g) = B(g, f) = 0 para toda g € W. Como las
funciones K; generan al subespacio W, basta ver la igualdad anterior para g = K;. En
este caso, tenemos que

B(f,K;) = ZaKtt f(t) =0,

pues f era la funcién nula. Simétricamente se ve la otra igualdad.

Una vez probada la buena definicién, es inmediato ver que B resulta sesquilineal y her-
mitiana. Ademds, para f =) oK}, tenemos que

Zaaj (xj,2;) >0

por definicién de ntcleo. Esto nos dice que B es un producto semiinterno en V. Por
ultimo, si B(f, f) = 0, entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para productos
semiinternos vale que B(f,g) = 0 para toda g € W. En particular, tomando g = K;
tenemos que 0 = B(f, K;) = f(t), probando asi que f = 0. Podemos afirmar entonces que
B es un producto interno en W.

Ahora que W es un espacio vectorial con producto interno, podemos considerar H una
completacién de W. Queremos identificar H con un subespacio adecuado de K?. Para
ello, definimos para cada h € H la funcién h : T'— K dada por

h(t) = (b, Ki)u

Esto define una transformacion lineal L : H — K” dada por Lh = h. Ademas, si Lh =0,
entonces (h, K;)3 = 0 para todo t € T. Como las funciones K; generan un subespacio
denso en H, esto implica que h = 0. Es decir, L es inyectiva.

Si H = Im(L), entonces L da un isomorfismo lineal entre 7 y H. Definiendo en H el
producto interno (ﬁl, BQ)H = (hq, ho)y, L resulta una isometria entre H y . Como H es
un espacio de Hilbert, H resulta un espacio de Hilbert con ese producto interno. Ademas,
para t € T tenemos que

Ki(s) = (Ky, Ky)u = B(Ky, K,) = Kq(s)
por lo que K, = K,. Finalmente, si heH y t € T, tenemos que

<h> Kt>’;—[ = <h» Kt>H = ﬁ(t>

por la propia definicién de h. Como K; = K, esto prueba que # es un RKHS en T con
nicleo reproductor K. O

Juntando el teorema de Moore (Teorema 1.2.11) con la Proposicién 1.2.2; llegamos final-
mente a la correspondencia prometida.
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Si T es un conjunto, para cada nucleo K definido en T existe un inico RKHS
en T' cuyo nucleo reproductor es K, al cual denotamos H(K).

En ocasiones, es necesario especificar el conjunto sobre el cual el RKHS esta definido.
En estos casos notaremos H (K, T) al RKHS definido sobre el conjunto 7" con nicleo K.

Cuando haya riesgo de ambigiiedad, notaremos || - ||k v (-,")x a la norma y producto
interno del RKHS H(K).

Esta correspondencia entre RKHSs y ntcleos es el corazén de la teoria. El resto de este
capitulo y el siguiente se dedican a explotarla.

A continuacién presentamos un ejemplo de cémo hallar el RKHS correspondiente a un
nucleo dado.

Ejemplo 1.2.12. Sea T' = N y consideramos en 7 el nicleo K(m,n) = n=?d,,, con
p > 0. Buscamos caracterizar H(K).

Si llamamos e,, al n—ésimo vector candnico de KY, notemos que K,, = n~Pe,. Ahora bien,
dados m,n € N,
<Kn7 Km>K = K(m7 n) - n_pam,n7

por lo que {n?/?K,},cn es una sucesion ortonormal en H(K). Como esta sucesion genera
un subespacio denso, entonces resulta una base ortonormal de H(K). Luego, para a €
H(K), por la identidad de Parseval,

o0 o0
ST wlan? = a2 K, 2 = [lal% < +oo.
n=1

n=1

Reciprocamente, si a € KN es una sucesion tal que > >-  nPla,|* < +o00, tenemos que la

serie > 7 a,nPK, = > > ape, converge en || - ||x a un elemento b € H(K). Como la
convergencia en || - ||x implica convergencia puntual, obtenemos que para cada n € N,

a, = b, y luego a = b € H(K). Juntando todo, llegamos a que

H(K) = {a c KN: Zn”|an|2 < —i—oo}.

n=1

Como conocemos explicitamente una base ortonormal de H(K), no es dificil ver que el
producto interno esta dado por

(a,b)g = Z nPa,by,.
n=1

1.3. Relacion entre un nicleo y su RKHS asociado

Si bien es cierto que todo nicleo determina un tinico RKHS, en general es dificil caracteri-
zar tanto la clase de funciones que pertenece a dicho RKHS, como el producto interno del
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espacio. A este proceso de, dado un nucleo K, hallar una descripcién concreta de H(K),
se lo conoce en la literatura como el problema de la reconstruccion. Los siguientes dos
resultados avanzan en la direccién de la primera parte de este problema: caracterizar la
clase de funciones que pertenece al RKHS definido por un nicleo.

Proposicion 1.3.1. Sean T un espacio topologico y K un nicleo en T. Consideramos
en T' x T la topologia producto. St K : T x T — K es continua, entonces la aplicacion
Ko: T — H(K) dada port — K, es continua, y todas las funciones de H(K) también lo
son.

Demostracion. Dados s € Ty € > 0, por la continuidad de K y la definicién de topologia
producto, existe U C T entorno abierto de s tal que para todo (¢,t') € U x U vale que
|K(t,t") — K(s,s)] <&%/3. Luego, sit € U,

1K — K|

(K, — Ky, Ky — K)| = (K¢, Ky) — (K, Ko) — (K, Ky) + (K, K|
|K(t,t) — K(s,t) — K(t,s) + K(s,s)]
< |K(t,t) — K(s,s)| +|K(s,s) — K(s,t)| +|K(s,s) — K(t, )]

< &2

Es decir, K.(U) C B.(Kj), lo cual termina de probar que K, es continua.
Si feH(K)y s, teT, entonces

|f(s) = fO) = [{f, Ks — Ko)| < ||fI] |55 — K, (1.2)

y la continuidad de f es consecuencia de la continuidad K,. O

Notemos que de (1.2) se desprende que las funciones de H(K) heredan varias de las
propiedades analiticas del niicleo K, como por ejemplo la continuidad uniforme, o la
Lipschitz continuidad.

El siguiente resultado, debido a R. Fortet, da una caracterizaciéon completa de la clase de
funciones que conforman un RKHS en términos de su ntcleo reproductor. Fue publicado
sin demostracién en [7, Théoreme (1,1)]. La prueba brindada es original de este trabajo
(aunque probablemente no sea muy distinta de lo que tenfa en mente Fortet).

Proposicién 1.3.2 (Fortet). Sean T' un conjunto, K un nicleo no nuloenT y f : T — K
una funcion arbitraria. Entonces f € H(K) si y sdlo si

2

Zi,j oo K (t,t:)

donde el supremo se toma sobre todas las posibles elecciones de finitos a; € K yt; € T

sup

< 400, (1.3)

tales que el denominador de (1.3) es no nulo. Mds ain, en este caso se tiene que (1.3)
coincide con || f||%.
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Demostracion. Llamemos W = [Ki]ier C H(K).

( =) Consideremos el funcional ¢ : H(K) — K dado por ¢(g) = (g, f)x. Sabemos que

P\g g?f K 2 gyf K 2
A =lelP = swp PO o Hohul® ) o Doel”
geMH(K)\{0} ||g||K gEH(K)\{0} <9,9>K geW\{0} (g,g)K

donde en la tltima igualdad usamos que W C ‘H(K) es denso. Sig = ). oy K;, € W\ {0},

entonces
(9. F)xc = <f, Zaim> =Y (K = Y onf ),

y por otra parte

<gag>K = <ZaiKtivzajKtj> Zazaj Ktzth Zaza]
i J

i,

Sustituyendo esto en lo anterior, obtenemos que

2

PRy
D Qi K (t5, 1)

= |Ifllk < +oo.

sup

(<= ) Definamos ¢ : W — K por p(K;) = f(t) y extendido por linealidad. Como { K }rer
no tiene por qué ser linealmente independiente, debemos ver que ¢ esta bien definido. Es
decir, debemos ver que si ), o; Ky, es la funcién nula, entonces ) . a; f(t;) = 0.

Argumentando por el absurdo, sea ¢ la funcién nula y supongamos que podemos es-
cribir a g como una combinacién lineal no trivial ¢ = > " | o;K;,, de manera tal que
S aif(t;) # 0. Como K es no nulo, existe ty € T tal que K;, # 0. Luego si ¢ > 0, vale
que g. = g + Ky, = eKy, # 0. Consecuentemente, tenemos que

0 < {ge, gV i = °( Ky, K)o = 2K (to, o).

Por otra parte, llamando ag = ¢,

i=0 Jj=0 1,j=0

Juntando todo, esto quiere decir que

Z OéZOéJ =& K(to, to) > 0.

1,7=0
Luego, podemos argumentar que

2 L 2

SLad@| |+ S af®)
e—0t
\ +OO

ZZ]’:O o K (t,t;) e2K (to, to)
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pues Y i, a;f(t;) # 0, lo cual contradice la hipétesis (1.3). Esto termina de probar que
@ esta bien definido.

Tenemos entonces que ¢ : VW — K es un funcional lineal bien definido. M4as aun, ¢ es
acotado por (1.3) y se extiende por densidad a un funcional acotado ¢ : H(K) — K con
la misma norma. Por el teorema de representacién de Riesz, existe f € H(K) tal que

A

¢ = (-, f) k. Finalmente, para t € T' se tiene que

~

F() = (f, i) = (K., f) = o(K) = f (1),

de donde f = f € H(K). ]

El resto de resultados de esta seccion estan dirigidos a construir nuevos RKHSs a partir
de espacios preexistentes, y a analizar como es la relacion entre ellos.

1.3.1. Ntcleos de subespacios cerrados

Proposicién 1.3.3. Sea H un RKHS en un conjunto T con nicleo reproductor K y sea
S C H(K) un subespacio cerrado. Denotemos por P : H — S a la proyeccion ortogonal
sobre S. Entonces S es un RKHS en T con miicleo reproductor K°, que satisface K =
PK; para todot € T.

Demostracion. Como S es cerrado, es un espacio de Hilbert con el producto interno
inducido por H. Ademas, como los funcionales de evaluacién de S son las restricciones a
S de los funcionales de evaluacion de H, éstos resultan acotados. Por lo tanto, S es un
RKHS en T'.

Si feSyteT, porser Pun operador autoadjunto vale que
f(t) = <fa Kt>7—[ = <Pf7 Kt)’H = <fa PKt>Sa
y luego K7 = PK; como queriamos ver. O]

Corolario 1.3.4. Sean H un RKHS en un conjunto T’ con nicleo K, F' C H un subespacio
cerrado y H = F*. Llamemos K y K™ a los respectivos niicleos reproductores. Entonces,
K=K+ KH,

Demostracion. Si Pr 'y Py denotan a las proyecciones ortogonales sobre F'y H respecti-
vamente, por la Proposicién 1.3.3 tenemos que, para t € T,

K, = PeK, + PyK, = KI' + K[,

y por lo tanto K = K + KH. O]
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1.3.2. RKHS en un conjunto finito

Proposicién 1.3.5. Sea T' un conjunto finito y sea K un nicleo en T'. Identificamos a K
con la matriz (K(s,t))ster. Supongamos ademds que la matriz K es inversible. Entonces,
H(K) =K con el producto interno dado por

(frghe =D gO)K " (t,5)f(s).

s,teT

Demostracion. El subespacio [Ky]ier es denso en H(K') pero, como es de dimension finita,
también es cerrado en H(K). Luego, debe ser que H(K) = [K|ier = KT, ya que como la
matriz K es inversible, las funciones K; son linealmente independientes.

Si g =), K, entonces g(s) = (g9, Ks)x = >_, K (s,t). Matricialmente, esto se puede
escribir como

(K(s,t))ster - (u)ter = (9(8))ses)
y luego a; = 3, g(s)K~'(t,s), de donde obtenemos que g = »__, ., K~'(t, 5)g(s) K.

Finalmente, si f, g € H(K) entonces

e = (X KK Y K oK)

s't'eT s,teT

= > f(g(s) K, 8K (8, ) K (t, )

8,8’ t,t

_ Z f(8/>mK_l(S,t) ZK(t,t/)K_l(t/,S/)

8,8t P
8
= > f()g(s)K 7 (s,0),
s,teT
como queriamos probar. O

1.3.3. Restriccion de un ntucleo

Sean T un conjunto, K un nicleo definido en T'y Ty C T La restriccion K|r,«7, de K
a Ty define un nicleo en Ty. En lo que sigue, buscamos entender el RKHS asociado a la
restriccion de K en términos de H(K).

Para no sobrecargar la notacion, notaremos
H(K7 TO) = H(K|T0><To>'

Esto es consistente con la notacién H(K,T) := H(K) mencionada inmediatamente des-
pués de la demostracion del teorema de Moore.
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Proposiciéon 1.3.6. Sean T un conjunto, K un nicleo en T y Ty C T. Si llamamos
H=H(K,T)yHy=H(K,Tp), entonces Ho = {f|r, : f € H} y la norma de Hy estd
dada por

l9ll3¢ = min{|[f[[» : f € H, flzn, = g}.

En particular, la aplicacion {f € H : fln, = 0}t — Ho dada por f — flr, es un
isomorfismo isométrico.

Demostracion. Sea

F={feH: fln, =0} = ﬂkerEt,

teTy

que resulta un subespacio cerrado de H. Consideremos H = F*. Tanto F como H son
RKHSs en T pues son subespacios cerrados de H. Si llamamos K y K a sus respectivos
ntcleos reproductores, por el Corolario 1.3.4 se tiene que K = K¥ + K. En particular,

notemos que si t € Ty entonces K['(s) = KF(t) = 0 pues K" € F. Dicho de otro modo,
KI'=0y luego K; = K.

Sea Hy :={f|n, : f € H} y definamos L : H — H; por Lf = f|r,. Es claro que ker L = F'
y que Im(L) = H;. Si consideramos en H; la norma cociente

= inf ,
ol = o 111l

entonces L se restringe a un isomorfismo isométrico L : H — H;. En particular, tenemos
que (Hi,|| - ||ls,) es un espacio de Hilbert y el infimo que define a la norma cociente se
realiza en H.

Por dltimo, si t € Ty, ya vimos que K; = K € H. Si f € H, vale que

f’TO(t> - f(t) = <f7 Kt>7‘l - <Lf7 LKt>H1 = <f|To7 Kt|To>’H17

lo cual prueba que H; es un RKHS cuyo ntcleo reproductor es la restriccion de K a Tj.
Por la Proposicién 1.2.2, vale que Ho = H1 y || - ||no = || - ||211, como queriamos ver. [

Observacion 1.3.7. Manteniendo la notacién de la Proposicién 1.3.6, en su demostracion
se vi6 que para t € Ty vale que K; = KF.

Observacién 1.3.8. Sean T un conjunto, S C 7'y K un nucleo en T'. De la Proposicion
1.3.6 se desprende que para cada f € H(K,S), existe F' € H(K,T) tal que Fls = fy
F ey = [1f [ lue,s):

Definicién 1.3.9. Sean T un conjunto, K un nicleo en T'y Ty C T'. Decimos que Ty es
un conjunto determinante para H(K) si {f € H(K) : f|r, =0} = {0}.

En vistas de la Proposicién 1.3.6, tenemos lo siguiente.

Proposicion 1.3.10. Sea T' un conjunto, K un nicleo enT' y Ty C T. Llamemos H al
RKHS en T definido por K y Hy al RKHS en Ty definido por la restriccion de K. Son
equivalentes
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(1) Ty es un conjunto determinante para H;

(2) la aplicacion H — Hy dada por f — f|r, es un isomorfismo isométrico;

(3) toda f € Hy se extiende de forma tinica a una f € H y vale que ||f]| = ||f]|no
(4) el subespacio [Ki|ier, €s denso en H;

(5) la familia de funcionales acotados {(-, K3 bier, separa puntos de H.

Demostracion.

(1) = (2) Esta implicacién es consecuencia de la Proposicién 1.3.6, y de que, como Tj
es determinante, para cada g € Hy existe una dnica f € H tal que f|n, = g.

(2) = (8) Es inmediato, reinterpretando qué significa que la accién de restringir a Tj
sea un isomorfismo isométrico.

(3) = (4) Basta ver que si f € H es ortogonal a todas las funciones K; con t € Ty,
entonces f = 0. Pero en este caso, se tiene 0 = (f, K;) = f(t) para todo t € Ty. Dicho de
otra forma, f|r, = 0. Por (3), f|z, admite una unica posible extensién a un elemento de
‘H y como la funcién nula es una posible extension, debe ser f = 0.

(4) = (5) Si f € H es ortogonal a todas las funciones K; con t € T, como éstas
generan un subespacio denso en H, tenemos necesariamente que f = 0, lo cual prueba

(5).

(5) = (1) Si f|r, = 0 entonces f y la funcién nula no se pueden separar por ningun
funcional (-, K;)y con t € Ty, por lo que deben ser iguales. O

1.3.4. Suma de nucleos

Proposicion 1.3.11. Sea T un conjunto, Ki, Ky dos nicleos en T y K = K; + Ks.
Llamemos Hi, Ho y H a los RKHSs inducidos por Ky, Ky y K, respectivamente. Entonces
H=Afi+ fo:fi € Hi} yla norma en H estd dada por

2 _ inf 2 2
A1 =, int 13l + 112l

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones [ = f1 + fa con f; € H;.

Demostracion. Consideremos el espacio K = H; X Hsa, que es un espacio de Hilbert con
el producto interno dado por

((f1, f2), (91, 92)) = (f1, 91)1 + (f2, 92)2,

y norma dada por

1Cfu I = AR + 11l
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Sea Ko :={(f,—f) : f € HiNHa} C K. Veamos que Ky es un subespacio cerrado de

K. Si una sucesion ((fu, —fu))ner en Ko converge a (f,g) € K, entonces f, 0 f y

II-I]2 . . o
—fn — ¢. Como en cada H; los funcionales de evaluacién son acotados, esto implica

que para cada t € T se tiene que f,(t) — f(t) y —fu(t) = g(t), de donde concluimos que
g=—f € HiNHyy en consecuencia (f,qg) = (f,—f) € Ko.

Sea L : K — KT la transformacién lineal definida por L(f1, f2) = f1 + f2. Es inmediato de
la definicién que ker(L) = Ky. Si llamamos S = Im(L), entonces L induce un isomorfismo
L : K/Ky — S. Definiendo para f € S la norma ||f|| := ||[L7'f]|, L resulta ser un
isomorfismo isométrico y, al ser /Ky un espacio de Hilbert (de hecho isométricamente
isomorfo a Ky ), tenemos entonces que S equipado con la norma || - || es un espacio de
Hilbert. Afirmamos que S = H(K). En vistas de la Proposicién 1.2.2, para verlo, nos
basta con probar que el ntcleo reproductor de S es K. Para ello, buscamos entender
mejor el producto interno de S.

Por teoria general de espacios de Hilbert, sabemos que la proyeccién al cociente Ky —
K /Ko, h + h es un isomorfismo isométrico. Entonces, para f = f, + f2, g = g1 + g2 con

fivgi € Hiy (f1, f2), (g1, 92) € K, tenemos que

(fr9) = (L7, L7 g) = ((f1, f2), (g1, 92)) = ((f1, f2), (91, 92)) = (f1, 101 + (fa, g2)2.

Para t € T, sabemos que K} := K;(-,t) € H;. Ademés, para f € H; N Hs, podemos decir
que

<<f7_f>7(Kt17Kt2)> = <f7Kt1>1+<_f7Kt,2>2 :f(ﬂf) _f<x> :O7
de donde (K}, K?) € Ki. Luego, dada g = g + g2 con (g1, g2) € K, tenemos que

(9, K(,1)) = {01 + 92, K + K2) = (g1, K )1 + (g2, KP)2 = 01 (1) + g2(t) = g(1).
Esto prueba que el nicleo reproductor de S es Ky, consecuentemente, H(K) = S.

Si recordamos la definicién de la norma del cociente /Ky y tenemos en cuenta que

L7Yf = (f1, fo) siy s6lo si f = f1 + fo, para f € H(K) vale que

2 , 2 ; 2 2
= inf = inf + ,
1P = nt (1A R)IP = it LAIR + LA1B

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones f = f; + fo con f; € H,;. O

1.4. Dominancia de nucleos

En esta 1ltima seccién desarrollamos los conceptos generales de RKHSs necesarios para
abordar la generalizacion de la ley cero-uno de Driscoll en el Capitulo 2. Introducimos
las nociones de dominancia y dominancia nuclear de nicleos de RKHSs, y demostramos
una férmula para la traza de un operador de dominancia en términos de trazas de ciertas
matrices positivas. Estos resultados son tomados de [11, Section 4]. A lo largo de esta
seccidn, todos los espacios de Hilbert son reales.
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Definicién 1.4.1. Sea T" un conjunto y sean K, R dos nicleos en T. Decimos que R
domina a K y notamos K < R si H(K) C H(R).

Proposicién 1.4.2. Sea T' un conjunto y sean K, R dos nicleos en T'. Supongamos que
K < R. Entonces el operador de inclusion I : H(K) — H(R) es acotado.

Demostracion. Sea H = H(K + R). Por la Proposicién 1.3.11 y teniendo en cuenta que
H(K) C H(R), vale la igualdad de conjuntos H = H(K) + H(R) = H(R). De la misma
proposicién se desprende que || f||% < ||f||r para toda f € H(R), por lo que la identidad
H(R) — H es acotada. Como H = H(R) es completo respecto de ambas normas, por el
teorema de aplicacién abierta tenemos que la identidad H — H(R) también es acotada.

Nuevamente, por la Proposicién 1.3.11, sabemos que para cada f € H(K) se tiene que
1 £l < |If|lx ¥, en consecuencia, la inclusién H(K) — H es acotada. Componiendo con
la identidad H — H(R), concluimos que la inclusién H(K) — H(R) es acotada como
queriamos probar. O

Observacion 1.4.3. Sean K, R son dos nucleos en un conjunto 7" tales que K < R,y
llamemos [ : H(K) — H(R) al operador de inclusién. Si f € H(K), entonces I f € H(R)
coincide con f como funcion de T en R. Por este motivo, es usual omitir el operador de
inclusiéon para no sobrecargar la notacién, y muchas veces nos referiremos a elementos
de H(K) como elementos de H(R). Este abuso de notacién no es muy danino, pues la
definicién de dominancia es justamente que, a nivel de conjuntos, los elementos de H(K)
sean a su vez elementos de H(R).

Antes de dar la siguiente definicion, recordemos la nocién de operador nuclear.

Definicién 1.4.4. Sean H un espacio de Hilbert y L : H — H un operador compacto.
Luego el operador L*L es compacto y positivo. Llamemos (s2),en a la sucesion de ele-
mentos no nulos del espectro de L*L contados con multiplicidad, con s, > 0y s,11 < s,
para todo n € N. (Observemos que (s,)n,en N0 es otra cosa que la sucesiéon de valores
singulares de L). Decimos que L es un operador nuclear si

D s < +oo. (1.4)

neN

Se puede probar que si L : H — H es un operador positivo, entonces L es nuclear si y
solo si
> (Les,e) < +oo (1.5)
seS
para alguna (o equivalentemente, toda) base ortonormal {e;}scs de H. Mas ain, el valor
de la serie (1.5) no depende de la base ortonormal elegida, y de hecho coincide con el
valor de la serie (1.4). La traza de L se define como ese valor y la denotamos Tr(L). Una
exposicién mas completa de esta clase de operadores puede hallarse en [12, Chapter 16].
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Definicién 1.4.5. Sea T un conjunto y sean K, R dos ntucleos en T tales que K <
R. Denotando I : H(K) — H(R) al operador de inclusién, llamamos operador de
dominancia al operador L = II* : H(R) — H(R). Decimos que la dominancia K < R
es nuclear, y notamos K < R, si el operador de dominancia es nuclear.

Observacién 1.4.6. Si K < R, el operador de dominancia L : H(R) — H(R) queda
caracterizado por la propiedad

LR, =K, VteT. (1.6)
En efecto, si I : H(K) — H(R) denota a la inclusién, por definicién vale que L = IT*. En
particular, Im(L) C H(K). Entonces, para s,t € T vale:
LRi(s) = (II"Ry, Ks)k = (I"Ry, Ks)k = (Ry, [IKs)gr = (Ry, Ks)r = K(t) = Kyi(s).
Ademés, como [Ryier es denso en H(R), L es el inico operador acotado que verifica (1.6).

Observacion 1.4.7. Sean K, R dos ntcleos en un conjunto 7" tales que K < R. Luego,
dados g e H(K) yt e T,

(LRt 9)k = (K, 9) i = g(t) = (Re, 9) r-

Por lo tanto, de la densidad de [R;|icr en H(R) se desprende que para toda f € H(R),

(Lf .9k =(f.9)r- (1.7)

Ejemplo 1.4.8. Sea T' = N y consideremos en 7" los niicleos R(m,n) = 6, vy K(m,n) =
NP0, con p > 0. Por el Ejemplo 1.2.12, tenemos que H(R) = ¢* con el producto interno
usual, y que

H(K) = {a eRY: an|an|2 < oo}, {a,b) g = ananbn.
n=1

n=1

Es claro que K < R. Llamemos L : H(R) — H(R) al operador de dominancia. Teniendo
en cuenta la Observacién 1.4.7, para a € H(R),

(La)n = <LCL, Kn>K = <CL, Kn>R = <(l, n_pRn>R = n_pan.

Es decir, La = (n"Pa,)nen. Notar que en particular, como R,, no es mas que el n—ésimo
vector canénico e,, LR, = n PR,. Por tltimo, al ser {R,}nen = {€n}neny una base
ortonormal de H(R) = (2,

0o 00 o .
TI'(L) = Z<LRH7 Rn>R = Z<n7p€n, €n>€2 = ﬁ’
n=1 n=1 n—1

de donde K < R siy so6losip > 1.

Con esencialmente el mismo argumento, definiendo K(m,n) = ¢,0mn, con ¢ = (¢,)nen
una sucesion de ntmeros reales positivos, se puede ver que K < R si y sélo si c € £,y
que K < Rsiysolosice L
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De las Observaciones 1.4.6 y 1.4.7, se ve que hay ciertas similitudes entre los operadores
de dominancia y los operadores de proyeccion ortogonal. Por ejemplo, ambos operadores
se definen esencialmente como el operador adjunto de una inclusiéon. Sin embargo, la
diferencia crucial entre ellos es que en el caso de la proyeccién ortogonal, se considera en
el subespacio la norma inducida, mientras que esto no es asi en el caso del operador de
dominancia.

Aunque la analogia no sea perfecta, permite generar algo de intuicién en relacién a la do-
minancia nuclear. Concretamente, para proyectores ortogonales tenemos que un operador
de proyeccion ortogonal es nuclear si y sélo si su imagen tiene dimension finita. Si bien
esto no es necesariamente cierto para los operadores de dominancia (como se vié en el
Ejemplo 1.4.8), se podria extrapolar por analogia que un niicleo R domina nuclearmente a
un nicleo K cuando H(K') “es pequeno en relacién a H(R)”, lo cual justifica la notacién
K < R.

Hasta ahora tenemos que toda dominancia K < R produce un operador positivo L :
H(R) — H(R). La siguiente proposicién dice que todos los operadores positivos en un
RKHS son de esta forma.

Proposicién 1.4.9. Sean T un conjunto, R un nicleo en T y L : H(R) — H(R) un
operador positivo. Entonces K(s,t) = (LR, Ry) define un nicleo en T tal que K < R y
L resulta ser el operador de dominancia.

Demostracion. Dados t1,...,t, € Ty ay,...,qa, € R, tenemos que

ZaiajK(ti,t Zala] LRy, Ry;) = < (Z%Rt ),ZaiRtj> >0
i.J J

2

por ser L > 0. Ademas, al ser L autoadjunto vale que K(s,t) = (LRs, R;) = (Rs, LR;) =
(LR, Rs) = K(t, s), lo cual termina de probar que K es un nicleo.

Para ver que K < R, primero notemos que si m > 0, entonces de la Proposicién 1.3.2
se desprende que los conjuntos H(mR) y H(R) son iguales (a pesar de que los productos
internos de cada espacio no lo son). Ahora bien, si s,t € T,

(mR)(s,t) — K(s,t) = m(Rs, R;) — (LRs, R;) = ((mIyr) — L)Rs, Ry).
Para m > ||L||, el operador mIyry — L es positivo. En efecto, si h € H(R),
((mDyry — L)h, h) = ml|h|[* = (Lh, k) > m||h[|* = [IL]] ||h]]* > 0.

Consecuentemente, mR — K es un ntcleo en 7. Por la Proposicién 1.3.11, se tiene la
igualdad de conjuntos

H(R) = H(mR) = H(mR — K) + H(K)

y, en particular, H(K) C H(R), lo cual prueba que K < R.
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Por dltimo, si s,t € T entonces
LR,(t) = (LR, Ry) = K(s,t) = K,(t).

Es decir, LR, = K. Por la Observacion 1.4.6, concluimos que L es el operador de domi-
nancia. O

En el Capitulo 2 sera de gran importancia poder reducirnos a situaciones en las que los
RKHSs involucrados sean separables. Por ejemplo, la férmula de la traza (Proposicién
1.4.20) es vélida en este contexto. En lo que sigue, buscaremos entender mejor cuéndo el
RKHS asociado a un ntcleo dado es separable, qué propiedades adicionales cumple y con
qué argumentos se pueden efectuar dichas reducciones.

El siguiente lema muestra cémo “intercalar” un RKHS entre dos RKHSs en dominancia
nuclear.

Lema 1.4.10. Sean T un conjunto y K, R dos nicleos en T tales que K < R. Entonces
existe un nicleo R® en T tal que K < R < R y H(R°) es separable.

Demostracion. Llamemos L al operador de dominancia de R sobre K. Como L es nuclear,
es en particular compacto y luego Im(L) es un subespacio separable de H(R). Sea H, :=
Im(L), donde la clausura se toma respecto de la norma || - ||z. Tenemos que Ho es un
subespacio cerrado de un RKHS y es por ende un RKHS en si mismo, digamos con nicleo
R°. Ademds es separable por ser la clausura de un subespacio separable. Veamos que
R > K.

Si f € H(R) © Hy, entonces para cada ¢t € T vale que (f, LR;)r = 0. Por la Observacién
1.4.6 sabemos que LR; = K;, de donde concluimos que (f, g)g = 0 para toda g € [Ky|ier.

Por tltimo, si g € H(K), existe una sucesién (gn)nen € [K¢]ier tal que g, — g. Como

el operador de inclusion H(K) — H(R) es acotado, esto implica que g, —= g y como
(f,gn)r = 0 para todo n € N, concluimos que (f, g)gr = 0. Esto prueba que

H(R) & Ho C H(R) © H(K),

y consecuentemente H(K) C Hy (notar que H(K) no tiene por qué cer cerrado en H(R)

(
respecto de la norma || - ||g). En particular, H(K) C Hy como queriamos ver.

Por ultimo, si P : H(R) — H, denota a la proyeccién ortogonal, entonces sabemos por la
Proposicién 1.3.3 que PR, = RY. Si f € H(K), tenemos que

(f,LPR)x = (f,PR)r = (f, R)r = f(t).

Es decir, LRY = K;. Por lo tanto, la restriccién de L a H; es el operador de dominancia de
R® sobre K y, como L es nuclear y positivo, su restriccién también lo es, lo cual termina
de probar que R° > K. O

Definicién 1.4.11. Sea T un conjunto y K un nicleo en 7. La pseudo-métrica aso-
ciada a K es la pseudo-métrica dx definida por di(s,t) := || Ks — Ki||x-
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Observacién 1.4.12. La pseudo-métrica dy resulta ser una métrica si y sélo si H(K)
separa puntos de T'. Es decir, si dados s,t € T distintos existe f € H(K) tal que f(s) #
f(t). En particular, esto ocurre si { K;};er es linealmente independiente.

Lema 1.4.13. Sea T un conjunto y K un nucleo en T tal que dx es una métrica en T.
Entonces,

(1) todas las funciones f € H(K) son || f||x—Lipschitz para dg;

(2) el espacio métrico (T, dy) es separable si y solo si H(K) es separable.

Demostracion. (1) Dada f € H(K), tenemos que |f(s) — f(t)] = [{f, Ks — K;)| <
|| fllxdK(s,t), lo cual prueba (1).

(2) Supongamos que (T, dk) es un espacio métrico separable y sea S C T un subconjunto
denso contable. Sea A el Q—subespacio generado por {K;}ics. Luego A es denso en
[K¢]ier, que a su vez es denso en H(K), con lo que A resulta ser un denso contable en

H(K).

Reciprocamente, supongamos que H(K) es separable. La aplicacién T — H(K') dada por
t — K, es una isometria por definicién de dg. Luego T se identifica isométricamente con
un subconjunto de H(K). Como todo subconjunto de un espacio métrico separable es
separable, esto prueba que 71" es separable. O

Recordemos que si X es un espacio vectorial, una base de Hamel de X es un sistema de
generadores de X linealmente independiente (es decir, una base algebraica).

Definicién 1.4.14. Si T es un conjunto y K es un nicleo en 7', un subconjunto 7y C T
se dice un subconjunto K —Hamel (o simplemente Hamel si se sobreentiende el nicleo)
de T si {K;}ier, es una base de Hamel de [Ky|ier.

El siguiente lema es consecuencia inmediata de la Observacion 1.4.12 y de la definicién
de subconjunto Hamel.

Lema 1.4.15. i K es un nicleo en T y Ty es un subconjunto Hamel de T, entonces
(To, dr) es un espacio métrico y [Kilier, es denso en H(K).

La siguiente proposiciéon es uno de los motivos por los cuales es conveniente trabajar
con RKHSs separables. Si H(K) es un RKHS separable definido sobre un conjunto T,
este resultado nos permitird, esencialmente, reducir ciertos argumentos al caso donde el
conjunto T es contable, via la Proposicién 1.3.10.

Proposicién 1.4.16. Sean T un conjunto, K un nicleo en T'. Supongamos que H(K,T')
es separable y sea Ty C T un subconjunto Hamel. Entonces (Ty, d) es un espacio métrico
separable. St Sq C Ty es un denso contable, entonces Sy es un conjunto determinante para
H(K,T).
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Demostracion. De la Observaciéon 1.4.12 se ve que dg es una métrica en Ty. Por la Propo-
sicién 1.3.6, H(K, Tp) es isomorfo a un cociente de H (K, T), que es separable por hipdtesis.
Luego H(K,Ty) es separable y por el Lema 1.4.13, (Tp, df) es separable.

Sea f € H(K,T) tal que f|s, = 0. Como f|r, es dg—continua y Sy C Ty es dx—denso,

entonces f|r, = 0. Como T es determinante para H(K,T'), tenemos que f = 0. O]

Dados SCT, f: T — Ry K un nticleo en T, notaremos

Flls == 11 f1slls = [[f]sllae.s), (1.8)

donde la notacién presupone que flg € H(K,S).

Lema 1.4.17. Sean T un conjunto, K un nicleo en T y Ty €T K—Hamel. Sea Sy =
{sk}ren C Ty un subconjunto di—denso y contable en Ty y sea, para cada n € N, S, =
{sk}1<k<n. Entonces para cada f € H(K,T) la sucesion (||fl|s,)nen €s creciente y

Jim [1ls, = IIfllr- (1.9)

Reciprocamente, si f : T — R es tal que
lm || f[|s, = sup|[f]ls, < +oc, (1.10)
n—oo neN

entonces fls, € H(K,Sy) y existe una unica fi € H(K,T) que coincide con f en Sp.
Ademas,

1fillr = 111ls = Jm |15, (1.11)

Demostracion. Si f € H(K,T), entonces || f||s, < ||f]ls,,, por la Proposicién 1.3.6. En
vistas de la Proposicién 1.4.16 sabemos que Sy es un conjunto determinante para H (K, T),
y luego, por la Proposicién 1.3.10, vale que || f||r = || f||s,.- Como todo subconjunto finito
de Sy estd contenido en algin S, de la Proposicién 1.3.2 se desprende que ||fl|ls, =

SUDpeN HfHSn = lim,, HfHSn

Si ahora f : T — R verifica (1.10), nuevamente por la Proposicién 1.3.2 vale que f|g, €
H(K,Sp). Como Sy es determinante, la existencia y unicidad de f; y (1.11) se desprenden
de la Proposicién 1.3.10. O

Lema 1.4.18. Sea T" un conjunto, S C T, sean K, R dos nicleos en T tales que K < R
y llamemos L : H(R,T) — H(R,T) al operador de dominancia. Definamos

B=HRT)o{f e HRT): fls=0} y
H,y :H(K7T>@{f€H(K7T):f|S:O}'

Entonces,

(1) H(K,S) S H(R,S5);
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(2) L(Fy) C Hy.

Demostracion.

(1) Si f € H(K,S), por la Proposicién 1.3.6 existe f € H(K,T) tal que f = f|g. Como
K < R tenemos que f € H(R,T) y consecuentemente f = f|s € H(R,S).

(2) Llamemos
Fo={f € H(R,T): fls =0}, Ho={feHKT): [fls=0}

Como Im(L) C H(K,T), para ver que L(F;) C H; basta ver que, dada f € Fy, Lf L Hy.
Sea entonces g € Hy. En particular, g € Fy y luego, por la Observacién 1.4.7,

<Lf7 g>K = <f7 g)R = 07
lo cual termina la prueba. O

Sean T un conjunto, K, R dos nucleos en T tales que K < Ry S C T. Si denotamos Kg
y Rg a las restricciones a S de K y R, entonces por la parte (1) del Lema 1.4.18 tenemos
que Kg < Rg. El siguiente resultado da una caracterizaciéon del operador de dominancia
de Kg < Rg en términos del operador de dominancia de K < R. La caracterizacion es
simple: salvo isometrias, el primero es una restricciéon y correstricciéon del iltimo.

Proposicion 1.4.19. Sean T un conjunto, K, R dos nicleos en T con K < Ry S CT.
Liamemos L : H(R,T) — H(R,T) y Ls : H(R,S) = H(R, S) a los respectivos operadores
de dominancia, y recordemos de la Definicion 1.4.5 que Im(Ls) C H(K,S). Definamos
Fy y Hy como en el Lema 1.4.18. Si J : RT — RS es el operador de restriccion a S,
entonces el diagrama

F1+>H1

b b

H(R,S) — H(K, S)

es conmutativo, y Tr(Ls) = Tr(L|g,). En particular, vale que si L es nuclear, entonces Lg
también y Tr(Lg) < Tr(L), con igualdad en el caso que S sea un conjunto determinante

para H(R,T).

Demostracién. Fijemost € Sy llamemos R al niicleo reproductor de F. Por la Observa-
cién 1.3.7, vale que R = R,. Como las funciones JR; y JK; son los niicleos reproductores
en t de H(R,S) y H(K,S) respectivamente (por la propia definicién de estos espacios),
tenemos por la Observacién 1.4.6 que LgJR; = JK;. Notemos J~! : H(R,S) — F| a
la inversa de la restricciéon de J a Fj correstringida a H(R,S), que es un isomorfismo
isométrico por la Proposicion 1.3.6. Juntando todo, llegamos a que

LsJRM = LgJR, = JK, = JLR, = JLRF* = JLJ'JR!.
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Con esto, los operadores Lg y JLJ™' : H(R,S) — H(K, S) coinciden en [JRy]scs, y luego
son iguales por densidad. Es decir, Lg = JLJ!, o lo que es lo mismo, LgJ = JL como
queriamos ver.

Si {é;}icr es una base ortonormal de H(R,S), llamando e; = J~'¢; tenemos que {e;}ics
es una base ortonormal de F;. Consecuentemente,

Tr(Ls) = Z<Lséiaéi>H(R,S):Z<JLei>éi>H(R,S)

i€l iel

= ZUflJL% J ) = Z(Lei;€i>H(R,T)
iel icl

— (L),

Extendiendo {e¢; };c; a una base ortonormal {e;}iepr de H(R,T) con I C I’ y teniendo en
cuenta que los operadores en cuestién son positivos, tenemos que

Tr(Ls) = Tr(L|rn) = Y (Les eumr) < ) _(Lei eduenny = Tr(L).

iel iel’

En el caso que S sea un conjunto determinante para H(R,T), vale que F; = H(R,T) y
por lo tanto Tr(Lg) = Tr(L). O

Proposicién 1.4.20. Sean T un conjunto y R un nicleo en T tal que H(R,T) es sepa-
rable. Sea K otro nicleo en T tal que K < R con operador de dominancia L. Sea Ty C T
un subcongunto R—Hamel y sea Sy = {sktnen C Ty un subconjunto dgr—denso y contable.
Denotemos K,, y R, a las matrices obtenidas de restringir los nicleos K y R al conjunto
Sn = {sk}1<k<n. Entonces

Tr(L) = lim Tr(K,R;%). (1.12)

n—o0

Demostracion. Como Tj es un conjunto R—Hamel, { R, };er, es linealmente independiente,
y dado que Sy C Ty, las matrices R,, son inversibles. Por la Proposicion 1.4.16, Sy es un
conjunto determinante para H(R,T), y entonces, de la Proposicién 1.4.19 se desprende
que Tr(L) = Tr(Lg, ), donde Lg, es el operador de dominancia de H (R, Sy) sobre H (K, Sp).
Esto nos permite reducirnos al caso en que T es contable y R—Hamel. Luego, sin pérdida
de generalidad, supongamos que T' = Sy = {s }ren-

Sea {e; }ien la base ortonormal de H(R,T') que se obtiene aplicando el algoritmo de Gram-
Schmidt a {Rs, }ren. Por definiciéon de traza tenemos que Tr(L) = > .(Le;, €)nrr)-
Para cada n € N sea L, el operador de dominancia de H (R, S,,) sobre H(K,S,) v J, :
H(R,T) — H(R, S,) la restriccién a S,,. Notemos que si

Fy={f € HR,T): fls, =0},

entonces [Rs, i<k<n = H(R,T) © I}, por lo que en vistas de la Proposicién 1.3.6 vale
que Jy, : [Rs Ji<k<n — H(R,S,) es un isomorfismo isométrico. Por construccién de la
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base ortonormal {e; };en vale que [Rs, |1<k<n = [€x]1<k<n ¥, luego, {Jp€i}1<i<n €s una base
ortonormal de H (R, S,,). Consecuentemente, por la Proposicién 1.4.19, podemos decir que

n n n

Tr(L,) = Z<Lnt]nei7 Jn€i)H(R,S,) = Z<JnLeia Jn€i)H(R,S,) = Z<L€ia i) H(RT)>

i=1 i=1 i=1
de donde obtenemos que Tr(L) = lim,,_,o, Tr(L,,).

Por tultimo, considerando L,, como una transformacién lineal entre espacios de dimension
finita, de la Observacion 1.4.6 obtenemos que vale la ecuaciéon matricial L, R, = K,.
Por lo tanto L, = K,R,! y juntando esto con lo anterior, concluimos que Tr(L) =
lim,, 00 Tr(L,,) = lim,, o, Tr(K, R, '), como queriamos probar. ]
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Capitulo 2

Trayectorias Aleatorias en RKHSs

En este capitulo exploraremos las conexiones entre la teoria de probabilidades y los
RKHSs. Concretamente, estudiaremos como asociarle RKHSs a procesos estocasticos de
segundo orden, y qué propiedades del proceso se pueden deducir a partir de las propie-
dades del espacio asociado. En la Seccién 2.1 damos la definiciéon de proceso estocéstico
junto con algunas nociones basicas del area. La Seccion 2.2 introduce nociones de pro-
babilidad en el contexto de espacios de Hilbert, que serdan ampliadas en la Seccion 2.3
cuando estudiemos elementos aleatorios en espacios de Hilbert. Por tltimo, en la Seccion
2.4 combinaremos estas ideas con la teoria de RKHS para demostrar uno de los teoremas
maés interesantes del area: la ley cero-uno de Driscoll (o mejor dicho, una generalizacién

de ella).

A lo largo de este capitulo, si (€2, .4, P) es un espacio de probabilidad, se asume que P es
completa. Es decir, si A € A cumple que P(A) =0y B C A, entonces B € A.

Si (€2, A,P) es un espacio de medida, (£2,.4’) es un espacio medible y f : 2 — €’ es una
funcién medible, denotamos Py a la medida pushforward definida por

Py(A) = P(f~(A), VA € A.

A

Si T es un espacio topologico, denotamos B(T) a la c—&lgebra de Borel de T'. Es decir,
a la o—algebra generada por los conjuntos abiertos de 7.

Todos los espacios de Hilbert considerados en este capitulo son reales.

2.1. Procesos estocasticos

Definicién 2.1.1. Sean () un espacio de probabilidad y 7" un conjunto. Un proceso
estocastico (real) es una funcién X : Q x 7" — R tal que para cada t € T la funcién
X := X(-,t) es una variable aleatoria. Equivalentemente, es una familia de variables
aleatorias {X; :  — R},cr. Llamamos trayectorias de X a las funciones X (w,-) : T' —
R, y en ocasiones las denotaremos Xq(w).

29
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En muchas aplicaciones, el conjunto 7' es interpretado como un dominio temporal. De
esta forma, un proceso estocastico modela una familia de eventos aleatorios que van
transcurriendo en el tiempo (como podria ser arrojar una moneda varias veces, o el ingreso
de clientes a un local a lo largo del dia). Cuando los eventos suceden a tiempo discreto, es
usual tomar T'= N y tenemos una sucesién de variables aleatorias. Si los eventos suceden
a tiempo continuo, es usual tomar como T algtin intervalo de la recta real. Sin embargo,
nada impide considerar procesos estocasticos definidos en conjuntos mas generales.

A continuacién, damos algunas de las definiciones basicas asociadas a procesos estocasticos
con las que trabajaremos durante el resto del capitulo.

Definicion 2.1.2. Sea X : 2 x T" — R un proceso estocastico. Una version de X es un

.S.

proceso estocdstico X :  x T'— R tal que para cada t € T se tiene que X; = X,.

Definicién 2.1.3. Sea X : Q2 x T'— R un proceso estocéstico. Si p > 1, decimos que X
es un proceso de orden p si para todo t € T' se tiene que X; € LP(QQ). Parap =1y
p = 2, decimos que X tiene primer orden y segundo orden respectivamente.

Si X : Q2xT — R esun proceso de primer orden, esta bien definida su funcién de media
m : T — R dada por

Mas atn, si X es ademas un proceso de segundo orden, estd bien definida su funcién de
covarianza K : T x T — R dada por

K (s,t) = Cov(X,, X,) = E[(X, — m(s))(X; — m(t))] = E[X,X] — E[X.JE[X].

Notemos que en este 1ltimo caso, K es un nucleo en T'. En efecto, es claro de la definicion
que K es simétrica. Ademds, para s,t € T vale que

K (s,) = E[(X, — m(s)) (X — m(£))] = (X, — m(s), X; = m(t)) 120
Por lo tanto, para ty,...,t, € Ty ay,...,a, € R,

Z OéiOéjK(ti, tj) = Z OéiOéj <th — m(tz), th — m(t])>L2(Q)
J J

1,J

_ < Z i (X, — m(t;)), Z o ( Xy, — m(tj))>

2

L2(Q)

> 0.

L2(Q)

— H XZ: o (X, —m(t;))

Esta serd la conexién entre procesos estocasticos y RKHSs que estudiaremos en la Seccion
2.4. En adelante, todos los procesos estocéasticos se asumiran de segundo orden, a menos
que se indique explicitamente lo contrario.

En general, si m denota a la funcion de media de un proceso de segundo orden X, el
proceso Y; := X; — m(t) es un proceso de media 0 cuya funcién de covarianza coincide
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con la de X. Esto permitira reducir muchos de los argumentos al caso en que la media
del proceso es 0.

Por 1ultimo, introducimos la clase central de procesos estocdsticos que estudiaremos: los
procesos gaussianos.

Definicién 2.1.4. Un proceso estocastico X : 2 x T — R se dice un proceso gaussiano
si para cualesquiera ti,...,t, € T distintos y a1,...,qa, € R, se tiene que la variable
aleatoria ay Xy, + -+ + a, Xy, es gaussiana. Dicho de otro modo, si el vector aleatorio
(X4, ..., Xy,) es conjuntamente gaussiano para cualquier eleccién de puntos distintos
ty,...,t, €T.

2.2. Medidas de probabilidad en espacios de Hilbert

Comencemos recordando la siguiente nociéon en teoria de la medida. Sean X un conjunto
y {€Q; }ier una familia de espacios medibles. Supongamos, ademads, que para cada ¢ € I se
tiene una funcién f; : X — ;. La o—algebra inicial en X respecto de la familia { f;}ics
es la o—algebra en X generada por los conjuntos de la forma f; '(A) coni € I y A C Q,
medible. Equivalentemente, es la menor o—algebra en X que hace medibles a todas las
funciones f;.

Proposicién 2.2.1. Sean X un conjunto, A una o—dlgebra en X y {fi + X — Q;}ier
una familia de funciones, donde cada €; es un espacio medible. Son equivalentes:

(1) A es la o—dlgebra inicial respecto de {f;}icr;

(2) si ) es un espacio medible, una funcion f:Q — X es medible si y sdlo si para todo
i € I la funcion f;o f:Q — Q; es medible.

Demostracion.

(1) = (2)Si f:Q — X es medible entonces f; o f es medible para todo i € I por ser
composicion de funciones medibles. Ahora supongamos que f; o f es medible para todo
i € 1. Dados i € I y B C (); medible, tenemos

B = (fio /) H(B),

que es medible pues f; o f lo es. Como ¥ := {A C X : f7!(A) es medible} es una
o—algebra en X que contiene a los conjuntos generadores de A, entonces A C ¥ y por lo
tanto f es medible.

(2) = (1) Llamemos A a la o—algebra inicial respecto de {fi}ic;. Ver que A C A es
equivalente a ver que la identidad id : (X, fl) — (X, .A) es medible. Por (2), esto a su vez
equivale a que para todo i € I la funcién f;oid = f; : (X, fl) — (); sea medible, lo cual vale
por definicién de A. Por otra parte, para ver que A C A, basta ver que para cada i € I la
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funcién f; : (X,.A) — €, es medible. Ahora bien, como la identidad id' : (X, A) — (X, .A)
es medible, por (2) vale que para todo ¢ € I la funcién f;oid = f; : (X, A) — Q; es
medible, lo cual termina la prueba. O

La propiedad (y demostracién) anterior es completamente andloga a la propiedad que
cumple una topologia inicial. De hecho, se puede obtener una de la otra simplemente in-
tercambiando las nociones de medibilidad con las correspondientes nociones topolégicas.
Es decir, cambiando conjuntos medibles por conjuntos abiertos, o—algebras por topo-
logias, etc.

Definicién 2.2.2. Sea H un espacio de Hilbert. Llamamos oc—algebra cilindrica de H
y denotamos C(H) a la o—algebra inicial respecto de la familia {(-,h) : H — R}pexn,
donde en R se considera la o—4algebra de Borel.

La o—algebra cilindrica busca definir una nociéon de medibilidad compatible con la estruc-
tura Hilbert, pero que sea mas flexible que, digamos, la c—algebra de Borel. Las ventajas
(y desventajas) de este enfoque se veran en la seccién siguiente. Sin embargo, para es-
pacios de Hilbert separables, estas dos nociones coinciden, como veremos en el siguiente
resultado.

Proposiciéon 2.2.3. SiH es un espacio de Hilbert separable, entonces C’(H) coincide con
la o—dlgebra de Borel B(H).

Demostracién. Como las funciones (-, h) son continuas, en particular son B(H)—medibles
y por lo tanto C'(H) C B(H). Veamos la otra inclusién.

Sea {e, }nen una base ortonormal de H. Notemos que la funcién || - |2 = >0 |-, €n)|?
es C (H)—medible por ser limite puntual de una sucesién de funciones C (H)—medibles.
Por otra parte, si € H, la traslacién 7, : (H, C(H)) = (H,C(H)) definida por 7,(h) =
h — x es medible pues para h € H se tiene que (7,,h) = (-,h) — (z,h) es medible.
Consecuentemente, para r € ‘H y € > 0 tenemos que

B.z)={heH: ||h—z|?<e}elC(H),

ya que || - —z||> es C(H)—medible. Como H es separable, todo abierto de # es unién
contable de bolas abiertas y luego todo abierto de H es C (H)—medible, lo cual termina
de probar que B(H) C C(H). O

Observacion 2.2.4. Si H es un espacio de Hilbert y F' C H es un subespacio cerrado,
entonces

C(F)={ANF:AecCH))}.

En efecto, llamemos ¥ := {ANF : A e C(H)}. Como {A e C(H): ANF € C(F)} es una
o—algebra que contiene a los conjuntos generadores de C (H), tenemos que ¥ C C (F).
Por otra parte, > es una o—algebra que contiene a los conjuntos generadores de C (F),
por lo que C(F) C %.
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Finalizamos esta seccion con algunos resultados técnicos sobre regularidad de medidas de
probabilidad en espacios métricos. Estos resultados seran necesarios para atacar la ley
cero-uno de Driscoll.

Definicién 2.2.5. Sea T' un espacio métrico y sea [P una medida boreliana en T". Decimos
que P es regular si para cada A € B(T) y € > 0 existen conjuntos F' C A C G, F cerrado
y G abierto tales que P(G'\ F') < €. Si ademéds P(T") < 400, decimos que P es una medida
de Radon si para cada A € B(T) vale que P(A) = sup{P(K) : K C A, K compacto}.

Nuestro proximo objetivo es ver que toda medida de probabilidad boreliana en un espacio
de Hilbert separable es de Radon (ver Proposicién 2.2.8). Para esto, necesitamos los
siguientes lemas técnicos.

Lema 2.2.6. Sean T' un espacio métrico y P una medida boreliana finita en I'". Entonces
P es regular.

Demostracion. Sea Y la coleccidon de subconjuntos de T' que cumple la definiciéon de re-
gularidad. Es decir, un subconjunto A C T es un elemento de ¥ si y sélo si para todo
e > 0 existen conjuntos F' C A C G, F cerrado y G abierto tales que P(G \ F) < e.
Debemos probar que B (T') C 3. Para ello, veamos que ¥ es una o—algebra que contiene
a los cerrados de T'. Comencemos probando que ¥ es una o—algebra.

Tomando G = F = @ se ve que & € Y. Por otra parte, si A € ¥ y € > 0, tenemos que
existen ' C A C G, F cerrado y G abierto tales que P(G \ F') < e. Pero entonces

T\GCT\ACT\F

Ademads, T\ G es cerrado, T'\ F es abierto y P(T'\ F)\ (T'\ G)) =P(T\ F)NG) =
P(G\ F) < ¢, lo cual prueba que 7'\ A € ¥. Por tltimo, si (Ax)ren €s una sucesién de
conjuntos de ¥, dado € > 0 tenemos que para cada k € N existen F, C Ay C Gy, F}
cerrado y G}, abierto tales que P(Gy \ Fy) < £/2*!. Sean

¢=JG v E=JF.

keN keN

Luego E C A C G, G es abierto y
P(G\ E) = PKgGk) \ (lgNFkﬂ gp(kLeJNGk\Fk)
Y P(Gi\ F) <22§+l - g

keN keN

IA

Por la continuidad de la medida, y teniendo en cuenta que IP es finita, existe m € N tal
que P(E\ -, Fr) <&/2. Tomando F = J;_, Fy, F C E C A, F es cerrado y

P(G\F)<P(G\E)+P[E\F) <e,

lo cual prueba que oy Ax € X. Esto termina de probar que X es una o—algebra.
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Ahora, si K C T es cerrado y no vacio, definamos para k € N el conjunto Gy, := {t €
T :d(t,K) < 1/k}. Luego Gy, es abierto y K = [,y Gx. Como los conjuntos Gy, son
decrecientes, por la continuidad de la medida existe m € N tal que P(G,, \ K) < e.
Tomando G = G,, v F' = K, esto prueba que K € X. O

Lema 2.2.7. Sean T un espacio métrico separable y P una medida de probabilidad bore-
liana en T'. Entonces para cada € > 0 existe K C T cerrado y totalmente acotado tal que
P(K)>1—e.

Demostracion. Sean € > 0y A C T un subconjunto denso y contable. Para cada n € N
tenemos que 7' = |J,. 4 Bi/x(a). Por lo tanto, para cada n € N existe J, C A finito tal
que P(Uaejn El/n(a)) > 1 —¢/2". Més ain, podemos suponer que J,, C J, ;1 para cada

n € N. Definamos
K = ﬂ U El/n(a)

neNaeJy,

Notemos que K es cerrado por ser interseccion de conjuntos cerrados, y es totalmente
acotado pues para cada n € N, K estd contenido en una union finita de bolas de radio
1/n. Por dltimo,

P(T\ K) = [UT\ < U El/n(a)>} gZP[T\ ( U El/n(a))} <n€N2in:g,

neN a€Jn neN a€Jp

de donde P(K) > 1 —e. O

Proposicion 2.2.8. Si T es un espacio métrico completo y separable, y P es una medida
de probabilidad boreliana en T, entonces P es una medida de Radon.

Demostracion. En vistas del Lema 2.2.7 existe una sucesion creciente (K,),en de conjun-
tos cerrados y totalmente acotados (y por lo tanto compactos al ser 7' completo) tales
que ]P’(UnGN Kn) =1.S1i A C T es boreliano y € > 0, por el Lema 2.2.6 existe FF C A
cerrado tal que P(A \ F') < ¢/2. Definiendo F,, = K,, N F, vale que F,, es compacto y
P(EF\ U,en Fr) = 0 por lo que existe m € N tal que P(F'\ F,,) < £/2 (recordemos que
los conjuntos K, son crecientes). Luego P(A \ F,) < € y entonces P(A) < e + P(F,), lo
cual termina la prueba. O

2.3. Elementos aleatorios

Definicién 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un elemento aleatorio en H es una
funcion € : Q — H que es (A, C(H))—medible, donde (£2,.4,P) es un espacio de probabi-
lidad. Decimos que ¢ es separablemente valuado si £(£2) es un subconjunto separable

de H. Sin: Q — H es otro elemento aleatorio, decimos que 7 es una versién de £ si para
cada h € H vale que (£, h) = (n, h).
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Trabajar con la o —4&lgebra cilindrica permite que la definicién de elemento aleatorio abar-
que mas funciones que si se trabajara, digamos, con la o—algebra de Borel, manteniendo
a su vez una cierta compatibilidad con la estructura de espacio de Hilbert. Mas atn,
verificar que una funcién £ : Q2 — H es efectivamente un elemento aleatorio es sencillo:
simplemente hay que ver que (¢, h) es una variable aleatoria (real) para todo h € H. Sin
embargo, una de las grandes desventajas que surge de trabajar con esta o—algebra es que,
en general, la norma || - || : H — R no es medible.

En varias ocasiones a lo largo del trabajo, exploramos las ventajas que proporciona tra-
bajar en espacios de Hilbert separables. Ejemplos de esto son las Proposiciones 1.4.16 y
2.2.3. El interés por los elementos aleatorios separablemente valuados viene de que, al
tomar valores en un espacio de Hilbert separable, éstos heredan algunas de las bondades
de estos espacios. El siguiente teorema es una instancia de lo antedicho.

Teorema 2.3.2. Si & es un elemento aleatorio separablemente valuado en un espacio de
Hilbert H, entonces la medida pushforward asociada P¢ es una medida de Radon.

Demostracion. Sea H, el subespacio cerrado de H generado por Im(§). Como por hipétesis
Im(&) es separable, H es un espacio de Hilbert separable. Si A C H es boreliano, entonces
ANHy € E('Ho) = C’(Ho) por la Proposicion 2.2.3. Luego, por la Observacién 2.2.4, existe
A’ e C(H) tal que A'NHy = AN Hy. Con esto,

§HA) =& H(ANH) =& (A NHy) = (A,

que resulta medible. Esto prueba que £ es medible Borel y, por lo tanto, P¢ es una medida
de probabilidad boreliana en H.

Ahora bien, si ;1 denota a la restriccién de Pe a E(Ho), entonces 1 es una medida de
probabilidad boreliana en Hy y, por la Proposicién 2.2.7, es de Radon. Como P¢(A) =
Pe(ANHy) = (AN H,p), deducimos que Pg es de Radon. O

A simple vista, podria parecer que la hipdtesis de ser separablemente valuado es demasiado
restrictiva como para ser aplicable a elementos aleatorios con algtin grado de generalidad.
El siguiente teorema muestra que esto no es del todo asi. Si bien no daremos su demos-
tracién, mencionamos que el resultado se puede obtener uniendo [15, Corollary 5] con [15,
Theorem IV.2.7].

Teorema 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea & : Q — H un elemento aleatorio.
Entonces & admite una version separablemente valuada.

Definicién 2.3.4. Sean H un espacio de Hilbert, 0 < p < oo. Una medida p en C’(’H) se
dice de orden p débil si para todo h € H se tiene que (-, h) € LP(H, ). Una medida p
boreliana en H se dice de orden p fuerte si || - ||y € LP(H, 1) (notar que se requiere que
 sea boreliana para que || - ||y sea medible). Si € es un elemento aleatorio en #H, decimos
que & es de orden p débil (fuerte) si la medida pushforward Pg lo es. Para los casos p = 1
y p = 2, diremos que la medida, o el elemento aleatorio, es de primer o segundo orden
débil (fuerte) respectivamente.
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Recordemos que si £ : 2 — R™ es un vector aleatorio, en general su esperanza (de existir)
se define como E¢ := (E,...,E,). Similarmente, se define su matriz de covarianzas
como ¥ = (Cov(&;,&;));;. Los siguientes resultados buscan extender estas definiciones al
contexto de elementos aleatorios en espacios de Hilbert.

Proposicién 2.3.5. Sean H un espacio de Hilbert, 1 < p < oo y p una medida en C’('H)
de orden p débil. Entonces el operador T : H — LP(H, u) dado por Th = (-, h) es acotado.

Demostracion. Por definicion de orden débil, T es un operador lineal bien definido. Para
ver que es acotado, veamos que su grafico es cerrado.

Supongamos que (h,)men €s una sucesiéon en H tal que h, — h'y Th, KR f para cierta
f € LP(H, p). Luego, existe una subsucesion (Th,, Jken que converge u—a.e. a f. Pero por
la convergencia de (hy)nen vale que (-, h,, ) — (-, h) puntualmente, de donde concluimos
que Th = (-,h) = f p—a.e., lo cual muestra que el gréifico de T' es cerrado. ]

Corolario 2.3.6. Sean H un espacio de Hilbert, 1 < p < oo y pu una medida de probabi-
lidad en C’(H) de orden p débil. Entonces, el funcional ¢ : H — R definido por

o) = [ (o h)auta)
es acotado.

Demostracion. Si llamamos [ : LP(H, u) — R al operador de integracién dado por [f =
fH fdu y T al operador de la Proposicion 2.3.5, entonces ¢ = IT es acotado pues [ y T
lo son. O

Definicién 2.3.7. Sean H un espacio de Hilbert y £ un elemento aleatorio en H de
primer orden débil. En vistas del Corolario 2.3.6, se tiene que el funcional H — R dado
por h — [, (x,h)dP¢(x) es acotado. Luego, por el teorema de representacién de Riesz,
es de la forma (-, h¢) para algin he € H. Definimos la esperanza de £ como hg, y la
denotamos E¢.

Observacion 2.3.8. Notemos que la esperanza de un elemento aleatorio & queda deter-
minada por la propiedad

/@,h)dm(x) _(BEh), VheH.

Como la primera integral no es otra cosa que la esperanza de una variable aleatoria, eso
se puede reescribir como

Ep, (-, h) = (B&,h), VheH. (2.1)

Ahora bien, un resultado estandar sobre medidas pushforward [6, Theorem 1.6.9] nos da

/H (, h)dPe() = / (€(w), hYdP(w).

Q
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Entonces, otra forma de escribir la propiedad que define a la esperanza de £ es
E(¢, h) = (EE, h), YheH. (2.2)

La diferencia entre las expresiones (2.1) y (2.2) es que Ep, (-, h) es la esperanza de una
variable aleatoria definida en #H respecto de la medida P¢, mientras que E({, h) es la
esperanza de una variable aleatoria definida en () respecto de la medida P.

Antes de seguir con la definicién de covarianza de un elemento aleatorio, debemos probar
dos resultados generales sobre formas bilineales. Primero, recordemos que si X,Y son
espacios normados, una forma bilineal B : X x Y — K se dice acotada si existe C' > 0
tal que para cualesquiera z € X, y € Y, vale que

|B(z,y)| < Cllz|lx[lylly-

Llamamos norma de B al valor

||B|| := sup |B(z,y)|.
o]l x <1
llylly <1

Proposicién 2.3.9. Sean X,Y espacios de Banach, y sea B : X XY — K una forma

bilineal. Entonces B es acotada si y sélo si B(z,-) y B(-,y) son acotados para cualesquiera
reX,yeY.

Demostracion.

(=) Como B es bilineal, tenemos que para x € X la funcién B(z,-) : Y — K es lineal.
Ademas, siy € Y,
B, ) ()| = [B(z,y)| < |IBI] |zl [lylly,

de donde B(z,-) es un funcional acotado de Y con ||B(z, )|y < ||B]| ||z||x. Simétrica-
mente se ve que B(-,y) es un funcional acotado de X para cualquier y € Y.

( <) Por hipétesis, tenemos que el funcional B(z,-) es un elemento de Y’ para cual-
quier # € X. Sea entonces F = {B(x,) : # € Bx} C Y'. Dados v € Bx ey € Y,
tenemos que |B(z,y)| < ||B(+,y)||x- Dicho de otra forma, para cada y € Y vale que
sup,ez, |B(r,y)] < [|B(-,y)||x < +oo. Por el principio de acotacién uniforme, existe
C > 0 tal que para todo x € Bx vale que ||B(z,-)|]y» < C. Consecuentemente, para
z € X vale que ||B(z, )|y < C||z||x. Juntando todo, llegamos a que

Bz, y)| < [IB(z,)lly[lylly < Cllzllx|lylly,
como queriamos probar. O

Proposicion 2.3.10. Sea H un espacio de Hilbert real y sea B : H x H — R una forma
bilineal acotada. Entonces valen las siguientes afirmaciones.
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(1) Existe un unico operador acotado T : H — H tal que B(z,y) = (x,Ty) para todos
x,y € H.

(2) Si B es simétrica, el operador T es autoadjunto.

(2) Si B es semidefinida positiva, entonces T > 0.

Demostracion.

(1) Por el teorema de representacion de Riesz, para cada y € H existe un unico Ty € H tal
que B(-,y) = (-,Ty), pues B es acotada (notar que de la unicidad de Ty se desprende la
unicidad de T'). Por la bilinealidad de B, T : H — H resulta un operador lineal. Ademas,
si h € H es tal que Th # 0, tenemos que

|Th|[* = (Th,Th) = B(Th,h) = |B(Th,h)] < [|BI[ ||ITh][[|hl]] = |IThl| <[|B|| ||A]]

Como la desigualdad también vale si Th = 0, esto prueba que T es acotado.

(2) Dados =,y € H,

(z,Ty) = B(z,y) = B(y,v) = (y, Txr) = (T'z,y).

(3) SizeH,
(x,Tx) = B(xz,x) > 0,

lo cual termina la prueba. O

Si ‘H es un espacio de Hilbert y i es una medida de probabilidad de segundo orden débil
en C(H), tenemos una forma bilineal bien definida dada por (f,g) — Cov((-, f), (-, g)).
Aplicaremos los dos resultados anteriores a esta forma bilineal, para finalmente llegar a
la definicién de covarianza en este contexto.

Proposicion 2.3.11. Sea H un espacio de Hilbert, y sea p una medida de probabilidad
definida en C’(’H) de seqgundo orden débil. Consideramos la forma bilineal

rlf. 9) = /H (o ) (&, g)du(z) — /H (. f)du(z) / (. g)dp(x).

H

Entonces r, estd bien definida, es acotada, simétrica y semidefinida positiva.

Demostracién. Como p es de segundo orden débil, tenemos que (-, f), (-, g) € L*(H, u) C
LY(H, 11). De la desigualdad de Holder se deduce que (-, f){-,g) € L'(H, u) y, consecuen-
temente, todas las integrales involucradas en la definicién de p son finitas. Esto justifica
la buena definicion de pu. La simetria de p se desprende de la definicién, y la positividad
de que r,(f, f) = V(-, f) > 0, donde VX denota a la varianza de una variable aleatoria
X. Veamos la acotacion.

En vistas de la Proposicion 2.3.9 y de la simetria de r,, basta con probar que para cada
g € H, el funcional r,(-, g) es acotado. Para ello, llamemos T : H — L*(H, ) al operador
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dado por Th = (-, h), que es acotado por la Proposicién 2.3.5, y M, : L*(H, pn) — L*(H, i)
al operador dado por M,f = (-, ¢)f, que es acotado por la desigualdad de Holder. Si
I: LY(H,u) — R denota al operador de integraciéon y J : L2(H,u) — L'(H, ) es la
inclusion, tenemos entonces que

s g) = IM,T — /H (. g)du(x) LT,

por lo que r,(-, g) es acotado. O

Definicién 2.3.12. Sea H un espacio de Hilbert, y sea p una medida de probabilidad
definida en C (H) de segundo orden débil. Si r, denota a la forma bilineal de la Proposicién
2.3.11, entonces por la Proposicién 2.3.10 existe un tnico operador © > 0 tal que ,(f, g) =
(f,©9),Yf,g € H. El operador © se denomina el operador de covarianza de la medida
. Si & es un elemento aleatorio en ‘H de segundo orden débil, el operador de covarianza
de £ se define como el operador de covarianza de P¢. En este tltimo caso, el operador ©
queda determinado por la propiedad

(f,09) = E(& F)(& g) — E(& NHEE, 9) = Cov((E, f), (€, 9)).Vf.g € M. (2.3)

El lector puede verificar que, si & es un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert H y
1 es una versién de &, entonces E{ = [En y sus operadores de covarianza coinciden.

2.4. La ley cero-uno de Driscoll

En esta seccion combinaremos finalmente las nociones probabilisticas de las secciones
anteriores con los RKHSs para llegar a la generalizacién de la ley cero-uno de Driscoll,
que esencialmente dice que la probabilidad de que un proceso gaussiano pertenezca a un
RKHS dado es 0 6 1. Concretamente, el objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 2.4.1 (Generalizacién del teorema de Driscoll). Sea X : Q x T — R un proceso
gaussiano con funcion de media m y funcion de covarianza K, y sea R un nicleo en T
tal que K < R ym € H(R).

1. Si K < R, entonces existe una version X de X tal que X, € H(R) casi sequramente.

2. Si K £ R, entonces Xo € H(R) con probabilidad 0.

Para tal fin, debemos estudiar las relaciones entre procesos estocésticos y elementos alea-
torios en RKHSs. Comencemos viendo como es posible definir uno a partir del otro.

Lema 2.4.2. Sean T un conjunto, H(R) un RKHS en T y X : Q x T — R un proceso
estocdstico (no necesariamente de sequndo orden) con casi todas sus trayectorias en H(R).
Si QY ={X, € H(R)}, entonces cualquier extension de

fw) = Xo(w), we (2.4)
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a 2 define un elemento aleatorio en H(R), y vale que
X, 2 (& R), teT. (2.5)

Reciprocamente, si € :  — H(R) es un elemento aleatorio, entonces (2.5) define un
proceso estocdstico (no necesariamente de sequndo orden) que verifica (2.4).

Demostracion. Primero supongamos que tenemos un proceso estocastico X como en el
enunciado y sea £ como en (2.4). De la definicién de ntcleo reproductor se ve que vale
(2.5). En particular, (£, R;) es una variable aleatoria para todo ¢t € T' (recordemos que
estamos asumiendo que P es completa), y entonces por linealidad vale que (£, h) es una
variable aleatoria para todo h € W = [Ry]er. Por tltimo, para h € H(R), si (hy)nen €8
una sucesion en W tal que h, — h, entonces (£, h,) =2 (€, h) por lo que (£, h) resulta
ser una variable aleatoria. En vistas de la Proposicién 2.2.1, esto termina de probar que
€ es un elemento aleatorio en H(R).

Ahora supongamos que £ es un elemento aleatorio en H(R) y definamos X como en (2.5)
(donde ahora la igualdad es en todo punto). Nuevamente, por la Proposicién 2.2.1, cada
X, es una variable aleatoria y luego X es efectivamente un proceso estocéstico. Por tltimo,
siwe QyteT, entonces {(w)(t) = (€(w), Ry) = Xi(w) = X(w,t), de donde se ve que
vale (2.4) con Q' = . O

El siguiente teorema muestra que, si tenemos un elemento aleatorio £ en un RKHS H(R),
entonces el proceso estocastico definido por £ segin el Lema 2.4.2 hereda algunas de las
propiedades de &.

Teorema 2.4.3. Sea H(R) un RKHS en un conjunto T', & un elemento aleatorio en H(R)
y X el proceso estocdstico que define segin (2.5).

(1) Si & es de primer orden débil, entonces X es de primer orden, y si llamamos m a
su funcion de media, vale que

m(t) = E[X,] = (B¢, R,) = (EE)(t) VteT.
En particular, m coincide con EE, y por lo tanto es un elemento de H(R).

(2) Si& es de sequndo orden débil, entonces X es de sequndo orden. En este caso, si ©
es el operador de covarianza de £ y K es la funcion de covarianza de X, vale que
K(s,t) = (ORs, Ry). En particular, K < R y © es el operador de dominancia.

Demostracion.

(1) Como & es de primer orden débil vale que E| X;| = E|(£, R;)| < +00, lo cual prueba que
X es de primer orden. Ademas, para t € T, por la Observacién 2.3.8 tenemos que m(t) =
E[X:] = E(, R:) = (B, Ry) = (E€)(t) de donde se desprende el resto del enunciado.



24. LA LEY CERO-UNO DE DRISCOLL 41

(2) Como & es de segundo orden débil vale que E|X;|? = E|(£, Ry)|* < +o0, lo cual prueba
que X es de segundo orden. Por otra parte, si s,t € T entonces K (s,t) = Cov(X,, Xy) =
Cov((&, Rs), (€, Rt)) = (ORs, R;), donde en la ultima igualdad usamos (2.3). El resto del

enunciado es consecuencia inmediata de la Proposicion 1.4.9. O

Ninguna de las reciprocas del Teorema 2.4.3 es cierta. En [11, Section 2] se exhiben
contraejemplos.

Recordemos que, a lo largo de este capitulo, todos los procesos estocasticos se asumen de
segundo orden.

Dado un proceso estocastico X : Q xT' — R, existen dos espacios de Hilbert naturalmente
asociados a él. Uno de ellos es H(K'), donde K es la funcién de covarianza de X. El otro
es el subespacio cerrado de L?(f2) generado por {X;}sr. El siguiente resultado establece
que, si el proceso tiene media 0, éstos son esencialmente el mismo espacio.

Proposicién 2.4.4 (isometria de Loeve). Sea {X;}ier un proceso estocdstico con media
0 y funcion de covarianza K, definido en un espacio de probabilidad ). Llamemos H
al subespacio cerrado de L*(QY) generado por {X;}icr. Entonces se tiene un isomorfismo
isométrico J : H(K) — H que cumple

JK, = X,. (2.6)

Demostracion. Definimos J : [Kilier — [Xi]ier como JK; = X; y extendido por lineali-
dad. Notemos que, como

[

= Z aiajK(tj, tl) = Z OéiOéjCOU(th s th) = Z OéiOéj]E[thXti]
0,J

i3 i,J
i

J estd bien definido y es de hecho un isomorfismo isométrico. Por lo tanto, se extiende a
un isomorfismo isométrico J : H(K) — H. O

2
K

)

2
L2(9)

Antes de seguir con el proximo resultado, debemos hacer una serie de aclaraciones.

Definicién 2.4.5. Si H un espacio de Hilbert, una medida de probabilidad P en C (H) se
dice gaussiana si para cada h € H la medida pushforward P(. y es una medida gaussiana
en R. Por otra parte, un elemento aleatorio £ : {2 — H se dice gaussiano si para cada
h € H la variable aleatoria (£, h) es gaussiana.

De las definiciones se desprende que si £ es un elemento aleatorio gaussiano en H, entonces
P¢ es una medida de probabilidad gaussiana en H.

Un resultado técnico pero importante del area es el teorema de Mourier-Prokhorov. Su
enunciado preciso requeriria desarrollar la teoria de funcionales caracteristicos de medidas
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de probabilidad en espacios de Banach, lo cual esta por fuera del alcance de este traba-
jo. Sin embargo, de este teorema se desprende el siguiente hecho: si H es un espacio de
Hilbert y P es una medida de probabilidad gaussiana y de Radon en la c—4&lgebra bore-
liana B (H), entonces el operador de covarianza asociado es nuclear. Para un tratamiento
completo sobre el tema, se puede consultar [15] (el teorema de Mourier-Prokhorov esta
enunciado como Theorem IV.2.4). La segunda afirmacién del siguiente teorema se basa
en este resultado.

Teorema 2.4.6. Sea X = {X;her un proceso gaussiano con funcion de media m y
funcion de covarianza K. Sea H(R) un RKHS en T tal que m € H(R). Si las trayectorias
de X pertenecen a H(R) casi sequramente, entonces el elemento aleatorio que define X
es gaussiano, y vale que R > K.

Demostracion. Cambiando X por X —m, podemos suponer que m = 0. Sea & el elemento
aleatorio definido por X. Queremos ver que (£, f) es una variable aleatoria gaussiana para

toda f € H(R).

Notemos que si f =) . a; Ry;, entonces
<€7 f> = Zai<€7 th> = ZaiXti

es gaussiana pues el proceso X es gaussiano. Para f € H(R), tomemos (f,)nen C [Relier

tal que f, LN f. Luego, (£, f.) 255 (€, f) v entonces (€, f) es gaussiana por ser limite
casi seguro de variables gaussianas.

Por los Teoremas 2.3.2 y 2.3.3, podemos reducirnos al caso en que la medida P es (gaus-
siana y) de Radon. Si © denota al operador de covarianza de &, por un lado © es nuclear
por el teorema de Mourier-Prokhorov. Por el otro, por la parte (2) del Teorema 2.4.3,
vale que R > K y que O es el operador de dominancia de R sobre K, lo cual prueba que
R> K. O

Para atacar la segunda mitad de la ley cero-uno de Driscoll, hacen falta dos resultados
mas. El primero es el siguiente teorema.

Teorema 2.4.7 (Kallianpur). Sean T' un espacio métrico completo y separable, H C R
un subespacio real y consideremos en H la o—dlgebra inicial respecto de las evaluaciones
{ev, : H — R}ier. Sea P una medida de probabilidad en H que hace de {evi}ier un
proceso gaussiano de media 0. Llamemos K (s,t) = Elevievs] a la funcion de covarianza
del proceso {evi}ier y supongamos que

(i) K es una funcion continua en T X T';

(ii) H(K) C H.

Si M es un Q—subespacio medible de H, entonces P(M) =0 o 1.
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El Teorema 2.4.7 se encuentra en [10, Theorem 1], y es una de las primeras “leyes cero-
uno” que fueron demostradas para procesos gaussianos.

El segundo resultado necesario es el siguiente lema técnico sobre dominancia de nucleos.

Lema 2.4.8. Sea T un conjunto, y sean K, R dos nicleos definidos en T tales que K < R.
Para cada S C T, llamemos Ks y Rs a las restricciones de K y R a S. St Kg < Rg para
todo S C T contable, entonces K < R.

Demostracion. Supongamos que K &« Ry sea {¢e;}ic; una base ortonormal de H(R,T).
SiL:H(R,T)— H(R,T) denota al operador de dominancia de R sobre K, tenemos que

Z<L€i7 ei)R = +OO7

il
ya que L no es nuclear. Luego, para cadan € N, existe I,, C I finito tal que ) ., (Le;, e;)p >
n. Definiendo J =

resulta

nen Ins vale que J es contable y, como la serie es de términos positivos,

Z<L6i, ei)R = 400.
icJ
Para cada i € J, sea (f{)rey una sucesion en [Ryier tal que f} koo, o Cada fiesdela

i i
fe = E ay, I,

teT}

forma

con o, € Ry Ty C T finito. Definamos

s=JUT
i€J keN

El conjunto S es contable por ser una unién contable de conjuntos contables. La prueba
termina viendo que Kg € Rg.

Llamemos F' := [R,], 4. Primero notemos que, por construccién, vale que {e;}ic; € F. Al
ser {e;}ies un conjunto ortonormal en F| se extiende a una base ortonormal {e;};c; de
F, con J C J'. Por otra parte, como una funcién f € H(R,T) se anula en S si y sélo si
(f,Ri)r = 0 para todo t € S, concluimos que F' = H(R,T) o {f € H(R,T) : f|ls = 0}.
Por el Lema 1.4.18, sabemos que Kg < Rg, v si Lg es el operador de dominancia de Rg
sobre Kg, por la Proposicién 1.4.19 tenemos que

Tr(Ls) = Tr(L|p) = Z<L€i7 €i)r > Z(Leiy ei)r = +00,
ieJ’ i€J

lo cual prueba que Kg < Rg. n

El siguiente resultado es el punto 2 del Teorema 2.4.1.

Teorema 2.4.9. Sea X = {X;}ier un proceso gaussiano definido en un espacio de pro-
babilidad €2 con funcion de media m y funcion de covarianza K. Sea R un nicleo en T
tal que K < R ym € H(R). Si K £ R, entonces P(X, € H(R)) = 0.
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Demostracion. Cambiando X por el proceso X —m, podemos suponer que m = 0. Como
K <« R, por el Lema 2.4.8, existe S C T contable tal que Kg « Rg, donde Kg y Rg son
las restricciones de los operadores K y R a S. Llamemos Y a la restriccion del proceso X
a S. En vistas de la Proposicién 1.3.6, vale que

{Xe e H(R,T)} C{Y, € H(R,S)},

y luego basta probar que P(Y, € H(R,S)) = 0. Esto nos permite reducirnos al caso en que
T es contable. Mas atn, si T fuera finito, entonces los espacios H(R,T) y H(K,T') tendrian
dimensién finita, por lo que necesariamente deberia suceder que K < R, contrario a
nuestra hipotesis. Luego, nos podemos reducir al caso en que 7' es numerable, digamos

T = {tn}nGN'

Buscamos aplicar el Teorema 2.4.7. Tomemos H = R” con la o—4lgebra inicial respecto
de las evaluaciones {ev;}ier, v denotemos X, : © — RT a la funcién dada por w +
Xe(w) = X(w,-). Como para cada t € T vale que ev; o X, = X; es una funcién medible,
la funcion X, es medible. Podemos considerar entonces en H la medida pushforward P, .
Sity,...,t, €T, ay,...,a, € Ry B CR es boreliano, entonces

Px,(arevy, + -+ + anevy, € B) = P((aevy, + -+ + agevy, ) o Xo € B)
= Py Xy, + -+ a, Xy, € B).

Como X es un proceso gaussiano, deducimos que Py, hace de {ev;}4er un proceso gaus-
siano. Adem4s, utilizando nuevamente [6, Theorem 1.6.9], tenemos que, para t € T,

/ evdPx, = / evy 0 XodP = / X, dP = E[X;] =0,
H Q Q

de donde el proceso {ev; }ier tiene media 0.

Equipando a T" con la métrica discreta, T' resulta un espacio métrico completo y separable
(por ser numerable). La funcién de covarianza del proceso {ev; }ier es continua pues el
espacio T x T es discreto, y como H = R, es inmediato que H(K) C H. Por tltimo,
veamos que M = H(R) C R es medible.

Por la Proposicién 1.3.2, una funcién f € RT es un elemento de H(R,T) si y solo si
verifica la condicién de Fortet (1.3). Por un argumento de densidad, el supremo de (1.3)
se puede tomar sobre elecciones a; € Q, de donde tenemos que

H(R) _ U m m {f cRT - Z|ﬂ2?:1 O‘z]}ii!t]) < k} (2.7)

kEN neN o; €Q 5,j=1""27"]

Para k,n € N fijos, y una eleccion posible de coeficientes a; € Q, el conjunto interior de
(2.7) es medible. Como todas las uniones e intersecciones involucradas son numerables,
concluimos que H(R) es medible.

Por el Teorema 2.4.7, tenemos que P(X, € H(R)) = Px,(H(R)) =0 6 1. Si esta probabi-
lidad fuera 1, por el Teorema 2.4.6 valdria que K < R, contradiciendo nuestra hipotesis.
Luego, P(X, € H(R)) = 0 como queriamos probar. O
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La prueba anterior corrige una omisién cometida en [11, Theorem 7.3]. En ese trabajo, los
autores asumen implicitamente que, si K, R son dos nicleos en un conjunto 7' tales que
K <R, K « R, H(R,T) es de dimensién infinita y S C T es un subconjunto contable
tal que H (R, S) sigue siendo de dimensién infinita, entonces K|gxs € Rgxs. Més aun,
esa misma omision se comete en [8, Proposition 4.5.1] a la hora de demostrar el mismo
teorema. El siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto, lo cual justifica la necesidad
del Lema 2.4.8. No conocemos ninguna otra fuente que reconozca este error.

Ejemplo 2.4.10. Sea 7' = N y consideremos en 7" los nicleos R(m,n) = 6, y

270, sl n es par

K(m,n):{

Om.n si n es impar

Por el comentario hecho al final del Ejemplo 1.4.8, vale que K < R pero K « R. Tomando
S = 2N, de ese mismo comentario se deduce que K|gxs < R|sxs. Es claro que los espacios
H(R,T)y H(R,S) son ambos de dimensién infinita.

El siguiente teorema es debido a M. Luki¢ y J. Beder [11, Theorem 5.1]. Lo sobresaliente
del resultado es que logran probar la otra mitad de la ley cero-uno para procesos estocasti-
cos generales. Los enfoques previos a su trabajo lograban tinicamente lidiar con procesos
gaussianos definidos sobre espacios métricos separables y con funcién de covarianza con-
tinua.

Teorema 2.4.11. Sea X = {X;}ier un proceso estocdstico con funcion de covarianza
K y sea R un nicleo en T tal que R > K con operador de dominancia L. Supongamos
ademds que la funcion de media m de X pertenece a H(R). Entonces existe una version
Y de X cuyas trayectorias pertenecen a H(R) casi sequramente.

Demostracion. Cambiando X por X — m podemos suponer que m = 0. Més aun, por
el Lema 1.4.10 existe un niicleo Ry en T tal que K < Ry < Ry H(R;) es separable.
Esto nos permite suponer sin pérdida de generalidad que H(R) es separable. Denotemos
(Q, A, P) al espacio de probabilidad sobre el que esta definido X.

Fijemos Ty C T un subconjunto R—Hamel y Sy = {sy }ren € T un subconjunto dg—denso
y contable, cuya existencia estd garantizada por la Proposicion 1.4.16. Veamos que las
trayectorias del proceso {X}ses, pertenecen a H(R, Sy) con probabilidad 1.

Para cadan € N sea S,, = {s}1<k<n v denotemos a las restricciones de K y R a S,, como
K, v R, respectivamente. En vistas de la Proposicion 1.3.5, vale que

X, = 37 XX Ry (s, (2.
ij=1
Definamos Z, := || X||% , que es una variable aleatoria por (2.8). La sucesién de variables
aleatorias (Z,)nen €s creciente por la Proposicién 1.3.6, por lo que esté bien definida la
variable aleatoria
Z = lim Z,,

n—oo
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donde eventualmente Z podria valer +o00. Sin embargo, por el teorema de convergencia
mondétona y la Proposicion 1.4.20 vale que

= { - { 71 . .
E[Z] N nh—gloE[Zn] o nh_{go X:IE[XSZXS]]Rn (527 5])
1,j=

— 1 . . -1 . L) — 1 -1
= ,}ngole”(sl’SJ)R” (siy55) T}LH;OTr(Kan )
i,j=

= Tr(L) < +oo.

Por lo tanto, P(Z < 4+00) = 1. Si @ = {Z < 400}, para cada w € @ vale que la
trayectoria Xo(w) del proceso {X;}ses, pertenece a H(R,Sy) por el Lema 1.4.17, lo cual

termina de probar que las trayectorias del proceso {X;}seg, pertenecen a H(R, Sp) con
probabilidad 1.

Como Sp es un conjunto determinante para H(R,T) por la Proposicién 1.4.16, de la
Proposicién 1.3.10 se tiene que cada trayectoria X(w) de {X;}ses, con w € ' se extiende
de forma tunica a una funcién f(w,-) € H(R). Definamos

f(w):{f(w") sinQ’.

0 Sl no

Afirmamos que £ es un elemento aleatorio en H(R) de segundo orden fuerte y esperanza
cero.

Para s € Sy y w € Q' tenemos que ({(w), Rs) = f(w,s) = Xs(w). Es decir, (¢, Rs) = X
con probabilidad 1, por lo que (&, Rs) es una variable aleatoria (recordemos que estamos
suponiendo que la medida [P es completa). Luego, por la parte (4) de la Proposicién 1.3.10,
podemos decir que ¢ es medible respecto de C'(H(R)). Como H(R) es separable, esto lo
mismo que decir que £ es medible Borel por la Proposicién 2.2.3 (esto es necesario para
poder decir que £ es de segundo orden fuerte). Consecuentemente, ||£|| es medible. Ademas,
1€l12. = || X||3, = Zn.. Por el Lema 1.4.17 y el teorema de convergencia monétona
llegamos a que

2 7 2 . 2 _ 7z _
Bl = | i IR, | = i BIEIE, = i B12,] = ToE) < +oc.

Es decir, ¢ es de segundo orden fuerte. En particular, es de primer orden débil y entonces
estd bien definida E¢ € H(R). Para s € Sp, recordemos que (¢, R,) = X, y luego
(E¢, Rs) = E(¢, Rs) = E[X] = 0. Esto termina de probar que £ es un elemento aleatorio
en H(R) de segundo orden fuerte y esperanza cero.

Sea Y = {Y, }ier el proceso definido por £ via el Lema 2.4.2. Por el Teorema 2.4.3 tenemos
que Y es un proceso estocastico de segundo orden, funcién de media 0 y con trayectorias
en H(R). La prueba termina viendo que para cada t € T se tiene que P(X; = Y;) = 1.

Comencemos probando que || X; — Y;||2, = 0 para todo ¢ € Tp. Notemos que si t € Sy,
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esto vale pues Y; = (£, R;) = X,. Si t € Ty es arbitrario, tenemos que para todo s € Sy,
[1Xe = Yillze < [IXe = X[l + [| X = Yillo2 +][Ys = Yillro = [| Xy = X[l + [[Ys = Yil[ 2.
—————
=0

Ahora bien, teniendo en cuenta la isometria de Loeve (Proposicién 2.4.4) y la Observacién
1.4.6, tenemos que

1Xe = Xol[72 = [|Ke — K|l = |ILR: — LR|l% = (L(R: — Ry), L(R: — Ry))x
= (R~ Ry, L(Ri — Ro))r < ||LIl [|Re — Rill
= |IL|ldx(t, s).

Por otra parte,
Y, = Yi[|7: = E(Y: = V))* = E(, R, — R)% < E|[¢|[R]|Rs — Ril[ = Tr(L)dR(s,1).

Juntando ambas cotas, llegamos a que sit € Ty v s € Sy,

||Xt—n||L2§(¢||L||+¢Tr )dst

Por la dr—densidad de Sy en Tj, el miembro derecho de la desigualdad anterior es arbi-
trariamente pequefio, por lo que || X; — Y;||,2 = 0 como querfamos ver.

Por ultimo, si ¢t € T es arbitrario, se tiene que R, = >, o Ry, para finitos ¢, € Ty y
ar € R. Aplicando el operador de dominancia, tenemos que K; = Y, a; K, y por la
isometria de Loeve resulta X; % Zk o Xy, . Por otra parte,

Y, =({, Ri)r = Z%(&Rtkh = ZakY}k
k k

y como th = Y}k para cada k, concluimos que X; =Y. O

Con la demostracion de los Teoremas 2.4.9 y 2.4.11 finaliza la demostracién del Teore-
ma 2.4.1, y con ella el capitulo presente.
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Capitulo 3

Redes Neuronales y RKBSs

En este capitulo estudiamos problemas de minimizacién asociados al aprendizaje au-
tomatico desde el punto de vista de la teoria de ntucleos reproductores. Para ello, la
nocién de RKHS resulta insuficiente y por lo tanto, la ampliamos con el propdsito de
poder estudiar espacios mas generales, como los que estaran asociados a las redes neuro-
nales. Esta generalizacion nos llevara naturalmente al concepto de espacio de Banach con
nucleo reproductor.

En la Seccién 3.1 introducimos la nociéon de espacio de Banach con nicleo reproductor
junto con una caracterizacion alternativa que busca emular la caracterizacion de RKHSs
en términos de nucleos. La Seccion 3.2 esta dedicada a definir lo que es una red neuronal
de una capa oculta y, a partir de esa definicién, motivar lo que en este trabajo se llamaran
redes neuronales de ancho infinito. En la Seccién 3.3 establecemos la conexion entre estos
objetos de estudio y, por ultimo, en la Seccién 3.4 demostramos los resultados principales
del capitulo, generalizando los problemas de optimizacion tipicos del aprendizaje profundo
al contexto de redes neuronales de ancho infinito, y probando que, de hecho, éstos tienen
solucion de ancho finito. Lo sorprendente de este tltimo resultado es que muestra que,
aun dentro del espacio de las redes neuronales de ancho infinito (que es un espacio mucho
méas grande que el de las redes neuronales clésicas), las redes neuronales cldsicas siguen
brindando soluciones 6ptimas a los problemas de machine learning. Las ideas principales
de este capitulo son tomadas de [2, Section 3.

3.1. Espacios de Banach con Nicleo Reproductor

Definicién 3.1.1. Sea T un conjunto. Diremos que un subespacio vectorial B C K? con
una norma || -|| es un espacio de Banach con niicleo reproductor (abreviado RKBS
por sus siglas en inglés) en 7' si cumple las siguientes propiedades:

(i) (B,]|-||) es un espacio de Banach;

(ii) para cadat € T, el funcional de evaluacién E; : B — K dado por E;f = f(t) resulta

49
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acotado.

La definicién anterior simplemente toma la definicion de RKHS y cambia “Hilbert” por
“Banach” en todos los lugares necesarios.

Como B no tiene por qué ser un espacio de Hilbert, ya no contamos con una caracterizacién
en términos de un nicleo en 7', como sucedia en el caso de los RKHSs. Para conseguir
una caracterizacion alternativa, debemos observar lo siguiente: si H es un RKHS en T
con nucleo K, tenemos una funcién ¢ : T — H dada por ¢(t) = K;. Via ¢, tenemos una
forma de que T" acttie sobre los elementos de H por (h, ¢(t)). Es decir, podemos pensar
que, en realidad, ¢ le asigna a cada t € T un elemento de H’, el espacio dual de H. En
esto vamos a basar la caracterizacion alternativa de los RKBSs.

Proposicién 3.1.2. Un subespacio lineal B C KT con una norma || - ||z es un RKBS en
T siy solo si existen un espacio de Banach F y una funcion ¢ : T — F' tales que

(1) B={fu:p€F} donde f,(t) = ¢(t)(p);

(i) |[flls = mt{[|pll7 - p € F, f = fu} VfeB.

La funcion ¢ : T'— F’ se denomina funcién caracteristica.

Demostracion. ( = ) Tomemos F = By ¢ : T — B’ como ¢(t) = E;. Sip € F =B,
entonces f,(t) = ¢(t)(n) = Er(p) = p(t). De esto se deducen facilmente las condiciones
(i) y (i).

(<= ) Fijemos t € T. Dada f € B, sea u € F tal que f = f,. Entonces

[Ecf| = 1f O] = [£u@)] = [o®) ()] < o) #[lpll#

Tomando infimo sobre las p € F tales que f = f,, y usando (ii), llegamos a que

[E I < o) =1 f1ls,

probando asi que FE; es acotada con ||E|| < ||o(t)||#-

Para ver que (B, || - ||s) es un espacio de Banach, definamos L : F — B como Ly = f,.
Claramente, L es un operador lineal y de la condicién (ii) se deduce que es acotado con
||L|] < 1. Més ain, L es sobreyectivo por la condicién (i) y, consecuentemente, induce
un isomorfismo L : F/ker(L) — B. Pero de la condicién (i) y la definicién de la norma
cociente obtenemos que L es una isometria. Como F/ker(L) es un espacio de Banach,
concluimos que B también. n

Para motivar el estudio de cierta clase de RKBSs definidos de forma integral, debemos
introducir primero la nociéon de red neuronal.
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3.2. Redes neuronales

Esta seccion busca cubrir los conceptos béasicos de redes neuronales estrictamente necesa-
rios para el resto del trabajo. Una exposicion méas completa del tema desde el punto de
vista matemadtico se puede encontrar en [4].

Definicién 3.2.1. Una red neuronal (con una capa oculta) es una funciéon f : R — R
de la forma

flz) = Z ago(wy - © — by), (3.1)

con N € N, ap, b, € R, wp € R" y donde ¢ : R — R es una funcién medible. Decimos
que N es el ancho de la red y que o es la funcion de activacion.

Algunas de las funciones de activacién mas utilizadas en la practica son la Rectified Linear
Unit (ReLU) y la funcién sigmoide o, definidas como

1
1+e=®

ReLU(z) = max{z,0} y o(z)=

respectivamente.

Con suficientes hipotesis sobre la funcién de activacion, se puede probar que las redes
neuronales con una capa oculta pueden aproximar a cualquier funcién razonable en el
sentido adecuado. Es decir, que pueden aproximar uniformemente funciones continuas,
o que pueden aproximar funciones integrables en || - ||z1, etc. (ver [4, Chapter 9]). En
general, el costo de aproximar tales funciones se paga con redes de ancho muy grande.
Esto nos lleva a preguntarnos lo siguiente: ;y si pudieran tener ancho infinito?

Para f como en (3.1), notemos p(z,0;) = o(wy -z —by), donde 0}, = (wy, b) € R™L. Esto
nos permite escribir

N
o) =Y anpl60) = [ pla.0)duo)
k=1 Rt

donde pu = 25:1 aidp,, con dp, la medida de Dirac concentrada en 6;. De esta forma,
podemos pensar que en lugar de pesar a los términos p(z,0;) con finitos coeficientes
escalares, los pesamos con una medida Borel. Si nos permitimos pensar al ancho de la red
como el cardinal del soporte de la medida p, este enfoque es lo que nos permite precisar
qué es una red “de ancho infinito”.

3.3. Una familia de RKBSs de redes neuronales

Para esta discusion, fijemos © un espacio topoldgico localmente compacto, Hausdorff y N,
(es decir, que admite una base contable de abiertos). Este espacio se interpreta como el
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espacio donde viven los parametros que determinan a una red neuronal y a fines practicos,
se puede pensar que es algin subconjunto adecuado de R"™. Denotamos M (O) al espacio
de las medidas signadas de Radon definidas sobre la o-algebra de Borel de ©, dotado de
la norma de la variacion total

[lellry = |1l(©).

Por el teorema de representacién de Riesz-Markov, sabemos que M (O) es isométricamente
isomorfo al espacio dual de Cy(0), el espacio de funciones continuas f : © — R que se
anulan en infinito.

Sea T un conjunto y supongamos que tenemos funciones p: T x0 — Ry #: 0 — R con
£ medible tales que

(i) para cadat e T,
D, := 2118 lp(t,0)5(8)] < +o0; (3.2)
€

(ii) para cada t € T, la funcién p(t,-) : © — R es medible.

Esto nos permite definir un RKBS de redes neuronales de ancho infinito. Concretamente,
definimos la funcién caracteristica ¢ : T' — M(O)’ por

o(t) (1) = / p(t,0)B(6)du(6).

S}

cuya buena definicién estd dada por las hipdtesis (i) y (ii). Por la Proposicién 3.1.2, ¢
define un RKBS B en T dado por

B={fu:peM@©)}

fu(t) = / p(t,0)B(0)dyu(6):
1115 = mE{llully - £ = ..

Comentario. La condicién (3.2) es necesaria y suficiente para garantizar la integrabilidad
de p(t,-)p para todo t € T respecto de cualquier medida finita boreliana definida en 6. La
inclusion de la funcion § es para poder garantizar el cumplimiento de esta condicion sin
asumir hipdtesis sobre la funcion p. En su lugar, las condiciones de decaimiento necesarias
se le imponen a 5. Como p representa lo que esencialmente es la funcién de activacion
de la red neuronal, para que el enfoque pueda ser aplicado a las clasicas elecciones de
funciones de activaciéon (como por ejemplo la ReLU), es importante tener flexibilidad
sobre las hipotesis impuestas sobre ella.
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3.4. Problemas de minimizacion

Los problemas de aproximacion por redes neuronales se suelen plantear de la siguiente
forma: existe una funcién f : R® — R de la cual solamente se conocen valores en finitos
puntos {x;}¥, (dicho de otra forma, se conocen finitas muestras de la funcién f), y a
partir de esa informacién se busca aproximar a f por una red neuronal. Para ello, primero
se prefija la arquitectura de la red, que para este trabajo es simplemente el ancho de la red
y la funcién de activacién (las ventajas y desventajas de cada arquitectura son algo propio
de la disciplina y en este trabajo no se ahondard en ello). Llamemos M € N al ancho y
o a la funcién de activacién. Para cada posible eleccién de pardmetros 0 = (o, w,b), se
define la funcion

M
= Zaka(wk - x — by).
k=1

Para hallar una red neuronal que, dados los datos sobre f, la aproxime lo mejor posible,
un primer acercamiento al problema podria ser buscar # que minimice el error cuadratico

:nggel'@ l))

Sin embargo, se ha visto que este enfoque en general produce redes que sobreajustan

medio

los datos. Es decir, produce redes que en los puntos x; aproximan bien a la funcién f,
pero en los demas puntos no. Usualmente, este comportamiento se ve reflejado en que
los parametros # son grandes y, por lo tanto, resultan en una funcién excesivamente
complicada. Para contrarrestar esto, una de las técnicas estandar en el area es agregar
a la funcién C' un término de la forma A[|f]|?, con A > 0 un pardmetro que debe ser
prefijado, y || - || alguna norma en R (en la literatura esto se conoce como un término
reqularizante). Es decir, se buscan pardmetros 6 que minimicen la funcién

C(0) = S ow(a) — F(z)? + A6l

k=1

Los siguientes resultados buscan probar resultados de existencia para los problemas de
minimizacion andlogos que resultan de estudiar redes neuronales de ancho infinito. Man-
teniendo la notacion de la seccion anterior, el objetivo principal de esta seccion es probar
el siguiente resultado, mencionado al principio del capitulo presente.

Teorema 3.4.1. Supongamos que para cadat € T se tiene que p(t,-)f € Co(O). Si L(-,y)
es coerciva para cada y € R, entonces existen minimizantes de

inf — ZL 95 + 1|1l (3.3)

reB N

de la forma

K
= Z Oékp(t, Qk)
k=0



54 CAPITULO 3. REDES NEURONALES Y RKBSS

con K < Ny
K

1/*]l5 =D lawB6r) "),

k=0

El teorema anterior dice, esencialmente, que bajo ciertas hipdtesis sobre el decaimiento
de la funcién 3, el problema (3.3) admite minimizantes, y de hecho admite minimizantes
de ancho finito. Més atn, el ancho de los minimizantes estd controlado por la cantidad
de puntos de muestreo. Lo sorprendente del resultado es que muestra que, ain dentro del
espacio de las redes neuronales de ancho infinito (que a priori es mucho més extenso que
el espacio de redes neuronales cldsicas), las redes neuronales cldsicas brindan soluciones
Optimas.

Lo primero que haremos en pos de demostrar el Teorema 3.4.1 sera ver que estos problemas
de minimizacion son equivalentes a problemas de minimizacion sobre el espacio de las
medidas. La ventaja de este enfoque es que en el espacio de las medidas contamos con la
topologia débil*, respecto de la cual la bola cerrada es compacta. Mantenemos la notacion
de la seccion anterior a lo largo de esta seccion.

Proposicién 3.4.2. Seanp:Tx0O =R, f: 0 = R yB como antes. Si L : RxR — R
es cualquier funcion y (t;, )Y, CT x R son N pares de puntos, entonces

ot (+ ZLyz, D+lole) = (5 ZLyz,fu )+l ).

Mas ain, si u* € M(O) es un minimizante de

HEM(O)

wf, (5 > Ll (00 + el ) (3.4)

entonces f* = f,~ es un minimizante de

ot (5 ZL (s 0+ 1 35

con |[f*[|s = llp*zv-

Demostracion. Por definicién de B tenemos que

1 N
ot (5 ZL%, D+lle) =t (3 Ll At + fle)

=1

N
1
- nf N L (3] i inf
ue%e)(zv; (i Jult >>+f313fu||u|rw)
1 N
= ’f L .,
Wér/{/l(@))( ; (i, fults)) + HVHTV)

N
1
- f L iy Jv
yelfi ( ;:1 (i, fult ))+||V||Tv)
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Ahora supongamos que p* es un minimizante de (3.4). Luego, para toda v € M(0O) vale

que
N

N

1

NE Ly, f*(t) + | |lrv < E L(yi, fu(t:)) + [Iv[lrv-
=1 =1

Fijemos p € M(®). Tomando infimo sobre todas las v € M(O) tales que f, = f,
obtenemos que

=z

N
1
Z yw +H:u HT NZ yz;fu +HquB'

Sustituyendo en la igualdad anterior p = p* llegamos a que ||u*||7v < ||f*||s y como por
definicion ||f*||s < ||@*||rv, concluimos que ||f*||g = ||p*||7v. Consecuentemente,

—ZL vi f +||f||5<—ZL ir fults)) + 11 fulls
para toda p € M(O). O

El siguiente corolario es un analogo de un resultado clasico del contexto hilbertiano,
comunmente llamado Representer Theorem, muy utilizado en ciertos problemas de regre-
sién [13, Theorem 8.7].

Corolario 3.4.3. En las condiciones de antes, sea

V={neM@®): fult) =0 para 1 <i< N} ={p(t:,")B()hzicn

donde el anulador + se toma respecto del emparejamiento Mm@y (- ) m(e)- Entonces existe

un subespacio W C M(O) con dim W < N tal que M(©) =V &W y

(5 ZLyz,fu D+l ) = g (1 ZL.%,J‘L D+ faf -+ 7l ).

Demostracion. Por definicién de la norma en B, sabemos que la asignacién p +— f, es
continua. A su vez, por ser B un RKBS en T, tenemos que la asignacién f, — f,(t)
es continua para todo ¢ € T. Por lo tanto, para cada t € T la asignacion pu — f,(t)
es un funcional lineal de M(©). En consecuencia, V es un subespacio cerrado de M(O)
de codimensién a lo sumo N, por ser interseccion de N hiperplanos cerrados. Como
los subespacios de codimensién finita siempre son complementados, existe W C M(O)
subespacio de dimensién a lo sumo N tal que M(0) =V & W.

Llamemos F': M(0) — R a la funcién

> Ly, fults) + |l

i=1

Flu) =y
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Luego, siu=v+7conv e Wyt eV, entonces

N
1
F = 37 3 Ll Sl + [+ 7l
de donde se desprende el resto del enunciado. O

A continuacién, probaremos algunos resultados técnicos sobre minimizacion en espacios
localmente convexos, que seran necesarios para la demostracion del Teorema 3.4.1. Las
versiones generales de estos resultados pueden hallarse en [3]. Nosotros daremos versiones
simplificadas, pero que son suficientes para nuestros propositos.

Primero, recordemos lo siguiente: si X es un espacio topolégico, una funcion f : X — R
se dice semicontinua inferiormente si cumple alguna de las siguientes condiciones
equivalentes:

(i) para cada a € R, el conjunto f~*((—o0,a]) es cerrado;

(ii) para toda red (zy))xea en X que converge a algin z € X, vale que

liminf f(z,) := sup inf f(z,) > f(z).
AEA A=A

Definicién 3.4.4. Si X es un espacio localmente convexo, decimos que una funciéon
f X — R es coerciva si para todo a € R el conjunto de subnivel

S7(fra) ={r e X : f(z) <a}

es compacto. Notar que si f es coerciva, en particular todos los conjuntos de subnivel son
cerrados y, luego, f es semicontinua inferiormente.

Proposicion 3.4.5. Sean X un espacio localmente convexo y f,g: X — R funciones.

(1) Si f es coerciva, entonces f es acotada inferiormente.

(2) Si f es coerciva y g es semicontinua inferiormente con inf g > —oo , entonces f+g
es coerciva. En particular, suma de funciones coercivas es coerciva.

Demostracion. (1) La familia {S~(f, a)}ser es una familia no vacia de subconjuntos com-
pactos de H cuya interseccion es vacia. Por compacidad, deben existir finitos miembros
de la familia cuya interseccién es vacia. Pero como la familia es totalmente ordenada res-
pecto de la inclusién, esto quiere decir que existe un elemento de la familia que es vacio.
Es decir, S™(f,a) = {h € H : F(h) < a} = @ para cierto a € R, de donde se deduce que
f>a.

(2) Como f y g son semicontinuas inferiormente, f + g también lo es. Ademds, tenemos
que S™(f+g,a) €S (f,a—1inf g). Como S~(f,a—inf g) es compacto por ser f coerciva,
y S7(f + g,a) es cerrado por ser f + g semicontinua inferiormente, esto prueba que
S~(f + g,a) es compacto. O



3.4. PROBLEMAS DE MINIMIZACION 57

Antes de probar el siguiente lema, recordemos la definicién de punto extremal.

Definicién 3.4.6. Sea X un espacio vectorial, @ # A C X. Decimos que un punto x € A
es un punto extremal de A si vale la siguiente implicacion para cualesquiera y,z € Ay
O<t<l:

ty+(1—t)z=20 = x=y =2z

Denotamos por Ext(A) al conjunto de puntos extremales de A.

Lema 3.4.7. Sean X un espacio localmente convero y K C X un conjunto convexo. Sea
Y un espacio vectorial topologico real y L : X — 'Y una aplicacion lineal.

(i) Si L es continua y K es compacto, entonces Ext(L(K)) C L(Ezt(K)).

(ii) Si L es inyectiva entonces Ext(L(K)) = L(Ert(K)).

Demostracion. (i) Sea k € K tal que Lk es un punto extremal de L(K). Queremos ver
que existe k € Ext(K) tal que Lk = Lk. Como L es continua, el conjunto k + ker L es
cerrado. Al ser K compacto, se tiene que el conjunto (k + ker L) N K es compacto y no
vacio. Por el teorema de Krein-Milman (Teorema A.3.3), admite algin punto extremal k.
Como Lk = Lk, sélo resta ver que k es un punto extremal de K. Supongamos entonces
que k =tk + (1 —t)ky con 0 <t < 1, ky, ks € K. Luego,

Lk = Lk =tLk; + (1 —t)Lk,,

y por extremalidad de Lk tenemos que Lk, = Lky = Lk. Por lo tanto, k; y ko pertenecen
a (k+ker L)NK, y de la extremalidad de k en este conjunto concluimos que ky = ky = k.

(77) Sea k € K tal que Lk es un punto extremal de L(K). Veamos que k es extremal en
K. Supongamos que k =tk + (1 — t)ko con 0 < t < 1, k1, ky € K. Luego,

Lk = tLk; + (1 — )Lk,

y por extremalidad de Lk tenemos que Lk; = Lky = Lk. Como L es inyectiva, concluimos
que k= ]{?1 = kQ.

Ahora sea k € Ext(K). Veamos que Lk € Ext(L(K)). Si Lk = tLky + (1 — t)Lky con
0<t<l, ki, ko € K, entonces Lk = L(tk; + (1 — t)ks) y por inyectividad de L tenemos
que k = tky; + (1 — t)ks. Como k es extremal en K, concluimos que k = k; = ky y en
consecuencia Lk = Lk; = Lks. O

La siguiente proposicion es la mayor parte de la demostracion del Teorema 3.4.1. Una vez
probada, lo tinico que resta hacer es ver que el problema (3.3) es una instancia de esta
proposicion.
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Proposicion 3.4.8. Sea X un espacio de Banach, y consideremos en su espacio dual
X' la topologia débil*. Supongamos que F : RY — R es una funcion coerciva, y que
A: X' — RN es un operador lineal y continuo. Entonces existen minimizantes de

if F(Az") + ||2'||x (3.6)
r'eX’
de la forma z* = >0 yixh conp < N, v >0, 3.7 = ||2*||x y 2} € Ext(Bx/).

Demostracion. Llamemos J(x') = F(Az') + ||2'||x,. Como F es coerciva, por la parte (1)
de la Proposicién 3.4.5 vale que F' es acotada inferiormente. Ahora bien, como F' es semi-
continua inferiormente (por ser coerciva) y A es continuo, entonces F o A es semicontinua
inferiormente. Por otra parte, || - ||x: es coerciva respecto de la topologfa débil* de X’ por
el teorema de Banach-Alaoglu. Por la parte (2) de la Proposicién 3.4.5, J es coerciva. En
particular, es acotada inferiormente.

Con todo esto, tenemos que {S™(J,a)}4>mes €s una familia de subconjuntos compactos
de X’ con la propiedad de interseccién finita. Luego (,oq¢, 5™ (J,a) # @ y cualquier
elemento de la interseccién es un minimizante de (3.6). Tomemos 2’ algin tal minimizante.
Como en el caso que 2z’ = 0 no hay nada que hacer, supongamos que z’ # 0.

Al ser A2'/||2'||x un elemento de A(Bx-), que es compacto y convexo, por el teorema de
Minkowski (Teorema A.4.4) y el teorema de Carathéodory (Teorema A.2.2) tenemos que

1 p
=0

podemos escribir

121 xe
conp < N, Y. ti=1,t >0y w; € Ext(A(Bx)). Por la parte (i) del Lema 3.4.7, cada w;
es de la forma A/ con 2 € Ext(Bx/). Llamemos ; = ||2/|[t; y 2* = Y_F_ viz}. Afirmamos

que z* es un minimizante de (3.6).

Primero, notemos que

p p p
Ax* = A(Z%x;) = Z%Axg = ||| x Ztiwi = Az
i=0 i=0 i=0
Por otra parte,
p p
el <D 12l <D v =112 llx
D
Juntando ambas cosas, podemos decir que

J(@7) = F(Az)) + ||2"||x < F(AZ) +[[¢']|x = J (&)
——

<[l2'lx

Ax*
~
=Az

y como 2’ era un minimizante de J, esto prueba que z* es un minimizante de (3.6).
Ademds, como F(Azx*) + ||z*||x = J(z*) = J(2') = F(A2')+ || ||x v F(Ax*) = F(AZ'),
entonces ||z*||xs = ||2||x ¥ consecuentemente ) ., = ||z||x = ||z*||x/, lo cual prueba
que x* tiene la forma del enunciado. O
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Demostracion del Teorema 3.4.1. Por la Proposicion 3.4.2; basta considerar el problema
(3.3) sobe el espacio de medidas M (O). Aplicamos la Proposicién 3.4.8. Consideramos
X = Cy(0), e identificamos X' = M(O) via el teorema de representacién de Riesz-
Markov. Sean H = RY, A: X — R¥ dado por (Au); = fu(t:;) y F : H — R definida por

F(w) = 3 300, L(wi, yi).

Notemos que F' es coerciva por ser suma de funciones coercivas (parte (2) de la Proposicién
3.4.5). Por otra parte, para cada 1 < i < N tenemos que la aplicacién p — f,(¢;) es débil*
continua, ya que

fu(ti)Z/Gp(tiﬁ)ﬁ(G)du(H)Z m@)s p(ti, ) B) o (o),

lo cual prueba que el operador A es continuo.

Por la Proposicién 3.4.8, existe p* € M(©) minimizante de (3.3) de la forma

K
pr= Z VEVk

k=0

con K < N, v, >0, >, 7 = ||i*]|lrv y vk € Ext(Bumey)- Pero por el Teorema A.1.3
tenemos que vy, = £y, para algun 6 € O.

Ahora bien, por la Proposicién 3.4.2 sabemos que f* = f,« es un minimizante de (3.3)
con || f*||s = ||©*||rv. En consecuencia, tenemos un minimizante

K
F7= £mBOk)p(-, k)
k=0

que es de la forma del enunciado. Por tltimo, llamando oy = 47, 3(6x) tenemos que

K K
18 = ey == > laxB(0:) "],
k=1 k=1

lo cual termina la prueba. O]
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Apéndice A
Puntos extremales y convexidad

En este apéndice damos algunos resultados clasicos sobre puntos extremales que fueron
utilizados en el Capitulo 3, particularmente en la Seccién 3.4. Incluimos sus demostracio-
nes para comodidad del lector.

A.1. Puntos extremales en espacios de Banach

Comencemos recordando las distintas nociones de extremalidad.

Definiciéon A.1.1. Sea X un espacio vectorial, y sean @ # A C B C X. Decimos que A
es extremal en B si vale la siguiente implicacién para cualesquiera b,b’ € By 0 <t < 1:

th+(1—t) e A = b € A

En este caso, notamos A ext B. Decimos que b € B es un punto extremal de B si vale
que {b} ext B (observemos que esto es consistente con la Definicién 3.4.6). Al igual que
en el Capitulo 3, denotamos por Ext(B) al conjunto de puntos extremales de B.

Para este trabajo es de particular interés entender los puntos extremales de la bola cerrada
de un espacio de Banach. Un primer resultado en esa direccion es el siguiente.

Lema A.1.2. Sea X # 0 un espacio de Banach. Entonces Ext(Bx) = Ext(Sx).

Demostracion.

(C) Sea x € Ext(By). Para ver que z es un punto extremal de S, basta ver que ||z|| = 1.
Luego, veamos que si ||z|| < 1, entonces = no es extremal en By.

Siz =0, para v € X con |[v]| = 1 se llega a que z = 1v + 1(—v) de donde z no es
extremal en Bx. Si 2 # 0, tomando t = ||z|| vale que # = (1 — )0 + tam por lo que x

tampoco es extremal en By.

61
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(D) Supongamos que x € Ext(Sx) y sean y, z € Bx, 0 < t < 1 tales que x = ty+ (1 —1)z.
Luego
L= [zf| <t]lyll +(1 =) ||2]] <1,
—— -

<1 <1

de donde deducimos que ||y|| = ||z|| = 1 y de la extremalidad de x en Sx se obtiene que
Yy=z=2x. ]

En general, no es facil caracterizar los puntos extremales de un conjunto. Sin embargo,
hallar esas caracterizaciones es tremendamente 1til en muchas aplicaciones. Una de ellas
(que es lo que hicimos en este trabajo) es atacar problemas de optimizacién convexa. En
lo que queda de esta seccién, buscamos dar una caracterizacién de los puntos extremales
de la bola cerrada del espacio de las medidas. Para ello, primero debemos recordar una
nocién general de teoria de la medida.

Si (E,.A) es un espacio medible y p es una medida signada en F, una descomposicién
de Hahn para p es un par (P, N) tal que:

(i) PN € A;
(i) PUN=Ey PAN = o;
(iii) para todo A C P medible vale que u(A) > 0;

(iv) para todo B C N medible vale que u(B) < 0.

Un resultado estandar en teoria de la medida dice que toda medida signada admite una
descomposicién de Hahn [16, Theorem 10.36]. Ademés vale, aunque no es necesario para
este trabajo, que son tunicas salvo conjuntos de medida 0. Es decir, si (P, N), (P, N’)
son dos descomposiciones de Hahn de una medida signada p, entonces |u|(PAP') =
||(NAN') = 0, donde A denota a la diferencia simétrica de conjuntos. Es claro de las
definiciones que p = p(- N P) 4+ p(- N N), y también vale que |p| = p(- N P) — p(- N N).

A continuacién, damos una caracterizacion de los puntos extremales de la bola cerrada
del espacio de las medidas, que fue utilizada en la demostracion del Teorema 3.4.1.

Teorema A.1.3. Sea © # & un espacio topologico localmente compacto y Hausdorff con
base contable de abiertos. Entonces Ext(B o)) = {£dy : 0 € O}.

Demostracién. Denotemos || - || = || - || sm(e)-

(D) Tomemos 0 € © y a = £1. Para ver que ady es un punto extremal de FM(@)), por el
Lema A.1.2 basta ver que es extremal en la esfera Sy e).

Supongamos que 1,V € Spe) v t € (0,1) son tales que tp + (1 — t)v = ady. Veamos que
|l = |v| = dp.
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Observemos que (t|u| + (1 —)|v])(©) = 1. Si E C © es un conjunto boreliano y 6 € F
entonces

1= 65(E) < (tlul + (1= O)W))(E) < (thul + (1 = )|])(©) = 1,

de donde (t|p| + (1 = ) W[)(E) = tlp|(E) + (1 = 1)[v|(E) = 1. Como |p|(E) < [u[(©) =1
y lo mismo para |v|, necesariamente |u|(E) = |v|(E) = 1.

Por otra parte, si § ¢ E, entonces § € © \ E. Por lo recién argumentado, |u|(©\ F) =1
y consecuentemente |u|(E) = |u[(©) — |¢|/(© \ E) = 1 —1 = 0. Por el mismo motivo,
|V|(E) = 0. Esto termina de probar que |u| = |v| = dy.

Veamos ahora que p = +0y. Sea (P, N) una descomposicién de Hahn para p. Luego para
cada conjunto boreliano £ C O tenemos que

u(E) = w(ENP)+ p(ENN).
Si 6 € P, entonces p(FE N N) = 0 para cualquier boreliano F y consecuentemente
w(E) =wW(ENP)=p(ENP)—pu(ENN)=[u|(E) = d(E).

Es decir, u = dy. Similarmente, si 6 € N obtenemos que g = —dg. Del mismo modo,
Viziiéa

Finalmente, veamos que u = v = ady. Cambiando p y v por —u y —v si fuera necesario,
podemos suponer que a = 1. Supongamos que no es el caso y sin pérdida de generalidad,
supongamos que p = —dy. Entonces

-1 si v=—0

1=65(0) = tu(©) + (1 — t)w(O) = —t £ (1 —t) = ’

1—-2t si v=2/y
que en ambos casos es absurdo. Esto termina de probar que y = v = ady y, en consecuen-
cia, ady es un punto extremal de EM(@)

(C) Sea u € Ext(B ) y supongamos que i # 6y para todo 6 € ©. Por el Lema A.1.2
tenemos que ||u|| = 1. Notemos que si E C © es un boreliano tal que 0 < |u|(E) < 1,
podemos escribir
pEN:) p(-\ E)
= pl(B) 75—+ (1 = |ul(E)
[u(E)] 1— |ul(E)

Luego para llegar a un absurdo, comenzamos buscando un conjunto boreliano £ C © tal
que [ul(E) € (0,1).

Supongamos que no existe tal conjunto. Es decir, que para todo boreliano E vale que
lu|(E) € {0,1}. Afirmamos que sop(|p|) := {z € © | VU > x abierto : |u|(U) > 0} # &.
En efecto, si sop(|u|) = &, entonces para cada x € © existe un entorno abierto U, de z

tal que |p|(U,) = 0. Como {U, },co es un cubrimiento de © por abiertos y © admite una
base contable de abiertos, existe un subcubrimiento {U, },c; contable. Pero entonces

1= lulie) =l (J ) < Zrm

zed xGJ
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lo cual es un absurdo. Luego sop(|u|) # @. Tomemos 6 € sop(|u|). Si U es un entorno
abierto de 6, por definicién de sop(|u|) vale que |u|(U) > 0 y en consecuencia |u|(U) =1
ya que estamos suponiendo que || s6lo toma los valores 0 y 1. Por regularidad exterior,
tenemos que
u[(10}) = mf |u|(U) = 1.
cU
U abierto
Con esto, si F es un boreliano tal que 6 € F, entonces

1=1[ul({0}) < [ul(E) < 1.

Es decir, |u|(E) = 1. Por otra parte, si § ¢ E, entonces § € © \ E. Por lo recién dicho,
esto implica que |u|(© \ E) = 1 y en consecuencia |u|(E) = 0. Esto prueba que |u| = dg
y, argumentando como antes, podemos concluir que pu = =6y, contradiciendo nuestra
suposicion inicial. El absurdo provino de suponer que |u| sélo asumia los valores 0 y 1.
Luego, debe existir un boreliano E tal que |u|(EF) € (0,1).

Resta ver que, cambiando adecuadamente E, vale que p # (|u|(E)) " 'u(EN-). Sea (P, N)
una descomposicion de Hahn para p. Luego,

0 <|pl(E) =pmENP)=pu(ENN).

Esto implica que, o bien u(E N P) > 0, o bien —u(E N N) > 0. Como ambos casos son
andlogos, probemos solamente el caso en que u(E N P) > 0. Al ser

0 < w(ENP) < |ul(E) < 1,
cambiando E por E N P podemos suponer que £ C Py en consecuencia u(E) = |u|(E).
Pero entonces tenemos por un lado que p(E) = |p|(E) < 1, y por otro lado
pENE) _p(E)
ul(B)  u(E)

terminando asf de probar que u # (|u|(E)) 'u(E N -). O

A.2. El teorema de Carathéodory

Definicién A.2.1. Sea X un espacio vectorial, £ C X un subconjunto cualquiera. Defi-
nimos la cdpsula convexa de E (denotada co(F)) como

co(E) = m C.

CDFE
C' convexo

Es decir, co(E) es el menor convexo de X que contiene a E. Equivalentemente, co(E) es
el conjunto de todas las posibles combinaciones convexas de elementos de E.

Si X es ademas un espacio vectorial topolégico, definimos la capsula convexa cerrada
de E como co(F), y la denotamos ¢6(FE). Equivalentemente, co(FE) es el menor convexo
cerrado de X que contiene a FE.



A.2. EL TEOREMA DE CARATHEODORY 65

Denotamos
An = {t S Rn+l . tl Z OVZ, Ztl = 1} = CO({eo, ce ,€n}>,
donde e; denota al j—ésimo vector canénico de R™**. Luego, decir que  es combinacién

convexa de g, ..., x, es equivalente a decir que existe t € A, tal que z =) . t;z;.

Teorema A.2.2 (Carathéodory). Sea E C R™ y sea x € co(E). Entonces ezisten s € A,
Y To,..., T, € E tales que x =), s,x;.

Demostracion. Como x € co(E), existen xg, ...,z € E'yt € A tales que z = Zfzo tix;.
Probamos el resultado por induccion en k. Si k£ < n no hay nada que hacer. Supongamos
ahora que £ > n. Si algin t; = 0 entonces el resultado vale por hipétesis inductiva.
Supongamos entonces ademéds que t; > 0 para todo 0 < i < k.

Como k > n, el mapa lineal R¥*! — R™*! dado por
ars (sz)

tiene ntcleo no trivial. Entonces existe a € R*1\ {0} tal que >, a;z;, =0y Y, a; = 0.

Llamemos
|ail

= mix
H 0<i<k t;

que es positivo pues a # 0. Si 0 < j < k es donde se realiza el maximo, podemos suponer
que a; > 0, eventualmente cambiando a por —a. Sea

Entonces \a; = t; y |Aa;| < t; para cada 0 <1 < k.

Tomamos t;, = t; — Aa;. Notemos que t; = t; — Aa; > t; — |Aa;| > 0 y ademds
YIUED SRS S

=1 =0

por lo que ' € A,. Més atn, tenemos que

x—thl—thL)\a]:cz thl )\Zal’l Zt;xz

0

Pero por construccién vale que t; = t; — Aa; = 0 por lo que la tltima escritura de x como
combinacion convexa de los x; tiene un sumando menos, y luego el resultado se obtiene
por hipoétesis inductiva. O

Corolario A.2.3. St K CR" es compacto, entonces co(K) es compacto. En particular,
(K) = co(K).

Demostracion. La funcién continua K™t x A, — co(K) dada por (z,t) — >, tz; es
sobreyectiva por el Teorema A.2.2. Como K" x A, es compacto, se sigue el resultado. [
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A.3. El teorema de Krein-Milman

En esta seccién demostramos uno de los resultados centrales en el estudio de puntos
extremales: el teorema de Krein-Milman.

Lema A.3.1. Sean X un espacio vectorial, A C B C C C X. Si Aext By B ext C,
entonces A ext C'.

Demostracion. Sean z,y € C'y 0 < t < 1 tales que tx + (1 —t)y € A. Como A C B,
vale que tz + (1 —t)y € By, por la extremalidad de B en C, tenemos que z,y € B. Pero
entonces z,y € B son tales que tx + (1 —t)y € A, de donde x,y € A por la extremalidad
de A en B. m

Recordemos una de las versiones geométricas del teorema de Hahn-Banach.

Teorema A.3.2. Sea X un espacio localmente convexo, y sean A, B C X convexos
disjuntos, con A abierto. Entonces existen ¢ € X' y B € R tales que para todos a € A y
b € B vale que

Re p(a) < B < Re ¢(b).

Teorema A.3.3 (Krein-Milman). Sean X un espacio localmente convexo, & # K C X
compacto. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(1) Ext(K) # o;
(2) K Ceo(Ezt(K));

(3) si K es convezo, entonces K = co( Ext(K)).

Demostracion.

(1) Sea 2 :={S C K : S extremal y cerrado, S # @} ordenado por inclusién. Q2 # & pues
K €. SiC C Qes una cadena no vacia, afirmamos que S = (4. A € Q. En efecto, S es
cerrado por ser interseccion de conjuntos cerrados. Por otra parte, como C es una cadena
de conjuntos no vacios, tiene la propiedad de interseccion finita. Al ser K compacto y C
una familia de cerrados de K, tenemos que S # @. Finalmente, S es extremal en K pues
cada A € C lo es. Esto termina de probar que S € 2, y consecuentemente es una cota
inferior de C.

Por el lema de Zorn, €2 tiene algin elemento minimal S. Afirmamos que #S = 1. Sabemos
que #S > 1 pues S # . Supongamos que #S > 2 y sean z,y € S distintos. Luego,
existe p € X’ tal que Re ¢(y) < Re ¢(x). Como Re ¢ es continua y S es compacto, vale
que Re ¢ alcanza maximo m en S. Llamemos S, = {s € S : Re ¢(s) = m}. El conjunto
S, es cerrado pues S lo es y Re ¢ es continua, y es no vacio pues ya dijimos que Re ¢
alcanza maximo en S. Veamos que es extremal en K. Como S es extremal en K, por el
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Lema A.3.1, basta ver que S, es extremal en S. Supongamos entonces que 2,y € S'y
0 <t < 1 son tales que tz' + (1 — t)y’ € S,. Luego

m=Re p(tz'+ (1 —1t)y") =tRe p(z') +(1 —t) Re p(y') <m
T H<:n_/
de donde Re ¢(2') = Re ¢(y') = m como querfamos ver. Por tltimo, notemos que y ¢ S,
pues Re ¢(y) < Re ¢(z) < m. Pero entonces S, € €2 cumple que S, € S, lo cual
contradice la minimalidad de S. El absurdo provino de suponer que #S > 2, de donde
#S = 1. Esto termina de probar que Ext(K) # &.

(2) Sea C' = co(Ext(K)) y supongamos que K € C. Sea xy € K \ C'y V entorno abierto
convexo de 0 tal que g ¢ C' +V =: A (basta tomar V' un entorno abierto, convexo y
simétrico del 0 tal que 2o+ V C X \ C'). Como A es un abierto convexo, por el Teorema
A.3.2 existen p € X'y f € R tales que para todo = € A (y en particular, para todo
x € Ext(K)) vale que Re ¢(x) < f < Re ¢(z9). Si llamamos v al maximo de Re ¢ en K
y K, = {x € K : Re p(x) = v}, razonando igual que antes, tenemos que K, es compacto,
no vacio y extremal en K. Por (1), existe 1 € Ext(K,) y como K, ext K, entonces
nuevamente por el Lema A.3.1, x; € Ext(K). Con esto,

v =Re p(z1) < B < Re p(xg) <,

lo cual es absurdo. El absurdo provino de suponer que K ¢ C', de donde K C C.

(3) K C eo(Ext(K)) C co(K) = K, donde la tltima igualdad vale pues K es convexo y
cerrado. [

Mostremos una aplicacion clasica de este resultado.

Corolario A.3.4 (cy no es un dual). No eziste ningin espacio de Banach X tal que X'
sea isométricamente isomorfo a cy.

Demostracion. Supongamos que si. Luego, ¢q con la topologia débil* es un espacio local-
mente convexo, y por el teorema de Banach-Alaoglu vale que B,, es compacta con esta
topologia. Por el teorema de Krein-Milman, B,, debe tener puntos extremales. Veamos
que no es el caso.

Si x € B, es extremal, entonces necesariamente ||z||,, = 1. Sea N € N tal que para todo
n > N vale que |z,| < 1/2. Definimos las sucesiones

:cn—l—i sin=N xn—i sin=N
Yn = y  An =
Tn sin#N Tn sin#N
Vale que 4,2 € Be, vy © = y;Z, contradiciendo la extremalidad de . H

Con un argumento similar se puede probar que L[0,1] no es un dual.
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A.4. El teorema de Minkowski

Por 1dltimo, probamos el teorema de Minkowski que dice, esencialmente, que en espacios
de dimensién finita, el teorema de Krein-Milman vale sin necesidad de tomar clausura.

Teorema A.4.1 (teorema del interior relativo). Sea K C R™ un convezro no vacio y sea
L C R" la variedad afin generada por K. Entonces el interior de K relativo a L es no
vacio.

Demostracion. Como K # &, trasladando podemos suponer que 0 € K. Mas aun, cam-
biando R™ por L podemos suponer que la variedad afin generada por K (que coincide con
el subespacio generado por K pues 0 € K) es R". En estas condiciones, debe existir una
base {v1,...,v,} C K de R™. Llamemos {v/,... v} a la correspondiente base dual.

Si
U:{:BER”

Vi s vl(z) > 0, Zv;@) < 1}, (A1)

entonces vale que U es abierto y no vacio pues Z 5-0i € U. Ademéds, si x € U, entonces

T = <1—Zv )0—|—Zv Ju; € co(0,vy,...,v,),

de donde U C co(0,vy,...,v,) € K. Esto termina de probar el interior de K es no
vacio. m

Proposicién A.4.2. Si K CR" es convexo y genera afinmente a R, entonces K = K°.

Demostracion. Basta probar que K C K°. Sean z € K y ¢ > 0. El conjunto K; =
K N B.(x) es convexo y no vacio. Trasladando, podemos suponer que 0 € K; (y en
particular 0 € K). Sean vy,...v, € K linealmente independientes, que existen pues
0 € K y K genera afinmente a R". Para cada k > n, sea

Ty = Z %vi.
i=1

Definiendo U como en (A.1), es claro que 2, € U C K° y x k2000, Al ser B.(z) un
entorno abierto de 0 (pues 0 € K;), para algin ky > n se tiene que g, € B.(z) y, como
e > 0 era arbitrario, esto prueba que x € K°. O

Lema A.4.3. Sean X un espacio vectorial real y C C X convexo y no vacio. Supongamos

que p : X — R es un funcional no nulo tal que ¢ alcanza un mdximo o en C, y sea
H = ¢ (). Entonces Ext(C N H) = Ext(C) N H.

Demostracion. La inclusién “(2)” es inmediata de la definicién de punto extremal. Pro-
bemos la otra inclusién.
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Sea x € Ext(C'NH) y supongamos que y,z € C', 0 <t < 1 son tales que z = ty+ (1 —t)z.
Luego
a=p@)=te(y)+(1-1)p(z) <a

~—~— ~—~—
<« <«

de donde p(y) = ¢(z) = a. Es decir, y,z € H y como z es extremal en C'N H, concluimos
que y =z = x. O

Teorema A.4.4 (Minkowski). Sea K C R™ compacto, convero y no vacio. Entonces
K = co(Ezxt(K)).

Demostracion. Sea L la variedad afin generada por K. Probamos el resultado por induc-
cién en m = dim(L). Para m = 0 no hay nada que hacer.

Supongamos que m > 1. Al igual que antes, podemos suponer que m = n y que 0 €
K. Como K es convexo, sélo debemos ver que K C co(Ext(K)). Tomemos z € K y
consideremos los siguientes casos.

(1) x € 0K = K\ K°. Como K es convexo, tenemos que K° es convexo y es no vacio por
el Teorema A.4.1. Luego, por el Teorema A.3.2 existe ¢ : R — R lineal tal que para todo
y € K° vale que p(y) < o(z). En vistas de la Proposiciéon A.4.2, esto implica que para
todo y € K se tiene que ¢(y) < ¢(z). Dicho de otro modo, ¢(x) es el méximo de ¢ en
K.Sea H=x+kerpy Ky = KN H. Luego K; es compacto, convexo, no vacio y genera
una variedad lineal de dimension a lo sumo m — 1. Como x € K5, por hipdtesis inductiva
vale que = € co(Ext(K7)). Pero por el Lema A.4.3 tenemos que Ext(K;) = Ext(K)NH C
Ext(K), y entonces x € co(Ext(K)).

(2)xe K°. Sea A:={teRy:x+teg € K}. A+ @ pues v € K°, y es acotado pues K
es compacto. Sean a :=sup A > 0y b :=inf A < 0. Llamemos 1 = x+ae; y x9 = x+be;.
Como K es cerrado, 1,22 € K vy, por las definiciones de a, b, vale que x1,z5 ¢ K°. Es
decir, x1, x5 € K. Observemos que

—b a

a—bx1+a—b

Tr = T,

y como a > 0, b < 0, esto significa que x es combinacién convexa de x; y x3. Pero por
(1), sabemos que x1 y x2 son a su vez combinaciones convexas de Ext(K). Por lo tanto,
z € co(Ext(K)) como queriamos probar. O
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