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1.3.1. Núcleos de subespacios cerrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3.2. RKHS en un conjunto finito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1.3.4. Suma de núcleos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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mundo. Son personas llenas de luz y tenerlos en mi vida es un privilegio del cual estoy

infinitamente agradecido. Los momentos compartidos con ustedes (manejar escuchando
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Introducción

Los espacios de Hilbert con núcleo reproductor (RKHS por sus siglas en inglés) fueron

introducidos formalmente en 1950 por N. Aronszajn en [1] y su uso se ha multiplicado en

áreas como la teoŕıa de muestreo, el aprendizaje automático, los procesos estocásticos y

la estad́ıstica funcional, lo que se suma a sus aplicaciones clásicas al análisis (armónico,

funcional y complejo), la teoŕıa de representaciones de grupos y la teoŕıa de operadores

integrales. Estos espacios ofrecen un marco unificado para tratar diversos problemas de

interpolación, aproximación y análisis de datos, lo que los hace atractivos tanto desde el

punto de vista teórico como desde las aplicaciones.

Un RKHS es un espacio de Hilbert H de funciones (sobre un conjunto T ) en el cual los

funcionales de evaluación son continuos. Es decir, para cada t ∈ T , la operación f 7→ f(t)

es continua de H en K (el cuerpo de escalares reales o complejos). Esta propiedad, a través

del teorema de representación de Riesz, permite definir un núcleo K : T × T → K que

reproduce los elementos de H: para cada t ∈ T y cada f ∈ H se tiene

f(t) = ⟨f,K(·, t)⟩.

Un teorema importante de Moore establece que dar un RKHS sobre un conjunto T es

equivalente a dar un núcleo sobre ese mismo conjunto. Es decir, una funciónK : T×T → K
tal que para toda elección de puntos distintos t1, . . . , tn ∈ T , la matriz (K(ti, tj))1≤i,j≤n

es positiva. En vista de esta correspondencia, se suele denotar por H(K) al único RKHS

en T cuyo núcleo reproductor es K. Es natural preguntarse, entonces, cómo las distintas

operaciones que se le pod́ıan efectuar a los núcleos impactaban a los espacios resultantes,

y viceversa. Esto fue el contenido del trabajo [1]. El primer objetivo de este trabajo es

dar una introducción a estos espacios, junto con los resultados clásicos de la teoŕıa.

La estructura de RKHS, más allá de sus numerosas aplicaciones en el análisis funcional,

armónico y complejo, ha resultado muy útil en el estudio de procesos estocásticos. Un

proceso estocástico es una familia de variables aleatorias {Xt}t∈T definidas sobre un es-

pacio de probabilidad común Ω. Equivalentemente, es una aplicación X : Ω × T → R
tal que X(·, t) es una variable aleatoria para todo t ∈ T . Si todas las variables aleatorias

tienen segundo momento finito, un núcleo natural asociado está dado por la función de

covarianza del proceso definida por K(s, t) = Cov(Xs, Xt). Resulta entonces de interés,

para comprender mejor el proceso, estudiar el RKHS asociado a este núcleo particular.

Una de las cuestiones centrales en el estudio de los procesos estocásticos es la de la regula-
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ridad de las trayectorias. Una trayectoria de un proceso estocástico es una aplicación de T

en R de la forma t 7→ Xt(ω), con ω ∈ Ω fijo. Una pregunta fundamental en esta situación

es: dado un RKHS H de funciones sobre el mismo conjunto T , ¿cuál es la probabilidad

de que una trayectoria X•(ω) sea un elemento de H? Este es un primer acercamiento a la

cuestión inicial: distintos núcleos imponen distintas condiciones de regularidad sobre las

funciones en H, por lo que esta pregunta se puede traducir en determinar la probabilidad

de que una trayectoria del proceso tenga cierto tipo de regularidad.

M. Driscoll da una primera respuesta a este problema en 1973, en su trabajo pionero [5]:

con ciertas hipótesis sobre el proceso X, se puede ver que esta probabilidad es necesaria-

mente 0 ó 1, resultado que se conoce como la ley cero-uno de Driscoll. En [11], M. Lukić

y J. Beder logran avances en esta ĺınea, encontrando condiciones necesarias y suficientes

(sobre el proceso X y los núcleos reproductores involucrados) para que las trayectorias

de X pertenezcan a H con probabilidad 1. Notablemente, ellos logran debilitar aún más

las suposiciones hechas por Driscoll en su trabajo original, logrando probar sus resulta-

dos para procesos estocásticos arbitrarios (en su trabajo, Driscoll trabaja únicamente con

procesos gaussianos definidos sobre espacios métricos separables y con función de cova-

rianza continua). Otro de los objetivos del presente trabajo es dar una demostración del

resultado de Lukić y Beder (ver Teorema 2.4.1).

Recientemente, se ha comenzado a explorar el marco más general de los espacios de Banach

con núcleo reproductor (RKBS, por sus siglas en inglés) y su relación con el modelado

de redes neuronales de ancho arbitrario (es decir, sin ancho prefijado). Un RKBS es,

esencialmente, un RKHS, pero donde se relaja la hipótesis de que la norma provenga

de un producto interno. En el trabajo [2] de 2023, los autores muestran una familia de

RKBSs definidos mediante integrales abstractas, que generalizan a las redes neuronales

clásicas. Más aún, en ese contexto abstracto logran probar resultados de optimización

convexa ı́ntimamente relacionados con los problemas de aprendizaje automático. Un tercer

objetivo del presente trabajo es dar un recorrido de estos resultados.

El trabajo se estructurará de la siguiente manera: en el Caṕıtulo 1 desarrollaremos la

teoŕıa de los RKHSs que vertebrará todo el trabajo. Pondremos el foco en los resultados

generales y, hacia el final del caṕıtulo, en la Sección 1.4, introduciremos algunos conceptos

necesarios para atacar la ley cero-uno de Driscoll. El Caṕıtulo 2 está destinado a demos-

trar la generalización de la ley cero-uno de Driscoll. Para ello, introduciremos los procesos

estocásticos como objetos de estudio, y luego daremos un recorrido por la teoŕıa de proba-

bilidades en espacios de Hilbert, para tener todas las herramientas técnicas necesarias. Al

final del caṕıtulo, combinaremos las nociones probabiĺısticas con los RKHSs para llegar

al resultado prometido. En el Caṕıtulo 3 ampliaremos la noción de RKHS para comenzar

a estudiar los RKBSs. Daremos una introducción a las redes neuronales clásicas y vere-

mos cómo los RKBSs permiten modelar una extensión de ellas. Concluiremos el caṕıtulo

con algunos resultados relacionados con el estudio de problemas de optimización en estos

espacios. Por último, en el Apéndice A demostraremos algunos resultados clásicos sobre

puntos extremales utilizados en el Caṕıtulo 3.
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Notación

A lo largo del trabajo, consideraremos espacios vectoriales sobre los números reales R o

sobre los números complejos C. Denotaremos por K a un cuerpo que puede ser cualquiera

de ambos.

Si X es un espacio vectorial y {xi}i∈I es una familia de vectores de X, denotaremos [xi]i∈I
o [xi : i ∈ I] al subespacio generado. Si X es un espacio de Banach, denotaremos X ′

a su espacio dual (continuo). La misma notación se usará si X es un espacio vectorial

topológico. También notaremos BX := {x ∈ X : ||x||X ≤ 1}, BX := {x ∈ X : ||x||X < 1}
y SX := {x ∈ X : ||x||X = 1}.

Si H es un espacio de Hilbert y S ⊆ H es un subespacio, denotamos por S⊥ a su comple-

mento ortogonal. En ocasiones, será necesario especificar dentro de qué espacio se toma el

complemento ortogonal, en cuyo caso también notaremos H⊖ S := S⊥ según convenga.

Cuando T sea un conjunto, para s, t ∈ T denotamos δs,t a la delta de Kronecker definida

por

δs,t =

{
1 si s = t

0 si s ̸= t
.
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Caṕıtulo 1

Espacios de Hilbert con Núcleo

Reproductor

En este caṕıtulo establecemos los cimientos de la teoŕıa de espacios de Hilbert con núcleo

reproductor, que vertebra todo el trabajo. La Sección 1.1 está destinada a introducir las

definiciones de espacio de Hilbert con núcleo reproductor y de su núcleo asociado, junto

con ejemplos de estos conceptos, provenientes principalmente del análisis. En la Sección 1.2

demostramos los primeros resultados de la teoŕıa, culminando en el teorema de Moore que

establece una correspondencia biuńıvoca entre espacios de Hilbert con núcleo reproductor

en un conjunto y núcleos definidos en ese mismo conjunto. La referencia principal para

estas secciones es [13]. En la Sección 1.3 estudiamos cómo cambian los núcleos de los

espacios bajo distintas operaciones conjuntistas y viceversa, apoyándonos principalmente

en [1]. Por último, la Sección 1.4 está dedicada a complementar las secciones anteriores

con los resultados necesarios para abordar la generalización de ley cero-uno de Driscoll en

el Caṕıtulo 2, tomados casi en su totalidad de [11, Section 4].

1.1. Primeras definiciones y ejemplos

Dado un conjunto T , denotamos por KT al conjunto de funciones de T en K. En este

conjunto, consideramos la estructura de K−espacio vectorial dada por la suma y producto

por escalares punto a punto.

Definición 1.1.1. Sea T un conjunto. Diremos que un subespacio vectorial H ⊆ KT

con un producto interno ⟨·, ·⟩ es un espacio de Hilbert con núcleo reproductor

(abreviado RKHS por sus siglas en inglés) en T si cumple que

(i) (H, ⟨·, ·⟩) es un espacio de Hilbert;

(ii) para cada t ∈ T , el funcional de evaluación Et : H → K dado por Etf = f(t) resulta

acotado.

1



2 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE HILBERT CON NÚCLEO REPRODUCTOR

Si H es un RKHS en T , por el teorema de representación de Riesz vale que para cada

t ∈ T , existe Kt ∈ H tal que Et = ⟨·, Kt⟩. Es decir, para toda f ∈ H se cumple que

f(t) = Etf = ⟨f,Kt⟩.

Definición 1.1.2. La función Kt ∈ H se llama núcleo reproductor para el punto t.

La función K : T × T → K dada por

K(s, t) = Kt(s)

se llama el núcleo reproductor de H.

Notemos que K(s, t) = Kt(s) = ⟨Kt, Ks⟩ y, por lo tanto,

K(s, t) = ⟨Kt, Ks⟩ = ⟨Ks, Kt⟩ = K(t, s)

en el caso complejo y K(s, t) = K(t, s) en el caso real. También vale que

||Et||2 = ||Kt||2 = ⟨Kt, Kt⟩ = K(t, t). (1.1)

Ejemplo 1.1.3. Sea T = {1, . . . , n} e identifiquemos Cn con el conjunto de funciones

de T en C. Con el producto interno canónico, Cn es un espacio de Hilbert. Además, si

1 ≤ i ≤ n, el funcional de evaluación en i no es otra cosa que la proyección a la i−ésima

coordenada, que es acotada. Entonces Cn resulta ser un RKHS en T . Si llamamos K al

núcleo reproductor, para x ∈ Cn tenemos que ⟨x,Ki⟩ = xi = ⟨x, ei⟩, con ei el i−ésimo

vector canónico. Por lo tanto, Ki = ei y luego

K(i, j) = ⟨Kj, Ki⟩ = ⟨ej, ei⟩ = δij.

En la Proposición 1.3.5 se caracteriza una familia amplia de RKHSs definidos sobre con-

juntos finitos.

Ejemplo 1.1.4 (un espacio de funciones que no es un RKHS). Consideremos en el espacio

C([0, 1]) de funciones continuas f : [0, 1] → R el producto interno dado por

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(x)g(x)dx.

Si bien este espacio no es completo, los funcionales de evaluación están bien definidos. En

caso de ser acotados, podŕıan extenderse a la completación de C([0, 1]), que no es otra

cosa que el espacio L2([0, 1]), lo cual resultaŕıa en un RKHS en el intervalo [0, 1]. Sin

embargo, esto no es aśı. En efecto, para 0 < t < 1 fijo, consideremos para cada n ∈ N la

función

fn(x) =

{(
x
t

)n
si x ≤ t(

1−x
1−t

)n
si x ≥ t

.
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Se puede ver que fn(t) = 1 para todo n ∈ N, pero que fn
||·||−→ 0, por lo que el funcional

de evaluación Et no es acotado. Similarmente, se puede ver que los funcionales E0 y E1

tampoco son acotados.

Tiene sentido que este ejemplo falle: como el espacio L2([0, 1]) es un conjunto de clases

de equivalencia en casi todo punto de funciones, los funcionales de evaluación no están

bien definidos pues los conjuntos unipuntuales tienen medida 0, aśı que no hay forma de

darle una estructura de RKHS en el intervalo [0, 1]. Citando una frase recurrente de D. G.

Carando: “Gracias al teorema de aplicación abierta, en ĺıneas generales, un operador entre

espacios de Banach es acotado si y sólo si está bien definido.” Recordemos que C([0, 1])

no era completo con el producto interno dado.

En [14], I. Steinwart prueba que si T es un espacio métrico compacto no contable, entonces

no existe ningún RKHS en T que contenga a C(T ).

Ejemplo 1.1.5 (espacio de Sobolev en el intervalo). Sea H el espacio de funciones f :

[0, 1] → R absolutamente continuas tales que f(0) = f(1) = 0 y f ′ ∈ L2([0, 1]). El

producto interno en H está dado por

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f ′(x)g′(x)dx.

Dados t ∈ [0, 1] y f ∈ H, por la desigualdad de Hölder tenemos que

|f(t)| =

∣∣∣∣ ∫ t

0

f ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|f ′(x)|dx =

∫ 1

0

∣∣f ′(x)χ[0,t](x)
∣∣dx

≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|2dx
)1/2(∫ 1

0

|χ[0,t](x)|2dx
)1/2

=
√
t||f ||H.

Por lo tanto, el funcional de evaluación en t es acotado con ||Et|| ≤
√
t.

Para ver la completitud, notemos que si (fn)n∈N es una sucesión de Cauchy en H, en-

tonces por la desigualdad anterior, debe ser puntualmente de Cauchy. Luego conver-

ge puntualmente, digamos a una función f . Por otra parte, la sucesión (f ′
n)n∈N es de

Cauchy en L2([0, 1]), aśı que converge en || · ||L2 a una cierta función g ∈ L2([0, 1]). Como

|| · ||L1 ≤ || · ||L2 , tenemos que para t ∈ [0, 1]:

f(t) = ĺım
n→∞

fn(t) = ĺım
n→∞

∫ t

0

f ′
n(x)dx =

∫ t

0

g(x)dx,

de donde se ve que f es absolutamente continua con f ′ = g ∈ L2([0, 1]). De la continuidad

de los funcionales E0 y E1 se desprende que f(0) = f(1) = 0 por lo que f ∈ H y fn
H−→ f .

Calculemos el núcleo reproductor de H en t ∈ [0, 1]. Si f ∈ H, entonces integrando
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formalmente por partes,

f(t) = ⟨f,Kt⟩ =

∫ 1

0

f ′(x)K ′
t(x)dx = f(x)K ′

t(x)

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

f(x)K ′′
t (x)dx

= −
∫ 1

0

f(x)K ′′
t (x)dx.

Si denotamos δt a la delta de Dirac, entonces podemos pensar que f(t) =
∫ 1

0
f(x)δt(x)dx.

Por lo tanto, Kt debe satisfacer (al menos formalmente) el problema de contorno{
−K ′′

t = δt

Kt(0) = Kt(1) = 0
.

Integrando dos veces y sustituyendo las condiciones de contorno, se llega a la expresión

Kt(x) =

{
(1− t)x si x ≤ t

(1− x)t si x ≥ t
.

La función Kt aśı definida es efectivamente un elemento de H, y para f ∈ H,

⟨f,Kt⟩ =

∫ 1

0

f ′(x)K ′
t(x)dx =

∫ t

0

f ′(x)(1− t)dx+

∫ 1

t

f ′(x)(−t)dx

= (1− t)f(t) + tf(t)

= f(t).

Como se ve de este ejemplo, en general no es fácil caracterizar el núcleo reproductor

de un RKHS. Sin embargo, tener una tal caracterización proporciona ventajas enormes.

Una de ellas es la posibilidad de calcular de forma exacta la norma de los funciona-

les de evaluación. Para probar que H era un RKHS, dimos la estimación ||Et|| ≤
√
t.

Conociendo expĺıcitamente el núcleo, podemos decir aún más: gracias a (1.1) tenemos

||Et|| =
√
K(t, t) =

√
t(1− t). Sin la ayuda de esta teoŕıa, no era para nada evidente que

la estimación anterior se pod́ıa mejorar. Pero por (1.1), el cálculo de ||Et|| se redujo a una

simple sustitución.

1.2. Resultados generales

A continuación se demuestran algunos resultados básicos (pero fundamentales) de la teoŕıa

de RKHSs.

Proposición 1.2.1. Sea H un RKHS en un conjunto T con núcleo K. Entonces el subes-

pacio generado por las funciones Kt = K(·, t) es denso en H.
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Demostración. Supongamos que una función f ∈ H es ortogonal a todas las funciones

Kt. Luego, para cada t ∈ T se tiene que

0 = ⟨f,Kt⟩ = f(t),

de donde concluimos que f = 0, lo cual termina la prueba.

La siguiente proposición establece que un RKHS queda totalmente determinado por su

núcleo reproductor. Este resultado es la mitad de la correspondencia mencionada al prin-

cipio del caṕıtulo.

Proposición 1.2.2. Sean H1,H2 dos RKHSs en un conjunto T con núcleos K1, K2 res-

pectivamente. Llamemos || · ||i a la norma del espacio Hi. Si K1(s, t) = K2(s, t) para

cualesquiera s, t ∈ T , entonces H1 = H2 y ||f ||1 = ||f ||2 para toda f ∈ H1 = H2.

Demostración. Llamemos K = K1 = K2, Kt = K(·, t) y W = [Kt]t∈T ⊆ H1 ∩ H2. Por la

proposición anterior, sabemos que W es denso en H1 y en H2 con sus respectivas normas.

Si f =
∑

i αiKti ∈ W , podemos decir que

||f ||21 =
∑
i,j

αiᾱj⟨Kti , Ktj⟩H1 =
∑
i,j

αiᾱjK(tj, ti) =
∑
i,j

αiᾱj⟨Kti , Ktj⟩H2 = ||f ||22,

de donde ||f ||1 = ||f ||2.

Veamos ahora la igualdad de conjuntos: tomemos f ∈ H1 y veamos que f ∈ H2.

Como W es denso en H1, existe una sucesión (fn)n∈N ⊆ W tal que fn
||·||1−−→ f . Como

(fn)n∈N es de Cauchy en || · ||1 y las normas de ambos espacios coinciden en W , (fn)n∈N es

de Cauchy en || · ||2, por lo que existe g ∈ H2 tal que fn
||·||2−−→ g. Ahora bien, dado t ∈ T , el

funcional de evaluación Et es acotado en H1. Luego la convergencia en || · ||1 nos permite

afirmar que fn(t) → f(t). Por el mismo motivo, podemos también decir que fn(t) → g(t)

y en consecuencia f(t) = g(t). Como t ∈ T era arbitrario, concluimos que f = g ∈ H2.

Esto termina de probar que H1 ⊆ H2 y simétricamente se prueba la otra inclusión.

Por último, para f ∈ H1 = H2 tomemos (fn)n∈N ⊆ W tal que que fn
||·||1−−→ f . Entonces

vale que ||fn||1 → ||f ||1. Ahora, reproduciendo el argumento anterior se ve que fn
||·||2−−→ f

y luego también vale que ||fn||2 → ||f ||2. Como ||fn||1 = ||fn||2, concluimos que ||f ||1 =

||f ||2.

Antes de seguir nuestra discusión sobre RKHSs, necesitamos introducir un poco de ter-

minoloǵıa.

Sea {hs : s ∈ S} una familia de vectores en un espacio normado H indexada por un

conjunto S arbitrario. Decimos que

h =
∑
s∈S

hs
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Figura 1.1: El frame de Mercedes-Benz.

si para todo ε > 0, existe F0 ⊆ S finito tal que para todo F ⊆ S finito que contiene a

F0 vale que ||h −
∑

s∈F hs|| < ε. Esto se puede interpretar de la siguiente forma: Λ =

{F ⊆ S : F finito} es un conjunto dirigido cuando se lo ordena por inclusión. Si llamamos

xF =
∑

s∈F hs, decir que h =
∑

s∈S hs es equivalente a decir que la red (xF )F∈Λ converge

a h.

Definición 1.2.3. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno ⟨·, ·⟩. Una familia

de vectores {fs : s ∈ S} ⊆ H se dice un frame de Parseval si para cada f ∈ H vale que

||f ||2 =
∑
s∈S

|⟨f, fs⟩|2.

Notemos que, en general, un frame de Parseval no tiene por qué ser linealmente indepen-

diente. Por ejemplo, nada de la definición impide que el 0 sea un elemento de un frame

de Parseval. El siguiente ejemplo muestra un frame de Parseval que es “naturalmente”

linealmente dependiente.

Ejemplo 1.2.4. Identificando C = R2, consideramos en C el producto interno canónico

dado por ⟨x1 + ix2, y1 + iy2⟩ = x1y1 + x2y2. Sea ξ = e2πi/3 y consideremos el conjunto

F = {1, ξ, ξ2}. Si z = z1 + iz2 ∈ C, entonces

|⟨z, 1⟩|2 + |⟨z, ξ⟩|2 + |⟨z, ξ2⟩|2 = z21 +

(
z1

(
− 1

2

)
+ z2

√
3

2

)2

+

(
z1

(
− 1

2

)
− z2

√
3

2

)2

= z21 +
1

4
z21 +

3

4
z22 −

√
3

2
z1z2 +

1

4
z21 +

3

4
z22 +

√
3

2
z1z2

=
3

2
z21 +

3

2
z22

=
3

2
|z|2.

Si llamamos c =
√
2/3, por el cálculo anterior vale que F ′ = {c, cξ, cξ2} es un frame de

Parseval para C, que debe ser linealmente dependiente por cuestiones dimensionales.

Como los frames de Parseval se preservan por isometŕıas, iF ′ = {ic, icξ, icξ2} también es

un frame de Parseval. A este frame se lo denomina comúnmente frame de Mercedes-Benz

por motivos razonablemente obvios (ver Figura 1.1).

Los frames de Parseval (y los frames en general) son objetos centrales en la teoŕıa de

operadores y en la teoŕıa de muestreo. El art́ıculo [9] presenta las ideas generales detrás
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de los frames, junto con un poco de su historia y las preguntas actuales alrededor de ellos.

En este trabajo nos limitaremos a exponer algunas generalidades sobre ellos, para luego

relacionarlos con los RKHSs.

Proposición 1.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, {fs}s∈S ⊆ H. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

(1) {fs}s∈S es un frame de Parseval.

(2) La función V : H → ℓ2(S) dada por V h = (⟨h, fs⟩)s∈S es una isometŕıa bien

definida.

(3) Para todo h ∈ H se tiene que h =
∑

s∈S⟨h, fs⟩fs.

(4) Para h1, h2 ∈ H tenemos que ⟨h1, h2⟩ =
∑

s∈S⟨h1, fs⟩⟨fs, h2⟩.

Demostración.

(1) =⇒ (2) Como {fs}s∈S es un frame de Parseval, sabemos que para h ∈ H vale:

||h||2H =
∑
s∈S

|⟨h, fs⟩|2 = ||(⟨h, fs⟩)s∈S||2ℓ2(S) = ||V h||2ℓ2(S),

por lo que V resulta estar bien definida y es una isometŕıa.

(2) =⇒ (3) Si denotamos {es}s∈S ⊆ ℓ2(S) a la base canónica, podemos observar que

para h ∈ H se tiene

⟨h, V ∗es⟩ = ⟨V h, es⟩ = ⟨h, fs⟩,

por lo que V ∗es = fs. Como V es una isometŕıa, V ∗V = IH. Entonces,

h = V ∗V h = V ∗
(∑

s∈S

⟨h, fs⟩es
)

=
∑
s∈S

⟨h, fs⟩V ∗es =
∑
s∈S

⟨h, fs⟩fs.

(3) =⇒ (4) Escribiendo h1 =
∑

s∈S⟨h1, fs⟩fs tenemos que

⟨h1, h2⟩ =
〈∑

s∈S

⟨h1, fs⟩fs, h2

〉
=

∑
s∈S

⟨h1, fs⟩⟨fs, h2⟩.

(4) =⇒ (1) Para h ∈ H,

||h||2 = ⟨h, h⟩ =
∑
s∈S

⟨h, fs⟩⟨fs, h⟩ =
∑
s∈S

|⟨h, fs⟩|2,

lo cual termina la prueba.

Observación 1.2.6. Sea H es un espacio de Hilbert con base ortonormal {es}s∈S. Si
H0 ⊆ H es un subespacio cerrado y P : H → H0 es la proyección ortogonal sobre H0,

entonces {Pes}s∈S es un frame de Parseval para H0. En efecto, si h ∈ H0, entonces

||h||2 =
∑
s∈S

|⟨h, es⟩|2 =
∑
s∈S

|⟨Ph, es⟩|2 =
∑
s∈S

|⟨h, Pes⟩|2.
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La siguiente proposición dice que de hecho vale la vuelta.

Proposición 1.2.7 (Larson). Sea {fs}s∈S un frame de Parseval para un espacio de Hilbert

H. Entones existe un espacio de Hilbert K que contiene a H y una base ortonormal {es}s∈S
de K tal que para todo s ∈ S se tiene fs = Pes, donde P : K → H es la proyección

ortogonal.

Demostración. Sea K = ℓ2(S) y V : H → ℓ2(S) la isometŕıa de la Proposición 1.2.5. Vı́a

esta isometŕıa, identificamos a H con el subespacio V (H) de ℓ2(S).

Con esta identificación, tenemos que V ∗ = P pues para k ∈ K, h ∈ H vale

⟨V h, k⟩ = ⟨h, k⟩ = ⟨Ph, k⟩ = ⟨h, Pk⟩,

y por lo tanto, al igual que en la Proposición 1.2.5, Pes = V ∗es = fs para todo s ∈ S.

El siguiente teorema da una condición necesaria y suficiente para que una familia de

vectores en un RKHS sea un frame de Parseval.

Teorema 1.2.8 (Papadakis). Sea H un RKHS en un conjunto T con núcleo K y sea

{fs}s∈S ⊆ H. Luego, {fs}s∈S es un frame de Parseval si y sólo si para todos t, t′ ∈ T vale

que

K(t, t′) =
∑
s∈S

fs(t)fs(t′).

Demostración.

( =⇒ ) Como {fs}s∈S es un frame de Parseval, por la Proposición 1.2.5 tenemos que

K(t, t′) = ⟨Kt′ , Kt⟩ =
∑
s∈S

⟨Kt′ , fs⟩⟨fs, Kt⟩ =
∑
s∈S

⟨fs, Kt⟩⟨fs, Kt′⟩ =
∑
s∈S

fs(t)fs(t′).

( ⇐= ) Sea h =
∑

j αjKtj una combinación lineal finita de las funciones Ktj . Entonces,

||h||2 = ⟨h, h⟩ =
∑
i,j

αiᾱj⟨Kti , Ktj⟩ =
∑
i,j

αiᾱjK(tj, ti) =
∑
i,j

αiᾱj

∑
s∈S

fs(tj)fs(ti)

=
∑
i,j

αiᾱj

∑
s∈S

⟨fs, Ktj⟩⟨fs, Kti⟩ =
∑
s∈S

〈
fs,

∑
j

αjKtj

〉〈∑
i

αiKti , fs

〉
=

∑
s∈S

|⟨h, fs⟩|2.

Si llamamos L al subespacio generado por las funciones Kt, el cálculo anterior nos permite

decir que el operador V : L → ℓ2(S) dado por V h = (⟨h, fs⟩)s∈S es una isometŕıa bien

definida. Como L es denso en H, V se extiende a una isometŕıa V : H → ℓ2(S), probando

aśı que {fs}s∈S es un frame de Parseval.
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A continuación, daremos las definiciones necesarias para el enunciado del teorema de

Moore.

Recordemos que para una matriz A ∈ Cn×n, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A = A∗ y todos los autovalores de A son no negativos;

(ii) para todo α ∈ Cn vale que α∗Aα =
∑

i,j αiᾱjAij ≥ 0.

Si además A ∈ Rn×n, las condiciones anteriores son equivalentes a que A sea simétrica y

que para todo α ∈ Rn valga que αTAα ≥ 0. Diremos que A es una matriz positiva y

notaremos A ≥ 0 cuando A esté en las condiciones recién mencionadas. Notar que esto es

consistente con la noción de operador positivo en un espacio de Hilbert.

Definición 1.2.9. Sea T un conjunto y K : T × T → K una función. Diremos que K es

un núcleo en T si para todo n ∈ N y toda elección de n puntos distintos t1, . . . , tn ∈ T

vale que la matriz (K(ti, tj))i,j es positiva.

Proposición 1.2.10. Sea H un RKHS en un conjunto T con núcleo reproductor K.

Entonces K es un núcleo en T .

Demostración. Dados t1, . . . , tn ∈ T , tenemos que K(ti, tj) = ⟨Ktj , Kti⟩. En particular, la

matriz (K(ti, tj))i,j es hermitiana (o simétrica en el caso real). Si α1, . . . , αn ∈ K, entonces∑
i,j

αjᾱiK(ti, tj) =
∑
i,j

αjᾱi⟨Ktj , Kti⟩ =
〈∑

j

αjKtj ,
∑
i

αiKti

〉
≥ 0,

lo cual termina la prueba.

El teorema de Moore es simplemente la rećıproca de esta proposición.

Teorema 1.2.11 (Moore). Sea T un conjunto y K : T×T → K un núcleo en T . Entonces

existe un RKHS en T cuyo núcleo reproductor es K.

Demostración. Para cada t ∈ T , sea Kt : T → K la función dada por Kt(s) = K(s, t).

Notemos que si K es el núcleo de un RKHS H en T , éstas funciones deben generar un

subespacio denso en H. Luego, la idea es definir un producto interno en este subespacio

y luego completarlo para obtener un espacio de Hilbert.

Sea W = [Kt]t∈T ⊆ KT y sea B : W ×W → K definida por

B

(∑
i

αiKti ,
∑
j

βjKsj

)
:=

∑
i,j

αiβ̄jK(sj, ti),

donde αi, βj son escalares. Como una función de W puede ser expresada de muchas formas

distintas como combinación lineal de las funciones Kt, debemos ver que la definición de

B no depende de esa escritura. Para ello, basta ver que si f =
∑

i αiKti es idénticamente
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nula como función en T , entonces B(f, g) = B(g, f) = 0 para toda g ∈ W . Como las

funciones Kt generan al subespacio W , basta ver la igualdad anterior para g = Kt. En

este caso, tenemos que

B(f,Kt) =
∑
i

αiK(t, ti) = f(t) = 0,

pues f era la función nula. Simétricamente se ve la otra igualdad.

Una vez probada la buena definición, es inmediato ver que B resulta sesquilineal y her-

mitiana. Además, para f =
∑

i αiKti tenemos que

B(f, f) =
∑
i,j

αiᾱjK(xj, xi) ≥ 0

por definición de núcleo. Esto nos dice que B es un producto semiinterno en W . Por

último, si B(f, f) = 0, entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para productos

semiinternos vale que B(f, g) = 0 para toda g ∈ W . En particular, tomando g = Kt

tenemos que 0 = B(f,Kt) = f(t), probando aśı que f = 0. Podemos afirmar entonces que

B es un producto interno en W .

Ahora que W es un espacio vectorial con producto interno, podemos considerar H una

completación de W . Queremos identificar H con un subespacio adecuado de KT . Para

ello, definimos para cada h ∈ H la función ĥ : T → K dada por

ĥ(t) = ⟨h,Kt⟩H.

Esto define una transformación lineal L : H → KT dada por Lh = ĥ. Además, si Lh = 0,

entonces ⟨h,Kt⟩H = 0 para todo t ∈ T . Como las funciones Kt generan un subespacio

denso en H, esto implica que h = 0. Es decir, L es inyectiva.

Si Ĥ = Im(L), entonces L da un isomorfismo lineal entre H y Ĥ. Definiendo en Ĥ el

producto interno ⟨ĥ1, ĥ2⟩Ĥ = ⟨h1, h2⟩H, L resulta una isometŕıa entre H y Ĥ. Como H es

un espacio de Hilbert, Ĥ resulta un espacio de Hilbert con ese producto interno. Además,

para t ∈ T tenemos que

K̂t(s) = ⟨Kt, Ks⟩H = B(Kt, Ks) = Kt(s)

por lo que K̂t = Kt. Finalmente, si ĥ ∈ Ĥ y t ∈ T , tenemos que

⟨ĥ, K̂t⟩Ĥ = ⟨h,Kt⟩H = ĥ(t)

por la propia definición de ĥ. Como K̂t = Kt, esto prueba que Ĥ es un RKHS en T con

núcleo reproductor K.

Juntando el teorema de Moore (Teorema 1.2.11) con la Proposición 1.2.2, llegamos final-

mente a la correspondencia prometida.
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Si T es un conjunto, para cada núcleo K definido en T existe un único RKHS

en T cuyo núcleo reproductor es K, al cual denotamos H(K).

En ocasiones, es necesario especificar el conjunto sobre el cual el RKHS está definido.

En estos casos notaremos H(K,T ) al RKHS definido sobre el conjunto T con núcleo K.

Cuando haya riesgo de ambigüedad, notaremos || · ||K y ⟨·, ·⟩K a la norma y producto

interno del RKHS H(K).

Esta correspondencia entre RKHSs y núcleos es el corazón de la teoŕıa. El resto de este

caṕıtulo y el siguiente se dedican a explotarla.

A continuación presentamos un ejemplo de cómo hallar el RKHS correspondiente a un

núcleo dado.

Ejemplo 1.2.12. Sea T = N y consideramos en T el núcleo K(m,n) = n−pδm,n con

p ≥ 0. Buscamos caracterizar H(K).

Si llamamos en al n−ésimo vector canónico de KN, notemos que Kn = n−pen. Ahora bien,

dados m,n ∈ N,
⟨Kn, Km⟩K = K(m,n) = n−pδm,n,

por lo que {np/2Kn}n∈N es una sucesión ortonormal en H(K). Como esta sucesión genera

un subespacio denso, entonces resulta una base ortonormal de H(K). Luego, para a ∈
H(K), por la identidad de Parseval,

∞∑
n=1

np|an|2 =
∞∑
n=1

|⟨a, np/2Kn⟩K |2 = ||a||2K < +∞.

Rećıprocamente, si a ∈ KN es una sucesión tal que
∑∞

n=1 n
p|an|2 < +∞, tenemos que la

serie
∑∞

n=1 ann
pKn =

∑∞
n=1 anen converge en || · ||K a un elemento b ∈ H(K). Como la

convergencia en || · ||K implica convergencia puntual, obtenemos que para cada n ∈ N,
an = bn y luego a = b ∈ H(K). Juntando todo, llegamos a que

H(K) =

{
a ∈ KN :

∞∑
n=1

np|an|2 < +∞
}
.

Como conocemos expĺıcitamente una base ortonormal de H(K), no es dif́ıcil ver que el

producto interno está dado por

⟨a, b⟩K =
∞∑
n=1

npanb̄n.

1.3. Relación entre un núcleo y su RKHS asociado

Si bien es cierto que todo núcleo determina un único RKHS, en general es dif́ıcil caracteri-

zar tanto la clase de funciones que pertenece a dicho RKHS, como el producto interno del
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espacio. A este proceso de, dado un núcleo K, hallar una descripción concreta de H(K),

se lo conoce en la literatura como el problema de la reconstrucción. Los siguientes dos

resultados avanzan en la dirección de la primera parte de este problema: caracterizar la

clase de funciones que pertenece al RKHS definido por un núcleo.

Proposición 1.3.1. Sean T un espacio topológico y K un núcleo en T . Consideramos

en T × T la topoloǵıa producto. Si K : T × T → K es continua, entonces la aplicación

K• : T → H(K) dada por t 7→ Kt es continua, y todas las funciones de H(K) también lo

son.

Demostración. Dados s ∈ T y ε > 0, por la continuidad de K y la definición de topoloǵıa

producto, existe U ⊆ T entorno abierto de s tal que para todo (t, t′) ∈ U × U vale que

|K(t, t′)−K(s, s)| < ε2/3. Luego, si t ∈ U ,

||Kt −Ks||2 = |⟨Kt −Ks, Kt −Ks⟩| = |⟨Kt, Kt⟩ − ⟨Kt, Ks⟩ − ⟨Ks, Kt⟩+ ⟨Ks, Ks⟩|
= |K(t, t)−K(s, t)−K(t, s) +K(s, s)|
≤ |K(t, t)−K(s, s)|+ |K(s, s)−K(s, t)|+ |K(s, s)−K(t, s)|
< ε2.

Es decir, K•(U) ⊆ Bε(Ks), lo cual termina de probar que K• es continua.

Si f ∈ H(K) y s, t ∈ T , entonces

|f(s)− f(t)| = |⟨f,Ks −Kt⟩| ≤ ||f || ||Ks −Kt||, (1.2)

y la continuidad de f es consecuencia de la continuidad K•.

Notemos que de (1.2) se desprende que las funciones de H(K) heredan varias de las

propiedades anaĺıticas del núcleo K, como por ejemplo la continuidad uniforme, o la

Lipschitz continuidad.

El siguiente resultado, debido a R. Fortet, da una caracterización completa de la clase de

funciones que conforman un RKHS en términos de su núcleo reproductor. Fue publicado

sin demostración en [7, Théorème (1,1)]. La prueba brindada es original de este trabajo

(aunque probablemente no sea muy distinta de lo que teńıa en mente Fortet).

Proposición 1.3.2 (Fortet). Sean T un conjunto, K un núcleo no nulo en T y f : T → K
una función arbitraria. Entonces f ∈ H(K) si y sólo si

sup

∣∣∣∣∑i αif(ti)

∣∣∣∣2∑
i,j αiαjK(tj, ti)

< +∞, (1.3)

donde el supremo se toma sobre todas las posibles elecciones de finitos αi ∈ K y ti ∈ T

tales que el denominador de (1.3) es no nulo. Más aún, en este caso se tiene que (1.3)

coincide con ||f ||2K.
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Demostración. Llamemos W = [Kt]t∈T ⊆ H(K).

( =⇒ ) Consideremos el funcional φ : H(K) → K dado por φ(g) = ⟨g, f⟩K . Sabemos que

||f ||2K = ||φ||2 = sup
g∈H(K)\{0}

|φ(g)|2

||g||2K
= sup

g∈H(K)\{0}

|⟨g, f⟩K |2

⟨g, g⟩K
= sup

g∈W\{0}

|⟨g, f⟩K |2

⟨g, g⟩K
,

donde en la última igualdad usamos que W ⊆ H(K) es denso. Si g =
∑

i αiKti ∈ W\{0},
entonces

⟨g, f⟩K =

〈
f,
∑
i

αiKti

〉
K

=
∑
i

αi⟨f,Kti⟩K =
∑
i

αif(ti),

y por otra parte

⟨g, g⟩K =

〈∑
i

αiKti ,
∑
j

αjKtj

〉
K

=
∑
i,j

αiαj⟨Kti , Ktj⟩K =
∑
i,j

αiαjK(tj, ti).

Sustituyendo esto en lo anterior, obtenemos que

sup

∣∣∣∣∑i αif(ti)

∣∣∣∣2∑
i,j αiαjK(tj, ti)

= ||f ||2K < +∞.

( ⇐= ) Definamos φ : W → K por φ(Kt) = f(t) y extendido por linealidad. Como {Kt}t∈T
no tiene por qué ser linealmente independiente, debemos ver que φ está bien definido. Es

decir, debemos ver que si
∑

i αiKti es la función nula, entonces
∑

i αif(ti) = 0.

Argumentando por el absurdo, sea g la función nula y supongamos que podemos es-

cribir a g como una combinación lineal no trivial g =
∑n

i=1 αiKti , de manera tal que∑n
i=1 αif(ti) ̸= 0. Como K es no nulo, existe t0 ∈ T tal que Kt0 ̸= 0. Luego si ε > 0, vale

que gε = g + εKt0 = εKt0 ̸= 0. Consecuentemente, tenemos que

0 < ⟨gε, gε⟩K = ε2⟨Kt0 , Kt0⟩K = ε2K(t0, t0).

Por otra parte, llamando α0 = ε,

⟨gε, gε⟩K = ⟨g + εKt0 , g + εKt0⟩K =

〈 n∑
i=0

αiKti ,

n∑
j=0

αjKtj

〉
K

=
n∑

i,j=0

αiαjK(tj, ti).

Juntando todo, esto quiere decir que

n∑
i,j=0

αiαjK(tj, ti) = ε2K(t0, t0) > 0.

Luego, podemos argumentar que∣∣∣∣∑n
i=0 αif(ti)

∣∣∣∣2∑n
i,j=0 αiαjK(tj, ti)

=

∣∣∣∣εf(t0) +∑n
i=1 αif(ti)

∣∣∣∣2
ε2K(t0, t0)

ε→0+−−−→ +∞
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pues
∑n

i=1 αif(ti) ̸= 0, lo cual contradice la hipótesis (1.3). Esto termina de probar que

φ está bien definido.

Tenemos entonces que φ : W → K es un funcional lineal bien definido. Más aún, φ es

acotado por (1.3) y se extiende por densidad a un funcional acotado φ : H(K) → K con

la misma norma. Por el teorema de representación de Riesz, existe f̂ ∈ H(K) tal que

φ = ⟨·, f̂⟩K . Finalmente, para t ∈ T se tiene que

f̂(t) = ⟨f̂ , Kt⟩ = ⟨Kt, f̂⟩ = φ(Kt) = f(t),

de donde f = f̂ ∈ H(K).

El resto de resultados de esta sección están dirigidos a construir nuevos RKHSs a partir

de espacios preexistentes, y a analizar cómo es la relación entre ellos.

1.3.1. Núcleos de subespacios cerrados

Proposición 1.3.3. Sea H un RKHS en un conjunto T con núcleo reproductor K y sea

S ⊆ H(K) un subespacio cerrado. Denotemos por P : H → S a la proyección ortogonal

sobre S. Entonces S es un RKHS en T con núcleo reproductor KS, que satisface KS
t =

PKt para todo t ∈ T .

Demostración. Como S es cerrado, es un espacio de Hilbert con el producto interno

inducido por H. Además, como los funcionales de evaluación de S son las restricciones a

S de los funcionales de evaluación de H, éstos resultan acotados. Por lo tanto, S es un

RKHS en T .

Si f ∈ S y t ∈ T , por ser P un operador autoadjunto vale que

f(t) = ⟨f,Kt⟩H = ⟨Pf,Kt⟩H = ⟨f, PKt⟩S,

y luego KS
t = PKt como queŕıamos ver.

Corolario 1.3.4. Sean H un RKHS en un conjunto T con núcleo K, F ⊆ H un subespacio

cerrado y H = F⊥. Llamemos KF y KH a los respectivos núcleos reproductores. Entonces,

K = KF +KH .

Demostración. Si PF y PH denotan a las proyecciones ortogonales sobre F y H respecti-

vamente, por la Proposición 1.3.3 tenemos que, para t ∈ T ,

Kt = PFKt + PHKt = KF
t +KH

t ,

y por lo tanto K = KF +KH .
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1.3.2. RKHS en un conjunto finito

Proposición 1.3.5. Sea T un conjunto finito y sea K un núcleo en T . Identificamos a K

con la matriz (K(s, t))s,t∈T . Supongamos además que la matriz K es inversible. Entonces,

H(K) = KT con el producto interno dado por

⟨f, g⟩K =
∑
s,t∈T

g(t)K−1(t, s)f(s).

Demostración. El subespacio [Kt]t∈T es denso en H(K) pero, como es de dimensión finita,

también es cerrado en H(K). Luego, debe ser que H(K) = [Kt]t∈T = KT , ya que como la

matriz K es inversible, las funciones Kt son linealmente independientes.

Si g =
∑

t αtKt entonces g(s) = ⟨g,Ks⟩K =
∑

t αtK(s, t). Matricialmente, esto se puede

escribir como

(K(s, t))s,t∈T · (αt)t∈T = (g(s))s∈S,

y luego αt =
∑

s g(s)K
−1(t, s), de donde obtenemos que g =

∑
s,t∈T K−1(t, s)g(s)Kt.

Finalmente, si f, g ∈ H(K) entonces

⟨f, g⟩K =

〈 ∑
s′,t′∈T

K−1(t′, s′)f(s′)Kt′ ,
∑
s,t∈T

K−1(t, s)g(s)Kt

〉
=

∑
s,s′,t,t′

f(s′)g(s)K−1(t′, s′)K(t, t′)K−1(t, s)

=
∑
s,s′,t

f(s′)g(s)K−1(s, t)
∑
t′

K(t, t′)K−1(t′, s′)︸ ︷︷ ︸
δt,s′

=
∑
s,t∈T

f(t)g(s)K−1(s, t),

como queŕıamos probar.

1.3.3. Restricción de un núcleo

Sean T un conjunto, K un núcleo definido en T y T0 ⊆ T . La restricción K|T0×T0 de K

a T0 define un núcleo en T0. En lo que sigue, buscamos entender el RKHS asociado a la

restricción de K en términos de H(K).

Para no sobrecargar la notación, notaremos

H(K,T0) := H(K|T0×T0).

Esto es consistente con la notación H(K,T ) := H(K) mencionada inmediatamente des-

pués de la demostración del teorema de Moore.
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Proposición 1.3.6. Sean T un conjunto, K un núcleo en T y T0 ⊆ T . Si llamamos

H = H(K,T ) y H0 = H(K,T0), entonces H0 = {f |T0 : f ∈ H} y la norma de H0 está

dada por

||g||H0 = mı́n{||f ||H : f ∈ H, f |T0 = g}.

En particular, la aplicación {f ∈ H : f |T0 = 0}⊥ → H0 dada por f 7→ f |T0 es un

isomorfismo isométrico.

Demostración. Sea

F := {f ∈ H : f |T0 = 0} =
⋂
t∈T0

kerEt,

que resulta un subespacio cerrado de H. Consideremos H = F⊥. Tanto F como H son

RKHSs en T pues son subespacios cerrados de H. Si llamamos KF y KH a sus respectivos

núcleos reproductores, por el Corolario 1.3.4 se tiene que K = KF +KH . En particular,

notemos que si t ∈ T0 entonces KF
t (s) = KF

s (t) = 0 pues KF
s ∈ F . Dicho de otro modo,

KF
t = 0 y luego Kt = KH

t .

Sea H1 := {f |T0 : f ∈ H} y definamos L : H → H1 por Lf = f |T0 . Es claro que kerL = F

y que Im(L) = H1. Si consideramos en H1 la norma cociente

||g||H1 = ı́nf
Lf=g

||f ||H,

entonces L se restringe a un isomorfismo isométrico L : H → H1. En particular, tenemos

que (H1, || · ||H1) es un espacio de Hilbert y el ı́nfimo que define a la norma cociente se

realiza en H.

Por último, si t ∈ T0, ya vimos que Kt = KH
t ∈ H. Si f ∈ H, vale que

f |T0(t) = f(t) = ⟨f,Kt⟩H = ⟨Lf, LKt⟩H1 = ⟨f |T0 , Kt|T0⟩H1 ,

lo cual prueba que H1 es un RKHS cuyo núcleo reproductor es la restricción de K a T0.

Por la Proposición 1.2.2, vale que H0 = H1 y || · ||H0 = || · ||H1 , como queŕıamos ver.

Observación 1.3.7. Manteniendo la notación de la Proposición 1.3.6, en su demostración

se vió que para t ∈ T0 vale que Kt = KH
t .

Observación 1.3.8. Sean T un conjunto, S ⊆ T y K un núcleo en T . De la Proposición

1.3.6 se desprende que para cada f ∈ H(K,S), existe F ∈ H(K,T ) tal que F |S = f y

||F ||H(K,T ) = ||f ||H(K,S).

Definición 1.3.9. Sean T un conjunto, K un núcleo en T y T0 ⊆ T . Decimos que T0 es

un conjunto determinante para H(K) si {f ∈ H(K) : f |T0 = 0} = {0}.

En vistas de la Proposición 1.3.6, tenemos lo siguiente.

Proposición 1.3.10. Sea T un conjunto, K un núcleo en T y T0 ⊆ T . Llamemos H al

RKHS en T definido por K y H0 al RKHS en T0 definido por la restricción de K. Son

equivalentes
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(1) T0 es un conjunto determinante para H;

(2) la aplicación H → H0 dada por f 7→ f |T0 es un isomorfismo isométrico;

(3) toda f ∈ H0 se extiende de forma única a una f̂ ∈ H y vale que ||f̂ ||H = ||f ||H0;

(4) el subespacio [Kt]t∈T0 es denso en H;

(5) la familia de funcionales acotados {⟨·, Kt⟩H}t∈T0 separa puntos de H.

Demostración.

(1) =⇒ (2) Esta implicación es consecuencia de la Proposición 1.3.6, y de que, como T0

es determinante, para cada g ∈ H0 existe una única f ∈ H tal que f |T0 = g.

(2) =⇒ (3) Es inmediato, reinterpretando qué significa que la acción de restringir a T0

sea un isomorfismo isométrico.

(3) =⇒ (4) Basta ver que si f ∈ H es ortogonal a todas las funciones Kt con t ∈ T0,

entonces f = 0. Pero en este caso, se tiene 0 = ⟨f,Kt⟩ = f(t) para todo t ∈ T0. Dicho de

otra forma, f |T0 = 0. Por (3), f |T0 admite una única posible extensión a un elemento de

H y como la función nula es una posible extensión, debe ser f = 0.

(4) =⇒ (5) Si f ∈ H es ortogonal a todas las funciones Kt con t ∈ T0, como éstas

generan un subespacio denso en H, tenemos necesariamente que f = 0, lo cual prueba

(5).

(5) =⇒ (1) Si f |T0 = 0 entonces f y la función nula no se pueden separar por ningún

funcional ⟨·, Kt⟩H con t ∈ T0, por lo que deben ser iguales.

1.3.4. Suma de núcleos

Proposición 1.3.11. Sea T un conjunto, K1, K2 dos núcleos en T y K = K1 + K2.

Llamemos H1,H2 y H a los RKHSs inducidos por K1, K2 y K, respectivamente. Entonces

H = {f1 + f2 : fi ∈ Hi} y la norma en H está dada por

||f ||2H = ı́nf
f=f1+f2

||f1||2H1
+ ||f2||2H2

,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las descomposiciones f = f1 + f2 con fi ∈ Hi.

Demostración. Consideremos el espacio K = H1 ×H2, que es un espacio de Hilbert con

el producto interno dado por

⟨(f1, f2), (g1, g2)⟩ = ⟨f1, g1⟩1 + ⟨f2, g2⟩2,

y norma dada por

||(f1, f2)||2 = ||f1||21 + ||f2||22.
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Sea K0 := {(f,−f) : f ∈ H1 ∩ H2} ⊆ K. Veamos que K0 es un subespacio cerrado de

K. Si una sucesión ((fn,−fn))n∈N en K0 converge a (f, g) ∈ K, entonces fn
||·||1−−→ f y

−fn
||·||2−−→ g. Como en cada Hi los funcionales de evaluación son acotados, esto implica

que para cada t ∈ T se tiene que fn(t) → f(t) y −fn(t) → g(t), de donde concluimos que

g = −f ∈ H1 ∩H2 y en consecuencia (f, g) = (f,−f) ∈ K0.

Sea L : K → KT la transformación lineal definida por L(f1, f2) = f1+f2. Es inmediato de

la definición que ker(L) = K0. Si llamamos S = Im(L), entonces L induce un isomorfismo

L̄ : K/K0 → S. Definiendo para f ∈ S la norma ||f || := ||L̄−1f ||, L̄ resulta ser un

isomorfismo isométrico y, al ser K/K0 un espacio de Hilbert (de hecho isométricamente

isomorfo a K⊥
0 ), tenemos entonces que S equipado con la norma || · || es un espacio de

Hilbert. Afirmamos que S = H(K). En vistas de la Proposición 1.2.2, para verlo, nos

basta con probar que el núcleo reproductor de S es K. Para ello, buscamos entender

mejor el producto interno de S.

Por teoŕıa general de espacios de Hilbert, sabemos que la proyección al cociente K⊥
0 →

K/K0, h 7→ h̄ es un isomorfismo isométrico. Entonces, para f = f1 + f2, g = g1 + g2 con

fi, gi ∈ Hi y (f1, f2), (g1, g2) ∈ K⊥
0 , tenemos que

⟨f, g⟩ = ⟨L̄−1f, L̄−1g⟩ = ⟨(f1, f2), (g1, g2)⟩ = ⟨(f1, f2), (g1, g2)⟩ = ⟨f1, g1⟩1 + ⟨f2, g2⟩2.

Para t ∈ T , sabemos que Ki
t := Ki(·, t) ∈ Hi. Además, para f ∈ H1 ∩H2, podemos decir

que

⟨(f,−f), (K1
t , K

2
t )⟩ = ⟨f,K1

t ⟩1 + ⟨−f,K2
t ⟩2 = f(x)− f(x) = 0,

de donde (K1
t , K

2
t ) ∈ K⊥

0 . Luego, dada g = g1 + g2 con (g1, g2) ∈ K⊥
0 , tenemos que

⟨g,K(·, t)⟩ = ⟨g1 + g2, K
1
t +K2

t ⟩ = ⟨g1, K1
t ⟩1 + ⟨g2, K2

t ⟩2 = g1(t) + g2(t) = g(t).

Esto prueba que el núcleo reproductor de S es K y, consecuentemente, H(K) = S.

Si recordamos la definición de la norma del cociente K/K0 y tenemos en cuenta que

L̄−1f = (f1, f2) si y sólo si f = f1 + f2, para f ∈ H(K) vale que

||f ||2 = ı́nf
f=f1+f2

||(f1, f2)||2 = ı́nf
f=f1+f2

||f1||21 + ||f2||22,

donde el ı́nfimo se toma sobre todas las descomposiciones f = f1 + f2 con fi ∈ Hi.

1.4. Dominancia de núcleos

En esta última sección desarrollamos los conceptos generales de RKHSs necesarios para

abordar la generalización de la ley cero-uno de Driscoll en el Caṕıtulo 2. Introducimos

las nociones de dominancia y dominancia nuclear de núcleos de RKHSs, y demostramos

una fórmula para la traza de un operador de dominancia en términos de trazas de ciertas

matrices positivas. Éstos resultados son tomados de [11, Section 4]. A lo largo de esta

sección, todos los espacios de Hilbert son reales.
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Definición 1.4.1. Sea T un conjunto y sean K,R dos núcleos en T . Decimos que R

domina a K y notamos K ≤ R si H(K) ⊆ H(R).

Proposición 1.4.2. Sea T un conjunto y sean K,R dos núcleos en T . Supongamos que

K ≤ R. Entonces el operador de inclusión I : H(K) → H(R) es acotado.

Demostración. Sea H = H(K + R). Por la Proposición 1.3.11 y teniendo en cuenta que

H(K) ⊆ H(R), vale la igualdad de conjuntos H = H(K) +H(R) = H(R). De la misma

proposición se desprende que ||f ||H ≤ ||f ||R para toda f ∈ H(R), por lo que la identidad

H(R) → H es acotada. Como H = H(R) es completo respecto de ambas normas, por el

teorema de aplicación abierta tenemos que la identidad H → H(R) también es acotada.

Nuevamente, por la Proposición 1.3.11, sabemos que para cada f ∈ H(K) se tiene que

||f ||H ≤ ||f ||K y, en consecuencia, la inclusión H(K) → H es acotada. Componiendo con

la identidad H → H(R), concluimos que la inclusión H(K) → H(R) es acotada como

queŕıamos probar.

Observación 1.4.3. Sean K,R son dos núcleos en un conjunto T tales que K ≤ R, y

llamemos I : H(K) → H(R) al operador de inclusión. Si f ∈ H(K), entonces If ∈ H(R)

coincide con f como función de T en R. Por este motivo, es usual omitir el operador de

inclusión para no sobrecargar la notación, y muchas veces nos referiremos a elementos

de H(K) como elementos de H(R). Este abuso de notación no es muy dañino, pues la

definición de dominancia es justamente que, a nivel de conjuntos, los elementos de H(K)

sean a su vez elementos de H(R).

Antes de dar la siguiente definición, recordemos la noción de operador nuclear.

Definición 1.4.4. Sean H un espacio de Hilbert y L : H → H un operador compacto.

Luego el operador L∗L es compacto y positivo. Llamemos (s2n)n∈N a la sucesión de ele-

mentos no nulos del espectro de L∗L contados con multiplicidad, con sn > 0 y sn+1 ≤ sn
para todo n ∈ N. (Observemos que (sn)n∈N no es otra cosa que la sucesión de valores

singulares de L). Decimos que L es un operador nuclear si∑
n∈N

sn < +∞. (1.4)

Se puede probar que si L : H → H es un operador positivo, entonces L es nuclear si y

sólo si ∑
s∈S

⟨Les, es⟩ < +∞ (1.5)

para alguna (o equivalentemente, toda) base ortonormal {es}s∈S de H. Más aún, el valor

de la serie (1.5) no depende de la base ortonormal elegida, y de hecho coincide con el

valor de la serie (1.4). La traza de L se define como ese valor y la denotamos Tr(L). Una

exposición más completa de esta clase de operadores puede hallarse en [12, Chapter 16].
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Definición 1.4.5. Sea T un conjunto y sean K,R dos núcleos en T tales que K ≤
R. Denotando I : H(K) → H(R) al operador de inclusión, llamamos operador de

dominancia al operador L = II∗ : H(R) → H(R). Decimos que la dominancia K ≤ R

es nuclear, y notamos K ≪ R, si el operador de dominancia es nuclear.

Observación 1.4.6. Si K ≤ R, el operador de dominancia L : H(R) → H(R) queda

caracterizado por la propiedad

LRt = Kt ∀t ∈ T. (1.6)

En efecto, si I : H(K) → H(R) denota a la inclusión, por definición vale que L = II∗. En

particular, Im(L) ⊆ H(K). Entonces, para s, t ∈ T vale:

LRt(s) = ⟨II∗Rt, Ks⟩K = ⟨I∗Rt, Ks⟩K = ⟨Rt, IKs⟩R = ⟨Rt, Ks⟩R = Ks(t) = Kt(s).

Además, como [Rt]t∈T es denso en H(R), L es el único operador acotado que verifica (1.6).

Observación 1.4.7. Sean K,R dos núcleos en un conjunto T tales que K ≤ R. Luego,

dados g ∈ H(K) y t ∈ T ,

⟨LRt, g⟩K = ⟨Kt, g⟩K = g(t) = ⟨Rt, g⟩R.

Por lo tanto, de la densidad de [Rt]t∈T en H(R) se desprende que para toda f ∈ H(R),

⟨Lf, g⟩K = ⟨f, g⟩R. (1.7)

Ejemplo 1.4.8. Sea T = N y consideremos en T los núcleos R(m,n) = δm,n y K(m,n) =

n−pδm,n con p ≥ 0. Por el Ejemplo 1.2.12, tenemos que H(R) = ℓ2 con el producto interno

usual, y que

H(K) =

{
a ∈ RN :

∞∑
n=1

np|an|2 < ∞
}
, ⟨a, b⟩K =

∞∑
n=1

npanbn.

Es claro que K ≤ R. Llamemos L : H(R) → H(R) al operador de dominancia. Teniendo

en cuenta la Observación 1.4.7, para a ∈ H(R),

(La)n = ⟨La,Kn⟩K = ⟨a,Kn⟩R = ⟨a, n−pRn⟩R = n−pan.

Es decir, La = (n−pan)n∈N. Notar que en particular, como Rn no es más que el n−ésimo

vector canónico en, LRn = n−pRn. Por último, al ser {Rn}n∈N = {en}n∈N una base

ortonormal de H(R) = ℓ2,

Tr(L) =
∞∑
n=1

⟨LRn, Rn⟩R =
∞∑
n=1

⟨n−pen, en⟩ℓ2 =
∞∑
n=1

1

np
,

de donde K ≪ R si y sólo si p > 1.

Con esencialmente el mismo argumento, definiendo K(m,n) = cnδm,n con c = (cn)n∈N
una sucesión de números reales positivos, se puede ver que K ≤ R si y sólo si c ∈ ℓ∞, y

que K ≪ R si y sólo si c ∈ ℓ1.
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De las Observaciones 1.4.6 y 1.4.7, se ve que hay ciertas similitudes entre los operadores

de dominancia y los operadores de proyección ortogonal. Por ejemplo, ambos operadores

se definen esencialmente como el operador adjunto de una inclusión. Sin embargo, la

diferencia crucial entre ellos es que en el caso de la proyección ortogonal, se considera en

el subespacio la norma inducida, mientras que esto no es aśı en el caso del operador de

dominancia.

Aunque la analoǵıa no sea perfecta, permite generar algo de intuición en relación a la do-

minancia nuclear. Concretamente, para proyectores ortogonales tenemos que un operador

de proyección ortogonal es nuclear si y sólo si su imagen tiene dimensión finita. Si bien

esto no es necesariamente cierto para los operadores de dominancia (como se vió en el

Ejemplo 1.4.8), se podŕıa extrapolar por analoǵıa que un núcleo R domina nuclearmente a

un núcleo K cuando H(K) “es pequeño en relación a H(R)”, lo cual justifica la notación

K ≪ R.

Hasta ahora tenemos que toda dominancia K ≤ R produce un operador positivo L :

H(R) → H(R). La siguiente proposición dice que todos los operadores positivos en un

RKHS son de esta forma.

Proposición 1.4.9. Sean T un conjunto, R un núcleo en T y L : H(R) → H(R) un

operador positivo. Entonces K(s, t) = ⟨LRs, Rt⟩ define un núcleo en T tal que K ≤ R y

L resulta ser el operador de dominancia.

Demostración. Dados t1, . . . , tn ∈ T y α1, . . . , αn ∈ R, tenemos que∑
i,j

αiαjK(ti, tj) =
∑
i,j

αiαj⟨LRti , Rtj⟩ =
〈
L

(∑
i

αiRti

)
,
∑
j

αiRtj

〉
≥ 0

por ser L ≥ 0. Además, al ser L autoadjunto vale que K(s, t) = ⟨LRs, Rt⟩ = ⟨Rs, LRt⟩ =
⟨LRt, Rs⟩ = K(t, s), lo cual termina de probar que K es un núcleo.

Para ver que K ≤ R, primero notemos que si m > 0, entonces de la Proposición 1.3.2

se desprende que los conjuntos H(mR) y H(R) son iguales (a pesar de que los productos

internos de cada espacio no lo son). Ahora bien, si s, t ∈ T ,

(mR)(s, t)−K(s, t) = m⟨Rs, Rt⟩ − ⟨LRs, Rt⟩ = ⟨(mIH(R) − L)Rs, Rt⟩.

Para m > ||L||, el operador mIH(R) − L es positivo. En efecto, si h ∈ H(R),

⟨(mIH(R) − L)h, h⟩ = m||h||2 − ⟨Lh, h⟩ ≥ m||h||2 − ||L|| ||h||2 ≥ 0.

Consecuentemente, mR − K es un núcleo en T . Por la Proposición 1.3.11, se tiene la

igualdad de conjuntos

H(R) = H(mR) = H(mR−K) +H(K)

y, en particular, H(K) ⊆ H(R), lo cual prueba que K ≤ R.
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Por último, si s, t ∈ T entonces

LRs(t) = ⟨LRs, Rt⟩ = K(s, t) = Ks(t).

Es decir, LRs = Ks. Por la Observación 1.4.6, concluimos que L es el operador de domi-

nancia.

En el Caṕıtulo 2 será de gran importancia poder reducirnos a situaciones en las que los

RKHSs involucrados sean separables. Por ejemplo, la fórmula de la traza (Proposición

1.4.20) es válida en este contexto. En lo que sigue, buscaremos entender mejor cuándo el

RKHS asociado a un núcleo dado es separable, qué propiedades adicionales cumple y con

qué argumentos se pueden efectuar dichas reducciones.

El siguiente lema muestra cómo “intercalar” un RKHS entre dos RKHSs en dominancia

nuclear.

Lema 1.4.10. Sean T un conjunto y K,R dos núcleos en T tales que K ≪ R. Entonces

existe un núcleo R0 en T tal que K ≪ R0 ≤ R y H(R0) es separable.

Demostración. Llamemos L al operador de dominancia de R sobre K. Como L es nuclear,

es en particular compacto y luego Im(L) es un subespacio separable de H(R). Sea H0 :=

Im(L), donde la clausura se toma respecto de la norma || · ||R. Tenemos que H0 es un

subespacio cerrado de un RKHS y es por ende un RKHS en śı mismo, digamos con núcleo

R0. Además es separable por ser la clausura de un subespacio separable. Veamos que

R0 ≥ K.

Si f ∈ H(R)⊖H0, entonces para cada t ∈ T vale que ⟨f, LRt⟩R = 0. Por la Observación

1.4.6 sabemos que LRt = Kt, de donde concluimos que ⟨f, g⟩R = 0 para toda g ∈ [Kt]t∈T .

Por último, si g ∈ H(K), existe una sucesión (gn)n∈N ⊆ [Kt]t∈T tal que gn
||·||K−−−→ g. Como

el operador de inclusión H(K) → H(R) es acotado, esto implica que gn
||·||R−−→ g y como

⟨f, gn⟩R = 0 para todo n ∈ N, concluimos que ⟨f, g⟩R = 0. Esto prueba que

H(R)⊖H0 ⊆ H(R)⊖H(K),

y consecuentemente H(K) ⊆ H0 (notar que H(K) no tiene por qué cer cerrado en H(R)

respecto de la norma || · ||R). En particular, H(K) ⊆ H0 como queŕıamos ver.

Por último, si P : H(R) → H0 denota a la proyección ortogonal, entonces sabemos por la

Proposición 1.3.3 que PRt = R0
t . Si f ∈ H(K), tenemos que

⟨f, LPRt⟩K = ⟨f, PRt⟩R = ⟨f,R0
t ⟩R = f(t).

Es decir, LR0
t = Kt. Por lo tanto, la restricción de L a H1 es el operador de dominancia de

R0 sobre K y, como L es nuclear y positivo, su restricción también lo es, lo cual termina

de probar que R0 ≫ K.

Definición 1.4.11. Sea T un conjunto y K un núcleo en T . La pseudo-métrica aso-

ciada a K es la pseudo-métrica dK definida por dK(s, t) := ||Ks −Kt||K .
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Observación 1.4.12. La pseudo-métrica dK resulta ser una métrica si y sólo si H(K)

separa puntos de T . Es decir, si dados s, t ∈ T distintos existe f ∈ H(K) tal que f(s) ̸=
f(t). En particular, esto ocurre si {Kt}t∈T es linealmente independiente.

Lema 1.4.13. Sea T un conjunto y K un núcleo en T tal que dK es una métrica en T .

Entonces,

(1) todas las funciones f ∈ H(K) son ||f ||K−Lipschitz para dK;

(2) el espacio métrico (T, dK) es separable si y sólo si H(K) es separable.

Demostración. (1) Dada f ∈ H(K), tenemos que |f(s) − f(t)| = |⟨f,Ks − Kt⟩| ≤
||f ||KdK(s, t), lo cual prueba (1).

(2) Supongamos que (T, dK) es un espacio métrico separable y sea S ⊆ T un subconjunto

denso contable. Sea A el Q−subespacio generado por {Kt}t∈S. Luego A es denso en

[Kt]t∈T , que a su vez es denso en H(K), con lo que A resulta ser un denso contable en

H(K).

Rećıprocamente, supongamos que H(K) es separable. La aplicación T → H(K) dada por

t 7→ Kt es una isometŕıa por definición de dK . Luego T se identifica isométricamente con

un subconjunto de H(K). Como todo subconjunto de un espacio métrico separable es

separable, esto prueba que T es separable.

Recordemos que si X es un espacio vectorial, una base de Hamel de X es un sistema de

generadores de X linealmente independiente (es decir, una base algebraica).

Definición 1.4.14. Si T es un conjunto y K es un núcleo en T , un subconjunto T0 ⊆ T

se dice un subconjunto K−Hamel (o simplemente Hamel si se sobreentiende el núcleo)

de T si {Kt}t∈T0 es una base de Hamel de [Kt]t∈T .

El siguiente lema es consecuencia inmediata de la Observación 1.4.12 y de la definición

de subconjunto Hamel.

Lema 1.4.15. Si K es un núcleo en T y T0 es un subconjunto Hamel de T , entonces

(T0, dK) es un espacio métrico y [Kt]t∈T0 es denso en H(K).

La siguiente proposición es uno de los motivos por los cuales es conveniente trabajar

con RKHSs separables. Si H(K) es un RKHS separable definido sobre un conjunto T ,

este resultado nos permitirá, esencialmente, reducir ciertos argumentos al caso donde el

conjunto T es contable, v́ıa la Proposición 1.3.10.

Proposición 1.4.16. Sean T un conjunto, K un núcleo en T . Supongamos que H(K,T )

es separable y sea T0 ⊆ T un subconjunto Hamel. Entonces (T0, dK) es un espacio métrico

separable. Si S0 ⊆ T0 es un denso contable, entonces S0 es un conjunto determinante para

H(K,T ).
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Demostración. De la Observación 1.4.12 se ve que dK es una métrica en T0. Por la Propo-

sición 1.3.6,H(K,T0) es isomorfo a un cociente deH(K,T ), que es separable por hipótesis.

Luego H(K,T0) es separable y por el Lema 1.4.13, (T0, dK) es separable.

Sea f ∈ H(K,T ) tal que f |S0 = 0. Como f |T0 es dK−continua y S0 ⊆ T0 es dK−denso,

entonces f |T0 = 0. Como T0 es determinante para H(K,T ), tenemos que f = 0.

Dados S ⊆ T , f : T → R y K un núcleo en T , notaremos

||f ||S := ||f |S||S = ||f |S||H(K,S), (1.8)

donde la notación presupone que f |S ∈ H(K,S).

Lema 1.4.17. Sean T un conjunto, K un núcleo en T y T0 ⊆ T K−Hamel. Sea S0 =

{sk}k∈N ⊆ T0 un subconjunto dK−denso y contable en T0 y sea, para cada n ∈ N, Sn :=

{sk}1≤k≤n. Entonces para cada f ∈ H(K,T ) la sucesión (||f ||Sn)n∈N es creciente y

ĺım
n→∞

||f ||Sn = ||f ||T . (1.9)

Rećıprocamente, si f : T → R es tal que

ĺım
n→∞

||f ||Sn = sup
n∈N

||f ||Sn < +∞, (1.10)

entonces f |S0 ∈ H(K,S0) y existe una única f1 ∈ H(K,T ) que coincide con f en S0.

Además,

||f1||T = ||f ||S0 = ĺım
n→∞

||f ||Sn . (1.11)

Demostración. Si f ∈ H(K,T ), entonces ||f ||Sn ≤ ||f ||Sn+1 por la Proposición 1.3.6. En

vistas de la Proposición 1.4.16 sabemos que S0 es un conjunto determinante paraH(K,T ),

y luego, por la Proposición 1.3.10, vale que ||f ||T = ||f ||S0 . Como todo subconjunto finito

de S0 está contenido en algún Sn, de la Proposición 1.3.2 se desprende que ||f ||S0 =

supn∈N ||f ||Sn = ĺımn→∞ ||f ||Sn .

Si ahora f : T → R verifica (1.10), nuevamente por la Proposición 1.3.2 vale que f |S0 ∈
H(K,S0). Como S0 es determinante, la existencia y unicidad de f1 y (1.11) se desprenden

de la Proposición 1.3.10.

Lema 1.4.18. Sea T un conjunto, S ⊆ T , sean K,R dos núcleos en T tales que K ≤ R

y llamemos L : H(R, T ) → H(R, T ) al operador de dominancia. Definamos

F1 = H(R, T )⊖ {f ∈ H(R, T ) : f |S = 0} y

H1 = H(K,T )⊖ {f ∈ H(K,T ) : f |S = 0}.

Entonces,

(1) H(K,S) ⊆ H(R, S);
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(2) L(F1) ⊆ H1.

Demostración.

(1) Si f̂ ∈ H(K,S), por la Proposición 1.3.6 existe f ∈ H(K,T ) tal que f̂ = f |S. Como

K ≤ R tenemos que f ∈ H(R, T ) y consecuentemente f̂ = f |S ∈ H(R, S).

(2) Llamemos

F0 = {f ∈ H(R, T ) : f |S = 0}, H0 = {f ∈ H(K,T ) : f |S = 0}.

Como Im(L) ⊆ H(K,T ), para ver que L(F1) ⊆ H1 basta ver que, dada f ∈ F1, Lf ⊥ H0.

Sea entonces g ∈ H0. En particular, g ∈ F0 y luego, por la Observación 1.4.7,

⟨Lf, g⟩K = ⟨f, g⟩R = 0,

lo cual termina la prueba.

Sean T un conjunto, K,R dos núcleos en T tales que K ≤ R y S ⊆ T . Si denotamos KS

y RS a las restricciones a S de K y R, entonces por la parte (1) del Lema 1.4.18 tenemos

que KS ≤ RS. El siguiente resultado da una caracterización del operador de dominancia

de KS ≤ RS en términos del operador de dominancia de K ≤ R. La caracterización es

simple: salvo isometŕıas, el primero es una restricción y correstricción del último.

Proposición 1.4.19. Sean T un conjunto, K,R dos núcleos en T con K ≤ R y S ⊆ T .

Llamemos L : H(R, T ) → H(R, T ) y LS : H(R, S) → H(R, S) a los respectivos operadores

de dominancia, y recordemos de la Definición 1.4.5 que Im(LS) ⊆ H(K,S). Definamos

F1 y H1 como en el Lema 1.4.18. Si J : RT → RS es el operador de restricción a S,

entonces el diagrama

F1 H1

H(R, S) H(K,S)

L

J J

LS

es conmutativo, y Tr(LS) = Tr(L|F1). En particular, vale que si L es nuclear, entonces LS

también y Tr(LS) ≤ Tr(L), con igualdad en el caso que S sea un conjunto determinante

para H(R, T ).

Demostración. Fijemos t ∈ S y llamemos RF1 al núcleo reproductor de F1. Por la Observa-

ción 1.3.7, vale que RF1
t = Rt. Como las funciones JRt y JKt son los núcleos reproductores

en t de H(R, S) y H(K,S) respectivamente (por la propia definición de estos espacios),

tenemos por la Observación 1.4.6 que LSJRt = JKt. Notemos J−1 : H(R, S) → F1 a

la inversa de la restricción de J a F1 correstringida a H(R, S), que es un isomorfismo

isométrico por la Proposición 1.3.6. Juntando todo, llegamos a que

LSJR
F1
t = LSJRt = JKt = JLRt = JLRF1

t = JLJ−1JRF1
t .



26 CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE HILBERT CON NÚCLEO REPRODUCTOR

Con esto, los operadores LS y JLJ−1 : H(R, S) → H(K,S) coinciden en [JRt]t∈S, y luego

son iguales por densidad. Es decir, LS = JLJ−1, o lo que es lo mismo, LSJ = JL como

queŕıamos ver.

Si {êi}i∈I es una base ortonormal de H(R, S), llamando ei = J−1êi tenemos que {ei}i∈I
es una base ortonormal de F1. Consecuentemente,

Tr(LS) =
∑
i∈I

⟨LS êi, êi⟩H(R,S) =
∑
i∈I

⟨JLei, êi⟩H(R,S)

=
∑
i∈I

⟨J−1JLei, J
−1êi⟩F1 =

∑
i∈I

⟨Lei, ei⟩H(R,T )

= Tr(L|F1).

Extendiendo {ei}i∈I a una base ortonormal {ei}i∈I′ de H(R, T ) con I ⊆ I ′, y teniendo en

cuenta que los operadores en cuestión son positivos, tenemos que

Tr(LS) = Tr(L|F1) =
∑
i∈I

⟨Lei, ei⟩H(R,T ) ≤
∑
i∈I′

⟨Lei, ei⟩H(R,T ) = Tr(L).

En el caso que S sea un conjunto determinante para H(R, T ), vale que F1 = H(R, T ) y

por lo tanto Tr(LS) = Tr(L).

Proposición 1.4.20. Sean T un conjunto y R un núcleo en T tal que H(R, T ) es sepa-

rable. Sea K otro núcleo en T tal que K ≪ R con operador de dominancia L. Sea T0 ⊆ T

un subconjunto R−Hamel y sea S0 = {sk}n∈N ⊆ T0 un subconjunto dR−denso y contable.

Denotemos Kn y Rn a las matrices obtenidas de restringir los núcleos K y R al conjunto

Sn = {sk}1≤k≤n. Entonces

Tr(L) = ĺım
n→∞

Tr(KnR
−1
n ). (1.12)

Demostración. Como T0 es un conjunto R−Hamel, {Rt}t∈T0 es linealmente independiente,

y dado que S0 ⊆ T0, las matrices Rn son inversibles. Por la Proposición 1.4.16, S0 es un

conjunto determinante para H(R, T ), y entonces, de la Proposición 1.4.19 se desprende

que Tr(L) = Tr(LS0), donde LS0 es el operador de dominancia deH(R, S0) sobreH(K,S0).

Esto nos permite reducirnos al caso en que T es contable y R−Hamel. Luego, sin pérdida

de generalidad, supongamos que T = S0 = {sk}k∈N.

Sea {ei}i∈N la base ortonormal de H(R, T ) que se obtiene aplicando el algoritmo de Gram-

Schmidt a {Rsk}k∈N. Por definición de traza tenemos que Tr(L) =
∑

i⟨Lei, ei⟩H(R,T ).

Para cada n ∈ N sea Ln el operador de dominancia de H(R, Sn) sobre H(K,Sn) y Jn :

H(R, T ) → H(R, Sn) la restricción a Sn. Notemos que si

F n
0 := {f ∈ H(R, T ) : f |Sn = 0},

entonces [Rsk ]1≤k≤n = H(R, T ) ⊖ F n
0 , por lo que en vistas de la Proposición 1.3.6 vale

que Jn : [Rsk ]1≤k≤n → H(R, Sn) es un isomorfismo isométrico. Por construcción de la
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base ortonormal {ei}i∈N vale que [Rsk ]1≤k≤n = [ek]1≤k≤n y, luego, {Jnei}1≤i≤n es una base

ortonormal de H(R, Sn). Consecuentemente, por la Proposición 1.4.19, podemos decir que

Tr(Ln) =
n∑

i=1

⟨LnJnei, Jnei⟩H(R,Sn) =
n∑

i=1

⟨JnLei, Jnei⟩H(R,Sn) =
n∑

i=1

⟨Lei, ei⟩H(R,T ),

de donde obtenemos que Tr(L) = ĺımn→∞Tr(Ln).

Por último, considerando Ln como una transformación lineal entre espacios de dimensión

finita, de la Observación 1.4.6 obtenemos que vale la ecuación matricial LnRn = Kn.

Por lo tanto Ln = KnR
−1
n y juntando esto con lo anterior, concluimos que Tr(L) =

ĺımn→∞Tr(Ln) = ĺımn→∞ Tr(KnR
−1
n ), como queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 2

Trayectorias Aleatorias en RKHSs

En este caṕıtulo exploraremos las conexiones entre la teoŕıa de probabilidades y los

RKHSs. Concretamente, estudiaremos cómo asociarle RKHSs a procesos estocásticos de

segundo orden, y qué propiedades del proceso se pueden deducir a partir de las propie-

dades del espacio asociado. En la Sección 2.1 damos la definición de proceso estocástico

junto con algunas nociones básicas del área. La Sección 2.2 introduce nociones de pro-

babilidad en el contexto de espacios de Hilbert, que serán ampliadas en la Sección 2.3

cuando estudiemos elementos aleatorios en espacios de Hilbert. Por último, en la Sección

2.4 combinaremos estas ideas con la teoŕıa de RKHS para demostrar uno de los teoremas

más interesantes del área: la ley cero-uno de Driscoll (o mejor dicho, una generalización

de ella).

A lo largo de este caṕıtulo, si (Ω,A,P) es un espacio de probabilidad, se asume que P es

completa. Es decir, si A ∈ A cumple que P(A) = 0 y B ⊆ A, entonces B ∈ A.

Si (Ω,A,P) es un espacio de medida, (Ω′,A′) es un espacio medible y f : Ω → Ω′ es una

función medible, denotamos Pf a la medida pushforward definida por

Pf (A
′) := P(f−1(A′)), ∀A′ ∈ A′.

Si T es un espacio topológico, denotamos B̂(T ) a la σ−álgebra de Borel de T . Es decir,

a la σ−álgebra generada por los conjuntos abiertos de T .

Todos los espacios de Hilbert considerados en este caṕıtulo son reales.

2.1. Procesos estocásticos

Definición 2.1.1. Sean Ω un espacio de probabilidad y T un conjunto. Un proceso

estocástico (real) es una función X : Ω × T → R tal que para cada t ∈ T la función

Xt := X(·, t) es una variable aleatoria. Equivalentemente, es una familia de variables

aleatorias {Xt : Ω → R}t∈T . Llamamos trayectorias de X a las funciones X(ω, ·) : T →
R, y en ocasiones las denotaremos X•(ω).

29
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En muchas aplicaciones, el conjunto T es interpretado como un dominio temporal. De

esta forma, un proceso estocástico modela una familia de eventos aleatorios que van

transcurriendo en el tiempo (como podŕıa ser arrojar una moneda varias veces, o el ingreso

de clientes a un local a lo largo del d́ıa). Cuando los eventos suceden a tiempo discreto, es

usual tomar T = N y tenemos una sucesión de variables aleatorias. Si los eventos suceden

a tiempo continuo, es usual tomar como T algún intervalo de la recta real. Sin embargo,

nada impide considerar procesos estocásticos definidos en conjuntos más generales.

A continuación, damos algunas de las definiciones básicas asociadas a procesos estocásticos

con las que trabajaremos durante el resto del caṕıtulo.

Definición 2.1.2. Sea X : Ω× T → R un proceso estocástico. Una versión de X es un

proceso estocástico X̃ : Ω× T → R tal que para cada t ∈ T se tiene que Xt
a.s.
= X̃t.

Definición 2.1.3. Sea X : Ω× T → R un proceso estocástico. Si p ≥ 1, decimos que X

es un proceso de orden p si para todo t ∈ T se tiene que Xt ∈ Lp(Ω). Para p = 1 y

p = 2, decimos que X tiene primer orden y segundo orden respectivamente.

Si X : Ω×T → R es un proceso de primer orden, está bien definida su función de media

m : T → R dada por

m(t) = E[Xt].

Más aún, si X es además un proceso de segundo orden, está bien definida su función de

covarianza K : T × T → R dada por

K(s, t) = Cov(Xs, Xt) = E[(Xs −m(s))(Xt −m(t))] = E[XsXt]− E[Xs]E[Xt].

Notemos que en este último caso, K es un núcleo en T . En efecto, es claro de la definición

que K es simétrica. Además, para s, t ∈ T vale que

K(s, t) = E[(Xs −m(s))(Xt −m(t))] = ⟨Xs −m(s), Xt −m(t)⟩L2(Ω).

Por lo tanto, para t1, . . . , tn ∈ T y α1, . . . , αn ∈ R,∑
i,j

αiαjK(ti, tj) =
∑
i,j

αiαj⟨Xti −m(ti), Xtj −m(tj)⟩L2(Ω)

=

〈∑
i

αi(Xti −m(ti)),
∑
j

αj(Xtj −m(tj))

〉
L2(Ω)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
i

αi(Xti −m(ti))

∣∣∣∣∣∣∣∣2
L2(Ω)

≥ 0.

Esta será la conexión entre procesos estocásticos y RKHSs que estudiaremos en la Sección

2.4. En adelante, todos los procesos estocásticos se asumirán de segundo orden, a menos

que se indique expĺıcitamente lo contrario.

En general, si m denota a la función de media de un proceso de segundo orden X, el

proceso Yt := Xt − m(t) es un proceso de media 0 cuya función de covarianza coincide
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con la de X. Esto permitirá reducir muchos de los argumentos al caso en que la media

del proceso es 0.

Por último, introducimos la clase central de procesos estocásticos que estudiaremos: los

procesos gaussianos.

Definición 2.1.4. Un proceso estocástico X : Ω×T → R se dice un proceso gaussiano

si para cualesquiera t1, . . . , tn ∈ T distintos y α1, . . . , αn ∈ R, se tiene que la variable

aleatoria α1Xt1 + · · · + αnXtn es gaussiana. Dicho de otro modo, si el vector aleatorio

(Xt1 , . . . , Xtn) es conjuntamente gaussiano para cualquier elección de puntos distintos

t1, . . . , tn ∈ T .

2.2. Medidas de probabilidad en espacios de Hilbert

Comencemos recordando la siguiente noción en teoŕıa de la medida. Sean X un conjunto

y {Ωi}i∈I una familia de espacios medibles. Supongamos, además, que para cada i ∈ I se

tiene una función fi : X → Ωi. La σ−álgebra inicial en X respecto de la familia {fi}i∈I
es la σ−álgebra en X generada por los conjuntos de la forma f−1

i (A) con i ∈ I y A ⊆ Ωi

medible. Equivalentemente, es la menor σ−álgebra en X que hace medibles a todas las

funciones fi.

Proposición 2.2.1. Sean X un conjunto, A una σ−álgebra en X y {fi : X → Ωi}i∈I
una familia de funciones, donde cada Ωi es un espacio medible. Son equivalentes:

(1) A es la σ−álgebra inicial respecto de {fi}i∈I ;

(2) si Ω es un espacio medible, una función f : Ω → X es medible si y sólo si para todo

i ∈ I la función fi ◦ f : Ω → Ωi es medible.

Demostración.

(1) =⇒ (2) Si f : Ω → X es medible entonces fi ◦ f es medible para todo i ∈ I por ser

composición de funciones medibles. Ahora supongamos que fi ◦ f es medible para todo

i ∈ I. Dados i ∈ I y B ⊆ Ωi medible, tenemos

f−1(f−1
i (B)) = (fi ◦ f)−1(B),

que es medible pues fi ◦ f lo es. Como Σ := {A ⊆ X : f−1(A) es medible} es una

σ−álgebra en X que contiene a los conjuntos generadores de A, entonces A ⊆ Σ y por lo

tanto f es medible.

(2) =⇒ (1) Llamemos Â a la σ−álgebra inicial respecto de {fi}i∈I . Ver que A ⊆ Â es

equivalente a ver que la identidad id : (X, Â) → (X,A) es medible. Por (2), esto a su vez

equivale a que para todo i ∈ I la función fi◦id = fi : (X, Â) → Ωi sea medible, lo cual vale

por definición de Â. Por otra parte, para ver que Â ⊆ A, basta ver que para cada i ∈ I la
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función fi : (X,A) → Ωi es medible. Ahora bien, como la identidad id′ : (X,A) → (X,A)

es medible, por (2) vale que para todo i ∈ I la función fi ◦ id′ = fi : (X,A) → Ωi es

medible, lo cual termina la prueba.

La propiedad (y demostración) anterior es completamente análoga a la propiedad que

cumple una topoloǵıa inicial. De hecho, se puede obtener una de la otra simplemente in-

tercambiando las nociones de medibilidad con las correspondientes nociones topológicas.

Es decir, cambiando conjuntos medibles por conjuntos abiertos, σ−álgebras por topo-

loǵıas, etc.

Definición 2.2.2. Sea H un espacio de Hilbert. Llamamos σ−álgebra ciĺındrica de H
y denotamos Ĉ(H) a la σ−álgebra inicial respecto de la familia {⟨·, h⟩ : H → R}h∈H,
donde en R se considera la σ−álgebra de Borel.

La σ−álgebra ciĺındrica busca definir una noción de medibilidad compatible con la estruc-

tura Hilbert, pero que sea más flexible que, digamos, la σ−álgebra de Borel. Las ventajas

(y desventajas) de este enfoque se verán en la sección siguiente. Sin embargo, para es-

pacios de Hilbert separables, estas dos nociones coinciden, como veremos en el siguiente

resultado.

Proposición 2.2.3. Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces Ĉ(H) coincide con

la σ−álgebra de Borel B̂(H).

Demostración. Como las funciones ⟨·, h⟩ son continuas, en particular son B̂(H)−medibles

y por lo tanto Ĉ(H) ⊆ B̂(H). Veamos la otra inclusión.

Sea {en}n∈N una base ortonormal de H. Notemos que la función || · ||2 =
∑

n∈N |⟨·, en⟩|2
es Ĉ(H)−medible por ser ĺımite puntual de una sucesión de funciones Ĉ(H)−medibles.

Por otra parte, si x ∈ H, la traslación τx : (H, Ĉ(H)) → (H, Ĉ(H)) definida por τx(h) =

h − x es medible pues para h ∈ H se tiene que ⟨τx, h⟩ = ⟨·, h⟩ − ⟨x, h⟩ es medible.

Consecuentemente, para x ∈ H y ε > 0 tenemos que

Bε(x) = {h ∈ H : ||h− x||2 < ε2} ∈ Ĉ(H),

ya que || · −x||2 es Ĉ(H)−medible. Como H es separable, todo abierto de H es unión

contable de bolas abiertas y luego todo abierto de H es Ĉ(H)−medible, lo cual termina

de probar que B̂(H) ⊆ Ĉ(H).

Observación 2.2.4. Si H es un espacio de Hilbert y F ⊆ H es un subespacio cerrado,

entonces

Ĉ(F ) = {A ∩ F : A ∈ Ĉ(H)}.

En efecto, llamemos Σ := {A∩F : A ∈ Ĉ(H)}. Como {A ∈ Ĉ(H) : A∩F ∈ Ĉ(F )} es una

σ−álgebra que contiene a los conjuntos generadores de Ĉ(H), tenemos que Σ ⊆ Ĉ(F ).

Por otra parte, Σ es una σ−álgebra que contiene a los conjuntos generadores de Ĉ(F ),

por lo que Ĉ(F ) ⊆ Σ.
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Finalizamos esta sección con algunos resultados técnicos sobre regularidad de medidas de

probabilidad en espacios métricos. Éstos resultados serán necesarios para atacar la ley

cero-uno de Driscoll.

Definición 2.2.5. Sea T un espacio métrico y sea P una medida boreliana en T . Decimos

que P es regular si para cada A ∈ B̂(T ) y ε > 0 existen conjuntos F ⊆ A ⊆ G, F cerrado

y G abierto tales que P(G\F ) < ε. Si además P(T ) < +∞, decimos que P es una medida

de Radon si para cada A ∈ B̂(T ) vale que P(A) = sup{P(K) : K ⊆ A,K compacto}.

Nuestro próximo objetivo es ver que toda medida de probabilidad boreliana en un espacio

de Hilbert separable es de Radon (ver Proposición 2.2.8). Para esto, necesitamos los

siguientes lemas técnicos.

Lema 2.2.6. Sean T un espacio métrico y P una medida boreliana finita en T . Entonces

P es regular.

Demostración. Sea Σ la colección de subconjuntos de T que cumple la definición de re-

gularidad. Es decir, un subconjunto A ⊆ T es un elemento de Σ si y sólo si para todo

ε > 0 existen conjuntos F ⊆ A ⊆ G, F cerrado y G abierto tales que P(G \ F ) < ε.

Debemos probar que B̂(T ) ⊆ Σ. Para ello, veamos que Σ es una σ−álgebra que contiene

a los cerrados de T . Comencemos probando que Σ es una σ−álgebra.

Tomando G = F = ∅ se ve que ∅ ∈ Σ. Por otra parte, si A ∈ Σ y ε > 0, tenemos que

existen F ⊆ A ⊆ G, F cerrado y G abierto tales que P(G \ F ) < ε. Pero entonces

T \G ⊆ T \ A ⊆ T \ F.

Además, T \ G es cerrado, T \ F es abierto y P((T \ F ) \ (T \ G)) = P((T \ F ) ∩ G) =

P(G \ F ) < ε, lo cual prueba que T \ A ∈ Σ. Por último, si (Ak)k∈N es una sucesión de

conjuntos de Σ, dado ε > 0 tenemos que para cada k ∈ N existen Fk ⊆ Ak ⊆ Gk, Fk

cerrado y Gk abierto tales que P(Gk \ Fk) < ε/2k+1. Sean

G =
⋃
k∈N

Gk y E =
⋃
k∈N

Fk.

Luego E ⊆ A ⊆ G, G es abierto y

P(G \ E) = P
[( ⋃

k∈N

Gk

)
\
( ⋃

k∈N

Fk

)]
≤ P

( ⋃
k∈N

Gk \ Fk

)
≤

∑
k∈N

P(Gk \ Fk) <
∑
k∈N

ε

2k+1
=

ε

2
.

Por la continuidad de la medida, y teniendo en cuenta que P es finita, existe m ∈ N tal

que P
(
E \

⋃m
k=1 Fk

)
< ε/2. Tomando F =

⋃m
k=1 Fk, F ⊆ E ⊆ A, F es cerrado y

P(G \ F ) ≤ P(G \ E) + P(E \ F ) < ε,

lo cual prueba que
⋃

k∈N Ak ∈ Σ. Esto termina de probar que Σ es una σ−álgebra.
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Ahora, si K ⊆ T es cerrado y no vaćıo, definamos para k ∈ N el conjunto Gk := {t ∈
T : d(t,K) < 1/k}. Luego Gk es abierto y K =

⋂
k∈N Gk. Como los conjuntos Gk son

decrecientes, por la continuidad de la medida existe m ∈ N tal que P(Gm \ K) < ε.

Tomando G = Gm y F = K, esto prueba que K ∈ Σ.

Lema 2.2.7. Sean T un espacio métrico separable y P una medida de probabilidad bore-

liana en T . Entonces para cada ε > 0 existe K ⊆ T cerrado y totalmente acotado tal que

P(K) > 1− ε.

Demostración. Sean ε > 0 y A ⊆ T un subconjunto denso y contable. Para cada n ∈ N
tenemos que T =

⋃
a∈A B1/n(a). Por lo tanto, para cada n ∈ N existe Jn ⊆ A finito tal

que P
(⋃

a∈Jn B1/n(a)
)
> 1 − ε/2n. Más aún, podemos suponer que Jn ⊆ Jn+1 para cada

n ∈ N. Definamos

K =
⋂
n∈N

⋃
a∈Jn

B1/n(a).

Notemos que K es cerrado por ser intersección de conjuntos cerrados, y es totalmente

acotado pues para cada n ∈ N, K está contenido en una unión finita de bolas de radio

1/n. Por último,

P(T \K) = P
[ ⋃

n∈N

T \
( ⋃

a∈Jn

B1/n(a)

)]
≤

∑
n∈N

P
[
T \

( ⋃
a∈Jn

B1/n(a)

)]
<

∑
n∈N

ε

2n
= ε,

de donde P(K) > 1− ε.

Proposición 2.2.8. Si T es un espacio métrico completo y separable, y P es una medida

de probabilidad boreliana en T , entonces P es una medida de Radon.

Demostración. En vistas del Lema 2.2.7 existe una sucesión creciente (Kn)n∈N de conjun-

tos cerrados y totalmente acotados (y por lo tanto compactos al ser T completo) tales

que P
(⋃

n∈N Kn

)
= 1. Si A ⊆ T es boreliano y ε > 0, por el Lema 2.2.6 existe F ⊆ A

cerrado tal que P(A \ F ) < ε/2. Definiendo Fn = Kn ∩ F , vale que Fn es compacto y

P
(
F \

⋃
n∈N Fn

)
= 0 por lo que existe m ∈ N tal que P(F \ Fm) < ε/2 (recordemos que

los conjuntos Kn son crecientes). Luego P(A \ Fm) < ε y entonces P(A) < ε + P(Fm), lo

cual termina la prueba.

2.3. Elementos aleatorios

Definición 2.3.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un elemento aleatorio en H es una

función ξ : Ω → H que es (A, Ĉ(H))−medible, donde (Ω,A,P) es un espacio de probabi-

lidad. Decimos que ξ es separablemente valuado si ξ(Ω) es un subconjunto separable

de H. Si η : Ω → H es otro elemento aleatorio, decimos que η es una versión de ξ si para

cada h ∈ H vale que ⟨ξ, h⟩ a.s.
= ⟨η, h⟩.
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Trabajar con la σ−álgebra ciĺındrica permite que la definición de elemento aleatorio abar-

que más funciones que si se trabajara, digamos, con la σ−álgebra de Borel, manteniendo

a su vez una cierta compatibilidad con la estructura de espacio de Hilbert. Más aún,

verificar que una función ξ : Ω → H es efectivamente un elemento aleatorio es sencillo:

simplemente hay que ver que ⟨ξ, h⟩ es una variable aleatoria (real) para todo h ∈ H. Sin

embargo, una de las grandes desventajas que surge de trabajar con esta σ−álgebra es que,

en general, la norma || · || : H → R no es medible.

En varias ocasiones a lo largo del trabajo, exploramos las ventajas que proporciona tra-

bajar en espacios de Hilbert separables. Ejemplos de esto son las Proposiciones 1.4.16 y

2.2.3. El interés por los elementos aleatorios separablemente valuados viene de que, al

tomar valores en un espacio de Hilbert separable, éstos heredan algunas de las bondades

de estos espacios. El siguiente teorema es una instancia de lo antedicho.

Teorema 2.3.2. Si ξ es un elemento aleatorio separablemente valuado en un espacio de

Hilbert H, entonces la medida pushforward asociada Pξ es una medida de Radon.

Demostración. SeaH0 el subespacio cerrado deH generado por Im(ξ). Como por hipótesis

Im(ξ) es separable, H0 es un espacio de Hilbert separable. Si A ⊆ H es boreliano, entonces

A∩H0 ∈ B̂(H0) = Ĉ(H0) por la Proposición 2.2.3. Luego, por la Observación 2.2.4, existe

A′ ∈ Ĉ(H) tal que A′ ∩H0 = A ∩H0. Con esto,

ξ−1(A) = ξ−1(A ∩H0) = ξ−1(A′ ∩H0) = ξ−1(A′),

que resulta medible. Esto prueba que ξ es medible Borel y, por lo tanto, Pξ es una medida

de probabilidad boreliana en H.

Ahora bien, si µ denota a la restricción de Pξ a B̂(H0), entonces µ es una medida de

probabilidad boreliana en H0 y, por la Proposición 2.2.7, es de Radon. Como Pξ(A) =

Pξ(A ∩H0) = µ(A ∩H0), deducimos que Pξ es de Radon.

A simple vista, podŕıa parecer que la hipótesis de ser separablemente valuado es demasiado

restrictiva como para ser aplicable a elementos aleatorios con algún grado de generalidad.

El siguiente teorema muestra que esto no es del todo aśı. Si bien no daremos su demos-

tración, mencionamos que el resultado se puede obtener uniendo [15, Corollary 5] con [15,

Theorem IV.2.7].

Teorema 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert y sea ξ : Ω → H un elemento aleatorio.

Entonces ξ admite una versión separablemente valuada.

Definición 2.3.4. Sean H un espacio de Hilbert, 0 < p < ∞. Una medida µ en Ĉ(H) se

dice de orden p débil si para todo h ∈ H se tiene que ⟨·, h⟩ ∈ Lp(H, µ). Una medida µ

boreliana en H se dice de orden p fuerte si || · ||H ∈ Lp(H, µ) (notar que se requiere que

µ sea boreliana para que || · ||H sea medible). Si ξ es un elemento aleatorio en H, decimos

que ξ es de orden p débil (fuerte) si la medida pushforward Pξ lo es. Para los casos p = 1

y p = 2, diremos que la medida, o el elemento aleatorio, es de primer o segundo orden

débil (fuerte) respectivamente.
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Recordemos que si ξ : Ω → Rn es un vector aleatorio, en general su esperanza (de existir)

se define como Eξ := (Eξ1, . . . ,Eξn). Similarmente, se define su matriz de covarianzas

como Σ = (Cov(ξi, ξj))i,j. Los siguientes resultados buscan extender estas definiciones al

contexto de elementos aleatorios en espacios de Hilbert.

Proposición 2.3.5. Sean H un espacio de Hilbert, 1 ≤ p < ∞ y µ una medida en Ĉ(H)

de orden p débil. Entonces el operador T : H → Lp(H, µ) dado por Th = ⟨·, h⟩ es acotado.

Demostración. Por definición de orden débil, T es un operador lineal bien definido. Para

ver que es acotado, veamos que su gráfico es cerrado.

Supongamos que (hn)n∈N es una sucesión en H tal que hn → h y Thn
Lp

−→ f para cierta

f ∈ Lp(H, µ). Luego, existe una subsucesión (Thnk
)k∈N que converge µ−a.e. a f . Pero por

la convergencia de (hn)n∈N vale que ⟨·, hnk
⟩ → ⟨·, h⟩ puntualmente, de donde concluimos

que Th = ⟨·, h⟩ = f µ−a.e., lo cual muestra que el gráfico de T es cerrado.

Corolario 2.3.6. Sean H un espacio de Hilbert, 1 ≤ p < ∞ y µ una medida de probabi-

lidad en Ĉ(H) de orden p débil. Entonces, el funcional φ : H → R definido por

φ(h) =

∫
H
⟨x, h⟩dµ(x)

es acotado.

Demostración. Si llamamos I : Lp(H, µ) → R al operador de integración dado por If =∫
H fdµ y T al operador de la Proposición 2.3.5, entonces φ = IT es acotado pues I y T

lo son.

Definición 2.3.7. Sean H un espacio de Hilbert y ξ un elemento aleatorio en H de

primer orden débil. En vistas del Corolario 2.3.6, se tiene que el funcional H → R dado

por h 7→
∫
H⟨x, h⟩dPξ(x) es acotado. Luego, por el teorema de representación de Riesz,

es de la forma ⟨·, hξ⟩ para algún hξ ∈ H. Definimos la esperanza de ξ como hξ, y la

denotamos Eξ.

Observación 2.3.8. Notemos que la esperanza de un elemento aleatorio ξ queda deter-

minada por la propiedad ∫
H
⟨x, h⟩dPξ(x) = ⟨Eξ, h⟩, ∀h ∈ H.

Como la primera integral no es otra cosa que la esperanza de una variable aleatoria, eso

se puede reescribir como

EPξ
⟨·, h⟩ = ⟨Eξ, h⟩, ∀h ∈ H. (2.1)

Ahora bien, un resultado estándar sobre medidas pushforward [6, Theorem 1.6.9] nos da∫
H
⟨x, h⟩dPξ(x) =

∫
Ω

⟨ξ(ω), h⟩dP(ω).
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Entonces, otra forma de escribir la propiedad que define a la esperanza de ξ es

E⟨ξ, h⟩ = ⟨Eξ, h⟩, ∀h ∈ H. (2.2)

La diferencia entre las expresiones (2.1) y (2.2) es que EPξ
⟨·, h⟩ es la esperanza de una

variable aleatoria definida en H respecto de la medida Pξ, mientras que E⟨ξ, h⟩ es la

esperanza de una variable aleatoria definida en Ω respecto de la medida P.

Antes de seguir con la definición de covarianza de un elemento aleatorio, debemos probar

dos resultados generales sobre formas bilineales. Primero, recordemos que si X, Y son

espacios normados, una forma bilineal B : X × Y → K se dice acotada si existe C > 0

tal que para cualesquiera x ∈ X, y ∈ Y , vale que

|B(x, y)| ≤ C||x||X ||y||Y .

Llamamos norma de B al valor

||B|| := sup
||x||X≤1
||y||Y ≤1

|B(x, y)|.

Proposición 2.3.9. Sean X, Y espacios de Banach, y sea B : X × Y → K una forma

bilineal. Entonces B es acotada si y sólo si B(x, ·) y B(·, y) son acotados para cualesquiera

x ∈ X, y ∈ Y .

Demostración.

( =⇒ ) Como B es bilineal, tenemos que para x ∈ X la función B(x, ·) : Y → K es lineal.

Además, si y ∈ Y ,

|B(x, ·)(y)| = |B(x, y)| ≤ ||B|| ||x||X ||y||Y ,

de donde B(x, ·) es un funcional acotado de Y con ||B(x, ·)||Y ′ ≤ ||B|| ||x||X . Simétrica-

mente se ve que B(·, y) es un funcional acotado de X para cualquier y ∈ Y .

( ⇐= ) Por hipótesis, tenemos que el funcional B(x, ·) es un elemento de Y ′ para cual-

quier x ∈ X. Sea entonces F = {B(x, ·) : x ∈ BX} ⊆ Y ′. Dados x ∈ BX e y ∈ Y ,

tenemos que |B(x, y)| ≤ ||B(·, y)||X′ . Dicho de otra forma, para cada y ∈ Y vale que

supx∈BX
|B(x, y)| ≤ ||B(·, y)||X′ < +∞. Por el principio de acotación uniforme, existe

C > 0 tal que para todo x ∈ BX vale que ||B(x, ·)||Y ′ ≤ C. Consecuentemente, para

x ∈ X vale que ||B(x, ·)||Y ′ ≤ C||x||X . Juntando todo, llegamos a que

|B(x, y)| ≤ ||B(x, ·)||Y ′||y||Y ≤ C||x||X ||y||Y ,

como queŕıamos probar.

Proposición 2.3.10. Sea H un espacio de Hilbert real y sea B : H×H → R una forma

bilineal acotada. Entonces valen las siguientes afirmaciones.
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(1) Existe un único operador acotado T : H → H tal que B(x, y) = ⟨x, Ty⟩ para todos

x, y ∈ H.

(2) Si B es simétrica, el operador T es autoadjunto.

(2) Si B es semidefinida positiva, entonces T ≥ 0.

Demostración.

(1) Por el teorema de representación de Riesz, para cada y ∈ H existe un único Ty ∈ H tal

que B(·, y) = ⟨·, T y⟩, pues B es acotada (notar que de la unicidad de Ty se desprende la

unicidad de T ). Por la bilinealidad de B, T : H → H resulta un operador lineal. Además,

si h ∈ H es tal que Th ̸= 0, tenemos que

||Th||2 = ⟨Th, Th⟩ = B(Th, h) = |B(Th, h)| ≤ ||B|| ||Th|| ||h|| =⇒ ||Th|| ≤ ||B|| ||h||.

Como la desigualdad también vale si Th = 0, esto prueba que T es acotado.

(2) Dados x, y ∈ H,

⟨x, Ty⟩ = B(x, y) = B(y, x) = ⟨y, Tx⟩ = ⟨Tx, y⟩.

(3) Si x ∈ H,

⟨x, Tx⟩ = B(x, x) ≥ 0,

lo cual termina la prueba.

Si H es un espacio de Hilbert y µ es una medida de probabilidad de segundo orden débil

en Ĉ(H), tenemos una forma bilineal bien definida dada por (f, g) 7→ Cov(⟨·, f⟩, ⟨·, g⟩).
Aplicaremos los dos resultados anteriores a esta forma bilineal, para finalmente llegar a

la definición de covarianza en este contexto.

Proposición 2.3.11. Sea H un espacio de Hilbert, y sea µ una medida de probabilidad

definida en Ĉ(H) de segundo orden débil. Consideramos la forma bilineal

rµ(f, g) =

∫
H
⟨x, f⟩⟨x, g⟩dµ(x)−

∫
H
⟨x, f⟩dµ(x)

∫
H
⟨x, g⟩dµ(x).

Entonces rµ está bien definida, es acotada, simétrica y semidefinida positiva.

Demostración. Como µ es de segundo orden débil, tenemos que ⟨·, f⟩, ⟨·, g⟩ ∈ L2(H, µ) ⊆
L1(H, µ). De la desigualdad de Hölder se deduce que ⟨·, f⟩⟨·, g⟩ ∈ L1(H, µ) y, consecuen-

temente, todas las integrales involucradas en la definición de µ son finitas. Esto justifica

la buena definición de µ. La simetŕıa de µ se desprende de la definición, y la positividad

de que rµ(f, f) = V⟨·, f⟩ ≥ 0, donde VX denota a la varianza de una variable aleatoria

X. Veamos la acotación.

En vistas de la Proposición 2.3.9 y de la simetŕıa de rµ, basta con probar que para cada

g ∈ H, el funcional rµ(·, g) es acotado. Para ello, llamemos T : H → L2(H, µ) al operador
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dado por Th = ⟨·, h⟩, que es acotado por la Proposición 2.3.5, yMg : L
2(H, µ) → L1(H, µ)

al operador dado por Mgf = ⟨·, g⟩f , que es acotado por la desigualdad de Hölder. Si

I : L1(H, µ) → R denota al operador de integración y J : L2(H, µ) → L1(H, µ) es la

inclusión, tenemos entonces que

rµ(·, g) = IMgT −
∫
H
⟨x, g⟩dµ(x)IJT,

por lo que rµ(·, g) es acotado.

Definición 2.3.12. Sea H un espacio de Hilbert, y sea µ una medida de probabilidad

definida en Ĉ(H) de segundo orden débil. Si rµ denota a la forma bilineal de la Proposición

2.3.11, entonces por la Proposición 2.3.10 existe un único operador Θ ≥ 0 tal que rµ(f, g) =

⟨f,Θg⟩,∀f, g ∈ H. El operador Θ se denomina el operador de covarianza de la medida

µ. Si ξ es un elemento aleatorio en H de segundo orden débil, el operador de covarianza

de ξ se define como el operador de covarianza de Pξ. En este último caso, el operador Θ

queda determinado por la propiedad

⟨f,Θg⟩ = E⟨ξ, f⟩⟨ξ, g⟩ − E⟨ξ, f⟩E⟨ξ, g⟩ = Cov(⟨ξ, f⟩, ⟨ξ, g⟩),∀f, g ∈ H. (2.3)

El lector puede verificar que, si ξ es un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert H y

η es una versión de ξ, entonces Eξ = Eη y sus operadores de covarianza coinciden.

2.4. La ley cero-uno de Driscoll

En esta sección combinaremos finalmente las nociones probabiĺısticas de las secciones

anteriores con los RKHSs para llegar a la generalización de la ley cero-uno de Driscoll,

que esencialmente dice que la probabilidad de que un proceso gaussiano pertenezca a un

RKHS dado es 0 ó 1. Concretamente, el objetivo de esta sección es demostrar el siguiente

teorema.

Teorema 2.4.1 (Generalización del teorema de Driscoll). Sea X : Ω×T → R un proceso

gaussiano con función de media m y función de covarianza K, y sea R un núcleo en T

tal que K ≤ R y m ∈ H(R).

1. Si K ≪ R, entonces existe una versión X̃ de X tal que X̃• ∈ H(R) casi seguramente.

2. Si K ̸≪ R, entonces X• ∈ H(R) con probabilidad 0.

Para tal fin, debemos estudiar las relaciones entre procesos estocásticos y elementos alea-

torios en RKHSs. Comencemos viendo cómo es posible definir uno a partir del otro.

Lema 2.4.2. Sean T un conjunto, H(R) un RKHS en T y X : Ω × T → R un proceso

estocástico (no necesariamente de segundo orden) con casi todas sus trayectorias en H(R).

Si Ω′ = {X• ∈ H(R)}, entonces cualquier extensión de

ξ(ω) = X•(ω), ω ∈ Ω′ (2.4)
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a Ω define un elemento aleatorio en H(R), y vale que

Xt
a.s.
= ⟨ξ, Rt⟩, t ∈ T. (2.5)

Rećıprocamente, si ξ : Ω → H(R) es un elemento aleatorio, entonces (2.5) define un

proceso estocástico (no necesariamente de segundo orden) que verifica (2.4).

Demostración. Primero supongamos que tenemos un proceso estocástico X como en el

enunciado y sea ξ como en (2.4). De la definición de núcleo reproductor se ve que vale

(2.5). En particular, ⟨ξ, Rt⟩ es una variable aleatoria para todo t ∈ T (recordemos que

estamos asumiendo que P es completa), y entonces por linealidad vale que ⟨ξ, h⟩ es una

variable aleatoria para todo h ∈ W = [Rt]t∈T . Por último, para h ∈ H(R), si (hn)n∈N es

una sucesión en W tal que hn → h, entonces ⟨ξ, hn⟩
a.s.−−→ ⟨ξ, h⟩ por lo que ⟨ξ, h⟩ resulta

ser una variable aleatoria. En vistas de la Proposición 2.2.1, esto termina de probar que

ξ es un elemento aleatorio en H(R).

Ahora supongamos que ξ es un elemento aleatorio en H(R) y definamos X como en (2.5)

(donde ahora la igualdad es en todo punto). Nuevamente, por la Proposición 2.2.1, cada

Xt es una variable aleatoria y luego X es efectivamente un proceso estocástico. Por último,

si ω ∈ Ω y t ∈ T , entonces ξ(ω)(t) = ⟨ξ(ω), Rt⟩ = Xt(ω) = X(ω, t), de donde se ve que

vale (2.4) con Ω′ = Ω.

El siguiente teorema muestra que, si tenemos un elemento aleatorio ξ en un RKHS H(R),

entonces el proceso estocástico definido por ξ según el Lema 2.4.2 hereda algunas de las

propiedades de ξ.

Teorema 2.4.3. Sea H(R) un RKHS en un conjunto T , ξ un elemento aleatorio en H(R)

y X el proceso estocástico que define según (2.5).

(1) Si ξ es de primer orden débil, entonces X es de primer orden, y si llamamos m a

su función de media, vale que

m(t) = E[Xt] = ⟨Eξ, Rt⟩ = (Eξ)(t) ∀t ∈ T.

En particular, m coincide con Eξ, y por lo tanto es un elemento de H(R).

(2) Si ξ es de segundo orden débil, entonces X es de segundo orden. En este caso, si Θ

es el operador de covarianza de ξ y K es la función de covarianza de X, vale que

K(s, t) = ⟨ΘRs, Rt⟩. En particular, K ≤ R y Θ es el operador de dominancia.

Demostración.

(1) Como ξ es de primer orden débil vale que E|Xt| = E|⟨ξ, Rt⟩| < +∞, lo cual prueba que

X es de primer orden. Además, para t ∈ T , por la Observación 2.3.8 tenemos que m(t) =

E[Xt] = E⟨ξ, Rt⟩ = ⟨Eξ, Rt⟩ = (Eξ)(t) de donde se desprende el resto del enunciado.
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(2) Como ξ es de segundo orden débil vale que E|Xt|2 = E|⟨ξ, Rt⟩|2 < +∞, lo cual prueba

que X es de segundo orden. Por otra parte, si s, t ∈ T entonces K(s, t) = Cov(Xs, Xt) =

Cov(⟨ξ, Rs⟩, ⟨ξ, Rt⟩) = ⟨ΘRs, Rt⟩, donde en la última igualdad usamos (2.3). El resto del

enunciado es consecuencia inmediata de la Proposición 1.4.9.

Ninguna de las rećıprocas del Teorema 2.4.3 es cierta. En [11, Section 2] se exhiben

contraejemplos.

Recordemos que, a lo largo de este caṕıtulo, todos los procesos estocásticos se asumen de

segundo orden.

Dado un proceso estocástico X : Ω×T → R, existen dos espacios de Hilbert naturalmente

asociados a él. Uno de ellos es H(K), donde K es la función de covarianza de X. El otro

es el subespacio cerrado de L2(Ω) generado por {Xt}t∈T . El siguiente resultado establece

que, si el proceso tiene media 0, éstos son esencialmente el mismo espacio.

Proposición 2.4.4 (isometŕıa de Loève). Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico con media

0 y función de covarianza K, definido en un espacio de probabilidad Ω. Llamemos H
al subespacio cerrado de L2(Ω) generado por {Xt}t∈T . Entonces se tiene un isomorfismo

isométrico J : H(K) → H que cumple

JKt = Xt. (2.6)

Demostración. Definimos J : [Kt]t∈T → [Xt]t∈T como JKt = Xt y extendido por lineali-

dad. Notemos que, como∣∣∣∣∣∣∣∣∑
i

αiKti

∣∣∣∣∣∣∣∣2
K

=
∑
i,j

αiαjK(tj, ti) =
∑
i,j

αiαjCov(Xtj , Xti) =
∑
i,j

αiαjE[XtjXti ]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∑
i

αiXti

∣∣∣∣∣∣∣∣2
L2(Ω)

,

J está bien definido y es de hecho un isomorfismo isométrico. Por lo tanto, se extiende a

un isomorfismo isométrico J : H(K) → H.

Antes de seguir con el próximo resultado, debemos hacer una serie de aclaraciones.

Definición 2.4.5. Si H un espacio de Hilbert, una medida de probabilidad P en Ĉ(H) se

dice gaussiana si para cada h ∈ H la medida pushforward P⟨·,h⟩ es una medida gaussiana

en R. Por otra parte, un elemento aleatorio ξ : Ω → H se dice gaussiano si para cada

h ∈ H la variable aleatoria ⟨ξ, h⟩ es gaussiana.

De las definiciones se desprende que si ξ es un elemento aleatorio gaussiano en H, entonces

Pξ es una medida de probabilidad gaussiana en H.

Un resultado técnico pero importante del área es el teorema de Mourier-Prokhorov. Su

enunciado preciso requeriŕıa desarrollar la teoŕıa de funcionales caracteŕısticos de medidas
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de probabilidad en espacios de Banach, lo cual está por fuera del alcance de este traba-

jo. Sin embargo, de este teorema se desprende el siguiente hecho: si H es un espacio de

Hilbert y P es una medida de probabilidad gaussiana y de Radon en la σ−álgebra bore-

liana B̂(H), entonces el operador de covarianza asociado es nuclear. Para un tratamiento

completo sobre el tema, se puede consultar [15] (el teorema de Mourier-Prokhorov está

enunciado como Theorem IV.2.4). La segunda afirmación del siguiente teorema se basa

en este resultado.

Teorema 2.4.6. Sea X = {Xt}t∈T un proceso gaussiano con función de media m y

función de covarianza K. Sea H(R) un RKHS en T tal que m ∈ H(R). Si las trayectorias

de X pertenecen a H(R) casi seguramente, entonces el elemento aleatorio que define X

es gaussiano, y vale que R ≫ K.

Demostración. Cambiando X por X−m, podemos suponer que m = 0. Sea ξ el elemento

aleatorio definido por X. Queremos ver que ⟨ξ, f⟩ es una variable aleatoria gaussiana para

toda f ∈ H(R).

Notemos que si f =
∑

i αiRti , entonces

⟨ξ, f⟩ =
∑
i

αi⟨ξ, Rti⟩ =
∑
i

αiXti

es gaussiana pues el proceso X es gaussiano. Para f ∈ H(R), tomemos (fn)n∈N ⊆ [Rt]t∈T

tal que fn
||·||−→ f . Luego, ⟨ξ, fn⟩

a.s.−−→ ⟨ξ, f⟩ y entonces ⟨ξ, f⟩ es gaussiana por ser ĺımite

casi seguro de variables gaussianas.

Por los Teoremas 2.3.2 y 2.3.3, podemos reducirnos al caso en que la medida Pξ es (gaus-

siana y) de Radon. Si Θ denota al operador de covarianza de ξ, por un lado Θ es nuclear

por el teorema de Mourier-Prokhorov. Por el otro, por la parte (2) del Teorema 2.4.3,

vale que R ≥ K y que Θ es el operador de dominancia de R sobre K, lo cual prueba que

R ≫ K.

Para atacar la segunda mitad de la ley cero-uno de Driscoll, hacen falta dos resultados

más. El primero es el siguiente teorema.

Teorema 2.4.7 (Kallianpur). Sean T un espacio métrico completo y separable, H ⊆ RT

un subespacio real y consideremos en H la σ−álgebra inicial respecto de las evaluaciones

{evt : H → R}t∈T . Sea P una medida de probabilidad en H que hace de {evt}t∈T un

proceso gaussiano de media 0. Llamemos K(s, t) = E[evtevs] a la función de covarianza

del proceso {evt}t∈T y supongamos que

(i) K es una función continua en T × T ;

(ii) H(K) ⊆ H.

Si M es un Q−subespacio medible de H, entonces P(M) = 0 o 1.
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El Teorema 2.4.7 se encuentra en [10, Theorem 1], y es una de las primeras “leyes cero-

uno” que fueron demostradas para procesos gaussianos.

El segundo resultado necesario es el siguiente lema técnico sobre dominancia de núcleos.

Lema 2.4.8. Sea T un conjunto, y sean K,R dos núcleos definidos en T tales que K ≤ R.

Para cada S ⊆ T , llamemos KS y RS a las restricciones de K y R a S. Si KS ≪ RS para

todo S ⊆ T contable, entonces K ≪ R.

Demostración. Supongamos que K ̸≪ R y sea {ei}i∈I una base ortonormal de H(R, T ).

Si L : H(R, T ) → H(R, T ) denota al operador de dominancia de R sobre K, tenemos que∑
i∈I

⟨Lei, ei⟩R = +∞,

ya que L no es nuclear. Luego, para cada n ∈ N, existe In ⊆ I finito tal que
∑

i∈In⟨Lei, ei⟩R ≥
n. Definiendo J =

⋃
n∈N In, vale que J es contable y, como la serie es de términos positivos,

resulta ∑
i∈J

⟨Lei, ei⟩R = +∞.

Para cada i ∈ J , sea (f i
k)k∈N una sucesión en [Rt]t∈T tal que f i

k
k→∞−−−→ ei. Cada f i

k es de la

forma

f i
k =

∑
t∈T i

k

αi
k,tRt,

con αi
k,t ∈ R y T i

k ⊆ T finito. Definamos

S =
⋃
i∈J

⋃
k∈N

T i
k.

El conjunto S es contable por ser una unión contable de conjuntos contables. La prueba

termina viendo que KS ̸≪ RS.

Llamemos F := [Rt]t∈S. Primero notemos que, por construcción, vale que {ei}i∈J ⊆ F . Al

ser {ei}i∈J un conjunto ortonormal en F , se extiende a una base ortonormal {ei}i∈J ′ de

F , con J ⊆ J ′. Por otra parte, como una función f ∈ H(R, T ) se anula en S si y sólo si

⟨f,Rt⟩R = 0 para todo t ∈ S, concluimos que F = H(R, T ) ⊖ {f ∈ H(R, T ) : f |S = 0}.
Por el Lema 1.4.18, sabemos que KS ≤ RS, y si LS es el operador de dominancia de RS

sobre KS, por la Proposición 1.4.19 tenemos que

Tr(LS) = Tr(L|F ) =
∑
i∈J ′

⟨Lei, ei⟩R ≥
∑
i∈J

⟨Lei, ei⟩R = +∞,

lo cual prueba que KS ̸≪ RS.

El siguiente resultado es el punto 2 del Teorema 2.4.1.

Teorema 2.4.9. Sea X = {Xt}t∈T un proceso gaussiano definido en un espacio de pro-

babilidad Ω con función de media m y función de covarianza K. Sea R un núcleo en T

tal que K ≤ R y m ∈ H(R). Si K ̸≪ R, entonces P(X• ∈ H(R)) = 0.
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Demostración. Cambiando X por el proceso X −m, podemos suponer que m = 0. Como

K ̸≪ R, por el Lema 2.4.8, existe S ⊆ T contable tal que KS ̸≪ RS, donde KS y RS son

las restricciones de los operadores K y R a S. Llamemos Y a la restricción del proceso X

a S. En vistas de la Proposición 1.3.6, vale que

{X• ∈ H(R, T )} ⊆ {Y• ∈ H(R, S)},

y luego basta probar que P(Y• ∈ H(R, S)) = 0. Esto nos permite reducirnos al caso en que

T es contable. Más aún, si T fuera finito, entonces los espaciosH(R, T ) yH(K,T ) tendŕıan

dimensión finita, por lo que necesariamente debeŕıa suceder que K ≪ R, contrario a

nuestra hipótesis. Luego, nos podemos reducir al caso en que T es numerable, digamos

T = {tn}n∈N.

Buscamos aplicar el Teorema 2.4.7. Tomemos H = RT con la σ−álgebra inicial respecto

de las evaluaciones {evt}t∈T , y denotemos X• : Ω → RT a la función dada por ω 7→
X•(ω) = X(ω, ·). Como para cada t ∈ T vale que evt ◦X• = Xt es una función medible,

la función X• es medible. Podemos considerar entonces en H la medida pushforward PX• .

Si t1, . . . , tn ∈ T , α1, . . . , αn ∈ R y B ⊆ R es boreliano, entonces

PX•(α1evt1 + · · ·+ αnevtn ∈ B) = P((α1evt1 + · · ·+ αnevtn) ◦X• ∈ B)

= P(α1Xt1 + · · ·+ αnXtn ∈ B).

Como X es un proceso gaussiano, deducimos que PX• hace de {evt}t∈T un proceso gaus-

siano. Además, utilizando nuevamente [6, Theorem 1.6.9], tenemos que, para t ∈ T ,∫
H

evtdPX• =

∫
Ω

evt ◦X•dP =

∫
Ω

XtdP = E[Xt] = 0,

de donde el proceso {evt}t∈T tiene media 0.

Equipando a T con la métrica discreta, T resulta un espacio métrico completo y separable

(por ser numerable). La función de covarianza del proceso {evt}t∈T es continua pues el

espacio T × T es discreto, y como H = RT , es inmediato que H(K) ⊆ H. Por último,

veamos que M = H(R) ⊆ RT es medible.

Por la Proposición 1.3.2, una función f ∈ RT es un elemento de H(R, T ) si y sólo si

verifica la condición de Fortet (1.3). Por un argumento de densidad, el supremo de (1.3)

se puede tomar sobre elecciones αi ∈ Q, de donde tenemos que

H(R) =
⋃
k∈N

⋂
n∈N

⋂
αi∈Q

{
f ∈ RT :

|
∑n

i=1 αif(ti)|2∑n
i,j=1 αiαjR(ti, tj)

≤ k

}
. (2.7)

Para k, n ∈ N fijos, y una elección posible de coeficientes αi ∈ Q, el conjunto interior de

(2.7) es medible. Como todas las uniones e intersecciones involucradas son numerables,

concluimos que H(R) es medible.

Por el Teorema 2.4.7, tenemos que P(X• ∈ H(R)) = PX•(H(R)) = 0 ó 1. Si esta probabi-

lidad fuera 1, por el Teorema 2.4.6 valdŕıa que K ≪ R, contradiciendo nuestra hipótesis.

Luego, P(X• ∈ H(R)) = 0 como queŕıamos probar.
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La prueba anterior corrige una omisión cometida en [11, Theorem 7.3]. En ese trabajo, los

autores asumen impĺıcitamente que, si K,R son dos núcleos en un conjunto T tales que

K ≤ R, K ̸≪ R, H(R, T ) es de dimensión infinita y S ⊆ T es un subconjunto contable

tal que H(R, S) sigue siendo de dimensión infinita, entonces K|S×S ̸≪ RS×S. Más aún,

esa misma omisión se comete en [8, Proposition 4.5.1] a la hora de demostrar el mismo

teorema. El siguiente ejemplo muestra que esto no es cierto, lo cual justifica la necesidad

del Lema 2.4.8. No conocemos ninguna otra fuente que reconozca este error.

Ejemplo 2.4.10. Sea T = N y consideremos en T los núcleos R(m,n) = δm,n y

K(m,n) =

{
2−nδm,n si n es par

δm,n si n es impar
.

Por el comentario hecho al final del Ejemplo 1.4.8, vale queK ≤ R peroK ̸≪ R. Tomando

S = 2N, de ese mismo comentario se deduce queK|S×S ≪ R|S×S. Es claro que los espacios

H(R, T ) y H(R, S) son ambos de dimensión infinita.

El siguiente teorema es debido a M. Lukić y J. Beder [11, Theorem 5.1]. Lo sobresaliente

del resultado es que logran probar la otra mitad de la ley cero-uno para procesos estocásti-

cos generales. Los enfoques previos a su trabajo lograban únicamente lidiar con procesos

gaussianos definidos sobre espacios métricos separables y con función de covarianza con-

tinua.

Teorema 2.4.11. Sea X = {Xt}t∈T un proceso estocástico con función de covarianza

K y sea R un núcleo en T tal que R ≫ K con operador de dominancia L. Supongamos

además que la función de media m de X pertenece a H(R). Entonces existe una versión

Y de X cuyas trayectorias pertenecen a H(R) casi seguramente.

Demostración. Cambiando X por X − m podemos suponer que m = 0. Más aún, por

el Lema 1.4.10 existe un núcleo R1 en T tal que K ≪ R1 ≤ R y H(R1) es separable.

Esto nos permite suponer sin pérdida de generalidad que H(R) es separable. Denotemos

(Ω,A,P) al espacio de probabilidad sobre el que está definido X.

Fijemos T0 ⊆ T un subconjunto R−Hamel y S0 = {sk}k∈N ⊆ T0 un subconjunto dR−denso

y contable, cuya existencia está garantizada por la Proposición 1.4.16. Veamos que las

trayectorias del proceso {Xs}s∈S0 pertenecen a H(R, S0) con probabilidad 1.

Para cada n ∈ N sea Sn = {sk}1≤k≤n y denotemos a las restricciones de K y R a Sn como

Kn y Rn respectivamente. En vistas de la Proposición 1.3.5, vale que

||X||2Sn
=

n∑
i,j=1

XsiXsjR
−1
n (si, sj). (2.8)

Definamos Zn := ||X||2Sn
, que es una variable aleatoria por (2.8). La sucesión de variables

aleatorias (Zn)n∈N es creciente por la Proposición 1.3.6, por lo que está bien definida la

variable aleatoria

Z := ĺım
n→∞

Zn,
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donde eventualmente Z podŕıa valer +∞. Sin embargo, por el teorema de convergencia

monótona y la Proposición 1.4.20 vale que

E[Z] = ĺım
n→∞

E[Zn] = ĺım
n→∞

n∑
i,j=1

E[XsiXsj ]R
−1
n (si, sj)

= ĺım
n→∞

n∑
i,j=1

Kn(si, sj)R
−1
n (si, sj) = ĺım

n→∞
Tr(KnR

−1
n )

= Tr(L) < +∞.

Por lo tanto, P(Z < +∞) = 1. Si Ω′ = {Z < +∞}, para cada ω ∈ Ω′ vale que la

trayectoria X•(ω) del proceso {Xs}s∈S0 pertenece a H(R, S0) por el Lema 1.4.17, lo cual

termina de probar que las trayectorias del proceso {Xs}s∈S0 pertenecen a H(R, S0) con

probabilidad 1.

Como S0 es un conjunto determinante para H(R, T ) por la Proposición 1.4.16, de la

Proposición 1.3.10 se tiene que cada trayectoria X•(ω) de {Xs}s∈S0 con ω ∈ Ω′ se extiende

de forma única a una función f(ω, ·) ∈ H(R). Definamos

ξ(ω) =

{
f(ω, ·) si ω ∈ Ω′

0 si no
.

Afirmamos que ξ es un elemento aleatorio en H(R) de segundo orden fuerte y esperanza

cero.

Para s ∈ S0 y ω ∈ Ω′ tenemos que ⟨ξ(ω), Rs⟩ = f(ω, s) = Xs(ω). Es decir, ⟨ξ, Rs⟩ = Xs

con probabilidad 1, por lo que ⟨ξ, Rs⟩ es una variable aleatoria (recordemos que estamos

suponiendo que la medida P es completa). Luego, por la parte (4) de la Proposición 1.3.10,

podemos decir que ξ es medible respecto de Ĉ(H(R)). Como H(R) es separable, esto lo

mismo que decir que ξ es medible Borel por la Proposición 2.2.3 (esto es necesario para

poder decir que ξ es de segundo orden fuerte). Consecuentemente, ||ξ|| es medible. Además,

||ξ||2Sn

a.s.
= ||X||2Sn

= Zn. Por el Lema 1.4.17 y el teorema de convergencia monótona

llegamos a que

E||ξ||2 = E
[
ĺım
n→∞

||ξ||2Sn

]
= ĺım

n→∞
E||ξ||2Sn

= ĺım
n→∞

E[Zn] = Tr(L) < +∞.

Es decir, ξ es de segundo orden fuerte. En particular, es de primer orden débil y entonces

está bien definida Eξ ∈ H(R). Para s ∈ S0, recordemos que ⟨ξ, Rs⟩
a.s.
= Xs y luego

⟨Eξ, Rs⟩ = E⟨ξ, Rs⟩ = E[Xs] = 0. Esto termina de probar que ξ es un elemento aleatorio

en H(R) de segundo orden fuerte y esperanza cero.

Sea Y = {Yt}t∈T el proceso definido por ξ v́ıa el Lema 2.4.2. Por el Teorema 2.4.3 tenemos

que Y es un proceso estocástico de segundo orden, función de media 0 y con trayectorias

en H(R). La prueba termina viendo que para cada t ∈ T se tiene que P(Xt = Yt) = 1.

Comencemos probando que ||Xt − Yt||2L2 = 0 para todo t ∈ T0. Notemos que si t ∈ S0,
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esto vale pues Yt = ⟨ξ, Rt⟩
a.s.
= Xt. Si t ∈ T0 es arbitrario, tenemos que para todo s ∈ S0,

||Xt − Yt||L2 ≤ ||Xt −Xs||L2 + ||Xs − Ys||L2︸ ︷︷ ︸
=0

+||Ys − Yt||L2 = ||Xt −Xs||L2 + ||Ys − Yt||L2 .

Ahora bien, teniendo en cuenta la isometŕıa de Loève (Proposición 2.4.4) y la Observación

1.4.6, tenemos que

||Xt −Xs||2L2 = ||Kt −Ks||2K = ||LRt − LRs||2K = ⟨L(Rt −Rs), L(Rt −Rs)⟩K
= ⟨Rt −Rs, L(Rt −Rs)⟩R ≤ ||L|| ||Rt −Rs||2R
= ||L||d2R(t, s).

Por otra parte,

||Ys − Yt||2L2 = E(Ys − Yt)
2 = E⟨ξ, Rs −Rt⟩2R ≤ E||ξ||2R||Rs −Rt||2R = Tr(L)d2R(s, t).

Juntando ambas cotas, llegamos a que si t ∈ T0 y s ∈ S0,

||Xt − Yt||L2 ≤
(√

||L||+
√

Tr(L)

)
dR(s, t).

Por la dR−densidad de S0 en T0, el miembro derecho de la desigualdad anterior es arbi-

trariamente pequeño, por lo que ||Xt − Yt||L2 = 0 como queŕıamos ver.

Por último, si t ∈ T es arbitrario, se tiene que Rt =
∑

k αkRtk para finitos tk ∈ T0 y

αk ∈ R. Aplicando el operador de dominancia, tenemos que Kt =
∑

k αkKtk y por la

isometŕıa de Loève resulta Xt
a.s.
=

∑
k αkXtk . Por otra parte,

Yt = ⟨ξ, Rt⟩R =
∑
k

αk⟨ξ, Rtk⟩R =
∑
k

αkYtk

y como Xtk
a.s.
= Ytk para cada k, concluimos que Xt

a.s.
= Yt.

Con la demostración de los Teoremas 2.4.9 y 2.4.11 finaliza la demostración del Teore-

ma 2.4.1, y con ella el caṕıtulo presente.
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Caṕıtulo 3

Redes Neuronales y RKBSs

En este caṕıtulo estudiamos problemas de minimización asociados al aprendizaje au-

tomático desde el punto de vista de la teoŕıa de núcleos reproductores. Para ello, la

noción de RKHS resulta insuficiente y por lo tanto, la ampliamos con el propósito de

poder estudiar espacios más generales, como los que estarán asociados a las redes neuro-

nales. Esta generalización nos llevará naturalmente al concepto de espacio de Banach con

núcleo reproductor.

En la Sección 3.1 introducimos la noción de espacio de Banach con núcleo reproductor

junto con una caracterización alternativa que busca emular la caracterización de RKHSs

en términos de núcleos. La Sección 3.2 está dedicada a definir lo que es una red neuronal

de una capa oculta y, a partir de esa definición, motivar lo que en este trabajo se llamarán

redes neuronales de ancho infinito. En la Sección 3.3 establecemos la conexión entre estos

objetos de estudio y, por último, en la Sección 3.4 demostramos los resultados principales

del caṕıtulo, generalizando los problemas de optimización t́ıpicos del aprendizaje profundo

al contexto de redes neuronales de ancho infinito, y probando que, de hecho, éstos tienen

solución de ancho finito. Lo sorprendente de este último resultado es que muestra que,

aún dentro del espacio de las redes neuronales de ancho infinito (que es un espacio mucho

más grande que el de las redes neuronales clásicas), las redes neuronales clásicas siguen

brindando soluciones óptimas a los problemas de machine learning. Las ideas principales

de este caṕıtulo son tomadas de [2, Section 3].

3.1. Espacios de Banach con Núcleo Reproductor

Definición 3.1.1. Sea T un conjunto. Diremos que un subespacio vectorial B ⊆ KT con

una norma || · || es un espacio de Banach con núcleo reproductor (abreviado RKBS

por sus siglas en inglés) en T si cumple las siguientes propiedades:

(i) (B, || · ||) es un espacio de Banach;

(ii) para cada t ∈ T , el funcional de evaluación Et : B → K dado por Etf = f(t) resulta

49
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acotado.

La definición anterior simplemente toma la definición de RKHS y cambia “Hilbert” por

“Banach” en todos los lugares necesarios.

Como B no tiene por qué ser un espacio de Hilbert, ya no contamos con una caracterización

en términos de un núcleo en T , como suced́ıa en el caso de los RKHSs. Para conseguir

una caracterización alternativa, debemos observar lo siguiente: si H es un RKHS en T

con núcleo K, tenemos una función ϕ : T → H dada por ϕ(t) = Kt. Vı́a ϕ, tenemos una

forma de que T actúe sobre los elementos de H por ⟨h, ϕ(t)⟩. Es decir, podemos pensar

que, en realidad, ϕ le asigna a cada t ∈ T un elemento de H′, el espacio dual de H. En

esto vamos a basar la caracterización alternativa de los RKBSs.

Proposición 3.1.2. Un subespacio lineal B ⊆ KT con una norma || · ||B es un RKBS en

T si y sólo si existen un espacio de Banach F y una función ϕ : T → F ′ tales que

(i) B = {fµ : µ ∈ F} donde fµ(t) = ϕ(t)(µ);

(ii) ||f ||B = ı́nf{||µ||F : µ ∈ F , f = fµ} ∀f ∈ B.

La función ϕ : T → F ′ se denomina función caracteŕıstica.

Demostración. ( =⇒ ) Tomemos F = B y ϕ : T → B′ como ϕ(t) = Et. Si µ ∈ F = B,
entonces fµ(t) = ϕ(t)(µ) = Et(µ) = µ(t). De esto se deducen fácilmente las condiciones

(i) y (ii).

( ⇐= ) Fijemos t ∈ T . Dada f ∈ B, sea µ ∈ F tal que f = fµ. Entonces

|Etf | = |f(t)| = |fµ(t)| = |ϕ(t)(µ)| ≤ ||ϕ(t)||F ′ ||µ||F .

Tomando ı́nfimo sobre las µ ∈ F tales que f = fµ y usando (ii), llegamos a que

|Etf | ≤ ||ϕ(t)||F ′||f ||B,

probando aśı que Et es acotada con ||Et|| ≤ ||ϕ(t)||F ′ .

Para ver que (B, || · ||B) es un espacio de Banach, definamos L : F → B como Lµ = fµ.

Claramente, L es un operador lineal y de la condición (ii) se deduce que es acotado con

||L|| ≤ 1. Más aún, L es sobreyectivo por la condición (i) y, consecuentemente, induce

un isomorfismo L̄ : F/ ker(L) → B. Pero de la condición (ii) y la definición de la norma

cociente obtenemos que L̄ es una isometŕıa. Como F/ ker(L) es un espacio de Banach,

concluimos que B también.

Para motivar el estudio de cierta clase de RKBSs definidos de forma integral, debemos

introducir primero la noción de red neuronal.
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3.2. Redes neuronales

Esta sección busca cubrir los conceptos básicos de redes neuronales estrictamente necesa-

rios para el resto del trabajo. Una exposición más completa del tema desde el punto de

vista matemático se puede encontrar en [4].

Definición 3.2.1. Una red neuronal (con una capa oculta) es una función f : Rn → R
de la forma

f(x) =
N∑
k=1

αkσ(wk · x− bk), (3.1)

con N ∈ N, αk, bk ∈ R, wk ∈ Rn y donde σ : R → R es una función medible. Decimos

que N es el ancho de la red y que σ es la función de activación.

Algunas de las funciones de activación más utilizadas en la práctica son la Rectified Linear

Unit (ReLU) y la función sigmoide σ, definidas como

ReLU(x) = máx{x, 0} y σ(x) =
1

1 + e−x

respectivamente.

Con suficientes hipótesis sobre la función de activación, se puede probar que las redes

neuronales con una capa oculta pueden aproximar a cualquier función razonable en el

sentido adecuado. Es decir, que pueden aproximar uniformemente funciones continuas,

o que pueden aproximar funciones integrables en || · ||L1 , etc. (ver [4, Chapter 9]). En

general, el costo de aproximar tales funciones se paga con redes de ancho muy grande.

Esto nos lleva a preguntarnos lo siguiente: ¿y si pudieran tener ancho infinito?

Para f como en (3.1), notemos ρ(x, θk) = σ(wk ·x− bk), donde θk = (wk, bk) ∈ Rn+1. Esto

nos permite escribir

f(x) =
N∑
k=1

αkρ(x, θk) =

∫
Rn+1

ρ(x, θ)dµ(θ)

donde µ =
∑N

k=1 αkδθk , con δθk la medida de Dirac concentrada en θk. De esta forma,

podemos pensar que en lugar de pesar a los términos ρ(x, θk) con finitos coeficientes

escalares, los pesamos con una medida Borel. Si nos permitimos pensar al ancho de la red

como el cardinal del soporte de la medida µ, este enfoque es lo que nos permite precisar

qué es una red “de ancho infinito”.

3.3. Una familia de RKBSs de redes neuronales

Para esta discusión, fijemos Θ un espacio topológico localmente compacto, Hausdorff y N2

(es decir, que admite una base contable de abiertos). Este espacio se interpreta como el
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espacio donde viven los parámetros que determinan a una red neuronal y a fines prácticos,

se puede pensar que es algún subconjunto adecuado de Rn. Denotamos M(Θ) al espacio

de las medidas signadas de Radon definidas sobre la σ-álgebra de Borel de Θ, dotado de

la norma de la variación total

||µ||TV = |µ|(Θ).

Por el teorema de representación de Riesz-Markov, sabemos queM(Θ) es isométricamente

isomorfo al espacio dual de C0(Θ), el espacio de funciones continuas f : Θ → R que se

anulan en infinito.

Sea T un conjunto y supongamos que tenemos funciones ρ : T ×Θ → R y β : Θ → R con

β medible tales que

(i) para cada t ∈ T ,

Dt := sup
θ∈Θ

|ρ(t, θ)β(θ)| < +∞; (3.2)

(ii) para cada t ∈ T , la función ρ(t, ·) : Θ → R es medible.

Esto nos permite definir un RKBS de redes neuronales de ancho infinito. Concretamente,

definimos la función caracteŕıstica ϕ : T → M(Θ)′ por

ϕ(t)(µ) =

∫
Θ

ρ(t, θ)β(θ)dµ(θ),

cuya buena definición está dada por las hipótesis (i) y (ii). Por la Proposición 3.1.2, ϕ

define un RKBS B en T dado por

B = {fµ : µ ∈ M(Θ)};

fµ(t) =

∫
Θ

ρ(t, θ)β(θ)dµ(θ);

||f ||B = ı́nf{||µ||TV : f = fµ}.

Comentario. La condición (3.2) es necesaria y suficiente para garantizar la integrabilidad

de ρ(t, ·)β para todo t ∈ T respecto de cualquier medida finita boreliana definida en Θ. La

inclusión de la función β es para poder garantizar el cumplimiento de esta condición sin

asumir hipótesis sobre la función ρ. En su lugar, las condiciones de decaimiento necesarias

se le imponen a β. Como ρ representa lo que esencialmente es la función de activación

de la red neuronal, para que el enfoque pueda ser aplicado a las clásicas elecciones de

funciones de activación (como por ejemplo la ReLU), es importante tener flexibilidad

sobre las hipótesis impuestas sobre ella.
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3.4. Problemas de minimización

Los problemas de aproximación por redes neuronales se suelen plantear de la siguiente

forma: existe una función f : Rn → R de la cual solamente se conocen valores en finitos

puntos {xi}Ni=1 (dicho de otra forma, se conocen finitas muestras de la función f), y a

partir de esa información se busca aproximar a f por una red neuronal. Para ello, primero

se prefija la arquitectura de la red, que para este trabajo es simplemente el ancho de la red

y la función de activación (las ventajas y desventajas de cada arquitectura son algo propio

de la disciplina y en este trabajo no se ahondará en ello). Llamemos M ∈ N al ancho y

σ a la función de activación. Para cada posible elección de parámetros θ = (α,w, b), se

define la función

gθ(x) =
M∑
k=1

αkσ(wk · x− bk).

Para hallar una red neuronal que, dados los datos sobre f , la aproxime lo mejor posible,

un primer acercamiento al problema podŕıa ser buscar θ que minimice el error cuadrático

medio

C(θ) =
1

N

N∑
k=1

(gθ(xi)− f(xi))
2.

Sin embargo, se ha visto que este enfoque en general produce redes que sobreajustan

los datos. Es decir, produce redes que en los puntos xi aproximan bien a la función f ,

pero en los demás puntos no. Usualmente, este comportamiento se ve reflejado en que

los parámetros θ son grandes y, por lo tanto, resultan en una función excesivamente

complicada. Para contrarrestar esto, una de las técnicas estándar en el área es agregar

a la función C un término de la forma λ||θ||2, con λ > 0 un parámetro que debe ser

prefijado, y || · || alguna norma en Rd (en la literatura esto se conoce como un término

regularizante). Es decir, se buscan parámetros θ que minimicen la función

C(θ) =
1

N

N∑
k=1

(gθ(xi)− f(xi))
2 + λ||θ||2.

Los siguientes resultados buscan probar resultados de existencia para los problemas de

minimización análogos que resultan de estudiar redes neuronales de ancho infinito. Man-

teniendo la notación de la sección anterior, el objetivo principal de esta sección es probar

el siguiente resultado, mencionado al principio del caṕıtulo presente.

Teorema 3.4.1. Supongamos que para cada t ∈ T se tiene que ρ(t, ·)β ∈ C0(Θ). Si L(·, y)
es coerciva para cada y ∈ R, entonces existen minimizantes de

ı́nf
f∈B

1

N

N∑
i=1

L(f(ti), yi) + ||f ||B (3.3)

de la forma

f ∗(t) =
K∑
k=0

αkρ(t, θk)
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con K ≤ N y

||f ∗||B =
K∑
k=0

|αkβ(θk)
−1|.

El teorema anterior dice, esencialmente, que bajo ciertas hipótesis sobre el decaimiento

de la función β, el problema (3.3) admite minimizantes, y de hecho admite minimizantes

de ancho finito. Más aún, el ancho de los minimizantes está controlado por la cantidad

de puntos de muestreo. Lo sorprendente del resultado es que muestra que, aún dentro del

espacio de las redes neuronales de ancho infinito (que a priori es mucho más extenso que

el espacio de redes neuronales clásicas), las redes neuronales clásicas brindan soluciones

óptimas.

Lo primero que haremos en pos de demostrar el Teorema 3.4.1 será ver que estos problemas

de minimización son equivalentes a problemas de minimización sobre el espacio de las

medidas. La ventaja de este enfoque es que en el espacio de las medidas contamos con la

topoloǵıa débil*, respecto de la cual la bola cerrada es compacta. Mantenemos la notación

de la sección anterior a lo largo de esta sección.

Proposición 3.4.2. Sean ρ : T×Θ → R, β : Θ → R y B como antes. Si L : R×R → R≥0

es cualquier función y (ti, yi)
N
i=1 ⊆ T × R son N pares de puntos, entonces

ı́nf
f∈B

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, f(ti)) + ||f ||B
)

= ı́nf
µ∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||µ||TV

)
.

Más aún, si µ∗ ∈ M(Θ) es un minimizante de

ı́nf
µ∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||µ||TV

)
, (3.4)

entonces f ∗ = fµ∗ es un minimizante de

ı́nf
f∈B

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, f(ti)) + ||f ||B
)

(3.5)

con ||f ∗||B = ||µ∗||TV .

Demostración. Por definición de B tenemos que

ı́nf
f∈B

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, f(ti)) + ||f ||B
)

= ı́nf
µ∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||fµ||B
)

= ı́nf
µ∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ı́nf
fν=fµ

||ν||TV

)

= ı́nf
µ,ν∈M(Θ)

fµ=fν

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||ν||TV

)

= ı́nf
ν∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fν(ti)) + ||ν||TV

)
.
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Ahora supongamos que µ∗ es un minimizante de (3.4). Luego, para toda ν ∈ M(Θ) vale

que

1

N

N∑
i=1

L(yi, f
∗(ti)) + ||µ∗||TV ≤ 1

N

N∑
i=1

L(yi, fν(ti)) + ||ν||TV .

Fijemos µ ∈ M(Θ). Tomando ı́nfimo sobre todas las ν ∈ M(Θ) tales que fµ = fν
obtenemos que

1

N

N∑
i=1

L(yi, f
∗(ti)) + ||µ∗||TV ≤ 1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||fµ||B.

Sustituyendo en la igualdad anterior µ = µ∗ llegamos a que ||µ∗||TV ≤ ||f ∗||B y como por

definición ||f ∗||B ≤ ||µ∗||TV , concluimos que ||f ∗||B = ||µ∗||TV . Consecuentemente,

1

N

N∑
i=1

L(yi, f
∗(ti)) + ||f ∗||B ≤ 1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||fµ||B

para toda µ ∈ M(Θ).

El siguiente corolario es un análogo de un resultado clásico del contexto hilbertiano,

comúnmente llamado Representer Theorem, muy utilizado en ciertos problemas de regre-

sión [13, Theorem 8.7].

Corolario 3.4.3. En las condiciones de antes, sea

V = {µ ∈ M(Θ) : fµ(ti) = 0 para 1 ≤ i ≤ N} = {ρ(ti, ·)β(·)}⊥1≤i≤N ,

donde el anulador ⊥ se toma respecto del emparejamiento M(Θ)′⟨·, ·⟩M(Θ). Entonces existe

un subespacio W ⊆ M(Θ) con dim W ≤ N tal que M(Θ) = V ⊕W y

ı́nf
µ∈M(Θ)

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||µ||TV

)
= ı́nf

ν∈W

(
1

N

N∑
i=1

L(yi, fν(ti)) + ı́nf
τ∈V

||ν + τ ||TV

)
.

Demostración. Por definición de la norma en B, sabemos que la asignación µ 7→ fµ es

continua. A su vez, por ser B un RKBS en T , tenemos que la asignación fµ 7→ fµ(t)

es continua para todo t ∈ T . Por lo tanto, para cada t ∈ T la asignación µ 7→ fµ(t)

es un funcional lineal de M(Θ). En consecuencia, V es un subespacio cerrado de M(Θ)

de codimensión a lo sumo N , por ser intersección de N hiperplanos cerrados. Como

los subespacios de codimensión finita siempre son complementados, existe W ⊆ M(Θ)

subespacio de dimensión a lo sumo N tal que M(Θ) = V ⊕W .

Llamemos F : M(Θ) → R a la función

F (µ) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, fµ(ti)) + ||µ||TV .
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Luego, si µ = ν + τ con ν ∈ W y τ ∈ V , entonces

F (µ) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, fν(ti)) + ||ν + τ ||TV ,

de donde se desprende el resto del enunciado.

A continuación, probaremos algunos resultados técnicos sobre minimización en espacios

localmente convexos, que serán necesarios para la demostración del Teorema 3.4.1. Las

versiones generales de estos resultados pueden hallarse en [3]. Nosotros daremos versiones

simplificadas, pero que son suficientes para nuestros propósitos.

Primero, recordemos lo siguiente: si X es un espacio topológico, una función f : X → R
se dice semicontinua inferiormente si cumple alguna de las siguientes condiciones

equivalentes:

(i) para cada a ∈ R, el conjunto f−1((−∞, a]) es cerrado;

(ii) para toda red (xλ)λ∈Λ en X que converge a algún x ∈ X, vale que

ĺım inf f(xλ) := sup
λ∈Λ

ı́nf
α≥λ

f(xα) ≥ f(x).

Definición 3.4.4. Si X es un espacio localmente convexo, decimos que una función

f : X → R es coerciva si para todo a ∈ R el conjunto de subnivel

S−(f, a) := {x ∈ X : f(x) ≤ a}

es compacto. Notar que si f es coerciva, en particular todos los conjuntos de subnivel son

cerrados y, luego, f es semicontinua inferiormente.

Proposición 3.4.5. Sean X un espacio localmente convexo y f, g : X → R funciones.

(1) Si f es coerciva, entonces f es acotada inferiormente.

(2) Si f es coerciva y g es semicontinua inferiormente con ı́nf g > −∞ , entonces f + g

es coerciva. En particular, suma de funciones coercivas es coerciva.

Demostración. (1) La familia {S−(f, a)}a∈R es una familia no vaćıa de subconjuntos com-

pactos de H cuya intersección es vaćıa. Por compacidad, deben existir finitos miembros

de la familia cuya intersección es vaćıa. Pero como la familia es totalmente ordenada res-

pecto de la inclusión, esto quiere decir que existe un elemento de la familia que es vaćıo.

Es decir, S−(f, a) = {h ∈ H : F (h) ≤ a} = ∅ para cierto a ∈ R, de donde se deduce que

f > a.

(2) Como f y g son semicontinuas inferiormente, f + g también lo es. Además, tenemos

que S−(f +g, a) ⊆ S−(f, a− ı́nf g). Como S−(f, a− ı́nf g) es compacto por ser f coerciva,

y S−(f + g, a) es cerrado por ser f + g semicontinua inferiormente, esto prueba que

S−(f + g, a) es compacto.
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Antes de probar el siguiente lema, recordemos la definición de punto extremal.

Definición 3.4.6. Sea X un espacio vectorial, ∅ ̸= A ⊆ X. Decimos que un punto x ∈ A

es un punto extremal de A si vale la siguiente implicación para cualesquiera y, z ∈ A y

0 < t < 1:

ty + (1− t)z = x =⇒ x = y = z.

Denotamos por Ext(A) al conjunto de puntos extremales de A.

Lema 3.4.7. Sean X un espacio localmente convexo y K ⊆ X un conjunto convexo. Sea

Y un espacio vectorial topológico real y L : X → Y una aplicación lineal.

(i) Si L es continua y K es compacto, entonces Ext(L(K)) ⊆ L(Ext(K)).

(ii) Si L es inyectiva entonces Ext(L(K)) = L(Ext(K)).

Demostración. (i) Sea k ∈ K tal que Lk es un punto extremal de L(K). Queremos ver

que existe k̄ ∈ Ext(K) tal que Lk = Lk̄. Como L es continua, el conjunto k + kerL es

cerrado. Al ser K compacto, se tiene que el conjunto (k + kerL) ∩K es compacto y no

vaćıo. Por el teorema de Krein-Milman (Teorema A.3.3), admite algún punto extremal k̄.

Como Lk = Lk̄, sólo resta ver que k̄ es un punto extremal de K. Supongamos entonces

que k̄ = tk1 + (1− t)k2 con 0 < t < 1, k1, k2 ∈ K. Luego,

Lk = Lk̄ = tLk1 + (1− t)Lk2,

y por extremalidad de Lk tenemos que Lk1 = Lk2 = Lk. Por lo tanto, k1 y k2 pertenecen

a (k+kerL)∩K, y de la extremalidad de k̄ en este conjunto concluimos que k1 = k2 = k̄.

(ii) Sea k ∈ K tal que Lk es un punto extremal de L(K). Veamos que k es extremal en

K. Supongamos que k = tk1 + (1− t)k2 con 0 < t < 1, k1, k2 ∈ K. Luego,

Lk = tLk1 + (1− t)Lk2,

y por extremalidad de Lk tenemos que Lk1 = Lk2 = Lk. Como L es inyectiva, concluimos

que k = k1 = k2.

Ahora sea k ∈ Ext(K). Veamos que Lk ∈ Ext(L(K)). Si Lk = tLk1 + (1 − t)Lk2 con

0 < t < 1, k1, k2 ∈ K, entonces Lk = L(tk1 + (1− t)k2) y por inyectividad de L tenemos

que k = tk1 + (1 − t)k2. Como k es extremal en K, concluimos que k = k1 = k2 y en

consecuencia Lk = Lk1 = Lk2.

La siguiente proposición es la mayor parte de la demostración del Teorema 3.4.1. Una vez

probada, lo único que resta hacer es ver que el problema (3.3) es una instancia de esta

proposición.
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Proposición 3.4.8. Sea X un espacio de Banach, y consideremos en su espacio dual

X ′ la topoloǵıa débil*. Supongamos que F : RN → R es una función coerciva, y que

A : X ′ → RN es un operador lineal y continuo. Entonces existen minimizantes de

ı́nf
x′∈X′

F (Ax′) + ||x′||X′ (3.6)

de la forma x∗ =
∑p

i=0 γix
′
i con p ≤ N , γi > 0,

∑
i γi = ||x∗||X′ y x′

i ∈ Ext(BX′).

Demostración. Llamemos J(x′) = F (Ax′) + ||x′||X′ . Como F es coerciva, por la parte (1)

de la Proposición 3.4.5 vale que F es acotada inferiormente. Ahora bien, como F es semi-

continua inferiormente (por ser coerciva) y A es continuo, entonces F ◦A es semicontinua

inferiormente. Por otra parte, || · ||X′ es coerciva respecto de la topoloǵıa débil* de X ′ por

el teorema de Banach-Alaoglu. Por la parte (2) de la Proposición 3.4.5, J es coerciva. En

particular, es acotada inferiormente.

Con todo esto, tenemos que {S−(J, a)}a>ı́nf J es una familia de subconjuntos compactos

de X ′ con la propiedad de intersección finita. Luego
⋂

a>ı́nf J S
−(J, a) ̸= ∅ y cualquier

elemento de la intersección es un minimizante de (3.6). Tomemos z′ algún tal minimizante.

Como en el caso que z′ = 0 no hay nada que hacer, supongamos que z′ ̸= 0.

Al ser Az′/||z′||X′ un elemento de A(BX′), que es compacto y convexo, por el teorema de

Minkowski (Teorema A.4.4) y el teorema de Carathéodory (Teorema A.2.2) tenemos que

podemos escribir

1

||z′||X′
Az′ =

p∑
i=0

tiwi

con p ≤ N ,
∑

i ti = 1, ti > 0 y wi ∈ Ext(A(BX′)). Por la parte (i) del Lema 3.4.7, cada wi

es de la forma Ax′
i con x′

i ∈ Ext(BX′). Llamemos γi = ||z′||ti y x∗ =
∑p

i=0 γix
′
i. Afirmamos

que x∗ es un minimizante de (3.6).

Primero, notemos que

Ax∗ = A

( p∑
i=0

γix
′
i

)
=

p∑
i=0

γiAx
′
i = ||z′||X′

p∑
i=0

tiwi = Az′.

Por otra parte,

||x∗||X′ ≤
p∑

i=0

γi ||x′
i||X′︸ ︷︷ ︸
≤1

≤
p∑

i=0

γi = ||z′||X′ .

Juntando ambas cosas, podemos decir que

J(x∗) = F (Ax∗︸︷︷︸
=Az′

) + ||x∗||X′︸ ︷︷ ︸
≤||z′||X′

≤ F (Az′) + ||z′||X′ = J(z′)

y como z′ era un minimizante de J , esto prueba que x∗ es un minimizante de (3.6).

Además, como F (Ax∗)+ ||x∗||X′ = J(x∗) = J(z′) = F (Az′)+ ||z′||X′ y F (Ax∗) = F (Az′),

entonces ||x∗||X′ = ||z′||X′ y consecuentemente
∑

i γi = ||z||X′ = ||x∗||X′ , lo cual prueba

que x∗ tiene la forma del enunciado.
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Demostración del Teorema 3.4.1. Por la Proposición 3.4.2, basta considerar el problema

(3.3) sobe el espacio de medidas M(Θ). Aplicamos la Proposición 3.4.8. Consideramos

X = C0(Θ), e identificamos X ′ = M(Θ) v́ıa el teorema de representación de Riesz-

Markov. Sean H = RN , A : X → RN dado por (Aµ)i = fµ(ti) y F : H → R definida por

F (w) = 1
N

∑N
i=1 L(wi, yi).

Notemos que F es coerciva por ser suma de funciones coercivas (parte (2) de la Proposición

3.4.5). Por otra parte, para cada 1 ≤ i ≤ N tenemos que la aplicación µ 7→ fµ(ti) es débil*

continua, ya que

fµ(ti) =

∫
Θ

ρ(ti, θ)β(θ)dµ(θ) = M(Θ)⟨µ, ρ(ti, ·)β⟩C0(Θ),

lo cual prueba que el operador A es continuo.

Por la Proposición 3.4.8, existe µ∗ ∈ M(Θ) minimizante de (3.3) de la forma

µ∗ =
K∑
k=0

γkνk

con K ≤ N , γk > 0,
∑

k γk = ||µ∗||TV y νk ∈ Ext(BM(Θ)). Pero por el Teorema A.1.3

tenemos que νk = ±δθk para algún θk ∈ Θ.

Ahora bien, por la Proposición 3.4.2 sabemos que f ∗ = fµ∗ es un minimizante de (3.3)

con ||f ∗||B = ||µ∗||TV . En consecuencia, tenemos un minimizante

f ∗ =
K∑
k=0

±γkβ(θk)ρ(·, θk)

que es de la forma del enunciado. Por último, llamando αk = ±γkβ(θk) tenemos que

||f ∗||B = ||µ∗||TV =
K∑
k=1

γk =
K∑
k=1

|αkβ(θk)
−1|,

lo cual termina la prueba.
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Apéndice A

Puntos extremales y convexidad

En este apéndice damos algunos resultados clásicos sobre puntos extremales que fueron

utilizados en el Caṕıtulo 3, particularmente en la Sección 3.4. Incluimos sus demostracio-

nes para comodidad del lector.

A.1. Puntos extremales en espacios de Banach

Comencemos recordando las distintas nociones de extremalidad.

Definición A.1.1. Sea X un espacio vectorial, y sean ∅ ̸= A ⊆ B ⊆ X. Decimos que A

es extremal en B si vale la siguiente implicación para cualesquiera b, b′ ∈ B y 0 < t < 1:

tb+ (1− t)b′ ∈ A =⇒ b, b′ ∈ A.

En este caso, notamos A ext B. Decimos que b ∈ B es un punto extremal de B si vale

que {b} ext B (observemos que esto es consistente con la Definición 3.4.6). Al igual que

en el Caṕıtulo 3, denotamos por Ext(B) al conjunto de puntos extremales de B.

Para este trabajo es de particular interés entender los puntos extremales de la bola cerrada

de un espacio de Banach. Un primer resultado en esa dirección es el siguiente.

Lema A.1.2. Sea X ̸= 0 un espacio de Banach. Entonces Ext(BX) = Ext(SX).

Demostración.

(⊆) Sea x ∈ Ext(BX). Para ver que x es un punto extremal de SX , basta ver que ||x|| = 1.

Luego, veamos que si ||x|| < 1, entonces x no es extremal en BX .

Si x = 0, para v ∈ X con ||v|| = 1 se llega a que x = 1
2
v + 1

2
(−v) de donde x no es

extremal en BX . Si x ̸= 0, tomando t = ||x|| vale que x = (1 − t)0 + t x
||x|| por lo que x

tampoco es extremal en BX .

61
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(⊇) Supongamos que x ∈ Ext(SX) y sean y, z ∈ BX , 0 < t < 1 tales que x = ty+(1− t)z.

Luego

1 = ||x|| ≤ t ||y||︸︷︷︸
≤1

+(1− t) ||z||︸︷︷︸
≤1

≤ 1,

de donde deducimos que ||y|| = ||z|| = 1 y de la extremalidad de x en SX se obtiene que

y = z = x.

En general, no es fácil caracterizar los puntos extremales de un conjunto. Sin embargo,

hallar esas caracterizaciones es tremendamente útil en muchas aplicaciones. Una de ellas

(que es lo que hicimos en este trabajo) es atacar problemas de optimización convexa. En

lo que queda de esta sección, buscamos dar una caracterización de los puntos extremales

de la bola cerrada del espacio de las medidas. Para ello, primero debemos recordar una

noción general de teoŕıa de la medida.

Si (E,A) es un espacio medible y µ es una medida signada en E, una descomposición

de Hahn para µ es un par (P,N) tal que:

(i) P,N ∈ A;

(ii) P ∪N = E y P ∩N = ∅;

(iii) para todo A ⊆ P medible vale que µ(A) ≥ 0;

(iv) para todo B ⊆ N medible vale que µ(B) ≤ 0.

Un resultado estándar en teoŕıa de la medida dice que toda medida signada admite una

descomposición de Hahn [16, Theorem 10.36]. Además vale, aunque no es necesario para

este trabajo, que son únicas salvo conjuntos de medida 0. Es decir, si (P,N), (P ′, N ′)

son dos descomposiciones de Hahn de una medida signada µ, entonces |µ|(P△P ′) =

|µ|(N△N ′) = 0, donde △ denota a la diferencia simétrica de conjuntos. Es claro de las

definiciones que µ = µ(· ∩ P ) + µ(· ∩N), y también vale que |µ| = µ(· ∩ P )− µ(· ∩N).

A continuación, damos una caracterización de los puntos extremales de la bola cerrada

del espacio de las medidas, que fue utilizada en la demostración del Teorema 3.4.1.

Teorema A.1.3. Sea Θ ̸= ∅ un espacio topológico localmente compacto y Hausdorff con

base contable de abiertos. Entonces Ext(BM(Θ)) = {±δθ : θ ∈ Θ}.

Demostración. Denotemos || · || = || · ||M(Θ).

(⊇) Tomemos θ ∈ Θ y a = ±1. Para ver que aδθ es un punto extremal de BM(Θ), por el

Lema A.1.2 basta ver que es extremal en la esfera SM(Θ).

Supongamos que µ, ν ∈ SM(Θ) y t ∈ (0, 1) son tales que tµ+ (1− t)ν = aδθ. Veamos que

|µ| = |ν| = δθ.
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Observemos que (t|µ| + (1 − t)|ν|)(Θ) = 1. Si E ⊆ Θ es un conjunto boreliano y θ ∈ E

entonces

1 = δθ(E) ≤ (t|µ|+ (1− t)|ν|)(E) ≤ (t|µ|+ (1− t)|ν|)(Θ) = 1,

de donde (t|µ|+ (1− t)|ν|)(E) = t|µ|(E) + (1− t)|ν|(E) = 1. Como |µ|(E) ≤ |µ|(Θ) = 1

y lo mismo para |ν|, necesariamente |µ|(E) = |ν|(E) = 1.

Por otra parte, si θ /∈ E, entonces θ ∈ Θ \ E. Por lo recién argumentado, |µ|(Θ \ E) = 1

y consecuentemente |µ|(E) = |µ|(Θ) − |µ|(Θ \ E) = 1 − 1 = 0. Por el mismo motivo,

|ν|(E) = 0. Esto termina de probar que |µ| = |ν| = δθ.

Veamos ahora que µ = ±δθ. Sea (P,N) una descomposición de Hahn para µ. Luego para

cada conjunto boreliano E ⊆ Θ tenemos que

µ(E) = µ(E ∩ P ) + µ(E ∩N).

Si θ ∈ P , entonces µ(E ∩N) = 0 para cualquier boreliano E y consecuentemente

µ(E) = µ(E ∩ P ) = µ(E ∩ P )− µ(E ∩N) = |µ|(E) = δθ(E).

Es decir, µ = δθ. Similarmente, si θ ∈ N obtenemos que µ = −δθ. Del mismo modo,

ν = ±δθ.

Finalmente, veamos que µ = ν = aδθ. Cambiando µ y ν por −µ y −ν si fuera necesario,

podemos suponer que a = 1. Supongamos que no es el caso y sin pérdida de generalidad,

supongamos que µ = −δθ. Entonces

1 = δθ(Θ) = tµ(Θ) + (1− t)ν(Θ) = −t± (1− t) =

{
−1 si ν = −δθ

1− 2t si ν = δθ
,

que en ambos casos es absurdo. Esto termina de probar que µ = ν = aδθ y, en consecuen-

cia, aδθ es un punto extremal de BM(Θ).

(⊆) Sea µ ∈ Ext(BM(Θ)) y supongamos que µ ̸= ±δθ para todo θ ∈ Θ. Por el Lema A.1.2

tenemos que ||µ|| = 1. Notemos que si E ⊆ Θ es un boreliano tal que 0 < |µ|(E) < 1,

podemos escribir

µ = |µ|(E)
µ(E ∩ ·)
|µ(E)|

+ (1− |µ|(E))
µ(· \ E)

1− |µ|(E)
.

Luego para llegar a un absurdo, comenzamos buscando un conjunto boreliano E ⊆ Θ tal

que |µ|(E) ∈ (0, 1).

Supongamos que no existe tal conjunto. Es decir, que para todo boreliano E vale que

|µ|(E) ∈ {0, 1}. Afirmamos que sop(|µ|) := {x ∈ Θ | ∀ U ∋ x abierto : |µ|(U) > 0} ̸= ∅.

En efecto, si sop(|µ|) = ∅, entonces para cada x ∈ Θ existe un entorno abierto Ux de x

tal que |µ|(Ux) = 0. Como {Ux}x∈Θ es un cubrimiento de Θ por abiertos y Θ admite una

base contable de abiertos, existe un subcubrimiento {Ux}x∈J contable. Pero entonces

1 = |µ|(Θ) = |µ|
( ⋃

x∈J

Ux

)
≤

∑
x∈J

|µ|(Ux)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0
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lo cual es un absurdo. Luego sop(|µ|) ̸= ∅. Tomemos θ ∈ sop(|µ|). Si U es un entorno

abierto de θ, por definición de sop(|µ|) vale que |µ|(U) > 0 y en consecuencia |µ|(U) = 1

ya que estamos suponiendo que |µ| sólo toma los valores 0 y 1. Por regularidad exterior,

tenemos que

|µ|({θ}) = ı́nf
θ∈U

U abierto

|µ|(U) = 1.

Con esto, si E es un boreliano tal que θ ∈ E, entonces

1 = |µ|({θ}) ≤ |µ|(E) ≤ 1.

Es decir, |µ|(E) = 1. Por otra parte, si θ /∈ E, entonces θ ∈ Θ \ E. Por lo recién dicho,

esto implica que |µ|(Θ \ E) = 1 y en consecuencia |µ|(E) = 0. Esto prueba que |µ| = δθ
y, argumentando como antes, podemos concluir que µ = ±δθ, contradiciendo nuestra

suposición inicial. El absurdo provino de suponer que |µ| sólo asumı́a los valores 0 y 1.

Luego, debe existir un boreliano E tal que |µ|(E) ∈ (0, 1).

Resta ver que, cambiando adecuadamente E, vale que µ ̸= (|µ|(E))−1µ(E ∩ ·). Sea (P,N)

una descomposición de Hahn para µ. Luego,

0 < |µ|(E) = µ(E ∩ P )− µ(E ∩N).

Esto implica que, o bien µ(E ∩ P ) > 0, o bien −µ(E ∩ N) > 0. Como ambos casos son

análogos, probemos solamente el caso en que µ(E ∩ P ) > 0. Al ser

0 < µ(E ∩ P ) ≤ |µ|(E) < 1,

cambiando E por E ∩ P podemos suponer que E ⊆ P y en consecuencia µ(E) = |µ|(E).

Pero entonces tenemos por un lado que µ(E) = |µ|(E) < 1, y por otro lado

µ(E ∩ E)

|µ|(E)
=

µ(E)

µ(E)
= 1,

terminando aśı de probar que µ ̸= (|µ|(E))−1µ(E ∩ ·).

A.2. El teorema de Carathéodory

Definición A.2.1. Sea X un espacio vectorial, E ⊆ X un subconjunto cualquiera. Defi-

nimos la cápsula convexa de E (denotada co(E)) como

co(E) =
⋂
C⊇E

C convexo

C.

Es decir, co(E) es el menor convexo de X que contiene a E. Equivalentemente, co(E) es

el conjunto de todas las posibles combinaciones convexas de elementos de E.

Si X es además un espacio vectorial topológico, definimos la cápsula convexa cerrada

de E como co(E), y la denotamos co(E). Equivalentemente, co(E) es el menor convexo

cerrado de X que contiene a E.
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Denotamos

∆n :=

{
t ∈ Rn+1 : ti ≥ 0 ∀i,

∑
i

ti = 1

}
= co({e0, . . . , en}),

donde ej denota al j−ésimo vector canónico de Rn+1. Luego, decir que x es combinación

convexa de x0, . . . , xn es equivalente a decir que existe t ∈ ∆n tal que x =
∑

i tixi.

Teorema A.2.2 (Carathéodory). Sea E ⊆ Rn y sea x ∈ co(E). Entonces existen s ∈ ∆n

y x0, . . . , xn ∈ E tales que x =
∑

i sixi.

Demostración. Como x ∈ co(E), existen x0, . . . , xk ∈ E y t ∈ ∆k tales que x =
∑k

i=0 tixi.

Probamos el resultado por inducción en k. Si k ≤ n no hay nada que hacer. Supongamos

ahora que k > n. Si algún ti = 0 entonces el resultado vale por hipótesis inductiva.

Supongamos entonces además que ti > 0 para todo 0 ≤ i ≤ k.

Como k > n, el mapa lineal Rk+1 → Rn+1 dado por

a 7→
(∑

i

aixi,
∑
i

ai

)
tiene núcleo no trivial. Entonces existe a ∈ Rk+1 \ {0} tal que

∑
i aixi = 0 y

∑
i ai = 0.

Llamemos

µ = máx
0≤i≤k

|ai|
ti

,

que es positivo pues a ̸= 0. Si 0 ≤ j ≤ k es donde se realiza el máximo, podemos suponer

que aj > 0, eventualmente cambiando a por −a. Sea

λ =
1

µ
=

tj
aj
.

Entonces λaj = tj y |λai| ≤ ti para cada 0 ≤ i ≤ k.

Tomamos t′i = ti − λai. Notemos que t′i = ti − λai ≥ ti − |λai| ≥ 0 y además∑
i

t′i =
∑
i

ti︸ ︷︷ ︸
=1

−λ
∑
i

ai︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

por lo que t′ ∈ ∆k. Más aún, tenemos que

x =
∑
i

tixi =
∑
i

(t′i + λaj)xi =
∑
i

t′ixi − λ
∑
i

aixi︸ ︷︷ ︸
=0

=
∑
i

t′ixi.

Pero por construcción vale que t′j = tj −λaj = 0 por lo que la última escritura de x como

combinación convexa de los xi tiene un sumando menos, y luego el resultado se obtiene

por hipótesis inductiva.

Corolario A.2.3. Si K ⊆ Rn es compacto, entonces co(K) es compacto. En particular,

co(K) = co(K).

Demostración. La función continua Kn+1 × ∆n → co(K) dada por (x, t) 7→
∑

i tixi es

sobreyectiva por el Teorema A.2.2. ComoKn+1×∆n es compacto, se sigue el resultado.
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A.3. El teorema de Krein-Milman

En esta sección demostramos uno de los resultados centrales en el estudio de puntos

extremales: el teorema de Krein-Milman.

Lema A.3.1. Sean X un espacio vectorial, A ⊆ B ⊆ C ⊆ X. Si A ext B y B ext C,

entonces A ext C.

Demostración. Sean x, y ∈ C y 0 < t < 1 tales que tx + (1 − t)y ∈ A. Como A ⊆ B,

vale que tx+ (1− t)y ∈ B y, por la extremalidad de B en C, tenemos que x, y ∈ B. Pero

entonces x, y ∈ B son tales que tx+ (1− t)y ∈ A, de donde x, y ∈ A por la extremalidad

de A en B.

Recordemos una de las versiones geométricas del teorema de Hahn-Banach.

Teorema A.3.2. Sea X un espacio localmente convexo, y sean A,B ⊆ X convexos

disjuntos, con A abierto. Entonces existen φ ∈ X ′ y β ∈ R tales que para todos a ∈ A y

b ∈ B vale que

Re φ(a) < β ≤ Re φ(b).

Teorema A.3.3 (Krein-Milman). Sean X un espacio localmente convexo, ∅ ̸= K ⊆ X

compacto. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(1) Ext(K) ̸= ∅;

(2) K ⊆ co(Ext(K));

(3) si K es convexo, entonces K = co(Ext(K)).

Demostración.

(1) Sea Ω := {S ⊆ K : S extremal y cerrado, S ̸= ∅} ordenado por inclusión. Ω ̸= ∅ pues

K ∈ Ω. Si C ⊆ Ω es una cadena no vaćıa, afirmamos que S =
⋂

A∈C A ∈ Ω. En efecto, S es

cerrado por ser intersección de conjuntos cerrados. Por otra parte, como C es una cadena

de conjuntos no vaćıos, tiene la propiedad de intersección finita. Al ser K compacto y C
una familia de cerrados de K, tenemos que S ̸= ∅. Finalmente, S es extremal en K pues

cada A ∈ C lo es. Esto termina de probar que S ∈ Ω, y consecuentemente es una cota

inferior de C.

Por el lema de Zorn, Ω tiene algún elemento minimal S. Afirmamos que #S = 1. Sabemos

que #S ≥ 1 pues S ̸= ∅. Supongamos que #S ≥ 2 y sean x, y ∈ S distintos. Luego,

existe φ ∈ X ′ tal que Re φ(y) < Re φ(x). Como Re φ es continua y S es compacto, vale

que Re φ alcanza máximo m en S. Llamemos Sφ = {s ∈ S : Re φ(s) = m}. El conjunto
Sφ es cerrado pues S lo es y Re φ es continua, y es no vaćıo pues ya dijimos que Re φ

alcanza máximo en S. Veamos que es extremal en K. Como S es extremal en K, por el
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Lema A.3.1, basta ver que Sφ es extremal en S. Supongamos entonces que x′, y′ ∈ S y

0 < t < 1 son tales que tx′ + (1− t)y′ ∈ Sφ. Luego

m = Re φ(tx′ + (1− t)y′) = tRe φ(x′)︸ ︷︷ ︸
≤m

+(1− t) Re φ(y′)︸ ︷︷ ︸
≤m

≤ m

de donde Re φ(x′) = Re φ(y′) = m como queŕıamos ver. Por último, notemos que y /∈ Sφ

pues Re φ(y) < Re φ(x) ≤ m. Pero entonces Sφ ∈ Ω cumple que Sφ ⊊ S, lo cual

contradice la minimalidad de S. El absurdo provino de suponer que #S ≥ 2, de donde

#S = 1. Esto termina de probar que Ext(K) ̸= ∅.

(2) Sea C = co(Ext(K)) y supongamos que K ̸⊆ C. Sea x0 ∈ K \ C y V entorno abierto

convexo de 0 tal que x0 /∈ C + V =: A (basta tomar V un entorno abierto, convexo y

simétrico del 0 tal que x0 + V ⊆ X \ C). Como A es un abierto convexo, por el Teorema

A.3.2 existen φ ∈ X ′ y β ∈ R tales que para todo x ∈ A (y en particular, para todo

x ∈ Ext(K)) vale que Re φ(x) < β ≤ Re φ(x0). Si llamamos γ al máximo de Re φ en K

y Kφ = {x ∈ K : Re φ(x) = γ}, razonando igual que antes, tenemos que Kφ es compacto,

no vaćıo y extremal en K. Por (1), existe x1 ∈ Ext(Kφ) y como Kφ ext K, entonces

nuevamente por el Lema A.3.1, x1 ∈ Ext(K). Con esto,

γ = Re φ(x1) < β ≤ Re φ(x0) ≤ γ,

lo cual es absurdo. El absurdo provino de suponer que K ̸⊆ C, de donde K ⊆ C.

(3) K ⊆ co(Ext(K)) ⊆ co(K) = K, donde la última igualdad vale pues K es convexo y

cerrado.

Mostremos una aplicación clásica de este resultado.

Corolario A.3.4 (c0 no es un dual). No existe ningún espacio de Banach X tal que X ′

sea isométricamente isomorfo a c0.

Demostración. Supongamos que śı. Luego, c0 con la topoloǵıa débil* es un espacio local-

mente convexo, y por el teorema de Banach-Alaoglu vale que Bc0 es compacta con esta

topoloǵıa. Por el teorema de Krein-Milman, Bc0 debe tener puntos extremales. Veamos

que no es el caso.

Si x ∈ Bc0 es extremal, entonces necesariamente ||x||c0 = 1. Sea N ∈ N tal que para todo

n ≥ N vale que |xn| < 1/2. Definimos las sucesiones

yn =

{
xn +

1
4

si n = N

xn si n ̸= N
, zn =

{
xn − 1

4
si n = N

xn si n ̸= N
.

Vale que y, z ∈ Bc0 y x = y+z
2
, contradiciendo la extremalidad de x.

Con un argumento similar se puede probar que L1[0, 1] no es un dual.
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A.4. El teorema de Minkowski

Por último, probamos el teorema de Minkowski que dice, esencialmente, que en espacios

de dimensión finita, el teorema de Krein-Milman vale sin necesidad de tomar clausura.

Teorema A.4.1 (teorema del interior relativo). Sea K ⊆ Rn un convexo no vaćıo y sea

L ⊆ Rn la variedad af́ın generada por K. Entonces el interior de K relativo a L es no

vaćıo.

Demostración. Como K ̸= ∅, trasladando podemos suponer que 0 ∈ K. Más aún, cam-

biando Rn por L podemos suponer que la variedad af́ın generada por K (que coincide con

el subespacio generado por K pues 0 ∈ K) es Rn. En estas condiciones, debe existir una

base {v1, . . . , vn} ⊆ K de Rn. Llamemos {v′1, . . . , v′n} a la correspondiente base dual.

Si

U =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ ∀i : v′i(x) > 0,
∑
i

v′i(x) < 1

}
, (A.1)

entonces vale que U es abierto y no vaćıo pues
∑

i
1
2n
vi ∈ U . Además, si x ∈ U , entonces

x =

(
1−

∑
i

v′i(x)

)
0 +

∑
i

v′i(x)vi ∈ co(0, v1, . . . , vn),

de donde U ⊆ co(0, v1, . . . , vn) ⊆ K. Esto termina de probar el interior de K es no

vaćıo.

Proposición A.4.2. Si K ⊆ Rn es convexo y genera af́ınmente a Rn, entonces K = K◦.

Demostración. Basta probar que K ⊆ K◦. Sean x ∈ K y ε > 0. El conjunto K1 =

K ∩ Bε(x) es convexo y no vaćıo. Trasladando, podemos suponer que 0 ∈ K1 (y en

particular 0 ∈ K). Sean v1, . . . vn ∈ K linealmente independientes, que existen pues

0 ∈ K y K genera af́ınmente a Rn. Para cada k > n, sea

xk :=
n∑

i=1

1

k
vi.

Definiendo U como en (A.1), es claro que xk ∈ U ⊆ K◦ y xk
k→∞−−−→ 0. Al ser Bε(x) un

entorno abierto de 0 (pues 0 ∈ K1), para algún k0 > n se tiene que xk0 ∈ Bε(x) y, como

ε > 0 era arbitrario, esto prueba que x ∈ K◦.

Lema A.4.3. Sean X un espacio vectorial real y C ⊆ X convexo y no vaćıo. Supongamos

que φ : X → R es un funcional no nulo tal que φ alcanza un máximo α en C, y sea

H = φ−1(α). Entonces Ext(C ∩H) = Ext(C) ∩H.

Demostración. La inclusión “(⊇)” es inmediata de la definición de punto extremal. Pro-

bemos la otra inclusión.
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Sea x ∈ Ext(C ∩H) y supongamos que y, z ∈ C, 0 < t < 1 son tales que x = ty+(1− t)z.

Luego

α = φ(x) = t φ(y)︸︷︷︸
≤α

+(1− t)φ(z)︸︷︷︸
≤α

≤ α

de donde φ(y) = φ(z) = α. Es decir, y, z ∈ H y como x es extremal en C ∩H, concluimos

que y = z = x.

Teorema A.4.4 (Minkowski). Sea K ⊆ Rn compacto, convexo y no vaćıo. Entonces

K = co(Ext(K)).

Demostración. Sea L la variedad af́ın generada por K. Probamos el resultado por induc-

ción en m = dim(L). Para m = 0 no hay nada que hacer.

Supongamos que m ≥ 1. Al igual que antes, podemos suponer que m = n y que 0 ∈
K. Como K es convexo, sólo debemos ver que K ⊆ co(Ext(K)). Tomemos x ∈ K y

consideremos los siguientes casos.

(1) x ∈ ∂K = K \K◦. Como K es convexo, tenemos que K◦ es convexo y es no vaćıo por

el Teorema A.4.1. Luego, por el Teorema A.3.2 existe φ : Rn → R lineal tal que para todo

y ∈ K◦ vale que φ(y) < φ(x). En vistas de la Proposición A.4.2, esto implica que para

todo y ∈ K se tiene que φ(y) ≤ φ(x). Dicho de otro modo, φ(x) es el máximo de φ en

K. Sea H = x+kerφ y K1 = K ∩H. Luego K1 es compacto, convexo, no vaćıo y genera

una variedad lineal de dimensión a lo sumo m− 1. Como x ∈ K1, por hipótesis inductiva

vale que x ∈ co(Ext(K1)). Pero por el Lema A.4.3 tenemos que Ext(K1) = Ext(K)∩H ⊆
Ext(K), y entonces x ∈ co(Ext(K)).

(2) x ∈ K◦. Sea A := {t ∈ R̸=0 : x+ te1 ∈ K}. A ̸= ∅ pues x ∈ K◦, y es acotado pues K

es compacto. Sean a := supA > 0 y b := ı́nf A < 0. Llamemos x1 = x+ae1 y x2 = x+be1.

Como K es cerrado, x1, x2 ∈ K y, por las definiciones de a, b, vale que x1, x2 /∈ K◦. Es

decir, x1, x2 ∈ ∂K. Observemos que

x =
−b

a− b
x1 +

a

a− b
x2,

y como a > 0, b < 0, esto significa que x es combinación convexa de x1 y x2. Pero por

(1), sabemos que x1 y x2 son a su vez combinaciones convexas de Ext(K). Por lo tanto,

x ∈ co(Ext(K)) como queŕıamos probar.
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